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Resumen

Este trabajo de tesis aborda la absorción pasiva de vibraciones en sistemas
no lineales. El objeto de estudio es un sistema primario, del tipo masa-resorte-
amortiguador con rigidez cúbica, al cual se desea reducir las vibraciones, conectado
a otro sistema secundario con las mismas características encargado de realizar la
absorción. El análisis se efectúa con el método de escalas múltiples, obteniendo
la respuesta aproximada en frecuencia en estado estacionario. En un principio se
aborda la teoría sobre los sistemas autoparamétricos en los cuales se presentan
fenómenos no lineales los cuales ofrecen bene�cios en la absorción y, posterior-
mente, se emplea el enfoque de la transferencia de energía dirigida (TET, por
sus siglas en inglés Target Energy Transfer) y los llamados drenajes no lineales
de energía (NES, por sus siglas en inglés Non linear Energy Sink). Fundamental-
mente, se presenta un estudio general del fenómeno de los Drenajes No Lineales
de Energía y se analiza en qué condiciones un absorbedor de vibraciones del tipo
no lineal cae dentro de esta clase de sistemas, particularmente cuando se trata de
absorbedores de tipo autoparamétrico.



Abstract

This work deals with the passive vibration absorption on inherently non-linear
systems. The object of study is a mass-spring-damper primary system, with cu-
bic sti¤ness, to which the vibrations are to be reduced, connected to another
secondary system with the same characteristics and acting as a nonlinear pas-
sive vibration absorber, whose role is the energy and vibration absorption. The
analysis is carried out by application of multiple scales method, obtaining the
approximate frequency response function. To do this, �rst the theory about au-
toparametric systems with nonlinear coupling terms are described, which o¤er
bene�ts for passive vibration absorption under resonant conditions and, later, the
attention is focused on the so-called Target Energy Transfer (TET) and Nonlinear
Energy Sinks (NES). Fundamentally, the work describes a general study of the
phenomenon related to the Nonlinear Energy Sinks, thus analyzing under what
conditions a nonlinear type vibration absorber can be classi�ed as part of this par-
ticular class of dynamical systems with particular emphasis on the autoparametric
type absorbers.
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Capítulo 1

Introducción

Las vibraciones se encuentran en muchos fenómenos físicos presentes en nue-
stro entorno; en fenómenos naturales, sismos, el movimiento de las olas del mar,
las ondas que se generan al lanzar una piedra en un charco de agua, el movimiento
de la tierra; en el cuerpo humano, el bombeo de sangre, la respiración (los pul-
mones se expanden y comprimen), al escuchar (el tímpano del oído percibe ondas
de sonido por medio de vibraciones), al hablar (la faringe produce pequeñas oscila-
ciones) y oscilaciones que son inducidas por el ritmo de los movimientos corporales
al caminar, saltar, correr , nadar; en máquinas e instrumentos, el movimiento de
ida y vuelta de los pistones de un motor, en bandas transportadoras vibratorias,
en la separación y �ltrado por medio de tolvas, al compactar o distribuir material
de construcción con una regla vibratoria, en sillones de masaje, en cortadoras de
cabello, las �uctuaciones de un puente de carretera con vehículos que pasan, el
balanceo de un barco bajo la in�uencia de las olas del océano, las oscilaciones de
una cuerda en instrumentos musicales; Ver, e.g., J. P. Den Hartog [4], C.W. De
Silva [33, 34], A. D. Dimarogonas [35], C.M. Harris [36], S. Braun et al. [37].
En términos simples, una vibración es un movimiento o respuesta oscilato-

rio(a) de un cuerpo, objeto o sistema alrededor de un punto de equilibrio. Estas
pueden ocurrir en un sistema mecánico, sistema eléctrico, y pueden representar su
comportamiento dinámico natural o bien pueden ser inducidas mediante alguna
fuerza de excitación. Asimismo, estas fuerzas pueden ser generadas internamente
en el sistema o trasmitidas por alguna fuente externa. Cuando la frecuencia de la
fuerza de excitación coincide con la frecuencia natural del sistema, la respuesta de
este alcanzará grandes amplitudes, dependiendo del amortiguamiento presente. A
este fenómeno se le conoce como resonancia y constituye un fenómeno producido
por la inestabilidad del sistema.
Todo sistema presenta una señal de vibración en la cual plasman cada una de

sus características, cada componente de éste presenta su propia señal de vibración
y en ella se encuentra la información de cada uno de estos, es decir, una señal de
vibración capturada del sistema se compone de la suma de la vibración de cada
uno de sus componentes.

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Para que la oscilación ocurra, debe de existir dos elementos esenciales: un
elemento de masa o inercia que almacene energía cinética y un elemento de elas-
ticidad o resorte que almacene energía potencial; de forma general siempre existe
un tercer elemento de amortiguamiento, el cual disipa energía. El elemento de
elasticidad provee una fuerza de restauración que continuamente tira la masa ha-
cia su posición de equilibrio, causando la oscilación de la masa. Por lo tanto, todo
cuerpo que posee masa y elasticidad es capaz de vibrar en el momento que se le
proporciona energía.
Durante las vibraciones, la energía potencial y la energía cinética se convierten

una en la otra, almacenándose y liberándose de los dos elementos, respectivamente.
Si el sistema se amortigua, una parte de su energía se disipa en cada ciclo de
vibración y se debe proporcionar una fuente externa para que se mantenga un
estado de vibración estable. Ver, e.g., B. Balachandran [17], S.S. Rao [51].

1.1. Importancia de las Vibraciones No Lineales

Las vibraciones no lineales se presentan, si cualquier componente básico de
un sistema vibratorio se comporta de forma no lineal. En tal caso el principio de
superposición no es válido y las técnicas de análisis son menos conocidas y difíciles
de aplicar. Como los sistemas vibratorios tienden a comportarse no linealmente
con amplitud de oscilación creciente (por ejemplo, sistemas en resonancia), es
deseable un conocimiento de la vibración no lineal cuando se trate con sistemas
vibratorios. Ver, e.g., S. S. Rao [51] y W. T. Thomson [52].
La fuente de la no linealidad suele ser generada por las propiedades de mater-

ial o las propiedades geométricas presentes en los componentes del sistema. En el
estudio de las oscilaciones pequeñas, un sistema no lineal puede ser tratado como
uno lineal por medio de una linealización adecuada. Sin embargo, las no lineal-
idades deben ser consideradas cuando se trata con oscilaciones grandes. Física-
mente, los sistemas no lineales presentan ciertas características únicas que carecen
los sistemas lineales, tales como resonancia sub-armónica y super-armónica, vibra-
ciones excitadas de forma paramétrica, ciclos limites, oscilaciones auto-excitadas,
movimiento caótico. (S. Braun et al. [37]).

1.2. Absorbedor Pasivo de Vibraciones

Una de las razones por las cuales es necesario estudiar las vibraciones mecáni-
cas, es el veri�car que estas se encuentren dentro de las normas de seguridad, con
el �n de eliminar o minimizar los efectos nocivos sobre el hombre, estructuras,
edi�cios, máquinas, instrumentación etc; garantizando un mayor rango de vida y
funcionalidad.
El absorbedor dinámico de vibraciones (DVA, por sus siglas en inglés Dynamic

Vibration Absorber), también llamado amortiguador de masa sintonizado (TMD,
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por sus siglas en inglés Tuned Mass Damper), es un dispositivo mecánico com-
puesto por elementos de masa o inercia, rigidez y amortiguamiento, los cuales
una vez conectados a una estructura o máquina, comúnmente denominada sis-
tema primario, son capaces de absorber la energía vibratoria no deseada, en el
punto de conexión. Por lo tanto, la masa principal y la masa del absorbedor anex-
ada constituyen un sistema de dos grados de libertad, y de ahí que el sistema
en conjunto tenga dos frecuencias naturales. El absorbedor de vibraciones se uti-
liza comúnmente en maquinaria que opera a velocidad constante, por lo que el
absorbedor de vibraciones se sintoniza a una frecuencia particular y es efectivo
sólo dentro de una pequeña banda de frecuencias de excitación. El DVA se diseña
con el �n de que las frecuencias naturales del sistema resultante se alejen de la
frecuencia de excitación. Ver, e.g., J. P. Den Hartog [4], S. S. Rao [51] y S. Braun
et al. [37].

1.3. Transferencia de Energía Dirigida

Amenudo, el proceso de intercambio de energía de vibración pasiva no lineal se
describe en términos de interacción no lineal entre diferentes modos estructurales
con frecuencias ya sean estrechas o separadas. Este tipo de intercambio no es
posible en sistemas dinámicos lineales, ya que, en el caso de modos con frecuencias
estrechamente espaciadas puede existir una interacción, dando como resultado
el fenómeno de pulsación, si las frecuencias se encuentran separadas, los modos
involucrados se desacoplan y no pueden pasivamente pasar energía entre ellos.
Sin embargo, en presencia de no linealidad, se produce interacciones de energía

no lineales debido a las resonancias internas, incluso entre modos estructurales con
frecuencias ampliamente espaciadas (J. Guckenheimer, P. J. Holmes [63]; A.H.
Nayfeh, D.T. Mook [69]; A. H. Nayfeh [64]).
En general, la transferencia de energía dirigida (TET por sus siglas en ingles

Targeted Energy Transfer) se puede realizar debido a la ruptura de la simetría
como bifurcaciones de un modo no lineal o través de fenómenos de localización de
energía espacial a partir de la formación modos normales no lineales localizados
(NNMs por sus siglas en ingles Normal Nonlinear Modes) (King y Vakakis [76],
Vakakis et al. [65], Vakakis et al. [66], Lacarbonara et al. [67], Jiang et al. [68]).

1.4. Drenaje de Energía No Lineal

Un drenaje de energía no lineal (NES por sus siglas en ingles Nonlineal Energy
Sink) se presenta en existencia de un acoplamiento local que posee una no lin-
ealidad elemental (no linealizable1), el cual altera signi�cativamente la dinámica

1No linealizable: No linealidad que al realizar su aproximación por series de Taylor, la aprox-
imación de primer orden (termino lineal) es igual a cero.
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global del sistema resultante. La razón radica en la falta de una frecuencia de reso-
nancia preferencial del acoplamiento, lo cual, en principio, le permite acoplarse en
resonancia no lineal con cualquier modo del sistema lineal, a intervalos arbitrar-
ios de frecuencia (siempre que, por supuesto, ningún modo tenga un nodo en la
vecindad del punto de unión). El escenario real de la interacción de resonancia no
lineal de un solo modo o multi-modo de la unión con el sistema lineal dependerá
del nivel y distribución espacial de la energía de vibración instantánea del sistema
integrado. Bajo ciertas condiciones, la TET pasiva del sistema lineal al sistema
acoplado se produce, es decir, un �ujo de energía unidireccional e irreversible (en
promedio) desde el sistema lineal al sistema acoplado, que actúa, en efecto, como
un drenaje de energía no lineal (NES).
Además, en contraste con el absorbedor de vibraciones lineal clásico, cuya

acción es de banda estrecha, bajo ciertas condiciones el NES puede interactuar de
forma resonante con el sistema lineal de una forma de banda ancha, y participar
en una cascada de captura de resonancia con un conjunto de modos estructurales
sobre una amplia gama de frecuencias; Entonces, según A. F. Vakakis et al. [69]
el NES, actúa en esencia, como un controlador pasivo, adaptativo, de límites de
banda ancha.

1.5. Antecedentes de Absorbedores

Desde su invención por Frahm a principios del siglo XX, el DVA ha sido ampli-
amente utilizado para mitigar las vibraciones en varios tipos de sistemas mecáni-
cos. Una aplicación muy conocida es el denominado amortiguador de Stockbridge,
ampliamente utilizado para reducir las vibraciones inducidas por el viento en las
líneas aéreas de transmisión de energía. En una aplicación de ingeniería notable,
un absorbedor de 400 toneladas ha sido diseñado para Citicorp Center, un edi-
�cio de o�cinas de 274 m de altura en la ciudad de Nueva York, para suprimir
principalmente la contribución del primer modo de vibración en las oscilaciones
inducidas por el viento. En una aplicación similar, se han instalado dos DVA de
300 toneladas en la torre John Hancock Tower, en Boston, Massachusetts. La
dinámica de las torres de televisión es particularmente favorable para el uso de
DVAs tipo péndulo, que se han aplicado, por ejemplo, a las torres de Alma-Ata y
Riga, en la antigua Unión Soviética.
Debido a su relevancia tecnológica tanto en el ámbito académico como en el in-

dustrial, los DVAs siguen siendo un tema de interés permanente. Entre las nuevas
aplicaciones se incluyen dispositivos para estabilizar el movimiento de balanceo del
barco, mejorar la comodidad de los usuarios al caminar por puentes peatonales,
atenuar las vibraciones transmitidas desde el rotor principal a la cabina de los he-
licópteros, y mejorar las condiciones de operación de la máquina herramienta, por
citar sólo algunos ejemplos. También se han desarrollado aplicaciones militares.
El uso de DVAs para reducir las fuerzas dinámicas transmitidas a una aeronave
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debido a las altas tasas de fuego impuestas al movimiento del cañón puede ser
mencionado como otro ejemplo. ( S. Braun et al. [37]).
Los absorbedores dinámicos se han estudiado y empleado desde hace un largo

tiempo, ahora se menciona de una forma sintetizada algunos estudios e investi-
gaciones realizadas, en el área de la mecánica. El primer registro de uso del ab-
sorbedor de vibración fue descrito en un artículo por Watts [1] en 1883, de seguido
de (el primer registro de patente) Hermann Frahm [2] en 1909, pero no fue hasta
1928 que Ormondroyd y Den Hartog [3] publicaron el tratamiento matemático del
absorbedor dinámico pasivo de la vibración. El problema del ancho de banda fue
identi�cado por primera vez por Roberson [5] (1952), que consideró el caso poco
práctico de un resorte lineal y cúbico sin amortiguamiento. Roberson concluyó, sin
embargo, que teóricamente un resorte blando produciría el efecto deseado. A este
trabajo le siguió el de Pipes [6] (1953) que consideró un resorte sinusoidal hiper-
bólico con una característica de endurecimiento y sin amortiguamiento. Luego
Arnold [7] (1955) con�rmó los resultados de Roberson, pero de nuevo no consid-
eró el amortiguamiento. Esto fue seguido por una brecha de dos décadas para
el trabajo de Masri [8] (1972) y Dabrowski [9] (1975) en el que se consideró la
oscilación forzada de ambas masas. Al mismo tiempo R. S. Haxton y A. D. S.
Barr[39] (1972) presentaron el modelo, construcción y pruebas experimentales de
un absorbedor autoparamétrico, realizando una comparación con el absorbedor
lineal amortiguado y sintonizado. Anteriormente el trabajo teórico y original so-
bre el problema autoparamétrico clásico es el del péndulo elástico descrito por
Minorsky [44] (1962) el cual se discutió en vibración libre. Miller y Gartner en
1975 [10] superaron el problema del ancho de banda mediante la introducción de
un resorte neumático de rigidez variable sin amortiguamiento, mediante el cual la
frecuencia natural del absorbedor podría ajustarse a una frecuencia de excitación
cambiante. En 1982 [11] realizaron el estudio de un absorbedor de vibraciones
dinámico empleando un diseño con resorte blando tipo Bellebille, y se mostró que
por ese medio se podía duplicar el ancho de banda de supresión con respecto al que
ofrece un absorbedor lineal. Para 1994 M. Cartmell and J. Lawson [19] proponen
un sistema implementable, el cual consta de un absorbedor autoparamétrico pen-
dular activo, acoplado a un sistema primario lineal masa-resorte-amortiguador.
Cuatro años mas tarde S. S. Oueini, A. H. Nayfeh y J. R. Pratt [12] presentaron
resultados teóricos y experimentales sobre el enfoque de implementación basado
en absorción activa de vibraciones no lineales sobre estructuras �exibles. A inicio
del siglo XXI, P. F. Pai, B. Rommel y M. J. Schulz [13] presentaron resultados
teóricos y experimentales de absorción activa de vibraciones no lineales empleando
resonancias internas de alto orden sobre un sistema tipo plato en cantiléver.
En 2008 G. Silva, B. Vazquez and L. Macias [16], presentan un absorbedor pa-

sivo/activo tipo péndulo, el cual es acoplado a un sistema primario tipo Du¢ ng,
el control se encarga de modi�car la longitud del péndulo con el �n de modi�car
la frecuencia interna del sistema integrado, logrando ampliar la banda de efec-
tividad del absorbedor ante variaciones de frecuencia en la fuente de excitación
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armónica. Dos años después G. Silva, H.F. Abundis, B. Vazquez [15], realizan una
síntesis sobre un absorbedor pasivo/activo tipo viga en cantiléver, el mecanismo
principal tipo Du¢ ng, empleando un parche PZT como actuador el cual modi�ca
la frecuencia interna del sistema por medio de la rigidez de la viga, la cual cambia
por la deformación del parche. En el 2014 F. Beltrán, G. Silva [14] presentaron
un estudio de absorbedores de vibraciones dinámicos pasivos y activos tipo masa-
resorte-amortiguador sobre un sistema primario tipo Du¢ ng, el cual tiene como
objetivo el seguimiento de trayectoria.

1.6. Antecedentes sobre Drenajes No Lineales
de Energía

Desde la aparición de los Drenajes No Lineales de Energía (NES, por sus
siglas en inglés) a principios de este siglo han tomado un creciente interés, ya
que las ventajas que ofrecen tiene un amplio campo de aplicaciones como en
la aeronáutica, mecánica estructural, , maquinaria vibratoria, suspensiones de
edi�cios y vehículos. La di�cultad primordial del NES es que se requiere una no
linealidad esencial (no linealizable), para el mejor desempeño.
Uno de los primeros trabajos de investigación que aborda esta estrategia fue

realizada por A. F. Vakakis, O. y Gendelman en 2001, en el cual se muestra eviden-
cia numérica de la existencia de bombeo de energía unidireccional de un sistema
lineal a otro no lineal. Para 2003 A. F. Vakakis et al. [21], realizaron el estudio de
una cadena de osciladores lineales periódicos, acoplada débilmente a un dispositi-
vo esencialmente no lineal, donde gracias a la no linealidad esencial se introduce
una serie de resonancias internas (0 : !m), entre el dispositivo acoplado y cada
uno de los modos que componen la cadena. No hay una frecuencia de resonancia
preferencial para el dispositivo, depende de la energía y de las condiciones iniciales
para que se presente alguna interacción de resonancia interna con algún modo de
la cadena. El bombeo de energía solo se produce en presencia de amortiguamiento,
en el caso no amortiguado solo se genera el fenómeno de golpeteo entre la cadena y
el dispositivo acoplado. Aunque el bombeo de energía se realiza solo en presencia
de amortiguamiento, el fenómeno del bombeo de energía depende fuertemente de
la estructura topológica de los modos no lineales (NNM, por sus siglas en inglés
Nonlinear Normal Modes) del sistema subyacente no amortiguado. En el siguiente
año A. F. Vakakis et al. [22], estudiaron los fenómenos de captura de resonancia
que conducen al bombeo de energía en una cadena lineal de N osciladores acopla-
dos a dispositivos fuertemente no lineales que poseen no linealidades de rigidez
cúbica esencial. En 2005 A. F. Vakakis et al. [23], estudian la dinámica de un
sistema no lineal de dos grados de libertad que consiste en un oscilador lineal con
marco de referencia a tierra y acoplado a una masa pequeña por medio de una
rigidez esencialmente no lineal; se concluye que aunque el sistema tiene una con-
�guración simple posee dinámicas muy complicadas y que el dispositivo acoplado
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tiene la capacidad de interacciones resonantes fuertes con el oscilador lineal en
una amplia gama de frecuencias (captura de resonancias). Otro estudio hecho por
A. F. Vakakis y F. Georgiades, [24], en el cual se obtuvieron pruebas numéric-
as de transferencia de energía pasiva y de banda ancha dirigida desde una viga
lineal �exible con excitación de choque hasta un dispositivo con conexión local,
esencialmente no lineal y ligero, que actúa, en esencia, como drenaje no lineal
de energía. El dispositivo conectado absorbe la energía de choque de una manera
unidireccional e irreversible y disipa esta energía localmente, sin propagarla a la
viga lineal.
Ya en 2009 R. Viguie y G. Kerschen [25] realizan el estudio y sintonización de

un absorbedor no lineal, con el objetivo de mitigar las vibraciones de un modo
especí�co de una estructura primaria no lineal en una amplia gama de amplitudes
de forzado. Una aplicación de ingeniería se estudia en G. Kerschen et al. [26],
se describe un sistema prototipo de cuerdas de perforación NES para estabilizar
un sistema de perforación en pozos de petróleo y gas, reduciendo la vibración
torsional de la cuerda de perforación principal por medio de la transferencia de
energía pasiva no lineal dirigida a un dispositivo ligero (NES).
Cinco años más tarde, se aborda la absorción y cosecha de energía por Z. Nili

Ahmadabadi, S.E. Khadem [27], se trata el diseño de un sistema que comprende
un sumidero de energía no lineal (NES) y un cosechador de energía de vibración
piezoeléctrica acoplada a una viga libre bajo excitación de choque, en el cual, se
reporta una disipación de hasta el 78% de la energía.
En 2015 M. Dardel et al. [28], investigaron la robustez del NES contra cambios

en la amplitud de la fuerza de excitación, concluyen que el diseño de NES para
la máxima amplitud de forzado posible proporciona una gran reducción de la
vibración no sólo para la fuerza diseñada, sino también para valores más bajos de
amplitud de forzado. Otro trabajo para estudiar la robustez del NES es el hecho
por J. Taghipour and M. Dardel [29], se realiza la comparación entre un sistema
primario compuesto por un oscilador no lineal acoplado a un drenaje de energía no
lineal (NES) de un grado de libertad y el mismo, sistema primario acoplado a un
NES de dos grados de libertad ambos sometidos a excitación armónica externa,
en el cual se determina que al aumentar los grados de libertad del NES puede
causar una mayor robustez del sistema frente a cambios externos o internos.
Ye-Wei Zhang et al. [30], obtienen resultados que indican que un NES puede

suprimir signi�cativamente la vibración severa de una placa laminada compuesta
con cargas de viento para protegerla de vibraciones excesivas.
Un año después 2017 N. E. Wierschem et al. [31], realiza el estudio teórico

y experimental de una estructura con marco de acero de nueve pisos la cual es
sometido a fuerzas de impacto (explosión), en el cual se realiza la atenuación por
medio de seis NES, dos NES tiene no linealidades de vibro-impacto y las otras
cuatro poseen una rigidez esencialmente no lineal. En el mismo año B. Bergeot et
al. [32], se investiga la supresión pasiva de la resonancia terrestre en helicóptero
por medio de un conjunto de absorbedores no lineales del tipo NES cada uno se
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coloca en una cuchilla del rotor.

1.7. Motivación del trabajo

En el campo de la mecánica, se ha producido un rápido progreso en los últimos
dos siglos, debido en gran medida a la capacidad de los investigadores para rep-
resentar las leyes físicas en términos de ecuaciones bastante simples. En muchos
casos las ecuaciones gobernantes no son tan simples, por lo tanto, se emplean
ciertas suposiciones, más o menos consistentes con la situación física, para reducir
las ecuaciones a tipos más fácilmente solubles. Así, el proceso de linealización se
ha convertido en una parte intrínseca del análisis racional de los problemas físicos.
Un análisis basado en ecuaciones linealizadas, entonces, puede ser pensado como
un análisis de un problema correspondiente pero idealizado.
En muchos casos, el análisis lineal es insu�ciente para describir adecuadamente

el comportamiento del sistema físico. De hecho, una de las características más
interesantes del estudio de problemas no lineales es la aparición de fenómenos que
no están predichos por la teoría lineal. Por otro lado, ciertos fenómenos observados
físicamente son inexplicables, excepto si se toman en cuenta las no linealidades
presentes en el sistema.
Una de las áreas de la mecánica donde es posible encontrar dinámicas no lin-

eales son las vibraciones mecánicas, donde bajo condiciones de resonancia apare-
cen fenómenos interesantes debido a que la energía en el sistema se incrementa
de forma exponencial (condición de inestabilidad). Es claro que esta condición se
busca evitar aun que exista fuentes de amortiguamiento que disipen la energía,
ya que el sistema se dañara de forma permanente si el sistema continuo en dicha
condición.
Una de las posibles soluciones a este inconveniente es el uso del DVA, la ventaja

del DVA no lineal sobre el lineal es que este tiene un ancho de banda de absorción
mayor y pueden diseñarse de tal forma que su tamaño sea menor, gracias a la
resonancia interna la cual no se presenta en DVA lineales, el inconveniente de
ambos es que es necesario que el sistema se excite a una frecuencia de operación
constante.
Otra estrategia de absorción es el NES que son una variante del DVA no lineal,

estos tienen ventajas considerables sobre los dos DVA lineales y no lineales, ya
que estos no necesitan resonancia interna para extraer la energía del sistema, y
funcionan no solo para fuerzas de excitación vibratoria con frecuencia constante,
estos también lo hacen para excitaciones transitorias como las que ocurren es
fenómenos de choque e impacto. El diseño y análisis de los NES representa un
reto, ya que las herramientas para dicho propósito involucran cálculos complica-
dos, debido a que los NES se basan en no linealidades elementales y una fuerte
dependencia del fenómeno frecuencia-energía.
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1.8. Objetivos de la tesis

1.8.1. Objetivo general

Estudiar los fenómenos de transferencia de energía, con el �n de mitigar las
vibraciones no deseadas en un sistema primario, buscando dirigir estas a un
sistema secundario, empleando dos estrategias, el absorbedor autoparamétrico y
el drenaje no lineal de energía.

1.8.2. Objetivos especí�cos

Emplear la técnica de escalas múltiples para obtener una solución no lineal
aproximada de los sistemas a estudiar.

Estudiar los fenómenos de resonancia principal en un sistema tipo Du¢ ng
de un grado de libertad.

Estudiar los fenómenos de resonancia externa (principal) y resonancia in-
terna en sistemas autoparamétricos.

Determinar de forma experimental, si el sistema integrado es capaz de
trasferir energía de un subsistema a otro, por medio de la estrategia de
absorción autoparamétrica.

Abordar las técnicas de análisis modal no lineal.

Determinar de forma experimental si el sistema integrado es capaz de trans-
ferir energía unidireccional del sistema primario al sistema secundario, por
medio del enfoque de drenaje no lineal de energía.

Dilucidar la relación que puede o existe entre ambas estrategias absorción
pasiva de vibraciones.

Justi�car los resultados obtenidos de la aplicación con las estrategias prop-
uestas.

1.8.3. Organización de la tesis

El presente trabajo de tesis se encuentra organizado de la siguiente manera:

En el Capítulo 2, se presentan teoría preliminar en la cual se abordan conceptos
necesarios para el desarrollo del trabajo en los capítulos siguientes, se describe
a los sistemas paramétricos y autoparamétricos, así como la técnica de escalas
múltiples, con la cual se obtiene una aproximación de la respuesta del sistema
primario y posteriormente el sistema integrado, se aborda el concepto de Modos
normales no lineales y la localización de la energía en sistemas no lineales.
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En el Capítulo 3 se determina el modelado del sistema primario y el mode-
lo del sistema integrado por el sistema primario y el absorbedor de vibraciones
autoparamétrico, también se obtiene la simulación de la respuesta frecuencial
aproximada de los sistemas utilizando el método de escalas múltiples.
En el Capítulo 4 se describe de forma breve la plataforma experimental em-

pleada y la obtención de los parámetros modales de esta, en este Capítulo también
se obtiene la función de rigidez de los dos resortes no lineales por medio de una
aproximación polinomial de tercer grado.

En el Capítulo 5 se reporta los resultados experimentales del sistema con y sin
acoplamiento del absorbedor y se realiza la discusión de los restados obtenidos de
la técnica de absorción pasiva propuesta entre los resultados en simulación y los
experimentales, por último, se hacen comentarios importantes para abordar las
conclusiones en el siguiente Capítulo.

En el Capítulo 6 se describen algunas conclusiones y perspectivas de trabajo
futuro.



Capítulo 2

Preliminares

Como herramienta de análisis cuantitativo en la presente tesis se emplea el
método de escalas múltiples [47]. La idea básica es tratar un problema gobernado
por ecuaciones diferenciales parciales como un problema de múltiples ecuaciones
diferenciales ordinarias. Esto se logra considerando una solución en forma de ex-
pansiones en términos de múltiples escalas temporales independientes, en lugar
de una sola variable t independiente.

2.1. Método de escalas múltiples

La idea fundamental del método de escalas múltiples consiste en considerar la
expansión que representa la respuesta de un sistema dinámico como una función
de múltiples variables independientes, o escalas de tiempo, en lugar de una sola
variable. El método de escalas múltiples, aunque un poco más complicado, tiene
sus ventajas sobre el método de Lindstedt-Poincaré, ya que puede tratar de forma
conveniente con los sistemas amortiguados. Para más detalles se recomienda ver
los libros de Nayfeh y Mook [47], Cartmell [20] y Tondl [56], entre otros.
Uno comienza introduciendo nuevas variables independientes de la forma

Tn = �
nt; n = 0; 1; 2; � � � (2.1)

De ello se deduce que las derivadas con respecto a t se convierten en expansiones
en términos de los derivados parciales con respecto a la escala Tn, de acuerdo con
los siguientes términos

d

dt
=
dT0
dt

@

@T0
+
dT1
dt

@

@T1
+ � � � = D0 + �D1 + � � � (2.2)

d2

dt2
= D2

0 + 2�D0D1 + "
2(D2

1 + 2D0D2) + � � �

Para ilustrarlo, se considera un sistema dinámico descrito por la ecuación
diferencial siguiente

�u+ f(u) = 0, u 2 R (2.3)

11
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donde, en general, f es una función no lineal. Es conveniente cambiar el origen a
la ubicación del punto de operación, u = u0, y de esta manera dejamos

x = u� u0 (2.4)

Entonces (2.3) se convierte en:

�x+ f(x+ u0) = 0 (2.5)

Además, se supone que la función f puede ser expandida en una serie de potencias,
y con lo que (2.5) se puede expresar como:

�x+

NX
n=1

�n x
n = 0 (2.6)

donde
�n =

1

n!
f (n)(u0) (2.7)

y f (n) denota la n-ésima derivada con respecto al argumento. Para un punto de
operación, f(u0) = 0 y f 0(u0) > 0:

La solución describe la respuesta del sistema a una perturbación inicial. Para
describir la perturbación inicial, es necesario especi�car tanto la posición inicial
como la velocidad inicial, s0 y v0, respectivamente. Es conveniente escribir las
condiciones iniciales en forma polar. Por lo tanto, se introduce una amplitud y
una fase de acuerdo con

s0 = a0 cos �0; v0 = �a0!0 sin �0 (2.8)

donde
!0 =

p
�1 = [f

0(u0)]
1=2

y

a0 =

"
s20 +

�
v0
!0

�2#1=2
; �0 = cos

�1
�
s0
a0

�
= sin�1

�
� v0
a0!0

�
(2.9)

El sistema que se rige por la ecuación obtenida de (2.6) eliminando todos los
términos no lineales se denomina sistema lineal correspondiente. Desempeña un
papel clave en el análisis de sistemas débilmente no lineales. Básicamente, se ob-
tiene la respuesta del sistema no lineal perturbando la respuesta del sistema lineal
correspondiente. Hay varias de maneras de como efectuar dicha perturbación.
Se asume que la solución de (2.6) puede ser representada por una expansión

de la forma

x(t; ") = "x1(T0; T1; T2; � � � ) + "2x1(T0; T1; T2; � � � ) + "3x1(T0; T1; T2; � � � ) + � � �
(2.10)
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Se observa que el número de escalas temporales independientes necesarias de-
pende del orden al que se lleve a cabo la expansión. Si la expansión se realiza a
O("2), entonces T0 y T1 son necesarios. En esta sección realizamos la expansión a
O("3) y por lo tanto necesitamos T0, T1 y T2. Sustituyendo (2.2) y (2.10) en (2.6)
e igualando los coe�cientes de ", "2 y "3 a cero, obtenemos

D2
0x1 + !

2
0x1 = 0 (2.11)

D2
0x2 + !

2
0x2 = �2D0D1x1 � �2x21 (2.12)

D2
0x3 + !

2
0x3 = �2D0D1x2 �D2

1x1 � 2�2x1x2 � �3x31 (2.13)

Con este enfoque resulta conveniente escribir la solución de (2.11) en la forma
exponencial

x1 = A(T1; T2) exp(i!0T0) + �A(T1; T2) exp(�i!0T0) (2.14)

donde A(T1; T2) es una función compleja y �A(T1; T2) es el complejo conjugado de
A. La ecuación que rige a A es obtenida en base al requerimiento de que x2 y x3
tienen que ser periódicas en la escala de tiempo T0.
Al sustituir (2.14) en (2.12) se obtiene

D2
0x2 + !

2
0x2 = �2i!0D1

�
A exp(i!0T0) + �A exp(�i!0T0)

�
� �2

�
A2 exp(i2!0T0) + 2A �A+ �A2 exp(�i2!0T0)

�
(2.15)

Para alguna solución particular de (2.15) contiene términos seculares los cuales
tiene el factor T0 exp(i!0T0) a menos que

D1A = 0

por lo tanto, A no debe estar en función de la escala de tiempo T1 para que x2
sea periódica. Con D1A = 0, la solución de (2.15) es

x2 =
1

3

�2A
2

!2
exp(2i!0T0)�

�2
!20
2A �A+

1

3

�2 �A
2

!2
exp(�2i!0T0) (2.16)

donde la solución de la ecuación homogénea no es necesaria.
Se sustituye x1 y x2 de (2.14) y (2.16) en (2.13) se obtiene

D2
0x3 + !

2
0x3 = �

�
2i!0D2A�

10�22 � 9�3!20
3!20

A2 �A

�
exp(i!0T0)

�3�3!
2
0 + 2�

2
2

3!20
A3 exp(3i!0T0) (2.17)

+

�
2i!0D2

�A+
10�22 � 9�3!20

3!20
�A2A

�
exp(�i!0T0)

�3�3!
2
0 + 2�

2
2

3!20
�A3 exp(�3i!0T0) (2.18)
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Para eliminar los términos seculares de x3, se debe cumplir que

2i!0D2A+
9�3!

2
0 � 10�22
3!20

A2 �A = 0 (2.19)

A y �A se expresan en su forma polar y es utiliza la identidad Euler para
obtener:

A =
1

2
a exp(i�) (2.20)

�A =
1

2
a exp(�i�) (2.21)

donde a y � son funciones reales de T2. Substituyendo (2.20) y (2.21) en (2.19)

!a0 = 0 y !0a�0 +
10�22 � 9�3!20

24!20
a3 = 0

donde la prima denota la derivada con respecto a T2. Lo que lleva a que a sea una
constante y por lo que

� =
9�3!

2
0 � 10�22
24!30

a2T2 + �0

donde �0 es constante. Con lo que (2.20) y (2.21) están dadas por

A =
1

2
a exp

�
i

�
9�3!

2
0 � 10�22
24!30

a2�2t+ �0

��
(2.22)

�A =
1

2
a exp

�
�i
�
9�3!

2
0 � 10�22
24!30

a2�2t+ �0

��
(2.23)

donde se sabe que T2 = �2t.
Se sustituyen x1 y x2 de (2.14) y (2.16) en (2.10), y al considerar que (2.22) y

(2.23), obtenemos

x = �a cos(!t+ �0)�
�2a2�2
2�1

�
1� 1

3
cos(2!t+ 2�0)

�
+O(�3) (2.24)

donde

! =
p
�1

�
1 +

9�3�1 � 10�22
24�21

�2a2
�
+O(�3) (2.25)

2.2. Sistemas forzados

Se consideran sistemas de un grado de libertad (en adelante se referirá grado
de libertad como GDL1), los cuales son excitados de forma continua, se hace la
diferencia entre dos tipos de excitación externa y paramétrica.

1Grados de libertad (GDL): Es el número mínimo de coordenadas independientes requerido
para determinar por completo todas las partes de un sistema en cualquier instante de tiempo
[51].
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2.2.1. Excitación externa

La excitación externa se presenta como un término no homogéneo en la ecuación
de movimiento del sistema. Se consideran sistemas no amortiguados gobernados
por

�u+ !20u = �f(u; _u) + E (2.26)

donde � es un parámetro pequeño, f es una función no lineal de u y _u, E es una
fuerza aplicada externamente llamada excitación. Se hace distinción entre dos
tipos de excitaciones. Para la primera, la excitación es generada por una fuente
de energía que se supone que es ilimitada o tan grande que el sistema excitado
tiene un efecto insigni�cante sobre esta. En este caso E = E(t); esto quiere decir,
E no es función de los estados del sistema u, _u, o �u. A estas se les llama fuente
de energía ideales. Para la segunda, la excitación de una fuente de energía que es
limitada así que el sistema excitado tiene un apreciable efecto en esta. En tal caso
E = E(t; u; _u; �u); así que, E es una función de los estados del sistema. A estas
últimas se les llama fuentes de energía no ideales. Los sistemas son clasi�cados
como ideales o no ideales de acuerdo con la fuente de energía.

En el presente trabajo se trata con sistemas ideales y la excitación se considera
como una suma de N términos armónicos, tal que

E(t) =
NX
n=1

Kn cos(
nt+ �n) (2.27)

si lasKn (amplitudes), 
n(frecuencias), y �n son constantes, entonces la excitación
se dice ser estacionaria. De otra forma, ésta es no estacionaria. Los métodos de
perturbaciones se presentan para el análisis de sistemas no estacionarios cuando
las amplitudes y frecuencias son funciones variables lentamente con el tiempo.

2.2.2. Sistema forzado con no linealidades cúbicas débil-
mente amortiguado.

Se considera las oscilaciones forzadas de una partícula unida a un resorte
no lineal bajo la in�uencia de un débil amortiguamiento viscoso, la ecuación de
movimiento tiene la forma

�u+ !20u = �2�� _u� ��u3 + E(t) (2.28)

donde � es una constante positiva y � puede ser una constante positiva (resorte
duro) o negativa (resorte blando). Considerando una fuerza externa estacionaria
armónica:

E(t) = F cos(
t) (2.29)

donde F y 
 son la amplitud y frecuencia de la fuerza de excitación.
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2.2.3. Resonancia primaria o principal, 
 � !

En lugar de usar la frecuencia de excitación 
 como un parámetro, introduci-
mos un parámetro de desajuste � el cual describe cuantitativamente las cercanías
de 
 a !. Esto tiene la ventaja de ayudar a reconocer los términos seculares en
la ecuación de movimiento para u1 y términos cercanamente seculares (divisor
pequeño). En consecuencia, se escribe


 = ! + �� (2.30)

donde � = O(1). La teoría lineal no amortiguada, predice oscilaciones no acotadas
cuando � = 0 independientemente de cuan pequeña sea la excitación. En el sis-
tema real estas grandes oscilaciones son limitadas por el amortiguamiento y la no
linealidad. Entonces para obtener una solución aproximada uniformemente valida
del sistema, necesitamos ordenar la excitación de modo que el amortiguamiento
y la no linealidad aparezcan. Para cumplir el punto anterior, se establece F = �f .
Observamos que este esquema para ordenar los términos es consistente con nues-
tras nociones primitivas de resonancia primaria. Es decir, anticipamos que en
un sistema ligeramente amortiguado bajo una excitación de pequeña amplitud
produce una respuesta de amplitud relativamente grande.

Una solución aproximada del problema puede ser obtenida por técnicas de
perturbación. En este caso usaremos el método de escalas múltiples. Por lo tanto,
expresamos la solución en términos de escalas de tiempo diferentes como:

u(t; �) = u0(T0; T1) + �u1(T0; T1) + � � � (2.31)

donde T0 = t and T1 = �t . También se expresa la excitación en términos de T0 and
T1 como:

E(t) = �f cos(!T0 + �T1) (2.32)

Las sustituciones (2.31) y (2.32) en (2.28) y la igualación los coe�cientes de � y
en ambos lados, se obtiene es siguiente sistema

!2u0 (T0; T1) +D0D1u0 (T0; T1) = 0 (2.33)

!2u1 (T0; T1) +D0D1u1 (T0; T1) = �� (u0 (T0; T1))3 � 2� D0u0 (T0; T1)

+f cos (T0 ! + T1 �)� 2 D0D1u0 (T0; T1) (2.34)

La solución a la ecuación (2.33) se puede representar como:

u0 = A0 (T1) e
i!T0 + �A0 (T1) e

�i!T0 (2.35)

donde la función A(T1) y �A(T1) se determinarán eliminando los términos seculares
para u1. Al substituir u0 en (2.34) y expresando cos(!0T0 + �T1) en su forma
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exponencial, se tiene que:

!2u1 (T0; T1) +D0D1u1 (T0; T1) =

�
�
3� (A0 (T1))

2 �A0 (T1) + 2i! (�A0 (T1) +DA0 (T1))
�
e
i!T0

�
h
3�A0 (T1)

�
�A0 (T1)

�2 � 2i! �
� �A0 (T1) +D �A0 (T1)

�i
e�i!T0

� � (A0 (T1))3 e3 i!T0 � �
�
�A0 (T1)

�3
e�3 i!T0

+
1

2
f
�
ei(!T0+�T1) + e�i(!T0��T1)

�
(2.36)

El término secular se elimina de la solución particular de (2.36) si se cumple
la siguiente condición

�3� (A0 (T1))2 �A0 (T1)� 2i!�A0 (T1)� 2i!DA0 (T1) +
1

2
f ei(�T1) = 0 (2.37)

Al cumplirse esta condición, entonces su parte compleja conjugada también
se satisface. Para resolver la condición de resolución (2.37), resulta conveniente
representar las funciones complejas A0(T1) y �A0(T1) en su forma exponencial, por
lo tanto:

A0 (T1) =
1

2
a (T1) e

i�(T1); �A0 (T1) =
1

2
a (T1) e

�i�(T1) (2.38)

Donde a (T1) y � (T1) son funciones reales. De la sustitución de (2.38) en (2.37) y
la división entre !ei�(T1), se tiene que:

�3
8

� (a (T1))
3

!
� i� a (T1)� i Da (T1) + a (T1) D� (T1) +

1

2

f e�i(�T1+�(T1))

!
= 0

El término de la excitación se expresa en su forma trigonométrica, aplicando
la identidad de Euler

0 = � 3
8

� (a (T1))
3

!
� i� a (T1)� i Da (T1) + a (T1) D� (T1)

+
1

2

f [cos (T1 � � � (T1)) + i sin (T1 � � � (T1))]
!

Al separar la parte real e imaginaria de la ecuación anterior se obtiene el
siguiente sistema

a (T1) D� (T1) =
3

8

� (a (T1))
3

!
� 1
2

f cos (T1 � � � (T1))
!

Da (T1) = ��a (T1) +
1

2

f sin (T1 � � � (T1))
!

(2.39)
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El sistema (2.39) es un sistema no autónomo, el cual depende explícitamente
de la escala temporal T1, sin embargo, es posible transformarlo a un sistema
autónomo realizando el siguiente cambio de variable

�(T1) = T1 � � � (T1) (2.40)

Con lo que se obtiene el siguiente sistema

a (T1) (D�(T1)� �) =
3

8

� (a (T1))
3

!
� 1
2

f cos (�(T1))

!

Da (T1) = ��a (T1) +
1

2

f sin (�(T1))

!
(2.41)

Ya que el caso de estudio es sistema excitado por una fuerza estacionaria, la
respuesta transitoria se desvanece hasta llegar a estado estacionario, en el cual, la
amplitud a (T1) y fase �(T1) se mantienen constantes (invariantes en el tiempo),
por lo que Da (T1) = D�(T1) = 0, (punto de equilibrio).
De la condición en estado estacionario, el sistema (2.41) se convierte en el

siguiente:

0 = �a+
3

8

� a3

!
� 1
2

f cos (�)

!

0 = ��a+ 1
2

f sin (�)

!
(2.42)

Se coloca del lado derecho los términos trigonométricos, y se eleva al cuadrado
ambas ecuaciones del sistema (2.42), para obtener:��

� +
3

8

� a2

!

�
a

�2
=

�
1

2

f cos (�)

!

�2
(�a)2 =

�
1

2

f sin (�)

!

�2
Al sumar ambas ecuaciones, miembro a miembro�

� +
3

8

� a2

!

�2
a2 + �2a2 =

1

4

f 2

!2
�
cos2 (�) + sin2 (�)

�
Se ocupa la identidad Pitagórica trigonométrica, para obtener:"�

� +
3

8

� a2

!

�2
+ �2

#
a2 =

1

4

f 2

!2
(2.43)

La ecuación implícita anterior se conoce como la ecuación de la respuesta fre-
cuencial, ya que la amplitud de la respuesta a esta en función de la amplitud
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de excitación f y el parámetro �, el cual desajusta la frecuencia de excitación
respecto a la frecuencia natural lineal del sistema.
Sustituyendo (2.38) y (2.40) en (2.35)

u0 =
1

2
a (T1) e

i(�T1��(T1)+!T0) +
1

2
a (T1) e

�i(�T1��(T1)+!T0)

Se considera la respuesta en estado estacionario como:

u0 =
1

2
a ei(�T1+!T0��) +

1

2
a e�i(�T1+!T0��)

De la ecuación anterior, se puede observar que tiene forma de función coseno en
su representación exponencial, por lo tanto:

u0(T0; T1) = a cos(�T1 + !T0 � �)

La solución (2.31) en estado estacionario, para la primer aproximación y en la
escala temporal original, se expresa en la forma:

u(t; �) = a cos((�� + !) t� �) +O(�)

La sustitución de la relación (2.30) en la solución anterior genera que:

u(t; �) = a cos(
t� �) +O(�) (2.44)

por lo tanto, la respuesta en estado estacionario está ajustada a la frecuencia de
excitación 
 y la fase de respuesta se encuentra desfasada de la fase de excitación,
generalmente, por ��.(ver Fig. 2.1)

Figura 2.1: Respuesta vs Excitación (condición de resonancia).
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Para realizar el estudio de la in�uencia los parámetros del sistema (amplitud
de fuerza de excitación f , amortiguamiento � y coe�ciente de no linealidad �)
sobre la respuesta en estado estacionario se utiliza la ecuación implícita de la
respuesta frecuencial (2.43). Cada punto de la curva corresponde a un punto de
equilibrio en un diferente plano de estado; existe un plano de estados para cada
combinación de parámetros.
Al realizar la comparación del sistema lineal (� = 0) contra el no lineal (� > 0)

se observa una gran diferencia en la curva, en la Fig. 2.2, donde se puede apreciar
que en el caso no lineal existe una amplitud de respuesta multivaluada, ya que para
un mismo nivel de frecuencia existen dos o tres valores diferentes de amplitud.

Figura 2.2: Respuesta frecuencial de un sistema lineal vs un sistema no lineal
(amplitud).

De forma similar, en la Fig. 2.3 se puede apreciar que en el caso no lineal existe
una fase de respuesta multivaluada, ya que para un mismo nivel de frecuencia
existe dos o tres valores correspondientes de fase.

En la Fig. 2.4 se superponen las curvas de amplitud y fase de la respuesta
en la cual se puede observar que amplitud y fase son correspondientes al val-
or del parámetro, en la parte multivaluada las condiciones iniciales son las que
determinan los puntos de las curvas correspondientes.

En la Fig. 2.5 se observa el efecto del coe�ciente de la no linealidad en la rigidez
sobre la respuesta, para el caso de un resorte blando en el cual el coe�ciente es
negativo la curva de respuesta se dobla a la izquierda, en el caso de un resorte
duro, la curva se dobla a la derecha. Otro efecto que se observa, a medida que la
no linealidad aumenta, es que la curva presenta una curvatura más pronunciada.
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Figura 2.3: Respuesta frecuencial de un sistema lineal vs un sistema no lineal
(ángulo de fase).

Figura 2.4: Respuesta frecuencial no lineal (estado estacionario)

Figura 2.5: Efecto de la no linealidad.
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En la Fig. 2.6 se muestra que mayor amortiguamiento reduce el efecto de
la no lineal, por lo tanto, a mayor cantidad de amortiguamiento, menor es la
dependencia frecuencia-energía.

Figura 2.6: Efecto amortiguamiento

La amplitud de excitación tiene el efecto contrario al amortiguamiento, en
la Fig. 2.7 se observa que mayor amplitud de excitación genera una respuesta
multivaluada con un ancho de banda mayor, con lo que se puede observar la
dependencia frecuencia-energía.

Figura 2.7: Efecto de la amplitud de excitación

La �gura 2.8 muestra la dependencia entre la amplitud de excitación y la
amplitud de respuesta en estado estacionario, para ciertos valores del parámetro
de desajuste se presentan respuestas multivaluadas.



2.3. SISTEMASDEMÚLTIPLESGRADOSDE LIBERTADCONNOLINEALIDADCÚBICA23

Figura 2.8: Amplitud de excitación vs amplitud de respuesta

En la Fig. 2.9 se muestra la super�cie de la respuesta frecuencial en la cual re-
sulta más fácil visualizar la dependencia de la frecuencia y amplitud de excitación
con la amplitud de respuesta en estado estacionario.

Figura 2.9: Super�cie de respuesta frecuencial (estado estacionario).

2.3. Sistemas de múltiples grados de libertad
con no linealidad cúbica

Los sistemas de un GDL solo tienen una frecuencia natural lineal y un solo
movimiento modal, en contraste, un sistema de n múltiples grados de libertad (en
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adelante se referirá múltiples grados de libertad como MGDL ) tiene n frecuencias
naturales lineales y nmodos correspondientes. Denotando tales frecuencias por !1,
!2, . . . , !n y considerando que todas ellas son reales y diferentes de ceros. Un caso
importante ocurre siempre que dos o más de estas frecuencias son conmensurables
o cercanamente conmensurables,

!2 � 2!1; !2 � 3!1; !3 � !2 � !1; !3 � 2!2 � !1; !4 � !1 � !2 � !3

son algunos ejemplos de relaciones cercanamente conmensurables, es decir, que
existe un número real y racional, el cual establece una razón de comparación
como un factor común entre las frecuencias naturales lineales involucradas.
Dependiendo del orden de la no linealidad en el sistema, estas relaciones con-

mensurables de frecuencia pueden causar un fuerte acoplamiento entre modos,
y se dice que existe una resonancia interna. Por ejemplo, si el sistema tiene no
linealidades cúbicas, para un primer orden una resonancia interna puede existir si

!m � 3!k, ó !q � 2!p � !m, ó !q � !p � !m � !k

La respuesta libre en un sistema con resonancia interna, la energía impartida
inicialmente en uno de los modos involucrados en la resonancia interna se inter-
cambiará continuamente entre todos los modos involucrados en esa resonancia
interna. Si el sistema cuenta con amortiguamiento, entonces la energía se reducirá
continuamente a medida que sea intercambiada.
Si una excitación harmónica externa de frecuencia 
 actúa en un sistema de

MGDL, entonces adicionalmente a todas las resonancias primarias y secundarias
(p
 � q!mt, con p y q enteros) de un sistema de un GDL, podrían existir otras
combinaciones de frecuencias resonantes, en la forma

p
 = a1!1 + a2!2 + � � �+ aN!N

donde p y las aN son enteros tales que

p+

NX
n=1

janj =M

donde M es el orden de la no linealidad más uno y N es el número de GDL. EL
tipo de combinación de resonancia el cual puede existir en un sistema depende del
orden de la no linealidad del sistema. Para un sistema con no linealidad cúbica,
para un primer orden la combinación resonante que puede existir, involucra ya
sea dos o tres de las frecuencias naturales además de 
. Esto es


 � !p � 2!m, 2
 � !p � !m, 
 � 2!p � !m, 
 � !p � !m � !k
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2.4. Absorbedor de vibración autoparamétrico

2.4.1. Sistemas paramétricos

Las vibraciones paramétricas se re�eren al movimiento oscilatorio que ocurre
en un sistema mecánico o estructura como resultado de una variación de parámet-
ros (masa, rigidez o amortiguamiento) que depende explícitamente del tiempo y
comúnmente es periódica. Esta dependencia del tiempo implica la existencia de
una fuente exógena de energía y, por lo tanto, una posible causa de inestabilidad.
Los sistemas paramétricos son sistemas vibratorios que poseen algún tipo de

excitación externa que aparece como un término variante en el tiempo que afecta
los parámetros del sistema físico como en la inercia, amortiguamiento o rigidez.
Este caso di�ere substancialmente del de los sistemas vibratorios forzados, donde
aparece explícitamente una fuente de energía exógena que se alimenta al sistema
en forma de una fuerza generalizada y el sistema responde, o no, dependiendo de
la condición de resonancia (si existe) en operación. Dicho de otra forma, los prob-
lemas de vibraciones forzadas no se relacionan propiamente con la variación de
parámetros del sistema como consecuencia de la aplicación de una fuerza externa.
Por otra parte, un sistema excitado paramétricamente sí re�ejará variación de un
parámetro (e.g., una fuerza de restablecimiento de un resorte) conjuntamente con
la excitación, así como una resonancia estaría excitada por una fuerza.
Los sistemas paramétricos responden cuando la frecuencia de excitación se

relaciona con la(s) frecuencia(s) natural(es) por una condición de resonancia, y
esto ciertamente no implica sincronización entre estas frecuencias. Esto es, se
pueden producir grandes amplitudes aun cuando la frecuencia de excitación sea
muy lejana a la frecuencia natural, pero si se relaciona de alguna forma como un
múltiplo entero o fraccionario de la(s) frecuencia(s) natural(es).
Un ejemplo típico de sistema paramétrico se encuentra en la llamada ecuación

de Mathieu-Hill:
�x+ (a+ b cos
t)x = 0; a; b 2 R (2.45)

donde x denota un desplazamiento, cos
t una señal de excitación armónica y
a y b parámetros constantes. Esta ecuación (2.45) representa, por ejemplo, el
movimiento de un péndulo simple, cuyo soporte tiene movimiento vertical ar-
mónico y produce una función de rigidez variante en el tiempo (ver Fig. 2.10).
En este caso la ecuación de movimiento para este sistema paramétrico se expresa
como

� +

�
g

L
� A


2

L
cos
t

�
sin � = 0; g; L 2 R (2.46)

donde � es el desplazamiento angular del péndulo y u = A cos
t describe el
desplazamiento traslacional del soporte con el pivote del péndulo. Bajo la hipótesis
de ángulos pequeños en el péndulo, es decir, sin � � �, la ecuación (2.46) se reduce
a una similar a la ecuación de Mathieu-Hill (2.45).
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Figura 2.10: Diagrama esquemático de un péndulo simple con base móvil en di-
rección vertical.

Los sistemas paramétricos responden cuando la frecuencia de excitación se
relaciona con la(s) frecuencia(s) natural(es) por una condición de resonancia, y
esto ciertamente no implica sincronización entre estas frecuencias. Esto es, se
pueden producir grandes amplitudes aun cuando la frecuencia de excitación sea
muy lejana a la frecuencia natural, pero sí se relaciona de alguna forma como un
múltiplo entero o fraccionario de la(s) frecuencia(s) natural(es).

2.4.2. Sistemas autoparamétricos

Los sistemas autoparamétricos di�eren de los sistemas paramétricos en que
hay acoplamiento interno, implicando la interacción de al menos dos modos de
vibración, y desde el punto de vista matemático esto se debe a términos no lineales
de acoplamiento que se presentan en las ecuaciones de movimiento.
En su forma más simple, un sistema autoparamétrico acoplado se divide en dos

subsistemas, el primero representado por un oscilador forzado externamente y el
segundo por un elemento excitado paramétricamente, el cual está excitado por la
respuesta del subsistema primario. El término primario será usado para referirse a
la parte forzada externamente y el de secundario para describir la parte excitada
paramétricamente.
Un ejemplo clásico de un sistema autoparamétrico es el péndulo elástico (Fig.

2.11), que consiste en un resorte �jado en un extremo, este se elonga mientras os-
cila al mismo tiempo. Un fenómeno interesante se presenta cuando la razón de las
frecuencias lineales en las direcciones longitudinal y transversal es de 2 : 1. En este
caso, si comenzamos con una oscilación del resorte en la dirección vertical o cerca
de esta, su modo normal de movimiento resulta inestable y la energía se trans�ere
gradualmente al movimiento de elongación. Este fenómeno de desestabilización
de un modo normal es conocido como resonancia autoparamétrica.
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Figura 2.11: Diagrama esquemático de un péndulo elástico.

Este tipo de interacción entre dos modos ocurrirá cuando el sistema primario
presente una respuesta forzada a causa de alguna excitación armónica, generando,
dicha respuesta, una resonancia paramétrica principal en el sistema secundario.
De tal forma que, hay dos modos interactuando en el sistema total. Esta forma
de interacción autoparamétrica entre dos modos de vibración depende de que se
satisfagan ciertas relaciones de frecuencia, esto es, que


 �= !1 (2.47)

!1 �= 2!2 (2.48)

donde 
 la frecuencia de excitación de la fuerza armónica externa, !1 es la fre-
cuencia natural del sistema primario (paramétrica principal) y !2 es la frecuencia
natural del sistema secundario. Es indispensable que estas dos condiciones se sat-
isfagan para que haya transferencia de energía del sistema primario al secundario.
No obstante, en ciertos sistemas se admite cierta holgura alrededor de esos puntos,
proceso que se denomina sintonización.
A raíz de que el sistema primario induce al secundario al movimiento, habrá

un regreso de energía al sistema primario. Esta energía de regreso modi�cará la
respuesta del sistema primario, la cual seguirá siendo la fuente de energía del
sistema secundario, hasta que el sistema total alcance el estado estable.
El requerimiento fundamental de un sistema autoparamétrico radica en el

acoplamiento entre modos (dos o más modos), de tal forma que se puedan es-
tablecer relaciones entre las respuestas frecuenciales mediante las frecuencias nat-
urales (modales) y la frecuencia de excitación externa. En general, un sistema
autoparamétrico puede expresarse como

�x+ 2�1!1 _x+ !
2
1x� "�( _y2 + y�y) = F0 cos
t; �1; !1; "; � 2 R (2.49)

�y + 2�2!2 _y + !
2
2y � "�xy = 0; �2; !2; " 2 R (2.50)
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donde el acoplamiento entre ambas ecuaciones de movimiento ocurre en los tér-
minos "�( _y2 + y�y) y "�xy. Es evidente en la ecuación (2.49) que si se forza a que
y(t) � 0, el acoplamiento con la ecuación (2.50) desaparece y se transforma en
un sistema vibratorio lineal y forzado armónicamente. Se observa que la ecuación
(2.50) es del tipo paramétrica ya que el término "�x actúa como una función de
rigidez variante y, de hecho, dependiente de la aceleración en la ecuación (2.49). El
acoplamiento autoparamétrico entre ambos sistemas ocurre cuando se perturban
ambos modos y se satisfacen las relaciones de frecuencia (2.47) y (2.48). Además
del comportamiento autoparamétrico pueden ocurrir otros fenómenos no lineales
complejos como el caos, saturación de modos, absorción modal, discontinuidades
y saltos en las respuestas ( M. P. Cartmell [18], A. H. Nayfeh and D. T. Mook
[47]).
El trabajo teórico y original sobre resonancia autoparamétrica más conocido

es probablemente el de Minorsky [44], que se enfocó en un modelo vibratorio libre.
Desde el punto de vista de la ingeniería, uno de los artículos más importantes en
la aplicación de estas ideas fue el realizado por R. S. Haxton and Barr [39], donde
se modela, construye y prueba un absorbedor de vibraciones autoparamétrico
basado en una viga �exible de acero. Ellos encontraron que ciertos parámetros
geométricos referentes a la viga afectaban considerablemente el desempeño del
sistema.
Los sistemas autoparamétricos de esta clase generalmente están caracterizados

por acoplamientos de�nidos por términos no lineales de tipo cuadrático. Estos
sistemas han sido analizados por Minorsky [44], Haxton and Barr [[39], Ibrahim
and Barr [20], Cartmell [20], Tondl et al. [56], Nayfeh and Mook [47], Hatwal et
al. [38], Roberts and Cartmell [53], etc.
En resumen, los sistemas autoparamétricos son sistemas vibratorios intere-

santes, que constan de al menos dos subsistemas acoplados en forma no-lineal,
típicamente con términos de rigidez o amortiguamiento, con las siguientes carac-
terísticas (Cartmell [18], Tondl et al. [56], Nayfeh and Mook [47]):

1. Un sistema primario, excitado por una fuerza externa armónica.

2. Un sistema secundario (absorbedor), acoplado al sistema primario, que satis-
face la llamada excitación paramétrica, es decir, un mecanismo que trans�ere
la energía exógena hacia el sistema secundario a través de los acoplamientos
inerciales, elásticos y/o viscosos.

3. En caso de que el sistema primario se perturba exactamente o cerca de
su frecuencia resonante lineal, es posible alcanzar la llamada resonancia
paramétrica principal para el sistema secundario (interacción autoparamétri-
ca), atenuando la respuesta resonante del sistema primario y constituyendo
un esquema de absorción pasiva no lineal.
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La interacción autoparamétrica entre dos sistemas mecánicos se puede encon-
trar en muchos sistemas vibratorios y maquinaria. Este fenómeno se ha estudiado
ampliamente en la literatura desde el trabajo pionero de Haxton and Barr [39].
Algunos absorbedores pendulares autoparamétricos se han aplicado para la pro-
tección en tanques elevados, chimeneas, estructuras civiles como edi�cios y puentes
sometidos a vibraciones inducidas por el viento o los sismos, etc. (Korenev and
Reznikov [42]).

2.5. Transferencia de Energía Dirigida y Drena-
je No Lineal de Energía

El primero en ofrecer una de�nición fue R.M. Rosenberg [70] quien estableció
que un modo normal no lineal (NNM por sus siglas en ingles Nonlineal Normal
Mode) de un sistema con múltiples GDL, discreto, no amortiguado como una
oscilación periódica síncrona en la que todos los puntos materiales del sistema
alcanzan sus valores extremos o pasan a través de cero simultáneamente; Por
lo tanto, la oscilación NNM está representada por una línea modal recta (NNM
similar) o una curva modal (NNM no similar) en el espacio de con�guración
del sistema. Los NNM son generalmente no similares, ya que la similitud (que
siempre es el caso en la teoría lineal) sólo se puede realizar cuando existen simetrías
especiales (Vakakis et al., [65]). A. Lyapunov [72] demostró la existencia de n
soluciones periódicas síncronas (NNMs) en vecindarios de equilibrios estables de
sistemas hamiltonianos de n GDL sin resonancias internas, y A. Weinstein [73] y
J. K. Moser [74] extendieron el resultado de Lyapunov a sistemas hamiltonianos
múltiples GDL con resonancias internas. Como se describe a continuación, una
característica importante que distingue los NNM de los modos lineales normales
es que pueden exceder en número los grados de libertad de un oscilador; En
los casos en que esto ocurre, se generan modos esencialmente no lineales (sin
analogía en teoría lineal) a través de bifurcaciones NNM, rompiendo la simetría
de la dinámica y dando como resultado el fenómeno de localización de energía no
lineal (con�namiento de movimiento).
Los NNM similares son análogos a los modos normales lineales, en el sentido

de que sus líneas modales no dependen de la energía de la oscilación libre y la
separación espacio-tiempo de las ecuaciones que gobiernan el movimiento, todavía
se puede realizar, sin embargo, como se mencionó anteriormente, este tipo de
NNM se realiza sólo cuando se producen simetrías especiales, y no son típicos
en sistemas no lineales. Más genéricos son los NNM no similares, cuyas curvas
modales dependen de la energía; Esta dependencia energética impide la separación
directa del espacio y del tiempo en las ecuaciones gobernantes del movimiento por
medio de NNM no similares, lo que complica su cálculo analítico (ver A. F. Vakakis
et al., [65]).
Según M. E. King y A. F. Vakakis, [76] se considera un NNM como una os-
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cilación periódica (no necesariamente en sincronía) de un sistema dinámico no
lineal y no disipado. Esto permite extender la de�nición de NNM a casos de
sistemas en resonancia interna, donde las interacciones modales fuertemente no
lineales resultantes hacen que la oscilación libre no sea sincrónica. Visto en un
contexto diferente, en ausencia de resonancia interna un NNM puede ser repre-
sentado por una línea o curva modal en el espacio de con�guración del sistema de
modo que las relaciones funcionales estén dadas en la forma

yi = ŷi(y1); y1 � ŷ1(y1), i = 1; : : : ; n

y pueden establecerse entre las coordenadas yj y de ahí la de�nición original de
NNM de Rosenberg. Ninguna de tales relaciones funcionales se mantiene cuando
se producen resonancias internas.
Cuando no existen resonancias, la variedad invariante NNM de un oscilador

discreto de n GDL son bidimensionales, y los NNM están desacoplados entre sí.
Cuando existen resonancias internas, se producen interacciones fuertemente no
lineales entre los NNM que los acoplan; Esto provoca un aumento de la dimensión
de la variedad invariante NNM correspondiente.
Una característica dinámica típica de sistemas no lineales es la dependencia

frecuencia energía de sus oscilaciones. Como resultado las curvas modales y fre-
cuencias de los NNM dependen de la energía total en el sistema. Por lo cual,
resulta conveniente representa los NNM en una grá�ca frecuencia energía. Un
movimiento del NNM es representado por un punto en la grá�ca, que se extrae
a una frecuencia correspondiente al período mínimo del movimiento periódico y
a una energía correspondiente a la energía total conservada durante el movimien-
to, que es la suma de las energías potencial y cinética. Una rama, representada
por una línea sólida, es una familia de movimientos NNM que poseen las mismas
características cualitativas.
Otra característica destacada de los sistemas no lineales es que los NNM

pueden interactuar durante un movimiento general del sistema. Las interacciones
modales no lineales han sido estudiadas extensamente en la literatura (ver A. H.
Nayfeh [64]). Un caso de particular interés es cuando las frecuencias naturales
lineales son proporcionales o casi proporcionales (ver [67],[77],[68],[76]). Por lo
tanto, durante la resonancia interna puede observarse un intercambio de energía
entre los diferentes modos implicados. Por ejemplo, excitando un modo de alta
frecuencia puede producir una respuesta de gran amplitud en un modo de baja
frecuencia.
Una tercera propiedad fundamental de los NNM es que su número puede

exceder el número de GDL del sistema. Debido a las bifurcaciones de modo, no
todos los NNM se pueden considerar como continuación no lineal de los modos
normales de sistemas lineales (ver [65],[78],[79]), los NNM con resonancia interna
son un ejemplo.
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2.5.1. Localización de la energía en sistemas no lineales

Una de las características más interesantes de los NNM es que estos pueden
inducir localización de modo no lineal en sistemas dinámicos, es decir, un sub-
conjunto de NNM puede estar espacialmente localizado a subcomponentes de
sistemas dinámicos. La localización del modo puede ocurrir también en sistemas
lineales compuestos de múltiples subsistemas acoplados (Anderson[80], Pierre y
Dowell[81], Hodges[82]), sin embargo, sólo resulta debido a la interacción entre
ruptura de simetría (desorden estructural) y acoplamiento débil entre subsistemas.
En los sistemas no lineales, el trastorno estructural no es un requisito previo para
la localización del modo, ya que la dependencia de la frecuencia de la oscilación en
la amplitud (energía) proporciona un desorden efectivo en la dinámica (Vakakis
et al., [83]). , Vakakis, [84], King et al., [85], Vakakis et al., [65]).
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Capítulo 3

Sistema primario tipo Du¢ ng
con absorbedor tipo Du¢ ng

Los absorbedores de vibraciones son dispositivos que generan fuerzas inerciales
o elásticas para reducir el nivel de la respuesta producida por el efecto de vibra-
ciones externas o internas que afectan a un sistema mecánico. En la mayoría de los
casos un absorbedor consta de masas adicionales, conectadas mediante elemen-
tos elásticos (resortes) y/o amortiguadores (amortiguamiento de tipo viscoso o
de material) al sistema o estructura que necesita de protección y, ocasionalmente,
conectadas en forma directa sobre maquinaria rotatoria desbalanceada que genera
vibraciones endógenas. Cabe señalar que la mayoría de los sistemas físicos presen-
tan fenómenos no lineales y, en muchas aplicaciones industriales, los absorbedores
dinámicos de vibración tienen que interactuar con ellos. Los términos no lineales
pueden generar fenómenos interesantes en la respuesta de los sistemas forzados.
Los términos no lineales pueden ser el resultado de una característica física

del sistema, como puede ser la rigidez o el amortiguamiento no lineal. Frecuente-
mente se ataca este problema erradicando esos términos, es decir, se linealiza el
sistema y considerando solo la respuesta lineal. Sin embargo, tales simpli�caciones
o cancelaciones no siempre ofrecen resultados satisfactorios.
En este capítulo se analiza primeramente la respuesta del sistema tipo Du¢ ng

amortiguado y se observa el cambio que sufre su respuesta frecuencial al variar
ciertos parámetros como la rigidez, amortiguamiento, o la amplitud y frecuencia
de la fuerza de excitación (perturbación exógena al sistema). Posteriormente, se
analiza el comportamiento del sistema tipo Du¢ ng acoplado a un absorbedor de
vibraciones tipo Du¢ ng, con el cual se obtiene un sistema de dos grados de liber-
tad. Se desarrolla el modelo matemático de este sistema no lineal y se obtiene una
aproximación de la respuesta frecuencial utilizando el método de escalas múltiples
(Nayfeh y Mook [47]).
El análisis de la respuesta frecuencial y de la amplitud en el sistema con

dos grados de libertad permite observar que la fuerza armónica externa y la no
linealidad, presentes en el sistema primario, no afectan directamente a éste cuando

33



34CAPÍTULO 3. SISTEMAPRIMARIOTIPODUFFINGCONABSORBEDORTIPODUFFING

el sistema está en resonancia, sino que el efecto de estos términos se trans�ere a
la respuesta del absorbedor de vibraciones tipo Du¢ ng.

3.1. Sistema primario tipo Du¢ ng con amor-
tiguamiento viscoso

La formulación Euler-Lagrange es desarrollada para la obtención del modelo
dinámico del sistema. En la Fig. 3.1 se representa de forma esquemática el sis-
tema primario, compuesto por una masa m, un resorte no lineal con constantes
de rigidez k1, k2, un amortiguador viscoso con constante de amortiguamiento c,
con una fuerza externa generalizada F (t) tipo armónica ejercida sobre la masa y
coordenada generalizada x, que representa el desplazamiento absoluto de la masa.
Se obtiene las energías cinética y potencial del sistema, la primera está pre-

sente en las fuerzas inerciales debidas al movimiento de la masa restringido al
movimiento horizontal y, por lo tanto, no existen fuerzas de gravedad y la segun-
da por la fuerza de restauración desarrollada por el resorte.

T =
1

2
m _x2 (3.1)

V =
1

2
k1(x0 + x)

2 +
1

4
k2(x0 � x)4 (3.2)

Ahora se determina el Lagrangiano del sistema como:

L = T � V (3.3)

L =
1

2
m _x2 � 1

2
k1(x0 + x)

2 � 1
4
k2(x0 � x)4 (3.4)

A partir de este empleando la formulación de Euler-Lagrage se obtienen las
ecuaciones de movimiento del sistema primario como

d

dt

�
@L

@ _x

�
� @L
@x

= F (t)

Se considera que el sistema parte del equilibrio estático x0 = 0

@L

@x
= �k1x� k2x3

d

dt

�
@L

@ _x

�
= m �x
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con lo que la ecuación de movimiento sin amortiguamiento es

m �x+ k1x+ k2x
3 = F (t)

Como la fuerza externa aplicada en el sistema es de tipo armónica

F (t) = F0 cos
t

y se considera única, por lo tanto, es la fuerza generalizada del sistema

m �x+ k1x+ k2x
3 = F0 cos
t

El amortiguamiento viscoso se introduce en la dinámica empleando la función
de disipación de Rayleigh � = 1

2
c _x2 de la siguiente forma

m �x+ k1x+ k2x
3 = F0 cos
t�

@�

@ _x

m �x+ k1x+ k2x
3 = F0 cos
t� c _x

Con lo que la ecuación de movimiento del sistema primario se puede expresar
de la forma

m �x+ c _x+ k1x+ k2x
3 = F0 cos
t (3.5)

Figura 3.1: Sistema Du¢ ng con amortiguamiento viscoso.
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3.1.1. Simulación de la respuesta frecuencial aproximada
del sistema tipo Du¢ ng con amortiguamiento

Para obtener la respuesta frecuencial estacionaria bajo condición de resonancia
del sistema, se normaliza el sistema (3.5) con respecto a m, o sea que

�x+
k1
m
x+

k2
m
x3 +

c

m
_x =

F0
m
cos
t (3.6)

y se de�nen los parámetros

!2 =
k1
m
; � = 2� =

c

m
; � =

k2
m
; f0 =

F0
m

El sistema expresado en forma normalizada y parametrizada se expresa como

�x+ � _x+ !2x+ �x3 = f0 cos
t

Al aplicar el método de escalas múltiples se considera la respuesta en estado
estacionario (2.44), de�niendo x = u, se tiene:

x(t; �) = a cos(
t� �) +O(�)

donde a es la amplitud de respuesta en estado estacionario, 
 es la frecuencia de
excitación, � es el ángulo de fase y O(�) son los términos de mayor orden.
En la Tabla 3.1 se muestran los parámetros del sistema considerados para la

simulación, la función de rigidez del resorte blando R1(x) = k1x+ k2x3 y la masa
equivalente de la base móvil mp = 0;493kg se determinan en el Capítulo 4 de
forma experimental, en la base se coloca una carga mc = 2;483kg, de igual forma
el parámetro � (relación de amortiguamiento) se obtiene en el Capítulo 5, el cual
se determina para diferentes pruebas experimentales, el considerado aquí es el
promedio de dichas pruebas.

Tabla 3.1. Parámetros físicos del sistema primario
Meq = mp +m = 0;493 kg +2;483 kg = 2;976 kg � = 0;123


 = ! c = 2�Meq = 0;732 N=(m=s)
k1 = 1084 N=m k2 = �9;155� 105N=m3

Por lo tanto, los parámetros normalizados son

! =

s
k1
Meq

= 19;09(rad=s); � = 2� = 0;246

� =
k2
Meq

= �3;07� 105 (m2=s2)
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Con lo que, la ecuación de movimiento en condición de resonancia toma la
forma:

�x+ (19;09)2x+ 0;246 _x+
�
�3;07� 105

�
x3 = f0 cos(19;09t)

Se realiza la simulación de la respuesta frecuencial, aplicando el método de
escalas múltiples considerando la ecuación implícita (2.43), para una amplitud de
fuerza de excitación F0 = 4;3775 N con lo que la fuerza normalizada es f0 = 1;472
(m=s2). Además se realiza otra simulación de la respuesta frecuencial en función
de la fuerza de excitación normalizada, con frecuencia de excitación 
 = 15;708
(rad=s) de (2.30) se tiene que:

�� = 15;71(rad=s)� 19;09(rad=s) = �3;38(rad=s)

La simulación de las respuestas frecuenciales se calcula por el programa de-
sarrollado en MapleTM el cual se encuentra en el apéndice A. La grá�ca de las
respuestas en simulación se muestra en las Figs. 3.2 y 3.3 .

Figura 3.2: Respuesta simulada en estado estacionario (frecuencia de excitación
vs amplitud de respuesta)

3.1.2. Sistema primario tipo Du¢ ng con absorbedor tipo
Du¢ ng

El diagrama esquemático del absorbedor tipo Du¢ ng para sistema tipo Du¢ ng
se muestra en la Fig. 3.4. Las coordenadas generalizadas son los desplazamientos
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Figura 3.3: Respuesta simulada en estado estacionario (amplitud de fuerza de
excitación normalizada vs amplitud de respuesta)

de ambas masas respecto de su posición de equilibrio estático, las cuales se de-
notan por x1 y x2, respectivamente. La masa y el coe�ciente de amortiguamiento
viscoso del sistema primario se representan por m1 y c1, respectivamente. De for-
ma similar, m2 y c2 son la masa y el coe�ciente de amortiguamiento viscoso del
sistema secundario (absorbedor tipo Du¢ ng). El sistema primario se excita por
una fuerza armónica F (t) = f0 cos
t con amplitud f0 y frecuencia de excitación

, la cual es cercana a la frecuencia resonante del sistema primario.

Se considera que el sistema parte del equilibrio estático x1(0) = x2(0) = 0. La
energía cinética está dada por:

T1 =
1

2
m1 _x

2
1 (3.7)

T2 =
1

2
m2 _x

2
2 (3.8)

La energía potencial presente en los resortes y en ausencia de la energía po-
tencial debida a la gravedad se expresa como:

V1 =
1

2
k1x1

2 +
1

4
k1�x1

4 +
1

2
k2 (x1 � x2)2 +

1

4
k2�(x1 � x2)4

V2 =
1

2
k2 (x2 � x1)2 +

1

4
k2�(x2 � x1)4
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Figura 3.4: Diagrama esquemático del sistema Du¢ ng con absorbedor tipo Du¤-
ing.

El Lagrangiano del sistema es:

L = T � V (3.9)

L1 =
1

2
m1 _x

2
1 �

1

2
k1x1

2 � 1
4
k1�x1

4 � 1
2
k2 (x1 � x2)2 �

1

4
k2�(x1 � x2)4 (3.10)

L2 =
1

2
m2 _x

2
2 �

1

2
k2 (x2 � x1)2 �

1

4
k2�(x2 � x1)4 (3.11)

A partir de este, se hace uso de la formulación de Euler-Lagrange, con lo que
se obtienen las ecuaciones de movimiento del sistema:

d

dt

�
@L

@ _x

�
� @L
@x

= F (t)

@L1
@x1

= �k1x1 � k1�x31 � k2(x1 � x2)� k2�(x1 � x2)3

@L1
@ _x1

= m1 _x1;
d

dt

�
@L

@ _x

�
= m1 �x1

@L2
@x2

= �k2(x2 � x1)� k2�(x2 � x1)3

@L2
@ _x2

= m2 _x2;
d

dt

�
@L2
@ _x2

�
= m2 �x2
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El sistema de ecuaciones de movimiento sin amortiguamiento es

m1�x1 + k1x1 + k1�x
3
1 + k2(x1 � x2) + k2�(x1 � x2)3 = F0(
; t) (3.12)

m2�x2 + k2(x2 � x1) + k2�(x2 � x1)3 = 0 (3.13)

Como la fuerza externa aplicada en el sistema es de tipo armónica � =
F0(
; t) = F0 cos
t y es la única fuente presente, ésta se considera como la fuerza
generalizada

m1�x1 + k1x1 + k1�x
3
1 + k2(x1 � x2) + k2�(x1 � x2)3 = F0 cos
t (3.14)

m2�x2 + k2(x2 � x1) + k2�(x2 � x1)3 = 0 (3.15)

El amortiguamiento viscoso se introduce en la dinámica empleando la función
de disipación de Rayleigh � = 1

2
c _x2 de la siguiente forma:

m1�x1 + k1x1 + k1�x
3
1 + k2(x1 � x2) + k2�(x1 � x2)3 = F0 cos
t�

@�1

@ _x1
(3.16)

m2�x2 + k2(x2 � x1) + k2�(x2 � x1)3 = �
@�2

@ _x2
(3.17)

m1�x1 + k1x1 + k1�x
3
1 + k2(x1 � x2) + k2�(x1 � x2)3 = F0 cos
t� c1 _x1 (3.18)

m2�x2 + k2(x2 � x1) + k2�(x2 � x1)3 = �c2 _x2 (3.19)

Con lo que el sistema de ecuaciones de movimiento se expresa de la forma:

m1�x1 + c1 _x1 + k1x1 + k1�x
3
1 + k2(x1 � x2) + k2�(x1 � x2)3 = F0 cos
t

m2�x2 + c2 _x2 + k2(x2 � x1) + k2�(x2 � x1)3 = 0 (3.20)

Los resortes no lineales de ambos subsistemas tienen funciones de rigidez cúbi-
ca descrita por

FRnl1(x) = k1x+ k1�x
3

FRnl2(x) = k2x+ k2�x
3

donde ki y kia , i = 1; 2 son constantes que caracterizan los términos lineales y
cúbicos de la rigidez asociada a cada uno de los resortes. Cuando ki� < 0 o ki� > 0
se tiene un resorte blando o duro, respectivamente.
El sistema no lineal de dos grados de libertad (3.20) se expande y se agrupan

los términos como:
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F0 cos
t = m1�x1 + c1 _x1 + (k1 + k2)x1 � k2x2
+ (k1� + k2�)x

3
1 + 3k2�x

2
2x1 � 3k2�x2x21 � k2�x32 (3.21)

0 = m2�x2 + c2 _x2 + k2x2 � k2x1
+ k2�x

3
2 � 3k2�x22x1 + 3k2�x2x21 � k2�x31 (3.22)

se normaliza con respecto a las masas m1 y m2, respectivamente, para obtener
el sistema no lineal de la siguiente forma:

f0 cos
t = �x1 + 2�1 _x1 + !
2
1x1 + �1x2 + �2x

2
2x1 + �3x2x

2
1 + �4x

3
1 + �5x

3
2

0 = �x2 + 2�2 _x2 + !
2
2x2 + �6x1 + �7x2x

2
1 + �8x

2
2x1 + �9x

3
2 + �10x

3
1 (3.23)

donde los parámetros normalizados son:

!21 =
k1 + k2
m1

; !22 =
k2
m2

; f0 =
F0
m1

; 2�1 =
c1
m1

; 2�2 =
c2
m2

�1 =
�k2
m1

; �2 =
3k2�
m1

; �3 =
�3k2�
m1

; �4 =
(k1� + k2�)

m1

; �5 = �
k2�
m1

�6 = �
k2
m2

; �7 =
3k2�
m2

; �8 = �
3k2�
m2

; �9 =
k2�
m2

; �10 = �
k2�
m2

además, 0 < " < 1 es un parámetro adimensional, el cual es útil para describir
el comportamiento entre sistema primario y absorbedor pasivo, amortiguamiento
viscoso, rigidez cúbica y la fuerza externa presente en el sistema no lineal. La
respuesta frecuencial en estado estable del sistema se puede aproximar y analizar
para propósitos de diseño utilizando métodos de perturbación. Los parámetros del
absorbedor tipo Du¢ ng (3.23), se seleccionan de tal forma que se pueda reducir
la respuesta del sistema primario alrededor de 
 � !1.
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Capítulo 4

Descripción de la plataforma
experimental

La plataforma experimental es una planta electromecánica que describe un
movimiento rectilíneo, fabricada por Educational Control Products (ECP R), mod-
elo 210a, la cual está diseñada para aplicaciones de modelado dinámico, estudio
de vibraciones e ingeniería de control (ver Fig. 4.1). Los componentes básicos
del sistema electromecánico son: bloques de masas ajustables; resortes lineales;
un amortiguador neumático con longitud de cámara ajustable, un motor de cd
sin escobillas, 3 sensores de posición (decodi�cadores ópticos incrementales de al-
ta resolución), una transmisión piñón-cremallera (transformación de movimiento
rotacional a lineal), tres bases móviles (cada una descansa sobre un riel con ro-
damientos de bolas antifricción). Este equipo se puede con�gurar desde un sistema
de un grado de libertad (sistema de segundo orden) hasta tres grados de libertad
(sistema de sexto orden).

Figura 4.1: Plataforma rectilínea (ECP R modelo 210).
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El diagrama esquemático ilustrado en la Fig. 4.2, consta de tres carros con
masa, interconectados por resortes bidireccionales. La suspensión de cada masa
es un tipo de rodamiento lineal de bolas antifricción con un recorrido disponible de
�3 cm aproximadamente. El accionamiento lineal se compone de una cremallera
suspendida sobre un carro antifricción y un piñón (diámetro de paso 7;62 cm)
acoplados al eje del servomotor sin escobillas. Los codi�cadores ópticos miden las
posiciones del carro de masa, también a través de un piñón y cremallera con paso
de piñón con diámetro de paso igual a 2;24 cm.
Se pueden �jar resortes de distinta rigidez entre las masas y la placa base.

Un amortiguador con amortiguamiento ajustable puede acoplarse a cualquiera de
las masas (ver Fig.4.2). Se proporcionan escalas de medición de posición visual
para cada uno de los carros para ayudar a corroborar ciertos experimentos y
con�guración de las escalas del sistema en el software (mm, cm, cuentas, in).

Figura 4.2: Diagrama esquemático del equipo ECP R modelo 210a. [86]

La unidad de control en tiempo real contiene el procesador digital de señales
(DSP por sus siglas en inglés Digital Signal Processor) basado en el controlador
en tiempo real, la interfaz servo/actuador , servoampli�cador y fuentes de ali-
mentación auxiliares. El DSP es capaz de ejecutar leyes de control con altas tasas
de muestreo que permiten modelar la implementación como continua o discreta
en el tiempo. El controlador también interpreta los comandos de trayectoria y
soporta funciones como la adquisición de datos, la generación de trayectoria y las
comprobaciones de seguridad y salud del sistema. Una matriz de puerta lógica
realiza la conmutación del motor y la decodi�cación del pulso del decodi�cador.
Además, cuenta con dos convertidores de digital a analógico (DACs, por sus siglas
en inglés Digital to Analog Converter) auxiliares (opcionales), los cuales permiten
la medición de señales analógicas en tiempo real. Este controlador es representa-
tivo de la implementación del control industrial moderno.
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La interfaz de usuario se ejecuta en el programa ejecutable ECP Executive
Version 5.0. (32 bits) c 2003 en una PC bajo el sistema operativoWindows 7 c
2009. Este programa soporta la de�nición de trayectoria, adquisición de datos,
trazado, comandos de ejecución del sistema y otras más.
La plataforma cuenta con 4 decodi�cadores ópticos incrementales, tres para

detectar la posición de las tres masas y uno para la conmutación del servomotor
sin escobillas. Los primeros tres tienen una resolución de 4000 pulsos=revoluci�on
y el último tiene una resolución de 1000 pulsos=revoluci�on, el cual se encuentra
conectado directamente al servomotor. La fuente de luz empleada en el decod-
i�cador genera dos señales desfasadas a 90�, que son enviadas a un sistema de
compuertas por dos canales, lo que permite decodi�car los �ancos de subida y de
bajada, así como la dirección del movimiento, obteniendo una resolución de 4X.
Es decir, la resolución del decodi�cador de posición de masa se convierte en 16000
cuentas=revoluci�on. La resolución efectiva es entonces de 16000 cuentas=(2�rp),
donde rp = 1;12 cm es el radio de paso del piñón del decodi�cador, con lo se
obtiene una resolución de 2214;33 cuentas=cent�{metro.

4.1. Obtención experimental de los parámetros
modales.

Con el �n de obtener la masa equivalente y la relación de amortiguamiento
de la plataforma, los cuales son parámetros inherentes al sistema, siendo nece-
sario conocerlos, para obtener una respuesta aproximada aceptable, se realizan
pruebas modales, obteniendo la frecuencia natural y el amortiguamiento modal
correspondientes. El análisis se fundamenta en el hecho que, al excitar un sistema
por una fuerza armónica, su respuesta presenta un pico agudo en resonancia, esto
quiere decir que la frecuencia de excitación coincide con la frecuencia natural del
sistema.

4.1.1. Parametrización con una base móvil

Para poder determinar la frecuencia natural de la plataforma experimental
(una sola base móvil, que se desliza sobre rodamientos de bola), se consideran un
sistema de un grado de libertad, se instala un resorte lineal con función de rigidez
conocida Fr(x) = kx = (346;87)x, se hace una serie de experimentos con diferentes
valores de carga sobre la plataforma. En la Fig. 4.3 se muestra la respuesta del
sistema cuando la base esta descargada, aplicando un barrido sinusoidal, de 0;1
Hz a 6 Hz con una duración de 60 s y una amplitud de 0;7725 N .

Para obtener la los parámetros modales del sistema a partir de la transformada
rápida de Fourier (FFT, por sus siglas en inglés Fast Fourier Transform ), se utiliza
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Figura 4.3: Respuesta temporal al barrido senoidal (base móvil descargada)

como analizador, el software desarrollado en [57]. La respuesta en la frecuencia
obtenida del analizador se muestra en la Fig. 4.4, con la cual se obtiene que la
frecuencia natural amortiguada fd � 3;6626 Hz, expresando en frecuencia circular
!d � 23 rad=s.
Se determinan los parámetros modales utilizando la técnica Peak Picking,

donde la relación de amortiguamiento modal está dada por

� =
!
(2)
d � !(1)d
2!d

(4.1)

donde !(1)d , !
(2)
d , son los puntos de mediana potencia, los cuales, ambos se en-

cuentran al lado de la frecuencia resonante !d, y cumplen la relación de potencia
media o valor rms:���Y (i!(1)d )��� = ���Y (i!(2)d )��� = jY (i!d)jp

2
=
0;02983p

2
= 0;0211

En la Fig. 4.4 se puede apreciar que f (1)d � 3;55 Hz, f (2)d � 3;77 Hz, por
lo tanto, !(1)d � 22;3 rad=s, !(2)d � 23;7 rad=s. Aplicando (4.1) se obtiene que
� � 0;03041. Ya que la relación de amortiguamiento modal � es pequeña, se
puede considerar la frecuencia amortiguada como la frecuencia natural del sistema
!d � !n � 23 rad=s. Conociendo la función de rigidez del resorte lineal, entonces
es posible determinar la masa equivalente (Meq), considerando que:

!2n =
k

Meq

)Meq =
k

!2n
=
346;87

(23)2
� 0;655kg
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Figura 4.4: Respuesta frecuencial (base móvil descargada)

Por último, se calcula el amortiguamiento de la plataforma por medio de la
relación siguiente:

c = 2�!nMeq = 2 � 0;03041 � 7;3252� (rad=s) � 0;655 (kg) � 0;92 N=(m=s)

El procedimiento anterior se repite para diferentes valores de carga (Mc) sobre
la base móvil, correspondientes a 0;496 kg, 0;985 kg, 1;48 kg y 1;981 kg, con el
�n de obtener la masa de la base móvil (mb) para diferentes valores de carga
utilizando:

mb =Meq �Mc

Los resultados obtenidos se encuentran en la Tabla (4.1). La masa equivalente
promedio de la base móvil es de 0;493 kg:

Tabla (4.1). Parametros modales para diferentes valores de carga
(sistema de un grado de libertad)

Mc (kg) fn (Hz) !n (rad=s) � Meq (kg) mb (kg)
0 3;6626 23 0;03 0;655 0;655

0;496 2;869 18 0;0328 1;07 0;571
0;985 2;4417 15;3 0;0359 1;47 0;489
1;48 2;1518 13;5 0;0376 1;9 0;418
1;981 1;9534 12;3 0;0396 2;3 0;322

4.1.2. Parametrización con dos bases móviles

El procedimiento de la subsección anterior se repite considerando un sistema
de dos grados de libertad, uno por cada base móvil con masas equivalentes Meq1
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y Meq2. Las frecuencias naturales del sistema están dadas por:

!21 =
(� + �)

2Meq1Meq2

(4.2)

!22 =
(� � �)
2Meq1Meq2

(4.3)

con

� =
k1Meq2 + k2Meq1 + k2Meq2

2Meq1Meq2

�2 = (k1Meq1)
2 � 2k1k2Meq1Meq2 + 2k1k2 (Meq2)

2

+ (k2Meq1)
2 + (k2Meq2)

2 + 2 (k2)
2Meq1Meq2

Al despejar Meq2 de ( 4.2) y (4.3) se obtiene respectivamente:

Meq2 =
k2(�Meq1!

2
1 + k1)

!21(�Meq1!21 + k1 + k2)
(4.4)

Meq2 =
k2(�Meq1!

2
2 + k1)

!21(�Meq1!22 + k1 + k2)
(4.5)

Con (4.4) y (4.5) se obtiene la masa equivalente promedio �Meq2. La masa en
la primer base móvil es �ja y tiene una carga de 1;48 kg por lo tanto la masa
equivalente (Meq1) es de 1;9 kg la cual se obtiene de la Tabla (4.1). Se realiza
experimentos para valores de carga (Mc2) diferentes en la segunda base móvil
correspondientes a 0 kg; 0;496 kg, 0;985 kg, 1;48 kg y 1;981 kg. Los resortes lin-
eales utilizados tienen funciones de rigidez k1 = (346;8725)x y k2 = (333;1725)x.
En la Tabla (4.2) se muestran los resultados experimentales obtenidos. La masa
equivalente promedio de la base móvil del segundo grado de libertad es de 0;340
kg:.

Tabla (4.2). Parametros modales para diferentes valores de carga
(sistema de dos grado de libertad)

Mc2 (kg) fn1 (Hz) �1 fn2 (Hz) �2 �Meq2 (kg) mb2 (kg)
0 1;8693 0;0575 4;8831 0;029 0;475 0;475

0;496 1;6786 0;0646 3;9752 0;0248 0;8761 0;3861
0;985 1;5183 0;0683 3;6318 0;0267 1;292 0;311
1;48 1;3886 0;0782 3;4487 0;0267 1;742 0;267
1;981 1;2589 0;0787 3;3571 0;0283 2;2365 0;2615
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4.2. Obtención experimental de la función de
rigidez

Los resortes empleados en el sistema son blandos los cuales proporcionan una
función de rigidez no lineal, su con�guración consiste en una estructura móvil
compuesta por una cadena cerrada de 4 eslabones, la cual se combinan con 4 ligas
de hule natural de longitud 10 cm, ancho 1;5 cm y un espesor de 0;22 cm, las
cuales se �jan a la estructura como se muestra en la Fig. 4.5.

Figura 4.5: Resortes blandos a) Rrnl1 b) Rrnl2

La caracterización de estos se efectúa tomando valores de carga-deformación en
compresión y tensión, una vez obtenido los valores experimentales (ver Figs. 4.6
y 4.7), se ingresa a Matlab R y empleando la aplicación Curve Fitting se obtiene

las funciones de rigidez siguientes

FRnl1(x) = k1x+ k1�x
3 = (1084)x� (9;155� 105)x3 (4.6)

FRnl2(x) = k2x+ k2�x
3 = (984;6)x� (7;421� 105)x3
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Figura 4.6: Aproximación polinomial de 3er orden (FR1(x))

Figura 4.7: Aproximación polinomial de 3er orden (FR2(x))



Capítulo 5

Resultados experimentales

5.1. Sistema primario tipo Du¢ ng

5.1.1. Respuesta frecuencial experimental

De la obtención de la función de rigidez de los resortes como objetos de estudio
la cual fue realizada en el Capítulo anterior, se puede apreciar un comportamiento
de resorte de tipo blando.
El primer estudio experimental sobre el sistema primario es el someter a una

fuerza de excitación de barrido sinusoidal, sobre una banda de frecuencia de 1Hz
a 5Hz, en el cual se desarrolla una serie de pruebas variando la amplitud de
excitación, con el �n de observar la presencia de un comportamiento no lineal
en la función de respuesta frecuencial (FRF), es decir, al variar la amplitud de
la excitación, la frecuencia de resonancia se modi�ca, lo cual no sucede en los
sistemas lineales, con lo que se vislumbra a primera vista que el sistema tiene una
dinámica no lineal.
En las Figs. 5.1 a) - 5.5 a) se muestran las respuestas temporales experimen-

tales del sistema bajo una excitación de barrido sinusoidal con amplitud de fuerza
igual a 2;3175N , 2;8325N , 3;8625N y 4;3775N , respectivamente.
Con el objetivo de determinar las frecuencias naturales del sistema, se realiza

un análisis modal lineal, el cual consiste en la obtención de la FRF de la respuesta
temporal al barrido sinusoidal, obteniendo la frecuencia natural amortiguada del
sistema y la relación de amortiguamiento modal. Utilizando la técnica conocida
como Peak Picking, la cual se aplicó en el Capítulo anterior para determinar la
masa equivalente de la plataforma experimental, se obtienen las FRF para varias
pruebas experimentales.
En las Figs. 5.1 b) - 5.5 b) se muestran las FRF correspondientes a las re-

spuestas, donde se puede observar la frecuencia natural amortiguada.

De las pruebas y el análisis anterior se obtiene una serie de respuestas fre-
cuenciales, las cuales, una a una representan la respuesta de un sistema lineal,

51
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Figura 5.1: Barrido sinusoidal F = 2;3175 N , f = 0;1 Hz a 5 Hz

Figura 5.2: Barrido sinusoidal F = 2;8325 N , f = 0;1 Hz a 5 Hz
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Figura 5.3: Barrido sinusoidal F = 3;3475 N , f = 0;1 Hz a 5 Hz

Figura 5.4: Barrido sinusoidal F = 3;8625 N , f = 0;1 Hz a 5 Hz
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Figura 5.5: Barrido sinusoidal F = 4;3775 N , f = 0;1 Hz a 5 Hz

sin embargo en conjunto re�ejan el comportamiento no lineal del sistema, ya que
para diferentes valores de amplitud, se produce una frecuencia natural amortigua-
da diferente como se muestra en la Fig. 5.6. La relación de amortiguamiento varia
muy poco, en promedio tiene un valor de � = 0;123.

Figura 5.6: Conjunto de respuestas frecuenciales (Fuerzas de 2.3175 N a 4.3775
N, Barrido sinuidal de 1 hz a 5 hz).

5.1.2. Análisis de la respuesta en estado estacionario.

El análisis temporal experimental, se efectúa excitando al sistema con una
fuerza tipo sinusoidal continua e ideal (la fuente de excitación no se ve afectada
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por el sistema excitado), debido a que, en la formulación del problema se considera
que la fuente de excitación es del tipo coseno, solo el ángulo de fase se desplaza
�
2
(rad).
Se realizan dos pruebas, con el �n veri�car de forma experimental los resulta-

dos obtenidos en simulación. La primera aplicando una fuerza de excitación con
amplitud constante y frecuencia variable y la segunda con amplitud variable y
frecuencia constante. Se busca obtener la respuesta estacionaria para determinar
la amplitud en función de la frecuencia y la fuerza de excitación.

Amplitud �ja y frecuencia variable

La amplitud implementada por la excitacíon coincide con la efectuada en el
barrido sinusoidal correspondiente a la simulación obtenida en la Subsección 3.1.1
por lo tanto, F0 = 4;5775N . Se realiza una serie de experimentos variando la
frecuencia alrededor de la resonancia, en la búsqueda de múltiples respuestas en
resonancia manteniendo una amplitud constante con frecuencias diferentes. Esto
es difícil de obtener, ya que solo se presenta en la zona inestable en la que un
pequeño cambio en las condiciones iniciales o parámetros del sistema, producen
que el sistema se dirija a la parte estable de la respuesta produciendo el fenómeno
de brinco en la amplitud del sistema.
En las Figs. 5.7 - 5.13 se muestra la respuesta experimental del sistema pri-

mario para diferentes valores de frecuencia de excitación. En la Tabla (5.1) se
muestra los parámetros obtenidos experimentalmente: fuerza de excitación nor-
malizada f0(m=s2), frecuencia de excitación 
(rad=s), parámetros de desajuste
��(rad=s), amplitud en estado estacionario a tensión at(m), compresión ac(m) y
amplitud en estado estacionario promedio aprom(m) .

Tabla (5.1). Resultados experimentales con F0= 4;3775 N y 
 variable
f0 (m=s

2) 
 (rad=s) �(m=s2) at (m) ac (m) aprom(m)
1;472 6;283 �12;810 0;003222 �0;00369 0;003456
1;472 9;424 �9;667 0;005254 �0;00452 0;004887
1;472 12;566 �6;525 0;00655 �0;006401 0;0064755
1;472 15;708 �3;384 0;0215 �0;02973 0;025615
1;472 18;850 �0;242 0;01369 �0;01626 0;014975
1;472 21;991 2;899 0;00835 �0;009744 0;009047
1;472 25;133 6;041 0;005578 �0;006343 0;0059605

En la Fig. 5.14 se muestra la comparación grá�ca de la respuesta experimental
contra la respuesta en simulación, ambas en estado estacionario. Dicha respuesta
es función del parámetro de desajuste, el cual representa la frecuencia de excitación
en las cercanías de la condición de resonancia.
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Figura 5.7: Respuesta temporal

Figura 5.8: Respuesta temporal
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Figura 5.9: Respuesta temporal
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Figura 5.10: Respuesta temporal
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Figura 5.11: Respuesta temporal
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Figura 5.12: Respuesta temporal
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Figura 5.13: Respuesta temporal

Figura 5.14: Comparación de respuesta frecuencial a(��) experimental contra re-
spuesta en simulación para f0 = 1;472(m=s2)
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Amplitud variable y frecuencia de excitación constante

La frecuencia implementada por la excitación coincide con la efectuada en el
barrido sinusoidal correspondiente a la simulación obtenida en la Subsección 3.1.1,
por lo tanto, 
 = 15;0708(rad=s). Se realiza una serie de experimentos variando
la amplitud de fuerza, en la búsqueda de múltiples respuestas manteniendo una
frecuencia constante. En las Figs. 5.15 - 5.24 se muestra la respuesta experimental
del sistema primario para diferentes valores de amplitud de excitación.

Figura 5.15: Respuesta temporal

En la Tabla (5.2) se muestra los parámetros del sistema fuerza de excitación
normalizada, frecuencia de excitación
(rad=s), parámetros de desajuste ��(rad=s),
fuerza de excitación normalizada f0(m=s2), amplitud en estado estacionario a
tensión at(m), compresión ac(m) y amplitud en estado estacionario promedio
aprom(m).

Tabla (5.2). Resultados experimentales con F0 variable y 
 = 15;0708
��(rad=s) F0 (N) f0 (m=s

2) at (m) ac (m) aprom(m)
�3;38 1;03 0;380 0;0010 �0;0009 0;00950
�3;38 2;06 0;693 0;0032 �0;0029 0;00305
�3;38 2;575 0;866 0;0068 �0;0067 0;00675
�3;38 2;8325 0;952 0;0083 �0;0086 0;00845
�3;38 3;09 1;039 0;0085 �0;0090 0;00880
�3;38 3;3475 1;126 0;0192 �0;025 0;0221
�3;38 3;605 1;212 0;0200 �0;026 0;0230
�3;38 4;12 1;385 0;0205 �0;028 0;0243
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Figura 5.16: Respuesta temporal

Figura 5.17: Respuesta temporal
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Figura 5.18: Respuesta temporal

Figura 5.19: Respuesta temporal
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Figura 5.20: Respuesta temporal

Figura 5.21: Respuesta temporal
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Figura 5.22: Respuesta temporal

Figura 5.23: Respuesta temporal
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Figura 5.24: Respuesta temporal

En la Fig. 5.25 se muestra la comparación grá�ca de la respuesta experimental
contra la respuesta en simulación ambas en estado estacionario, en función de la
amplitud de excitación normalizada respecto a la masa.

5.1.3. Discusión y comentarios

Las primeras pruebas consisten en la aplicación de una fuerza armónica sinu-
soidal, la cual es proporcionada por un servo motor con una transmisión tipo piñón
cremallera que convierte el movimiento circular en un movimiento rectilíneo. Se
colocan en el primer base móvil bloques de masa de latón de aproximadamente
0;500 kg �5 %. El barrido es efectuado en una banda de 0;1 Hz a 14 Hz, para
diferentes valores de fuerza.
La fuerza que se desea aplicar al sistema se introduce como voltaje, por lo

tanto, se determina una relación fuerza-voltaje de tipo lineal, la cual es obtenida
de forma experimental, empleando el método utilizado en [86], se obtiene la masa
equivalente de la base móvil que se encuentra conectada al sistema de excitación,
una vez determinada la masa equivalente, se aplica una excitación tipo escalón
bidireccional con una duración pequeña y a un voltaje determinado, el programa
donde se ejecuta la interfaz de usuario permite obtener de forma grá�ca la veloci-
dad de la respuesta del sistema, con la cual es posible determinar la aceleración
desarrollada, conociendo dicha aceleración se puede determinar la fuerza aplicada,
la cual se obtiene al aplicar el escalón a un voltaje deseado, �nalmente es posible
determinar una relación fuerza/voltaje la cual se considera que es lineal y tiene
un valor de 5 (N=V ), se comprueba que la relación obtenida es correcta, ya que
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Figura 5.25: Comparación de respuesta a(f) experimental contra respuesta en
simulación para �� = �3;38 (rad=s)

el manual de la plataforma determina dicha relación como el producto entre la
ganancia del servo ampli�cador, la constante de torque del motor y el inverso del
radio de paso del piñón del motor, (el valor de dichos parámetros se encuentran
en el manual) obteniendo un valor de 5;3 (N=V ). Finalmente se promedia ambas
relaciones y se considera una relación de 5;15 (N=V ).

Las funciones de rigidez de los resortes se aproximan como una función poli-
nomial impar de tercer grado simétrica, de los datos experimentales se observa
que el resorte a tensión se comporta de forma lineal y la no linealidad se presenta
en compresión ya que para un cierto valor se requiere menor fuerza para producir
una de formación igual en tensión. De lo cual se podría considerar que el resorte
tiene una rigidez no simétrica, lo cual también se considera como un fenómeno no
lineal.

En algunas frecuencias la respuesta temporal no llega al estado estacionario,
por lo cual es posible que algunos puntos obtenidos en las grá�cas de comparación
no se ajusten a la simulación, ya que la respuesta simulada se considera en estado
estacionario.

Una limitación que se tiene para obtener los puntos de amplitud máxima de
la respuesta frecuencial es la necesidad de excitar al sistema desde una frecuencia
mayor a una menor disminuyendo la poco a poco para obtener dichos valores.
Lo cual no se puede lograr ya que la plataforma solo permite entregar valores de
frecuencia crecientes y la cantidad de datos es limitada y por lo tanto no se puede
obtener la información necesaria en un intervalo de tiempo largo.
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5.2. Sistema primario tipo Du¢ ng con absorbedor
tipo Du¢ ng

La respuesta frecuencial experimental en estado estable del sistema primario
y el absorbedor se presenta en las Figs. 5.26 y 5.27. La obtención de la respuesta
frecuenciales se determina en base a pruebas con una fuerza de excitación sinu-
soidal de amplitud igual a 3;3475 N y una frecuencia diferente para cada una de
estas en un rango de frecuencia de 2hz a 7;5hz. La masa del sistema primario es
Meq1 = 2;4464 kg con una frecuencia natural !1 = 3;35 Hz y una masa equiva-
lente del absorbedorMeq2 = 0;836 kg. En las Figs. 5.28 - 5.32 se muestran algunas
de las respuestas en estado estacionario experimentales del sistema primario y el
absorbedor.
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Figura 5.26: Respuesta frecuencial del absorbedor tipo Du¢ ng

En la Fig. 5.37 se muestra la respuesta del sistema primario aplicando una
fuerza de excitación igual a 3;3475 N con una frecuencia de excitación de 3;35 Hz
en condición de resonancia primaria, sin acoplamiento del absorbedor y respuesta
del sistema con absorbedor con la misma fuerza de excitación.
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Figura 5.27: Respuesta frecuencial del sistema primario

Figura 5.28: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor



5.2. SISTEMAPRIMARIOTIPODUFFINGCONABSORBEDORTIPODUFFING69

Figura 5.29: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor

Figura 5.30: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor
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Figura 5.31: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor

Figura 5.32: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor
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Figura 5.33: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor
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Figura 5.34: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor
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Figura 5.35: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor
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Figura 5.36: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor
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Figura 5.37: Respuesta del sistema primario con y sin absorbedor

5.2.1. Discusión y comentarios

En las respuesta experimental se puede observar que al conectar el absorbedor
tipo Du¢ ng al sistema primario se produce una reducción de la amplitud de vi-
bración del sistema primario para una valor de frecuencia cercano a la frecuencia
natural lineal, y la mayor parte de la energía se dirige al absorbedor, pero aparece
otra frecuencia de resonancia natural debido a que el sistema aumenta un grado
de libertad, en la primer frecuencia natural se observa un modo en fase y en la
segunda un modo en contra fase. En el primer modo, se observa que las ampli-
tudes en ambas masas son mayores con respecto al segundo modo. En el primer
modo la energía es mayor en el absorbedor en comparación con la del sistema pri-
mario. En el segundo modo, la energía es mayor en el sistema primario, pero las
amplitudes son mucho menores que en el primer modo, lo cual indica la presencia
amortiguamiento mayor.
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Capítulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones generales

Los fenómenos que se presentan en sistemas no lineales son interesantes y
representan un área importante de investigación en la búsqueda de aplicar los
bene�cios que estos pueden ofrecer en áreas de la ciencia e ingeniería. Una de las
áreas de aplicación en la mecánica es la absorción de vibraciones de forma pasiva
en sistemas dinámicos, esto se logra gracias a la localización de la energía (se
concentra la energía en un punto de interés) eliminando los efectos no deseados y
dirigiendo a otro elemento diseñado para absorber o drenar dicha energía.
La absorción se puede lograr en sistemas lineales agregando un segundo grado

de libertad al sistema, con la premisa de que el sistema se encontrara excitado
a una velocidad (frecuencia) constante, ya que el segundo grado de libertad se
sintoniza a una frecuencia particular y la absorción es efectiva en un ancho de
banda angosto de frecuencias. Una de las ventajas que presenta un absorbedor no
lineal sobre el absorbedor lineal es que puede incrementar al ancho de banda de
absorción.
Además, en los sistemas no lineales de varios grados de libertad es posible en-

contrar fenómenos sin analogía a los sistemas no lineales como son las resonancias
internas, las cuales están estrechamente relacionadas con el orden la no lineali-
dad. Los absorbedores autoparamétricos explotan este fenómeno bajo condición
de resonancia externa, resonancia interna y un acoplamiento no lineal que rompa
la simetría del sistema, estos generan un intercambio de energía entre los dos
subsistemas debido a excitaciones paramétricas. Los acoplamientos pueden ser
dinámicos o estáticos, esto quiere decir que se pueden generar por un compor-
tamiento no lineal debido a la interacción de inercias, de amortiguamiento o de la
rigidez entre subsistemas.
Los sistemas con rigidez cúbica (sistemas tipo Du¢ ng) ofrecen la posibilidad

de estudiar dichos fenómenos debido al acoplamiento estático de rigidez, ya que
este proporciona una ruptura en la simetría a niveles de energía altos.
La principal razón de los fenómenos como, resonancias internas, caos, saltos
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en la respuesta, bifurcaciones de Hopf entre otras, es la dependencia frecuencia-
energía presente en sistemas no lineales.
Un tema que surgió a principios de este siglo son los drenajes de energía no

lineales, estos consistes en sistemas con no linealidades elementales (esenciales),
esto quiere decir que son sistemas que se pueden linealizar, con lo cual no existe
una frecuencia natural lineal preferencial y esto permite una transferencia de
energía sin necesidad de resonancias internas o desde otro punto de vista, existe
una gran cantidad de resonancias internas las cuales son inconmensurables (no
tiene que existir un número real racional que relacione los modos involucrados).
Además, los drenajes de energía no lineal pueden extraer energía desde el inicio

de la respuesta transitoria, sin necesidad de una frecuencia de respuesta constante
(respuesta en estado estacionario). De lo anterior los drenajes de energía ofrecen
una gran ventaja sobre los absorbedores no lineales y lineales, al poder emplearse
en sistemas excitados por fuerzas de choque e impacto.
La principal de las di�cultades de los drenajes de energía no lineal radica en

la necesidad de una no linealidad elemental, lo cual no es fácil de lograr.

6.2. Conclusiones particulares

En este trabajo se abordó como objeto de estudio los sistemas con rigidez
cúbica, partiendo del análisis y experimentación de un sistema con un GDL y
posteriormente con el �n de absorber las vibraciones se experimentó con un sis-
tema de dos grados de libertad ambos con rigidez cúbica.
Como primer paso se aproximó la función de rigidez de los resortes no lineales

empleados en el estudio, la función obtenida es una aproximación polinomial impar
de tercer orden, pero esta no puede considerarse como una no linealidad esencial
ya que cuenta con el termino proporcional a la deformación. De lo anterior se
puede concluir que no fue posible obtener experimentalmente los fenómenos pre-
sentes en un drenaje de energía. Pero si fue posible analizar y realizar pruebas
experimentales referente a un absorbedor no lineal.
Para el sistema de un grado de libertad se obtuvo la solución aproximada uti-

lizando el método de escalas múltiples. Una vez que se determinó los parámetros
de la plataforma experimental (masa equivalente, relación de amortiguamiento y
la relación fuerza voltaje), se realizó la simulación de la respuesta frecuencial en
estado estable del sistema y se comparó con la respuesta experimental correspon-
diente.
De la comparación de la respuesta frecuencial se puedo observar que algunas

respuestas no alcanzan el estado estacionario durante el experimento y la amplitud
mantiene un incremento pequeño, este inconveniente de igual forma se observó en
las pruebas con frecuencia de excitación constante para diferentes amplitudes de
fuerza. Otro fenómeno no lineal que se detectó en las pruebas experimentales fue el
brinco en la respuesta frecuencial. No fue posible obtener las amplitudes máximas
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obtenidas en la respuesta simulada ya que es necesario un recorrido lento de la
frecuencia de excitación de forma descendente.
Referente al sistema con absorbedor no lineal tipo Du¢ ng solo se realizaron

pruebas experimentales, seleccionando una amplitud de excitación �ja para difer-
entes valores de frecuencia. Se observo una reducción en la amplitud de vibración
en el sistema primario para un valor de frecuencia natural cercano a la frecuencia
natural lineal, y la mayor parte de la energía se dirige al absorbedor, pero aparece
otra frecuencia de resonancia natural debido a que el sistema aumenta un grado
de libertad, en la frecuencia natural primera se observa un modo en fase y en la
segunda un modo en contra fase. En el primer modo, se observa que las ampli-
tudes en ambas masas son mayores con respecto al segundo modo. En el primer
modo la energía es mayor en el absorbedor en comparación con la del sistema pri-
mario. En el segundo modo, la energía es mayor en el sistema primario, pero las
amplitudes son mucho menores que en el primer modo, lo cual indica la presencia
amortiguamiento mayor.

6.3. Trabajo futuro

Diseño y aplicación de una estrategia de control de fuerza (control PI, con-
trol GPI, control de impedancia) sobre un generador electromagnético de
vibraciones o cualquier otro dispositivo electromecánico, con el �n de aplicar
fuerzas armónicas con la cual se pueda controlar la amplitud, frecuencia y
fase de excitación con el �n de producir las condiciones necesaria para obten-
er las respuesta frecuencial no lineal calculada.

Diseño y desarrollo de una plataforma rectilínea que permita mayor de-
splazamiento con el �n de aplicar mayor energía al sistema. Diseño que
proporcione una mayor carga con un mayor rango de ajuste para sintonizar
resonancias internas entre los modos del sistema.

Realizar el análisis de estabilidad para el sistema primario tipo Du¢ ng con
y sin absorbedor de vibraciones con no linealidades cúbicas.

Obtener la respuesta en simulación del sistema de dos grados de libertad
por medio del método de escalas múltiples.

Diseño de un dispositivo elástico con función de rigidez no lineal elemental
para abordar de forma experimental los NES

Investigar y validar el uso de control activo de saturación, para reducir las
vibraciones sobre un sistema de interés, induciendo un comportamiento no
lineal elemental en el sistema que permita realizar la absorción de energía.
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Desarrollar un algoritmo computacional que determine la solución numérica
de los modos normales no lineales o en su defecto adquirir un programa
dedicado al cálculo de estos.

Estudio, investigación y validar el uso de drenajes de energía en choques e
impacto.

Investigar y validar el uso de drenajes de energía y absorbedores de vibración
en conjunto con cosechadores de energía.
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