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Resumen

Este trabajo de tesis aborda la absorcién pasiva de vibraciones en sistemas
no lineales. El objeto de estudio es un sistema primario, del tipo masa-resorte-
amortiguador con rigidez ctibica, al cual se desea reducir las vibraciones, conectado
a otro sistema secundario con las mismas caracteristicas encargado de realizar la
absorcién. El andlisis se efectia con el método de escalas muiltiples, obteniendo
la respuesta aproximada en frecuencia en estado estacionario. En un principio se
aborda la teorfa sobre los sistemas autoparamétricos en los cuales se presentan
fenémenos no lineales los cuales ofrecen beneficios en la absorcién y, posterior-
mente, se emplea el enfoque de la transferencia de energia dirigida (TET, por
sus siglas en inglés Target Energy Transfer) y los llamados drenajes no lineales
de energia (NES, por sus siglas en inglés Non linear Energy Sink). Fundamental-
mente, se presenta un estudio general del fenémeno de los Drenajes No Lineales
de Energia y se analiza en qué condiciones un absorbedor de vibraciones del tipo
no lineal cae dentro de esta clase de sistemas, particularmente cuando se trata de
absorbedores de tipo autoparamétrico.



Abstract

This work deals with the passive vibration absorption on inherently non-linear
systems. The object of study is a mass-spring-damper primary system, with cu-
bic stiffness, to which the vibrations are to be reduced, connected to another
secondary system with the same characteristics and acting as a nonlinear pas-
sive vibration absorber, whose role is the energy and vibration absorption. The
analysis is carried out by application of multiple scales method, obtaining the
approximate frequency response function. To do this, first the theory about au-
toparametric systems with nonlinear coupling terms are described, which offer
benefits for passive vibration absorption under resonant conditions and, later, the
attention is focused on the so-called Target Energy Transfer (TET) and Nonlinear
Energy Sinks (NES). Fundamentally, the work describes a general study of the
phenomenon related to the Nonlinear Energy Sinks, thus analyzing under what
conditions a nonlinear type vibration absorber can be classified as part of this par-
ticular class of dynamical systems with particular emphasis on the autoparametric
type absorbers.
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Capitulo 1

Introduccion

Las vibraciones se encuentran en muchos fenémenos fisicos presentes en nue-
stro entorno; en fenémenos naturales, sismos, el movimiento de las olas del mar,
las ondas que se generan al lanzar una piedra en un charco de agua, el movimiento
de la tierra; en el cuerpo humano, el bombeo de sangre, la respiracién (los pul-
mones se expanden y comprimen), al escuchar (el timpano del oido percibe ondas
de sonido por medio de vibraciones), al hablar (la faringe produce pequenas oscila-
ciones) y oscilaciones que son inducidas por el ritmo de los movimientos corporales
al caminar, saltar, correr , nadar; en maquinas e instrumentos, el movimiento de
ida y vuelta de los pistones de un motor, en bandas transportadoras vibratorias,
en la separacién y filtrado por medio de tolvas, al compactar o distribuir material
de construccién con una regla vibratoria, en sillones de masaje, en cortadoras de
cabello, las fluctuaciones de un puente de carretera con vehiculos que pasan, el
balanceo de un barco bajo la influencia de las olas del océano, las oscilaciones de
una cuerda en instrumentos musicales; Ver, e.g., J. P. Den Hartog [4], C.W. De
Silva [33, 34], A. D. Dimarogonas [35], C.M. Harris [36], S. Braun et al. [37].

En términos simples, una vibracién es un movimiento o respuesta oscilato-
rio(a) de un cuerpo, objeto o sistema alrededor de un punto de equilibrio. Estas
pueden ocurrir en un sistema mecdnico, sistema eléctrico, y pueden representar su
comportamiento dindmico natural o bien pueden ser inducidas mediante alguna
fuerza de excitacién. Asimismo, estas fuerzas pueden ser generadas internamente
en el sistema o trasmitidas por alguna fuente externa. Cuando la frecuencia de la
fuerza de excitacién coincide con la frecuencia natural del sistema, la respuesta de
este alcanzard grandes amplitudes, dependiendo del amortiguamiento presente. A
este fenémeno se le conoce como resonancia y constituye un fenémeno producido
por la inestabilidad del sistema.

Todo sistema presenta una senal de vibracién en la cual plasman cada una de
sus caracteristicas, cada componente de éste presenta su propia senal de vibracién
y en ella se encuentra la informacién de cada uno de estos, es decir, una senal de
vibracion capturada del sistema se compone de la suma de la vibracién de cada
uno de sus componentes.
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Para que la oscilaciéon ocurra, debe de existir dos elementos esenciales: un
elemento de masa o inercia que almacene energia cinética y un elemento de elas-
ticidad o resorte que almacene energia potencial; de forma general siempre existe
un tercer elemento de amortiguamiento, el cual disipa energfa. El elemento de
elasticidad provee una fuerza de restauracién que continuamente tira la masa ha-
cia su posicién de equilibrio, causando la oscilacién de la masa. Por lo tanto, todo
cuerpo que posee masa y elasticidad es capaz de vibrar en el momento que se le
proporciona energia.

Durante las vibraciones, la energfa potencial y la energfa cinética se convierten
una en la otra, almacendandose y liberdndose de los dos elementos, respectivamente.
Si el sistema se amortigua, una parte de su energia se disipa en cada ciclo de
vibraciéon y se debe proporcionar una fuente externa para que se mantenga un
estado de vibracién estable. Ver, e.g., B. Balachandran [17], S.S. Rao [51].

1.1. Importancia de las Vibraciones No Lineales

Las vibraciones no lineales se presentan, si cualquier componente bédsico de
un sistema vibratorio se comporta de forma no lineal. En tal caso el principio de
superposicién no es vélido y las técnicas de andlisis son menos conocidas y dificiles
de aplicar. Como los sistemas vibratorios tienden a comportarse no linealmente
con amplitud de oscilacién creciente (por ejemplo, sistemas en resonancia), es
deseable un conocimiento de la vibraciéon no lineal cuando se trate con sistemas
vibratorios. Ver, e.g., S. S. Rao [51] y W. T. Thomson [52].

La fuente de la no linealidad suele ser generada por las propiedades de mater-
ial o las propiedades geométricas presentes en los componentes del sistema. En el
estudio de las oscilaciones pequenas, un sistema no lineal puede ser tratado como
uno lineal por medio de una linealizacién adecuada. Sin embargo, las no lineal-
idades deben ser consideradas cuando se trata con oscilaciones grandes. Fisica-
mente, los sistemas no lineales presentan ciertas caracteristicas tinicas que carecen
los sistemas lineales, tales como resonancia sub-armoénica y super-armonica, vibra-
ciones excitadas de forma paramétrica, ciclos limites, oscilaciones auto-excitadas,
movimiento caético. (S. Braun et al. [37]).

1.2. Absorbedor Pasivo de Vibraciones

Una de las razones por las cuales es necesario estudiar las vibraciones mecéani-
cas, es el verificar que estas se encuentren dentro de las normas de seguridad, con
el fin de eliminar o minimizar los efectos nocivos sobre el hombre, estructuras,
edificios, méquinas, instrumentacién etc; garantizando un mayor rango de vida y
funcionalidad.

El absorbedor dindmico de vibraciones (DVA, por sus siglas en inglés Dynamic
Vibration Absorber), también llamado amortiguador de masa sintonizado (TMD,
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por sus siglas en inglés Tuned Mass Damper), es un dispositivo mecanico com-
puesto por elementos de masa o inercia, rigidez y amortiguamiento, los cuales
una vez conectados a una estructura o méquina, cominmente denominada sis-
tema primario, son capaces de absorber la energia vibratoria no deseada, en el
punto de conexién. Por lo tanto, la masa principal y la masa del absorbedor anex-
ada constituyen un sistema de dos grados de libertad, y de ahi que el sistema
en conjunto tenga dos frecuencias naturales. El absorbedor de vibraciones se uti-
liza cominmente en maquinaria que opera a velocidad constante, por lo que el
absorbedor de vibraciones se sintoniza a una frecuencia particular y es efectivo
sélo dentro de una pequena banda de frecuencias de excitacién. E1 DVA se disena
con el fin de que las frecuencias naturales del sistema resultante se alejen de la
frecuencia de excitacién. Ver, e.g., J. P. Den Hartog [4], S. S. Rao [51] y S. Braun
et al. [37].

1.3. Transferencia de Energia Dirigida

A menudo, el proceso de intercambio de energia de vibracion pasiva no lineal se
describe en términos de interaccién no lineal entre diferentes modos estructurales
con frecuencias ya sean estrechas o separadas. Este tipo de intercambio no es
posible en sistemas dindmicos lineales, ya que, en el caso de modos con frecuencias
estrechamente espaciadas puede existir una interaccién, dando como resultado
el fenémeno de pulsacion, si las frecuencias se encuentran separadas, los modos
involucrados se desacoplan y no pueden pasivamente pasar energia entre ellos.

Sin embargo, en presencia de no linealidad, se produce interacciones de energia
no lineales debido a las resonancias internas, incluso entre modos estructurales con
frecuencias ampliamente espaciadas (J. Guckenheimer, P. J. Holmes [63]; A.H.
Nayfeh, D.T. Mook [69]; A. H. Nayfeh [64]).

En general, la transferencia de energia dirigida (TET por sus siglas en ingles
Targeted Energy Transfer) se puede realizar debido a la ruptura de la simetria
como bifurcaciones de un modo no lineal o través de fenémenos de localizacion de
energfa espacial a partir de la formacién modos normales no lineales localizados
(NNMs por sus siglas en ingles Normal Nonlinear Modes) (King y Vakakis [76],
Vakakis et al. [65], Vakakis et al. [66], Lacarbonara et al. [67], Jiang et al. [68]).

1.4. Drenaje de Energia No Lineal

Un drenaje de energia no lineal (NES por sus siglas en ingles Nonlineal Energy
Sink) se presenta en existencia de un acoplamiento local que posee una no lin-
ealidad elemental (no linealizable'), el cual altera significativamente la dindmica

INo linealizable: No linealidad que al realizar su aproximacién por series de Taylor, la aprox-
imacién de primer orden (termino lineal) es igual a cero.
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global del sistema resultante. La razén radica en la falta de una frecuencia de reso-
nancia preferencial del acoplamiento, lo cual, en principio, le permite acoplarse en
resonancia no lineal con cualquier modo del sistema lineal, a intervalos arbitrar-
ios de frecuencia (siempre que, por supuesto, ningin modo tenga un nodo en la
vecindad del punto de unién). El escenario real de la interaccién de resonancia no
lineal de un solo modo o multi-modo de la unién con el sistema lineal dependera
del nivel y distribucién espacial de la energia de vibracién instantdnea del sistema
integrado. Bajo ciertas condiciones, la TET pasiva del sistema lineal al sistema
acoplado se produce, es decir, un flujo de energia unidireccional e irreversible (en
promedio) desde el sistema lineal al sistema acoplado, que actta, en efecto, como
un drenaje de energia no lineal (NES).

Ademsds, en contraste con el absorbedor de vibraciones lineal cldsico, cuya
accion es de banda estrecha, bajo ciertas condiciones el NES puede interactuar de
forma resonante con el sistema lineal de una forma de banda ancha, y participar
en una cascada de captura de resonancia con un conjunto de modos estructurales
sobre una amplia gama de frecuencias; Entonces, segin A. F. Vakakis et al. [69]
el NES, actia en esencia, como un controlador pasivo, adaptativo, de limites de
banda ancha.

1.5. Antecedentes de Absorbedores

Desde su invencién por Frahm a principios del siglo XX, el DVA ha sido ampli-
amente utilizado para mitigar las vibraciones en varios tipos de sistemas mecéni-
cos. Una aplicacién muy conocida es el denominado amortiguador de Stockbridge,
ampliamente utilizado para reducir las vibraciones inducidas por el viento en las
lineas aéreas de transmisién de energfa. En una aplicaciéon de ingenieria notable,
un absorbedor de 400 toneladas ha sido disenado para Citicorp Center, un edi-
ficio de oficinas de 274 m de altura en la ciudad de Nueva York, para suprimir
principalmente la contribucién del primer modo de vibracién en las oscilaciones
inducidas por el viento. En una aplicacién similar, se han instalado dos DVA de
300 toneladas en la torre John Hancock Tower, en Boston, Massachusetts. La
dindmica de las torres de televisién es particularmente favorable para el uso de
DVAs tipo péndulo, que se han aplicado, por ejemplo, a las torres de Alma-Ata y
Riga, en la antigua Unién Soviética.

Debido a su relevancia tecnolégica tanto en el &mbito académico como en el in-
dustrial, los DVAs siguen siendo un tema de interés permanente. Entre las nuevas
aplicaciones se incluyen dispositivos para estabilizar el movimiento de balanceo del
barco, mejorar la comodidad de los usuarios al caminar por puentes peatonales,
atenuar las vibraciones transmitidas desde el rotor principal a la cabina de los he-
lic6pteros, y mejorar las condiciones de operacién de la maquina herramienta, por
citar s6lo algunos ejemplos. También se han desarrollado aplicaciones militares.
El uso de DVAs para reducir las fuerzas dindmicas transmitidas a una aeronave
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debido a las altas tasas de fuego impuestas al movimiento del canén puede ser
mencionado como otro ejemplo. ( S. Braun et al. [37]).

Los absorbedores dindmicos se han estudiado y empleado desde hace un largo
tiempo, ahora se menciona de una forma sintetizada algunos estudios e investi-
gaciones realizadas, en el drea de la mecdnica. El primer registro de uso del ab-
sorbedor de vibracién fue descrito en un articulo por Watts [1] en 1883, de seguido
de (el primer registro de patente) Hermann Frahm [2] en 1909, pero no fue hasta
1928 que Ormondroyd y Den Hartog [3] publicaron el tratamiento matemético del
absorbedor dindmico pasivo de la vibracién. El problema del ancho de banda fue
identificado por primera vez por Roberson [5] (1952), que consideré el caso poco
préctico de un resorte lineal y ciibico sin amortiguamiento. Roberson concluyd, sin
embargo, que tedricamente un resorte blando produciria el efecto deseado. A este
trabajo le sigui6 el de Pipes [6] (1953) que consider6 un resorte sinusoidal hiper-
bélico con una caracterfstica de endurecimiento y sin amortiguamiento. Luego
Arnold [7] (1955) confirmé los resultados de Roberson, pero de nuevo no consid-
er6 el amortiguamiento. Esto fue seguido por una brecha de dos décadas para
el trabajo de Masri [8] (1972) y Dabrowski [9] (1975) en el que se consideré la
oscilacion forzada de ambas masas. Al mismo tiempo R. S. Haxton y A. D. S.
Barr[39] (1972) presentaron el modelo, construccién y pruebas experimentales de
un absorbedor autoparamétrico, realizando una comparaciéon con el absorbedor
lineal amortiguado y sintonizado. Anteriormente el trabajo tedrico y original so-
bre el problema autoparamétrico clasico es el del péndulo eldstico descrito por
Minorsky [44] (1962) el cual se discutié en vibracién libre. Miller y Gartner en
1975 [10] superaron el problema del ancho de banda mediante la introduccién de
un resorte neumdtico de rigidez variable sin amortiguamiento, mediante el cual la
frecuencia natural del absorbedor podria ajustarse a una frecuencia de excitacién
cambiante. En 1982 [11] realizaron el estudio de un absorbedor de vibraciones
dindmico empleando un diseno con resorte blando tipo Bellebille, y se mostré que
por ese medio se podia duplicar el ancho de banda de supresion con respecto al que
ofrece un absorbedor lineal. Para 1994 M. Cartmell and J. Lawson [19] proponen
un sistema implementable, el cual consta de un absorbedor autoparamétrico pen-
dular activo, acoplado a un sistema primario lineal masa-resorte-amortiguador.
Cuatro anos mas tarde S. S. Oueini, A. H. Nayfeh y J. R. Pratt [12] presentaron
resultados tedricos y experimentales sobre el enfoque de implementacién basado
en absorcién activa de vibraciones no lineales sobre estructuras flexibles. A inicio
del siglo XXI, P. F. Pai, B. Rommel y M. J. Schulz [13] presentaron resultados
tedricos y experimentales de absorcion activa de vibraciones no lineales empleando
resonancias internas de alto orden sobre un sistema tipo plato en cantiléver.

En 2008 G. Silva, B. Vazquez and L. Macias [16], presentan un absorbedor pa-
sivo/activo tipo péndulo, el cual es acoplado a un sistema primario tipo Duffing,
el control se encarga de modificar la longitud del péndulo con el fin de modificar
la frecuencia interna del sistema integrado, logrando ampliar la banda de efec-
tividad del absorbedor ante variaciones de frecuencia en la fuente de excitacién
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armoénica. Dos anos después G. Silva, H.F. Abundis, B. Vazquez [15], realizan una
sintesis sobre un absorbedor pasivo/activo tipo viga en cantiléver, el mecanismo
principal tipo Duffing, empleando un parche PZT como actuador el cual modifica
la frecuencia interna del sistema por medio de la rigidez de la viga, la cual cambia
por la deformacién del parche. En el 2014 F. Beltrdn, G. Silva [14] presentaron
un estudio de absorbedores de vibraciones dindmicos pasivos y activos tipo masa-
resorte-amortiguador sobre un sistema primario tipo Duffing, el cual tiene como
objetivo el seguimiento de trayectoria.

1.6. Antecedentes sobre Drenajes No Lineales
de Energia

Desde la apariciéon de los Drenajes No Lineales de Energia (NES, por sus
siglas en inglés) a principios de este siglo han tomado un creciente interés, ya
que las ventajas que ofrecen tiene un amplio campo de aplicaciones como en
la aerondutica, mecdnica estructural, , maquinaria vibratoria, suspensiones de
edificios y vehiculos. La dificultad primordial del NES es que se requiere una no
linealidad esencial (no linealizable), para el mejor desempeno.

Uno de los primeros trabajos de investigacién que aborda esta estrategia fue
realizada por A. F. Vakakis, O. y Gendelman en 2001, en el cual se muestra eviden-
cia numérica de la existencia de bombeo de energia unidireccional de un sistema
lineal a otro no lineal. Para 2003 A. F. Vakakis et al. [21], realizaron el estudio de
una cadena de osciladores lineales periédicos, acoplada débilmente a un dispositi-
vo esencialmente no lineal, donde gracias a la no linealidad esencial se introduce
una serie de resonancias internas (0 : w,,), entre el dispositivo acoplado y cada
uno de los modos que componen la cadena. No hay una frecuencia de resonancia
preferencial para el dispositivo, depende de la energia y de las condiciones iniciales
para que se presente alguna interaccién de resonancia interna con algiin modo de
la cadena. El bombeo de energfa solo se produce en presencia de amortiguamiento,
en el caso no amortiguado solo se genera el fenémeno de golpeteo entre la cadena y
el dispositivo acoplado. Aunque el bombeo de energfa se realiza solo en presencia
de amortiguamiento, el fenémeno del bombeo de energia depende fuertemente de
la estructura topolégica de los modos no lineales (NNM, por sus siglas en inglés
Nonlinear Normal Modes) del sistema subyacente no amortiguado. En el siguiente
ano A. F. Vakakis et al. [22], estudiaron los fenémenos de captura de resonancia
que conducen al bombeo de energia en una cadena lineal de NV osciladores acopla-
dos a dispositivos fuertemente no lineales que poseen no linealidades de rigidez
cibica esencial. En 2005 A. F. Vakakis et al. [23], estudian la dindmica de un
sistema no lineal de dos grados de libertad que consiste en un oscilador lineal con
marco de referencia a tierra y acoplado a una masa pequena por medio de una
rigidez esencialmente no lineal; se concluye que aunque el sistema tiene una con-
figuracion simple posee dindmicas muy complicadas y que el dispositivo acoplado
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tiene la capacidad de interacciones resonantes fuertes con el oscilador lineal en
una amplia gama de frecuencias (captura de resonancias). Otro estudio hecho por
A. F. Vakakis y F. Georgiades, [24], en el cual se obtuvieron pruebas numéric-
as de transferencia de energia pasiva y de banda ancha dirigida desde una viga
lineal flexible con excitacién de choque hasta un dispositivo con conexién local,
esencialmente no lineal y ligero, que actia, en esencia, como drenaje no lineal
de energia. El dispositivo conectado absorbe la energia de choque de una manera
unidireccional e irreversible y disipa esta energfa localmente, sin propagarla a la
viga lineal.

Ya en 2009 R. Viguie y G. Kerschen [25] realizan el estudio y sintonizacién de
un absorbedor no lineal, con el objetivo de mitigar las vibraciones de un modo
especifico de una estructura primaria no lineal en una amplia gama de amplitudes
de forzado. Una aplicacién de ingenieria se estudia en G. Kerschen et al. [26],
se describe un sistema prototipo de cuerdas de perforacién NES para estabilizar
un sistema de perforacion en pozos de petréleo y gas, reduciendo la vibracion
torsional de la cuerda de perforaciéon principal por medio de la transferencia de
energfa pasiva no lineal dirigida a un dispositivo ligero (NES).

Cinco anos més tarde, se aborda la absorcion y cosecha de energfa por Z. Nili
Ahmadabadi, S.E. Khadem [27], se trata el diseno de un sistema que comprende
un sumidero de energia no lineal (NES) y un cosechador de energia de vibracién
piezoeléctrica acoplada a una viga libre bajo excitacién de choque, en el cual, se
reporta una disipacién de hasta el 78 % de la energia.

En 2015 M. Dardel et al. [28], investigaron la robustez del NES contra cambios
en la amplitud de la fuerza de excitacién, concluyen que el diseno de NES para
la méxima amplitud de forzado posible proporciona una gran reduccién de la
vibracién no sélo para la fuerza disenada, sino también para valores mas bajos de
amplitud de forzado. Otro trabajo para estudiar la robustez del NES es el hecho
por J. Taghipour and M. Dardel [29], se realiza la comparacién entre un sistema
primario compuesto por un oscilador no lineal acoplado a un drenaje de energfa no
lineal (NES) de un grado de libertad y el mismo, sistema primario acoplado a un
NES de dos grados de libertad ambos sometidos a excitacién arménica externa,
en el cual se determina que al aumentar los grados de libertad del NES puede
causar una mayor robustez del sistema frente a cambios externos o internos.

Ye-Wei Zhang et al. [30], obtienen resultados que indican que un NES puede
suprimir significativamente la vibracién severa de una placa laminada compuesta
con cargas de viento para protegerla de vibraciones excesivas.

Un afio después 2017 N. E. Wierschem et al. [31], realiza el estudio tedrico
y experimental de una estructura con marco de acero de nueve pisos la cual es
sometido a fuerzas de impacto (explosion), en el cual se realiza la atenuacién por
medio de seis NES, dos NES tiene no linealidades de vibro-impacto y las otras
cuatro poseen una rigidez esencialmente no lineal. En el mismo ano B. Bergeot et
al. [32], se investiga la supresién pasiva de la resonancia terrestre en helicéptero
por medio de un conjunto de absorbedores no lineales del tipo NES cada uno se
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coloca en una cuchilla del rotor.

1.7. Motivacion del trabajo

En el campo de la mecédnica, se ha producido un rédpido progreso en los tltimos
dos siglos, debido en gran medida a la capacidad de los investigadores para rep-
resentar las leyes fisicas en términos de ecuaciones bastante simples. En muchos
casos las ecuaciones gobernantes no son tan simples, por lo tanto, se emplean
ciertas suposiciones, mas o menos consistentes con la situacion fisica, para reducir
las ecuaciones a tipos més facilmente solubles. Asi, el proceso de linealizacion se
ha convertido en una parte intrinseca del andlisis racional de los problemas fisicos.
Un andlisis basado en ecuaciones linealizadas, entonces, puede ser pensado como
un andlisis de un problema correspondiente pero idealizado.

En muchos casos, el analisis lineal es insuficiente para describir adecuadamente
el comportamiento del sistema fisico. De hecho, una de las caracteristicas mas
interesantes del estudio de problemas no lineales es la aparicién de fenémenos que
no estan predichos por la teorfa lineal. Por otro lado, ciertos fenémenos observados
fisicamente son inexplicables, excepto si se toman en cuenta las no linealidades
presentes en el sistema.

Una de las dreas de la mecdnica donde es posible encontrar dindmicas no lin-
eales son las vibraciones mecédnicas, donde bajo condiciones de resonancia apare-
cen fenémenos interesantes debido a que la energfa en el sistema se incrementa
de forma exponencial (condicién de inestabilidad). Es claro que esta condicién se
busca evitar aun que exista fuentes de amortiguamiento que disipen la energia,
ya que el sistema se danara de forma permanente si el sistema continuo en dicha
condicién.

Una de las posibles soluciones a este inconveniente es el uso del DVA, la ventaja
del DVA no lineal sobre el lineal es que este tiene un ancho de banda de absorcién
mayor y pueden disenarse de tal forma que su tamano sea menor, gracias a la
resonancia interna la cual no se presenta en DVA lineales, el inconveniente de
ambos es que es necesario que el sistema se excite a una frecuencia de operacién
constante.

Otra estrategia de absorcién es el NES que son una variante del DVA no lineal,
estos tienen ventajas considerables sobre los dos DVA lineales y no lineales, ya
que estos no necesitan resonancia interna para extraer la energia del sistema, y
funcionan no solo para fuerzas de excitacién vibratoria con frecuencia constante,
estos también lo hacen para excitaciones transitorias como las que ocurren es
fenémenos de choque e impacto. El diseno y andlisis de los NES representa un
reto, ya que las herramientas para dicho propdésito involucran cdlculos complica-
dos, debido a que los NES se basan en no linealidades elementales y una fuerte
dependencia del fenémeno frecuencia-energia.
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1.8. Objetivos de la tesis

1.8.1. Objetivo general

Estudiar los fenémenos de transferencia de energia, con el fin de mitigar las
vibraciones no deseadas en un sistema primario, buscando dirigir estas a un
sistema secundario, empleando dos estrategias, el absorbedor autoparamétrico y
el drenaje no lineal de energfa.

1.8.2. Objetivos especificos

= Emplear la técnica de escalas miltiples para obtener una solucién no lineal
aproximada de los sistemas a estudiar.

» Estudiar los fenémenos de resonancia principal en un sistema tipo Duffing
de un grado de libertad.

» Estudiar los fenémenos de resonancia externa (principal) y resonancia in-
terna en sistemas autoparamétricos.

= Determinar de forma experimental, si el sistema integrado es capaz de
trasferir energia de un subsistema a otro, por medio de la estrategia de
absorcién autoparamétrica.

» Abordar las técnicas de andlisis modal no lineal.

= Determinar de forma experimental si el sistema integrado es capaz de trans-
ferir energfa unidireccional del sistema primario al sistema secundario, por
medio del enfoque de drenaje no lineal de energfa.

= Dilucidar la relaciéon que puede o existe entre ambas estrategias absorcion
pasiva de vibraciones.

» Justificar los resultados obtenidos de la aplicacién con las estrategias prop-
uestas.

1.8.3. Organizacién de la tesis

El presente trabajo de tesis se encuentra organizado de la siguiente manera:

En el Capitulo 2, se presentan teoria preliminar en la cual se abordan conceptos
necesarios para el desarrollo del trabajo en los capitulos siguientes, se describe
a los sistemas paramétricos y autoparamétricos, asi como la técnica de escalas
muiltiples, con la cual se obtiene una aproximacion de la respuesta del sistema
primario y posteriormente el sistema integrado, se aborda el concepto de Modos
normales no lineales y la localizacién de la energfa en sistemas no lineales.
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En el Capitulo 3 se determina el modelado del sistema primario y el mode-
lo del sistema integrado por el sistema primario y el absorbedor de vibraciones
autoparamétrico, también se obtiene la simulaciéon de la respuesta frecuencial
aproximada de los sistemas utilizando el método de escalas multiples.

En el Capitulo 4 se describe de forma breve la plataforma experimental em-
pleada y la obtencién de los pardametros modales de esta, en este Capitulo también
se obtiene la funcién de rigidez de los dos resortes no lineales por medio de una
aproximacién polinomial de tercer grado.

En el Capitulo 5 se reporta los resultados experimentales del sistema con y sin
acoplamiento del absorbedor y se realiza la discusién de los restados obtenidos de
la técnica de absorcién pasiva propuesta entre los resultados en simulacién y los
experimentales, por ltimo, se hacen comentarios importantes para abordar las
conclusiones en el siguiente Capitulo.

En el Capitulo 6 se describen algunas conclusiones y perspectivas de trabajo
futuro.



Capitulo 2

Preliminares

Como herramienta de andlisis cuantitativo en la presente tesis se emplea el
método de escalas muiltiples [47]. La idea bésica es tratar un problema gobernado
por ecuaciones diferenciales parciales como un problema de muiltiples ecuaciones
diferenciales ordinarias. Esto se logra considerando una solucién en forma de ex-
pansiones en términos de miltiples escalas temporales independientes, en lugar
de una sola variable ¢ independiente.

2.1. Meétodo de escalas multiples

La idea fundamental del método de escalas muiltiples consiste en considerar la
expansion que representa la respuesta de un sistema dindmico como una funcién
de miiltiples variables independientes, o escalas de tiempo, en lugar de una sola
variable. El método de escalas muiltiples, aunque un poco més complicado, tiene
sus ventajas sobre el método de Lindstedt-Poincaré, ya que puede tratar de forma
conveniente con los sistemas amortiguados. Para méds detalles se recomienda ver
los libros de Nayfeh y Mook [47], Cartmell [20] y Tondl [56], entre otros.

Uno comienza introduciendo nuevas variables independientes de la forma

T,=¢€¢"1t n=0,12,--- (2.1)

De ello se deduce que las derivadas con respecto a t se convierten en expansiones
en términos de los derivados parciales con respecto a la escala T,,, de acuerdo con
los siguientes términos

d _dly 9, dTy 0
dt  dt 0T, dt 0T,

2

d
i D; + 2¢eDoD; + £%(D3 + 2DgDs) + - - -

Para ilustrarlo, se considera un sistema dindmico descrito por la ecuacién

diferencial siguiente
i+ flu)=0, ueR (2.3)

11
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donde, en general, f es una funcién no lineal. Es conveniente cambiar el origen a
la ubicacion del punto de operacion, u = ug, y de esta manera dejamos

T =1u— U (2.4)
Entonces (2.3) se convierte en:
T+ flr+u) =0 (2.5)

Ademais, se supone que la funcién f puede ser expandida en una serie de potencias,
y con lo que (2.5) se puede expresar como:

N
5B'+Zan " =0 (2.6)
n=1
donde )
o, = af(”) (uo) (2.7)

vy f™ denota la n-ésima derivada con respecto al argumento. Para un punto de
operacion, f(ug) =0y f'(ug) > 0.

La solucién describe la respuesta del sistema a una perturbacién inicial. Para
describir la perturbacién inicial, es necesario especificar tanto la posicién inicial
como la velocidad inicial, sq y vg, respectivamente. Es conveniente escribir las
condiciones iniciales en forma polar. Por lo tanto, se introduce una amplitud y
una fase de acuerdo con

8o = agcos By, Vg = —agwp sin By (2.8)
donde
wo = v/a1 = [f(ug)]""?
y
57 1/2
ap = |sg+ (@> ] ,  Bo=cos™! <@> = sin* (— kl ) (2.9)
Wo Qo apWo

El sistema que se rige por la ecuacién obtenida de (2.6) eliminando todos los
términos no lineales se denomina sistema lineal correspondiente. Desempena un
papel clave en el andlisis de sistemas débilmente no lineales. Bésicamente, se ob-
tiene la respuesta del sistema no lineal perturbando la respuesta del sistema lineal
correspondiente. Hay varias de maneras de como efectuar dicha perturbacién.

Se asume que la solucién de (2.6) puede ser representada por una expansién
de la forma

x(t,s) = 5331(T0,T1,T2’ o ) + 6“21'1(7_’0,71,7127 cee ) + <€3.T1(7ﬁ0,1ﬂ’1,7—’27 v ) + .-
(2.10)



2.1. METODO DE ESCALAS MULTIPLES 13

Se observa que el niimero de escalas temporales independientes necesarias de-
pende del orden al que se lleve a cabo la expansion. Si la expansion se realiza a
O(g?), entonces Ty y T} son necesarios. En esta seccién realizamos la expansion a
O(g?) y por lo tanto necesitamos Ty, 71 y Ty. Sustituyendo (2.2) y (2.10) en (2.6)
e igualando los coeficientes de ¢, €2 y €2 a cero, obtenemos

Diry +wizy =0 (2.11)
D}zy + wize = —2D¢D11y — apa] (2.12)
DgQJg + ngg = —2D0D1.§L’2 — D%Jfl — 2@2331562 — 043.73? (213)

Con este enfoque resulta conveniente escribir la solucién de (2.11) en la forma
exponencial

T = A(Tl, Tg) exp(z'wOTO) + A(Tl, Tg) eXp(—i(JJoTo) (214)

donde A(T},Ts) es una funcién compleja y A(T},Ty) es el complejo conjugado de
A. La ecuacién que rige a A es obtenida en base al requerimiento de que x5 y x3
tienen que ser periédicas en la escala de tiempo 7.

Al sustituir (2.14) en (2.12) se obtiene
Dz + wize = —2iweDy (A exp(iweTp) + flexp(—iong))
— ay (A% exp(i2woTy) + 2AA + A% exp(—i2woTy)) (2.15)

Para alguna solucién particular de (2.15) contiene términos seculares los cuales
tiene el factor Tpexp(iwyTp) a menos que

DlA:O

por lo tanto, A no debe estar en funcién de la escala de tiempo T para que xo
sea periddica. Con Dy A = 0, la solucién de (2.15) es
. 1 042A2 1 042/_12

. ") 1
T2= 53 exp(2iwyTy) — w_ngA + 37

exp(—2iwgTp) (2.16)

donde la solucién de la ecuacién homogénea no es necesaria.
Se sustituye x; y z2 de (2.14) y (2.16) en (2.13) se obtiene

1003 — 9azw] A2

2

D; 213 = — |2iwgDayA —
0T3 + WyTs [@wo 9 5272

A] exp(iwoTp)

~ Bawg + 203 3

302 exp(3iwyTp) (2.17)
~ 1002 — 9aswd
+ {inngA + %—QQMAQA] exp(—iwyTp)
3wp
3aswd + 203 It

3(,03 exp(—?n'ono) (218)



14 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Para eliminar los términos seculares de x3, se debe cumplir que

Yazwi — 1003 A2

2iwoDyA + o A=0 (2.19)

Ay A se expresan en su forma polar y es utiliza la identidad Euler para
obtener:

A %aexp(iﬁ) (2.20)
A= %a exp(—if3) (2.21)

donde a y 3 son funciones reales de T5. Substituyendo (2.20) y (2.21) en (2.19)

1003 — 9oswg 5

0
24w

wa' =0y woaB +

donde la prima denota la derivada con respecto a T,. Lo que lleva a que a sea una
constante y por lo que

9aswi — 10a3

2
= T
5 2407 a*Tz + 5o
donde [y es constante. Con lo que (2.20) y (2.21) estédn dadas por
1 9azw? — 1003
A= 50 exp {z (W&—wg%a%% + 50)] (2.22)
=1 (9azw? — 1003
A= oo |- (M5 e ) 22

donde se sabe que Ty = €%t.
Se sustituyen z; y xo de (2.14) y (2.16) en (2.10), y al considerar que (2.22) y
(2.23), obtenemos

ea’ay 1 5
x = eacos(wt + fy) — 5 1— 3 cos(2wt +206y) | + O(€’) (2.24)
aq
donde 0 L0a2
W= Jar [1 + W&ﬂ} +O() (2.25)
1

2.2. Sistemas forzados

Se consideran sistemas de un grado de libertad (en adelante se referird grado
de libertad como GDL!), los cuales son excitados de forma continua, se hace la
diferencia entre dos tipos de excitacion externa y paramétrica.

!Grados de libertad (GDL): Es el nimero mfnimo de coordenadas independientes requerido
para determinar por completo todas las partes de un sistema en cualquier instante de tiempo
[51].
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2.2.1. Excitacion externa

La excitacién externa se presenta como un término no homogéneo en la ecuaciéon
de movimiento del sistema. Se consideran sistemas no amortiguados gobernados
por

i+ wiu = ef(u,u) + E (2.26)

donde € es un pardmetro pequeno, f es una funcién no lineal de u y @, E es una
fuerza aplicada externamente llamada excitaciéon. Se hace distincién entre dos
tipos de excitaciones. Para la primera, la excitacién es generada por una fuente
de energfa que se supone que es ilimitada o tan grande que el sistema excitado
tiene un efecto insignificante sobre esta. En este caso E = E(t); esto quiere decir,
E no es funcién de los estados del sistema wu, 1, o i. A estas se les llama fuente
de energia ideales. Para la segunda, la excitaciéon de una fuente de energia que es
limitada asi que el sistema excitado tiene un apreciable efecto en esta. En tal caso
E = E(t,u,,i); asi que, £ es una funcién de los estados del sistema. A estas
iltimas se les llama fuentes de energia no ideales. Los sistemas son clasificados
como ideales o no ideales de acuerdo con la fuente de energfa.

En el presente trabajo se trata con sistemas ideales y la excitacién se considera
como una suma de N términos armonicos, tal que

E(t) =Y K, cos(Qut + 0,) (2.27)

n=1

silas K, (amplitudes), ©,,(frecuencias), y 6,, son constantes, entonces la excitacién
se dice ser estacionaria. De otra forma, ésta es no estacionaria. Los métodos de
perturbaciones se presentan para el andlisis de sistemas no estacionarios cuando
las amplitudes y frecuencias son funciones variables lentamente con el tiempo.

2.2.2. Sistema forzado con no linealidades ciibicas débil-
mente amortiguado.
Se considera las oscilaciones forzadas de una particula unida a un resorte

no lineal bajo la influencia de un débil amortiguamiento viscoso, la ecuacién de
movimiento tiene la forma

il + wpu = —2epi — eau® + E(t) (2.28)

donde p es una constante positiva y « puede ser una constante positiva (resorte
duro) o negativa (resorte blando). Considerando una fuerza externa estacionaria
armoénica;

E(t) = F cos(Qt) (2.29)

donde F'y €2 son la amplitud y frecuencia de la fuerza de excitacién.



16 CAPITULO 2. PRELIMINARES

2.2.3. Resonancia primaria o principal, ) ~ w

En lugar de usar la frecuencia de excitacién {2 como un pardmetro, introduci-
mos un parametro de desajuste o el cual describe cuantitativamente las cercanfas
de € a w. Esto tiene la ventaja de ayudar a reconocer los términos seculares en
la ecuacién de movimiento para u; y términos cercanamente seculares (divisor
pequeno). En consecuencia, se escribe

Q=w+eo (2.30)

donde o0 = O(1). La teorfa lineal no amortiguada, predice oscilaciones no acotadas
cuando ¢ = 0 independientemente de cuan pequena sea la excitacién. En el sis-
tema real estas grandes oscilaciones son limitadas por el amortiguamiento y la no
linealidad. Entonces para obtener una solucién aproximada uniformemente valida
del sistema, necesitamos ordenar la excitacién de modo que el amortiguamiento
y la no linealidad aparezcan. Para cumplir el punto anterior, se establece F' = ¢f.
Observamos que este esquema para ordenar los términos es consistente con nues-
tras nociones primitivas de resonancia primaria. Es decir, anticipamos que en
un sistema ligeramente amortiguado bajo una excitacién de pequena amplitud
produce una respuesta de amplitud relativamente grande.

Una solucién aproximada del problema puede ser obtenida por técnicas de
perturbacion. En este caso usaremos el método de escalas muiltiples. Por lo tanto,
expresamos la solucién en términos de escalas de tiempo diferentes como:

u(t; €) = uo(To, Th) + eus (To, Th) + - - - (2.31)

donde Ty =t and T = et . También se expresa la excitacién en términos de Ty and
T| como:

E(t) = ef cos(wTp + oTh) (2.32)

Las sustituciones (2.31) y (2.32) en (2.28) y la igualacién los coeficientes de € y
en ambos lados, se obtiene es siguiente sistema

w?ug (Ty, Ty) + DoDyug (Ty, Ty) = 0 (2.33)
w?uy (Ty, Th) + DoDyuy (Ty, Th) = —a (u (To, Th))* — 2p Doug (To, Th)
+f COS (TO w + T1 U) -2 DOD1U0 (To, Tl) (234)

La solucién a la ecuacion (2.33) se puede representar como:
uy = Ag (Ty) €™ + Ag (Ty) e~ ™10 (2.35)

donde la funcién A(Ty) y A(Ty) se determinaran eliminando los términos seculares
para u;. Al substituir uy en (2.34) y expresando cos(woTp + 07}) en su forma
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exponencial, se tiene que:
w2u1 (Tg, Tl) + D0D1u1 (To, T1> =
— [30& (AO (Tl))2 AU (Tl) + 2w (,LLAO (T1> + DAO (Tl))} (&
~ |30 40 (T1) (Ao (T1))" = 2icw (Ao (T3) + DA (T1)) | e
— a (A (1))’ ¥ —a (Ao (1)) e

—I—%f (ei(wT0+0T1)+ efi(wTo 70T1)) (236)

iwTp

El término secular se elimina de la solucién particular de (2.36) si se cumple
la siguiente condicién

_ 1 )
—3av (Ao (T1))? Ao (T}) — 2iwp Ag (Ty) — 2iw DA, (T}) + 5! el = (2.37)

Al cumplirse esta condicién, entonces su parte compleja conjugada también
se satisface. Para resolver la condicién de resolucién (2.37), resulta conveniente
representar las funciones complejas Ag(77) y Ao(71) en su forma exponencial, por
lo tanto:

1 , - 1 .
A() (T1> = 5 a (Tl) GZ¢(T1), AO (Tl) = 5 a (Tl) €_Z¢(T1) (238)

Donde a (T1) y ¢ (T1) son funciones reales. De la sustitucion de (2.38) en (2.37) y
la divisién entre we®() | se tiene que:

3o (0 (T | | 1 f e—iloT1+¢(T1))
‘§¥—wa(Tl)—zDa<T1)+a<T1>D¢<T1>+§f w "

El término de la excitacién se expresa en su forma trigonométrica, aplicando
la identidad de Euler

0= —EM —ipa(Th) —i Da(Ty) +a(Ty) Do (1)

+1 f cos(Tho— ¢ (1)) +i sin(Tyo— ¢ (17))]
2 w

Al separar la parte real e imaginaria de la ecuacién anterior se obtiene el
siguiente sistema

a(Ty) Do (Th) =

3a(a(Ty)’ 1 feos(Tio—¢(Th))
8 w 2 w
fsin(Tyo—¢(Ty))

1
Da (Th) = —pa (Ty) + 2 -

(2.39)
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El sistema (2.39) es un sistema no auténomo, el cual depende explicitamente
de la escala temporal T, sin embargo, es posible transformarlo a un sistema
auténomo realizando el siguiente cambio de variable

(1) =Tr0—¢(1h) (2.40)
Con lo que se obtiene el siguiente sistema

3a(a(m)® 1 feos(B(T1))
8 w 2 w

Da (Th) = —pa (T1) + % M

a(Ty) (DA(Th) — o) =
(2.41)

Ya que el caso de estudio es sistema excitado por una fuerza estacionaria, la
respuesta transitoria se desvanece hasta llegar a estado estacionario, en el cual, la
amplitud a (77) y fase S(T}) se mantienen constantes (invariantes en el tiempo),
por lo que Da (T7) = DA(T1) = 0, (punto de equilibrio).

De la condicién en estado estacionario, el sistema (2.41) se convierte en el
siguiente:

3aa® 1 fcos(B)
8 w 2 W

1 f sin(B)

2 w

0= oca+

0= —pa+ (2.42)

Se coloca del lado derecho los términos trigonométricos, y se eleva al cuadrado
ambas ecuaciones del sistema (2.42), para obtener:

(+35) ] - (252)

oy = (oY

W

Al sumar ambas ecuaciones, miembro a miembro

3 wal\? 1 f2
(a +3 %) o+ pa’ = {72 (cos® (8) + sin® (8))

Se ocupa la identidad Pitagérica trigonométrica, para obtener:

3aa®\® L, 1f?2

°o-r = - 2.43
<U * 8 w ) e 4 w? (243)

La ecuacién implicita anterior se conoce como la ecuacién de la respuesta fre-
cuencial, ya que la amplitud de la respuesta a esta en funcién de la amplitud




2.2. SISTEMAS FORZADOS

19

de excitacion f 7y el pardmetro o, el cual desajusta la frecuencia de excitacién

respecto a la frecuencia natural lineal del sistema.
Sustituyendo (2.38) y (2.40) en (2.35)

N

U= - a (Tl) e (oT1=p(T1)+wTo) + % a (Tl) e~ o1 =5(T1)+wTo)

Se considera la respuesta en estado estacionario como:

1

U/O =_a ei(o’Tl-‘er()—,B) _|_ ]'

Za e—i(o’Tl—l-wTo—B)

De la ecuacién anterior, se puede observar que tiene forma de funcién coseno en

su representacion exponencial, por lo tanto:

uo(To, Th) = a cos(oTy + wTy — )

La solucién (2.31) en estado estacionario, para la primer aproximacién y en la

escala temporal original, se expresa en la forma:
u(t;e) = a cos((eo +w)t — 5) + O(e)
La sustitucién de la relacién (2.30) en la solucién anterior genera que:

u(t;€) = a cos(Qt — 3) + O(e)

(2.44)

por lo tanto, la respuesta en estado estacionario estd ajustada a la frecuencia de
excitacién €2 y la fase de respuesta se encuentra desfasada de la fase de excitacion,

generalmente, por —f.(ver Fig. 2.1)

respuesta
— — excitacion

Amplitud

Figura 2.1: Respuesta vs Excitacién (condicién de resonancia).
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Para realizar el estudio de la influencia los pardmetros del sistema (amplitud
de fuerza de excitacién f, amortiguamiento p y coeficiente de no linealidad «)
sobre la respuesta en estado estacionario se utiliza la ecuacién implicita de la
respuesta frecuencial (2.43). Cada punto de la curva corresponde a un punto de
equilibrio en un diferente plano de estado; existe un plano de estados para cada
combinacién de pardmetros.

Al realizar la comparacién del sistema lineal (v = 0) contra el no lineal (o > 0)
se observa una gran diferencia en la curva, en la Fig. 2.2, donde se puede apreciar
que en el caso no lineal existe una amplitud de respuesta multivaluada, ya que para
un mismo nivel de frecuencia existen dos o tres valores diferentes de amplitud.

Figura 2.2: Respuesta frecuencial de un sistema lineal vs un sistema no lineal
(amplitud).

De forma similar, en la Fig. 2.3 se puede apreciar que en el caso no lineal existe
una fase de respuesta multivaluada, ya que para un mismo nivel de frecuencia
existe dos o tres valores correspondientes de fase.

En la Fig. 2.4 se superponen las curvas de amplitud y fase de la respuesta
en la cual se puede observar que amplitud y fase son correspondientes al val-
or del pardametro, en la parte multivaluada las condiciones iniciales son las que
determinan los puntos de las curvas correspondientes.

En la Fig. 2.5 se observa el efecto del coeficiente de la no linealidad en la rigidez
sobre la respuesta, para el caso de un resorte blando en el cual el coeficiente es
negativo la curva de respuesta se dobla a la izquierda, en el caso de un resorte
duro, la curva se dobla a la derecha. Otro efecto que se observa, a medida que la
no linealidad aumenta, es que la curva presenta una curvatura mds pronunciada.
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—
— —
—

—

Figura 2.3: Respuesta frecuencial de un sistema lineal vs un sistema no lineal

(dngulo de fase).

Figura 2.5: Efecto de la no linealidad.
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En la Fig. 2.6 se muestra que mayor amortiguamiento reduce el efecto de
la no lineal, por lo tanto, a mayor cantidad de amortiguamiento, menor es la
dependencia frecuencia-energia.

Figura 2.6: Efecto amortiguamiento

La amplitud de excitacién tiene el efecto contrario al amortiguamiento, en
la Fig. 2.7 se observa que mayor amplitud de excitacién genera una respuesta
multivaluada con un ancho de banda mayor, con lo que se puede observar la
dependencia frecuencia-energfa.

ﬁ.j--.
o
s ——f=05
4 v — -f=25
4 ——f=50
g /,/,l —-—f=75
gk e f=10
,W;h:
AR
2// \\“i\‘:*_.__ L]
o

Figura 2.7: Efecto de la amplitud de excitacion

La figura 2.8 muestra la dependencia entre la amplitud de excitacién y la
amplitud de respuesta en estado estacionario, para ciertos valores del pardmetro
de desajuste se presentan respuestas multivaluadas.
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Figura 2.8: Amplitud de excitacién vs amplitud de respuesta

En la Fig. 2.9 se muestra la superficie de la respuesta frecuencial en la cual re-
sulta mas fdcil visualizar la dependencia de la frecuencia y amplitud de excitacion
con la amplitud de respuesta en estado estacionario.

Figura 2.9: Superficie de respuesta frecuencial (estado estacionario).

2.3. Sistemas de miiltiples grados de libertad
con no linealidad ctibica

Los sistemas de un GDL solo tienen una frecuencia natural lineal y un solo
movimiento modal, en contraste, un sistema de n multiples grados de libertad (en
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adelante se referird maltiples grados de libertad como MGDL ) tiene n frecuencias
naturales lineales y n modos correspondientes. Denotando tales frecuencias por wy,
wy, ..., wy y considerando que todas ellas son reales y diferentes de ceros. Un caso
importante ocurre siempre que dos o més de estas frecuencias son conmensurables
o cercanamente conmensurables,

Wy A 2w1,Wo R 3wy, w3 R wa Wi, w3 A 2wy T wi,wy R wp twy tws

son algunos ejemplos de relaciones cercanamente conmensurables, es decir, que
existe un mimero real y racional, el cual establece una razén de comparacion
como un factor comun entre las frecuencias naturales lineales involucradas.
Dependiendo del orden de la no linealidad en el sistema, estas relaciones con-
mensurables de frecuencia pueden causar un fuerte acoplamiento entre modos,
y se dice que existe una resonancia interna. Por ejemplo, si el sistema tiene no
linealidades ciibicas, para un primer orden una resonancia interna puede existir si

Wiy, R 3Wk, 6 Wy X 2wy, £ Wiy, 6 Wy X Wy £ Wy, £ wy

La respuesta libre en un sistema con resonancia interna, la energfa impartida
inicialmente en uno de los modos involucrados en la resonancia interna se inter-
cambiard continuamente entre todos los modos involucrados en esa resonancia
interna. Si el sistema cuenta con amortiguamiento, entonces la energia se reducird
continuamente a medida que sea intercambiada.

Si una excitaciéon harmoénica externa de frecuencia €2 actia en un sistema de
MGDL, entonces adicionalmente a todas las resonancias primarias y secundarias
(P = qupt, con p y q enteros) de un sistema de un GDL, podrian existir otras
combinaciones de frecuencias resonantes, en la forma

P8l = a1wy + agwa + - -+ + anywn

donde p y las ay son enteros tales que

N
p+2|an| =M
n=1

donde M es el orden de la no linealidad més uno y N es el nimero de GDL. EL
tipo de combinacién de resonancia el cual puede existir en un sistema depende del
orden de la no linealidad del sistema. Para un sistema con no linealidad cibica,
para un primer orden la combinacién resonante que puede existir, involucra ya
sea dos o tres de las frecuencias naturales ademads de 2. Esto es

Q= wp, % 2wy, 20 = wy, £ wn, @~ 2w, & wn,, @~ w, £ w, w;
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2.4. Absorbedor de vibracién autoparamétrico

2.4.1. Sistemas paramétricos

Las vibraciones paramétricas se refieren al movimiento oscilatorio que ocurre
en un sistema mecénico o estructura como resultado de una variacién de pardmet-
ros (masa, rigidez o amortiguamiento) que depende explicitamente del tiempo y
cominmente es periddica. Esta dependencia del tiempo implica la existencia de
una fuente exégena de energia y, por lo tanto, una posible causa de inestabilidad.

Los sistemas paramétricos son sistemas vibratorios que poseen algin tipo de
excitacion externa que aparece como un término variante en el tiempo que afecta
los pardmetros del sistema fisico como en la inercia, amortiguamiento o rigidez.
Este caso difiere substancialmente del de los sistemas vibratorios forzados, donde
aparece explicitamente una fuente de energia exégena que se alimenta al sistema
en forma de una fuerza generalizada y el sistema responde, o no, dependiendo de
la condicién de resonancia (si existe) en operacién. Dicho de otra forma, los prob-
lemas de vibraciones forzadas no se relacionan propiamente con la variacién de
parametros del sistema como consecuencia de la aplicacién de una fuerza externa.
Por otra parte, un sistema excitado paramétricamente si reflejara variacién de un
pardmetro (e.g., una fuerza de restablecimiento de un resorte) conjuntamente con
la excitacién, asi como una resonancia estaria excitada por una fuerza.

Los sistemas paramétricos responden cuando la frecuencia de excitaciéon se
relaciona con la(s) frecuencia(s) natural(es) por una condicién de resonancia, y
esto ciertamente no implica sincronizaciéon entre estas frecuencias. Esto es, se
pueden producir grandes amplitudes aun cuando la frecuencia de excitacién sea
muy lejana a la frecuencia natural, pero si se relaciona de alguna forma como un
muiltiplo entero o fraccionario de la(s) frecuencia(s) natural(es).

Un ejemplo tipico de sistema paramétrico se encuentra en la llamada ecuacién
de Mathieu-Hill:

T+ (a+bcosQ)xr =0, abER (2.45)

donde x denota un desplazamiento, cos {2t una senal de excitacién armoénica y
a y b pardmetros constantes. Esta ecuacién (2.45) representa, por ejemplo, el
movimiento de un péndulo simple, cuyo soporte tiene movimiento vertical ar-
monico y produce una funcién de rigidez variante en el tiempo (ver Fig. 2.10).
En este caso la ecuacién de movimiento para este sistema paramétrico se expresa
como

L L

donde 6 es el desplazamiento angular del péndulo y u = Acost describe el
desplazamiento traslacional del soporte con el pivote del péndulo. Bajo la hipotesis
de dngulos pequenos en el péndulo, es decir, sin f ~ 6, la ecuacién (2.46) se reduce
a una similar a la ecuacién de Mathieu-Hill (2.45).

AQ?
0+ [g — oS Qt] sind =0, g¢g,L€R (2.46)
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u = Acosit 1

Figura 2.10: Diagrama esquemdtico de un péndulo simple con base mévil en di-
reccion vertical.

Los sistemas paramétricos responden cuando la frecuencia de excitacién se
relaciona con la(s) frecuencia(s) natural(es) por una condicién de resonancia, y
esto ciertamente no implica sincronizaciéon entre estas frecuencias. Esto es, se
pueden producir grandes amplitudes aun cuando la frecuencia de excitacién sea
muy lejana a la frecuencia natural, pero si se relaciona de alguna forma como un
multiplo entero o fraccionario de la(s) frecuencia(s) natural(es).

2.4.2. Sistemas autoparamétricos

Los sistemas autoparamétricos difieren de los sistemas paramétricos en que
hay acoplamiento interno, implicando la interaccién de al menos dos modos de
vibracion, y desde el punto de vista matemético esto se debe a términos no lineales
de acoplamiento que se presentan en las ecuaciones de movimiento.

En su forma mas simple, un sistema autoparamétrico acoplado se divide en dos
subsistemas, el primero representado por un oscilador forzado externamente y el
segundo por un elemento excitado paramétricamente, el cual estd excitado por la
respuesta del subsistema primario. El término primario serd usado para referirse a
la parte forzada externamente y el de secundario para describir la parte excitada
paramétricamente.

Un ejemplo clasico de un sistema autoparamétrico es el péndulo eléstico (Fig.
2.11), que consiste en un resorte fijado en un extremo, este se elonga mientras os-
cila al mismo tiempo. Un fenémeno interesante se presenta cuando la razén de las
frecuencias lineales en las direcciones longitudinal y transversal es de 2 : 1. En este
caso, si comenzamos con una oscilacion del resorte en la direccién vertical o cerca
de esta, su modo normal de movimiento resulta inestable y la energfa se transfiere
gradualmente al movimiento de elongacién. Este fenémeno de desestabilizacion
de un modo normal es conocido como resonancia autoparamétrica.
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Figura 2.11: Diagrama esquemadtico de un péndulo eléstico.

Este tipo de interaccién entre dos modos ocurrird cuando el sistema primario
presente una respuesta forzada a causa de alguna excitacién arménica, generando,
dicha respuesta, una resonancia paramétrica principal en el sistema secundario.
De tal forma que, hay dos modos interactuando en el sistema total. Esta forma
de interaccion autoparamétrica entre dos modos de vibraciéon depende de que se
satisfagan ciertas relaciones de frecuencia, esto es, que

Q= (2.47)

w1 = 2(JJ2 (248)

donde () la frecuencia de excitacién de la fuerza armoénica externa, w; es la fre-
cuencia natural del sistema primario (paramétrica principal) y ws es la frecuencia
natural del sistema secundario. Es indispensable que estas dos condiciones se sat-
isfagan para que haya transferencia de energia del sistema primario al secundario.
No obstante, en ciertos sistemas se admite cierta holgura alrededor de esos puntos,
proceso que se denomina sintonizacién.

A raiz de que el sistema primario induce al secundario al movimiento, habra
un regreso de energfa al sistema primario. Esta energia de regreso modificard la
respuesta del sistema primario, la cual seguird siendo la fuente de energia del
sistema secundario, hasta que el sistema total alcance el estado estable.

El requerimiento fundamental de un sistema autoparamétrico radica en el
acoplamiento entre modos (dos o mas modos), de tal forma que se puedan es-
tablecer relaciones entre las respuestas frecuenciales mediante las frecuencias nat-
urales (modales) y la frecuencia de excitacién externa. En general, un sistema
autoparamétrico puede expresarse como

&4 26wid + wir — ey + yij) = Focos Ot &,w1,6, 0 €ER (2.49)

i+ 26oway) + way — iy = 0, &, we, e €R (2.50)
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donde el acoplamiento entre ambas ecuaciones de movimiento ocurre en los tér-
minos eu(y? + yij) y eZy. Es evidente en la ecuacién (2.49) que si se forza a que
y(t) = 0, el acoplamiento con la ecuacién (2.50) desaparece y se transforma en
un sistema vibratorio lineal y forzado arménicamente. Se observa que la ecuacién
(2.50) es del tipo paramétrica ya que el término e€Z actia como una funcién de
rigidez variante y, de hecho, dependiente de la aceleracién en la ecuacion (2.49). El
acoplamiento autoparamétrico entre ambos sistemas ocurre cuando se perturban
ambos modos y se satisfacen las relaciones de frecuencia (2.47) y (2.48). Ademds
del comportamiento autoparamétrico pueden ocurrir otros fenémenos no lineales
complejos como el caos, saturacién de modos, absorcién modal, discontinuidades
y saltos en las respuestas ( M. P. Cartmell [18], A. H. Nayfeh and D. T. Mook
[47]).

El trabajo tedrico y original sobre resonancia autoparamétrica mds conocido
es probablemente el de Minorsky [44], que se enfocé en un modelo vibratorio libre.
Desde el punto de vista de la ingenierfa, uno de los articulos més importantes en
la aplicacién de estas ideas fue el realizado por R. S. Haxton and Barr [39], donde
se modela, construye y prueba un absorbedor de vibraciones autoparamétrico
basado en una viga flexible de acero. Ellos encontraron que ciertos pardmetros
geométricos referentes a la viga afectaban considerablemente el desempeno del
sistema.

Los sistemas autoparamétricos de esta clase generalmente estan caracterizados
por acoplamientos definidos por términos no lineales de tipo cuadratico. Estos
sistemas han sido analizados por Minorsky [44], Haxton and Barr [[39], Ibrahim
and Barr [20], Cartmell [20], Tondl et al. [56], Nayfeh and Mook [47], Hatwal et
al. [38], Roberts and Cartmell [53], etc.

En resumen, los sistemas autoparamétricos son sistemas vibratorios intere-
santes, que constan de al menos dos subsistemas acoplados en forma no-lineal,
tipicamente con términos de rigidez o amortiguamiento, con las siguientes carac-
teristicas (Cartmell [18], Tondl et al. [56], Nayfeh and Mook [47]):

1. Un sistema primario, excitado por una fuerza externa armdénica.

2. Un sistema secundario (absorbedor), acoplado al sistema primario, que satis-
face la llamada excitacién paramétrica, es decir, un mecanismo que transfiere
la energfa ex6gena hacia el sistema secundario a través de los acoplamientos
inerciales, eldsticos y/o viscosos.

3. En caso de que el sistema primario se perturba exactamente o cerca de
su frecuencia resonante lineal, es posible alcanzar la llamada resonancia
parameétrica principal para el sistema secundario (interaccién autoparamétri-
ca), atenuando la respuesta resonante del sistema primario y constituyendo
un esquema de absorcién pasiva no lineal.
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La interaccion autoparamétrica entre dos sistemas mecanicos se puede encon-
trar en muchos sistemas vibratorios y maquinaria. Este fenémeno se ha estudiado
ampliamente en la literatura desde el trabajo pionero de Haxton and Barr [39).
Algunos absorbedores pendulares autoparamétricos se han aplicado para la pro-
teccién en tanques elevados, chimeneas, estructuras civiles como edificios y puentes
sometidos a vibraciones inducidas por el viento o los sismos, etc. (Korenev and
Reznikov [42]).

2.5. Transferencia de Energia Dirigida y Drena-
je No Lineal de Energia

El primero en ofrecer una definicién fue R.M. Rosenberg [70] quien estableci6
que un modo normal no lineal (NNM por sus siglas en ingles Nonlineal Normal
Mode) de un sistema con muiltiples GDL, discreto, no amortiguado como una
oscilaciéon periddica sincrona en la que todos los puntos materiales del sistema
alcanzan sus valores extremos o pasan a través de cero simultdneamente; Por
lo tanto, la oscilacion NNM estd representada por una linea modal recta (NNM
similar) o una curva modal (NNM no similar) en el espacio de configuracién
del sistema. Los NNM son generalmente no similares, ya que la similitud (que
siempre es el caso en la teorfa lineal) s6lo se puede realizar cuando existen simetrias
especiales (Vakakis et al., [65]). A. Lyapunov [72] demostré la existencia de n
soluciones periddicas sincronas (NNMs) en vecindarios de equilibrios estables de
sistemas hamiltonianos de n GDL sin resonancias internas, y A. Weinstein [73] y
J. K. Moser [74] extendieron el resultado de Lyapunov a sistemas hamiltonianos
multiples GDL con resonancias internas. Como se describe a continuacién, una
caracterfstica importante que distingue los NNM de los modos lineales normales
es que pueden exceder en nimero los grados de libertad de un oscilador; En
los casos en que esto ocurre, se generan modos esencialmente no lineales (sin
analogia en teorfa lineal) a través de bifurcaciones NNM, rompiendo la simetria
de la dindmica y dando como resultado el fenémeno de localizacién de energia no
lineal (confinamiento de movimiento).

Los NNM similares son andlogos a los modos normales lineales, en el sentido
de que sus lineas modales no dependen de la energia de la oscilacién libre y la
separacion espacio-tiempo de las ecuaciones que gobiernan el movimiento, todavia
se puede realizar, sin embargo, como se mencioné anteriormente, este tipo de
NNM se realiza sélo cuando se producen simetrias especiales, y no son tipicos
en sistemas no lineales. Mds genéricos son los NNM no similares, cuyas curvas
modales dependen de la energfa; Esta dependencia energética impide la separacion
directa del espacio y del tiempo en las ecuaciones gobernantes del movimiento por
medio de NNM no similares, lo que complica su calculo analitico (ver A. F. Vakakis
et al., [65]).

Segin M. E. King y A. F. Vakakis, [76] se considera un NNM como una os-
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cilacién periddica (no necesariamente en sincronia) de un sistema dindmico no
lineal y no disipado. Esto permite extender la definicion de NNM a casos de
sistemas en resonancia interna, donde las interacciones modales fuertemente no
lineales resultantes hacen que la oscilacién libre no sea sincrénica. Visto en un
contexto diferente, en ausencia de resonancia interna un NNM puede ser repre-
sentado por una linea o curva modal en el espacio de configuracién del sistema de
modo que las relaciones funcionales estén dadas en la forma

Yi = 0i(), =), i=1,...,n

y pueden establecerse entre las coordenadas y; y de ahf la definicién original de
NNM de Rosenberg. Ninguna de tales relaciones funcionales se mantiene cuando
se producen resonancias internas.

Cuando no existen resonancias, la variedad invariante NNM de un oscilador
discreto de n GDL son bidimensionales, y los NNM estdn desacoplados entre si.
Cuando existen resonancias internas, se producen interacciones fuertemente no
lineales entre los NNM que los acoplan; Esto provoca un aumento de la dimensién
de la variedad invariante NNM correspondiente.

Una caracteristica dindmica tipica de sistemas no lineales es la dependencia
frecuencia energia de sus oscilaciones. Como resultado las curvas modales y fre-
cuencias de los NNM dependen de la energia total en el sistema. Por lo cual,
resulta conveniente representa los NNM en una grafica frecuencia energia. Un
movimiento del NNM es representado por un punto en la gréfica, que se extrae
a una frecuencia correspondiente al periodo minimo del movimiento periédico y
a una energfa correspondiente a la energia total conservada durante el movimien-
to, que es la suma de las energfas potencial y cinética. Una rama, representada
por una linea sélida, es una familia de movimientos NNM que poseen las mismas
caracterfsticas cualitativas.

Otra caracteristica destacada de los sistemas no lineales es que los NNM
pueden interactuar durante un movimiento general del sistema. Las interacciones
modales no lineales han sido estudiadas extensamente en la literatura (ver A. H.
Nayfeh [64]). Un caso de particular interés es cuando las frecuencias naturales
lineales son proporcionales o casi proporcionales (ver [67],[77],[68],[76]). Por lo
tanto, durante la resonancia interna puede observarse un intercambio de energia
entre los diferentes modos implicados. Por ejemplo, excitando un modo de alta
frecuencia puede producir una respuesta de gran amplitud en un modo de baja
frecuencia.

Una tercera propiedad fundamental de los NNM es que su nimero puede
exceder el nimero de GDL del sistema. Debido a las bifurcaciones de modo, no
todos los NNM se pueden considerar como continuacién no lineal de los modos
normales de sistemas lineales (ver [65],[78],[79]), los NNM con resonancia interna
son un ejemplo.
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2.5.1. Localizacién de la energia en sistemas no lineales

Una de las caracteristicas mds interesantes de los NNM es que estos pueden
inducir localizacién de modo no lineal en sistemas dindmicos, es decir, un sub-
conjunto de NNM puede estar espacialmente localizado a subcomponentes de
sistemas dindamicos. La localizacién del modo puede ocurrir también en sistemas
lineales compuestos de multiples subsistemas acoplados (Anderson[80], Pierre y
Dowell[81], Hodges[82]), sin embargo, sélo resulta debido a la interaccién entre
ruptura de simetria (desorden estructural) y acoplamiento débil entre subsistemas.
En los sistemas no lineales, el trastorno estructural no es un requisito previo para
la localizacién del modo, ya que la dependencia de la frecuencia de la oscilacién en
la amplitud (energia) proporciona un desorden efectivo en la dindmica (Vakakis
et al., [83]). , Vakakis, [84], King et al., [85], Vakakis et al., [65]).
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Capitulo 3

Sistema primario tipo Duffing
con absorbedor tipo Duffing

Los absorbedores de vibraciones son dispositivos que generan fuerzas inerciales
o eldsticas para reducir el nivel de la respuesta producida por el efecto de vibra-
ciones externas o internas que afectan a un sistema mecanico. En la mayorfa de los
casos un absorbedor consta de masas adicionales, conectadas mediante elemen-
tos eldsticos (resortes) y/o amortiguadores (amortiguamiento de tipo viscoso o
de material) al sistema o estructura que necesita de proteccién y, ocasionalmente,
conectadas en forma directa sobre maquinaria rotatoria desbalanceada que genera
vibraciones endégenas. Cabe senalar que la mayoria de los sistemas fisicos presen-
tan fenémenos no lineales y, en muchas aplicaciones industriales, los absorbedores
dindmicos de vibracién tienen que interactuar con ellos. Los términos no lineales
pueden generar fenémenos interesantes en la respuesta de los sistemas forzados.

Los términos no lineales pueden ser el resultado de una caracteristica fisica
del sistema, como puede ser la rigidez o el amortiguamiento no lineal. Frecuente-
mente se ataca este problema erradicando esos términos, es decir, se linealiza el
sistema y considerando solo la respuesta lineal. Sin embargo, tales simplificaciones
o cancelaciones no siempre ofrecen resultados satisfactorios.

En este capitulo se analiza primeramente la respuesta del sistema tipo Duffing
amortiguado y se observa el cambio que sufre su respuesta frecuencial al variar
ciertos pardametros como la rigidez, amortiguamiento, o la amplitud y frecuencia
de la fuerza de excitacién (perturbacién exdégena al sistema). Posteriormente, se
analiza el comportamiento del sistema tipo Duffing acoplado a un absorbedor de
vibraciones tipo Duffing, con el cual se obtiene un sistema de dos grados de liber-
tad. Se desarrolla el modelo matemético de este sistema no lineal y se obtiene una
aproximacion de la respuesta frecuencial utilizando el método de escalas muiltiples
(Nayfeh y Mook [47]).

El andlisis de la respuesta frecuencial y de la amplitud en el sistema con
dos grados de libertad permite observar que la fuerza arménica externa y la no
linealidad, presentes en el sistema primario, no afectan directamente a éste cuando
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el sistema estd en resonancia, sino que el efecto de estos términos se transfiere a
la respuesta del absorbedor de vibraciones tipo Duffing.

3.1. Sistema primario tipo Duffing con amor-
tiguamiento viscoso

La formulacién Euler-Lagrange es desarrollada para la obtencién del modelo
dindmico del sistema. En la Fig. 3.1 se representa de forma esquemética el sis-
tema primario, compuesto por una masa m, un resorte no lineal con constantes
de rigidez ki, ko, un amortiguador viscoso con constante de amortiguamiento c,
con una fuerza externa generalizada F(t) tipo arménica ejercida sobre la masa y
coordenada generalizada x, que representa el desplazamiento absoluto de la masa.

Se obtiene las energfas cinética y potencial del sistema, la primera estd pre-
sente en las fuerzas inerciales debidas al movimiento de la masa restringido al
movimiento horizontal y, por lo tanto, no existen fuerzas de gravedad y la segun-
da por la fuerza de restauracién desarrollada por el resorte.

1
T=gm i (3.1)
1 2 1 4
V= §/€1($0 + 37) + Zkg(xo — 33) (32)
Ahora se determina el Lagrangiano del sistema como:
L=T-V (3.3)
1 5, 1 5 1 4

A partir de este empleando la formulacién de Euler-Lagrage se obtienen las
ecuaciones de movimiento del sistema primario como

d (0L oL
i (a—x) “a P

Se considera que el sistema parte del equilibrio estatico zg = 0

oL
ox

ia—L—méj
dt \ oz )

= —k’ll‘ — k’zl‘g
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con lo que la ecuacién de movimiento sin amortiguamiento es

m &+ kx + ke = F(t)

Como la fuerza externa aplicada en el sistema es de tipo armonica
F(t) = FycosQt
y se considera unica, por lo tanto, es la fuerza generalizada del sistema

m &+ kix + kex® = Fycos Qt

El amortiguamiento viscoso se introduce en la dindmica empleando la funcién
de disipacion de Rayleigh A = %c #2 de la siguiente forma

0A

m &+ kyx + kea® = Fycos Qt — —
ot

m &+ kyx + kea® = FycosQt — ¢ &

Con lo que la ecuacién de movimiento del sistema primario se puede expresar

de la forma
m i+ ¢ @+ kyx + ke® = Fycos Qt (3.5)

Figura 3.1: Sistema Duffing con amortiguamiento viscoso.
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3.1.1. Simulacién de la respuesta frecuencial aproximada
del sistema tipo Duffing con amortiguamiento

Para obtener la respuesta frecuencial estacionaria bajo condicién de resonancia
del sistema, se normaliza el sistema (3.5) con respecto a m, o sea que

k k F
P Lot 234 S = Ccos Ot (3.6)
m m m
y se definen los pardametros
k k F
w2:_17 M:2€:£7a2_27f0:_0
m m m m

El sistema expresado en forma normalizada y parametrizada se expresa como
i+ pd 4w+ ar® = fycos Qt

Al aplicar el método de escalas muiltiples se considera la respuesta en estado
estacionario (2.44), definiendo x = u, se tiene:

x(t;€) = a cos(Qt — B) + O(e)

donde a es la amplitud de respuesta en estado estacionario, €2 es la frecuencia de
excitacion, ( es el déngulo de fase y O(¢) son los términos de mayor orden.

En la Tabla 3.1 se muestran los pardmetros del sistema considerados para la
simulacién, la funcién de rigidez del resorte blando R;(x) = kix + kox® y la masa
equivalente de la base mévil m, = 0,493kg se determinan en el Capitulo 4 de
forma experimental, en la base se coloca una carga m. = 2,483kg, de igual forma
el pardmetro ¢ (relacién de amortiguamiento) se obtiene en el Capitulo 5, el cual
se determina para diferentes pruebas experimentales, el considerado aqui es el
promedio de dichas pruebas.

Tabla 3.1. Parametros fisicos del sistema primario

Meqg = my +m = 0,493 kg +2,483 kg = 2,976 kg ¢ =0,123
Q=w c= 2(M., = 0,732 N/(m/s)
k= 1084 N/m kz = —9,155 x 10°N/m?

Por lo tanto, los pardmetros normalizados son

ky
M,
ks

“T M, —3,07 x 10° (m?/s%)

= 19,09(rad/s), pu = 2¢ = 0,246
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Con lo que, la ecuaciéon de movimiento en condicién de resonancia toma la
forma:

i+ (19,09)°z + 0,246 & + (—3,07 x 10°) z* = fo cos(19,09¢t)

Se realiza la simulacién de la respuesta frecuencial, aplicando el método de
escalas multiples considerando la ecuacién implicita (2.43), para una amplitud de
fuerza de excitacion Fy = 4,3775 N con lo que la fuerza normalizada es fy = 1,472
(m/s?). Ademsds se realiza otra simulacién de la respuesta frecuencial en funcién
de la fuerza de excitacién normalizada, con frecuencia de excitaciéon 2 = 15,708
(rad/s) de (2.30) se tiene que:

eo = 15,71(rad/s) — 19,09(rad/s) = —3,38(rad/s)

La simulacién de las respuestas frecuenciales se calcula por el programa de-
sarrollado en Maple™ el cual se encuentra en el apéndice A. La gréfica de las
respuestas en simulacién se muestra en las Figs. 3.2 y 3.3 .

0.0300
0.02751
0.0250
0.0225
0.0200
0.01757
1 0.01504
0.01251
0.0100
0.0075;
0.0050
0.0025 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]
-20 -15 -10 -5 0 5 10
€T

Figura 3.2: Respuesta simulada en estado estacionario (frecuencia de excitacién
vs amplitud de respuesta)

3.1.2. Sistema primario tipo Duffing con absorbedor tipo
Duffing

El diagrama esquemético del absorbedor tipo Duffing para sistema tipo Duffing
se muestra en la Fig. 3.4. Las coordenadas generalizadas son los desplazamientos



38CAPITULO 3. SISTEMA PRIMARIO TIPO DUFFING CON ABSORBEDOR TIPO DUFFING
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Figura 3.3: Respuesta simulada en estado estacionario (amplitud de fuerza de
excitacién normalizada vs amplitud de respuesta)

de ambas masas respecto de su posicién de equilibrio estético, las cuales se de-
notan por x; y xy, respectivamente. La masa y el coeficiente de amortiguamiento
viscoso del sistema primario se representan por m; y c;, respectivamente. De for-
ma similar, ms y ¢o son la masa y el coeficiente de amortiguamiento viscoso del
sistema secundario (absorbedor tipo Duffing). El sistema primario se excita por
una fuerza armoénica F'(t) = focos Qt con amplitud fy y frecuencia de excitacion
Q, la cual es cercana a la frecuencia resonante del sistema primario.

Se considera que el sistema parte del equilibrio estético z1(0) = x2(0) = 0. La
energfa cinética estd dada por:

1
1

La energfa potencial presente en los resortes y en ausencia de la energia po-
tencial debida a la gravedad se expresa como:

1 1 1 1
Vi= §k?151312 + Zklax14 + §k?2 (x1 — $2)2 + ka(% — $2)4

1 1
Vo = §k2 (g — -76’1)2 + ka(@ - 1151)4
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| 371,ﬁf‘1l | T2, T2

Figura 3.4: Diagrama esquemdtico del sistema Duffing con absorbedor tipo Duff-
ing.

El Lagrangiano del sistema es:

L=T-V (3.9)
1 ) 1 1 1 1
L, = 5 i — §/€1x12 - Z/f1a3314 - §k2 (21 — 22)" — Zkza(ﬂfl —x)t (3.10)
1 ) 1 1
Ly = §m2 3 — §/€2 (22 — I1)2 - ZkQa(mQ — )t (3.11)

A partir de este, se hace uso de la formulacién de Euler-Lagrange, con lo que
se obtienen las ecuaciones de movimiento del sistema:

d (0L oL
i (%) ~ar P

oL
8_x1 = —ky@1 — k1a2® — k(21 — 22) — koa(z1 — 22)?
1
ok, Y Var\ox) Tt
oL
8_5132 = —k)g(l’Q - «Tl) - k2a($2 - $1)3
2

0L, . d <8L2) .
- = Mo T, /7 | = = My T9
8.772
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El sistema de ecuaciones de movimiento sin amortiguamiento es

mli'l + klxl + klax? + kz(l'l — ZCQ) + kga(l'l — $2)3 = Fo(Q, t) (312)
mgfi‘g + kQ(I‘Q — l'1> + kga(fll'z — 271)3 = O (313)

Como la fuerza externa aplicada en el sistema es de tipo armoénica 7 =
Fy(€2,t) = Fycos )t v es la tnica fuente presente, ésta se considera como la fuerza
0 ) 0 )
generalizada

myiy + kw1 + ka2 + ko(21 — ) + koo — 22)® = Fycos Qt (3.14)
Moty + k(9 — 1) + Ko (72 — 21)° =0 (3.15)

El amortiguamiento viscoso se introduce en la dindmica empleando la funcién
de disipacién de Rayleigh A = %c i? de la siguiente forma:

OA
myiy + kiry + ki@ + ka(21 — 22) + koo(71 — 22) = Fycos Qt — %1 (3.16)
1
OA
MmaoZo + ko(r2 — 1) + koo (22 — x1)3 = _87'2 (3.17)
2

mlil + ]{?11‘1 + k)laﬂf? + ]{?2(1'1 - {L'Q) + k?ga(xl — 1'2)3 = F() cos (ot — C1 jfl (318)
mgig + k’g(l’g - .731) + ]{Zga(llg — I1)3 = —C9 jfg (319)

Con lo que el sistema de ecuaciones de movimiento se expresa de la forma:

mlz}c'l + .Tl + klfL'l + klaﬂﬁ? + k/’g(xl — 332) + kga(l’l — 1‘2)3 = Fo cos Ut
mgi'g + Co Ztg + k’g(l’g — ZEl) + l{iga(l'g — 171)3 = 0 (320)

Los resortes no lineales de ambos subsistemas tienen funciones de rigidez ciibi-
ca descrita por

FRnll(x) = k?ll’ + k1a$3
Frup(z) = kax + koo

donde k; v ki, , ¢ = 1,2 son constantes que caracterizan los términos lineales y
cibicos de la rigidez asociada a cada uno de los resortes. Cuando k;, < 00 k;, > 0
se tiene un resorte blando o duro, respectivamente.

El sistema no lineal de dos grados de libertad (3.20) se expande y se agrupan
los términos como:
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Fycos Qt = myiy + ¢y @1 + (k1 + ko) 21 — koo

+ (kloz + k’ga) ZL‘? + 3]{?2@1'3{E1 — 3]6’20‘1721‘% — k)gal‘g (321)
0= mgi‘2 + Co L.Ug + kQ.TQ — kQQEl
+ kza:ﬁg — 31{:2&35%961 + 31{;2&3021'% — kzax:{’ (3.22)

se normaliza con respecto a las masas m; y mg, respectivamente, para obtener
el sistema no lineal de la siguiente forma:

. . 2 2 2 3 3
focosQt = 31 + 2¢; &1 + wix1 + 102 + Qex5T1 + Q32T + aux] + 5T

0= .Z.U.Q + 2C2 [tg + w%xg + agxr1 + 05711321’% + Oégl’gl’l + Oégl’g + Oélgl’? (323)

donde los pardmetros normalizados son:

o k1t ke o ko ) oc, — &1 o, — 2
Wy = ; Wy = ) fO — ) Cl - ) CQ -
my mo ma ma ma
_k2 3k2a _3k2a (kla + k2a) k2a
a1 = ) Qo = ) a3 = , Oy = , O = —
my my my my my
o k2 o 3k2a o 3k2a o k2a o k2a
g = ———, Q7= , g = — Qg = —, 010 = ———
ma mo ma ma mo

ademds, 0 < € < 1 es un pardmetro adimensional, el cual es 1til para describir
el comportamiento entre sistema primario y absorbedor pasivo, amortiguamiento
viscoso, rigidez cubica y la fuerza externa presente en el sistema no lineal. La
respuesta frecuencial en estado estable del sistema se puede aproximar y analizar
para propésitos de diseno utilizando métodos de perturbacién. Los pardmetros del
absorbedor tipo Duffing (3.23), se seleccionan de tal forma que se pueda reducir
la respuesta del sistema primario alrededor de ) ~ w;.
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Capitulo 4

Descripcién de la plataforma
experimental

La plataforma experimental es una planta electromecédnica que describe un
movimiento rectilineo, fabricada por Educational Control Products (ECP®)), mod-
elo 210a, la cual estd disenada para aplicaciones de modelado dindmico, estudio
de vibraciones e ingenieria de control (ver Fig. 4.1). Los componentes bésicos
del sistema electromecédnico son: bloques de masas ajustables; resortes lineales;
un amortiguador neumaético con longitud de cdmara ajustable, un motor de cd
sin escobillas, 3 sensores de posicién (decodificadores épticos incrementales de al-
ta resolucién), una transmisién piiién-cremallera (transformacién de movimiento
rotacional a lineal), tres bases méviles (cada una descansa sobre un riel con ro-
damientos de bolas antifriccién). Este equipo se puede configurar desde un sistema
de un grado de libertad (sistema de segundo orden) hasta tres grados de libertad
(sistema de sexto orden).

Figura 4.1: Plataforma rectilinea (ECP®) modelo 210).

43
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El diagrama esquemético ilustrado en la Fig. 4.2, consta de tres carros con
masa, interconectados por resortes bidireccionales. La suspension de cada masa
es un tipo de rodamiento lineal de bolas antifriccién con un recorrido disponible de
+3 c¢m aproximadamente. El accionamiento lineal se compone de una cremallera
suspendida sobre un carro antifricciéon y un pinén (didmetro de paso 7,62 cm)
acoplados al eje del servomotor sin escobillas. Los codificadores épticos miden las
posiciones del carro de masa, también a través de un pinén y cremallera con paso
de pinén con didmetro de paso igual a 2,24 cm.

Se pueden fijar resortes de distinta rigidez entre las masas y la placa base.
Un amortiguador con amortiguamiento ajustable puede acoplarse a cualquiera de
las masas (ver Fig.4.2). Se proporcionan escalas de medicién de posicién visual
para cada uno de los carros para ayudar a corroborar ciertos experimentos y
configuracion de las escalas del sistema en el software (mm, cm, cuentas, in).

Interruptor limite

Servo Codificador #1  Codificador#2  Codificador #3
motor sin
escobilla

soporte de sujecion
accionamiento del resorte masas ajustables

pifién - cremallera m
P booeny fl T (et} N\ ufl
N ]

guias con rodami
de bolas porta masas

Figura 4.2: Diagrama esquematico del equipo ECP®) modelo 210a. [86]

La unidad de control en tiempo real contiene el procesador digital de senales
(DSP por sus siglas en inglés Digital Signal Processor) basado en el controlador
en tiempo real, la interfaz servo/actuador , servoamplificador y fuentes de ali-
mentacién auxiliares. E1 DSP es capaz de ejecutar leyes de control con altas tasas
de muestreo que permiten modelar la implementacién como continua o discreta
en el tiempo. El controlador también interpreta los comandos de trayectoria y
soporta funciones como la adquisicién de datos, la generacién de trayectoria y las
comprobaciones de seguridad y salud del sistema. Una matriz de puerta légica
realiza la conmutacién del motor y la decodificacién del pulso del decodificador.
Ademsds, cuenta con dos convertidores de digital a analégico (DACs, por sus siglas
en inglés Digital to Analog Converter) auxiliares (opcionales), los cuales permiten
la medicién de senales analdgicas en tiempo real. Este controlador es representa-
tivo de la implementacién del control industrial moderno.
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La interfaz de usuario se ejecuta en el programa ejecutable FCP Executive
Version 5.0. (32 bits) (© 2003 en una PC bajo el sistema operativo Windows 7(C)
2009. Este programa soporta la definicién de trayectoria, adquisicién de datos,
trazado, comandos de ejecucién del sistema y otras més.

La plataforma cuenta con 4 decodificadores 6pticos incrementales, tres para
detectar la posicion de las tres masas y uno para la conmutacién del servomotor
sin escobillas. Los primeros tres tienen una resolucién de 4000 pulsos/revolucion
y el dltimo tiene una resolucién de 1000 pulsos/revoluciéon, el cual se encuentra
conectado directamente al servomotor. La fuente de luz empleada en el decod-
ificador genera dos senales desfasadas a 90°, que son enviadas a un sistema de
compuertas por dos canales, lo que permite decodificar los flancos de subida y de
bajada, asi como la direccién del movimiento, obteniendo una resolucién de 4.X.
Es decir, la resolucién del decodificador de posicién de masa se convierte en 16000
cuentas/revolucién. La resolucién efectiva es entonces de 16000 cuentas/(27r,),
donde 7, = 1,12 cm es el radio de paso del pinén del decodificador, con lo se
obtiene una resolucién de 2214,33 cuentas/centimetro.

4.1. Obtencién experimental de los parametros
modales.

Con el fin de obtener la masa equivalente y la relacién de amortiguamiento
de la plataforma, los cuales son pardmetros inherentes al sistema, siendo nece-
sario conocerlos, para obtener una respuesta aproximada aceptable, se realizan
pruebas modales, obteniendo la frecuencia natural y el amortiguamiento modal
correspondientes. El andlisis se fundamenta en el hecho que, al excitar un sistema
por una fuerza armonica, su respuesta presenta un pico agudo en resonancia, esto
quiere decir que la frecuencia de excitacién coincide con la frecuencia natural del
sistema.

4.1.1. Parametrizacién con una base movil

Para poder determinar la frecuencia natural de la plataforma experimental
(una sola base movil, que se desliza sobre rodamientos de bola), se consideran un
sistema de un grado de libertad, se instala un resorte lineal con funcién de rigidez
conocida F,.(x) = kx = (346,87)x, se hace una serie de experimentos con diferentes
valores de carga sobre la plataforma. En la Fig. 4.3 se muestra la respuesta del
sistema cuando la base esta descargada, aplicando un barrido sinusoidal, de 0,1
Hz a 6 Hz con una duracién de 60 s y una amplitud de 0,7725 N.

Para obtener la los pardametros modales del sistema a partir de la transformada
rapida de Fourier (FFT, por sus siglas en inglés Fast Fourier Transform ), se utiliza
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Respuesta temporal (base movil descargada)
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Figura 4.3: Respuesta temporal al barrido senoidal (base mévil descargada)

como analizador, el software desarrollado en [57]. La respuesta en la frecuencia
obtenida del analizador se muestra en la Fig. 4.4, con la cual se obtiene que la
frecuencia natural amortiguada f; ~ 3,6626 H z, expresando en frecuencia circular
wy & 23 rad/s.

Se determinan los pardmetros modales utilizando la técnica Peak Picking,
donde la relacién de amortiguamiento modal estd dada por

W@ — D)

(= Y (4.1)

2wd
1 2 ) .
donde w((j ), w((i ), son los puntos de mediana potencia, los cuales, ambos se en-
cuentran al lado de la frecuencia resonante wy, y cumplen la relaciéon de potencia
media o valor rms:

Y (4 2
‘Y(iwél))‘ _ ‘y(iwéz)>‘ _ gl/(;d” _ 0,0\/283

= 0,0211

En la Fig. 4.4 se puede apreciar que fcgl) ~ 3,00 Hz, ff) ~ 3,77 Hz, por
lo tanto, wc(ll) ~ 22,3 rad/s, %(12) ~ 23,7 rad/s. Aplicando (4.1) se obtiene que
¢ =~ 0,03041. Ya que la relaciéon de amortiguamiento modal { es pequena, se
puede considerar la frecuencia amortiguada como la frecuencia natural del sistema
Wy & wy, & 23 rad/s. Conociendo la funcién de rigidez del resorte lineal, entonces
es posible determinar la masa equivalente (M,,), considerando que:

k k 346,87
wZ:M = M., = = ’

L2000 0,655k
. G2 (23) I
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Respuesta en frecuencia
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Figura 4.4: Respuesta frecuencial (base mévil descargada)

Por 1ltimo, se calcula el amortiguamiento de la plataforma por medio de la
relacion siguiente:

¢ = 2Cwp My = 2 %0,03041 % 7,32527 (rad/s) % 0,655 (kg) ~ 0,92 N/(m/s)

El procedimiento anterior se repite para diferentes valores de carga (M..) sobre
la base mévil, correspondientes a 0,496 kg, 0,985 kg, 1,48 kg y 1,981 kg, con el
fin de obtener la masa de la base mévil (my) para diferentes valores de carga
utilizando:

my = Meq_Mc

Los resultados obtenidos se encuentran en la Tabla (4.1). La masa equivalente
promedio de la base mévil es de 0,493 kg.

Tabla (4.1). Parametros modales para diferentes valores de carga
(sistema de un grado de libertad)

M, (kg) | fo (H2) | wy (rad/s) | ¢ | Meg (kg) | my (kg)
0 3,6626 23 0,03 | 0655 | 0,655
0,496 | 2,869 18 0,0328 | 1,07 0,571
0,985 | 24417 153 | 0,0359 | 147 0,489
1,48 | 2,1518 135 | 0,0376 | 19 0,418
1,981 | 1,9534 123 0,039 | 23 0,322

4.1.2. Parametrizacion con dos bases moéviles

El procedimiento de la subseccién anterior se repite considerando un sistema
de dos grados de libertad, uno por cada base mévil con masas equivalentes M4
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y M.q. Las frecuencias naturales del sistema estdan dadas por:

2 (n+A)
! 2A]\Je(]lj\4eq2 ( )
_ )\)
W =N 13
2 2Meq1Meq2 ( )
con
n = klMeq2 + kQMeql + kQMeQQ
2Meq1Meq2
N = (k1 Meg1)® — 2kikaMegi Mega + 2k (Mega)”
+ (kZMeql)Q + (k2Meq2)2 + 2 (k2>2 MeqlMeq2
Al despejar M, o de (4.2) y (4.3) se obtiene respectivamente:
kg(—Me 1w2 + ]i'1>
M.y = 1 4.4
e WiH(—=Mepw? + k1 + k2) (4:4)
ko(—M,, w2 + k
Meq2 = 2< a1+ i 1> (45)

w%(—Meqlwg + k’l + kQ)

Con (4.4) y (4.5) se obtiene la masa equivalente promedio M.,,. La masa en
la primer base moévil es fija y tiene una carga de 1,48 kg por lo tanto la masa
equivalente (M.,1) es de 1,9 kg la cual se obtiene de la Tabla (4.1). Se realiza
experimentos para valores de carga (M.q) diferentes en la segunda base mévil
correspondientes a 0 kg, 0,496 kg, 0,985 kg, 1,48 kg y 1,981 kg. Los resortes lin-
eales utilizados tienen funciones de rigidez ki = (346,8725)z y ko = (333,1725)x.
En la Tabla (4.2) se muestran los resultados experimentales obtenidos. La masa

equivalente promedio de la base mévil del segundo grado de libertad es de 0,340
kg..

Tabla (4.2). Parametros modales para diferentes valores de carga
(sistema de dos grado de libertad)

M (hg) [ I (A2 | G | Juz (H2) | G| Mugs (hg) | s (kg)
0 1,8693 0,0575 4,8831 0,029 0,475 0,475
0,496 1,6786 0,0646 3,9752 0,0248 0,8761 0,3861
0,985 1,5183 | 0,0683 | 3,6318 | 0,0267 1,292 0,311
1,48 1,3886 0,0782 3,4487 | 0,0267 1,742 0,267
1,981 1,2589 0,0787 | 3,3571 0,0283 2,2365 0,2615
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4.2. Obtencién experimental de la funcién de
rigidez

Los resortes empleados en el sistema son blandos los cuales proporcionan una
funcién de rigidez no lineal, su configuracién consiste en una estructura movil
compuesta por una cadena cerrada de 4 eslabones, la cual se combinan con 4 ligas
de hule natural de longitud 10 ¢m, ancho 1,5 ¢m y un espesor de 0,22 cm, las
cuales se fijan a la estructura como se muestra en la Fig. 4.5.

Figura 4.5: Resortes blandos a) Ryn1 b) Rynio

La caracterizacion de estos se efectiia tomando valores de carga-deformacion en

compresion y tensién, una vez obtenido los valores experimentales (ver Figs. 4.6

y 4.7), se ingresa a Matlab®) y empleando la aplicacién Curve Fitting se obtiene
las funciones de rigidez siguientes

Fran (@) = kyz + kiaa® = (1084)z — (9,155 x 10°)2” (4.6)
Frua (1) = kox + koqa® = (984,6)x — (7,421 x 10°)z®
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Figura 4.6: Aproximacién polinomial de 3er orden (Fg(z))
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Figura 4.7: Aproximacién polinomial de 3er orden (Fgre(z))



Capitulo 5

Resultados experimentales

5.1. Sistema primario tipo Duffing

5.1.1. Respuesta frecuencial experimental

De la obtencién de la funcién de rigidez de los resortes como objetos de estudio
la cual fue realizada en el Capitulo anterior, se puede apreciar un comportamiento
de resorte de tipo blando.

El primer estudio experimental sobre el sistema primario es el someter a una
fuerza de excitacién de barrido sinusoidal, sobre una banda de frecuencia de 1H z
a bHz, en el cual se desarrolla una serie de pruebas variando la amplitud de
excitacion, con el fin de observar la presencia de un comportamiento no lineal
en la funcién de respuesta frecuencial (FRF), es decir, al variar la amplitud de
la excitacion, la frecuencia de resonancia se modifica, lo cual no sucede en los
sistemas lineales, con lo que se vislumbra a primera vista que el sistema tiene una
dindmica no lineal.

En las Figs. 5.1 a) - 5.5 a) se muestran las respuestas temporales experimen-
tales del sistema bajo una excitaciéon de barrido sinusoidal con amplitud de fuerza
igual a 2,3175N, 2,8325N, 3,8625N y 4,3775N, respectivamente.

Con el objetivo de determinar las frecuencias naturales del sistema, se realiza
un anélisis modal lineal, el cual consiste en la obtencién de la FRF de la respuesta
temporal al barrido sinusoidal, obteniendo la frecuencia natural amortiguada del
sistema y la relacién de amortiguamiento modal. Utilizando la técnica conocida
como Peak Picking, la cual se aplicé en el Capitulo anterior para determinar la
masa equivalente de la plataforma experimental, se obtienen las FRF para varias
pruebas experimentales.

En las Figs. 5.1 b) - 5.5 b) se muestran las FRF correspondientes a las re-
spuestas, donde se puede observar la frecuencia natural amortiguada.

De las pruebas y el andlisis anterior se obtiene una serie de respuestas fre-
cuenciales, las cuales, una a una representan la respuesta de un sistema lineal,

o1
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Figura 5.2: Barrido sinusoidal F' =2,8325 N, f=0,1 Hza 5 Hz
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Figura 5.4: Barrido sinusoidal F' = 3,8625 N, f=0,1 Hza 5 Hz
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Figura 5.5: Barrido sinusoidal F' =4,3775 N, f=0,1 Hza b Hz

sin embargo en conjunto reflejan el comportamiento no lineal del sistema, ya que
para diferentes valores de amplitud, se produce una frecuencia natural amortigua-
da diferente como se muestra en la Fig. 5.6. La relacién de amortiguamiento varia
muy poco, en promedio tiene un valor de ¢ = 0,123.

0.025 1

0.02 ¢
é 0.015 | F0 =2.3175N, fd =3.39 hz (=0.1060
E —_——— F0 =2.8325N, fd =3.22 hz (=0.1131
g- 0.01 1 F,=3.3475N, f, = 3.06 hz (=0.1251
< sEEEEEnEn FO=3.8625N,fd=2.99hz(=0.1313
0.005 1 : s F 0 = 4.3775 N, f , = 2.85 hz (=0.1399

0 1
0 1 2 3 4 5
Frecuencia (hz)

Figura 5.6: Conjunto de respuestas frecuenciales (Fuerzas de 2.3175 N a 4.3775
N, Barrido sinuidal de 1 hz a 5 hz).

5.1.2. Anadlisis de la respuesta en estado estacionario.

El andlisis temporal experimental, se efectia excitando al sistema con una
fuerza tipo sinusoidal continua e ideal (la fuente de excitacién no se ve afectada
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por el sistema excitado), debido a que, en la formulacién del problema se considera
que la fuente de excitacién es del tipo coseno, solo el dngulo de fase se desplaza
Z(rad).

Se realizan dos pruebas, con el fin verificar de forma experimental los resulta-
dos obtenidos en simulacién. La primera aplicando una fuerza de excitacién con
amplitud constante y frecuencia variable y la segunda con amplitud variable y
frecuencia constante. Se busca obtener la respuesta estacionaria para determinar
la amplitud en funcién de la frecuencia y la fuerza de excitacion.

Amplitud fija y frecuencia variable

La amplitud implementada por la excitacion coincide con la efectuada en el
barrido sinusoidal correspondiente a la simulacién obtenida en la Subseccién 3.1.1
por lo tanto, Fy = 4,5775N. Se realiza una serie de experimentos variando la
frecuencia alrededor de la resonancia, en la biisqueda de multiples respuestas en
resonancia manteniendo una amplitud constante con frecuencias diferentes. Esto
es dificil de obtener, ya que solo se presenta en la zona inestable en la que un
pequeno cambio en las condiciones iniciales o pardmetros del sistema, producen
que el sistema se dirija a la parte estable de la respuesta produciendo el fenémeno
de brinco en la amplitud del sistema.

En las Figs. 5.7 - 5.13 se muestra la respuesta experimental del sistema pri-
mario para diferentes valores de frecuencia de excitacién. En la Tabla (5.1) se
muestra los parametros obtenidos experimentalmente: fuerza de excitacién nor-
malizada fo(m/s?), frecuencia de excitacién Q(rad/s), pardmetros de desajuste
eo(rad/s), amplitud en estado estacionario a tensién a,(m), compresion a.(m) y
amplitud en estado estacionario promedio a,om(m) .

Tabla (5.1). Resultados experimentales con Fy= 43775 N y Q variable

fo (m/s?) | @ (rad/s) | o(m/s®) | ai(m) | ac(m) | Gprom(m)
1,472 6,283 —12,810 | 0,003222 | —0,00369 | 0,003456
1,472 9,424 —9,667 | 0,005254 | —0,00452 | 0,004887
1,472 12,566 —6,525 | 0,00655 | —0,006401 | 0,0064755
1,472 15,708 —3,384 | 0,0215 —0,02973 | 0,025615
1,472 18,850 —0,242 | 0,01369 | —0,01626 | 0,014975
1,472 21,991 2,899 0,00835 | —0,009744 | 0,009047
1,472 25,133 6,041 | 0,005578 | —0,006343 | 0,0059605

En la Fig. 5.14 se muestra la comparacion gréfica de la respuesta experimental
contra la respuesta en simulacién, ambas en estado estacionario. Dicha respuesta
es funcién del pardmetro de desajuste, el cual representa la frecuencia de excitacion
en las cercanfas de la condicién de resonancia.
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«10° Fuerza 4.3775 N, Frecuencia 1 hz
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Figura 5.8: Respuesta temporal
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Fuerza 4.3775 N, Frecuencia 2 hz
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Fuerza 4.3775 N y Frecuencia 3 hz
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Figura 5.12: Respuesta temporal
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Figura 5.14: Comparacién de respuesta frecuencial a(eo) experimental contra re-
spuesta en simulacién para fy = 1,472(m/s?)
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Amplitud variable y frecuencia de excitacién constante

La frecuencia implementada por la excitacién coincide con la efectuada en el
barrido sinusoidal correspondiente a la simulacién obtenida en la Subseccién 3.1.1,
por lo tanto, £ = 15,0708(rad/s). Se realiza una serie de experimentos variando
la amplitud de fuerza, en la bisqueda de muiltiples respuestas manteniendo una
frecuencia constante. En las Figs. 5.15 - 5.24 se muestra la respuesta experimental
del sistema primario para diferentes valores de amplitud de excitacién.

0 «10% Fuerza 1.03 N, Frecuencia 2.5 hz

Amplitud(m)

Tiempo (s)

Figura 5.15: Respuesta temporal

En la Tabla (5.2) se muestra los pardmetros del sistema fuerza de excitacién
normalizada, frecuencia de excitacién (rad/s), parametros de desajuste eo(rad/s),
fuerza de excitacién normalizada fo(m/s?), amplitud en estado estacionario a
tensién a;(m), compresién a.(m) y amplitud en estado estacionario promedio
Aprom(M).

Tabla (5.2). Resultados experimentales con F, variable y €2 = 15,0708
eo(rad/s) | Fo (N) | fo (m/s?) | ar (m) | ac (m) | aprom(m)
-3,38 1,03 0,380 0,0010 | —0,0009 | 0,00950
—3,38 2,06 0,693 0,0032 | —0,0029 | 0,00305
-3,38 2,575 0,866 0,0068 | —0,0067 | 0,00675
-3,38 2,8325 0,952 0,0083 | —0,0086 | 0,00845
-3,38 3,09 1,039 0,0085 | —0,0090 | 0,00880
-3,38 3,3475 1,126 0,0192 | —0,025 0,0221
-3,38 3,605 1,212 0,0200 | —0,026 0,0230
-3,38 4,12 1,385 0,0205 | —0,028 0,0243
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Tiempo (s)

Figura 5.16: Respuesta temporal
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Figura 5.17: Respuesta temporal
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<103 Fuerza 2.8325 N, Frecuencia 2.5 hz

(w)pnydwy

Tiempo (s)

Figura 5.18: Respuesta temporal
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Figura 5.19: Respuesta temporal
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Figura 5.20: Respuesta temporal
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Figura 5.21: Respuesta temporal
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Figura 5.22: Respuesta temporal
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Figura 5.24: Respuesta temporal

En la Fig. 5.25 se muestra la comparacion gréfica de la respuesta experimental
contra la respuesta en simulacién ambas en estado estacionario, en funcién de la
amplitud de excitacién normalizada respecto a la masa.

5.1.3. Discusién y comentarios

Las primeras pruebas consisten en la aplicacién de una fuerza armonica sinu-
soidal, la cual es proporcionada por un servo motor con una transmision tipo pinén
cremallera que convierte el movimiento circular en un movimiento rectilineo. Se
colocan en el primer base mévil bloques de masa de latén de aproximadamente
0,500 kg £5 %. El barrido es efectuado en una banda de 0,1 Hz a 14 Hz, para
diferentes valores de fuerza.

La fuerza que se desea aplicar al sistema se introduce como voltaje, por lo
tanto, se determina una relacién fuerza-voltaje de tipo lineal, la cual es obtenida
de forma experimental, empleando el método utilizado en [86], se obtiene la masa
equivalente de la base moévil que se encuentra conectada al sistema de excitacion,
una vez determinada la masa equivalente, se aplica una excitacién tipo escalén
bidireccional con una duracién pequena y a un voltaje determinado, el programa
donde se ejecuta la interfaz de usuario permite obtener de forma grafica la veloci-
dad de la respuesta del sistema, con la cual es posible determinar la aceleracién
desarrollada, conociendo dicha aceleracién se puede determinar la fuerza aplicada,
la cual se obtiene al aplicar el escalén a un voltaje deseado, finalmente es posible
determinar una relacién fuerza/voltaje la cual se considera que es lineal y tiene
un valor de 5 (N/V'), se comprueba que la relacién obtenida es correcta, ya que
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© Amplitud promedio (a,rom)
@ Amplitud en tension (a:)
® Amplitud en compresion (a.)

Figura 5.25: Comparacién de respuesta a(f) experimental contra respuesta en
simulacién para ec = —3,38 (rad/s)

el manual de la plataforma determina dicha relacién como el producto entre la
ganancia del servo amplificador, la constante de torque del motor y el inverso del
radio de paso del pinén del motor, (el valor de dichos pardmetros se encuentran
en el manual) obteniendo un valor de 5,3 (N/V'). Finalmente se promedia ambas
relaciones y se considera una relacién de 5,15 (N/V).

Las funciones de rigidez de los resortes se aproximan como una funcién poli-
nomial impar de tercer grado simétrica, de los datos experimentales se observa
que el resorte a tension se comporta de forma lineal y la no linealidad se presenta
en compresién ya que para un cierto valor se requiere menor fuerza para producir
una de formacién igual en tensién. De lo cual se podria considerar que el resorte
tiene una rigidez no simétrica, lo cual también se considera como un fenémeno no
lineal.

En algunas frecuencias la respuesta temporal no llega al estado estacionario,
por lo cual es posible que algunos puntos obtenidos en las gréficas de comparacién
no se ajusten a la simulacién, ya que la respuesta simulada se considera en estado
estacionario.

Una limitacién que se tiene para obtener los puntos de amplitud méaxima de
la respuesta frecuencial es la necesidad de excitar al sistema desde una frecuencia
mayor a una menor disminuyendo la poco a poco para obtener dichos valores.
Lo cual no se puede lograr ya que la plataforma solo permite entregar valores de
frecuencia crecientes y la cantidad de datos es limitada y por lo tanto no se puede
obtener la informacién necesaria en un intervalo de tiempo largo.
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5.2. Sistema primario tipo Duffing con absorbedor
tipo Duffing

La respuesta frecuencial experimental en estado estable del sistema primario
y el absorbedor se presenta en las Figs. 5.26 y 5.27. La obtencién de la respuesta
frecuenciales se determina en base a pruebas con una fuerza de excitacién sinu-
soidal de amplitud igual a 3,3475 N y una frecuencia diferente para cada una de
estas en un rango de frecuencia de 2hz a 7,5hz. La masa del sistema primario es
Meq1 = 2,4464 kg con una frecuencia natural w; = 3,35 Hz y una masa equiva-
lente del absorbedor M., = 0,836 kg. En las Figs. 5.28 - 5.32 se muestran algunas
de las respuestas en estado estacionario experimentales del sistema primario y el
absorbedor.
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Figura 5.26: Respuesta frecuencial del absorbedor tipo Duffing

En la Fig. 5.37 se muestra la respuesta del sistema primario aplicando una
fuerza de excitacién igual a 3,3475 N con una frecuencia de excitacién de 3,35 Hz
en condicién de resonancia primaria, sin acoplamiento del absorbedor y respuesta
del sistema con absorbedor con la misma fuerza de excitacién.
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Figura 5.27: Respuesta frecuencial del sistema primario

Sistema primario tipo Duffing con absorbedor 2 hz

0.02

sistema primario
0.015 - smemmee absorbedor 4

0.01 | 7

0.005

Amplitud(m)
o

-0.005

-0.01 b

-0.015 | i

_0-02 Il Il Il Il
55 555 56 565 57 575 58 585 59 595 60

Tiempo (seg.)

Figura 5.28: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor
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Figura 5.29: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor
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Figura 5.30: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor
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Figura 5.31: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor
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Figura 5.32: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor
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Figura 5.33: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor
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Figura 5.34: Respuesta temporal en estado estacionario de sistema con absorbedor
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Figura 5.37: Respuesta del sistema primario con y sin absorbedor

5.2.1. Discusién y comentarios

En las respuesta experimental se puede observar que al conectar el absorbedor
tipo Duffing al sistema primario se produce una reduccién de la amplitud de vi-
bracion del sistema primario para una valor de frecuencia cercano a la frecuencia
natural lineal, y la mayor parte de la energia se dirige al absorbedor, pero aparece
otra frecuencia de resonancia natural debido a que el sistema aumenta un grado
de libertad, en la primer frecuencia natural se observa un modo en fase y en la
segunda un modo en contra fase. En el primer modo, se observa que las ampli-
tudes en ambas masas son mayores con respecto al segundo modo. En el primer
modo la energfa es mayor en el absorbedor en comparacion con la del sistema pri-
mario. En el segundo modo, la energia es mayor en el sistema primario, pero las
amplitudes son mucho menores que en el primer modo, lo cual indica la presencia
amortiguamiento mayor.
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones generales

Los fenémenos que se presentan en sistemas no lineales son interesantes y
representan un drea importante de investigacién en la bisqueda de aplicar los
beneficios que estos pueden ofrecer en dreas de la ciencia e ingenierfa. Una de las
dreas de aplicacién en la mecdnica es la absorcién de vibraciones de forma pasiva
en sistemas dindmicos, esto se logra gracias a la localizacién de la energia (se
concentra la energia en un punto de interés) eliminando los efectos no deseados y
dirigiendo a otro elemento disenado para absorber o drenar dicha energia.

La absorcién se puede lograr en sistemas lineales agregando un segundo grado
de libertad al sistema, con la premisa de que el sistema se encontrara excitado
a una velocidad (frecuencia) constante, ya que el segundo grado de libertad se
sintoniza a una frecuencia particular y la absorcién es efectiva en un ancho de
banda angosto de frecuencias. Una de las ventajas que presenta un absorbedor no
lineal sobre el absorbedor lineal es que puede incrementar al ancho de banda de
absorcién.

Ademas, en los sistemas no lineales de varios grados de libertad es posible en-
contrar fenémenos sin analogfa a los sistemas no lineales como son las resonancias
internas, las cuales estdn estrechamente relacionadas con el orden la no lineali-
dad. Los absorbedores autoparamétricos explotan este fenémeno bajo condicion
de resonancia externa, resonancia interna y un acoplamiento no lineal que rompa
la simetria del sistema, estos generan un intercambio de energia entre los dos
subsistemas debido a excitaciones paramétricas. Los acoplamientos pueden ser
dindmicos o estdticos, esto quiere decir que se pueden generar por un compor-
tamiento no lineal debido a la interaccién de inercias, de amortiguamiento o de la
rigidez entre subsistemas.

Los sistemas con rigidez cubica (sistemas tipo Duffing) ofrecen la posibilidad
de estudiar dichos fenémenos debido al acoplamiento estético de rigidez, ya que
este proporciona una ruptura en la simetria a niveles de energia altos.

La principal razén de los fenémenos como, resonancias internas, caos, saltos

5
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en la respuesta, bifurcaciones de Hopf entre otras, es la dependencia frecuencia-
energfa presente en sistemas no lineales.

Un tema que surgié a principios de este siglo son los drenajes de energfa no
lineales, estos consistes en sistemas con no linealidades elementales (esenciales),
esto quiere decir que son sistemas que se pueden linealizar, con lo cual no existe
una frecuencia natural lineal preferencial y esto permite una transferencia de
energfa sin necesidad de resonancias internas o desde otro punto de vista, existe
una gran cantidad de resonancias internas las cuales son inconmensurables (no
tiene que existir un nimero real racional que relacione los modos involucrados).

Ademids, los drenajes de energia no lineal pueden extraer energia desde el inicio
de la respuesta transitoria, sin necesidad de una frecuencia de respuesta constante
(respuesta en estado estacionario). De lo anterior los drenajes de energia ofrecen
una gran ventaja sobre los absorbedores no lineales y lineales, al poder emplearse
en sistemas excitados por fuerzas de choque e impacto.

La principal de las dificultades de los drenajes de energia no lineal radica en
la necesidad de una no linealidad elemental, lo cual no es facil de lograr.

6.2. Conclusiones particulares

En este trabajo se abordé como objeto de estudio los sistemas con rigidez
cubica, partiendo del anilisis y experimentaciéon de un sistema con un GDL y
posteriormente con el fin de absorber las vibraciones se experimenté con un sis-
tema de dos grados de libertad ambos con rigidez ctibica.

Como primer paso se aproximé la funcién de rigidez de los resortes no lineales
empleados en el estudio, la funcién obtenida es una aproximacién polinomial impar
de tercer orden, pero esta no puede considerarse como una no linealidad esencial
ya que cuenta con el termino proporcional a la deformacién. De lo anterior se
puede concluir que no fue posible obtener experimentalmente los fenémenos pre-
sentes en un drenaje de energfa. Pero si fue posible analizar y realizar pruebas
experimentales referente a un absorbedor no lineal.

Para el sistema de un grado de libertad se obtuvo la solucién aproximada uti-
lizando el método de escalas muiltiples. Una vez que se determiné los pardmetros
de la plataforma experimental (masa equivalente, relacién de amortiguamiento y
la relacién fuerza voltaje), se realizé la simulacién de la respuesta frecuencial en
estado estable del sistema y se comparé con la respuesta experimental correspon-
diente.

De la comparacién de la respuesta frecuencial se puedo observar que algunas
respuestas no alcanzan el estado estacionario durante el experimento y la amplitud
mantiene un incremento pequeno, este inconveniente de igual forma se observé en
las pruebas con frecuencia de excitacién constante para diferentes amplitudes de
fuerza. Otro fenémeno no lineal que se detecté en las pruebas experimentales fue el
brinco en la respuesta frecuencial. No fue posible obtener las amplitudes méximas
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obtenidas en la respuesta simulada ya que es necesario un recorrido lento de la
frecuencia de excitaciéon de forma descendente.

Referente al sistema con absorbedor no lineal tipo Duffing solo se realizaron
pruebas experimentales, seleccionando una amplitud de excitacién fija para difer-
entes valores de frecuencia. Se observo una reduccién en la amplitud de vibracion
en el sistema primario para un valor de frecuencia natural cercano a la frecuencia
natural lineal, y la mayor parte de la energfa se dirige al absorbedor, pero aparece
otra frecuencia de resonancia natural debido a que el sistema aumenta un grado
de libertad, en la frecuencia natural primera se observa un modo en fase y en la
segunda un modo en contra fase. En el primer modo, se observa que las ampli-
tudes en ambas masas son mayores con respecto al segundo modo. En el primer
modo la energfa es mayor en el absorbedor en comparacion con la del sistema pri-
mario. En el segundo modo, la energia es mayor en el sistema primario, pero las
amplitudes son mucho menores que en el primer modo, lo cual indica la presencia
amortiguamiento mayor.

6.3. Trabajo futuro

» Diseno y aplicacién de una estrategia de control de fuerza (control PI, con-
trol GPI, control de impedancia) sobre un generador electromagnético de
vibraciones o cualquier otro dispositivo electromecénico, con el fin de aplicar
fuerzas arménicas con la cual se pueda controlar la amplitud, frecuencia y
fase de excitacién con el fin de producir las condiciones necesaria para obten-
er las respuesta frecuencial no lineal calculada.

= Diseno y desarrollo de una plataforma rectilinea que permita mayor de-
splazamiento con el fin de aplicar mayor energia al sistema. Diseno que
proporcione una mayor carga con un mayor rango de ajuste para sintonizar
resonancias internas entre los modos del sistema.

= Realizar el andlisis de estabilidad para el sistema primario tipo Duffing con
y sin absorbedor de vibraciones con no linealidades ciibicas.

= Obtener la respuesta en simulacién del sistema de dos grados de libertad
por medio del método de escalas miiltiples.

= Diseno de un dispositivo elédstico con funcién de rigidez no lineal elemental
para abordar de forma experimental los NES

» Investigar y validar el uso de control activo de saturacion, para reducir las
vibraciones sobre un sistema de interés, induciendo un comportamiento no
lineal elemental en el sistema que permita realizar la absorcién de energfa.
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» Desarrollar un algoritmo computacional que determine la solucién numérica
de los modos normales no lineales o en su defecto adquirir un programa
dedicado al célculo de estos.

= Estudio, investigacién y validar el uso de drenajes de energia en choques e
impacto.

= Investigar y validar el uso de drenajes de energfa y absorbedores de vibracién
en conjunto con cosechadores de energia.
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restart,

Y SISTEMA DUFFING AMORTIGUADO CON EXITACION
EXTERNA EN RESONANCIA PRIMARIA.

¥ MODELO DINAMICO NORMALIZADO CON RESPECTO A LA
MASA. (EDO NO LINEAL)

duff = m diff (u(1), $82) + c diff (u(1), 1) + kI u(t) + k2 u(t)’ =F,cos (Q1);
duff == erpand ( i}ﬂ W
m

a
/

duff == +2p( )W +m u(t) +ou(t) —}‘COb(Qr)
J

duff = d—, u(t) +2 eu(i

"y u(r}} +0}21t{!') +ﬂeu(.‘)3=efcos(§2f) :
dr /

¥ SOLUCION NO LINEAL, APROXIMADA POR EL. METODO DE
ESCALAS MULTIPLES.

u_ =—Ze u,(Tp T), T5)
n=0

DEFIA’ICI(jA’ DE ESCALAS MULTIPLES.
T, ="t

m

70 = wbs(m 0, Tm)

Tl := suhs"(m LT, )
T2 = .\‘14{1\'(:?12 2, T;“);

T TRANSFORMACION DE DERIVADAS POR LAS ESCALAS MULTIPLES.



90

APENDICE A. PROGRAMAS DE CALCULO UTILIZADOS.

d g 0 d o0 d
dot —szmpl.ﬁL - — 0T, (T T;,?})-I- T T ot (TU, )-I- P T2
i
dot : —expamf(mbe( ( w1y ,) do.f})'
ddot == expand( subs(u (T, T, )—a’of dot));

| ddot == expcmd[mbs( u( 1, T, T_) » ddor})
V INTRODUCCION DE ESCALAS MULTIPLES A LA DINAMICA DEL
SISTEMA(EDP NO LINEAL ).

duff == expcmd(subs(d;’ﬁ'{u ), 182) =ddot_, diff (u(t), t) =dot_,u(t)=u_,t=T, dzg(f') );

V SISTEMA DE EDP NO LINEALES.
P 2
)= —5uy(Tp T, 1) +0 uy(T, T, T,) =0;
EJT” 0( ) 0( [y d)
62 2 d 3
el == or? u,(T T; T) +w u,(?}r T 7"2) =—2j.ta—T} un(?}), T, T2) _a“o[Tfr T, T_}]
0 0

&
ar, ot

uy(Tp Tpp Tp) + feos(QT):

ia 2 s )
Q= —5u(TpT.T) |+ uy(T T, T)) ==2 | ——— u (T, T}, T.
[arf 2( rir :‘}} 2( ol 2) [aT,aﬂ; |( rt] 2)J

& 2 i
-Z[OT,OT “o( Ty T‘T—’}]'z’“”ﬂ(ﬂ’” Tp L) (Te Tp Tz}_w[ [G_Tnul(Trr
- A

w_;}‘]-[a%un(w-m]] [af, (T T, T)J

YV SOLUCION A LA PRIMER ECUACION DEL SISTEMA DE EDP NO
LINEALES ( PRIMERA APROXIMACION DE LA SOLUCION).

soll = pdsolve(€l);
soll = FZ( T, Tz) cos(m T}j);

( ol -loT
soll == expand(uo( 1)) =A40(T), T5)- L e "+e ”) ):
loT -loT
up = A0(T, Ty e "+40 (T, T)e "

V SUSTITUCION DE LA SOLUCION EN LA SEGUNDA ECUACION DEL
SISTEMA DE EDP NO LINEALES.

el = (.mb.v(uo( o IpT5) = u0), eI));
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el == (eval(subs(uy( T, T\, T,) =ul, el'}));

_ / er, 5 -1ar,
feos(QT,) = ye toe :
. IQT . -IQT
el = [subs[_fcos(ﬂ T”) ==2Le 0y é_ e O d]];
4

Vi1 ERMINOS SECULARES (CONDI C'I(iz\j DE RESOLUCION) DE LA
SOLUCION A LASEGUNDA ECUACION DEL SISTEMA EN
RESONONACIA PRIMARIA.

Q=m+ep;

el = ((subs(ul(?},, T, T_,) =u|(?}}),A0(T‘,, T_,) =AO( T;).AO_(T;, T_;) ZAO_( T;), Q=w
tep (ep+)Ty=pT+0T,el)));
el = expand(el );

Los terminos sccularcs son :

o 2 (d e
ter _sec :=-2 IA()(TJ,) p,m—S(xA{)(T‘,) A()_(T!) —21 Ld—rg A()(T;) Jm + Efe
I THT)) 1 )
A()(T‘,)=?a[ﬂ)e ,A(J_(TI}=3 a(T;)e
— ( _ ") _1 ()
ter sec := expand| subs LAO( T;) =5 a(Ti) e ,AO_( T!) =3 a(TI) e R
Ier_sec] ];
4
ter_sec
ter sec == expand TR ;
)
oe
(1.2.7.1)
3

oa(T,
rer_secrz—la(fj)u_% [—F)—I[ d

(T p-B(T Y
TRy
+;fe~f \ *',-):0‘

20 ’

Al aplicar la relacidn Buler sc tiene que:
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+ ﬁf{cos(?}p—[}(f})) +Iseu(T‘, p—B(T‘,))) =0;

ter_sec :=—Ia(i’}) n— %

Partc rcal

+a(T)) [le; B(Tj)] + ijcos( T‘,p—B(TI}) =0;

(4 3 om(rff . _ _
() (7 B | =5 o g /AT

Partc imaginaria

—a(Ty)u- [dif, a(TI}) + i.f sen(?}p—B(Tj) ) =0;

(4 o) ety 2 sy )

_ L )
ul) == subs AO( T, T_,) =5 a( TI} e

u0 = a(T}) cos(® T, + B(T})):

1
,AO_( T, Tz} =3 a(?}) e

V SISTEMA AUTONOMO.
gamma_:=v(T)) =p T, =B(T});
dgamma = dgﬁ‘( gamma_, T;);

Al realizar la transtormacion

oa(T, ’ .
rl=a(T)) [d% Y(T;)] =a(T})p - %% + ﬁfcos(y(ﬂ));
Ssen(y(T,
}Q:di?}a(rf)z_a(ﬂ)”"'% (m( )),

V SISTEMA AUTONOMO EN ESTADO ESTABLE.

3 .
3 oa 1 fcos
eq I =ap- E —m =-5 _— u)(y} ]
eq 2 =ap= % '7’(“:)( ) ;

Al clevar al cuadrado v sumando las ceuaciones anteriores sc ticne :
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resp_frec:=[ 2 3 caa 9 oa +u2

4 o 04 2
3 Otﬁ'z ? 2| 2 fz

P tu e = 5|5
@ 4m

Y RESPUESTA DEL SISTEMA EN LA PRIMERA APROXIMACION.
ufl) = subs(a(T;) =a, ﬁ(T,) =pl,—10=Q—¢p, uO);

uf) = subs( T,=1T0,T,=TI, uO);

u_ =acos(Qr—y);

u_ = expand subs{a = 17 sin Q= — 0= —

=2,¢=04,kl=1,f=5,m=2,kl =1, u]]

resp_fiec :

[=2]

,7=0.43383, m

£l

- - - =3 - - (\ "
p,—subs(y 043383, m=2,c =04, kI =1, £=5, 2% ]

—/“ L Y=043383, m=2,c=04,kl =1, =5,

a= sz’mp:‘gﬁf[subs (].1 = ZC

o)

u_ = simplifu(u_);

F = subs(§2= / ;;—: ,m=1,kl =l,f=5,f-cos(ﬂt)];

pfor( [u_, F1,r=0.. 25, color = ["Chocolate", "ComflowerBlue"], linestyle= [ "solid", 31,

thickness =2, axis = [gridlines = [ 5, color = grey]], axes = boxed, grid = [250, 250], labels
= [ t, Amplitud], tickmarks = [0, 0], legend = | "respuesta ", "excitacion" ], titlefont
= ["ARIAL", 16], labelfont=["Arial", 12], axesfont=["Arial", "Arial", 12], legendstyle

= [ font=["Arial", 61, location =right), labeldirections = [ horizontal, vertical], size

_[350 250 13.
27 2 :




94

Y

APENDICE A. PROGRAMAS DE CALCULO UTILIZADOS.

GRAFICAS DE RESPUESTA FRECUENCIAL
resp_fiec 1 = simplify(subs( f=5,0=03, 0=9, @ =4, resp frec));
resp_fiec_0 = simplify(subs( f=5,1=03, a=0, @ =4, resp_fiec)):

eql = (subs[a— M,f:i, =03, 0=9, w=4, eq_l] ];
2mu

eql) == [subs(a= M.f=5. n=03, 0=0,w=4, eq_]]];
2op

with( plots) :
implicirpla.'( [resp_frec 1, resp frec 0],tho=-5..5,a=0..10, color = ["Chocolate",

"ComnflowerBlue"], linestyle= [ "solid", "dash" ], thickness =2, axis = [ gridlines = [ 10,
color = grey]], axes = boxed, grid = [250, 2501, labels = | &, a |, tickmarks = [0, 0],
legend=[ "o. > 0", "o.=0"], titlefont = ["ARIAL", 16], labelfont = [ "Arial", 12 ],

axesfont=["Arial", "Arial", 12], legendstyle= [ font=["Arial", 6], location = right], size

350 250 D
22

£l

w>0

— — iy = ]

o

implicirplar( legl,eq0],p=-10...10,y=0... Pi, color =["Sienna", "blue"], linestyle
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= ["solid", "dash"), thickness =2, axis = | gridlines = [ 10, color = grey]], axes = boxed,
grid =[150, 1501, labels = [CF, “{], legend=[ "o > 0", "ot=0"], tickmarks = [0, 0],

titlefont = ["ARIAL", 121, labelfont=["Arial", 12], axesfoni=["Arial", "Arial", 121,

legendstyle= [ font=["Arial", 6], location = right), size = 3;0 1 2§U D,
,Y l a>0
— — =0
(]

dualaxi‘spi’of[imp(ici!plot[ [resp_frec_1],tho=-10..10,a=0... 10, color
= ["CornflowerBlue" |, linestvle= [ "solid" ], thickness =2, axes = boxed, grid = [ 250,
2501, axis = [ gridlines = [ default, thickness=0, color = grey]], labels = [0', a ], tickmarks

=110, 81, labelfont = ["Arial", "Arial", 127, axesfont=["Arial", "Arial", 107, legendstyle
350 250

= [ font=["Arial", 12], location = right], size = )

), fmp!fcifpfor[ legl].p=

-10...15,vy=0... Pi, color=["Sienna" ], linestyle = [ "dash" ], thickness =2, axes = boxed,
grid =150, 1501, labels = |o, 7], tickmarks =10, 9], axis = [gridlines = [0, thickness

=0, color =grey]], labelfont = ["Arial", "Arial", 12], axesfont= ["Arial", "Arial", 10],

30 250,
272 ’

legendstyle= [ font=["Arial", 6], location =right), size =

-10 -4 0246 10
(]
RESPULSTA FRECULENCIAL (BEECTO NO LINEALIDAD)
resp_frec0l = simplify(subs( f=5,1=0.3, a=-15, 0 =4, resp_frec));
resp frec02 = simplify(subs( f=5,u=0.3, a.=-9, @ =4, resp_fiec));
resp_firecl) i= simplifi(subs( f=5,1=0.3, =0, @ =4, resp_frec) );
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resp_firecl = simplifi(subs( f=5,1=03, =9, 0 =4, resp_fiec)):
resp frec2 = simplify(subs( f=5,1=03, =15, @ =4, resp_fiec));

impficiaplor( [resp_frecO1, resp_frec()2, resp_frecl), resp_fiecl, resp_frec2],tho=-7..7,a
=0...5, color=["Sienna", "Purple", "SeaGreen", "VioletRed", "blue" ], thickness = [2,
2,2,2,2], linestyle=[1,6, 3,4, 2], axis = [gridlines = [ 10, color = grey]], axes = boxed,
grid = (250, 250, labels = [CF, a], tickmarks = [0, 0], legend=[ "ot=- 15", "ot =- 9",

"oo=0 " "oe=9 ", "= 15"], labelfont = ["Arial", 12], axesfont=["Arial", "Arial", 12],

350 250 D

legendstyle= [ font=["Arial", 6, location = right), size = >

RESPULSTA FRECULENCIAL (PFECTO AMORTIGUAMIENT()
resp_firec010 = simplify(subs( f=5,u=0, x=9, m=4, resp_frec) );
resp_firec020 = simplify(subs( f=5,1=0.3, =9, © =4, resp_frec) );
resp_firec00 = simplify(subs( f=5,1=0.5,00=9, =4, resp_frec));
resp_firecl0 = simplify(subs( /=5, u=0.65, =9, w =4, resp_frec));
resp_frec20 = simplifi(subs( f=5,1=0.85, =9, © =4, resp_frec) );

Empftcﬂpf()l( resp_frec010, resp_frec020, resp_frecO0, resp_frecl0, resp_frec20], rho=-4 ..
.8,a=0..10, color=["Sienna", "Purple", "SeaGreen", "VioletRed", "blue"], linestyle
=[1,6,3,4,2], thickness= (2,2, 2,2, 2], axis = [ gridlines = [ 10, color = grey]], axes
= boxed, grid = [250, 2507, labels = [tho, a], tickmarks = [0, 0], legend =[ "u=0",

"w=0.3""u=0.5", "u=0.65", "u=0.85"], labelfont = [ "Arial", 12 ], axesfont = [ "Arial",

@250})
20 2 )

"Arial", 12], legendstyle= [ font=["Arial", 6, location = right], size =
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p

RLESPULSTA FRECUENCIAL (EFECTO AMPLITUD DE LA FULERZA DE EX[TACIC)N)

resp_frecf01 = simplify(subs( f=0.5,0=0.3, 00=9, © =4, resp_frec));
resp_firecfi2 = simplify(subs( f=2.5,1=03, =9, @ =4, resp_frec) );
resp_firecfl) == simplify(subs( f=5,u=0.3, =9, =4, resp_fiec) );
resp_firecfl == simplifi(subs( f=7.5,0=0.3, 0=9, =4, resp_frec));

resp_fiecf2 = simplify(subs( f=10,u=0.3, 0. =9, =4, resp_frec));
implicitpfor( [resp_frecfUl, resp_frecfl)2, resp_frecfl), resp_frecfl, resp_frecf2],rho=-4..

.15 ,a=0..10, color=["Sienna", "Purple", "SeaGreen", "VioletRed", "blue"], linestyle
=[1,6,3,4,2], thickness=1[2, 2,2, 2, 2], axis = [ gridlines = [ 10, color = grey]], axes
= hoxed, grid = [250, 250, labels = [G, a], tickmarks = [0, 0], legend=| "f=0.5",

"f=25""f=5.0 " "f=75 ","f=10"], labelfont=["Arial", 12], axesfont=["Arial",

350 250 D
22

]

"Arial", 121, legendstyle = [ font=["Arial", 6], location = right], size =

AMPLITUD DU LA RUISPULSTA V8 AMPLITUD DI EXITACION (BELECTO
PARAMUETRO DETUNING

resp_f~ a0 = simplify(subs(p=-10,u=0.3, 0.=9, w=4, resp_frec) );
resp_{ al = simplify(subs(p=-35,1=0.3, =9, © =4, resp_frec) );
resp_f a2 = simplify(subs(p=0,1=0.3,0.=9, 0 =4, resp_frec) );
resp_f a3 = simplify(subs(p=5,1=0.3, 2 =9, 0 =4, resp_frec) );
resp_f" a4 = simplify(subs(p =10, u=03, =9, m =4, resp_fiec));

impiicirp!or( [resp [ al,resp [ al,resp [ a2, resp [ a3, resp [ ad],f=0..110,a=0..
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. 10, color = ["Sienna", "Purple", "SeaGreen", "VioletRed", "blue"], linestyle=[1, 6, 3,
4, 2], thickness=[2, 2, 2, 2, 2], axis = [ gridlines = [ 10, color = grey]], axes = boxed, grid
=[150, 150], labels = [f, a], tickmarks = [0, 0], legend=[ "6 =-10", "6=—5", "6 =0",

"G = 5" g = 10", "o = 12"), labelfont= [ "Arial", 121, axesfont= [ "Arial", "Arial", 12],

@250)
272

L]

legendstyle= [ font=["Arial", 6], location =right], size =

resp_frec 10 = simplify(subs(u=03, =1, 0 =1, resp_fiec) );

implicitplot3d( [resp frec_101,p=-6...20,f=0..4,a=0..7, linestyle="solid", grid
=[150, 150, 1501, axes ="box", labels = [U,f,' a], tickmarks = [10, 10, 10], stvle
="surface", titlefont = ["ARIAL", 18], labelfont=["HELVETICA", 16], axesfont
= ["HELVETICA", "ROMAN?", 12, orientation = | - 60, 46, 0], tickmarks = [0, 0, 0],
scaling = unconstrained )




