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Resumen

Este trabajo de tesis aborda el modelado, análisis estructural, análisis modal y validación
experimental de estructuras de material compuesto. En particular, se considera el modelado
de los tipos más comunes de material compuesto como son las �bras de vidrio y las �bras
de carbono, a través de modelos de esfuerzo-deformación y su validación experimental uti-
lizando extensometría para determinar sus propiedades elásticas y/o inelásticas. Asimismo,
se realizan pruebas experimentales, aplicando las técnicas tradicionales de análisis modal
para la identi�cación de los parámetros modales y explorar posibles comportamientos es-
tructurales no lineales en elementos básicos como son barras, vigas, paneles y estructuras
fabricadas de materiales compuestos. Para propósitos de diseño y validación experimental
se emplean diferentes vigas y panales de �bras de carbono, utilizando galgas extensiométri-
cas (uniaxiales y rosetas), así como acelerómetros piezoeléctricos y excitación sinusoidal con
generadores electromagnéticos de vibraciones.



Abstract

This work deals with the modeling, structural analysis, modal analysis and experimen-
tal validation of composite structures. In particular, it is considered the modeling of the
most common types of composite materials such as glass �bers and carbon �bers, through
stress-strain models and their experimetnal validation using extensometric techniques to de-
terminate their elastic and/or inelastic behavior. Some experimental tests are carried out,
applying traditional modal analysis techniques for the identi�cation of the modal parame-
ters and also exploring possible non-linear structural behavior on basic elements such as
bars, beams, panels and structures made of composite materials. For desing purposes and
experimental validation, di¤erent beams and panels of carbon �bres are employed, using
(uniaxial and rosettes) strain gages as well as piezoelectric accelerometers and sinesweep
electromagnetic shaker excitation schemes.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Introducción general

El estudio y análisis de los materiales forma parte de una de las ramas de la mecánica
que ha tomado un auge mayor en las últimas décadas, aunque siempre ha estado presente
desde el origen de la humanidad.

Estos estudios nos retornan a la época de las cavernas, en las que el ser humano por
necesidad tenía que hacer herramientas y para ello tendía a experimentar con los materiales
que se encontraban de manera natural (rocas, ramas, etc.), pasando el conocimiento de
generación en generación y tratándolo de mejorar con el paso del tiempo (ver Fig. 1.1).

Figura 1.1: Algunas herramientas primitivas [1].

De esta forma, poco a poco, existieron personas que fueron más allá y empezaron a realizar
experimentos más elaborados para tratar de entender como es el comportamiento de esos
materiales, además de sus propiedades tanto físicas como químicas, abriendo nuevas ramas
de estudio en la ciencia. Pero no todo se detuvo ahí, porque pasaron de analizar materiales
presentes en la naturaleza hasta el desarrollo de tecnología y muchos otros materiales.
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Actualmente, el desarrollo de herramientas y maquinaria más so�sticada, ha llevado a la
humanidad a la búsqueda de nuevos y mejores materiales que sustituyan y le den un valor
agregado a los anteriores (ver Fig. 1.2).

Figura 1.2: Herramientas de uso actual [2].

Estos materiales mejorados o especiales se han convertido en la moda de las últimas
décadas, pero no por eso signi�ca que no hayan sido utilizados anteriormente. Un claro
ejemplo de estos materiales especiales son los tabiques elaborados con adobe, que se realiza
con la mezcla de dos o más elementos, en este caso lodo y varas o paja. Estos tabiques
eran usados en la construcción de viviendas, aportando mejores propiedades estructurales
en la mezcla, a diferencia de cuando sólo eran hechos de lodo o de varas. Estos materiales
especiales, resultado de la combinación de al menos dos materiales distintos, se les denomina
comúnmente como materiales compuestos.

En nuestros días convivimos con una gran cantidad de materiales compuestos, tanto nat-
urales como arti�ciales, motivo por el cual, los temas que abarca la presente tesis, involucran
el análisis estático y dinámico de dichos materiales, centrándonos principalmente en las �-
bras de carbono, material que en los últimos años ha tenido un auge cada vez mayor, siendo
empleada en aplicaciones comerciales o especializadas como en la industria aeronáutica y
automotriz [45].

1.2. Motivación

La importancia de conocer las propiedades y características de un material reside en que
de esta forma tenemos una referencia del comportamiento que tendrán cuando sean usados
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en alguna aplicación y las condiciones en las que estarán envueltos una vez que adopten su
forma �nal.

En ocasiones estas características pueden no cumplir con las especi�caciones del diseñador
o del usuario �nal, por lo que se recurre a la invención o innovación de otro tipo de materiales,
creando nuevos o empleando los ya existentes. Estos nuevos materiales por lo regular tienden
a igualar o incluso a superar las propiedades de materiales que son usados normalmente, y
de aquí surge la idea de la combinación de varios de ellos, algunos denominados materiales
compuestos, pero en ello nos centraremos más adelante.

Como se mencionó anteriormente, el uso de los materiales compuestos lleva con la hu-
manidad desde su origen y poco a poco ha ido evolucionando. Así, desde las herramientas
rudimentarias, tales como �echas, arcos y lancetas hechas de ramas y piedras, que tenían el
propósito de ser usadas en la caza, pasando por la manipulación y mezcla de metales para
la forja de utensilios de caza y armas, para la defensa de las poblaciones, y llegando a las
herramientas y/o dispositivos de los que disponemos actualmente.

Hoy en día, los materiales compuestos son usados en una amplia gama de aplicaciones que
van del ámbito especializado (industria aeroespacial, automotriz, aeronáutica, marítima, etc.)
al área comercial (deportes, manualidades, para reparación, etc.), por lo que el análisis de
sus propiedades estructurales se vuelve fundamental, tanto de forma estática como dinámica.

Tomemos un par de ejemplos para este apartado, en el entorno industrial, ya sea el área
de la aeronáutica o de la automotriz, la necesidad de crear materiales tan resistentes como el
acero y más ligeros que el aluminio, dio con la invención de materiales especiales que cumplen
esas características y hasta las superan. Si nos enfocamos en el área automotriz, tenemos que
los automóviles actuales usados en competiciones como la Fórmula 1 (ver Fig. 1.3), requieren
ser resistentes y tener un peso mínimo, lo que se resume a tener que suministrar menor o
igual potencia en el motor y obtener velocidades iguales o mayores a las alcanzadas al usar
materiales comunes. Todo esto es una realidad con el uso de los materiales compuestos como
las �bras de carbono.

El uso de los materiales compuestos tiene pros y contras, pero debido a que los factores
a favor son mayores, ha iniciado desde hace unas décadas un enorme incremento en los
estudios para tratar de minimizar esos puntos en contra, como el de reducir su alto costo para
hacerlos competitivos al compararlos con materiales simples y de fácil acceso. Otro problema
encontrado en ellos es la di�cultad en su análisis estructural (esfuerzos, deformaciones, etc.).
Por esta razón, este es el tema principal en la presente tesis, es decir, el explorar, descubrir
y validar modelos matemáticos que nos den indicios del comportamiento aproximado en
piezas de material compuesto, principalmente en los formados por �bra de carbono, que es
un material utilizado cada vez más en la actualidad, por las propiedades que posee, como su
gran resistencia a la tracción y su ligereza.
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Figura 1.3: Monocasco de Fórmula 1 [6].

1.3. Objetivos de la tesis

1.3.1. Objetivo general

El objetivo general del presente trabajo de tesis consiste en el modelado, análisis modal
y evaluación experimental de estructuras de material compuesto, basándose principalmente
en las �bras de carbono.

1.3.2. Objetivos especí�cos

1. Investigación y capacitación en algunos procesos y técnicas de fabricación con �bras
de vidrio y de carbono.

2. Elaboración de piezas de �bra de carbono.

3. Obtención de modelos que representen el comportamiento de un compuesto de �bra
de carbono.

4. Medición experimental estática de las piezas, para validar su módulo de Young y coe-
�ciente de Poisson.

5. Obtención de modelos que representen el comportamiento dinámico de un compuesto
de �bra de carbono.

6. Medición experimental dinámica de las piezas, para validar las frecuencias naturales y
amortiguamiento resultantes.
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1.4. Organización de la tesis

El presente trabajo de tesis se encuentra organizado de la siguiente manera:

En el Capítulo 2 se describen algunos antecedentes y de�niciones necesarias para la
formalización en el tema de los materiales compuestos. Asimismo, nos adentramos al estudio
de la parte matemática de los mismos.

En el Capítulo 3 se exponen los procesos llevados a cabo para la realización de piezas
de materiales compuestos (Plásticos Reforzados con Fibras), así como la manera en que
podemos adquirir datos de ellos a través de la intrumentación de los mismos.

En el Capítulo 4 se presentan los modelos matemáticos �nales obtenidos para las piezas
de �bra de carbono analizadas, así como la forma de realizar las pruebas experimentales.

En el Capítulo 5 se presentan algunos resultados experimentales que permiten validar los
resultados teóricos y numéricos.

Por último, en el Capítulo 6 se describen algunas conclusiones y perspectivas del trabajo.
Al �nal se incluyen algunos anexos donde se muestran los planos de diseño, especi�caciones
de componentes y equipo utilizado, programas de simulación e interfaces de tiempo real.
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Capítulo 2

Materiales compuestos

2.1. Antecedentes

Desde años ancestrales la humanidad ha tenido la necesidad de crear herramientas que les
faciliten la vida. Un ejemplo claro es el de una piedra con �lo que les permitía cazar animales
de gran tamaño de una forma más rápida. Conforme la humanidad fue evolucionando, lo
han hecho también las herramientas y máquinas, al igual que los materiales necesarios para
crearlas, estos materiales se consideran especiales ya que deben cumplir con las funciones
especí�cas para los que han sido diseñados.

Para nuestros ancestros, su inspiración se centró en la naturaleza, al tratar de igualar los
diseños brindados por ella y por millones de años de evolución. Tomemos el ejemplo de las
golondrinas, aves que hacen sus nidos a base de lodo, palos, paja o pasto, y analizaremos el
porqué de esta composición tan peculiar. Estas aves requieren que su nido sea principalmente
resistente y cálido. La calidez es dada por el contenido de tierra en el lodo, las golondrinas
al permanecer dentro del nido transmiten y conservan el calor gracias a él, pero si sólo fuera
de lodo la composición, al secarse, se partiría y poco a poco se desmoronaría el nido. Ahora
si agregamos materiales que nos permitan evitar eso y mantener todo unido, las golondrinas
bebés no tendrían problema al permanecer su�ciente tiempo en el nido hasta que tengan que
dejarlo y aprender a volar. Al incrustar hierbas y palos en el armado del nido, se mejoran
sus propiedades estructurales, en comparación de las obtenidas con un nido hecho solo con
lodo, ya que evitan su separación y desmoronamiento.

El ser humano se basó en esta idea y decidió crear sus casas usando una composición
similar de tierra y hierbas, dando creación a los tabiques de adobe que fueron muy usados en
la antigüedad y lo siguen siendo en nuestros días (ver Fig 2.1). Pero ¿qué los hacía especiales?
Además de la propiedad de mantener el calor, daban un buen soporte a las viviendas, por lo
que se considera un claro ejemplo de los materiales especiales de los que hablamos; materiales
que son una combinación de dos o más de ellos que en conjunto las propiedades estructurales
igualan o superan a los que lo conforman.

7
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Figura 2.1: Bloques de adobe [7].

De ahí surge otra pregunta: ¿Cuál es el nombre de este tipo de materiales? La respuesta
es simple, son conocidos ahora como materiales compuestos o también como compósitos.

2.2. Material compuesto

La literatura suele de�nir a un material compuesto de diferentes formas, pero todas llegan
a de�nirla como sigue:

Un material compuesto es la combinación de dos o más constituyentes de propiedades
diferentes, combinados a nivel macroscópico y que no son solubles entre sí [5].

O también como sigue:

Un material compuesto es un conjunto de dos o más materiales de naturaleza diferente,
complementando y permitiendo obtener un material distinto, en el cual sus características
de calidad son mayores a las de los componentes por separado [3].

Además, se deben considerar algunas restricciones para la selección de los materiales
constituyentes, uno debe ser de fase continua y el otro deberá estar formado por una o
demás fases discontinuas. La fase discontinua generalmente es más fuerte y con propiedades
mecánicas superiores a las de la fase continua. Esta fase continua es llamada matriz. Estas
restricciones en los materiales usados nos permiten clasi�carlos en dos grupos (ver Fig. 2.2):

Fase reforzadora o material de refuerzo. Posee un módulo de Young mayor y
mejores propiedades cuando es sometido a tracción.

Matriz. Este material tiene la capacidad de cubrir completamente a la fase reforzadora.
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Figura 2.2: Representación esquemática de un material compuesto.

Como sabemos, estos elementos poseen propiedades y características distintas, que al
combinarse originan un comportamiento completamente diferente que el que posee cada
uno por separado. Un ejemplo de comportamiento de los dos materiales constituyentes y el
compuesto se puede ver en la Fig. 2.3.

Figura 2.3: Comportamiento típico en esfuerzo-deformación de un material compuesto (re-
fuerzo vs matriz).

Como se aprecia en la Fig. 2.3, existe un compromiso en la selección de los dos materiales,
y así el diseñador puede decidir si las características del nuevo compuesto equiparan la
pérdida de propiedades de los materiales constituyentes.

2.2.1. Tipos de reforzadores usados en los materiales compuestos

Existen diferentes formas de clasi�car a los elementos reforzadores, la más usada es cat-
alogarlos a través de su forma y tamaño.
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Partículas

Este tipo de componente se suele de�nir como elementos de dimensión pequeña. Por lo
regular su presentación es en polvo (ver Fig. 2.4).

Figura 2.4: Representación de un compuesto con partículas como material de refuerzo.

Partículas largas.

En esta categoría entran las partículas con un tamaño desde las 10 �m hasta dimen-
siones macroscópicas.

Cerámicos.

Están formados por materiales no metálicos en forma de polvo o partículas y su inte-
racción ocurre a nivel atómico.

Reforzamiento por dispersión.

Las partículas que entran en esta categoría cuentan con un tamaño de 0;01� 0;1 �m,
por lo que poseen interacción molecular. La diferencia con las partículas cerámicas es
que los materiales empleados son por lo regular metales o aleaciones.

Fibras

Son hilos muy �nos con diámetros de 10 a 400 �m cuya longitud es de tamaño macroscópi-
co y mucho mayor a su área transversal.

Fibras cortas.

Su dimensión es mucho menor que la matriz, pudiendo estar orientadas o estar dis-
tribuidas aleatoriamente (ver Fig. 2.5).
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Figura 2.5: Clasi�cación de las �bras. (a) Fibras cortas orientadas. (b) Fibras cortas sin
orientar. (c) Fibras largas.

Fibras largas.

Por lo general son orientadas en un solo sentido y la forma usual en la que las encon-
tramos es en forma de hilos o cordones, cuando unimos o trenzamos varias de ellas (ver
Fig. 2.5c).

Alambres.

Son elementos reforzadores extremadamente largos, capaces de cubrir en su totalidad
la dimensión longitudinal de la matriz. Usualmente se emplean materiales metálicos
para elaborarlos (cables de acero, alumnio, cobre, etc.).

Estructurales

Laminados.

Este tipo de compuesto se caracteriza por estar conformado por varias láminas colo-
cadas una encima de la otra y pegadas entre sí (ver Fig. 2.6).

Tipo sándwich.

El refuerzo usado en los compuestos tipo sándwich es de un material menos denso que
el de las dos caras externas que lo conforman, los más usados son las estructuras tipo
panal de abeja (honeycomb), formado por celdas hexagonales (ver Fig. 2.7).
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Figura 2.6: Piso laminado constituido de varias capas con láminas de diferentes materiales
[8].

Figura 2.7: Material con panal tipo abeja (honeycomb) [9].

2.2.2. Tipos de matrices utilizadas en los materiales compuestos

La clasi�cación de las matrices utilizadas en los materiales compuestos se basa en las
características del material.

Polímeros.

Los polímeros se de�nen como macromoléculas compuestas por una o varias unidades
químicas (monómeros) que se repiten a lo largo de toda una cadena [10]. Ejemplos de
ellos son el poliéster, epoxy, uretano, poliamidas, etc. (ver Fig. 2.8).

Metales.

Son aquellos materiales que son buenos conductores del calor y la electricidad, poseen
alta densidad, tienen una elevada capacidad de re�exión de la luz, y por lo regular
son sólidos a la temperatura ambiente [11]. Algunos ejemplos son el acero, aluminio,
titanio, etc. Ver Fig. 2.9.
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Figura 2.8: Ejemplo de cadenas de monómeros [10].

Figura 2.9: Per�l de aluminio.

Cerámicos.

Son sólidos inorgánicos no metálicos producidos mediante tratamiento térmico. Son
duros, no combustibles y no oxidables [12]. Los podemos encontrar en refractarios y
porcelanas.

2.2.3. Plásticos Reforzados con Fibras

De la clasi�cación anterior nos centraremos en el desarrollo de esta tesis en los Plásticos
Reforzados con Fibras (PRF), que son compuestos de �bras y matrices, los cuales son pegados
o unidos a través de una interfaz, para asegurar que el sistema compuesto en su conjunto se
comporte de manera satisfactoria [36]. Los refuerzos para PRF más usados en la industria
son las �bras de vidrio, debido a su bajo costo, alta resistencia mecánica, térmica y eléctrica,
además de ser viable en su uso con sustancias corrosivas, por lo que los casos de estudio de
este material son bastante amplios y muy conocidos en el área de los materiales compuestos.
Ver Tabla 2.1.

Otros de los materiales que entran en la categoría de refuerzos para PRF son las �bras
de carbono, que resultan ser más costosas, comparándolas con los compuestos de �bras de
vidrio, pero con amplias ventajas en sus propiedades mecánicas (mayor módulo elástico y
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mejor comportamiento a la fatiga). Un punto a destacar como ventaja y desventaja, si-
multáneamente, es su gran conductividad eléctrica, este factor dependerá del diseñador y la
aplicación a la que está encaminado.

Tabla 2.1. Propiedades de la Fibra de Vidrio (FV) y de la Fibra de carbono (FC)
Propiedades / Fibra FV FC HS FC HM
Densidad (gcm�3) 2;45 1;75 1;94

Módulo de tensión longitudinal E1(GPa) 71 224 385
Módulo de tensión transversal E2(GPa) 71 14 6;3

Coe�ciente de Poisson �12 0;22 0;2 0;2
Módulo de cortante G12 (GPa) 30 14 7;7
Resistencia a la tracción � (MPa) 3500 2100 1750

Expansión térmica longitudinal �1 (10�6K�1) 5 �1 �1
Expansión térmica transversal �2 (10�6K�1) 5 10 10

Los materiales usados principalmente en la matriz de los PRF son tanto las resinas
poliéster como las resinas epóxicas, consideradas como plásticos termo-resistentes.

Las resinas poliéster son las resinas mayormente usadas en el mundo por su bajo precio
y facilidad de adaptarse a procesos para su aplicación. También cuentan con buena rigidez
y estabilidad dimensional, aunque en su aplicación sufren de gran contracción (8 � 10%) y
no tienen buena resistencia al impacto. Ver Tabla 2.2.

En cambio, el uso de las resinas epóxicas ha ido en aumento por presentar mejores
propiedades mecánicas que las resinas poliéster, con menor contracción en el proceso de
fabricación (0;5 � 1%) y buena resistencia contra los químicos y la humedad. También se
suele usar en aplicaciones que requieran temperaturas de trabajo del orden de los 150� 190
�C, valores que no se alcanzan con las resinas poliéster (máx. 120 �C).

Tabla 2.2. Propiedades de las resinas más usadas.
Propiedades / Resinas Epoxi Poliéster

Densidad (gcm�3) 1;54 1;38
Módulo de tensión E (GPa) 3;5 2;5
Coe�ciente de Poisson � 0;33 0;33

Módulo de cortante G (GPa) 1;25 1;2
Resistencia a la tracción � (MPa) 60 35

Expansión térmica longitudinal � (10�6K�1) 57;5 �

Desde este momento podemos reformular la de�nición de material compuesto, desde el
punto de vista que se usará en el presente trabajo.
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Un material compuesto es aquel constituido de al menos dos elementos, una matriz y uno
o varios elementos de refuerzo basados en �bras.

2.2.4. Tipos de tejido para las �bras

Como se describe anteriormente, las �bras juegan un papel importante en la creación
de los materiales compuestos, pero su trato se vuelve complicado cuando se emplean como
mono�lamentos. Por lo tanto, se suelen usar en forma de hilos o cordones para su fácil
manejo, pero no exclusivamente. Actualmente existen formas de agruparlos, conocidos como
tejidos, dándonos una distribución super�cial.

Los tejidos pueden ser organizados y catalogados de la siguiente manera:

En forma de alfombra o colchoneta (ver Fig. 2.10), en la que las �bras, continuas o
discontinuas, están ordenadas de manera aleatoria.

Formando telas. Este tipo de tejido es ortogonal, entrelazando dos conjuntos de hilos
en diferentes direcciones conocidas como urdimbre y trama.

Figura 2.10: Tejido en forma de colchoneta [13].

A continuación describiremos algunos conceptos para que el lector se familiarice con el
vocabulario que se usará desde este punto y a lo largo de la presente tesis.

La urdimbre corresponde a las �bras orientadas de forma longitudinal al tejido y la trama
son los hilos colocados de forma transversal cuya función es de contra hilo o relleno del tejido
longitudinal (ver Fig. 2.11).

La forma en que están tejidas puede repetirse con cierto patrón en ambas direcciones.
A continuación, algunos ejemplos de las con�guraciones más comunes usadas por los fabri-
cantes.
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Figura 2.11: Urdimbre: Fibras longitudinales. Trama: Fibras transversales.

Tejido unidireccional.

Está formado de hilos que son alineados en la dirección longitudinal, solamente sostenido
por �lamentos pequeños en la trama. Ver Fig. 2.12a.

Tejido plano (tafetán).

En este tipo de tejido la urdimbre y la trama pasan sobre un hilo y por debajo del
siguiente (relación 1 a 1). Esta con�guración tiene buena resistencia a la distorsión,
pero es difícil adaptarse a formas con relieve y sus propiedades mecánicas son similares
en las dos direcciones. Ver Fig. 2.12b.

Tejido Twill (targa).

En este tipo de tejido la con�guración de hilos entrelazados por arriba y por debajo
de la urdimbre y trama cambia y puede ser en proporción 2 � 1 o 2 � 2 dándole un
patrón en diagonal. Este tipo de tejido es usado en piezas con formas complejas. Ver
Fig. 2.12c.

Tejido cruzado.

Este tipo de tejido consta de dos capas de hilos superpuestos sin entrelazar, lo que
ayuda a eliminar esfuerzos cortantes, con la consecuencia de elevar su costo sobre los
demás tejidos. Ver Fig. 2.12d.

Tejido satinado.

En este tipo de tejido los hilos de la urdimbre y de la trama van intercalados de
manera más alejada, entre 4 y 8 hilos por uno. Este tejido también es usado en formas
complejas. Ver Fig. 2.12e.
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Figura 2.12: Tipos de tejidos. (a) Tejido unidireccional. (b) Tejido plano. (c) Tejido Twill.
(d) Tejido cruzado. (e) Tejido satinado.

2.2.5. Procesos de moldeo

Existen diferentes tipos de moldeo de piezas de PRF. Para el desarrollo de esta tesis, nos
enfocamos en el proceso de moldeo por contacto, describiendo las generalidades del moldeo
manual y el moldeo por vacío.

Moldeo manual. Ver Fig. 2.13.

En el proceso de moldeo manual se requiere de una pieza que funja como molde, la
cual debe ser recubierta por capas de material desmoldante para facilitar su extracción.
También debe ser una super�cie lisa y suave, ya que la pieza �nal tomará la textura
del molde.

Sobre este molde se debe colocar la tela, tejido o �bras a emplear como refuerzo y se
debe impregnar con la matriz o resina de nuestra elección. Para ayudar a tener una
distribución uniforme nos auxiliamos de una brocha o un rodillo.

Una vez endurecida la resina, la pieza se desmonta del molde y se le realizan ajustes
para darle el acabado �nal.
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En este proceso también puede aplicarse una contraparte en la cual se ejerce presión y
obliga a la pieza a tener un espesor dado.

Figura 2.13: Proceso de moldeo manual de una pieza de PRF.

Moldeo por vacío. Ver Fig. 2.14.

En el proceso de moldeo por vacío se requiere que el molde esté debidamente preparado
con la capa de material desmoldante, se coloca la �bra de refuerzo y se pre-impregna
con resina. Inmediatamente se le coloca una película de material plástico, la cual sirve
de contracara. En este momento se acciona una bomba de vacío que eyecta todo el
aire contenido en la pieza y por la acción de la presión atmosférica, esta se comprime
dando un espesor menor al que se puede obtener por un moldeo manual. Debido a
la compresión obtenida, el valor de la relación de �bra vs resina es mayor, aportando
mejores propiedades mecánicas que uno por moldeo manual.

Figura 2.14: Proceso de moldeo por vacío de una pieza de PRF.
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En capítulos posteriores se describen estos procesos de una manera más detallada, aplicán-
dolos al proceso de moldeo para piezas de �bra de carbono que se ocuparán en el desarrollo
del presente trabajo.

2.3. Mecánica de los materiales compuestos

La mecánica de los materiales es una rama de la mecánica que estudia los efectos internos
del esfuerzo y la deformación en un cuerpo sólido que está sometido a una carga externa [26].

El esfuerzo se asocia directamente con la resistencia del material del que está hecho,
mientras que la deformación se relaciona con el cambio en su tamaño y forma.

Como se expresa en el título del presente tema de tesis, se aborda el análisis de estructuras
de materiales compuestos, no obstante es necesario recalcar el signi�cado de algunas palabras
que ocuparemos de manera recurrente.

Una estructura se re�ere a un sistema de partes conectadas que se utiliza para soportar
una carga [25].

Los elementos que pueden constituir una estructura son principalmente

Tensores: Estos elementos que por lo regular son delgados (varillas, barras, ángulos o
canales) y se somenten a fuerzas de tensión.

Vigas: Son elementos rectos horizontales los cuales soportan cargas verticales.

Columnas: A diferencia de las vigas, estos elementos se colocan de manera vertical y
son sometidos a cargas de compresión.

También tenemos cuatro tipos de cargas internas resultantes:

Fuerza Normal: Este tipo de fuerza aparece cuando tenemos fuerzas externas que
jalan o empujan sobre dos segmentos de un cuerpo, por lo que su componente aparece
de manera perperdicular al área de acción de dichas fuerzas.

Esfuerzo cortante: Para este caso la fuerza es aplicada sobre el mismo plano del área,
lo que ocasiona un deslizamiento entre dos segmentos.

Momento de torsión: Este tipo de efecto se da cuando las cargas externas tienen a
torcer un segmento del cuerpo sobre un eje perpendicular al área.

Momento �exionante: Este fenómeno ocurre cuando las cargas externas tienden a
�exionar un cuerpo respecto a un eje tomado del plano del área.
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Como se menciona en la Sección 2.2, un material compuesto es aquel formado por dos o
más constituyentes de naturaleza diferente, uno de ellos conocido como matriz y el otro como
material de refuerzo. Al analizar sus propiedades de manera individal, podemos observar un
comportamiento homogéneo en cada uno, pero al combinarlos, estas propiedades cambian
completamente y son dependientes de la cantidad de �bra y resina usada en la composición
total. Ver Fig. 2.3.

Los materiales con los que nos relacionamos en la vida diaria poseen diferentes formas
y propiedades, por lo que es importante realizar una clasi�cación especial basada en el
comportamiento elástico que presentan, para esto se toma en cuenta la relación lineal de
elasticidad, que permite correlacionar la deformación que sufre un cuerpo sometido a una
carga con los esfuerzos presentes en el material. Esta herramienta es nombrada como ley de
Hooke generalizada o ecuación de elasticidad y es expresada para una sola dirección en la
expresión

� = E" (2.1)

donde E es el parámetro de rigidez del propio material conocido como módulo de Young y es
distinto para cada uno. Cuando se requiere realizar un análisis espacial u obtener un estado
tensional volumétrico o tridimensional, la ley de Hooke generalizada es como sigue

� = C" (2.2)

donde ahora � 2 R6 y C es una matriz de rigidez de 6� 6. Considerando los coe�cientes de
rigidez Cij, el estado tensional volumétrico se puede expresar de forma detallada como26666664

�1
�2
�3
�4
�5
�6

37777775 =
26666664
C11 C12 C13 C14 C15 C16
C12 C22 C23 C24 C25 C26
C13 C23 C33 C34 C35 C36
C14 C24 C34 C44 C45 C46
C15 C25 C35 C45 C55 C56
C16 C26 C36 C46 C56 C66

37777775

26666664
"1
"2
"3
"4
"5
"6

37777775 (2.3)

La ecuación de elasticidad ec. (2.3) también puede describirse en su relación inversa,
obteniendo las deformaciones basándonos en los esfuerzos medidos, introduciendo un nuevo
término S conocido como matriz de �exibilidad (ec. (2.4) y ec. (2.5)).

" = C�1� = S� (2.4)

con

S =

26666664
S11 S12 S13 S14 S15 S16
S12 S22 S23 S24 S25 S26
S13 S23 S33 S34 S35 S36
S14 S24 S34 S44 S45 S46
S15 S25 S35 S45 S55 S56
S16 S26 S36 S46 S56 S66

37777775 (2.5)
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Con los términos Sij llamados constantes de �exibilidad.

Existen consideraciones dadas por Gay, Hoa y Tsai [14] cuando se comienza con el estudio
del comportamiento elástico de los cuerpos y son las siguientes:

Un cuerpo elástico sometido a esfuerzos se deforma de manera reversible.

Para cada punto en el cuerpo, podemos identi�car los planos principales sobre los cuales
existen solo esfuerzos normales.

Las direcciones normales de estos planos son llamados las direcciones de esfuerzos
principales.

Una esfera pequeña del material que rodea un punto del cuerpo se convierte en un
elipsoide después de que se le aplica alguna carga.

La forma que toma la esfera cuando le es aplicada una carga, nos habla de cómo es su
comportamiento general. Puede tomar dos caminos al deformarse, comportarse como un ma-
terial isotrópico o como un material anisotrópico. A continuación describiremos brevemente
a cada uno de ellos y sus variantes existentes, dando como resultado una clasi�cación basada
en los ejes de simetría que posee el material a analizar, quedando así catalogados en 5 grupos
los cuales son:

Isotrópico. Un material isotrópico es aquel que tiene las mismas propiedades mecáni-
cas, físicas, térmicas y eléctricas en todas las direcciones [28]. Por lo que no tiene una
dirección preferida y cualquier plano puede ser tomado como un plano de simetría.

Transversalmente isotrópico. Un material transversalmente isotrópico es aquel que
tiene tres planos de simetría, por lo que es ortotrópico y uno de sus planos se comporta
como isotrópico.

Ortotrópico. Un material ortotrópico es aquel que posee tres planos de simetría mu-
tuamente perpendiculares con respecto a la orientación de la �bra.

Monoclínico. Un material monoclínico es aquel que tiene un plano de simetría con
respecto a la alineación de las �bras.

Anisotrópico. Un material anisotrópico es aquel que no posee planos de simetría con
respecto a la alineción de las �bras del material [29].

2.3.1. Conceptos y formulación matemática

En el análisis de cualquier tipo de material se debe tener presente el concepto de ho-
mogeneidad, el cual da a entender que las propiedades serán idénticas en cualquier punto
que consideremos analizar. Caso contrario se da en una escala microscópica, en la cual los
materiales se comportan de manera heterogénea.
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Densidad

La densidad media volumétrica de un cuerpo es el cociente de la masa del objeto entre
el volumen ocupado por dicho objeto [16].

_
�objeto =

masa del objeto
volumen del objeto

=
mobjeto

vobjeto
(2.6)

cuyas unidades se miden típicamente en Kg=m3 o g=cm3.

Para un cuerpo compuesto de dos materiales homogéneos de masas M1 y M2, con
volúmenes V1 y V2 y densidades �1 y �2 su densidad media está dada por

� =
Mtotal

Vtotal
=
M1 +M2

V1 + V2
=
�1V1 + �2V2
V1 + V2

(2.7)

Para el caso de la densidad super�cial consideramos una plancha o lámina (una de las
dimensiones es mucho menor que las otras dos), la cual posee un espesor e y tiene área A:

� =
M

V
=
M

eA
=

�
1

e

��
M

A

�
=
1

e
� (2.8)

con � conocida como densidad super�cial.

La siguiente expresión nos ayuda a determinar el espesor del material (�bra de carbono),
tomando en cuenta el valor de la densidad super�cial, ya sea dada por el fabricante o tomando
valores experimentales del material.

e =
�

�
(2.9)

La ecuación (2.9) nos da una referencia de espesor equivalente para un tramado de �bras
equilibradas, de esta forma se puede saber su volumen y porcentaje de �bra de manera fácil
y práctica. Este valor es importante para el cálculo de las variables de fracción volumétrica
de �bra y resina.

Relación peso-volumen

Para determinar modelos que se aproximan al comportamiento real del compuesto basa-
dos simplemente en la caracterización de los elementos constituyentes, debemos recurrir a
las relaciones de volumen y peso mejor conocidas como fracciones volumétricas y de peso. De
esta manera se facilita establecer un porcentaje certero de la cantidad de material utilizado
por cada parte ya sea a través de un volumen o peso dado.

En esta sección se toma una pausa para conceptualizar estos parámetros que serán de
ayuda en futuras secciones.
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Fracción volumetrica Si se considera un material compuesto con un volumen total vc, el
cual está formado por la suma de los volúmenes que ocupan tanto el material de refuerzo vf
como el ocupado por la matriz vm, podemos determinar la siguiente ecuación

vc = vf + vm (2.10)

La ecuación (2.10) está relacionada directamente con los pesos de la �bra y la matriz (wf
y wm) y sus respectivas densidades (�f y �m), por medio de las siguientes dos expresiones:

vf =
wf
�f

(2.11)

y

vm =
wm
�m

(2.12)

Por lo que el porcentaje de �bra ocupado en el compuesto total también conocido como
la fracción volumétrica de la �bra queda expresado como

Vf =
vf
vc

(2.13)

Y la fracción volumétrica de la matriz se da por

Vm =
vm
vc
= 1� Vf (2.14)

Fracción de peso De manera análoga al resultado de las ecs. (2.13) y (2.16), se parte del
peso total del material compuesto (wc) y los pesos individuales de cada uno de los elementos
que lo conforman, en este caso de la matriz y el material de refuerzo (wm y wf). De esta
forma se determina el porcentaje de peso de la �bra en función de su peso y del peso total
del material compuesto.

Wf =
wf
wc

(2.15)

Si ahora se considera el porcentaje basado en el peso de la matriz, se obtiene la siguiente
expresión:

Wm =
wm
wc

= 1� Vm (2.16)

Al existir una relación entre el peso y el volumen del material se debe agregar un término
que los vincule mutamente, este concepto es conocido como densidad. Dependiendo cual sea
la base para el resultado �nal (porcentaje de peso o de volumen), se llega a expresiones
�nales como las siguientes:

�c = �fVf + �mVm (2.17)



24 CAPÍTULO 2. MATERIALES COMPUESTOS

�c =
1

Wf

�f
+ Wm

�m

(2.18)

De estas ecuaciones (ecs. (2.17) y (2.18)), se pueden obtener también las fracciones
volumétricas y las de peso, como se muestra a continuación:

Wf =
�f
�c
Vf (2.19)

Wm =
�m
�c
Vm

y de manera recíproca:

Vf =
�c
�f
Wf (2.20)

Vm =
�c
�m
Wm

El peso �nal de la pieza de material compuesto se estima considerando los elementos de
forma independiente (ec. (2.21)) o con las propiedades promedio del compuesto (ec. (2.22)).

wc = �fvf + �mvm (2.21)

wc = vc�c (2.22)

Espesor de material compuesto

Una expresión simple para el cálculo del espesor de una pieza de material compuesto,
se obtiene al usar el volumen total promedio y dividirlo entre el área que éste ocupa (ec.
(2.23)), lo cual es fácil tratándose de piezas planas y uniformes.

En el caso de piezas con relieves o de formas complejas, esta estimación es más di�cil
de determinar, se recurre a la representación de porcentajes de peso y de densidad, además
en la expresión �nal del espesor (ec. (2.25)) se nota la existencia de dos nuevos términos.
En primer lugar tenemos el gramaje o gramatura Gr, que es un valor dado por el fabricante
para sus tejidos y no es más que el peso del material de refuerzo dividido entre el área que
este ocupa (ec. (2.24)). Sus unidades son dadas por g=m2.

El otro término empleado es el que corresponde al contenido de vacío V v en la pieza,
solamente se puede estimar, debido a la incertidumbre tan grande que poseen los PRF al
ser fabricados y la di�cultad para medirlo de forma precisa. Para evitar la concentración
tan grande de burbujas de aire en el material se recurren a métodos de fabricación con
maquinaria especial que tratan de eliminarlas.
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ev =
vc
A

(2.23)

Gr =
wf
A

(2.24)

et =

�
Gr

1� Vv

��
1

�f
+
1�Wf

�mWf

�
(2.25)

Berthelot [3] da rangos de calidad con respecto a la porosidad o burbujas de aire con-
tenidas en una pieza de PRF, referenciando un máximo de 1% para productos de alta calidad
hasta un 5% para productos con calidad muy baja.

Módulo de elasticidad

El módulo de elasticidad es uno de los parámetros más importantes en el análisis de
mecánica de materiales porque describen el comportamiento elástico de un material cuando
es sometido a fuerzas externas. También da una relación entre los incrementos de tensión
aplicados y los incrementos de la deformación longitudinal unitaria que ocasiona [30].

En un material compuesto se debe tener presente que su módulo de Young es dependiente
del módulo de elasticidad de cada uno de los materiales y la in�uencia de la cantidad de
�bra y de matriz usados en él. Con estas consideraciones tomadas en cuenta, se recurre a la
hipótesis de que en el material compuesto, la �bra y la matriz tienen una elongación idéntica,
originando diferentes esfuerzos provenientes de las distintas propiedades de los materiales
usados. Con las consideraciones anteriores se llega a la expresión de la ecuación (2.26), la
cuál es conocida con el nombre de la regla de las mezclas para determinar el módulo de
Young en materiales compuestos.

Ec = EfVf + EmVm (2.26)

Cuando se usan �bras unidireccionales o tejidos, la regla de las mezclas presentada ante-
riormente (ec. (2.26)), se cambia para adaptarla usando solamente el porcentaje de �bra del
material compuesto, dando como resultado la ecuación (2.27). Asimismo también realizamos
un ajuste que depende de la con�guración del tejido, ya sea unidireccional o bidireccional
usando un parámetro denotado con la letra k que se verá en el apartado de consideraciones
para tejidos. De esta forma apreciamos que con un volumen bajo de �bra, nos da una lámina
con menor resistencia y rigidez a tensión a lo largo de las �bras [31].

ELu = EfVf + Em (1� Vf ) (2.27)

Coe�ciente de Poisson

El coe�ciente de Poisson es una constante elástica que proporciona una medida del es-
trechamiento de sección de un prisma de material elástico lineal e isótropo cuando se estira
longitudinalmente y se adelgaza en las direcciones perpendiculares a las de estiramiento [37].
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La de�nición anterior es tomada para materiales isotrópicos, elásticos y homogéneos, en
caso de materiales compuestos, este valor varía y es dependiente de los materiales que lo
conforman, al igual que el módulo de Young la expresión (2.28) es obtenida basándonos en
la regla de las mezclas. En este caso particular el coe�ciente que obtenemos es denominado
coe�ciente de poisson longitudinal, porque esta referenciado a la dirección longitudinal de la
pieza de material compuesto.

�LTu = �fVf + �m (1� Vf ) (2.28)

Módulo de cortante o rigidez

Este valor puede se aprecia en mayor manera cuando se le aplican esfuerzos cortantes
al material o probeta usada, para un material isotrópico se puede obtener de una manera
rápida conociendo el módulo de Young y el coe�ciente de Poisson.

Para el caso de materiales compuestos tenemos que recurrir al uso de porcentajes de �bra
y los valores de módulo cortante de cada uno de los materiales usados. Cuando realizamos
un ensayo de tensión sobre una pieza notaremos que esta tiende a romperse por lo regular
a un ángulo de 45�. Lo que apreciamos son los esfuerzos cortantes sobre el plano de axial
o de acción, al cual le corresponde una constante que puede ser calculada por medio de la
expresión (2.29) y tiene el nombre de Módulo de cortante longitudinal.

GLTu =
GmGf (1 + Vf ) +Gm (1� Vf )
Gf (1� Vf ) +Gm (1 + Vf )

(2.29)

Otras constantes

Al igual que las tres constantes anteriores, existen expresiones para describir el compor-
tamiento general de un material compuesto y serán presentadas en las ecuaciones (2.30) a
(2.35). Estas ecuaciones han sido desarrolladas a lo largo de las últimas décadas por medio
de la experimentación y considerando las ecuaciones anteriormente descritas. Para el caso
de los módulos de compresión lateral (2.32) y (2.33), una forma de veri�carlos es mediante
el análisis de la compresión hidrostática lateral del material compuesto, en el cual no debe
existir ninguna deformación sobre el eje longitudinal (x), pero se ve re�ejado los esfuerzos en
la dirección (y y z). Otra de las ecuaciones mostradas son el módulo de Young transversal y el
módulo de cortante transversal, los cuales como su nombre lo indica se encuentran ubicados
perpendicularmente al eje de acción de la fuerza aplicada (tensión).

Módulo de compresión de la matriz

km =
Em

3 (1� 2�m)
(2.30)
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Módulo de compresión de la �bra

kf =
Ef

3 (1� 2�f )
(2.31)

Módulo de compresión lateral de la matriz

Km =
Em

2 (1� 2�m) (1 + �m)
(2.32)

Módulo de compresión lateral de la �bra

KL = Km +
Vf

1

kf�km+
Gf�Gm

3

+
1�Vf

km+
4Gm
3

(2.33)

Módulo de cortante transversal

GTT = Gm

2641 + Vf
Gm

Gf�Gm +
km+

7Gm
3

2km+
8Gm
3

(1� Vf )

375 (2.34)

Módulo de Young transversal

ETu =
2

1
2KL

+ 1
2GTT

+ 2(�LTu)
2

ELu

(2.35)

Consideraciones para tejidos

Las ecuaciones descritas anteriormente (ecs. (2.30) a (2.35)) son usadas principalmente
para obtener resultados aproximados en materiales compuestos unidireccionales, cuando nos
centramos en el uso de tejidos para la elaboración de materiales compuestos debemos tener
ciertas consideraciones (ver ec. (2.36)):

Los módulos de Young longitudinal de la urdimbre (ELwp) y de la trama (ELwf) son
equivalentes al valor del módulo de Young longitudinal del material compuesto (ELu).

Lo mismo ocurre con los módulos de Young transversales (ETwp yETwf), los coe�cientes
de Poisson (�LTwp y �LTwf) y los módulos de cortante (GLTwp y GLTwf).

Considerando que el tejido es del mismo material en todas las �bras usadas ya sea
unidireccionales o bidireccionales el valor de k para diferentes con�guraciones es

� k = 1 para tejidos unidireccionales en la dirección de la urdimbre.
� k = 0 para tejidos unidireccionales en la dirección de la trama.
� k = 0;5 para tejidos equilibrados.
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ELwp = ELwf = ELu (2.36)

ETwp = ETwf = ETu

�LTwp = �LTwf = �LTu

GLTwp = GLTwf = GLTu

k =
1

2

Expresiones �nales

EL = (1� �)
�
k�wpELwp + (1� k)�wfETwf

�
(2.37)

ET = (1� �)
�
k�wpETwp + (1� k)�wfELwf

�
�LT =

k�wp�LTwpETwp + (1� k)�wf�LTwfETwf
k�wpETwp + (1� k)�wfELwf

GLT = kGLTwp + (1� k)GLTwf

con

�wp =
1

1� ETwp
ELwp

(�LTwp)
2

(2.38)

�wf =
1

1� ETwf
ELwf

(�LTwf )
2

y

� =

�
k�wp�LTwpETwp + (1� k)�wf�LTwfETwf

�2�
k�wpELwp + (1� k)�wfETwf

� �
k�wpETwp + (1� k)�wfELwf

� (2.39)

Tomando en cuenta (2.36), se llega a las expresiones simpli�cadas

EL = ET =
1

2
(1� �)�u (ELu + ETu) (2.40)

�LT =
2�LTu

1 + ELu
ETu

GLT = GLTu

con
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�u =
1

1� ETu
ELu

(�LTu)
2 (2.41)

� =
4�2LTu�
1 +

ELu
ETu

�2
Aquí concluye la teoría para una sola lámina (unidireccional o tejido) y comienza la

teoría para múltiples capas. Las ecuaciones anteriores (ec. (2.29) a (2.41)) están basadas en
la literatura existente y su desarrollo se puede veri�car, por ejemplo, en el libro de materiales
compuestos de Berthelot [3].

2.3.2. Laminados

En la presente tesis, se consideran a los laminados como principal presentación de los ma-
teriales compuestos, por lo que debemos familiarizarnos con la nomenclatura que se maneja.

Un laminado está formado por capas sucesivas de materiales de refuerzo impregnadas
con resina las cuales pueden estar formadas con hebras longitudinales, con tejidos o también
con otros laminados por lo que pueden tener orientaciones similares o diferentes, al igual que
sus propiedades mecánicas.

Nomenclatura de laminados

Existen diferentes formas para describir la composición y orientación de las capas de un
laminado, puede ser de forma grá�ca o de forma lineal, la más usada es basada en el código
estándar para laminados dado por el el Laboratorio de Dinámica de Vuelo de la Fuerza Aérea
[17] y sintetizado por Carlsson y Adams [18].

Las láminas son listadas entre corchetes, colocando la orientación de cada placa en grados,
iniciando con la capa inferior y separándolas por una diagonal entre cada una si tienen ángulos
diferentes. La orientación, en grados, se mide respecto al eje x del laminado principal y una
rotación en sentido contrario a las manecillas del reloj nos dará un valor de ángulo positivo.
Fig. 2.15.

También se puede expresar el número de capas consecutivas con propiedades y orientación
idénticas, colocando un subíndice expresando el número de láminas repetidas en la capa de
la orientación deseada.

[45=� 30=0=0=90=90]! [45=� 30=02=902]

Al �nal de los corchetes, se debe colocar como subíndice una T , para indicar la repre-
sentación �nal del compuesto, pero normalmente se omite. También existe el subíndice S
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Figura 2.15: Ejes 1, 2 desplazados un ángulo � con respecto a los ejes x, y tomando como eje
de giro el eje z.

que es usado para ahorrar espacio de escritura cuando se usan laminados simétricos. Se debe
tener cuidado al omitir el subíndice T , ya que puede confundirse con la forma condensada,
que expresa la orientación de las láminas y algunas capas de ellas, pero no el orden �nal.

[90=0=45=45=0=90]! [90=0=45]S

Existe el caso en el que el laminado simétrico cuenta con un número impar de elementos,
por lo que debe colocarse una barra sobre el elemento que quedará en el centro del laminado.

[30=0=�45]S

En caso de tener láminas adyacentes con la misma magnitud de orientación, pero con
signo contrario, recurrimos al uso del símbolo � o �. Tomando el signo superior como la
primera lámina colocada y el signo inferior como la lámina contigua.

[15=� 15=30=30=45]! [�15=302=45]

Existe el caso en el que se forman cadenas sucesivas (conjunto) de láminas, las cuales se
repiten deben de colocarse entre paréntesis, considerándolo como si fuese un solo elemento.

[15=20=30=15=20=30=30=20=15=30=20=15]! [(15=20=30)2]S ! [(15=20=30)]2S

La expresión en el extremo derecho de la representación anterior no es correcta, aunque
se usa de forma coloquial.
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Adicionalmente a las consideraciones tomadas anteriormente, que se respetan para lami-
nados con un solo tipo de material, cambiando su orientación y posición dentro del laminado
�nal, también existe el caso en el que se requieren laminados de diferentes tipos de materiales,
a lo cual se identi�can con un subíndice del material de refuerzo con el que están hechos,
que debe describirse en un apartado diferente.

[0C=45G=90K ]

donde
C - Fibra de Carbono.
G - Fibra de Vidrio.
K - Kevlar.

Teoría clásica de laminados

Una vez conocidos EL, ET , GLT y �LT para placa o lámina usadas en el laminado total,
también es necesario conocer su espesor, ubicación y orientación con respecto al laminado
total.

Para determinar las constantes de rigidez reducidas en las direcciones principales (Qij),
debe considerarse un ángulo igual a cero, por lo que es necesario, por practicidad, usar las
constantes de la matriz reducida como funciones de las constantes ingenieriles (EL, ET , GLT
y �LT ) en la direcciones principales del material (ver expresiones (2.42)), las cuales ayudan
a formar la matriz de rigidez reducida en la direcciones principales (Q) (ec. (2.43)), en la
que se contempla el comportamiento ortotrópico o transversalmente isotrópico del material
compuesto analizado.

Q11 =
EL

1� ET
EL
(�LT )

2 (2.42)

Q22 =
ET
EL
Q11

Q12 = Q21 = �LTQ22

Q66 = GLT

Q16 = Q61 = Q26 = Q62 = 0

Q =

24 Q11 Q12 Q16
Q21 Q22 Q26
Q61 Q62 Q66

35 (2.43)

En caso de que la �bra sea acomodada con un ángulo diferente al de sus direcciones
principales, se ocupan las constantes de rigidez reducidas de un compuesto ortotrópico o
unidireccional fuera de sus direcciones principales (Q0ij) (ec. (2.44)) para formar la matriz de
rigidez reducida para un estado de esfuerzo plano (Q0

angulo) (ec. (2.45)).
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Q011 = Q11 cos
4 � +Q22 sin

4 � + 2 (Q12 + 2Q66) sin
2 � cos2 � (2.44)

Q012 = (Q11 +Q22 � 4Q66) sin2 � cos2 � +Q12
�
cos4 � + sin4 �

�
Q016 = (Q11 �Q12 � 2Q66) sin � cos3 � + (Q12 �Q22 + 2Q66) sin3 � cos �
Q022 = Q11 sin

4 � + 2 (Q12 + 2Q66) sin
2 � cos2 � +Q22 cos

4 �

Q026 = (Q11 �Q12 � 2Q66) sin3 � cos � + (Q12 �Q22 + 2Q66) sin � cos3 �
Q066 = (Q11 +Q22 � 2 (Q12 +Q66)) sin2 � cos2 � +Q66

�
sin4 � + cos4 �

�

Q0
angulo =

24 Q011 Q012 Q016
Q021 Q022 Q026
Q061 Q062 Q066

35 (2.45)

Ahora se considera el tensor de deformaciones en el punto M (" (M)) como el descrito
en la ec (2.46) o de forma desarrollada como ec. (2.47), el cual contiene las deformaciones
ocasionadas por los esfuerzos lineales "m (M) y por los esfuerzos de �exión "f (M) sobre la
pieza de análisis.

" (M) = "m (M) + "f (M) (2.46)

24 "xx"yy

xy

35 =
24 "0xx"0yy

0xy

35+ z
24 �x
�y
�xy

35 (2.47)

Con "0xx, "
0
yy y 


0
xy conocidas como las deformaciones sobre el plano y �x, �y y �xy

formando el término matricial �(x; y) conocido como matriz de curvatura, en el cual se
re�ejan las deformaciones ocasionadas por la �exión del material.

De este modo se recurre al uso del campo de esfuerzos empleado en la teoría clásica de
laminados, dando como resultado las expresiones de la ec. (2.48), que pueden ser acomodadas
de forma matricial como en la expresión (2.49), mejor conocido como el tensor de esfuerzos
en el punto M , el cual se reduce a �xx, �yy, �xy;valores empleados para el análisis de una
sola lámina de material compuesto.

�xx = Q011"xx +Q
0
12"yy +Q

0
16
xy (2.48)

�yy = Q012"xx +Q
0
22"yy +Q

0
26
xy

�xx = Q016"xx +Q
0
26"yy +Q

0
66
xy

�yz = 0

�xz = 0
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� (M) =

24 �xx �xy 0
�xy �yy 0
0 0 0

35 (2.49)

Cuando se consideran múltiples láminas, la k� �esima lámina puede ser expresada como24 �xx�yy
�xy

35
k

= Q0k

24 "xx"yy

xy

35 (2.50)

con Q0k conocida como la matriz de rigidez reducida para un estado de esfuerzo plano
para la k � �esima lámina y expresada como

Q0k =

24 Q011 Q012 Q016
Q021 Q022 Q026
Q061 Q062 Q066

35
k

(2.51)

Al desarrollar la ecuación (2.50) y considerando el tensor de deformaciones (ec. (2.47))
se obtiene

24 �xx�yy
�xy

35
k

=

24 Q011 Q012 Q016
Q021 Q022 Q026
Q061 Q062 Q066

35
k

24 "0xx"0yy

0xy

35+ z
24 Q011 Q012 Q016
Q021 Q022 Q026
Q061 Q062 Q066

35
k

24 �x
�y
�xy

35 (2.52)

o de forma condensada

�k (M) = �k (x; y; z) = Q
0
k"m (x; y) + zQ

0
k� (x; y) (2.53)

Dónde la matriz �k (M) representa la matriz de esfuerzos de la k � �esima capa, kk�1 �
z � hk.

Con lo anterior considerado se obtienen las expresiones de las resultantes normales y los
momentos resultantes. Las resultantes normales del laminado completo están descritas como:

N (x; y) = A"m (x; y) +B� (x; y) (2.54)

Aquí se observa la inclusión de nuevos términos matriciales (A y B) que son descritas
en la ec. (2.55) de forma general, por lo que sus elementos constitutivos Aij y Bij quedan
expresados en la ec. (2.56), valores que son dependientes directamente de la posición hk
referenciada con respecto al centro del espesor total del compuesto y de la matriz de rigidez
reducida para un estado de esfuerzo plano de cada lámina. En el caso de A, la expresión
(hk � hk�1) es considerada como el espesor de la k � �esima lámina.
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A =
nX
k=1

(hk � hk�1)Q0k (2.55)

B =
1

2

nX
k=1

�
h2k � h2k�1

�
Q0k

Aij =

nX
k=1

(hk � hk�1)
�
Q0ij
�
k

(2.56)

Bij =
1

2

nX
k=1

�
h2k � h2k�1

� �
Q0ij
�
k

De esta manera la ecuación de las resultantes normales (ec. (2.54)) queda de la siguiente
forma:

24 Nx
Ny
Nxy

35 =
24 A11 A12 A16
A12 A22 A26
A16 A26 A66

3524 "0xx"0yy

0xy

35+
24 B11 B12 B16
B12 B22 B26
B16 B26 B66

3524 �x
�y
�xy

35 (2.57)

Los momentos resultantes quedan descritos como se muestra a continuación:

Mf (x; y) = B"m (x; y) +D� (x; y) (2.58)

Un nuevo término matricial (D) es añadido y sus elementos Dij son los siguientes:

D =
1

3

nX
k=1

�
h3k � h3k�1

�
Q0k (2.59)

Dij =
1

3

nX
k=1

�
h3k � h3k�1

� �
Q0ij
�
k

(2.60)

Por lo que la matriz que describe los momentos resultantes es:

24 Mx

My

Mxy

35 =
24 B11 B12 B16
B12 B22 B26
B16 B26 B66

3524 "0xx"0yy

0xy

35+
24 D11 D12 D16

D12 D22 D26

D16 D26 D66

3524 �x
�y
�xy

35 (2.61)

Una vez cononocidas las matrices A, B y D del laminado de material compuesto, con-
templando la cantidad de láminas y su respectiva orientación, se agrupan para formar la
Ecuación Constitutiva (ec. (2.62)) y en su forma simpli�cada (ec. (2.63)), incluyendo en la
expresión �nal a la matriz de rigidez del laminado, formada por las matrices A, B y D:
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26666664
Nx
Ny
Nxy
Mx

My

Mxy

37777775 =
26666664
A11 A12 A16 B11 B12 B16
A12 A22 A26 B12 B22 B26
A16 A26 A66 B16 B26 B66
B11 B12 B16 D11 D12 D16

B12 B22 B26 D12 D22 D26

B16 B26 B66 D16 D26 D66

37777775

26666664
"0xx
"0yy

0xy
�x
�y
�xy

37777775 (2.62)

�
N
Mf

�
=

�
A B
B D

� �
"m
�

�
(2.63)

Las ecuaciones A, B y D anteriormente descritas también pueden expresarse usando el
espesor de lámina ek y su ubicación zk dentro del laminado �nal, partiendo del plano central
hacia la k � �esima lámina.

Aij =
nX
k=1

�
Q0ij
�
k
ek (2.64)

Bij =
nX
k=1

�
Q0ij
�
k
ekzk

Dij =
nX
k=1

�
Q0ij
�
k

�
ekz

2
k +

ek
12

�
La matriz A es llamada matriz de rigidez de alargamiento o extensional.

La matriz D es conocida como matriz de rigidez de �exión.

La matriz B es llamada matriz de rigidez de acoplamiento.

2.4. Vibraciones mecánicas

Cualquier movimiento que se repite después de un intervalo de tiempo se llama vibración
u oscilación [19]. En general, existen dos tipos de vibraciones, libres y forzadas [27].

Un ejemplo de vibración libre es el de un péndulo, que mentiene su movimiento oscilatorio
por efecto de la gravedad, a comparación de una vibración forzada que es ocasionada por
una fuerza externa aplicada al sistema que puede ser periódica o intermitente. Además
podemos considerar los efectos debidos a la fricción que las clasi�can en amortiguadas o no
amortiguadas.
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2.4.1. Vibraciones libres en vigas

Como se mencionó anteriormente, una vibración libre es aquella que mantiene su mo-
vimiento oscilatorio debido a efectos gravitatorios o por la elasticidad propia del material.
Es importante su estudio para obtener los valores de sus frecuencias naturales y determinar
de manera dinámica rangos de trabajo para evitar que efectos como la fatiga o �uencia se
presenten rápidamente y ocasionen una la falla en el material.

Un método simple de obtención de estas frecuencias es con el estudio de vigas bajo
diferentes condiciones, recreando las situaciones a las que se va a someter la pieza de la
que deseamos obtener su respuesta, obteniendo su modelo y de esta manera transladarlo
a formas más complejas mediante técnicas de mayor peso computacional, un ejemplo es el
análisis usando el método de elemento �nito (FEM), basado en la solución por medio de
nodos a problemas de ingeniería que son modelos matemáticos de situaciones físicas[35].

Partimos de la ecuación general de una viga en compresión basada en la ecuación de
Euler-Bernoulli la cual es la presentada en la siguiente ecuación:

@4w0
@x4

+
12

Exh3

�
N0
@2w0
@x2

+ �s
@2w0
@t2

�
= 0 (2.65)

Una forma usual de escribir a la de�exión transversal al plano de la viga w0 que nos
permite dar solución y localizar el valor de las frecuencias naturales cuando el material es
sometido a una vibración libre es

w0 (x; t) = w0 (x) e
i!t (2.66)

Sustituimos w0 en la ec. (2.65) para obtener

@4w0
@x4

+
12

Exh3

�
N0
@2w0
@x2

+ �s!w0

�
= 0 (2.67)

Para nuestro tema de estudio, nos centraremos en el caso de una viga empotrada en un
extremo y libre en el otro, cuales condiciones de frontera son las expresadas en las ecs. (2.68)
y (2.69) con Mx el momento resultante y Qx la resultante del esfuerzo cortante transversal.

Para x = 0

w0 j x=0 = 0 (2.68)
dw0
dx

j x=0 = 0

Para x = L

Mx j x=L =
d2w0
dx2

jx=L= 0 (2.69)

Qx j x=L =
d3w0
dx3

jx=L= 0
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Representamos ahora la función w0 dependiente de x y buscamos una función Xm que
permita dar solución a las condiciones de frontera expresadas anteriormente (ec. (2.68) y
(2.69)).

w0 (x) = CmXm (x) m = 1; 2; ::: (2.70)

Young[42] y Whitney[43] usan una solución aproximada para las condiciones de frontera
previamente descritas (ecs. (2.68) y (2.69)) y es expresada en la ec. (2.71).

Xm (x) = cos

�
�mx

L

�
� cosh

�
�mx

L

�
� 
m

�
sin

�
�mx

L

�
� sinh

�
�mx

L

��
(2.71)

Esto es fácil de corroborar si derivamos y evaluamos los valores en los puntos deseados (ec.
(2.69)). Las derivadas de nuestra función Xm que dan solución a las condiciones presentadas
anteriormente son las descritas en (2.72):

dXm
dx

=
�m
L

�
� sin

�
�mx

L

�
� sinh

�
�mx

L

�
� 
m

�
cos

�
�mx

L

�
� cosh

�
�mx

L

���
(2.72)

d2Xm

dx2
=

�2m
L2

�
� cos

�
�mx

L

�
� cosh

�
�mx

L

�
� 
m

�
� sin

�
�mx

L

�
� sinh

�
�mx

L

���
d3Xm

dx3
=

�3m
L3

�
sin

�
�mx

L

�
� sinh

�
�mx

L

�
� 
m

�
� cos

�
�mx

L

�
� cosh

�
�mx
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Si evaluamos la segunda y tercer derivada como se describe (x = L) obtenemos dos

ecuaciones que cumplirán las condiciones de frontera deseadas (ec. (2.73)).

cos (�m) + cosh (�m)� 
m [sin (�m) + sinh (�m)] = 0 (2.73)

sin (�m)� sinh (�m) + 
m [cos (�m) + cosh (�m)] = 0

Simplemente despejamos a 
m, igualamos, auxiliandonos de las identidades trigonométri-
cas presentadas en la ec. (2.74).

cos2 a+ sin2 a = 1 (2.74)

cosh2 a� sinh2 a = 1

Al �nal llegamos a una ecuación de la cual debemos dar solución para obtener los valores
de sus raíces (
m) de forma numérica

cos (�m) cosh (�m) = �1 (2.75)



38 CAPÍTULO 2. MATERIALES COMPUESTOS

Para localizar estos valores recurrimos al programa Maple el cual nos permitirá encontrar-
los por aproximación numérica. Las primeras siete soluciones de las raíces son las presentadas
en la Tabla 2.3 que serán ocupados después.

Tabla 2.3. Raíces numéricas de la ec. 2.75.
m �m

1 1;875104069
2 4;694091133
3 7;854757438
4 10;99554073
5 14;13716839
6 17;27875953
7 20;42035225

Volvemos a la función principal (ec. (2.67)) considerando que no tenemos fuerza aplicada
N0, lo que nos dará como resultado la ec. (2.76), la cual la condición es que la ecuación
expresada entre corchetes debe ser cero lo que nos dará la solución de la misma y representará
las frecuencias naturales angulares del sistema (ec. (2.77)) para la con�guración descrita
anteriormente. �

�4m
L4
� 12

Exh3
�
�s!

2
��
XmCm = 0 (2.76)

! =
�2m
L2

s
Exh3

12�s
(2.77)

Los datos requeridos, ya sea de forma experimental o calculados por la teoría presentada
en el apartado 2.3.1 son los siguientes:

�m las raíces obtenidas
L la longitud de la viga
Ex módulo de Young sobre el eje x
h espesor de la placa
�s densidad super�cial

�s es determinada como �0h con �0 como la densidad del compuesto, considerando que
está conformado de los mismos elementos (matriz-refuerzo) sólo cambiando la orientación de
estos.



Capítulo 3

Moldeo e instrumentación en
materiales compuestos

3.1. Proceso de moldeo de materiales compuestos

3.1.1. Materiales

Fibra de carbono

La �bra de carbono (Fig. 3.1) es un material de refuerzo, el cual está formado por �la-
mentos de poliacrilonitrilo (PAN) [14] de un diámetro muy pequeño (5� 10 �m), los cuales
se oxidan a temperaturas cercanas a 300 �C y recalentadas hasta 1100 � 1500 �C dentro
de una cámara con un gas inerte (principalmente nitrógeno), en el que los �lamentos son
carbonizados.

Figura 3.1: Muestra de tejido plano de Fibra de Carbono.

Podemos clasi�car a la �bra de carbono en tres categorías: HS (High-strength), HM
(highmodulus) y UHM (ultra highmodulus).

39
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HS es elaborado con el proceso descrito anteriormente solamente agregando un tratamien-
to super�cial en una atmósfera ácida.

HM y UHM, a diferencia de la �bra HS, estas se elaboran con brea, agregando un
paso intermedio entre la carbonización y tratamiento super�cial, este es llamado gra�-
tización, usando una temperatura mayor a 2600 �C, con esto las �bras adquieren un
módulo de Young mayor.

Las �bras de carbono derivadas de PAN tienden a tener alta resistencia a la tracción
[32], mientras que en las que se emplea brea, cuentan con baja elasticidad (módulo de Young
alto).

Las propiedades dadas por el fabricante (Quintum) son las siguientes[33]:

Resistencia a la tracción

� 3k : 4440 MPa

� 6k : 4440 MPa

� 12k : 5445 MPa

Módulo de tensión: 231 GPa

Alargamiento de rotura

� 3k : 1;80%

� 6k : 1;70%

� 12k : 1;70%

Densidad: 1;79 g=cm3

Resina epóxica

Una resina epoxi (ver Fig. 3.2) es un polímero termoestable que se endurece cuando se
mezcla con un agente catalizador o endurecedor[34]. A diferencia de las resinas poliéster, que
son las más usadas por tener un costo de producción menor, el uso de las resinas epóxicas
ha ido aumentando debido a las ventajas que posee con respecto a las basadas en poliéster.
Algunas de estas ventajas son:

Buenas propiedades mecánicas

Su comportamiento a altas temperaturas es bueno

Tienen buena resistencia a químicos

Una bajo porcentaje de contracción durante el proceso de curado
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Figura 3.2: Resina epóxica con su catalizador, presentación de 1kg.

En cuanto a aplicaciones es las que es usada este tipo de resinas se encuentran

Pinturas y acabados

Adhesicos

Materiales compuestos

Sistemas eléctricos y electrónicos

Aplicaciones náuticas

Arte

Estas son las propiedades dadas por Poliformas Plásticas S.A. de C.V. en sus hojas de
especi�caciones[38].

Esfuerzo a la tensión 145 MPa

Esfuerzo a la compresión 129 MPa

Esfuerzo a la �exión 20 MPa

También se describe la proporción resina-catalizador y tiempos de uso antes de que en-
durezca.

Relación en peso

� RE-7001-1 100 partes en peso
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� HD-307 15 partes en peso

Tiempos de uso

� Tiempo de gelado @ 25 �C 25� 35 min.
� Tiempo de manejo 30� 40 min.

3.1.2. Proceso de moldeo de una pieza de �bra de carbono - epoxi

Como se comentó en secciones anteriores, en este apartado se abarcarán dos de los proce-
sos de fabricación (moldeo) de piezas de �bra de carbono (FC �epoxi) usados en la presente
tesis, que son el moldeo manual y el moldeo por infusión (vacío).

Considerando la de�nición de material compuesto, debemos tener al menos dos consti-
tuyentes, conocidos como matriz y elemento reforzador. La �bra de carbono funge como
material de refuerzo y la resina epóxica como matriz, las propiedades mecánicas fueron pre-
sentadas en tablas en capítulos anteriores.

Un punto importante y que no debemos olvidar es que la resina epóxica por sí sola
no posee la capacidad de endurecerse y permanecerá en forma líquida hasta que entre en
contacto con un polimerizador, llamado catalizador, ocasionando una reacción química para
que la resina endurezca, a este proceso se le conoce como curado y el tiempo que requiere
depende del porcentaje de catalizador usado en la mezcla (es dado por el fabricante).

La preferencia de una resina epóxica sobre una resina poliéster tiene que ver con un mejor
comportamiento de sus propiedades mecánicas. El fabricante nos determina la cantidad de
catalizador a usar en un ambiente controlado (14� 30%), pero debemos considerar que este
valor puede variar poco dependiendo de las condiciones climáticas presentes en el desarrollo
de la mezcla.

A partir de este momento una pieza de �bra de carbono será usada para referirnos al
compuesto FC �epoxi.

Moldeo manual

Los materiales y herramientas a usar para este proceso son los siguientes:

2 capas de �bra de carbono (12k en forma de tejido)

Resina epóxica (con su respectivo catalizador)

Molde

Contramolde (opcional)

Cera desmoldante
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Película desmoldante

Báscula

Brocha o rodillo

Agitador

Cinta Masking

Recipiente (graduado opcional)

Equipo de protección (mascarilla, lentes y guantes)

En el proceso de fabricación manual se recurre al uso de un molde, el cual dará la forma
�nal de la pieza. En nuestro caso, para la elaboración de un laminado, se usan vidrios como
molde. Estos cristales deben ser templados para soportar el comportamiento exotérmico de
la resina epóxica, normalmente se usan moldes hechos de �bra de vidrio recubiertos con
gelcoat. Como el molde dará el acabado �nal a nuestra pieza, este deberá contar con la
textura deseada ya sea lisa o rugosa o con los relieves que proponga el diseñador.

Se recomienda colocar una película protectora sobre el molde a usar, para evitar que la
pieza quede pegada y por ende pueda deteriorar o destruir el molde. Los materiales usados
para evitar esto son conocidos como desmoldantes, que suelen venir en presentaciones de
cera o en forma líquida.

En nuestro caso, se recurre al uso de cera. El método de aplicación es el de colocar en una
estopa una cantidad proporcional al tamaño de la pieza, distribuirla uniformemente, esperar
un minuto y con otra estopa retirar el exceso.

En caso de que el molde sea nuevo, se debe tener un proceso de curado en el molde, que
consiste en aplicar de 7�10 capas de cera para tapar las microporosidades que pudiera llegar
a tener. Existe la posibilidad de usar desmoldantes líquidos de uso semipermanente, que a
gran escala son ventajosos en tiempo de producción y costo, pero a pequeña escala presentan
una desventaja por su elevado costo.

Una prueba infalible y empírica para saber que nuestra pieza ya está curada es usando
cinta masking y pegar fragmentos de esta sobre el molde, los cuales deben ser fáciles de
retirar.

Con el molde curado, también debemos considerar agregar de una capa a dos de cera o
desmoldante semipermanente cada que se realice o repita el proceso (Fig. 3.3).

Una vez encerado el molde, debemos asegurar la integridad del mismo, por lo que se
agrega otro material desmoldante, en este caso película separadora o desmoldante (Fig. 3.4),
la cual consta de un líquido que al secarse creará una película plástica que protegerá tanto
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Figura 3.3: Molde con cera aplicada.

Figura 3.4: Película separadora y esponja de aplicación.

a la pieza como al molde, esta se aplica entre 3� 5 capas, dejando secar entre cada una de
ellas, en promedio son 15� 25 min por capa.

Con los pasos anteriores cubiertos, tendremos el molde listo para que la FC sea colocada
en el molde.

Adicionalmente podemos agregar un espesor deseado, colocando cinta en el perímetro
del tejido sobre molde y contramolde (Fig. 3.5), esto ayuda a controlar la proporción Fi-
bra �Resina, aunque el método no es muy preciso y requiere que se ejerza presión en el
contramolde.

Los pasos descritos a continuación permiten la creación de una pieza con una sola capa
de material de refuerzo con matriz de resina epóxica. La forma crear el material compuesto
es verter la resina en forma líquida sobre el material de refuerzo, para ello, primero debemos
contemplar la cantidad de resina aproximada a utilizar.

Conociendo la cantidad aproximada se deben seguir los pasos descritos a continuación:

1. Vaciar la resina y el catalizador en proporción dada por el fabricante, para ello se
puede auxiliar de una báscula o usando recipientes graduados (Fig. 3.6), también tener
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Figura 3.5: Cinta en la periferia de la FC.

en cuenta el uso de guantes, bata, lentes y mascarilla contra gases que pueden ser
desprendidos de la reacción entre la resina y el catalizador durante el mezclado (Fig.
3.6c).

El proceso de vertido de la resina debe ser rápido y depende del tiempo de trabajo
que da el fabricante (alrededor de 15 minutos), antes de que empiece a tomar una
consistencia gelatinosa, a este periodo se le conoce como tiempo de gelado, una vez
pasando este tiempo, la resina no se distribuye de forma correcta y se vuelve casi
imposible colocarla en otro material.

Figura 3.6: Preparación de resina. (a) Resina. (b) Aplicación de catalizador. (c) Mezclado.

2. Con una brocha o directamente del recipiente, se vacíamos poco a poco la mezcla sobre
el molde y con ayuda de la brocha se extiende a lo largo del mismo, considerando los
límites establecidos por el tejido, en caso de no usar contramolde (Figura 3.7a).

3. Se coloca el tejido de FC sobre el molde con resina evitando la formación pliegues,
acumulaciones o burbujas. Una vez colocada la FC se vierte otra cantidad de resina,
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la extendemos sobre la tela y realizamos el picado (Aplicar presión sobre un tejido con
resina dando pequeños golpes) o pasamos un rodillo, para evitar formación de burbujas
debajo o entre las �bras del tejido (Figura 3.7b).

4. Vaciar el resto de resina sobre el contramolde, si la cantidad fue bien calculada, el
sobrante será nulo o mínimo. Colocamos el contramolde con resina encima de la FC y
agregamos peso o presionamos para que la resina sea distribuida por todo el molde y
la FC (Figura 3.7c).

Figura 3.7: (a) Aplicación de resina sobre el molde. (b) Aplicación de resina y picado. (c)
Posicionando el contramolde.

5. Mantener molde y contramolde unidos mediante presión por un día, para permitir que
la resina gele y cure para mantener la forma (Fig. 3.8).

Adicionalmente se puede agregar calor o colocar bajo el sol, para asegurar un curado
correcto.

En caso de que no se cuente con el contramolde, la resina se deja al descubierto o
se puede colocar una bolsa de plástico rígido y después aplicar presión para evitar
la formación de burbujas en la pieza, aunque el espesor �nal de la pieza de FC no
será uniforme y la proporción de �bra será menor al de un proceso por vacío o por
compresión.

6. Una vez que la mezcla este curada, podemos desprender la pieza del molde, realizar
los cortes necesarios y lijado de los extremos para un acabado sin astillas.

El procedimiento para múltiples capas es similar, considerando la diferencia de colocar
más tejido después del picado de la tela y repetir hasta el número de capas deseadas.
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Figura 3.8: Pieza de FC con la resina curada y lista para la remoción del molde.

Moldeo por vacío

El proceso de fabricación que se usó para la fabricación de las piezas de FC tiene unas
diferencias con el descrito anteriormente, este proceso ocupa un sistema de infusión al vacío.

El sistema de infusión al vacío consiste en la impregnación de la matriz sobre el tejido
usando conductos para la entrada de resina y salida de aire, asemejándose a un sistema de
inyección para incorporarse y cubrir el material de refuerzo completamente, eliminando una
mayor cantidad de burbujas que en el proceso manual, dejando un porcentaje mayor de �bra
con respecto a todo el compuesto.

Para este procedimiento recurrimos al apoyo brindado por el personal profesional de la
empresa Poliformas Plásticas S.A. de C.V. quienes nos apoyaron con la maquinaria necesaria
para la fabricación de piezas usando este sistema.

A continuación, se detalla el procedimiento y los materiales y herramientas usadas para
la implementación del sistema de infusión y su uso en la creación de piezas de FC �epoxi.

Materiales

� Fibra de carbono (3k o 12k en forma de tejido).
� Resina epóxica (con su respectivo catalizador).
� Molde.
� Cera desmoldante (De preferencia usar desmoldante semipermanente).
� Báscula.
� Agitador.
� Recipiente (graduado opcional).
� Equipo de protección (bata, mascarilla, lentes y guantes).
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� Núcleo o core (opcional).
� Tela de acabado.
� Malla de distribución.
� Bolsa de vacío.
� Línea de vacío.
� Tubería de irrigación.
� Bomba de vacío.
� Cinta doble cara para sello de bolsa.

Procedimiento

1. Como en el proceso manual, de debe de contar con un molde debidamente curado y
después de la aplicación de desmoldante (ya sea cera y película desmoldante o desmol-
dante semipermanente). Fig. 3.9a.

2. Adherir el sello de bolsa (Cinta doble cara) en el contorno del molde de la pieza a
fabricar. Fig. 3.9b.

Figura 3.9: (a) Ejemplo de un molde hecho de FV. (b) Molde con sello de bolsa en su
perímetro. Molde propiedad de Poliformas Plásticas S.A. de C.V.

3. Colocar la línea de vacío en el molde auxiliándonos del sello de bolsa antes colocado.
Fig. 3.10a.

4. Colocar la �bra de carbono en el molde, procurando que no queden pliegues o bultos
que no permitan una super�cie uniforme en la pieza. Fig. 3.10b.

5. Si se requiere, colocar un núcleo para la pieza, lo cual le ayudará a dar espesor y soporte
a la misma (opcional). Fig. 3.10c.
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Figura 3.10: (a) Línea de vacío colocada en el perímetro del molde. (b) Tejido de �bra
colocado en el molde. (c) Colocación del núcleo.

6. Colocar otra capa de FC, en el caso de que usemos un núcleo. En caso contrario se
determina por la cantidad de capas que la persona quiera agregar, siempre procurando
evitar la presencia de pliegues, acumulaciones o bultos. Fig. 3.11a.

7. Como contramolde se usará una tela de acabado, la cual debe ser permeable para que la
resina �uya y así evitar acumulación o exceso en ciertas partes, dejándonos un espesor
uniforme de la pieza. Fig. 3.11b.

8. Adicionalmente debemos posicionar una malla de �ujo o distribución que permitirá el
correcto desplazamiento de la resina sobre la tela de FC. También colocar la tubería
de irrigación, por la cual la resina entrará y se distribuirá por toda la pieza. Fig. 3.11c.

Figura 3.11: (a) Segunda capa de material de refuerzo. (b) Contramolde permeable. (c)
Posicionamiento de la tuberia de irrigación sobre la malla de distribución.
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9. También como parte del contramolde usamos bolsa de vacío, la cual deberá pegarse o
adherirse con el sello de bolsa en la periferia del molde. Fig. 3.12a.

10. Conectar el sistema de vacío e iniciar el proceso de expulsión de aire usando la bomba
de vacío, debemos procurar que la existencia de fugas sea nula. Fig. 3.12b.

Figura 3.12: (a) Acomodo de la bolsa de vacío sobre el molde. (b) Pieza a punto de ser
impregnada con resina.

11. Una vez alcanzado un vacío deseado, dejar �uir la resina catalizada a través del sistema
de irrigación y dejar que se distribuya uniformemente por la pieza.

12. Con el tejido de FC cubierto completamente por resina, cortar el suministro del sistema
de irrigación.

13. Con los pasos anteriores cubiertos, sólo queda esperar a que la resina cure y proceder
a realizar el desmolde, corte y detalle de la pieza �nal. Figura 3.13.

Los pasos anteriores fueron un ejemplo demostrativo de la fabricación de una pieza FC
�epoxi. Para el desarrollo de esta tesis, se siguió el mismo procedimiento para realizar dos
vigas de un largo de 110 cm y un ancho de 4 cm, una de las cuales cuenta con un núcleo que
aumenta su rigidez.

3.2. Instrumentación

3.2.1. Galgas extensiométricas

Una galga extensiométrica o strain gage es un sensor que mide la deformación de un
objeto a través de una malla resistiva[23], la cual debe estar perfectamente adherida a una
super�cie para transferir su deformación[15].
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Figura 3.13: Pieza obtenida del molde usando el Sistema de Infusión por vacío.

Esta deformación causa cambios lineales en la resistencia, cuando son sometidos a esfuer-
zos tanto de tensión como de compresión. A este efecto se le conoce como efecto piezorresis-
tivo.

La resistencia total de la galga depende de factores como la resistividad del conductor,
la longitud y el área que poseen (su geometría) y su valor está dado por

R = �
L

A
(3.1)

donde

R = Resistencia
� = Resistividad eléctrica del material
L = Longitud de la galga
A = Área

La galga posee una resistencia nominal, la cual aumenta cuando es sometida a tensión y
disminuye cuando es sometida a compresión, esto debido a la ley de Hooke que hace que las
dimensiones longitudinal y transversal cambien (longitud y área).

Aquí es donde actúa el llamado factor de galga, el cual es un valor de relación entre la
deformación mecánica y la variación en la resistencia del strain gage, y es dada por el fabri-
cante, dependiendo del material usado para su fabricación. Es importante tener este valor,
ya que nos ayudará a tener una correcta lectura cuando usemos un sistema de adquicisión
de datos.
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Figura 3.14: (a) Galga uniaxial. (b) Roseta rectangular tipo L. (c) Roseta rectangular de 3
elementos.

Este factor está descrito por la siguiente fórmula:

GF =

�R
Rg
�L
L

=

�R
Rg

"
(3.2)

donde

Rg = Resistencia de la galga.
�R = Cambio en la resistencia.
" = Deformación.
GF = Factor de galga (Gage Factor).

Tipos de galgas dependiendo de su geometría

La clasi�cación de las galgas extensiométricas dependiente de la geometría está basada
en la orientación y los ejes que puede medir la misma. Las hay en diferentes con�gura-
ciones y ángulos de posicionamiento, las principales direcciones de orientación se describen
a continuación:

Uniaxial (ver Fig. 3.14a). Este tipo de galga está destinada para mediciones de estado
de tensión principalmente, orientándola en la dirección en la que es aplicada la fuerza.

Roseta Biaxial o Rectangular tipo L (ver Fig. 3.14b). Esta galga, normalmente
conocida como roseta, se compone de dos elementos orientados a 90� uno del otro. Por
su forma ortogonal se le denomina con�guración en L.

Roseta rectangular de 3 elementos (ver Fig. 3.14c). Como su nombre lo indica,
este tipo de galga, está compuesta por 3 elementos, los cuales pueden tener ángulos de
posicionamiento diferente, principalmente a 45� o a 60�.
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Este tipo de mediciones al tener muy poca variación debe de someterse a un tratamien-
to de ampli�cación y comparación y para ello se ocupa lo que se conoce como puente de
Wheatstone, el cual es un acomodo o arreglo de resistencias, las cuales permiten la medición
de resistencias desconocidas usando equilibrio en el mismo arreglo.

Puente de Wheatstone

Las galgas varían su resistencia cuando sufren una deformación mecánica. Para medir
esa variación de resistencia se usa el puente de Wheatstone con preferencia a cualquier
otro circuito. Éste es un sistema pasivo formado por cuatro impedancias (R1; R2; R3; R4),
montadas dos a dos en serie [39] (Ver Fig. 3.15).

Figura 3.15: Puente de Wheatstone.

Al usar galgas extensiómetricas contamos con varias con�guraciones para obtener el valor
de la deformación, ellas son conocidas como 1=4 (Fig. 3.16a), 1=2 (Fig. 3.16c) y de puente
completo (Fig. 3.16c), las cuales requieren 1, 2 o 4 galgas respectivamente, que deben ser
adaptadas a la pieza en la que se requiere realizar la deformación.

La con�guración de 1=4 de puente se caracteriza por tener una baja sensibilidad en la
medida, una desventaja visible con este tipo de con�guración es que se ve afectado por la
variación de temperatura, aunque actualmente la con�guración principal es la mostrada en
la �g. 3.17 que evita estos problemas, el tercer cable permite realizar esta compensación
necesaria de forma automática. Idrovo y Quintanilla[40] en pruebas realizadas en diferentes
con�guraciones destacan un error del 5� 7% en las mediciones muy pequeñas (< 30�") con
esta con�guración, valor que va atenuandose conforme aumenta la deformación llegando a
valores de 1% de error para mediciones mayores a 100�", por lo que su uso con deformaciones
mayores a este margen nos da una buena relación costo-bene�cio.
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Figura 3.16: (a) 1=4 de puente. (b) 1=2 puente. (c) Puente completo.

Figura 3.17: Con�guración de 1=4 de puente con tres cables.

Factores que modi�can el valor de medición

Existen diversos factores que pueden modi�car la medición obtenida de la galga colocada
en un puente de Wheatstone, una de las principales causas depende directamente del dispos-
itivo con el que es medido, interferencias electromagnéticas en el ambiente, mal pegado de la
galga hasta la humedad y temperatura si no es compensada como anteriormente se describió
(3.17). A continuación se colocan algunos factores propios de la galga por lo que nos puede
dar un valor erróneo en los datos que estamos midiendo.

Fluencia o deformación máxima de la galga. Este efecto ocurre cuando se pasa
la zona elástica propia de la galga (máxima deformación permisible) y las mediciones
posteriores se concentran en la zona plástica por lo que existirán lecturas no correctas,
una vez alcanzado este estado no se puede regresar a la zona elástica.
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Fatiga. Este efecto se presenta cuando se rebasa la vida útil de un material ante cargas
repetidas (ciclos de carga y descarga estática o aplicación de cargas dinámicas)[41].

Temperatura externa. Como se menciona anteriormente, las variaciones en la tem-
peratura ambiental pueden llegar a afectar las lecturas tomadas durante un proceso
experimental en largos períodos de tiempo, por lo que se recomienda monitorear estos
parámetros y dar un rango de trabajo en el cual los efectos puedan ser despreciados.

Disipación de calor o temperatura interna. La galga al ser un elemento resistivo,
disipa energía en forma de calor, lo que puede producir un efecto similar al de ser afec-
tado por una temperatura externa y en períodos prolongados de uso puede ocasionar
variaciones en las lecturas tomadas.

Presencia de campos magnéticos en algunos materiales. Conocido como inter-
ferencia electromagnética, este efecto puede llegar a afectar las lecturas de las galgas
dependiendo del material del que estén elaboradas (principalmente metales).

Parámetros de corrección para rosetas de dos o tres elementos

Un punto im portante para la medición experimental, es que la deformación captada
a través de los instrumentos de medición viene alterada por los mismas galgas cuando se
componen de dos y tres elementos, Bert[24] contempla la sensibilidad transversal de cada
galga y obtiene valores como los mostrados en la ecuación 3.3.

"x =
(1�Kx�i) "

0
x � (1�Ky�i)Kx"

0
y

1�KxKy

(3.3)

"y =
(1�Ky�i) "

0
y � (1�Kx�i)Ky"

0
x

1�KxKy

"3 =
1

1�K3

�
(1�K3�i) "

0
3 �

K3

1�KxKy

�
(1�Kx�i) (1�Ky) "

0
x + (1�Ky�i) (1�Kx) "

0
y

��
con "x, "y y "3 como los valores corregidos y "0x, "

0
y y "

0
3 como los valores leídos a través de

nuestro sistema de adquisición de datos.

Los valores anteriores son las lecturas corregidas de una galga extensiométrica tipo roseta
rectangular de 3 elementos, si se desea conocer los valores para una roseta con dos elementos,
solo se considera "x y "y.

Considerar que estos valores son válidos si se considera que las deformaciones "x y "y
están orientadas con respecto de los planos principales del material.

También podemos reducirlos si consideramos una uniformidad en las propiedades de
sensibilidad transversal con Kx = Ky = K3 = Kt, considerando que las galgas de la roseta
son del mismo material.
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Las expresiones se reducen a

"x =
1�Kt�i
1�K2

t

�
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0
y

�
(3.4)
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3.2.2. Procedimiento de pegado de las galgas extensiométricas

Como se explicó anteriormente existen herramientas de medición que permiten obtener
datos de las deformaciones que sufren ciertos elementos sometidos a esfuerzos, estas son
conocidas como strain gage, secciones atrás se describieron más a fondo, pero en este apartado
estará destinado a su colocación sobre la pieza a analizar.

Materiales, herramientas y equipo necesario

Los materiales que usaremos para el pegado de la galga extensiométrica son los descritos
a continuación:

Desengrasante.

Papel lija.

Acondicionador.

Neutralizador.

Gasas.

Aplicadores.

Cinta celofán.

Adhesivo y catalizador.

Galgas.



3.2. INSTRUMENTACIÓN 57

Procedimiento de pegado [15].

Paso 1: Desengrasar la zona de instalación mediante disolvente.

Paso 2: Cuando la super�cie lo requiera (super�cie oxidada o muy rugosa) es necesario
lijarla.

Paso 3: Marcar los ejes de posicionamiento con un lápiz, para limpiar la zona después
del marcado ocupar acondicionador.

Paso 4: Inmediatamente después de acondicionar la super�cie, humedecerla con neu-
tralizador y secarla perfectamente con gasas.

Paso 5: Colocar la strain gage sobre una super�cie limpia, posicione y transporte
mediante la cinta celofán.

Paso 6: Ubique la strain gage sobre la super�cie y realice los ajustes pertinentes hasta
que quede bien alineada.

Paso 7: Coloque una pequeña cantidad de catalizador sobre la super�cie de la strain
gage.

Paso 8: Colocar una pequeña cantidad de adhesivo en el extremo en el que la cinta y
la super�cie hace contacto.

Paso 9: Realizar presión con una gasa y una vez distribuida la fuerza y pegada la
galga, mantener la presión con el dedo hasta que la mezcla haya curado. Con esto
hecho, la strain gage estará acoplada a la super�cie de medición.

Paso 10: Se puede uno auxiliar con el uso de terminales, las cuales se conectan con un
cable que va directamente de los pines de la galga a esta, y de ahí a nuestro dispositivo
de medición.

Resultado �nal

A continuación se presentan imágenes de las galgas ocupadas para las mediciones.

La galga uniaxial se usa principalmente para la obtención de valores de deformación
lineales, en este caso, para poder estimar el valor del módulo de elasticidad. Fig 3.18a.
Modelo empleado: CEA-13-125UN-350.

La galga o roseta tipo L, nos ayuda en la obtención de deformación longitudinal y lateral,
para la obtención del módulo de elasticidad y coe�ciente de Poisson. Fig. 3.18b. Modelo
empleado: CEA-13-062WT-350.

La roseta de tres elementos nos permite recavar los valores de deformación para el cálculo
de módulo de elasticidad, coe�ciente de Poisson y un estimado del esfuerzo cortante. Fig.
3.18c. Modelos empleados: C2A-06-031WW-350 y C2A-13-062WW-350.
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Figura 3.18: (a) Galga uniaxial. (b)Roseta tipo L. (c) Roseta de tres elementos.



Capítulo 4

Desarrollo y procedimientos

4.1. Descripción de los procedimientos experimentales.

En este capítulo se presentarán los modelos de las vigas analizadas, además de los pro-
cedimientos experimentales necesarios para la obtención de los valores principales necesarios
para validar los modelos presentados (módulo de Young, coe�ciente de Poisson, frecuencias
naturales).

4.1.1. Procedimiento de medición de gramaje de la FC y núcleo
de poliéster.

La obtención del gramaje de un material es importante, porque a partir de este podemos
saber los porcentajes de peso y volumétricos de resina y �bra, además del espesor �nal del
compuesto.

Materiales, herramientas y equipo a usar.

Báscula electrónica.

Flexómetro.

Tejido de FC.

Núcleo de poliéster.

Pieza de material compuesto.

Instrucciones.

Las instrucciones aquí descritas permiten la medición de materiales diferentes (FC,
núcleo o material compuesto) y así determinar su gramaje.

59
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Tomar un tramo de material, colocarlo sobre una super�cie plana y medir el área
que ocupa con el �exómetro. Se sugiere que el material a medir tenga forma regular
(cuadrado, rectangular), para determinar su área de forma simple.

Utilizar la báscula electrónica para tomar lecturas del peso del material.

Para determinar el valor del gramaje del material ocupamos la ec. (2.24).

4.1.2. Procedimiento de medición del módulo de Young y coe�-
ciente de Poisson

Este proceso consiste en usar una viga de cualquier materal (aluminio, acero, materiales
compuestos) instrumentada con galgas extensiométricas. La viga debe se coloca en cantilever
y se le aplica una carga conocida P en el extremo contrario al empotramiento, lo que permite
conocer los valores de deformación longitudinal y tranversal. Ver Fig. 4.1.

Figura 4.1: Prueba de viga a �exión para determinar el coe�ciente de Poisson.

Los valores b (ancho), t (espesor) y L (longitud de la carga al centro de la galga), deben
ser medidos físicamente con un vernier o si es posible con un micrómetro.

Con las medidas b, t y L conocidas, se debe calcular la fuerza máxima P a aplicar sobre
la viga, usando el esfuerzo máximo proporcionado por el fabricante de las galgas y con ello
evitar que queden inservibles por llegar a su punto de �uencia.

El esfuerzo máximo a lo que debe ser sometida es 15000 Psi o 100MPa, que es calculado
utilizando la siguiente ecuación:

� =
Mc

I
=
6PL

bt2
(4.1)

con
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M = Momento �exionante al centro de la galga, (N=m):
c = semi-espesor de la viga, (m):
I = momento de inercia del área transversal de la viga, (m4):
P = carga, (N):
L = longitud efectiva de la viga, (m):
b = ancho de la viga, (m):
t = espesor de la viga, (m):

De la expresión (4.1) despejamos la magnitud de la carga (P ) para obtener el valor
máximo que podemos colocar en el extremo de la viga.

P =
�bt2

6L
(4.2)

El valor de la carga máxima previamente descrita es una medida precautoria para trabajar
en la zona elástica del material, de esta forma evitamos el posible daño de la galga (llegar a
la zona de �uencia o de ruptura), y de esta manera nos permita realizar múltiples pruebas
para sacar un valor estadístico de las mediciones obtenidas por este método.

El acomodo de las galgas es variable, pero debe mantenerse la orientación a continuación
descrita:

En el caso de que se requiera medir el Módulo de Young del material, es necesario
colocar una de las galgas de forma longitudinal a la viga. Si lo que se quiere medir es
el coe�ciente de Poisson una de las galgas debe colocarse de manera longitudinal a la
viga y la segunda galga debe colocarse transversal a la primera (Fig. 4.1A).

La galga longitudinal por lo general se coloca en la parte superior y la transversal se
coloca en la parte inferior cuando se trata de arreglo de galgas uniaxiales.

El uso de una roseta para este tipo de medición es bastante común porque ayuda a
reducir el error de alineación que se da entre las galgas colocadas de manera ortogonal.

Materiales, herramientas y equipo a usar.

Viga previamente instrumentada con galgas extensiométricas (galgas uniaxiales o rose-
ta).

Adaptador para colocar pesas.

Pesas (0;5N , 1N , 1;5N , 2N , etc.)

Marco de empotramiento.

Sistema de adquisición de datos P3 Strain Indicadator and Recorder de Vishay[20].
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Instrucciones de colocación

Colocar la viga instrumentada en el marco de empotramiento y con las herramientas
suministradas por este, dejar las galgas extensiométricas cercanas al borde del empo-
tramiento. Fig. 4.2.

En el otro extremo colocar el adaptador de las pesas.

Con esta deformación inicial colocar y conectar los cables de la galga extensiométrica
en el sistema de adquisición de datos P3 Strain Indicadator and Recorder.

Encenderlo y realizar los siguientes ajustes

� Veri�car que el factor de galga corresponda al suministrado por el fabricante.

� Realizar el ajuste a cero de la galga, en la posición considerando el peso del
adaptador de las pesas.

Una consideración adicional para mediciones con materiales compuestos tipo PRF es el
monitoreo constante de humedad y temperatura, ya que ocasiona variaciones en el valor
de la galga. Usar un higrómetro para este �n. Si se tiene una variación de temperatura
mayor a 0;4 �C o de humedad relativa mayor a 2%;la prueba deberá suspenderse.

Una vez con los pasos anteriores cubiertos, ir colocando las pesas y veri�car los valores
proporcionados por la galgas orientadas de manera longitudinal y transversal a la viga,
colocar el valor en las hojas de datos destinadas para este �n y también considerar el
valor una vez retirado el peso.

Las pesas colocadas van acorde a la máxima entrada de carga calculada, sin sobrepasar
este límite.

Con los valores de la deformación capturados en las hojas de datos, realizar el cálcu-
lo promedio del módulo de Young y coe�ciente de Poisson, tomando en cuenta que
para una roseta los valores deberán de llevar un factor de correción establecido en las
expresiones de la ec. (3.4).

De forma adicional, podemos obtener el valor de cortante del plano al tomar una
medición a 45�, adicional a los ángulos anteriores (0 � 90), en el caso de usar una
roseta de tres elementos. No olvidar los factores de corrección presentados en la ec.
(3.4).
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Figura 4.2: Plataforma de experimentación estática.

4.1.3. Procedimiento de medición dinámica

En esta sección nos centraremos en la manera en la que podremos conocer las frecuen-
cias naturales de nuestro sistema (viga de material compuesto). El principio básico es el de
excitar la pieza con una fuerza externa y observar la respuesta que esta tiene. El compor-
tamiento observado es dependiente del tiempo, pero para tener una mayor utilidad debemos
transformar estos datos al dominio de la frecuencia y analizar sus picos máximos.

Un método para encontrar estos picos, es realizar un barrido a lo largo de un ancho de
banda de frecuencias y observar la amplitud cuando se pasa por ellas, esto es conocido como
barrido, se puede hacer con cualquier forma de señal (cuadrada, diente de sierra, seno, etc),
pero la más común es la señal tipo seno.

Ocupamos el barrido senoidal para excitar al sistema, pero para ello necesitamos un
dispositivo capaz de transformar la señal eléctrica a una mecánica, esta tarea la realiza un
generador electromagnético de vibraciones conocido como shaker (ver Fig. 4.3).

También debemos contemplar la manera en la que vamos a capturar los datos originados
de estas pruebas, nos auxiliamos entonces de elementos que nos permitan tratar la señal
mecánica y convertirla nuevamente a una señal eléctrica para poder procesarla e interpretar
los valores obtenidos. Existen diferentes maneras de hacerlo, pero nos centraremos en dos, que
son el uso de galgas extensiométricas y acelerómetros (ver Fig. 4.4) debidamente colocados
en la viga a estudiar.
Para este tipo de pruebas debemos de disponer de un sistema que nos permita realizar un

muestreo mayor que el proporcionado por el sistema P3 (máx 8 lecturas/s empleando USB
o 2 lecturas/s en pantalla [20]), por lo que recurrimos a utilizar un sistema de adquisición de
datos con una velocidad de muestreo mucho mayor (cDAQ) de la marcaNational Instruments
(ver Fig. 4.5).
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Figura 4.3: Generador electromagnético de vibraciones (shaker) de marca LabWorks.

Figura 4.4: Acelerómetro Kistler mod. 8640a10 [21].

El sistema de adquisición de National Instruments puede usarse en la plataforma Lab-
View, combinando una sintaxis de programación grá�ca que reduce el tiempo de progra-
mación [22].

Como se menciona anteriormente la sintaxis de LabView es grá�ca, en la Fig. 4.6 se pre-
senta el programa que se utilizará para la adquisición de datos de una galga extensiométrica
y un acelerómetro, para la captación de datos de la respuesta de la viga y en la Fig. 4.7 se
muestra la interfaz grá�ca, donde podremos visualizar los datos adquiridos en tiempo real.

Materiales, herramientas y equipo a usar para prueba de barrido senoidal

Generador electromagnético de vibraciones Labworks.
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Figura 4.5: Sistema de adquisición de datos NI (C-DAQ) con módulos instalados. De izquier-
da a derecha NI 9263, NI9236, NI 9205 y NI 9233.

Ampli�cador Labworks modelo PA-138.

Generador de barrido senoidal (PC con tarjeta de adquisición de datos Sensoray modelo
626, generador de señal con función de barrido u otro dispositivo capaz de generar
barridos).

Prensas.

Flexómetro.

Viga a analizar.

Galga extensiométrica o acelerómetro debidamente colocada en la viga.

Sistema de adquisición de datos c-DAQ 9174 con módulo NI 9236 para medición de
galgas extensiómetricas y NI 9233 para acelerómetros.

Instrucciones

Colocar la viga debidamente instrumentada sobre la plataforma del shaker y realizar
un empotramiento con las prensas sobre la plataforma.

Con el �exómetro, veri�car la longitud total de la viga y registrarlo.
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Figura 4.6: Programa en LabView para adquisición de datos de una galga extensiométrica y
un acelerómetro.

Veri�car la correcta conexión del instrumento generador de onda, el ampli�cador y el
shaker.

Veri�car la amplitud máxima a usar, para ello realizamos pruebas de barrido y ajus-
tamos la ganancia con el control manual del ampli�cador (GAIN) comenzando desde
su valor mínimo.

En LabVIEW con�guramos el programa realizado para tomar las lecturas a través del
sistema de adquisición de datos (Ver Fig. 4.6).

� Con�guramos el módulo DAQ Assistant con los siguientes valores:

� Muestras leídas - 2000.
� Frecuencia de muestreo (Hz) - 1000.
� Modo de adquisición - Muestras continuas.

� Para la con�guración de la galga extensiométrica, se requieren los valores de Factor
de Galga (GageFactor), Resistencia de la galga y la con�guración del tipo de
puente que se usará (1=4, 1=2 o completo).

� En la con�guración para el acelerómetro, se requiere los valores máximos de ace-
leración dados en unidades de aceleración (g) y la sensibilidad del acelerómetro
dado por el fabricante.

� Los valores adquiridos por el sistema anterior se deben guardar en formato .txt
para ser procesados a futuro. Para ello nos vamos al módulo Write To Measure-
ment File, en el cual se puede con�gurar el tipo de salida deseado (.txt), el nombre
y la ubicación deseada del archivo.
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Figura 4.7: Interfaz grá�ca generada en LabView para el monitoreo en tiempo real de la
galga (izquierda superior) y el acelerómetro (derecha superior).

Nos desplazamos a la interfaz grá�ca (ver Fig. 4.7) y ejecutamos el programa (Run)
para comenzar la lectura de datos.

Inmediatamente comenzaremos a ver las lecturas tomadas por los instrumentos de
medición sobre las pantallas de la interfaz grá�ca.

Presionamos el botón Zero para reestablecer el valor inicial de la galga extensiométrica,
en este momento será cercano a 0 �".

Realizamos el barrido senoidal y usando las ventanas en la interfaz grá�ca veri�camos
el cambio de amplitud de los dispositivos de medición, lo que signi�ca que las lecturas
se están haciendo sin problema. Este paso se puede replicar sin usar un barrido sinoidal,
solamente usando una excitación externa (martillo de impacto, golpe con la mano o
con un elemento rígido).

Una vez que terminemos la prueba, presionamos el botón de paro (STOP) y los datos
estarán guardados en la dirección deseada, para su futuro análisis.

Estos valores se analizan mediante Matlab usando un programa realizado por Trujillo-
Franco [44], el cual nos permite pasar al dominio de la frecuencia a traves de una Transfor-
mada Rápida de Fourier (FFT), lo que nos deja con las frecuencias naturales del sistema.
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4.2. Modelado y simulación

En esta sección se describen matemáticamente los valores principales que nos describen
el comportamiento piezas de FC-epoxi, como son Módulo de Young, Coe�ciente de Poisson,
Módulo de cortante, etc. Asimismo se obtienen las matriz que describe la Ecuación Consti-
tutiva de las vigas analizadas, las cuales pueden ser usadas para análisis de piezas de mayor
complejidad mediante el uso del Método de Elemento Finito.

El motivo principal del modelado, es el de obtener ecuaciones (o en este caso matrices)
que describan a un sistema físico, por lo que inicialmente debemos partir de propiedades
físicas para su desarrollo, magnitudes, tales como peso de la �bra o de la resina, área de
la pieza a analizar, densidad de los elementos usados, para nosotros son primordiales para
tener una aproximación muy certera del material que deseamos describir.

Para ello nos auxiliamos de medidas principales tomadas de forma experimental y otras
dadas por el fabricante.

Densidad

� FC: 1;79 g=cm3. [33].

� Resina: 1;17 g=cm3. [38].

Densidad super�cial: 650 g=m2*.

Espesor equivalente del tejido: 0;039 cm.

*Este valor es el dado por el fabricante para tejido twill de FC 12k, valor que es ajustado
al valor medido de 700 g=m2.

4.2.1. Viga Prueba 7

La pieza a modelar es un laminado de dos capas de FC-epoxi con tejido twill 12k (12000
�lamentos por hilo), realizada a través de moldeo manual.

Se parte de las características físicas medidas y dadas por el fabricante

Ancho mayor medio de la viga: 4;39035 cm.

Ancho menor medio de la viga: 2;6734 cm.

Área total de la viga Prueba 7: 466;969 cm2.

Espesor equivalente de la FC 12K: 0;039 cm.

Peso total de la pieza: 127 g.



4.2. MODELADO Y SIMULACIÓN 69

Densidad de FC: 1;79 g=cm3.

Densidad super�cial de la FC: 0;07 g=cm2.

Densidad de la Resina: 1;17 g=cm3:

El análisis que se presenta a continuación es desarollado para una sola capa de tejido twill
con resina, basada en el modelo presentado por Berthelot [3] y su formulación puesta en las
ecuaciones de la sección Mecánica de los materiales compuestos en el Capítulo 2, también
el desarrollo completo se presenta en el Apéndice B.1. La pieza �nal consta de dos capas de
FC-epoxi, las cuales se consideran homogéneas y no cuentan con burbujas de aire internas
por lo que su porcentaje de vacío es de 0%.

Se contempla empezar el análisis para una lámina de una sola capa de FC-epoxi, por lo
que el peso total de la pieza debe ser dividido entre dos, dando como resultado el peso total de
la lámina de compuesto wc = 63;5 g. Nos auxiliamos de la densidad super�cial medida para
conocer el peso de la �bra wf (ec. 2.24) que es de 32;6878 g. Con este valor es posible conocer
el porcentaje de peso de la �bra del compuesto Wf = 0;5147. Como resultado tenemos una
fracción volumétrica de �bra Vf = 0;4088, un valor de densidad del compuesto �c = 1;4236
g=cm3 y un espesor promedio de la pieza ec = 0;9550 mm.

Los siguientes valores fueron tomados de la literatura y del fabricante

Fibra de carbono

� Ef = 231 GPa.
� �f = 0;2:
� Gf = 95;8 GPa.

Matriz (resina epóxica)

� Ef = 3;2 GPa:
� �f = 0;3
� Gf = 1;23 GPa:

Se usan las ecuaciones propuestas en el Capítulo 2, aunque se agrega un ajuste de cor-
rección � en el modelo presentado en la ec. 2.27, este valor permite realizar una mejor
aproximación del modelo planteado con un valor de 0;5, dando como resultado la expresión
mostrada en la ecuación 4.3. A continuación se presentan los resultados obtenidos de forma
numérica usando los valores de FC y de resina dados por el fabricante, así como los por-
centajes de volumen y peso. Las ecuaciones planteadas son resueltas usando Maple, con su
programa respectivo incluído en el Apéndice B.1.

ELu = �EfVf + Em (1� Vf ) (4.3)
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Módulo de Young longitudinal corregido

ELu = 49;1107 GPa

Módulo de cortante longitudinal

GLTu = 2;8616 GPa

Coe�ciente de Poisson longitudinal

�LTu = 0;2591

Módulo de cortante transversal

GTT 0 = 2;5111 GPa

Módulo de Young transversal

ETu = 6;9868 GPa

Los valores anteriores son los módulos para una capa unidireccional (límites superiores),
si consideramos que el tejido está formado por dos láminas ([0=90] o [90=0]). Si retomamos
el hecho de que se usa un tejido equilibrado con k = 0;5, los valores inferiores que se estiman
obtener de manera experimental son:

Módulo de Young longitudinal

EL = 28;2013 GPa

Módulo de Young transversal

ET = 28;2013 GPa

Coe�ciente de Poisson sobre el plano

�LT = 0;06455

Módulo de cortante longitudinal

GLT = 2;8616 GPa

Los valores anteriores son los que se usan para formar la matriz reducida de rigidezQ0(Ec.
(2.45)), que para este caso es igual a la matriz reducida de rigidez en la dirección principal Q
por no tener cambios en la orientación principal. Estas matrices son con las que se culmina
el desarrollo del modelo para una sala capa de material compuesto con refuerzo de tejido
bidireccional.
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Q0 =

24 28;3193� 109 1;8279� 109 0
1;8279� 109 28;3193� 109 0

0 0 2;8616� 109

35
A partir de este punto se recurre al uso de la teoría clásica de laminados. El laminado

con el que se cuenta es descrito con la nomenclatura de laminados como [0=90]S o [90=0]S y
el resultado �nal se presentado en la Ecuación Constitutiva, donde se describen los efectos
ocasionados por los esfuerzos normales y los de �exión, que se desglosan en tres matrices
(2.64) (A - matriz de rigidez de alargamiento, B - Matriz de rigidez de acoplamiento y D
matriz de rigidez de Flexión).

EC =

26666664
5;4091� 107 3;4913 � 106 0 0 0 0
3;4913� 106 5;4091� 107 0 0 0 0

0 0 5;4657� 106 0 0 0
0 0 0 16;4449 1;0614 0
0 0 0 1;0614 16;4449 0
0 0 0 0 0 1;6617

37777775
Con el conocimiento de la Ecuación Constitutiva contiene a la matriz de rigidez queda

descrito el comportamiento general del material compuesto de manera estática. A partir
de este momento nos centramos en el modelado para encontrar las frecuencias angulares
naturales del sistema (viga), las cuales son obtenidas a partir de la ecuación (2.77). Berthelot
[3], suguiere un ajuste con las frecuencias obtenidas a partir de la aproximación, por lo que
basado en la teoría de Young[42] y Whitney [43] realiza una función lineal para la solución
de los parámetros dados en la Tabla 2.3 para las frecuencias de valor bajo (primeras 3
frecuencias naturales), por lo que se auxilian del valor de 
m como variable que permite
conocer el rango de cercanía de la solución �m a la raíz principal, ecuaciones descritas en la
expresión 4.4 donde m representa el número de la raíz positiva encontrada equivalente a la
frecuencia natural del modo que se desea conocer.


m =
cos�m + cosh�m
sin�m + sinh�m

(4.4)

�m = (m� 0;5)�

De esta manera enlistamos los valores estimados de las frecuencias naturales (FN) de la
viga motivo de análisis en la Tabla 4.1 así como sus valores corregidos (FNC). Los datos
presentados son referentes a dos tipos de análisis, uno por barrido senoidal (B) y otro so-
lamente excitándolo mediante un impulso y dejándola oscilar libremente, se decide colocar
los datos de esta manera debido a que la longitud de las dos pruebas cambian y así poder
veri�car de forma experimental los valores de las frecuencias naturales. La longitud tomada
para realizar el análisis para vibración libre es de 105;5 cm y para el barrido es de 99;6 cm.
Las medidas mostradas en la Tabla 4.1 están dadas en Hertz (Hz).



72 CAPÍTULO 4. DESARROLLO Y PROCEDIMIENTOS

Tabla 4.1. Valores estimados de frecuencia natural para vibración libre (FN)
y para barrido senoidal (B). C denota la aplicación de la ec. 4.4.

m FN FNC FN(B) FNC(B)
1 1;2338 0;8658 1;3843 0;9714
2 7;7321 7;7925 8;6753 8;7431
3 21;6502 21;6460 24;2912 24;2864
4 42;4258 42;4261 47;6011 47;6014
5 70;1329 70;1329 78;6880 78;6880
6 104;7665 104;7665 117;5462 117;5462

4.2.2. Viga Prueba 8

La pieza a modelar es un laminado de dos capas de FC-epoxi con tejido twill 12k (12000
�lamentos por hilo), realizada a través de moldeo por sistema de infusión al vacío.

Partimos de las características físicas medidas y dadas por el fabricante

Ancho medio de la viga: 4;13245 cm.

Área total de la viga Prueba 8: 454;56950 cm2.

Espesor equivalente de la FC 12K: 0;039 cm.

Peso total de la pieza: 86 g.

Densidad de FC: 1;79 g=cm3.

Densidad super�cial de la FC: 0;07 g=cm2.

Densidad de la Resina: 1;17 g=cm3:

El análisis que se presenta a continuación es desarollado para una sola capa de tejido
twill con resina, basada en el modelo descrito por Berthelot [3] y su formulación puesta en
las ecuaciones de la sección Mecánica de los materiales compuestos en el Capítulo 2, también
el desarrollo completo se presenta en el Apéndice B. La pieza �nal consta de dos capas de
FC-epoxi, las cuales supondremos que son homogéneas y no cuentan con burbujas de aire
internas por lo que su porcentaje de vacío es de 0%.

Se contempla empezar el análisis para una lámina de una sola capa de FC-epoxi, por lo
que el peso total de la pieza debe ser dividido entre dos, tomando en cuenta las referencias
anteriores, dando como resultado el peso total de la lámina de compuesto wc = 43 g. Nos
auxiliamos de la densidad super�cial medida para conocer el peso de la �bra wf (ec. 2.24)
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que es de 31;8199 g. Con este valor también es posible conocer el porcentaje de peso de la
�bra del compuesto Wf = 0;74. Dándonos como resultado una fracción volumétrica de �bra
Vf = 0;6498, un valor de densidad del compuesto �c = 1;5730 g=cm

3 y un espesor promedio
de la pieza ec = 0;6013 mm.

Los siguientes valores fueron tomados de la literatura y del fabricante

Fibra de carbono

� Ef = 231 GPa.
� �f = 0;2:
� Gf = 95;8 GPa.

Matriz (resina epóxica)

� Ef = 3;2 GPa
� �f = 0;3
� Gf = 1;23 GPa

Al igual que en la viga 7, ocupamos el ajuste de corrección � en el modelo presentado
en la ec. 2.27, con un valor de 0;5. A continuación se muestran los resultados obtenidos en
Maple, con su programa respectivo incluído en el Apéndice B.2.

Módulo de Young longitudinal corregido

ELu = 76;1690 GPa

Módulo de cortante longitudinal

GLTu = 5;4830 GPa

Coe�ciente de Poisson longitudinal

�LTu = 0;2350

Módulo de cortante transversal

GTT 0 = 4;5895 GPa

Módulo de Young transversal

ETu = 12;6532 GPa

Los valores anteriores son los módulos de una capa unidireccional si consideramos que el
tejido está formado por dos láminas ([0=90] o [90=0]).
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Retomamos el hecho de que estamos usando un tejido equilibrado con k = 0;5, los valores
que se preveen obtener de manera experimental son:

Módulo de Young longitudinal

EL = 44;6214 GPa

Módulo de Young transversal

ET = 44;6214 GPa

Coe�ciente de Poisson sobre el plano

�LT = 0;06696

Módulo de cortante longitudinal

GLT = 5;4830 GPa

Los valores anteriores son los que se usan para formar la matriz reducida de rigidez
Q0(Ec. 2.45), que para nuestro caso es igual a la matriz reducida de rigidez en la dirección
principal Q por no tener cambios de la orientación principal. Estas matrices son con las que
culminamos el desarrollo del modelo para una sala capa de material compuesto con refuerzo
de tejido bidireccional.

Q0 =

24 4;4822� 1010 3;0013� 109 0
3;0013� 109 4;4822� 1010 0

0 0 5;4830� 109

35
Al usar la teoría clásica de laminados, el laminado con el que contamos puede ser descrito

con la nomenclatura de laminados como [0=90]S o [90=0]S y el resultado �nal es la Ecuación
Constitutiva, donde se describen los efectos ocasionados por los esfuerzos normales y los de
�exión, que se desglosan en tres matrices (2.64) (A - matriz de rigidez de alargamiento, B -
Matriz de rigidez de acoplamiento y D matriz de rigidez de Flexión).

EC =

26666664
5;3901� 107 3;6093� 106 0 0 0 0
3;6093� 106 5;3901� 107 0 0 0 0

0 0 6;5936� 106 0 0 0
0 0 0 6;4957 0;43495 0
0 0 0 0;43495 6;4957 0
0 0 0 0 0 0;7946

37777775
Con el conocimiento de la Ecuación Constitutiva mejor conocida como matriz de rigidez

queda descrito el comportamiento general del material compuesto de manera estática. A
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partir de este momento nos centramos en el modelado para encontrar las frecuencias an-
gulares naturales del sistema (viga), las cuales siguen un procedimiento similar a la de la
viga 7. De esta manera enlistamos los valores estimados de las frecuencias naturales (FN)
de la viga motivo de análisis en la Tabla 4.2 así como sus valores corregidos (FNC). Los
datos presentados son referentes a dos tipos de análisis, uno por barrido senoidal (B) y otro
solamente excitándolo mediante un impulso y dejándola oscilar libremente, se decide colocar
los datos de esta manera debido a que la longitud de las dos pruebas cambian y así poder
veri�car de forma experimental los valores de las frecuencias naturales. La longitud tomada
para realizar el análisis para vibración libre es de 105;6 cm y para el barrido es de 103 cm.
Las medidas mostradas en la Tabla 4.2 están dadas en Hertz (Hz).

Tabla 4.2. Valores estimados de frecuencia natural en vibración libre (FN)
y para barrido senoidal (B), C denota la aplicación de la ec. 4.4.

m FN FNC FN(B) FNC(B)
1 0;9278 0;6511 0;9752 0;6844
2 5;8145 5;8599 6;1117 6;1594
3 16;2806 16;2774 17;1129 17;1096
4 31;9035 31;9037 33;5345 33;5347
5 52;7388 52;7388 55;4350 55;4350
6 78;7827 78;7827 82;8103 82;8103

4.2.3. Viga Prueba 9

La pieza a modelar es un laminado de dos capas de FC-epoxi con tejido twill 12k (12000
�lamentos por hilo) con un núcleo de poliéster de espesor de 2 mm, realizada a través
de moldeo por sistema de infusión al vacío, obteniendo así una estructura tipo sandwich.
Partimos de las características físicas medidas y dadas por el fabricante.

Ancho mayor medio de la viga: 4;0887 cm.

Área total de la viga Prueba 9: 449;7570 cm2.

Espesor equivalente de la FC 12K: 0;039 cm.

Peso total de la pieza: 155 g.

Peso total de las capas de FC: 86 g.

Peso del núcleo con resina: 69 g:

Densidad de FC: 1;79 g=cm3.

Densidad super�cial de la FC: 0;07 g=cm2.
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Densidad de la Resina: 1;17 g=cm3:

Consideraciones presentadas por Berthelot[3] para tomar en cuenta cuando analizamos
estructuras tipo sandwich.

El espesor h del núcleo es mucho mayor que el de las láminas externas h1:

Los esfuerzos transversales de cortante sólo se ven re�ejados en el núcleo y no en las
láminas externas.

Las láminas externas no desarrollan esfuerzos cortantes transversales signi�cativos por
lo que se pueden despreciar.

Se contempla empezar el análisis para una lámina de una sola capa de FC-epoxi, por lo
que el peso total de la pieza debe ser dividido entre dos, tomando en cuenta las referencias
anteriores, dando como resultado el peso total de la lámina de compuesto wc = 43 g. Nos
auxiliamos de la densidad super�cial medida para conocer el peso de la �bra wf (ec. 2.24) que
es de 31;4830 g. Con este valor también es posible conocer el porcentaje de peso de la �bra
del compuesto Wf = 0;7322. Dándonos como resultado una fracción volumétrica de �bra
Vf = 0;6405, un valor de densidad del compuesto para la capa externa de �cl = 1;5673 g=cm

3

y un espesor promedio de la pieza ec = 0;6099 mm. También contemplamos la densidad
del núcleo �core = 0;7671 g=cm

3 y auxiliandónos de ella y de las láminas externas, da como
resultado una densidad total del material de �c = 1;0703 g=cm

3.

Con lo anterior tomado en cuenta, podemos basarnos en la teoría clásica de laminados,
agregando una submatriz (esfuerzos cortantes transversales) a la matrizQ0 de manera similar
a la que obtuvimos para la viga Prueba 8, asumiendo que el comportamiento no cambiará
radicalmente y usándola para describir a las láminas externas. A continuación se presenta
de forma breve las características obtenidas para una lámina de FC-epoxi 12k, obtenidas de
manera similar a los cálculos realizados para la viga Prueba 8, con su programa respectivo
incluído en el Apéndice B.3.

Módulo de Young longitudinal corregido

ELu = 75;1322 GPa

Módulo de cortante longitudinal

GLTu = 5;3222 GPa

Coe�ciente de Poisson longitudinal

�LTu = 0;2359

Módulo de cortante transversal

GTT 0 = 4;4612 GPa
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Módulo de Young transversal

ETu = 12;3053 GPa

Los valores anteriores son los módulos de una capa unidireccional si consideramos que el
tejido está formado por dos láminas ([0=90] o [90=0]).
Retomamos el hecho de que estamos usando un tejido equilibrado con k = 0;5, los valores

que se preveen obtener de manera experimental son:

Módulo de Young longitudinal

EL = 43;9265 GPa

Módulo de Young transversal

ET = 43;9265 GPa

Coe�ciente de Poisson sobre el plano

�LT = 0;0664

Módulo de cortante longitudinal

GLT = 5;3222 GPa

Los valores anteriores son los que usaremos para formar la matriz reducida de rigidez
Q0(Ec. (2.45)), la cual para nuestro caso es igual a la matriz reducida de rigidez en la
dirección principal Q por no tener cambios de la orientación principal. Esta matriz es la
representación de las caras externas de nuestra estructura tipo sandwich con refuerzo de
tejido bidireccional y núcleo de poliéster.

Q0 =

24 44;1210� 109 2;9301� 109 0
2;9301� 109 44;1210� 109 0

0 0 5;3222� 109

35

El laminado �nal puede ser descrito con la nomenclatura previamente vista como
h
0=90=

_
0
i
S

o
h
90=0=

_
0
i
S
y el resultado �nal es la Ecuación Constitutiva, donde se describen los efectos

ocasionados por los esfuerzos normales y los de �exión, que se desglosan para este caso en
especí�co en cinco matrices (ec. (4.5)) (A - matriz de rigidez de alargamiento, B y C - Ma-
triz de rigidez de acoplamiento, D - matriz de rigidez de Flexión y F matriz de cortante
transversal). En comparación con la ec. (2.62), se agrega otro término matricial F , cuyos
términos son descritos en la ec. (4.6), y la forma de obtenerlos se describen en las ecuaciones
siguientes (ec. (4.7) y (4.8)) .
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266666666664

Nx
Ny
Nxy
Mx

My

Mxy

Qy
Qx

377777777775
=

266666666664

A11 A12 A16 B11 B12 B16 0 0
A12 A22 A26 B12 B22 B26 0 0
A16 A26 A66 B16 B26 B66 0 0
C11 B12 B16 D11 D12 D16 0 0
C12 C22 B26 D12 D22 D26 0 0
C16 C26 B66 D16 D26 D66 0 0
0 0 0 0 0 0 F44 F45
0 0 0 0 0 0 F45 F55

377777777775

266666666664

"0xx
"0yy

0xy
�x
�y
�xy

0yz

0xz

377777777775
(4.5)

con

Fij =

nX
k=1

(hk � hk�1)
�
C 0ij
�
k
; i; j = 4; 5: (4.6)

contemplando

C 044 = C44 cos
2 � + C55 sin

2 � (4.7)

C 045 = (C55 � C44) sin � cos �
C 055 = C44 sin

2 � + C55 cos
2 �

con

C44 = GTT 0c (4.8)

C55 = GLT 0c

Las expresiones �nales de la matriz de la ecuación constitutiva considerando el esfuerzo
cortante se presentan en las ecs. (4.9), (4.10) y (4.11).

Aij = A1ij + A
2
ij (4.9)

Bij =
h

2

�
A2ij � A1ij

�
A1ij =

n1X
k=1

(hk � hk�1)
�
Q0ij
�
k

A2ij =

n2X
k=1

(hk � hk�1)
�
Q0ij
�
k
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Cij = C1ij + C
2
ij (4.10)

Dij =
h

2

�
C2ij � C1ij

�
C1ij =

n1X
k=1

�
h2k � h2k�1

� �
Q0ij
�
k

C2ij =

n2X
k=1

�
h2k � h2k�1

� �
Q0ij
�
k

Fij = hC
0c
ij (4.11)

Las nuevas expresiones dan el modelo de la ecuación constitutiva de forma numérica para
la viga que estamos estudiando como se muestra a continuación

EC =

26666664
5;3821� 107 3;5743� 106 0 0 0 0
3;5743� 106 5;3821� 107 0 0 0 0

0 0 6;4923� 107 0 0 0
0 0 0 140;4693 9;3286 0
0 0 0 9;3286 140;4693 0
0 0 0 0 0 16;9444

37777775
Para este caso no se considera colocar los datos Fij en la escuación constitutiva, debido

a que no se contempla inicialmente en el planteamiento de la presente tesis, además de la
medición experimental requiere otro tipo de pruebas que contemplan realizar esfuerzos de
forma transversal y así poder obtener los valores deseados GTT 0 y GTL0, de esta forma se
asegura que los valores previstos se pueden corroborar de forma experimental sobre el núcleo.

De manera análoga al procedimiento llevado a cabo en el análisis dinámico de las vigas
anteriores, enlistamos los valores estimados de las frecuencias naturales (FN) de la viga mo-
tivo de análisis en la Tabla 4.3 así como sus valores corregidos (FNC). Los datos presentados
son referentes a dos tipos de análisis, uno por barrido senoidal (B) y otro solamente excitán-
dolo mediante un impulso y dejándola oscilar libremente, se decide colocar los datos de esta
manera debido a que la longitud de las dos pruebas cambian y así poder veri�car de forma
experimental los valores de las frecuencias naturales. La longitud tomada para realizar el
análisis para vibración libre es de 105;3 cm y para el barrido es de 97;9 cm. Las medidas
mostradas en la Tabla 4.3 están dadas en Hertz (Hz).
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Tabla 4.3. Valores estimados de frecuencia natural en vibración libre (FN)
y para barrido senoidal (B), C denota la aplicación de la ec. 4.4.

m FN FNC FN(B) FNC(B)
1 3;0052 2;1090 3;4767 2;4398
2 18;8335 18;9806 21;7882 21;9584
3 52;7343 52;7239 61;0077 60;9957
4 103;3382 103;3388 119;5508 119;5515
5 170;8255 170;8255 197;6260 197;6259
6 255;1837 255;1837 295;2190 295;2190



Capítulo 5

Resultados experimentales

5.1. Pruebas de moldeo de piezas de FC

Se realizaron diferentes pruebas empíricas para llegar a un método que permitiera realizar
piezas de FC-epoxi de una calidad aceptable, a continuación enumeraremos las características
y el proceso de fabricación por el que fueron realizadas.

Prueba 1

� Tejido twill 3k (1 capa).
� Molde usado: placa de aluminio sin contramolde.
� Tiempo hasta el desmolde: 48 horas.
� Medidas de la pieza: Largo: 27 cm, Ancho: 10 cm.
� No se puede controlar el espesor �nal de la pieza.

Prueba 2

� Tejido twill 3k (1 capa, 2 piezas).
� Molde usado: Molde de madera recubiertos con cera y película desmoldante, usa
contramolde de madera.

� Tiempo hasta desmolde: 48 horas.
� Medidas de la pieza: Largo: 27 cm, Ancho: 10 cm.
� Se trata de controlar el espesor de la pieza, pero debido a las deformaciones propias
de la madera, no es posible.

Prueba 3

� Tejido twill 3k (1 capa).
� Molde usado: Molde de vidrio recubierto con cera y película desmoldante, usa
contramolde de vidrio.

81
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� Tiempo hasta el desmolde: 25 horas.
� Medidas de la pieza: Largo: 17 cm, Ancho: 5 cm.
� No se puede controlar el espesor �nal de la pieza.
� Prueba no exitosa, al realizar el desmolde se aprecia un curado no uniforme y en
la mayoría de las zonas la resina es pegajosa, hasta varias semanas después del
desmolde.

Prueba 4

� Tejido twill 3k (1 capa).
� Molde usado: Molde de vidrio recubierto con cera y película desmoldante, con
contramolde de vidrio.

� Tiempo hasta el desmolde: 48 horas.
� Medidas de la pieza: Largo: 27 cm, Ancho: 10 cm.
� Se empieza a controlar el espesor de la pieza al implementarla con cinta en el
perímetro de la misma y aplicando presión sobre el contramolde.

� Antes de realizar el desmolde, se coloca al sol por al menos dos horas.

Prueba 5

� Tejido twill 12k (1 capa).
� Molde usado: Molde de vidrio recubierto con cera y película desmoldante, con
contramolde de vidrio.

� Tiempo hasta el desmolde: 48 horas.
� Medidas de la pieza: Largo: 27 cm, Ancho: 10 cm.
� Se empieza a relacionar el espesor de la pieza con el espesor de la cinta colocada
en el perímetro de la misma y aplicando presión sobre el contramolde.

� Antes de realizar el desmolde, se coloca al sol por al menos dos horas.

Prueba 6

� Tejido twill 3k (2 capas).
� Molde usado: Molde de vidrio recubierto con cera y película desmoldante, con
contramolde de vidrio.

� Tiempo hasta el desmolde: 48 horas.
� Medidas de la pieza: Largo: 110 cm, Ancho: 4 cm.
� Se tiene un mejor control del espesor de la pieza usando la cinta colocada en el
perímetro de la misma y aplicando presión sobre el contramolde.
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� Antes de realizar el desmolde, se coloca al sol por al menos dos horas.

Prueba 7

� Tejido twill 12k (2 capas).
� Molde usado: Molde de vidrio recubierto con cera y película desmoldante, con
contramolde de vidrio.

� Tiempo hasta el desmolde: 24 horas.
� Medidas de la pieza: Largo: 110 cm, Ancho: 4 cm.
� Se tiene un mejor control del espesor de la pieza usando la cinta colocada en el
perímetro de la misma y aplicando presión sobre el contramolde.

� Antes de realizar el desmolde, se coloca al sol por al menos dos horas.

Prueba 8

� Tejido twill 12k (2 capas).
� Molde usado: Molde de vidrio recubierto con desmoldante semipermanete, usando
el sistema de infusión al vacío.

� Tiempo hasta el desmolde: 3 horas.
� Medidas de la pieza: Largo: 110 cm, Ancho: 4 cm.
� El espesor depende de la cantidad de vacío presente en el sistema y la proporción
�bra-resina, por lo que se di�culta saber el espesor �nal de la pieza mientras se
encuentra en el proceso de fabricación, pero se asegura que la fracción volumétrica
de la �bra Vf será mayor a 0;5.

� Opcionalmente se puede aplicar calor durante el tiempo de curado o postcurado
para mejorar las propiedades del compuesto.

Prueba 9

� Tejido twill 12k (2 capas + núcleo de poliéster).
� Molde usado: Molde de vidrio recubierto con desmoldante semipermanete, usando
el sistema de infusión al vacío.

� Tiempo hasta el desmolde: 3 horas.
� Medidas de la pieza: Largo: 110 cm, Ancho: 4 cm.
� El espesor depende de la cantidad de vacío presente en el sistema y la proporción
�bra-resina, por lo que se di�culta saber el espesor �nal de la pieza mientras se
encuentra en el proceso de fabricación, pero se asegura que la fracción volumétrica
de la �bra Vf será mayor a 0;5.

� Opcionalmente se puede aplicar calor durante el tiempo de curado o postcurado
para mejorar las propiedades del compuesto.
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5.2. Pruebas estáticas

5.2.1. Viga de aluminio

Una forma de validación en el uso de galgas extensiométricas para materiales compuestos,
es el de colocar un arreglo de estas, sobre un material homogéneo e isotrópico con propiedades
conocidas, tal es el caso del aluminio, el cual cuenta con un módulo de Young de 70 GPa.
A continuación se muestra en la Fig. 5.1 las mediciones tomadas experimentalmente en una
viga empotrada de aluminio cuyas medidas desde el extremo al lugar donde se ha colocado
la galga extensiométrica, son:

Largo: 49;5 cm.

Ancho: 18;75 mm.

Espesor: 4;6 mm.

0 500 1000 1500
Deformación (u)

0

2

4

6

8

10

12

Es
fu

er
zo

 (P
a)

107

Figura 5.1: Grá�ca esfuerzo-deformación del aluminio para determinar el Módulo de Young.

El resultado experimental fue basado en la metodología descrita en la sección 4.1.2, dónde
se describen los valores máximos de carga y forma de realizar las mediciones. Los valores
tomados se encuentran en el Apéndice A, con los cuales se obtuvo el valor del módulo de
Young realizando un ajuste de curvas en MATLAB, dando como resultado 68;43GPa, valor
muy cercano si lo comparamos con el descrito en la literatura.
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En la Fig. 5.2 se aprecia la variación medida del coe�ciente de Poisson al aplicar diferentes
cargas, usando la metodología de la sección 4.1.2, en la que se requiere usar dos galgas ex-
tensiométricas, una colocada de forma longitudinal y otra de manera transversal. Realizando
ajuste de curvas podemos encontrar la tendencia que tiene la viga, la cual es expresada por
la ecuación 5.1, con f(c) dependiente de la carga aplicada c en Newtons, dándonos un valor
aproximado de coe�ciente de Poisson cercano a 0;256.

f(c) = �0;000107c+ 0;2573 (5.1)
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Figura 5.2: Variación del coe�ciente de Poisson dependiente de la carga aplicada.

5.2.2. Vigas de FC-epoxi

Viga Prueba 7

Las medidas usadas para el cálculo de los esfuerzos de las pruebas, se describen en la
Tabla 5.1, donde se da el valor medido de las variables largo (L), ancho (b) y espesor (t)
para las 3 pruebas presentadas.

Tabla 5.1. Medidas de la viga Prueba 7
V/M 1 2 3
L (cm) 30;30 30;15 30;15
b (mm) 44;40 40;42 40;42
t (mm) 1;95 1;97 1;97
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Para la obtención de los valores promedio del Módulo de Young y coe�ciente de Poisson,
se realizaron 3 series de mediciones como las descritas en la sección 4.1.2.

La primer serie fue efectuada dentro de un período no mayor a 7 días una vez realizado
el pegado de la galga, la cual es mostrada en la Fig. 5.3 de color negro con una línea
continua.

La segunda y tercer serie de lecturas se tomaron semanas después (Fig. 5.3 línea azul
discontinua y línea roja punteada), una vez realizados varios ciclos de carga-descarga,
lo que permite que la estructura de la galga (pegamento y la galga misma) se amolde
al comportamiento del material a medir, cabe resaltar que esta variación se da en
mayor medida en materiales bastante �exibles, como los plásticos y es imperceptible
en elementos de mayor rigidez, como los metales.
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Figura 5.3: Grá�ca esfuerzo-deformación de FC viga prueba 7. En línea continua de color
negro la primera medición, en línea discontinua azul la segunda medición y en línea color
rojo la tercera medición.

El efecto de variación de las mediciones, al inicio da una falsa lectura, aunque muy
cercana, pero como se ve en la Fig. 5.3 (línea negra continua), llega un momento en el que se
estabiliza la medición y es cuando permite tomar lecturas más certeras del comportamiento
del material (línea discontinua azul y línea punteada roja). A continuación en la Tabla 5.2
se muestran los resultados obtenidos por medio de la lectura de las galgas extensiométricas
además de los ajustes de curvas de cada una de las proyecciones presentadas anteriormente
en las grá�cas (Módulo de Young y coe�ciente de Poisson) para la viga prueba 7.
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Figura 5.4: Variación del coe�ciente de Poisson respecto a la carga aplicada. La línea negra
continua representa la primer medición tomada, la línea azul discontinua es la segunda
medición y la línea roja punteada es la tercera medición.

Tabla 5.2. Valores medidos del Módulo de Young.
Medición E(GPa) Ec. de tendencia f(c)

1 43;50 0;001339c+ 0;2218
2 46;84 �0;0008954c+ 0;2294
3 47;09 �0;0009037c+ 0;2261

Lo que respecta al Módulo de Young, los resultados se encuentran entre los límites
de�nidos EL y ELTu, con un valor previsto para la Viga Prueba 7 de 28;2013 � 49;1107
GPa, los resultados obtenidos son muy cercanos al límite superior obtenido usando el mo-
delo con el Módulo de Young corregido.

Veri�cando el comportamiento del coe�ciente de Poisson con respecto a la carga aplicada
(Fig. 5.4), vemos una tendencia hacia el valor de 0;22 para las últimas mediciones, magnitud
correspondiente entre los límites �L y �LTu (0;06455� 0;2591).

Viga Prueba 8

Una vez contempladas las consideraciones expuestas en el apartado anterior (Viga Prueba
7), en la que se sugiere realizar las pruebas experimentales para materiales muy �exibles
después de haber realizado varios ciclos de carga y descarga, se vuelve a visualizar el efecto
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de la variación en las lecturas tomadas cuando analizamos los valores obtenidos antes y
después de este proceso (Fig. 5.5 línea negra continua). A continuación, en la Tabla 5.3, se
presentan los valores medidos de las variables largo (L), ancho (b) y espesor (t) para las 3
pruebas presentadas.

Tabla 5.3. Medidas de la viga Prueba 8.
V/M 1 2 3
L (cm) 18;30 18;40 18;40
b (mm) 41;75 41;69 41;69
t (mm) 1;3 1;15 1;15
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Figura 5.5: Grá�ca esfuerzo-deformación de FC viga prueba 8. En línea continua de color
negro la primera medición, en línea discontinua azul la segunda medición y en línea color
rojo la tercera medición.

En la Tabla 5.4 se presentan los resultados de los ajustes de curvas de cada una de las
proyecciones presentadas anteriormente en las grá�cas (Módulo de Young y coe�ciente de
Poisson) para la viga Prueba 8.

Tabla 5.4. Valores medidos del Módulo de Young.
Medición E(GPa) Ec. de tendencia f(c)

1 38;36 0;01223c+ 0;01465
2 46;32 0;00847c+ 0;003149
3 46;03 0;007578c+ 0;009228
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Figura 5.6: Variación del coe�ciente de Poisson respecto a la carga aplicada. La línea negra
continua representa la primer medición tomada, la línea azul discontinua es la segunda
medición y la línea roja punteada es la tercera medición.

Lo que respecta al Módulo de Young, los resultados se encuentran entre los límites
de�nidos EL y ELTu, con un valor previsto para la Viga Prueba 8 de 44;6214� 76;1690GPa,
los resultados obtenidos son muy cercanos al límite inferior obtenido usando el modelo con
el Módulo de Young corregido.

Veri�cando el comportamiento del coe�ciente de Poisson con respecto a la carga aplicada
(Fig. 5.6), vemos una tendencia de crecimiento desde 0;01 hacia el valor de 0;06 para las
últimas mediciones, magnitud cercana a los límites �L y �LTu (0;06696� 0;2350).

Viga Prueba 9

Como se mencionó anteriormente, los materiales rigidos son menos suceptibles a la
variación de las mediciones cuando recién se colocan las galgas extensiométricas, por lo
que los ciclos de carga y descarga no son necesarios para tener resultados precisos; esto pasa
con materiales como aluminio o acero cuando son instrumentados, pero aún así se veri�ca
al igual que los casos anteriores en los que el efecto aumenta o disminuye dependiendo la
�exibilidad de la pieza analizada. En la Fig. 5.7 se puede apreciar que es imperceptible el
desfasamiento de la grá�ca si la comparamos con las vistas anteriormente (Fig. 5.3 y Fig.
5.5). A continuación, en la Tabla 5.5, se presentan los valores medidos de las variables largo
(L), ancho (b) y espesor (t) para las 3 pruebas presentadas.
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Tabla 5.5. Medidas de la viga Prueba 9.
V/M 1 2 3
L (cm) 28;30 28 28
b (mm) 41;28 41;06 41;06
t (mm) 3;18 3;11 3;11
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Figura 5.7: Grá�ca esfuerzo-deformación de FC viga prueba 8. En línea continua de color
negro la primera medición, en línea discontinua azul la segunda medición y en línea color
rojo la tercera medición.

En la Tabla 5.6 se presentan los resultados de los ajustes de curvas de cada una de las
proyecciones presentadas anteriormente en las grá�cas (Módulo de Young y coe�ciente de
Poisson) para la viga prueba 9.

Tabla 5.6. Valores medidos del Módulo de Young.
Medición E(GPa) Ec. de tendencia f(c)

1 30;07 0;0001049c+ 0;0545
2 30;69 �9;693� 10�5c+ 0;5681
3 31;03 �0;0002947c+ 0;05913

El modelado planteado, con las consideraciones dadas previamente, basado en la teoría
clásica de laminados no contempla los esfuerzos cortantes, aún así, los resultados estimados
de las capas externas son similares a los expuestos para la viga Prueba 8. Lo que respecta
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Figura 5.8: Variación del coe�ciente de Poisson respecto a la carga aplicada. La línea negra
continua representa la primer medición tomada, la línea azul discontinua es la segunda
medición y la línea roja punteada es la tercera medición.

al Módulo de Young, los límites de�nidos EL y ELTu, tienen un valor previsto para la Viga
Prueba 9 de 43;9265�75;1322GPa. Los resultados medidos están por debajo del límite infe-
rior esperado, esto puede ser originado por varias razones, una de ellas es el no contemplar o
despreciar el módulo de Young del compuesto núcleo-resina y asumir que las placas medidas
de �bra de carbono poseen la misma proporción de �bra resina que las láminas para la viga
Prueba 8, valor que por el momento no puede ser determinado tan fácilmente debido al
proceso de fabricación empleado, en el que la resina impregna completamente todos los ele-
mentos (�bra y núcleo) de una sola vez quedando como un material homogéneo, complicando
su separación o delaminado.

Veri�cando el comportamiento del coe�ciente de Poisson con respecto a la carga aplicada
(Fig. 5.8), vemos una tendencia hacia el valor de 0;056 para las todas mediciones, magnitud
cercana, pero baja, a los límites �L y �LTu (0;06696� 0;2350).

5.2.3. Pruebas dinámicas

En esta sección se muestran los resultados obtenidos por medio del LabView a través de
una galga extensiométrica y un acelerómetro, una de estas pruebas consiste en aplicar un
barrido senoidal de 0�90 Hz en un período de 90 s sobre una viga empotrada verticalmente,
mientras que la otra consiste en golpear una viga empotrada verticalmente con un objeto
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rígido y observar su respuesta en el tiempo. Se selecciona el uso de la señal dada por el
acelerómetro puesto que es más limpia y permite así tener un mayor ancho de banda que el
otorgado por la galga extensiométrica. Para el análisis se incluye la respuesta de la señal en
el tiempo y la respuesta en frecuencia, para conocer sus frecuencias naturales y compararlas
con las estimadas en el modelo.

La señal dependiente del tiempo es usada para pasarla al dominio de la frecuencia y
de esta forma corroborar de una manera más clara los valores de sus frecuencias naturales.
Nos auxiliamos de tablas comparativas entre el valor estimado corregido y el valor medido
(en Hz), incluyendo el porcentaje de error que existen entre las dos, el porcentaje de error
relativo se calcula como lo describe la ec. (5.2), lo que da una referencia de que tan cercano
se encuentra el valor estimado en comparación con lo que medimos directamente.

% error =
vreal � vest
vreal

(5.2)

Viga Prueba 7

La viga motivo de análisis para el barrido senoidal (0 � 90 Hz) de 90 s, es hecha de
FC-epoxi por proceso de moldeo manual con una fracción volumétrica de �bra Vf = 0;4088,
un peso total de 127 g y una densidad del compuesto �c = 1;4236 g=cm

3. La longitud total de
la viga, desde el extremo al empotramiento es de 99;6 cm. Como se comenta anteriormente,
se tienen dos formas de medición (acelerómetro y galga) para recabar los datos a través de
una interfaz hecha en LabView para un sistema de adquicisión de datos cDAQ-9174 de NI.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tiempo [s]

­5

­4

­3

­2

­1

0

1

2

3

4

5

Ac
el

er
ac

ió
n 

[g
]

Figura 5.9: Respuesta en tiempo de la viga Prueba 7 para un barrido senoidal (0-90Hz) de
90s.
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En la Fig. 5.9 se observa el comportamiento de la viga Prueba 7, cuando le es aplicado
un barrido senoidal de 0� 90 Hz durante un período de 90 s, en los que quedan expuestos
variaciones en la amplitud a lo largo del barrido. Estos picos corresponden a las frecuencias
naturales que presenta el sistema y pueden ser observador de mejor forma realizando una
transformación al dominio de la frecuencia mediante una FFT (Fast Fourier Transform o
Transformada Rápida de Fourier) y así visualizarla como una FRF (Frecuency Response
Function o Función de Respuesta en Frecuencia) (ver Fig. 5.10).
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Figura 5.10: Función de Respuesta en Frecuencia de la viga Prueba 7 a un barrido senoidal
de 0-90 Hz durante 90s.

Tabla 5.7. Porcentaje de error entre valores estimados y medidos para la FN
m FNEC FNM % error
1 0;9714 N=A N=A
2 8;7431 7;6981 13;5746
3 21;2864 22;2246 9;2771
4 47;6014 44;7086 6;4703
5 78;6880 74;9212 5;0276

Los datos recabados experimentalmente y los estimados son presentados en la Tabla 5.7,
en la cual se presentan los valores enHz y un porcentaje de error para cada frecuencia natural
encontrada, estos valores oscilan desde un 13% para las primeras frecuencias naturales hasta
un 5% llegando a la quinta frecuencia natural. Se falla al tratar de encontrar la primer
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frecuencia natural por este método al ser un valor bajo y realizar el barrido a una razón de
cambio de 1 Hz=s, no se alcanza a excitar la frecuencia primordial no existiendo un cambio
en su magnitud y por ende no es perceptible en el ancho de banda que estamos analizando.

Una solución al problema planteado de no poder percibir la frecuencia baja por medio
del barrido realizado, es el de realizar la prueba esta vez sólo excitando a la viga mediante
un golpe, ya sea dado por un martillo de impacto o por un objeto rígido. En la Fig. 5.11 se
muestra el comportamiento de la viga Prueba 7 a una excitación de este estilo, la longitud
total de esta viga, para este caso, es de 105;5 cm, desde su extremo hasta el empotramiento, se
puede apreciar el impacto inicial con una magnitud mayor y esta poco a poco va atenuándose
hasta llegar de nuevo a un punto de equilibrio.
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Figura 5.11: Respuesta en tiempo de la viga Prueba 7 a una excitación externa.

Tabla 5.8. Porcentaje de error entre valores estimados y medidos para la FN
m FNEC FNM % error
1 0;8658 0;8164 6;0620
2 7;7925 6;5079 19;7394
3 21;6460 19;0660 13;5318
4 42;4261 38;6432 9;7894
5 70;1329 65;4226 7;1999
6 104;7665 98;7709 6;0702
7 146;3267 139;7258 4;7242
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Figura 5.12: Función de Respuesta en Frecuencia de la viga Prueba 7 a una excitación tipo
impulso.

Nuevamente recurrimos a visualizar nuestra respuesta del tiempo en función de la fre-
cuencia. En la Fig. 5.12 podemos percibir la aparición de 7 frecuencias naturales, las cuales
están descritas en la Tabla 5.8 al igual que su porcentaje de error, esta vez vemos que la
mayoría de ellas, a excepción de 2, presentan un error por debajo del 10%, mientras que las
otras llegan a un máximo aproximado del 20%.

Viga Prueba 8

La viga motivo de análisis para el barrido senoidal (0-90Hz) de 90s, es hecha de FC-
epoxi por proceso de moldeo por infusión al vacío con una fracción volumétrica de �bra
Vf = 0;6498, un peso total de 86 g y una densidad del compuesto �c = 1;5730 g=cm3. La
longitud total de la viga, desde el extremo al empotramiento es de 103 cm. Como se comenta
anteriormente, se tienen dos formas de medición (acelerómetro y galga) para recabar los
datos a través de una interfaz hecha en LabView para un sistema de adquicisión de datos
cDAQ-9174 de NI.

En la Fig. 5.13 se observa el comportamiento de la viga Prueba 8, cuando le es aplicado
un barrido senoidal de 0� 90 Hz durante un período de 90 s, en los que quedan expuestos
variaciones en la amplitud a lo largo del barrido. Estos picos corresponden a las frecuencias
naturales que presenta el sistema y pueden ser observador de mejor forma realizando una
transformación al dominio de la frecuencia mediante una FFT (Fast Fourier Transform o
Transformada Rápida de Fourier) y así visualizarla como una FRF (Frecuency Response
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Figura 5.13: Respuesta en tiempo de la viga Prueba 8 para un barrido senoidal (0-90Hz) de
90s.

Function o Función de Respuesta en Frecuencia) (ver Fig. 5.14).

Los datos recabados experimentalmente y los estimados son presentados en la Tabla 5.9,
en la cual se presentan los valores enHz y un porcentaje de error para cada frecuencia natural
encontrada, estos valores oscilan desde un 19% para las primeras frecuencias naturales hasta
un 4% llegando a la sexta frecuencia natural. Se falla al tratar de encontrar la primer
frecuencia natural por este método al ser un valor bajo y realizar el barrido a una razón de
cambio de 1 Hz=s, no se alcanza a excitar la frecuencia primordial no existiendo un cambio
en su magnitud y por ende no es perceptible en el ancho de banda que estamos analizando.

Tabla 5.9. Porcentaje de error entre valores estimados y medidos para la FN
m FNEC FNM % error
1 0;6844 N=A N=A
2 6;1594 5;1575 19;4266
3 17;1096 15;4496 10;7440
4 33;5347 30;8535 8;6901
5 55;4350 51;8726 6;8674
6 82;8103 79;2166 4;5364

Una solución al problema planteado de no poder percibir la frecuencia baja por medio
del barrido realizado, es el de realizar la prueba esta vez sólo excitando a la viga mediante
un golpe, ya sea dado por un martillo de impacto o por un objeto rígido. En la Fig. 5.15 se
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Figura 5.14: Función de Respuesta en Frecuencia de la viga Prueba 8 a un barrido senoidal
de 0-90 Hz durante 90s.

muestra el comportamiento de la viga Prueba 8 a una excitación de este estilo, la longitud
total de esta viga, para este caso, es de 105;6 cm, desde su extremo hasta el empotramiento, se
puede apreciar el impacto inicial con una magnitud mayor y esta poco a poco va atenuándose
hasta llegar de nuevo a un punto de equilibrio.

Nuevamente recurrimos a visualizar nuestra respuesta del tiempo en función de la fre-
cuencia. En la Fig. 5.16 podemos percibir la aparición de 7 frecuencias naturales, las cuales
están descritas en la Tabla 5.10 al igual que su porcentaje de error, esta vez vemos que la
mayoría de ellas, a excepción de 2, presentan un error por debajo del 8%, mientras que las
otras llegan se encuentran entre 17� 29%.

Tabla 5.10. Porcentaje de error entre valores estimados y medidos para la FN
m FNEC FNM % error
1 0;6511 0;5035 29;3018
2 5;8599 4;9897 17;4392
3 16;2774 15;1827 7;2100
4 31;9037 30;4723 4;6976
5 52;7388 51;0262 3;3564
6 78;7827 77;0275 2;2786
7 110;0353 107;5151 2;3441
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Figura 5.15: Respuesta en tiempo de la viga Prueba 8 a una excitación externa.

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
Frecuencia (Hz)

0

1

2

3

4

5

6

|Y
(f)

|

Respuesta en frecuencia

1

2

3

4

5

6
7

FRF experimental
Curva estimada
Resonancias

Figura 5.16: Función de Respuesta en Frecuencia de la viga Prueba 8 a una excitación tipo
impulso.
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Viga Prueba 9

La viga motivo de análisis para el barrido senoidal (0 � 90 Hz) de 90 s, es hecha de
FC-epoxi por proceso de moldeo manual con una fracción volumétrica de �bra Vf = 0;6405,
un peso total de 155 g y una densidad del compuesto �c = 1;0703 g=cm

3. La longitud total de
la viga, desde el extremo al empotramiento es de 97;9 cm. Como se comenta anteriormente,
se tienen dos formas de medición (acelerómetro y galga) para recabar los datos a través de
una interfaz hecha en LabView para un sistema de adquicisión de datos cDAQ-9174 de NI.
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Figura 5.17: Respuesta en tiempo de la viga Prueba 9 para un barrido senoidal (0-90Hz) de
90s.

En la Fig. 5.17 se observa el comportamiento de la viga Prueba 9, cuando le es aplicado
un barrido senoidal de 0� 90 Hz durante un período de 90 s, en los que quedan expuestos
variaciones en la amplitud a lo largo del barrido. Estos picos corresponden a las frecuencias
naturales que presenta el sistema y pueden ser observador de mejor forma realizando una
transformación al dominio de la frecuencia mediante una FFT (Fast Fourier Transform o
Transformada Rápida de Fourier) y así visualizarla como una FRF (Frecuency Response
Function o Función de Respuesta en Frecuencia) (ver Fig. 5.18).

Los datos recabados experimentalmente y los estimados son presentados en la Tabla
5.11, en la cual se presentan los valores en Hz y un porcentaje de error para cada frecuencia
natural encontrada, estos valores oscilan desde un 7% hasta un 23% en las primeras tres
frecuencias naturales. Esta viga, al tener una rigidez transversal mayor, se puede determinar
en el barrido la frecuencia natural primordial, pero el ancho de banda del barrido no permite
encontrar frecuencias más allá de 90 Hz, que es el valor de la siguiente frecuencia natural
estimada.
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Figura 5.18: Función de Respuesta en Frecuencia de la viga Prueba 9 a un barrido senoidal
de 0-90 Hz durante 90s.

Tabla 5.11. Porcentaje de error entre valores estimados y medidos para la FN
m FNEC FNM % error
1 2;4398 2;6169 6;7666
2 21;9584 17;8529 22;9963
3 60;9957 52;0558 17;1737

Una solución al problema planteado de no poder percibir la frecuencia baja por medio
del barrido realizado, es el de realizar la prueba esta vez sólo excitando a la viga mediante
un golpe, ya sea dado por un martillo de impacto o por un objeto rígido. En la Fig. 5.19 se
muestra el comportamiento de la viga Prueba 9 a una excitación de este estilo, la longitud
total de esta viga, para este caso, es de 105;3 cm, desde su extremo hasta el empotramiento, se
puede apreciar el impacto inicial con una magnitud mayor y esta poco a poco va atenuándose
hasta llegar de nuevo a un punto de equilibrio.

Nuevamente recurrimos a visualizar nuestra respuesta del tiempo en función de la fre-
cuencia. En la Fig. 5.20 podemos percibir la aparición de 7 frecuencias naturales, las cuales
están descritas en la Tabla 5.12 al igual que su porcentaje de error, esta vez vemos que la
mayoría de ellas se posicionan entre 10� 20% de error.
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Figura 5.19: Respuesta en tiempo de la viga Prueba 9 a una excitación externa.
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Figura 5.20: Función de Respuesta en Frecuencia de la viga Prueba 9 a una excitación tipo
impulso.



102 CAPÍTULO 5. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Tabla 5.12. Porcentaje de error entre valores estimados y medidos para la FN
m FNEC FNM % error
1 2;1090 2;2431 5;9792
2 18;9806 15;6710 21;1192
3 52;7239 44;6479 18;0882
4 103;3388 87;6631 17;8818
5 170;8255 147;3716 15;9147
6 255;1837 223;6515 14;0988
7 356;4136 315;0072 13;1445

5.3. Discusión y comentarios.

A lo largo de este capítulo nos encontramos con las pruebas experimentales realizadas en
este trabajo de tesis, a continuación se describen los puntos importantes a tomar en cuenta.

Comenzamos describiendo las piezas de FC-epoxi que fueron usadas para realizar las
pruebas experimentales. Las piezas �nales a analizar son 3 vigas de 110 cm de largo y 4 cm
de ancho en promedio, una de ellas (Prueba 7) es realizada de forma manual utilizando vidrios
como molde-contramolde. Como se describe en la sección 5.1, este proceso se fue puliendo
con cada prueba realizada (1� 6) realizando modi�caciones o corrigiendo errores cometidos
durante el proceso, como en el caso de la prueba 3, que por un desmolde prematuro y un
incorrecto proceso de curado, no permitió una pieza con calidad satisfactoria. El problema
principal a afrontar fue el de poder modi�car el porcentaje �bra-resina del compuesto �nal, se
partió de solo colocar resina sin ninguna proporción deseada a controlar el espesor medio para
un moldeo manual, el cual no fue perfecto, pero daba un espesor cuasi uniforme empleando
un método de separación entre las dos placas que fungían como molde.

La aplicación de la resina sobre el tejido es otro problema a vencer en el moldeo manual,
ya que se tiene que asegurar la eliminación de la mayor parte de burbujas de aire generadas
durante el proceso de moldeo, así que se incluye en el proceso la adopción de una contraparte
que da acabado y uniformidad en la parte contraria al molde, adicionando una buena mezcla
resina-catalizador evitando colocarla antes del período de gelado de la mezcla, al �nal la
calidad de los acabados �nales se considera buena, aunque a la vista sea perceptible la
aparición de burbujas de aire durante el proceso.

Otro de los métodos por los que se optó durante la fabricación de piezas fue el sistema
de infusión al vacío,con el apoyo y uso de la maquinaria provista por Poliformas Plásticas
S.A. de C.V., se logra elevar el porcentaje de �bra hasta un 65% comparado con el 40%
obtenido en el moldeo manual, lo que permite validar los modelos usados e implementados
para diferente proporción de �bra en la pieza elaborada.
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Una vez con las piezas a analizar ya moldeadas, el siguiente reto a superar fue el de la
instrumentación de las mismas, por lo que se opta por el uso de galgas extensiométricas
para la medición de deformación sobre el material, surgiendo varios problemas a resolver,
como el tipo de galga a usar, pegado y veri�cación de lecturas correctas. Durante la etapa de
experimentación se usaron 3 tipos de galgas (uniaxial, roseta tipo L y galga de 3 elementos),
que fueron instrumentadas a la viga como se plantea en secciones anteriores.

La con�guración que más se usó fue la de 1=4 de puente, por su costo-bene�cio si era
comparado contra otro tipo de con�guración (1=2 puente y puente completo), lo previsto al
usar esta con�guración era de un error no mayor al 10% con deformaciones pequeñas, el cual
disminuye al aumentar la carga y deformación medida llegando a errores menores del 5%[40].
Al no contar con máquina de tensión para realizar pruebas de esfuerzos para visualizar en
automático las grá�cas esfuerzo-deformación se optó por usar el modelo de esfuerzos de
�exión para las pruebas estáticas. De esta forma de medición surge otro problema importante
a ser subsanado y es el de la variación de las mediciones recién pegadas las galgas y el
mantener un ambiente controlado sin cambios bruscos de temperatura o humedad, pruebas
que se realizaron habitualmente hasta que se estandarizaron las mediciones y la variación se
consideraría nula. La solución de la variación de la medición recién pegadas las galgas fue
someterlas a varios ciclos de carga y descarga, para así permitir al material con el que fueron
pegadas se amoldara a la comportamiento elástico que poseía la pieza.

Ahora el problema se concentraba en eliminar la variación amplia de la temperatura y
humedad, por lo que se realizaron mediciones con un higrómetro digital durante varios días
para conocer en qué horas era permisible realizar las mediciones sin tener variaciones que
pudieran afectar en gran medida las lecturas tomadas y se opta por realizar las pruebas en
horario nocturno y sin personal en el laboratorio, salvo la persona encargada de realizar los
experimentos, por lo que se consigue una variación máxima de 0;3 �C y 2% de humedad
relativa o menos. Con lo que el resultado �nal son las grá�cas mostradas en la sección de las
pruebas estáticas, cabe resaltar que este efecto se da en materiales plásticos, ya que tienen
dependencia de la temperatura y someten a las galgas a esfuerzos higrotérmicos no deseados,
análisis que se sugiere como uno de los temas a futuro como continuación de esta tesis. El
efecto de la variación de las mediciones por motivo del pegado de las galgas parece ser nulo
cuando nos encontramos usando materiales más rigidos, aún así se sugiere realizar pruebas
para veri�car el comportamiento �nal. Una conclusión de este tema es el de considerar que
entre más �exible sea el material a analizar mediante galgas extensiométricas, más ciclos de
carga y descarga deberán llevarse a cabo para llegar a un punto en que las variaciones sean
imperceptibles.

Comparándo los resultados obtenidos de las vigas Prueba 7 y Prueba 8 con los valores
esperados usando el modelo planteado, existen algunos puntos a tomar en cuenta.

Se realiza un ajuste al modelo planteado en la literatura, ya que se considera solamente
el caso unidireccional y los valores de rango se encuentran muy altos comparándolos
con los obtenidos de manera experimental.
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En el modelo se plantean dos límites para el módulo de Young (superior e inferior),
los cuales son válidos y son posibles de encontrar en nuestras mediciones. El inferior
respecta al esfuerzo originado sobre las �bras transversales y el superior es dado por las
�bras longitudinales. Es cuestión de la persona que va a realizar la medición deseada
el lugar en el que pegar las galgas extensiométricas.

Una galga pegada sobre una hebra longitudinal por lo regular dará resultados cercanos
al límite superior, tanto en módulo de Young como coe�ciente de Poisson.

Una galga pegada sobre una hebra transversal dará resultados cercanos al límite infe-
rior, tanto en módulo de Young como coe�ciente de Poisson.

Es normal en los materiales PRF (Plásticos Reforzados con Fibras), encontrar un
coe�ciente de Poisson cercano a cero, el motivo principal es el de contar con un bajo
contenido de resina, por lo que los efectos de los materiales isotrópicos no se hacen
presentes debido a la aparición de las �bras transversales que no se ven afectadas o
deformadas al aplicarles una fuerza sobre las �bras longitudinales.

Ahora nos movemos a la sección de las pruebas dinámicas, en las que encontramos por-
centajes de error muy grandes en frecuencias bajas, este efecto es ocasionado por los dispos-
itivos usados para su medición (acelerómetros y galgas), al ser componentes que inter�eren
directamente con magnitudes como el peso total de la pieza, hacen disminuir el valor de la
frecuencia natural medida. Si a lo anterior agregamos un factor de amortiguamiento naciente
de las conexiones necesarias para hacer funcionar estos dispositivos, el error �nal de medición
aumentará (la frecuencia natural disminuye). Existen métodos no invasivos para la medición
de estas características, pero su alto costo no los hace redituables a corto o mediano plazo.

Como un extra, se planteó realizar análisis para estructuras tipo sándwich usando los
modelos planteados para las vigas Prueba 7 y 8 (usando teoría clásica de laminados), pero
al desconocer datos como módulos de Young y rigidez del núcleo, se di�culta su inclusión
en un modelo más completo, acarreando errores si lo comparamos con el modelo principal.
Una solución es el de obtener estos datos de manera experimental pero por el momento no
se cuenta con el equipo necesario para manufacturar las piezas deseadas a voluntad.



Capítulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones generales

En el presente trabajo de tesis se concluye:

Existen diferentes formas de moldeo para materiales compuestos (PRF). Los abordados
en este trabajo fueron el moldeo manual y el moldeo al vacío.

El proceso del moldeo manual aquí presentado fue desarrollado con los materiales
disponibles en el laboratorio y el moldeo al vacío se realizó con el préstamo de maqui-
naria y apoyo del personal de Poliformas Plásticas.

Las piezas analizadas fueron tres vigas de medidas promedio de 110 cm de largo por 4
cm de ancho, las cuales cuentan con dos capas de FC 12k de tejido twill.

� La primera hecha de manera manual después de a�nar el método.
� La segunda realizada por proceso de infusión.
� La tercera también realizada por proceso de infusión agregándole un núcleo de
poliéster de 2 mm entre las dos capas.

Los modelos usados se basaron en la teoría clásica de laminados, los cuales después
de realizar un ajuste de corrección, permitieron tener una aproximación del 5% al
valor real para las pruebas estáticas, dando una buena aproximación del material. No
obstante al implementarlos en estructuras tipo sándwich el error se elevó hasta un
40%, dejando el valor real por debajo del límite estimado, motivo por el cual se debe
someter a otro tipo de análisis contemplando los módulos de cortante transversal del
núcleo.

Se probaron tres tipos de galgas extensiométricas (uniaxiales, tipo L y de 3 elementos).
Las que mejor se adaptaron a este proyecto fueron las tipo L y de 3 elementos, porque
permiten las mediciones de las deformaciones longitudinales y transversales en el mismo
espacio, en caso de requerir la deformación ocasionada por los esfuerzos cortantes sobre
el plano uno puede decantarse hacia la galga de tres elementos.
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También se observó un comportamiento de acoplamiento entre la galga y el material,
lo que dio como resultado medidas falsas antes de aplicarle ciclos de carga y descarga.

Se debe tener presente al usar tejidos, que al colocar las galgas, que estas pueden
coincidir en la posición con una �bra longitudinal (límite superior) o con una transversal
(límite inferior) dependiendo de ello las mediciones �nales.

Para el análisis dinámico se tuvo una buena aproximación de la respuesta frecuencial
para los laminados llegando al 5% de error, mientras que para frecuencias bajas el
valor es mayor, este efecto es debido al amortiguamiento añadido por la masa del
acelerómetro y por la oposición al movimiento del cable del acelerómetro usado en
vigas �exibles.

6.2. Trabajo a futuro

Entre los puntos a realizar en trabajo a futuro se considera:

Realizar probetas con diferente relación �bra-resina, para realizar una aproximación
más certera del modelo presentado.

Se recomienda el uso de una máquina de tensión para recabar datos con mayor pre-
cisión, con la posibilidad de realizar pruebas destructivas para conocer toda la grá�ca
esfuerzo-deformación.

Medición experimental de los módulos de cortante transversal, esto implica conocer las
propiedades dimensionales sobre los 3 ejes y no sólo en el plano.

En caso de análisis de deformaciones sobre una estructura tipo sándwich, realizar pro-
betas del material que será usado como núcleo, para determinar sus propiedades como
Módulo de Young o coe�ciente de Poisson, con lo que se espera que en la ecuación
constitutiva y en los valores estimados se vean re�ejados estos efectos, para tener una
mejor aproximación para este tipo de materiales.

Modelo más completo para estructuras tipo sándwich.
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Apéndice A

Tablas de Módulo de Young y
Coe�ciente de Poisson

En este apéndice se colocan los valores obtenidos por las lecturas de las galgas exten-
siométricas de deformación longitudinal (D.L.) , deformación transversal (D.T.), así como
el esfuerzo tensional generado sobre la pieza al someterla a �exión (E.Ten.), calculando así
su Módulo de Young Longitudinal (EL). También, estos valores nos permiten realizar el cál-
culo del coe�ciente de Poisson �, pero para tener una mejor aproximación (�c) se recurre a
realizar las correcciones debidas a la sensibilidad transversal del material con el que están
hechas las galgas extensiométricas y presentadas en la ec. 3.4, por el momento solo se ocupan
los valores longitudinal y transversal ("x y "y). Para mayor información del proceso llevado
a cabo para la obtención de los siguientes valores, favor de recurrir al Capítulo 4 Sección 4.1
Descripción de los procedimientos experimentales.
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112APÉNDICE A. TABLAS DE MÓDULO DE YOUNG Y COEFICIENTE DE POISSON

A.1. Aluminio

Carga D. L. E.Ten. EL D. T. � "x "y �c

0;5 54 3;74� 106 6;94� 1010 14 0;2593 53;9124 13;8263 0;2565
1 106 7;49� 106 7;07� 1010 28 0;2642 105;8264 27;6586 0;2614
1;5 159;5 1;12� 107 7;05� 1010 41 0;2571 159;2422 40;4872 0;2542
2 216 1;50� 107 6;94� 1010 56 0;2593 215;6494 55;3052 0;2565
2;5 269 1;87� 107 6;97� 1010 70 0;2602 268;5626 69;1345 0;2574
3 322 2;25� 107 6;99� 1010 84 0;2609 321;4758 82;9608 0;2581
3;5 375 2;62� 107 7;00� 1010 98 0;2613 374;3890 96;7930 0;2585
4 428 2;99� 107 7;01� 1010 111;5 0;2605 427;3037 110;1228 0;2577
4;5 481 3;37� 107 7;01� 1010 125 0;2599 480;2184 123;4525 0;2571
4;83 534;5 3;62� 107 6;78� 1010 139 0;2601 533;6312 137;2803 0;2573
5 536 3;74� 107 6;99� 1010 139 0;2593 535;1299 137;2758 0;2565
5;33 588 3;99� 107 6;80� 1010 152 0;2585 587;0469 150;1089 0;2557
5;83 640;5 4;36� 107 6;82� 1010 166 0;2592 639;4606 163;9397 0;2564
6;33 695 4;74� 107 6;83� 1010 179 0;2576 693;8755 176;7653 0;2548
6;83 750 5;11� 107 6;83� 1010 194 0;2587 748;7840 191;5878 0;2559
7;33 804 5;49� 107 6;84� 1010 208 0;2587 802;6963 205;4141 0;2559
7;83 856 5;86� 107 6;86� 1010 221 0;2582 854;6134 218;2472 0;2554
8;33 910 6;24� 107 6;86� 1010 235 0;2582 908;5257 232;0735 0;2554
8;83 961 6;61� 107 6;89� 1010 249 0;2591 959;4406 245;9088 0;2563
9;33 1015 6;98� 107 6;89� 1010 263 0;2591 1013;3530 259;7351 0;2563
9;65 1067 7;22� 107 6;78� 1010 277 0;2596 1065;2670 273;5674 0;2568
9;83 1069 7;36 � 107 6;89� 1010 277 0;2591 1067;2653 273;5614 0;2563
10;15 1120 7;60� 107 6;80� 1010 290 0;2589 1118;1832 286;3975 0;2561
10;65 1173 7;97� 107 6;81� 1010 304 0;2592 1171;0964 300;2268 0;2564
11;15 1228 8;35� 107 6;81� 1010 318 0;2590 1226;0079 314;0501 0;2562
11;65 1284 8;72� 107 6;80� 1010 332 0;2586 1281;9186 327;8704 0;2558
12;15 1334 9;10� 107 6;83� 1010 346 0;2594 1331;8343 341;7087 0;2566
12;65 1387 9;47� 107 6;84� 1010 360 0;2596 1384;7475 355;5380 0;2568
13;15 1439 9;84� 107 6;85� 1010 373 0;2592 1436;6645 368;3711 0;2564
13;65 1493 1;02� 108 6;86� 1010 387 0;2592 1490;5769 382;1974 0;2564
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A.2. Fibra de Carbono

A.2.1. Viga Prueba 7

Carga D. L. E.Ten. EL D. T. � "x "y �c

0;5 134 5;38� 106 4;02� 1010 30 0;2239 133;8 29;573 0;2210
1 265 1;08� 107 4;07� 1010 59 0;2226 264;6 58;156 0;2198
1;5 395 1;62� 107 4;1� 1010 90 0;2279 394;4 88;74 0;2250
2 535 2;15� 107 4;03� 1010 121 0;2262 534;18 119;29 0;2233
2;5 661 2;69� 107 4;08� 1010 150 0;2269 659;99 147;89 0;2241
3 784 3;23� 107 4;13� 1010 179 0;2283 782;8 176;5 0;2255
3;5 907 3;77� 107 4;16� 1010 209 0;2304 905;61 206;1 0;2276
4 1027 4;31� 107 4;20� 1010 240 0;2337 1025;4 236;72 0;2309
4;5 1145 4;85� 107 4;24� 1010 265 0;2314 1143;2 261;34 0;2286
4;83 1255 5;20� 107 4;15� 1010 291 0;2319 1253;1 286;99 0;2290
5 1260 5;38� 107 4;28� 1010 294 0;2333 1258;1 289;97 0;2305
5;33 1370 5;74� 107 4;20� 1010 319 0;2329 1367;9 314;62 0;2300
5;83 1483 6;28� 107 4;24� 1010 346 0;2333 1480;7 341;26 0;2305
6;33 1596 6;82� 107 4;28� 1010 372 0;2331 1593;5 366;9 0;2302
6;83 1707 7;35� 107 4;32� 1010 399 0;2337 1704;4 393;55 0;2309
7;33 1817 7;89� 107 4;35� 1010 426 0;2345 1814;2 420;19 0;2316
7;83 1919 8;43� 107 4;40� 1010 451 0;2350 1916 444;87 0;2322
8;33 2022 8;97� 107 4;44� 1010 477 0;2359 2018;9 470;54 0;2331
8;83 2120 9;50� 107 4;49� 1010 499 0;2354 2116;7 492;22 0;2325
9;33 2218 1;00� 108 4;54� 1010 519 0;2340 2214;6 511;91 0;2312
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Carga D. L. E.Ten. EL D. T. � "x "y �c

0;5 133 5;77� 106 4;34� 1010 31 0;2331 132;79 30;575 0;2302
1 262 1;15� 107 4;41� 1010 60 0;2290 261;6 59;164 0;2262
1;5 391 1;73� 107 4;43� 1010 90 0;2302 390;4 88;752 0;2273
2 526 2;31� 107 4;39� 1010 121 0;2300 525;19 119;32 0;2272
2;5 653 2;88� 107 4;42� 1010 151 0;2312 651;99 148;91 0;2284
3 775 3;46� 107 4;47� 1010 179 0;2310 773;81 176;53 0;2281
3;5 899 4;04� 107 4;50� 1010 207 0;2302 897;62 204;13 0;2274
4 1015 4;61� 107 4;55� 1010 233 0;2296 1013;4 229;76 0;2267
4;5 1136 5;19� 107 4;58� 1010 259 0;2280 1134;3 255;38 0;2251
4;83 1246 5;57� 107 4;48� 1010 283 0;2271 1244;1 279;03 0;2243
5 1252 5;77� 107 4;61� 1010 284 0;2268 1250;1 280;01 0;2240
5;33 1362 6;15� 107 4;52� 1010 308 0;2261 1359;9 303;66 0;2233
5;83 1472 6;72� 107 4;57� 1010 333 0;2262 1469;8 328;31 0;2234
6;33 1585 7;30� 107 4;61� 1010 359 0;2265 1582;6 353;95 0;2237
6;83 1702 7;88� 107 4;63� 1010 386 0;2268 1699;4 380;57 0;2239
7;33 1807 8;45� 107 4;69� 1010 408 0;2258 1804;2 402;24 0;2229
7;83 1908 9;03� 107 4;74� 1010 430 0;2254 1905;1 423;92 0;2225
8;33 2014 9;61� 107 4;78� 1010 452 0;2244 2010;9 445;58 0;2216
8;83 2115 1;02� 108 4;82� 1010 474 0;2241 2011;8 467;26 0;2213
9;33 2214 1;08� 108 4;87� 1010 497 0;2245 2210;6 489;94 0;2216

Carga D. L. E.Ten. EL D. T. � "x "y �c

0;5 133 5;77� 106 4;34� 1010 30 0;2256 132;8 29;576 0;2227
1 261 1;15� 107 4;43� 1010 60 0;2299 260;6 59;167 0;2270
1;5 390 1;73� 107 4;44� 1010 89 0;2228 389;4 87;756 0;2254
2 524 2;31� 107 4;41� 1010 120 0;2290 523;2 118;33 0;2262
2;5 650 2;88� 107 4;44� 1010 148 0;2277 649;01 145;93 0;2248
3 771 3;46� 107 4;49� 1010 175 0;2270 769;82 172;54 0;2241
3;5 893 4;04� 107 4;53� 1010 202 0;2262 891;64 199;15 0;2234
4 1010 4;61� 107 4;57� 1010 227 0;2248 1008;5 223;78 0;2219
4;5 1131 5;19� 107 4;60� 1010 253 0;2237 1129;3 249;4 0;2208
4;83 1243 5;57� 107 4;49� 1010 277 0;2229 1241;1 273;04 0;2200
5 1245 5;77� 107 4;64� 1010 278 0;2233 1243;1 274;03 0;2204
5;33 1353 6;15� 107 4;55� 1010 301 0;2225 1351 296;69 0;2196
5;83 1465 6;72� 107 4;60� 1010 328 0;2239 1462;8 323;33 0;2210
6;33 1573 7;30� 107 4;65� 1010 352 0;2238 1570;6 346;99 0;2209
6;83 1679 7;88� 107 4;70� 1010 374 0;2228 1676;5 368;65 0;2199
7;33 1799 8;45� 107 4;71� 1010 401 0;2229 1796;5 395;27 0;2200
7;83 1902 9;03� 107 4;75� 1010 422 0;2219 1899;1 415;94 0;2190
8;33 2006 9;61� 107 4;80� 1010 444 0;2213 2003 437;61 0;2185
8;83 2104 1;02� 108 4;85� 1010 466 0;2215 2100;8 459;3 0;2186
9;33 2204 1;08� 108 4;89� 1010 487 0;2210 2200;7 479;98 0;2181
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A.2.2. Viga Prueba 8

Carga D. L. E.Ten. EL D. T. � "x "y �c

0;5 232 7;78� 106 3;37� 1010 7 0;0302 231;02 3;7378 0;0162
1 450 1;56� 107 3;47� 1010 14 0;0311 448;1 7;6708 0;0171
1;5 665 2;33� 107 3;53� 1010 28 0;0421 662;09 18;619 0;0281
2 882 3;11� 107 3;55� 1010 50 0;0567 877;96 37;509 0;0427
2;5 1083 3;89� 107 3;61� 1010 72 0;0665 1077;9 56;622 0;0525
3 1275 4;67� 107 3;68� 1010 92 0;0722 1268;9 73;869 0;0582
3;5 1468 5;45� 107 3;73� 1010 114 0;0777 1460;8 93;093 0;0637
4 1468 6;22� 107 3;80� 1010 136 0;0825 1639;8 112;5 0;0686
4;5 1826 7;00� 107 3;85� 1010 158 0;0865 1816;9 131;93 0;0726
4;83 1994 7;52� 107 3;79� 1010 179 0;0898 1983;9 150;51 0;0759
5 2000 7;78� 107 3;91� 1010 181 0;0905 1989;9 152;42 0;0766
5;33 2168 8;29� 107 3;85� 1010 201 0;0927 2157 170 0;0788
5;83 2335 9;07� 107 3;91� 1010 221 0;0946 2323;1 187;6 0;0808
6;33 2504 9;85� 107 3;95� 1010 241 0;0962 2491;1 205;16 0;0824

Carga D. L. E.Ten. EL D. T. � "x "y �c

0;5 238 1;00� 107 4;22� 1010 5 0;0210 237;03 1;6617 0;0070
1 466 2;00� 107 4;31� 1010 12 0;0258 464;06 5;4252 0;0118
1;5 693 3;00� 107 4;35� 1010 21 0;0303 690;08 11;255 0;0163
2 929 4;00� 107 4;33� 1010 31 0;0334 925;04 17;926 0;0194
2;5 1146 5;01� 107 4;39� 1010 44 0;0384 1141 27;85 0;0244
3 1355 6;01� 107 4;45� 1010 58 0;0428 1349 38;882 0;0288
3;5 1562 7;01� 107 4;51� 1010 73 0;0467 1555;1 50;938 0;0328
4 1757 8;01� 107 4;58� 1010 90 0;0512 1749;1 65;154 0;0373
4;5 1945 9;01� 107 4;65� 1010 108 0;0555 1936;1 80;463 0;0416
4;83 2136 9;67� 107 4;55� 1010 125 0;0585 2126;1 94;735 0;0446
5 2139 1;00� 108 4;70� 1010 126 0;0589 2129;1 95;689 0;0449
5;33 2312 1;07� 108 4;64� 1010 144 0;0623 2302;2 111;19 0;0483
5;83 2487 1;17� 108 4;72� 1010 166 0;0667 2475;2 130;68 0;0528
6;33 2666 1;27� 108 4;78� 1010 187 0;0701 2653;3 149;11 0;0562
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Carga D. L. E.Ten. EL D. T. � "x "y �c

0;5 237 1;00� 107 4;24� 1010 7 0;0295 236 3;668 0;0155
1 464 2;00� 107 4;33� 1010 14 0;0302 462;04 7;4755 0;0162
1;5 693 3;00� 107 4;35� 1010 23 0;0332 690;05 13;248 0;0192
2 929 4;00� 107 4;33� 1010 35 0;0377 924;99 21;911 0;0237
2;5 1149 5;01� 107 4;38� 1010 48 0;0418 1144 31;793 0;0278
3 1358 6;01� 107 4;44� 1010 63 0;0464 1352 43;821 0;0324
3;5 1566 7;01� 107 4;50� 1010 78 0;0498 1559 55;863 0;0358
4 1769 8;01� 107 4;55� 1010 94 0;0531 1761 68;971 0;0392
4;5 1964 9;01� 107 4;61� 1010 110 0;0560 1955 92;191 0;0420
4;83 2151 9;67� 107 4;52� 1010 129 0;0600 2141 98;511 0;0460
5 2154 1;00� 108 4;67� 1010 131 0;0600 2144 100;46 0;0469
5;33 2330 1;07� 108 4;60� 1010 151 0;0648 2319;1 117;93 0;0509
5;83 2510 1;17� 108 4;67� 1010 170 0;0677 2498;1 134;35 0;0538
6;33 2678 1;27� 108 4;76� 1010 191 0;0713 2665;2 152;93 0;0574
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A.2.3. Viga Prueba 9

Carga D. L. E.Ten. EL D. T. � "x "y �c

0;5 67 2;03� 106 3;05� 1010 5 0;0746 66;632 3;9111 0;0587
1 133 4;07� 106 3;08� 1010 9;5 0;0714 132;28 7;3403 0;0555
1;5 200 6;10� 106 3;07� 1010 14 0;0700 198;92 10;754 0;0541
2 272;5 8;14� 106 3;00� 1010 19 0;0697 271;02 14;577 0;0538
2;5 339 1;02� 107 3;02� 1010 24 0;0708 337;16 18;496 0;0549
3 405 1;22� 107 3;03� 1010 29 0;0716 402;79 22;423 0;0557
3;5 473 1;42� 107 3;03� 1010 33 0;0698 470;44 25;323 0;0538
4 538 1;63� 107 3;04� 1010 38 0;0706 535;08 29;265 0;0547
4;5 603 1;83� 107 3;05� 1010 42 0;0697 599;73 32;213 0;0537
4;83 668 1;96� 107 2;96� 1010 47 0;0704 664;38 36;156 0;0544
5 669 2;03� 107 3;06� 1010 47 0;0703 665;37 36;14 0;0543
5;33 736 2;17� 107 2;96� 1010 52 0;0707 732 40;051 0;0547
5;83 801 2;37� 107 2;98� 1010 57 0;0712 796;64 43;994 0;0552
6;33 866 2;57� 107 2;99� 1010 61 0;0704 861;3 46;941 0;0545
6;83 937 2;78� 107 2;98� 1010 66 0;0704 931;91 50;788 0;0545
7;33 1003 2;98� 107 2;99� 1010 71 0;0708 997;55 54;715 0;0548
7;83 1065 3;19� 107 3;01� 1010 75 0;0704 1059;2 57;71 0;0545
8;33 1130 3;39� 107 3;01� 1010 80 0;0708 1123;9 61;653 0;0549
8;83 1196 3;59� 107 3;02� 1010 85 0;0711 1189;5 65;58 0;0551
9;33 1264 3;80� 107 3;02� 1010 90 0;0712 1257;1 69;476 0;0553
9;65 1326 3;93� 107 2;98� 1010 94 0;0709 1318;8 72;471 0;0550
9;83 1328 4;00� 107 3;03� 1010 95 0;0715 1320;8 73;434 0;0556
10;15 1392 4;13� 107 2;98� 1010 100 0;0718 1384;4 77;393 0;0559
10;65 1454 4;33� 107 3;00� 1010 104 0;0715 1446;1 80;388 0;0556
11;15 1520 4;54� 107 3;00� 1010 109 0;0717 1511;7 84;315 0;0558
11;65 1589 4;74� 107 3;00� 1010 115 0;0724 1580;3 89;19 0;0564
12;15 1656 5;94� 107 3;00� 1010 120 0;0725 1647 93;101 0;0565
12;65 1717 5;15� 107 3;01� 1010 124 0;0722 1707;6 96;112 0;0563
13;15 1782 5;35� 107 3;02� 1010 129 0;0724 1772;3 100;06 0;0565
13;65 1841 5;55� 107 3;03� 1010 134 0;0728 1830;9 104;09 0;0569
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Carga D. L. E.Ten. EL D. T. � "x "y �c

0;5 68 2;12� 106 3;13� 1010 5 0;0735 67;628 3;8952 0;0576
1 134 4;23� 106 3;17� 1010 10 0;0746 133;26 7;8222 0;0587
1;5 203 6;35� 106 3;14� 1010 15 0;0739 201;89 11;701 0;0580
2 275 8;46� 106 3;09� 1010 20 0;0727 273;5 15;533 0;0568
2;5 342 1;06� 107 3;11� 1010 25 0;0731 340;13 19;444 0;0572
3 411 1;27� 107 3;10� 1010 30 0;0730 408;75 23;323 0;0571
3;5 478 1;48� 107 3;11� 1010 34 0;0711 475;4 26;239 0;0552
4 545 1;69� 107 3;12� 1010 39 0;0716 542;03 30;15 0;0556
4;5 614 1;90� 107 3;12� 1010 44 0;0717 610;66 34;029 0;0557
4;83 682 2;04� 107 3;01� 1010 49 0;0718 678;28 37;924 0;0559
5 683 2;12� 107 3;11� 1010 49 0;0717 679;28 37;908 0;0558
5;33 748 2;25� 107 3;03� 1010 53 0;0709 743;94 40;855 0;0549
5;83 815 2;47� 107 3;04� 1010 58 0;0712 810;57 44;766 0;0552
6;33 884 2;68� 107 3;05� 1010 63 0;0713 879;19 48;646 0;0553
6;83 951 2;89� 107 3;05� 1010 68 0;0715 945;82 52;557 0;0556
7;33 1018 3;10� 107 3;06� 1010 73 0;0717 1012;5 56;468 0;0558
7;83 1089 3;31� 107 3;06� 1010 78 0;0716 1083;1 60;315 0;0557
8;33 1158 3;52� 107 3;06� 1010 83 0;0717 1151;7 64;194 0;0557
8;83 1223 3;74� 107 3;07� 1010 88 0;0720 1216;3 68;137 0;0560
9;33 1290 3;95� 107 3;08� 1010 93 0;0721 1283 72;048 0;0562
9;65 1352 4;08� 107 3;04� 1010 97 0;0717 1344;6 75;044 0;0558
9;83 1356 4;16� 107 3;08� 1010 97 0;0715 1348;6 74;98 0;0556
10;15 1415 4;29� 107 3;05� 1010 102 0;0721 1407;3 79;018 0;0561
10;65 1482 4;51� 107 3;06� 1010 106 0;0715 1473;9 81;934 0;0556
11;15 1549 4;72� 107 3;06� 1010 112 0;0723 1540;5 86;841 0;0564
11;65 1617 4;93� 107 3;06� 1010 116 0;0717 1608;2 89;74 0;0558
12;15 1682 5;14� 107 3;07� 1010 121 0;0719 1672;8 93;683 0;0560
12;65 1747 5;35� 107 3;08� 1010 126 0;0721 1737;5 97;626 0;0562
13;15 1814 5;56� 107 3;08� 1010 131 0;0722 1804;1 101;54 0;0563
13;65 1878 5;77� 107 3;09� 1010 135 0;0719 1867;8 104;5 0;0559
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Carga D. L. E.Ten. EL D. T. � "x "y �c

0;5 66 2;12� 106 3;22� 1010 5 0;0758 65;636 3;927 0;0598
1 132 4;23� 106 3;22� 1010 10 0;0758 131;27 7;854 0;0598
1;5 199 6;35� 106 3;21� 1010 15 0;0754 197;9 11;765 0;0594
2 271 8;46� 106 3;14� 1010 20 0;0738 269;51 15;597 0;0579
2;5 338 1;06� 107 3;15� 1010 25 0;0740 336;15 19;508 0;0580
3 404 1;27� 107 3;16� 1010 30 0;0743 401;78 23;435 0;0583
3;5 472 1;48� 107 3;15� 1010 35 0;0742 469;41 27;33 0;0582
4 538 1;69� 107 3;16� 1010 40 0;0743 535;05 31;257 0;0584
4;5 605 1;90� 107 3;16� 1010 45 0;0744 601;68 35;168 0;0584
4;83 667 2;04� 107 3;08� 1010 49 0;0735 663;35 38;163 0;0575
5 672 2;12� 107 3;16� 1010 49 0;0729 668;33 38;083 0;0570
5;33 738 2;25� 107 3;07� 1010 54 0;0732 733;96 42;01 0;0572
5;83 805 2;47� 107 3;08� 1010 59 0;0733 800;59 45;921 0;0574
6;33 871 2;68� 107 3;09� 1010 63 0;0723 866;25 48;853 0;0564
6;83 942 2;89� 107 3;08� 1010 68 0;0722 936;86 52;7 0;0563
7;33 1008 3;10� 107 3;09� 1010 73 0;0724 1002;5 56;627 0;0565
7;83 1074 3;31� 107 3;10� 1010 77 0;0717 1068;1 59;558 0;0558
8;33 1137 3;52� 107 3;12� 1010 82 0;0721 1130;8 63;533 0;0562
8;83 1208 3;74� 107 3;11� 1010 87 0;0720 1201;4 67;381 0;0561
9;33 1273 3;95� 107 3;11� 1010 92 0;0723 1266;1 71;324 0;0563
9;65 1336 4;08� 107 3;07� 1010 96 0;0719 1328;7 74;303 0;0559
9;83 1341 4;16� 107 3;12� 1010 97 0;0723 1333;7 75;219 0;0564
10;15 1404 4;29� 107 3;08� 1010 101 0;0719 1396;3 78;198 0;0560
10;65 1469 4;51� 107 3;08� 1010 106 0;0722 1461 82;141 0;0562
11;15 1535 4;72� 107 3;09� 1010 111 0;0723 1526;6 86;068 0;0564
11;65 1599 4;93� 107 3;10� 1010 115 0;0719 1590;3 89;031 0;0560
12;15 1667 5;14� 107 3;10� 1010 120 0;0720 1657;9 92;926 0;0561
12;65 1732 5;35� 107 3;11� 1010 124 0;0716 1722;6 95;873 0;0557
13;15 1799 5;56� 107 3;11� 1010 129 0;0717 1789;2 99;785 0;0558
13;65 1859 5;77� 107 3;12� 1010 133 0;0715 1848;9 102;81 0;0556
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Apéndice B

Programas

En este apartado se concentran los programas realizados en Maple usados para obtener
los resultados numéricos de los modelos presentados en el Capítulo 4 para las vigas realizados
en maple.
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B.1. Cálculo para Viga Prueba 7

> restart;
# viga de prueba 7
# composición 2 capas de FC moldeo manual
# peso de la viga 127 g
# medidas consiste en una viga con longitud de 110 cm con 100 cm

a un ancho de 4.3 cm y 10 cm a un ancho de 2.5 cm
# densidad de la FC dada por el fabricante 1.79 g/cm3
# densidad super�cial 12k corregida 0.07 g/cm2
# densidad de la resina epóxica dada por el fabricante 1.15-1.17g/cm3
# Para una capa
# Tomamos el peso total de la viga y supondremos que las dos capas son uniformes, por

lo que el compuesto estará formado por dos capas con las mismas propiedades.
# Primero determinamos el peso de la �bra de carbono, establecida por la densidad

super�cial y el área de la misma. Determinamos un valor promedio del ancho, tomado de
varias secciones de la viga y promediando las muestras. El valor obtenido es de 43.9035 mm.
# Área de la viga prueba 7 (cm2)
> A := 4.39035*100+2.6734*10+.8*1.5;
A := 466.96900
# Espesor equivalente de la FC 12K (cm) (densup/denvol)
> e := 0.39e-1:
# Densidad super�cial FC 12k corregido (g/cm2)
> sigma__f := 0.7e-1:
# Densidad de la FC y resina (g/cm3)
> rho__f := 1.79;
rho__m := 1.17;
# El peso total de la pieza debe ser dividido entre las dos capas de FC
# Peso total de la pieza (g)
> w__c := evalf(127/2);
w__c := 63.50000000
# Peso de la �bra de carbono (g)
> w__f := A*sigma__f;
w__f := 32.6878300
# Peso de la resina (g)
> w__m := w__c-w__f;
w__m := 30.81217000
# Porcentajes de peso del compuesto
> W__f := w__f/w__c;
W__m := w__m/w__c;
W__f := 0.5147689764
W__m := 0.4852310236
# Volumen de la �bra de carbono (cm3)
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> v__f := A*e;
v__f := 18.21179100
# Volumen de la matriz (cm3)
> v__m := w__m/rho__m;
v__m := 26.33518803
# Fracciones volumétricas del compuesto
> v__c := v__f+v__m;
V__f := v__f/v__c;
V__m := v__m/v__c;
v__c := 44.54697903
V__f := 0.4088221333
V__m := 0.5911778667
# Densidad del compuesto
# Calculado por fracciones volumétricas y por fracciones de peso
#
> rho__cv := V__f*rho__f+V__m*rho__m;
rho__cp := 1/(W__f/rho__f+W__m/rho__m);
rho__c := (rho__cv+rho__cp)*(1/2);
rho__cv := 1.423469723
rho__cp := 1.423877100
rho__c := 1.423673412
# Espesor (mm) y peso total de la pieza calculados a partir del gramaje y peso de la

�bra
> Gr := sigma__f;
V__v := 0;
e__c := 10*Gr*(1/rho__f+(1-W__f)/(rho__m*W__f))/(1-V__v);
Gr := 0.07
e__c := 0.9550215444
# comprobación del peso de la viga
> w__cv := rho__f*v__f+rho__m*v__m;
w__cr := v__c*rho__c;
w__cv := 63.41127589
w__cr := 63.42034963
# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -
# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -
# Cálculo del Modulo de Young
# Valores de la FC
> E__f := 0.231e12:
nu__f := .2:
G__f := E__f/(2*(1+nu__f));
G__f := 9.625000000 e10
# Valores de la matriz
> E__m := 0.32e10;
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nu__m := .3;
G__m := E__m/(2*(1+nu__m));
G__m := 1.230769231 e9
# Considerando un tejido equilibrado
> k := 1/2;
E__Lwp := E__Lu;
E__Lwf := E__Lu;
E__Twp := E__Tu;
E__Twf := E__Tu;
nu__LTwp := nu__LTu;
nu__LTwf := nu__LTu;
G__LTwp := G__LTu;
G__LTwf := G__LTu;
# Módulo de Young Longitudinal
> E__Lu := k*E__f*V__f+E__m*(1-V__f);
E__Lu := 4.911072557 e10
# Modulo de cortante longitudinal (Solución exacta)
> G__LTu := G__m*(G__f*(1+V__f)+G__m*(1-V__f))/
(G__f*(1-V__f)+G__m*(1+V__f));
G__LTu := 2.861555529 e9
# Coe�ciente de Poisson longitudinal
> nu__LTu := nu__f*V__f+nu__m*(1-V__f);
nu__LTu := 0.2591177867
# Módulo de compresión lateral
> k__m := E__m/(3*(1-2*nu__m));
k__f := E__f/(3*(1-2*nu__f));
K__m := E__m/((2*(1-2*nu__m))*(1+nu__m));
K__L := K__m+V__f/(1/(k__f-k__m+(G__f-G__m)*(1/3))+
(1-V__f)/(k__m+4*G__m*(1/3)));
k__m := 2.666666667 e9
k__f := 1.283333333 e11
K__m := 3.076923077 e9
K__L := 5.924004873 e9
# Módulo de cortante transversal
> G__TT := G__m*
(1+V__f/(G__m/(G__f-G__m)+(k__m+7*G__m*(1/3))*
(1-V__f)/(2*k__m+8*G__m*(1/3))));
G__TT := 2.511102905 e9
# Módulo de Young Transversal
> E__Tu := 2/(1/(2*K__L)+1/(2*G__TT)+2*nu__LTu^2/E__Lu);
E__Tu := 6.986841754 e9
> alpha__wp := 1/(1-E__Twp*nu__LTwp^2/E__Lwp);
alpha__wf := 1/(1-E__Twf*nu__LTwf^2/E__Lwf);
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alpha__wp := 1.009644226
alpha__wf := 1.009644226
> alpha := (k*alpha__wp*nu__LTwp*E__Twp+(1-k)*alpha__wf*nu__LTwf*E__Twf)^2/
((k*alpha__wp*E__Lwp+(1-k)*alpha__wf*E__Twf)*
(k*alpha__wp*E__Twp+(1-k)*alpha__wf*E__Lwf));
alpha := 0.004166085697
> E__L := (1-alpha)*(k*alpha__wp*E__Lwp+(1-k)*alpha__wf*E__Twf);
E__L := 2.820131187 e10
> E__T := (1-alpha)*(k*alpha__wp*E__Twp+(1-k)*alpha__wf*E__Lwf);
E__T := 2.820131187 e10
> nu__LT := (k*alpha__wp*nu__LTwp*E__Twp+(1-k)*alpha__wf*nu__LTwf*E__Twf)/
(k*alpha__wp*E__Twp+(1-k)*alpha__wf*E__Lwf);
nu__LT := 0.06454522209
> G__LT := k*G__LTwp+(1-k)*G__LTwf;
G__LT := 2.861555528 e9
# laminados
> e__1 := 0.1e-2*e__c;
e__2 := 0.1e-2*e__c;
e__1 := 0.0009550215444
e__2 := 0.0009550215444
# Determinamos las constantes reducidas de rigidez en las direcciones principales
> Q__11 := E__L/(1-E__T*nu__LT^2/E__L);
Q__22 := E__T*Q__11/E__L;
Q__12 := nu__LT*Q__22;
Q__21 := Q__12;
Q__66 := G__LT;
Q__16 := 0;
Q__61 := 0;
Q__26 := 0;
Q__62 := 0;
Q__11 := 2.831929247 e10
Q__22 := 2.831929247 e10
Q__12 := 1.827875022 e9
Q__21 := 1.827875022 e9
Q__66 := 2.861555528 e9
> Q__a0g := Matrix(3, 3, [[Q__11, Q__12, Q__16],
[Q__21, Q__22, Q__26], [Q__61, Q__62, Q__66]]):
# Formamos las matrices A, B y D (en el ejemplo para dos capas).
# Matriz A (Matriz de Rigidez de Estiramiento)
> A := Q__a0g*e__1+Q__a0g*e__2;
A := [[5.40910688620294 e7 , 3.49132005296125 e6 , 0.],

[3.49132005296125 e6 , 5.40910688620294 e7 , 0.],
[0., 0., 5.46569435947383 10 ]]
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# Matriz B (Matriz de Rigidez de Acoplamiento)
# Para esta matriz necesitamos conocer los valores h(k-1) hasta hk que son puntos de

los laminados con h0 el valor de la capa más baja referenciada al centro del laminado total.
#
> h__0 := -e__1;
h__1 := 0;
h__2 := e__2;
> B := 1/2*(Q__a0g*(-h__0^2+h__1^2)+Q__a0g*(-h__1^2+h__2^2));

[0. 0. 0.]
B := [0. 0. 0.]

[0. 0. 0.]
# Matriz D (Matriz de Rigidez de Flexión)
> Dm := 1/3*(Q__a0g*(-h__0^3+h__1^3)+Q__a0g*(-h__1^3+h__2^3));

[16.4448776465061 1.06143827999014 0.]
Dm := [1.06143827999014 16.4448776465061 0.]

[ 0. 0. 1.66169160428333]
# Obteniendo al �nal la matriz total
> CE := Matrix(6, 6, [[A(1, 1), A(1, 2), A(1, 3), B(1, 1), B(1, 2), B(1, 3)],
[A(2, 1), A(2, 2), A(2, 3), B(2, 1), B(2, 2), B(2, 3)],
[A(3, 1), A(3, 2), A(3, 3), B(3, 1), B(3, 2), B(3, 3)],
[B(1, 1), B(1, 2), B(1, 3), Dm(1, 1), Dm(1, 2), Dm(1, 3)],
[B(2, 1), B(2, 2), B(2, 3), Dm(2, 1), Dm(2, 2), Dm(2, 3)],
[B(3, 1), B(3, 2), B(3, 3), Dm(3, 1), Dm(3, 2), Dm(3, 3)]]);
CE :=
[[5.40910688620294 e7 , 3.49132005296125 e6 , 0., 0., 0., 0.],
[3.49132005296125 e6 , 5.40910688620294 e7 , 0., 0., 0., 0.],
[0., 0., 5.46569435947383 e6 , 0., 0., 0.],
[0., 0., 0., 16.4448776465061, 1.06143827999014, 0.],
[0., 0., 0., 1.06143827999014, 16.4448776465061, 0.],
[0., 0., 0., 0., 0., 1.66169160428333]]
# Vibraciones libres
# realizamos el análisis como una viga empotrada solamente por un extremo
# Los resultados de los tres primeros modos de vibración estan dados por las siguientes

funciones
# se debe considerar la distancia de la viga y del empotramiento como L
# L1 vibración libre
# L2 shaker
> h := e__1+e__2;
rho__s := 1000*rho__c*h;
E__x := E__L;
L__1 := 1.055:
L__2 := .996:
h := 0.001910043089
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rho__s := 2.719277562
E__x := 2.820131187 e10
> omega__01 := sqrt(E__x*h^3/(12*rho__s))/L__1^2;
omega__02 := sqrt(E__x*h^3/(12*rho__s))/L__2^2;
omega__01 := 2.204840059
omega__02 := 2.473792869
# Para vibración libre
> omega__11 := 3.516015270*omega__01;
f__11 := omega__11/(2*Pi);
f__11c := ((1-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__21 := 22.03449156*omega__01;
f__21 := omega__21/(2*Pi);
f__21c := ((2-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__31 := 61.69721441*omega__01;
f__31 := omega__31/(2*Pi);
f__31c := ((3-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__41 := 120.9019159*omega__01;
f__41 := omega__41/(2*Pi);
f__41c := ((4-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__51 := 199.8595301*omega__01;
f__51 := omega__51/(2*Pi);
f__51c := ((5-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__61 := 298.5555309*omega__01;
f__61 := omega__61/(2*Pi);
f__61c := ((6-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__71 := 416.9907860*omega__01;
f__71 := omega__71/(2*Pi);
f__71c := ((7-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__81 := 555.1652475*omega__01;
f__81 := omega__81/(2*Pi);
f__81c := ((8-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
f__11 := 1.233809117
f__11c := 0.8658386664
f__21 := 7.732149745
f__21c := 7.792547999
f__31 := 21.65024319
f__31c := 21.64596666
f__41 := 42.42583568
f__41c := 42.42609468
f__51 := 70.13294633
f__51c := 70.13293194
f__61 := 104.7664779
f__61c := 104.7664787
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f__71 := 146.3267346
f__71c := 146.3267346
f__81 := 194.8136999
f__81c := 194.8136999
# Para vibración forzada (shaker)
> omega__12 := 3.516015270*omega__02;
f__12 := omega__12/(2*Pi);
f__12c := ((1-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__22 := 22.03449156*omega__02;
f__22 := omega__22/(2*Pi);
f__22c := ((2-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__32 := 61.69721441*omega__02;
f__32 := omega__32/(2*Pi);
f__32c := ((3-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__42 := 120.9019159*omega__02;
f__42 := omega__42/(2*Pi);
f__42c := ((4-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__52 := 199.8595301*omega__02;
f__52 := omega__52/(2*Pi);
f__52c := ((5-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__62 := 298.5555309*omega__02;
f__62 := omega__62/(2*Pi);
f__62 := ((6-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__72 := 416.9907860*omega__02;
f__72 := omega__72/(2*Pi);
f__72c := ((7-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__82 := 555.1652475*omega__02;
f__82 := omega__82/(2*Pi);
f__82c := ((8-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
f__12 := 1.384312745
f__12c := 0.9714561880
f__22 := 8.675339881
f__22c := 8.743105694
f__32 := 24.29120287
f__32c := 24.28640470
f__42 := 47.60106264
f__42c := 47.60135322
f__52 := 78.68796735
f__52c := 78.68795118
f__62 := 117.5461978
f__62 := 117.5461988
f__72 := 164.1760958
f__72c := 164.1760958
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f__82 := 218.5776422
f__82c := 218.5776422

B.2. Cálculo para Viga Prueba 8

> restart;
# viga de prueba 8
# composición 2 capas de FC proceso de infusión
# peso de la viga 86 g
# medidas 110cm x ~4cm
# densidad de la FC dada por el fabricante 1.79 g/cm3
# densidad super�cial 12k corregida 0.07 g/cm2
# densidad de la resina epóxica dada por el fabricante 1.15-1.17g/cm3
# Para una capa
# Tomamos el peso total de la viga y supondremos que las dos capas son uniformes, por

lo que el compuesto estará formado por dos capas con las mismas propiedades.
# Primero determinamos el peso de la �bra de carbono, establecida por la densidad

super�cial y el área de la misma. Determinamos un valor promedio del ancho, tomado de
varias secciones de la viga y promediando las muestras. El valor obtenido es de 41.3245 mm.
# Área de la viga prueba 8 (cm2)
> A := 4.13245*110;
A := 454.56950
# Espesor equivalente de la FC 12K (cm) (densup/denvol)
> e := 0.39e-1:
# Densidad super�cial FC 12k corregido (g/cm2)
> sigma__f := 0.7e-1:
# Densidad de la FC y resina (g/cm3)
> rho__f := 1.79;
rho__m := 1.17;
# El peso total de la pieza debe ser dividido entre las dos capas de FC
# Peso total de la pieza (g)
> w__c := 86*(1/2);
w__c := 43
# Peso de la �bra de carbono (g)
> w__f := A*sigma__f;
w__f := 31.8198650
# Peso de la resina (g)
> w__m := w__c-w__f;
w__m := 11.1801350
# Porcentajes de peso del compuesto
> W__f := w__f/w__c;
W__m := w__m/w__c;
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W__f := 0.7399968605
W__m := 0.2600031395
# Volumen de la �bra de carbono (cm3)
> v__f := A*e;
v__f := 17.72821050
# Volumen de la matriz (cm3)
> v__m := w__m/rho__m;
v__m := 9.555670940
# Fracciones volumétricas del compuesto
> v__c := v__f+v__m;
V__f := v__f/v__c;
V__m := v__m/v__c;
v__c := 27.28388144
V__f := 0.6497686386
V__m := 0.3502313614
# Densidad del compuesto
# Calculado por fracciones volumétricas y por fracciones de peso
#
> rho__cv := V__f*rho__f+V__m*rho__m;
rho__cp := 1/(W__f/rho__f+W__m/rho__m);
rho__c := (rho__cv+rho__cp)*(1/2);
rho__cv := 1.572856556
rho__cp := 1.573239887
rho__c := 1.573048222
# Espesor (mm) y peso total de la pieza calculados a partir del gramaje y peso de la

�bra
> Gr := sigma__f;
V__v := 0;
e__c := 10*Gr*(1/rho__f+(1-W__f)/(rho__m*W__f))/(1-V__v);
Gr := 0.07
e__c := 0.6012750930
# comprobación del peso de la viga
> w__cv := rho__f*v__f+rho__m*v__m;
w__cr := v__c*rho__c;
w__cv := 42.91363180
w__cr := 42.91886119
# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -
# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -
# Cálculo del Modulo de Young
# Valores de la FC
> E__f := 0.231e12:
nu__f := .2:
G__f := E__f/(2*(1+nu__f));
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G__f := 9.625000000 e10
# Valores de la matriz
> E__m := 0.32e10;
nu__m := .3;
G__m := E__m/(2*(1+nu__m));
G__m := 1.230769231 e9
# Considerando un tejido equilibrado
> k := 1/2;
E__Lwp := E__Lu;
E__Lwf := E__Lu;
E__Twp := E__Tu;
E__Twf := E__Tu;
nu__LTwp := nu__LTu;
nu__LTwf := nu__LTu;
G__LTwp := G__LTu;
G__LTwf := G__LTu;
# Módulo de Young Longitudinal
> E__Lu := k*E__f*V__f+E__m*(1-V__f);
E__Lu := 7.616901812 e10
# Modulo de cortante longitudinal (Solución exacta)
> G__LTu := G__m*(G__f*(1+V__f)+G__m*(1-V__f))/
(G__f*(1-V__f)+G__m*(1+V__f));
G__LTu := 5.483023834 e9
# Coe�ciente de Poisson longitudinal
> nu__LTu := nu__f*V__f+nu__m*(1-V__f);
nu__LTu := 0.2350231361
# Módulo de compresión lateral
> k__m := E__m/(3*(1-2*nu__m));
k__f := E__f/(3*(1-2*nu__f));
K__m := E__m/((2*(1-2*nu__m))*(1+nu__m));
K__L := K__m+V__f/(1/(k__f-k__m+(G__f-G__m)*(1/3))+
(1-V__f)/(k__m+4*G__m*(1/3)));
k__m := 2.666666667 e9
k__f := 1.283333333 e11
K__m := 3.076923077 e9
K__L := 1.048934857 e9
# Módulo de cortante transversal
> G__TT := G__m*
(1+V__f/(G__m/(G__f-G__m)+(k__m+7*G__m*(1/3))*
(1-V__f)/(2*k__m+8*G__m*(1/3))));
G__TT := 4.589483867 e9
# Módulo de Young Transversal
> E__Tu := 2/(1/(2*K__L)+1/(2*G__TT)+2*nu__LTu^2/E__Lu);
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E__Tu := 1.265322541 e10
> alpha__wp := 1/(1-E__Twp*nu__LTwp^2/E__Lwp);
alpha__wf := 1/(1-E__Twf*nu__LTwf^2/E__Lwf);
alpha__wp := 1.009260779
alpha__wf := 1.009260779
> alpha := (k*alpha__wp*nu__LTwp*E__Twp+(1-k)*alpha__wf*nu__LTwf*E__Twf)^2/
((k*alpha__wp*E__Lwp+(1-k)*alpha__wf*E__Twf)*
(k*alpha__wp*E__Twp+(1-k)*alpha__wf*E__Lwf));
alpha := 0.004483738106
> E__L := (1-alpha)*(k*alpha__wp*E__Lwp+(1-k)*alpha__wf*E__Twf);
E__L := 4.462143143 e10
> E__T := (1-alpha)*(k*alpha__wp*E__Twp+(1-k)*alpha__wf*E__Lwf);
E__T := 4.462143143 e10
> nu__LT := (k*alpha__wp*nu__LTwp*E__Twp+(1-k)*alpha__wf*nu__LTwf*E__Twf)/
(k*alpha__wp*E__Twp+(1-k)*alpha__wf*E__Lwf);
nu__LT := 0.06696072061
> G__LT := k*G__LTwp+(1-k)*G__LTwf;
G__LT := 5.483023834 e9
# laminados
> e__1 := 0.1e-2*e__c;
e__2 := 0.1e-2*e__c;
e__1 := 0.0006012750930
e__2 := 0.0006012750930
# Determinamos las constantes reducidas de rigidez en las direcciones principales
> Q__11 := E__L/(1-E__T*nu__LT^2/E__L);
Q__22 := E__T*Q__11/E__L;
Q__12 := nu__LT*Q__22;
Q__21 := Q__12;
Q__66 := G__LT;
Q__16 := 0;
Q__61 := 0;
Q__26 := 0;
Q__62 := 0;
Q__11 := 4.482240335 e10
Q__22 := 4.482240335 e10
Q__12 := 3.001340428 e9
Q__21 := 3.001340428 e9
Q__66 := 5.483023834 e9
> Q__a0g := Matrix(3, 3, [[Q__11, Q__12, Q__16],
[Q__21, Q__22, Q__26], [Q__61, Q__62, Q__66]]):
# Formamos las matrices A, B y D (en el ejemplo para dos capas)
# Matriz A (Matriz de Rigidez de Estiramiento)
> A := Q__a0g*e__1+Q__a0g*e__2;
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A := [[5.39011894855095 e7 , 3.60926248994072 e6 , 0.],
[3.60926248994072 e6 , 5.39011894855095 e7 , 0.],
[0., 0., 6.59361133141913 e6 ]]

# Matriz B (Matriz de Rigidez de Acoplamiento)
# Para esta matriz necesitamos conocer los valores h(k-1) hasta hk que son puntos de

los laminados con h0 el valor de la capa más baja referenciada al centro del laminado total.
#
> h__0 := -e__1;
h__1 := 0;
h__2 := e__2;
> B := 1/2*(Q__a0g*(-h__0^2+h__1^2)+Q__a0g*(-h__1^2+h__2^2));

[0. 0. 0.]
B := [0. 0. 0.]

[0. 0. 0.]
# Matriz D (Matriz de Rigidez de Flexión)
> Dm := 1/3*(Q__a0g*(-h__0^3+h__1^3)+Q__a0g*(-h__1^3+h__2^3));

[6.49566356303662 0.434954313051764 0.]
Dm := [0.434954313051764 6.49566356303662 0.]

[ 0. 0. 0.794599920393942]
# Obteniendo al �nal la matriz total
> CE := Matrix(6, 6, [[A(1, 1), A(1, 2), A(1, 3), B(1, 1), B(1, 2), B(1, 3)],
[A(2, 1), A(2, 2), A(2, 3), B(2, 1), B(2, 2), B(2, 3)],
[A(3, 1), A(3, 2), A(3, 3), B(3, 1), B(3, 2), B(3, 3)],
[B(1, 1), B(1, 2), B(1, 3), Dm(1, 1), Dm(1, 2), Dm(1, 3)],
[B(2, 1), B(2, 2), B(2, 3), Dm(2, 1), Dm(2, 2), Dm(2, 3)],
[B(3, 1), B(3, 2), B(3, 3), Dm(3, 1), Dm(3, 2), Dm(3, 3)]]);
CE :=
[[5.39011894855095 e7 , 3.60926248994072 e6 , 0., 0., 0., 0.],
[3.60926248994072 e6 , 5.39011894855095 e7 , 0., 0., 0., 0.],
[0., 0., 6.59361133141913 e6 , 0., 0., 0.],
[0., 0., 0., 6.49566356303662, 0.434954313051764, 0.],
[0., 0., 0., 0.434954313051764, 6.49566356303662, 0.],
[0., 0., 0., 0., 0., 0.794599920393942]]
# Vibraciones libres
# realizamos el análisis como una viga empotrada solamente por un extremo
# Los resultados de los tres primeros modos de vibración estan dados por las siguientes

funciones
# se debe considerar la distancia de la viga y del empotramiento como L
# L1 vibración libre
# L2 shaker
> h := e__1+e__2;
rho__s := 1000*rho__c*h;
E__x := E__L;
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L__1 := 1.056:
L__2 := 1.03:
h := 0.001202550186
rho__s := 1.891669432
E__x := 4.462143143 e10
> omega__01 := sqrt(E__x*h^3/(12*rho__s))/L__1^2;
omega__02 := sqrt(E__x*h^3/(12*rho__s))/L__2^2;
omega__01 := 1.658003647
omega__02 := 1.742765157
# Para vibración libre
> omega__11 := 3.516015270*omega__01;
f__11 := omega__11/(2*Pi);
f__11c := ((1-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__21 := 22.03449156*omega__01;
f__21 := omega__21/(2*Pi);
f__21c := ((2-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__31 := 61.69721441*omega__01;
f__31 := omega__31/(2*Pi);
f__31c := ((3-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__41 := 120.9019159*omega__01;
f__41 := omega__41/(2*Pi);
f__41c := ((4-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__51 := 199.8595301*omega__01;
f__51 := omega__51/(2*Pi);
f__51c := ((5-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__61 := 298.5555309*omega__01;
f__61 := omega__61/(2*Pi);
f__61c := ((6-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__71 := 416.9907860*omega__01;
f__71 := omega__71/(2*Pi);
f__71c := ((7-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__81 := 555.1652475*omega__01;
f__81 := omega__81/(2*Pi);
f__81c := ((8-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
f__11 := 0.9278042671
f__11c := 0.6510965097
f__21 := 5.814450087
f__21c := 5.859868588
f__31 := 16.28062861
f__31c := 16.27741274
f__41 := 31.90353424
f__41c := 31.90372898
f__51 := 52.73882809
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f__51c := 52.73881726
f__61 := 78.78267709
f__61c := 78.78267769
f__71 := 110.0353101
f__71c := 110.0353101
f__81 := 146.4967146
f__81c := 146.4967146
# Para vibración forzada (shaker)
> omega__12 := 3.516015270*omega__02;
f__12 := omega__12/(2*Pi);
f__12c := ((1-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__22 := 22.03449156*omega__02;
f__22 := omega__22/(2*Pi);
f__22c := ((2-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__32 := 61.69721441*omega__02;
f__32 := omega__32/(2*Pi);
f__32c := ((3-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__42 := 120.9019159*omega__02;
f__42 := omega__42/(2*Pi);
f__42c := ((4-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__52 := 199.8595301*omega__02;
f__52 := omega__52/(2*Pi);
f__52c := ((5-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__62 := 298.5555309*omega__02;
f__62 := omega__62/(2*Pi);
f__62 := ((6-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__72 := 416.9907860*omega__02;
f__72 := omega__72/(2*Pi);
f__72c := ((7-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__82 := 555.1652475*omega__02;
f__82 := omega__82/(2*Pi);
f__82c := ((8-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
f__12 := 0.9752360632
f__12c := 0.6843822770
f__22 := 6.111700078
f__22c := 6.159440491
f__32 := 17.11293720
f__32c := 17.10955693
f__42 := 33.53452685
f__42c := 33.53473158
f__52 := 55.43497578
f__52c := 55.43496442
f__62 := 82.81025488
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f__62c := 82.81025551
f__72 := 115.6606048
f__72c := 115.6606048
f__82 := 153.9860122
f__82c := 153.9860122

B.3. Cálculo para Viga Prueba 9

> restart;
# viga de prueba 8
# composición 2 capas de FC proceso de infusión y un núcleo de poliéster
# peso de la viga 155 g
# medidas 110cm x ~4cm
# densidad de la FC dada por el fabricante 1.79 g/cm3
# densidad super�cial 12k corregida 0.07 g/cm2
# densidad de la resina epóxica dada por el fabricante 1.15-1.17g/cm3
# Para una capa
# Tomamos el peso total de la viga y supondremos que las dos capas son uniformes, por

lo que el compuesto estará formado por dos capas con las mismas propiedades.
# Primero determinamos el peso de la �bra de carbono, establecida por la densidad

super�cial y el área de la misma. Determinamos un valor promedio del ancho, tomado de
varias secciones de la viga y promediando las muestras. El valor obtenido es de 40.887 mm.
# Área de la viga prueba 7 (cm2)
> A := 4.0887*110;
A := 449.7570
# Espesor equivalente de la FC 12K (cm) (densup/denvol)
> e := 0.39e-1:
# Densidad super�cial FC 12k corregido (g/cm2)
> sigma__f := 0.7e-1:
# Densidad de la FC y resina (g/cm3)
> rho__f := 1.79;
rho__m := 1.17;
# El peso total de la pieza debe ser dividido entre las dos capas de FC
# Peso total de la pieza (g)
> w__c := 86*(1/2);
w__c := 43
# Peso de la �bra de carbono (g)
> w__f := A*sigma__f;
w__f := 31.482990
# Peso de la resina (g)
> w__m := w__c-w__f;
w__m := 11.517010
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# Porcentajes de peso del compuesto
> W__f := w__f/w__c;
W__m := w__m/w__c;
W__f := 0.7321625581
W__m := 0.2678374419
# Volumen de la �bra de carbono (cm3)
> v__f := A*e;
v__f := 17.5405230
# Volumen de la matriz (cm3)
> v__m := w__m/rho__m;
v__m := 9.843598291
# Fracciones volumétricas del compuesto
> v__c := v__f+v__m;
V__f := v__f/v__c;
V__m := v__m/v__c;
v__c := 27.38412129
V__f := 0.6405362733
V__m := 0.3594637267
# Densidad del compuesto
# Calculado por fracciones volumétricas y por fracciones de peso
#
> rho__cv := V__f*rho__f+V__m*rho__m;
rho__cp := 1/(W__f/rho__f+W__m/rho__m);
rho__cl := (rho__cv+rho__cp)*(1/2);
rho__cv := 1.567132489
rho__cp := 1.567520345
rho__cl := 1.567326417
# Espesor (mm) y peso total de la pieza calculados a partir del gramaje y peso de la

�bra
> Gr := sigma__f;
V__v := 0;
e__c := 10*Gr*(1/rho__f+(1-W__f)/(rho__m*W__f))/(1-V__v);
Gr := 0.07
e__c := 0.6099262682
# comprobación del peso de la viga
> w__cv := rho__f*v__f+rho__m*v__m;
w__cr := v__c*rho__c;
w__cv := 42.91454617
w__cr := 42.91985670
# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -
# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � -
# Cálculo del Modulo de Young
# Valores de la FC
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> E__f := 0.231e12:
nu__f := .2:
G__f := E__f/(2*(1+nu__f));
G__f := 9.625000000 e10
# Valores de la matriz
> E__m := 0.32e10;
nu__m := .3;
G__m := E__m/(2*(1+nu__m));
G__m := 1.230769231 e9
# Considerando un tejido equilibrado
> k := 1/2;
E__Lwp := E__Lu;
E__Lwf := E__Lu;
E__Twp := E__Tu;
E__Twf := E__Tu;
nu__LTwp := nu__LTu;
nu__LTwf := nu__LTu;
G__LTwp := G__LTu;
G__LTwf := G__LTu;
# Módulo de Young Longitudinal
> E__Lu := k*E__f*V__f+E__m*(1-V__f);
E__Lu := 7.513222350 e10
# Modulo de cortante longitudinal (Solución exacta)
> G__LTu := G__m*(G__f*(1+V__f)+G__m*(1-V__f))/
(G__f*(1-V__f)+G__m*(1+V__f));
G__LTu := 5.322180269 e9
# Coe�ciente de Poisson longitudinal
> nu__LTu := nu__f*V__f+nu__m*(1-V__f);
nu__LTu := 0.2359463727
# Módulo de compresión lateral
> k__m := E__m/(3*(1-2*nu__m));
k__f := E__f/(3*(1-2*nu__f));
K__m := E__m/((2*(1-2*nu__m))*(1+nu__m));
K__L := K__m+V__f/(1/(k__f-k__m+(G__f-G__m)*(1/3))+
(1-V__f)/(k__m+4*G__m*(1/3)));
k__m := 2.666666667 e9
k__f := 1.283333333 e11
K__m := 3.076923077 e9
K__L := 1.020963642 e9
# Módulo de cortante transversal
> G__TT := G__m*
(1+V__f/(G__m/(G__f-G__m)+(k__m+7*G__m*(1/3))*
(1-V__f)/(2*k__m+8*G__m*(1/3))));



B.3. CÁLCULO PARA VIGA PRUEBA 9 139

G__TT := 4.461235961 e9
# Módulo de Young Transversal
> E__Tu := 2/(1/(2*K__L)+1/(2*G__TT)+2*nu__LTu^2/E__Lu);
E__Tu := 1.230528093 e10
> alpha__wp := 1/(1-E__Twp*nu__LTwp^2/E__Lwp);
alpha__wf := 1/(1-E__Twf*nu__LTwf^2/E__Lwf);
alpha__wp := 1.009201739
alpha__wf := 1.009201739
> alpha := (k*alpha__wp*nu__LTwp*E__Twp+(1-k)*alpha__wf*nu__LTwf*E__Twf)^2/
((k*alpha__wp*E__Lwp+(1-k)*alpha__wf*E__Twf)*
(k*alpha__wp*E__Twp+(1-k)*alpha__wf*E__Lwf));
alpha := 0.004410361211
> E__L := (1-alpha)*(k*alpha__wp*E__Lwp+(1-k)*alpha__wf*E__Twf);
E__L := 4.392645104 e10
> E__T := (1-alpha)*(k*alpha__wp*E__Twp+(1-k)*alpha__wf*E__Lwf);
E__T := 4.392645104 e10
> nu__LT := (k*alpha__wp*nu__LTwp*E__Twp+(1-k)*alpha__wf*nu__LTwf*E__Twf)/
(k*alpha__wp*E__Twp+(1-k)*alpha__wf*E__Lwf);
nu__LT := 0.06641055045
> G__LT := k*G__LTwp+(1-k)*G__LTwf;
G__LT := 5.322180268 e9
# laminados
> e__1 := 0.1e-2*e__c;
e__2 := 0.1e-2*e__c;
e__1 := 0.0006099262682
e__2 := 0.0006099262682
# Determinamos las constantes reducidas de rigidez en las direcciones principales
> Q__11 := E__L/(1-E__T*nu__LT^2/E__L);
Q__22 := E__T*Q__11/E__L;
Q__12 := nu__LT*Q__22;
Q__21 := Q__12;
Q__66 := G__LT;
Q__16 := 0;
Q__61 := 0;
Q__26 := 0;
Q__62 := 0;
Q__11 := 4.412104077 e10
Q__22 := 4.412104077 e10
Q__12 := 2.930102604 e9
Q__21 := 2.930102604 e9
Q__66 := 5.322180268 e9
> Q__a0g := Matrix(3, 3, [[Q__11, Q__12, Q__16],
[Q__21, Q__22, Q__26], [Q__61, Q__62, Q__66]]):
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# Formamos las matrices A, B y D (en el ejemplo para dos capas)
# Matriz A (Matriz de Rigidez de Estiramiento)
> A := Q__a0g*e__1+Q__a0g*e__2;
A := [[5.38211634918923 e7 , 3.57429309340164 e6 , 0.],

[3.57429309340164 e6 , 5.38211634918923 e7 , 0.],
[0., 0., 6.49227509909783 e6 ]]

# Matriz B (Matriz de Rigidez de Acoplamiento)
# Para esta matriz necesitamos conocer los valores h(k-1) hasta hk que son puntos de

los laminados con h0 el valor de la capa más baja referenciada al centro del laminado total.
> h__c := 0.2e-2:
h__0 := -e__1-0.1e-2;
h__1 := -0.1e-2;
h__2 := 0.1e-2;
h__3 := e__2+0.1e-2;
> B := (1/2)*h__c*(-Q__a0g*e__1+Q__a0g*e__2);

[0. 0. 0.]
B := [0. 0. 0.]

[0. 0. 0.]
# MAtriz C de acoplamiento
> C := 1/2*(Q__a0g*(-h__0^2+h__1^2)+Q__a0g*(-h__2^2+h__3^2));

[0. 0. 0.]
C := [0. 0. 0.]

[0. 0. 0.]
# Matriz D (Matriz de Rigidez de Flexión)
>Dm := (1/2)*h__c*(Q__a0g*(-h__2^2+h__3^2)-Q__a0g*(-h__0^2+h__1^2));

[140.469268290771 9.32864142861796 0.]
Dm := [9.32864142861796 140.469268290771 0.]

[ 0. 0. 16.9443593104420]
# Obteniendo al �nal la matriz total
> CE := Matrix(6, 6, [[A(1, 1), A(1, 2), A(1, 3), B(1, 1), B(1, 2), B(1, 3)],
[A(2, 1), A(2, 2), A(2, 3), B(2, 1), B(2, 2), B(2, 3)],
[A(3, 1), A(3, 2), A(3, 3), B(3, 1), B(3, 2), B(3, 3)],
[B(1, 1), B(1, 2), B(1, 3), Dm(1, 1), Dm(1, 2), Dm(1, 3)],
[B(2, 1), B(2, 2), B(2, 3), Dm(2, 1), Dm(2, 2), Dm(2, 3)],
[B(3, 1), B(3, 2), B(3, 3), Dm(3, 1), Dm(3, 2), Dm(3, 3)]]);
CE :=
[[5.38211634918923 e7 , 3.57429309340164 e6 , 0., 0., 0., 0.],
[3.57429309340164 e6 , 5.38211634918923 e7 , 0., 0., 0., 0.],
[0., 0., 6.49227509909783 e6 , 0., 0., 0.],
[0., 0., 0., 140.469268290771, 9.32864142861796, 0.],
[0., 0., 0., 9.32864142861796, 140.469268290771, 0.],
[0., 0., 0., 0., 0., 16.9443593104420]]
# Vibraciones libres
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# realizamos el análisis como una viga empotrada solamente por un extremo
# Los resultados de los tres primeros modos de vibración estan dados por las siguientes

funciones
# se debe considerar la distancia de la viga y del empotramiento como L
# L1 vibración libre
# L2 shaker
# densidad del compuesto total (considerando el núcleo)
> w__core := 69;
> rho__core := w__core/(.2*A);
rho__core := 0.7670808902
> rho__c := (rho__cl*(e__1+e__2)+rho__core*h__c)/(e__1+e__2+h__c);
rho__c := 1.070256742
> h := e__1+e__2+h__c;
rho__s := 1000*rho__c*h;
E__x := E__L;
L__1 := 1.053:
L__2 := .979:
h := 0.003219852536
rho__s := 3.446068885
E__x := 4.392645104 e10
> omega__01 := sqrt(E__x*h^3/(12*rho__s))/L__1^2;
omega__02 := sqrt(E__x*h^3/(12*rho__s))/L__2^2;
omega__01 := 5.370413041
omega__02 := 6.212967013
# Para vibración libre
> omega__11 := 3.516015270*omega__01;
f__11 := omega__11/(2*Pi);
f__11c := ((1-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__21 := 22.03449156*omega__01;
f__21 := omega__21/(2*Pi);
f__21c := ((2-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__31 := 61.69721441*omega__01;
f__31 := omega__31/(2*Pi);
f__31c := ((3-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__41 := 120.9019159*omega__01;
f__41 := omega__41/(2*Pi);
f__41c := ((4-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__51 := 199.8595301*omega__01;
f__51 := omega__51/(2*Pi);
f__51c := ((5-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__61 := 298.5555309*omega__01;
f__61 := omega__61/(2*Pi);
f__61c := ((6-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
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omega__71 := 416.9907860*omega__01;
f__71 := omega__71/(2*Pi);
f__71c := ((7-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
omega__81 := 555.1652475*omega__01;
f__81 := omega__81/(2*Pi);
f__81c := ((8-.5)*Pi)^2*omega__01/(2*Pi);
f__11 := 3.005235933
f__11c := 2.108956270
f__21 := 18.83349209
f__21c := 18.98060644
f__31 := 52.73432321
f__31c := 52.72390674
f__41 := 103.3382264
f__41c := 103.3388572
f__51 := 170.8254929
f__51c := 170.8254579
f__61 := 255.1837067
f__61c := 255.1837086
f__71 := 356.4136097
f__71c := 356.4136097
f__81 := 474.5151604
f__81c := 474.5151604
# Para vibración forzada (shaker)
> omega__12 := 3.516015270*omega__02;
f__12 := omega__12/(2*Pi);
f__12c := ((1-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__22 := 22.03449156*omega__02;
f__22 := omega__22/(2*Pi);
f__22c := ((2-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__32 := 61.69721441*omega__02;
f__32 := omega__32/(2*Pi);
f__32c := ((3-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__42 := 120.9019159*omega__02;
f__42 := omega__42/(2*Pi);
f__42c := ((4-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__52 := 199.8595301*omega__02;
f__52 := omega__52/(2*Pi);
f__52c := ((5-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__62 := 298.5555309*omega__02;
f__62 := omega__62/(2*Pi);
f__62 := ((6-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__72 := 416.9907860*omega__02;
f__72 := omega__72/(2*Pi);
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f__72c := ((7-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
omega__82 := 555.1652475*omega__02;
f__82 := omega__82/(2*Pi);
f__82c := ((8-.5)*Pi)^2*omega__02/(2*Pi);
f__12 := 3.476721728
f__12c := 2.439826441
f__22 := 21.78824314
f__22c := 21.95843796
f__32 := 61.00771173
f__32c := 60.99566102
f__42 := 119.5507658
f__42c := 119.5514957
f__52 := 197.6259822
f__52c := 197.6259416
f__62 := 295.2189971
f__62c := 295.2189995
f__72 := 412.3306684
f__72c := 412.3306684
f__82 := 548.9609488
f__82c := 548.9609488
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Figura C.1: Galga uniaxial Mod. CEA-13-125UN-350.
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Figura C.2: Galga Tipo L Mod. CEA-13-062WT-350.
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Figura C.3: Galga de 3 elementos Mod. C2A-06-031WW-350
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Figura C.4: Galga de 3 elementos Mod. C2A-13-062WW-350.
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Figura C.5: Especi�caciones de NI CompactDAQ 01.
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Figura C.6: Especi�caciones de NI CompactDAQ 02.
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Figura C.7: Especi�caciones de NI CompactDAQ 03.
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Figura C.8: Especi�caciones del módulo NI 9236 para galgas extensiométricas.



154 APÉNDICE C. ESPECIFICACIONES TÉCNICAS DE COMPONENTES

Figura C.9: Especi�caciones del módulo NI-9233. 01.

Figura C.10: Especi�caciones del módulo NI-9233. 02.
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Figura C.11: Especi�caciones del módulo NI-9233. 03.
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Figura C.12: Especi�caciones de acelerómetro Kistler Mod. 8640A10. 01.
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Figura C.13: Especi�caciones de acelerómetro Kistler Mod. 8640A10. 02.
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Figura C.14: Sistema de adqusición de datos Mod. P3 de Vishay. 01.
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Figura C.15: Sistema de adqusición de datos Mod. P3 de Vishay. 02.



160 APÉNDICE C. ESPECIFICACIONES TÉCNICAS DE COMPONENTES

Figura C.16: Sistema de adqusición de datos Mod. P3 de Vishay. 03..
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Figura C.17: Especi�caciones técnicas del núcleo de Poliéster usado en la viga Prueba 9.
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Figura C.18: Especi�caciones técnicas de la resina epóxica adquirida en Poliformas Plásticas
S.A. de C.V.


