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Resumen

Esta investigacion aborda la relacion de un profesor de matematicas de secundaria, de la
Ciudad de Meéxico, con una propuesta didactica que presenta algunos elementos
innovadores, en particular, la intencion de favorecer el aprendizaje de la multiplicacién de
fracciones en el marco de las relaciones de proporcionalidad. El estudio pretende realizar
un aporte a la comprensién de los procesos de apropiacion de los profesores ante
propuestas didacticas alternativas (Block, D., Moscoso, A., Ramirez, M., Solares, D., 2007;
Robert, 2007; Sensevy, 2011). Este trabajo puede caracterizarse como un estudio de
ingenieria didactica de segunda generacién (Perrin- Glorian, 2011). El estudio plantea dos
problemas de investigacién, el primero se refiere a la problematica curricular y
epistemoldgica que existe en didactica sobre las fracciones, en particular, la multiplicaciéon
y su relacion con las técnicas de proporcionalidad (Brousseau, 1981., Block, 2001). El
segundo, alude al andlisis de la practica docente bajo las dimensiones cognitiva, personal
e institucional (Robert, 2007., Roditi, 2003). Asimismo, se intenta enriquecer este analisis
recurriendo a algunos aportes de los estudios realizados desde la perspectiva sociocultural
(Mercado y Rockwell, 1988., Mercado, 2002).

Abstract

This study researches the relationship of a high school math teacher, from Mexico City, with
a didactic proposal which presents some innovative elements such as the intention of
favoring learning of multiplication of fractions within the framework of the proportional
relationships. The study aims to contribute to the understanding of teachers’ appropriation
processes of alternative didactic proposals (Block, D., Moscoso, A., Ramirez, M., Solares,
D., 2007, Robert, 2007, Sensevy, 2011). This study can be characterized as a second-
generation didactic engineering study (Perrin-Glorian, 2011). The study raises two research
problems, the first one refers to the curricular and epistemological problems present in
didactics about fractions, in particular, multiplication and its relation with proportionality
techniques (Brousseau, 1981., Block, 2001). The second refers to teaching practice analysis
under cognitive, personal and institutional dimensions (Robert, 2007., Roditi, 2003).
Likewise, this analysis is enriched by resorting to some contributions from sociocultural
studies perspective (Mercado y Rockwell, 1988., Mercado, 2002).



INTRODUCCION

1. Antecedentes y propdsitos

En los estudios de did4ctica de las mateméticas, practicamente desde su origen, existe una
preocupacion sobre la reproductibilidad de las ingenierias didacticas que se realizan en la
investigacion. Las formas de implementar las situaciones no responden necesariamente a

los objetivos planteados por los investigadores:

Hay una distancia entre lo deseable para la ensefianza y lo que sucede en realidad. ¢es

necesario recriminar a los docentes? Es necesario cambiar de paradigma: estudiar las

condiciones que pesan a los profesores y sus margenes de maniobra, en una perspectiva
ecolégica que integra las demandas del cuerpo social, de la institucion, de los alumnos

(Bolon, 1996, p. 15).

Afos mas tarde, Perrin-Glorian desarroll6 una linea de investigacion que denomind
Ingenieria Didactica de Desarrollo (IDD) o de segunda generacion, la cual, enfoca la
problematica del docente cuando implementa secuencias didacticas que son producto de
la investigacion didactica. Esta linea pretende ser también un insumo para la ensefianza.
En palabras de Artigue, uno de los retos actuales e importantes en la educacion matematica
es que “existe mucha produccién en la investigacion, pero poca influencia en los sistemas

educativos, tenemos una responsabilidad social” (Artigue, octubre de 2018).

Actualmente, el estudio de la practica de los profesores constituye una linea
importante de investigacion en didactica. Se han realizado diversos estudios (Block, et al.,
2007, Margolinas, 2009., Perrin-Glorian, 2011., Robert, 2007., Roditi, 2003, Rios, 2016.,
Sensevy, 2011, etc.), que abordan desde distintos enfoques la participacion e influencia del
profesor en la puesta en marcha de ingenierias didacticas. Estas investigaciones, dan
cuenta de una relacién dialéctica entre el docente y las propuestas, y destacan varios de

los elementos que intervienen en esta relacion.

En el presente estudio, pretendo aportar en la direccién antes sefalada: analizo la
relaciéon de un docente de matematicas de secundaria con una propuesta, portadora de
ciertas innovaciones para la ensefianza de la multiplicacién de fracciones en el marco de
las relaciones de proporcionalidad. La propuesta, ademas, otorga un lugar central a la

resolucion de problemas como medio para el desarrollo de nociones de los alumnos.



Con ello, me interesa aportar al conocimiento de los procesos que viven los profesores
al relacionarse con propuestas didacticas fundamentadas en la investigacion en didactica.
Asimismo, pretendo contribuir al conocimiento del funcionamiento de dichas situaciones en

el aula.
2. Las partes de la tesis.

A continuacion, describiré grosso modo, los capitulos que constituyen este trabajo, con la

finalidad de ofrecer al lector un panorama de su contenido:

En el primer capitulo de la tesis, documentaré los referentes tedricos que constituyen
mis herramientas principales de analisis. Estos son, por una parte, la problematica curricular
y epistemoldgica sobre la ensefianza y el aprendizaje de la multiplicacion de fracciones
desde la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) de la didactica francesa, la cual ubico
principalmente en los trabajos de Brousseau (1980, 1981, 1983, 2007), de Block (2001,
2008) y ademas algunos aportes de otras escuelas (Freudenthal, 1983., Rouche, 1998).
Por otra parte, sobre la apropiacion de las propuestas didacticas por los docentes, recupero
referentes tanto desde la didactica (Block, et al., 2007., Perrin-Glorian, 2011., Robert, 2007.,
Roditi, 2003) como de estudios sobre la practica docente desde la perspectiva sociocultural
(Mercado, 2002).

En el segundo capitulo abordaré las ocho situaciones que constituyen la propuesta
que se experimentd en este trabajo de investigacion. Para cada situacion, consideré tres
aspectos. El analisis a priori, en el cual destaco los propdsitos, comentarios previos y
algunos procedimientos esperados por parte de los alumnos. En segundo lugar, el andlisis
a posteriori del referente empirico con apoyo de videograbaciones de clase, notas de campo
y entrevistas con el docente. Finalmente, agregué comentarios finales para cada situacion,
en los cuales menciono puntos relevantes organizados en tres apartados: la situacion, los
alumnos y la gestion, esta Ultima, enfocada en la relaciéon del profesor con cada leccién y
las distintas transformaciones que hizo en funcion de sus concepciones, creencias,

perspectiva didactica, etc.

Por altimo, en el capitulo tercero destaco, de manera sucinta, los hallazgos del estudio
y desarrollo una reflexion sobre ellos. La experiencia muestra que existio una distancia

amplia entre los objetivos planteados en la propuesta y lo que sucedi6 en el aula, debido a



una serie de modificaciones que el profesor imprimioé en la propuesta, sobreponiendo en

ocasiones la aplicacion de algoritmos ante el sentido que subyacen éstos.



CAPITULO 1. TEORIAS DE REFERENCIA, OBJETO DE ESTUDIO Y METODOLOGIA.

1.1. Lamultiplicacion de fracciones: marco epistémico de referencia.

En este capitulo, abordaré la problematica curricular y epistemolégica sobre la ensefianza
y el aprendizaje de la multiplicacibn de fracciones desde la didactica francesa,
principalmente los trabajos de Brousseau (2004), Block (2008) y aportes de otras escuelas
(Freudenthal, 1983, Rouche, 1998).

1.1.1 Nociones de la Teoria de las Situaciones Didacticas.

Esta investigacion se apoya en la Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD) desarrollada
por Brousseau (2007) en Francia en la década de los 70’. En la TSD, se estudian las
condiciones (situaciones) que determinan los conocimientos matematicos y que los
propician. En su seno, la ensefianza “refiere a la creacién de las condiciones que produciran

la apropiacion del conocimiento por parte de los estudiantes “(Douady, 1995, p.64).
Uno de los conceptos centrales es el de situacion didactica:

Una situacién didactica es un conjunto de relaciones explicita y/o implicitamente establecidas
entre un alumno o un grupo de alumnos, algun entorno (incluyendo instrumentos o materiales) y
el profesor con un fin de permitir a los alumnos aprender, esto es reconstruir algin conocimiento
(Godino, 2007, p. 19).

En la TSD, el sistema didactico compuesto por el alumno, maestro y conocimiento
se complementa con el medio (milieu). Esta ultima nocion, es uno de los aportes mas
importantes de esta teoria: “el medio es el objeto de la interaccién de los alumnos, es la
tarea especifica que deben llevar a cabo y las condiciones en que deben realizarla” (Block,
2001, p.19). Es decir, el medio se refiere al problema con el cual van a interactuar los

estudiantes.

Otro de los aportes méas importantes de la TSD es la nocioén de contrato didactico,
la cual refiere a “las condiciones sobre las normas necesarias para el trabajo de los alumnos
en el problema” (Sadovsky, 2004). Es decir, la manera en que se trabaja un problema en la
clase de matematicas. Se trata de las expectativas mutuas entre el profesor y los alumnos,

sobre todo, lo que ellos suponen que él espera de ellos.



A continuacion, precisaré algunos conceptos de la TSD que son basicos y que utilizo

para el andlisis de las situaciones en mi trabajo: situacién, situacion fundamental, situacion

adidactica y situacion didactica.

La situacion didactica es un “entorno del alumno manipulado por el docente”

(Brousseau, 2007, p.17) con fines de aprendizaje para el estudiante.

Las situaciones fundamentales, son aquellas que reunen una serie minima de
situaciones que contemplan todas las nociones necesarias para la génesis de un

conocimiento.

Las situaciones adidacticas proponen problemas que los alumnos, en principio,
pueden resolver con sus propios medios. Frecuentemente suponen una ruptura de
contrato. En estas situaciones, se busca que los conocimientos anteriores de los
alumnos, generalmente limitados o erroneos (eventualmente producto de
obstaculos?) sean insuficientes para resolver el problema, y entonces, el estudiante
se vea en la necesidad de buscar otras alternativas que el mismo problema

devuelve.

Aungue en algin momento se interpretd que el profesor no intervendria de manera

directa en las situaciones adidacticas; estudios posteriores (Sadovsky, 2004., Sensevy,

2011) muestran que la intervencion del docente es necesaria:

Las situaciones adidacticas no funcionan sin intervencion del profesor. Lejos de ello, en la
adidacticidad, el trabajo del profesor es decisivo. Si las evidencias deben construirse contra
el contrato actual, es necesario que el profesor dé a los alumnos el medio para hacerlo
(Sensevy, 2011, p. 340).

La situacion adidactica forma parte de la situacion didactica, en la que hay

momentos previos y posteriores al momento adidactico y de intervencion del profesor.

Otros dos conceptos importantes que apareceran con frecuencia en mi estudio son la

devolucion y la institucionalizacion. El concepto de devolucién es una accion por la cual “el

docente hace que el alumno acepte la responsabilidad de una situacion de aprendizaje

(adidactica) o de un problema” (Brousseau, 2007, p. 87). En este proceso de devolucion,

me cuestiono sobre la accion docente y sobre la adidacticidad de una situacion, es decir,

1 Para el estudio y disefio de las situaciones didacticas existe una clasificacion en situaciones de accion,
formulacion, validacién e institucionalizacién (Brousseau, 2007).
2 Mas adelante, precisaré algunos detalles sobre el concepto de obstaculo.



¢qué caracteristicas tendria que ofrecer el problema para propiciar en el alumno este
aprendizaje? ¢ es suficiente con ello? ¢ hasta qué punto influye el docente? ¢ En qué medida
estan en consonancia el disefio del problema y las acciones del docente frente a la
situacion? Regresaré sobre estas preguntas a lo largo del andlisis de mi referente empirico,

y al final del estudio.

En los programas de estudio recientes (SEP, 2011) los contenidos referentes a
fracciones y proporcionalidad presentan indicios de vinculacién, pero en mi éptica aun
aparecen lejanos, lo cual, da lugar a dificultades® para la construccién de la nocién de
multiplicacién por racionales y, para el transito de la proporcionalidad en el marco aritmético

al de las funciones que se comienzan a estudiar en la escuela secundaria®.

En cuanto a la institucionalizacion, es “una actividad reflexiva sobre los
conocimientos que contribuye a culminar la situacion de aprendizaje, esta tendra éxito si
los alumnos toman consciencia de sus conocimientos” (Comin, 2003, p. 69). Es un
momento crucial en la situacion, en el cual, el profesor tiene la responsabilidad de oficializar
los conocimientos subyacentes a la situacion que los alumnos vivieron. Asimismo, “es una
herramienta que permite verificar la evolucién de la situacion, gestionando el espacio de

accion de los estudiantes” (Comin, 2003, p. 71).

1.1.2 La mutiplicacion de fracciones. Andlisis didactico preliminar del contenido

Me interesa estudiar las transformaciones que realiz6 un docente a una propuesta didactica
gue tiene el potencial didactico de la integracion de dos nociones: multiplicacion de

fracciones y proporcionalidad.

La pertinencia de favorecer el aprendizaje de las fracciones en el marco de la
proporcionalidad ha sido destacada por varios investigadores (Brousseau, 1981, Block,

2008, Comin, 2003). Se considera que la adquisicion “de aspectos fundamentales de

3 En el trabajo realizado por Comin (2003) sobre la ensefianza de la proporcionalidad, destaca que en la
enseflanza basica el estudio de las magnitudes es base para distintos contenidos y sefiala “que en la
organizacion escolar francesa actual, los conocimientos sobre proporcionalidad no alimentan correctamente el
estudio algebraico de relaciones funcionales que se hace en la secundaria. El transito del marco aritmético de
la proporcionalidad al marco algebraico lineal requiere de una adaptacion del modelo proporcional” (Comin,
2003, p.41).

4 Bolea, Bosch y Gascon (2001) estudiaron la transposicion didactica en las organizaciones matematicas de la
proporcionalidad en la Escuela Secundaria Obligatoria (ESO) espafiola, y destacaron que existe un problema
curricular en el cual pervive la organizacion clasica de la proporcionalidad (Teoria de las razones y proporciones)
y una fuerte tendencia a evitar la manipulacion algebraica, provocando un aislamiento de la proporcionalidad
en este nivel y con problemas posteriores.



namero racional se registra en el marco de las relaciones de proporcionalidad, a la vez que
la resolucion de problemas de proporcionalidad puede requerir de la aplicacién de
herramientas aritméticas, en particular del calculo con fracciones y decimales”
(Vergnaud,1988, p.156). Asimismo, se destaca que “la proporcionalidad entre magnitudes
permite establecer una relacion dialéctica entre las nociones de funcion, de variable y de
namero” (Comin, 2003, p. 48).

Por otra parte, Brousseau (1981) desarroll6 una magna experiencia de ingenieria
didactica: Racionales y decimales en la escolaridad obligatoria, en la que las fracciones,
tanto en su papel de medidas como de operadores® se construyen en el marco de
situaciones de proporcionalidad. En la misma linea, Block (2008) desarroll6 varios trabajos
sobre el transito de la nocién de razon a la nocién de fraccién tanto en su papel de medidas
como de operadores: “la ensefianza de los niumeros racionales podria verse enriquecida al
considerarse conocimientos que los alumnos han desarrollado, y podrian desarrollar sobre

las razones de numeros naturales” (Block, 2008, p.33)

Estos estudios sustentan la propuesta de varios investigadores de ensefar la
multiplicacion de fracciones en el marco de las relaciones de proporcionalidad. Sin
embargo, en el curriculo y en las practicas de ensefianza, tal integracion® no es todavia lo
usual (Block, 2008). En el estudio de Block y Ramirez (2009) sobre el papel de la nocién de

razén y su vinculo con la fraccién en la escuela primaria sostienen que:

La larga historia de la nocion de proporcionalidad, su paso por varias épocas e instituciones,
aunado al hecho de no pertenecer ya al corpus de saberes matematicos actuales, origina,
por una parte, la carencia de un marco claro que sirva de referencia para los maestros y los
disefiadores de materiales curriculares y, por la otra, permite esperar cierta heterogeneidad
en las practicas concretas de la ensefianza (Block y Ramirez, 2009, p. 87).

Asi mismo, la variedad de definiciones reitera las dificultades que pueden surgir
cuando no existen acuerdos generales. Asi, por ejemplo, para algunos autores los términos
“razon, fraccion, tasa y cociente son practicamente sindnimos, otros no distinguen entre
razén, tasa y fraccion pero si distinguen a éstos del término cociente (...) otros no
diferencian entre fraccion y cociente pero si los distinguen de los términos razén y tasa (...)"
(Alatorre, 2004, p. 6).

5 Aqui conviene definir al operador fraccion como “toda operacion compuesta de una division en partes iguales
y de una multiplicacion, sin importar el orden que se adopte” (Rouche, 1998, p.33).

6 El andlisis de algunos libros de texto me permitié constatar que ambos contenidos (proporcionalidad y
fracciones) se mantienen distantes en las lecciones.



En el siguiente apartado, profundizo en algunos elementos sobre el aprendizaje y la
ensefianza de la mutiplicacion de fracciones, principalmente desde la TSD con el trabajo
de Brousseau (1981): Racionales y decimales en la escolaridad obligatoria. Asimismo,
recupero nociones importantes del trabajo de la Fenomenologia didactica de las fracciones
(Freudenthal, 1983).

Construccion del sentido para multiplicar por un decimal

Multiplicar por una fraccién: ¢aumenta o reduce?

En su investigacidon sobre la ensefianza de los decimales en Francia en los afios 60 y 70,
Brousseau plante6 que algunas problematicas para la ensefianza y el aprendizaje se
debieron “a las deficiencias de las concepciones didacticas en uso y de sus bases

epistemoldgicas” (Brousseau, 1981, p.39).

En la escuela primaria, la multiplicacion con naturales N se asocia al aumento de
cantidades en una magnitud. En el nivel secundaria, los alumnos comienzan con el estudio
de los racionales, y sus referentes mas cercanos son los aprendizajes de la primaria. Eso
lleva a que las operaciones entre los decimales tienda a heredar de manera cuasi
inconsciente propiedades de las operaciones aprendidas en los naturales por los nifios
(Brousseau, 1981).

Brousseau desarrollé una secuencia experimental para la ensefianza de los
decimales y las fracciones: Racionales y decimales en la escolaridad obligatoria, con una
fuerte articulaciéon con situaciones de proporcionalidad a lo largo de la cual se favorece la
construccion de una concepcion nueva de multiplicacion con respecto del conocimiento que
los alumnos traen de la primaria. Disefi¢ distintas situaciones-problema que tienen por

objetivo la construccién de los racionales con apoyo de las razones.

En particular, la secuencia que se inicia con la situacion adidactica del

rompecabezas (puzzle) 7 , la cual da lugar a un proceso de construcciéon del sentido de

multiplicar por una fraccion % con la aplicacion lineal 1 - %. Me detendré un momento en la

" Incluyo un breve andlisis de esta situacion pues en la propuesta didactica implementada en esta investigacion,
ese error aparecid varias veces: “el modelo aditivo es un obstaculo resistente a la puesta en evidencia del
modelo multiplicativo y debe poder serle opuesto en situaciones abiertas” (Brousseau, 1981, p.61).



situacion del rompecabezas, la cual es clave en el proceso de resignificacion de la

multiplicacion.

En la experiencia que describié Brousseau (1981), los alumnos debian hacer
reproducciones de varias figuras respetando la siguiente regla: El segmento que mide 4cm
debera medir 7cm en la reproduccién. En los equipos de esa experiencia, los alumnos
sumaron 3cm al segmento que media 4cm para obtener 7cm, e hicieron lo mismo para
obtener las demas medidas. El error aditivo emergié cuando construyeron las figuras con

material recortable y se enfrentaron a que no embonaban.

Figura 1. Rompecabezas (Brousseau, 1981, p.70).

Los equipos relizaron varios intentos, pues la mayoria de los alumnos “piensan que
es necesario sumar 3 centimetros a todas las dimensiones. Los resultados son evidentes.
Discusiones, diagnosticos, los lideres acusan a sus compafieros de no haber tenido
cuidado. No es el modelo, son las acciones las que se ponen en duda” (Brousseau, 1981,
p.70). El desconcierto es tan fuerte, que los alumnos vivieron una ruptura del contrato pues
el error aditivo se evidencié. Cabe sefialar, que esta situacion es amplia e incluye varias

fases que no explicaré en este trabajo.

Esta situacion, tiene como objetivo franquear® un obstaculo didactico®

epistemoldgico: el error aditivo.

8 Para Brousseau, el franqueamiento del obstaculo implica una “reestructuracion de los modelos de accion, del
lenguaje y del sistema de pruebas” (Brousseau, 1983, p.77).

9 Existe una clasificacion de obstaculos en funcion de su origen: Epistemolégicos. Son obstaculos que se
relacionan con la construccion del conocimiento en un sentido diacrénico. Son obstaculos que se han
presentado a lo largo de la historia de la construccién del conocimiento.

Didéacticos. Se refieren a los que produce el sistema de ensefianza como sus practicas y metodologias.



Un obstaculo se manifiesta por sus errores, pero esos errores no son debidos al azar, son
reproducibles, persistentes. En un mismo sujeto, estan ligados entre ellos por una fuente
comun, una manera de conocer, una concepcion caracteristica, coherente sino correcta,
antigua y que ha tenido éxito en todo un dominio de acciones (Brousseau, 1983, p.70).

En la experimentacion de la situacion del rompecabezas, los estudiantes vivieron
distintos procesos en los cuales se enfrentaron a la ruptura del contrato, eso desencadend
una serie de reacciones que el docente debia atender sosteniendo la fase adidactical®, es
decir, sin manifestar de manera explicita lo que se debia hacer. Esa ruptura propiciara el
aprendizaje en el estudiante, pues se enfrenta a que sus conocimientos no son suficientes,
es decir, no alcanzan para lograr el objetivo, la amplificacion de la figura:

El aprendizaje es una adaptacion del alumno a una situacion problema nueva. Las

dificultades que se encuentra son fundamentales para provocar esa adaptaciéon. La nueva

concepcion aparece porque es una solucién a esas dificultades. Es una reequilibracién del
sistema de respuestas del alumno (Brousseau, 1981, p.51).

En esta situacidn adidactica, se espera que sea la misma situacion que evidencie la
ruptura del contrato. No obstante, el trabajo del docente es esencial “si las evidencias deben
construirse contra el contrato actual, es necesario que el profesor otorgue a los alumnos los
medios para hacerlo” (Sensevy, 2011, p. 340). En la situacion adidactica, el docente no se
mantiene ajeno, mas bien, se requiere de su accién profesoral pues “lo esencial consiste
en dos hechos. Sin la accion profesoral los alumnos no podrian avanzar. Con la accion
profesoral, ellos avanzan, es decir, encuentran la ignorancia” (Sensevy, 2011, p.341). Lo

que significa, que el modelo aditivo que aplicaron no funciona.

El encuentro con la ignorancia, en esta experiencia, alude al proceso de ruptura del

contrato:

Antes de cualquier cosa, los alumnos deben encontrarse con su ignorancia, con la
resistencia del medio. Quiero decir, que deben reconocer que sus conocimientos
matematicos actuales, fundados en la adicion no les permiten producir la amplificacién
pertinente (Sensevy, 2011, p.338).

Ontogénicos. Se producen internamente en el estudiante, pueden ser de origen neurofisioldgico y tienden a
ser limitantes propias que el alumno posee ante problemas a los que no se encuentra conceptualmente
preparado.

10 Es esencial, que el profesor pueda en lo previsto dar a sus estudiantes el habito de aceptar buscar sus
soluciones de la situacion y no de interpretar los indicios que él pudiera darles. EI maestro requerira de
neutralidad cognitiva para sostener a los alumnos en la parte afectiva sin interrumpir los procesos psicologicos
y sociales que deben llevarse a cabo (Brousseau, 1981, p.72).
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En el trabajo de Sensevy (2011), el rol del profesor toma gran importancia, no so6lo
en las situaciones de institucionalizacién, sino en todas las fases, incluyendo la

adidacticidad.
Un problema de lenguaje: % dey % veces

El lenguaje toma un papel importante en las dificultades para interpretar las fracciones, una
de estas problematicas, Freudenthal la describié como asimetria entre la multiplicacion y
division de fracciones. Desde su perspectiva, destaca que es necesario diferenciar

didacticamente: n-ésima parte de y n-veces.

El operador n-ésima parte de, puede realizarse dentro del objeto y ser una parte concreta de
algo. Por otro lado “n-veces” no puede ser realizado por medio del objeto dado, tenemos que
utilizar otros (Freudenthal, 1983, p. 22).

1 1 . . L ..
Expresar 3 de vy 5 veces de manera indiscriminada propicia problemas en la

comprension de las operaciones con fracciones y en sus distintas acepciones. En téminos

de Freudenthal, incluso los libros de texto no se preocupan por mostrar dicha diferencia, de

, .. . . . . . m m
ahi que insista en que es importante concientizar la diferencia entre g dey — veces.

Este problema de lenguaje puede verse como una de las manifestaciones visibles
de la dificultad conceptual que estd en la problematica que estudio: ¢Qué significa
multiplicar por fracciones? En los naturales, multiplicar por n se asocia con considerarlo n —

veces; sin embargo, al pasar a los racionales esa idea se complica, ¢acaso puede decirse
1 . 1 . . . ..
que tomar de algo es consideralo 3 veces? Aqui entran en juego dos ideas distintas de

multiplicacion que deberan conciliarse.
Para esa problematica, Freudenthal (1983), en su fenomenologia, sugiri6 algunas
alternativas. Propuso repetir distintos ejemplos en los que tuviese sentido “reemplazar % de

por % veces” principalmente de procesos ciclicos y periodicos (Freudenthal, 1983, p.39).

Plante6, ademas, que el lenguaje cotidiano permite hacer ese salto, incluso sin importar el

idioma. Por ejemplo, el diagrama circular y una recta:

11
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Figura 2. Diagrama circular (Freudenthal, 1983, p.39).

Con apoyo de este diagrama es posible mostrar que:
% veces 60 (alrededor del reloj) = % de 60 (segmento)

Lo anterior, segun el autor, al hacerse de forma repetitiva favorecera la identificacion
esperada de forma natural.

Por otra parte, Rouche (1998) también propuso algunas ideas que contribuyen a
mostrar la relacién entre “de y veces”, principalmente con modelos de areas de rectangulos,

ya que el area de un rectangulo se obtiene calculando el producto de las longitudes de sus

lados. Rouche (1998) muestra un ejemplo para calcular % x2=2

4 12

2/3 2/3

— 3

l 1/12 | 1/12

3/4 mitéde  3/4] 1/12

(a) longueur (b)

- —

—~

unité de longueur

Figura 3. Ejemplo de célculo de areas (Rouche, 1998, p. 108).

Para el célculo del &rea, sostiene “que utilizamos espontdneamente la multiplicacion
(escrita “X" y leida veces) porque el area del rectangulo se obtiene haciendo el producto de

las medidas de sus lados. Ese ejemplo del rectangulo puede contribuir al transito de “de” a
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veces” (Rouche, 1998, p. 109). Sin embargo, sefiala que no es un proceso fécil para todos
los estudiantes, lo que motiva a reflexionar sobre el disefio de situaciones que persiguen

este objetivo.

El pasaje de “de” a “veces” es dificil para muchas personas, especialmente en el caso donde
la fraccion es menor a 1. El paso no es voluntario, una de las razones es que la multiplicacion
aprendida de inicio en los naturales tiene el efecto de aumentar la cosa que se multiplica.

Sin embargo, %veces, es mutiplicar por 0.4 y el efecto es de disminuir lo que se multiplica
(Rouche, 1998, p.75).

Importancia de ir mas all4d de la fraccién como expresion de larelacion parte todo

Freudenthal (1983), asegura que el enfoque utilizado para la ensefianza de las fracciones
se ha limitado al estudio de la fraccion!! como “parte-todo”, restringiendo otros significados
y provocando problemas para su aprendizaje: “La fraccion como parte de algo es de una
concrecién tan fascinante y convincente que uno se siente facilmente satisfecho con este
enfoque fenomenoldgico y olvida los otros” (Freudenthal, 1983, p. 22). En sus hallazgos,
mostré que “algunos alumnos dominan los algoritmos, aunque no tienen idea de lo que
significan las fracciones, ni de lo que se puede hacer con ellas. La pobreza fenomenolégica
del enfoque es en parte responsable de este fallo didactico” (Freudenthal, 1983, p. 20).
Sefala que es necesario una fenomenologia didactica que incorpore las diferentes
interpretaciones de fracciones: fracturador, transformador, comparador, parte-todo,

operador razén, namero, etc.

Aunque este autor no lo hace explicito, a estas diferentes interpretaciones, sobre
todo, las de trasformador y operador razén, subyace la nocién de proporcionalidad. Cabe
sefalar que en la secuencia de Brousseau (1981), las fracciones asumen el papel de
razones, cocientes, medidas y operadores multiplicativos, mas no especificamente el de

relaciones parte todo.

11“Las fracciones no son el resultado de una definicion; en cambio, se descubren y se describen” (Freudenthal,
1983, p. 33).
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Razones internas y externas

En el estudio de la implementacion de las situaciones que realizaré, aparecen con
frecuencia los términos de razones internas y externas, sobre todo, en las Ultimas cuatro

situaciones. De ahi que convenga precisar brevemente estos conceptos:

En sus trabajos, Freudenthal (1983) distinguio las razones internas y externas. Las
internas “como las formadas dentro de un sistemay a las externas, a las razones entre dos
sistemas” (Freudenthal, 1983, p.9). Este investigador sefiald que pueden interpretarse

comao:

La razén interna es un namero.
La razén externa es una magnitud.

En el contexto de la proporcionalidad, parto de dos definiciones que ejemplifican el

papel de las razones internas y externas en este estudio.

La primera definicion es: “una relacion entre dos conjuntos de cantidades es
proporcional si los factores internos que se corresponden son iguales” (Block, Mendoza y
Ramirez, 2012, p.27). Los autores apuntan que se puede hablar de factores o razones
internas, considerando una diferencia en cuanto que “la razén destaca la relacién que
guarda una cantidad respecto a otra. La razén entre 1y 4 es la misma que entre 2 y 8. El

factor en cambio, es solo un nimero que resulta de esa relacion” (p.27).
La segunda definicion se relaciona directamente con la razén externa:

Una relacion entre dos conjuntos es proporcional si existe un numero, siempre el mismo, que
multiplicando a cualquiera de las cantidades de un conjunto da como resultado la cantidad
correspondiente del otro conjunto. Este numero se llama factor constante de
proporcionalidad o factor externo constante. En este caso puede sustituirse el término factor

externo por razon externa (Block, Mendoza y Ramirez, 2012, p.27).

En el contexto de las escalas, por ejemplo, el factor interno aparece en la misma
magnitud, mientras que la razén externa (constante) es la relacion entre dos o mas

magnitudes.
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Figura 4. Dos definiciones de la proporcionalidad (Block, Mendoza y Ramirez, 2012, p.28).

La secuencia didactica utilizada.

La secuencia didactica que se utilizé en esta investigacion, tiene como propdésito favorecer
el aprendizaje de la multiplicacion de fracciones de manera integrada al de la

proporcionalidad (razones internas, externas, valor unitario).

La secuencia did4ctica consta de ocho lecciones, las primeras seis forman parte de
una propuesta desarrollada en un libro de texto!? para alumnos de primer grado de
secundaria, en la que se propone el acercamiento mencionado: el estudio de la
multiplicacion de fracciones integrado con el de proporcionalidad. Incluye dos lecciones méas
gque disefié para complementar las anteriores, usando contextos relacionados con el arte.
En estas ultimas, busco aportar, a través del estudio de las proporciones en el cuerpo

humano y las escalas una motivacion adicional al trabajo de los alumnos.

En su conjunto, se concibid la construccion del algoritmo para la multiplicacion de
fracciones de forma paulatina, privilegiando problemas que favorecen el sentido en el seno

de las relaciones de proporcionalidad.

12 Por Block, Balbuena y Garcia (2015). El libro de texto esta vigente y autorizado por la Secretaria de Educacién
Publica. Es necesario mencionar que el libro incluye mas lecciones que integran ambos contenidos; sin
embargo, por las limitaciones de tiempo sélo recuperé seis.
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A continuacion, me detendré en algunas caracteristicas relevantes de la secuencia:

Se inicia con el caso mas sencillo, en el cual el multiplicador es un niumero natural

N y el multiplicando una fraccion %, después se pasa por el caso en el cual el multiplicador

es fraccion y el multiplicando una medida expresada con un numero natural N, con el
sentido ya conocido de “tomar una fraccion de”. Se llega al caso en el cual ambos factores
son fraccionarios, primero con el multiplicador expresando “tomar una fraccién de”, y

después con el sentido de operador, en el contexto de la proporcionalidad, de la escala.

Cuando los estudiantes se enfrentan a un multiplicador natural. Para ellos, resulta

casi de inmediato la aplicacion de la suma iterada:

3

S%x—=
*4 +

IR

243
4" 4

IR
IR

¢, Qué sucede cuando se plantean de manera diferente el orden de los factores?
3 5
— %k =
4

En este caso, si se plantea de manera descontextualizada los alumnos aplican la
misma técnica que en el caso mas sencillo. Por ello, es de suma importancia tener en
cuenta la diferencia entre multiplicador y multiplicando (méas alla de la conmutatividad),

cuando se trabaja con magnitudes (y no en abstracto).

En esta propuesta, los nimeros hacen referencia a medidas concretas, por lo que,
si se conmuta el orden de los factores de la multiplicacién, aunque el resultado es el mismo,

el significado es diferente.

Ahora bien, el problema se vuelve méas complejo cuando ambos factores son

fraccionarios:

| w

N[ =
*
S w

¢ Qué significa multiplicar dos fracciones?*® En la propuesta, se pretende construir el sentido

a través de situaciones de proporcionalidad. Para la multiplicacion de dos fracciones, la

13Una nocidon matematica esta de inicio dotada de una funcionalidad interna, relativa a su consistencia con otras
nociones del curriculum y a problemas que puedan tratar juntas (por ejemplo, se podra comparar la
multiplicacién de un racional por un entero con la multiplicacién de racionales entre estos, y recuperar lo que
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secuencia ofrece tres acercamientos en paralelo. Multiplicar una cantidad F por % se

interpreta como:

1) Tomar% de F (relacionando esto al tomar %veces F);

2) Encontrar la imagen de F en una relacién de proporcionalidad (escala) en la que

. . b .
b se trasforma en a. (Esto es, en la que el valor unitario es - de unidad, y el operador

b
constante es x ;).

3) Aplicar sucesivamente dos operadores: (:b) y (x a).

Enseguida, presento el conjunto de situaciones con sus propositos:

esta comparacion puede aportar para comprender mejor la composicion de las aplicaciones lineales). Asimismo,
esta caracterizada de una funcionalidad externa, relativa a la manera en la cual puede modelizar una accion en
la realidad (Sensevy, 2011, p.318).
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Situaciones

Objetivos

1. La mitad de un

cuarto.

Establecer una técnica (algoritmo) para multiplicar una medida
fraccionaria por un multiplicador natural y para dividirla entre
un natural.

En esta situacion se considera el caso mas sencillo de la
multiplicacidn, en el cual un factor es fraccionario, el que juega
el papel de multiplicando (medida que es objeto de repeticidn)
y el otro factor es entero positivo (el multiplicador, indica las
veces que se repite la medida), por lo tanto, se espera que los
estudiantes utilicen la suma iterada como un recurso inicial y

gradualmente construir el algoritmo.

2. Vueltas

alrededor de un

Introducir un primer sentido de la multiplicacion por un

multiplicador fraccionario. Establecer que la técnica para

. 'R a .
aplicar un multiplicador »aun natural N es la misma que la

circuito | L, -
gque se usa para tomar una fracciéon % de N. Dividir N entre b y
multiplicar por a.
a
—xc=(c:b)*a
b
3. Vueltas Vincular explicitamente la accion de “tomar una fraccion de”

alrededor de un

circuito I

con la de multiplicar por una fraccion.

Establecer un primer acercamiento al algoritmo para

multiplicar dos fracciones.

4. ¢ Qué numero
multiplicado por 2
da 3?

Establecer que el cociente de dos nimeros naturales ay b, es
la fraccion % (este resultado es utilizado después en un
segundo acercamiento al algoritmo).

Reconocer que en una multiplicacion los factores pueden ser

fraccionarios.
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5. Banderas a

escala.

Evidenciar el error aditivo.

Establecer el recurso del valor unitario fraccionario para hallar
valores faltantes en una situacién de proporcionalidad.

Entrar al significado de la multiplicacion como factor de escala.
Nota: Se espera que las fracciones o decimales aparezcan en
esta situacion como la medida asociada a 1, y no aun como el

factor de escala.

6. Més del doble
pero menos del

triple.

Obtener factores de escala a partir de una serie de datos en

una situacién de variacién proporcional.

7. ¢Una buena

selfie?

Obtener el factor de escala a partir de relacionar las medidas
de los lados de las figuras y con apoyo de las fracciones.
Aplicar el factor de escala en contextos geométricos y
artisticos.

Introducir la nocién de razén como comparacion de dos

cantidades, en contextos relacionados con el arte.

8. ¢ Quién es el

ladron?

Identificar la relativa invariancia de las razones entre las partes
del cuerpo humano (razones internas).

Resolver un problema del tipo valor faltante.

Aqui termina la presentacién de mi Marco epistémico de referencia (MER) relativo

al conocimiento sobre “multiplicacion de fracciones”, asi como la caracterizacién de la

propuesta que el docente utiliz6. En lo siguiente, presentaré el marco conceptual en el que

me apoyo para analizar la relacién del docente con la propuesta. Como podra verse, esta

integrado de aportes de distinta naturaleza.

1.2 Procesos de apropiacion del docente (relacion dialéctica).

Los estudios en didactica utilizan frecuentemente como metodologia la experimentacion de

situaciones, y méas especificamente, la ingenieria didactica (ID) (Artigue, 1995). El andlisis

se centra en la génesis de un contenido y en su aprendizaje. Las reflexiones se enfocan en

las interacciones de los estudiantes con un medio, con lo cual responden a la necesidad de

“recentrar el lugar del alumno” (Bolon, 1996, p.17).
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Estos estudios enfrentan la dificultad metodolégica de una exigencia de
“reproductibilidad”, lo que implica, explicitar las condiciones que permitirian que una
determinada secuencia de situaciones produzca resultados similares en las sucesivas

aplicaciones de la misma.

Un avance fue la distincion entre dos tipos de reproductibilidad: la externa y la
interna. La primera “se sitda al nivel de las historias, va de la mano con las intervenciones
del profesor, mas o0 menos conscientes, la interna es menos facil de identificar, se sitla en
el nivel del sentido” (Bolon, 1996, p.17).

Como he comentado, se ha detectado un fenbmeno que parece generalizado:
cuando los profesores utilizan en sus clases secuencias de situaciones que son producto
de investigaciones en didactica, tienden a imprimirles, involuntariamente y naturalmente,
cambios, que “desvirtian” el propésito de las mismas. Los conocimientos a que dan lugar,
en caso de propiciarse, muchas veces no tienen el sentido previsto en el disefio original de
las secuencias (Artigue, 1995; Perrin Glorian, 2011). Es decir, no ocurre la reproduccion

esperada.

La constatacién anterior ha sido fuente de preocupacién y de analisis. ¢ Por qué no
ocurre la reproduccién esperada? Y, sobretodo, ¢ deberia ocurrir? ¢ Es correcto esperarla?
Las respuestas a estas preguntas han sido diversas, y han dado lugar a lineas de

investigacion amplias.

A continuacion, presento estudios que me parecen relevantes derivados de la
constatacion de la no reproductibilidad. Estos resultados constituyen un antecedente de mi

trabajo.

1.2.1 Transformar para utilizar: condicién de la “apropiacién”.

En esta parte, abordo la problematica de los procesos de apropiacion de las propuestas
didacticas, y para ello recupero referentes desde la didactica, en particular, los estudios
sobre la practica docente de Block, et al., 2007, Robert, 2007., y Roditi (2003), y también
estudios desde la perspectiva sociocultural (Mercado y Rockwell, 1988). Estos aportes

constituyen mis herramientas principales de analisis.

Desde una perspectiva sociocultural, Mercado (2002) plantea que los saberes
docentes se construyen en la ensefianza y son el resultado de un proceso dialdgico. “Es en

el trabajo diario del aula donde los maestros se apropian de los saberes que necesitan para
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la ensefianza” (Mercado, 2002, p.35). La utilizacion de propuestas didacticas también pasa
por un proceso de apropiacion. En las tres décadas recientes, se ha tomado conciencia,
también desde la didactica, que los profesores, para usar las propuestas did4cticas que se
les ofrecen, necesitan transformarlas y adaptarlas a sus necesidades, es decir, apropiarse
de estas de acuerdo a su comprension de los procesos involucrados. La transformacion es
un sine qua non de la apropiacion (Block, et al., 2007), entendiendo por apropiacion una
reelaboracion personal de la propuesta en juego, que incluye la construccion de
conocimientos nuevos bajo un proceso complejo “que se da en el cruce entre la biografia
individual y la historia de las practicas sociales y educativas” (Mercado y Rockwell, 1988, p.
72).

En México, sobre todo a partir de la reforma de 1993, se han realizado varios
estudios sobre los usos por los profesores de propuestas curriculares de matematicas
(Avila, 2001, Avila, Block, y Carvajal, 2013, Rios, 2016). En el estudio longitudinal de la
relacion de los maestros con la propuesta curricular* de 1993 (Block, D., Moscoso, A.,
Ramirez, M., Solares, D., 2007), los investigadores analizaron procesos de comprension de
profesores de primaria ante los planteamientos de ese enfoque a partir de datos obtenidos
mediante la observacién de sus clases y entrevistas. Algunos de los hallazgos fueron:
heterogeneidad?®® en las practicas observadas, ciertos malentendidos o simplificaciones?'®
del enfoque didactico. Finalmente, el papel importante que parece tener la comprension del
contenido matemético por los profesores en su posibilidad de transformar con éxito las
propuestas, conservando su sentido original asi como el papel positivo de la colaboracion
entre pares. En el estudio citado, se asume una premisa que se sustenta en aportes de la
linea de investigacion de la practica docente, de corte etnografico, en la cual el profesor no
se limita a ejecutar las normas o propuestas que rigen su trabajo, sino que su practica es

heterogénea:

Esta heterogeneidad, resultado entre otras cosas de la progresiva apropiacion y utilizacion
de précticas a lo largo de la vida de cada maestro, no se da, desde luego, en un vacio: se
da en determinados contextos culturales y sociales que estan también en proceso de
transformacion (...) Conforman a-lo largo de su vida una practica, acumulan una experiencia
especifica y Unica, vinculada siempre a aquellos elementos concretos de los que pueden

14 En 1993 se llevé a cabo una de las reformas educativas mas importantes en México. En Matematicas se
introdujo el enfoque de resolucion de problemas como fuente para el aprendizaje. En estos programas de
estudio se retomaron las propuestas de la didactica francesa, en patrticular de la Teoria de las Situaciones
Didacticas.

15 En algunas practicas docentes se observo una recuperacion importante del enfoque para la ensefianza de
las matematicas de la propuesta de 1993, mientras que en otras se diluy6 por completo.

16 Por ejemplo, se resuelven problemas, pero como la aplicacion de conocimientos previamente ensefiados.
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disponer, que estan presentes en las localidades en que se desenvuelve su vida y su trabajo
(Mercado y Rockwell, 1988, p. 73).

1.2.2. Caracterizacion desde la didactica del trabajo del profesor.

En mi estudio, asumo la necesidad del profesor de reconstruir las propuestas con las que
él trabaja y me pregunto por las caracteristicas que tiene la relacion que establece con una
propuesta en particular, portadora de ciertas innovaciones en el tratamiento de un contenido
matematico especifico (la multiplicacién de fracciones). Me cuestiono sobre qué se retoma,

gué se transforma y como, qué se deja de lado.

Me interesa indagar qué se infiere de ello en cuanto a la factibilidad!’ de la
propuesta, en cuanto a posibles mejoras a la misma para volverla mas utilizable y respecto
de su contribucién a la mejora de la clase. Al mismo tiempo, me propongo avanzar en la
comprension de las necesidades del profesor, de sus posibilidades y dificultades para llevar

a cabo ciertos cambios, asi como de sus necesidades de formacion.

Con el objetivo de comprender con mayor amplitud y profundidad la toma de
decisiones de los profesores al impartir su clase, en las Ultimas décadas se han desarrollado
con fuerza ciertas lineas de investigacion desde la didactica de las matematicas (Block, et
al, 2015; Robert, 2007; Roditi, 2003; Perrin-Glorian, 2001; Margolinas, 2002; Sensevy,

2011). Haré referencia a trabajos en los que encontré puntos de apoyo para mi estudio.
Las dimensiones del trabajo del profesor, por Aline Robert

Aline Robert (2007) propone una categorizacién para el estudio del docente desde la
perspectiva de su trabajo profesional. Distingue dos dimensiones, una relativa al

aprendizaje de los alumnos y otra a la profesion docente.

La dimension relativa al aprendizaje consiste en dos componentes: cognitiva y
mediativa. La primera, se avoca al trabajo previo de preparacion de la clase, como la
seleccién de tareas y la planificacion de la actividad. La dimension mediativa se refiere al
desarrollo de la clase y enfoca al profesor como mediador entre el conocimiento y los

alumnos. Se centra en las decisiones que él toma durante el desarrollo de la clase; en ésta

17 Accesibilidad, flexibilidad y comunicabilidad.
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conviven subcomponentes que se dedican al estudio de las tareas que se asignan a los

alumnos, como el manejo del tiempo, las ayudas que ofrece el docente, etc.

En el analisis de la practica docente que realizo en mi estudio, la componente
cognitiva —aquella que tiene relacion con la planeacion de la clase, la seleccion de las
tareas— tiene una caracteristica especial, pues la planeacion del profesor parte de las
situaciones que se le pidié que utilizara. Si bien, el docente hizo una lectura personal de
dichas lecciones, esto lo observo principalmente en la componente mediativa, en el andlisis

de las decisiones que tom¢ al aplicar las lecciones.

Por ello, la componente cognitiva la atenderé, sobre todo en el analisis previo de la
propuesta, mientras que la mediativa serd central a lo largo del analisis a posteriori de las
situaciones. Cabe sefialar, que las decisiones que el maestro toma en la clase tienen una
componente cognitiva. El también atiende cuestiones cognitivas de los alumnos in situ, pero
estos términos se utlizan para enfatizar en donde se acerca la mirada en distintos
momentos. Cuando el docente hace trabajo previo, atiende posibilidades de aprendizaje de

los alumnos y ademas tratando de prever cosas en su mediacién que aln no ocurre.

Volviendo a la categorizaciéon de Robert, en cuanto a la dimensién de la profesion
docente, la investigadora plantea tres componentes: institucional, personal y social. La
primera vinculada directamente con la institucion educativa, que incluye el curriculo, los
libros de texto y los materiales oficiales que deben utilizar los profesores de manera
obligatoria. Asimismo, aspectos relacionados con la gestién, los horarios, el tiempo

dedicado a las clases y a otras actividades escolares y/o administrativas.

La componente social alude a otros actores (colegas, alumnos, padres de familia,
sociedad en general) que también tienen un impacto en las practicas del profesor. Estos
actores influyen como “voces externas” (Mercado, 2002), no sélo actores individuales, sino
la influencia de instituciones, cursos y actualizaciones. En el trabajo de ensefianza de los

profesores, estas voces forman parte de lo colectivo, lo histérico y lo social.

En la componente personal, recupero las representaciones del docente (Peltier,
1998), las decisiones que toma, la necesidad de confort y de los riesgos que se toman. En

esta componente, me interesa reconocer algunas concepciones®® del profesor sobre los

18 Me refiero a su concepcion sobre la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. En particular, sobre la
multiplicacién de fracciones y la proporcionalidad.
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objetos del estudio (conocimiento matematico, aprendizaje, ensefianza, entre otros). Asi,
mediante el andlisis de la componente personal intentaré dar cuenta de los conocimientos
didactico matematicos del profesor, y también de algunas creencias y concepciones
referentes a la ensefianza y el aprendizaje, que podrian manifestarse en sus decisiones,
procurando no perder de vista que éstas no son definitivas, més bien dindmicas y que se

siguen transformando todo el tiempo.

Los incidentes

En la linea de estudios sobre el trabajo del profesor, inspirado en los trabajos de Rogalsky
(2000), Roditi (2003) acufi6 la categoria incidente como “una manifestacion publica de un
alumno o un grupo, en relacion con la ensefianza y con una distancia negativa en relacion
al conjunto de respuestas correctas esperadas para la consigna o problema propuesto”
(Roditi, 2003, p.12). Este investigador centrd su analisis en las formas en que el docente
gestiond los incidentes, bajo el supuesto de que estas formas revelan su perspectiva
didactica. El investigador codificé las respuestas del profesor ante los incidentes mediante

las siguientes categorias (Roditi, 2003, p.13):

Ignorar

o Responder

e Enriquecer

¢ Relanzar: Cambiar al alumno que participa, guiar al alumno, facilitar la tarea,
solicitar profundizar la respuesta, responder directamente la pregunta de manera

neutra.

El modo de gestion de los incidentes contribuye al andlisis de las acciones del
profesor ante ciertas respuestas de los estudiantes, y de esta manera, se constituye en una
herramienta mas para el estudio de la componente mediativa. En mi trabajo, prestaré
atencion de manera sistemética a este tipo de incidentes, aunque no procederé a su

clasificacién y estudio sistematicos en esos términos.
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1.3 El objeto de la investigacién

En este estudio me propongo:

e Estudiar la relacion de un profesor con una propuesta didactica que tiene algunos
elementos innovadores con respecto a la enseflanza usual: la ensefianza de la
multiplicacion de fracciones en el marco de las relaciones de proporcionalidad

(integracién de dos contenidos).

e Aportar a la comprensién de los procesos de apropiacion de alternativas curriculares
por parte de los docentes (Block, D., Moscoso, A., Ramirez, M., Solares, D., 2007;
Robert, 2007; Sensevy, 2011).

1.3.1 Preguntas de investigacion

Las preguntas de investigacion son una guia que me permite reflexionar sobre mi objeto de
estudio y orientar el andlisis. A continuacién, enlisto las preguntas que han orientado mi

investigacion:

¢,Cuales son algunas de las caracteristicas didacticas relevantes de la secuencia de

ensefianza que se propone al profesor?

¢, Qué transformaciones hace el profesor a la propuesta de ensefianza y como lo hace? Es

decir, ¢,como se apropia de la propuesta?

De las respuestas a estas preguntas, ¢qué puede inferirse de esa apropiacion? ¢qué
elementos permanecen y cuales quedan fuera de la propuesta? ¢ qué factores intervienen

en las transformaciones que hace el docente?

A partir de esas transformaciones, ¢qué puede inferirse en cuanto a la factibilidad de la

propuesta (accesibilidad, flexibilidad y comunicabilidad)?

1.3.2 Metodologia
Acercamiento

El interés por estudiar las dificultades de los profesores al utilizar programas de ensefianza
emanados de la investigacion, y por encontrar formas de superarlas, motivé a Perrin-Glorian
(2011) a desarrollar la linea de estudio llamada Ingenieria de Desarrollo (IDD), cuyo objetivo
“es la produccion de recursos para los profesores o formacion docente” (p.69). Existe la

preocupacion, dice la investigadora, de construir situaciones viables para la ensefianza
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regular y “encontrar medios para mejorar la ensefianza para los alumnos” (p.61). En las IDD
se reconoce que el docente es un actor fundamental que participa de manera muy activa
en las situaciones a-didacticas y en los procesos de devolucion (Margolinas, 2009, Perrin-
Glorian, 2011, Sensevy, 2011).

De manera similar, en el presente estudio me propuse dar cuenta de la relacién de
un profesor con una propuesta didactica, con vistas a determinar en qué grado y de qué
manera dicha propuesta constituye una herramienta Gtil para el profesor, y de no ser asi,

para indagar los motivos.

Cabe precisar que, Perrin Glorian especifica que las propuestas didacticas con las
que ella trabaja en sus estudios de IDD, son productos de ingenierias didacticas de primera
generacién. En el caso de mi estudio, si bien la propuesta incorpora una forma de introducir
la multiplicacion de fracciones generada desde la investigacion, no es en si un producto de
investigacion didactica. Es por esta razén que planteo que la metodologia que utilizo es una

variante de las IDD concebidas por Perrin-Glorian.

La secuencia didactica de la propuesta, como pudo verse anteriormente, fue sometida a un
analisis preliminar, en el que busqué explicitar y fundamentar las principales caracteristicas
epistémicas de la propuesta (especificamente, acerca del conocimiento de multiplicaciéon
de fracciones). Después, para cada situacion implementada, elaboré un analisis previo
destacando ciertas caracteristicas de cada actividad (principalmente el propdsito didactico,
pero también, a veces, la justificacién de ciertos valores y los procedimientos esperados).
Es decir, someti la secuencia a un analisis preliminar similar al que se realiza en las

ingenierias didacticas de investigacion (de primera generacién).

La escuela, el docente

La experiencia se realizé en un grupo de 35 estudiantes de primer grado de una secundaria

publica® de la Ciudad de México?°, con la participacion del docente titular de matematicas.

El docente con quien se llevé a cabo la experiencia tiene formacion de ingeniero y

cuenta con aproximadamente 15 afios de experiencia en secundaria y bachillerato. Si bien,

19 La escuela es general y forma parte del programa de escuelas de jornada ampliada. El horario es de 7H30 a
15H30 y hasta ese ciclo escolar se impartian diez mddulos por jornada escolar, los primeros ocho de 45 minutos
y los Gltimos dos de 40 minutos. Asimismo, en el horario se contemplaban dos recesos, de 20 y 15 minutos
respectivamente.

20 | a institucion se encuentra en la zona de Lindavista al norte de la Ciudad de México.
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€l no conocia las lecciones que se iban a utilizar, en reiteradas ocasiones manifesto su
interés por la didactica y siempre se mostr6 entusiasmado y participativo durante la

experiencia.

En un principio, pretendi observar a dos profesores con un perfil comun en la
escuelas secundarias, uno con formacion normalista y el otro de origen universitario.
Ninguno de los dos tenia estudios de posgrado en el &rea. Sin embargo, después de haber
aplicado dos situaciones, la profesora normalista no pudo continuar por cuestiones de
trabajo, por lo que terminé centrando el estudio en el caso del profesor cuya formacion es
de ingeniero. Cabe destacar que este tipo de formacién, de origen universitaria, es
frecuente en la configuracion actual de la planta docente del nivel educativo de

secundaria?l.

La informacién proporcionada al docente

Previamente a la realizacion de la experiencia, sostuve una reunion con el docente,
con la finalidad de presentarle las caracteristicas fundamentales de la propuesta. A lo largo
del estudio, sostuve conversaciones con él, escuché sus opiniones sobre la propuesta e

indagué el porqué de algunas de las decisiones que fue tomando.

A partir de mis analisis previos de las situaciones de la secuencia, elaboré “fichas
pedagogicas” para el profesor, en las que explicité los propositos de cada situacion, asi
como comentarios de cada actividad sobre posibles procedimientos esperados (y no

esperados) de los estudiantes.

Otras especificaciones de la metodologia

Las sesiones fueron videograbadas y, ademas, tomé notas y recuperé producciones

individuales de los alumnos.

21 “En |a actualidad encontramos una recomposicion de los perfiles profesionales de los maestros de secundaria,
gue en su mayoria ya no son los egresados de la normal superior sino profesionales sin formacién pedagogica
previa, y que, de acuerdo con datos oficiales, constituyen el 70 por ciento de la planta docente en el Distrito
Federal” (Sandoval, 2001, p.91). Seria materia de otro estudio, con otra metodologia, el indagar si hay
diferencias significativas en la manera de ensefiar matematicas entre profesores normalistas y profesores
universitarios, atribuibles a esa variable.
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Finalmente, si bien las condiciones para la experimentacion fueron en general
favorables, hubo algunas dificultades. Por una parte, las condiciones de clima y ventilacién?
dificultaron algunas sesiones, principalmente las de los ultimos mddulos del dia, en las que
los alumnos mostraron dificultad para centrar su atencién en la clase. Por otra parte, el que
cada leccion se entregara a los alumnos en fotocopias, en ocasiones dificultd el trabajo a
causa de la pérdida del material o su olvido en casa. Asimismo, algunos factores de tipo
institucional como la entrega de evaluaciones bimestrales o la participacion en programas
escolares retraso la experimentacion y causd espacios a veces cortos o largos entre una

sesion y otra.

22 La experimentacion se llevo a cabo en los meses de marzo a junio de 2017. En algunas sesiones la
temperatura ambiental era demasiado alta, provocando una sensacién de encierro debido al espacio reducido
en el aula y la poca ventilacién.
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CAPITULO 2. ANALISIS DE LA IMPLEMENTACION DE LA SECUENCIA.

En este capitulo abordaré las ocho situaciones que constituyen la propuesta que se
experimentd en este trabajo de investigacion. Para cada situacion, se consideraron tres
apartados. El primero se refiere al analisis a priori, en el cual se destacan los propdsitos,
comentarios previos y algunos procedimientos esperados e inesperados por parte de los
alumnos. El segundo alude al analisis a posteriori, en el cual se realizé un andlisis de la
experiencia con apoyo de videograbaciones de clase, notas de campo y entrevistas con el
docente. Finalmente, se agregaron comentarios finales para cada situacion, en los cuales
se destacan puntos relevantes organizados en tres apartados: la situacion, los alumnos y
la gestién, esta ultima, centrada en la relacién del profesor con cada leccion y las distintas

transformaciones que hizo en funcién de sus acciones docentes.

2.1. Situacion 123, La mitad de un cuarto

El proposito general de la situacion es establecer una técnica para multiplicar una fraccion

por un numero natural y dividir una fraccién entre un natural.

En esta situacion se considera el caso mas sencillo de la multiplicacion, en el cual
un factor es fraccionario y el otro entero positivo, por lo tanto, se espera que los estudiantes

utilicen la suma iterada como un recurso inicial y gradualmente construir el algoritmo.

Actividades lay 1b
Propdsito y comentarios previos

En estas actividades, el propdsito es que los alumnos establezcan el algoritmo de la

multiplicacién de fracciones por un nimero natural N.

23 Las situaciones completas se encuentran en el anexo.
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-
Resuelve los problemas usando fracciones. \J

Warios jGvenes improvisaron una banca uniendo los extremos de
cinco tablas I:h:-% m de largo. ;Cusl es, en metros, |2 longitud total

de la banca? AT

Luis wva en coche al trabajo 20 veces al
mes, durante diez meses al ano. En cada
vigje de ida y vuelta utiliza 11J del tanque
de gasolina. ;Cudntos tangues de gasolina

consume anualments? 20 I-:r-::l_es

Figura 5. Actividad 1. Situacion 1.

Para el primer problema (1A), se esperan dos procedimientos: El primero con sumas
iteradas (% + % + % + % +% ). Asumo que en sexto grado de primaria se ha trabajado con

sumas de fracciones con denominador comuan. Es posible, que algunos alumnos conviertan
a fraccién decimal y operen con decimales. El otro procedimiento posible (dada la tendencia
a preferir trabajar con decimales) es la obtencidn del nimero decimal, (3m entre 4 =0.75m)

y multiplicar por 5, lo que daria 3.75%*

En el segundo problema (1B), dado que el multiplicador es mas grande que en el

. . T 1 z
anterior, se esperaria que los alumnos optaran por multiplicar 20 veces s de tanque, mas

1 . . 1
que sumar 20 veces 5 © incluso, considerando los 10 meses, 200 veces —; due son 2

tanques por mes (valor unitario) y enseguida obtener los 20 tanques para diez meses. De

acuerdo a la propuesta del texto se espera que estas resoluciones ayuden a justificar el

. a n*a
*k — =
algoritmo n o=

Analisis a posteriori
Problema 1A

La dinamica para ambos problemas fue en plenaria con participaciones individuales de los
estudiantes, y con pocas interacciones entre ellos. El profesor intentd sostener la fase

adidactica en las actividades con la primera consigna que enuncié; sin embargo, no lo logré

24 En la ficha que se entregd al docente, aparece como resultado para la Actividad 1A= 3.75m. Es posible que
este detalle haya influido en lo que esperaba el docente como respuesta, dejando en segundo plano la fraccién
y priorizando el decimal. Por ello considero que ese resultado no deberia aparecer.
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ya que los alumnos no tuvieron el tiempo necesario para pensar en formas de resolver
ambos problemas.

Pr: resuélvanlo como ustedes sepan y luego lo reviso.?>

En el primer problema, habian transcurrido apenas dos minutos, cuando dos alumnos ya
tenian propuestas de solucion: Enseguida los procedimientos de José Maria (Figura 6) y

Vanessa (Figura 7) en el pizarrén:

Figura 6. Procedimiento de José Maria en el pizarron.

Pr: ¢ Quién tiene lo mismo?
(Algunas manos levantadas)
Pr: Vanesa tiene algo parecido, pero pasa para que veamos.

Figura 7. Procedimiento de Vanesa en el pizarrén.

El docente asumié que la mayoria de alumnos tenian el mismo procedimiento que
José Maria (Figura 6), por lo que no se detuvo a mirar lo que hicieron todos. Sin embargo,
algunos estudiantes Unicamente copiaron el proceso del pizarron. El profesor no solicitoé a
los alumnos la explicacion de sus procedimientos para una puesta en comun, mas bien,
interpretd los procesos y explicd ante todo el grupo validando los procedimientos y
resultados.

Pr: ¢ Por qué 75?
José Maria: tres cuartas partes son 75

25 En la transcripcion de las videograbaciones se us6 la siguiente convencion: Profesor (Pr), Alumnos (Als). Los
nombres de los alumnos se colocaron completos la primera vez y en algunos casos se abreviaron, Jesus (Je),
Silverio (Si).

31



Pr: El calcul6 de un metro los 75 cm y luego multiplico por 5, entonces 75 por 5 nos da 375
(escribe en el pizarron los cm). Vamos a ponerle los cm porque si es distinta la l6gica de
uno a la de otro. Y luego divide entre 100 porque un metro tiene 100 cm y le da 3 metros
con 75 cm (sefiala el resultado en el pizarrén).

Pr: Vanessa si penso distinto, aunque es muy parecido el procedimiento. Primero convirtié

los % a decimales y entonces obtiene 0.75 m (agrega los m), la unidad que nos esta

trabajando ella es metros y él (refiriéndose al otro ejemplo) nos esta trabajando en
centimetros. Luego multiplicé .75 m (agrega m en la operacion) por 5y es 3.75.

Como se puede ver, en los dos procedimientos que se hacen publicos, las fracciones
se evitaron: en el primero se trabajo con enteros gracias a la conversion a centimetros. El
segundo da cuenta de la tendencia que se mencioné en el analisis previo, la de obtener el

decimal en vez de trabajar con las fracciones.

Ya sefialé que la misma leccién pudo haber propiciado esto al incluir las respuestas
en decimales en el ejemplar del maestro. Mas adelante, cuando ya iban a resolver la
actividad 2, en la que se trata de multiplicar fracciones por enteros, el docente parece darse
cuenta de que la actividad 1 debia servir para establecer el algoritmo para esa operacién

(fracciones por enteros) y, entonces, decidi6 regresar al problema (1A).

T 3 . .
El profesor propuso a los alumnos multiplicar L por 5, como si se hubiera dado cuenta

de que el objetivo de la actividad era multiplicar fracciones y esperando ahora que, con esta
nueva revision, los estudiantes lo harian. De esta manera, dicha técnica fue mostrada por
el docente a los alumnos, sin su justificacién, pero lo realizé a partir de la conclusion y ya
no fue establecida por ellos mismos. Se evidencié que varios alumnos ya conocian el
algoritmo e intentaron aplicarlo. Ademas, el profesor obtuvo el resultado fraccionario, pero

desde los decimales (convirtio 3.75 a fraccioén), lo que cambié el propésito de la actividad.

En el siguiente extracto de registro de clase, muestro una interaccién en la cual el
docente preguntdé a los estudiantes sobre una técnica ya aprendida para multiplicar
fracciones por un entero. Dicha técnica consiste en colocar un denominador 1 al entero
para aplicar el algoritmo convencional para multiplicar fracciones (multiplicacion horizontal
de numeradores y denominadores). La técnica fue nombrada: “el 1 magico” y permanecio

practicamente en toda la implementacion de las situaciones.

Pr: Ahora si, multiplicaron 3 por 5 es igual a 15 y abajo 4 por 1 es igual a 4. Y obtenemos
los 1:5 y mas adelante si convierto a fraccién mixta son 3 ¥
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Pr: Muy bien, quién me dice como multiplico cuando estoy utilizando fracciones. No veo
sus manos, como multiplico cuando estoy utilizando fracciones y tengo un entero de por
medio.

José Maria: Multiplicamos solamente el numerador.

Pr: Ustedes me habian dicho que yo podia hacer esto, al convertir los enteros a fraccion
ponia un uno abajo, creo que ti mismo lo comentaste Braulio, que se los habian dicho las
maestras de la primaria.

En una entrevista posterior, el docente adjudicé ese conocimiento (del 1 magico) al

nivel educativo anterior, la primaria:

Pr: Previamente, yo habia visto que, si traian conceptos de la primaria, el 1 magico lo
mencionaron ellos porque no recuerdo, pero en el primer y segundo periodo. Surgié un
problema del libro y venia un ejercicio donde el resultado era una fraccion y habia que
multiplicarla por enteros y entonces por ahi un alumno dijo el 1 magico, pero lo Unico que
vimos fue multiplicacién, divisién jamas (...) (I. Lopez, comunicacion personal, 27 junio 2017).

El recurso de expresar un numero natural como fraccion colocando en el
denominador un “1 magico”, para después poder multiplicar de forma horizontal usando la
técnica convencional, se constituydé en un saber institucionalizado en la clase (Perrin-
Glorian y Baltar, 2016), y fue de las técnicas mas utilizadas para la resolucion de los

problemas.

Asi, en este problema, al menos en el espacio publico, los alumnos no participaron

en la elaboracién de un algoritmo especifico (para multiplicar entero por fraccion), y en ese

. ., L . . . . 3 3
sentido, no se cumplio el proposito de la actividad de transitar de sumas reiteradas (Z’+ o

3 3 3
+Z’+ Z’+ Z’: (

3+3+3+3+3

15 . .z 3 15
” :T’) a la multiplicacion (Z x5 = T’)' Los alumnos solamente

presenciaron cdmo se aplicd un algoritmo general (el de multiplicacion por fracciones) a un
caso particular. No es seguro si en su trabajo personal algunos alumnos si recurrieron a la
suma reiterada y si, para otros, el contexto del problema ayud6 a entender por qué se

multiplica el numerador y no el denominador.

El episodio deja ver otros aspectos del funcionamiento de la clase, y mas

especificamente de la relacion del maestro con el texto:

1) La forma en que un dato (la respuesta en decimal a una multiplicacién de
fracciones, puesta en el ejemplar del maestro) puede reforzar un camino que, desde los

objetivos de la leccion, no se deseaba transitar.
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2) Una forma que podria ser muy frecuente, en la que el profesor lee el texto y se
entera de los propositos: es al llegar a la actividad 2 en donde comprendié lo que se
esperaba en la actividad 1. Es decir, el profesor no leyé con detalle toda la leccion
previamente, sino que parece que va conociendo las actividades justo antes de aplicarlas.
Sabiendo esto, ambos incidentes podrian resolverse, probablemente, con indicaciones

claras en el ejemplar del maestro.

Problema 1B

En este problema, la dinamica de trabajo fue individual y con poco trabajo autbnomo de los
estudiantes quienes, en todo momento, esperaban las indicaciones del docente para
resolver. En ciertos momentos, el profesor procuré, sin éxito, que los alumnos buscaran
algunas soluciones. Finalmente, realizé la puesta en comun con un procedimiento y valido

el resultado.

Enseguida, muestro la imagen de la producciéon de una alumna, quien acudié a la
técnica conocida por el grupo. Posiblemente, los estudiantes asumieron que el propoésito de
este segundo problema era la aplicacion de la técnica convencional ya que en el primer

problema aparentemente se institucionalizo la aplicacion del algoritmo.

Luus \IQ\‘.’A’I a:drrc’ a\-‘-r S'D A0 \eees A\ nes , Qrante |
e ido Ao Laeen 1a
d.Ii 1/,0 5 %qﬁﬁ\LdL ?x, "

QOX/Z,KIO _"'ﬁKIO _1_}

Figura 8. Procedimiento problema 1B en Cuaderno de Tonatzin.

Finalmente, el profesor ley6 el recuadro de institucionalizacion, en el que se explica
y se instituye, desde la leccidn, la técnica para multiplicar una fraccion por un entero. El
docente hizo mencién que era un resumen de lo que los alumnos “habian deducido” aunque
en realidad, él asumié que ese algoritmo ya era conocido por los alumnos— desde la
primaria, dijo- y lo aplicaron:

Pr: Entonces, ahi ya les estan formalizando el algoritmo, ya formaliza lo que ustedes mas o
menos dedujeron por simple deduccién.
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Analiza 5i en los incisos al y b) usaste un método similar a la sigwien-
te tEcnica. En caso de no ser asi, aplica la técnicay verifica que obten-
gas los mismos resultados.

Para multiplicar una fraccidn por un nimero entera, basta con multiplicar
el numerador de la fraccifin por el ndmero enterc. Por ejemplo,

3

15 3
amx5="CEm=3Tm

Figura 9. Recuadro de institucionalizacion del algoritmo para multiplicar una fraccién por un entero.

Cabe observar que en el recuadro no se hace referencia a la técnica general de
multiplicar numeradores y denominadores, que fue la que se recordé en clase. Esta
diferencia fue pasada por alto, seguramente porque para ese momento, la version del texto
ya no aportaba nada, su razon de ser se entiende solamente desde el objetivo de que los

alumnos transitaran por si mismos desde la suma repetida a la multiplicacion.

Es posible que, aun tratadas como de repaso, las dos actividades hayan contribuido
a que algunos alumnos, tanto si dominaban o no el algoritmo, asociaran la multiplicacién de
una fraccion por un entero con la nocién conocida por ellos de iteracion de una cantidad, o
de suma repetida, y con ello incrementaran, por poco que fuera, el sentido de dicha

operacion, mas alla del algoritmo.

Actividad 2

Completa las multiplicaciones. Simplifica kos resultados.

1 1 1 1
== u - ol
3x g 2= 3, & 32
4 i s 1 1
S5u - W - - —
15 w10 7

Figura 10. Actividad 2. Situacion 1.

Propdsitos y comentarios previos

Esta actividad esta después del recuadro en el que se instituye el algoritmo, por lo que es
de suponer que se espera, ahora si, la multiplicacién del numerador por el entero. Ademas,
se propicia la reflexiébn que tres veces un tercio es el entero completo.

Analisis a posteriori

El docente propuso a los estudiantes trabajar en parejas y dio algunos minutos para la

elaboracion de propuestas. Para este andlisis, solo recupero los ejercicios 2A 'y 2C.
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Ejercicio 2A: 3 *§

Una de las parejas de trabajo escribié su propuesta en el pizarrén. Era posible que los
alumnos aplicaran la suma, pero también podria ser la multiplicacién del numerador por 3.
Sobre todo, se podia esperar la reflexion de que tres veces un tercio es el entero completo.
Sin embargo, lo que identifiqué, como en este caso, fue que los estudiantes aplicaron el
algoritmo (incluso poniendo el denominador 1 al factor 3) sin apelar a otras posibilidades

mas vinculadas con el sentido.

Figura 11. Produccién de Regina y JesUs en el pizarrén.
. 11
Ejercicio 2C = -=3

El siguiente procedimiento es de Regina, resulta interesante que al convertir la
fraccion % a E se hace evidente que hay que multiplicar % por 2. Sin embargo, el camino que
escogen Regina y su compafiero para determinar el factor faltante es largo y complicado
(dividir E entre %). Resalta que dicho camino fue muy valorado por el docente quien lo

interpretd como un intento por dividir.

En el extracto, se da cuenta de lo que hizo la alumna con el ejercicio:

Figura 12. Produccion de Regina para el ejercicio 2c en el pizarrén.
Pr: ¢ Qué hiciste?

Regina: Este nimero lo fui haciendo mas grande (sefialando la fraccién g) multiplicandolo
por 2 porque esta muy pequefio.
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Pr: Ah, su comparfiera esta buscando equivalencias.

Re: Multipliqué por 2 y da % Y luego dividi eso entre %

Pr: ¢ Como divides?

Re: Se voltea (sefialando a la fraccion %) y luego se multiplica.

No era propésito de la actividad el uso de la técnica convencional de la division entre
fracciones pues en teoria todavia no estaba disponible para los estudiantes (involucra
conocer el reciproco de una fraccion y regresar a la multiplicacion en el contexto de una

divisién). El profesor me explicé lo siguiente sobre lo que sucedio:

Regina es una nifia a la que le dan clases particulares de matematicas (...). Ella mencioné
que “para la divisiéon se invertia” y los demas lo captaron rapidisimo, porque ningln otro
alumno, ni en otro grupo, me habian hecho ese proceso. Y si me preguntas en los otros
grupos vimos el zigzag y les ponia hasta con colores, pero ningdn grupo hizo un
sefialamiento sobre ese otro procedimiento. La propuesta de Regina el grupo la acogié muy
bien, les parecioé muy facil creo (...). (I. L6pez, comunicacion personal, 27 de julio 2017).

La eleccion de este procedimiento para hacerlo publico, constituye un claro ejemplo
de como las valoraciones del profesor determinan el acontecer de la clase y como, cuando
dichas valoraciones son distantes de la intencién del texto, este cambia. También la forma
en que el profesor recuperd la participacion de un alumno, es un ejemplo de lo que puede
llamarse “seleccion oportunista de participaciones”, que consiste en que, a partir de una
participacion que el docente considera adecuada, la valida y la institucionaliza para el grupo.

Pr: No me importa tanto que no hayan entendido la division, eso ahorita lo vamos a tratar
de deducir, pero el procedimiento si ¢ entendieron lo que hizo Regina? ¢ Seguros?

Quiza sea oportuno aclarar aqui que “entender” puede tener varios sentidos.
Entender un procedimiento puede significar saber qué subyace a él, qué lo justifica, o bien,
solamente ver con claridad cuéles son los pasos de los que consta y aplicarlo. Es muy

probable que cuando el profesor expresd “¢Entendieron?” hizo referencia al segundo

sentido.

En algunas producciones individuales de los estudiantes, se aprecia su intencion de

aplicar el nuevo algoritmo que presentd Regina.
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En la imagen siguiente, en la parte izquierda el alumno aplicé la nueva técnica

(reciproco) :

@ *'b
S CAL
it
Dy o

3
¢

Actividad 3

ST

y

-é}g_ [

PR & T4

Completa las multiplicaciones. Simplifica los resultadc

. SO
'_.-3!31=§:1 j 2’x3%-I 4
L ; %

s 15.5 Z 3 _09

LR N S Y "7 10

Figura 13. Produccion individual de Angel.

3. En la tienda donde trabaja Luis venden rebanadas de i de pastel
Cada dfa, el duefo le regala las rebanadas sobrantes. Para compartir-

las con dos amigos, Luis las lleva a la escuelay divide cada una en tres
partes iguales. El lunes sobr una rebanada.

a) E rectangulo representa un
pastel completo. Senala la
porcidn que le correspon-
dif a cada amigo el lunes.

b) Anota los datos que faltan

a 8

Figura 14. Actividad 3. Situacion 1.

Propésitos y comentarios previos

El proposito es establecer el algoritmo de la divisién de una fraccién entre un natural N.

Utilizando el tipo de problema “reparto equitativo y exhaustivo de una fraccion de unidad”,

se propicia el establecimiento de dos técnicas, una que recurre a la division del numerador

y otra a la multiplicacién del denominador.

Mientras que el divisor es constante (siempre se reparte entre 3 amigos) el dividendo

. - 1 , .
varia (el nUmero de rebanadas de S Varia, de uno en adelante). Estas cantidades se

. 1
propusieron para favorecer que el resultado del reparto de una rebanada (Z) apoye el

célculo de los otros resultados, por ejemplo: Si se reparte una rebanada a cada uno, le
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, 1 . ~ 1
tocaria —, cuando se reparten 2 rebanadas, a cada quien le tocard 2 veces -2 2¢- Encaso

de no ver dichas relaciones, los alumnos disponen también del recurso del dibujo, aunque

éste no es un camino sencillo.

Analisis a posteriori
Actividad 3A

La dinamica de trabajo fue individual con algunas interacciones entre los alumnos. Encontré
propuestas interesantes: la primera imagen corresponde al cuaderno de Jesus (Figura 15),
quien realizo la divisién prevista (equitativa y exhaustiva, en 8 y luego en 3) del rectangulo.
La segunda imagen (Figura 16) muestra el procedimiento grafico de Silverio quien explicd
que éste se relaciona con los ejes de simetria y una reparticion que llamé “equitativa”, lo

cual en realidad no ocurre (las partes no son iguales).

3. En la tienda donde trabaja Luis venden rebanadas de —;— de pastel.
Cada dia, el duefio le'regala las rebanadas sobrantes. Para compartir-
las con dos amigos, Luis las lleva a la escuela y divide cada una en tres
partes iguales. El lunes sobrd una rebanada.

a} El rectdngulo representa un
pastel completo. Senala la
porcién que le correspon-
dié a cada amigo el lunes.

Figura 15. Procedimiento de Jesls en su cuaderno.

Figura 16. Procedimiento grafico de Silverio en su cuaderno.

26 |_a propiedad implicita que lo permite es la conservacion de las razones internas (doble, triple, etc).
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Para la resolucion de la actividad, el docente dibujo un esquema (Figura 17) para
representar el % del total del pastel y lanzé la pregunta de cuanto es lo que quedaba de

pastel para cada amigo.

Figura 17. Esquema del profesor para representar la division del pastel.

Pr: ¢ Quién me dice la fraccion que me queda de pastel?

Je: Un entero un tercio.

Pr: ¢Por qué?

Je: Porque primero todo el pastel y luego lo que sobré es un tercio de lo que agarraron.

Después de esta entrada y con apoyo grafico para el caso de una rebanada, ocurrio
nuevamente lo que ya vimos en el caso de la multiplicacién: Actividades que se concibieron
para dar lugar a un proceso de significacién de un algoritmo —el de la divisibn de una
cantidad fraccionaria entre un divisor nimero natural- se implementaron como aplicacion
de un conocimiento ya adquirido, el algoritmo general de la divisién. La participacion de un
alumno indica que, ademas de la técnica del reciproco mostrada por Regina, emergieron
los “productos cruzados”, algoritmo que los alumnos identificaron, aunque el docente

manifestd que no lo habian revisado en clase.

Pr: Yo dije que una fraccion es una divisidn implicita. Entonces si estamos dividiendo, su
compafiera Regina les invierte y multiplica de forma directa, ¢si queda claro? Pero es
exactamente el mismo proceso que el otro (sefialando el proceso de multiplicacion cruzado).

Actividad 3B

Para esta actividad, la dinamica se llevé a cabo en parejas con un breve tiempo de trabajo
en equipo (5 minutos aproximadamente). Enseguida, la tabla se complet6é a partir de las
participaciones de los estudiantes bajo la guia puntual del docente. Llamaré a esta dinamica

muy frecuente: “Resolucion acompafiada”

., .2
Caso martes. Fraccion a repartir: 3
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Tonatzin mostro su procedimiento ante el grupo y, aunque no logro explicitarlo de forma

oral, ante mi pregunta me explicé su proceder:

Observador: ¢, Qué hiciste?
Tonatzin: Al repartir g obtuvieron i , puesé es el doble.

Como identifiqué antes, ese razonamiento es el que se buscaba propiciar en la

situacion, la aplicacion de razones internas.

Actividad 4

Un artesano, gue necesita trozos de madera pequehos, corta
tiras en partes iguales.

Im 3 33
Anota, en la tabla, la medida de cada trozo. N i
=m 2
Verifica tus resultados. Si multiplicas la medida de cada im 5
trozo (columna 3) por el ndmero de trozos (oolumna ), ob- d
tendras la medida de la tira im 5

Anata, en la ditima columna, las divisiones que corresponden.

Analiza las siguientes técnicas para dividir fracciones entre ndmeros
antercs. 59 no son iguales a la que u=aste, aplicalas para verificar Ios
resultados del problema anterior.
Slel numlanoruei 5

Para dividir una fraccién entre un nimero natural se pueda... muhipkica par 5, 52
alitlene Uz fracesin
. - & &= 7 2 - 1
dividir al numeradurtgfz =SSR bien, N Veres Mayoe: -
4 4 4 _2 ° 3;' 2
multiplicar el dennminadnn; = T T mE 518l dEnaminacsar de £
5

58 TIHplica por 5, 58
albitiene una fraceiin

Figura 18. Actividad 4. Situacion 1.

Propdsitos y comentarios previos

Al igual que en la actividad 3, el propésito es que los alumnos dividan una fraccién entre un
natural N en el contexto de partir una cantidad fraccionaria en partes iguales. Esta vez, se
busca culminar la actividad con la explicitacion de dos procedimientos: la division del

numerador o la multiplicacion del denominador.

Cabe observar algunos detalles: En la tabla, la columna en la que se debe poner el
resultado esta antes de la operacion. Asimismo, en las instrucciones, poner la operacion se
pide después de poner el resultado. Esto es porque no se espera que el resultado se
encuentre necesariamente a partir de aplicar la operacién con algun algoritmo, pero si se
espera que, independientemente de como se obtuvo el resultado, se identifique la operacion

en juego.
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Por otra parte, en las primeras dos filas, los numeradores son multiplos del divisor,

. .. .o 3 1
lo que permite resolver dividiendo el numerador entre el divisor (Z entre 3 = Z)'

En las dltimas dos filas, para resolver en el nivel numérico, se necesitara multiplicar
.. . 1 1 , cer . .
el divisor por el denominador (5 entre 5 :E)’ lo cual es mas dificil. Finalmente, se pide que

los resultados se verifiquen multiplicando los cocientes por el divisor (3), lo cual apunta
también a no perder de vista el sentido de las cantidades en juego. Es previsible, sin

embargo; que estos detalles, al no estar explicitos para el docente, no seran identificados.

Andlisis a posteriori

La dinamica de trabajo fue individual, con la observacion atenta del profesor y con ayudas
directas para la resolucion (Block, Ramirez, y Reséndiz, 2015), es decir, preguntas que
ayudaron directamente a los alumnos, es decir, disminuyendo las condiciones de

autonomia del trabajo de los estudiantes.

En una resolucion puablica, una alumna aplicé el algoritmo general para dividir una
fraccion entre otra fraccion, colocando previamente el denominador 1 al nUmero entero; en
todos los casos utilizé el procedimiento del reciproco y multiplicé horizontalmente. Dicha
técnica se valido a partir de una participacion en una actividad anterior y fue utilizada por
varios alumnos mas, lo que permite ver una tendencia, por parte de varios alumnos a aplicar
algoritmos, tendencia probablemente reforzada por el docente. Sin embargo, como
sefialaré en la siguiente actividad, pese a lo anterior, algunos alumnos si utilizaron las dos
técnicas que fueron objeto de estudio.

.
N o _ R R
@ T T e G e L sl
o 2 A S ¢ SO :

! > 4
= Verifica que al multiplicar por 3 la fraccién de pastel de cada uno, se
obtengan las cantidades de pastel que se repartieron.

4. Un artesano, gue necesita trozos de madera pequefios, corta &

tiras en partes iguales.
L]

a) Anota, en la tabla, la medida de cada troza.

o
w iy
a

2

8

1) Verifica tus resultados. ST multiplicas la medida de cada
troze (columna 3) por el niimero de trozos (columna 2}, ob-
tendras la medida de la tira.

wiw wie s 2]
=)

5

Figura 19. Produccién de Tonatzin. Actividad 4. Situacion 1.
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Actividad 5

Resuelve.
o 2= —,: +2=
5

';e.ﬁ- g 1’;“f3_

Compara, con ayuda del profesor, tus respuestas de las actividades 1,
3v 4 conlas de tus compaferos

Figura 20. Actividad 5. Situacion 1.

Propdsitos y comentarios previos

En esta actividad, se trata de sistematizar los dos algoritmos (dividir el humerador o

multiplicar el denominador) para dividir una fraccion entre un natural N.

Analisis a posteriori

El docente decidié no aplicar esta actividad en clase y la dejo de tarea. En conversacion
posterior con él, expreso6 que la leccion tenia demasiadas actividades y no daba tiempo de

revisar todo en clase. De ahi que intentdé economizar tiempo para invertirlo en otra actividad.

En la produccion de una alumna (Figura 21), que coincide con las de otros alumnos,
se aprecia (incisos a, e) que aplicé las dos técnicas para dividir que se institucionalizaron
en la actividad anterior (dividir el numerador o multiplicar el denominador), no podemos
estar seguros si con mas sentido, pero no hay rastros de los algoritmos convencionales. Y,
entonces, este ejercicio matiza un poco lo que se vio en el anterior: No todos los alumnos
tienden a aplicar el algoritmo general. Algunos parecen si haber comprendido un poco mas
la posibilidad de usar los dos algoritmos mas locales, y mas transparentes en cuanto al

sentido.

Figura 21. Produccién individual. Actividad 5. Situacion 2.
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Es posible apreciar aqui, que los alumnos a veces establecen una relacion con la
propuesta didactica contenida en el texto, de manera directa, no necesariamente mediada

por lo que se vio en clase.

Taller de matematicas

Resuele, &ty cusdema, oS peobl emas.

) Ana debe emregar un pedido de 20 kg de jamén, peno solamente le queda un paguete de 5 kg y pa
QUBLES -3&—: kg pLomo puede (ompletar s 20 kg?
Gaonraky envia 17 de sy sueldo a sus familiares. que viven en Hidslge. (el esto. |2 mitad &5 para ks
gastas de sa r.a;.u, de eshoi IID es para pagas ba huz. jQui fraccdn de su sueldo corresponds all pago
de la ber? 5 paga $300.00 de lur, jousl es su sweldo?
Una mercla de pintura esta compuesta por pintura moja, pintura blanca y agea. Las pintuas roja y
blanca juntas sun: de la mercla,y hay &l triple de pintura Blanca que de roja. jJué fracritn detoda
ka mazcila representa la pintura roja?

Figura 22. Actividad 6. Situacion 1.

Propdsitos y comentarios previos

El proposito es que los estudiantes apliquen la multiplicacion y division de fracciones con
los naturales con ayuda de los algoritmos que se construyeron a lo largo de la situacion.
Eventualmente, los alumnos podrian utilizar representaciones graficas para contextualizar

los problemas, por ejemplo, para el inciso c.

Andlisis a posteriori

La dindmica para esta actividad fue en equipos, muy diferente de todas las actividades
anteriores. El profesor invirti6 un tiempo considerable en la organizacién del grupo (10
minutos aproximadamente) y en que los estudiantes se centraran en los problemas, es

decir, propiciar en alguna medida el trabajo autbnomo (Brousseau, 2007).

Enseguida, analizo la puesta en comun para el problema 6b. Un equipo paso al

frente y realizé un diagrama (figura 23): los estudiantes trazaron un rectangulo (total) y lo

s . 1
dividieron en tres partes iguales, marcando ; para cada parte.

A cada parte le asigharon un apartado de gastos y en el segundo (gastos de la casa),

dividieron el tercio en diez partes de las cuales tomaron una para la luz. A partir de ese

dibujo, una alumna del equipo escribié la division de § entre 10 y, aplicando la técnica
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general para dividir que consiste en multiplicar por el reciproco, obtuvo 3—10 (ver la figura 16).

Enseguida multiplicaron 300 por 30 para obtener el sueldo total de 9000.

. . ., o . 1 1 1 -
El uso del dibujo parecié constituir un buen apoyo: las fracciones 303 Y 1 estan

correctamente representadas. Para dividir 3 entre 10 utilizaron el algoritmo visto en

ejercicios anteriores (multiplicar por el reciproco), que no es el objeto de estudio de esta
leccion, lo que muestra por un lado el fuerte impacto de la validacion de un procedimiento
en el grupo por el docente y, por otra parte, la fuerte tendencia de los alumnos a aplicar los
algoritmos de inmediato.

Figura 23. Diagrama para el segundo problema por un equipo. Pizarrén

Figura 24. Procedimiento para dividir% entre 10. Pizarron.
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Comentarios

La situacion

En esta situacion se pretendia construir los algoritmos para multiplicar y dividir una fraccion
con un natural N. Dicho camino se concibié de manera gradual y a través de actividades
que pusieran en juego los conocimientos que los alumnos adquirieron en la escuela primaria
respecto de las fracciones y de la multiplicacion por naturales, y que, ademas, permitieran

construir un conocimiento nuevo, validarlo con una puesta en comun y aplicarlo.

La experimentacion de la situacion permite ver una distancia importante entre lo que
ocurri6 respecto de los objetivos planteados por los autores. En primer lugar, las actividades
no se desarrollaron para construir un conocimiento nuevo (dos técnicas locales para el caso
particular, sencillo, de multiplicacion y division por/entre enteros), sino como aplicacion de

los algoritmos convencionales generales de la multiplicacion y de la division de fracciones.

Surgieron elementos como “el 1 magico”, que sirve para expresar enteros como
fracciones y asi aplicar el algoritmo general a todos los casos por igual, haya o no enteros.

Es decir, el estudio del caso particular de multiplicacion en el que hay enteros se diluyo.

Para la division entre un entero ocurrié lo mismo, a veces con el apoyo del “1
magico”, los alumnos aplicaron el algoritmo de productos cruzados o multiplicaron por el
inverso. La intencién de dar un sentido a la multiplicacién y division de fracciones por/entre

enteros se debilitdé con ello de forma muy importante.

Pude constatar que, si bien algunos estudiantes aplicaron los algoritmos
correctamente, no todos lo hicieron, probablemente la mayoria no lo hizo. Es decir, la
ocasion de reconstruir los algoritmos se justificaba ¢Qué fue lo que dificulté al docente

percibir con mas claridad el potencial de la leccién para el grupo?

La gestién

El docente atribuyé la ensefianza del algoritmo a la escuela primaria, pero en la revision
gue hice de algunos cuadernos se manifestd algo distinto: hay numerosos ejercicios

algoritmicos para favorecer el aprendizaje de las técnicas.

Por lo anterior, puedo decir que la situacion se revelé poco robusta (Robert, 2007)
al ser utilizada por el docente, es decir, hay una distancia amplia entre los propdsitos

destacados en el andlisis a priori y o que ocurrio. Considerando esta distancia, el andlisis
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deja ver que la comunicacién de los propdsitos de la leccién en general, y de cada parte,
es débil (incluso a veces lo que se le comunica obra en sentido opuesto al propdsito, como

cuando aparece la respuesta de un ejercicio en decimales).

La mayoria de las actividades se realizaron bajo lo que he llamado una resolucién
acomparfiada, en la que el profesor siempre buscaba orientar las respuestas de sus
alumnos, apoyandose en los alumnos mas avanzados, con expertise (Sensevy, 2011). He
llamado a esto una seleccién oportunista de participaciones para conducir la clase por
cierto camino. Esta forma de trabajo dista también del trabajo autébnomo para los alumnos.
Esta dinAmica es, sin embargo, coherente con la expectativa de que los alumnos apliquen
un algoritmo general, pues eso es algo que varios estudiantes aln no pueden hacer por si

mismos, necesitan la guia.
Los alumnos

Ademas de lo ya dicho (algunos muy habiles para aplicar los algoritmos, otros, la mayoria,
probablemente no), destaca el caso de un alumno que dejé ver, en la manera de hacer su
tarea, que puso en juego procedimientos esperados en la leccion, distintos de la aplicacién
de los algoritmos. Aunque dichos procedimientos no fueron destacados y por lo tanto su
impacto en la clase fue muy escaso, dejan ver que, para ese alumno, y seguramente para
otros mas, las actividades fueron portadoras de cierto sentido. Estos indicios muestran la
posibilidad de un vinculo, ciertamente débil, de los alumnos con la propuesta, no mediada

por el docente.
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2.2. Situacion 2. Vueltas alrededor de un circuito |

El proposito general de la situacion es introducir un primer sentido de la multiplicacion por

un multiplicador fraccionario. Establecer que la técnica para aplicar un multiplicador % aun

natural N es la misma que la que se usa para tomar una fraccion % de N, esto es: dividir n

entre b y multiplicar por a.

Cxn==den=(n=+b
i n—z en=(Mn-+b)Xa

Una problemética que subyace a esta leccion y que abordé en el capitulo tedrico de

este estudio es la dificultad que representa dar a una fraccion, el papel de “nimero de
veces”, es decir, la dificultad para aceptar que % de 60 puede verse como % veces 60. Este

problema de lenguaje, puede considerarse como una de las manifestaciones visibles de la

dificultad conceptual: ¢ Qué significa multiplicar por fracciones?

Actividades 1A y 1B

L. Un tren da vueltas en un circuito de 60 km.
a) jCusntos kilimetros recorrerd después
dE}%devu!I:a? 165 km

b) iCudntos kildmetros recorrerd luego de

. DLEwuel:as es igual que
1p devuelE o3 de vuela
Zuesignafica 0.5 vuslas?

025 vueltas? 15 km

c) Escribe los datos que faltan en la tabla.

1% 2 2 3 35 5

0 & 90 120 165 180 210 300 315

d) Una manera de calcular los kildmetros recorridos en cinco vueltas
ex 5% 60 km = 300 km. ;Con qué operacifin se caloula |2 distancia

. z .
recorrida en - de vuelta? = & 60 km

Asf como cinco vueltzs corresponden a cinco veces 60 km (5 x 60 km) % de
wuelta corresponden a 2 de 60 km [% = &0 km} Es decir, uh:ener% de'una
cantidad eguivalea muslti plicarla pnr%.

® Compara, en grupa, los datos que anotaste en la tabla Expliguen
qué significa multiplicar una cantidad por una fraccifin, por ejem-
pl:.% «100g.  Explicacion

Figura 25. Actividades 1A y 1B. Situacion 2.

Propdsitos y comentarios previos

El propésito de esta actividad es concebir a una fraccion % de, como una multiplicacion, y

construir la técnica para multiplicar un multiplicador fraccionario/decimal por un
multiplicando natural.
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Los alumnos ya habian trabajado implicitamente la multiplicacion de fracciones al
aplicar fracciones de una cantidad en relaciones parte-todo. Ahora, se hace explicito que

eso es una multiplicacion.

Esta actividad propone un problema de un tren que da vueltas sobre un circuito de

60 km con la expectativa de que, al hacer jugar a operadores fraccionarios el papel de
- 3 .
namero de vueltas (un tren da " de vuelta), y al alternarlos con multiplicadores naturales (un

tren da 3 vueltas), los alumnos los asimilen mas facilmente como multiplicaciones?’.

Andlisis a posteriori

La actividad 1 se realizd en equipos monitoreados por el docente. El profesor ofrecio ayudas
directas, esto es, que contienen parte importante de la solucion (Block, Ramirez y Reséndiz,
2015), en particular, guio la tarea (Roditi, 2003). En este caso, la mas importante fue la
sugerencia de apoyarse en la pregunta 1d para que los equipos entendieran la consigna
del problema:
Pr: La clave del ejercicio es fijarnos en el inciso 1d. ¢ Con qué operacion se calcula la
distancia en cinco vueltas?

Als: Multiplicacion.
Pr: ¢, Cambiara de alguna manera la operacion si ahora en lugar de calcular la distancia de

. 2
cinco vueltas es s de vuelta?

En esta intervencion, el docente mostré que comprendio el propésito de la actividad:
poner en el mismo plano la “fraccion de” y el “nimero de veces”, para dar a la primera el
sentido del segundo. Sin embargo, el docente invirtié el camino planeado: en lugar de que

los alumnos establecieran la manera de multiplicar por una fraccion, gracias a que

relacionarian dicha multiplicacién con la accion, conocida por ellos, de tomar “% de”. En

lugar de eso, al aceptar que “% de” puede verse como multiplicacién, el docente les invit6 a

aplicar el algoritmo general de la multiplicacion, del cual solo conocen la mecanica (y s6lo
algunos alumnos), y no la justificacion. Al apelar a este algoritmo general, se perdio el

proposito de ir estableciéndolo poco a poco, a partir de lo que se sabia.

Una vez identificado que la “fraccién de” es una multiplicacién, la clase tendié a
aplicar algun algoritmo conocido para hacer esa operacién, y por lo tanto ya pocos

resolvieron las primeras preguntas (a, b, c) con otros procedimientos (se esperaba en

27 Cabe sefialar que esta alternancia fue propuesta por primera vez por Freudenthal (1983).
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particular la aplicacion de la “fraccion de”, dividiendo 60 entre el denominador y
multiplicando por el numerador. De cinco resoluciones que pude identificar, cuatro tienden
a aplicar un algoritmo previamente aprendido para multiplicar por fracciones o decimales, y

so6lo se apoyaron en la interpretacion de la fraccion como “partes de”.
Un equipo mostro la instaurada tendencia a utilizar decimales:

Jesus: ¢ Como con decimales? (Pregunta a Silverio)

Silverio: Es que no me acuerdo bien (riendo). Eso lo habia hecho en la primaria, pero, creo
gue algunos problemas habia que convertir primero a decimales, no me acuerdo.

Je: Pero es mas dificil, ¢no?

Si: Pues no me acuerdo (nervioso) pero el chiste es que se podia convertir a decimales y
era mas facil y en realidad la maestra siempre lo hacia asi (refiere a la docente de primaria)
pero ya no me acuerdo.

Esta interaccidén confirma que algunos conocimientos sobre fracciones y decimales
adquiridos en la escuela primaria estan vagamente presentes. En ocasiones pueden
constituir obstaculos de tipo didactico (Brousseau, 1983), que dificultan la elaboracién del
sentido. En este caso, el recurrir a los decimales evitaria el trabajo con fracciones vy, por lo

tanto, la elaboracion esperada.

Las producciones de otros tres equipos se presentaron en la puesta en comun.
Como se puede ver en la fotografia (Figura 26), el equipo 3 transformé de entrada la fraccién
mixta 2% a la fracciéon impropia % a partir del algoritmo (4 por 2, méas 3). En los equipos 2 y
4, las producciones muestran la aplicacion del algoritmo convencional de la multiplicacion
de fracciones (multiplicar 11 por 60 y 4 por 1). La persistente presencia del “1 magico”
parece haberse constituido como parte de la memoria did4ctica del grupo. En el equipo 3,
se recurrié a numeros decimales evitando el uso de fracciones. La conversion a decimales

se dio mediante la division de numerador entre denominador.
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Figura 26. Producciones de los equipos. Actividad 1A. Pizarron

Por otra parte, en la produccion individual (Figura 27) de un alumno, identifico otro
camino que toma distancia de las producciones que se revisaron en la puesta en comuan en

el grupo, pues no recurrid al algoritmo de la multiplicacion. El alumno calculd primero la
parte entera (de 2 %) multiplicando 60 por 2, enseguida obtuvo % de 60 (60 entre 4 y 15 por

3). Este procedimiento parece derivar del significado de la fraccion como partes de unidad,
y corresponde a lo que se esperaba. Muestra que los procedimientos escritos en el pizarréon
no necesariamente reflejan lo que hicieron todos los alumnos, sino, posiblemente a la

decision de algunos.

Figura 27. Produccién individual de Jesus.

No sé si otros alumnos hicieron algo similar a este ultimo procedimiento, pero,
aunque solamente hubiera sido uno, confirma que muchas veces, los estudiantes se

relacionan con la propuesta de manera diferente a lo que sucede en las puestas en comun.
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- , . ., 3 T .,
En resumen, el maestro si trat6 de relacionar la fraccion " de 60 con la multiplicacion

3 . i ., P T T
" * 60, justificando tal relacion a través de la similitud con el caso en que el multiplicador es

natural, tal como lo propone la leccion. Pero lo hizo muy pronto, desde el principio invirtiendo
el camino y evitando entonces la posibilidad de que los alumnos primero resolvieran desde
sus conocimientos previos (en particular, con la idea de “fraccion de”), y provocando que se
fueran directamente hacia el algoritmo. Es decir, el profesor comprendio el sentido e intentd
transmitirlo, pero dio poco espacio a la actividad personal de los alumnos. Al parecer, hay
aqui un principio epistemol6gico del profesor, segln el cual “de la regla general (el algoritmo
para multiplicar fracciones) se pasa a todos los casos particulares, y no al revés”, el cual

explicaria que el profesor no opt6 por ir de los casos particulares hacia la regla general.

Actividad 1D. Institucionalizacién del sentido de un multiplicador fraccionario

Una manera de calcular los kildmetros recorridos en cinco vueltas
es 5x 0 km = 300 km. ;Con qué operacifinse calcula |2 distancia

recorrida en E de vuelta? =« 60 km

Asl como cinco vueltas corresponden a cinco veces &0 km (5 = 60 km,‘..% de
vuelta corresponden a 2 fe 60 km (£ x 60 km). Es decir, uhten!r% de una
cantidad equivale a rnusltiplic arla pnr%.

Compara, en grupa, los datos que anotaste en la tabla. Expliguen
gué significa multiplicar una cantidad por wna fraccifn, por ejem-
plo.3 = 100g.  Explicacitn

Figura 28. Actividad 1D. Situacion 2.

En esta actividad se hace explicito el hecho de que obtener una fraccion de una cantidad
tiene el mismo estatuto que considerar n veces una cantidad, y es, por lo tanto, multiplicar.
Esto debia constituir una informacién novedosa para los alumnos (quienes, se suponia,
sabian calcular la “fraccion de”, pero no sabian que eso era multiplicar). En los hechos, se

convirtié en la reiteracion de una informacion que se dio por hecho desde un inicio.

El docente lanz6 la pregunta al grupo: ¢Con qué operacion se calcula la distancia

. 2 . . .y, .,
recorrida en s de vuelta?, y al no obtener respuesta inmediata solicito la resolucién de la

T ., 2 . 4 ,
multiplicacién S por 60). Enseguida se llevé a cabo una puesta en comun de la cual presento

el siguiente fragmento:
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Pr: ¢ Qué significa% * 1007

Vanesa: 75 enteros.

Pr: ¢ 75 gramos no? Ahora que su compariera resolvid la multiplicacion, alguien podra
interpretar la pregunta.

Pr: A ver Jesus, sin miedo, jandale! Es que si sabes, pero no sé por qué no quieres decirlo.
José Maria: Es una equivalencia, como una division.

Pr: ¢ Como una equivalencia?

José Maria: Una divisién porque dividimos entre el denominador y el resultado lo (...) (el
docente corta la participacion).

Pr: Mas que el procedimiento, digan qué es lo que significa.

Pr: ¢ Quién me podria hacer un problema con esto?

. ~ . .3 ,
Jesus: Una sefiora compra 100 gramos de arroz y hada mas cocina " de lo que comprd.

Pr: jEsa es la interpretacion jévenes! Nada mas que estan tomando una porcion de los 100
gramos, ¢queda claro?

La pregunta, ¢qué significa% por 100 g?, no fue muy clara para los alumnos y los

puso en situacién de interpretar la intencionalidad del docente (Sadovsky, 2004; Sensevy,

2011); no obstante, tanto ellos como el profesor lograron hacer observaciones interesantes:

~ , s . 3 e g T .,
El alumno José Maria logro vincular 5 por 100 con la division y la multiplicacion. El

profesor insisti6 en que dijeran “lo que significa”, y esto probablemente quiere decir
(ateniéndonos a lo que contesta un alumno que él valida), evocar una situacion
contextualizada en la que se use esa operacién. Un alumno propuso una, y el docente
destaco el sentido de “porcion de”. Asi, al final del camino, aunque no exactamente como
lo previsto, se establecié que existe una relacion semantica, entre la multiplicacion por una

fraccion y tomar una fraccién de una cantidad.

Enseguida, el docente realiz6 la lectura del cuadro de institucionalizacion. Haciendo
una interpretacion adecuada del propésito de la leccion y del recuadro, el docente explico

lo siguiente a los alumnos:

Asf como cinco vueltas corresponden a cinco veces 80 km (5 = &0 km},f de
vuelta corresponden a2 de 60 km (2 = 60 km). Es decir, ohtensrf de una
cantidad equivale a multiplicarla pnrf.

Figura 29. Recuadro de institucionalizacion. Situacion 2.

Pr: Cuando les preguntaban, si yo tengo 60 km en cada vuelta y doy 5 vueltas, ustedes
de inmediato responden: jhay que multiplicarla y obtenemos 300! (hace la multiplicacion
en el pizarrén) jLo hacen de forma automética sin importar absolutamente nada! Pero

~ . ~ . 1 .
¢, qué sucede cuando yo les digo que estos 60km sélo han recorrido 5? piensan gue la
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operacion es otra sin visualizar que es lo mismo, es una multiplicacién. Algunos si lo
intuyen, otros por el simple hecho de que cambiamos a fraccién piensan que se trata de
otra operacion y no es asi.

El profesor deja ver, una vez mas, que comprendié bien el propdsito de leccion:
mostrar a los alumnos que la “fraccion de” puede jugar el mismo papel que el nimero entero
de veces, y usar eso para justificar que, entonces, “fraccion de” puede ser vista como una

multiplicacién. Esto es un logro en la relacién del profesor con la propuesta.

Actividad 2

TIC"_ Subraya cada operacidn con el color gue seindica.

que sabes sabre | 2 3 z :
multighcacitr . S &0 S 60 5 %60 ;19:'

Q4 =60 f)L5x 60 Q.75 = 60

11« 60 Sxe0 2txe0

—— M 5i el resultado es menor que 60,
5i el resultado es mayor que &0, pero menor gue 120,

------- 5i el resultado es mayor que 120

Figura 30. Actividad 2. Situacion 2.

Propdsitos y comentarios previos

El objetivo en esta actividad es que los alumnos anticipen ciertos aspectos del tamafio de

los productos sin tener que calcularlos.

Para lograr el proposito, los estudiantes tendrian que establecer lo siguiente: si la
fraccion es menor que 1, el producto ser4 menor que 60; si es mayor que 1, pero menor
que 2, el producto serd mayor que 60, pero menor que 120. Asimismo, se intentara hacerlos
conscientes de que las multiplicaciones por fracciones pueden arrojar productos menores

que los factores.

Andlisis a posteriori

La dinamica de la actividad fue individual para los alumnos. El docente solicitd hacer todos
los ejercicios con algoritmos en el cuaderno, cuando la idea original era que estimaran sin
hacer célculos. Esta transformacion confirma que el profesor atiende con mucho interés el
fortalecimiento de los algoritmos. Las producciones de los alumnos muestran que

efectivamente aplicaron el algoritmo y la puesta en comun se oriento a verificar resultados
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atenuando el propésito de la actividad: la nocion de multiplicaciones que reducen no

emergio.

Aparece claramente, no solamente la lectura que el profesor hizo de la actividad,
desde su idea de aplicar los algoritmos, también la insuficiencia de la consigna de la
actividad misma: tendria que explicitarse: “Sin hacer la multiplicacién, trata de... “
Asimismo, se evidencia, una vez mas, la necesidad de dar informacién complementaria al

profesor.

Institucionalizacién

Compara tus respuestas con las de tus compaheros. Comenten la si-
guiente infarmacitin.

Observa que multiplicar...
60 = 5 equivale a sumar cinco veces 60,
60 x % equivale a :hl!ner% de &0,

60 « (.75 equivale a obtener % de 60,

pnr—; es |o mismo gue dividir entre 2,

no siempre es agrandat.

Figura 31. Recuadro de institucionalizacion. Situacion 2.

En esta situacion, los multiplicadores son fracciones, entonces se trata de interpretar

.- ., 3
la multiplicacion como " de 60.

Analisis a posteriori

El docente invirtié un tiempo considerable para la institucionalizacion (10-15 min). Al
parecer, reconocid una caracteristica importante en el marco de estas situaciones: aunque
en el nivel numérico % * 60y 60 * % son equivalentes gracias a la propiedad conmutativa, en
el nivel de los significados o de los numeros concretos (referidos a magnitudes), no la hay.
Las ideas implicadas en 60 veces % y en % de 60 son muy distintas. Enseguida muestro un

extracto de la interacciéon con los alumnos:

Pr: Me estan diciendo, este niumero (sefiala el nimero 5 en la operacion 60 por 5) me indica
cuantas veces se repite el 60.

Valeria: Sumar 5 veces Z.

Pr: No

Angel: sumar 60 veces Z

Pr: jEureka! jEso es jovenes! tendriamos que sumar % mas % mas %, etc. ¢ Cuantas veces?
Vanesa: 60 veces.
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Pr: Es cierto que el orden de los factores no altera el producto, pero en esencia no es lo
. 3 3 .
mismo 60 por , due — por 60 aunque el resultado es exactamente el mismo.

El propdsito del recuadro no era precisamente ver esta igualdad, mas bien justificar

que Zde 60, al indicar un nimero de veces 60, es también una multiplicacion.

Comentarios
La situacion

Esta situacion tiene el propdsito de introducir un primer sentido para el multiplicador

fraccionario % *n (el de tomar una fraccion % de n) y proponer una técnica: dividir n entre b

y multiplicar por a. Para justificar este sentido, se trabaja en un contexto que permite alternar
multiplicadores enteros y multiplicadores fraccionarios. Ademas, se proponen actividades

gue no apelan de entrada al manejo del algoritmo convencional.

La gestion

En cuanto a la relacion del profesor con la situacion y el objeto didactico-matematico, el
docente si comprendié el propdsito en lo general. En sus acciones (Sensevy, 2011) fue
bastante claro, incluso, enfatico al menos dos veces, en aclarar que, asi como aplicar un
namero entero de veces es multiplicar, también lo es obtener una fraccion de una cantidad.
Incluso expreso6 que, aunque formalmente la division y la multiplicacion implicadas en la
aplicacion de una fracciéon se pueden conmutar, en el nivel de los significados es diferente.
Nuevamente, es posible que el profesor haya enriquecido su propio conocimiento pues
reconocié el sentido de una actividad, e intenté destacarlo en paralelo con su
interpretacion?®. Asi, empieza a dar cuenta de una interpretacién hibrida. Es decir, aunque
el docente se encuentra en una situacion no did4actica “puede transformar sus

conocimientos en la interaccién con el medio” (Margolinas, 2009, p.6).

En la primera actividad de la leccidn, no obstante, el profesor si dio un cierto giro a

la actividad propuesta, al destacar desde el principio la presencia de la multiplicacion, lo

28 La interpretacion que el profesor hace de la situacion se enriquece tanto de lo que él conoce sobre el tema
como de lo que la situacion le comunica, incluyendo las orientaciones pedagdgicas que se le entregaron, las
cuales describen de forma detallada los propdsitos y las sugerencias para la realizacion de actividades. La
situacion constituye una “voz externa” (Mercado, 2002) con una fuerte influencia en su préctica.
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gue evitd que los alumnos pusieran en juego sus recursos previos para abordar el problema.
Es decir, el docente no sostuvo la adidacticidad de la situacion, mostré una tendencia a

decir a los alumnos cémo resolver.
Los alumnos
Para los alumnos la situacion implicé varias acciones:

Calcular fracciones de 60 a partir de dividir entre el denominador y multiplicar por el
numerador (No fueron muchos alumnos, pues el profesor adelantd la idea de
multiplicar).

Calcular nimeros enteros de veces 60.

Relacionar la “fraccion de 60”, con multiplicar por 60 y aplicar algoritmos para

multiplicar fracciones por 60 (u otras cantidades).

Es posible que la leccién, asi como fue aplicada, si haya contribuido a los
conocimientos previos de los estudiantes, los cuales estaban centrados en el algoritmo:
Posiblemente la leccion los haya ayudado a tomar conciencia de que esa multiplicacion se
relaciona con la fraccion de (que también conocen), y puede jugar un papel de “nimero de

veces”.
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2.3.Situacion 3. Vueltas a un circuito Il

El multiplicador fraccionario “% de” se aplica ahora a una medida también fraccionaria g. Con

ello, se busca introducir un sentido de la multiplicacion de dos fracciones como tomar una
fraccion “de” otra fraccién. Ademas, se pretende establecer el algoritmo para multiplicar dos
fracciones. Sin embargo, en el grupo que he observado, la mayoria de los alumnos conocen
ya el algoritmo, o al menos, se da por hecho que lo conocen. Esto har4 que necesariamente
cambie el sentido de leccidn. Por otra parte, como se ver4, el profesor manifestara dificultad
para seguir la l6gica de la leccion, la cual se revela poco clara. Ademas, el docente omitio
varias actividades por falta de tiempo, de ahi que en este analisis me detendré solo en

algunos aspectos.

Actividad 1
Propdésitos y comentarios previos

En esta actividad los alumnos resuelven problemas en los cuales se alternan
multiplicadores que son numeros naturales y multiplicadores fraccionarios, ambos

aplicandose a una cantidad que es fraccionaria.

1. Untren de juguete vizja en un circuita de% m.

a) Indica, con fracciones de metro, qué distancia recorre el tren
cuzndo da...

» 10vueltas: 4 m -;ldevuel'.az = _m -lqdevuel'.a: el il

o) El primer diagrama muestra una m
2

calcular S de 2
manera de calcular o de. que con-

siste en dividir ¢ entre 2 dos ve- P f‘ T
ces. Anota la fracciin que falta en (3} e
una de las flechas. *1 1 *
S E
t) 5i el tren completa ﬂ% de vuelta, ¥} . e

jrudntaos metras recorre? =

d) El segundo :IiagrarLa muesira una m

manera de calc uLar 5 de$: primera

se caloula 3 da = dhidi!ndn% en- -~ 1 % -
tre 3. Escribe la fraccion que falta. 3§ 13
& 3 &
® Valida tus respuestas con el grupo. . "3 15

Comenten la siguiente informacidn.

Figura 32. Actividad 1. Situacion 3.

Para el inciso 1A, se prevén dos posibilidades cuando uno de los factores es natural:

2
10 por z

2
S por 10

58



En los casos de % y %, en donde ambos factores (multiplicador y multiplicando) son

fracciones se prevé que apliqguen lo aprendido en una situacién anterior:
1 2 . T/ 1 2 . sy
> de < equivale a dividir - entre 2y " de Eequwale a dividir entre 4).

En el punto 1b, el esquema permite explicitar que se relacionan dos conjuntos: el de
vueltas y el de kildmetros. Las divisiones entre 2 aparecen bajo la idea de “a la mitad de

vueltas, le corresponde la mitad de kildbmetros” Para el punto 1c se establece que para

. 2
calcular la cantidad de metros que corresponden a 4 3 vueltas se pueden calcular lo que

2
corresponde a 4 vueltas y sumarlo a los 3 de vuelta.

2 2 A L . W2 "
Para calcular 3 de < de metro siguiendo el significado ya conocido de 3 de”, se

propone dividir entre 3 y multiplicar por 2. Estas operaciones aparecen en el diagrama del

libro como razones internas (u operadores escalares). Dan lugar a una manera de

. 2 2
multiplicar 5 veces - metros.

Analisis a posteriori
Actividad 1A

Se presentaron momentos de confusion en el grupo respecto de cual fotocopia debian

atender?®. El docente inici6 con la actividad 1A, a partir de la pregunta directa:

Pr: ¢ Qué operacion debemos de realizar para saber la distancia en diez vueltas?
Valeria: Multiplicar.
Pr: ¢, Qué vas a multiplicar Valeria?

Valeria: % por 10

Un estudiante pasé al frente para realizar la operacion y emergioé el algoritmo
convencional para la multiplicacién de fracciones utilizando el denominador 1 que se

institucionalizé desde la primera situacion:

29 Las lecciones se entregaron en fotocopias, lo cual provoco que los alumnos las perdieran o se confundieran
con el material.
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Figura 33. Procedimiento para multiplicar una fraccion por un natural en el pizarron.

La participacion de este alumno, me permite ver nuevamente la tendencia a la aplicacion
del algoritmo. El profesor validé este procedimiento mediante una interaccion que he

llamado anteriormente “seleccion oportunista de participaciones”

1
Caso -
2

El docente otorgd una ayuda directa y total (Block, Ramirez y Reséndiz, 2015) a
los estudiantes, es decir, él resolvio la tarea (Roditi, 2003):

Pr: Ahora, vamos con este que dice E por i Me dice, que multiplique g por la mitad, aqui
sacamos la mitad de é (sefala §= §+ %)
¢, Cudl seria la mitad? Pues tomar %
En la interaccion se puede ver que el docente reconocié el propoésito de la
Lo 1 T 2 T .
actividad. En este caso, le da a 2 el papel de multiplicador y a 5 el de multiplicando y evita

aplicar el algoritmo, aprovechando un camino intuitivo para dividir. S6lo que él hizo todo en
el pizarron.

1
Caso -
4

1 £ 2 . ,
Para el tercer caso (Z de vuelta), el docente retomé lo que €l mismo habia

propuesto en el caso anterior y solicitod a los alumnos que con ayuda de la suma hicieran la

multiplicacion:

.z . z 1
Pr: ¢ Quién me dice cuanto recorre en " de vuelta?
2 1 . g . S,
Tenemos S por-, en forma de suma ¢ quién me puede decir como queda en forma de suma?

Figura 34. Procedimiento del profesor en el pizarrén.
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El profesor explicité dos procedimientos, uno con la suma iterada y el otro con el algoritmo

convencional. El procedimiento “con suma iterada” resulto menos obvio, pues la fraccion

. ipr .1 1
tiene numerador 2 y no 4, pero no resulta tan dificil convertir -t encuatro sumandos de

1

10°

La sesidn finalizd y en la siguiente clase el profesor retomd la actividad con un breve
recordatorio sobre la actividad 1A e insistid en la posibilidad de pensar la multiplicacion
como una suma iterada, incluso solicit6 nuevamente los resultados de la primera actividad
y realiz6é las multiplicaciones, dejando ver por una parte lo que habia observado en las
sesiones anteriores: resolucion acompafiada, y que posiblemente, para él, la multiplicacion

vista como suma iterada tiene mas sentido.

El dialogo del profesor con el texto fue, en esta actividad, de escasos puntos de
encuentro, pero con varios momentos de comprension de la propuesta. El profesor no
asumio la intencién de la leccion, es decir, que los alumnos, usando su conocimiento de
“fraccion de” aplicaran una fraccion a otra fraccion, dividiendo y multiplicando, para mas
adelante formalizar esto como multiplicacién. M&s bien, el profesor aceptd por un lado al
algoritmo general que propusieron algunos alumnos, con lo que se redujo la actividad a una
ejercitacion. Pero, ademas, parecié descubrir una forma alterna de dividir entre 2 y entre 4

que consiste en expresar el dividendo en dos y cuatro sumandos, lo cual no estaba
., )
realmente contemplado en la leccién (aunque fue evocado por ella, el dividir S entre 2,

dividiendo el numerador), y mostro interés en ensefiarla a los alumnos. De ahi que el
profesor mostré asi, una vez mas, una afinidad hacia procedimientos mas intuitivos que los

algoritmos.

items 1B-1C

El recurso de completar procedimientos con apoyo del diagrama no result6é del todo: ni los
alumnos ni el profesor parecen haber comprendido el sentido del procedimiento en
conjunto. Se centraron en completar los cuadros de forma aislada. De repetirse esta

situacion, deberia considerarse en futuros disefos.

La intencion original de las actividades es la de compartir un procedimiento, pero

invitando a los alumnos a completarlo para evitar una lectura muy pasiva del ejercicio. En
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todo caso, dado que aplicaron el algoritmo convencional, completar dividiendo dos veces

perdié un poco su sentido de ofrecer un camino alterno, con mas significado:

Pr: ¢, Como es que ustedes resuelven la divisién?, aqui les dicen que dividan entre 2 ;Y eso
como lo hago?

Jesus: Ponemos el 1 mégico.

Pr: Ok, ustedes lo dijeron, yo no.

. . . 2 1 T 2 1
Jesus: Luego invertimos el Tasy multiplicamos (E por ;)

Pr: jAh! Por un % eso es lo que queria que dijeras.

El alumno José Maria aplicd el procedimiento propuesto por Regina en la primera
situacion, que implica obtener el reciproco y después multiplicar. Nuevamente se manifesto

la tendencia de algunos alumnos (con voz en el grupo) hacia los algoritmos. Como ya se
. . . 1 2 Z
dijo, en el diagrama el camino planteado es otro, se trataba de obtener " de S atraves de

divisiones sucesivas que dieran sentido a la operacion.

Figura 35. Procedimiento del profesor en el pizarrdn. Situacion 3.

item 1D

El segundo diagrama muesira una m
LI

manera de calo u[{ar;1 de: primera

58 -:al:ula% de o, d"r\'i:li!n:lo% en- - !

tre 3. Escribe la fraccitn que falta. [+ 30}
-

. . g
Valida tus respusstas con el grupo. I . 15

ol

Comanten la siguiente informacidn. f "'i‘ 1 je=2
T

1

Figura 36. Actividad 1D. Situacion 3.

En esta actividad el profesor parecié perderse con la informacién de los esquemas: tuvo
gue releer varias veces y, en un comentario posterior a la clase, me refirié: “de pronto el
diagrama parecia confuso y poco préactico” (. Lépez, comunicacion personal, 25 de abril de

2017). En estos esquemas, el docente no reconocio el sentido global del procedimiento:

2 2
conocer una forma de calcular Ede s
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Pr: Este diagrama cambia, no es el mismo que el anterior en el que siempre dividiamos. En
este diagrama me estan preguntando cual es el valor que va debajo de % Tu sabes cuanto
es ¢ Santiago?

Santiago: %

Pr: ¢Por qué es %?

S:2 por%me da%

Pr: Por eso les dije que es distinto, tu dividiste, si fuera division si seria % Pero no estan

dividiendo, estan multiplicando. Es por 2, a ver quién me dice el resultado, ti mismo

Santiago.
L4

15
. 4
I: Exacto, ahi colocan =

Creo que ya varios de ustedes estan empezando a transformar mucho mas rapido y estan
pensando de otra forma.
Bueno muy bien, creo que se esta logrando lo que queriamos.

En la parte final de este extracto, cuando el docente expresé “se esté logrando lo
gue queriamos”, posiblemente, el profesor hizo alusiéon a que los alumnos ya manejaban

con mayor facilidad los algoritmos para multiplicar y dividir fracciones.

En cuanto al recuadro de recordatorio, el profesor expreso lo siguiente:

Para dividir una fraccifn entre un nomero o se puede dividir su numeradar
entre m, o bien, multiplicar su denominador por .

Figura 37. Recuadro de recordatorio. Situacion 3.

Pr: ¢ Si queda claro eso o0 no? Tiene que ver con lo que dijimos de la suma, n es cualquier
namero, y aqui n me lo estan poniendo como mi denominador.

Los alumnos tuvieron problemas para comprender lo que el docente intentd
comunicar pues el silencio fue general y algunos estudiantes manifestaron dudas en voz
baja. Aunado a ello, el profesor relacion6 en varios momentos de la sesion ambas

operaciones en las fracciones, (la suma con la multiplicacion), incluso realizé analogias
3 . 3,3 3 . .
como - por 10 visto como ot En ese sentido, he comentado que podria pensarse

que el profesor insiste en la suma porque parece haber percibido que la actividad tiene el
propdsito de mostrar un sentido de la multiplicacién de fracciones, y que vio en la suma

repetida la via de cubrir ese propésito.
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Actividades 2A, 2B y 2C

El circuito del tren ahora mide % m.
Anota los datos que faltan.

1 1 ] ] = T
[ 3 2 3 h 2 : 3 2

W

el

Completa |a técnica para calc ular 2 de% km.
P
Observa que 7 de
2_B=2 8T

5 TaE T

dect, Par3 ENConILr

el resubiado de unz
frzcoitm de fraccibn basia
mulrplicar epare sl @neo
Ins NUMERANTes como s
dencminadomes.

Calcular % de f Multiplicar el resultado anterior
: por &

¢ I | : L
Se mulfiplican —— y T

Verifica tus resultados del inciso b) mediante la técnica que se des-
cribe en la cipsula "Aprender a aprender™.

Figura 38. Actividad 2. Situacion 3.

Propdsitos y comentarios previos

El propdsito de la actividad es que los alumnos obtengan una fraccién de otra. En la
actividad anterior se revis6 una manera de hacerlo sin formalizar el algoritmo de la
multiplicacién. En esta actividad se sigue la misma linea lo cual ayudard a justificar el
algoritmo. Se espera que los alumnos se acerquen por cuenta propia a una forma de
multiplicar, antes de que se les ensefie el algoritmo, lo cual se haria enseguida. En caso de
dificultades en alguna operacion se prevé una puesta en comun. Sin embargo, como he
visto, el algoritmo en esta clase se da por instalado. La orientacién que cobrara la clase,

sera probablemente la de un repaso o aplicacion.

Andlisis a posteriori

La actividad se llevdé a cabo en parejas con el acompafamiento puntual del docente.
Algunos estudiantes se dedicaron a la resolucién de la tabla, otros parecian sélo copiar los
resultados que sus compafieros encontraban. Mientras tanto, el profesor aproveché para

hacer la revisidn de cuadernos y el conteo de sellos para la evaluacion bimestral.
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En el trabajo de los alumnos identifiqué dos procedimientos. La pareja de Angel y
. . s 3 1 .. .. . .
Silverio escribieron L or -, pero hicieron el procedimiento convencional de zigzag para la

division, al cuestionarlos respondieron:

Obs: ¢ Como obtuvieron su respuesta?

Als: Estamos multiplicando.

Obs: ¢ Por qué?

Als: Puede ser multiplicaciéon o division, es lo mismo ¢ estamos bien?

Esta confusion expresa que, o bien no estan prestando atencion al contexto, pues
sabrian que se trata de multiplicar. O bien, la caracteristica de que, con fracciones,

multiplicar también es dividir y viceversa, los tiene confundidos.

En la puesta en comun, el docente solicito la participacion de algunos equipos al
frente para comunicar sus resultados y realizar la validacién. Las participaciones fueron las
de los alumnos que suelen patrticipar, que son los que tienden a usar los algoritmos. Dudas
como las que observé en la pareja que comenté arriba, no se expresaron publicamente.

Enseguida, muestro algunas participaciones:

Caso 1 %

En la imagen, aparece la produccién de un par de alumnos en el pizarron:

L-‘\‘ 2 =5, v =S
T
Y

Figura 39. Produccién de alumnos en el pizarron. Actividad 2A. Situacion 3.
Asi, el ejercicio fortalecié la multiplicacion con un algoritmo ya conocido. El docente

expreso:

Pr: ¢Alguno de los equipos o de los que estan sentados lo hizo en forma de divisién?
¢Alguien lo hizo en forma de division?

Mas abajo queda claro que se refiere al procedimiento propuesto antes en la leccion.
. 1 Lo s . T "
Primero 3 de, dividiendo entre 3, y luego multiplicar. Pero la formulacion de “dividiendo” es

muy confusa, porque también se multiplica.
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Enseguida, el profesor reorient6 la actividad y expreso:

Pr: Creo que no entendieron el recuadrito, vamos a tener que repasarlo (se refiere al
. . 3 ..
diagrama 1d). Lo voy a leer nuevamente. Entonces, si yo tengo LY lo tengo que multiplicar

por 1%, lo que les esta planteando la hoja es lo siguiente. Estan bien ustedes, cuando hacen

esto (convierte la fraccion mixta a impropia). Y yo les dije que queria que plantearan eso en
forma de division.

¢, Qué es lo que tengo que hacer? Tengo que dividirlo entre cuanto (sefiala S)Entre 3.
Entonces divido % entre 3. Porque quiero saber cuanto es % de Z y ya cuando sepa cuanto es
1 3 .

3 de " lo multiplico por 5.

¢Ya quedo claro? ¢ Seguros?

Als: (Silencio)

Pr: Si yo divido eso (% entre 3), entonces cuanto me queda. Ya directo, mental.

El docente muestra aqui que comprendidé hasta cierto punto el sentido que se

propone en el diagrama 1d. Le llama “resolver dividiendo” aunque no es exactamente eso,

no significa que, en conjunto, lo que se hizo sea division, sino que el factor fraccionario *%

. . 1 Wl " L,
se aplica por partes: primero > de, y luego xa. La parte > de”, es en efecto una division.

En la interaccion, algunas acciones del profesor muestran intentos para dar lugar a
procedimientos alternativos; sin embargo, son poco claros, y, por otra parte, varios alumnos

ya estdn muy encaminados con el algoritmo que conocen.

Al referir “resolver por division”, el profesor trasmite una idea distinta a la de
multiplicar. En la situacion no era objetivo institucionalizar el procedimiento 1d, y menos adn
llamarlo division, se habia contemplado como un paso previo al algoritmo de la

multiplicacién. Pero se convirtié, en esta clase, en un procedimiento mas, “dividiendo”.

1
Caso >

1 .z Y
Pr: El de 7 quién pasa a hacerlo en forma de division.

3 1 . . . .. e ey
= por = Pasa Diana, quiero que hagas la multiplicacién y en forma de division.
4 2

En este caso, el docente solicité dos procedimientos (multiplicacion y division), situacion
gue provoco tension en la alumna, quien pasé al frente y en todo momento esperaba las

indicaciones del profesor, quien le sugirio:
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Pr: Es cruzado, acuérdate (refiriéndose a la técnica convencional para dividir dos fracciones

en zig zag).

La gestién del profesor consisti6 en guiar a la alumna (Roditi, 2003). Esta
intervencion del docente (y la revision posterior de cuadernos) muestra que los estudiantes
ya conocian el algoritmo convencional para la division entre dos fracciones.

Nuevamente, observo que, en el curso de la actividad, el profesor descubrié un
procedimiento para multiplicar fracciones nuevo para él (quizés él sélo conocia el algoritmo
general). Lo llama “multiplicar por division”, lo cual resulta muy confuso. En este caso, el
resultado de la interaccibn del docente, desde su conocimiento previo sobre la
multiplicacién de fracciones, con el conocimiento propuesto por el texto, no logra traducirse

en una propuesta muy clara para los alumnos.

Actividad 2B

La actividad 2B resume la técnica presentada en los diagramas. En la sesion, el docente
plante6 una resolucién acompafada del ejercicio que se propuso al inicio (Calcular ; de %
km).

El profesor omitié el recuadro verde para institucionalizar y sélo se hizo mencién que
se estaba trabajando la multiplicacién. Esta omisibn es explicable desde Ila
conceptualizacion del docente que supongo, a partir de lo que tendié a manifestarse: el
recuadro pretende hacer explicito, e institucionalizar, un hecho que, desde el disefio de la
leccién se suponia implicito: obtener % de % es lo mismo que multiplicar. Sin embargo, para
el profesor y varios de sus alumnos, la multiplicacion estaba dada desde el principio y mas
bien se tratd de aplicar un algoritmo (y luego un segundo algoritmo, el de multiplicar
“dividiendo”, que los alumnos no comprendieron). Siendo asi, el contenido del recuadro
verde perdia mucho de su sentido, a lo més, podia ser visto como un repaso de algo ya

sabido.

Comentarios

La situacion vy la gestion

El docente enfatizo en la multiplicacion de fracciones como equivalente a la suma iterada
sin considerar que en esta situacidn ambos factores son fraccionarios y que ese

procedimiento no es suficiente para multiplicar dos fracciones. En cuanto a los diagramas
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de las actividades 1B y 1D, el profesor refirié que se resolvian “dividiendo”. La confusion de
los alumnos aumento6 debido a la combinacion de los términos multiplicar y dividir, tratados
casi como si fueran sindnimos. Cabe sefialar una dificultad did4ctica ya que los diagramas

del libro pretendian mostrar una manera de multiplicar para justificar el algoritmo usual.

El profesor quiza lo tenga claro, pero al decir “resolver por division” trasmitié otra
idea. No era un proposito institucionalizar el procedimiento 1D, y menos aun llamarlo como
de division, se habia contemplado como un paso previo al algoritmo de la multiplicacion.

Pero se convirtié, en esta clase, en un procedimiento mas, “dividiendo”.

Por otra parte, la fuerte tendencia de varios alumnos, con presencia en clase, por el
uso de algoritmos, de alguna manera obstaculiz6 los procedimientos que se plantearon en
las secciones 1C y 1C, procedimientos mas simples pero que daban sentido a las
operaciones. Se volvid a manifestar que es dificil para ellos cambiar la mirada ante
situaciones que buscan favorecer el sentido. Cabe sefialar que las secciones, de alguna
manera provocaron tension con sus procedimientos memorizados y asi buscar otras

alternativas.

La dinamica de resolucion acompafiada volvié a prevalecer en esta situacion. El
docente se apoyd en los alumnos mas participativos, y asi guio las explicaciones y la
resolucion de los ejercicios en el pizarrén a través de la exposicion. Asimismo, las ayudas
que otorg6 fueron directas (Block, Ramirez y Reséndiz, 2015) para facilitar las tareas
(Roditi, 2003).

Puede decirse, en sintesis, que en esta leccion, el dialogo del docente con el texto
no fue muy fecundo. No se transmitié de manera clara el algoritmo usual para los alumnos,
y tampoco se logré, aparentemente, vincular dicho algoritmo a la accién de “tomar una
fraccion de”, en aras de justificarlo y darle cierto sentido. Aparecié ademas otro algoritmo,

muy confuso.

Cabe hacer la siguiente hipétesis: la l6gica que subyace a la leccidn se revela no
solo distante de la del profesor, también es fragil, en el sentido sutil, dificil de comprender
de manera rapida, de una mirada. La principal dificultad ocurre cuando, para introducir un

procedimiento alterno, con una supuesta participacion de los alumnos, se les propone
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“completar” los pasos de dicho procedimiento, como es el caso de los esquemas de la
actividad 1. La légica del procedimiento es poco visible y escapa tanto para alumnos como
para el docente. Puede decirse que en estos casos el texto podria tender a ser

excesivamente directivo en cuanto al tipo de actividades que se propusieron.
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2.4. Situacién 4. ¢ Qué numero multiplicado por 2 da 3?

Propdsitos y comentarios previos

e Se pretende que los alumnos establezcan que en el producto de dos nimeros naturales

. . ., . . ... b
ay b, siempre existe un nimero que multiplicado por a da b, es decir, la fraccion -

Este hecho, ademas de ser importante en si mismo3°, es un resultado que se necesitara
un poco més adelante, en la secuencia del operador fraccionario, en un contexto de
proporcionalidad3.

e Que los alumnos reconozcan que en una multiplicacion los factores pueden ser
fraccionarios.

e Que, al establecer dicho resultado, los estudiantes transiten de la interpretacion de la

fraccién como “partes de unidad” (% de unidad es 3 veces % de unidad) a la de cociente

(% de unidad es 3 entre 4).

Actividades 1Ay 1B

Traza, en una hoja, una linea de 20 cm y dividelz en tres sagmentos
iguales.

iCusnto mide cada segmento? __ 5566, cm

Multiplica por 3 |2 medida que encontraste y verifica =i obtisnas
los 20 cm.

Compara tu respuesta con las del grupo. Comenten si alguien halld una
medida que multiplicada par 3 dé exactamente 20 cm. 5i no la encontra-
ran, expresen la medida con una fraccifn. Andtenla 2 continuacibn

20cm+3 = — cm

Figura 40. Actividad 1. Situacion 4.

En estas actividades se espera que los alumnos reconozcan que hay divisiones cuyo
cociente no se puede expresar de manera exacta con decimales (con un nimero finito de

cifras); pero si con fracciones.

30 En la secundaria se suele dar por hecho que los alumnos saben que el cociente a:b es la fraccion a/b. Sin
embargo, esto no es obvio en lo absoluto y practicamente nunca es ensefiado (Block y Solares, 2001).

31 Esto ocurrird cuando, partiendo de la relacion “a 4 cm le corresponden 7 cm” se requiera saber cuanto le toca
a 1 cm, en fracciones, es necesario dividir 7 cm entre 4, y saber que el resultado es 7/4.

70



Andlisis a posteriori®?

Los alumnos trazaron un segmento de 20cm en sus cuadernos y el docente pidié que con
sus propios medios intentaran dividir el segmento en tres partes iguales. Después de un
par de minutos surgieron algunas propuestas. La primera, y mas generalizada en el grupo,
fue el conteo de cuadritos del cuaderno para hacer una comparacion con la longitud del
segmento. En esa etapa, el docente logro sostener la fase adid4ctica de la actividad pues
no expreso ayudas directas. En la interaccién que muestro enseguida, el profesor coadyuvé
para que los alumnos se apropiaran del problema, es decir, la devolucion (Brousseau,
2007):

Pr: Tienen que partir esa linea en tres segmentos iguales.

Valeria: ¢ Como que en tres segmentos?

Pr: No sé, cada quien debe usar su propio procedimiento.

Santiago: ¢ Y si sobra uno qué hago profe?

(Los alumnos miden el segmento, algunos miden con regla, otros usan escuadras).
Pr: No sé, la condicion es esa, esa linea la debes partir en tres partes iguales.

Otra propuesta, fue la division explicita de 20 entre 3. El profesor recupero6 la
propuesta y la comunicé al grupo. En la puesta en comun, el alumno José Maria uso como

referencia los cuadrados de la cuadricula de la hoja y los compar6 con el segmento trazado:

Pr: ¢ Quién me quiere decir cuanto mide cada uno de esos segmentos? Aqui esta el sello
(incentivo de participacion).

José Maria: 6.6cm

Pr: Regina, ¢si es correcto eso?

Regina: si, lo dividi.

José Maria: son 40 cuadritos, y son 2 por centimetro.

Pr: A ver, pasa.

JM: Sélo comparé y medi con la regla.

Pr: Pensé que lo habias hecho de otra manera y resulta que no.

Aunque varios alumnos acudieron a contar los cuadritos, la mayoria optd por la
division, procedimiento esperado en el analisis a priori:

Valeria: 20 entre 3.

Pr: 20 entre 3, hiciste una divisién (El docente escribio la division en el pizarrén).
¢y luego?

Valeria: Pues se pone el 6, luego punto decimal.

Pr: ¢ Algun otro procedimiento?

Als: No, general.

Bueno, en la pregunta que les hacen ahi, cuanto mide cada segmento.

Als: 6.6

32 En esta sesion, el clima fue muy caluroso. El aula tenia poca ventilacién y los alumnos manifestaron su
incomodidad y sensacion de asfixia. El factor ambiental incidié notablemente en la experiencia con la situacion.
La atencidn de los estudiantes fue poca y la gestién de las actividades fue dificil ante el cansancio y poco
entusiasmo de los alumnos.

71



De inmediato el docente dio lectura a la pregunta 1b que consiste en multiplicar ese
namero por 3y verificar que se obtendra el 20.

Pr: Por ldgica, si tengo tres segmentos y mi division, cuantos 6 quieren que coloquemos

después del punto decimal (varios dicen que 2).

Entonces 6.66 por 3, [6gicamente cuanto me tiene que salir.

Santiago: 20

Pr: Vamos a ver si es asi.

El docente, posiblemente tuvo la intencién de desconcertar al grupo (Sensevy,
2011), pero él mismo resolvié la multiplicacién en el pizarron, quizas para ahorrar tiempo:

Pr: Obtengo 19.98 cm ¢,Qué sera? ¢,Quién me dice qué es lo que sucedié? ¢ Qué paso
ahi? ¢ Por qué nos esté faltando tanto?

Vanesa: No es una fraccion... No es un entero.

Pr: Pero no omitimos nada, ¢,0 si omitimos algo?

Als: iNo!

Pr: Entonces, ¢ por qué hay un faltante? Nos estan faltando dos centésimas. ¢ Quién me
dice qué paso6 ahi? Vamos a continuar leyendo a ver si nos dan la respuesta.

. , . .. 20 -
El profesor intenté que los alumnos reconocieran que la fraccion S €s el nimero

exacto para representar la division del segmento. Sin embargo, sé6lo una alumna participo
y se acerco al término fraccion y entero, pero no trascendié su participacion ya que no logré

explicar algo més.

Pr: ¢ Qué sera? ¢Quién me dice qué es lo que sucedio? ¢ Qué paso ahi? ¢Por qué nos esta
faltando tanto? ¢ Quién me dice en forma de fraccion cémo queda? La division de 20 entre
3.

Valeria: 6 enteros...

Pr: No, la division de 20 entre 3 en forma de fraccién, eso ya lo habiamos visto.

Valeria: 20 tercios.

Valeria propuso: “20 tercios” como el resultado de la division de 20 entre 3, lo que

muestra que la estudiante conoce en cierta medida la relacién que es objeto de estudio: a:b
= % . Aungue no es usual que alumnos de primer grado tengan ese conocimiento, por

algunos comentarios del docente y la revision de los cuadernos, conjeturo que los

estudiantes habian visitado este tipo de equivalencias en meses precedentes.

Actividad 1B
El profesor identificd bien el proposito de la actividad, que es mostrar que las fracciones
permiten dar el cociente exacto, mientras que los decimales no. Antes que los alumnos

hicieran la multiplicacién que permitiria verificarlo, él les dej6 ver la conclusién:
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Pr: Bueno, antes de continuar con esto, ustedes se preguntan muchas veces por qué
trabajan con fracciones, bueno pues una raz6n muy poderosa es esta (sefiala los % del
segmento de la actividad 1). Las fracciones son exactas y los decimales no son exactos, ya
lo pudimos ver aqui. Una fraccion contiene todo el universo, cuando yo pongo 23—0 me va a
incluir a los 20cm.

Enseguida, reaparecio el algoritmo convencional, asi como el “1 magico” que se
institucionalizé desde la primera situacion:

Pr: Si yo multiplico 23—0 por 3 ¢ Quién me dice qué tengo que hacer?

Braulio: Pongo el 1 mégico.

Pr: ¢Luego?

Braulio: Cruzado

Pr: ¢ Por qué cruzado?

Aparicio: Luego multiplico 20 por 3y 3 por 1.

Pr: Vean la diferencia entre multiplicar fracciones y decimales. Las fracciones son exactas.

La intervencion de Braulio, confirma, una vez més, que la memorizacion de los
algoritmos de manera precoz y fuera de contexto provocan confusiones en su utilizacion. El
alumno propuso el algoritmo “cruzado” convencional para la division de fracciones (el
famoso zigzag); sin embargo, cuando el docente cuestioné por qué, el alumno evadio la
pregunta y de inmediato propuso el “1 magico” ya institucionalizado como la alternativa de
primera mano. M&s alla de eso, el docente mostro la intencion de comunicar a sus alumnos,

con cierto entusiasmo, el descubrimiento de una razén de ser las fracciones.

Actividades 2A, 2B y 2C

Algunos robots que se fabrican an un taller dan

pazos grandes y otros, paquefos. Los pasos se
miden con una unidad llamada wvara; por ejem- j"
plo, &l robat A @vanza una vara con cinco pasos. L
Qué fraccin devara avanza el robot A con ) .
1 o
cada pasa? = & f
: o * &
Anota, en |z tabla, la medida de los pasos - £
de otras robots. Verifica, para cada robot,
51 al multiplicar por 5 |2 medida de un 1 | R

paso se obtiene la distancia que recorre
£OM CiNCo Pasos.

D acueTdo con 1 la, i .
F0uzl ps el resul@AD 08 A Jot 5 oevan sr3=l
Owidir 7 vams enme
5 pasos? B 2vars = de vara BExt=2

C Svars

1] Tvars
E Lavars = de vara Exo-M

F 15 waras 3 de vara Exl=-E
Analiza oémeo dividir siete varas entre 7.

Figura 41. Actividad 2. Situacion 4.
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Propdsitos y comentarios previos

El proposito de esta actividad es que los alumnos encuentren el cociente % de divisiones

a+b. Los alumnos deberian calcular el tamafio de un paso, sabiendo lo que un Robot avanza
en 5 pasos, por ejemplo, el robot D avanzé 7 varas en 5 pasos, ¢Cuanto avanza en un

paso? La operacion que esta en juego es la division 7 entre 5.

Dado que todos los robots dan 5 pasos, las distancias recorridas (en los 5 pasos)

son proporcionales al tamafio de un paso. Esta relacion proporcional hace posible usar el
~ 1

tamanio del paso del Robot que avanza una vara en 5 pasos, y que es de S de vara, para

calcular el tamafio del paso de los demas robots, por ejemplo, el del robot que avanza 7

. 1
varas: dado que el recorrido de 7 varas es 7 veces el de una vara, su paso es de 7 veces S

7
de vara, esto es z de vara.

Analisis a posteriori

El trabajo se desarrollé en dos momentos: trabajo en equipos y puesta en comun. Durante
el primer momento, el docente permanecio practicamente todo el tiempo frente a la clase,
guiando las participaciones y otorgando ayudas generalmente indirectas (Block, Ramirez y
Reséndiz, 2015). El trabajo en equipos fue dificil, con poca participacion, en parte por las
condiciones climaticas extremas que vivia la ciudad en esa temporada, aunado a que era
el ultimo modulo de clase del dia y los alumnos manifestaban cansancio. Para la puesta en
comun el maestro transcribi6 la tabla en el pizarrén, y la fue llenando con apoyo de los
equipos. El profesor decidia la forma de verificar y los alumnos realizaban operaciones, y a
veces también hacian propuestas. Esto constituye una distribucién de las tareas entre el
profesor y los alumnos, en la que éste Ultimo sube su posicidn en la topogénesis (Sensevy,

2011), es decir, asume las decisiones principales.
A continuacion, presento algunas participaciones, organizadas por robot:

Robot A (una unidad entre 5)

Pr: ¢ Quién me dice lo de la vara y el robot? Dice: Una vara es mi entero, Un robot da cinco
pasos para completar una vara.

.. 1
Aparicio: :
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Pr: ¢Por qué % Aparicio?

Ap: Porque para pasar una vara se necesitan 5 pasos.

Pr: Aja, esta bien, pero ¢qué hiciste?

Ap: Es que no me acuerdo bien.

Pr: ¢ No te acuerdas bien? ¢ Alguien sabe qué hizo Aparicio?
JesuUs: La vara es el entero y el 5 las veces que camino el robot.

1 . £ oL . . 1 z

Pr: Entonces es : ¢, Si esta bien ese razonamiento? Si yo sumo 5 veces S ¢que sucede?
;o - 1 . ~

(El docente sumo cinco veces s en el pizarrén)

Figura 42. Produccion del docente en el pizarrén.

Pr: Cada quinto es un paso, entonces si yo sumo un paso, mas otro paso (refiriéndose a

cada %), ¢ qué sucede?

Jesus: Sale un entero

Pr: ¢ Seguros?

Als: jSi!

. . T N 1 ” . .

A diferencia de la multiplicacion “5 veces z de vara”, aqui lo que se tiene es una

division: “1 vara entre 5" Entonces, lo que el profesor hizo con esa suma no fue resolver la
sy . g 1

division, sino verificar que el resultado es S

Robots Ay B

= |
|T.m'-'|rl,.; e un Do \

Figura 43. Producciones de un equipo para Robots A y B. Situacion 4.

En ambos robots, los alumnos primero encontraron el tamafo del paso, lo que implica una
e s . , . . .y RT . 1

division implicita. Enseguida, la alumna Vanesa realizo la multiplicacion de - por 5 de

manera directa cambiando el orden de los factores, mientras que, en el Robot B multiplicd

2 . . .
< por 5, colocando el denominador 1 para usar el algoritmo convencional.
. e s ~ . 1
Por su parte, Valeria utilizé el tamafio del paso del Robot que avanza una unidad (E) y, para

e s e 2 . . .
verificar, multiplico S por 5, colocando el denominador 1 para usar el algoritmo conocido.
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Robot C (5 unidades entre 5)

Este item, que podria haberse pensado que seria el mas facil, causé dificultades. Muestro

primero la discusion en un equipo, y después un fragmento de la puesta en coman.

El equipo 2 (Jesus, Silverio, Regina, Diana, Berenice y Valeria) discutio sobre el
Robot C, mientras Silverio decia que debian multiplicar 5 por g Jesus le rebatia que era

por 1, enfrascandose en esa discusion:

Silverio: Serian cinco quintos.

Jesus: ¢, Cual? (cara de desconcierto).

Silverio: Enlac

Jesus: Entonces seria un entero.

Valeria: Por eso, cinco por cinco quintos.

Valeria: ¢ Por qué un entero? (hacia Jesus)

Jesus: Porque son cinco quintos.

Silverio: Pero, mira, cinco quintos por cinco quintos, es ildgico. Cinco quintos por uno.

Jesus deja ver que sabe que el resultado es una vara, probablemente lo obtuvo

. e . . . 5 .
directamente de la division de 5 varas entre 5. Silverio en cambio propuso - como medida,
resultado que pudo provenir de seguir aplicando el procedimiento que, por lo visto, se esta

. . . L1 . 1
generalizando, partir del valor unitario S+ siunavara entre 5es = 5 varas entre 5 es 5 veces
1 .5
=, es decir =.
5 5
, . “ y o . ., 5
Jesus argumento su respuesta de “un entero” vinculandola también a - ho puedo

asegurar si porque también él la calculé como Silverio, o bien, simplemente mostro la

HEH

equivalencia de las dos respuestas, la suya “un entero”, y la que dio Silverio -

En el caso de Valeria, planted la multiplicacion de < por 5, lo cual es més bien la verificacion

que los llevaria a ver que se obtienen las 5 unidades.

En la puesta en comun, el profesor identificd claramente la posibilidad de resolver la
division 5 entre 5 de manera inmediata, sin necesidad de aplicar el procedimiento general
del valor unitario. Explicitamente apel6 al “uso de la légica™

Pr: Ese fue el primero en el que tuvieron complicaciones

(Varias manos levantadas para participar)

Pr: A ver, pase este equipo, el de 5 varas. Y aqui vamos a hacer un analisis, a veces nada
MAas queremos mecanizar y no hace falta otra cosa mas que hacer uso de la légica.

Pr: ¢todos los equipos tienen eso?

Als: iSij

Pr: Es que yo observé que este fue de los que mas trabajo les cost6. Hubo dos equipos
que si lo hicieron muy rapido, pero los otros querian que yo a fuerza verificara que estaban
bien. Sucede lo siguiente, si les estan dando que en cinco pasos completa 5 varas, ¢de
gué tamarfio es cada paso?
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. 1
Jesus:g
Pr: No
Berenice: un entero
Pr: Es del tamafio de una vara. A lo mejor ella lo hizo asi, esto es una mecanizaciéon
5 .. L, . .
(completa E=1). Pero también aprendan a usar la l6gica. Si da 5 pasos y al dar 5 pasos

avanza 5 varas, pues por loégica cada paso avanza una vara (tono de obviedad)
(Alumnos observando la explicacion en silencio)

Figura 44. Produccion en el pizarron de una alumna para el Robot C.

Consistente con lo que he venido observando, cuando el profesor se da cuenta de
un procedimiento alternativo al algoritmo, basado en relaciones méas transparentes e
intuitivas, se interesa e intenta transmitirlo a sus alumnos. ¢Por qué entonces el peso tan
grande de los algoritmos en la clase? Probablemente porque estas intervenciones del
profesor son mas bien aisladas, y solamente son comunicadas, sin espacio para que los

alumnos las utilicen.

Robot D
El equipo 1, manifestd que, para el inciso D (7 varas), hicieron lo siguiente:

7 . . 1 . .
Als: - tomamos el denominador del primero (de s de vara) y le pusimos el denominador y
luego multiplicamos.

Aunque la explicacion no es muy clara, es posible que hayan utilizado las relaciones

esperadas en la actividad: 7 entre 5, es 7 veces % Es posible que para algunos alumnos,
se haya establecido que el cociente de la division a unidades entre b es % de unidad, y que

z 1
la razon de esto es gque a entre b es a veces >
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A manera de resumen, identifiqué distintas funciones de la division en esta sesion:
1) 7:5 es la divisién que corresponde al tamafio de un paso, sabiendo que 5 pasos

miden 7 varas

2)7:5es % (algoritmo) y conviene mas porque es exacto

3)7:5 es 7 veces % y por lo tanto es % (esto era lo que se pretendia llegar).
4) 7:5 es la divisién que se puede hacer como parte del algoritmo para pasar a

., . 2
fraccion mixta 15

Actividades 3y 4

Excribe los cocientes usandao fracciones. Simplifica cuando sea posible.

Ivarasentre b= _ & varas entre & =
5 varas entre 6 = - Svaras entre 3 =
10varas entre 8= _ 30varas entre § =

Cada zfbado, Marfa lleva barras de cereal a sus nueve sobrinos y les
pide que Las distribuyan en partes iguales.

Completa Iz tabla con o que recibe cada sobrino.

Sabao 1 1 < 0= g -1 1+9=3
Samad 2 3 P q -
S & o =5 65+9- 1
Sabaa0 & [ - Qx - =7 7 +9= -:
Sabado§ ] 2 o B-9=-4

Figura 45. Actividades 3 y 4. Situacion 4.

Propdsitos y comentarios previos

En estas actividades, se pretende que los estudiantes sistematicen el procedimiento para

obtener la fraccion que representa el cociente de una division.

Analisis a posteriori

El profesor organizé la clase en equipos. Cabe mencionar que un ndmero importante de
estudiantes estaban distraidos por un concurso de inglés, por lo tanto, su atencién en la

actividad no fue Optima y la gestiéon para el docente fue dificil.

Pr: Bueno, ahora tenemos 3 varas en 4 pasos, 5 varas en 6 pasos, etc.
Hay que escribirlo en forma de cociente, no hay que dividir, y si se puede simplifiquen. ¢Si
se entiende?
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La instruccién: “no hay que dividir’ alude probablemente a la aplicacion del algoritmo
recién visto a:b = %, y descarta otras formas, por ejemplo, acudir a la particion de a unidades

entre b (como se hizo antes), o incluso al procedimiento de dividir numerador entre

denominador con cociente decimal.

Recupero la siguiente intervencion de Diana con el observador:

. . 10 - . - .
Diana: En el inciso E, ¢,se puede poner ?? ¢ cudl va arriba y cuél va abajo?

En su pregunta, Diana deja ver que, para ella, como seguramente para otros, se

trata de un algoritmo arbitrario, en el sentido de que ella no recuperd la justificacion del

mismo, pues pudo partir de que 10: 8 es 10 veces % o bien, reflexionar la posibilidad de

g . 10 8 . . . .
verificar multiplicando 5 U g por 8; o0 incluso simplemente prever que el cociente tenia que

ser mayor que la unidad. Sin embargo, parece que elige 10 como numerador porgue es el

primer nimero, una especie de nemotecnia.

Para el inciso b), en una breve puesta en comudn, Tonatzin pasé al frente y escribio lo

siguiente:

Figura 46. Procedimiento en el pizarrén de una alumna. Inciso b. Actividad 3. Situacion 4.

Lo . . 3
Pr: ¢ Qué hiciste Tonatzin con el 5?

T: Ah pues de los gobtuve 1%
Pr: Tonatzin vio que es fraccion impropia.

La alumna procedi6 a hacer la division; no obstante, titubed sobre qué namero iba
dentro de la galera y pregunt6 al profesor, quien enuncio: “eso se supone ya lo deben saber,
el de arriba va adentro” En este incidente (Roditi, 2003), el docente respondio a la pregunta

directamente, suponiendo que los estudiantes ya tienen ese conocimiento previo.

En el inciso c, Jesus pas6 al frente y el docente lanz6 a siguiente pregunta:

Pr: Si divido 5 entre 6 ¢ es una division exacta?

Als: iNo!

Pr: ¢ya la hicieron? (El docente efectud la division) Ya que la realizamos nos sale infinita,
esta es una de las razones por las que es mejor trabajar con fracciones.
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El - aparecié como una manera de escribir el resultado de esa divisidn. El docente

aprovechd la ocasion para insistir en esta razén de ser de las fracciones, que al parecer

descubrio y valora.

En resumen, en los incisos b y d, es posible apreciar que:

1) Algunos alumnos como Diana no parecen comprender porque hay una division
. . , . . e . a

en juego, ni como se justifica la técnica de a:b = .

2) Los otros alumnos simplificaron y obtuvieron las fracciones (a veces las

simplificaron), apelando a una funcion de la division, ciertamente algoritmica.

El algoritmo en juego (a:b = %) el cual es tan sencillo, tan facil de reproducir, que

eso hace inevitable que los alumnos lo empiecen a usar muy pronto, aun habiendo

comprendido o0 no su razén de ser.

3) Algunos alumnos més dejaron ver que tienen claro una razon de ser de que la

divisién a unidades entre b, arroja como cociente a la fraccion % de unidad. La

. .. , .. 1
explicacion o la razon de ser esta dada por la relacion a:b = a veces P

Figura 47. Procedimientos para los robots en el pizarron. Actividad 3. Situacion 4.
Actividad 4

Cada =ibado, Marfz lleva barras de cereal a sus nueve sobrinos y les
pide que las distribuyan en partes iguales.

Completa |2 tabla con lo que recibe cada sobrino.

Sabado 1

o=
o
[0
-

Sahadn ! &= :'; - q -
Sahado 3 5 - -5 5+ =
Sabadn s 7 - Q= =7 7+19- -:
Sahado & 8 9= = g -q-

Figura 48. Actividad 4. Situacion 4.

80



El docente se mantuvo al frente del aula y solicitd la participacion de los alumnos para el
llenado de la tabla. En el transcurso de las participaciones, observé que varios alumnos
establecieron la igualdad, aunque como se vio, no es clara su razon de ser para todos. Para

algunos, constituye un algoritmo cuya justificacion ignoran. Al final, se instauro el significado

de la fraccibn como cociente a:b= %.

Enseguida, la produccion (Figura 49) de Silverio. Se observa que aplicé un

conocimiento que le permitié expresar a:b:% para calcular la porcion para cada sobrino.

Asimismo, para la verificacion, el alumno hizo las multiplicaciones sin importar el orden de
los factores, cuando en este caso importaria para dar el sentido. En las multiplicaciones, en
algunas filas utilizo el denominador 1, y en otros casos no fue necesario escribirlo, lo que
indica una apertura al uso de otras representaciones, efectivamente equivalentes de la
multiplicacién (que de cualquier manera llegan al algoritmo convencional). En todos los

casos, el alumno simplificéd y obtuvo el resultado en forma fraccionaria o entero.

4 \
gy 2| 1) - | | 1
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Figura 49. Produccién individual del alumno Silverio. Actividad 4. Situacion 4.

En la intervencion del profesor, deja ver, por una parte, que intent6é que los alumnos
comprendieran la validacion del problema, lo cual, en efecto, podria jugar un papel
importante para la comprension de las relaciones implicadas. Sin embargo, el docente fue
quien respondio, sin dar lugar a la participacion de sus alumnos. Esta se perfila como una
practica cotidiana del docente, en la cual al final de una interaccion, plantea las preguntas

y de inmediato las responde, una institucionalizacion.

Pr: La verificacion, van a regresarse al robot para ver como se verifica, quién me dice como.
. T 1

Valeria: Multiplicamos 5 por 1.

Pr: ¢Por qué por 1?
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V: Por el total de barras.
Pr: Pero por 1.

1 - ~ . . z
Pr: ¢ 5 que te esta representando?, un pedacito que le toca a cada uno, ¢si 0 no? ¢Cémo
verificas?
. T 1
Son 9 sobrinos, vamos a multiplicar 5 por 9.

Estas informaciones breves que el docente da sobre cuestiones relevantes para el
sentido muestran, por una parte, que el docente las identifica, pero por otra, que son

claramente insuficientes para que los alumnos se apropien de ellas.

Comentarios

La situacion

Se pretende que los estudiantes establezcan que el cociente de dos niUmeros naturales a 'y

a

b, es la fraccion %, es decir, a:b= . En las cuatro actividades que se experimentaron se

destacan varias funciones de la division. Aunque no se logr6é de manera evidente que los

. a e .. 7 .
alumnos encontraran el cociente > de divisiones a:b apoyandose en el cociente de la

division 1:b, si se visibilizaron otras relaciones, por ejemplo:

Se establecid a:b= %. y se vincul6 con problemas en los que hace falta calcular un

cociente de dos enteros. Se vislumbro la ventaja de la precision que dan las fracciones en
ciertas divisiones. Fue notorio que el docente encontré en esta observacion una posibilidad
oportuna de mostrar a los alumnos una razén de ser de las fracciones.

Asi mismo, se hizo un cruce con el procedimiento ya conocido para pasar a forma mixta

., . . P 7 .
una fraccion, pero sin que se reflexionaran sobre qué tiene que ver 7:4 con Sen forma mixta.

La gestion

Se puede destacar que si hubo momentos de trabajo de los alumnos, sobre todo en
equipos. En los momentos de interaccion colectiva se mantuvieron las dinamicas que ya se
vislumbran como habituales: el profesor da participacion a los alumnos, pero mantiene una
posicién topogenética alta (Sensevy, 2011), guiando de cerca las resoluciones de los
alumnos ante los incidentes (Roditi, 2003), o bien facilit6 la tarea con ayudas generalmente
directas (Block, Ramirez y Reséndiz, 2015) o respondia directamente bajo una resolucion

acompafada.
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En cuanto a la relacién del docente con la situacion, destaca la comunicabilidad de
la leccion, es decir, la comunicacion del sentido de las actividades, de su propdsito
subyacente. Para el docente, a veces resulto rebuscado y reconocié que tendia a omitir
ciertas cosas:

El proyecto propone actividades diferentes a las que trabajamos comiUnmente, distintas
alternativas para la multiplicacion de fracciones que no son comunes y que muchas veces
uno como maestro se salta. A veces uno se quiere saltar complicaciones y se lo salta.
Ademas, hace pensar a los alumnos. Otra cosa, es que hay algunos ejercicios un poco
rebuscados pero que les han gustado, porque los hace pensar (...) El programa deja mucho
a la interpretacion, es muy escueto. Se dice, uso de multiplicacién y division de fracciones
de manera muy general (I. L6pez, comunicacion personal, 25 de abril 2017).

De lo anterior, me pregunto ¢ por qué sucede esto? ¢ en qué medida el disefio de las
actividades y su comunicabilidad influyen en la comprensién de ésta? En la experiencia de
cuatro situaciones, resalta la poca atencidon que el docente ha dado a las fichas
pedagogicas:

Al principio, leia las fichas, después ya no fue necesario porque las actividades estan fluidas,
te van llevando de la mano (I. L6pez, comunicacion personal, 25 de abril 2017).

Lo anterior da cuenta que, para el docente, las fichas pedagdgicas son simplemente
una confirmacion de los conocimientos mateméticos que él tiene y que las orientaciones se
remitian a consejos para la organizacion del espacio y del tiempo. Entonces, es necesario
analizar detenidamente el material de apoyo que se le entrega al profesor, resaltando el
porqué de las actividades y sefialando puntualmente por qué es importante esperar antes
del trabajo directo con algoritmos o bien la I6gica del orden de las actividades en la

construccion del conocimiento.
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2.5. Situacién 5. La bandera a escala
Propdsitos y comentarios previos

En esta situacion se inicia el estudio de un nuevo tipo de problemas que implican multiplicar
por fracciones. Se trata de problemas de escala, en los que es necesario determinar un
factor de proporcionalidad fraccionario®®. En esta primera situacion, dicho factor
permanecerd implicito. Las fracciones apareceran en el papel de medidas, aun no de

operadores. Los propésitos son:

e Que los alumnos establezcan el recurso del valor unitario fraccionario para hallar

valores faltantes en una situacién de proporcionalidad.
e Poner en evidencia el error aditivo y descartarlo.

Actividades 1Ay 1B

1. Luis hard seis copias a escala de la bandera que se muestra. Conside-
ra la tabla para contestar las preguntas. No calcules todavia las medi-
das faltantes en la tabla.

Banderas a escala

I lpl [ BJ a) jQué copias serdn més grandes

que la original? __| g5 copios |

LT

b) jCu&l serd la copia més grande?

La T

® Valida ws respuestas con tus com-
paneros. Comenten como identifi-
caran la copia mis grande.

552 om e s s s o

12 If

e

e

b} 1o

Toh e O

3
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2 1
L

Fer

F.i]

E 2 M 30 & 3%

Figura 50. Actividad 1. Situacion 5.

* &

]

=]

Propdsitos y comentarios previos

En esta actividad, se hace énfasis en el trabajo con razones internas, en el que las

fracciones o decimales expresan medidas, no operadores. Se espera que la pertinencia del

33 En el andlisis preliminar de la problematica de la multiplicacion por fracciones, sefialé la diferencia importante
que hay entre aplicar un factor fraccionario dado (por ejemplo, multiplicar % 0 1.75 por 5 cm, y determinar el

factor que, por ejemplo, a 4 cm le hace corresponder 7cm. Esta segunda es claramente mas complejay es la
que suele dar lugar al error aditivo.
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uso de las fracciones se dé poco a poco por los estudiantes, es decir, la construcciéon de

una nueva arista de las fracciones, en la que multiplicar también permite reducir.

Para la pregunta 1A se prevé que los estudiantes respondan que las copias mas
grandes que la original son: la 1, 2, 4 y 5, dado que las medidas son nimeros enteros y con

ellos seria relativamente f4cil para los alumnos establecer esa relacion.

En cuanto a la pregunta 1B, es probable que los estudiantes asuman que la copia
mas grande es la 2 ya que es la medida mas grande que aparece en la tabla. De lo anterior,
se espera que empiece a manifestarse el error aditivo (al considerar cuantos centimetros
mas tiene un lado que su homélogo, y no cuantas veces es mayor) y con ello una primera

oportunidad para evidenciarlo.

Analisis a posteriori

La dindmica de la clase fue expositiva con participaciones abundantes de alumnos,
regularmente los que siempre han participado en otras situaciones. En cuanto a la pregunta
1B, emergio la respuesta prevista en el AP. La alumna Vanesa propuso que la copia mayor

era la 2 y su justificacion la hizo a partir de la suma.

Pr: Vanesa, pasa y explicanos ¢ por qué crees que la copia 2 es de las mas grandes?
(Vanesa pasa al frente y escribe que para el lado d, la original mide 8 y la copia 2, 20)

V: Se llevan 12 de diferencia.

Pr: Se llevan 12 de diferencia, ¢pero eso que tiene que ver? Bueno, esta bien, es un
argumento. Fijense, el argumento que da es que en la copia original mide 8 y en la copia
mide 20, y dice que hay un crecimiento de 12 unidades. Ahora yo te voy a preguntar otra
cosa: ¢cuantas veces cabe esta original en la copia, dos qué? (se dirige a Vanesa que sigue
en el pizarrén).

Vanesa: (...)

Pr: ¢ Alguien que le ayude con eso? (dirigiéndose al grupo).

José Maria: 2.5

Pr: jClaro! 2 veces y medio, lo voy a poner, asi como dijeron ustedes (escribe una columna
extra con el 2.5).

El error aditivo emergié inmediatamente; sin embargo, no se evidencio. El docente
expresd una parte de la respuesta que €l esperaba “¢ cuantas veces cabe esta original en

la copia, dos qué?” El alumno José Maria expreso 2.5.

En esta interaccion se hace evidente la necesidad, para el docente, de una
informacion basica, la que le ayudaria a dejar vivir el error unos minutos mas, pues un poco

més adelante, al construir las figuras, los alumnos se habrian podido dar cuenta de éste. El
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docente se encontré frente al error que emergié y decidié dar una ayuda hacia una

estrategia correcta, que estaba prevista elaborar mas adelante, lentamente.

A partir de esta participacion, el docente solicitd analizar los datos de las copias 1y
6. En el caso de la copia 1, Jacqueline propuso: “la original cabe 2 veces”. Enseguida
muestro la imagen de los datos que el docente y un par de estudiantes escribieron en el

pizarrén:

/(Jd(‘)a ()frfj.r;a'l Copin

1 ,!8 C/] (o2 cmppn s 2 2 3 {:’
oo ¢ (f ""3 i .Jzu)er; 15
L{J(j(_- 0 6 19 € unidades oL

Figura 51. Tabla que hizo el docente en el pizarrén. Actividad 1. Situacion 5.

En esta reorganizacion de los datos de la tabla, se aprecia una transformacién que
hizo el docente de la consigna, pues agregd dos elementos que no estaban contemplados
en la tabla original: el numero de unidades que crecié el segmento y ademas el nimero de
veces que cabe la original en la copia, es decir, la razén externa. Estos dos datos
constituyen una adaptacion interesante del docente, la cual, desde mi punto de vista,
recupera en alguna medida el sentido de la actividad: si bien no dejo6 vivir el error aditivo e
indujo la solucion, con esos dos datos que agregd hizo evidente y contrastd dos tipos
posibles de transformacion, de los cuales solamente uno es correcto. Esto es un ejemplo
de una transformacion que probablemente debilita, pero en todo caso no suprime el
proposito de la actividad. El principal punto sutil que cambia esta relacionado con la
topogénesis (Sensevy, 2011), es decir, quién dice qué. En esta parte, el docente expresé

que hay otra estrategia y que es la correcta.
De ahi, José Maria paso al frente para la copia 6:

JM: En el lado e, en el original son 12 y en la copia e son 9. Entonces aqui podemos ver que

no aumenta, sino que disminuye, y cabe .75 veces, entonces disminuye un 25%.

El decimal 0.75 expresa las veces que 12 es 9, es decir, larazén 12 a 9. Este manejo
del decimal, como razén, es complejo, resulta casi insélito que un alumno lo proponga en

este momento. El alumno logré identificar el factor de escala como 0.75, e identificé el
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porcentaje que representa la diferencia de tamafio (3) con respecto al tamafio original (12)
= 25%

El docente validé esa repuesta y abandon6 hasta cierto punto las respuestas
erréneas, incluso el modelo aditivo no fue explicitamente cuestionado. En esta actividad, se
esperaba el error aditivo y que los estudiantes consideraran que la copia mas grande estaba
relacionada con los datos numéricos mayores. El profesor evitd de alguna manera estos
errores, conectd de inmediato esta actividad con la obtencién de razones de escala enteros

y decimales.

Para ello, combiné dos recursos de la gestion: uno es que dio una informacion que
se esperaba que establecieran los alumnos: “Ahora yo te voy a preguntar otra cosa:
¢ Cuéntas veces cabe esta original en la copia, dos qué?”—. El otro, validar la voz al alumno

que plantea de entrada la solucién mas adelantada posible.

Actividad 2. LIenado de la tabla

Para el llenado de la tabla la dinamica fue individual con una ayuda directa del docente en
el pizarrén. La poca respuesta de los estudiantes parece que no estaba vinculada a una
falta de comprension, mas bien a su disposicién hacia la tarea: los alumnos parecian
fatigados por el clima caluroso y la hora de la clase (medio dia). Esos factores ambientales,
sobre los que no se tiene control, afectaron la situacién, no se logro realizar la devolucién
(Brousseau, 2007).

En el siguiente extracto, el docente ofrecié una ayuda directa (Block, Ramirez y
Reséndiz, 2015) apelando a la biusqueda del factor de escala, alejAndose del propoésito del

valor unitario:

Pr: Vamos a ver, para la copia nimero 2. Nos dan el lado d que mide 20. Y entonces,
tenemos 8 y 20, ¢, Cuantas veces cabe?

Vanesa: 2.5

Pr: Entonces, ¢ qué tengo que hacer para obtener todos los lados de la copia nimero 2?
Jesus: Multiplicar por 2.5

Pr: Y entonces si yo multiplico 6 por 2.5 tengo 15 y asi sucesivamente. (El maestro termina
esa columna) ¢Dudas? ¢Seguros? Calculen su proporcionalidad, perdén llenen su tabla y
cuando terminen pasen a revisarse.

Es interesante que el profesor no mostré ninguna reserva con facilitar la solucién, y
si con pronunciar la palabra “proporcionalidad”, que por si misma no aportaba nada. ¢O

quizas no era consciente de que él estaba resolviendo? Por otro lado, la expresion “calculen
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su proporcionalidad” no significa algo muy claro, aunque cabe preguntarse si es una

expresion familiar entre ellos.

De lo anterior, en términos de Sensevy (2011) puedo decir que el maestro asumio
poca reticencia y mucha expresion, es decir, practicamente él resolvid la tarea sin dar

oportunidad a que los estudiantes trabajaran en autonomia.

Enseguida, mostraré algunos procedimientos individuales que se videograbaron,
otros que estan en las producciones escritas en los cuadernos e interacciones grupales

entre el docente y el grupo.

Un primer procedimiento videograbado en un equipo es una interaccion entre dos

estudiantes, Valeria pregunta a Jesus cémo llenar la tabla:

Valeria: ¢todas son por 27 (refiriéndose a las medidas de la bandera original).

Jesus: Depende del dato que te den en la tabla, ves la diferencia con la original (muestra la
tabla).

En mi rol de observador-investigador pregunté abiertamente a Jesus la forma en que
llenaba la tabla, él respondi6é que iba viendo las diferencias, es decir, dividia el lado de la
copia entre el lado de la original y después ese valor lo utilizaba para multiplicar. Es decir,
obtenia el factor de escala y lo aplicaba a las medidas. En el otro extremo de Jesus, Valeria,

por su pregunta, parecié muy alejada de la comprension de los factores en juego.

Otra produccion individual, es la de José Maria. El obtuvo los factores de escala o
razones externas y las escribié sobre las columnas, es decir, el alumno agreg6 una fila a la
tabla para tener como referente estos factores, en su caso siempre expresados como

numeros decimales, las fracciones (en donde era posible) no emergieron adn.
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a) ;Qué copias seran mas grandes
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b) ;Cuél serala copia mas grande?
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paneros. Comenten cémo identifi-

~ caron la copia mas gra}de.
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Figura 52. Produccion individual de José Maria. Actividad 1. Situacién 5.

Por otra parte, muestro la produccién de Regina. Ella, para la copia 6, optd por dividir
9 entre 12 y uso el factor 0.75 para multiplicar los lados de la bandera original. En su

procedimiento apeld a relacionar las medidas y aplicar la division.
Al igual que José Maria, Regina logro:

Darse cuenta de que necesita el operador multiplicativo que asocia 12 a 9, lo que es
muy importante, si se considera que se trata de una multiplicacion que reduce una
figura.

Percatarse que para calcular ese operador requiere dividir 9 entre 12.
Aplicar ese operador, en calidad de operador constante a todas medidas.

Cabe sefialar que Regina ha mostrado un dominio importante de los procedimientos
desde la primera situacion, incluso se institucionalizd6 una de sus propuestas. Para sus
comparieros también es un referente y su opinién tiene importancia en el grupo. Enseguida,
un extracto de interaccion en el que Valeria pidi6 ayuda a Regina y se confirma el buen

manejo que tiene de los procedimientos:

Valeria: ¢ Como le hago Regina?
Regina: Divides éste (el nimero dado en la columna de la copia 4) entre éste (la medida en

la bandera original) y lo que te salga lo multiplicas por todos estos (sefiala las medidas de
la bandera original).
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Finalmente, muestro una produccién que se dio en la interaccion en un equipo con

el docente, en la que resaltan algunas dudas sobre el sentido de la actividad:

Als: La copia 3 esta dificil.

Pr: No, no esta dificil. A ver, una analogia, la copia 1 ¢ crecié o se hizo mas chiquita?
Als: Crecio

Pr: Y la copia 3, ¢.crecid o se hizo mas chica?

Als: Pues mas chica.

Pr: ¢ Cuanto se hizo mas chica?

(Silencio)

Pr: ¢, Como es el 6 con respecto al 12? ¢ El 6 qué parte del 12 me esta representando?
Als: La mitad

Pr: %2

El profesor ofrecié una ayuda indirecta (Block, Ramirez y Reséndiz, 2015), una pista
que resulto util, porque ayudd a centrar la atencién en la transformacion sin resolverla del
todo. La pregunta que lanzé después: ¢ Cuanto se hizo mas chica? se podia contestar de
dos maneras, aditivamente o multiplicativamente, aqui él fue reticente (Sensevy, 2011),
eludié explicitar esto, pero en su pregunta final centré la atencion en la relacion

multiplicativa.

Actividad 3

Diibwja, en papel cuadriculada, las copias 1y 5 3 partir de las medidas
gue calculaste en la actividad anterior.

La bandera ariginal es un cuadrado. ;0curre [o mismo en tus dos

P

COpias? _r

En |z banderz original, 2 s igual 2 la suma decy & jEsto sucede en

tus copias? _ [ P

5Si tus copias 1y 5 no cumplen con las caracterfsticas anteriores, ave-
rigua, en grupa, ddnde estd el errory corrigelo.

Figura 53. Actividad 3. Situacion 5.

Propdsitos y comentarios previos

El propésito de esta actividad es que los alumnos, al dibujar dos de las copias ampliadas,
puedan apreciar que algo no funciona, en caso de que hubieran usado la estrategia aditiva,

y si ho, si resolvieron bien, entonces simplemente podrian constatarlo.

90



En esta actividad, cabe sefialar que el docente omiti6 el trazo de las copias y la dejo
como una tarea extra clase que pocos estudiantes realizaron. El apoyo geométrico habria
posibilitado la ruptura del contrato (Brousseau, 2007). El que el docente no viera la
pertinencia de la actividad es hasta cierto punto consecuencia de que en la anterior se
institucionalizé la estrategia més adelantada posible, y el error aditivo pasé desapercibido.
Sin embargo, como veremos, el error aditivo se hizo presente a lo largo de las situaciones

siguientes.

En lugar de las preguntas 3A y 3B, el docente centrd su atencién en la pregunta:
¢, Cudl es la copia mas grande? y en que los estudiantes comprendieran la técnica para
obtener el factor de escala. Sin embargo, dado que los alumnos ya tenian las medidas de

las copias, la comparacion se volvio una tarea trivial.

Actividad 4

A continuacifin se explica una manera de calcular [z medida dec en la oo-

pia 5 primero se calcula & cuSnto comesponde en la copia una unidad de - 6 [

Iz figura original y luego se multiplica ese nimera por el factor adecuado. oE | i .6

“a =
Completa el diagrama y el texto. - t
xg | ixa

El lado b mide & unidades en la bandera original y _ 9 unidades “a 5 O
en la copia 5.
El lado c mide 1 unidades en |2 original y 1.5 unidades en la
copia 5.

Figura 54. Actividad 4. Situacion 5.

Propdsitos y comentarios previos

Siguiendo la ruta prevista en el texto, en esta actividad se busca introducir el valor unitario
como técnica para resolver situaciones de proporcionalidad, usando las razones internas
enteras. Se propone para ello un diagrama especifico (una tabla de variacion). El recurso
del valor unitario es, en la propuesta del texto, una fase previa®* a la introduccion del

operador multiplicativo. Sin embargo, la historia que ocurre es distinta: el operador ya fue

34 En esta actividad, se presenta un diagrama que permite calcular uno de los lados de la bandera original
pasando por el valor unitario. Se prevé, por ejemplo, que los alumnos apliquen el diagrama al lado ¢ de la copia
5 pasando justamente por el recurso del valor unitario y que se vaya construyendo la nocién de operador de
una manera mas gradual que alude mas a la interpretacién/sentido.
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objeto de institucionalizacién. Veamos como se adapta la actividad y qué propdsito acaba

conformandose.

Analisis a posteriori

Entre la realizacién de las actividades previas a la 4 transcurrieron unos cinco dias
aproximadamente, méas tiempo del deseable considerando que el contenido de la actividad
4 es una técnica muy especifica. Esto provoco que algunos estudiantes no recordaran bien

lo ya visto y que fuera dificil recuperar el hilo conductor.

El docente inicié retomando el diagrama, pero no obtuvo respuesta favorable de los
alumnos. Adjudico la no comprension a su falta de atencion. En efecto, se percibié que la
mayoria de los alumnos no estaba atendiendo a la lectura, al parecer no se logroé hacer

funcionar la memoria didactica (Brousseau, 2007):

Pr: (...) El diagrama nos esta diciendo lo siguiente: Tenemos nuestro 6, luego viene una
flecha que nos indica que dividen entre 6 y eso por obviedad nos da 1, luego de este lado
tienen 9, aqui hay una linea que es una incégnita, abajo viene un 1, una multiplicacion por
4, este nUmero que desconocemos lo multiplicamos por 4.

Se van a regresar a la fotocopia con las medidas de la bandera con sus medidas originales,
luego la tabla. Porque si no revisamos esa informacién no sabemos de qué estamos
hablando.

(Los alumnos empiezan a buscar la fotocopia anterior en la cual estan la tabla con las
copias y la bandera original).

Pr: ¢De qué lado estamos hablando?

(Silencio)

Pr: Vuelvo a leer, es la tercera vez (tono cansado).

La falta de memoria didactica en la clase, en parte debida, al periodo de tiempo

amplio entre esta clase y la anterior, genero cierta tensién en alumnos y docente:

Pr: En la figura original, c vale 4. Y en la copia ndmero 5, ¢ cuanto vale c?

(Silencio)

Pr: Si lo tienen en la tabla o cuenten.

Vanesa: Vale 6

Pr: Ya saben que tengo mi original que mide 4 y la copia 5 que vale 6. A ustedes les plantean
esto (diagrama), ¢ quién me dice por qué? ¢como encuentro esas medidas?

Pr: jJovenes, el calor los esta agobiando! ¢ 0 qué pasa?

Als: iSi!

En resumen, las condiciones en que se realizd la actividad fueron dificiles. En
principio, lejos del dia en que se hizo la primera parte, sin un recordatorio que hiciera
funcionar la memoria didactica y con un clima asfixiante por el calor. Las dificultades en la

implementacion de esta actividad también manifiesta, posiblemente, otros aspectos.

Primero, que los alumnos tienen poca experiencia en el uso de la técnica del valor unitario
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y/o en el uso del diagrama con el que dicho recurso se presentd; y segundo, que en la

actividad 4 se institucionalizé otro procedimiento.

Actividades 5y 6

5. Anota, en |3 tabla, a cudnto comesponde en cada copla una unidad de

2 Bandera original IR Las fepioady coones

Band d esclk, el mimem

munmmﬂ - R SRR

. romeEponte on B copta
L] 2 2225 -0 3

dos 2 L07% Rz unidad 42 13 fgur
= DEIgiEal Se Cemmina

focmy deesalo o vakar
6. Calcula s medidas de las oeis opias, andtalas en |3 tabla de la acti- AR COR eS1E NAmern
= calcalan 'TﬂFdﬂ.'nl'l'.l"‘l'Eﬂ
tedas las medidas dela
® (ampars tus copias con Las del grupa Comenten si acertaron cudles WEETR N 3 pTC o8

fueron La menor y la mayor copia L3 metiiasde 13 anpnal

vidad 1 y dibuja las copias en papel csadriculada.

Figura 55. Actividades 5 y 6. Situacién 5.

Propdésitos y comentarios previos

El propdsito es practicar la técnica del valor unitario, supuestamente establecida en la
actividad anterior. Los alumnos deben calcularlo para cada una de las figuras. Sin embargo,

como vimos, en esta clase no se logro establecer la técnica mencionada (VU).

Andlisis a posteriori

Las actividades se realizaron en un moédulo de 45 minutos. La dinamica con la que se llevo
a cabo fue basicamente la misma. A través de participaciones orales, en plenaria y con la

guia del profesor al frente (resoluciébn acompafiada).

Para este andlisis, recupero la copia 3 y una ayuda que el docente realizé al inicio
de la actividad. Estas reflejan hasta cierto punto interpretaciones del docente, que junto con
las producciones de los alumnos me permiten realizar un analisis de la robustez de la
situacion (Robert, 2007).

Copia 3

En el siguiente extracto de registro, el docente cuestiond sobre como obtener el factor de
escala para la copia 3:
Pr: De la copia nimero 3, me estan dando la medida del lado e, mide 12 y en la copia mide
6

¢ Se redujo o acrecentd? Mariana, ¢qué piensas?
(Silencio)
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Pr: Me parece increible que no sepan si de 12 a 6 se redujo o crecio. ¢ Cémo saco la

proporcidon? Ya José Maria nos dijo.

Mariana: Divido.

Pr: ¢ Qué entre qué?

Ma: 6 entre 12

Pr: jAja! ¢a cuanto toca?

(Silencio) (El docente muestra cara de desconcierto)

Tonatzin: Pero, ¢,qué no esta mal?

Pr: ¢ Por qué?

To: ¢ Qué no es al revés? (haciendo referencia a la division 6 entre 12).

Pr: No, acuérdate que se redujo. jAlguien més!

Jesus: Punto decimal, toca a 0.5

Pr: iMuy bien!

En la interaccibn me interesa el énfasis que hace el docente por recuperar las
buenas patrticipaciones, “Ya nos dijo José Maria” refleja una accién recurrente que hemos

caracterizado como seleccién oportunista de participaciones.

Con respecto a la divisién, emergié un tema que podria discutirse con los alumnos:
Hay dos divisiones en juego (12 entre 6 y 6 entre 12): ¢ Qué significa cada cociente? ¢ Como
saber qué cociente nos interesa? El docente dio una pista para saber qué division esta en
juego. Para los alumnos no es tan claro quién es el divisor y quién el dividendo, en parte

porque estan habituados a aplicar los algoritmos sin suficientes contextos.

Finalmente, incluyo una ayuda que dio el docente para apoyar su explicacion casi al
inicio de la actividad. La imagen (Figura 56) consiste en un par de rectangulos en los cuales

quiso mostrar que el factor de escala es 2 (C,=2). En la parte de abajo hay otro rectangulo.

. . p , . 1 1
El docente cuestiono a los alumnos sobre qué pasaria si el factor fuera > (C= E)'

En el extracto del registro siguiente, sigue quedando dicho que las ampliaciones son
las que se hacen con “proporciones” que son numeros enteros, lo cual excluye a las

fracciones mayores que uno.
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Figura 56. Produccion del docente en el pizarron.

Pr: ¢ Crece o decrece? Observen la diferencia entre una proporcién entera y una proporcion
en forma de fraccién. Pero que sea fraccién propia sino ahi ya es otra cosa. Ahora vean, en
la copia 2. Se regresan todos a su tabla.

Para la actividad 6, el profesor solicité a los alumnos que dibujaran las banderas,
tanto la original como las copias en centimetros o tomando cuadrados del cuaderno como
unidades y que ademas agregaran “la proporcion de cada copia’. La actividad no se realiz6
por falta de tiempo. El hecho de que los alumnos comprobaran que la técnica del valor
unitario arroja medidas que se reflejan en figuras bien hechas, probablemente no fue
considerado muy relevante por el docente, y tal vez no lo era, dado que en la clase esa
técnica no emergié como la manera de evitar el error aditivo. Dicho error no aparecio, y la

técnica que se institucionaliz6 fue la del operador.

Comentarios

La situacion

El propésito original era que los alumnos establecieran el recurso del valor unitario
fraccionario o decimal para hallar valores faltantes en situacion de proporcionalidad. Se

trataba de un trabajo con razones internas, en el que las fracciones o decimales expresan
medidas, no operadores.
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Las condiciones de la aplicacion de la segunda parte de la situacion fueron dificiles.
Entre otras cosas, el espacio de tiempo amplio entre la aplicacion de las actividades. No
obstante, se aprecia que la situacién es fecunda y de una gran riqueza de relaciones desde
varios puntos de vista, y que los alumnos, al menos los que participaron, pudieron
beneficiarse. Se esperaria que se haya dado cierta comprension del hecho de que puede
haber “proporciones”, o factores que agrandan y otros que reducen. La convivencia de
factores enteros (doble, triple) con otros no enteros seguramente ayudé a ello, asi como a

ir dando un estatus de multiplicacion a los factores no enteros, menores que uno.

La gestion

En esta situacion, la participacion de un alumno (José Maria) reorientd los esfuerzos del
docente directamente hacia el calculo del factor de escala, ignorando los propésitos de la
leccion. En esa interaccion con el docente, se hizo evidente la necesidad de una informacién
bésica, la que posiblemente le habria ayudado a dejar vivir el error aditivo mas tiempo, pues
un poco mas adelante, al construir las figuras, los alumnos se habrian podido dar cuenta
de este error. Sin embargo, el profesor no gestiond el error y decidi6 validar una estrategia

correcta, que estaba previsto elaborar mas adelante.

El profesor recurri6 nuevamente a lo que he llamado resolucién acompafiada, es
decir, un acompafiamiento puntual y muy cercano a todas las actividades de la situacion lo
que no permitié practicamente ninguna fase adidactica de la situacién, tampoco hubo
intentos de un proceso de devolucion. Por otra parte, a través de las interacciones dejo ver
momentos, escasos Yy breves pero claros, en los que identificé oportunidades de apelar a la

intuicion.

En resumen, podria considerar este episodio como emblematico de cierto tipo de
transformacion del docente, en la cual, no deja vivir el error, ni da lugar a la validacién vy,
por lo tanto, de la necesidad de contar con informacién basica y oportuna, es decir, no solo
en el enfoque general del texto, sino en cada leccion. De ahi que la comunicacién del texto
con el docente resalta, en tanto la necesidad de que el docente tenga muy claro desde el
inicio las etapas importantes de la secuencia: del error aditivo al valor unitario (fracciones
como medidas) y después al operador multiplicativo fraccionario. La interaccion del docente
con el texto se vuelve indispensable en el proceso de apropiacion, la cual no sucede

rapidamente, sino con tiempo de estudio y conocimiento de las propuestas.

96



Los alumnos

Las participaciones de los estudiantes fueron abundantes, casi siempre de los mismos
alumnos, aquellos que han mostrado dominio o avances importantes en matematicas,
aunque hay participaciones escasas de otros integrantes. Se apreciaron pocos momentos

de trabajo autonomo, ligados al acompafiamiento cercano y directivo del docente.
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2.6. Situacién 6. Mas del doble, pero menos del triple

En la propuesta del texto, este es el momento en el que se hace explicito el operador

multiplicativo, es decir, en el que se pasa de la nocion de valor unitario 1 — %. En la que la
fraccion % juega como una medida al factor x %. Sin embargo, como ha venido ocurriendo,

este proposito no sera el que rija realmente, puesto que, en este grupo, el factor x % se

institucionalizd desde el inicio de la leccion pasada. Se tratara por lo tanto de un repaso, no

por ello exento de interés.

Obtener factores de escala a partir de una serie de datos en una situaciéon de

variacién proporcional.

Actividad 1

Escribe las medidas que calculaste en la lecciGn anterior y contesta
las preguntas. Por el momento, deja vacia |2 columna de la copia 7.

6 6 a 8 2
2 1z 8
0
6
&l 18 13 x
1]

iEn qué copia los lados miden el doble que los de la bandera original?
En lo copia 2. jCull es el factor de escala de esta copia? _ 2
JEn qué copia los lados miden el triple que los de |2 original?
Enla4 #Cusl es su factor de escalz?
#0ué copia ests entre las dos anteriores, es decir, es mayor gue una
de ellas, pero menor que |z otra? 0 copia £
Loz lados de esta Oltima copia miden més del doble gue los de la
original, pero mencs del triple. Por tanta, el factor de escala agran-
da mas del doble, pero menas del triple. ;Cuél es ese factor de es-
cala?
En |2 copia Z, a cada unidad del dibujo urigina]l le carrespanden 2% unidades.

Entonces, el factor de escala de la copia es 2? ol5

Verifica, en grupo, que cada medida de |2 copia 2 es 2% wvecas |3 me-
dida correspandiente del original. Puedes usar calculadora,

Figura 57. Actividad 1. Situacion 6.

Propdsitos y comentarios previos

En esta actividad, el propdsito es que los alumnos reconozcan que hay factores de escala
entre el doble y el triple, y que en general, existen factores que aumentan un nidmero no

entero de veces, y que pueden ser fraccionarios. Es importante que los alumnos
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reconozcan el factor de escala como aquel valor que les permite obtener todas las medidas
de cada figura, esto es, como el numero de veces que la medida de los lados de una figura
arroja, las medidas de los lados de la otra. Lo novedoso para los alumnos es que ese factor
puede no ser entero.

Como ya he comentado, en esta clase ya desde la situacion pasada el profesor
centré la atencion en la obtencién del factor no entero. En esta actividad, la atencion se
centrara en la manera de expresar dicho factor con fracciones y con decimales.

Andlisis a posteriori®®

A pesar de que en la leccién anterior los estudiantes ya habian obtenido las medidas de los
lados de las copias de las banderas, en ésta, el profesor solicité calcular nuevamente todos
los datos. En la situacion anterior lo habian realizado sin usar el valor unitario —como se
suponia, desde el texto—, pasando directamente a obtener los factores. Cabe preguntar,
¢Sgué interés tendria entonces rehacer todos calculos? Quizas el docente pretendia

reactivar la memoria didactica o simplemente hacer un repaso. A final de cuentas, el tema

L, . ., . . b
central sera si, dada una relaciéon entre medidas a — b, el factor es x * % o bien x po

Figura 58. Tabla en el pizarron de la actividad 1. Situacion 6.

La tabla se presenté con un cambio respecto a la clase pasada, los lados y las copias
invirtieron su lugar, lo que causo cierta confusiéon (un par de alumnos manifestaron que no

eran las mismas tablas).

35 En esa sesion, como en la anterior el clima siguié siendo caluroso y se realizé en el Ultimo médulo del dia,
casi las 15H00. Nuevamente, estos factores dificultaron la gestion del docente y la atencién de los alumnos ante
la situacion. Estos elementos ambientales podrian inscribirse en la componente ergonémica (Robert, 2007).
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Copia 2 (8 » 20)

Los alumnos mostraron dificultades para relacionar las medidas de los lados. No quedo

z 20 8 .
claro por qué el factor es 5 yno_—. Aunque se expresaron propuestas, como la de Regina,

que manifest6 que era por la division, esto no fue realmente claro.

Pr: En la copia 2, en el lado b, nos dice que mide 20 ¢,cémo puedo obtener el factor de escala
si ya tengo un lado que mide 20 y el original? Yo ya podria obtener el factor de escala para
completar mi tabla ¢ Quién me dice cémo hacerlo?

Aparicio: Dividir 20 entre 8.

Pr: ¢ Dividir 20 entre 8? Y por qué no como me dijeron la clase anterior, 8 entre 20.

V: Porque asi queda en forma de fraccion.

Pr: ¢Y eso qué? Si hay una razén, y ya lo habiamos dicho.

José Maria: Buscamos una proporcion.

Pr: Bueno si, ya sé que la proporcion me va a dar mi factor de escala, pero ¢por qué no

8 , 20
hago esto AL ??
Regina: Porque es lo mismo que una division.

Pr: No, yo quiero ver cuantas veces cabe el original en la copia, ¢no? Porque mi
referente es el original, no mi referente es la copia, mi referente es el original, por eso

P 20 e T .z
es que es asi. Ya tengo - entonces ¢squé hago? Dividimos, eso también ya lo saben. (El

profesor hace la division y obtiene 2.5) Tenemos 2.5, aunque ahi no lo dice, van a poner
ustedes en fraccion, ¢,cémo quedaria?

Regina: g

Pr: ¢ Cémo llegaste a eso?

R: Simplificando

(Regina pasa al frente a hacer la simplificacién de %)

1)
=
)

o
)

)

Figura 59. Produccién de alumna en el pizarrén. Situacién 6.

Pr: Ahora, hay que sacar las otras medidas, ¢ qué hay que hacer?
José Maria: Multiplicar 6 por 2.5.
(El profesor anota las respuestas en el pizarrén de acuerdo a lo que dice José Maria)

Ante la participacion de Aparicio (“Dividir 20 entre 8”), el profesor cuestiond
directamente: ¢ por qué no 8 entre 20? Ante la falta de respuesta, el profesor hizo alusién
a: “el original como referencia” y recordd que de lo que se trataba era de ver “cuantas veces

cabe” la medida original en la medida transformada (la copia).
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Al parecer, esto no es suficiente para que los alumnos comprendan por qué se hace
una divisién y, sobre todo, por qué esa division y no la inversa. Es claro entonces que el
anico recurso que se institucionaliz6 en el grupo para resolver el problema es la
identificacion del factor de escala, averiguando “cuantas veces cabe el original en la copia”

lo cual, para los alumnos, no parecio ser claro.

Copia 3 (12 - 6)

En este caso, deberia ser muy facil ver que la reduccién es a la mitad, sin embargo, no lo
fue. Larazon, posiblemente es que no se tomo distancia para prestar atencion en la relacion
global, sin entrar inmediatamente en los detalles técnicos: qué se divide entre qué, cédmo
se simplifica, etc.

Pr: Les dicen que el lado e mide 6. ¢ Cuanto mide mi lado original e? A ver Silverio, ¢cémo
sacas el factor de proporcionalidad? (Silverio no responde)
Pr: Tonatzin, ¢cémo saco mi factor de escala?
T: 12 sobre 6
Pr: A ver, simplifica, no dividas.
T:2
Pr: A ver, aqui el factor de escala es de 2. ¢ Seguros? ¢ Es igual que en la copia 1? ¢ Si?
José Maria: No porque puso los niumeros al revés.
Pr: ¢Cual dijimos que iba a dividir? El original tenemos que ver, cuantas veces cabe el
original en tu copia. ¢ Si recuerdas eso Tonatzin? A ver, corrigelo, qué hay que hacer.
(Tonatzin duda y vuelve a decir que es lo mismo)
Pr: ¢Como dijimos que iba? Mira, me voy a regresar. ¢Quién va arriba? (sefala el
numerador)
(Tonatzin sigue en silencio)
Pr: Aqui esta tu original y mi copia (sefialando la fraccion 2—0).
Entonces, ¢,cémo queda?
T2

12
Pr: ¢ Quién simplifica? Jesus
Jesus: 3

6

Giovanni: %
Pr: Revisa bien Giovanni.
G::

2
Pr: Entonces, el factor de escala es % y en decimal, ¢,cual es? ¢ Como obtengo el factor de
escala en decimal? Es 0.5, divido 1 entre 2.

El docente intentd expresar los factores de escala en fracciones; sin embargo, al
momento de solicitar los lados faltantes de la copia, él mismo explicité a los alumnos que
tenian que multiplicar por 0.5, es decir, favorecidé el factor decimal por encima del

fraccionario.
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De lo anterior, se empieza a vislumbrar un camino hacia un procedimiento
sistemético que al parecer el docente buscé establecer: Primero, identificar las dos medidas
relacionadas; enseguida, formar al factor fraccionario con la medida de referencia en el
denominador y la de la copia en el numerador; y finalmente, dividir numerador entre
denominador.

Copia 6 (9-12)

Para esta copia, el docente relanzé la pregunta ¢ Cémo obtengo el factor de escala? Esta
forma de saber cudl de las dos fracciones es la correcta, es hasta cierto punto, mecanica:
la medida de la original va abajo. En términos de la gestion de los incidentes (Roditi, 2003),

el profesor facilito la tarea respondiendo, es una manera de salir de la dificultad.

Pr: El problema es que no estan poniendo atencién. Hace rato, cuando empezamos (escribe
20 . . .. .. . .. ,
5V escribe que el 20 es la copia y el 8 original) Yo les dije, este es mi original (8) y esta es

la copia (20) y yo claramente dije que se trataba de ver cuantas veces cabia mi original en
la copia. Pregunté después de eso, me lo dijeron mal. Y ahorita vuelven a hacer lo mismo,
entonces no saben distinguir cudl es el original y cual es la copia.

Figura 60. Produccion del docente en el pizarrén.

En sus intervenciones, el docente da cuenta de su tendencia en la resolucion
acompafada. Estos eventos podrian ejemplificar un “contrato a la baja”: en la medida en
gue los alumnos no entienden, no dan la respuesta esperada, el profesor lo hace mas facil,

con mas pistas, pero con menos comprension.

Copia 7

El docente solicit6 a los alumnos que inventaran un factor de escala distinto a los que tenian
o bien alguna medida (en la leccidn, se tenia previsto dar este dato en la actividad siguiente

pero el docente no esperd o no habia leido la ficha). Una alumna propuso 3.5 y el docente

T ., 7 . . . .. ~
le pidi6 la fraccion, la alumna propuso > A partir de ahi, bajo la resolucion acompanada,
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algunos alumnos participaron y el docente fue completando la tabla con las medidas.
Notese que la multiplicacién de la que se habl6 fue por 3.5, la fraccion % no figuré en la

obtencion de los lados.
Enseguida, aparece la tabla con las medidas. Nétese que, en la columna del factor
de escala, aparecen las fracciones y el numero decimal, este Ultimo utilizado para todos los

calculos de las medidas.

|f'_r.;.l.l-_. e LadkA |l dp led ¢ LED LAF
- i (B G 4
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Figura 61. Tabla con las medidas que escribid el docente en el pizarrén.

Actividad 3

3. Elfactor de escala de una nueva copia {copia 7) es 0.25 AnStalo en la
tabla de la pigina anteriar.

a) Explica si la copia T es mayor, menor o igual que |2 bandera original

T, Menor, pues 025 es menor que | por tanto d

mudfiplicar codn medida par 025 sa ohtendra una figuen
mas pequena que ka origind.

&) Completz los siguientes métodos para calcular cudnto mide en la
copia 7 el lado gue en la original mide & unidades.

Método 1 Método 2
Coma el factor de escala es 0L25, a cada Coma el factor de escala es 0.25, todas las
unidad de la original le corresponden (025 medidas de la copia son ﬁ%de las
nidodes  enla copia. Entonces_ ariginales, es decir, ﬁ de las originales.
1 0.25 Por tanto, el lado original de 6 unidades debe
-1 Gveces025=_ &6« 025-15 medir - deGenla copia, esdecir,_ 15 .

Y
c) Calcula las demas medidas de |a copia 7 y anftalas en la tabla.

® Compara, con ayuda del profesor, tus resultados de las actividades 2
¥ 3 con los del grupa. Comenten la siguiente informaciGn. T Y

Figura 62. Actividad 3. Situacion 6.

Propdésitos y comentarios previos

En la actividad 3B se presentan dos procedimientos para obtener las medidas de la figura

con el factor de escala 0.25. En el método 1 se utiliza el procedimiento del valor unitario.
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. - . . T R
En el método 2 se utiliza el factor de escala en su equivalente fraccionario Zde . Se

considera conveniente que los alumnos conozcan ambos caminos y en el recuadro se

sintetizan ambos caminos.

Analisis a posteriori

Debido a que el profesor ya habia solicitado a los alumnos que calcularan los datos de una
copia 7 con una consigna distinta a la del texto (proponer un factor y aplicarlo), ahora solicitd
al grupo que agregaran la copia 7bis con el factor 0.25. Enseguida les pidié que expresaran
el 0.25 en fraccion:

Pr: Si mi factor de escala es de 0.25, en fraccion ¢como quedaria?
Pongan atencidn por favor. ¢, Cémo obtengo la fraccion de 0.25? jYa saben hacer eso!
(Silencio)
(El profesor explica y coloca 0.25 = 12—;))
Pr: ¢ Si recuerdan esto (sefala %)? ¢ Quién simplifica?
José Maria: —
20 s
Pr: Ok, Saco quinta y tengo % ¢, Quién vuelve a simplificar?
Giovanni: Es un i

Pr: Pero, ademas, ustedes manejan perfectamente que es 0.25, es la cuarta parte de un
entero.

En la interaccion, el profesor recordd a los alumnos como convertir un decimal a
fraccion. Cabe destacar que, ademas de recordar el procedimiento convencional (pasar a

fraccion y simplificar), aludié a un conocimiento que debian tener: 0.25 es un cuarto®®.
Enseguida, muestro como se completé cada uno de los dos métodos ofrecidos por el texto.

Método 1
En este extracto del registro de la clase, el docente aludié al método del valor unitario de
una manera clara, pero siempre guiando toda la explicacion y validando él mismo las

respuestas:

Pr: A cada unidad el original, ¢ le corresponden?

Aparicio: 0.25

Pr: jSi claro!

Pr: Ese factor de escala, ¢ qué nos esta indicando?, que en el original si fueran centimetros,
por cada centimetro que yo tengo en la copia yo tendria 0.25cm. Si fueran metros, por cada

36 Un conocimiento de facto que se utiliza.
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metro del original, en la escala, perdén en la copia tendria 0.25m ¢ Si entendieron eso?
éSeguros?

Als: iSi!

(El docente vuelve a leer el método 1 y pide la participacion para responder las preguntas)
Pr: 6 veces 0.25 es igual a, ¢ Silverio?

Silverio: 1.25

Pr: ¢ Seguro?

Pr: Estas pensando bien, pero te fallé la operacién. 6 veces 0.25, ¢ cuanto te da?

Silverio: 1.5

Pr: jAnétenlo por favor! El método 1 es multiplicar el decimal por cada lado.

Asi mismo, es una buena ilustracion del paso de la nocion de factor a la de valor

unitario.
Método 2

Pr: Ahora, Método 2. Ahi me ponen entre 100. ¢,Qué va arriba?
Als: 25
Pr: Claro, 25 sobre 100. Es decir, 1 sobre 4 (varios alumnos lo dicen); es decir, 0.25.

Pr: ¢ Seguros? Por lo tanto, el lado original de 6 unidades debe medir % de 6 en la copia ¢es
decir?
Mariana: 1.5

. . 1 . . .
En este caso, se visualiza " de 6 en la copia. Algunos alumnos respondieron sin problemas

a este método. Ambos métodos parecen no presentar dificultades para los alumnos que
participaron. El docente retomé con ejemplos; no obstante, en mi opinidn, es probable que
los estudiantes requirieran trabajar otras medidas con ambos métodos, para apropiarse

mas facilmente de ellos. Lo que me lleva al analisis del libro de texto.

Otras copias (Otro agregado del docente a la leccion del texto)

El docente realiz6 una transformacién mas a la situacion. Agregé tres copias como ejercicio
. . . .z 7 .
para los estudiantes, las copias 8, 9 y 10. Para la copia 8 dej6 el factor - Para la copia 9

otorg6 el lado b igual a 15 (la transformacion es 6 a 15) y para la copia 10 el lado d igual a
11 (la transformacion es de 8 a 11). Solicité que para las tres copias adicionales obtuvieran

los factores de escala en forma de fraccion y también expresados como decimales.
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Cabe destacar, por otra parte, que el docente prest6 atencion a distintas maneras
en que se puede expresar el factor no entero: implicita, como par de numeros naturales (6,

15), y explicita como fraccion y decimal.

Esto es un indicador de cierto enriqguecimiento de la nocion en la clase. En cambio,
también puede destacarse cierto sesgo en la actividad que el profesor planted: pregunté
directamente por los factores de escala, no por las medidas de las figuras. Ya no se trata
de hacer las figuras. Con ello, convierte lo que pretendia ser una herramienta, el operador
como una manera de obtener las medidas de las figuras a escala, en la Unica manera de

obtenerlas, y en la meta del ejercicio

En la mayoria de los equipos, el trabajo lo hacia un alumno y después compartian
resultados. En general, los alumnos no mostraban mucha disposicion hacia el trabajo.

Presento enseguida algunos procedimientos que pude observar:

. . . 15 P . e 5 .
El equipo de Giovanni propuso el factor de escala = después simplifico a > aqui

permanecieron en las fracciones. En el caso de José Maria, en cambio, escribio

directamente la division 15 entre 6 y obtuvo el decimal 2.5, no contempl6é expresar la
fraccion. Por su parte, el equipo de Tonatzin tuvo dificultades, me preguntaron: “si tengo%

y quiero pasarlo a decimal ¢,quién va dentro y quién afuera?”

En el afan de aplicar un algoritmo conocido, los estudiantes buscaron el factor de escala
decimal; no obstante, algunos estudiantes expresaron las razones con fracciones y después

propusieron la division para obtener el cociente.

Enseguida, se puede ver, en el cuaderno de José Maria con las copias que agregé

el maestro, que para el factor de escala fraccionario obtuvo el cociente (% = a: b) y que para

las copias 9 y 10 soélo escribi6 los factores como decimales. Hay trazas de la divisién que
.. . .. . oo 11

realizd para obtener el 2.5 sin la fraccion, pero a la derecha si escribi6 5 Y obtuvo el

cociente. A la izquierda aparece la divisidn 4 entre 7 sin realizar, indicio de que aun hay

titubeos para obtener el factor de escala, es decir, en como relacionar los datos.
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Figura 63. Produccién individual de un alumno.

Actividad 4. Taller de Matematicas

Taller de matemiticas 5

L, Ordena los siguientes factores de escala, desde el de la copia més
peguena hasta el de la més grande.

xl2 « 119 w08 uw LTS w x3 s w

Zo7s081912%23
Figura 64. Actividad 4. Situacion 6.

]

Propdésitos y comentarios previos

En esta actividad, los alumnos deben comparar fracciones y decimales, que son
supuestamente factores de escala, aunque podrian ser nameros. Los procedimientos
posibles para comparar son diversos, cualitativos, como separar los mayores y menores

gue la unidad, y que %; y cuantitativos, como pasar todo a expresion decimal.

Andlisis a posteriori

Después de algunas actividades de evaluacién, el docente dio lectura al taller de
matematicas (se percibié un poco presionado por terminar las actividades).

Pr: De todos los que estan ahi, levantando su brazo ¢Cudl es el menor? ¢Qué hacemos
Aparicio?

Aparicio: Contar cada numero

Pr: Ahi tienes dos fracciones, enteros y decimales. Tonatzin sugiere cambiarlas a decimal.

7 . 2 .
¢, Como cambias ;a decimal?
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Tonatzin: 2 entre 3
Pr: ¢qué obtengo?

Asi, el docente dio la pauta para resolver el ejercicio con un procedimiento general,
el algoritmo de la division, con lo cual posiblemente se redujo el interés did4ctico de la

actividad.

Comentarios
La situacion

La continuidad entre las situaciones 5y 6 es el paso del valor unitario al operador. Por
. . ., . 3

ejemplo, en la situacion anterior, de 4 a 3 se obtuvo que a 1 le corresponde 30 1

corresponde 0.75. Ahora, en esta situacion, se destaca el operador constante que en la

leccién anterior estaba implicito: * % 0 bien x 0.75.
La gestion

Como ya advertimos, en esta situacion, el propdésito cambié con respecto a la situacion
cinco, pues ya desde la situacion pasada el profesor centro la atencion en la obtencion del
factor no entero. En aquella situacion se privilegio el decimal obtenido mediante la division,

mientras que, en ésta, se buscd que expresen dicho factor con fracciones.

Ademas del cambio anterior, la transformacion mas importante que hizo el docente
a la situacion, fue agregar actividades para que los alumnos fortalecieran un algoritmo:
A mi me gusta que los alumnos hagan muchos ejercicios. En esta situacion vi que nos iba a

sobrar tiempo, por eso les puse mas (l. L6pez, comunicacion personal, 30 de mayo 2017).

En efecto, a lo largo de la situacion, se pone de manifiesto que el profesor busca
gue se establezca un procedimiento sistematico para obtener los operadores (identificar las
dos medidas relacionadas; formar al factor fraccionario y dividir numerador entre

denominador).

En estos ejercicios afiadidos por el docente, cabe observar también una tipica
inversion de medios en fines (Rios, 2016): el estatus del operador multiplicativo debia ser,
para los alumnos, de acuerdo a la l6gica de la leccion, un medio para lograr un fin, el obtener
figuras a escala. En los ejercicios afiadidos por el profesor, el operador es directamente

demandado, es un fin en si mismo, el de practicar la herramienta. En sus acciones
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docentes, emergié de nuevo la resolucion acompafiada bajo la cual el docente guio las

puestas en comun y valido las respuestas de los alumnos ante respuestas erroneas.

Los alumnos

Los alumnos no lograron relacionar con facilidad los datos de la bandera original con los de
alguna copia, lo anterior puede deberse a varios motivos, uno es la gestién del maestro,
pues a lo largo de la actividad 1, el docente intentd que los alumnos escribieran el factor de
escala como una fraccién. En practicamente todas las copias, los estudiantes propusieron
los factores con los datos inversos. Ante esos incidentes (Roditi, 2003), el docente facilitd
la tarea respondiendo directamente: “se trata de ver cuantas veces cabia mi original en la

copia”, lo cual, al parecer no terminé de ser claro para los alumnos.
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2.7. Situacion 7 ¢Una buena selfie?
Propdsitos y comentarios previos

En esta situacion, se espera que los alumnos apliquen el factor de escala (entero o
fraccionario) en contextos geométricos y artisticos. En segundo lugar, se busca que
obtengan el factor de escala a partir de relacionar las medidas de los lados homélogos de
las figuras, y que utilicen la nocion de razon al comparar dos cantidades en un contexto
relacionado con el arte. Cabe precisar, que el contexto del arte en estas Ultimas dos
situaciones®’ son un complemento, que se espera promueva una motivacion adicional en
el trabajo de los estudiantes. Se sigue trabajando con escalas, como en las situaciones
anteriores (“Banderas a escala” y “Mas del doble pero menos del triple”) pero en el contexto
del cuerpo humano, la fotografia, la arquitectura, y con algunas relaciones especificas de

estos contextos, como la divina proporcion®e,

Actividades lay 1b

dUna buena-selfie? T
T
¢ Tienes un album fotografico en facebook o instagram? Seguramente tienes alguno con muchas de
tus imagenes o selfies. T
T
. Qué tan cerca o tan lejos debes colocar el celular
para una buena selfie? T
T
iHas intentado selfies grupales conla.camarafrontal
del cel? T
i
Discute con tus compafieros y profesor las siguientes
preguntas: T

T
T
1.-+Enla selfie del celular se-aprecia una parte de la Torre Eiffel. 1
T
1a) ¢, Qué sucede conla imagen si se alejan del monumento? hl
T

1b) A simple vista, 1as personas parecen de tamafioc semejante a la torre. jPorqué? T

Figura 65. Actividad 1. Situacion 7.

Propdsitos y comentarios previos

El propdsito de estas actividades es que los estudiantes reconozcan la relacién entre la

distancia de la camara al objeto y el tamafio del objeto fotografiado. Para que los alumnos

37 Las situaciones 7 y 8 no forman parte del libro de texto.

38 Son diversos los nombres con los que se le conoce: seccion aurea, seccion dorada o de oro, razoén divina,
namero de oro, etc. “Se le atribuye a Leonardo da Vinci la otra denominacion con que es conocida la divina
proporcion: sectio aurea, de donde provienen los nombres de Seccién de Oro, Golden Section, Goldene Schnitt,
Section d Or“(Bonell, 2000, p. 17). En el libro (VI, 3) Euclides define esta razon: “Se dice que una recta esta
dividida en media y extrema razén cuando la linea total es a la parte mayor como la parte mayor a la menor”
(p.806). Es decir, “Dividir una recta en media y extrema razon” (Bonell, 2000, p.16).
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reconozcan esta relacion se apela a un conocimiento intuitivo®®, adquirido por experiencia

a través de la percepcion visual, al que subyace una relacion proporcional inversa.

Andlisis a posteriori

En esta sesion, asistieron pocos alumnos (20 aproximadamente). La dindmica se llevd a

cabo en plenaria con la guia del docente y participaciones abundantes de los alumnos.

Para estas preguntas, los estudiantes hicieron referencia a dos cuestiones:
La distancia de la camara al objeto esté relacionada con el tamafio que percibian en

la fotografia y el angulo de la camara con el que se tom6 la fotografia.

1.- Enla selfie del celular se aprecia-una parte de la Torre Eiffel. T
|
1a) ;,Qué sucede con la imagen si se alejan del monumento? hll

1b) A simple vista, las personas parecen de tamafic semejante a la torre. j Porqué? T

Figura 66. Preguntas lay 1b. Situacion 7.

Como se habia previsto, los alumnos hicieron uso del razonamiento proporcional
cualitativo (Behr, Lesh y Post, 1988). En el extracto del registro, Jesus expresd que la
imagen se hace mas grande si se aleja del monumento, lo cual generé una respuesta muy
determinante del docente. El alumno se referia a que, al alejarse del monumento, la imagen
entraba completamente en la pantalla, no se referia a que el monumento o la imagen

captada crecieran, solo se referia a que entrara en la pantalla.

Pr: ¢ Qué sucede si se alejan del monumento?

Jesus: Se hace mas grande la imagen.

Pr: A ver, no jno! Explicanos por qué, creo que ya te entendi lo que quieres decir.

J: Cuando alejas la camara se hace mas grande la Torre Eiffel.

Pr: ¢ Pero la torre en cuanto a su tamafo?

Als: (Varios alumnos dicen que se hace mas chica)

Pr: Disminuye.

Si esta bien, luego luego te entendi lo que me querias decir, pero los demas no. Vengan por
su sello.

El docente solicité de inmediato la justificacion de la respuesta, esta atencion a la

argumentacion constituye otro de los elementos de la gestion del profesor.

39 El razonamiento proporcional “es ampliamente reconocido como una capacidad que introduce un cambio
conceptual significativo de niveles de pensamiento concretos, hacia niveles formales operacionales” (Behr, Lesh
y Post, 1988). Asi propusieron una subdivisién, razonamiento proporcional cualitativo y cuantitativo. El
cualitativo alude a la percepcion visual y al pensamiento concreto.
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Actividad 2

2. Enseguida, aparece |la reproduccion 1de la Catedral de Nétre Dame en Paris. En equipos
responde las preguntas gue se presentan debajo de la imagen.

2a) A partir de los datos gue se presentan en la tabla y SIN HACER CALCULOS ;qué reproduccitn
del monumento es més grande y cudl mas pequefia? Argumenta:

2b) En equipos completen |a tabla con distintas repoducciones a escala de la catedral y respondan
las preguntas (Cuidado con las unidades en la reproduccién 1).

Lados Monumento Rep Rep Rep Rep Rep
1 2 3 4 5
Factor de escala (K) 1 1750 4
5
Base (Ancho) 40m 48m
Alto de las torres 27m 21.6m

Altura desde el suelo
hasta la base de las 43m 5.16m

torres.

Altura total 63m 8.4cm 7.56 m

2c) Usa tu regla para verificar tus resultados en la Reproduccién 1.

2d) Existen dos reproducciones que son del mismo tamario ¢ Cudles son?

El factor de escala o razén externa es un ndmero que te permite encontrar las medidas de una
figura a escala respecto de su original o viceversa. Por ejemplo, retomando la reproduccién 3 de
nuestro ejercicio, el factor de escala es ; es decir:

*3
—
Lados Monumento Rep
3
Alto de las torres 2Tm 21.6m
-—

4

2e) Obtén los factores de escala que aplicados a las medidas reé\es del monumento, arrojan las
medidas de las reproducciones y exprésalos en forma de fraccién.

Reproduccion 1:, Reproduccién 4:

Reproduccion 2: Reproduceién 5:

Figura 67. Actividad 2. Situacion 7.

Propdsitos y comentarios previos

En estas actividades, se espera que los alumnos obtengan los factores de escala (enteros
y fraccionarios) en reproducciones con respecto a las medidas originales. Nétese que en

las dos situaciones precedentes se habia previsto iniciar con el valor unitario y la obtencion
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de los factores. En ésta, también se considera que apliquen los factores de escala obtenidos

para calcular las medidas de las reproducciones.

Se prevé que los estudiantes tengan dificultades con las medidas en la reproduccion
1, sobre todo con las unidades, podria ser que usen metros con centimetros sin cuidar el
cambio de unidades. Por otra parte, medir con la regla puede permitir que los estudiantes
validen sus respuestas en esta reproduccion y comprueben que el factor de escala se aplica

en las fotografias.

Se preveén dificultades para obtener el factor de escala. Por ejemplo, invertir la

division que se hace para determinar el factor, por ejemplo, en la reproduccion 4,

5.16 43 ., . ., . .
T3 mo - m tal como sucedié en la situacidn anterior. Si ese error ocurre, las dos

fracciones entraran en escena. Una forma para que los alumnos identifiquen cudl es la
correcta consiste en considerar que esta en juego una reduccion, y que por lo tanto el factor
debe ser menor que uno, pero ¢tendran los alumnos esos conocimientos? Considerando

gue en la situacion anterior no quedo claro para todos los alumnos esta diferencia.

Analisis a posteriori

Pregunta 2a
El docente omiti6 esta pregunta. En ésta, existia la posibilidad de llevar a un cabo un primer

andlisis cualitativo antes de entrar en la complicacion de los célculos. Se podria haber
manifestado el error aditivo y con ello una oportunidad para que en la siguiente pregunta se
rompiera el contrato subyacente (Brousseau, 2007) y asi pasar a la obtencion de los
factores de escala; sin embargo, el profesor decidié ir directamente a la pregunta 2b y

empezar con los calculos para completar la tabla de las reproducciones.

Pregunta 2b
En esta pregunta, el profesor intenté que los alumnos recordaran la manera de obtener el

factor de escala. En la interaccion, el docente intentd que los alumnos regresaran a una

situacion anterior:
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Pr: Reproduccién 1, 1 a 750 es el factor de escala, ¢ quién me recuerda cuando teniamos el
factor de escala?, ¢como calculabamos las otras dimensiones del objeto? ¢ No recuerdan?
(Silencio) jA ver!, vamos a recordar, se regresan a la tabla anterior (mas del doble pero
menos del triple) en donde haciamos la reproduccién y calculabamos el factor de escala y
haciamos una operacién, como ya saben hacerlo, van a tratar de deducir qué operacién fue
la que se hizo para obtener esos valores.

(Varios alumnos identifican la tabla e incluso la muestran al docente desde su lugar)
Valeria: Es Multiplicar y dividir.

Pr: iNo!

(Otros alumnos buscan las tablas anteriores y encuentran dos, la de las situaciones 5y 6 y
el docente les dice que vean la simplificada. La de méas del doble y menos del triple)
Valeria: ¢ No era multiplicar?

Pr: A ver, ¢qué multiplicamos?

V: El factor de escala.

Pr: El factor de escala, ¢ para qué te servia? Vamos a recordar, yo tengo este rectangulo.
(el docente dibuja un rectangulo con medidas 8cm por 6¢cm)

Pr: Y les voy a dar el factor de escala. Mi factor de escala es el siguiente, K= 6 ¢ Quién me
podria dar las dimensiones?

Aparicio: Multiplicar el tamafio real por el factor

El docente contextualizd la actividad con apoyo de las lecciones anteriores, solicitd

a los alumnos que dedujeran la operacién con la que se obtenian los valores en una

reproduccion a escala; sin embargo, no recuperé directamente alguna de las actividades

de las lecciones anteriores, s6lo apel6 a la observacion. Esto se agrava por el hecho de

que en las actividades anteriores hubo varios tipos de tarea, no solamente la actual

(determinar un operador).

El docente lanzé dos ejemplos, en uno se aplica el factor x6 a las dos dimensiones

z 1 .
de un rectangulo, y en el segundo el factor x T Estos ejemplos se desarrollaron con la

participacion de algunos alumnos. La siguiente interaccion corresponde al segundo

ejemplo:

Pr: Ahora, tengo un factor de escala K=§ (lo escribe en el pizarrén) Adolfo, ¢,qué hago?
(Valeria interrumpe)
Valeria: jYo! % por 6.

Pr: ¢ Para la altura o para la base?
V: Para la altura

Pr: ¢y para la base?

(Silencio)

1 . o
Pr: 3 por 8 ¢ Quién hace esas dos multiplicaciones?
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Figura 68. Produccion en el pizarron. Ejemplo del profesor

Pr: Entonces, ¢qué operacion tenemos que hacer cuando tenemos que calcular alguna
dimensién y nos estan dando el factor de escala?
Als: multiplicacion
Pr: Sea un aumento o una reduccion, ¢,si o0 no?
Als: iSi!

. 8
Hannia: 3
Pr: ¢Hay simplificaciéon de enteros?40
Als: Si

. 2
Santiago: 2 3
Pr: ¢ Se redujo o aumentd? (sefialando la base del rectangulo)
Als: Aumento

- - . P ~ .. 2

Pr: ¢ Dénde esta el aumento? Aqui nada mas tengo dos enteros (sefialando la fraccion: 25)
Y en la original tengo 8 enteros. Se redujo porque me estan diciendo que el factor de escala

es de: ; ¢No hay duda? Ahora, en la altura.

1 6.
Alexa: Spor 6 son : 3 igual a 2

Pr: ¢ Aumenté o se redujo?
Als: Se redujo.

. . S, .. 1
Pr: ¢De cuanto se redujo? De 6cm a 2cm. Me estan diciendo que la escala es de : > la

tercera parte, y la de arriba es de 6, es mayor, va a crecer. Son seis veces lo que mide
(enfatizando) ¢ Ya no hay dudas? Entonces, ¢qué operacion tenemos que hacer cuando
tenemos que calcular alguna dimension y nos estan dando el factor de escala?

Als: jmultiplicacion!

Pr: Sea un aumento o una reduccion, ¢si o no?

Als: Si!

Los alumnos, en efecto, tuvieron la experiencia de agrandar el rectangulo

. . . . N . 1, .,
multiplicando sus dimensiones por 6, y reducirlo “multiplicando por 3 Quizas algunos

empezaron a aceptar la equivalencia entre multiplicar por %y dividir entre 3. Por otra parte,

cabe observar que en el ejemplo de los rectangulos no se traté de generar el factor, sino de

40 Frase que puede ser confusa pues no son los enteros los que se simplifican, sino en todo caso, las fracciones,
al escribirlas en forma mixta. Lo interesante es que esa falta de claridad de la oracién obstaculiza, pues la frase,
que por lo que parece se repite seguido para dar lugar a una rutina, ya es asociada por los alumnos (o algunos)
a la conversion a notacion mixta.

115



aplicarlo. Generarlo constituye una tarea mucho mas dificil, con mayor carga conceptual,

que aplicarlo.

Reproducciones a escala

Retomo Unicamente la solucién de dos reproducciones que ejemplifican grosso modo la
dindmica general y ademas, muestran aspectos interesantes de las resoluciones de los
alumnos y de la gestion del profesor. Se presenta la reproduccién 2 que implica obtener el
factor de escala y aplicarlo. La reproduccién 3 en la cual se conoce el factor de escala

fraccionario.

Reproduccion 2 (40m —»48m)

En la introduccion, el docente recordo a los estudiantes las dificultades en la leccion de las
banderas para relacionar las medidas y obtener los factores de escala. Ademas, propuso
una pregunta con la que también gener6 el ejemplo de los rectangulos:

“¢,Como obtengo el factor de proporcionalidad?”

Esta pregunta, en mi opinién, podria tender a constituir una frase emblematica
(Sensevy, 2011), esto es, un enunciado que revive una experiencia importante o crucial en
la clase y que apoyaria en la resolucion de la tarea. En este caso, la pregunta
probablemente no hace alusién directamente a una experiencia crucial, pero si importante,
ya que a partir de este momento formé parte de las sesiones siguientes, como un medio
para que los alumnos intentaran relacionar las medidas e intentaran obtener los factores de

escala.
. . . ., ., 48
En la siguiente interaccién de clase, la alumna Vanesa propuso la fraccion e

A partir de esa participacion correcta, el docente orientd nuevamente las
actividades. No es seguro que todo el grupo haya estado de acuerdo o comprendido el

porqué de esa relacion, pero el profesor continué hasta que se obtuvo el factor de escala
. . 6
fraccionario =

Pr: Ahora, nos dicen que la reproduccion 2 mide en lugar de 40m, 48 m la base. ¢ Cémo
obtengo el factor de proporcionalidad?

Als: (Varias respuestas al mismo tiempo)

Pr: Van a tener que regresarse, jrevisen!

Vanesa: Dividir 48 entre 40.

Pr: jSi!, hay que dividir 48 entre 40. Sirecuerdan que la vez pasada con ese factor de escala,
tuvieron bastantes problemas para definir cual era el valor superior e inferior, el numerador
y el denominador. Vanesa se acordé y dice que es 48 sobre 40.
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s ., 48 .z . e
(El docente escribi6 la fraccion E) ¢ Quién me ayuda a simplificar?

, , 24 12
José Maria: —, —.
20 10

Pr: Entonces mi factor de escala, ¢ cual es?
.. 6

Aparicio: 5

Pr: jYa saben qué hacer!

Los alumnos que participaron, propusieron las medidas de los lados en fraccion y el

docente solicitd, cuando era el caso, que las escribieran en forma de fracciones mixtas

(conviven en clase, implicitamente, los dos sentidos de la nocion fraccionaria %: como

sinénimo de dividir (a:b) y como fraccion) . En los registros se aprecia el uso de calculadora
y que los alumnos tenian bastante practica en la técnica para la obtencion de las fracciones
mixtas. Se aprecian algunas dificultades para que los alumnos encuentren el sentido para
obtener el factor de escala, pero, por otro lado, para algunos empieza a tener significado

su aplicacion.

Finalmente, en el calculo de los otros lados de la reproduccién, los alumnos
expresaron las medidas con fracciones y el docente escribid directamente la multiplicacion
del entero por la fraccion en el pizarron (Figura 69). Esta decision, parece estar orientada a

fortalecer el algoritmo convencional para multiplicar fracciones por un entero.

i

Figura 69. Produccién en el pizarrén de reproducciones 1y 2. Situacion 7.
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Reproduccion 4 (43m — 5.16m)

En esta reproduccién, una de las medidas que utilizaron en la puesta en comun fue errénea.
Una alumna, Vanesa, propuso 5.16 sobre 40, cuando lo correcto era 5.16 sobre 43. Ese
error causo dificultades en las técnicas, el docente se percaté de ello ya avanzados los
resultados.

Vanesa: Tenemos que dividir las medidas que estan ahi (sefiala la reproduccion) entre las
de la original.

Pr: Entonces, ¢ qué vas a hacer?

Vanesa: 5.16 sobre 40.

Pr: ¢ Quién me dice cual es el resultado?

Diana: 0.129

Pr: ¢Y si yo quiero el factor de escala a fuerza en fraccion?

José Maria: 129 milésimos

El profesor expreso: “¢y si quiero el factor de escala a fuerza en fraccion?” En esta
., 516 L. ..
parte, el factor ya estaba expresado con la fraccion TS 41 Resalta la insistente solicitud del

docente para obtener la fraccion, posiblemente porque queria recuperar uno de los
propésitos de la actividad (obtener el factor entero o fraccionario). EI mismo propuso una
alternativa, que se explica enseguida. La gestion del docente muestra que le interesa que
los alumnos expresen los factores en fracciones y no sélo en decimales, posiblemente le

preocupa que los alumnos tuvieron dificultades desde las lecciones anteriores.

Otra caracteristica de su gestion docente, y que hemos identificado desde el inicio
de la experiencia es la resolucion acompafiada, en la cual, ante su insistente solicitud de
expresar los factores en forma de fraccidén expuso un procedimiento conocido como “ley del

sandwich”, es decir, una ayuda directa (Block, Ramirez y Reséndiz, 2015).

Pr: (...) les voy a decir qué habia pensado. Poner 516 sobre 100 y luego sobre 40, porque
ya habiamos visto ese tipo de divisiones. (El docente escribié 516/100/40). Si lo hago asi,
¢ quién nos dice como le hacemos para dividir? (escribe un 1 como denominador del 40). A
ver, si pongo esto, ustedes lo dijeron, yo no lo dije, ley del sandwich. Yo no lo dije asi, ustedes
lo dijeron. Las tapas y el resultado van arriba.

~ 5.16 . .z .
41 Cabe sefialar que ~ohoes estrictamente una fraccion, tiene un numerador que no es entero. Para tener la

fraccion, en ese caso, se hubiera requerido, por ejemplo, multiplicar por 100 ambos términos y obtener la
fraccion: 516/4000.
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Figura 70. Ley del sandwich. Produccion del docente en el pizarron.

items 2C, 2Dy 2E

2e) Usa tu regla para verificar tus resultados en la Reproduccion 1.

2d) Existen dos reproduccicnes que son del mismo tamafio ;Cuéles son?

El factor de escala o razén externa es un nimero que te permite encontrar las medidas de una
figura a escala respecto de su original o viceversa. Por ejemplo, retomando la reproduceion 3 de

nuestro ejercicio, el factor de escala es 7, es dedir:

X3

—
Lados Monumento Rep
3
Alto de las torres 27m 21.6m
—

4

2e) Obtén los factores de escala que aplicados a las medidas reales del monumento, arrojan las
medidas de las reproducciones y exprésalos en forma de fraceién

Reproduccién 1: Reproduccion 4

Reproduceién 2: Reproduceion 5

Figura 71. Actividades 2c, 2d y 2e. Situacion 7.

Para el item 2C, los alumnos tenian que medir la fotografia de la impresidén para
comparar con la reproduccion 1. Algunos alumnos no traian el material, para otros una
dificultad fue utilizar el instrumento de medicidn. El profesor plante6 preguntas para ayudar
el proceso de medicién, por ejemplo: “Lo alto de las torres, ¢ cuanto tiene que medir?” Pese

a las dificultades, quizas algunos alumnos lograron verificar.

En resumen, cuando llegaron a este punto, ya el profesor habia validado la
respuesta correcta, entonces la verificacién en realidad no lo fue del todo, fue un ejercicio
MAas gue se yuxtapuso al anterior, a lo mas, permitié que vieran que lo que calcularon tenia
una relacion con la reproduccion.
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Actividad 3

AProporciones-en-el-arte?
L
3.- De las siguientes: imagenes-del Partentn de Atenas-reconstruido, la-imagen-1-si-esta-a
escala.-Responde-de-manera-individual 'y compara-con tus compafieros. - T
b
3a)Marca con una cruz las imagenes que no-parecen-proparcionadas o-estéticas. T

S . 3 L
o — . ;
TR

i W -

Imagen-3T

———
wem—

imagenT o
T

imagen-+4T

=4

)¢, Qué elementos consideraste para tu-eleccidn de‘las imagenes no-proporcionadas? T

5]

)-Con tu regla traza un rectangulo que abarque-a cada-Partendn. T

AR AARA04429:29:9:2:33

A8

)-Escribe-la-razén entre-el largoy el-ancho del-Partenon -en-cada imageny-obtén -el-cociente: T

Partenon-1: s -+ -+ Partenon3: o
L
Partenon 2: - - -+ Partenon4: T
[
3e) ¢ Los cocientes de las imagenes proporcionadas son iguales?_ -
b

Cuando las figuras-estan a escala, el cociente de un lade de la-figura-entre otro lado de la-misma
figura, es el mismo en la otra figura.  Esos cocientes se llaman razones-internas.- La razén-interna

Figura 72. Actividad 3. Situacion 7.

Propdésitos y comentarios previos

En esta actividad, se pretende que los alumnos identifiquen que las razones internas se
conservan en imagenes a escala. Asimismo, evidenciar el error aditivo y descartarlo. Para
ello, se proponen distintas reproducciones (imagenes) del Partendn de Atenas remodelado
y se solicita sefialar cuales imagenes estan “proporcionadas” a partir de un modelo. Se
espera, de inicio, que los estudiantes, a partir de la observacion elijan adecuadamente las
reproducciones. Se recupera el razonamiento proporcional cualitativo (Behr, Lesh y Post,
1988).

En las actividades precedentes, los alumnos ya vieron que, cuando hay figuras a
escala, hay un factor constante de proporcionalidad que, aplicado a las medidas de una
figura arroja las de la otra. Ahora habra que atender a la otra propiedad de la escalay de la
proporcionalidad: la conservacion de las razones internas (si, por ejemplo, un lado mide n
veces, lo que mide otro en una figura, esa misma relacion se conserva en la otra), y esta

es la propiedad requerida a ahora.
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Andlisis a posteriori

Pregunta 3A

En la actividad 3A, que consiste en marcar las reproducciones “en proporciéon” a partir de
un modelo usando la observacién, emergié nuevamente la resolucion acompafiada en la
gestion del docente. Por ejemplo, en el siguiente extracto de clase, hay un didlogo entre un
par de alumnos y el docente, los estudiantes manejaron vocablos como “chiquita” y el
profesor buscé integrar el término proporcional:

Pr: Ahora, la imagen 3.

Jesus: Se ve mas chaparrita.

Pr: ¢ Se ve proporcionada o no?

J: Si, pero en pequefio.

Pr: Pero perdio altura, y ¢ en cuanto a lo ancho?

J: Igual

Pr: ¢ Y se ve que haya perdido en la misma proporcién de ancho y alto?

J: No

Pr: ¢NO? Y entonces, ¢por qué esta iria tachada?

J: No, es como en escala, pero con menos.

Pr: Es una escala menor, es la misma, pero entonces para que sea proporcional tendria que
haber disminuido lo mismo de ancho y de alto.

Vanesa: Se supone que si.

Pr: Si me dices que es proporcional, quiere decir que crecié en lo ancho y en lo alto en la
misma proporcion, sino no estaria proporcionada. Entonces, tienes razén, vayan poniéndose
su sello.

Al parecer, los alumnos pusieron un tache, es decir, consideraron que la figura 3 no
estaba a escala. Incluso expresaron que se veia “mas chaparrita” Al parecer, las preguntas
del docente indujeron a aceptar que también la otra dimensidén cambi6 (el ancho, ademas
de la altura) y que entonces, podria tratarse de una figura a escala. El profesor introdujo
términos “crecer en la misma proporcion”, lo cual en cierto momento se define como “haber
disminuido lo mismo de ancho y de alto”, lo cual quiza para algunos alumnos signifique la

misma diferencia.

Pregunta 3B: Nueva oportunidad de enfrentar el error aditivo

En este intento para enfrentar el error aditivo se mezclan dos preguntas: ¢qué elementos
consideraste?, la cual hace referencia a la valoracion a simple vista, perceptual, que
hicieron los alumnos al contestar la pregunta A y la segunda: ¢ Qué elementos se deben
considerar, cuando se mide, para saber si hay proporcionalidad? Esta segunda pregunta

apela a la conservacion de las razones internas (o proporciones).
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Pr: Hiram tenia una hipétesis y quiero retomarla porque me parece importante. Que, si él
tiene una distancia, tiene su imagen y que mide 5cm y aqui 3cm, entonces luego me dijo que
si él veia otra que aumentaba 2cm de un lado también aumentaria 2 en el otro.

¢ Es proporcional? (lanza la pregunta al grupo).

Als: iSi!

Pr: ¢ Seguros? ¢ Por qué? ¢ Quién explica por qué?

Tonatzin: Porque estan agregando la misma cantidad a ambos lados.

Pr: Dibujenla ahi en su cuaderno, ahi a un costado, van a dibujar.

IX_JBCM |[ '5.:,,7

Fem

Figura 73. Contraejemplo del docente para evidenciar el error aditivo.

Pr: ¢ Cuanto median los lados de la imagen 1 del Parten6n?

V:35y6.6

Pr: jOk! Entonces, van a hacer un rectangulo con esas medidas y luego van a hacer otro
aumentandole 5cm a cada lado y vamos a ver si son proporcionales ¢ Si son proporcionales?
Vanesa: Si!

Pr: ¢ Son proporcionales? jNo! (riendo).

Hiram: jNo es proporcional! (El docente omite esa participacién)

Pr: ¢Quién me da la proporcion de esta respecto de esta basandonos en las bases?
(Refiriéndose a los rectangulos dibujados en el pizarrén) ¢Quién me da el factor de
proporcionalidad de las bases? (Repite varias veces la pregunta)

Aparicio: 5 sobre 7

Pr: ¢5 sobre 72

Pr: 7 sobre 5, entonces si divido 7 sobre 5, ¢cuanto es? (El docente hace la division en el
pizarron). Entonces, ahora si yo multiplico 3 por 1.4 para saber cuanto va a medir esta
(obtienen 3 x1.4=4.2)

Pr: Esa es la medida que debe ir aqui, por eso exageré las medidas para que perdiera la
proporcién y vieran. No porque aqui aumente 2 (largo) aqui también va a aumentar 2
(sefialando el ancho). Les recuerdo que el factor de proporcionalidad nos va a indicar y nos
va a permitir calcular cuanto aumentan todas las medidas de una figura para que esta sea
proporcional.

Cabe destacar el intento por parte del profesor de recurrir a un contraejemplo que
evidenciara el error aditivo. El efecto del contraejemplo pudo verse debilitado por la eleccién
del rectangulo, el cual, si se agranda mediante la suma de una constante a los lados, tendra
una deformacidén poco perceptible a simple vista: a final de cuentas, seguira siendo

rectangulo.
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Actividad 4

Con ayuda de una regla mide las distancias del cuerpo solicitadas en la fotografia y aplica el factor
de-escala para-obtenerlas-medidas restantes dela-escultura-original. T
T

El-factor de escala de la-folo es #.‘!T
La foto-es una reduccién veces deloriginal T

-+ T
= T Distancia de la b H
Altura-7| planta-delpie-al B
(h)= omblige-{n) | Razén =
n

El'David-aescala (foto) =

El David original I 55mE[ T

R

EEEEELEE JN

4b)-;Qué-sucede con los cocientes de laterceracolumna? g Es el ' mismo resultado para-el-criginal y
para‘a foto? T

o

4c)En-equipo, con-ayuda de un -metro-prueben con-sus medidas y cbtengan la razdni—l Agreguen
sus datos en latabla. T

o
Larazdninterna que acabande calcular seguramente es proxima de-1.6. Esta rézon se llama “Divina
Proporcién™.-T .

Los Renacentistas como Da Vinciy Miguel-Angel aplicaron-esa razén en las esculturas. T
o

La-divina proporcién ; =1.618.7T

T
o

o

o

La- Divina- Proporcién o Proporcién- Adrea- tiene- su- origen- en- los- estudios de- los- griegos. Los
estudiosos-encontraron-que aparecia continiamente en-la naturaleza y en-el-cuerpo-humano. En-la
Edad-Media fue-aplicada-en-la-arquitectura de las catedrales gdticas y-en-el-Renacimienio en-las
grandes-esculturas, ademas pintores de-distintas €pocas-la-han-utilizade. T

i

Figura 74. Actividad 4. Situacion 7.

Propdsitos y comentarios previos

El proposito es que los alumnos apliquen las nociones de razdn y escala en el contexto de

la escultura para calcular las medidas reales y las medidas de la fotografia.

1. Calculo de h en foto. Dado que se conoce la escala (ﬁ), Calcular la altura de la foto

implica aplicar ﬁ a 5.5m, (se espera que se interprete como 5.5m entre 100). Si los
alumnos deciden poner las medidas de la copia en cm, el resultado est4 dado por
mismo numero (5.5), no hace falta hacer operaciones, pero es poco probable que
los alumnos se den cuenta.

2. Calculo de n. Un primer punto a descubrir es que hace falta obtener la medida de n
y que es necesario medir directamente en la foto. Una vez obtenido ese dato, aplicar
el factor de escala inverso (el que pasa de la foto a la altura real), lo cual no implica

operaciones si el paso es de cm a metros. Si no, implica inferir el operador x100.
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, . h . .. - , . . . .
La razoén interna — en principio no se utilizara. Es decir, su funcionalidad es baja pues

los alumnos se limitaran a observar que esas razones son iguales. Al solo haber dos
medidas en juego (hy n) solo hay una razoén interna, que se conserva. Con esto, podria

confundirse con la nocion de constante.

Una de las actividades (4c) sugiere que los alumnos obtengan con sus propias medidas
la relacién: altura/distancia del pie al ombligo. Se espera que los cocientes que obtengan
de sus propias medidas se aproximen entre si lo suficiente para que puedan observarlo. El

profesor podria entonces explicarles que esos cocientes tienden al nimero aureo.

Andlisis a posteriori

Actividad 4A

Para la pregunta inicial que refiere al factor de escala de la reduccion de la imagen, algunos
alumnos lanzaron propuestas como 50 o0 10 veces. Ante eso, el profesor, propuso preguntas
para orientarlos hacia el factor de escala. En esta parte, en la mayoria de las preguntas el
docente tendié a solo preguntar qué hacer o como proceder. Sélo en algunos momentos
sugiri6 frases como “;no medirias mal?” Puede decirse que, la dialéctica
expresion/reticencia, tendié aqui a la reticencia (Sensevy, 2011), es decir, el profesor no
expres6 mucho y sus ayudas fueron indirectas:

Pr: La foto es una reduccion de cien veces, quiere decir que por cada centimetro que hay en
la fotografia hay cinco centimetros, ¢ sera eso verdad?

Jesus: yo siento que es 50.

Pr: Les estan dando el factor de escala.

Als: 100

Pr: Pongan por favor, la foto es una reduccion cien veces del original.

(Explicacion de la tabla)

Pr: Como no tenemos mas que la altura original del David, ¢ qué es lo que debemos hacer
para completar la tabla? Pero antes se conforman en equipos de dos a tres personas para
trabajar.

(Algunos equipos sin regla, el profesor les presta material: regla o cinta métrica)

Pr: Bueno, me van a decir qué sugieren hacer para llenar la tabla, les estan pidiendo la
estatura original y la distancia de la planta del pie al ombligo (n).

Vanesa: Primero hay que sacar n.

Pr: ¢, Cémo lo vas a sacar?

V: Midiendo de la planta del pie al ombligo.

Pr: jMidanlo por favor!

Als: 3.5, 3.8, 3.5

Pr: A ver, ¢como estan midiendo?

(El docente se acerca a varios equipos para corroborar sus mediciones con la regla)

Pr: 3.5
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Pr: Su compariera trazé una linea de donde esta el ombligo, esa es una buena estrategia,
ella trazé una linea perpendicular y después medir.

Pr: El David a escala, ¢ Cuanto mide?

José Maria: 5.5

Pr: ¢ Por qué?

JM: Porque es una reduccién de cien veces.

Pr: Ok, y la medida que les estan dando esta en metros y ¢ ustedes su regla esta en?

Als: centimetros

Pr: La légica de su compafero esta bastante bien aplicada, entonces no hay que hacer
ninguna conversion, ni siquiera medir, es 5.5 cm, pero ni siquiera habia que medir. Pongan
la medida de la escala por favor. A ver, estdn cometiendo un error, no es un caso aislado. A
ver, dice altura

(Algunos alumnos no logran seguir al docente para llenar la tabla, algunos estan distraidos)

n
; Mmoo B e . o
;k\ " n
' ="y : 1S e
< = - .
ala ©.Scm 3. 5cm S em
| - <
amna, ) Snﬁ = S.Sm i
" i 11__’] « O Wl ‘1’_ ‘____m

Figura 75. Razones en el pizarrén.

(El docente transcribié las medidas y las razones en el pizarron)

Valeria: 1.52

Pr: ¢Seguros? O hasta eso voy a hacer yo (El docente hace la division en el pizarrén 5.5
entre 3.5).

En la misma actividad de la tabla, el docente propuso un ejercicio adicional: agregé

una altura de 16.5 y la nombré “escala 2” (seguramente una distraccion pues lo que escribid

corresponde a una escala k=3). Solicité que los alumnos obtuvieran (h), (n) y la razén (h/n)

en equipos.

Pr: Tengo una escala 2, en esa escala 2, la altura es de 16.5 cm, ustedes van a tener que
obtener la distancia (n) y la razon, eso lo van a hacer en equipo, y ahorita nos van a decir
como es que lo hicieron. jRapido! Tienen nada mas dos minutos.

Esa tarea adicional propuesta por el docente, dio oportunidad a los alumnos de

afirmar su comprension de la nocion de factor de escala (en este caso entero) vy,

eventualmente, de recurrir a la conservacion de las razones internas. En este episodio,

emergi6é de nuevo el error aditivo. El docente permitié que el error surgiera, pues mientras

los alumnos trabajaban en equipos, Vanesa le mostro su procedimiento y el docente espero

a la puesta en comun para sefialar el error, lo que deja ver que el profesor en ese momento,

comprendi6 la oportunidad de evidenciarlo, es decir, su relaciéon con el texto muestra que

para el profesor fue mas clara esta necesidad.
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En la puesta en comun, el docente hizo alusion a lo que habian vivido en la actividad
con rectangulos 4ureos (Actividad 3). Para esta actividad, el profesor se mostr6 sorprendido

ante la reaparicién del error:

Vanesa: Primero queria ver cuanto habia aumentado de 5.5m a 16.6 cm y me dio 11,
entonces lo que hice fue sumarle 11 a 3.5 para ver cuanto habia crecido.

Pr: iNo! Ese error lo estan cometiendo desde que estdbamos viendo la primera parte de
razones, cuando tienes un rectangulo y aumentaba en la base 5 y por ese simple hecho
también le sumaban a la altura 5, y vimos que no era proporcional. Que no era una razén
eso y que por lo tanto no podia ser asi.

El profesor acudio a la memoria didactica al evocar el episodio del rectangulo que
agrandaron de manera aditiva, no proporcional. Pero es probable que para varios alumnos
dicha experiencia no tuviera aun el caracter de emblematica o crucial. Por eso, para algunos
estudiantes, parece que el profesor actué como si no hubiera memoria, y no pudiera mas

que limitarse a sefalar que el error se ha repetido nuevamente.

iEs como la tercera vez que cometen ese error! jA ver!, observen lo siguiente, antes de que
ustedes tomen la decision de cdémo obtenerlo. Aqui, nosotros teniamos 5.5cm de altura y
aqui tenemos 3.5cm (sefialando n). A partir de ello, obtuvimos una razén, esa razén ¢,como
la obtuvimos? Dividimos el total entre esta cantidad, ¢Para qué lo hicimos, esa divisién?
¢para qué lo hicimos? Para ver esta cantidad (sefiala n), esta cantidad que esta aqui, para
ver cuanto representa, cuantas veces cabe en el total (sefiala 5.5cm).

Y entonces se hace esta division (sefiala 5.5cm/3.5cm) y vimos que cabe 1.57 veces.
Viéndolo de la forma aritmética mas basica es eso, tenemos estamos viendo cuantas veces
cabe mi distancia n en la altura total. ¢ Hay dudas?

Bueno, es todo lo que puedo agregar hasta ahorita. Tienen otro minuto, para descifrar como
obtengo esto (...)

En su gestion del conocimiento, el profesor acudié al procedimiento de conservacion
de las razones internas y emergié un procedimiento que el docente recuperé en la puesta
en comun, Valeria dividio la altura propuesta por el docente (16.5cm) entre 5.5cm la altura
del David en la fotografia, y asi obtuvo que la escala era de 3, enseguida aplicé el factor,

es decir, multiplicé la otra medida por 3.

Pregunta 4C (Medidas de los alumnos y razones)

En esta parte de la situacién, los alumnos midieron su estatura y la distancia de su planta
. . , . h ..
del pie al ombligo, para asi obtener la razon ~y compararla con lo que hicieron en la

actividad 4B. El profesor particip6é con los alumnos y mostré un ejemplo de cémo usar la
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cinta métrica, incluso él particip6 con sus propias medidas, lo cual es poco usual en la

relacion que mantiene con los alumnos, la cual se limita a preguntas y respuestas.

Después de un tiempo de trabajo en equipo, el docente recuperd las medidas de un
integrante de cada equipo y construyd una pequefia tabla. Para cada integrante solicit6 las
medidas, la razon y el cociente, en ese momento los alumnos participaron continuamente

y dieron todas las respuestas.

Figura 76. Razones en el pizarrén. Actividad 4. Situacion 7.

Comentarios

La situacion

El contexto aparentemente motivé un poco mas a los alumnos. Esto fue mucho mas claro
en la ultima actividad, cuando ellos midieron partes de su cuerpo y constaron cierta
constancia de la razon.

La division se expresa como fraccion y al mismo tiempo se trata como fraccion,
puesto que se simplifica e incluso el resultado se deja en forma fraccionaria, ya no se pasa
a la forma decimal. Se trata de la coexistencia de division/fraccién en la secundaria, sin que
nunca se haya justificado, se tratan como equivalentes, se prestan la notacion y se prestan
las técnicas.

La gestion
La resolucién acompafada fue nuevamente la forma privilegiada de gestion, si bien hubo
algunos momentos de trabajo en equipos (a veces, para cuestiones no muy probleméticas,

como la de medir partes de sus cuerpos).
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El docente se mostr6 nuevamente insistente en que los alumnos justificaran sus
respuestas. Cabe destacar que, en esta ocasion, a diferencia de las anteriores, ante las
incidencias (Roditi, 2003), el profesor usoé el recurso del contraejemplo con la intencion de
ayudar a evidenciar el error aditivo. Sin embargo, no fue efectiva e incluso el profesor se
mostré un poco sorprendido, como si €l considerara que ese error ya no debiera ocurrir,
pues ya se habia explicado en otros momentos, e incluso en lecciones anteriores (ver

leccion de la bandera a escala).

Asimismo, insistio en las desventajas de la repeticion del error, como si la reaparicion
del error aditivo significara un problema de los estudiantes por falta de atencién. En el primer
capitulo, expliqué la persistencia de esta concepcion y si no hay experiencias fuertes que
evocar se seguira manifestando, pues “el modelo aditivo es un obstaculo resistente a la
puesta en evidencia del modelo multiplicativo y debe poder serle opuesto en situaciones
abiertas” (Brousseau, 1981, p.61). Por ende, el profesor continuara repitiendo sin memoria
didactica (Sensevy, 2011).

Ante esto, nuevamente nos encontramos con la necesidad de un texto para el
docente que comunique con claridad los propdésitos de la situacion y los errores que
seguramente apareceran y, sobre todo, la posible naturaleza de éstos y la manera de

hacerlos evidentes.

Los alumnos

Las producciones de los estudiantes muestran que obtener y aplicar un factor aun presenta
dificultades. En la mayoria de los casos, los alumnos no obtuvieron los factores como
fracciones sino acudieron a los decimales y los aplicaron de la misma forma. En cuanto a

la conservacion de las razones internas, el docente hizo intentos por visibilizarlas.

Al interactuar con sus propias medidas (h,n), los alumnos se enfrentaron a los
errores de aproximacion que eso implicaba. Ante eso, el docente otorgd ayudas indirectas
gue permitieron a los estudiantes darse cuenta de que los cocientes si se aproximaron al

ndmero aureo.
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2.8 Situacion 8. ¢Quién es el ladron?#

En esta situacion, los propositos son: Identificar la relativa invariancia de las razones entre
las partes del cuerpo humano (razones internas) y resolver un problema del tipo valor

faltante con ayuda de esas razones.

Actividad 1

J,QUIEN ES EL LADRON?
PRIMERA PARTE
El 21 de agosto de 1911, la Mona Lisa fue robada del museo del Louvre en Paris, Francia. El robo
se convirtid en prioridad de la ciudad y se ofrecié una recompensa de hasta 70,000 francos a quien
la recuperara.

El famoso investigador Sherock Holmes fue contratado para el caso, entre otros datos poseia lo
siguiente:

¥ Una huella de 19 cm de largo que dejo la palma de la mano del ladrdn en la pared.

¥ La altura de los trabajadores que estuvieron a cargo de la pintura la noche del robo.

Sospechosos Altura (cm)
Max 195
Nicole 155
Sofia 180
Ana 140
Vicente 171
Rafael 165

Con esos datos resolvid el caso.

Responde:
1. iQuién robd la pintura?

1b) 4 Porgué?

Fuenta: Museo da Louwre

S1 NO LOGRARON ENCONTRAR AL LADRON EN ESTE MOMENTO, CONTINUEN DE TODAS
MANERAS

Figura 77. Actividad 1. Situacion 8.

Propdésitos y comentarios previos

El proposito de la actividad es que los estudiantes prevean o identifiquen la conservacion

de la relacion entre el largo de la mano y la estatura del ladrén (obtener la razon interna).

42 Cabe sefialar, que en octubre de 2016 esta situacion paso6 por una fase de experimentacién preliminar. De
ese analisis, se le hicieron ajustes hasta tener la version actual.
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La actividad se disefi6 como una situacion adidactica (Brousseau, 2007). Se
pretende que los alumnos interactien con el medio sin que el docente explicite*® los
conocimientos que se deben utilizar. Ademas, que se propicie un proceso de devolucién en

el cual los estudiantes se apropien del problema.
Se prevén dos posibilidades en cuanto a los procedimientos de los estudiantes:

¢ Que midan la longitud de su propia mano y estatura, y que obtengan la razén interna
.z . 171 - ., .
como fraccion (por ejemplo E)' Esta opcion la consideramos poco probable en esta

fase adidactica.

Alumno Ladroén
Huella m 19
Altura h %

. . h o ,
Se calcularia la razén interna —yse aplicaria a 19 para obtener h

e Que comparen la medida de la huella que se da en el problema con la suya e intenten

establecer una razoén externa.

P P 19
Se calcularia la razén externa — (la cual es un factor constante de

proporcionalidad) y se aplicaria a h para obtener b’

Esta actividad rompe con el contrato didactico al contradecir una norma usual: que
el texto del problema ofrece la informacion suficiente para resolverlo. Aqui se requiere que
los estudiantes exploren la proporcion entre las medidas (largo de la mano-altura) de
personas, “sin que el docente diga previamente al alumno cuél es la respuesta exacta que
espera de él" (Brousseau, 2007, p.87), y que el alumno haga uso de sus propios medios
favoreciendo la interaccion con los otros. El problema es complejo, por ello, para los

alumnos serd dificil establecer la solucion en esta primera parte.

43 En otras partes de este documento sefialé que los trabajos de Sensevy (2011) muestran que el docente
interviene en las fases adidacticas.
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Andlisis a posteriori

En esta primera parte de la situacion, los estudiantes propusieron algunas alternativas de
solucion, dos de ellas las esperadas. La primera surgié casi de inmediato después de la
lectura de la consigna. La alumna Daniela realiz6 una estimacién de sus propias medidas
y las compard con los datos del problema, a partir de esa comparacion propuso a dos

sospechosos.

Esta participacion deja ver que la alumna reconocié (no sabemos si de manera
consciente) que se trata de una situacion de variacion proporcional, mas precisamente, que
hay una razon invariante, pero sin llegar expresar dicha razén como fraccion.

Pr: Sabemos la estatura de cada uno de los integrantes y también sabemos cuanto mide la

huella sobre la pared. La huella sobre la pared mide 19cm de largo y la altura de ellos esta

en la tabla. En base a eso, son las (nicas pistas que tienen para saber quién robo la
pintura. Ya veo que su compafiera estd sacando conclusiones. A ver Daniela, ¢ qué
conclusiones estas sacando?

Daniela: Pues estaba diciendo que estaba entre Sofia y Vicente.

Pr: Entre Sofia y Vicente, ¢por qué?

Daniela: (...) pues es que... de ese tamafio es mi mano.

Pr: ¢ De ese tamafio es tu mano?

Daniela: Si

Pr: ¢ TU sientes eso? Bueno y en qué lo sustentas

Daniela: jAhh! Pues mi mano mide 17cm.
Pr: Ella ya tiene un avance. A ver, van a hacer equipos de tres personas, cuatro personas.

A partir de ese momento el profesor favorecio el trabajo en grupos. Cabe aclarar
gque esa dindmica de trabajo habia sido poco habitual en las sesiones y que los estudiantes
mostraron dificultades para centrarse en el problema con distracciones y conversaciones
constantes. En el trabajo en grupos, identifiqué que en un equipo los estudiantes marcaron
sus palmas sobre hojas de cuadernos y midieron el largo de éstas con la regla:

Observador: ¢ Para qué marcan los contornos y miden?
Ao: Estamos tratando de ver cudles medidas corresponden a las de la tabla.

Nuevamente, la estrategia de comparar con sus propias medidas emergio. El
docente se percato de esto y en varios equipos la sugirio (calcar el contorno de la mano en
una hoja). Aunado a esa ayuda les entregd6 cintas métricas y reglas, accioén que de alguna

manera confirmo a los estudiantes que era necesario medir.

Un par de equipos no tomaron en cuenta la idea y midieron directamente sobre sus

manos y estaturas con la cinta y registraron las medidas. En general, los estudiantes
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presentaron dificultades para medir, sobre todo, para identificar en dénde debian iniciar y
terminar la medicion, asi como en el uso de la cinta métrica, por ende, aparecieron errores

de medicién.

El docente colaboré con los estudiantes en el proceso de medicidn, incluso se dejé
medir, esa ayuda deja ver que el profesor permitio que los alumnos experimentaran sus
propuestas. Hasta ese momento ningln equipo plante6 otra manera para encontrar al
ladrén, y el profesor se mantuvo en silencio observando el trabajo. Del trabajo de uno de
los equipos surgid el procedimiento esperado, el docente pidié que lo compartieran frente

al grupo.

Procedimiento esperado

Un par de alumnas pasaron al frente y escribieron una tabla con sus medidas: altura, largo
de la mano y un nimero adicional (el cociente de su altura entre el largo de su mano), que

explicaron de la siguiente forma:

Figura 78. Produccién de un equipo del procedimiento esperado en el pizarrén.

Pr: Ahora si, las escuchamos. ¢ Qué hicieron?

Jacqueline: Primero medimos nuestra mano, luego nuestra altura. Después dividimos 164
cm entre 1,43m.

Pr: ¢No al revés? 143 cm entre 16.4cm, mejor pongan todo en centimetros

Jacqueline: El resultado es 8.71 y vamos a hacer lo mismo con Berenice y da 8.82.

Pr: ¢ Qué conclusién sacaron? ¢ Los nimeros se parecen?

Als: (Si)

Pr: Sélo hay una décima de diferencia.

Berenice: Luego dividimos 8.71 entre la altura de los sospechosos.

Pr: Esa es la proporciéon que esta diciendo Hiram. La mano cabe en el cuerpo
humano, aproximadamente 8.8, segun ellas. ;Creen gue esté bien? (pregunta hacia
todos). Porque ahorita ustedes lo van a ratificar cada uno con su estatura y vamos a ver si
coinciden.

Y entonces, ellas sacaron la proporcion de 8.8 cabe la mano en la estatura del cuerpo
humano.

¢ Y luego qué pas6?

Berenice: Dividimos a Max y nos dio 22.38, Nicole, 17.79, Sofia 20.68, Ana 16.07, Vicente
19.63 y de Rafael 18.94.
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hoa=l6.03
Wioerke 1463

Figura 79. Obtencion de las razones internas en el pizarrén.

Pr: Entonces, ¢ quién se robo la pintura?

Jacqueline: Vicente

Pr: ¢ Y Rafael no?

Als: Vicente se pasa un poco

Pr: Y a Rafael le faltan 6 centésimos Aqui seria Rafael segln lo que hicieron ellas.
Les pregunto, ¢la proporcién que obtuvieron ellas, sera correcta o midieron mal?

Las alumnas aplicaron el procedimiento correcto y poco esperado en el andlisis
previo. En ese equipo utilizaron sus medidas como modelo para obtener dos razones
internas: 8.71 y 8.82 y después las aplicaron a las estaturas de los sospechosos del
problema. Podriamos decir que nos encontrarnos aqui con un alumno-experto (Sensevy,
2011), el cual es capaz de aplicar las técnicas que conoce de manera eficaz ante un

problema apelando al sentido.

No es fortuito que el docente haya solicitado al equipo que compartiera el
procedimiento con el grupo. Primero, porque el resto de grupos se centrd en la comparacion
de medidas (comparar sus propias medidas con las de los datos del problema) y avanzaban
mas despacio (factor tiempo) y segundo, porque el docente reconocié que era un mejor
procedimiento (que el de medir) y decidi6 validarlo con el resto del grupo para que se

convirtiera en el modelo para asegurar la solucion.

En cuanto a la accién del docente, destaca que, durante la exposicién de las
alumnas, emergi6é la resolucion acompafiada. Sin embargo, no instaur6 de entrada ese
modelo como el valido, mas bien pidié justificar el procedimiento en equipos. Identificamos
el esfuerzo del docente por sostener parcialmente la fase adidactica y no guiar de manera
tan directiva el proceso, pero las alumnas y el grupo en general siempre esperan su

aprobacion para validar.
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Puesta en comun con apoyo de otros equipos

El docente validé parcialmente el modelo de resolucion propuesto por un equipo. En grupo,
cada equipo propuso las medidas de un integrante, y en plenaria obtuvieron la razén interna

(datos que el docente plasmo en el pizarron).

En la imagen siguiente, aparecen los datos que transcribié el docente, los dos
primeros son de las nifias del equipo que propuso el procedimiento adecuado. Enseguida,
aparecen tres estudiantes mas, miembros de distintos equipos. En la derecha aparece la
razén interna para cada nifio y en la parte de abajo tres de los sospechosos del problema
a los cuales les aplicaron una de las razones. Se aprecian las razones y su variacion que

va desde 8.5 hasta 8.82 (La razon exacta que resuelve el problema es 9).

Figura 80. Datos que se obtuvieron a partir de las razones internas propuestas por el equipo.

Un reto para el docente fue la gestion de la busqueda de ese resultado, en ningan
momento les sugirié seleccionar la razén mas cercana a 9, por el contrario, les pidi6 aplicar
distintas razones para ver las variaciones de las alturas de los sospechosos (dato del
problema). Los datos provenian de las medidas de los estudiantes y estos son variables,

por lo tanto, el profesor no conocia las respuestas.

Las medidas y las razones se obtuvieron en ese momento, lo que requeria claridad
del profesor en los objetivos de la actividad. El docente invitdé a los alumnos a validar el
proceso con algunas preguntas sin decirles la respuesta o la razén exacta, esa forma de
proceder podria inscribirse en las ayudas indirectas (Block, Ramirez y Reséndiz, 2015) en
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donde el docente plantea ciertas preguntas o dan pistas a los alumnos sin comprometer

procedimientos o resultados.

Actividad 2

. SEGUNDA PARTE
El grupe de investigacion observd gue existia una relacion sorprendente entre las medidas del cuerpo
de los sospechosos. Es importante considerar que los cuerpos de las personas tienden a ser
proporcionales, es decir, las relaciones entre las partes del cuerpo no varian demasiado.

2. Enseguida, se presentan las alluras de los sospechosos y un par de dates.

Sospechosos Altura Largo de la palma
de lamano
Max 195 cm 216cm
Nicole 155 cm 17.22cm
Soffa 180 cm 20cm
Ana 140 cm 15.55cm
Vicente 171 cm 19em
Rafael 165 cm 18.3cm

2a) 4 Existira una manera de calcular las longitudes probables de las palmas de las manos
& partir de las alturas que se dan? Reflexionen en equipo, y calculen las lengitudes de las
palmas

2b) 4 De qué forma?

La relacién entre la altura de una persona y el largo de su mano suele ser aproximadamente la
misma entre las personas. Esta relacidn se puede expresar como un cociente

Altur

o bien
"

targo de la mane
e

Large de fa man altura

Estas relaciones también se llaman razones entre las partes del cuerpo humano.

2c) & Quién robd la pintura? Y Lpor qué?

Vicente

Figura 81. Actividad 2. Situacion 8.

Propdésitos y comentarios previos

El sentido original de la actividad 2 es ayudar a los alumnos en caso de que en la primera
actividad no hayan entendido el problema (se induce la idea de que hay una razén
invariante). Dado que la actividad 1 si fue resuelta de dos maneras, el sentido de esta
cambia un poco. Para algunos sera un repaso, una reiteracion de lo ya visto. Para otros en

cambio, quiz4 ofrece una segunda oportunidad para establecer la invariancia de las razones

En la actividad, se espera que los alumnos resuelvan un problema de valor faltante.
Que anticipen que las alturas de los sospechosos son proporcionales a las medidas de las

huellas y viceversa. Y que existe una razon que permite obtener la huella de la mano.

Cabe recordar, que en la actividad 1 sélo se ofrecen las alturas y la medida de la

huella del ladrén, y los estudiantes se enfrentaron a un proceso de validacion de resultados.
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En esta segunda actividad se recuperan los datos de la primera parte y los procedimientos

que los alumnos propusieron.

La introduccion a la actividad se hace con un parrafo que tiene como finalidad
aportar datos sobre lo que los alumnos han estado realizando, es decir, se trata de justificar
el porqué de esas relaciones (altura y largo de la mano). La actividad se presenta como una
tabla de variacion proporcional en la cual reaparecen los datos iniciales de la situacion vy,
ademds, se agregaron dos datos mas: las huellas de Max y Ana. Con ello se pretende que

los estudiantes encuentren al ladrén obteniendo las medidas faltantes con ayuda de la

L. altura
razon interna ——— =9
largo de la mano

Pasamos de la primera parte en la cual las razones eran aproximadas, a una
segunda parte, en la cual las medidas se obtuvieron con la razén interna 9. La presentacion

de la tabla plantea las siguientes posibilidades para los alumnos:

Sospechosos Altura Largo de la
palmade la
mano
Max 195 cm 21.6cm
Nicole 155 cm 17.22cm
Sofia 180 cm 20cm
Ana 140 cm 15.55cm
Vicente 171 cm 19cm
Rafael 165 cm 18.3cm

Figura 82. Tabla de sospechosos. Actividad 2. Situacion 8.

altura

A) Obtener la razén “ = 9", Dicho resultado se puede obtener con las

largo de la mano
medidas de los dos sospechosos (Max y Ana). Se esperaria que los alumnos dividan
entre 9 las alturas restantes para obtener las medidas faltantes. Aqui convivirian dos

procesos: la obtencion de la razén y su aplicacion.

136



largo de la mano 1

B) Obtener la razén =5 Este procedimiento da lugar a complicaciones

altura

. . 1 . . e s
de calculo porque el cociente de S esun decimal infinito, es poco probable, pero

podria emerger por lo que he visto en situaciones pasadas.

C) Unatercera posibilidad es que los estudiantes apliqguen una regla de tres, aunque la

considero poco probable porque hasta el momento no ha emergido.

Andlisis a posteriori

La introduccion a la actividad se hizo con la lectura y con algunas preguntas que hizo el

profesor que apelan a una nocién cualitativa de razén invariante:
Pr: ¢, Qué pasa si vemos a una persona con una manota demasiado grande respecto de su
cuerpo?

Ao: Decimos que esta desproporcionado.
Ao: Deforme...

Trabajo en equipos:

Se conformaron cuatro equipos de trabajo. Al inicio, dos de ellos propusieron dividir la altura
entre el largo de la mano. Enseguida, surgié una dificultad esperada en el analisis a priori.
Los estudiantes no reconocieron en un primer momento para qué debian utilizar el nimero
obtenido, es decir, dicho numero parecia carecer de sentido. De ahi que dividieron varias
veces o0 incluso invirtieron el orden y obtuvieron la otra razén prevista: largo de la

mano/altura.

Silverio: ¢Aqui se divide? ¢no? (dirigiéndose al docente y sefialando la tabla).
Pr: No lo sé, ustedes vean.

Hiram: Es Logico que se divide...

Observador: ¢ Por qué es logico?

Hi: Yo pienso que se divide esto (la altura) entre esto (largo de la mano).
Obs: ¢y luego?

Je: (...)

Jesus: Yo digo que 21.6cm entre 155cm

(El docente se acercé al equipo para ver el trabajo)

Hiram: 155 entre 15.40, ¢no?

Pr: ¢ Cuanto les dio?

Als: 9.003

Pr: ¢y eso para qué lo hicieron? ¢ para qué dividieron?

Hiram: yo, yo, para sumarselo a esto... (El profesor corta la participacion para pedirles que
escriban en su fotocopia su procedimiento).

Pr: Pero escriban en su hoja, no tienen orden. ¢ Para que hicieron eso?
Santiago: Para ver cuanto cabe aqui (sefiala la altura).
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A partir de la intervencion de Santiago y con la ayuda del maestro, recuperan el

sentido del cociente 9:

(Los alumnos ven fijamente al docente, parecen esperar la aprobacién)

Pr: Se supone que ustedes quieren saber el largo de la mano y ustedes lo que hicieron fue
dividir 195 entre 21.6. Quiere decir que el largo de la mano ¢cuantas veces cabe en el
cuerpo?

Silverio: Nueve

Pr: ¢ En ambos casos? (sefiala al siguiente ladrén) Sigan

Silverio: La mano cabe 9 veces en el cuerpo, es lo que capté mas o menos (rie).

Pr: A ver, multiplica 9.002 por 195

Daniel: mmm, 195 entre 9.

En otro equipo:

Jacqueline: Vamos a dividir

Berenice: La medida de la mano y la altura. Primero vamos a sacar la medida de la mano y
a dividirla entre 195 para ver si da 21.6.

(El docente se acercé con el equipo)

Pr: A ver, este 9.002 (sefialando la razén que obtuvo el equipo). Quiere decir que la palma
de la mano cabe 9.002 veces en la altura.

Als: jAhhh!

Berenice: Entonces 140 entre 15.55

Este equipo conformado por las alumnas que mostraron el modelo esperado en la

actividad 1 propusieron la misma division (altura/palma de la mano).

Puesta en comun

En la puesta en comun, un equipo pasoé al frente para explicar sus procedimientos. Los
alumnos dividieron las alturas entre la razén 9.02. Fue dificil para los alumnos explicar qué

habian hecho con el 9.02 y como habian procedido.

Pr: ¢ Qué problema tuvieron? Casi todos, escuchen bien, casi todos dijeron que tenian que
dividir la altura entre la palma de la mano. Eso esta bien, el problema es que no sabian
interpretar eso. Si yo mido 1.80 y mi palma mide 20cm, si divido 180 entre 20 me da 9, eso
¢ qué significa?

Hiram: Que cabe 9 veces.

Pr: Que mi mano cabe 9 veces en mi altura. Cuando ya tienen dos resultados asi
(sefialando los dos ejemplos) ya verifican que si existe una relaciéon entre la palma de la
mano y la altura y si tuvieran un tercer dato también habria que corroborar que asi sea, qué
tal que aqui hay un gigantdn o unas manotas.

El docente reconocio la dificultad que tuvieron los alumnos y los cuestiono sobre la

otra posibilidad (palma de la mano/altura). Los alumnos obtuvieron 0,11 en todos los casos.
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Por lo tanto, tenian dos razones, la razon inicial 9 y ahora 0.11. El docente pregunto
abiertamente el significado de ambos valores, y un alumno logré explicarlas
adecuadamente (como se aprecia en el registro siguiente en la participacion de Hiram). A
partir de esa buena participacion (seleccion de participaciones), el profesor llevé a los
alumnos a preguntarse cémo habrian utilizado el 0.11 e intenté validarlo con todos los datos.

Figura 83. Obtencion de las medidas del largo de las palmas.

Pr: Me llama la atencion que, si pueden sacar la proporcion, pero ya no saben qué hacer
con ella, inclusive les pregunté a ustedes (dirigiéndose al equipo) si era 21.6 entre 195 0 195
entre 21.6 y corrigieron. ¢ Y por qué no de la otra forma? A ver, todos van a dividir 21.6 entre
195

Berenice: Sale 0.11

Pr: ¢ Qué significa? ¢ Cual es la interpretacién en lenguaje normal?

Hiram: jYo! La altura mide 0.11 veces en la palma de la mano

Pr: bueno, esa seria la interpretacion, tienes una fracciéon 0.11 que cabe en la palma de la
mano. Entonces, ¢ qué harias para obtener las deméas medidas?

Hiram: Multiplicar

Pr: ¢ Multiplicar qué?

El 0,11 me esta representando la palma de la mano de la altura. Me representa 0.11 de la
altura.

Hiram: El 0,11 por la altura.

Pr: iClaro! Y deben obtener exactamente lo mismo

En efecto, era previsible ya que se busca que establezcan la invariancia de la razén
(y no so6lo que identifiquen la razén). En el registro, cuando el profesor subraya que el
significado es que la mano cabe 9 veces en la altura, de manera implicita, expresa que la
razén no varia: es 9 veces siempre. En esta parte el profesor esta claramente atento al

sentido, incluso de las dos razones posibles.

Prequnta 2b

En cuanto a la pregunta 2b el docente solicitd que los alumnos escribieran en su cuaderno

como habian obtenido los valores. Los alumnos transcribieron lo que se estuvo haciendo
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en equipos y que el docente trabajé en cada equipo. El proceso se institucionalizo

(Brousseau, 2007).

Hiram: Sacamos la proporcionalidad y luego dividir entre la altura.

Pregunta 2c ¢Quién es el ladron?

En esta pregunta directa, varios alumnos respondieron que el culpable era Rafael (Vicente

es el culpable). A pesar de tener la tabla los alumnos no repararon en eso y el docente lo

valido.

Actividad 3

. TERCERA PARTE

3a) A continuacién, se presenta una tabla de los sospechosos. Trabajo en equipo.

Copien la columna que corresponde al largo de la mano (realizado en la actividad anterior).

Completen las medidas para el largo del brazo de cada sospechoso.

Existe una relacién entre estas partes del cuerpo
(Lean el recuadro debajo de la tabla).

Sospechosos Altura Largo del brazo Largo de la mano
Max 195 em 64.8cm 21.6cm
Nicole 155 em 51.6cm 17.22cm
Sofia 180 em 60cm 20cm
Ana 140 cm 46.65cm 15.55cm
Vicente 171 cm 57 cm 19cm
Rafael 165 cm 54.9cm 18.3cm

Datos curiosos
Holmes utilizé los estudios realizados por Leonardo da
Vinci como ayuda para resolver el misterio.

Las proporciones en el cuerpo son arménicas. “La palma
de la mano cabe tres veces en el brazo (desde la
mufieca hasta el hombro) y el brazo tres veces en la
altura”

3b) ;,Qué otras razones en el cuerpo podrian
establecerse con los estudios de da Vinci?

Figura 84. Actividad 3. Situacion 8.

Propdsitos y comentarios previos

Se espera que los alumnos confirmen la conservacién de las razones internas al introducir

otra parte del cuerpo y que resuelvan un problema del tipo “valor faltante”. En esta actividad

se recuperan las medidas de las tablas de las primeras dos fases. Se agregd una columna

con la medida del largo del brazo (hombro a mufieca).

En cuanto a posibles procedimientos de alumnos se preve:

e Elcaso quizds mas comun, que los alumnos con el ejemplo dado dividan la altura

entre el largo del brazo y que obtengan la raz6n=3. De ahi, dividirian todas las

alturas entre 3.
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e Que obtengan la razon: altura/largo del brazo.

e Que obtengan la razén: largo del brazo/palma de la mano o viceversa y que
encuentren la raz6n=3. De ahi que multipliquen las medidas de las palmas de

las manos por 3.

En esta tabla sélo se dio una medida, lo que podria dificultar validar la razon; (una
posible debilidad de la actividad). Sin embargo, se incluyé un recuadro (Datos curiosos) con
informacion muy explicita acerca de las razones en juego y, ademas, los alumnos podrian
medir de nuevo sus cuerpos para validar la razon existente entre el brazo y la palma de la

mano.

Para algunos alumnos, esta actividad sera un repaso, para otros, una tercera (y
ultima) oportunidad de apropiarse de esta nocion de razén invariante y la posibilidad que

ofrece de encontrar medidas que no se conocen.

Analisis a posteriori

Al inicio de la actividad sucedio lo previsto en el andlisis previo. La primera propuesta casi
inmediata de los alumnos fue dividir (altura entre largo del brazo). El docente puso en duda
la invariancia de la razén con un solo dato en la tabla. Pregunt6 a los alumnos qué hacer
para justificar y al no tener respuesta inmediata, les ayudé recordando lo que habian hecho

en la actividad 1 de la situacion (medirse ellos mismos).

En equipos, los alumnos midieron sus brazos mientras el docente observaba. En
una de las interacciones de un alumno con el docente, se deja ver el apoyo del docente a
través de preguntas que no resuelven el problema, “son ayudas indirectas que permiten

continuar la basqueda” (Block, Ramirez y Reséndiz, 2015, p.721).

Hiram: Maestro jya lo tenemos!

Pr: A ver, ¢como?

Hi: Dividimos (largo del brazo entre palma de la mano) y luego multiplicamos.

Pr: Ustedes dividieron esto entre esto y les dio 3 ¢y luego qué?

Pr: A ver no, esos valores no tienen nada que ver.

Hi: Pero, ¢ por qué? Es 3 al dividir

Pr: y ¢,como sabes que ese valor sirve para todos? ¢,cémo lo validas? Si nada mas tienes un
ejemplo. ¢ De dénde puedes sacar mas ejemplos?

Hi: (...)

Pr: iDe tu brazo, de él y del de ellas! Porque luego la constitucién de las mujeres es diferente
a la de los hombres.

Pr: Su teoria es que es 3, pero solo tienes un caso.
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El docente insistié en la validacion de la razon en juego. Aunque los alumnos ya
tenian experiencia previa de la primera actividad, de inicio no consideraron necesario esa
justificacion, mas bien dieron por hecho que si los datos estaban en el problema eran
suficientes. De ahi, una transformacion del docente en la actividad. Su insistencia en la
validacion propicié que los estudiantes nuevamente salieran de los datos del problema y
midieran sus cuerpos. Destaca que no hubo una puesta en comun general. El docente

valido los procedimientos y las respuestas en cada equipo.

Pregunta 3b

¢, Qué otras razones en el cuerpo podrian establecerse con los estudios de Da Vinci?

En esa pregunta, un alumno sugirié que una relacion posible seria entre la altura y los pies.
El docente pidi6 a todos que dividieran sus estaturas entre la medida de sus pies y
transcribié las razones obtenidas. Dichas razones oscilaban alrededor de 6 con una gama
amplia de decimales. Nuevamente, el problema de validar una razén se hizo presente pero

los alumnos de inmediato propusieron que con mas ejemplos:

Pr: ¢, Como vamos a determinar con cudl se aproxima? Yo creo que el valor es 6.3 Pero el

problema con el pie es que se ve afectado en su crecimiento por el calzado

Actividad 4

. CUARTA PARTE

4. Imaginen que se convierten en investigadores y que en su salon estudian el método utilizado
por Holmes.

En equipos, completen la siguiente tabla:

4a) Obtengan el valor que falta para Alejandro.
4b) Llenen la tabla con sus propias medidas, obtengan los resultados y comparen.

Integrante Altura (cm) Largo del | Largode la Altura
brazo (cm) mano Largo de lamano

Alejandro 165 cm 55cm 18.2cm

4c) ¢La razén Altura coincide en todos los casos?

argo de la mana

4d) ;Cudl es el valor mas grande y mas pequefio?

4e) ;Como podrias justificar la variacién en la razén?

Figura 85. Actividad 4. Situacion 8.
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Propdsitos y comentarios previos

Se pretende que los alumnos afirmen la nocion de razén interna invariante entre partes del
cuerpo humano. En esta actividad se recuperan algunas de las estrategias que los alumnos
habrian implementado en las actividades anteriores. Los problemas de medicion

seguramente aparecerén.

Andlisis a posteriori

En términos generales, en esta actividad se repitid lo que se hizo en las primeras
actividades. Se llevé a cabo en los equipos instalados y lo que resalt6 fue que en la mayoria

de éstos la razén (altura/palma de la mano) se aproxim6 mucho a 9.

El profesor aproveché para institucionalizar ese valor y propuso que probaran con
otras partes del cuerpo. En la foto del cuaderno de Silverio (Figura 48), se aprecia una de
las consignas del maestro en la cual los alumnos midieron otras partes del cuerpo e

intentaron obtener una razon, en este caso (altura/largo del rostro).
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A7) raman SRERU) 73

L — =

Figura 86. Datos de un equipo y obtencién de razones internas.

Comentarios

La situacién

La actividad inicial que plantea el robo de la pintura causé los efectos esperados en el
andlisis a priori, esto es, propicié un proceso de devolucion en los alumnos, quizas porque

se rompié el contrato y tuvieron que buscar estrategias fuera de los datos del problema.

El hecho de que el problema implicara recuperar medidas de sus cuerpos, aunado

a un contexto con una meta que pudo resultarles interesante, la de identificar al ladrén a
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partir de un trabajo con las medidas, parece haber resultado una buena combinacién de
factores que redundé en una participacion de los alumnos més nutrida de lo usual, y en una
gestidon del docente més paciente, dando mayores oportunidades al trabajo autbnomo de

los alumnos.

También pudo influir el hecho de que esta situacién, como en la anterior, no se pretendia la
construccion de conocimientos muy especificos, como en las demas situaciones, sino la
aplicacion de los conocimientos elaborados en las situaciones anteriores. Aclaro que tal
aplicacion no es simple, pues no estamos en presencia de problemas estereotipados que

apelan a una aplicaciébn mecanica, implica en realidad una reelaboracion de las nociones.

La gestion

El docente sostuvo de manera importante la fase adidactica de las actividades y ademas
de manera reiterada solicitaba “sustentar” los resultados o las propuestas de los alumnos.
Esta actividad podria considerarse como una norma matemética de trabajo (Sadovsky,

2004) del contrato didactico del docente.

Respecto de la gestién del conocimiento, identifico que el docente otorgé ayudas
(Block, Ramirez y Reséndiz, 2015) indirectas y en algunos momentos directas en la
resolucion de las tareas. Resalta que en esta situacion permitid6 que los estudiantes
trabajaran solos y en equipos, los guio sin expresar las respuestas, e insisti6 en que los
alumnos justificaran las respuestas, en patrticular, en que se explicara el sentido de las
razones que se calcularon. En sintesis, el profesor mostré “reticencia”, en el sentido
positivo, esto es, evitar dar demasiada informacion a los estudiantes, a la vez que apoyarlos

para que reflexionen sobre lo que necesitaban en el problema (Sensevy, 2011).
Los alumnos

Respecto de las razones internas (altura/palma, brazo/mano) los alumnos las
obtuvieron con cierta facilidad; no obstante, en varios momentos perdian el rumbo para
aplicarlas en los problemas. Daba la impresién que ya tenian el valor de la razén, pero no
sabian como aplicarlo, es decir, las dificultades se centraron en la conservacion de la

invariancia de la razon interna con la finalidad de calcular medidas.
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CAPITULO 3. CONCLUSIONES

Parto de que las propuestas didacticas no entran al aula exactamente como se disefiaron,
son transformadas por los docentes, desde sus propias concepciones de lo que son las
matematicas, de lo que deben saber los estudiantes y de como lo pueden aprender para
poderlas usar, y asi apropiarselas (Perrin Glorian, 2011), (Block, et al, 2007). Me interesé
conocer, en el caso de una propuesta para la ensefianza de la multiplicacion de fracciones
portadora de algunas innovaciones, las transformaciones realizadas por un docente al
implementarla. Me pregunté ¢Qué se transforma y qué no? ¢De qué manera? ¢Por qué
motivos? ¢En qué medida permanece, en lo esencial, el sentido previsto de los
conocimientos? Me interesé también identificar indicios de si la propuesta implementada
resultaba adecuada para propiciar los aprendizajes previstos. A continuacion, presento

sintéticamente lo que encontré.
1. Las transformaciones al texto y las concepciones del profesor.

El docente, al interpretar la propuesta, no conservd su sentido global ni su intencion
didactica. La transformé de manera importante, omitiendo partes, agregando otras, le
asigno nuevas funciones a sus actividades (en general, la de practicar una técnica), y les
asoci6 formas especificas de resoluciéon (usar un algoritmo). En resumen, puede decirse

que cred un texto distinto al concebido por los autores.

Por lo tanto, el propdsito de elaborar un sentido para la multiplicacion de fracciones
en el marco de la proporcionalidad, y desarrollar los algoritmos a partir de los
procedimientos menos sistematicos de los alumnos, no se cumplié. En su lugar, prevalecio
el de aplicar los algoritmos de la multiplicacion y de la divisién a distintos problemas, algunos
de proporcionalidad. Esto fue notorio en la forma de gestionar practicamente todas las

actividades.

En la entrevista final, el profesor hizo explicito que para él la propuesta se dividia en
dos partes, en la primera, los alumnos aprenderian las técnicas para multiplicar fracciones,
y en la segunda, los estudiantes aplicarian esa “herramienta” para resolver situaciones de

proporcionalidad:

Profesor: Yo casi estoy seguro que los alumnos vieron todo englobado como si fuera un solo
tema. No creo que hayan visto la diferencia entre uno y otro. Ya vieron lo que es la aplicacion
de las fracciones en la proporcionalidad.
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Entrevistador: ¢ Y crees que se logré?

Pr: Si, cuando yo menciono que sirvid6 nada mas como una herramienta, ese creo que es el
enlace. Ya vieron la aplicacion de lo que son las fracciones en lo que es proporcionalidad, a
lo mejor hay otros temas en los que se pueden aplicar porque si los hay, pero para
proporcionalidad su herramienta si fue la primera parte (Comunicacion personal, julio 2017).
Es decir, identifico bien la presencia de un interjuego entre dos conocimientos, fracciones y
proporcionalidad, pero la asumié como una de tantas aplicaciones de las fracciones. No
menciond la intencién, —de los autores— de construir el algoritmo a través de las relaciones
de proporcionalidad. Se vislumbran asi elementos de su epistemologia espontdnea sobre
la nocion, en la “que utiliza todo tipo de conocimientos, métodos y creencias sobre la

manera de encontrar, aprender u organizar un saber” (Brousseau, 2006, p. 2).

Robert (2007) ubica esta epistemologia en la componente personal del docente.
Esta autora también destaca otros factores que ayudan a explicar cierta resistencia para
cambiar ciertas practicas, y que en este caso pueden estar detrds del hecho de que el
docente interprete la propuesta de cierta manera: se refiere concretamente a la necesidad
de confort (es decir, de una especie de bienestar para poder desempeiiar el trabajo) y a los

riesgos que se toman ante otras maneras de hacer las cosas.

E: ¢ Qué agregarias a las situaciones?

Pr: A veces hacian falta, sobre todo en la primera parte, mas ejercicios en donde ellos

pudieran poner en practica lo aprendido, nada mas, esa es la dificultad que encontré, pero

bueno, esa podria ser de acuerdo a mi estilo, podria ser una visién muy de maestro clasico

o de maestro a la antigua que quiere que el alumno haga ejercicios, a mi si me gusta en lo

personal, a lo mejor porque yo aprendi asi.

En su respuesta, el profesor deja ver que su perspectiva didactica estd muy
vinculada con el trabajo algoritmico y su aplicacién en la resolucién de problemas. Dicha
perspectiva, la pude constatar también en los cuadernos de los estudiantes, en los que
encontré una variedad muy amplia de ejercicios algoritmicos acompafiados de problemas

resueltos con esos procedimientos.

Resulta significativo que en las dos dltimas situaciones, sobre todo en la dltima (el
del robo de la pintura), que la participacién del docente se apegara mas a lo esperado, en
particular, que diera un poco mas lugar al trabajo autbnomo de los alumnos. Podemos
conjeturar que, ademas de las caracteristicas ya sefialadas de esa situacion que la hicieron
motivante para los alumnos (la novedad de tener que buscar datos fuera del texto, en las

medidas del propio cuerpo, la trama relacionada con el robo y la meta de identificar al
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ladrén), una posible caracteristica que facilito la gestion es que se trata de una situacion de
aplicacion, y no de elaboracion de nuevos conocimientos. Aunque la aplicacion no sea
mecénica —implica en realidad una reelaboracién de nociones—, es posible, que dicha

funcion se acomode mas facilmente a la que el profesor da a los problemas:

E: En cuanto a las Ultimas dos situaciones ¢ Crees que cualquier maestro lo puede aplicar?

Pr: Yo creo que si tiene que ver los estudios del maestro, su bagaje que ha ido adquiriendo,
¢como lo ve? A mi si me habia gustado mas la situacién de la bandera, yo no sabia qué
venia adelante. Cuando me lo muestran, empiezo a ver lo de la proporcion aplicada al
contexto del arte. La verdad me gusté. Sin embargo, aunque me mostré otra perspectiva del
tema, me parecié bien y cualquier maestro puede aplicarlo.

Es importante decir, por ultimo, que entre los aspectos de la educacién matemética
valorados por el docente, pudo verse que se incluyen, ademas de las destrezas
algoritmicas, otras capacidades, en particular, la de argumentar las respuestas y la de usar
procedimientos alternos al algoritmo usual, presididos por el sentido comun o la légica, en

circunstancias en las que son a todas luces mas econdmicos que los convencionales (por

ejemplo, dividir una fraccion % entre 2 dividiendo su numerador, o buscando la fraccion que

sumada dos veces arroja %). Estos aspectos valorados por él, dieron lugar a que identificara,

comprendiera, valorara, y tratara de promover algunos de los procedimientos propiciados
en la propuesta (por ejemplo, una forma de dividir fracciones distinta a la del algoritmo usual,
més préxima al sentido comuan). Sin embargo, se traté de casos aislados, que no llegaron
a modificar sustancialmente la interpretacion global, pero si imprimieron ciertas tensiones
en el trabajo del docente. Dar cuenta de estas tensiones, de acuerdo con Sadovsky (2004),

es una forma de entender las practicas docentes.

Tension entre la preeminencia de los algoritmos y la conciencia de la importancia
del sentido. A lo largo de la experiencia con la secuencia, el docente mostro su interés a la
importancia del sentido y a la lIégica de los estudiantes ante las diversas actividades que se
plantearon. No obstante, esta caracteristica convivié con su interés hacia el conocimiento y
dominio de las técnicas**, en particular de la multiplicacién de fracciones, que desde la

primera situacion ya era del dominio de la mayoria de estudiantes.

44 En los programas de 1993 se impulsé el enfoque didactico en el cual resolver problemas era fuente del
aprendizaje. “En las posteriores actualizaciones a los programas, los planteamientos no fueron, en cambio, mas
precisos. La resolucién de problemas sigui6é apareciendo como una actividad central, pero no asi la idea de
aprender matematicas al resolver problemas” (Block, 2018, p. 296).
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Tension entre la preocupacion por la argumentacion y la resolucion acompafiada.
En las diferentes situaciones, el docente acompafié el trabajo de los alumnos de manera
muy directiva; no obstante, en algunos momentos favorecio el trabajo autbnomo vy, sobre
todo, solicitd de manera recurrente la justificacién de las respuestas, aunque él guiara las

puestas en comun.

Tension entre el orden de la clase y el trabajo autbnomo. En practicamente todas las
situaciones el docente privilegi6é el trabajo individual, con momentos reducidos de trabajo
auténomo. Sin embargo, en algunas sesiones, favorecio el trabajo adidactico en equipos,
solicitando continuamente la justificacion de sus procedimientos, lo que muestra su interés

para que los alumnos reconocieran el sentido en algunas actividades.
2. Laplaneacion, el trabajo documental, se origina la orientacion.

La manera especifica para dar vida a la propuesta en el salon de clase, comienza desde el
trabajo documental, en el que “el profesor interactia con un conjunto de recursos,
trabajando con ellos, adaptandolos, revisandolos y reorganizandolos a lo largo de las
clases, articulando estrechamente concepcién y puesta en marcha” (Sensevy, 2011, p.187).
Desde el momento en que el profesor interpreta, planea, imagina, y prevé interactuando
con los materiales, se define en buena medida la orientacién que adquiriran sus acciones
en clase, es decir, anticipa sus intenciones. Sensevy (2011), plantea a manera de hipétesis
que las anticipaciones de los docentes estan muy relacionadas con la calidad de la

ensefanza:

La calidad de una ensefianza (...). Supone de inicio, una forma de reconocimiento por el

docente en la practica de lo que él esperaba (...) Una forma de reconocimiento de lo que se

esperaba, significa en particular poder anticipar de manera pertinente en las producciones

de los alumnos, en sus procesos, en las necesidades que encontrard (...) anticipar de
manera pertinente sobre la I6gica de su practica. (Sensevy, 2011, p. 258).

Al respecto, resulta significativo que el profesor no consideré necesario revisar las fichas

gue elaboré ex profeso para comunicarle, entre otras cosas, los propdsitos de cada leccion

y de cada actividad. Para él, las actividades son tan fluidas que sélo reviso la ficha de la

primera situacion:

E: ¢te fueron de utilidad las fichas pedagégicas?

Pr: Si, inclusive cuando ti me las mandabas, las lei al principio, pero cuando empezaba a hacer
la aplicacion a mi me parecia que ni siquiera era necesario, que yo lo podia aplicar sin haber
leido previamente, era muy fluido. Salvo que a lo mejor yo agregaba algo muy pequerio, etc.
Pero me pareci6 de facil aplicacion (Comunicacion personal, julio 2017).
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El docente prescindié de las fichas porque las actividades de las situaciones le
parecieron fluidas, ¢a qué se refiere con fluidas? En sus términos, de fécil aplicacion. Esta
consideracién, aunada al hecho de en casi todas las sesiones, su acercamiento a las
situaciones fue al momento de su implementacién, me permite conjeturar que su
experiencia en el grado y su conocimiento del contenido le otorgan una confianza muy
grande en sus saberes docentes (Mercado, 2002). ¢ Esta confianza funciona entonces, en
ciertos casos, en detrimento de la posibilidad de recibir ciertas sefiales que podrian
oponerse en algun aspecto a sus ideas previas, orientar un cambio? Es posible. Por otra
parte, si el profesor no detecta fisuras, en su hacer, ¢por qué tendria que estar atento a

esas sefiales?

En esta experiencia, se vio que la ausencia de una expectativa especifica por parte del
profesor, desde la planeacion, respecto de dos hechos claves, tuvo un efecto en la gestion.
La primera ausencia, fue no prever la posibilidad de que ocurriera el error aditivo, lo cual
hizo que dicho error fuera ignorado en un primer momento, y, dada su persistencia, se
atribuyera a la falta de atencién o al poco trabajo desarrollado por los estudiantes. Por
ejemplo, en la actividad del Partenoén, de la situacién 7, exclama:

Pr: jEs como la tercera vez que cometen ese error! jA ver!, observen lo siguiente, antes de
gue ustedes tomen la decision de como obtenerlo. Aqui, nosotros teniamos 5.5cm de altura
y aqui tenemos 3.5cm (sefialando n). A partir de ello, obtuvimos una razén, esa razon ¢,cémo
la obtuvimos? Dividimos el total entre esta cantidad, ¢para qué lo hicimos, esa divisién?
¢Para qué lo hicimos? Para ver esta cantidad (sefiala n), esta cantidad que esta aqui, para

ver cuanto representa, cuantas veces cabe en el total (sefiala 5.5cm).
Y entonces se hace esta divisién (sefiala 5.5cm/3.5cm) y vimos que cabe 1.57 veces.

La segunda ausencia fue no identificar la posibilidad, y el interés, de desarrollar
procedimientos alternos al algoritmo para multiplicar, lo que orienté a dar entrada inmediata
a los procedimientos mas avanzados, tales como el uso del operador multiplicativo decimal,

y la aplicacion de los algoritmos para multiplicar.
3. Formas de imponer un punto de vista sobre las actividades del libro.

El docente utilizdé diversos recursos para reorientar el sentido de las actividades de la

propuesta. Identifiqué dos muy frecuentes que llamé “resoluciébn acompafada”, y seleccion

oportunista de participaciones.

Resolucion acompafada: Guiar al alumno. Me refiero a la conduccién de manera
muy directiva de la resolucién de los problemas. El docente acudi6 a este recurso a lo largo

de toda la aplicaciéon de la secuencia. En el ejemplo que recupero enseguida (la situacién
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2), el profesor ofrecié una guia para resolver el problema. En esta actividad se plantea el
problema de un tren que da vueltas en un circuito de 60km y se pregunta ¢Cuantos
kilbmetros recorrerd en 2 % de vuelta? El docente inmediatamente expreso a los alumnos
gque se apoyaran en la pregunta 1d, la cual contiene la forma de resolver a la que se quiere
llegar:

Pr: La clave del ejercicio es fijarnos en el inciso 1d. ¢ Con qué operacion se calcula la

distancia en cinco vueltas?

Als: multiplicacion

Pr: ¢ cambiard de alguna manera la operacion si ahora en lugar de calcular la distancia de
. 2
cinco vueltas es s de vuelta?

Con ello, el profesor evitd que los alumnos aplicaran la “fraccion de” y los llevd

directamente a aplicar el algoritmo para multiplicar.

Seleccion oportunista de participaciones: el alumno expertise. Con este recurso, el
docente tendié a permitir que se hicieran publicas Unicamente ciertas respuestas de los
alumnos, las que él esperaba. Esa accion reorientd algunas sesiones, en ocasiones,
omitiendo procesos que coadyuvarian en la construccion de un significado importante, y en
otras, alejandose del proposito de la situacion y con ello, privilegiando cierta tendencia a la
algoritmizacion de la ensefianza (Sensevy, 2011, p.324). Para ilustrarlo, recordemos un
episodio de la primera actividad de la situacion 5 “banderas a escala” En esa situacion, se
pretendia poner en evidencia el error aditivo y, después, introducir el valor unitario mediante
la conservacion de razones internas. Sucedié que un alumno experto obtuvo el factor de
escala 2.5. El docente valid6 el resultado y enseguida lo institucionaliz6 para el grupo. Dicha

accion cambid el sentido de la situacion.
4. Un texto escasamente comunicativo con el docente.

Un reto en la comunicacion de una propuesta didactica radica en transmitir lo fundamental,
lo que deberia permanecer, considerando que el texto sera necesariamente modificado y/o
reelaborado a partir de la interpretacion del docente (Perrin-Glorian, 2011). El reto aumenta
por la necesidad de cumplir con los atributos de brevedad y claridad requeridos en los textos
que seran leidos con muy poco tiempo disponible (a veces, minutos antes de iniciar la
clase).

Considerando lo que ocurri6 en la experiencia, y que también el profesor manifesto

no sentir necesidad de leer las fichas que le preparé ex profeso (después de leer las
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primeras), puede concluirse que la comunicacion con él fue deficiente en aspectos
fundamentales: primero, en la transmisién de los propoésitos didacticos de las lecciones y
de ciertas actividades: ¢qué se espera y qué no?*; en segundo lugar, en la importancia de
la reticencia (Sensevy, 2011), es decir, de no dar informacién antes de tiempo, porque
vendria después (los algoritmos, principalmente), y en tercer lugar, en la necesidad de
prever la aparicion de ciertos errores, y de buscar la manera de hacerlos visibles para los

alumnos (es el caso del error aditivo).
5. Los alumnos.

Identifiqué alumnos que gozan de un cierto prestigio en la clase y tienen un buen dominio
de las técnicas, son los alumnos con expertise (Sensevy, 2011), que reorientaron varias
sesiones a partir de sus participaciones validadas por el profesor. Sus intervenciones dan
cuenta de una cierta tendencia a la aplicacion de algoritmos. En el otro extremo, identifiqué
varios alumnos que se mostraban muy distantes de la posibilidad de poner en juego los

recursos esperados en clase.

Fue interesante observar, sobre todo en las resoluciones individuales expresadas en
los cuadernos, que ademas de la relacién de los alumnos con la propuesta fuertemente
mediada por el profesor, ocurria otro dialogo paralelo, directo, de los alumnos con la
secuencia, que se dejo ver en el uso de algunos procedimientos, distintos a los validados
en clase, mas intuitivos y favorecidos desde el texto. Cabe sefialar, que en otras ocasiones,
al contrario, los alumnos mostraron que su arraigada vision algoritmica se revelaba incluso

contra los intentos esporadicos del maestro por apelar a la intuicién, al sentido comun.

Al final del camino, considero que si bien definitivamente no fue posible dar lugar a la
construccién colectiva del conocimiento sobre multiplicacion de fracciones prevista en el
texto, es muy posible que, mediante los problemas re funcionalizados como de aplicacion,
y mediante los procedimientos de resolucion alternos que lograron sobrevivir, el texto haya
podido aportar, tanto a los alumnos como al docente, cierto enriquecimiento de los

significados que para ellos tiene esta operacion.

6. Sobre la generalizacion de los resultados

Es importante recordar los limites del presente estudio en cuando a su posibilidad de

generalizar los resultados: analicé las clases de un solo profesor con formacion de

45 Sobre todo, cuando se plantea un ejercicio y no se espera que se resuelva de la manera acostumbrada.
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ingeniero, quien implementd la propuesta en condiciones relativamente dificiles (poco
tiempo para conocer la propuesta, presion del tiempo, clima poco favorable); sin embargo,
el profesor tuvo disposicion y motivacion para participar en el estudio. En la entrevista final,
expreso que se sentia a gusto con los resultados obtenidos de la aplicacion de las distintas

situaciones.

No pretendo de ninguna manera, por lo tanto, dar a estos resultados el caracter de
tendencia general en los profesores de secundaria. Me propuse estudiar la relacién de los
profesores con las propuestas didacticas mediante un estudio cualitativo de casos, y
encontré que, si bien hay una influencia mutua, la influencia de la perspectiva didactica
previa del profesor es determinante. Este resultado confirma los de otros estudios, en los
que se analizan clases de disciplinas especificas, en particular clases de matematicas
(Rebolledo y Torres, 2019., Weiss, et al., 2019 en proceso), asi como de estudios mas
generales sobre la practica docente (Mercado y Rockwell, 1988, Mercado 2002), lo que

permite conjeturar que se trata de una tendencia.
7. Comentario final y preguntas que se abren.

De acuerdo con Sensevy (2011), “comprender la accién de alguien, significa en particular
comprender sus intenciones” (p. 188). Estos términos son importantes en este trabajo de
investigacion, ya que el andlisis de las transformaciones que el profesor hizo a la propuesta
didactica remite a sus acciones y a su sistema de intenciones, en las cuales intervienen la
planeacion vy el trabajo documental. Las intenciones del docente fueron revelandose con
claridad, tanto en sus acciones en clase, su manera de reaccionar y gestionar los incidentes,
como en sus opiniones bien articuladas en torno a una idea, —divergente de la de los autores
del texto—, acerca del papel de la relacion entre fracciones y proporcionalidad, y acerca de
las formas de aprender matematicas. Sin embargo, sus acciones si respondieron a los
saberes docentes (Mercado, 2002) que él ha construido y legitimado a lo largo de su

experiencia docente, y que vinculdé de manera natural con la propuesta que le presenté.

Para el docente, su participacion en este estudio fue una oportunidad de
aprendizaje, y aunque él no eligié esta propuesta, manifestd6 que se hizo consciente de
algunas cosas y que reconocié su aporte respecto de otros libros con los cuales ha
trabajado ¢ Todo lo anterior, qué aprendizajes me deja? Por una parte, la confirmacién de
la escasa influencia que por si solo tiene un texto en el rumbo que adopta una clase de

matematicas. Derivado de ello, y en aras de no debilitar el papel del libro de texto, se
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requiere de un material que acompafie al texto, o bien una version especial para el docente
en la cual se expliciten de manera clara y puntual todos los aspectos necesarios para las
lecciones, sin perder de vista que las componentes de trabajo y personal de los docentes

(Robert, 2007) acotan el tiempo disponible para el estudio del material que utilizan en clase.

Por otra parte, se confirma la necesidad de que los docentes del nivel de secundaria
elijan el texto con el que desean apoyar su ensefianza y, sobre todo, la necesidad de
trabajar intensamente en el nivel de la actualizacién de docentes en servicio, y también de
la formacién de futuros profesores. Son probablemente, los lugares propicios para
identificar las debilidades de una ensefianza demasiado centrada en los algoritmos, los
escenarios en los que los docentes podrian comprender con mas profundidad las

alternativas de ensefianza, sus aportes, complicaciones y limitaciones.

Una propuesta como la que utilicé en este estudio podria constituir, —a nivel de
hip6tesis—, un apoyo importante para docentes que ya tienen, en alguna medida, una vision
afin a la del texto, en lo que refiere a la forma de ir desarrollando un conocimiento especifico.
Por supuesto, aun en ese caso, queda pendiente, la elaboracion de materiales de apoyo de
facil acceso y que comuniquen eficazmente lo minimo necesario para la implementacion de

las propuestas.

Hay un camino amplio por recorrer para responder numerosas preguntas que
guedan abiertas respecto de las practicas de ensefianza de las matematicas en secundaria.
Algunas de estas preguntas, que llevarian a profundizar en los resultados de mi trabajo son:
¢ Es posible identificar caracteristicas asociadas a aquellos profesores que se apropian con
mas amplitud y profundidad de propuestas de corte constructivista como la que aqui
estudiamos? ¢Mediante qué tipo de estudio? ¢ La formacion inicial del docente seria una

variable significativa?

Con respecto a la funcionalidad de las propuestas y de los libros de texto para los
profesores, los resultados de este estudio me llevan a plantearme preguntas. En primer
lugar, el hecho de que la gestion del docente en la dltima situacién fue mejor en varios
sentidos que en las situaciones anteriores, me lleva a cuestionarme si para un docente con
poca experiencia en un enfoque didactico que pretende la construccion de nociones a partir
de la resolucion de problemas, funcionaria mejor una propuesta que plantea problemas de

aplicacion, diversos, interesantes, algunas veces no rutinarios, que una como la que se uso
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en este estudio, mas ambiciosa en cuanto a dar lugar a procesos de construccién de

nociones.

Por otra parte, ademas de otros estudios de tipo cualitativo que permitan ver de
cerca, como en el mio, la relacién de los profesores con las propuestas didacticas de los
libros de texto, considero que también son pertinentes estudios de tipo cuantitativo para
responder a preguntas como las siguientes: ¢Con base en qué criterios eligen los
profesores los libros de texto? ¢ Cuénto tiempo en promedio trabajan con un mismo libro?
¢cDe qué maneras los utilizan (desde guiar su ensefianza, hasta soélo tareas

complementarias)? ¢ De qué otros materiales se apropian?
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ANEXOS

Situacién 1. La mitad de un cuarto

LECCION B
La mitad
de un cuarto

NDE
FENS./

51 una cuerda de 4+ se
C0ma a k2 mitzd, jqus
franchan de memn medin
cada pame?

1. Resuehe los problemas usando fracciones.

a) Varios jéwenes improvisaron una banca uniendo los extremos de
cinco tablas de % m de large. jCudl a5, en metros, la longited total

de la banca?

b) Luis va en coche al trabajo 20 veces al
mes, durante diez meses al aho. En cada
vigje de ida y vuelta utiliza iu del tanque
de gasalina. ;Cusdntos tanques de gasolina

consume anualmente?

®  Analiza 51 en los incisos &) y b) usaste un método similar a |3 sigwien-

te tEonica. En caso de no ser ash, aplica la téonicay verifica que obten-
gas los mismas resultados.

Para multiplicar una fraccidn por un ndmero entare, basta con multiplicar
el numerador de la fraccifin por el ndmero entera. Por ejamplo,

3 15 3
Lmx S= z m-EIv;m_

1. Completa las multiplicaciones. Simplifica bos resultados

PR

Cuando se repanen —
enire 3, 3 cada quien |2
correspongdes 1o dable que
5|SE]'E]]3|'[E§EITI.I'E3.

Fracchin de pastel gue Luls reparte entre tres =

Fracclién de pastel para cada uno

=

[N

a]_hi- IJ]1213%- )

4 i_ %
d) 5 o= &) * 0" 10 f) u

o= m =

(R[]

En la tienda donde trabaja Luis venden rebanadas de % de pastel
Cada dfa, el dueho le regala las rebanadas sobrantes. Para compartir-
las con dos amigos, Luis las lleva a la escuelay divide cada una en tres
partes iguales. El lunes sobri una rebanada.

a) El rect&ngulo represanta un
pastel completo. Sanala la
porcidn que ke correspon-
difi a cada amigo el lunes.

b) Anota los datos que faltan
en la tabla.

| Lones | Martss | Miércoles | Jueves | Viernes |
L 3 I

3
] E E
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® Varifica gue al multiplicar por 3 la fraccién de pastel de cada uno, se
obtengan las cantidadas de pastel que sa repartisron.

&, Un artesana, gue necesita trozos de madera pequenos, corta Medida |Mim. de [Medida de
tiras en partes iguales.
3
m :

3
2 .3
a) Anata, en |z tablz, la medida de cada troza : 5 :
=m
]
b) Werifica tus resultados. Si multiplicas la medida de cada im 5
troco {columna 3) por el ndmero de trazos (columna 20, ob- 2
tendrés la medida de la tira Zm 5
c) Anata, an la dlitima columna, las divisiones que cormespondan.
® Analiza |as sigwientes técnicas para dividir fracciones entre nimeros APRENDER
entercs. 5§ no son iguales a la que usaste, aplicalas para verificar los A PENSAR
resultados del problema anterior.
+ Slel mumerador de 2 se
Para dividir una fraccifin entre un nimera natural se pueda_ muhtphica par 5, 52
abitlene una fraccin
-dwﬂirﬂmmuadmiel-%-%ubim I:ID?J'PBCEE-I:I'IBTI:EI—:
035,
3
. mulﬁpli:aeldemiuﬂun%ei-;?-%-%. » 31El|:|nrz:r:|mma|.'u:|rm}i]r
58 muitplica por 5, 58
obtlene una fracciin
5 Resupalve. i Veres mendar- %
= 51 @mo el numemador
a]%el- h]%EI- :]%eﬂ- oMo Bl denominzdo
de 3 se muliplican por
d]%:ﬂ- E‘}%f 3= f)#eH- 5, juk-sa obriene?

® Compara, con 3y wda del profesor, tus respuestas de las actividades 1,
3y 4 conlas de tus companans.

6. Resuelve, en tu cuaderno, los problemas.

a) Ana debe antregar un pedido de 20 kg de jamdn, pero solamente |2 queda un paguate de 5 kg v pa-
quetas dE—i kg. ;Como puede completar los 20 kg?

b) Gonzalo envia % de su suebdo a sus familiares, que viven en Hidalgo. Del resto, la mitad es para los
gastos de su casa; de estos, % es para pagar la lur. ;Qué fraccidn de su sueldo corresponde al pago
de | buz? 5i paga $300.00 de luz, jrusl es su sueldo?

) Una mezcla de pintura astd compuesta por pintura roja, pintura blanca y agua. Las pinturas roja y
blanca juntas sun% di la mezcla, y hay el tripla de pintura blanca que de roja. jQué fraccitn de toda
la mazcla representa la pintura roja?
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Situacion 2. Vueltas alrededor de un circuito |

LECCHON 10
Vueltas alrededor
de un circuito [

0.5 vuelms &5 |gaal que
1 08VURIE 0 devuela
AQue significs 0.25 vuehas?

TIC,

Aevisa o gue sabes sabre
multiphcacién ;

de fraccicnes en |

W e sm.com me S5AML-
094 :

1. Untren da vueltas en un circuito de 60 km.
a) jLuintos kildmetros recorrerd despuks

'_ 1
e
—
———

155 km

de 1‘% de vuelta?

b) ;Cufntos kildmetras recorrers luego de

[.25 vueltas? 5 kbm

c) Escribe los datos que faltan en la tabla.

s
=1
Ll
-

T
[X]

—‘]JH

3 35 5§ &

d) Una manera de calcular los kildmetros recorridos en cinco veeltas
es Su &0km= 300 km. ;Con qué operacibn se calcula |2 distancia

Z « 60 km

recorrida en %de vuelta?

Asf como cinco vuelias corresponden a cinco veces &0 km (5 = 60 k.lTl].,% de
vuelta corresponden a< de 60 km [% u &0 km) Es decir, -:htener% de una
cantidad eguivale a rnusltiplii:,arla poir %

® [Compara, en grupao, los datos gue anotaste en la abla. Expliguen

1

gué significa multiplicar una cantidad por wna fraccibn, por ejem-
plo,3* 100g.  Explicacion

Subraya cada operacidn con el color gue ss indica

2 3 2 7

a}; x 60 b) 5 = &0 o) =60 d];ﬂ G-CI
&) 0& x 60 fL5x60  g)O75x60 h)21x60
el 2 5 1 3

i] 15 = &0 il 5 = &80 k) 23 = 80 [) 25 =60

—— M 5 el resultado es menor que G0,

=~ [l 5 el resultado es mayor que &0, pero menor qua 120,

-+ [l 5 el resultado es mayor que 120
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3. Una manera de obtener el resultado dE% u 60 as mediante el céloulo

de%de 60 se divide &0 entre 3 y luego se multiplica el resultado por 2

= i5e obtiene el mismo resultado =i se invierte el orden de esas
operaciones, es decir, si primero se multiplica por 2 y luego se
divide antre 37

= Haz la prueba y anota los resultados en el esquema.

L. Har lo gque se indica con las multiplicaciones de 3 actividad 2.

a) Resuelve de las dos maneras las multiplicaciones del primer ren-
glin, del inciso a) al d]. Verifica que se obtiene el mizmo resultado.

b} Resuelve las multiplicaciones dal segunda renglén. Recuerda gue
multiplicar por 0.4 y pur!—:’es lo mismo.

£} Resuelva lzs multiplicaciones del tarcer renglén. Recusrda que para
multiplicar &0 por 1% se puede multiplicar &0 por 2, después &0

pnr%y, finalmente, sumar ambos rasultados.

® Compara tws respuestas con las de tus compaheros. Comenten la si-
guiente informacibn.

Observa gue multiplicar-.

= B0« 5 eguivale a sumar cinco veces 60,
. Eﬂx%muhdeanh‘hener%deﬁﬂ,

= B0 = 0TS eguivale a uhtmer%de &0,
. pnr% &5 o mismo gue dividir entre 2,

= Mo siempre es agrandar

5. Escribe el nfimero gue faltz. 5i el ndmero no es entero, wsa fracciones.
gl 5 «g0=300 b)_2 w60=120 o _ | «=&0=-60

d) —é x60-30 & - =60-20 f)_- x&0-10

2 1 . 1
Bl 5 #60-40 h)_g; =60-6 i)_g; x=60-1

+3 x2
.

o
111\.‘"3\

%]

APREENDER
A PENSAR

F0us operacihn es
EquivalEnE 3 multplicar
ke

O
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Situacion 3. Vueltas alrededor de un circuito Il

LECCTON 11
Vueltas alrededor

de un circuito 11 a) Indica, con fracciones de metro, qué distancia recorre el tren
cuando da...

. .. . . ]
1. Un tren de juguete vizja en un circuito de ¢ m.

1 1 1 1
« 10vueltas: 4 m -;devuellt cm = qdevuella. 1

b) El primer diagrama muestra wuna
1, 3

manera de calcular - de T, que con-

siste en divil:ﬁr% entre 2, dos ve-

ces. Anota la fraccidn gue falta en

una de laz flechas.

) Si el tren completa ﬂ% de vuelta,
jrudntos metros recanre?

d) El segundo diagrama rnu}eslra una

] .
manera de calcular 3 de - primero

5 .
se caloula % de % dividiendo 2 en- - 1 -‘E .
tre 1. Escribe la fraccién que falta. (3| i3
Y l 2 F ]
#® Valida tus respuestas con el grupo. o3 15
Comenten la siguiente informacidn (=2 4 D
’ . % B s

Para dividir una fraccifin entre un nimero n se puede dividir su numeradaor
antre , o bien, multiplicar su denominadaor por a.

2. El circuito del tren ahora mide % m.

a) Anota los datos que faltan.

i 1 & 12 3 ¥ 1
L * 1 3 L a2 5 3
|-f.'-|E';""'-l.:"ELE'LI
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b) Completa |a tcnica para cal-:ular% de% km
Paso 1 Paso 2

Eal:ular%de% Multiplicar el resultado anterior

por &
R T. Se mulfiplican Se mutiplican = y 14
ambaos froccsones: . :?
2 1_2 =" TE
577 %

] Verifica tws resultados del incisa b) mediante la tacnica que se des-
cribe en la cipsula “Aprender a aprender”.

® Comentz, con el grupo, |3 siguiente informacibn.

Para calcular a cudnto equivalen cinco vueltas de 60 km, se multiplica:
5w &0 km = 300 km.

Para caloular 3 cudnto eguivalen i de vuelta, de% m cada una, también se
multiplica:

Es decir, obtener una fraccidn de fracciin también es multiplicar.

mﬂa "
3. Resuelvey simplifica @
1 1

3

—%— YwryT——
5 2 s 1,1 1 A5

d}ExE-—ﬁj— E:'mxz'—ih:-— fjsxq'—]—

2,1 1 3,1
L p————

3 10 3 Ll -n 5 12 1
E}_:‘?' | h:IE' | I]Ex?-
"

® Cpmpara, con ayuda del profesor, tus resultados con los del grupo. Re-
zuehvan las siguientas multiplicaciones de fracciones mixias.
21

Beiazte 2B

AFRENDER
A APREN DER
i
Observa ques oe
S

Bl resubiado de una
fracritm o fracrin basa
muliipdicar enre 51 @neon
o6& numeradores oomo kos
denominadores.

51 56 mubiphcan dos
hgu:lnmsdelalmna%
¥ 5. 85 T, en as que
gl denoominzdor de una
de ellas s el numerador
de I2 Oz yviceversa, el
TRSalLata siempre Bs 1

iPur quez
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Situacion 4. ¢Qué namero multiplicado por 2 da 3?

. S 1. Traza, en una hoja, uma linea de 20 cm y dividela en tres segmentos
:Qué nlmero iguales
multiplicado

por 2 da 3? a) ;Cusnto mide cada segmenta? 6666, cm

b} Multiplica por 3 la medida que encontraste y verifica si obtienes
los 20 om.

#® Compara tu respuesta con las del grupo. Comenten si alguien halld una
medida que multiplicada por 3 dé exactamente 20 cm. 5i no L3 enconira-
ran, expresen la medida con wuna fraccidn. Andtenla a continuacifn

Dem=+3= B cm

2. Alpunmos robots gue se fabrican en un taller dan
pasos grandes y ofros, pequenos. Los pasos se
miden com una unidad llamada varg; por ejem-
plo, el robiat A awanza una vara con cinco pasos.

a) ;Quéfraccin devara avanza el robot A con

cada paso? =

b} Anaota, en la tabla, |z medida de los pasos
de ofros robots. Yerifica, para cada robot,
si al multiplicar por & la medida de un
paso se obtiene la distancia que recorre
CON CiNCo pasos.

AFRENDER Distancia que avanza
o R T
De ameerdooon 13 @ala, . .
;0u3 es el resulmdo de A 1vara 5 devan Sel=1
dividir 7 varas ente ) ,
§ pascs? B vars édnw:l.m 5::%-'2
c Swars 1 vara BExl=-b
i 7 -
1] 7vars — de vara Bu==7
b b
e s Bdevaa  Bxl-om
F 15 wars 3 de vara Ex1=-1

) Analiza cdmo dividir siete varas entre 7.
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« El resultado de dividir una vara entre 5 es — de vara.

= 5ien lugar de dividir una vara enire 5, se :Isnrnien siete varas entre 5, el resultado serd siete veces mayor;

|5 dacir, sigtevecas L devara

= Por Lo tanto, el resultado de dividir siete varas entre 5 es igual a% de vara o -

3. Ezcribe los cocientes usando fracciones. 5implifica cuando sea posiblea.

F;
a) 3 varas entre & = él b) & varas entre & = =
5 5
) 5 varas enfre & = & d] 5 varas entre 3 = -

i

f) 30varas entre 8 = -

b

2] 10wvaras entre 8=

&, Cada sibado, Marfa leva barras de cereal 3 sus nueve sobrinos y les
pide que Las distribuyan en partes iguales.

a) Completa la tabla con lo que recibe cada sobrino.

Totalde | Cwdnto recibe
== | =
Sabano 1 1 + hj_=1 1+0=3
3 E] 3
Sanado 2 3 = gx_g =3 J+9=3
B B b
Sahadn 3 5 = 9= g =5 o *q"'ﬁ
7 7 . 7
Sdbado & 7 = 8= _q =7 f+9=-7
Sanado§ B 4 g,j_=a g-9-4%

5. Respelve usando fracciones.

)2x_ L =1 B)5x_= =2 3x_= -2 d)ax_5 -1
3

B 2
f]5«T=_= g)J2+5= r h)3+d= 4

1
] l+T=_<

&, Reswelve con nimercs decimales. Puedes usar calculadora.

a)2x 05 -1 B)sx 04 -2 3x06-2 d)ax025-1

APRENDER

A FENSAR
Dados dos nmerns
diferences de O, jElempre
EXISLE 101 1BT0BT Nmern
gue muhiplcado por
uno de o5 dos da el
oero? Por ejemplo, jque
nume mulriplicado por
2 es bgual a 37, 7y cual

g)1+7T=0M f5:7=-07] g)2+5=-04 n)3=8a=-075

L% -+

El resultade de dividirm unidades entre n es la fraccifn o+ de unidad.

mulipiicado por 3 da 27
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Situacion 5. Banderas a escala

. 1. Lwis hard =eiz copias 2 escala de la bandera que s& muestra. Conside-

Banderas a escala ra la tabla para contestar las preguntas. Mo calcules todavia las medi-
das faltantes en Lz tabla.

L Igl H ;,r| a) ;Qué copias serin mas grandes

que la original? __ | os copios [
24y 5

b) ;Cusl serd la copia m&s grande?
la Y

#® Valida tus respuestas con fus com-
paferos. Comenten cbmo identifi-
caron la copia mas grande.

S | Cove | Cola2 | ope 3 Coplas | o | Gt
6 12 B 3 18 9 45

IEEJ & ¥ 5 3 fz} 2 Y5
3 - s 0 2 2 6 3
B : © » 4 2 b 6
m — 24 30 & 16 18 o
A PENSAR
EL Earko b the 12 oot 2. Calculalas medidas delos lados de 1as copias 1y 5y anttalas en la tabla.
mide 3 unidades mas que
Elﬁ?&im ET 3. Dibuja, en papel cuadriculado, las copias 1y 5 a partir de las medidas
#Esto stignifica que ks gue calculaste en la actividad anterior.
Mum:?:: a) La bandera original es un cuadrado. ;Dcurre lo misme en tus dos
de 13 original?
! copias? K P

b} En Iz banderz original, e es igual a la suma decy d. ;Esto suceds en

tus copias? K. P

® 5ij tus copias 1y 5 no cumplen con las caracterfisticas anteriores, ave-
rigua, en grupa, ddnde extd el errory corrfgelo.
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L. A continuaciin se explica una manera de calcular [ medida dec enla co-
pid & primero se calcula a cuénio coresponde en |2 copia una unidad de
|2 figura original y luego se multiplica ese ndmero por el factor adecuado.

a) Completa el diagrama y el texto.

» El lado b mide & unidades en la bandera originaly _9_ unidades
en la copia 5.

« El lado ¢ mide _" _ unidades en |2 original y 1.5 unidades en la
copia 5.

5. Anaota, en |a tabla, 3 cusnto corresponde en cada copia una unidad de
|2 bandera original

Ihrli
EEEIEIEnEnEne

—-.'::-257-.'::-[."5 1‘“-5 —DD.'E'-

6. Calcula las medidas de las seis copias, andtalas en la tabla de L3 acti-
vidad 1 y dibuja las copias en papel cuadriculado

® (Compara tus copias con las del grupo. Comenten 51 acertaron cudles
fueron la menor ¥ la mayor copia.

T. Los amigas de Luis le tomanon una fotografia mientras estaba parado al

pie de la estatua de un importante personaje de su comunidad.

a) Aproximadaments, ;cudntas veces 85 més alta la estatua gue Luis?

E.T. Entre 3 o Y veces mas dalia

b) 5i Luis tiena 13 anos de edad y 85 de estatura normal, ;oudnto estimas

que puede medir? £_F

c) ;Cusl es |a altura aproximada de la estatua? &P, (Enire 3 o

Mbujo original - Copla 5

APRENDER
A APRENDER
En las reproducciones
a escalz, el nmem
que nos dice 3 oan
CIHTeSpomdE &N I oopla
unz unidad de 13 fipaa
nriginal 58 denomina
focur deesmlo o volor
yalark. Con &5t nimers
52 calculan cipidzmente
roias 135 medidas de la

mueva figura a parir de

125 medidas de |2 original.
LY el

® (Compara tus respuesias con las de tus companeros. Expliquen cdmao

hicieron sus estimaciones. Explicacibn
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Situacion 6. Mas del doble, pero menos del triple

B 1. Escribe las medidas que calculaste en la leccifn anterior y contesta

Mas del d I]l]lE, pero las preguntas. Por el momento, deja vacha la columna de |a copia 7.

menos del triple
Facior

Bandera

original

Copla1 2 12 12 g } ay
2 B B 0 = 30
m ; 3 3 2 4 6

Copla & 3 18 18 12 24 b
m : 9 9 6 I B

Coplac [T TR 6 o
m s 18 18 1 2 3

a) ;En gué copia los lados miden el doble que los de la bandera original?
Enla copia £. jCufl es el factor de escala de esta copia? __ =
b) jEm gué copia los lados miden el triple que los de |3 original?

Enlg4 FCual as sy factor de escala? 3

c) 0ué copia ests entre las dos anteriores, es decir, 85 mayor gue una

de allas, pero menor que |2 otra? La copia 2

d) Los lados de esta Gltima copia miden més del doble gue los de la
original, pera menes del triple. Por tanta, el factor de escala agran-
da més del doble, pero menas dal triple. ;Cuwil es ese factor de es-

ala? __ 2h

En la copia 2, a cada unidad del dibujo ungllal le correspanden 1— unidades.
Entonces, el factor de escala de la copia es 1— o255

® Verifica, en grupo, gue cada medida de la copia 2 es 22 vaces la me-
dida correspondiente del original. Puedes usar calculadaora
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2. Anota, en la tabla de la pdgina anterior, los factores de escala de las
copizs 13 6.

3. Elfactor de escala de una nueva copia (oopia 7)) es 0L25 Andtalo en la
tabla de la pdgina anteriar.

a) Explica si |z copia T es mayor, menor o igual que la bandera original

b) I:l:lmpﬁal;lh:ﬁ siguientes I|:||:||:;5 para calcular cudnto mide en la
copia T el lado gue en la original mide & unidades.

Método 1 Método 2
Como el factor de escala es 0,25, a cada Como el factor de excala es (.25, todas las

unidad de |la original le corresponden 026 medidas de la copia son Em% de las

unidades  en la copia. Entonces. ariginales, es decir, ﬁ de las originales.
1—— 025 Por tanta, el lado original de 6 unidades deba
f—» Gveces0.25=-_ G« 025 =15 madir ﬁde & en la copia, es decir, 15 .

c) Calcwla las demés medidas de la copia 7 y anftalas en la tabla.

® Compara, con ayuda del profesor, tus resultados de las actividades 2
¥ 3 con los del grupo. Comenten la siguiente informacion

_ _ . APRENDER @
5i un factor de escala es, por ejempla, 3 Entonces.. A PENSAR

; JCuan caboalas que
+ 2 cada unidad de la figura original le comesponden - de unidad en |3 copiz mixde &l pescada?
= cualguier medida de la copia equivale a % de la medida ariginal
i p—
Taller de matematicas - [
L. Ordena los siguientes factores de escala, desde el de la copia mas
pequena hasta el de la més grande.
d Y
bt

xl? «11%9 «08 =075 =2 23 w2 x%

e R

0750811912523 T R Ny
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Situacién 7. ¢Una buena selfie?

¢Tienes un é&lbum fotografico en facebook o
instagram? Seguramente tienes alguno con muchas
de tus imagenes o selfies.

¢, Qué tan cerca o tan lejos debes colocar el celular
para una buena selfie?

¢Has intentado selfies grupales con la caAmara frontal del cel?

Discute con tus compafieros y profesor las siguientes preguntas:

1. En la selfie del celular se aprecia una parte de la Torre Eiffel.
1a) ¢ Qué sucede con la imagen si se alejan del monumento?

1b) A simple vista, las personas parecen de tamafio semejante a la torre. ¢,Por qué?

2. Enseguida, aparece la reproduccion 1de la Catedral de Nétre Dame en Paris. En equipos
responde las preguntas que se presentan debajo de la imagen.
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2a) A partir de los datos que se presentan en la tabla y SIN HACER CALCULOS ¢ qué reproduccion

del monumento es mas grande y cudl mas pequefia? Argumenta:

2b) En equipos completen la tabla con distintas repoducciones a escala de la catedral y respondan

las preguntas (Cuidado con las unidades en la reproduccién 1).

Lados Monumento Rep Rep Rep Rep Rep
2
1 3 4 5
Factor de escala (k) 1 1/750 4
5
Base (Ancho) 40m 48m
Alto de las torres 27m 21.6m

Altura desde el suelo
hasta la base de las

torres. 43m 5.16 m

Altura total 63m 8.4cm 7.56 m

2¢) Usa tu regla para verificar tus resultados en la Reproduccién 1.

2d) Existen dos reproducciones que son del mismo tamafio ¢ Cuales son?

El factor de escala o razdn externa es un nimero que te permite encontrar las medidas de una
figura a escala respecto de su original o viceversa. Por ejemplo, retomando la reproduccion 3 de

. .. 4 .
nuestro ejercicio, el factor de escala es - €s decir:

4
5
_—
Lados Monumento Rep
3
Alto de las torres 27m 21.6m
‘—
4
5
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2e) Obtén los factores de escala que aplicados a las medidas reales del monumento, arrojan las
medidas de las reproducciones y exprésalos en forma de fraccion.

Reproduccién 1: Reproduccién 4:

Reproduccién 2: Reproduccién 5:

Reproduccién 3:

Las escalas se aplican en la fotografia, en la elaboraciéon de maquetas para el disefio arquitecténico
y en los mapas como el GPS. Cuando dos o mas figuras poseen la misma forma pero distinto tamafio
se llaman Figuras semejantes.
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¢Proporciones en el arte?
3. De las siguientes imagenes del Partendén de Atenas reconstruido, la imagen 1 si esta a

escala. Responde de manera individual y compara con tus compafieros.

3a)Marca con una cruz las imagenes que no parecen proporcionadas o estéticas.

Imagen 3

Imagen 1
Imagen 2

Imagen 4

3b) ¢ Qué elementos consideraste para tu eleccién de las imagenes no proporcionadas?

3c) Con tu regla traza un rectangulo que abarque a cada Partenén.
3d) Escribe la razén entre el largo y el ancho del Partenon en cada imagen y obtén el cociente:

Partenon 1: Partenon 3:

Partenon 2: Partenon 4:

3e) ¢ Los cocientes de las imagenes proporcionadas son iguales?

Cuando las figuras estan a escala, el cociente de un lado de la figura entre otro lado de la misma
figura, es el mismo en la otra figura. Esos cocientes se llaman razones internas. Larazén interna
entre el largo y el ancho del Partendn siempre sera la misma en todas sus reproducciones a escala.
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4. El David es la escultura mas famosa del Renacimiento y su autor es:
4a) En equipos, completen la tabla.

Con ayuda de una regla mide las distancias del cuerpo solicitadas en la fotografia y aplica el factor
de escala para obtener las medidas restantes de la escultura original.

El factor de escala de la foto es ﬁ.

La foto es una reduccién veces del original

Distancia de la
planta del pie

Altura | 5 ombligo (n) | Razén !
(h) "
El David a escala
(foto)
El David original 55m

4b) ¢ Qué sucede con los cocientes de la tercera columna?¢ Es el mismo resultado para el original y
para la foto?

4c) En equipo, con ayuda de un metro prueben con sus medidas y obtengan la razén % . Agreguen
sus datos en la tabla.

Larazon interna que acaban de calcular seguramente es proxima de 1.6. Esta razon se llama “Divina
Proporcién”.

Los Renacentistas como Da Vinci y Miguel Angel aplicaron esa razén en las esculturas.

La divina proporcién% =1.618...

La Divina Proporcién o Proporcion Alrea tiene su origen en los estudios de los griegos. Los
estudiosos encontraron que aparecia continlamente en la naturaleza y en el cuerpo humano. En la
Edad Media fue aplicada en la arquitectura de las catedrales géticas y en el Renacimiento en las
grandes esculturas, ademas pintores de distintas épocas la han utilizado.
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Situacion 8
¢QUIEN ES EL LADRON?
I PRIMERA PARTE
El 21 de agosto de 1911, la Mona Lisa fue robada del museo del Louvre en Paris, Francia. El robo
se convirtié en prioridad de la ciudad y se ofrecié una recompensa de hasta 70,000 francos a quien
la recuperara.

El famoso investigador Sherlock Holmes fue contratado para el caso, entre otros datos poseia lo
siguiente:

v Unahuellade 19 cm de largo que dejo la palma de la mano del ladrén en la pared.

v/ Laaltura de los trabajadores que estuvieron a cargo de la pintura la noche del robo.

Sospechosos Altura (cm)
Max 195
Nicole 155
Sofia 180
Ana 140
Vicente 171
Rafael 165

Con esos datos resolvié el caso.

Responde:

1. ¢Quién robo la pintura?

1b) ¢ Por qué?

Fuente: Museo de Louvre

SI NO LOGRARON ENCONTRAR AL LADRON EN ESTE MOMENTO, CONTINUEN DE TODAS
MANERAS
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Il. SEGUNDA PARTE
El grupo de investigacion observé que existia una relacion sorprendente entre las medidas del cuerpo
de los sospechosos. Es importante considerar que los cuerpos de las personas tienden a ser
proporcionales, es decir, las relaciones entre las partes del cuerpo no varian demasiado.

2. Enseguida, se presentan las alturas de los sospechosos y un par de datos.

Sospechosos Altura Largo de la palma
de la mano
Max 195 cm 21.6 cm
Nicole 155 cm 17.22cm
Sofia 180 cm 20cm
Ana 140 cm 15.55cm
Vicente 171 cm 19cm
Rafael 165 cm 18.3cm

2a) ¢ Existird una manera de calcular las longitudes probables de las palmas de las manos
a partir de las alturas que se dan? Reflexionen en equipo, y calculen las longitudes de las

palmas.

2b) ¢De qué forma?

La relacién entre la altura de una persona y el largo de su mano suele ser aproximadamente la
misma entre las personas. Esta relacion se puede expresar como un cociente:

Altura largo de la mano

———— 0 bien
Largo de la mano altura

Estas relaciones también se llaman razones entre las partes del cuerpo humano.

2c) ¢ Quién robo la pintura? Y épor qué?
Vicente
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TERCERA PARTE

3a) A continuacion, se presenta una tabla de los sospechosos. Trabajo en equipo.

Copien la columna que corresponde al largo de la mano (realizado en la actividad anterior).

Completen las medidas para el largo del brazo de cada sospechoso.

Existe unarelacion entre estas partes del cuerpo
(Lean el recuadro debajo de la tabla).

Sospechosos Altura Largo del brazo Largo de la mano
Max 195cm 64.8cm 21.6cm
Nicole 155 cm 51.6cm 17.22cm
Sofia 180 cm 60cm 20cm
Ana 140 cm 46.65cm 15.55cm
Vicente 171 cm 57 cm 19cm
Rafael 165 cm 54.9cm 18.3cm

Datos curiosos

Holmes utilizé los estudios realizados por Leonardo da
Vinci como ayuda para resolver el misterio.

Las proporciones en el cuerpo son armadnicas. “La palma

de lIa mann cahe trec vecec en el hraza [decde 1a

V.

CUARTA PARTE

3b) ¢ Qué otras razones en el cuerpo podrian
establecerse con los estudios de da Vinci?

4. Imaginen que se convierten en investigadores y que en su salén estudian el método utilizado

por Holmes.

En equipos, completen la siguiente tabla:

4a) Obtengan el valor que falta para Alejandro.

4b) Llenen la tabla con sus propias medidas, obtengan los resultados y comparen.

Integrante Altura (cm) Largo del Largo de la Altura
brazo (cm) mano Largo de la mano
Alejandro 165 cm 55cm 18.2cm
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Altura

4c) ¢Larazon coincide en todos los casos?

Largo de la mano

4d) ¢ Cual es el valor mas grande y mas pequefio?
4e) ¢, Como podrias justificar la variacion en la razén?
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