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Abstract

The study of Toeplitz operators comes from the work of Otto Toeplitz (1881-1940) about matrices
that are constants in every diagonal. Since then, the interest in this subject has been increasing.
Several works about the topic have been published using different kid of symbols (e.g. radials, ver-
ticals, etc.) and in a big variety of spaces, including the Hardy and Bergman spaces, among others.

The space of harmonic functions defined in C, besides of containing properly the entire func-
tions, it is very important in applied mathematics, differential equations and, of course, harmonic
analysis. On the other side, the Fock space (in honor of Vladimir Fock 1898-1974), also called
Bargmann space (Valentine Bargmann 1908-1989) or Segal-Bargmann space (Irving Ezra Segal
1918-1998), is relevant in several areas such as quantic mechanics, probability theory and operator
alebras. The idea of express the harmonic Fock space using the Fock space comes from another
similar works in the Begman space.

The present work is devoted to study Toeplitz operators with bounded radial symbols acting
on the harmonic Fock space, h2, i.e., the space consisting in harmonic functions that are square
integrable with repecto to the measure d\,(z) = ar~te?’IdA. This space contains the Fock
space and the anti-Fock space (anti-analytic functions) and, moreover, it can be expressed as the
sum of these spaces. Using this we can study Toeplitz operators acting on harmonic Fock space
in terms of Toeplitz operators acting on Fock space (and anti-Fock space). In particular if we
consider radial symbols then Toeplitz operators are diagonals with respect to the monomial basis
of h2. From this we describe the spectrum of a Toeplitz operators with these characteristics as

well as the C*-algebra generated by them.






Resumen

El estudio de los operadores de Toeplitz comenzé como resultado de los trabajos realizados por
Otto Toeplitz (1881-1940) sobre matrices que son constantes en cada diagonal. Desde entonces se
ha incrementado el interés en el tema. Diversos trabajos se han publicado utilizando diferentes
clases de simbolos (e.g., radiales, verticales, etc.) y en gran variedad de espacios, incluyendo los
espacios de Hardy y de Bergman, entre otros.

El espacio de funciones armoénicas en C ademas de contener propiemente al espacio de fun-
ciones enteras, es de gran importancia en la matematica aplicada, ecuaciones diferenciales y, por
supuesto, andlisis arménico. Por su parte, el espacio de Fock (en honor de Vladimir Aleksandovich
Fock(1898-1974)), también llamado espacio de Bargmann (Valentine Bargmann 1908-1989) o es-
pacio de Segal-Bargmann (Irving Ezra Segal 1918-1998), es relevante en diversas areas tales como
la mecénica cuantica, la teoria de probabilidad y las algebras de operadores. La idea de expresar
el espacio de Fock arménico a partir del espacio de Fock surge de trabajos similares hechos en el
espacio de Bergman.

En este trabajo se estudian los operadores de Toeplitz con simbolo radial acotado actuando en
el espacio de Fock arménico h?, i.e., el espacio de funciones arménicas cuadrado integrables con
respecto a la medida d\,(z) = am~le 2’ dA. Este espacio contiene a los espacios de Fock y anti-
Fock (funciones anti-analiticas) y de hecho se expresa como suma de estos espacios. Lo anterior nos
permite estudiar operadores de Toeplitz en el espacio de Fock armoénico en términos de operadores
de Toeplitz en el espacio de Fock (y anti-Fock). En particular si los simbolos considerados son
radiales, los operadores de Toeplitz son diagonales con respecto a la base monomial de h2. A partir
de esto se describe el espectro de un operador de Toeplitz con dichas caracteristicas y el algebra

C* generada por los mismos.
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Notacion

La siguiente lista describe algunos simbolos que seran utilizados en este trabajo.

LP(R™)
fxyg
g1

P
N2Z)

Espacio de funciones p-integrables con respecto la medida de Lebesgue usual, p > 1
Convolucion de dos funciones

Cirunferencia unitaria en el plano

Dual de un espacio de Banach X

Algebra de Banach formada por las sucesiones sumables en Z con la suma puntual
y la convolucién como producto

Algebra de Wiener formada por las funciones definidas en el circulo unitario cuya
transformada de Fourier discreta es absolutamente sumable

Algebra de operadores acotados definidos de H en H

Espacio de Fock con peso «

Espacio anti-Fock con peso «

Espacio de Fock arménico con peso «

Operador de Toeplitz con simbolo a actuando en el espacio de Fock armoénico

Espacio de funciones en el conjunto €2 C R" escencialmente acotadas con respecto
a la medida de Lebesgue

Funciones ntcleo reproductor de los espacios de Fock, anti-Fock y Fock armonico,
respectivamente

Operador identidad actuando en el espacio correspondiente
Radializacién del operador S

Radializaciéon de la funcién a

Espacio de sucesiones cuadrado sumables en Z

Espacio de sucesiones cuadrado sumables en A C Z

Entero anterior y posterior inmediato al niimero real x, respectivamente
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Espacio de funciones complejo-valuadas en X acotadas y uniformemente continuas
con respecto a la métrica d

Espacio de funciones complejo-valuadas en R acotadas y uniformemente continuas
con respecto a la métrica usal

Espacio de funciones en el conjunto €2 escencialmente acotadas con respecto a la
medida du

Medida de drea usual en el plano C = R?, dA(2) = dady, z = © + iy
Espacio de funciones cuadrado integrables en €2 con respecto a la medida du
Conjunto de los niimeros naturales junto con el cero

Transformada de Fourier 6 transformada discreta de Fourier de la funcién f
Funcién caracteristica del conjunto A

Bola centrada en a y radio r



Introduccion

Este trabajo esta dedicado al estudio del tema de los operadores de Toeplitz actuando en el espacio
de Fock arménico, i.e., el espacio de funciones armoénicas cuadrado integrables con respecto a la
medida d\,(z) = arte==*  El estudio de los operadores de Toeplitz comenzé como resultado
de los trabajos realizados por Otto Toeplitz (1881-1940) sobre matrices que son constantes en
cada diagonal. Desde entonces se ha incrementado el interés en el tema. Diversos trabajos se
han publicado utilizando diferentes clases de simbolos (e.g., radiales, verticales, etc.) y en gran
variedad de espacios, incluyendo los espacios de Hardy y de Bergman, el dominio de Siegel, la bola
unitaria, etc.

El espacio de Fock arménico (en honor de Vladimir Aleksandovich Fock(1898-1974)) es una
generalizacién natural del espacio de Fock de funciones analiticas (también llamado espacio de
Bargmann (Valentine Bargmann 1908-1989) o espacio de Segal-Bargmann (Irving Ezra Segal 1918-
1998)), este dltimo de gran importancia en diversas areas tales como la mecénica cuantica, la teoria
de probabilidad y las algebras de operadores. El espacio de funciones arménicas en C ademés de
contener propiemente al espacio de funciones enteras, es de gran importancia en la matematica
aplicada, ecuaciones diferenciales y, por supuesto, analisis armoénico. La idea de extender el espacio
de Fock al espacio de Fock armonico surge de trabajos similares hechos en el espacio de Bergman,
el dominio de Siegel y la bola unitaria.

Durante el desarrollo de la tesis se presentan varios resultados referentes al espacio de Fock
armoénico y los Operadores de Toeplitz. De entre estos el mas importante es la descripcion del
algebra C* generada por los operadores de Toeplitz radiales actuando en este espacio. Para este
caso, el algebra generada es conmutativa, isomorfa a un subalgebra de ¢*°. Resulta digno de
atencion el hecho que el resultado sea practicamente el mismo que para el caso de Fock (ver [4])
y, a pesar de esto, se encuentran fuertes diferencias entre los operadores actuando en un espacio
y otro. En particular podemos mencionar que los operadores de Toeplitz con el mismo simbolo
actuando en ambos espacios no son, en general, unitariamente equivalentes. Cabe mencionar que
esta analogia entre las dlgebras generadas por operadores de Toeplitz radiales en un espacio de
funciones analiticas y el dlgebra generada por operadores actuando en funciones armoénicas se puede
observar en otros casos, como lo es el de Bergman.

Al describir el espacio de Fock arménico en término de funciones analiticas podremos extender
todas las propiedades que se conocen de ese espacio, en particular dar una base ortonormal, la cual
esta en términos de monomios en z y Z. Esto nos dara la oportunidad de estudiar los operadores
de Toeplitz radiales de forma que observaremos de forma explicitia como actiian en las funciones
armoénicas. Los mismos resultados se muestran utilizando una acercamiento diferente. Exten-
deremos algunos de los resultados para el caso de Fock dados en [5] utilizando las herramientas
presentadas en [6]. Esta técnica es interesante por si misma ya que una generalizacién de la misma
puede aplicarse a otras clases de simbolos.
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Por tltimo, resaltamos que en este trabajo se considerardn espacios con peso ar e~ con

a > 0. Cabe destacar que aunque el peso no afecta la forma en como actiian los operadores de
Toeplitz con simbolo radial, si muestra la forma general de los espacios, lo cual puede ser de interés
para para quien necesite estas expresiones de forma explicita.

A continuacion presentaremos la estructura general de la tesis, la cual esta desglosada en cuatro
capitulos:

El capitulo 1 presenta los resultados necesarios para desarrollar la teoria en el resto de la
tesis, especialmente en el capitulo 4. El capitulo 2 tiene como objetivo estudiar el espacio de
Fock arménico h?. Esto se hard partiendo del estudio de los espacios de Fock F?2 de funciones
analiticas y anti-Fock ]?2 de funciones anti-analiticas. En efecto, mostraremos que el espacio de
Fock arménico puede descomponerse en la forma h? = F2 © (.7?2 \ C), es decir, el espacio de Fock
armonico se puede escribir como suma directa de funciones analiticas y funciones anti-analiticas
que valen cero en cero. Por otra parte, utilizando herramientas de [5] y [6], proporcionaremos una
representacion del espacio de Fock armoénico como el espacio de sucesiones cuadrado sumables en
7.

En el capitulo 3 nos enfocaremos en los operadores de Toeplitz en h%. Daremos su definicién asi
como algunas de sus propiedades elementales, estudiaremos la clase de operadores de Toeplitz con
simbolo radial y acotado y mostraremos como actian, describiendo sus eigenvalores. Como parte
del estudio de los operadores con simbolo radial, definiremos los operadores radiales y daremos una
caracterizacion de los mismos utilizando la radializacion de un operador. Ademaés, demostraremos
que los operadores radiales actian de forma diagonal en la base {€,} y tienen estructura de algebra
C*. Utilizaremos la radializaciéon para probar que un operador de Toeplitz es radial si y sélo si
proviene de un simbolo radial, i. e., los operadores de Toeplitz con simbolo radial y los operador
de Toeplitz radiales son el mismo conjunto. Para cerrar el capitulo, utilizando la representacién
dada en el capitulo caracterizaremos a los operadores de Toeplitz con simbolo radial acotado, de
forma que se observe la técnica desarrollada para otros espacios y clases de simbolos.

Recientemente, en el ano 2015, [4] describié el dlgebra C* generada por los operadores de
Toeplitz con simbolo radial en el espacio de Fock. En el capitulo 4 nosotros haremos una revision
de este trabajo, el cual resulta también ser valido para el espacio de Fock armoénico. Describiremos
el algebra C* generada por los operadores de Toeplitz con simbolo radial acotado a través de
su relacién con las sucesiones 7, descritas en el capitulo 3. Al final del capitulo se mostrara el
resultado mas importante del trabajo, el cual muestra en resumen el trabajo de esta tésis.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Los espacios L*(R) y L*(R?)

Sean L*(R) = L*(R,dz) y L*(R?) = L*(R?,dA) los espacios de funciones cuadrado integrables con
la medida de Lebesgue usual en la recta y el plano, respectivamente. En esta seccion construiremos
una base ortonormal para el espacio de Hilbert L?(R?) a partir de una conocida para L*(R): el
conjunto de polinomios de Hermite con peso.

El n-ésimo polinomio de Hermite estd definido por la férmula

2 d" 2
v e " n € L.

Hn<$> = (_1)n€ % )

El conjunto de polinomios de Hermite con peso {¢=* H,(2)}nez, es denso en L?(R); véase [11,
§5]. Més atin, para cada a > 0 el conjunto de funciones {hy},ez, definidas como

(0% 1/4 2
() = (i) %e—w H,\(v3aw), (1.1)

es una base ortonormal para L*(R) (ver [15, §6]).

A partir de las funciones h,, definidas en la Ecuacién (1.1) podemos construir una base para
L?*(R?) de la siguiente forma: el espacio L*(R) ® L*(R) tiene una base ortonormal dada por
{hn ® hyn }nmez, - Por otro lado, el espacio L?(R?) puede identificarse con L?(R) ® L*(R) mediante
la asignacion

flx)®g(y) = f(x)g(y),

con f,g € L*(R). Por lo tanto, el conjunto {h,(z)h,(y)}nmez, es una base ortonormal para
L*(R?); para ver mas detalles consultar [13, §3].
Es importante remarcar que el conjunto formado por todos los elementos de la forma

x"yme_o‘(x2+y2), n,m e Z,
es denso en L?*(R?). Si escribimos z = x + iy, entonces el conjunto

{z"f’”e‘a‘Z'Q}n,mem (1.2)

es denso en L*(C,dA).



1.2 La transformada de Fourier y el Lema de division de Wiener

El objetivo de esta seccion es demostrar el Lema de division de Wiener, que sera de utilidad en
el Capitulo 4. Para esto recordaremos algunos resultados fundamentales de la transformada de
Fourier. Posteriormente, definiremos y estudiaremos el algebra de Banach L'(R) de funciones
integrables en R.

1.2.1 Transformada de Fourier

El espacio L'(R) es un espacio de Banach con la norma

I£lh= [ 1f(@)lda. (1.3)

Sea f € L'(R). La transformada de Fourier F(f) = f de f esta definida por la ecuacion

fla) = [ ey

La transformada de Fourier F : L'(R) — L'(R) es un operador lineal.

A continuacion enunciaremos algunos resultados y propiedades relacionados con la transfor-
mada de Fourier que utilizaremos posteriormente. Los detalles de las demostraciones pueden
consultarse en [1, §6] y [9, §1].

Dada una funcién integrable, su transformada de Fourier es una funcién continua y acotada.
Ademds, para cada f € L'(R) se satisface

~

lim f(z)=0.

r—+o00

Teorema 1.2.1 (de inversién). Si f y f pertenecen a L'(R) entonces

fl@) = [ f)evay, (14)
para casi todo punto x € R. Si f es continua entonces (1.4) se satisface para todo x € R.

La Ecuacion (1.4) es conocida como férmula de inversion de Fourier. Notemos que el Teorema
1.2.1 implica que f = 0 si y s6lo si f = 0. Como consecuencia, la transformada de Fourier es
inyectiva.

Ejemplo 1.2.2. Para a > 0 se tiene

R a . sen(2mwax) I~ 0
Xi-aa(7) = /_a ey = { Sa, s 0.

Ahora definiremos una operaciéon importante en el estudio de la transformada de Fourier y que
fungird como producto en el algebra L'(R): la convoluciéon. Dadas dos funciones f,g € L'(R) su
convolucion esta definida como la funcién

(F29)@) = [ fWg@—-ydy,  ceR (1.5)

La convolucién de f y g existe si f,g € L*(R) y, en este caso, f * g € L'(R). Ademés, ||f * g|[i<
| fllillglli. Otra propiedad importante de la transformada de Fourier que relaciona la convolucién
con el producto puntual es la siguiente.



Proposicién 1.2.3. Para f,g € L'(R) se cumple

frg(x) = fla)glzx)  z€R.
Ejemplo 1.2.4. Consideremos la funcién trapecio

0, lz| > 2,
flz) =9 1, ] <1,
2—|z|, 1< |z] <2

Podemos verificar directamente que f = X[ s/2.3/2 * X(_1/2.1/2- De la Proposicién 1.2.3 y el Ejemplo
1.2.2 tenemos que

sen(3mx)sen( 7rac)’ T 7& 0

g(x) = f(x) = Xi-s23/2(T) - Xi-121/2(T) = { (ﬂg)f r=0.

Observemos que f es continua y f € L'(R). Del Teorema de inversién concluimos que § = f.

Dos de los principales objetos de estudio en analisis armoénico clasico son los operadores de
multiplicacién y traslacién M,, 7, : L'(R) — L'(R) definidos por las férmulas

M, f(z) = pf(px),
Tf(x) = flz —1).

Podemos verificar directamente que ambos operadores son isometrias. Ademas, estos operadores
interactiian con la transformada de Fourier de la siguiente forma

nf(z) = e ¥ f(2),

@fﬂwzﬁﬂ@
Mo f(x) = f(x/p). (1.6)

En los siguientes resultados mostraremos algunas propiedades que cumplen los operadores 7 y M,

Proposicién 1.2.5. Sea f € LY(R). Para cada € > 0 existe una vecindad V. del origen tal que
I7ef = flh<e, tev.

Demostracién. El conjunto de funciones continuas con soporte compacto es denso en L'(R). El
resultado se sigue entonces aproximando primero para funciones continuas con soporte compacto
seguido de un argumento &/3.

]

Corolario 1.2.6. Para cada f € L*(R) la funcién t — 7f de R en L'(R) es uniformemente
continua.

Proposicién 1.2.7. Sean f,h € L'(R). Entonces

(@t f = ([ na)ar) 1

— 0, (p — 0).
1




Demostracién. El valor de la funcién (M,h) * f — [z h(z)dx) f en el punto y € R puede escribirse
en la forma

| Mh(a) (=) = f(y)do.

Por lo tanto
|y« 1= ([ prte) 1| < [ heef = Flhda
= [ 10@)llpf — Flld

Como ||7.f — fll1< 2||f|lx tenemos que

lim /R|h(x)|||7x/,,f—f||1d:c:/R/}L@Om(xﬂnfx/,,f—f||1dx=o,

p—00

ya que, de la Proposicion 1.2.5 se tiene que %i_r>%||7'tf — fllh— 0.

1.2.2 El algebra L'(R)

El conjunto L'(R) de funciones integrables en R forma un algebra de Banach conmutativa con
la norma (1.3), la suma puntual y el producto dado por la convolucién definida en (1.5). Ahora
veremos que aunque L'(R) no tiene identidad, si tiene identidad aprozrimada. Més atin, en el caso
de L'(R) podemos encontrar sucesiones que son identidades aproximadas, e.g., las sucesiones de
Dirac. La siguiente proposicién muestra que el algebra L'(R) tiene identidades aproximadas.

Proposicién 1.2.8. Para cada ¢ > 0 existe una funcién h € L*(R) tal que h tiene soporte
compacto, h(0) =1y
[ f = fli<e,

para toda toda f € L'(R).

Demostracién. Tomemos una funcién hy € L'(R) tal que ho tenga soporte compacto y fAzO(O) =1
(véase el Ejemplo 1.2.4). De la Proposiciéon 1.2.7, para p > 0 suficientemente grande,

[(M,ho) * f — ho(0) f|li< e,

por lo que M,h, satisface lo deseado.
| |
Notemos que {M,ho},cr es una identidad aproximada del dlgebra L'(R). Por otra parte, una
sucesion {N,, bmen de funciones en L'(R) es llamada una sucesién de Dirac si satisface las siguientes
condiciones:

a) Para cada m € N, h,,(z) es positiva.

b) Para cada m € N,

/Rhm(t)dt ~1.



(a) hy, ha y hs (b) Ry, ha v hs

Figura 1.1: Graficas de los primeros tres elementos de la sucesion de Dirac y su transformada de Fourier
dada en 1.2.9

c¢) Para cada vecindad U del 0 se cumple

lim B () dt = 0.

m—00 R\U

En especial, del Corolario 1.2.6 tenemos que una sucesion de Dirac es una identidad aproximada

de L'(R).
Ejemplo 1.2.9. La sucesiéon {h,, }men dada por

2
hon(2) = M, z€R,

mma?

es una sucesién de Dirac. En efecto, la condicién a) se tiene de la definicién de h,,. Para b)
notemos que

hm = WMm((X[—l/%r,l/%r] * X[71/27r,1/27r])/\)7

por lo que, de la Ecuacién (1.6) y de la férmula de inversién de Fourier obtenemos
/ hon (2)dz = B (0) = 1.
R

Para comprobar la propiedad c) observemos que

sen?(mx)

/ hm(z)dx :/ ———~dx
R\ (5,5) lZ|>5  MTX

_ 2/00 senz(mx)dx
5

mmx?
y=mx  [oo 2
[0,
mé Y

La tltima integral tiende a cero cuando m — oc.



Podemos dotar a la imagen de L'(R) bajo la transformada de Fourier, F(L'(R)), de una
estructura de algebra de Banach con las operaciones puntuales y con la norma dada por

LF1= 11

Esta algebra tendra un papel importante en la demostracion de los teoremas que se presentan a
continuacion.

El lema de division de Wiener

La transformada discreta de Fourier

- 1 At
fn) = = /S [, net, (1.7)
es un isomorfismo entre ¢*(Z) y el dlgebra de Winer A(S'). El lema de Wiener nos dice que un
elemento f € A(S') que no se anula en S es invertible en A(S?), es decir 1/f € A(S'). En otras
palabras, el lema de Wiener es una herramienta que nos ayuda a determinar si un elemento de
(*(Z) es o no invertible.

En esta secciéon demostraremos un resultado similar al lema de Wiener conocido como lema de
divisién de Wiener, que nos ayudara a determinar cudndo una funcién en L'(R) puede escribirse
como el producto de dos elementos de L'(R). Similar al caso del Lema de Wiener, la demostracion
se hard a través del algebra F(L'(R)) de las transformadas de Fourier de funciones integrables.
Con este fin presentamos el Teorema de Wiener-Levy.

Teorema 1.2.10 (Wiener-Levi). Sea f € L*(R) y K C R compacto. SiV es una vecindad de f(K)
y A:V — C una funcién analitica entonces existe una funcion g € L*(R) tal que g(t) = A(f(¢))
para todo t € K.

La demostracién del Teorema 1.2.10 requiere del siguiente lema, el cual presentaremos sin
demostracion; véase [9, §1].

Lema 1.2.11. Sea f € F(L'(R)) y e > 0. Para cada ty € R eziste una funcién hy, € F(L'(R))
tal que

i) hy(t) = 1, para t cerca de to;
ii) |[(F = F(to))he,

El siguiente lema es una version local del Teorema de Wiener-Levy.

Lema 1.2.12. Sean f € L'(R) y K C R compacto. Sea ty un punto en K. SiV es una vecindad
de f(K) y A :V — C una funcién analitica entonces existe una funcién g, € L*(R) tal que
Gio = A(f(t)) para todo t en alguna vecindad de t.

Demostracién. Fijemos f(ty) = zo. Entonces para algin € > 0, si |z — 2| < € entonces

Az) = A(z0) + Y cnlz — 20)™

n>1



Tomemos hy, como en el Lema 1.2.11 y definamos

Gro = A (F(0)) by + >° [(F = Fto)) )" - (1.8)
n>1

Entonces la ecuacién (1.8) converge en F(L'(R)) por el inciso i) del Lema 1.2.11. M4s atin, por
el inciso ) del mismo lema tenemos que gy, (t) = A ( i (t)) para t cercano a tg, lo que demuestra el

lema.
| |
Demostraciéon del Teorema 1.2.10. Para cada ty € K existe una funcién g, € F(L'(R)) tal
que Gy, (t) = A(f(t)) para t € Uy, una vecindad de to. Ademés, existen funciones B;O € F(LY(R)) tal

que 71;0 se anula fuera de Uy, y es igual a 1 en una vecindad Uy, de ty (ver Ejemplo 1.2.4). Por otro
lado, existen una cantidad finita de puntos en K, a saber, ti,...,ty tal que las correspondientes
vecindades U] (1 < n < N) cubren a K. Por simplicidad, de ahora en adelante escribiremos

Un, U, Gn y ?L;I en lugar de Uy, U] , gi, ¥ B;n, respectivamente.
Fijemos e, = hy y &, = h/,(1 — h})..(1 = h),_;), (2 < n < N). Entonces ¢, € F(L'(R)) y &, se
anula fuera de U, (1 <n < N). Més atn, por inducciéon podemos comprobar que

N —~ ~
Yoen=1—(1=h})-(1-hly),
n=1

y, por lo tanto, Z én(t) =1 para todo t € K.

Consideremos - ahora la funcién

Q)

= Z_j Endn € F(L'(R)).

o~

Para t € K tenemos que €,9,(t) = €, A(f(t)), ya que é,(t) = 0si t ¢ U,. Entonces
N ~ ~
() = (S a(0) AG0) = Afle)  tek

como se deseaba.

A continuaciéon mostramos el Lema de divisién de Wiener.

Lema 1.2.13 (de divisién de Wiener). Sean f,g € L*(R) tal que el soporte de f es compacto y
g(t) # 0 para cada t € R. Entonces existe h € L'(R) tal que f = g * h.

Demostraciéon. Sea K el soporte de f . Como g no se anula en R entonces existe una vecindad
de §(K) donde la funcién A(z) = 27! es analitica. Del Teorema de Wiener-Lévy existe g; € L*(R)
tal que g;(t) = 1/g(t) en K. Entonces

(fxqxgr=Ff-gi-g="F

La funcién h = f * g; satisface lo deseado.
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1.3 Algebras C*

En esta seccion presentamos el concepto de algebra C*. Esto nos permitird dar estructura alge-
braica al conjunto de operadores radiales y al conjunto de operadores de Toeplitz, los cuales seran
estudiados en los Capitulos 3 y 4.

Sea A un algebra sobre los complejos. Una involucién en A es una operacion * : A — A que
satisface las siguientes condiciones:

i) (ax + By)* =az* + fy*,
i) (zy)* =y'a”,
iii) (z*)* =,

para cada o, 5 € Cy z,y € A. Un dlgebra C* A es un algebra de Banach junto con una involucion
x : A — A que satisface la condicién C*

lz2*(|= [l]*, zeA

Ejemplo 1.3.1. Presentamos algunos ejemplos representativos en el tema y que seran utilizados
en este trabajo.

1. Sea K un conjunto compacto. El édlgebra C'(K) de funciones complejo-valuadas definidas
en K es un algebra C* con las operaciones puntuales, la conjugacién como convolucion y la
norma del supremo. Cabe resaltar que toda algebra C* conmutativa es isomorfa a un algebra
de este tipo.

2. El algebra (>(Z) formada por todas las sucesiones acotadas es un algebra C* conmutativa
con la norma del supremo y operaciones puntuales.

3. Dado un espacio de Hilbert # el conjunto de los operadores lineales acotados B(H) forma
un algebra C* con la norma de operadores, la suma usual, la composiciéon como producto y
la involucion dada por el operador adjunto. Cabe resaltar que cada subalgebra cerrada de
B(H) cerrada bajo involuciones es un algebra C*.

Es interesante remarcar toda algebra C* puede verse como un subalgebra cerrada de B(H)
para algin espacio de Hilbert H. Este resultado es conocido como construccion GNS (Gelfand-
Naimark-Segal); ver [14, §14] para mds detalles.

Estamos interesados en las algebras C* generadas por cierta clase de operadores acotados. En
el capitulo 3 estudiaremos las algebras C* generadas por operadores de Toeplitz con simbolos
radiales. Este tipo de dlgebras es conocido como dlgebras de Toeplitz.



Capitulo 2

Espacios de Fock

El objetivo de este capitulo es estudiar el espacio de Fock arménico. Se sabe que el espacio de
Bergman armoénico del semiplano superior es la suma directa del espacio de Bergman y anti-
Bergman [7]. En este capitulo demostraremos que este mismo resultado se cumple para el espacio
de Fock armonico, es decir, el espacio de Fock armonico es la suma directa del espacio de Fock y
anti-Fock. Comenzaremos estudiando propiedades de los espacios de Fock y anti-Fock. Por tltimo,
utilizando herramientas de [4] proporcionaremos una representacion del espacio de Fock armdnico
como el espacio de sucesiones cuadrado sumables en Z.

2.1 Espacios de Fock y anti-Fock

En esta seccion definiremos y haremos una breve revision de algunos resultados basicos sobre los
espacios de Fock y anti-Fock. Analizaremos algunas de sus propiedades como espacios de Hilbert,
tales como la existencia de la funcion nicleo reproductor para cada espacio, la proyeccion ortogonal
dada por un operador integral, entre otros. Algunos de estos resultados pueden ser consultados en
(15, §2].

Sea G C C un dominio y f una funciéon definida en G tal que sus derivadas parciales existen
en cada punto de G. Los operadores de Wirtinger % y % estan definidos por las férmulas

of of of
9: " or oy (2.1)
of of  of

g—%‘f‘lafy. (2.2)

La regla de la cadena implica el siguiente lema.

Lema 2.1.1. Sea G un dominio en C. Sean f y g funciones complejo-valuadas en G tales que sus
derivadas parciales existan y sean continuas. Entonces, entonces

of _of of _of
0z 07’ 0z 0z
11
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Ademds, si g(G) C G,
0 of Jg of
@uog) (Foa) %+ (5 o)
of Jg of
(f 9) = (875 >8z+<ﬁ 9)

Las funciones analiticas se caracterizan por medio de los operadores de Wirtinger de la siguiente

manera: f es analitica en el dominio G si y sélo si %, % existen en cada punto z = (z,y) € G,
af _

SERE

son continuas y se satisface

Anéalogamente, decimos que f es anti-analitica en G si sus derivadas parciales existen, son
continuas y % =0en G.

Podemos concluir del Lema 2.1.1 que una funcién es analitica si y sélo si f es anti-analitica.
Mas atin, una funcion es analitica si y solo si f o Z es anti-analitica.

Consideremos el plano complejo C con la medida de probabilidad gaussiana con peso a > 0
dada por

dAo(z) = ge_o“ZPalA(z), Z=x+1y.

™

Denotemos por L2(C) = L*(C,d)\,) el espacio de funciones cuadrado integrables en C con
respecto a d),.

Para o > 0 definimos el espacio de Fock F? con peso o como el subespacio de todas las funciones
analiticas en L?(C).

Un subespacio de L2 (C) que estd estrechamente relacionado con el espacio de Fock es el espacio
anti-Fock, denotado por F2, el cual consiste en todas las funciones anti-analiticas en L2 (C).

Propiedades de los espacios de Fock y anti-Fock

En esta seccién veremos que los espacios de Fock y anti-Fock son subespacios cerrados de L2(C),
y proporcionaremos féormulas explicitas para sus ntcleos reproductores y para las proyecciones
ortogonales de L?(C) sobre cada subespacio.

El siguiente lema muestra que los funcionales evaluacion son continuos en F2 y F2.

Lema 2.1.2. Para todo z € C existen constantes C, y C., tales que

[f()] < C:l £

l9(2)] < Ci|lg|
para toda f € F2 y toda g € ﬁg

Demostracién. Sea f € F2y z € C. Para cada r > 0, la serie de Taylor de f

f(w):f(z)+§:1an(w—z)”, weC
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converge uniformemente en B(z,r). Integrando en B(z,7), haciendo una traslaciéon y cambiando
a coordenadas polares vemos que

/ (w — 2)"dA(w / ”H/ ¢™dfdp =0,  neN,
B(z,r)

ya que la integral con respecto a 6 es cero para todo p € [0,r]. Tenemos entonces que

F5) = — [ f(w)dAw). (2.3)

w12 JB(zr)

. _ 2 1.
Ahora bien, como e~®*I" nunca se anula para w € C, podemos reescribir (2.3) como

fz) = el e A w)

2
= arQ/XB(ZT) |w|2f(w)d)\a(w)
= <Oé’l“2 XB(z,r) (w) a|w|27f> .

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que

10 = pxmen@)e™ 7| < L ([ oo @ Fartw)  I5l=CA

donde
= 2a|w|2d)\ v 2.4
z 7”2 (/ XB (z,m) ( )) . ( . )

La demostracion para el caso anti-Fock es similar.
| |
Notemos que para cada r > 0 la constante C, definida en la Ecuacién (2.4) depende continua-
mente de z. En efecto, para z,2’ € C, la funcién e2** es acotada en B(z,r) U B(Z,r) por una
constante M, por lo que

1
o2 /C(sz,r) (W) = XB(er ) (W)e* P dA(w)

<C [ Xoten (0) = X (w) dAw),

C2 - C3l =

donde C' =

. La tultima integral tiende a cero cuando 2z’ — z. Por lo tanto

lim |C? — CZ| = 0.

zZ —)Z
Es decir, la funcién z — C? es continua y, en consecuencia, z — C es continua.

Teorema 2.1.3. El espacio F? es un subespacio cerrado de L2(C).
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Demostracion. Sea {f, },en una sucesion en F?2 que converge a una funciéon f en L?(C). Entonces
{fn}>2, es de Cauchy, y del Lema 2.1.2 se sigue que

[fn(2) = fm(2)] < Call for = finll-

Por lo tanto {f,} converge puntualmente a una funcién que llamaremos fy. Como f, — f en
L%(C) entonces existe una subsucesiéon f,, que converge casi en todo punto a f. Por lo tanto
f = fo casi en todo punto.

Por otro lado, por la continuidad de la funcién z — C,, para cada z € C existe una constante
C'y una vecindad V = V(z,C) tal que

[h(w)] < Clnll, heFs, wev.

Entonces, {f, }nen converge uniformemente en subconjuntos compactos de C, lo cual implica que
f es continua.

Sea 7 : [0,1] — C una trayectoria continua diferenciable a trozos. Dado que f, es entera para
toda n € N, entonces

% fu(2)dz=0 Vn € N.
.

Por lo tanto

0 :Jgrgloﬁfn(z)dz = ﬁf(z)dz

Como v es una trayectoria arbitraria diferenciable a trozos, por el Teorema de Morera concluimos
que f es entera. De aqui obtenemos que f € F2 y, por lo tanto F2 es cerrado.

Definamos el operador C': L?(C) — L2(C) por la férmula
Cf(z) = f(2).

El operador C' es un operador unitario. Méas atin, C' es una isometria de F2 sobre F2, lo que implica
que F2 y F2 son isométricamente isomorfos. Como conclusién, F?2 es un subespacio cerrado de

L(C).
Teorema 2.1.4. El conjunto {e,}2, dado por

an
en(2) = Wz”, neN, ze€C

forma una base ortonormal para F2.

Demostracién. Comenzaremos por demostrar que {e, }5°, es un conjunto ortonormal. En efecto,
en coordenadas polares, tenemos

n m oo 2 )
<€TL7 €m> = &\/a»'\/&»'/ / Tn+m+1629(n—m)6_ar2d9dr
m n: m! Jo 0
— QFF (/OO Tn+m+1€_£w2dr> (/27r eiﬁ(m—n)de)
m n! m! 0 0
0

Y m # n’
- 2an+1

9
—— oot e dr, m = n.
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Demostraremos por induccién que

o0 2 n!
T2n+1 e ar d?“ — 7
0 2Oé”+1

lo cual implicard que (e, e,) = 1. El caso n = 0 es trivial. Observemos que

_|_ ﬁ/ r2n71€far2dr _ ﬁ/ 7-2(71*1)7-6*0”26[7-_ (25)
a Jo a Jo

> o2 1 2
/ 7,2117,6 oars g — _ 77’2716 ar
0 200

Supongamos que el resultado es cierto para n. Entonces, para n + 1 tenemos de la Ecuacién (2.5)
que

00 00 + |
2An+1),. _ntl on —ar? (A 1)!
/o T —ar? (g — - /0 r*"re dr = T

Ahora mostremos que {e, }>2, es una base ortonormal. Dada f € F2 y n > 0 tenemos

(f,en) = lim f(z)mdAa(z).

R—o00 |z|<R

Como

z) = g: a2 (2.6)

converge uniformemente en |z| < R tenemos

[e.o]

/IZSRf(z)%(Z)d)\a(z) =Y /Z@ ar2ren(2)dMa(2) = an /lzngnen(z)dAa(@,

k=0

ya que [, <parz Fen(2)dAa(2) = 0 para k # n. Por lo tanto

(f,en) = lim ay, /z|<R en(2)dAa(2)

R—o0

= /zen 2)dN, (2

_ ,an/ / 2n+1 —ar? dé’dr
X 2.
Ve (27)

Por tltimo, supongamos que f € F2 satisface (f,e,) = 0 para toda n € N. Por la Ecuacién
(2.7), los coeficientes a,, dados en (2.6) son cero para todo n. De aqui concluimos que f = 0y, por
lo tanto, {e,}>°, es una base ortonormal para F2.

Como consecuencia del Teorema 2.1.4 se tienen los siguientes resultados.

Corolario 2.1.5. El conjunto {é,}>>, dado por

~ ar_
en(z) = Uﬁz”

forma una base ortonormal para F2.
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Corolario 2.1.6. Para cada f € F? tenemos:

1. La serie de potencias de f centrada en z = 0 estd dada por

f(z) = Z(f, en)en = Z a,z".
n=0 n=0
2. La serie de potencias converge en JF2.
3. .
2 neoo
= —qQ s
= 3
donde a,, n =0,1,... son los coeficientes de la serie de Taylor de [ centrada en z = 0.

Del Teorema 2.1.3 sabemos que los espacios de Fock y anti-Fock son subespacios cerrados de
L2(C), en consecuencia ambos son espacios de Hilbert. Por otra parte, el Lema 2.1.2 nos dice que
los funcionales evaluacién son acotados, esto garantiza la existencia del nicleo reproductor para
ambos espacios.

Sea H un espacio de Hilbert formado por funciones complejo-valuadas definidas sobre un con-
junto €. Si para cada = € Q el funcional evaluacién ¢, (f) := f(z) es acotado, entonces por el
Teorema de representacion de Riesz existe un elemento R, € H tal que ¢, (f) = (f, R:). Con las
condiciones dadas anteriormente, decimos que la funcién R : Q x 2 — C dada por

R(z,y) = Ry(x)
es el nicleo reproductor de H.

Proposicién 2.1.7. El nicleo reproductor de H cumple las siguientes propiedades:

a) R(z,y) = R(y,z).
b) IRy |I*= R(y,y)-

c) Si{entnen €s una base ortonormal de H entonces
R(z,y) = ) en(x)en(y).
n=1

En lo siguiente denotaremos por K, (z) = K(z,w) y por K,(z) = K(z,w) los nicleos repro-
ductores de F2 y F2, respectivamente.

Teorema 2.1.8. Los niicleos reproductores de F2 y F? estin dados por K(z,w) = e y K (z,w) =
eY*? | respectivamente.

Demostracién. El resultado se sigue directamente aplicando el inciso ¢) de la Proposicién 2.1.7,
el Teorema 2.1.4 y el Corolario 2.1.5.
| |
Notemos que K (z,w) = K(z,w). Como consecuencia de la existencia de los niicleos reproduc-
tores tenemos una representacion integral para las proyecciones ortogonales de L2(C) sobre F2 y
F?, respectivamente.
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Corolario 2.1.9. Las proyecciones ortogonales P : L2(C) — F2 y P : L2(C) — F2 son operadores
integrales y estdn dadas por

l/sz Dda(2),  feI2(C), weC,

:3é§w¢MQMM@% geL2(C), weC.
Demostracién. Sea f € L2(C) y w € C. Entonces

Pf(w) = (Pf, Kw) = ([, PKw) = ([, Ku)
—/f K(z,w)d\(w)

_/f K(w, 2)do (w),

de donde se sigue el resultado. El resultado para P se obtiene de manera similar.

Corolario 2.1.10. Sean f € F2 y g € F2. Entonces

Fw)] < 5

aw|?
lg(w)| < e =z ||gll, (2.9)
para cada w € C.

Demostracion. De la Proposicién 2.1.7 y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que

[f(w)| = (f, Kw) < [l Kull= K (w,w)[I7ll= 5 1]

De donde se sigue el resultado.
La demostracon de (2.9) se obtiene de manera similar.

2.2 Espacio de Fock arménico

En esta seccién estudiaremos el espacio de Fock arménico y su relacién con los espacios de Fock y
anti-Fock.
Sea h : C — C una funcién en C?*(C). Decimos que h es armoénica si

9?h  0*h

=0, z=x+1y.

Si escribimos h = u+iv, con u: C - Ry v : C — R, entonces h es armonica si y solo si u y v son
funciones armoénicas.
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Utilizando los operadores de Wirtinger dados por las Ecuaciones (2.1) y (2.2) podemos reescribir
el laplaciano Ah como
h 4 0*h
020z 020z
Por lo tanto, una funciéon h : C — C es arménica si y sélo si

Oh  Ph 0
020z 020z
Recordemos que dada una funcién armoénica v : C — R podemos construir una funcién v :
C — R igualmente armonica tal que f := u+iv satisfaga las condiciones de Cauchy-Riemann, i.e.,

f sea analitica. A la funciéon armonica v se le llama la armoénica conjugada de u. Es importante
remarcar que v es Unica salvo por la adicién de constantes.

Ah =4

Lema 2.2.1. Sea h : C — C una funcion armonica. Entonces existen funciones analiticas f,g en
C tales que
h=f+3.

Esta descomposicion es unica excepto por la adicion de constantes.

Demostraciéon. Escribamos h = wu; + tuy con ug,us : C — R. Sean vy y vy las conjugadas
armoénicas de uy y ug, respectivamente. Entonces las funciones U = uy + vy, V' = i(ug + tvq) son
analiticas. En consecuencia f = (U +V)/2y g= (U — V)/2 son también analiticas. Ademaés,

Uy — V2 +i(v1 +ug)  up + vy —i(v — ug)
2 + 2

que es la descomposicion deseada.

Para probar la unicidad de la descomposicién anterior supongamos que existen funciones enteras
f1 v g1 tales que h = f; +g1. Entonces f — f; = g1 —g. Como f — f; es analitica y anti-analitica,
entonces debe ser una funciéon constante.

f—|—§: :U1+iU2:h,

| |

Estamos interesados en funciones cuadrado integrables respecto a la medida d\2(C). El si-

guiente resultado nos dice cuando la conjugada armoénica de una funcion arménica real-valuada es
cuadrado integrable. Véase [2, §4].

Proposicién 2.2.2. Sea u : C — R una funcién armdnica en L:(C). FEntonces su conjugada
arménica v : C — R también pertenece a L2(C).

Demostracién. Supongamos que v(0) = 0. La funcién f = u+iv es entera, y por lo tanto puede
expandirse en su serie de potencias

f(z)=ap+ i cn2". (2.10)

Sean a,, y —b,, las partes real e imaginaria de ¢,,, respectivamente. Escribiendo ¢, 2" en coordenadas
)
polares

cn 2" = (an — iby)r"™ (cosnf + isennd)
= r" ((a, cosn + bysennb + i(—b,, cosnb + a,sennd)) .
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tenemos que (2.10) se expresa como:

f(re® —a0+ch nein?

=ay+ Z r" (a, cosnf + b,sennf) + i Z r" (—=b, cosnb + a,sennd) .

n=1 n=1

Es decir,

u(re”) =co+ > r" (a, cosnf + bysennf)

n=1

v(re”) =" 1" (=b, cosnb + a,sennd) .

Fijemos r > 0. Del Teorema de Parseval se sigue que

27 . 1 &
/0 [u(re)*df = af + 5 3 r*" (a2 + B2)
n=1

21 .
/0 lo(re®)[2df = = ZrQ"a 8.

n=1

Por lo que

27 . 2T .
/ lo(rei®)|2d6 < / u(re®)2d8 V> 0.
0 0

Supongamos ahora que u € L2(C), entonces tenemos

P 02, —ar? P 02, —ar? 2
/ / rlo(re™)|*e” " drdf S/ / rlu(re®)|fe™ " drdf < / [u(z)|“dAa(2) < 00
0 Jo 0 Jo c

para toda p > 0. Podemos concluir entonces que

p—00

2
/ lv(2)[2dAa(2) = hm/ / rlo(re®)|2e="" drdf < co.
c

Es decir, v € L2(C).
| |
Es interesante el hecho de que la proyeccién ortogonal de F2 y F2 sobre el espacio de funciones
constantes esté dada por la evaluacion en cero.

Lema 2.2.3. Si f € L'(C,d)\,) es analitica, entonces

| FE)dha(z) = ).



20

Demostracién. Sea f(z) = Y a,z" la expansién en serie de potencias de f. Para r > 0 fijo
neZly

tenemos

/B(O,r)f(2>d)\a(z) = /B(OT Zan "o
— Z an/ 2"dAo(2) = ag /B(om) da(2).

B(0,r)

Tomando el limite cuando » — oo en la expresion anterior obtenemos

[1Eaxz) = lm [ () =ao [ dha(z) = £(0).

C B(0,r)

Que es lo que deseabamos demostrar. "
Observemos que la resta directa

F2oC=FincCH,

donde C representa el espacio de funciones constantes, coincide con el subespacio del espacio anti-
Fock F2 cuyas funciones valen cero en cero. Por lo tanto, el Lema 2.2.3 implica que F2 y F2 & C
son ortogonales.

El espacio de Fock armodnico

Definimos el espacio de Fock armdnico, denotado por h%, como el espacio de todas las funciones
armonicas en L2 (C).

Del Lema 2.2.1 sabemos que la parte analitica y anti-analitica de una funciéon armonica se
pueden escribir en términos de su parte real e imaginaria. Mds atin, si la funcién armonica pertenece
a h? entonces de la Proposicién 2.2.2 su parte analitica y anti-analitica pertenecen a F2 y F2,
respectivamente. De lo anterior obtenemos la descomposicion del espacio de Fock arménico h?.

Teorema 2.2.4. El espacio de Fock armdnico h? se puede descomponer como
W =Fo(FoC).

Este resultado, analogo a la descomposicion del espacio armoénico en el espacio de Bergman,
sera util para obtener relaciones entre los operadores de Toeplitz actuando en los espacios de Fock
y anti-Fock, y los operadores de Toeplitz actuando en el espacio de Fock armoénico.

Del Teorema 2.2.4 concluimos que el espacio h2 es un subespacio cerrado de L2(C) y si escribi-

mos
~ €n, N >0,
€n = {5n, n <0 (2.11)

entonces el conjunto {&,},cz es una base ortonormal de hZ.
Denotaremos por K,,(z) = K(z,w) la funcién nicleo reproductor del espacio de Fock arménico.
Del Teorema 2.1.8 tenemos que K(z,w) es de la forma

—~

K(z,w) = K(z,w) + K(z,w) — 1. (2.12)
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Esta descomposicion del niicleo reproductor nos permite escribir la proyeccion ortogonal P de
L%(C) en h2 como el siguiente operador integral

Piw) = [ K(w.2)fG)dra(z), € L2(O) (213)
Juntando las Ecuaciones (2.12) y (2.13) obtenemos que

Pf(w) = Pf(w)+ Pf(w) —1® 1f(w), fe L) (2.14)

donde 1 ® 1 es la proyeccion de L2(C) sobre el espacio de funciones constantes C dada por

1@1(f) = (£1) = [ f)dAa(2). (2.15)

2.3 Representacion del espacio de Fock armoénico

El espacio de Fock arménico es isométricamente isomorfo al espacio £2(Z) = (? usando la trans-
formacion natural
e (-0, \1/ L0, ).
n—esima

Sin embargo, al hacer esta transformacion perdemos la informaciéon que podriamos obtener de
L?(C). En esta seccién construiremos una transformacién que envie a L2(C) en ¢ @ L*(R,),
donde L*(Ry) = L*(R,,dr), de tal forma que preserve la asociaciéon natural entre el espacio de
Fock arménico h? y (2. Comenzaremos utilizando la llamada transformada tipo Bargmann; ver [§]
para mas detalles. Desarrollaremos este método en dos ocasiones: la primera para F2 y la segunda
para el espacio .7?2 © C. A continuacién describimos este método. Este resultado, andlogo a la
descomposicion del espacio arménico en el espacio de Bergman, sera ttil para obtener relaciones
entre los operadores de Toeplitz actuando en los espacios de Fock y anti-Fock, y los operadores de
Toeplitz actuando en el espacio de Fock armoénico.

Sea H un espacio de Hilbert y A4 un subespacio cerrado de H. Sea P la proyeccién ortogonal
de H sobre A. Supongamos que existen:

i) dos espacios medibles (X, du) y (Y, dv),

ii) un operador unitario

U:H— L(X,dp) @ L*(Y, dv),
iii) un subespacio medible X; de X y una funcién ¢y = ¥o(z,y) en X; x Y, tal que

- para cada z € X, la funcién ¢y(z,-) € L*(Y,dv) y ||[¢o(x, )| 2(v.ay= 1.
- el operador U transforma A sobre 1o L*(X1,du) C L*(X, du) @ L*(Y, dv).

Entonces, para cada ¢ = o f € U(A) = oL?*(X1,dp), con f € L*(X;,du) tenemos que

lelloay= 1 11e2x.am-
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Consideremos el encaje isométrico
Ry : L*(X1,dp) — LA(X,dp) @ L*(Y,dv)
dado por la féormula B
ROf - fqu)o € L2(X17 d:u) ® ¢0L2(K dy))

donde

f~_ f7 xEXh
=10, z€ X\ X,

El operador adjunto
Ry LA(X,dp) @ L*(Y,dv) — L*(X1,du)

esta dado por

(Ri)(@) = [ o)l pidv,  w€ X,

Denotemos por @ a la proyeccién ortogonal de L*(X, du) ® L*(Y, dv) sobre la imagen de A bajo
el operador unitario U, i.e., U(A) = ¢gL?(X1,du). El operador R, satisface lo siguiente

RiRy = I : L*(X1,dp) — L*(X1,du),
RoR; = Q: L*(X,dy) @ L*(Y,dv) — U(A).
Obtenemos asi el siguiente resultado.

Teorema 2.3.1. El operador R = RU transforma al espacio de Hilbert H en L*(Xy,du) y su
restriccion

Rla: A — L*(Xy,du)
es un isomorfismo isométrico. El operador adjunto
R*=U'Ry: L*(X1,dp) — ACH

es un isomorfismo isométrico de L*(Xy,du) sobre A C H. Mds ain, se tienen las siquientes
relaciones

RR* =1 : L*(Xy,dp) — L*(X1,dp),
R'R=P:H — A,

donde P es la proyeccion ortogonal de H sobre A.

Comenzaremos con la representacion del espacio de Fock. La transformacion unitaria U; de
L2(C) sobre L?(R?) dada por

2\2

(Uf)(z) = \/feazf(Z), (2.16)

proporciona una correspondencia entre ambos espacios. La imagen del espacio de Fock bajo U,
Ui (F?2), es el conjunto de funciones suaves en L?(R?) que satisfacen la ecuacion

O 41, (0  az\, 100 0 , B
U1£U1 f—<82+2)f—2<ax+zay+a(x+zy)>f—0, (2.17)
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U
H L*(X,dp) ® L*(Y,dv)
U*
P—R'R B Ro| | Ry
R*
A LQ(ledu)
R|a

Figura 2.1: Esquema general de una transformada del tipo Bargmann.

donde z = x + iy. A lo largo de este trabajo consideraremos simbolos que sélo dependen de la
parte radial, por lo que es natural escribir C = R? en coordenadas polares, esto es,

L*(R?) = L*(R,, rdr) ® L*([0,27], df)

= L*(Ry,rdr) ® L? <51 df)

= L*(R,,rdr) ® L*(S"),

donde t = €, 6 € [0,21] y % = |dt| = df es el elemento de longitud. Las relaciones entre las
derivadas parciales con respecto a las diferentes variables en coordenadas rectangulares y polares
estan dadas por

0 senf 0 0 9 [ cosf 0 0 50

— =cosf— — — =senf— + — =1

o or 1 06 Ay or ' r o9 o0 ot

Por lo tanto podemos reescribir los operadores dados en las ecuaciones (2.17) como

0 az cos@+isen9<8 10 )_t(@ t o0 )

= = i—— +ar — =~ tar
8§+2 2 - * *

or r 00 or rot (2.18)

Consideremos la transformada de Fourier discreta F : L?(S') — ¢? definida como la sucesion

ffz{\/— [ s df} ,

La inversa de la transformada de Fourier discreta F~! = F* : (2 — L?(S') estd dada por

‘F_l{cn}nEZ Z Cntn

neZ

feL(sh). (2.19)

{epYnez € 12 (2.20)

Debido a que el conjunto {(27)~'/2¢™?},,c; es una base ortonormal para L?(S'), la transformada
de Fourier discreta es un isomorfismo isométrico entre L?(S') y ¢2. M4s atin, si f es una funcién
suave y {¢, Jnez es la sucesion dada en (2.19) entonces (2.20) converge absoluta y uniformemente.
Definamos el operador unitario

Uy=1®F:L*Ry,rdr) ® L*(S*) — L*(Ry,rdr) @ (* = (*(L*(R, rdr)). (2.21)
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Tomemos {f,(r)}nez € 2(L*(Ry,rdr)), donde f,(r) es una funcién suave para cada n € Z.
Entonces el operador U, transforma (2.18) en

0 t@
or rat )@%fﬂ

(I®F)—— Z ( ; + ozr) Folr)E"

1(0 n—l
:{2<ar_ r *O”>f"‘1(”}nez'

Por lo que UyU;(F?) puede describirse como el subespacio de L*(R,,rdr) @ ¢ = (*(L*(Ry,rdr))
formado por las sucesiones { f,(7)},cz con componentes suaves que satisfacen la ecuacion

(——l—ow“)fn(r)—o, n € 7,

1955 (5~ g+ o) 18 F D BDher = (T 0 ) (

2
folr)=a,r"e” 7 =a, r'e” 2, n € 7. (2.22)

ar2
Como e~ 2 no es acotado para n < 0y es necesario que las funciones dadas en (2.22) pertenezcan
a L*(R,,rdr), entonces f,(r) = 0 para cada n < 0. Se sigue que UyU, (F2) C L*(R,, rdr) ® (* =
(*(L*(Ry,rdr)) coincide con el espacio de todas las sucesiones { f,,(r)}nez con

2an+1 . —or? ;
fulr) = @V Sarrie T, stn € Ly, (2.23)
0, st n€Z_.
Ademas, como
2an+1
' / p2tle=er® g — 1 n ez,
n!  Jry

entonces
1/2
{fn(r) tnezll 2@, raryoe= (Z !anl2> = [[{an}nez, ez
n€Z+

donde {a, }nez, se extiende a una sucesion en ¢* definiendo a,, = 0 para n < 0.
Para simplificar f,(r) consideraremos el operador unitario

u, : L*(R,) — L*(R,,rdr), n e Ly,
dado por

(unf) (1) = wn(r) f(7a(r)),
donde

(2.24)
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En efecto, la derivada

~1
dTn o 2a" 2n+1 . L% >0
o ] r Z k! =
dr n! i K
y s6lo se anula en r = 0. Por lo que 7, es creciente e invertible. También,
A
Jim, g, = oo

por lo que 7,, no puede ser acotada y 7(R,) = R,. En conclusién w,, es una biyecciéon. Por tltimo,
para f € L*(R,) obtenemos

20" n OszQk -1
”uan%Q(RJr,rdr) = /R T2n+1 (Z k!

|
+ k=0

O P

= ||f||%2(R+),

k

) . n O{’f’2k 2
flr—a lnz o dr

k=0

i.e., u, es una isometria y, por tanto, unitario.
Finalmente, definamos el operador unitario

Us : (L*(Ry,rdr)) — (L*(Ry)) = L*(Ry) ® £2

por la asignacion
U3 : {Cn(r>}n€z — {u‘;‘lcn<r)}nez- (225)

Observemos que, para { f,(r) }nez definido en (2.23) el operador Us actia de la siguiente forma

2
Ua{ fu(r) e = { R G R R
n n -

07 nez._.

En conclusién, UsUsUs (F2) coincide con el espacio de sucesiones {d,, (1) }nez donde

an/oe~ T, nely,
d"(’”):{ 0 ve nez.

Sea o(r) := \/ae~%. Entonces 1, € L*(R,) y |[1a]|= 1. Denotemos por L, el subespacio
unidimensional de L*(R, ) generado por v,. La proyeccién ortogonal P, de L*(R,) sobre L, esté
dada por

_a(r+p)
2

(Pal)() = {fstiadtia = [ flp)e =5 dp.

+

Consideremos el subespacio (1 de ¢* formado por las sucesiones {c,}nez tales que ¢, = 0 para
n € Z_. Denotemos por p* a la proyeccién ortogonal de ¢ en (2 y por x4 = {x+(n)}nez € [*° a
la sucesién dada por

1 neZy,
X+(”>:{o nez.

Observemos que p* es el operador de multiplicacion por la sucesion x ., i. e., x 1.
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Podemos escribir la imagen del espacio de Fock bajo el operador UsUyUy como Lo, ® (%, es
decir, UsUsUy (F2) = Lo ® (3. Ademés,
Pa@pT,

es la proyeccion ortogonal de (*(L*(R;)) = Lo(Ry) ® £* sobre L, ® (2.

Nota 2.3.2. El espacio @r se corresponde con el espacio de sucesiones ¢?(Z, ) mediante el encaje

natural:

cn NE Ly,
{Cn}nEZ+ = {Cn}neZ = { 0 ne Zi

En adelante usaremos esta correspondencia de forma implicita.
El siguiente teorema resume la discusiéon anterior.

Proposicién 2.3.3. El operador unitario U = UsUyU, transforma al espacio L?(C) en L*(R,)®/¢?
de tal forma que:

1. El espacio de Fock F? es transformado en L, ® (2, donde L, es el espacio generado por la

funcion iy (r) = J/oae™ % .

2. La proyeccion ortogonal P de L2:(C) sobre F? es unitariamente equivalente a UPU™! =
P, ® p*, donde P, es la proyeccién ortogonal de L*(R,) sobre L, y p™ la proyeccién de (>
sobre (2.

La teoria que desarrollamos anteriormente para el espacio de Fock tiene su analogo para el
espacio anti-Fock. A continuacién presentaremos brevemente estos resultados.

La imagen de F?2 bajo la transformacién unitaria U; definida en (2.16) coincide conjunto de
funciones suaves que satisfacen

J. 4 0 oz 1,0 0
—U = | — — = — | — — 71— —1 = U. 2.2
gt = (g4 5 ) =5 (5 i oo —in) £ =0 (2.26)
Pasando a coordenadas polares podemos escribir el operador dado en la Ecuacion (2.26) como
2_’_@72_0089—2'8(%19 2_1‘12+ar _i 2+Eé+ar (227)
oz 2 2 or rof ~2\or  rot ' '

Tomemos {g,(r)}nez € (*(L?*(Ry,rdr)), con g,(r) una funcién suave para cada n € Z. De
forma andloga al espacio de Fock tenemos que (2.27), bajo el operador unitario U, definido en
(2.21), se transforma en

0o to

([@f); ((97" + ;a +Oé7’> (I ®F_1){gn<T)}n€Z = {

lg n—i—l+ ()
2\ 9r ar | gn4+1\r

nel

La imagen de F2 bajo UsUy, es decir UyUy (F2), coincide con el subespacio de L2(R, rdr) ® (2 =
?(L*(R,,rdr)) formado por las sucesiones {g,(r)}nez con componentes suaves que satisfacen la
ecuacion

1/0 n

2<8T+r+ar>gn(7’)20, n € 7,
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cuya solucién general estda dada por

2c—ntl 2
r e 2.

Ot’l‘2

gu(r) =t r"e = =b,

n

!

Es necesario que para cada n € Z, g,(r) pertenezca a L*(R,,rdr). Por lo tanto, la imagen del
espacio anti-Fock bajo la transformacién UsU; coincide con el espacio de las sucesiones {g,(7) }nez,
donde

0, si n>0,
— —n ar? .
gn(r) b, 2?‘7&17’”6—7, si n<0.

Ademas,

1/2
{gn(r) Inezll L2ry raryoe= (Z IanQ) = [{bn}nzollez,

n<0

donde {b, },<o se extiende a una sucesién en ¢? definiendo b, = 0 para n > 0.

Consideremos ahora el operador Us definido en (2.25). Entonces UsUsU; (F2

2) es el espacio de
sucesiones {d! (1) }nez, definido como

y )0, n >0,

Veamos ahora como acttia U sobre el espacio de las funciones constantes C. Para una funcién
constante ¢(z) = zg tenemos que

UC(Z) = U3U2U1C(Z)
= \/EUgUQZ()e_ag
s
a (17'2
= \/;Ug(j ® F)zoe” 2
a a2 1 Lo dt
= \/>U3 {206_2 / t_n,}
us V2 Js i) e
=V 20[U3 {de_ag(s()m}
= {\/5206_%50@}

donde 0y, es la delta de Kronecker. Entonces, la imagen de C bajo U coincide con el conjunto

neL

nez’

{{\/azoe—a;ao,n}nez e PRz € C} .
Sea {d’ (r)}nez € U(F?) definida como en (2.28). Entonces

<{d{n(r)}n62a {\/&ZOG_%(SOM} > = bOZOOf/ e “dr = boZ(), zg € C.
n€L/ [2(R, dr)®e2 Ry
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Por lo tanto, {d],(r) }nez L C siy sélo si by = 0. Como U es unitario
U(F20C) =U(F)NUC)" = {{d,(r)}nez : b = 0}, (2.29)

con {d,,(r) }nez definido en (2.28).

Introduzcamos el subespacio £2 de £2 que consiste en todas las sucesiones que se anulan en Z_.,
y denotemos por p~ a la proyeccién ortogonal de ¢2 sobre ¢2. Con la notacién anterior podemos
escribir la Ecuacion (2.29) como

U(F26C)=L,® 2,
de donde podemos concluir el siguiente resultado.

Proposicion 2.3.4. El operador unitario U = UsUsU;y es un isomorfismo isométrico del espacio
L%(C) sobre L*(Ry) ® (* bajo el cual:

1. EI espacio ]?2 eCC fj es transformado en L, ® (2, donde L, es el espacio generado por
Va(r) = Vae 7.

2. La proyeccion ortogonal P—1®1 de L2(C) sobre ]-ZC% o C, es unitariamente equivalente a
UP-1@ 1)U =P, ®p", donde P, es la proyeccién ortogonal de L*>(R,) sobre Lo, y p~
la proyeccién de * sobre (2 .

Por 1ltimo, empleando las técnicas usadas en [6] daremos la representacién del espacio de Fock
armonico.

Teorema 2.3.5. El operador unitario U = UsUsU; es un isomorfismo isométrico del espacio
L2(C) sobre L*(Ry) ® £* bajo el cual:

1. El espacio de Fock armdnico h% es transformado en L, @ (?, donde L, es el espacio generado

ar

por U (r) = Jae 2.
-1

2. La proyeccion ortogonal P de L2(C) sobre h2, es unitariamente equivalente a U(P)U~' =
P, ® I, donde P, es la proyeccion ortogonal de L*(Ry) sobre L.

Siguiendo el método descrito al inicio de la seccién procederemos a la construccion del operador
R del Teorema 2.3.1 para los espacios F2 y F2 © C. Para ello, consideremos el operador unitario
J 0?2 — (% dado por
j{cn}nGZ - {C—n}nEZ'
Observemos que J puede definirse en L?(R;) ® ¢* = (*(L*(R.)) por

T{en(r)tnez = {¢-n(r) fnez,

y también es unitario. Introduzcamos el encaje isométrico Ry : £2 — L*(R}) ® ¢* definido por la
regla

RO{Cn}n€Z+ = %(7’){X+(”)0n}nez‘ (2-30)

Notemos que la imagen de Ry coincide con L, ® ¢3 C L*(Ry) ® ¢*. El operador adjunto Rf :
L*(Ry) ® 2 — (2 esta dado por

Roten(raee = e [ entrje ¥}

nely
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Ademas, Ry y R satisfacen
RiRy=1:07 — (3,
RoRy =P, @pt : L*(Ry) @ — Ly ® (7.
Definamos el operador R : L2(C) — % como
R = RjU. (2.31)
Podemos ver que la imagen de L2(C) bajo R coincide con £2 y su restriccién R F2 F2 — (3 esun

isomorfismo isométrico con inversa dada por el operador adjunto R* = U*Ry : (2 — F2 C L2(C).
Los operadores R y R* satisfacen

RR*=1:07 — (%, (2.32)
R‘R=P:L%(C) — F2 (2.33)

donde P es la proyeccién ortogonal de L3 (C) sobre F7.
Similarmente, definamos el operador R : L?(C) — ¢* como

R=p JRJU, (2.34)
donde R esta definido por la Ecuacién (2.30). Entonces R(L2(C)) = ¢% y la restriccién R

F2eC

«@

]?2 S (C~—> ? es un isomvorﬁ:imo isométrico con inversa el operador adjunto R =U *TRyT -
> — F2o C. Més ain, R y R* cumplen
RR* =1:0* — (%, (2.35)
RR=P—-1®1:L}C) — F?eC, (2.36)
donde Py 1® 1 son las proyecciones ortogonales de L%(C) sobre JEC% y C, respectivamente.

Por 1ltimo, a partir de la descomposicion del espacio de Fock arménico como suma directa de
los espacios F2 y F2 6 C, dada en el Teorema 2.2.4, definimos el operador

R:I2(C)® LA(C) » A @ > =

Rro=(y a) (1), fecnzo

El operador adjunto R* : ol - Fo (F2 © C) esté dado por
D - R* 0 {an}n€Z+
R ({an}n€Z+7 {bn}nEZ_) - ( 0 R*> ({bn}nEZ_ .

Note que, tanto B* como 11A2|JT2

por la regla

o(F2oc) SO0 isomorfismos isométricos. Ademas,

DD RR* 0 T .02 2
RR—(O RR*)-].E — 0
Seh R*R 0 . P 0 72 2 2 2
R'R = ( 0 R*pR) = (O P—1®1> LE(C) LL(C) — Fid (FieC).
Resumiendo lo anterior tenemos el siguiente teorema, que proporciona una forma explicita a la
accion de los operadores Ry R*.
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Teorema 2.3.6. El isomorfismo isométrico R* : (> —s h2 estd dado por

E*{Cn}nEZ = Z Cné\n-

neL

El isomorfismo inverso R : h2 — (2 estd dado por

Rh(z) = { / h(z)én(z)dka(z)} |
C nez
Demostracion. Veamos como actian R* y R* en (% y 02, respectivamente. Sea {a,}nez, € Ea_

R*{an}n€Z+ - UTU;UgRO{an}nGZJr
= UyUs Us{anv/ae™ 2 }oez,

*T Tk ,2an+1 _ar?
= U1U2 {an n' Tne 2 }
nely
1 20+t ar?
=U— antf (rt)"e” 2
v 2T ngZ:+ " n!

= Z An€n-

’I’LGZ+

Similarmente, para {b, }n,cz_ € (% se sigue que

E*{bn}nGZ, = Z bn€|n|

neZ_

Por lo tanto, para ({an}%h, {bn}%ﬂ) €

é* ({an}n€Z+7 {bn}nEZ_> = <-F(i)* Rg*) (EZ:%:EZ:L>
= (@*{GH}RGZJF)
R*{bn}nGZ_

= D nent 3 bl

n€Z+ nel_

= Z CnCn.-

ne’l

El inverso se sigue del hecho que E*R[ nz = 1.



Capitulo 3

Operadores de Toeplitz con simbolo
radial en espacios de Fock

Este capitulo esta dedicado al estudio de Operadores de Toeplitz con simbolos radiales acotados
actuando en el espacio de Fock armonico. A diferencia de otra clase de simbolos, las funciones
radiales definen operadores de Toeplitz con una estructura rica e interesante. Como veremos,
calculos directos muestran que un operador de Toeplitz con simbolo radial es diagonal respecto a
la base ortonormal del espacio de Fock armoénico. La construcciéon que emplearemos aqui puede
utilizarse para estudiar operadores de Toeplitz con simbolos no acotados; ver [5] para ejemplos
en el espacio de Fock. Ademas estudiaremos otra clase de operadores acotados: los operadores
radiales. Daremos algunas de sus propiedades y analizaremos su relacion con los operadores de
Toeplitz con simbolo radial.

3.1 Operadores de Toeplitz

Sea a una funcién medible con respecto a la medida d\, y A un subespacio cerrado de L2(C).
Denotemos por @ la proyeccién de L2 (C) sobre A. El operador de Toeplitz T, : A — A con simbolo
a esta definido como

Taf = Q(af)v f S D(Ta)’

donde el conjunto
D(T.) ={f € ha : af € L3(C)}

es el dominio natural del operador del operador de Toeplitz T,. Observemos que si a € L*(C,d\,)
entonces D(T,) = A.

Para el caso especial cuando el simbolo es acotado, tenemos que los operadores de Toeplitz
satisfacen las siguientes propiedades

a) [ Tall< llalleo

)

b) Tsa1+82as = 1Ty + B2T0,
) T,
)

C

d) T,>0sia>0,

31
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para cualesquier nimeros complejos 1, f2 y funciones aj,as en L>*(C,d\,). Entonces, si a es
acotado también lo es T,. Ademas, la asociacién a — T, del simbolo con el operador que define es
lineal y preserva involuciones. _

De ahora en adelante para a € L*(C,d),) denotaremos por T,, T, y T, a los operadores de
Toeplitz actuando en los espacios F2, ]t"g 6 C y h2, respectivamente.

La siguiente proposicién muestra que para el caso del espacio de Fock armoénico la asignacion
a— T, es inyectiva. La demostracién es andloga a la encontrada en [12, §2].

Proposicién 3.1.1. Sea a € L*(C). El operador de Toeplitz T, : h% — h2 es cero si y sélo si
=0 casi en todo punto.

Demostracion. La suficiencia se sigue de la definicion del operador. Para probar la necesidad
supongamos que para alguna a € L>*(C) se cumple que T, = 0. Entonces,

~ ~

(a,2"z™) = (az", 2") = (P(az™),2") = (T,,2™,2") =0, Vm,n € Zy.

Como el conjunto {z™z" : n,m € Z,} es un subconjunto denso de L?(C) (ver (1.2)), podemos
concluir que a = 0 casi en todo punto.
|

Decimos que una funciéon a € L>*(C,d\,) es radial si s6lo depende del mddulo de la variable,
i.e., a(z) = a(r) casi en todo punto, donde r = |z|.

El siguiente teorema muestra como actian los operadores de Toeplitz con simbolo radial en el
espacio de Fock arménico h2. Recordemos que {€,},cz denota la base ortonormal para el espacio
de Fock arménico h?.

Teorema 3.1.2. Sea a = a(r) € L*°(R,). Los eigenvalores del operador de Toeplitz T, actuando
en h? es el conjunto

{1a(n) :n €2y},

) = o [ a(yfE) rrean

Demostracion. Podemos verificar directamente que

con

(Tan, em) = Omaallnl),  Vm,n € Z,
donde 0,,,, es la delta de Kronecker. Por lo tanto, para n € Z

(Ta = Ya([n])1)2n, &m) = 0, vm e Z.
Entonces T,&, = Y4(|n|)é,. Tenemos que, para h € h2 de la forma

h(z) = anen, (3.1)

neL

se cumple R R
T,h=T, Z pn = Z Ya(n])ané,. (3.2)

ne”l neL
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Supongamos ahora que A € C es un eigenvalor de fa, entonces existe h € h2 diferente de cero
tal que
T,h = \h.

Si escribimos h en la forma (3.1) tenemos de la ecuacién (3.2) que

Z Yao(n])ane, — A Z ané, =0,

neZ nez

por lo que A = 7,(|m|) para alguna m € Z.

Ejemplo 3.1.3. Sea a(r) = X0, con p > 0. Entonces los eigenvalores del operador T, estén
dados por

1 re/vVe
Ya(n) = — re"dr
n! Jo

g a))

Notemos que para cada n € Z, los eigenvalores 7,(n) son diferentes, y sus eigenespacios
asociados estan generados por los elementos n y —n de la base monomial.

Sea A\ un eigenvalor del operador de Toeplitz T, con a radial y acotado. Denotemos por E(\)
el eigenespacio asociado al eigenvalor A. Entonces, del Teorema 3.1.2 tenemos que E(\;) # E(\g)
para A\; # Ay. Ademés, si é, € E()) entonces é_,, € E(\).

En [3] se muestra que los operadores de Toeplitz con simbolo radial en el espacio de Fock
armonico y en el espacio de Fock acttian de forma similar, y mds atn, tienen el mismo conjunto
de eigenvalores. Por lo tanto, es natural preguntarse si dado un simbolo a € L*(R,), T, y T,
son unitariamente equivalentes. Sin embargo, en general si A es un eigenvalor de T, y T, los
eigenespacios asociados a A tienen diferente dimension (ver Ejemplo 3.1.3). Podemos concluir

entonces que, en general, los operadores T, y T, no son unitariamente equivalentes.

3.2 Operadores radiales

En esta seccién definiremos los operadores radiales y daremos una caracterizacién de los mismos
utilizando la radializacion de un operador. Ademads, demostraremos que los operadores radiales
actian de forma diagonal en la base {€,}ncz v tienen estructura de dlgebra C*. Por dltimo,
probaremos que un operador de Toeplitz es radial si y solo si proviene de un simbolo radial.

Para 6 € R definamos el operador unitario Uy : h2 — h2 por la composicién de la funcién con
la rotacién por el angulo 6 en sentido negativo, es decir

(Uf)(2) = f(ze™), zeC.

Notemos que Uy = Upyor y
Upen(2) = En(e7"2) = 78, (2),
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para cada n € Z. Ademas, una funcion a es radial si y sélo si
Uga(z) = a(e™2) = a(z), Vo el0,2m).

Para S € B(h?) definimos la radializacién de S por

27

1
Rad(S) = ? U_QSUQCZQ,

m™Jo

donde la integral es entendida en el sentido débil. Es decir, si dada f € h? existe h € h? tal que

1 2m
(hg)= o [ (U-SUf g0, Vg,
2m Jo

entonces h = Rad(9)f; para mayor detalle ver [10, §3].
Sea S € B(h2). Decimos que S es radial si para cada € R

SUy = UyS.

Observemos que el operador S es radial si y sélo si Rad(S) = S. En efecto, si U_ySUy = S
para toda 6 € R, entonces para f € h?

(Rad QSUgf,

o)
/ (S1,9)d

QS’\H?HH

para todo g € h?, es decir, Rad(S)f = Sf y por lo tanto Rad(S) = S. Por otro lado, si Rad(S) = S
entonces para cada m,n € Z

(Seén, €n) = (Rad(S)e,, ém)

1 2
= /0 (U_SUpgen, &)t

]_ 27
5 / (SUs, Upern)dt
mwJo
1 2
— o [S(e ), e et
mJo
1 27 .
_ 27/ 6—zt(n—m)<S€m §m>dt
™ Jo

Sén,em), m=n. (3.3)

_{ 0, m # n,
=1 4
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Ahora

(U_58Us8,, ) = (SUsen, Usey)
= (Rad(S)Usén, &)

1 2m
- /0 (U_5U_SUUsen, &) dt

1 2T N R
= g/o (SUpspen, Ugyplm)dt
1

" or

1 2T ) L
= E/o el(n ) (Semem>dw

_{ 0, m #n,
R

Sén,em), m=n.

27+
/ﬁ (SUBn, Unrn)deo

Es decir, para cada € Ry n,m € Z, (Sé,, €,) = (U_gSUgsé,, €n), i.e., U_pSUzeé,, = Se,. Como
S es continuo y {€,},en una base ortonormal para h?, entonces U_zSUz = S. En conclusién, S
es radial.

Observemos que la Ecuacion (3.3) muestra como actiia la radializacion en los elementos de la
base. Denotaremos por R al conjunto de todos los operadores radiales actuando en el espacio de
Fock arménico h2.

Proposicién 3.2.1. El conjunto R forma un subdlgebra C* de B(h2).

Demostraciéon. La demostracion de que R es un algebra es directa. Por otro lado, si S € R
entonces

S*UQ = (U_0S>* = (SU_Q)* = UQS, Vo eR.

Esto es, S € R y por lo tanto R es cerrada bajo involuciones. Por 1ltimo, si S € R entonces existe
una sucesion {S, }neny C R tal que S, — S cuando n — oo. Como la composicién es continua,
para cada 6 € R se cumple

SUQ = nhﬁrglo SnUg = nhjglo UgSn = UQS,
por lo que S € R. Luego R es una subélgebra cerrada de B(h2).
| |

Lema 3.2.2. Un operador S € B(h2) es radial si y sdlo si es diagonal con respecto a la base
{éh}nEZ-

Demostracién. Si S es radial entonces de la Ecuacién (3.3) tenemos que
(Sen, en) = (Rad(S)e,, m) = (S, €,) (€n, €m) = ((S€n, €n)en, €m) .

Es decir, Se, = (Sé,,é,)é, y S actiia diagonalmente en la base monomial.
Por otro lado, supongamos que S actiia diagonalmente en la base, es decir, para cada n € Z
existe a,, € C tal que Se,, = a,é,. Entonces

U_gSUgé, = U_gSe "™e,, = U_ge "™ a,8, = a,e, = Se,.
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En conclusién U_ySUy = S.
| |
Ahora veremos el concepto de radializaciéon para funciones acotadas. Sea a € L>(C). Definimos
la radializacion de a por la funciéon

rad(a)(z) = 217r /O27r a(e?z)do. (3.4)

Por la periodicidad de e podemos escribir la Ecuacién (3.4) como

rad(a)(z) = ;ﬂ / 7 a(e)]2])do. (3.5)

Este concepto nos proporciona el siguiente lema que es un resultado simple pero esencial en el
estudio de operadores de Toeplitz con simbolo radial.

Lema 3.2.3. Sea a € L*(C,d)\,). La funcion a es radial si y sélo si coincide con su radializacion
casi en todo punto.

Demostracién. Notemos que la Ecuacion (3.5) implica que la radializacién de una funcion es
una funcién radial. Por lo tanto, si a(z) = rad(a)(z) casi en todo punto entonces a es radial.
Supongamos ahora que a es radial. De la definicién de radializaciéon tenemos que

rad(a)(,z):;/2 a(e?|z))do = & |Z|/ dd = a(|2)).

™ Jo

Entonces rad(a)(z) = a(z) casi en todo punto.
||

Proposicion 3.2.4. Sea a € L>*(C). El operador de Toeplitz T, es radial si y sélo si a es una
funcion radial.

Demostracién. Si a € L*(C) es radial, entonces el operador de Toeplitz actiia diagonalmente
en la base {€, },ez como lo muestra el Teorema 3.1.2. Entonces, por el Lema 3.2.2 concluimos que
T ., es radial.

Por otro lado, si T, es radial y f € h? entonces del Teorema de Fubini

(Tuf,9) = <Rad( u)f. )
= / (U_gT,Us f, g)do

1 2
- ?/ (aUsf, Uyg)de
2m
e —if
27r/ / w)g(e=Pw)dNy (w)dh

T aoreinan
= (rad(a)f, g)

<rad fg>

para toda g € h2. Por lo tanto Taf Trad )f para toda f € h2. En conclusién a = rad(a), ie., a
es radial.



37

Caracterizacion de los operadores de Toeplitz con simbolo radial

En esta seccion mostraremos que los operadores de Toeplitz con simbolo radial acotado actuando
en el espacio de Fock arménico h2 son unitariamente equivalentes a operadores de multiplicacién
actuando en (2. Para esto emplearemos la representacion de h2 que obtuvimos en la Seccién 2.3.
El método que utilizaremos, diferente al utilizado en el Teorema 3.1.2, puede utilizarse para el caso
de simbolos no acotados (ver [5] para mas detalles en el espacio de Fock).

Comenzaremos estudiando Operadores de Toeplitz con simbolos radiales actuando en el espacio
de Fock. Ver [5] para més detalles. Para este caso emplearemos la representacion del espacio de
Fock dada en la Proposicion 2.3.3

Proposicién 3.2.5. Sea a = a(r) € L>*(C). El operador de Toeplitz T, actuando en el espacio
de Fock es unitariamente equivalente al operador de multiplicacion ~y,I : ﬁ — ﬁi, con vy, =

{7a(n) }nez, dado por
1 r n_—r
) = a(@f evdr,  nely (3.6)
. +

Demostraciéon. De las Ecuaciones (2.31), (2.32) y (2.33) tenemos que el operador 7, es unitari-
amente equivalente al operador
RT,R* = RPalPR" = R(R*R)al(R*"R)R"

= (RR")RalR*(RR") = RaR"

= R{U3UU,alUT U U5 Ry

= RyUsUsalUUs Ry

= RyUS(I @ F)al(I @ F)U; Ry

= R{UsalU5 R,

= Byfalri () }ucsl o,

donde la funcén 7,/(r) estd dada por (2.24). Ahora

Rotalrt O Rofenhoez, = {o [ alr (e dr) = (lnener.

neEZy

ya que

Ya(n) = a/ a(t;  (r))e " dr

— / a(r)r2"+1€_m2dr
Ry

an—i—l

= /R+ a(v/r)re " dr

n!

1 T

= — a ( ) r'e "dr, ne ;.
n! Jr, «

" | |

Consideremos ahora operadores de Toeplitz actuando en F2 © C. Para esto utilizaremos la

representacion de este espacio dada en la Proposicion 2.3.4.



38

Proposicién 3.2.6. Sea a = a(r) € L>®(C). El operador de Toeplitz T, actuando en el espacio
F2 o C es unitariamente equivalente al operador de multiplicacion F,I : (%2 — (2, con 7, =
{Ya(—n)}nez_ dado por la ecuacion (3.6).

Demostracién. De (2.34), (2.35) y (2.36) se sigue que el operador de Toeplitz T, es unitariamente
equivalente a

RI,R*=R(P—-1®1)al(P —1® 1)R* = R(R*R)al(R*R)R*
— (RR*)RaIR*(RR*) = RalR*
=p JRTJUUU1alUTUSUS T Ry T
=p IRy JU3U2alU U3 J Ro T
= p TR, TUs(I @ Flal(I ® F YU T RoT
=p JRJTU3alU3; J R T
= P_jRaj{@(T\;ﬁ(T))}neZIjRoj
= p~ T Ro{al(ry,| (1) }nezl RoJT

donde la funcén 7, (r) esta dada por (2.24).
El resultado se sigue entonces de la demostracion del Teorema 3.2.5.
| |

De la relacion entre las proyecciones ]3, P, P dada en (2.14) se sigue que el operador de Toeplitz
actuando en el espacio de Fock armoénico se puede escribir en términos de operadores de Toeplitz
y Hankel actuando en los espacios 2y F2 & C.

Sea a € Lof(C). Recordemos que cada h € h? puede descomponerse como h = f + g, con
f€F2yge F26C, entonces el operador de Toeplitz T, : h2 — h2 tiene la forma

Tu(f +9) = Pa(f +9)
= P(af) 4+ P(ag) + (P — 1@ 1)(af) + (P — 1 ® 1)(ag)
=T.f + Hog + Tog + Haf,

donde los operadores de Hankel H, : F2 — F2oCy H, : F26 C — F2 estan dados por
H,f=(P—-1®1)(af) y Huog = P(ag), respectivamente.
A continuacion verificaremos que:
a) H,g = 0 para toda g € F2& C,

b) Haf = 0 para toda f € F2.

Sabemos que los conjuntos {z*}rez, v {Z/}jen son densos en F2 y F2 & C, respectivamente.
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a) Para j > 0y k > 0 se tiene
(H,2',2%) = (P(az)), 2)
= (a7, P2")
= (a7, 2"

= [Lalz)z dx(2)

7/ Tj+k+1 —ar? /271' efi(j+k)9d6dr
0

por lo que ﬁafj = 0 para todo j > 0. De aqui concluimos que ﬁag = 0 para todo g € fg o Cy,
por lo tanto, H, = 0.
b) Para j > 0y k > 0 tenemos que

(Ho,#) = (Plaz"), 7)) = { [Lal2)tdra(2), 7))

:«mhy>—</a@)hM(;)z>
C
=0.
Por lo que
H,2* =0
para todo k > 0. De aqui concluimos que H,f = 0 para todo f € F2.
Por lo tanto, cada operador de Toeplitz T, : h2 — h? tiene la siguiente forma

T, O ~
Th_<0 T><f> h=f+gech? feF: geF:oC.
Concluimos entonces con la caracterizacién de los operadores de Toeplitz con simblo radial
actuando en h2.

Teorema 3.2.7. Sea a € L>(C). El operador de Toeplitz T: h% — h2 es unitariamente equiva-
lente al operador de multiplicacion en €, 3, = {Fa(n)} dado por

a(n) =a(lnl),  nez, (3.7)
donde v,(|n|) estd dado por la Ecuacion (3.6).

Demostracion. El operador T, es unitariamente equivalente a

.~ (R 0\ (T, 0\ (R 0
=i ) (6 2) (0 #)

RTR*~p~
RT, R

RER*NpN
0 RLR

{Wh(n/}nez+ 0 >‘

{’N)’a (n) }nEZ—
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Se siguen entonces los siguientes resultados de forma directa.

Proposicién 3.2.8. Sea a € L>*(C). El operador de Toeplitz T, es compacto si y solo si

lim 7,(n) = 0.

|n]—o0

Proposicion 3.2.9. El espectro del operador de Toeplitz T, estd dado por

spTy, = {7a(n) : n € Z}.



Capitulo 4

Algebra C* generada por los operadores
de Toeplitz radiales

Uno de los objetivos al estudiar Operadores de Toeplitz es dar una descripcién completa del alge-
bra que generan estos operadores al restringirse a una cierta clase de simbolos. Recientemente [4]
demostraron que en la cerradura en norma del conjunto de Operadores de Toeplitz con simbolos
radiales actuando en el espacio de Fock es un algebra C* conmutativa unitariamente equivalente
al algebra de sucesiones de oscilaciéon raiz cuadrada, el cual describiremos més adelante. En este
capitulo presentamos la descripcién del algebra C* generada por operadores de Toepitz con sim-
bolos radiales pero ahora actuando en el espacio de Fock armoénico. Mostraremos que al igual
que en el espacio de Fock el dlgebra generada es conmutativa e isomorfa al algebra de sucesiones
de oscilacién raiz cuadrada. A pesar de las relaciones que existen entre esta clase de operadores
actuando en el espacio de Fock y el espacio de Fock arménico (el espectro, el conjunto de eigenval-
ores, el algebra generada, etc.), cabe resaltar que, en general, un operador de Toeplitz con simbolo
radial que actiia en el espacio de Fock armoénico no es unitariamente equivalente al operador de
Toeplitz con el mismo simbolo actuando en espacio de Fock. En este capitulo nos dedicaremos a
describir esta algebra partiendo de su relacién con las sucesiones 7, descritas en el capitulo 3.

Por el Teorema 3.2.7 para a € L*(R), T, es unitariamente equivalente al operador de multi-
plicacién 7,1 actuando en £2. Los conjuntos

{Ja :a € L*(Ry)} C £

{1a:ae L¥Ry)} C £(Zy),

estan relacionados mediante la Ecuacién (3.7).

Estamos interesados en el algebra C* generada por los operadores de Toeplitz con simbolo
radial acotado. Como T, + 7,/ +— 7,1 es una isometria y preserva la suma, el producto y la
involucién, el dlgebra C* generada por {7, : a € L>°(R,)} C B(h?) es isométricamente isomorfa a
la generada por I' :== {7, : a € L®(R)} C (*°(Z;). En lo que resta del capitulo nos dedicaremos
a demostrar que la cerradura en ¢>°(Z,) de I' es un élgebra C* y a describirla. Este capitulo estd
basado en [3] y es una generalizacién en el sentido de que consideramos espacios con peso.

41
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4.1 El espacio de funciones acotadas uniformemente continuas

Sea (X,d) un espacio métrico. El conjunto Cy(X,d) de funciones complejo-valuadas continuas
y acotadas definidas de X forma un algebra C* con las operaciones puntuales y la norma del
supremo. Definamos la funcion €  : [0, c0] — [0, 00| como

Qa,p(0) :=sup{|f(z) = f(Y)|:z,y € X y d(z,y) <0}

La funcién Q4 ¢ es llamada el médulo de continuidad de f con respecto a la métrica d. Diremos que
f es uniformemente continua con respecto a d si (lsin(l) Q4,7(6) = 0. Podemos ver que la definicién
_>

anterior de continuidad uniforme coincide con la usual. Denotemos por C (X, d) al conjunto de
funciones acotadas y uniformemente continuas con respecto a d, es decir,

Cou(X,d) = {f C Cyp(X,d) : f es acotada y (lsi_l;l(l)QdJ((S) = 0},

Para el caso de los nimeros reales con la métrica usual escribiremos simplemente Q¢ y Cp,,.
De la definicién se siguen directamente las siguientes propiedades del médulo de continuidad

—_

) Qagrg < Qayp+ Qayg,
) Qany = |AQay,
) Qagg < [ fllocSa9 + 19lloc€a,s (4.1)
4) de = Q5.
5)  Qar(0) = Qag(0) < 2[[f = glloo-

Lema 4.1.1. Sea (X,d) un espacio métrico. El espacio de funciones complejo-valuadas uniforme-
mente continuas y acotadas Cy,, (X, d) es un subdlgebra C* de Cy(X, d).

2

A~~~ I~ I/~
w

Demostraciéon. De las Ecuaciones (1)-(4) dadas en (4.1) se sigue que Cp, tiene estructura de
algebra y que es cerrada bajo involuciones.

Demostremos ahora que Cj,, es cerrado en Cy(X,d). Sea {f, }nen una sucesion de funciones en
Cyu(X,d) tal que f, — f en Cy(X, d). Entonces, para ¢ > 0 existe N € N tal que ||f — fn[[< 5
Mas atin, existe § > 0 de tal forma que si ' < § entonces (g, (') < 5. Juntando las dos
desigualdades anteriores y usando la Ecuacién 5 dada en (4.1) tenemos que para ¢’ < ¢ se cumple

/ y 2¢ g
Qs (0) <20 = fllot 0 (8) < T+ 5 =

Por lo tanto %in% Qp(0) =0y f e Chu(X,d).
—

El espacio de funciones acotadas y uniformemente continuas Cj,,

En lo siguiente mostraremos que las funciones de C}, pueden aproximarse por convoluciones de
funciones en L'(R) y L>(R). Para ello retomaremos algunos resultados del Capitulo 1.

Lema 4.1.2. Sea f € Cy,. Si {hn}nen es una sucesion de Dirac, entonces

Tim || %y = flloo= 0.
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Demostracién. Como f € C,,, dado z € R y € > 0 existe una vecindad abierta V' = V(0) tal
que |f(z —t) — f(z)| < 5 para cada t € V. Por otro lado, existe Ny € N tal que

€
h,(t)dt < , Vn > Nj.
o 0 < g
De aqui tenemos que para n > N

o) = @) < [ 1@ =1) = f@lha(t)dt
:/V|fx—t ) |hat dt+/ f@ —1t) = f(z)|hn(t)dt

2 Jv R\V
<e

Proposicion 4.1.3. L'(R) x L®(R) C Cy,.

Demostracién. Sea f € L'(R) y g € L>(R). Entonces, para cada t € R obtenemos

(F)a+0) = (fx9)@)| < [ |fla—t—y) = fla=y)lgly)ldy
<llgleo [ /@ =t =y) = f (@ = y)ldy

= lglls [ 1w = 1) = f(w)ldu
= llghslimf = £l

para x € R. Por el Corolario 1.2.6, como ¢ — 7 f es uniformemente continua, entonces f* g € Cj,,.
| |

Proposiciéon 4.1.4. Si g € L*(R) y §(t) # 0 para cada t € R, entonces {g* f: f € L(R)} es
denso en Cy,(R).

Demostracién. De la Proposicién 4.1.3 sabemos que {g* f : f € L¥(R)} C Cp(R).

Sea {hy}nen una sucesion de Dirac tal que las funciones h,, tengan soporte compacto (ver
Ejemplo 1.2.9). Como §(t) # 0 para cada t € R, por el Lema de division de Wiener para cada
n € N existe ¢, € L'(R) tal que h,, = g * g,. Ahora bien, dado ¢ € C},,, construimos una sucesion

{wy }nen por la regla w, = g, * 1. Por lo tanto w,, € L¥(R) y {g * wp}tnen C {g* f: f € L=}
Finalmente, aplicando las identidades

g*wn:g*Qn*w:hn*w

y el Lema 4.1.2 concluimos que {g * w, },en converge a 1.
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Sucesiones de oscilacion raiz cuadrada

Consideremos la métrica raiz cuadrada p : Zy x Zy — [0, +00) dada por

p(m,n) = |vVm —/n.

Definimos el espacio de sucesiones de oscilacion raiz cuadrada RO(Z,.) como Cy o (Z, p).
A continuacién presentamos una forma de determinar cuando una sucesiéon es Lipschitz-continua
con respecto a la métrica p.

Proposicién 4.1.5. Una sucesion o : Z, — C es Lipschitz-continua con respecto a la métrica p
sty solo si
sup (Vn+1|o(n+1) = a(n)]) < oo,

neZy

Demostraciéon. Suponga que o es Lipschitz-continua con respecto a p. Entonces existe M > 0 tal
que |o(m) —o(n)| < Mp(m,n) para cada m,n € Z,. Aplicando esta desigualdad para m =n + 1
obtenemos

M+y/n+1

Vn+1llon+1)—an)|<MH/n+1-n)= \/—+\/_§M

De forma reciproca, si suponemos que sup (\/n +1lo(n+1) — a(n)]) =M <ooyn>m,

neEZy
podemos "unir" m con n por una cadena de elementos intermedios y estimar las diferencias de los

elementos adyacentes

o(m) — (@) < 3 Jolk+ 1) — o (k)

k=m

ZW+\/_
(VE+1+VE
e
\/WJF\/_
1
<2MZ\/W+\/_

—QMZ\/I{J—i- —Vk

— oM (i~ i)
=2Mp(m,n).

lo(k +1) = a(k)]

|o(k +1) — o (k)|

La misma estimacion puede hacerse para cuando m > n. Por lo tanto, o es Lipschitz-continua
con respecto a p.
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Funciones de oscilacién raiz cuadrada en R

La métrica raiz cuadrada p puede extenderse al conjunto Ry. Denotamos por RO(R.) el espacio
Cyu(Ry, p). En otras palabras, f € RO(R,) si y s6lo si h(z) = f(z?) pertenece a Cy,,.

Si f es una funcién de la clase RO(R,) entonces su restriccién a Z, es una sucesion en la clase
RO(Z,). Mostraremos que cada sucesion de la clase RO(Z;) puede obtenerse de esta forma. La
extension de una sucesién a una funcién es solo la interpolacion lineal por partes con respecto al

pardmetro /.
Lema 4.1.6. Sea 0 : Z, — C una sucesion. Definamos la funcion f: R, — C por
) = o)+ (ot 1) = o), (12

donde n = |x|. Entonces flz, =0, || flle= l|o|lc ¥ para cada 6 € (0,1]
Q,5(0) < 3max (Q,,(V9), V3Q,,(1)) . (4.3)

Demostracién. Por definicién f|z, = 0. Ademds, notemos que f(x) es una combinacién convexa
de o(n) y o(n+ 1), a saber,

VI

(n+1).

De aqui se sigue que

ol < [ = ot | ol
Nz L v e
= [|ofloe-
Por otro lado |f(n)| = |o(n)| para cada n € Z,, por lo que || f|lcc> ||o]|oo- En conclusion || f||oo=

o7l
Para demostrar la relacioén (4.3), tomemos 6 € (0,1] y z,y > 0 con p(z,y) < 0. Procederemos
esta demostracion en dos casos.

Caso I: Sean <2 <y <n+1 paraalgin n € Z,. Por las definiciones de f y €1, , obtenemos que
N
A o+ 1) - o)
< P, y) 20 (p(n,n + 1))
- p(n,n+1) '

Ahora, si p(n,n+ 1) < +/J, entonces

@) — f) < L5 (V5) < 0,. (6.

p(n,n+1)
Similarmente, si p(n,n + 1) > /6, entonces
)
|f(x) = fy)] < %Qp,a(l) = V60,,(1).

Por lo tanto

[f(2) = F(y)] < max (Q,0(V3), V62,,0(1))
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Caso II: Sea [z] =n <m = |y]. De la desigualdad trangular se sigue que

[f (@) = )l < |f(2) = fn+ DI+ |Fn+1) = flm)[ + [f(m) = fy)]
Dado que p(n+ 1,m) < p(x,y) < 4, del resultado del Caso I tenemos

(@) = FW)] < Q0 (0) + 2max (Q,,(V6), V32, (1))
SQP,U(\/g)vLQmaX( (\/_) \/_Qpa( ))
< 3max (0 p,o<f),fszp,(,(1)).

En ambos casos (4.3) es valida.

| |
Por lo tanto, si 0 € RO(Z,) y f : Ry — C es la extension definida en (4.2), entonces f €
RO(R,).
4.1.1 Propiedad de oscilaciéon raiz cuadrada de las sucesiones en I

Mostraremos que 7, € RO(Z,) para todo a € L>®(R, ).

Proposicién 4.1.7. Sea k : Z, x Z, — Ry la funcion dada por

k(m,n) = sup {[7a(m) —7(n)] - a € L=(Ry), [lalle= 1}

Entonces
,r.mefr rnefr
= — dr. 4.4
w(m,n) /]R+ m! al |4 (44)
Demostracién. Para cada a € L*°(R) y m,n € Z, tenemos
,',.mefr T,nefr
a — Ja < 00 - dr.
a(m) = 3u(m)] < llall | | = | dr

Por otro lado, si m y n estan fijos y m # n definamos

) ,,,.me—'r' rne—"'
ao(r) = sign . ,

n!

donde sign : R — {—1,1} es la funcién signo. Entonces ag € L*(R ) con ||agllec=1, y

,rmefr ,r,nefr

dr.

(1) 2 i) = 2] = |

m) n!

Lema 4.1.8. Para cada n € N tenemos

2nn —-n

n!

k(n—1,n) =
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Demostracién. Dado n € N, escribimos x(n — 1,n) utilizando (4.4)

k(n —1,n) :/o

00 anrn—le—ar
ar= [
" (n—1)!

00 anrn—le—ar Oén+17"n6 ar

n—1)!  al

Entonces

n n/a [e.e]
k(n—1,n) = (noil)! [/0 P lemer <1 — O;;) dr + /n/a P lemer (O;Zn — 1) dr]
n n/a n 00 n
- * 2/ e (r"‘l — cw) dr + e " (ozr ”_1> dr
(n — 1) n 0 n
n/a n
e
(n—1)! n

200 n/a n/a n
= — / e “r"” 1dr—/ eor gy
(n — 1). 0 0 n

n

2a"e”

Y

n!

donde la ultima igualdad se obtiene integrando por partes.
||
La féormula de Stirling que recordaremos a continuacién nos ayudard a aproximar x(n — 1,n).

Lema 4.1.9 (Férmula de Stirling). Para todo n € N se satisface

V2rn M 2e <l (4.5)
Mds atin,
|
lim nf = V/27.
n—oo nn+§€—n
Lema 4.1.10.
2
lim (K(n— 1,n)\/ﬁ> =4/—.
n—oo e

Mostraremos ahora que para cada simbolo acotado a, v, € RO(Z,.).
Proposicién 4.1.11. T' C RO(Z,.).

Demostracién. Sea a € L>°(R,). Entonces para cada n € Z,

n—&-l,r e—ar
Fa(m)| < lalle [, r=—dr = o]l
Por lo que 7, es acotada. Ademds

[Vi(Ya(n) = va(n = 1)| < [lallor(n,n — 1)v/n < Mllal|«.

Entonces 7, es Lipschitz con respecto a p.
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4.2 Densidad de I' en RO(Z;)

En esta seccién demostraremos que el conjunto I' es denso en RO(Z,.). La demostracién se dividird
en los siguientes resultados:

i) para cada sucesién o en RO(Z,) existen 7, € I' y N € N tales que, para cada € > 0

sup | o(n) —7a(n) [< e
n>N

ii) cada sucesion en L>®(R,) que converge a cero puede aproximarse por una sucesion v, € T,
donde a tiende a cero en el infinito.
iii) I' es denso en RO(Z.).

Primero nos enfocaremos en demostrar la siguiente proposicién.

Proposicién 4.2.1. Sea 0 € RO(Z,) una sucesion y ¢ > 0. Entonces existe una funcion a €
L*(Ry) y y un nimero N € N tales que

sup [o(n) — 7.(n)| < e.
n>N

Presentaremos varios lemas que serviran para la demostracion de la Proposicion 4.2.1. Recorde-
mos de la féormula de Stirling que

|
lim + = V2T,

n—00 nn-i— 2e—

por lo que,

I — \/ornntse [
n! n"tae n!
lim — lim — " =0,

1
n—00 nn-f—g e~ n—oo nn+§ e~

Utilizando esto y la Ecuacién (4.5), para ¢ > 0y r € R, existe N € N tal que si n > N entonces

rhe" rhe" rnl —\2mnnt2en rm
0< — =e "— <ee "—.
- n' A /27Tnn+1/26—n n' A /27Tnn+1/26—n - n'
Por lo tanto
rnefr‘ Tnef’f‘ 677",’,.71
0< / - dr< | & Tdar=c  u>N
Ry \ V/2mnntl/2e—n n! R, !

En otras palabras

rte=" rte= "
lim — dr = 0.
n—oo Jr, \ [Qmmntl/2¢—n n!

7/ . 7 N e— .
Enfoquémonos en la funcién ﬁr ¢ Haciendo r = y? y n = 22 tenemos

2 nn+1/267n'
_ 2 _ .2
rite=" y2:r: e Y

V2mnntl/2emn /2 p2ettle—a?
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Deﬁnamos
2 2
y2x +1 em

Haciendo u = y — x tenemos

= exp ((2m2 —1)(logy —logx) + 2% — y2) .

(222 +1)(logy — log ) + 2% — y* = (22* + 1)(log(u — x) — logz) +2° — (u + x)
= (222 +1) <logx + log (u + 1) — logx) — 2zu — u?
x

= (227 + 1) log (1 + u) — 2zu — u’.
x

Entonces
log F(x,z +u) = (20° + 1) log (1 + u) — 2zu — u®.
T

Por lo que

| Flayaty/vayy = | (o + u)a((r 4 u)/Va)du

+ [~z,00

Lema 4.2.2. Para cada € > 0 existe h > 2 tal que, si x > 1 entonces

/ F(z,z 4+ u)du < ¢.
[—z,+00)\[—h,h]

Demostracién. Aplicando la desigualdad log(1 + t) < ¢ que se satisface para ¢ > 0 tenemos que

10gF($a$+U)§(2I2+1)E—2xu—u2zg—u2<

. . . (4.6)

Siz>1,h>2y |ul > h entonces % > 1y, usando la Ecuacién (4.6) obtenemos

|U| 2 |U| 2 U,2
og (I,LL’—i—U) T U |U| u

Se sigue que

/ F(z,z 4+ u)du < / e Py
[_mvoo)\[_h’h] [—I,OO)\[—h,h]

< e 2y
R\[—h,h]

= 2/ e‘“g/Qdu,
h

que tiende a cero cuando h tiende a infinito.

Lema 4.2.3. Sean, h > 1 y |u| < h. Si L > h es suficientemente grande entonces, para x > L se
satisface

)3
‘F(m,x +u)e? — 1‘ < e 1.
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., 2 n?
Demostracién. Para mostrar que F(x,z + u)e* —1 < 5T — 1 observemos que

2 t3

Entonces para

log F(z,x +u) + 2u® = (22° 4 1) log <1+ u) — 2zu + u?
x

2 3
9 U U U 9

o u? ud +2u3
T 222 313 3

v ud
<-4+ —

T x

2h3
<7
- L

Por otro lado, como ¢ — % <log(l+t) parat € [0,1),

log F(x,x + u) + 2u® = (22° + 1) log <1 + u) — 2zu + u?
T

2
> (207 4+ 1) (Z—;) — 2ru + u?
u v
T 22
5w
=>——

Como log(l —t) > —t — % — 1% para cada t € [0,2/3]. Si tomamos x suficientemente grande
para que t = —* € [0,2/3], con u € [—h, 0], entonces

log F(z,x + u) + 2u® = (22° + 1) log <1+ u> — 2zu + u?
T

2 3
9 U U U 9

> (2x +1)<x_2x2+x3>_2xu+u
u u? u3+2u3
o 222 8 x

5h3
> .
- L

Combinando los resultados entonces obtenemos

5h3

el —1>aVF(ra4+u)—1>e T —1>—(er —1>—1).



51

Lema 4.2.4. Dado e >0 y h > 1 existe L > h tal que, para cada x > L

/ |F(z,2 +u) — e 2% |du < e.
[7h7h}
Demostracién. Suponga que x > Ly |u| < h. Por el Lema 4.2.3, para h > 1 tenemos

/ |F(z, 24 u) — e 2% |du < e 2 |F(z,x +u)e*™ — 1|du
[—h,h] [—h,h]

3
< 2h(e’t — 1),

que tiende a cero cuando L — oo.

Lema 4.2.5. -
Jm |F(x,y) — e 20| dy = 0,
2n+1 ,—y> 1/2
lim T e? (2> / 2V gy — 0.
n—oo Jr, n! T

Demostracién. Vamos a probar (4.7). Sea € > 0. Usando el Lema 4.2.2 y el hecho que e~

integrable, escogemos h > 0 los suficientemente grande tal que

g
Flx,x4+u)du < —,
/[x,oo>\[h,h1 ( ) 3

/ e~ 2% dy < E
[—2,00)\[—h,h] 3

Ahora, usando el Lema 4.2.4 escogemos L > h tal que, si x > L se cumpla

€

Flz,z+u) — e 2|du < =.

L ) du <
Entonces, si x < L tenemos

/ F(z,y) — e 202" du

dy = / ‘F(m,a} +u)—e 2
0

< / F(:p,m—l—u)du+a/ e 2% du
[75’3700)\[7}1’7}1’] [750700)\[7}1’7}1’]

+ |F(z, 2 +u) — e |du
[7h7h]

<e.

Proposicién 4.2.6. Sea a € L*(R). Entonces

ot~ ()7 [ aty/vme ey <o

T

lim
n—oo

(4.7)
(4.8)

2
2u es
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Demostracién. Usando la Ecuacién (4.8) tenemos

2n+1 9 1/2 )
0< ‘/ y/\/_ dy — () /R a(y)e 2=V dy‘
+

™

2+l fy 2 1/2
<lall| [ ——dy— (= 2=V gy
™ Ry

— 0,
cuando n — 0.

Consideremos el nicleo de calor H(z) = (2/m)"/2e2".
Lema 4.2.7. Sibe L>*(R) y a = xr, b, entonces

lim |H *a(x) — H *b(z)| = 0.

n—o0

Demostracion.

0
|H xa(x) — H*b(z)| < HbHoo(Q/ﬂ')l/Q/ 672(z—y)2dy

— ||bl|oo(2/7) V2 /;O .

Demostracién de la Proposicién 4.2.1. Por el Lema 4.1.6 existe f € RO(R ) tal que f|z, = o
Y | flloo=||o|lco- Definamos h : R — C como h(z) = f(2%). Entonces h € C,,. Por la Proposicién
4.1.4 existe b € L>(R) tal que

1H b — hjw< =
3

Denotemos por a a la restriccion de b sobre R,. Por la Proposicién 4.2.6 y el Lema 4.2.7 existen
Ly, Ly > 0 tales que

Va(n) — H x a(v/n)]
|H *a(x) — H % a(x)|

IN

nZLla

IA
wlmew| ™

(L’ZLQ

v
I
Y

Tomando L = max{Ly, Ly} tenemos que, para n

Va(n) = o(n)| < |va(n) — H * a(v/n)| + [H x a(v/n) = H x a(v/n)| + |H * a(v/n) — h(v/n)]
< [va(n) = H xa(vn)| + [H x a(v/n) — H * a(vn)| + [[H * a — |

Lema 4.2.8. Si lim a(x) = 0 entonces lim ~4(n) = 0.

T—00
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Demostracion. Dada ¢ > 0 existe L > 0 tal que

la(®)] <

DO ™

Para L existe N € N tal que si n > N entonces

L™ £
< .
n! = 2L%||allx

Entonces, para n > N

! /OL2 |a(\/%)|e—7“r”dr + /LZO |a(\/7"/7a)|6_rr"dr1

1 L? 0
— ||a||oo/ e dr + & e "r'tdr
n! 0 212

()] <

| |
Denotemos por cg(Z, ) y por co(R,) los espacios de sucesiones y funciones que tienden a cero
en el infinito. Tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.9. El conjunto {7, : a € co(R;)} es un subconjunto denso de co(Z.).

Demostracién. Haremos la demostraciéon de manera indirecta. Del Teorema de Hahn-Banach
sabemos que para cada subconjunto X C ¢y(Z, ) existe un funcional ¢ € ¢y(Z,)* tal que ¢(z) =0
para z € X y ¢(x) # 0 para todo x € ¢y(Z,) \ X. Por lo tanto, basta demostrar que el tinico
funcional que se anula en X es el funcional cero para probar que X = co(Z).

Sea ¢ € co(Z4)* tal que ¢(7,) = 0 para cada a € co(R,). Sabemos que el dual ¢(Z)* se puede
identificar con ¢'(Z, ), por lo que existe p € (}(Z,) tal que

(b(y) = anyn; y G CO(Z+).
n=0
Entonces tenemos que
n=0

En particular, para z > 0

0= i)%([o’\/—] (n)ps = Z/O Pn

z
@
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re”

. 00 r . .
La serie }° p,—5— converge uniformemente, por lo que es continua. Por el Teorema funda-
; !

mental del Célculo tenemos que

> =0, >0
n=0 :
Como e~% no se anula entonces
Z | 0.
= nl
Definamos ~
Z?’L
f ="
n=0 n|

Debido a que p,, — 0 podemos encontrar M > 0 tal que |p,| < M. Entonces, de 4.1.9

1/n 1/n
M
0< ('ZM‘) < B — — 0,
n(2mn)zn

cuando n — 0o. De aqui se sigue que f es entera. Ya que f(x) = 0 para z > 0 entonces f = 0.
Por lo tanto, p, = 0 para todo n € Z,. En conclusion ¢ = 0y {7, : a € ¢o(R;)} es denso en
Co (Z+)
| |
El siguiente teorema es el resultado principal de este trabajo y describe el dlgebra C* generada
por los operadores de Toeplitz con simbolo radial acotado actuando en el espacio de Fock arménico
3

Teorema 4.2.10. El dlgebra C* generada por operadores de Toeplitz con simbolo radial acotado
es C*-isomorfa a RO(Z.).
Demostracion. Basta demostrar que
D= {5 :0€ L¥(R,)}
es denso en RO(Z;). Sea ¢ € RO(Z,) y € > 0. Por la Proposicion 4.2.1 existen b € L*(R;) y

N € Z, tales que
n > N.

Y

DO | M

|o(n) = w(n)| <
Defina ¢ = {¥(n) },ez, por
_ O'(?”L) - Pyb(n)a n <N,
v(n) = { 0, n> N.
Entonces ¥ € ¢y(Z4) y por el Teorema 4.2.9 existe ¢ € ¢y(R,) tal que

€
10 = Yelloo< 5

[\

Tomando a = b+ ¢ € L*(R, ) obtenemos

€
lo = valloo< llo = = Fllc 19 = velloo< sUP |o(n) —w(n)] + 5 <<



Referencias

[1]

[9]

[10]
[11]

[12]

CHENEY, W. Analysis for Applied Mathematics. Graduated Text in Mathematics, Springer,
2000.

DURreN, P. L. Theory of H? spaces. Academic Press, Inc, 1970.

ESMERAL Characterization of some Models Commutative C*-Algebras Generated by Toeplitz
Operators.  PhD thesis, CINVESTAV, Mathematics Department, 2015, dirigida por:
N.Vasilevski, & E. Maximenko URL: http://www.math.cinvestav.mx/tesisDoctorado.

ESMERAL, K. & MAXIMENKO, E. A. Radial Toeplitz operators on the Fock space and
square-root-slowly oscillating sequences. Complex Anal. Oper. Theory. DOI: 10.1007/s11785-
016-0557-0

GRUDSKI, S. M., & VASILEVSKI, N. L. Toeplitz Operators on the Fock Space: Radial
Component Effects.  Integral Equations and Operator Theory 44, 1 (2002), 10-37, DOL:
10.1007/BF01197858.

Loaiza, M., & Lozano, C. On Toeplitz Operators on the pluriharmonic Bergman space
on the Siegel domain. Boletin de la Sociedad Matematica Mexicana 44 2016, 583-604, DOI:
10.1007/s40590-016-0122-x.

Loaiza M., & LozaNo C. On Toeplitz operators on the weighted harmonic Bergman space on
the upper half-plane. Complex Anal. Oper. Theory 9, 2015, pp. 139-165, DOI 10.1007/s11785-
014-0388-9.

QUIROGA-BARRRANCO, R., & VASILEVSKI, N. L. Commutative C* -Algebras of Toeplitz
Operators on the Unit Ball, Bargmann Type Transforms and Spectral Representations of
Toeplitz Operators . Integral Equations and Operator Theory 99 (2007), 1-41.

REITER, H., & STEGEMAN, J. Classical Harmonic Analysis and Locally Compact Groups.
Clarendon Press., Oxford, 2000.

RUDIN, W. Functional Analysis, second ed. McGraw-Hill, 1991.

SzZEGO, G. Orthogonal Polynomials, vol. Vol. XXIII. American Mathematical Society, Col-
loquium Publications, 1939.

VASILEVSKI, N. L. Commutative Algebras of Toeplitz Operators on the Bergman Space Nikolai
L. Vasilevski, Birkhduser Basel, 2008, Operator Theory: Advances and Applications, lera
edicion.

95



56

[13] WEIDMANN, J. Linear Operators in Hilbert Spaces. Graduate Text in Mathematics, Springer,
1980.

[14] Znuu, K. An Introduction to Operator Algebras. CRC Press, 2000.
[15] Zuu, K. Analysis in Fock Spaces. Graduated Texts in Mathematics, Springer, 2012.



	Introduction
	Preliminares
	Los espacios L2(R) y L2(R2 )
	La transformada de Fourier y el Lema de división de Wiener
	Transformada de Fourier
	El álgebra L1(R)

	Álgebras C*

	Espacios de Fock
	Espacios de Fock y anti-Fock
	Espacio de Fock armónico
	Representación del espacio de Fock armónico

	Operadores de Toeplitz con símbolo radial en espacios de Fock
	Operadores de Toeplitz
	Operadores radiales

	Álgebra C* generada por los operadores de Toeplitz radiales
	El espacio de funciones acotadas uniformemente continuas
	Propiedad de oscilación raíz cuadrada de las sucesiones en 

	Densidad de  en RO(Z+)


