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Unidad Zacatenco

Departamento de Matemáticas

Corango algebraico de gráficas
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Resumen

Dada una gráfica G = (V,E) y u, v ∈V (G), su matriz Laplaciana generalizada esta dada

por

L(G,XG)u,v =

xu si u = v,

−muv si u 6= v,

donde XG = {xu |u ∈ V (G)} es un conjunto de indeterminadas indexadas por los

vertices de G y muv es el número de aristas entre u y v. Dado un anillo conmutativo

con identidad P, para cada 1 ≤ j ≤ n el j-ideal cŕıtico de G esta dado por

Ij(G,XG) =
〈
j-minors of L(G,XG)

〉
⊆ P[XG].

El corango algebraico de G se define como:

γP(G) = máx{i ∈ N | Ii(G,XG) = 〈1〉}.

En esta tesis estudiamos el corango algebraico de gráficas tipo malla, las cuales son

una generalización de las gráficas de malla. Este trabajo está dividido en dos caṕıtulos.

En el primero se encuentran los preliminares necesarios para entender el contenido de

este trabajo el cual se divide en cuatro secciones. En la primera sección se encuentran

algunos conceptos básicos del álgebra conmutativa, tales como la definición de grupo,

anillo conmutativo con identidad, anillo de polinomios e ideales. La segunda sección

es acerca de las bases de Gröbner; dicha teoŕıa es la generalización del algoritmo de la

división de Euclides y eliminación Gaussiana. La tercera sección se centra en la forma

normal de Smith de una matriz sobre un Dominio de Ideales Principales y de como

calcularla. Se concluye con una sección dedicada a definir algunas conceptos básicos de

la teoŕıa de gráficas.

En el caṕıtulo dos se encuentran los resultados principales de este trabajo. Iniciamos

con algunas definiciones que serán importantes para el desarrollo de este caṕıtulo, tales

como el concepto de matriz de adyacencia y de grados de una gráfica. Después definire-

mos su matriz Laplaciana asociada, grupo cŕıtico e ideales cŕıticos. La primera gráfica

cuyo corango algebraico calcularemos es a la gráfica escalera. También daremos una

cota inferior para el corango algebraico de la malla de dimensión dos, la cual es el pro-

ducto cartesiano de dos caminos. Después de esto definimos una malla extendida con

k caminos, denotada por MEk, (k ∈ N y k ≥ 2) la cual consiste de k caminos los

cuales están relacionado por medio de una cantidad finita de aristas de tal manera que

si tomamos cualesquiera dos caminos, entonces la gráfica inducida es plana.



Para el caso k = 2 se demuestra que el corango algebraico de esta gráfica es igual al

número de vértices menos 2.

Por último si una gráfica G es isomorfa a una malla extendida MEk con k caminos para

algún k ∈ N, conjeturamos la siguiente desigualdad:

γP(G) = γP(MEk) >| V (MEk) | −k.

Mostrando un ejemplo en el cual la desigualdad anterior no es una igualdad.
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Introducción

El objetivo principal de este trabajo es calcular el corango algebraico de gráficas tipo

malla, las cuales son una generalización de las mallas quienes son el producto cartesiano

de dos caminos. Las mallas son importantes ya que fueron las primeras gráficas sobre las

que en 1987 Bak definió el grupo de pilas de arena en [1] . Calcular el corango algebraico

de algunas gráficas no es trivial. En nuestro caso lo calcularemos combinatoriamente, es

decir, encontrando submatrices de la matriz Laplaciana con determinante igual a uno.

Este trabajo está dividida en dos caṕıtulos. El primer caṕıtulo está dedicado a las

nociones y definiciones básicas que se requieren para el resto de este trabajo y el cual

se divide en cuatro secciones: la primera contiene algunas nociones básicas de álgebra

conmutativa como grupo, anillo conmutativo, ideales y en particular anillo de polinomios

de n variables sobre un anillo R con identidad. En la segunda sección definimos lo que

es una base de Gröbner. En la tercera sección damos una pequeña introducción de como

calcular la forma normal de Smith de una matriz definida sobre un Dominio de Ideales

Principales (DIP). En la cuarta sección se da una pequeña introducción a la teoŕıa de

gráficas.

El caṕıtulo dos se divide en tres secciones. La primera sección contiene los conceptos más

importantes de esta tesis, tales como la definición de matriz Laplaciana de una gráfica;

la cual es igual a la matriz de grados menos su matriz de adyacencia. También definimos

a los ideales cŕıticos de una gráfica los cuales se definen a partir de los menores de la

matriz Laplaciana generalizada, aśı como la relación que existe entre los ideales cŕıticos

de una gráfica con sus subgráficas. Esta relación se muestra en la siguiente proposición:

Proposición 2.1.5 Sea G una gráfica con n vértices, entonces

〈0〉 ( I(G) ( · · · ( I2(G) ( I1(G) ( 〈1〉.

Además, si H es una subgráfica inducida de G, entonces:

Ik(H) ⊆ Ik(G) para todo 1 ≤ k ≤
∣∣V (H)

∣∣ .
Definimos el concepto de grupo cŕıtico y terminamos definiendo el concepto de corango

algebraico de una gráfica. El objetivo principal de esta tesis es el cálculo del corango

algebraico de las gráficas tipo malla.

La segunda sección definimos algunas gráficas de las cuales calculamos su corango alge-

braico o bien encontramos una cota inferior. Como se muestra en los siguientes resulta-

dos:



Proposición 2.2.1 Sea n ∈ N y G una gráfica escalera con 2n vértices, entonces el

corango algebraico de G es igual a γP (G) = 2n− 2.

En la Figura 1 podemos observar una gráfica escalera con 2(7) vértices.

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7

u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7

Figure 1: Gráfica escalera.

Finalmente se define lo que es una malla 2 dimensional y se da una cota inferior para

su corango algebraico, como se enuncia en el siguiente teorema:

Teorema 2.2.5 Sea Gm,n una malla dos dimensional, entonces

nm−min{m,n} ≤ γP (Gm,n).

Definimos a la vinculación de k caminos por medio de aristas bajo ciertas condiciones

como la malla extendida con k caminos MEk, la cual es una generalización de la malla.

En particular, para k=2 hallamos el corango algebraico, como se muestra en el siguiente

teorema:

Teorema 2.2.19 Sea G una malla extendida con dos caminos, uno con m vértices y el

otro con n vértices. Entonces

γP(G) = n+m− 2.

Para k ≥ 3 no sé llego a un resultado en concreto; sin embargo tenemos la siguiente

conjetura:

Conjetura: Si MEk es una malla extendida con k ≥ 3 caminos y k′ ≥ k de estos

caminos tienen al menos dos vertices, entonces

γP(MEk) ≥| V (MEk) | −k′.

Por otro lado, dado que toda gráfica simple G es isomorfa a una malla Extendida con un

número finito de caminos entonces por la conjetura anterior podemos calcular el corango

algebraico de G. Teniendo aśı los siguientes resultados:



Si k = 1, entonces claramente G es un camino y por el [13, Corolario 3.9 ] la igualdad

en la conjetura anterior se cumple.

Si k = 2, entonces G es isomorfa a ME2 y por el Teorema 2.2.19 tenemos que:

γP(G) = γP(ME2) =| V (ME2) | −2.

Para k ≥3 tenemos que la desigualdad dada en la cojetura es estricta como se muestra

a partir de algunos ejemplos.





Caṕıtulo 1

Preliminares

En esta sección proporcionamos algunos resultados y definiciones necesarios para el

desarrollo de esta tesis. Todo el contenido de esta sección es estándar en libros de

álgebra abstracta.

1.1 Álgebra

Definición 1.1.1. Un grupo es una pareja conformada por un conjunto G no vaćıo

junto con una operación binaria ◦, denotado por (G, ◦), que satisface las siguientes

condiciones:

• Para todo a, b ∈ G, tenemos a ◦ b ∈ G.

• Para todo a, b, c ∈ G, a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c (Ley asocativa).

• Existe un elemento e ∈ G tal que a ◦ e = e ◦ a = a para todo a ∈ G. (Existencia

de elemento identidad)

• Para cada a ∈ G, existe un elemento a−1 ∈ G tal que a ◦ a−1 = e y a−1 ◦ a = e.

(Existencia del elemento inverso)

Más aún, si para todo a, b ∈ G, a ◦ b = b ◦ a diremos que G es un grupo abeliano.

Definición 1.1.2. Un subconjunto no vaćıo H de un grupo G es llamado un subgrupo

de G si y sólo si

• La operación binaria es cerrada en H, es decir, para todo a, b ∈ H tenemos que

a ◦ b ∈ H.
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• H contiene el elemento identidad de G, es decir, e∈ H.

• Para todo a ∈ H tenemos que a−1 ∈ H.

Definición 1.1.3. Un grupo ćıclico es aquel grupo que puede ser generado por un

solo elemento, es decir, existe un elemento g del grupo G, tal que:

G = {gn|n ∈ Z}

Ejemplo 1.1.4. Algunos ejemplos de grupos abelianos:

• (Z, +)

• (Q, +)

• (R, +)

• (C, +)

• Todo grupo ćıclico es abeliano.

Definición 1.1.5. Un anillo es una terna (R, +, ·) donde R es un conjunto no vaćıo,

+ y · son dos operaciones binarias llamadas adición +:R×R −→ R denotada por a+b

y multiplicación ·:R × R −→ R denotada por a·b para a, b ∈ R, que satisfacen los

siguientes axiomas, llamados los axiomas de anillos:

1. (R, +) es un grupo abeliano.

2. La multiplicación es asociativa, i.e.,

a·(b · c)= (a · b)·c para todo a, b, c ∈ R.

3. Existe un elemento 1 ∈ R tal que a · 1 = a y 1 · a = a para todo a ∈ R.

4. La multimplicación es distributiva con respecto a la adición, es decir,

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) para todo a, b, c en R.

(b+ c) · a = (b · a) + (c · a) para todo a, b, c en R.

Ejemplo 1.1.6. Algunos ejemplos de anillos con identidad son:

• (Z, +, ·)

• (Q, +, ·)
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• (R, +, ·)

• (C, +, ·)

• Anillo de funciones. Sea A un conjunto no vaćıo y R = F(A,R) el conjunto de

todas las funciones f : A −→ R. Sean f, g ∈ R, definimos f + g y f · g como:

(f + g)(x)= f(x)+g(x) y (f · g)(x)=f(x) · g(x) para todo x ∈ A.

Entonces R es un anillo conmutativo con identidad. La identidad es la función

constante I(x) = 1 para toda x ∈ A.

Definición 1.1.7. Un subconjunto I de un anillo R es llamado un ideal izquierdo si:

• I es un subgrupo aditivo de R.

• Para todo r ∈ R y a ∈ I, tenemos que r · a ∈ I.

Similarmente, I es llamado un ideal derecho si para todos a ∈ I y r ∈ R, a · r ∈ I. Por

lo tanto, un subconjunto I de R es llamado un ideal si es ideal derecho e izquierdo.

Ejemplo 1.1.8. Ejemplos de ideales:

• En un anillo R, el conjunto R forma por śı mismo un ideal.

• El conjunto de los números enteros pares es un ideal en el anillo de los enteros Z,

en general para todo n ∈ Z, el conjunto nZ es un ideal en dicho anillo.

• El anillo C(R) de todas las funciones continuas f de R a R bajo la multiplicación

puntual contiene el ideal I= { f ∈ C(R) | f(1)=0}.

Ahora definiremos un anillo muy particular, el anillo de polinomios en n variables sobre

otro anillo con identidad, el cual se define de manera análoga al anillo de polinomios en

una variable.

Definición 1.1.9. Sea R un anillo con identidad, definimos R[x1, x2, . . . , xn] como el

anillo de polinomios en n variables con coeficientes en R, donde los elementos

son sumas formales finitas, a saber,

R[x1, x2, . . . , xn] =

∑
α∈I

aαx
α|aα ∈ R, I ⊆ Nn


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donde el producto xα se define como:

xα =
n∏
i=1

xαii = xα1
1 · · ·x

αn
n

el cual es llamado el monomio de multigrado α .

Aśı, un polinomio en R[x1,x2,. . . ,xn] es una combinación lineal finita de monomios con

coeficientes en R, es decir,

∑
α

Pαxα,

donde Pα= Pα1,...,αn ∈ R y solo una cantidad finita de coeficientes Pα son diferentes de

cero.

El grado de un monomio xα , frecuentemente denotado por |α|, se define como:

|α| =
n∑
k=1

αi.

Aśı el grado del polinomio en R[x1,x2,. . . ,xn] será el monomio de mayor grado que tiene

coeficiente no cero en la expansión de
∑
α

Pαxα.

1.2 Bases de Gröbner

En esta sección definiremos a las bases de Gröbner, las cuales son una herramienta

fundamental y básica en muchos aspectos del álgebra. Pero antes enunciaremos algunas

definiciones previas.

Definición 1.2.1. Un orden monomial es un orden total < sobre el conjunto de

monomios xα que satisfacen lo siguiente:

• xβ < xα implica xβxγ < xαxγ , ∀xγ .

• 1 < xα, ∀xα 6= 1.

Estas dos condiciones implican que si xα y xγ son monomios, entonces xγ < xαxγ .
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Ejemplo 1.2.2. Ordenes monomiales:

• Orden lexicográfico: Se define para el producto cartesiano ×, pues para cua-

lesquiera dos conjuntos A y B con relaciones de orden <A y <B, respectivamente,

tenemos que si (a1, b1) y (a2, b2) pertenecen a A×B entonces (a1, b1)<lex(a2, b2)

si y solo si cualquiera de estas dos condiciones se cumple:

– a1 <A a2.

– a1=a2 y b1 <B b2.

El orden lexicográfico se puede extender a productos cartesianos de longitud arbi-

traria recursivamente aplicando esta definición, es decir, observando que:

A×B×C= A×(B×C)

• Orden lexicográfico graduado : Decimos que β <grlex α si cumple alguna de

las siguientes condiciones:

– |β| < |α|

– |β|=|α| y β <lex α

• Orden lexicográfico graduado inverso : Similarmente, decimos que

β <grevlex α si cumple alguna de las siguientes condiciones:

– |β| < |α|

– |β|=|α| y la entrada no cero más a la derecha de α-β es negativa.

Ahora daremos algunos ejemplos de estos ordenes monomiales.

Ejemplo 1.2.3. Consideremos el anillo de polinomios C[x, y]. Bajo el orden lexi-

cográfico tenemos:

1 <lex y <lex y
2 <lex · · · <lex x <lex xy <lex xy2 <lex · · · <lex x2 <lex x2y <lex x2y2 <lex · · ·

En el caso de los ordenes lexicográfico graduado y lexicográfico graduado inverso tenemos

que en el anillo de polinomios C[x, y] coinciden, como se muestra a continuación:

1 < y < x < y2 < xy < x2 < y3 < xy2 < x2y < x3 <

Sea A un anillo y A[x, y, z] el anillo de polinomios en las variables x, y, z. Consideremos

a los siguientes monomios:

5



α = x3y2z8 y β = x2y9z2

Con los ordenes monomiales anteriores tenemos para estos monomios:

• β <lex α

• β <grlex α

• β <grevlex α

Sea F = {f1, . . . ,fk} un conjunto finito de polinomios en un anillo de polinomios

R[x1,x2,. . . ,xn], definimos el ideal generado por F , denotado por < F >, como el con-

junto que consiste de todas las combinaciones lineales de elementos de F con coeficientes

en R[x1,x2,. . . ,xn], es decir,

< F >=< f1, . . . , fk >=


k∑
i=1

gifi|g1, . . . , gk ∈ R[x1, x2, . . . , xn]


Definición 1.2.4. Sea< un orden monomial sobreR[x1,x2,. . . ,xn] y sea f ∈ F [x1,x2,. . . ,xn]

con f 6= 0. Entonces f puede escribirse de manera única como:

f = c1x
α1 + c2x

α2 + . . .+ ckx
αk

Aśı podemos definir los siguientes términos:

• lt(f) = cxα es el término lider de f .

• lm(f) = xα es el monomio lider de f .

• lc(f) = c es el coeficiente lider de f .

Por ejemplo, sea f ∈ Z[x1, x2] tal que:

f(x1, x2) = 5x22 + 6x1x2 + 7x21 + 11x1 + 13x2 + 8

Para el polinomio anterior tenemos que:

• lt(f) = 5x22
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• lm(f) = x22

• lc(f) = 5

A continuación daremos una breve descripción del algoritmo de la división en el anillo

de polinomios R[x1, x2 , . . . , xn] constrastando con el de los polinomios de una variable.

Fijemos un orden monomial en R[x1, x2, . . . , xn] para definir lt(f) que será el término

ĺıder de f . Sean g, f1, f2, . . . , fn ∈R[x1, x2, . . . , xn]. Construiremos polinomios q1, q2, . . . ,

qn, r ∈R[x1, x2, . . . , xn] tales que

g = q1f1 + . . .+ qnfn + r

Fijamos todos los qi = 0. Si lt(g) es divisible por lt(fi) para i=1, . . . , n entonces podemos

sumar lt(g)
lt(fi)

a qi y restar lt(g)
lt(fi)

fi de g para cancelar el término lider de g, dejándolo con

un grado menor. De esta manera tendremos eventualmente un polinomio cuyo término

lider no será divisible por ninguno de los lt(fi) y aśı tendremos que mover el término lider

del residuo. Continuando de este modo tenemos dos posibilidades o bien cancelamos el

término lider de g si este es divisible por algún lt(fi) o bien lo movemos al residuo sino

es divisible por ningún lt(fi). Dado que el término decrece en cada paso, este proceso

debe terminar eventualmente y aśı no quedará ningún término de g, en ese punto todo

término del residuo que nos quedé no será divisible por ningún lt(fi).

Teorema 1.2.5. (Algoritmo de la división) Fijemos un orden monomial. Sean

f1, f2, . . . , fk ∈R[x1, x2, . . . , xn]. Entonces todo g ∈R[x1, x2, . . . , xn] puede ser expre-

sado como:

g = q1f1 + . . .+ qnfn + r

con q1, q2, . . . , qk, r ∈R[x1, x2, . . . , xn] y bien r = 0 o todo término de r no es divisible

por el término lider de ningún fi. También el monomio lider de cada qifi no es mayor

que el correspondiente de g.

Definición 1.2.6. Cualquier representación para f ∈ R[x1,x2,. . . ,xn] de la forma

f = q1f1 + . . .+ qsfs

donde el monomio lider de cada qifi no es mayor que el monomio lider de f con respecto

al orden monomial dado, la llamaremos una representación stándar de f .
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Definición 1.2.7. Un ideal monomial en R[x1 , x2 , . . . , xn] es un ideal generado por

monomios.

Definición 1.2.8. Sean I un ideal y < un orden monomial en R[x1 , x2 , . . . , xn], el

ideal inicial es el ideal monomial que se define como:

< lt(I) >=< lt(f)|f ∈ I >

Más aún si I =< f1, . . . , fs >, entonces < lt(f1), . . . , lt(fs) >⊆< lt(I) >.

Ahora de nuevo fijemos un orden monomial < sobre R[x1, x2, . . . , xn] para definir una

base de Gröbner.

Definición 1.2.9. Dado un ideal I ⊆R[x1, x2, . . . , xn], decimos que f1,. . . , fn ∈ I es

una base de Gröbner para I bajo < si:

< lt(I) >=< lt(f1), . . . , lt(fn) >

Definición 1.2.10. Una base de Gröbner G es reducida si para todo g ∈ G:

• lt(g) no divide a ningún término de G \ g

• lc(g)=1.

De hecho todo ideal no nulo I admite una base de Gröbner respecto a un orden monomial

dado. También una base de Gröbner es un tipo particular de conjunto generador de un

ideal en un anillo de polinomios sobre un anillo R. Además, el conjunto de polinomios en

una base de Gröbner tienen la misma colección de ráıces como los polinomios originales.

1.3 Forma normal de Smith.

La forma normal de Smith de una matriz con entradas en los enteros, es una matriz

diagonal. Esta puede ser obtenida de la matriz original al multiplicarla por la izquierda

y por la derecha por matrices cuadradas invertibles. En particular, los enteros son un

DIP, aśı uno siempre puede calcular la forma normal de Smith de una matriz con

entradas en los enteros.

Recordemos que las operaciones elementales por filas (columnas) sobre una matriz son

las siguientes:
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1. Permutar dos filas (columnas).

2. Multiplicar una fila (columna) por -1.

3. Sumar a una fila (columna) otra fila (columna) multiplicada por un entero.

Definición 1.3.1. Sea A una matriz no-cero de tamaño m × n sobre un DIP y s el

rango de A. Aśı, A es de la forma:

A =


a11 . . . a1n
...

...
...

am1 . . . amn


Aplicando operaciones elementales a la matriz A se puede reducir a una matriz diagonal

de la forma:

D =



d1 0 0 . . . 0 0 . . . 0

0 d2 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...

0 0 0 . . . ds 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...

0 0 0 . . . 0 0 . . . 0


= diag(d1, . . . , ds, 0, . . . , 0),

donde di > 0 y di divide a di+1 para todo i ∈ {1, 2, . . . , s− 1}.

La matriz D es la forma normal de Smith de A y d1, . . . , ds son los factores invari-

antes de A.

Ejemplo 1.3.2. Sea A la siguiente matriz, su forma normal de Smith se calcula de la

siguiente manera:

A =


−2 0 10

0 −3 −4

1 2 −1

 .

Aplicando operaciones elementales a la matriz A, tenemos:

(
1 2 −1
0 −3 −4
−2 0 10

)
−→

(
1 2 −1
0 −3 −4
0 4 8

)
−→

(
1 0 0
0 −3 −4
0 4 8

)
−→

(
1 0 0
0 3 4
0 4 8

)
−→

(
1 0 0
0 3 1
0 4 4

)
(

1 0 0
0 1 3
0 4 4

)
−→

(
1 0 0
0 1 0
0 4 −8

)
−→

(
1 0 0
0 1 0
0 0 −8

)
−→

(
1 0 0
0 1 0
0 0 8

)
9



Aśı, la forma normal de Smith de la matriz A es:

D =


1 0 0

0 1 0

0 0 8


por lo que sus factores invariantes son 1, 1 y 8.

1.4 Teoŕıa de gráficas

En esta sección damos algunos conceptos fundamentales de la teoŕıa de gráficas, por

ejemplo las gráficas simples, las cuales son esenciales para el desarrollo de este trabajo.

Definición 1.4.1. Una gráfica es un par ordenado G = (V,E) donde V es un conjunto

finito y E es un conjunto de parejas, no ordenadas, formadas por elementos de V . A los

elementos de V los llamaremos vértices y a los elementos de E, aristas. El conjunto de

vértices de la gráfica G serán denotados por V (G) y las aristas por E(G). Por otro lado,

el orden de la gráfica es el número de vértices y será denotado por |G| y su número de

aristas será denotado por ||G||. Aśı, las gráficas serán finitas o infinitas de acuerdo a

su orden, en el presente trabajo todas las gráficas las consideraremos finitas.

Adémas dos vértices son llamados adyacentes si están conectados por una arista y dos

aristas son llamadas incidentes si comparten un vértice en común.

Una arista e={x,y} será denotada como xy o yx, en nuestro caso serán la misma arista

pero en algunos casos tomaremos a alguno de los vértices como vértice inicial (tail) y al

otro como vértice final (head). Aśı para cualquier v ∈ V (G) definimos el indegree de

v, como el número de vértices fnales adyacentes a v y lo denotaremos como d−(v). El

outdegree de v es el número de vértices iniciales adyacentes a v, denotado por d+(v).

Sean U y V dos conjuntos de vértices y sean u ∈ U y v ∈ V dos vértices, a la arista uv

la llamaremos U − V arista, este conjunto de aristas será denotado por E(U − V ). Por

lo tanto, el conjunto de aristas que tienen como vértice común a v será denotado por

E(v).

La manera usual de visualizar una gráfica es dibujar un punto para cada vértice y unir

dos de esos puntos por una ĺınea si los correspondientes dos vértices forman una arista.

Como veremos en el siguiente ejemplo, pero antes daremos las siguientes definiciones.
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Definición 1.4.2. Decimos que e es un bucle, si es una arista que une a un vértice

consigo mismo y si dos o más aristas conectan a los mismos dos vértices las llamaremos

aristas múltiples .

Definición 1.4.3. Una gráfica dirigida es una gráfica G = (V,E) donde el conjunto

de aristas son parejas ordenadas de elementos de V . Aśı, una gráfica no dirigida es

aquella donde las aristas son parejas no ordenadas de elementos de V .

Definición 1.4.4. Una gráfica G = (V,E) es simple si es una gráfica dirigida o no

dirigida, la cual no tiene bucles y múltiples aristas.

Ejemplo 1.4.5. Representación de una gráfica.

v1

v2

v3
v4

v5

v6

Figure 1.1: Una gráfica simple no dirigida G.

En la figura 1.1 tenemos que V (G) = {v1, . . . , v6} y E(G) = {e1, e2, e3, e4, e5, e6} donde

e1 = v1v3, e2 = v1v4, e3 = v1v5, e4 = v2v3, e5 = v2v4, e6 = v2v5. Dado que G es una

gráfica no dirigida tenemos que las aristas v1v3 y v3v1 son las mismas, similarmente las

demás aristas.

Definición 1.4.6. Sea v un vértice en una gráfica G, definimos el grado de v como el

número de aristas incidentes a v, con los bucles contando dos veces. El grado de v será

denotado por deg(v), más aún el grado total de v es deg(v) = d+(v) + d−(v).

Además la suma de los grados de los vértices de una gráfica G = (V,E) es igual al doble

del número de las aristas, es decir,

∑
v∈V (G)

deg(v) = 2||G||.

Esto se debe a que toda arista tiene un vértice inicial y un vértice final, lo que significa

que hay dos vértices por arista, es decir, la suma de los grados de los vértices es el doble

que el número de aristas. Esto se muestra en la siguiente gráfica:
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Ejemplo 1.4.7. Consideremos la siguiente gráfica.

v1

v2

v3

v4

v6 v5

v7

Figure 1.2: Gráfica G no simple y no dirigida.

En esta gráfica tenemos que los grados de sus vértices son: deg(v1) = 1, deg(v2) = 3,

deg(v3) = 4, deg(v4) = 2, deg(v5) = 3, deg(v6) = 5, deg(v7) = 0 y el total de aristas es

9, aśı

∑
v∈G

deg(v) = 18 = 2(9) = 2||G||.

Ahora definiremos lo que es un homomorfismo de gráficas, es decir, un mapeo entre dos

gráficas que respeta su estructura, por ejemplo, mapea vértices adyacentes a vértices

adyacentes.

Definición 1.4.8. Un homomorfismo de gráficas f de una gráfica G = (V,E) a una

gráfica G′ =
(
V ′, E′

)
, denotada como f : G −→ G′, es un mapeo f : V −→ V ′ tal que si

uv ∈ E, entonces f(u)f(v) ∈ E′. Más aún, si el mapeo f : V −→ V ′ es una biyección,

entonces decimos que f es un isomorfismo de gráficas .

Ejemplo 1.4.9. En las gráficas de la Figura 1.3 definimos al homomorfismo de gráficas

f tal que f(vi) = ui para todo i ∈ {1, . . . , 8}, el cual también es un isomorfismo de

gráficas.

v1 v2

v3v4

v5 v6

v8
v7

u1 u5

u6 u2

u8 u4

u3 u7

Figure 1.3: Isomorfismo de gráficas.
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Definición 1.4.10. Una gráfica G′ = (V ′, E′) es una subgráfica de G =(V, E) si

V ′ ⊆ V y E′ ⊆ E, lo cual denotaremos como G′ ⊆ G.

Si G′ = (V ′, E′) es una subgráfica de G = (V,E) la cual contiene todas las aristas

u′v′ ∈ E(G) tales que u′, v′ ∈ V ′(G′), entonces diremos que G′ es una subgráfica

inducida de G y lo denotaremos como G′ := G[V ′].

Ahora si G′ ⊆ G tal que V ′ = V , entonces diremos que G′ es una subgráfica genera-

dora .

Ejemplo 1.4.11. Sea G la gráfica con diez vértices que se muestra en la primera gráfica

de la Figura 1.4, la segunda gráfica es una subgráfica inducida de G y la tercera gráfica

es una subgráfica generadora de G.

v1 v2

v3v10

v9

v8

v4

v5

v7 v6

v1 v2

v10 v3

v4

v5

v10

v1 v2

v3

v4v9

v8

v7 v6
v5

Figure 1.4: Subgráfica inducida y generadora de una gráfica.

Ahora definiremos un tipo de gráfica muy particular, escencial en el desarrollo de este

trabajo.

Definición 1.4.12. Sea n ∈ N, un camino Pn es una gráfica cuyos vértices pueden ser

listados en el orden v1, v2,. . . ,vn tal que las aristas son vjvj+1 para todo j ∈ {1, 2, . . . ,
n− 1}. Este tipo de gráficas tiene la propiedad de que los vértices v1 y vn tienen grado

uno, mientras los vértices v2, . . . , vn−1 tienen grado dos. Como se muestra en el siguinte

ejemplo.

Ejemplo 1.4.13. La Figura 1.5 ilustra el camino P6.

v1 v2 v3 v4 v5 v6

Figure 1.5: Camino con seis vértices.

Definición 1.4.14. Una gráfica completa G = (V,E) es una gráfica simple no dirigida

en la que cada par de vértices distintos están conectados por una única arista.

Definición 1.4.15. Un clan en una gráfica no dirigida G = (V,E), es un subconjunto

C ⊆ V de vértices que cumple la condición que cualesquiera dos vértices distintos de C
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son adyacentes. Esto es equivalente a la condición de que la subgráfica de G inducida

por C es completa.

Ejemplo 1.4.16. Sea G una gráfica formada por los vértices {v1, v2, v3, v4, v5, v6}.

v6

v4 v5

v3 v2

v1

Figure 1.6: Gráfica simple y no dirigida.

Como podemos observar, la subgráfica inducida por el conjunto de vértices {v1, v2, v5}
es una subgráfica completa, por lo tanto este conjunto de vértices forman un clan.

Definición 1.4.17. Decimos que un clan de una gráfica no dirigida G es máximal si

no es subconjunto propio de ningún otro clan.

Definición 1.4.18. Un clan de una gráfica G es máximo si no existe ningún otro clan

de G con más vértices. El número de clan de una gráfica G es el número de vértices

de un clan máximo de G y el cual denotaremos como ω(G).

En [13] se dió una relación entre el corango algebraico de una gráfica G y el número de

clan ω(G).

Ejemplo 1.4.19. Sea H la gráfica ilustrada en la siguiente figura.

v1

v3

v2 v4

v5 v6

Figure 1.7: Gráfica simple y no dirigida.

Tenemos que la subgráfica formada por el conjunto de vértices {v1, v2, v3, v4} es un

clan máximal de la gráfica H y la subgráfica formada por el conjunto de vértices
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{v2, v3, v4, v5, v6} es un clan máximo, al no existir ningún otro clan con más vértices,

como podemos observar ambas gráficas inducidas por esos conjuntos de vértices son

clanes máximales solo que uno de ellos tiene la mayor cardinalidad entre el conjunto de

subgráficas maximales, como se muestra en la Figura 1.8:

v1

v2

v3

v4

v5 v6

v2

v1

v4

v3

v5 v6

Figure 1.8: Ejemplo de clan máximal y máximo.

Definición 1.4.20. Sea G una gráfica, decimos que una subgráfica inducida C es una

componente conexa de G si cualesquiera dos vértices están conectados por un camino

y la cual no está conectada a ningún vértice adicional a la gráfica G.

Ejemplo 1.4.21. En la gráfica de la Figura 1.9 podemos observar dos componentes

conexas.

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

Figure 1.9: Gráfica con dos componentes conexas.

El número de componentes conexas de una gráfica es invariante bajo isomorfismo de

gráficas. En teoŕıa de gráficas es igual a la multiplicidad del eigenvalor cero de la matriz

Laplaciana de la gráfica.

Definición 1.4.22. Una gráfica G es k-conexa , si k es el tamaño más pequeño de

subconjunto de vértices donde la gráfica llega a ser disconexa si borramos este conjunto

de vértices. Por otro lado, si k = 1 decimos que la gráfica G es conexa y en este caso

cada par de vértices están unidos por al un menos camino.
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Caṕıtulo 2

Ideales cŕıticos y el corango

algebraico de una gráfica

En este caṕıtulo presentaremos los resultados principales de esta tesis. Una malla es

una gráfica que es el producto cartesiano de dos caminos. En la primera sección de este

caṕıtulo definiremos que es la matriz Laplaciana de una gráfica y su corango algebraico.

En la segunda sección, presentaremos una fórmula para el corango de una gráfica tipo

malla con dos caminos y de forma particular el caso de una gráfica escalera. Una gráfica

la cual es similar a una malla se dice que es de tipo malla, en la segunda sección pre-

sentaremos una definicion formal de este concepto. En la ultima sección presentaremos

una conjetura respecto a una cota inferior del corango algebraico de una gráfica tipo

malla con más de tres caminos.

2.1 Grupo cŕıtico e ideales cŕıticos de gráficas

En esta sección definiremos el concepto de matriz Laplaciana de una gráfica, para luego

definir su grupo cŕıtico e ideales cŕıticos. También definiremos el concepto de corango

algebraico de una gráfica, el cual juega el papel más importante en esta tesis.

Definición 2.1.1. Dada una gráfica simple G = (V,E) con n vértices, definimos su

Matriz Laplaciana como:

L(G) = D(G)−A(G)

donde D(G) = diag(d1, . . . , dn) es la matriz de grados de G (la matriz diagonal formada

por los grados de los vértices de G) y A la matriz de adyacencia de G, la cual es una

matriz cuadrada con la entrada Ai,j igual a uno si existe una arista del vértice vi al

vértice vj y cero en otro caso.
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Aśı tenemos que la matriz Laplaciana L(G) esta dada por:

L(G)u,v=


dv si u = v,

-1 si u y v son adyacentes,

0 en otro caso.

A continuación daremos un ejemplo de como calcular la matriz Laplaciana de una gráfica.

Ejemplo 2.1.2. Consideremos la siguiente gráfica simple G dada en la Figura 2.1.

v1 v2

v3
v4

v5

v6

v7

Figure 2.1: G gráfica simple y no dirigida.

Su matriz de grados es la siguiente:

D(G) =



2 0 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0 0

0 0 0 4 0 0 0

0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 0 1


.

Aśı mismo tenemos que su matriz de adyacencia es igual a:

A(G) =



0 1 1 0 0 0 0

1 0 1 1 0 1 0

1 1 0 1 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0

0 0 1 1 0 0 0

0 1 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 1 0


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Por lo tanto, la matriz Laplaciana de esta gráfica esta dada por:

L(G) =



2 −1 −1 0 0 0 0

−1 4 −1 −1 0 −1 0

−1 −1 4 −1 −1 0 0

0 −1 −1 4 −1 −1 0

0 0 −1 −1 2 0 0

0 −1 0 −1 0 3 −1

0 0 0 0 0 −1 1


Definición 2.1.3. Dado un anillo conmutativo con identidad P, la Matriz Laplaciana

Generalizada de una gráfica G = (V,E) esta dada por:

L(G,XG)u,v =


xu si u = v

-1P si u y v son adyacentes

0 en otro caso

donde XG = {xv|v ∈ V (G)} es un conjunto de indeterminadas indexadas por los vértices

de G y 1P es la identidad en P.

Obtener la Matriz Laplaciana Generalizada de la gráfica anterior es muy simple ya que

basta con tomar su matriz Laplaciana y cambiar los coeficientes de la diagonal principal

por las indeterminadas del conjunto XG indexadas por los vértices {v1, v2, v3, v4, v5, v6}.
Aśı su Matriz Laplaciana Generalizada es:

L(G,XG) =



x1 −1 −1 0 0 0 0

−1 x2 −1 −1 0 −1 0

−1 −1 x3 −1 −1 0 0

0 −1 −1 x4 −1 −1 0

0 0 −1 −1 x5 0 0

0 −1 0 −1 0 x6 −1

0 0 0 0 0 −1 x7


Dado que L(G,XG) es una matriz con entradas en el anillo de polinomios sobre P en las

variables del conjunto XG, el cual se denota como P[XG], tenemos que los ideales deter-

minantales de L(G,XG) son ideales sobre P[XG], los cuales definiremos a continuación.

Definición 2.1.4. Sea G una gráfica con n vértices y 1 ≤ i ≤ n, el i-ésimo ideal

cŕıtico de G es el ideal generado por los menores de tamaño i de L(G,XG). Esto es,

Ii(G,XG) = 〈Minorsi(L(G,XG))〉 ⊆ P[XG],
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donde el Minorsi(L(G,XG)) es el conjunto de menores de tamaño i de L(G,XG). Por

convención, Ii(G,XG)=〈0〉 si i 6 0 e Ii(G,XG)=〈0〉 si i > n.

Evidentemente In(G,XG) es un ideal principal generado por el determinante de la matriz

Laplaciana generalizada. Por otro lado, una propiedad de los ideales cŕıticos es que son

una sucesión decreciente, como se demuestra en la siguiente proposición:

Proposición 2.1.5. Sea G una gráfica no dirigida con n vértices, entonces

〈0〉 ⊆ In(G) ⊆ · · · ⊆ I2(G) ⊆ I1(G) ⊆ 〈1〉.

Además, si H es una subgráfica inducida de G, entonces:

Ik(H) ⊆ Ik(G) para todo 1 ≤ k ≤
∣∣V (H)

∣∣ .
Demostración: Sea A una (k + 1)× (k + 1) matriz sobre P[XG], es decir,

A =



A1,1 A1,2 A1,3 . . . A1,k+1

A2,1 A2,2 A2,3 . . . A2,k+1

A3,1 A3,2 A3,3 . . . A3,k+1

...
...

...
. . .

...

Ak+1,1 Ak+1,2 Ak+1,3 . . . Ak+1,k+1


.

Sea A(i, 1) la submatriz de A la cual se obtiene de eliminar la i-ésima fila y la primera

columna. Luego

det (A) =
k+1∑
i=1

Ai,1det
(
A(i, 1)

)
.

Por lo que el determinante de A es una combinación lineal de matrices de tamaño (k)×(k)

y aśı el det (A) ⊆ Ik(G), más aún Ik+1(G) ⊆ Ik(G) para todo 1 ≤ k ≤ n− 1.

Por otro lado, cualquier submatriz de L(H,XH) es también una submatriz de L(G,XG),

aśı tenemos que el conjunto de i-menores de L(H,XH) están contenidos en i-menores

de L(G,XG) para todo 1 ≤ i ≤
∣∣V (H)

∣∣. Por lo tanto,

Minorsi(L(H,XH))〉 ⊆ 〈Minorsi(L(G,XG))〉 para todo 1 ≤ i ≤
∣∣V (H)

∣∣ .
2

Ahora definamos el concepto de grupo cŕıtico de G, para ello primero pensemos en la

matriz Laplaciana L(G) como un homomorfismo de grupos Abelianos, es decir,

L(G) : Z|V | −→ Z|V |.
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Para este homomorfismo tenemos que:

coker(L(G)) = Z|V |/Im(L(G))

Definición 2.1.6. El grupo cŕıtico de una gráfica conexa G, denotado por K(G), se

define como la parte de torsión del coker(L(G)), es decir, el único grupo abeliano finito

tal que el coker(L(G)) puede ser expresado como:

Z|V |/Im(L) ∼= Z⊕K(G).

Ya definidos los ideales cŕıticos y grupos cŕıticos definimos el siguiente concepto que será

primordial para el desarrollo de esta tesis.

Definición 2.1.7. Sea G una gráfica, definimos el corango algebraico de G, el cual

denotaremos como γP(G), como el máximo entero i tal que Ii(G,XG) es trivial.

2.2 Corango algebraico de gráficas tipo malla

En esta sección analizaremos el corango algebraico de las gráficas tipo malla, las cuales

son una generalización de la malla. Las mallas son las gráficas sobre las que por primera

vez en 1987 fue definido el grupo de pilas de arena por Bak, véase [1].

Empezaremos por definir la gráfica escalera. Sea n ∈ N y tomemos dos caminos con el

mismo número de vértices P 1
n = {v1, v2, . . . , vn} y P 2

n = {u1, u2, . . . , un}. A continuación

tracemos aristas entre ambos caminos de la siguiente manera: tomemos a los vértices

v2 ∈ P 1
n , u1 ∈ P 2

n y formemos a la arista e1=v2u1, ahora tomemos a los vértices v3 ∈ P 1
n

y u2 ∈ P 2
n y formemos la arista e2 = v3u2 y aśı sucesivamente hasta tener el siguiente

conjunto de aristas e1 = v2u1, e2 = v3u2, e3 = v4u2, . . . , en−1 = vnun−1. A esta gráfica

la llamaremos la gráfica escalera, la cual se ve de la siguiente manera:

. . .

. . .

v1 v2 v3 v4 v5 vn−1 vn

u1 u2 u3 u4 un−2 un−1 un
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Proposición 2.2.1. Sea n ∈ N y G una gráfica escalera con 2n vértices, entonces el

corango algebraico de G es igual a γP (G) = 2n− 2.

Demostración: Primero la matriz Laplaciana de la gráfica escalera es la siguiente:

L(G,XG) =



x1 −1 0 . . . 0 −1 0 . . . 0 0 0

−1 x2 −1 . . . 0 −1 0 . . . 0 0 0

0 −1 x3 . . . 0 0 −1 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . xn 0 0 . . . 0 −1 −1

−1 −1 0 . . . 0 xn+1 −1 . . . 0 0 0

0 0 −1 . . . 0 −1 xn+2 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . −1 0 0 . . . −1 x2n−1 −1

0 0 0 . . . −1 0 0 . . . 0 −1 x2n


Sean

t(P1) = {v1, v2, v3, . . . , vn−1}, h(P1) = {v2, v3, v4, . . . , vn},

t(P2) = {u1, u2, . . . , un−1}, h(P2) = {u2, u3, u4, . . . , un}

Con los conjuntos anteriores construimos a la matriz M de tamaño (2n− 2)× (2n− 2),

M = L(G,XG)
[
h(P1) ∪ h(P2), t(P1) ∪ t(P2)

]
, la cual es una submatriz de L(G,XG).

Aśı tenemos que M es de la siguiente forma:

M=



−1 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0

x2 −1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0

−1 x3 −1 . . . 0 −1 0 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
...

−1 0 0 . . . 0 −1 0 . . . 0 0 0

0 −1 0 . . . 0 xn+2 −1 . . . 0 0 0

0 0 −1 . . . 0 −1 xn+3 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0
... −1 0 0

... −1 x2n−1 −1


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Observemos que esta matriz es de bloques, por lo cual nos será más fácil calcular su

determinante. Por lo que consideraremos las siguientes matrices:

A =



−1 0 0 0 0 0 . . . 0

x2 −1 0 0 0 0 . . . 0

−1 x3 −1 0 0 0 . . . 0

0 −1 x4 −1 0 0 . . . 0

0 0 −1 x5 −1 0 . . . 0

0 0 0 −1 x6 −1 . . . 0
...

...
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 0 0 . . . −1



B =



0 0 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 0

−1 0 0 0 0 . . . 0 0

0 −1 0 0 0 . . . 0 0

0 0 −1 0 0 . . . 0 0

0 0 0 −1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 0 0 . . . 0 −1



C =



−1 0 0 0 0 0 . . . 0

0 −1 0 0 0 0 . . . 0

0 0 −1 0 0 0 . . . 0

0 0 0 −1 0 0 . . . 0

0 0 0 0 −1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 0 0 . . . −1



D =



−1 0 0 0 0 . . . 0 0 0

xn+2 −1 0 0 0 . . . 0 0 0

−1 xn+3 −1 0 0 . . . 0 0 0

0 −1 xn+4 −1 0 . . . 0 0 0

0 0 −1 xn+5 −1 . . . 0 0 0
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 0 0 . . . −1 x2n−1 −1


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Aśı a la matriz M la podemos representar como una matriz por bloques donde cada una

de las matrices es una matriz cuadrada, es decir,

M =

 A B

C D



Dado que A ∈ GL(n − 1, n − 1) (matriz triangular superior con unos en la diagonal

principal) y C = In−1, entonces CD = DC. Por otro lado, por el [14, Teorema 3]

tenemos que el det(M) = det(AD − CB) y dado que CB = 0 entonces

det(M) = det(A) · det(D) = 1 · 1 = 1

Como M es una submatriz de la matriz Laplaciana de G tenemos que 2n− 2 ≤ γP (G).

Para la otra desigualdad utilizaremos el [13, Corolario 3.9]. Dado que G es una gráfica

simple con 2n vértices diferente del camino, entonces γ(G) 6= 2n − 1 y por lo tanto

γ(G) = 2n− 2. 2

Definición 2.2.2. Sean G = (V (G), E(G)) y H = (V (H), E(H)) dos gráficas, el pro-

ducto cartesiano de G y H es la gráfica G�H = (V,E) con V = V (G) × V (H) y

((u1, v1), (u2, v2)) ∈ E si u1 = u2 y v1 y v2 son adyacentes en H o bien v1 = v2 y u1 y

u2 son adyacentes en G.

Ejemplo 2.2.3. Gráficamente el producto cartesiano de los caminos Pm y Pn es de la

siguiente forma:

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

v1 v2 v3 v4 vn−1 vn

vn+1

v2n+1

v3n+1

vm+1

vn+2 vn+3 vn+4 v2n−1 v2n

v2n+2

v3n+2

vm+2

v2n+3 v2n+4 v3n−1 v3n

v3n+3 v3n+4 v4n−1 v4n

vm+3 vm+4 vmn−1 vmn

Figure 2.2: Malla dos dimensional.
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Definición 2.2.4. Sean m,n ∈ N, una malla dos dimensonal es una gráfica la cual es

el producto cartesiano Pm�Pn de caminos con m y n vértices respectivamente, la cual

denotamos como Gm,n.

En el siguiente teorema daremos una cota inferior para el corango algebraico de la malla

dos dimensional.

Teorema 2.2.5. Sea Gm,n una malla dos dimensional, entonces

nm−min{m,n} ≤ γP (Gm,n).

Antes de demostrar el teorema anterior daremos algunas definiciones y resultados que

nos serán útiles.

Definición 2.2.6. Sean m,n ∈ N con m 6= n y A ∈Mm×n (F) una matriz sobre el campo

F, definimos la diagonal principal de la matriz rectangular A como aquellos elementos

de la forma aij donde i = j.

Ejemplo 2.2.7. Consideremos la siguiente matriz B ∈M3×5 (R), es decir,

B =


1 −2 2 4 3

0 7 5 −1 9

8 2 −3 4 6

 .

Tenemos que para esta matriz, la diagonal principal de la matriz rectangular B está

formada por las entradas 1, 7,−3.

Definición 2.2.8. Sea A ∈Mm (F) una matriz de r × r bloques, es decir,

A =



A11 A12 A13 . . . A1r

A21 A22 A23 . . . A2r

A31 A32 A33 . . . A3r

...
...

...
. . .

...

Ar1 Ar2 Ar3 . . . Arr


,

donde Aii es una matriz triangular inferior de tamaño ni con unos en la diagonal principal

y elementos distintos de cero por debajo de ella para todo i = 1, . . . , r. Más aún el

tamaño de estas submatrices es creciente, es decir, n1 < n2 < · · · < nr.

Los bloques Aij con i 6= j e i, j = 1, . . . , r son matrices de tamaño ni × nj , donde los

únicos elementos distintos de cero son los que están por debajo de la diagonal principal

de cada una de estas submatrices. Para calcular el determinante de la matriz A tenemos

la siguiente proposición:
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Proposición 2.2.9. Si A es una matriz como la que se definió en 2.2.8 tenemos que:

det (A) = 1 o det (A) = −1.

Demostración: Por la fórmula de Leibniz tenemos que el determinante de una matriz

cuadrada B está dado por:

det (B) =
∑
σ∈Sm

sgn(σ)

m∏
i=1

ai,σ(i),

donde m es el tamaño de la matriz B. Por lo que será suficiente con demostrar que si:

m∏
i=1

ai,σ(i) 6= 0,

entonces σ = id.

En efecto, dado que
m∏
i=1

ai,σ(i) 6= 0, entonces ai,σ(i) 6= 0 para toda i = 1, . . . ,m.

Demostraremos por inducción que σ(i) = i para todo i = 1, . . . ,m.

Tenemos que σ(1) = 1 ya que el único elemento no cero en la primer fila es la entrada

a1,1. Para i = 2 tenemos que σ(2) = 2 pues para la segunda fila de la matriz A los

únicos elementos distintos de cero son a2,1, a2,2 o a2,ni+1 para todo i = 1, . . . ,m pero

dado que σ es una biyección esta no puede ser igual a 1. Por otro lado, si σ = ni + 1

para algún i tenemos que para ni + 1-ésima fila el único elemento no cero es ani+1,ni+1.

Sea k ∈ N tal que k < m y supongamos que σ(k) = k. Por demostrar que σ(k+1)=k+1,

en efecto, dado que ni es el grado de la matriz Aii para todo i = 1, . . . , r, entonces sin

pérdida de generalidad podemos suponer los siguientes casos:

• k + 1 = ni + 1 para algún i ∈ {1, . . . , r}. En este caso tenemos que σ(k + 1)=

ni + 1 = k + 1 por la misma razón que en el caso k = 1.

• k + 1 = ni + j para algún i ∈ {1, . . . , r} y j ∈ {2, . . . , ni+1 − 1}. En este caso,

procederemos por contradicción, es decir, supongamos que σ(k + 1) 6= k + 1. Por

hipótesis de inducción y dado que σ es una biyección, tenemos que σ(k + 1) 6= k

para toda k = 1, . . . , ni + j − 1. Aśı:

– Si σ(ni + j) = ns+1 para algún s > i llegamos a una contradicción dado que

el elemento ani+j,σ(ni+j) = ani+j,ns+1 = 0

– Si σ(ni + j) = ns + l con i ≤ s < r y l ∈ N, entonces si i = s tenemos que

l > j y aśı el elemento ani+j,σ(ni+j) = ani+j,ns+l es un elemento del bloque

26



Ai+1,s+1 que está por encima de la diagonal y aśı ani+j,σ(ni+j) = 0; lo cual es

una contradicción. Por otro lado, si i < s < r y l ∈ N dado que ani+j,ns+l

está en el bloque Ai+1,s+1, entonces tenemos los siguientes casos:

Si l ≥ j, entonces ani+j,ns+l = 0 dado que seŕıa un elemento de la diagonal

principal o estaŕıa por encima de la diagonal, lo cual es una contradicción.

Si l < j, entonces ani+j,ns+l 6= 0 pero dado que σ es una biyección y por la

forma de la matriz A tendremos que después de un número finito de pasos el

elemento ap,σ(p) = 0, para algún 1 < p ≤ m lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, σ(k + 1)=k+1, aśı tenemos que σ=id. En resumen tenemos que:

det(A) = sgn(id)
m∏
i=1

ai,id(i) = (1)(−1)m = (−1)m+1

el cual será 1 si m es impar y −1 si m es par. 2

Demostración del Teorema 2.2.5 Dada la malla dos dimensional tenemos que su

matriz Laplaciana está dada por:

L(Gm,n, XGm,n) =



x1 −1 0 . . . 0 −1 . . . 0 . . . 0 0

−1 x2 −1 . . . 0 0 . . . 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . xn 0 . . . −1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . 0 0 . . . x2n . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . xnm−1 −1

0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 . . . −1 xnm



Sin pérdida de generalidad podemos suponer que n < m. Ahora si consideramos los

siguientes m caminos formados por los siguientes conjuntos de vértices, tenemos que

P1 = {v1, v2, . . . , vn}, P2 = {vn+1, vn+2, . . . , v2n}, P3 = {v2n+1, v2n+2, . . . , v3n}, . . . ,

Pm = {vmn−(n−1), vmn−(n−2), . . . , vmn}.
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Tomando ambos extremos de cada uno de estos caminos tenemos los siguientes conjuntos

de vértices:

t(P1) = {v1, v2, . . . , vn−1}, h(P1) = {v2, . . . , vn}

t(P2) = {vn+1, vn+2, . . . , v2n−1}, h(P2) = {vn+2, . . . , v2n}

t(P3) = {v2n+1, v2n+2, . . . , v3n−1}, h(P3) = {v2n+2, . . . , v3n}, . . . ,

t(Pm) = {vmn−(n−1), vmn−(n−2), . . . , vmn−1}, h(Pm) = {vmn−(n−2), vmn−(n−3), . . . , vmn}.

Con los conjuntos de vértices anteriores formamos a la matriz A de tamaño

(mn− n)× (mn− n),

A
[
h(P1) ∪ h(P2) ∪ . . . ∪ h(Pm), t(P1) ∪ t(P2) ∪ . . . ∪ t(Pm)

]
Notemos que A es una submatriz de L(Gm,n, XGm,n). Más aún esta matriz satisface las

condiciones de la proposición 2.2.9, aśı tenemos que det (A) es igual a 1 o −1. Por lo

tanto, una cota inferior para el corango algebraico es:

nm−min{m,n} ≤ γ(Gm,n).

2

Sean n,m ∈ N con n,m ≥2 y Pn, Pm dos caminos formados por los respectivos conjuntos

de vértices {v1, v2, . . . , vn} y {u1, u2, . . . , um}. Vincularemos a estos dos caminos por

medio de aristas bajo las siguientes condiciones:

• Para algún s ∈ N tenemos que la arista es=viuj con i∈ {1, . . . , n} y j ∈ {1, . . . ,m}.

• Si es=viuj es una arista que vincula a los caminos Pm y Pn, entonces e′s=vkul no

la consideraremos como una arista que vincula a los caminos Pm y Pn si k < i y

l > j o si k > i y l < j, es decir, ninguna de la aristas que vinculan a los dos

caminos se intersecan entre śı, solo en los puntos finales de las aristas, es decir, son

disjuntas a pares. Como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.10. Vinculación de dos caminos por medio de aristas.

. . .

. . .

v1 v2 v3 v4 vn−1 vn

u1 u2 u3 u4 um−1 um

e1 e2 e3 e4 es−1 es
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En este ejemplo enumeramos a las aristas de izquierda a derecha para tener un orden,

aśı para cualesquiera dos caminos que estén vinculados, también las enumeraremos.

Generalizando este proceso para más caminos tenemos:

Sea k ∈ N con k > 2 y supongamos que tenemos k caminos, es decir, Pn1 , . . . , Pnk con

ni ≥ 2 para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}. Más aún el conjunto de vértices de cada camino es

{v1nj , v
2
nj , . . . , v

nj
nj } para todo j∈ {1, 2, . . . , k} como en el caso anterior para cualesquiera

dos caminos los vincularemos por medio de una cantidad finita de aristas con las mismas

condiciones. Por lo cual ahora tendremos (k − 1) k /2 conjuntos de aristas donde en cada

conjunto las aristas son disjuntas a pares. A esta gráfica la llamaremos malla extendida

con k caminos, la cual la denotaremos por MEk.

Ejemplo 2.2.11. En la siguiente gráfica mostramos una malla extendida con cuatro

caminos donde todos los caminos están vinculados por medio de aristas las cuales no se

intersectan entre śı.

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7

u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7

w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

Figure 2.3: Malla extendida con cuatro caminos.

Antes de dar una cota inferior para el corango algebraico de MEk daremos unos resul-

tados previos que nos serán de gran utilidad durante el desarrollo de esta sección.

Definición 2.2.12. Una digráfica D es un par (V,E), donde V es el conjunto de

vértices y E es el conjunto de aristas ordenadas de elementos distintos de V .

Dada una digráfica D, una subdigráfica C de D es llamado un 1-factor dirigido si y

sólo si d+c (v)=1=d−c (v) para todo v ∈ V (C).
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Aśı tenemos el siguiente teorema de [13, Teorema 12]:

Teorema 2.2.13. Sea D una digráfica con n vértices (posiblemente con múltiples aristas

y loops), entonces:

det(−A(D)) =
∑
C∈F

(−1)c(C),

donde F es el conjunto de 1-factores dirigidos generadores de D y c(C) el número de

componentes conexas de C. Más aún:

det(L(D,X)) =
∑

U⊆V (D)

det(−A(D[U ]wl)).
∏
v/∈U

xv

donde D[U ] es la subgráfica inducida por U de D y D[U ]wl es la subgráfica obtenida de

D[U ] borrando los posibles loops.

Sea D una digráfica (o una gráfica) y sean u, v dos vértices de D con u 6= v. Definimos

a D(u, v) como la digráfica obtenida de D borrando las aristas que salen de u y entran a

v (recordar que cada arista de una gráfica es considerada como dos aristas dirigidas en

ambas direcciones) e identificando los vértices u y v en un nuevo vértice denotado por

u ◦ v. Además, si u = v, entonces D(u, v) se define como D \ u.

Ahora sean U = {u1, u2, . . . , us} y V = {v1, v2, . . . , vs} subconjuntos ordenados de V (D)

con s > 2, definimos D(U, V ) inductivamente como D(U \ us, V \ vs)(us, vs).

Teorema 2.2.14. Sea D una digráfica y U = {u1, u2, . . . , us}, V = {v1, v2, . . . , vs}
subconjuntos ordenados de V (D), entonces

L(D,X)(U ;V ) ≈ L(D(U, V ), X){xui◦vi=−m(vi,ui)
|i=1,...,s}

Claramente, D(U, V ) y L(D(U, V ), X) depende del orden de los elementos de los sub-

conjuntos U y V . Sin embargo, si σ ∈ SS es una permutación tenemos

L(D(U, V ), X){xui◦vi=−m(vi,ui)
|i=1,...s}

≈ L(D(U, {vσ(1), vσ(2),...,vσ(s)}), X){xui◦vσ(i)=−m(vσ(i),ui)
|i=1,...s},

lo que significa que en algún sentido L(D(U, V ), X){xui◦vi=−m(vi,ui)
|i=1,...s} no depende del

orden de los elementos de los subconjuntos U y V .

Supongamos que tenemos dos caminos Pn, Pm con n y m el número de vértices, res-

pectivamente. Los cuales están vinculados por un conjunto de aristas las cuales no se

cortan entre śı, como se muestra en la siguiente figura.
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Ejemplo 2.2.15. Relación de dos caminos por medio de aristas.

v1

v2

v3

v4

vn−1

vn

u1

u2

u3

u4

um−1

um

w1 z1

w2 z2

w3 z3

w4 z4

wn−1 zm−1

wn zm

Figure 2.4: Malla extendida con dos caminos ME2.

De las gráficas anteriores, en particular la izquierda, tomemos los siguientes conjuntos

de vértices U = {v1, u1} y V = {vn, um} para aśı obtener la gráfica ME2(U, V ) (con la

otra gráfica obtendŕıamos algo similar), como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.16. Malla extendida con dos caminos extrayendo los conjuntos de vertices

U y V .

v2 u2

v3 u3

v4

vn−1

u4

um−1

u1 ◦ umv1 ◦ vn

Figure 2.5: Gráfica ME2(U, V ).

Definimos a v = v1 ◦ vn, u = u1 ◦ un y enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.17. En la gráfica ME2(U, V ) descrita anteriormente tenemos que el único

1-factor dirigido que contiene a v y u es la unión de dos ciclos disjuntos.

Demostración: Sea D un 1-factor dirigido de ME2(U, V ) que contiene a los vértices

u y v. Dado que las componentes conexas de D forman una partición tenemos que:

D = C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ Cs,

donde Ci es una componente conexa de D para todo i = 1, . . . , s.
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Sea Cj una componente conexa que contiene a v, sin perdida de generalidad podemos

suponer que:

Cj = {v, w2, w3, . . . , wr−1, v}.

Dado que Cj es un ciclo tenemos que w2 = vn−1, afirmamos que u no esta en Cj .

Supongamos lo contrario, es decir, u ∈ Cj . Aśı existen i, l ∈ {3, . . . , r − 1} con i 6= l tal

que u = wi y vj=wl para algún vj ∈ {v2, v3, . . . , vn−1}, donde vj es un vértice que conecta

con algunos de los vértices {u2, u3, . . . , um−1}, por medio de una arista, supongamos que

tal vértice es ui.

Como u ∈ Cj también tenemos que um−1 ∈ Cj . Aśı tenemos los siguientes casos:

• Si no hay ningún vértice entre ui y um−1 que conecta por medio de una arista

con algunos de los vértices {v2, v3, . . . , vn−1}, entonces d+(ui)=2, lo cual es una

contradicción.

• En caso contrario existe un vértice entre ui y um−1 que conecta con alguno de

los vértices {v2, v3, . . . , vn−1}. Supongamos que tal arista es e′, entonces tenemos

que se intersecaŕıa con la arista e = vjui si e tiene como vértice final a un vértice

entre {vj+1, vj+2, . . . , vn−1} y si la arista 4 e tiene como vértice final a un vértice

entre {v2, v3, . . . , vj−1}. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que es vr,

entonces d+(vr) = 2, en ambos casos tenemos una contradicción.

Por lo tanto, u /∈ Cj . Ahora afirmamos que

Cj = {v, vn−1, vn−2, . . . , v3, v2, v}

Supongamos que existe algún wr ∈ Cj tal que wr=ut para algún ut ∈ {u2, u3, . . . , um−1}.
Por otro lado, dado que u ∈ D, entonces existe Ck tal que u ∈ Ck y v /∈ Ck. Aśı tenemos

que existe una arista en Cj y otra en Ck tales que se intersectan. Por lo tanto, wr /∈ Cj .

Similarmente tenemos que para la componente conexa Ck que contiene a u, no contiene

a v y además es de la forma:

Ck = {u, un−1, un−2, . . . , u3, u2, u}

Dado que Cj y Ck contienen a todos los vértices de G(U, V ) tenemos que:

D = Cj ∪ Ck.

2
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Teorema 2.2.18. El determinante de la matriz Laplaciana de la gráfica ME2(U, V ) es

igual a 1.

Demostración: Dado que la matriz Laplaciana de ME2(U, V ) es fuertemente equiva-

lente a:

L(ME2, X)(U ;V ) ≈ L(ME2(U, V ), X){xui◦vi=−m(vi,ui)
|i=1,...s}

Tenemos que la matriz Laplaciana de ME2(U, V ) es la siguiente:

L(ME2, X)(U, V ) =



−1 x2 −1 . . . 0 0 0 0 . . . 0

0 −1 x3 . . . 0 0 0 0 . . . 0

0 0 −1 . . . 0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...

0 0 0 . . . xn−1 0 0 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0 −1 y2 −1 . . . 0

0 0 0 . . . 0 0 −1 y3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . ym−1

0 0 0 . . . −1 0 0 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . −1


La cual es fuertemente equivalente a la siguiente matriz:

L(ME2(U, V ), X){xv=0,xu=0} =



x2 −1 . . . 0 0 0 . . . 0 −1 0

−1 x3 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0

0 −1 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...

0 0 . . . xn−1 0 0 . . . 0 0 0

0 0 . . . −1 0 0 . . . 0 0 0

0 0 . . . 0 y2 −1 . . . 0 0 −1

0 0 . . . 0 −1 y3 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

...
. . .

...

0 0 . . . 0 0 0 . . . ym−1 0 0

0 0 . . . −1 0 0
... 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0 . . . −1 0 0


Para calcular el determinante de la matriz anterior, por el art́ıculo [13] tenemos que:

det(L(ME2(U, V ), X){xv=0,xu=0}) =
∑

S⊆V (ME2(U,V ))

det(−A(ME2(U, V )[S]wl)).
∏
s/∈S

xs
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Dado que xv = 0 y xu = 0, tenemos que para el determinante de la gráfica ME2(U, V ) la

única subgráfica que se considera es el 1-factor dirigido del teorema anterior que contiene

a u y v. Ya que las subgráficas que no contienen a alguno de ellos son cero y por lo

tanto no aportan al determinante, aśı por el Teorema 2.2.13 tenemos que:

det(L(ME2(U, V ), X){xv=0,xu=0}) = det(−A(Dwl)) · 1,

donde D es un 1-factor dirigido que contiene a u y v el cual tiene dos componentes

conexas. Luego

det(−A(Dwl)) =
∑
C∈F

(−1)c(C) = (−1)2 = 1.

donde F es el conjunto de 1-factores dirigidos generadores de D.

Por lo tanto:

det(L(ME2(U, V ), X)) = 1 · 1 = 1.

2

Teorema 2.2.19. Sea G una malla extendida con dos caminos, uno con m vértices y el

otro con n vértices. Entonces

γP(G) = n+m− 2.

Demostración: Sean Pn = {v1, v2, . . . , vn} y Pm = {u1, u2, . . . , um} los caminos in-

ducidos de G de tal manera que G es una malla extendida con los caminos P1 y P2.

Sean V = {v1, u1} y U = {vn, um}.

Sea L(G,XG) la matriz Laplaciana de G y L(G,XG)(U, V ) la submatriz de L(G,XG)

obtenida al borrar los renglones indexados por U y las columnas indexadas por V .

Como se mostro antes L(G(U, V ), XG){xv=0,xu=0}. Por el teorema 2.2.18 tenemos que

det(L(G(U, V ), XG){xv=0,xu=0}) = 1. Por lo tanto, n + m − 2 es una cota inferior del

corango algebraico de G, es decir,

n+m− 2 ≤ γP(G)

Para la otra desigualdad tenemos que la matriz Laplaciana de G no tiene determinante

igual a 1, entonces γP(G) 6= m+ n. Por otro lado, dado que G es un gráfica simple con

m+ n vértices la cual no es un camino entonces por el [13, Corolario 3.9], tenemos que

γP(G) 6= m+ n− 1 y por lo tanto γP(G) = m+ n− 2. 2
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2.3 Una última conjetura

Para finalizar esta tesis presentaremos una conjetura, la cual es una cota inferior para el

corango algebraico de una malla extendida con al menos tres caminos y el cual generaliza

el resultado obtenido en el Teorema 2.2.19.

Conjectura 2.3.1. Si MEk es una malla extendida con k ≥ 3 caminos y k′ ≥ k de

estos caminos tienen al menos dos vertices, entonces

γP(MEk) ≥| V (MEk) | −k′.

Esta cota es muy útil, ya que esta implica una cota inferior para el corango algebraico

para toda gráfica simple. De forma más precisa, no es dif́ıcil ver que toda gráfica simpleG

es isomorfa a una malla extendida MEk para algún k ∈ N. De manera trivial, si G tiene

n vértices, entonces G es isomorfa a una malla extendida con n vértices; sin embargo, en

este caso la cota que obtenemos es trivial. Esto nos lleva a definir el siguiente invariante

de una gráfica.

Definición 2.3.2. Dada una gráfica simple G, sea µ(G) el mı́nimo entero positivo tal

que G es isomorfa a alguna malla extendida con µ(G) caminos.

A continuación presentaremos dos ejemplos para ilustrar como funciona esta conjetura.

En el primero la cota dada por la conjetura es justa y en el segundo no.

Ejemplo 2.3.3. Consideremos la siguiente gráfica simple con seis vértices.

v6 v4 v3

v5 v1 v2

Figure 2.6: Gráfica con seis vértices isomorfa a una malla extendida con dos caminos.

Primero no es dif́ıcil ver que G is una malla extendida con dos caminos, basta con

considerar los caminos P1 formado por los vértices {v5, v1, v2} y P2 formado por los

vértices {v6, v4, v3}. Además como claramente no es un camino, entonces en este caso

µ(G) = 2.
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Aśı tenemos que por el Teorema 2.2.14, que una cota inferior para el corango algebraico

de G es:

γP(G) = γP(MEk) ≥
∑

P∈P≥2(MEk)

| V (P ) | −1 =| V (MEk) | −k = 6− 2 = 4.

Por otro lado, tenemos que los ideales cŕıticos de la gráfica simple, los cuales fueron

calculados con el programa Mathematica, son los siguientes:

I1 = {1}, I2 = {1}, I3 = {1}, I4 = {1},

y

I5 = {−2 + x2 − x4 − x5 + x2x6 + x5x6 + x4x5x6,−2− x3 + x2x3 − x6 + x2x3x6 + x5x6 + x3x5x6,

x1 − x3 + x1x3 − x6 + x1x6 + x1x3x6 + x3x4x6,−2 + x1 + x1x2 + x1x6 + x1x2x6 + x4x6,

−2 + x1 + x1x3 + x3x4 + x1x5 + x1x3x5, x1 − x2 + x1x2 + x4 − x5 + x1x5 + x1x2x5,

−2− x2 + x2x3 − x4 + x2x3x4 + x5 + x3x5}.

Por lo tanto el corango algebraico de la gráfica G es igual a 4. Aplicando la Conjetura 2.7

tenemos que γP(G) ≥ 4 = 6− 2 = |V (G)| − 2.

Ejemplo 2.3.4. Consideremos la gráfica simple dada en la Figura 2.7. Una forma de

ver esta gráfica es como la gráfica obtenida de la gráfica completa con seis vértices menos

el camino P4 = {v2, v3, v5, v4}.

v2

v4

v6

v1

v3

v5

Figure 2.7: Una malla extendida con tres caminos.

Primero tomando los caminos P1 = {v1, v2}, P2 = {v3, v4} y P3 = {v5, v6}, no es dif́ıcil

ver que G es igual a una malla extendida con tres caminos y por lo tanto µ(G) ≤ 3.

Además se puede comprobar que G no es isomorfa a una gráfica con dos caminos.

Aplicando la Conjetura 2.7 tendŕıamos que γP(G) ≥ 3 = 6 − 3 = |V (G)| − 3. Sin

embargo, usando Mathematica no es dificil comprobrar que sus ideales cŕıticos están
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dados por:

I1 = 〈1〉, I2 = 〈1〉, I3 = 〈1〉, I4 = 〈1〉,

I5 = 〈2x2 + x2x3 + x2x4 + 2x6 + x2x6 + 2x3x6 + x2x3x6 + x4x6 + x3x4x6, 2x3 + x2x3 + x3x4

+2x5 + 2x2x5 + x3x5 + x2x3x5 + x4x5 + x2x4x5,

−2 + 2x1x3 − x4 + x1x3x4 + 2x5 + 2x1x5 + x3x5 + x1x3x5 + x4x5 + x1x4x5,

−2 + 2x1x2 − x4 + x1x2x4 + 2x6 + 2x1x6 + x2x6 + x1x2x6 + x4x6 + x1x4x6,−2x3 − x3x4

−2x5 − x3x5 − x4x5 + x5x6 + x3x5x6 + x4x5x6 + x3x4x5x6,

−2x2 − x2x4 − 2x6 − x2x6 − x4x6 + x5x6 + x2x5x6 + x4x5x6 + x2x4x5x6,

−2− x4 + x5x6 + x1x5x6 + x4x5x6 + x1x4x5x6,

−x3 − x6 + x1x3x6 + x5x6 + x1x5x6 + x3x5x6 + x1x3x5x6,

−x2 − x5 + x1x2x5 + x5x6 + x1x5x6 + x2x5x6 + x1x2x5x6〉

y por lo tanto γP(G) = 4, lo cual implica que en caso de ser cierta la Conjetura 2.7,

esta no seria justa. Má aún no es dif́ıcil encontrar más ejemplos en donde la cota inferior

dada por la Conjetura 2.7 no es justa.
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