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Resumen

Dada una gréfica G = (V, E) y u,v €V(G), su matriz Laplaciana generalizada esta dada

por
Ty siu=w,
L<G7 XG)u,v -
—Myy Siu# v,
donde Xg = {xy|u € V(G)} es un conjunto de indeterminadas indexadas por los

vertices de G y my, es el nimero de aristas entre u y v. Dado un anillo conmutativo

con identidad P, para cada 1 < j < n el j-ideal critico de G esta dado por
I;(G, X¢) = (j-minors of L(G, X¢)) C P[Xg].
El corango algebraico de G se define como:

vp(G) = max{i € N| I;(G, X¢) = (1)}.

En esta tesis estudiamos el corango algebraico de graficas tipo malla, las cuales son
una generalizacién de las gréficas de malla. Este trabajo estd dividido en dos capitulos.
En el primero se encuentran los preliminares necesarios para entender el contenido de
este trabajo el cual se divide en cuatro secciones. En la primera seccién se encuentran
algunos conceptos béasicos del algebra conmutativa, tales como la definiciéon de grupo,
anillo conmutativo con identidad, anillo de polinomios e ideales. La segunda seccién
es acerca de las bases de Grobner; dicha teoria es la generalizacién del algoritmo de la
divisién de Euclides y eliminacion Gaussiana. La tercera seccion se centra en la forma
normal de Smith de una matriz sobre un Dominio de Ideales Principales y de como
calcularla. Se concluye con una seccién dedicada a definir algunas conceptos bésicos de

la teoria de graficas.

En el capitulo dos se encuentran los resultados principales de este trabajo. Iniciamos
con algunas definiciones que seran importantes para el desarrollo de este capitulo, tales
como el concepto de matriz de adyacencia y de grados de una grafica. Después definire-
mos su matriz Laplaciana asociada, grupo critico e ideales criticos. La primera gréafica
cuyo corango algebraico calcularemos es a la gréafica escalera. También daremos una
cota inferior para el corango algebraico de la malla de dimensién dos, la cual es el pro-
ducto cartesiano de dos caminos. Después de esto definimos una malla extendida con
k caminos, denotada por MEy, (k € Ny k > 2) la cual consiste de k caminos los
cuales estan relacionado por medio de una cantidad finita de aristas de tal manera que

si tomamos cualesquiera dos caminos, entonces la grafica inducida es plana.



Para el caso k = 2 se demuestra que el corango algebraico de esta grafica es igual al

numero de vértices menos 2.

Por 1ltimo si una gréafica G es isomorfa a una malla extendida M E}, con k caminos para

algin k € N, conjeturamos la siguiente desigualdad:
p(G) = yp(ME;) >| V(ME) | —k.

Mostrando un ejemplo en el cual la desigualdad anterior no es una igualdad.
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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es calcular el corango algebraico de gréficas tipo
malla, las cuales son una generalizacién de las mallas quienes son el producto cartesiano
de dos caminos. Las mallas son importantes ya que fueron las primeras gréficas sobre las
que en 1987 Bak defini6 el grupo de pilas de arena en [1] . Calcular el corango algebraico
de algunas gréficas no es trivial. En nuestro caso lo calcularemos combinatoriamente, es

decir, encontrando submatrices de la matriz Laplaciana con determinante igual a uno.

Este trabajo estd dividida en dos capitulos. El primer capitulo estd dedicado a las
nociones y definiciones béasicas que se requieren para el resto de este trabajo y el cual
se divide en cuatro secciones: la primera contiene algunas nociones basicas de algebra
conmutativa como grupo, anillo conmutativo, ideales y en particular anillo de polinomios
de n variables sobre un anillo R con identidad. En la segunda seccién definimos lo que
es una base de Grobner. En la tercera secciéon damos una pequeiia introducciéon de como
calcular la forma normal de Smith de una matriz definida sobre un Dominio de Ideales
Principales (DIP). En la cuarta seccién se da una pequena introduccién a la teorfa de

graficas.

El capitulo dos se divide en tres secciones. La primera seccién contiene los conceptos mas
importantes de esta tesis, tales como la definicién de matriz Laplaciana de una gréfica;
la cual es igual a la matriz de grados menos su matriz de adyacencia. También definimos
a los ideales criticos de una grafica los cuales se definen a partir de los menores de la
matriz Laplaciana generalizada, asi como la relacion que existe entre los ideales criticos

de una grafica con sus subgraficas. Esta relaciéon se muestra en la siguiente proposicién:

Proposicion 2.1.5 Sea G una grafica con n vértices, entonces

=

0) CIG) S C h(G) S L(G) S (1).
Ademads, si H es una subgrafica inducida de GG, entonces:

Ii(H) C I(G) para todo 1 < k < |V(H)|.

Definimos el concepto de grupo critico y terminamos definiendo el concepto de corango
algebraico de una grafica. El objetivo principal de esta tesis es el cdlculo del corango

algebraico de las gréficas tipo malla.

La segunda seccion definimos algunas graficas de las cuales calculamos su corango alge-
braico o bien encontramos una cota inferior. Como se muestra en los siguientes resulta-

dos:



Proposicion 2.2.1 Sea n € N y G una grafica escalera con 2n vértices, entonces el

corango algebraico de G es igual a yp(G) = 2n — 2.

En la Figura 1 podemos observar una grafica escalera con 2(7) vértices.
1 v2 v3 Vs vs Vg
1 u2 u3 U4 us ue

FIGURE 1: Grafica escalera.

v vy

u uy

Finalmente se define lo que es una malla 2 dimensional y se da una cota inferior para

su corango algebraico, como se enuncia en el siguiente teorema:

Teorema 2.2.5 Sea G, una malla dos dimensional, entonces
nm —min{m,n} < yp(Gmn).

Definimos a la vinculacién de k& caminos por medio de aristas bajo ciertas condiciones
como la malla extendida con k£ caminos M Fy, la cual es una generalizaciéon de la malla.
En particular, para k=2 hallamos el corango algebraico, como se muestra en el siguiente

teorema:

Teorema 2.2.19 Sea GG una malla extendida con dos caminos, uno con m vértices y el

otro con n vértices. Entonces

vp(G) =n+m —2.
Para k > 3 no sé llego a un resultado en concreto; sin embargo tenemos la siguiente

conjetura:

Conjetura: Si MFE} es una malla extendida con & > 3 caminos y k' > k de estos

caminos tienen al menos dos vertices, entonces

Yp(MEy) >| V(ME) | -k

Por otro lado, dado que toda grafica simple G es isomorfa a una malla Extendida con un
numero finito de caminos entonces por la conjetura anterior podemos calcular el corango

algebraico de GG. Teniendo asf los siguientes resultados:



Si k = 1, entonces claramente G es un camino y por el [13, Corolario 3.9 | la igualdad

en la conjetura anterior se cumple.

Si k = 2, entonces G es isomorfa a M FEy y por el Teorema 2.2.19 tenemos que:

p(G) = vp(MEz) =| V(MEy) | —2.

Para k >3 tenemos que la desigualdad dada en la cojetura es estricta como se muestra

a partir de algunos ejemplos.






Capitulo 1

Preliminares

En esta seccién proporcionamos algunos resultados y definiciones necesarios para el
desarrollo de esta tesis. Todo el contenido de esta seccidén es estandar en libros de

algebra abstracta.

1.1 Algebra

Definicion 1.1.1. Un grupo es una pareja conformada por un conjunto G no vacio
junto con una operacién binaria o, denotado por (G, o), que satisface las siguientes

condiciones:

Para todo a,b € G, tenemos ao b € G.

Para todo a,b,c € G, ao (boc) = (aob)oc (Ley asocativa).

Existe un elemento e € G tal que aoe = eoa = a para todo a € G. (Existencia

de elemento identidad)

1 1

Para cada a € G, existe un elemento a™! € G tal que aca ' =eyaloa =e.

(Existencia del elemento inverso)
Maés atn, si para todo a,b € G, aob = boa diremos que G es un grupo abeliano.

Definicion 1.1.2. Un subconjunto no vacio H de un grupo G es llamado un subgrupo

de G si y sélo si

e La operacién binaria es cerrada en H, es decir, para todo a,b € H tenemos que
aobe H.



e H contiene el elemento identidad de G, es decir, e€ H.

e Para todo a € H tenemos que ™' € H.

Definicion 1.1.3. Un grupo ciclico es aquel grupo que puede ser generado por un

solo elemento, es decir, existe un elemento g del grupo G, tal que:

G ={g"n€Z}

Ejemplo 1.1.4. Algunos ejemplos de grupos abelianos:

(Z, +)

@ +)

(R, +)

(C, +)
e Todo grupo ciclico es abeliano.

Definicién 1.1.5. Un anillo es una terna (R, 4, -) donde R es un conjunto no vacio,
+ y - son dos operaciones binarias llamadas adicién +:R x R — R denotada por a+b
y multiplicacién -:R x R — R denotada por a-b para a,b € R, que satisfacen los

siguientes axiomas, llamados los axiomas de anillos:

1. (R, +) es un grupo abeliano.

[\

. La multiplicacién es asociativa, i.e.,
a-(b-c)= (a-b)-c para todo a,b,c € R.

3. Existe un elemento 1 € Rtalquea-1=ay 1-a =a para todo a € R.

4. La multimplicacién es distributiva con respecto a la adicién, es decir,

a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) para todo a,b,c en R.
(b+c¢)-a=(b-a)+ (c-a) para todo a,b,c en R.

Ejemplo 1.1.6. Algunos ejemplos de anillos con identidad son:

o (Z,+, ")

i (Q? +, )



e (R, +,)
o (C,+,)

e Anillo de funciones. Sea A un conjunto no vacio y R = F(A, R) el conjunto de

todas las funciones f: A — R. Sean f,g € R, definimos f +g y f - g como:

(f+9)(x)= f(x)+g(x) y (f-g)(x)=f(x) - g(x) para todo = € A.

Entonces R es un anillo conmutativo con identidad. La identidad es la funcién

constante I(z) = 1 para toda z € A.

Definicion 1.1.7. Un subconjunto I de un anillo R es llamado un ideal izquierdo si:

e [ es un subgrupo aditivo de R.

e Paratodor € Ry a€ I, tenemos que r-a € I.

Similarmente, I es llamado un ideal derecho si para todosa €l yr € R, a-r € I. Por

lo tanto, un subconjunto I de R es llamado un ideal si es ideal derecho e izquierdo.

Ejemplo 1.1.8. Ejemplos de ideales:

e En un anillo R, el conjunto R forma por s{ mismo un ideal.

e El conjunto de los niimeros enteros pares es un ideal en el anillo de los enteros Z,

en general para todo n € Z, el conjunto nZ es un ideal en dicho anillo.

e El anillo C(R) de todas las funciones continuas f de R a R bajo la multiplicacién
puntual contiene el ideal I= { f € C(R) | f(1)=0}.

Ahora definiremos un anillo muy particular, el anillo de polinomios en n variables sobre
otro anillo con identidad, el cual se define de manera andloga al anillo de polinomios en

una variable.

Definicién 1.1.9. Sea R un anillo con identidad, definimos R[x1, z2, ..., ;| como el
anillo de polinomios en n variables con coeficientes en R, donde los elementos

son sumas formales finitas, a saber,

Rlzy,x9, ... 2] = Zaaxa\aa €RICN"
acl



donde el producto x* se define como:

n
o o __ Q1 .Qp
z —||:13Z = Z,
i=1

el cual es llamado el monomio de multigrado « .

Asi, un polinomio en R[x1,x9,...,T,] es una combinacién lineal finita de monomios con

coeficientes en R, es decir,

Z P.x“,
(04

donde Po,= P,,... o, € Ry solo una cantidad finita de coeficientes P, son diferentes de

Cero.

El grado de un monomio x* , frecuentemente denotado por |a/, se define como:

n
la] = Z Q.
k=1

Asi el grado del polinomio en R[z1,x9,. .. ,2,] serd el monomio de mayor grado que tiene

coeficiente no cero en la expansion de E P.x“.

[0}

1.2 Bases de Grobner

En esta seccion definiremos a las bases de Grobner, las cuales son una herramienta
fundamental y basica en muchos aspectos del dlgebra. Pero antes enunciaremos algunas

definiciones previas.

Definicion 1.2.1. Un orden monomial es un orden total < sobre el conjunto de

monomios x“ que satisfacen lo siguiente:

o x7 < x® implica x’x7 < x*x7, Vx7.

o 1 <x% Vx®#£1.

Estas dos condiciones implican que si x* y x” son monomios, entonces x7 < x*x7.



Ejemplo 1.2.2. Ordenes monomiales:

e Orden lexicografico: Se define para el producto cartesiano x, pues para cua-
lesquiera dos conjuntos A y B con relaciones de orden <4 y <pg, respectivamente,
tenemos que si (a1, b1) y (a2, b2) pertenecen a AxB entonces (a1, b1)<jex(az, b2)
si y solo si cualquiera de estas dos condiciones se cumple:

— a1 <4 Q9.
— a1=a2 'y bl <B bg.

El orden lexicografico se puede extender a productos cartesianos de longitud arbi-

traria recursivamente aplicando esta definicién, es decir, observando que:
AxBxC= Ax(BxC)

¢ Orden lexicografico graduado : Decimos que § <y @ si cumple alguna de

las siguientes condiciones:

— Bl <l
- |B|:|Oé’ y B <lex &

e Orden lexicografico graduado inverso : Similarmente, decimos que

B <greviex ¢ si cumple alguna de las siguientes condiciones:

— 1Bl <laf

— |B]=]a| y la entrada no cero mas a la derecha de a-f3 es negativa.

Ahora daremos algunos ejemplos de estos ordenes monomiales.

Ejemplo 1.2.3. Consideremos el anillo de polinomios Clz,y|. Bajo el orden lexi-

cografico tenemos:

2 2 2 2 2. 2
1 <lez Y <lez ¥~ <lex ' <lex T <lex TY <lex TY™ <lez " <lex T <lex T7Y <lex T7Y~ <lex -

En el caso de los ordenes lexicografico graduado y lexicografico graduado inverso tenemos

que en el anillo de polinomios C[z, y| coinciden, como se muestra a continuacion:

1<y<ﬂc<y2<xy<:v2<y3<:L‘y2<a:2y<:v3<

Sea A un anillo y A[x,y, z] el anillo de polinomios en las variables z,y, z. Consideremos

a los siguientes monomios:



a = 23228 y B = 2222
Con los ordenes monomiales anteriores tenemos para estos monomios:

b 6 <lex &

b 6 <grle$ «

i B <grevle:p «
Sea F = {fi, ...,fx} un conjunto finito de polinomios en un anillo de polinomios
R[z1,29,. .. ,2,], definimos el ideal generado por F, denotado por < F >, como el con-

junto que consiste de todas las combinaciones lineales de elementos de F con coeficientes

en R[rq,xo,...,z,], es decir,

K
<SF>=<fi,.... [k >=3 > _gifilgr, .., gr € Rlz1, 32, ..., 4]
i=1

Definicién 1.2.4. Sea < un orden monomial sobre R[x1,x9,...,x,] y sea f € Flx1,xa,...,2y]

con f # 0. Entonces f puede escribirse de manera tinica como:

f=ciz™ + cox™ + ... + cpa®*

Asi podemos definir los siguientes términos:

o 1t(f) = cx® es el término lider de f.
e Im(f) = z® es el monomio lider de f.

e lc(f) = c es el coeficiente lider de f.
Por ejemplo, sea f € Z[x1, x2] tal que:
f(z1,x0) = 533% + 6x120 + 7x% + 11x1 + 1329 + 8

Para el polinomio anterior tenemos que:

o 1t(f) = 5z3



e Im(f) = 2}

e lc(f) =5

A continuacién daremos una breve descripcién del algoritmo de la divisién en el anillo

de polinomios R[z1, x2 , ..., x,] constrastando con el de los polinomios de una variable.
Fijemos un orden monomial en R[z1, x2, ..., T,| para definir 1t(f) que serd el término
lider de f. Sean g, f1, fo,..., fn €ER[z1, 2, ..., z,]. Construiremos polinomios q1, ¢, . . .,
Gn,T ER[x1, T9, ..., Ty,] tales que

g=qfi+...+aqufatr

Fijamos todos los ¢; = 0. Silt(g) es divisible por lt(f;) parai=1, ..., n entonces podemos
sumar % a q; y restar % fi de g para cancelar el término lider de g, dejandolo con
un grado menor. De esta manera tendremos eventualmente un polinomio cuyo término
lider no serd divisible por ninguno de los lt(f;) y asi tendremos que mover el término lider
del residuo. Continuando de este modo tenemos dos posibilidades o bien cancelamos el
término lider de ¢ si este es divisible por algin 1t(f;) o bien lo movemos al residuo sino
es divisible por ningun 1t(f;). Dado que el término decrece en cada paso, este proceso
debe terminar eventualmente y asi no quedara ningin término de g, en ese punto todo

término del residuo que nos quedé no sera divisible por ningin 1t(f;).

Teorema 1.2.5. (Algoritmo de la divisién) Fijemos un orden monomial. Sean
fi, fo,..., fx €R[z1, x2, ..., T,]. Entonces todo g €R[x1, 2, ..., x,] puede ser expre-

sado como:

g=qfi+...+qfunt+r

con qi,q2,-..,qk, " €R[x1, 2, ..., x| y bien 7 = 0 o todo término de r no es divisible
por el término lider de ningin f;. También el monomio lider de cada ¢;f; no es mayor

que el correspondiente de g.

Definicién 1.2.6. Cualquier representacién para f € R[x1,x9,...,2,] de la forma

f=afi+...+aqsfs

donde el monomio lider de cada g; f; no es mayor que el monomio lider de f con respecto

al orden monomial dado, la llamaremos una representaciéon standar de f.

7



Definicién 1.2.7. Un ideal monomial en R[z; , x2 , ..., ,] es un ideal generado por

monomios.

Definicién 1.2.8. Sean I un ideal y < un orden monomial en R[z; , z2 , ..., Zy], €l

ideal inicial es el ideal monomial que se define como:

<) >=<U(f)|fel>

Maés atn si [ =< fi,..., fs >, entonces < lt(f1),...,t(fs) >C<It(I) >.
Ahora de nuevo fijemos un orden monomial < sobre R[z1,x2,...,z,] para definir una
base de Grobner.

Definicién 1.2.9. Dado un ideal I CR[zy,z2,...,T,], decimos que fi,..., fn € I es

una base de Grobner para I bajo < si:

<Ut(I) >=<1t(f1),..., lt(fn) >

Definicion 1.2.10. Una base de Grobner G es reducida si para todo g € G:

e 1t(g) no divide a ningin término de G \ g

e lc(g)=1.

De hecho todo ideal no nulo I admite una base de Grébner respecto a un orden monomial
dado. También una base de Grobner es un tipo particular de conjunto generador de un
ideal en un anillo de polinomios sobre un anillo R. Ademas, el conjunto de polinomios en

una base de Grobner tienen la misma coleccién de raices como los polinomios originales.

1.3 Forma normal de Smith.

La forma normal de Smith de una matriz con entradas en los enteros, es una matriz
diagonal. Esta puede ser obtenida de la matriz original al multiplicarla por la izquierda
y por la derecha por matrices cuadradas invertibles. En particular, los enteros son un
DIP, asi uno siempre puede calcular la forma normal de Smith de una matriz con

entradas en los enteros.

Recordemos que las operaciones elementales por filas (columnas) sobre una matriz son

las siguientes:



1. Permutar dos filas (columnas).
2. Multiplicar una fila (columna) por -1.
3. Sumar a una fila (columna) otra fila (columna) multiplicada por un entero.

Definicién 1.3.1. Sea A una matriz no-cero de tamano m x n sobre un DIP y s el

rango de A. Asi, A es de la forma:

ail AT

aml --. Amn

Aplicando operaciones elementales a la matriz A se puede reducir a una matriz diagonal

de la forma:

d 0 0 ... 0
0 do 0 ... 0

D=0 00 ... dg 0 ... 0 |=diag(dy,...,ds,0,...,0),
0 0 0 0 0 0

donde d; > 0 y d; divide a d;4; para todo i € {1,2,...,s — 1}.
La matriz D es la forma normal de Smith de A y dy,...,ds son los factores invari-

antes de A.

Ejemplo 1.3.2. Sea A la siguiente matriz, su forma normal de Smith se calcula de la

siguiente manera:

-2 0 10
A= 0 -3 —4
1 2 -1

1 2 -1 12 -1 10 0 100 10
0-3-4)—(0-3-4)]—>10-3-4)]—(034)—|03
-2 0 10 04 8 04 8 048 04



Asi, la forma normal de Smith de la matriz A es:

|
o O =
S = O
co O O

por lo que sus factores invariantes son 1, 1 y 8.

1.4 Teoria de graficas

En esta seccién damos algunos conceptos fundamentales de la teoria de graficas, por

ejemplo las graficas simples, las cuales son esenciales para el desarrollo de este trabajo.

Definicién 1.4.1. Una gréfica es un par ordenado G = (V, E') donde V es un conjunto
finito y E es un conjunto de parejas, no ordenadas, formadas por elementos de V. A los
elementos de V los llamaremos vértices y a los elementos de E, aristas. El conjunto de
vértices de la grafica G seran denotados por V(@) y las aristas por E(G). Por otro lado,
el orden de la gréfica es el ntimero de vértices y serd denotado por |G| y su nimero de
aristas serd denotado por ||G||. Asi, las gréficas seran finitas o infinitas de acuerdo a

su orden, en el presente trabajo todas las graficas las consideraremos finitas.

Adémas dos vértices son llamados adyacentes si estan conectados por una arista y dos

aristas son llamadas incidentes si comparten un vértice en comun.

Una arista e={x,y} serd denotada como xy o yx, en nuestro caso seran la misma arista
pero en algunos casos tomaremos a alguno de los vértices como vértice inicial (tail) y al
otro como vértice final (head). Asi para cualquier v € V(G) definimos el indegree de
v, como el nimero de vértices fnales adyacentes a v y lo denotaremos como d~ (v). El

outdegree de v es el niimero de vértices iniciales adyacentes a v, denotado por d* (v).

Sean U y V dos conjuntos de vértices y sean u € U y v € V' dos vértices, a la arista uv
la llamaremos U — V' arista, este conjunto de aristas serd denotado por E(U — V). Por
lo tanto, el conjunto de aristas que tienen como vértice comin a v serd denotado por
E(v).

La manera usual de visualizar una grafica es dibujar un punto para cada vértice y unir
dos de esos puntos por una linea si los correspondientes dos vértices forman una arista.

Como veremos en el siguiente ejemplo, pero antes daremos las siguientes definiciones.
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Definicion 1.4.2. Decimos que e es un bucle, si es una arista que une a un vértice
consigo mismo y si dos o més aristas conectan a los mismos dos vértices las llamaremos

aristas muiltiples .

Definicién 1.4.3. Una gréfica dirigida es una grifica G = (V, E) donde el conjunto
de aristas son parejas ordenadas de elementos de V. Asi, una grafica no dirigida es
aquella donde las aristas son parejas no ordenadas de elementos de V.

Definicién 1.4.4. Una grafica G = (V, E) es simple si es una gréfica dirigida o no
dirigida, la cual no tiene bucles y multiples aristas.

Ejemplo 1.4.5. Representacion de una grafica.

v2

(%
v1 6

U5

U3
Vg

FIGURE 1.1: Una gréfica simple no dirigida G.

En la figura 1.1 tenemos que V(G) = {v1,...,v6} v E(G) = {e1, €2, €3, €4, €5, 6} donde
€1 = V1V3, €2 = VU1V4, €3 = V1V5, €4 = VU3, €5 = V2V4, €6 = VQU5. Dado que G es una
grafica no dirigida tenemos que las aristas viv3 y vzvy son las mismas, similarmente las

demads aristas.

Definicion 1.4.6. Sea v un vértice en una grafica G, definimos el grado de v como el
numero de aristas incidentes a v, con los bucles contando dos veces. El grado de v sera

denotado por deg(v), mds atin el grado total de v es deg(v) = d*(v) +d~ (v).

Ademas la suma de los grados de los vértices de una grafica G = (V, E) es igual al doble

del niimero de las aristas, es decir,

Y deg(v) =2||G]|.

veV(QG)

Esto se debe a que toda arista tiene un vértice inicial y un vértice final, lo que significa
que hay dos vértices por arista, es decir, la suma de los grados de los vértices es el doble

que el nimero de aristas. Esto se muestra en la siguiente gréfica:
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Ejemplo 1.4.7. Consideremos la siguiente grafica.

U3
U1

v2

vy
vy

V6 U5

FIGURE 1.2: Gréfica G no simple y no dirigida.

En esta grafica tenemos que los grados de sus vértices son: deg(v1) = 1, deg(ve) = 3,
deg(vs) = 4, deg(va) = 2, deg(vs) = 3, deg(vs) = 5, deg(vy) = 0 y el total de aristas es

9, asi

> deg(v) =18 = 2(9) = 2||G]].
veG

Ahora definiremos lo que es un homomorfismo de graficas, es decir, un mapeo entre dos
graficas que respeta su estructura, por ejemplo, mapea vértices adyacentes a vértices
adyacentes.

Definicién 1.4.8. Un homomorfismo de gréficas f de una grafica G = (V, E) a una
grifica G' = (V', E'), denotada como f : G — G, es un mapeo f : V — V' tal que si
uv € E, entonces f(u)f(v) € E'. Més ain, si el mapeo f: V — V' es una biyeccién,

entonces decimos que f es un isomorfismo de graficas .

Ejemplo 1.4.9. En las gréaficas de la Figura 1.3 definimos al homomorfismo de graficas

f tal que f(v;) = w; para todo i € {1,...,8}, el cual también es un isomorfismo de
graficas.
v1 v ul us
ue u2
U5 Ve
vg vr ug U4
V4 v3 us ur

FIGURE 1.3: Isomorfismo de graficas.
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Definicién 1.4.10. Una grifica G’ = (V', E’) es una subgréafica de G =(V, E) si
V! CV y E' CE, lo cual denotaremos como G’ C G.

Si G = (V',E') es una subgréfica de G = (V, E) la cual contiene todas las aristas
u'v' € E(G) tales que v/,v" € V/(G'), entonces diremos que G’ es una subgréfica

inducida de G y lo denotaremos como G’ := G[V].

Ahora si G' C G tal que V' =V, entonces diremos que G’ es una subgrafica genera-

dora .

Ejemplo 1.4.11. Sea G la grafica con diez vértices que se muestra en la primera grafica
de la Figura 1.4, la segunda gréafica es una subgrafica inducida de G y la tercera grafica
es una subgrafica generadora de G.

v1 v2 U1 v2

\\A\‘Q‘A\‘\ U3 vio

N
N

S RRA )
AN\

U5

v3

FIGURE 1.4: Subgrafica inducida y generadora de una grafica.

Ahora definiremos un tipo de grafica muy particular, escencial en el desarrollo de este

trabajo.

Definicion 1.4.12. Sea n € N, un camino P, es una grafica cuyos vértices pueden ser
listados en el orden vy, va,...,v, tal que las aristas son v;v;j41 para todo j € {1,2,...,
n — 1}. Este tipo de gréficas tiene la propiedad de que los vértices vy y v, tienen grado
uno, mientras los vértices vo, ..., v,_1 tienen grado dos. Como se muestra en el siguinte

ejemplo.
Ejemplo 1.4.13. La Figura 1.5 ilustra el camino Fs.

V1 V2 v3 V4 Vs Ve

FIGURE 1.5: Camino con seis vértices.

Definicién 1.4.14. Una grafica completa G = (V, E') es una gréfica simple no dirigida

en la que cada par de vértices distintos estan conectados por una tnica arista.

Definicién 1.4.15. Un clan en una gréafica no dirigida G = (V, E), es un subconjunto

C C V de vértices que cumple la condicién que cualesquiera dos vértices distintos de C
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son adyacentes. Esto es equivalente a la condicién de que la subgrafica de G inducida

por C' es completa.
Ejemplo 1.4.16. Sea G una grafica formada por los vértices {vy, va, v3, v4, U5, vg }.

Ve

V4 U5

v3 V2

FIGURE 1.6: Grafica simple y no dirigida.

Como podemos observar, la subgréfica inducida por el conjunto de vértices {vy, va, vs}

es una subgréfica completa, por lo tanto este conjunto de vértices forman un clan.

Definicion 1.4.17. Decimos que un clan de una gréafica no dirigida G es maximal si

no es subconjunto propio de ningin otro clan.

Definicion 1.4.18. Un clan de una grafica G es maximo si no existe ningin otro clan
de G con més vértices. El niimero de clan de una grafica G es el nimero de vértices

de un clan méximo de G y el cual denotaremos como w(G).

En [13] se di6 una relacién entre el corango algebraico de una grafica G y el nimero de
clan w(G).

Ejemplo 1.4.19. Sea H la gréfica ilustrada en la siguiente figura.

U1

v2 V4

U5 V6

FIGURE 1.7: Gréfica simple y no dirigida.

Tenemos que la subgréfica formada por el conjunto de vértices {vi,ve,v3,v4} es un

clan maximal de la gréfica H y la subgrafica formada por el conjunto de vértices
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{v2,v3,v4,v5,v6} es un clan méximo, al no existir ningin otro clan con més vértices,
como podemos observar ambas graficas inducidas por esos conjuntos de vértices son
clanes méaximales solo que uno de ellos tiene la mayor cardinalidad entre el conjunto de

subgraficas maximales, como se muestra en la Figura 1.8:

FiGure 1.8: Ejemplo de clan maximal y méaximo.

Definicion 1.4.20. Sea G una grafica, decimos que una subgrafica inducida C' es una
componente conexa de G si cualesquiera dos vértices estan conectados por un camino

y la cual no estd conectada a ningin vértice adicional a la grafica G.

Ejemplo 1.4.21. En la grifica de la Figura 1.9 podemos observar dos componentes
conexas.

v1

v
2 v

U5
Vg

v3
U8

FIGURE 1.9: Gréafica con dos componentes conexas.

El nimero de componentes conexas de una grafica es invariante bajo isomorfismo de
graficas. En teoria de graficas es igual a la multiplicidad del eigenvalor cero de la matriz

Laplaciana de la grafica.

Definicion 1.4.22. Una gréfica G es k-conexa , si k es el tamano mas pequeno de
subconjunto de vértices donde la grafica llega a ser disconexa si borramos este conjunto
de vértices. Por otro lado, si k = 1 decimos que la grafica G es conexa y en este caso

cada par de vértices estan unidos por al un menos camino.
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Capitulo 2

Ideales criticos y el corango

algebraico de una grafica

En este capitulo presentaremos los resultados principales de esta tesis. Una malla es
una grafica que es el producto cartesiano de dos caminos. En la primera seccién de este
capitulo definiremos que es la matriz Laplaciana de una grafica y su corango algebraico.
En la segunda seccion, presentaremos una féormula para el corango de una grafica tipo
malla con dos caminos y de forma particular el caso de una grafica escalera. Una gréafica
la cual es similar a una malla se dice que es de tipo malla, en la segunda seccién pre-
sentaremos una definicion formal de este concepto. En la ultima seccién presentaremos
una conjetura respecto a una cota inferior del corango algebraico de una grafica tipo

malla con mas de tres caminos.

2.1 Grupo critico e ideales criticos de graficas

En esta seccién definiremos el concepto de matriz Laplaciana de una grafica, para luego
definir su grupo critico e ideales criticos. También definiremos el concepto de corango

algebraico de una grafica, el cual juega el papel mas importante en esta tesis.

Definicién 2.1.1. Dada una gréfica simple G = (V, E) con n vértices, definimos su

Matriz Laplaciana como:

donde D(G) = diag(dy,...,d,) es la matriz de grados de G (la matriz diagonal formada
por los grados de los vértices de G) y A la matriz de adyacencia de G, la cual es una
matriz cuadrada con la entrada A;; igual a uno si existe una arista del vértice v; al

vértice v;j y cero en otro caso.
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Asi tenemos que la matriz Laplaciana L(G) esta dada por:

dy siu=w,
L(G)up=1{ -1siuy vson adyacentes,

0 en otro caso.

A continuacién daremos un ejemplo de como calcular la matriz Laplaciana de una gréfica.
Ejemplo 2.1.2. Consideremos la siguiente gréfica simple G dada en la Figura 2.1.

v1 V2

V6

v3

V4
v7

U5

FIGURE 2.1: G gréfica simple y no dirigida.

Su matriz de grados es la siguiente:

-
—
Q
SN—
I
o o oo o o W

oSO O O O O &~ O
O O O O = O O
o O O == O O O
S O N O O O O
S W o o o o o
_ O O O O O O

Asi mismo tenemos que su matriz de adyacencia es igual a:

0110000
1011010
1101100

AG)=10110110
0011000
0101001
00000O0T10
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Por lo tanto, la matriz Laplaciana de esta grafica esta dada por:

2 -1 -1 0 0 0 O
-1 4 -1 -1 0 -1 0
-1 -1 4 -1 -1 0 O

-1 -1 4 -1 -1 O

O -1 -1 2 0 O
-1 0 -1 0 3 -1
0o 0 0 0 -1 1

o O o O

Definicion 2.1.3. Dado un anillo conmutativo con identidad P, la Matriz Laplaciana

Generalizada de una grafica G = (V, E) esta dada por:

Ty Siu=v
L(G,XG)uw =14 -1p siuy v son adyacentes

0 en otro caso

donde X = {x,|v € V(G)} es un conjunto de indeterminadas indexadas por los vértices
de G y 1p es la identidad en P.

Obtener la Matriz Laplaciana Generalizada de la grafica anterior es muy simple ya que
basta con tomar su matriz Laplaciana y cambiar los coeficientes de la diagonal principal
por las indeterminadas del conjunto X indexadas por los vértices {v1, v2, v3, v4, V5, Vg }.

Asi su Matriz Laplaciana Generalizada es:

-1 -1 0 0 0 0
~1 @ -1 -1 0 -1 0
-1 -1 23 -1 -1 0 0
LG, Xg)=]| 0 -1 -1 24 -1 -1 0
0 0 -1 -1 25 0 0
0 -1 0 -1 0 =z -1
0O 0 0 0 0 -1 a7

Dado que L(G, X¢) es una matriz con entradas en el anillo de polinomios sobre P en las
variables del conjunto X, el cual se denota como P[X]|, tenemos que los ideales deter-

minantales de L(G, X¢) son ideales sobre P[X], los cuales definiremos a continuacion.

Definicion 2.1.4. Sea G una grafica con n vértices y 1 < i < n, el i-ésimo ideal

critico de G es el ideal generado por los menores de tamano i de L(G, X¢). Esto es,

I;(G, X¢g) = (Minors; (L(G, Xg))) € P[Xgl,
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donde el Minors;(L(G, X)) es el conjunto de menores de tamano i de L(G, Xg). Por
convencién, I;(G, Xq)=(0) sii <0 e [;(G, X5)=(0) sii > n.

Evidentemente I,,(G, X¢) es un ideal principal generado por el determinante de la matriz
Laplaciana generalizada. Por otro lado, una propiedad de los ideales criticos es que son

una sucesién decreciente, como se demuestra en la siguiente proposicién:

Proposicion 2.1.5. Sea G una grafica no dirigida con n vértices, entonces
(0) € 1,(G) € --- € I(G) € [(G) < (1).
Ademsds, si H es una subgréfica inducida de GG, entonces:

Ii(H) C I(G) para todo 1 < k < |V(H)|.

Demostracién: Sea A una (k+ 1) x (k + 1) matriz sobre P[X], es decir,

A A As 0 Ak

A271 A272 A2,3 - A27k+1

A= Az Az A3z ... Aspi
Apr11 Agr12 Agr13 oo Apikrr

Sea A(i,1) la submatriz de A la cual se obtiene de eliminar la i-ésima fila y la primera

columna. Luego
k+1

det (A) =) Ajadet (A(i, 1))
1=1

Por lo que el determinante de A es una combinacién lineal de matrices de tamanio (k) x (k)
y asi el det (A) C Ix(G), méas atn I 1(G) C Ix(G) para todo 1 < k <n — 1.

Por otro lado, cualquier submatriz de L(H, X ) es también una submatriz de L(G, X¢q),
asi tenemos que el conjunto de i-menores de L(H, Xp) estdn contenidos en i-menores
de L(G, X¢) para todo 1 < i < |[V(H)|. Por lo tanto,

Minors;(L(H, Xg))) € (Minors;(L(G, Xg))) para todo 1 <i < |V (H)|.
O

Ahora definamos el concepto de grupo critico de G, para ello primero pensemos en la

matriz Laplaciana L(G) como un homomorfismo de grupos Abelianos, es decir,

L@G) : 2Vl — zlVl.
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Para este homomorfismo tenemos que:
coker(L(R)) = ZV/ Im(L(G))

Definicién 2.1.6. El grupo critico de una gréfica conexa G, denotado por K(G), se
define como la parte de torsién del coker(L(G)), es decir, el tinico grupo abeliano finito

tal que el coker(L(G)) puede ser expresado como:

ZV/Im(L) = Z & K(G).

Ya definidos los ideales criticos y grupos criticos definimos el siguiente concepto que serd

primordial para el desarrollo de esta tesis.

Definicion 2.1.7. Sea G una gréfica, definimos el corango algebraico de G, el cual

denotaremos como yp(G), como el méximo entero i tal que I;(G, X¢) es trivial.

2.2 Corango algebraico de graficas tipo malla

En esta seccién analizaremos el corango algebraico de las graficas tipo malla, las cuales
son una generalizacion de la malla. Las mallas son las graficas sobre las que por primera

vez en 1987 fue definido el grupo de pilas de arena por Bak, véase [1].

Empezaremos por definir la grafica escalera. Sea n € N y tomemos dos caminos con el
mismo nimero de vértices P} = {v1,va,...,v,} vy P? = {u1, ua, ..., u,}. A continuacién
tracemos aristas entre ambos caminos de la siguiente manera: tomemos a los vértices
Vg € P,%, Uy € P,% y formemos a la arista e;=vsu1, ahora tomemos a los vértices vs € PT}
y uz € P2 y formemos la arista es = v3us y asi sucesivamente hasta tener el siguiente
conjunto de aristas e; = vou1, €9 = V3Ug, €3 = V4U9, ..., €n_1 = UplUp_1. A esta grafica

la llamaremos la grafica escalera, la cual se ve de la siguiente manera:

v1 v2 v3 V4 vs .. - Up—1 Un
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Proposicion 2.2.1. Sea n € N y GG una gréafica escalera con 2n vértices, entonces el

corango algebraico de G es igual a yp(G) = 2n — 2.

Demostracién: Primero la matriz Laplaciana de la grafica escalera es la siguiente:

zz —1 0 ... O —1 0 0 0
-1 a2 -1 -1
0 -1 I3 0 -1
0 0 0 T 0 0 -1 —1
L(G,Xg) = "
-1 -1 Ty —1
0 0 -1 0 —1 Zp4o 0
-1 0 -1 Ton—1 -1
-1 0 0 -1 9,
Sean
t(P1) = {v1,v2,03,...,00-1}, h(P1) = {v2,v3,04, ..., 05},
t(PQ) = {ul,uQ, . ,un_l},h<P2) = {UQ,U?,,U4, . ,un}

Con los conjuntos anteriores construimos a la matriz M de tamano (2n — 2) x (2n — 2),
M = L(G,Xq) [h(P1) Uh(P,),t(P1) Ut(P2)], la cual es una submatriz de L(G, X¢).

Asi tenemos que M es de la siguiente forma:

-1 0
i) —1
-1 23 -1 -1
M=]| -1 0 —1 0
—1 0 Tn+2 -1
0 -1 -1 Tn+3
0 O 0 —1 0 0 -1 xop—1 —1
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Observemos que esta matriz es de bloques, por lo cual nos serd méas facil calcular su

determinante. Por lo que consideraremos las siguientes matrices:

-1 0 0 0 0
ro —1 0 0 0 0 0
-1 x3 -1 0 0 0
0O -1 o -1 0 0 0
A=
-1 x5 -1 0 0
0 0 0 -1 z¢ -1 0
00 0 0 0 O -1
0 0 O 0 0
0 0 O 0 0
-1 0 0 0 0 0
0O -1 0 0 0 0 0
B:
-1 0 O 0 0
0 -1 0 0 O
0 0 0 0 0 0 —1
-1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0
0 0 -1 0 0 0
C = 0 -1 0 O 0
0 0 0 0 -1 0 0
0O 0 0 0 0 0 —1
—1 0 0 0 0 0
Tnyo —1 0 0 0 0
1 Zpes -1 0 0 0 0 0
D= —1 Zpq -1 0 0 0 0
0 0 -1 s —1 0 0 0
0 0 0 0 0 .o —1 Toan—1 —1
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Asi a la matriz M la podemos representar como una matriz por bloques donde cada una

de las matrices es una matriz cuadrada, es decir,

A B
C D

M =

Dado que A € GL(n — 1,n — 1) (matriz triangular superior con unos en la diagonal
principal) y C = I,,_1, entonces CD = DC. Por otro lado, por el [14, Teorema 3]
tenemos que el det(M) = det(AD — CB) y dado que CB = 0 entonces

det(M) =det(A)-det(D)=1-1=1

Como M es una submatriz de la matriz Laplaciana de G tenemos que 2n — 2 < vp(G).
Para la otra desigualdad utilizaremos el [13, Corolario 3.9]. Dado que G es una grafica
simple con 2n vértices diferente del camino, entonces v(G) # 2n — 1 y por lo tanto
Y(G) =2n—2. ]
Definicién 2.2.2. Sean G = (V(G),E(G))y H = (V(H), E(H)) dos graficas, el pro-
ducto cartesiano de G y H es la grafica GOH = (V,E) con V = V(G) x V(H) y
((u1,v1), (u2,v2)) € E si ug = ug y v1 y v2 son adyacentes en H o bien v; = vy y uy y
ug son adyacentes en G.

Ejemplo 2.2.3. Graficamente el producto cartesiano de los caminos P, y P, es de la

siguiente formas:

v1 v2 v3 vg . Un—1 Un
Un+1 Un+2 Un+3 Un+4 . . . V2n—1 V2n
Van+1 V2n+4-2 V2n+3 Van+4 U3n—1 VU3n
V3n41 V3n+2 V3n+43 Vdn+d - Vdn—1 Van
VUm+1 V42 Um+3 Um—+4 VUmn—1 Umn

FIGURE 2.2: Malla dos dimensional.
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Definicion 2.2.4. Sean m,n € N, una malla dos dimensonal es una gréfica la cual es
el producto cartesiano P,,[1F, de caminos con m y n vértices respectivamente, la cual

denotamos como G, .

En el siguiente teorema daremos una cota inferior para el corango algebraico de la malla

dos dimensional.

Teorema 2.2.5. Sea Gy, , una malla dos dimensional, entonces

nm —min{m,n} < vp(Gmn).

Antes de demostrar el teorema anterior daremos algunas definiciones y resultados que

nos seran utiles.

Definicién 2.2.6. Sean m,n € Nconm # ny A € My, «, (F) una matriz sobre el campo
F, definimos la diagonal principal de la matriz rectangular A como aquellos elementos

de la forma a;; donde i = j.

Ejemplo 2.2.7. Consideremos la siguiente matriz B € M3x5 (R), es decir,

Tenemos que para esta matriz, la diagonal principal de la matriz rectangular B esta

formada por las entradas 1,7, —3.

Definicién 2.2.8. Sea A € M,, (F) una matriz de r x r bloques, es decir,

A A Az ... Ay
Agr Ay Agz ... Ag

A == A31 A32 A33 PR A3T‘ s
Arl Ar2 A’f‘3 cee Arr

donde A;; es una matriz triangular inferior de tamafio n; con unos en la diagonal principal
y elementos distintos de cero por debajo de ella para todo i = 1,...,r. Maés atin el

tamano de estas submatrices es creciente, es decir, n; < ng < --- < n,.

Los bloques A;j con i # j e i,j = 1,...,r son matrices de tamano n; x n;, donde los
unicos elementos distintos de cero son los que estan por debajo de la diagonal principal
de cada una de estas submatrices. Para calcular el determinante de la matriz A tenemos

la siguiente proposicion:
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Proposiciéon 2.2.9. Si A es una matriz como la que se definié en 2.2.8 tenemos que:

det (A) =1 o0 det (4) = —1.

Demostracién: Por la formula de Leibniz tenemos que el determinante de una matriz

cuadrada B esta dado por:

m

det (B) = > sgn(0) [[ aioe).

oESm i=1

donde m es el tamano de la matriz B. Por lo que serd suficiente con demostrar que si:

entonces o = id.

m
En efecto, dado que H a; 0(iy 7 0, entonces a; 5;) # 0 para toda i =1,...,m.

=1

Demostraremos por induccién que o (i) =i para todo i =1,...,m.

Tenemos que o(1) = 1 ya que el tnico elemento no cero en la primer fila es la entrada
aj;. Para i = 2 tenemos que 0(2) = 2 pues para la segunda fila de la matriz A los
unicos elementos distintos de cero son ag 1, as2 0 asp,;+1 para todo i = 1,...,m pero
dado que o es una biyeccion esta no puede ser igual a 1. Por otro lado, si 0 = n; + 1

para algin i tenemos que para n; + 1-ésima fila el tnico elemento no cero es a1 n;+1-

Sea k € N tal que k < m y supongamos que o(k) = k. Por demostrar que o(k+1)=k+1,
en efecto, dado que n; es el grado de la matriz A;; para todo i = 1,...,r, entonces sin

pérdida de generalidad podemos suponer los siguientes casos:

e k+1=mn;+ 1 para algin i € {1,...,7}. En este caso tenemos que o(k + 1)=

n; +1 =k + 1 por la misma razén que en el caso k = 1.

e k+1=mn;+jparaalgini € {1,...,r} y j € {2,...,n,41 — 1}. En este caso,
procederemos por contradiccion, es decir, supongamos que o(k + 1) # k+ 1. Por
hip6tesis de induccién y dado que o es una biyeccién, tenemos que o(k + 1) # k
para toda k=1,...,n; +j — 1. Asi:

— Sio(n; +j) = ns+1 para algin s > ¢ llegamos a una contradiccién dado que
el elemento ay, 4 o(n,+j) = Ani+jn.+1 =0

—Sion;+j)=ns+1lconi<s<ryléeN, entonces si i = s tenemos que
[ > jy asi el elemento ay, 1 o(n;4j) = An;+jn.+i €S un elemento del bloque
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Ait1,s+1 que estd por encima de la diagonal y asi a,, 4 5(n,+j) = 0; lo cual es
una contradiccién. Por otro lado, si i < s < r y ! € N dado que an,1jn,+1
estd en el bloque A;11 541, entonces tenemos los siguientes casos:

Sil > j, entonces an,4jn,+1 = 0 dado que serfa un elemento de la diagonal
principal o estaria por encima de la diagonal, lo cual es una contradiccién.
Sil < j, entonces ay,+jn,+1 7 0 pero dado que o es una biyeccién y por la
forma de la matriz A tendremos que después de un nimero finito de pasos el

elemento a, 5,y = 0, para algin 1 < p < m lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, o(k + 1)=k+1, asi tenemos que o=id. En resumen tenemos que:
m
det(4) = sgu(id) [ [ aisaey = ()(=1)" = (=)™
i=1
el cual serd 1 si m es impar y —1 si m es par. O

Demostracion del Teorema 2.2.5 Dada la malla dos dimensional tenemos que su

matriz Laplaciana estd dada por:

z; —1 0 0 -1
-1 x -1 0 O
0 0 0 x, O —1 0 0
L(Gm7n7XGm,n> =
0 0 0O ... 0 0 ... my ... 0 0
Tpm—1 —1
0 0 0 1 Zom

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que n < m. Ahora si consideramos los
siguientes m caminos formados por los siguientes conjuntos de vértices, tenemos que
P1 = {’Ul, V2, ... ,’Un}, PQ = {Un—i-l,'vn—i—% ey ’Ugn}, P3 = {U2n+17 Von+2y - - - ,Ugn}, ey

Py = {vmn—(n—l)avmn—(n—2)a B 'Umn}~
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Tomando ambos extremos de cada uno de estos caminos tenemos los siguientes conjuntos

de vértices:

t(P) = {vi,ve,...,vp_1},h(P1) = {va,..., 00}

t(Py) = {Unt1,Un42,-. 021}, h(P2) = {vpt2,...,v2,}

t(P3) = {von+1,V2n42s---,03n—1}, h(P3) = {vant2,...,V3n},. ..,

t(Pn) = {Vmn—(mn=1)Vmn—(n—2)s - - - Vmn—1}> M(Prn) = {Vpn—(n—2)s Vmn—(n=3)s - - - » Umn } -

Con los conjuntos de vértices anteriores formamos a la matriz A de tamano

(mn —n) x (mn —n),
A[R(P)UR(P)U...Uh(Py),t(P) Ut(P) U...Ut(Py)]

Notemos que A es una submatriz de L(Gmn, Xa,,,). Mds atin esta matriz satisface las
condiciones de la proposicién 2.2.9, asi tenemos que det (A) es igual a 1 o —1. Por lo

tanto, una cota inferior para el corango algebraico es:
nm —min{m,n} < y(Gmn)-

a

Seann,m € Nconn,m >2y P,, P, dos caminos formados por los respectivos conjuntos
de vértices {vi,ve,..., v} y {u1,us,...,uy}. Vincularemos a estos dos caminos por

medio de aristas bajo las siguientes condiciones:

e Para algin s € N tenemos que la arista es=v;u; conie {1,...,n}yj e {l,...,m}.

e Si e;=v;u; es una arista que vincula a los caminos P, y P,, entonces el =vpu; no
la consideraremos como una arista que vincula a los caminos P, vy P, si k <1y
Il >josik >1iyl < j, es decir, ninguna de la aristas que vinculan a los dos
caminos se intersecan entre si, solo en los puntos finales de las aristas, es decir, son

disjuntas a pares. Como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.10. Vinculaciéon de dos caminos por medio de aristas.

V1 U2 v3 v4 Un—1 Un
»
€1 €s
>
ul u2 us U4 e e . Um—1 Um



En este ejemplo enumeramos a las aristas de izquierda a derecha para tener un orden,
asi para cualesquiera dos caminos que estén vinculados, también las enumeraremos.

Generalizando este proceso para méas caminos tenemos:

Sea k € N con k > 2 y supongamos que tenemos k caminos, es decir, P, ..., P,, con
n; > 2 para todo i € {1,2,...,n}. Més ain el conjunto de vértices de cada camino es
{v%j,v%j, . ,vﬁj } para todo je {1,2,...,k} como en el caso anterior para cualesquiera
dos caminos los vincularemos por medio de una cantidad finita de aristas con las mismas
condiciones. Por lo cual ahora tendremos (k — 1) k /2 conjuntos de aristas donde en cada
conjunto las aristas son disjuntas a pares. A esta grafica la llamaremos malla extendida

con k caminos, la cual la denotaremos por M E}.

Ejemplo 2.2.11. En la siguiente grafica mostramos una malla extendida con cuatro
caminos donde todos los caminos estan vinculados por medio de aristas las cuales no se

intersectan entre si.

U1 V2 v3 Vg U5 Vg V7
@ D
u n us ”m u 0 7
°
1 4 7
B €T 7
e & @ ¢ &

FIGURE 2.3: Malla extendida con cuatro caminos.

Antes de dar una cota inferior para el corango algebraico de M Ej, daremos unos resul-

tados previos que nos seran de gran utilidad durante el desarrollo de esta seccion.

Definicién 2.2.12. Una digréfica D es un par (V,E), donde V es el conjunto de

vértices y F es el conjunto de aristas ordenadas de elementos distintos de V.

Dada una digrafica D, una subdigrafica C' de D es llamado un 1-factor dirigido si y
sélo si df (v)=1=d; (v) para todo v € V(C).
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Asi tenemos el siguiente teorema de [13, Teorema 12]:

Teorema 2.2.13. Sea D una digréfica con n vértices (posiblemente con multiples aristas

y loops), entonces:

det(—A(D)) = Y (~1)1Y,

CeF
donde F es el conjunto de 1-factores dirigidos generadores de D y ¢(C) el nimero de

componentes conexas de C'. Més atn:

det(L(D, X)) = Y det(=ADUIY). [ ] 2
UCV(D) vgU
donde D[U] es la subgréfica inducida por U de D y D[U]*! es la subgrifica obtenida de
DIU] borrando los posibles loops.

Sea D una digréfica (o una grafica) y sean u, v dos vértices de D con u # v. Definimos
a D(u,v) como la digrafica obtenida de D borrando las aristas que salen de u y entran a
v (recordar que cada arista de una gréfica es considerada como dos aristas dirigidas en
ambas direcciones) e identificando los vértices u y v en un nuevo vértice denotado por

uwov. Ademds, si u = v, entonces D(u,v) se define como D \ u.

Ahorasean U = {uj,ug,...,us} y V ={v1,v2,...,vs} subconjuntos ordenados de V(D)
con s > 2, definimos D(U, V) inductivamente como D(U \ us, V' \ vs)(us, vs).
Teorema 2.2.14. Sea D una digrafica y U = {ui,ug,...,us}, V. = {v1,va,...,0s}
subconjuntos ordenados de V' (D), entonces

L(D,X)(U;V)~ L(D(U,V), X)

Loy .ov:=— i
{ u;ov; = m(vi,ui)h*l ,,,,, s}

Claramente, D(U,V) y L(D(U,V), X) depende del orden de los elementos de los sub-
conjuntos U y V. Sin embargo, si ¢ € Sg es una permutacién tenemos

L(D(U,V),X)

{muioviz—m(ui’u”\i:l,ms}

~ L(D(U,{vo(1), Vo (2),...0005) 1) X {00

i o’(i):fm(vo_(i)’ui)\121,...5}’

lo que significa que en algin sentido L(D(U, V), X) .} no depende del

Loy 0v: —— i —
{ w;0v; = m(vi,ui)ll_l"

orden de los elementos de los subconjuntos U y V.

upongam ue tenem min n n y m el nimer vértices, res-
Supongamos que tenemos dos caminos P,, P, co el ero de vértices, re
pectivamente. Los cuales estdn vinculados por un conjunto de aristas las cuales no se

cortan entre si, como se muestra en la siguiente figura.
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Ejemplo 2.2.15. Relacién de dos caminos por medio de aristas.

vl . g ®°!
v2 u2 wo F2)
[ [ ]
v3 u3 w3 z3
[ ] J
V4 Uq w4' y Z4
Un—1 Um—1 Wn—1 Zm—1
Un Um wn“ ® Zm

FIGURE 2.4: Malla extendida con dos caminos M Es.

De las graficas anteriores, en particular la izquierda, tomemos los siguientes conjuntos
de vértices U = {vy,u1} y V = {vp, un,} para asi obtener la grafica M Ey(U, V) (con la

otra grafica obtendriamos algo similar), como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.16. Malla extendida con dos caminos extrayendo los conjuntos de vertices

UyV.

V2 .u2
USII .'U«S
V1 0 Up U1 O Um
V4 U4q
Un—1 Um—1

FIGURE 2.5: Gréfica M Ey(U, V).

Definimos a v = v1 0 v,, U = w1 © Uy y enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.17. En la gréfica M E(U, V') descrita anteriormente tenemos que el inico

1-factor dirigido que contiene a v y u es la unién de dos ciclos disjuntos.

Demostracién: Sea D un 1-factor dirigido de M E5(U, V') que contiene a los vértices

u y v. Dado que las componentes conexas de D forman una particiéon tenemos que:
D=CiUuCyU...uds,

donde Cj es una componente conexa de D para todo¢=1,...,s.
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Sea C; una componente conexa que contiene a v, sin perdida de generalidad podemos
suponer que:

Cj ={v,wa,ws,...,w_1,0v}.
Dado que C; es un ciclo tenemos que w9 = v,,_1, afirmamos que u no esta en C.;.
q j q 2 n—1, q J

Supongamos lo contrario, es decir, u € C;. Asi existen ¢, 1 € {3,...,7 —1} con i # [ tal
que u = w; y vj=w; para algin v; € {va,vs,...,v,_1}, donde v; es un vértice que conecta
con algunos de los vértices {ug, us, ..., un—1}, por medio de una arista, supongamos que

tal vértice es wu;.
Como v € € también tenemos que u,,—1 € Cj. Asi tenemos los siguientes casos:
e Si no hay ningun vértice entre u; y um,—1 que conecta por medio de una arista

con algunos de los vértices {va,vs,...,v,—1}, entonces dt(u;)=2, lo cual es una

contradiccién.

e En caso contrario existe un vértice entre u; y u,—1 que conecta con alguno de
los vértices {va,v3,...,v,—1}. Supongamos que tal arista es €', entonces tenemos
que se intersecaria con la arista e = vju; si e tiene como vértice final a un vértice
entre {vjy1,vj42,...,Up—1} y si la arista 4 e tiene como vértice final a un vértice
entre {vg,v3,...,vj—1}. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que es v,

entonces d (v,) = 2, en ambos casos tenemos una contradiccion.

Por lo tanto, u ¢ C;. Ahora afirmamos que
Cj ={v,vp—1,0p—2,...,03,v2,0}

Supongamos que existe algin w, € C; tal que w,=u; para algin u; € {ua, us, ..., Umn—1}.
Por otro lado, dado que u € D, entonces existe C tal que u € Cy y v ¢ Cj. Asi tenemos

que existe una arista en C; y otra en C}, tales que se intersectan. Por lo tanto, w, ¢ Cj.

Similarmente tenemos que para la componente conexa C}, que contiene a u, no contiene

a vy ademas es de la forma:
Cr = {u, Un—1,Un_2,...,u3,u, u}
Dado que C; y C}, contienen a todos los vértices de G(U, V') tenemos que:

D:CjUCk.
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Teorema 2.2.18. El determinante de la matriz Laplaciana de la grafica M Ey(U, V') es

igual a 1.

Demostracién: Dado que la matriz Laplaciana de M E»(U, V') es fuertemente equiva-
lente a:

L(ME,y, X)(U; V) ~ L(MEy(U, V), X)

{xuiovizfm(viyui)\i:l,...s}

Tenemos que la matriz Laplaciana de M Ey(U, V) es la siguiente:

-1 i) -1
0 -1 =z3 ... O o o o0 ... 0
0 0 -1
o 0 0 ... zp—2 O O O ... 0
LIME,, X)(U,V)=] 0 0 0 ... 0 -1 gy -1
0 —1 s 0
0 0 0 0 0 Ym—1
-1 0 O 0
0 O 0 0 0 -1

La cual es fuertemente equivalente a la siguiente matriz:

o —1 ... 0 o 0 ... 0 -1
-1 I3
0 -1 0 0
0 O Tp—1 0 0
LOME (U V). X 0 O -1 0 0 0 0 O
( 2( ’ )a ){J:v:O,:cu:O} - 0 0 yo  —1 0 0 -1
0 O 0 -1 ys 0 0 0
0 O 0 0 0 Ym—1 0 O
-1 0 0 0
0 -1
Para calcular el determinante de la matriz anterior, por el articulo [13] tenemos que:
det(L(MEQ(Ua V)>X){$U:0,xu:0}) = Z det(_A(MEQ(Uv V)[S]wl))Hms

SCV(MEy(U,V)) s¢S
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Dado que x, = 0y z,, = 0, tenemos que para el determinante de la grafica M Ey(U, V) la
Unica subgrafica que se considera es el 1-factor dirigido del teorema anterior que contiene
auy v. Ya que las subgraficas que no contienen a alguno de ellos son cero y por lo

tanto no aportan al determinante, asi por el Teorema 2.2.13 tenemos que:
det(L(ME>(U, V), X) (z,=0,20=0}) = det(—A(D"")) - 1,

donde D es un 1-factor dirigido que contiene a u y v el cual tiene dos componentes

conexas. Luego

det(—A(D") = Y (-9 = (-1)* = 1.

CeF
donde F es el conjunto de 1-factores dirigidos generadores de D.

Por lo tanto:
det(L(ME3(U, V), X))=1-1=1.

a

Teorema 2.2.19. Sea GG una malla extendida con dos caminos, uno con m vértices y el

otro con n vértices. Entonces

vp(G) =n+m —2.

Demostracién: Sean P, = {vi,ve,...,v,} v P = {u1,us,...,uy} los caminos in-
ducidos de G de tal manera que G es una malla extendida con los caminos P; y Ps.
Sean V = {vi,u1} y U = {vn, um }.

Sea L(G, X¢) la matriz Laplaciana de G y L(G, Xg)(U,V) la submatriz de L(G, X¢q)
obtenida al borrar los renglones indexados por U y las columnas indexadas por V.
Como se mostro antes L(G(U, V), XG){z,=0,2,—0}- Por el teorema 2.2.18 tenemos que
det(L(G(U,V), X&) {,—0,2,—0y) = 1. Por lo tanto, n +m — 2 es una cota inferior del

corango algebraico de G, es decir,
n+m—2<yp(G)

Para la otra desigualdad tenemos que la matriz Laplaciana de G no tiene determinante
igual a 1, entonces yp(G) # m + n. Por otro lado, dado que G es un grafica simple con
m + n vértices la cual no es un camino entonces por el [13, Corolario 3.9], tenemos que

vp(G) #m+n — 1y por lo tanto yp(G) =m +n — 2. O
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2.3 Una 1ultima conjetura

Para finalizar esta tesis presentaremos una conjetura, la cual es una cota inferior para el
corango algebraico de una malla extendida con al menos tres caminos y el cual generaliza

el resultado obtenido en el Teorema 2.2.19.

Conjectura 2.3.1. Si M E}, es una malla extendida con & > 3 caminos y k' > k de

estos caminos tienen al menos dos vertices, entonces

vp(MEy) >| V(MEy) | K.

Esta cota es muy 1til, ya que esta implica una cota inferior para el corango algebraico
para toda grafica simple. De forma maés precisa, no es dificil ver que toda gréafica simple G
es isomorfa a una malla extendida M Ej, para algin k € N. De manera trivial, si G tiene
n vértices, entonces GG es isomorfa a una malla extendida con n vértices; sin embargo, en
este caso la cota que obtenemos es trivial. Esto nos lleva a definir el siguiente invariante

de una gréfica.

Definicién 2.3.2. Dada una grafica simple G, sea u(G) el minimo entero positivo tal

que G es isomorfa a alguna malla extendida con p(G) caminos.

A continuacion presentaremos dos ejemplos para ilustrar como funciona esta conjetura.

En el primero la cota dada por la conjetura es justa y en el segundo no.
Ejemplo 2.3.3. Consideremos la siguiente grafica simple con seis vértices.

V6 V4 v3

FIGURE 2.6: Gréfica con seis vértices isomorfa a una malla extendida con dos caminos.

Primero no es dificil ver que G is una malla extendida con dos caminos, basta con
considerar los caminos P; formado por los vértices {vs,v1,v2} y P2 formado por los

vértices {vg, v, v3}. Ademds como claramente no es un camino, entonces en este caso

n(G) = 2.
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Asi tenemos que por el Teorema 2.2.14, que una cota inferior para el corango algebraico
de G es:

(@) =(ME)> S |V(P)|-1=| V(ME) |-k =6-2=4.
PEPZQ(MEk)

Por otro lado, tenemos que los ideales criticos de la grafica simple, los cuales fueron

calculados con el programa Mathematica, son los siguientes:

I = {1}712 = {1}713 = {1}714 = {1}7

Is = {—2429— 24— 5+ 226 + T5x6 + T4T5T6, —2 — T3 + ToT3 — T + TaT3T6 + T5Te + T3T5T6,
T — T3+ T1X3 — Tg + T1T6 + T1X3T6 + T3x4Lg, —2 + T1 + 122 + 1T + T1T2Xg + 4T,
—24 21 4+ 123 + T3%4 + T1T5 + T1X3T5,T1 — T + X1X2 + T4 — Ty + T1X5 + T1T2TE,

—2 — Tg + Tok3 — Ty + ToT3T4 + T5 + T3T5}.

Por lo tanto el corango algebraico de la grafica G es igual a 4. Aplicando la Conjetura 2.7
tenemos que yp(G) >4 =6—-2=|V(G)| — 2.

Ejemplo 2.3.4. Consideremos la grafica simple dada en la Figura 2.7. Una forma de
ver esta grafica es como la grafica obtenida de la grafica completa con seis vértices menos

el camino Py = {vg,vs, v5,v4}.

V6 U5
V4 v3
v2 v1

FIGURE 2.7: Una malla extendida con tres caminos.

Primero tomando los caminos P} = {vy,va2}, Py = {vs,v4} y Ps = {vs,v6}, no es dificil
ver que G es igual a una malla extendida con tres caminos y por lo tanto u(G) < 3.
Ademsds se puede comprobar que G no es isomorfa a una grafica con dos caminos.
Aplicando la Conjetura 2.7 tendriamos que vp(G) > 3 = 6 —3 = |[V(G)| — 3. Sin

embargo, usando Mathematica no es dificil comprobrar que sus ideales criticos estan
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dados por:
L = <1>’12 = <1>a13 = <1>7I4 = <1>7

I5 = <2$2 + ZoX3 + Toxy4 + 21’6 + Toxg + 21’3(176 + X2T3Tg + T4Xe + T3T4Ts, 2’1,‘3 + ToX3 + T3x4
+2x5 + 22275 + T3T5 + T2T3T5 + T4Ts + TaT4T5,
—242x123 — T4 + T123%4 + 225 + 2215 + T3T5 + T1X3T5 + T4T5 + T1T4T5,
—242T1T9 — Ty + T1X2x4 + 226 + 2T1T6 + TaXg + T1XT2Tg + T4Tg + T1T4Tg, —2X3 — T3Ty4
—225 — T35 — T4T5 + T5X6 + T3X5T6 + T4Ts5X6 + T3X4T5X6,
7212 — Xy — 21‘6 — Tokg — T4xg + T5Tg + T2X5L6 + TaoT526 + LTy T5T6,
—2 — X4+ T526 + T1X5T6 + T4T526 + T1X4T5X6,
—X3 — Te T T1T3T6 + T5X6 + T1T5T6 + T3T5T6 + T1T3T5T6,

—Zg — Xy + T1T2s + 5T + T1T5T6 + TaTs5Te + T1222526)

y por lo tanto vp(G) = 4, lo cual implica que en caso de ser cierta la Conjetura 2.7,
esta no seria justa. M4 atun no es dificil encontrar mas ejemplos en donde la cota inferior

dada por la Conjetura 2.7 no es justa.
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