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Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar las curvas algebraicas complejas desde tres puntos de vista el
algebraico, el topoldgico y el que corresponde al andlisis complejo.

El contenido aqui expuesto estd basado principalmente en el libro Complex Algebraic Curves, de Fran-
ces Kirwan [1] donde la autora expone con bastante claridad a las curvas algebraicas desde sus diferentes
enfoques de estudio.

Estructura de la tesis. En el capitulo 1 mencionamos una breve historia de las curvas algebraicas su
relecién con otras ramas de las matematicas y dedicamos un apartado breve al estudio de las curvas
algebraicas reales. En el capitulo 2 introducimos el material que sera necesario para el estudio de las
curvas algebraicas. En el capitulo 3 se establece el teorema de Bézout el cual nos da el nimero de puntos
de interseccion contando con su multiplicidad de dos curvas proyectivas C'y D en términos de sus gra-
dos, estudiamos también los puntos de inflexiéon de una curva proyectiva. En el capitulo 4 definimos el
género g de una curva proyectiva no singular y veremos que esa curva proyectiva es homeomorfa a una
esfera con g asas mds atin demostraremos que este nimero esta relacionado con el grado de la curva
proyectiva por la férmula del “grado-género”. En el capitulo 5 introducimos las superficies de Riemann
y demostramos que toda curva algebraica afin menos sus singularidades al igual que toda curva pro-
yectiva menos sus singularidades son superficies de Riemann. En el capitulo 6 veremos que el género de
una curva proyectiva no singular el cual fue definido en términos de las propiedades topolégicas de C'
también tiene una caracterizacién en funcion de la estructura holomorfa de C, ademaés estableceremos
el teorema de Riemann-Roch el cual relaciona la dimensién de ciertos espacios vectoriales de funciones
meromorfas con sus polos prescritos y ceros sobre C'. Finalizamos con el teorema de Riemann-Roch para
curvas algebraicas que son superficies de Riemann compactas X en la cual su campo global de funcio-
nes meromorfas M(X) cumple unas condiciones sobre X, es importante aclarar que esto solo se hace
con el espiritu de motivar al lector para que vea el teorema de Riemann-Roch en su forma mas general,
pues no se cuentan con las herramientas para demostrar el teorema en esta forma, mas sin embargo
si daremos prueba de algunas aplicaciones de esta version tal como; que toda superficie de Riemann

compacta puede ser encajada de manera holomorfa en un espacio proyectivo.
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Abstract

In chapter 1 we mention a brief history of the algebraic curves of their relationship with other branches
of mathematics and dedicate a brief section to the study of the real algebraic curves. In Chapter 2 we
introduce the material that will be necessary for the study of algebraic curves. In chapter 3 we establish
the Bézout theorem which gives us the number of points of intersection with its multiplicity of two pro-
jective curves C' and D in terms of its degrees, we also study the points of inflection of a curve Projective.
In Chapter 4 we define the genus ¢ of a non-singular projective curve and we will see that this projective
curve is homeomorphic to a sphere with g handles, we will still show that this number is related to
the degree of the projective curve by the formula of the “degree-genus”. In Chapter 5 we introduce the
Riemann surfaces and we show that any related algebraic curve minus its singularities as well as any
projective curve minus its singularities are Riemann surfaces. In Chapter 6 we will see that the genus of
a non-singular projective curve which was defined in terms of the topological properties of C' also has a
characterization as a function of the holomorphic structure of C, in addition we will establish the theo-
rem of Riemann-Roch which relates the dimension of certain vector spaces of meromorphic functions
with their prescribed poles and zeros over C. We conclude with the Riemann-Roch theorem for algebraic
curves that are compact Riemann surfaces X in which its global field of meromorphic functions M(X)
satisfies conditions on X, it is important to clarify that this is done only in the spirit of motivating the
reader to see the Riemann-Roch theorem in its most general form, since the tools to prove the theorem
in this form are not available, but we will give some proof of some applications of this version such as;

that any compact Riemann surface can be holomorphically embedded into a projective space.
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Capitulo 1

Introduccién y antecedentes

En este capitulo damos una definicién un tanto informal de lo que entenderemos por una curva al-
gebraica compleja, mencionaremos una breve historia de las curvas algebraicas asi como también las
relaciones que existen con otras partes de las matematicas tales como la teoria de niimeros, la teoria de
nudos, el andlisis complejo, etcétera. Hablaremos también sobre las curvas algebraicas reales que resul-
tan ttiles en el estudio de las curvas complejas, por tltimo daremos ejemplos importantes de curvas

algebraicas reales.

Por qué deberiamos estar interesados en estudiar las curvas algebraicas? Desde alrededor de 1990,
las curvas algebraicas y la geometria algebraica han tenido un crecimiento explosivo. Las curvas al-
gebraicas y la geometria ahora estan siendo aplicadas en dreas tales como la criptografia, teoria de la
codificacién, robética, redes biolégicas y sistemas dindmicos. Las curvas algebraicas se usaron en la
prueba de Andrew Wiles del tltimo teorema de Fermat, y para entender la teoria de cuerdas se necesita
conocer algo de geometria algebraica.

Comenzamos con la definicién informal de una curva algebraica compleja, para posteriormente en
el siguiente capitulo dar su definicién formal.

Una curva algebraica compleja es un subconjunto C de C? = C x C de la forma

C = {(x,y) € C*: P(x,y) = 0}. (1.1)

Donde P(z,y) es un polinomio en dos variables con coeficientes complejos. Tales objetos son lla-
mados curvas por analogia con las curvas algebraicas reales, las cuales son subconjuntos de R? de la

forma
{(z,y) € R*: P(z,y) = 0}. (1.2)

En este caso P(z,y) es ahora un polinomio con coeficientes reales.
Es claro que cada curva algebraica real tiene asociada una curva algebraica compleja definida por el

mismo polinomio. Es interesante observar que una vez que las curvas algebraicas complejas entraron en
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escena, rdpidamente se hizo evidente que tienen a su vez propiedades mas simples y més interesantes
que las curvas algebraicas reales.

Ejemplo de ello como veremos mds adelante en este capitulo una curva algebraica real puede resultar
un conjunto vacio mientras que una curva algebraica compleja definida por un polinomio no constante
tiene “dimensién compleja” uno en un sentido razonable, ademas al estudiar las singularidades de una
curva como por ejemplo y?> = 23 que tiene una singularidad en el origen, es util observar que ocurre
cuando se intersecta una esfera cerca de la singularidad, en el caso real como lo muestra la figura 1.7
son dos puntos de interseccién mientras que en el caso complejo produce un nudo trébol dentro del toro
como se muestra en la figura 1.6 (mds adelante daremos los detalles de esto). Para el lector, interesado
en ver mas de estds diferencias puede consultar [2].

Estudiaremos las curvas algebraicas desde tres puntos de vista diferentes: el algebraico el topolégico
y el andlitico. Como ejemplo de una cuestién algebraica que nos preguntemos consideremos dos polino-
mios P(x,y) y Q(x,y) ambos con coeficientes complejos, que definen dos curvas algebraicas complejas
(cuando tienen una solucién en comun? y, de existir alguna, ;cudntas de ellas hay?

Con respecto al andlisis complejo, la relacién con las curvas algebraicas complejas surge cuando se
intenta dar sentido a “funciones holomorfas multi-valuadas” tales como z — 23 yzi (23422 + 1)=.
Pues en cada una de las correspondientes funciones surgen las curvas complejas {(z,w) : w? = 23}
y {(z,w) : w?* = 23 + 2% 4+ 1} y como veremos en la seccién 1.2.3. construiremos un espacio donde
{(z,w) : w = +V/23} esté definida en una parte de este espacio y {(z,w) : w = —V/23} en el espacio

s . s 3 .
restante y asi poder definir z — z2 de manera global en este espacio.

Por dltimo, investigaremos la topologia (esto es, la forma) de las curvas algebraicas complejas. Des-
de luego, no es posible dar un dibujo de una curva algebraica compleja en C? en la forma usual en que
dibujamos una curva algebraica real en R?, puesto que C? es un espacio real de dimensi6n cuatro. Sin
embargo, podemos dibujar una curva algebraica compleja (con algunos puntos extra agregados “al in-
finito”) que serdn imagenes topolégicas de las curvas, pero no en el sentido en que ellas se encuentran

dentro de C?, para ver algunos ejemplos vease la figura 1.1

Es importante destacar que estas figuras s6lo pueden representar a las curvas complejas como espa-
cios topoldgicos y no en la forma en la que pertenecen a C2. Consideremos el siguiente ejemplo, la curva
definida por zy = 0, esta curva es la unién de dos “lineas complejas” definidas por x = 0y y = 0 en C?
las cuales coinciden en el origen (0, 0).

Topolégicamente, cuando agregamos un punto al infinito a cada linea compleja, esta se convierte en
una esfera y la curva compleja es la unién de dos esferas que coinciden en un punto como se ve en la
figura 1.2. Dicha figura, aunque es topolégicamente correcta, representa a las dos lineas como tangentes
una a la otra en el punto de interseccién, que no es el caso en C2. No podemos evitar este problema sin
hacer que las lineas complejas luzcan como “singulares” en el origen vease la figura 1.2, que nuevamente
no es el caso.
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1.1. Una breve historia de las curvas algebraicas.

La historia de la curvas algebraicas reales surge desde hace méas de dos mil afios, pero no fue sino
hasta la introduccioén sistemética de las coordenadas en la geometria en el siglo XVII [3], que obtuvieron

la forma descrita en (1.2).

Figura 1.1: Algunas curvas algebraicas complejas.

oo
o

Para los griegos una circunferencia era el lugar geométrico de todos los puntos que equidistan de
un punto fijo P(a, b) una misma distancia r. Ya que los griegos al desconocer el sistema de coordenadas
castesianas no concebian a la circunferencia como los ceros de (z — a)? + (y — b)? = r2. De forma similar
se definfan el resto de las secciones cénicas. Esto demostraba que tenian una comprensién primitiva del
algebra, mas poseian métodos geométricos lo suficientemente sofisticados para el trazo de las seccio-
nes cénicas y otras figuras geométricas. En efecto, los griegos idearon complicados mecanismos para
la construccion de elipses e hipérbolas. Con estas herramientas intentaron abordar algunos problemas
famosos, como el bien conocido de duplicacién del cubo, es decir, en el que pretendian construir un cubo
cuyo volumen es dos veces el volumen de un cubo dado. Esto se reduce a la construccién de un segmen-
to de recta de longitud 25 veces la longitud del segmento dado del cubo. Sin embargo, es bien sabido
que dicho problema es imposible de resolver solo con regla y compés. A partir de entonces, con el adve-
nimiento del dlgebra y el descubrimiento de las curvas algebraicas, el problema se torna soluble; pues
ellos hubieran advertido, con el conocimento de estas poderosas herramientas algebraicas, que el pro-
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blema podria haberse resuelto mediante la construccién de los puntos de interseccion de las pardbolas

y2:2xyx2:y.

Figura 1.2: Dos vistas de la curva compleja zy = 0.

En la figura 1.2 superior podemos apreciar una vista de la curva compleja zy = 0 que, como mencio-
namos, es la unién de las curvas complejas definidas por z = 0y y = 0 en C? con puntos agregados al
infinito las cuales coinciden en el origen (0,0), de ahi que sean tangentes una a la otra; sin embargo en
el punto de tangencia existe una singularidad, asi que la figura 1.2 superior no es un imagen fiel de la
curva zy = 0, es por eso que necesitamos que en el punto de interseccién las dos esferas se vean como
singulares como se muestra en la figura 1.2 inferior.

Los griegos no solo fracasaron en resolver este problema, sino que también fracasaron en tratar de
solucionar otros problemas con el uso de regla y compas, tales como trisecar un dngulo arbitrario. Se
puede demostrar usando teoria de Galois que estas construcciones son imposibles de realizar con regla
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y compas. Viene al caso citar el capitulo 39 del libro de Fraleigh dedicado especificamente a dilucidar
matematicamente la imposibilidad de resolver dichos problemas mediante el uso de regla y compds [4].

Ademas de las secciones cénicas, sabian construcciones para muchas otras curvas, por ejemplo para
las curvas epicicloidales usadas para describir las trayectorias de los planetas. Por una curva epicicloidal
entendemos la trayectoria de un punto en un circulo que rueda sin resbalar en el exterior de un circulo

fijo, como se observa en la figura 1.3.

Figura 1.3: Una curva epicicloidal.

A finales del siglo XVII, los matematicos ya estaban familiarizados con la ideas de Descartes y Fermat
de describir un lugar geométrico de puntos en el plano por una o mds ecuaciones en las variables z y y,
ademads de que, los métodos de calculo diferencial empezaban a ser entendidos y aplicados a la curvas.

Alrededor de 1700, Newton hizo un estudio detallado de las curvas ctibicas (esto es, curvas definidas
por polinomios de grado tres) y describe setenta y dos casos diferentes [3]. El investigé las singularida-
des de una curva C' definida por un polinomio P(z,y), es decir, los puntos (z,y) € C que satisfacen
OP/0x(x,y) = 0 = OP/0y(x,y). Estos son los puntos donde la curva no es “suave”, tal es el caso de las

3 en el origen.

curvas ctbicas y*> = 2® + 22y y* =z

Una vez que el uso de los ntimeros complejos se comprendié en el siglo XIX, los matematicos se
percataron que es a menudo mucho mads facil y mds fructifero estudiar las soluciones complejas de una
ecuacién polinomial P(xz,y) = 0 en lugar de sus soluciones reales. Por ejemplo, si permitimos cambios

complejos proyectivos de coordenadas de la forma

ar +by+c da:—i—ey—i—f)

(@, y) = <hx—|—jy—|—k7hx—|—jy—|—k

donde

a b c
d e f|,
h j k

es una matriz no singular, es decir, de rango maximal, entonces algunas de las setenta y dos curvas
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ctbicas descritas por Newton llegan a ser equivalentes una a la otra. De hecho cualquier curva compleja
definida por un polinomio ctibico irreducible es equivalente a un polinomio ctibico;

P =x(x—1)(z -\ con A # 0,1 ( cabica no singular)
y? =2 (z +1) (ctibica nodal)
y?=a? (ctibica cuspidal)

como veremos en el capitulo 3.

Un aspecto que hace distinguir a las curvas complejas de las reales es su comportamiento no de-
generado, en el sentido que, una curva algebraica real puede ser tan degenerada que no se pareceria
en nada a una curva en absoluto. Ejemplos de este fendmeno son los ceros reales de las ecuaciones
2?2 +y? = 0y 2% + y?> = —1; la primera ecuacion corresponde geométricamente con el punto (0,0),
mientras que la segunda ecuacién corresponce al conjunto vacio. Pero si P(z,y) es cualquier polino-
mio no constante con coeficientes complejos entonces el subconjunto del espacio complejo C* dado por
{(z,y) € C?: P(x,y) = 0)} es no vacio y tiene “dimension compleja uno” en un sentido razonable.

Sabemos que si a C le agregamos un punto, digamos oo, éste se convierte en un espacio topolégico
compacto que conocemos como la esfera de Riemann, por otra parte como demostraremos mds adelante,
las curvas algebraicas complejas son espacios topoldgicos no compactos, sin embargo en el siglo XIX se
observé que si a estas curvas se les agregan puntos “al infinito”, éstos llegan a ser espacios topolégicos
compactos. Surge asf la teoria de superficies de Riemann, es decir, el andlisis complejos aplicado sobre

éstos espacios, como veremos en el capitulo 5.

A lo largo de este trabajo, nuestras curvas siempre estaran en el campo de los niimeros complejos,
es decir, los coeficientes de los polinomios que definen las curvas son niimeros complejos, sin embargo
Dedekin y Weber mostraron que gran parte de la teoria de curvas algebraicas sigue siendo vélida cuando
el campo de los nimeros complejos era sustituido por otro campo (algebraicamente cerrado) K. Es de
sorprender, que obtuvieron los mismos resultados que Riemann y sus seguidores los cuales usaron sélo
métodos de andlsis complejo y topoldgicos [15].

Otro problema es dar soluciones enteras a una ecuacién diofantina, una ecuacién definida por un
polinomio P(z,y) = 0 en el que los coeficientes son enteros, esto nos lleva al estudio de curvas sobre
otros campos ademads de R y C, como el caso del campo Z/pZ, en donde uno considera la ecuacién
como una congruencia médulo un primo p. Como veremos en los siguientes capitulos el estudio de las
curvas algebraicas y superficies de Riemann involucra una rica interaccién entre el 4lgebra, el andlsis, la

topologia y la geometria.
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1.2. Relacién con otras partes de las matematicas

Hoy en dia las curvas algebraicas complejas aparecen y son ttiles en todo tipo de areas de las ma-
tematicas que abarca desde la teorfa de ntimeros hasta la fisica teérica. Daremos una breve resefia de las
relaciones de las curvas algebraicas con la teoria de nimeros, las singularidades y la teoria de nudos, el
andlisis complejo y las integrales abelianas.

1.2.1. Teoria de niimeros

Los tedricos en ntimeros estdn interesados en las soluciones enteras de ecuaciones tales como z" +

™ = z". Por ejemplo, cabe preguntarse jesta ecuacion tiene soluciones enteras x,y y z no nulas para

Y
n > 2 ?. Esto se reduce a la cuestion de cuando existen soluciones racionales no cero, de la forma
s = x/z,t = y/z para la ecuacién s™ + t" = 1, la cual define una curva algebraica compleja llamada
curva de Fermat de grado n.

En 1983 el matematico Faltings [14], demostré que toda curva algebraica compleja de género al me-
nos dos tiene sélo un ndmero finito de puntos con coeficientes racionales, (més adelante veremos la defi-
nicién de género de una curva), por ejemplo, la curva de Fermat de grado n tiene género 1/2(n—1)(n—2)

asi que, cuando n > 4 se sigue que sélo hay un ntimero finito de soluciones racionales.

1.2.2. Singularidades y la teoria de nudos

Un 4rea importante la cual mencionaremos en este trabajo sera el estudio de singularidades . Una
singularidad de una curva algebraica C' definida por una ecuacién polinomial P(z,y) = 0 es un punto
(a,b) € C que satisface IP/dx(x,y) = 0 = OP/0y(x,y). Asi pues, la curva y*> = z® + z? + 1 no tiene
singularidades, mientras las curvas y? = 23 4+ 2% y y? = 23 tienen singularidades en el origen.

Hemos observado que la graficacién de los puntos reales en una curva algebraica compleja no siem-
pre son de utilidad en el estudio de la curva compleja (por ejemplo la curva 2% +y? + 1 = 0) pues en este
caso no existen parejas ordenadas de ntiimeros reales que satisfagan dicha ecuacién, es decir la curva
algebraica real definida por el polinomio P(z,y) = 2? + y? + 1 es el conjunto vacio, aunque podemos
darnos una idea de los que estd pasando cerca de una singularidad con coordendas reales. Una mejor
manera de estudiar como se ve una curva cerca de una singularidad (a, b) es mirar su interseccién con
una esfera de dimensioén tres | z — a |2 + | y — b |*= % en C? = R* con centro en (a, b). Esta interseccién
serd un “nudo” o “enlace ” en la esfera tres dimensional. Podemos identificar esta esfera de dimensién
tres topologicamente con el espacio euclideano R? junto con un punto al infinito usando la proyeccién
estereogréfica. Asumimos, por simplicidad, que el centro (a,b) de la esfera es el origen (0,0) en C2.
Explicitamente tenemos

eRe(x) eIm(xz) eIm(y) .
(1‘ y) . (EfRe(y)’ e—Re(y)’ EfRe(y)) ’ 51 Re(y) 7& €

00, siRe(y) = e.
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Cuya inversa es

2e(u + iv) u? + v + w? — &% + 2iwe
u2+02+w2+52’ u? + 02 + w? + &2

(u,v,w)n—>5< ), oo — (0,¢e).

Ejemplo 1.1. Sea C la curva algebraica compleja definida por zy = y* la cual es la unién de las lineas
complejas definidas por y = 0 y = = y. Bajo la proyeccon esterografica como anteriormente definimos,
la interseccion de estas lineas complejas con la esfera S :| = | + | y |*= &2 son mapeados al circulo
w=0,u?4+v?=¢c?ylaelipse v =w, (u—¢)? 4+ 2v? = 2¢2 en R? U {oc}. Este circulo y la elipse estdn
enlazados en el sentido en que ninguno puede ser continuamente reducido a un punto sin pasar uno a

través del otro (vease la figura 1.4).

Figura 1.4: Un enlace.

Ejemplo 1.2. Ahora sea C una curva ctibica definida por y? = 2% entonces cualquier punto (z,y) € C
puede escribirse como (s?, s%) para un tnico s € C por lo cual (z,y) pertence a la esfera S = {(z,y) €
C*:lz >+ |y |>=¢e%tsiysolosi| s |= § donde § es la tinica solucién positiva a la ecuacion
5 + 6% = 2 luego C NS = {(6%e%",53e3) : t € [0,2m)} la cual estd contenida en el subconjunto
{(z,y) € C? :| z |=62%,| y |= §}. Bajo la proyeccién estereografica, este subconjunto es mapeado sobre
el subconjunto de R? dado por {(u, v, w) € R? : 2e2v/u2 + 02 = §%(u? +v2+w?+€2)}, 0 equivalentemente,
{(u,v,w) € R? : (Vu2 +0v2 — 2572)2 + w? = £252}. Esta es la superficie T' en R?® obtenida al rotar el
circulo con ecuacién

(v —e26%)? + w? = 262, (1.3)
alrededor del eje w. Topolégicamente 7" es un toro (ver figura 1.5). La imagen C' N S bajo la proyeciéon

estereogréfica es un nudo en R? el cual se encuentra en el toro 7.

A medida que viajamos a lo largo de los puntos (§2¢%", §3e3") de C' N S con el pardmetro ¢ variando
de 0 a 27, el dngulo de rotacién sobre el eje w de los correspondientes puntos en 7" es dado por
m(z)

arctan (%) = arctan <;d$)> =arg(r) =2t (mod 27)
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<__>

Figura 1.5: Un toro.

El cual varia de 0 a 27 dos veces. Asi que, el nudo sobre T se enrolla dos veces alrededor del eje w.
Por otra parte la coordenada dngular estandar sobre el circulo definido por la ecuacién (1.3) que gira a
través de un angulo fijo con respecto al eje w es

arctan < v > = arctan ( Im(y) > = arctan sendt
Vi + w? — e26-2 | & | —0-2(c — Re(y)) V1+62cos(3t) =5 )

se verifica que, para J lo suficientemente pequefio, éste varia de 0 a 27 tres veces conforme ¢ varia de
0 a 27. Con lo cual podemos decir que la imagen de C' N S bajo la proyeccién estereografica es el nudo
trébol sobre el toro T' como se observa en la figura 1.6. S6lo dos puntos sobre este nudo pueden ser vistos
en la figura sobre el caso real como se muestra en la figura 1.7.

Figura 1.6: Un nudo trébol en el plano y un nudo trébol sobre un toro.
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Figura 1.7: Los puntos reales sobre la curva y? = 2% y una pequefia esfera sobre el origen.

1.2.3. Anadlisis complejo

No existe una funcién univaluada holomorfa /= definida sobre C. Sin embargo, si cortamos a C a lo

largo del eje real no negativo [0, o0) podemos definir dos funciones holomorfas
£z =+re't si o z=re?,0 <0< 2m,7 > 0.

Hay que observar que si r € [0, 00) entonces ++/z tiende a \/r y —/z tiende a —/r conforme z tiende
a r a través de valores en el semiplano superior, mientras que +./z tiende a —/r y —/z tiende a /r

conforme z tiende a r a través de valores en el semiplano inferior.

Figura 1.8: Dos copias del plano de corte pegadas a lo largo de [0, o).

Tomamos dos copias de C y cortamos a lo largo de [0, o) y pegamos el lado superior del corte en

la primera copia en la parte inferior del corte en la segunda copia y la parte inferior del corte en la
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primera copia en la parte superior del corte en la segunda copia. La figura 1.8 puede ayudarnos a dar
una idea intuitiva del espacio X obtenido de esta manera. Sin embargo esta imagen es engafiosa en que
da la impresién de que el espacio se intersecta a lo largo del eje real positivo, lo cual no se supone que
suceda. Una mejor imagen topolégica del resultado de este espacio es la agregacién de un punto extra
al infinito como sigue. Pensemos a dos copias de la esfera compleja C U {oco} y cortamos a lo largo del
eje real positivo de 0 a co. Abrimos los cortes y pegamos las dos copias en conjunto para obtener un
espacio X U {oo} el cual nuevamenete es una esfera, topolégicamente hablando (ver figura 1.9). Sobre
este espacio tiene sentido decir que existe una funcién holomorfa de un solo valor /= definida por
+4/z sobre la primera copia del plano de corte, y —/z sobre la segunda. Si a esto le anadimos oo y
establecemos /0o = oo entonces obtenemos una funcién holomorfa de X U {oco} a C U {oo} que toma
cualquier valor excepto el cero e co exactamente dos veces.

SIS

Figura 1.9: Dos copias de la esfera compleja pegadas a lo largo de [0, c0).

También podemos construir X U {co} de manera abstracta, o podemos pensar en éste como una
curva algebraica compleja w? = 2, donde una copia de C — [0, o) corresponde a w = ++/z, y la otra a
w= —/z.

Del mismo modo, para hacer un espacio en el que la funcién z — /(z — a1)(z — ag) -+ (z — a;) sea

holomorfa univaluada (donde a, . .., o) son niimeros complejos distintos) cortamos la esfera compleja
de o1 a az, de a3 a oy y asi sucesivamente (incluido oo, si k es impar) y pegamos dos copias como antes,
para obtener un espacio Y el cual es topolégicamente una esfera con 3 (k — 2) asas. Ver figuras 1.10y 1.11
para el caso k = 6. Este espacio puede ser representado por la curva w? = (2 — a1)(z — a2) - -+ (2 — ag)
junto con uno o dos “puntos al infinito” (dependiendo si k es impar o par).

Podemos hacer lo mismo para funciones holomorfas multi-valuadas w(z) que satisfacen la relacién
P(z,w(z)) = 0,donde P(z,y) es un polinomio irreducible. Asi que, el espacio a construir es solo la curva
C definida por P(z,w) = 0 menos los puntos donde 0P/0w(z,w) se anula.

1.2.4. Integrales Abelianas

Consideremos la integral f:r(x)dx donde r(z) es una funcién racional de z, esto es, de la forma

r(z) = p(z)/q(x) donde p(z) y ¢(x) son polinomios en = y ¢(x) no es idénticamente cero. Dado que
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Figura 1.10: Dos copias de la esfera compleja pegadas a lo largo de tres cortes.

C—)

=

Figura 1.11: Una esfera con dos asas.

hemos asumido que ¢(z) # 0six € [a,b], tenemos que la integral existe. Podemos expandir r(z) en
fracciones parciales 7(z) = ro(z) + a1(z — 1) ™% + -+ - + ap(z — By) ~Fm, donde 7 es un polinomio, k;
son nimeros positivos y «;, f; son nimeros complejos para 1 < i < m. Esto significa que r(x) tiene una
integral indefinida la cual es la suma de una funcién racional y términos «; log(x — ;) para cada i para
los cuales k; = 1.

Ahora consideremos la integral f; 1/v/1 + 22dx con la que podemos usar cualquiera de las sustitucio-
nes z = tan 0 6 & = 2t/(1—¢2), la Gltima sustitucion produce una integral de la forma [ R(z, /1 + 22)dx,
donde R(z,y) = P(z,y)/Q(z,y) es una funcién racional en dos variables, en la integral de una funciéon
racional de ¢.

Similarmente, podemos tratar con cualquier integral de la forma fabR(:E, w(z))dx donde R(x,y) es
una funcién racional y w(z) es una funcién continua de z en [a, b] tal que w(z) y « satisfacen una ecuacién
polinomial de grado dos aw(x)? + (bx + c)w(z) + dz* + ex + f = 0,donde a, b, ¢, d, f € C. Al suponer
que a # 0 tenemos
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alz = N)(zr—p), a#0. Caso 1
(w(z) + (bz + ¢)/2a)* = a(z — \), a # 0. Caso 2
a, en otro caso. Caso 3

Para algunos a, A, i € C . En sustituciéon

W 300+ ), A #p
T=4q A+ g, a# 0.
t, en otro caso.

La integral f;R(;v, w(x))dz se transforma en la integral de una funcién racional de ¢. Sin embargo,
es necesario tener mas cuidado por que estas sustituciones nos introducen en el plano complejo. Es
importante recordar que la integral de una funcién a lo largo de una curva depende de la curva ~ asi
como también de los puntos finales a y b. Por ejemplo, tenemos que logy = [,’2~'dz es una funcién
multivaluda de y € C — {0}.

Definicién 1.3. Una integral abeliana es una integral de la forma f,yR(z,w(z))dz donde v : [0,1] —
C es una trayectoria continua en C, R(x,y) es una funcién racional en dos variables y w(z) es una
funcién continua de z definida sobre la imagen de la trayectoria v tal que w(z) y z satisfacen una relacién
polinomial P(z, w(z)) = 0.

Ejemplo 1.4. Si w(z) satisface w(z)? = (z — a1) - (2 — o) donde oy, ..., ax son nimeros complejos

distintos entonces va(z, w(z)) dz es llamada integral eliptica si k es 3 o 4 e integral hipereliptica , si k es al

menos 5.

Ejemplo 1.5. La longitud de arco de una elipse j—z + g—j = 1 entre los puntos con coordenadas en el eje
x de ca d esta dada por

1/d a* + (b? — a?)z? i

@Je V@ =)@ @ =a)a)

la cual es una integral eliptica (de ahi el nombre).

Ejemplo 1.6. Las integrales elipticas también surgen en la soluciones de la ecuacién diferencial para
un péndulo simple § = —Fksin§. Multiplicando esta ecuacién por 20 e integrando obtenemos (6)? =

2k cos 6 + ¢ y finalmente haciendo la sustitucién « = cos § llegamos a la integral
Jdt = [1/y/(1 — 22)(2kz + ¢) dz, la cual es una integral eliptica.

1.3. Curvas algebraicas reales

Es util examinar las curvas reales en el estudio de las curvas complejas. Sin embargo, es importante
destacar que a menudo es peligroso hacer esto. Existen muchas diferencias importantes entre la teoria
de curvas reales y la teoria de curvas complejas.
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1.3.1. Teorema de los ceros de Hilbert

Una de las mas importantes diferencias que surge es cuando considereamos la pregunta ;cudndo

dos polinomios definen la misma curva?

Ejemplo 1.7. Los polinomios P(z,y) = 2° + 2%y = 23(2% +y) y Q(, y) = 2° + 22y + 22y? = 22 (22 +y)?
definen la misma curva algebraica real y compleja en el sentido que tienen los mismos ceros y ;las

mismas multiplicadades?

Ejemplo 1.8. Los polinomios P(z,y) = z° + 2%y = 23(2® + y) y R(z,y) = 2% + 2y + 23y* + ay® =
z(z? +y)(y* + 1) definen la misma curva algebraica real (desde que y* + 1 # 0 para todo y € R) pero no
la misma curva algebraica compleja.

Para curvas algebraicas complejas tenemos una simple respuesta a la pregunta de cuando dos po-
linomios definen la misma curva. Vamos a denotar a los ceros del polinomio P(z,y) por Z(P) asi
Z(P) ={(z,y) € C*: P(x,y) = 0}.

Teorema 1.9 (Los ceros de Hilbert.). Si P(z,y) y Q(x,y) son polinomios con coeficientes complejos entonces
Z(P) = Z(Q) si, y sdlo si existen enteros positivos n y m tal que P divide a Q™ y Q divide a P™ o0 equivalente-
mente si, y sélo si Py () tienen los mismos factores irreducibles, los cuales posiblemente aparecen con diferentes
multiplicidades.

1.3.2. Técnicas para dibujar curvas algebraicas reales

Algunas veces es til dibujar una curva algebraica real y en esta seccién vamos a revisar brevemente
algunas técnicas basicas.

Sea C' la curva definida por P(z,y) = 0. Podemos obtener alguna informacién preliminar sobre C'
por la interseccion con lo ejes; esto es los puntos (z,0) y (0, y) tales que: P(x,0) =0 = P(0, y).

Podemos trabajar en las lineas tangentes a C' en estos puntos y en cualquier otro punto de la curva.
La linea tangente a C' en (a, b) estd definida por

-0+ —nE

Oz aﬁy(ﬂ;, b) =0.

Podemos encontrar los puntos (a,b) donde la linea tangente es paralela a un eje, esto es, donde
0P/0z(a,b) = 0 0 OP/0y(a,b) = 0. También podemos estudiar los puntos singulares de C, esto es,
los puntos (a,b) donde 0P/dz(a,b) = 0 = 0P/0y(a,b), de modo que no hay direccién tangencial bien
definida.

Podemos investigar como se ve la curva C cerca de un punto singular (a, b) como explicamos a conti-
nuacién. Supongamos por simplicidad que (a, b) es el origen; en general podemos hacer la sustituciones
T —aporzyy—apory.Seamla multiplicidad de C en (0, 0), esto es, el valor mds pequefio de i + j tal

P . - P, _ i
que z'y’ aparece con coeficiente no cero a;; en el polinomio P(z,y) = >_,; ;5 aijz'y’.
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Figura 1.12: Las curvas y°> = 23 —z y y? = 23 + .

Desde luego, (0,0) es un punto singular si, y sélo si m > 1. Cerca del origen los términos de orden
mas bajo en z y en y dominan asi que, podemos esperar que C se vea aproximadamente como la curva

definida por el polinomio P = ) a;;x'y?, ya que el polinomio P es homogéneo de grado m en x

i+j=m
y y se factoriza sobre C como un producto de m polinomios lineales «;x + 5;y, para 1 < i < m. Vamos a
suponer que las relaciones «; : 3; sonreales, paral < ¢ < kynoreales parak < i < mdonde0 < k < m.
Entonces es razonable esperar que, C' cerca del origen se vea “en una primera aproximacién” como la

unién de lineas definidas por «;x + 5,y = 0. Estas se llaman las lineas tangentes a C en el origen.

1.3.3. Curvas algebraicas reales dentro de curvas algebraicas complejas

Es importante notar que curvas algebraicas reales bastante diferentes pueden descansar dentro de

3 — z tiene

curvas algebraicas complejas equivalentes. Por ejemplo, la curva ctbica definida por y* = x
dos componentes conexas, mientras que la curva real ctbica definida por y? = 23 + z, tiene s6lo una
(ver figura 1.12). Sin embargo las correspondientes curvas complejas son equivalentes bajo el cambio

complejo de coordenadas (x,y) — (iz, ey,

1.4. Ejemplos importantes de curvas algebraicas reales

Ahora vamos a considerar algunos ejemplos de curvas algebraicas reales con alguna relevancia
histérica. Sea C cualquier curva algebraica en R?, sea ¢ un punto fijo en R? y sea a > 0 una constante
fija. Entonces el lugar geométrico de todos los puntos p € R? tal que la linea en R? que pasa a través de
py qy corta con C en un punto a una distancia a de p es llamada concoide de C' con respecto a ¢ y con
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parametro a. Existen varios ejemplos de concoides.

La concoide de Nicomedes es la concoide de una linea con respecto a un punto que no estd en la linea.
Si la linea es definida por = by el punto es el origen (0,0) entonces la concoide tiene por ecuaciéon
(22 +y?)(z—b)? = a®22. Se puede ver que a partir de su definiciéon de la concoide de Nicomedes, que ésta
puede ser dibujada con un simple aparato. Este aparato fue utilizado por los griegos al trisecar dngulos.
Ellos mostraron que es posible trisecar un angulo «, dado el dngulo entre dos lineas que se cruzan en
un punto ¢, como sigue. Primero dibujamos una linea perpendicular L a una linea de un punto r sobre
la otra linea. Entonces dibujamos la concoide de L con respecto a ¢ y con pardmetro a = 2! donde [ es
la distancia de r a . La paralela a la primera linea a través de r se encuentra con la concoide en el lado

alejado de ¢ en un punto p y la linea a través de p y ¢ triseca al dngulo c.

Figura 1.13: La concoide de Nicomedes.

El caracol de Pascal es la concoide de un circulo de radio b con respecto a un punto ¢ sobre su circun-
ferencia el cual podemos tomar como el origen. Si tomamos que el centro del circulo se encuentra sobre
el eje z, entonces la ecuacion estd dada por (2% + y? — 2bx)? = a?(2? + y?), el caracol de Pascal es la tra-
yectoria de un punto rigidamente unido a un circulo que rudea sobre un circulo fijo. Mas generalmente
si los circulos se permitan que tengan diferentes radios digamos a y b obtenemos una curva llamada
epitrocloide o hipotrocloide, dependiendo si el circulo rodante esta fuera o dentro del circulo. Cuando el
punto fijo se encuentra en el circulo rodante hablamos de una epicicloide o hipocicloide. Epicicloides e

hipocicloides fueron usadas para designar el asi llamado conjunto cicloidal.

Casos importantes especiales de la epicicloide y la hipocicloide son la cardioide ( y la epicicloide con
b = ¢), asi llamadas debido a su forma de corazén que tienen, la nefroide (una epicicloide con ¢ = 2b),
la deltoide (una hipocicloide con 3b = ¢), la astroide (una hipocicloide con 4b = ¢). Sus ecuaciones en un

sistema de coordenadas adecuado son
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Figura 1.14: El caracol de Pascal.

(2% + % — 2b2)% = 4% (2 + ?) Cardioide

(2% 4+ y? — 4b%)% = 108b*y? Nefroide

(2° + %) — 8bx(a® — 3y*) + 18b°(¢” + ) = 270" Deltoide
(22 + 9% — %) + 270%2%2 = 0 Astroide

El caso degenerado de una epiciloide se da cuando el circulo es remplazado por una linea y es llamado
una cicloide. El lector interesado en conocer més de estas curvas asf como de la historia de ellas y demas
curvas tales como las curvas Watt o las curvas curvas Lissajou lo remitimos a consultar [8] ademads de
esto encontrard en esta referencia un estudio de las curvas por resolucién de singularidades, esto es,
el estudio de las curvas singulares, pues en la mayor parte de esta tesis trabajaremos con curvas no

singulares.
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Figura 1.15: Cardioide y deltoide.

Figura 1.16: Astroide y nefroide.



Capitulo 2

Fundamentos

Este capitulo contiene las definiciones basicas y el material que vamos a necesitar para el estudio
de las curvas algebraicas complejas. Vamos primero a definir las curvas algebraicas complejas en C? y
luego afiadimos “puntos al infinito”para obtener curvas proyectivas complejas.

2.1. Curvas algebraicas complejas en C?

Sea P(z,y) un polinomio no constante en dos variables con coeficientes complejos. Decimos que
P(z,y) no tiene factores repetidos si no podemos escribir P(z,y) = (Q(z,y))?R(z,y), donde Q(z,y) y
R(z,y) son polinomios y Q(z, y) es no constante.

Definicién 2.1. Sea P(z,y) un polinomio no constante en dos variables con coeficientes complejos y
factores no repetidos. Entonces la curva algebraica compleja en C? definida por P(z,y) es Z(P).

La razon por la cual asumimos que P(z,y) no tenga factores repetidos es el teorema de ceros de

Hilbert ya mecionado en el capitulo anterior.

Teorema (Teorema de los ceros de Hilbert). Si P(x,y) y Q(x,y) son polinomios con coeficientes complejos
entonces Z(P) = Z(Q) si, y sélo si existen enteros positivos n y m tal que P divide a Q" y Q divide a P™ lo que
equivale a decir que P y Q) tienen los mismos factores irreducibles, los cuales aparecen posiblemente con diferentes
multiplicidades.

Demostracion. Una prueba puede encontrarse, por ejemplo en [6]. O

19
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Corolario 2.2. Si P(x,y) y Q(z,y) no tienen factores repetidos entonces ellos determinan la misma curva alge-
braica compleja en C? si, y sélo si son un miltiplo escalar uno del otro, esto es, P(z,y) = AQ(z,y) para algin
A e C—{0}.

Demostracion. =) Del teorema de los ceros de Hilbert se tiene que P y (@ tienen los mismos factores

irreducibles y como no tienen factores repetidos entonces se expresan en la forma

Pz,y) = aRi(z,y)Ra(2,y) - Ri(z,y) y Qz,y) = BRi(2,y)Ra(2,y)--- Ry(z,y) donde a, § son no
nulos, de aqui se sigue que P(x,y) = AQ(z,y) para algin A € C — {0}. <) Si P(z,y) = AQ(z,y) para
algtin A € C — {0} es claro que definen la misma curva algebraica. O

Observacién 2.3. Una forma més general de definir una curva algebraica compleja en C? es como una
relacién de equivalencia de un polinomio no constante en dos variables, donde dos polinomios son

equivalentes si, y sélo si son un multiplo escalar uno del otro. Un polinomio con factores repetidos es

considerado como la definicién de una curva con multiplicidades adjuntadas; por ejemplo (y — z?)?

define la misma curva que y — 2 pero con multiplicidad tres.

Definicién 2.4. El grado d de la curva C definida por P(z,y) es el grado de el polinomio P, esto es,
d=méx{r +s:c¢, s #0},

donde
Pz,y) =Y cret’y".

Un punto (a, b) € C? es llamado un punto singular (o singularidad) de C si
oP oP
Z (a,b) = 0= —=—(a,b).
oz (a,5) =0 Ox (a,5)
El conjunto de puntos singulares de C' es denotado por Sing(C'). La curva C' es llamada no singular si
Sing(C) = 0.
Ejemplo 2.5. La curva definida por 2?+y? = 1 es no singular, mientras que la curva definida por y* = 2*

tiene una singularidad en el punto (0, 0).

Definicién 2.6. Una curva definida por una ecuacién lineal oz + Sy + v = 0, donde «, 3, v son ntimeros

complejos y a y § no son ambos cero, es llamada una linea .

Definicién 2.7. Un polinomio en n variables se dice homogéneo de grado d si
P(\zy,..., xn) = AP(21,...,x,),
para todo A € C. Equivalentemente si P tiene la forma

— T1 Tn
P(l’l,...,l‘n) - § Ary o, Ly " Ty
ritrottrp=d

para algunos ntiimeros complejos ay,, ., .
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Note que cualquier factor polinomial Q(z1,...,z,) de un polinomio homogéneo es también ho-

mogéneo.
Lema 2.8. Si P(x,y) es un polinomio homogéneo no cero de grado d en dos variables con coeficientes complejos,
entonces este se factoriza como un producto de polinomios lineales

d

P(z,y) = H(Oxix + Biy),
i=1

para algunos o;, B; € C.

Demostracion. Podemos escribir

d d T
_ x
P(z,y) = Zaraj’”yd "= dea,« <) ;
r=0 r=0

Y
donde los ag, . ..,aq € Cno son todos cero. Sea e el elemento mds grande de {0, ..., d} tal que a. # 0.
Entonces
d T
X
>a (1)
r=0 Y

es un polinomio con coeficientes complejos de grado e en una variable z/y y asi se puede factorizar

como
d 2\" e z
£ ) -1 )
r=0 y iZo \Y
para algunos ntiimeros complejos 71, . .., 7. € C. Por lo cual
° €T
P(z,y) = acy’ | ( - %)
i—1 \Y
€
=acy" [J(z = 7).
i=1
De aqui se sigue el resultado. O

Desde que P(z,y) es un polinomio de grado d tiene una expansion finita de Taylor

Pay = Y IUP - =b)

tyd i1l
o<iTi<d oz y i

sobre cualquier punto (a, b).

Definicién 2.9. La multiplicidad de la curva C definida por P(x,y) en un punto (a,b) € C' es el entero
positivo mds pequefio m tal que
o™P

W(a,b) # 0,
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para algunos ¢ > 0, j > 0 tales que i + j = m. El polinomio

om P (x —a)i(y —b)!
Oxi oyl (a,5) 115!

P(.”L',y) =

i+j=m

, 2.1)

es entonces homogéneo de grado m y asi, por el lema 2.8, éste se puede factorizar como un producto de
m factores lineales de la forma a(z — a) + B(y — b) donde («, 8) € C? — {(0,0)}. Las lineas definidas por
estos polinomios lineales son llamadas lineas tangentes a C en (a, b). El punto (a, b) es singular si, y s6lo
sim = 1 en este caso C tiene sélo una linea tangente en (a, b) definida por

OP OP
%(a,b)(x —a)+ a—y(a,b)(y —b)=0.

Un punto (a,b) € Cesllamado un punto doble (respectivamanete un punto triple, etcétera) si su multipli-
cidad es dos (respectivamente tres, etcétera) Un punto singular (a, b) es llamado ordinario si el polinomio

(2.1) no tiene factores repetidos, esto es, si C' tiene m lineas tangentes distintas en (a, b).

Ejemplo 2.10. La curva ctibica definida por y? = 2® + 22 tiene un punto doble en el origen el cual es
ordinario, mientras que la curva cibica definida por y? = z® tiene también un punto doble en el origen
pero este no es ordinario (ver figura 2.1). La curva definida por (z* +y*)? = 22y? tiene un punto singular
en el origen de multiplicidad cuatro el cual no es ordinario; la curva definida por (z* + y* — 2% — y?)? =

92?y? tiene un punto singular ordinario de multiplicidad cuatro (ver figura 2.2).

Definicién 2.11. Una curva C definida por un polinomio P(x,y) es llamada irreducible si el polinomio
es irreducible; esto es, si P(z, y) no tiene otros factores ademads de constantes y multiplos escalares de si
mismo. Si los factores irreducibles de P(z,y) son P (x,y), ..., Px(x, y) entonces las curvas definidas por
Pi(z,y), ..., Pu(x,y) son llamadas las componentes (irreducibles) de C.
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a8

Figura 2.1: Las curvas y? = 2% + 2% y y? = 23

Figura 2.2: La curva (z* + y*)? = 2%y%.

2.2. Espacios proyectivos complejos

Recordemos algunas propiedades importantes de la condicién topolégica de compacidad.

Propiedades 2.12

(1) Un subconjunto de R™ o C™ es compacto si, y solo si es cerrado y acotado(teorema de Heine-Borel).



24 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS
(1) Sif:X — Y esun mapa continuo entre espacios topolégicos y X es compacto, entonces f(X) es compacto.

(1)) De I y II se sigue que si X es un espacio topolégico compacto 'y f : X — R es una funcion continua
entonces f es acotada y alcanza sus limites, esto es, existen x1,xo € X tales que sup f(X) = f(x1) e

inf f(X) = f(x2).
(1v) Un subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.
(v) Un subconjunto compacto de un espacio Hausdorff es cerrado.

(V1) Union finita de espacios compactos es compacta.

Para algunos propositos es ttil compactificar las curvas algebraicas en C? agregando “puntos al in-
finito”. Por ejemplo, supongamos que deseamos estudiar los puntos de interseccién de las dos curvas,
tales como: y? = 2% — 1, y = cx donde ¢ es un nimero complejo. Si ¢ # =+1 estas curvas coinciden en
dos puntos. Cuando ¢ = %1 las curvas no se intersectan, pero son asintéticas conforme z y y tienden a
infinito. Queremos afiadir puntos al infinito a C? de tal forma que las curvas y*> = 2> — 1y y = cz se
intersecten “en el infinito” cuando ¢ = 1. De manera mas general nos gustaria que dos curvas que son
asintéticas, “coincidieran en el infinito”.

Figura 2.3: La curva y* = 2% — 1 y las lineas y = +z.

Para hacer esto usamos el concepto de un espacio proyectivo. La idea que subyace en la definicién
de espacio proyectivo consiste en identificar cada (z,y) € C? con el subespacio lineal complejo de di-
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mensién uno de C? generado por (z,y, 1). Cualquier subespacio lineal de dimensién uno el cual no estd
en el plano z = 0 contiene un tnico punto de la forma (z,y, 1). Los subespacios de dimensién uno de

z = 0 pueden considerarse como los “puntos al infinito”.

Definicién 2.13. El espacio proyectivo P de dimensién n se define como el conjunto de todos los subes-
pacios complejos de dimension uno de el espacio vectorial complejo C"*1. Cuando n = 1 tenemos la

linea proyectiva P! y cuando n = 2 tenemos el plano proyectivo complejo P2

Un subespacio de dimensién uno U de C"*! es generado por cualquier vector no cero u € U. Asi
que podemos identificar P™ con el conjunto de clases de equivalencia para la relacién de equivalencia ~
sobre C"*! — {0} tal que a ~ b si, y s6lo si a = Ab para algin A € C — {0}.

Definicién 2.14. Cualquier vector no cero (zo, ..., ¥,,) en C"*! representa un elemento x de P": llamamos
(20, ..., xn) las coordenadas homogéneas para x y escribimos z = [z, ..., ,,] entonces P = {[xo, ..., zy] :
(Tg, .oy @) € C"TL —{0}} y [0, ey Tn) = [Y0, ---» Yn] Si, y sOlo si para algtin A € C — {0} tal que z; = Ay;,
para todo j.

Ahora le daremos estructura de espacio topoldgico a P”. Definimos la proyeccién canénica
7 : C** — {0} — P" por 7(xg, ..., xn) = [Z0, ..., Tn), para cada (zg, 21, ..., ,,) € C" — {0} y le damos a
PP™ 1a topologia cociente inducida de la topologia usual de C"*! — {0}. Asi que un subconjunto A de P" es
abierto si, y s6lo si 7~!(A) es un subconjunto abierto de C" ™! — {0}.

Observacién 2.15. 1) Un subconjunto B de P" es cerrado si, y s6lo si 7 ~!(B) es un subconjunto cerra-
do de C**! — {0};

1) 7:C"* — {0} — P" es continua;

I1) Si X es cualquier espacio topoldgico, una funcién f : P* — X es continua si, y sélo si f o7 :
C"*t! — {0} — X es continua; més generalmente si A es cualquier subconjunto de P" entonces una
funcién
f:A— X escontinuasi, y solosi for: 7 *(A) — X es continua.

Definimos los siguientes subconjuntos Uy, Ui, ..., U, de P" por U; = {[zo,...,zn] € P* : x; # 0}.
Hay que notar que la condicién z; # 0 es independiente de la eleccién de las coordenadas homogéneas,
y que 7~ H(U;) = {(x0,...,zn) € C"™! : z; # 0} es un subconjunto abierto de C"™! — {0}, asi que
U, es un subconjunto abierto de P™. En efecto, si (yo,...,yn) € [Zo,...,Ty] entonces y; = Az para
1 <k <ndonde X # 0y como z; # 0 debe ocurrir que 0 # y; = Az;. Ahora veamos que el conjunto
7 1(U;) = {(z0, ..., xn) € C"1 1 2; # 0} es abierto, sea z = (zo,...,z,) € 7 }(U,), entonces z; # 0
sea ¢ = |z;|/2,veamos que B(x,e) C 7~ *(U;), seay = (yo,--.,yn) € B(z,¢), entonces debe ocurrir que
y; # 0, pues si y; = 0, entonces

Izl

251 <l = lysl < lag = g5l < (o, -, 20) = (Yo, yn) [ < =57,
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lo que no puede ocurrir, asi y; # 0y por tanto tenemos la contencién y esto demuestra que 7~ (U;) es
un conjunto abierto.

Sea [z, ..., zs) € Up entonces zy # 0, ahora sea (yo,...,yn) € [Zo,...,T,] entonces y; = Az; por lo

hot o).

Por lo anterior queda bien definido el siguiente mapa g : Uy — C" dado por

I In
QOO[:EOM"?:I;H] = ( )7

b )
Zo i)

que tenemos

con funcién inversa

(y17 7yn) = [173/17 >yn]

Las coordenadas (y1, ..., ¥, ) son llamadas las coordenadas no homogéneas sobre Uy.

Se sigue de la observacion 2.15 que ¢ : Uy — C™ es continua, en efecto ¢g o 7 es el mapa dado por

(Zo, - an) = (3,..., 22) el cual es un mapa continuo. Por otra parte su inversa es la composicion de
7 con el mapa continua de C" a C**! — {0} dado por (y1, ..., yn) — (1,91, ..., yn). De lo que concluimos
que ¢o es un homeomorfismo.

Similarmente definimos homeomorfimos ¢, : U; — C" para cada 1 < j < n dados por

Zo Tj—1 Tj4+1 In
@j[x()a---yxn]: <_7"'7 ) R RV B
Ly Ly Ly Ly

Observacién 2.16. El complemento de U, en P es el hiperplano {[zo, ..., z,] € P" : z,, = 0}. Este puede
ser identificado de manera obvia con P"~!. Asi que, podemos construir el espacio proyectivo P" de
manera inductiva. P? es un s6lo punto. Asi P! puede ser pensado como C junto con un sélo punto oo
(esto es, una copia de PY) y por lo tanto puede ser identificado con la esfera de Riemann C U {oc}. P? es
C? junto con una “linea al infinito” (esto es, una copia de P') y en general P" es C" junto con una copia
de P"~! al infinito.

Desde que {U; : 0 < j < n} es una cubierta abierta de P" y ¢, : U; — C" es un homeomorfismo para
cada j, tenemos que una funcién f : P* — X, donde X es un espacio topolégico, es continua si y sélo
sifo cp}l : C™ — X es continua para cada j. De forma similar una funcién f : X — P" es continua si y
solosi f~1(U;) es abiertoen X y ¢ o f : f~}(U;) — C" es continua para cada j.

Proposicion 2.17. P" es compacto.

Demostracién. Sea
S — (2, .oy ) € C"TH s a2 4 -+ |2n |2 = 1)

Entonces S?"*! es una esfera de dimensi6n 2n + 1. Este conjunto es un subconjunto cerrado y acotado
de C"*!, asi que por el teorema de Heine-Borel 2.12 (I) es compacto. La restriccion 7 : ST — P" de
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el mapa 7 definido como antes es continuo, por lo cual su imagen es la imagen de un espacio compacto
bajo un mapa continuo, y por lo tanto compacta por la observacién 2.12(II).

Ahorasi [zg, ..., z,,] € P" entonces A = |02+ - ~+|z,|? > 0 porlo que [z, ..., 2,] = [N 2z0, ..., A" 22,].
De aqui que [\~ 22|24 - - + [A\"22,|? = 1. Con lo cual concluimos que 7 : §2"+! — P" es suprayectiva

y de ahi tenemos el resultado. O

Definicién 2.18. Una transformacién proyectiva de P es una biyeccién f : P* — P" tal que para algtin
isomorfimo lineal o : C"*! — C"*! se tiene f[zg, ..., Zn] = [Y0, .- Yn] donde a(zg, ..., 2n) = (Yo, s Yn)
estoes for =moadonder: C""! — {0} — P" es la proyeccion candnica ya antes definida.

Lema 2.19. Una transformacion proyectiva f : P™ — P™ es continua.

Demostracién. Por definicion tenemos que f o = 7o« para algtin isomorfismo lineal o : C"*1 — C" 1,
Tenemos que por la observacién 2.15(I) 7 es continua ademads « es continua de esto se sigue f o 7 es
continua, y por tanto de 2.15(I1I) f es continua. O

Definicién 2.20. Un hiperplano en P" es la imagen bajo 7 : C" ™! — {0} — P" de V — {0} donde V es un
subespacio de C"*! de dimensién n.

Lema 2.21. Dados n+2 puntos distintos py, ..., pr, y g de P™ de los cuales n+1 no se encuentran en un hiperplano,
entonces existe una tinica transformacion proyectiva que manda p; a [0, ...,0,1,0, ..., 0] donde 1 estd en la i-ésima
posicion y que manda g a [1, ..., 1].

Demostracién. Sean wuy, ..., u, y v elementos de C"* — {0} cuyas imagenes bajo 7 son po,...,pn ¥ q
respectivamente. Entonces uy, . . ., u,, forma una base de C"*! por lo cual existe una tinica transforma-
cién lineal o de C"*! que manda uo, . .., u, a la base canénica (1,0,...,0),...,(0,...,0,1). Més atn la
condicién sobre py, ..., p, ¥ ¢ implica que a(v) = (A1,..., Ayt1), donde Aq, ..., Ay41 son todos nime-
ros complejos no cero. Asi que la composicion de a con la transformacién lineal definida por la matriz
diagonal

/\% 0o - 0

0 0

0o --- 0 An1+1 .
Define una transformacién proyectiva que manda p; a [0, ..., A%,O, ...,0] =[0,...,1,0,...,0] y ¢ a
1,1,...,1] O

Proposicién 2.22. El espacio proyectivo P™ es Hausdorff.

Demostracion. Necesitamos demostrar que si p y ¢ son dos puntos distintos de P™ entonces existen ve-

cindades abiertas disjuntas en P una de p y otra de ¢. Ya se ha mostrado que existe un homeomorfismo
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¢ : Uy — C™ donde Uj es un conjunto abierto de P". Si p y ¢ se encuentran en Uy, entonces ¢o(p) y
¢0(q) tienen vecindades disjuntas V' y Wen C" y ¢, ' (V) y ¢, ' (W) son vecindades abiertas disjuntas
de py ¢ respectivamente en P". En particular esto se tiene para cuando p = [1,0,...,0ly¢=[1,1,...,1].

En general podemos encontrar puntos py, . . ., p, de P" tal que py = p de los cuales n + 1 delosn + 2
puntos po, . .., Pn ¥ ¢ NO pertenezcan a un hiperplano. Asi que, por el lema anterior existe una transfor-
macién proyectiva f : P* — P” quemandapa [1,0,...,0]yga[l,1,...,1]. Pero como acabamos de ver
[1,0,...,0] y [1,1,...,1] tienen vecindades abiertas disjuntas ;' (V) ¢, (W) en P". Ahora bien tene-
mos que f es continua y ademds una biyeccién, por lo cual lo subconjuntos f~(¢5 (V) y £~ (¢ (W)
son vecindades abiertas disjuntas de p y ¢ en P, como habia que demostrar. O

2.3. Curvas proyectivas complejas en P>

Recordemos que el plano proyectivo complejo P? es el conjunto de todos los subespacios complejos
de dimensién uno de C3. Si denotamos por [z,y, z] el subespacio generado por (z,y,z) € C — {0},
entonces P? = {[z,vy,2] : (z,y,2) € C* —{0}}, y [z, v, 2] = [u,v,w] si, y s6lo si existe A € C — {0} tal que
=, y= A\, z=\w.

Recordemos que un polinomio P(x,y,z) es llamado homogéneo de grado d si P(Az, Ay, Az) =
A P(z,y,z) para todo A € C. Se sigue que, las primeras derivadas parciales de P son polinomios ho-

mogéneos de grado d — 1.

Definicién 2.23. Sea P(z,y, z) un polinomio homogéneno no constante en tres variables z, y, z con
coeficientes complejos. Supongamos ademads que P(z, y, z) no tiene factores repetidos. Entonces la curva
proyectiva compleja C' definida por P(z,y, z) es

C = {[z,y,2] € P*: P(x,y,z) = 0}.

Note que la condicién P(x,y, z) = 0 es independiente de la eleccién de las coordenadas homogéneas
(x,y,2) por que P es un polinomio homogéneo y asi P(Az, \y,\z) = 0 < P(z,y,z) = 0, donde X €
C — {0}.

Observacion 2.24. Aligual que para curvas en C?, es de hecho el caso que dos polinomios homogéneos
P(z,y,2) y Q(z,y, 2) con factores no repetidos definen la misma curva proyectiva en P? si, y s6lo si son
un mdltiplo escalar uno del otro, y un polinomio homogéneo con factores repetidos puede ser pensado

como la definicién de una curva con multiplicidades unidas a sus componentes.

Definicién 2.25. El grado de una curva proyectiva C' en P? definida por un polinomio homogéneo
P(z,y,z) es el grado d de P(x,y,z). La curva C es llamada irreducible si P(z,y, z) es irreducible,i.e.
P(z,y, z) no tiene factores polinomiales no constantes distintos de los multiplos escalares de si mismo.
Una curva proyectiva irreducible D definida por un polinomio homogéneo Q(z,y, z) es llamada una
componente de C si Q(z,y, z) divide a P(x,y, z).
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Definicién 2.26. Un punto [a,b,c] de una curva proyectiva C' en P? definida por un polinomio ho-
mogéneo P(z,y, z) es llamado singular si

OP OP OP
a—m(a,b,c) = a—y(a,b,c) = E(a,b,c) =0.

El conjunto de puntos singulares de C' es denotado por Sing(C'). La curva C es llamada no singular si
Sing(C) = 0.

Ejemplo 2.27. La curva proyectiva en P? definida por 22 + y* = 22 es no singular. La curva definida por

y*z = 2® tiene una singularidad en el punto [0, 0, 1].

Definicién 2.28. Una curva proyectiva definida por una ecuacién lineal
ax + By +vz =0,

donde A, 8,y no son todos cero, es llamada una linea proyectiva. La linea tangente a una curva proyectiva
C en P? definida por un polinomio homogéneo P(z,y, z) en un punto no singular [a, b, ¢] € C es la linea

oP oP oP
aix(av ba C)Jf + Biy(a’ ba c)y + a(aa b: C)Z = 0.

Damos a la curva proyectiva C en P? la topologia que hereda como subconjunto de P2
Lema 2.29. Una curva proyectiva C en P? es un espacio compacto y Hausdorff.

Demostracion. Sea P un polinomio que define a C, con el fin de demostrar que C' es compacto por la
propiedad 2.12(IV) y la proposicion 2.17 es suficiente demostrar que C' es un subconjunto cerrado de P2.
Por la observacion 2.15(1) esto pasa si y sélo si

7 H(C) = {(x,y,2) € C* — {0} : P(x,y,2) = 0},

es un subconjunto cerrado de C"™! — {0}. Pero esto es cierto desde que los polinomios son funciones
continuas. Ahora bien, como cualquier subconjunto de espacio Hausdorff es Hausdorff el resultado se
sigue de la proposicién 2.22. O

2.4. Curvas afines y proyectivas

Las curvas algebraicas C = {(z,y) € C? : Q(z,y) = 0} en C? son usualmente llamadas curvas afines
para distinguirlas de las curvas proyectivas C' = {[z,y,z] € P? : P(z,y,2) = 0}. Aunque diferentes,
las curvas afines y proyectivas estdn estrechamente relacionadas. De una curva afin C' podemos obtener
una curva proyectiva ' mediante la adicion de “puntos al infinito”.

Recordemos que podemos identificar C? con el subconjunto abierto U = {[z,y,2] € P? : 2 # 0} de
P? via el homeomorfismo ¢ : U — C? definido por

x

elr,y, 2] = (;, g) , paracada [z,y,z] € U,
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con inversa
(z,y) = [z,y,1].

El complemento de U en P? es la linea proyectiva definida por z = 0, la cual podemos identificar con P!
via el mapa [z,y,0] — [z,y]. Asi que, P? es la union disjunta de una copia de C? y una copia de P!, el
cual podemos pensar como “al infinito”.

Sea P(z,y, z) un polinomio homogéneo no constante de grado d. Bajo la identificacién de U con
C? como antes, la interseccion con U con la curva proyectiva ¢’ definida por P es la curva afin en C?
definida por el polinomio no homogéneo en dos variables P(x,y, 1). Este polinomio tiene grado d bajo
la condicién de que z no sea un factor de P(z,y, z) (esto es, bajo la condicién de que €’ no contenga la
linea z = 0).

Reciprocamente, si Q(x, y) es un polinomio no homogéneo de grado d en dos variables = y y, digamos

Q(lay): Z ar,sxrysa

r+s<d

entonces la curva afin C definida por Q(z,y) es la interseccién de U (identificado con C?) con la curva

proyectiva O en P? definida por le polinomio homogéneo
Ty o
HQ(EL) = F aat
r+s<d

La interseccion de esta curva proyectiva con la linea al infinito z = 0 es el conjunto de puntos

{[z,y,0] € P?: Z ardg—rz"y?" = 0}.
0<r<d

Por el lema 2.8 el polinomio homogéneo

- d—r
§ ar,dfrxTy ,7

0<r<d

puede factorizarse como un producto de factores lineales

IT (ciz+Biy).
1<i<d
Las lineas definidas por
o r + ﬂly = 07

son por definicién las asintotas a la curva en C? definidas por Q. Estas lineas corresponden a puntos
[—Bi, ;] en PL; cuando P! es identificado con la linea z = 0 en P? estos puntos son precisamente los
puntos de ¢ — C.

En esta forma obtenemos una correspondencia biunivoca entre las curvas afines C en C? y las curvas

. / . , . . .
proyectivas C' en P? las cuales no contienen la linea al infinito z = 0.
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Si C’ es una curva no singular entonces se sigue que C' es no singular pero el reciproco en general
no es cierto: C' puede tener puntos singulares al infinito incluso cuando C' sea no singular. Ejemplo de
ello considerese la curva proyectiva definida por zy* + y2* + z2* = 0 la cual tiene un punto singular en
[1,0,0] sin embargo la curva afin asociada a esta curva proyetiva, esto es, la curva zy* + y +z = 0 se
verifica facilmente que es no singular.

Lema 2.30 (Relacion de Euler). Si R(z,y, z) es un polinomio homogéneo de grado m, entonces

OR oP OR
xaix(x7ya Z) + yg(‘%’a y7Z) + Z%(‘/Eﬂyvz) - mR($7ya Z) (22)

Demostracion. La relacién de Euler se puede obtener por diferenciar la identidad

R(A\z, \y, Az) = A" R(z, vy, 2),
con respecto a A y luego hacer A = 1. O
Lema 2.31. Sea [a, b, c| un punto de la curva proyectiva

C' ={[z,y,2] € P*: P(x,y,2) = 0}.

Si ¢ # 0, entonces el punto [a, b, | es un punto no singular de C" si, y sélo si (2, %) es un punto no singular de la

c’)c

curva C = {(z,y) : P(z,y,1) = 0}. Mds aiin, la interseccién de C? identificado con U = {[z,y, z] € P? : 2z # 0}
y la linea tangente proyectiva a [a, b, ¢] para C" en P? es la linea tangente a (2,%) para C en C2.

Demostracion. El punto (a/c, b/c) es un punto singular de C si, y s6lo si

P2l ) oo=08(ab )\ 2P (ab )
cc Oxr \ ¢ c dy \ ¢ ¢

Desde que P(z,y, z) y sus derivadas parciales son homogéneas y ¢ # 0 lo anterior pasa si, y s6lo si

oprP oprP

P(a‘7bvc) =0= a(a,b,C) = aiy(a‘)bvc)a
y de (2.2) nos dice que esto ocurre si, y s6lo si
OP OP OP
P(CL7 ba C) =0= %(av ba C) - Fy(av ba C) - %(Ch ba C)7

esto es, si, y s6lo si [a, b, ¢] es un punto singular de C".
La interseccion de C? identificado con U y la recta tangente proyectiva

oP oP oP
x%(&,b, C) + yaiy(chbv C) + ZE(G’?ILC) - Oa

es la linea en C? definida por

OP oP oP
x%(mb, c) —|—ya—y(a,b, c)+ E(a,b, c) =0.
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Por la homogeneidad de las derivadas parciales y nuevamente de (2.2) esta es precisamente la linea

a 0P (a b b.OP (a b
(95—2)% (Cvcal>+( _E)aiy (c’c’1>_0’

aCenC? para (2,2). O

c

tangente
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2.5. Ejemplos

Ejemplo 2.32. Muestre que el subconjunto de C? que consiste de los puntos de la forma (¢, + 1) con
t € C es una curva algebraica compleja.

Demostracién. Seax =t yy = t3 + 1, por lo cual 23 = t% y t3 = y — 1, al elevar al cuadrado esta ultima

expresion tenemos que (y — 1)? = t5 = 23, asi pues elijamos al polinomio P(z,y) = z° — (y — 1)? y

entonces tenemos que
{(z,y) € C?: P(x,y) =0} = {(t*,* +1) : t € C}.
O

Ejemplo 2.33. Encuentre los puntos singulares y las lineas tangentes a los puntos singulares de cada
una de las siguientes curvas en C2.

1.y —y? + 23 — 22 + 3y%x + 322y + 22y = 0.
2. 2t +yt — 2%y =0.
3. y2 =23 —=z.

Solucion

1. Consideremos el polinomio P(z,y) = y* — y* + 2® — 22 + 3y?z + 32y + 2zy. De donde tenemos

que:

opP

%(z,y) =322 — 2z + 3y + 62y + 2y,
g oP

a—y(m,y) = 3y? — 2y + 6ay + 322 + 2.

Asi que tenemos el sistema

322 — 2z + 3y% + 6zy + 2y 0,

3y? — 2y + 6xy + 322 + 2z 0.

Multiplicando por —1 a la primera ecuacién y sumando ambas ecuaciones llegamos a que —4x +
4y = 0 6 bien x = y, sustituyendo en la primera se tiene, 1222 = 0 por lo que z = y = 0, luego
el inico punto singular de P(x,y) es el origen (0, 0) y la linea tangente a este punto singular es la

linea dada por:

OP oP

Donde 0P/9x(0,0) y 9P/9y(0,0) son iguales a 0.

(0,0)y = 0.

2. Sea P(z,y) = z* + y* — 2%y?, entonces tenemos que las parciales estdn dadas por OP/dz(x,y) =
423 — 2zy? y OP/dy(z,y) = 4y3 — 222y.
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de donde obtenemos las ecuaciones
423 — 2z = 0, 4% — 222y = 0.
Al factorizar estas expresiones llegamos a que
2x(x? — y?) =0, 2y(y? — 2%) = 0.

De lo cual se deduceque z =006y =006« = y 6 x = —y, pero todas estas posibles combinaciones
tienen como resultado el tnico punto (0,0), por lo tanto la tnica singularidad de de la curva

definida por P(z,y) es el punto (0, 0) y la linea tangente es la misma que en caso 1.

3. Sea P(z,y) = x® — x — y?, entonces tenemos que dP/dxz(z,y) = 322 — 1y OP/dy(z,y) = —2y. De
donde tenemos las ecuaciones 3z? — 1 = 0, —2y = 0. De estas ecuaciones se deduce que los puntos
singulares de la curva estdn dados por (%, 0) y (—%, 0) y las lineas tangentes a estos puntos
singulares estan dadas por:

2 (b)) 5 (o

2 () o) (e

Ejemplo 2.34. Si P(x,y) es un polinomio de grado d y a y b son niimeros comlejos, mostrar que P(z,y)
estd dado por
1 ; 0" p
Y e —a)y—b 5 (ab).
151 %
o<iri<q ! 0xt0x7
Demostracion. Tenemos que el polinomio P(x,y) se puede escribir en la forma

P(x,y) = Z ars(z—a)" (z—b)°.

0<r+s<d

Al derivar parcialmente j-veces con respecto a y tenemos

& P(x,y) s! .
— = ar s —(z —a)" (y—b)*77.
Dy Ogggd (S_j)!( )" (y =)

Asi mismo, al derivar parcialmente i-veces con respecto a z, tenemos

8i+jP(gj y) r! s! ; i
,7’, == arvsi. . (l‘ - a)T*Z(y - b)57‘77
0z 0yd ogggd (r—0)! (s —j)!
o bien 5+ P(a.y) | |
) P T,y r! S —4 —q .y
— = ar s (@ —a)" " (y—b)°"7 +a;  iljl
0xt0yI ogggd (r—a)! (s —j)! /

r#i,5F#]
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Evaluando en el punto (a, b) llegamos a que

" P(a,b) e
W = G4,51:7-,
de donde L
70N
g Qioyd
de esto concluimos que
1 ; Loip
— _ _ J — by
0<it+j<d

O

Ejemplo 2.35. Sea (a, b) un punto singular de una curva afin C en C? definida por un polinomio P(z,y).
Demuestre que (a, b) es un punto ordinario doble si, y sélo si

Nt (0P (0
Ox0y Ox2 oy? )’

Demostracion. Consideremos la expresion

en el punto (a,b).

182P(a, b) 0%P(a,b)

10%P(a,b
2 Oz (z—a)* + 0x0dy (@ 2 =

—a)(y —b) + QTyz(y - b)?,

de donde al factorizar (y — b)? de la expresion anterior llegamos a

10°P(a,b) (z—a\?  0°Pla,b) (z—a)  10°P(a,b)
(=) + T (=) a0

2
(v =?) 2 0x? y—2>b Oxdy y—b 2 0y

Ahora bien, tendremos un punto ordinario doble si la primera expresién no tiene factores repetidos lo

cual equivale a que el discriminante de la ecuacién cuadrética en (z — a)/(y — b) no se anule, pero esto

2 2 2 2
PP\ L(PPYL (2P
Oz 0y 2\ 0x2 ) 2\ Oy?

en el punto (a, b) o equivalentemente

P\, (PN (00
0xdy Ox? oy? )’

en el punto (a, b). O

significa que

Ejemplo 2.36. Sea C una curva afin definida por un polinomio P(z,y). Muestre que si (a, b) es un punto
de multiplicidad d en C, entonces P(x,y) es un producto de d factores lineales, asi que C es la unién de

d lineas que pasan a través de (a, b).
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Demostracion. Como la multiplicidad es d tenemos que para algunos i > 0, j > O talesque i+ j = d

sucede que
0P (a,b)

OxtdyI 70,

asi que el polinomio
1 otip
E Tj!(m_a)( y—b) 8:1018:3]( a,b),

es homogéneo, ahora bien, por el ejemplo 2.34, tenemos que P(z,y) se puede expresar como

1 - L oIip
S -y - (a.b)

0<itj<d 7’

Por lo cual concluimos que el polinomio P(z, y) tiene que ser homogéneo de grado d, luego por el lema
2.8 se puede expresar como un producto de d factores lineales a saber

d
Hazx—a )+ Bi(y—0)).
=1

De esto concluimos que C' es la unién de d lineas que pasan a través de (a, b). O
Ejemplo 2.37. 1. Demuestre que la unién de un ntimero finito de curvas afines en C? es una curva
afin.

2. Demuestre que la unién de un ntimero finito de curvas proyectivas en P? es una curva proyectiva.

Demostracién. 1. Sean C; = {(z,y) € C? : Pi(z,y) = 0} y Co = {(z,y) € C? : Py(z,y) = 0}
afirmamos que C; U Cy = C donde C = {(z,y) € C*: Pi(z,y)Py(z,y) = 0} En efecto, (z,y) €
C1UCy < Pi(z,y) =006 Pa(z,y) =0 <= Pi(z,y)Pa(z,y) = 0 < (z,y) € C.

2. Primero veamos que si Pi(z,y,2) y P2(z,y, z) son dos polinomios homogéneos de grados d y e
respectivamente, entonces P; P, es un polinomio homogéneo de grado d + e. En efecto, tenemos

pues que
P (.’t, y,z) = E amrzrgmnyrzzm
r1+ra+rz=d
y
PZ(x7ya Z) = E a818283x81 y82Z837
s1+s2+s3=d
luego
_ r14+81,,m2+S2 LT3+ Sz
P1P2(x7yvz) - E Qrirorgsysaszd ! 1y A 37

(r1+s1)+(r2+s2)+(r3+s3)=d+e

si hacemos m; = r; + s;, entonces tenemos que

§ my, ma m
P1P2(93,y, Z) - Amimomad ly 2z 33
mi+ma+mz=d+e
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pero esto significa que P, P, es un polinomio homogéneo. Sean P (z,y, 2) y P2(z,y, z) dos polino-
mios homogéneos y sean C; = {[z,y,2] € P?: P(z,y,2) = 0} y Co = {[z,y,2] € P? : Py(z,y,2) =
0} afirmamos que C; U Cy = C donde C = {[z,y,2] : Pi(z,y,2)Pa2(x,y,2) = 0}. En efecto, de
la homogeneidad de los polinomios P;,P; y P1 P, tenemos que [z,y,2] € C; U Cy si, y s6lo si
Pi(z,y,2) = 06 Py(z,y,2z) = 0lo cual ocurre si, y sélo si Pi(z,y, 2)P2(z,y,2) = 0y esto tltimo
sucede si, y sélo si [z,y, 2] € C. Por induccién se sigue que en cualquiera de los casos la unién
finita de curvas afines o proyectivas es una curva afin o proyectiva respectivamente.

O

Ejemplo 2.38. Demuestre que una curva algebraica compleja en C? no es un conjunto compacto.

Demostracion. Consideremos el polinomio no constante P(z, y), entonces afirmamos que para todo a €
C excepto un ntimero finito de valores, existe b € C tal que P(a,b) = 0. En efecto, tenemos que P(z,y)

es de la forma

P(z,y) = jg: arsz"Yy’,

0<r+s<d

ahora bien, si P(z,y) se puede escribir en la forma P(z,y) = Pi(x)P2(y) + Ps(z) y si z1, z2, ..., T,, son las
raices de P;(z), entonces para toda a excepto para x1, 2, ..., Tn; P(a, y) seria un polinomio no constante
de y y por lo tanto podriamos hallar b € C tal que P(a,b) = 0.

Por el teorema de Heine-Borel es suficiente demostrar que el conjunto C' no es acotado, suponga-
mos por el contrario que C es un conjunto acotado asi que existe (zg,y0) € C?* y R > 0 tal que
C C B((z0,%0), R) Ahora bien, sea (z,) una sucesién de nimeros naturales tal que para cada z,, exis-
te b, € C tal que P(xy,,b,) = 0, nétese que por la afirmacién anterior (z,) es una sucesion infinita
de nimeros naturales, por hipétesis hemos supuesto que C' estd acotado, pero entonces tendriamos
|(zn,bp) — (x0,y0)| < R, para todon € N, de donde

Ty, — |zo| < |@n — xo| < |20 — x0, by, — Yo| < R, paratodon € N,

asi que, concluimos que z,, < R + |z¢|, lo cual es una contradiccion, luego C no estd acotado y por lo

tanto no puede ser un conjunto compacto. O

Ejemplo 2.39. La multiplicidad en un punto [a, b, ¢] de una curva proyectiva C' definida por un polino-
mio P(z,y, z) = 0 es el entero mds pequefio m tal que

omPpP

W(% b,c) # 0,

para algunos i, j, k tales que ¢ + j + k = m. Encuentre los puntos singulares y las multiplicidades de los

puntos singulares de las siguientes curvas proyectivas.
1 ay* +yzt + 22t =0,

2. 2%y + 223 4222 =0,



38 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS
3. y?z=z(x — 2)(z — \2) A € C,
4. 2" 4+ y" +2"=0,n> 0.
Solucién.
1. Sea P(x,y,z) = xy* + yz* + z2*, entonces
P
OF _ ity = (2.3)
Ox
P
8— =dryP +24=0 (2.4)
dy
oP
— =4y 4+ 422® =0 (2.5)
0z
De la ecuacion (2.5) tenemos que z3(y + ) = 0 de donde z = 0 6 y + = = 0, supongamos primero
que z = 0, entonces de la ecuacién (2.3) tenemos que y = 0 y asi tenemos una singularidad en el
punto [1,0,0], ahora veamos que el caso y + = = 0 no puede ocurrir, supongamos pues que z # 0
y y +x = 0, de la ecuacién (2.3) tenemos que z* = —y* sustituyendo en la ecuacion (2.4) tenemos
que 4zy® — y* = 0 de donde y*(4z — y) = 0, pero y> no puede ser cero, pues entonces por (2.3)
z=0,asi4x —y =0y como y + = = 0llegamos a que x = 0, luego z = 0, lo que no puede ocurrir,
entonces el tinico punto singular es [1,0,0] y dado que
o*P
873/4[17 07 0] = 247
tenemos que la multiplicidad es 4.
2. Sea P(x,y,2) = 2%y> + 222 + y223, entonces

g—i = 2xy° + 222° = 0. (2.6)
P

% =322y +2y2° =0 (2.7)

({;—}Z) =32%22 +3y%22 =0 (2.8)

De la ecuacion (2.8) tenemos que z?(z? + y?) = 0, supongamos que z* = 0, asi z = 0 y entonces de
las ecuaciones (2.6) y (2.7) tenemos que z = 0 6 y = 0; y esto produce los puntos singulares [1, 0, 0]
y [0,1,0], ahora supongamos que z # 0y 2 + y? = 0, de las ecuaciones (2.6) y (2.7) tenemos que
z(y3+2%) = 0y y(32%y+223) = 0 entonces debe suceder que z = 06 y = 0 delo contrariosiz # 0y
y # 0 entonces y°+2° = 0y 322y +22% = 0 de donde 322y +223 = —3y>+223 = 323+22% = 0 luego
523 = 0y asf 2 = 0lo que no puede ocurrir asi supongamos que x = 0 y como z%+y?* = 0, entonces
y = 0y asi tenemos el otro punto singular [0,0, 1]. Para el punto singular [1,0, 0] la multiplicidad
es 3 pues
o’p



2.5. EJEMPLOS 39

Para el punto [0, 1, 0] la multiplicidad es 2, pues

0?P

5-710.1,0/=2.

Para el punto [0, 0, 1] la multiplicidad es 2, pues

0?P

5.z (0.0.1] =2.

3. Sea P(x,y,2) = x(x — z)(z — \z) — y?2, entonces

or

— =327 — 2 \xz — 2r2 + A2 =0 (2.9)
Ox
P
9 =—2yz=0 (2.10)
dy
%P =t -2+ 22— 92 =0 (2.11)
z

De la ecuacién (2.10) tenemos que y = 0 6 z = 0, note que z # 0, pues si z = 0, entonces de la
ecuacion (2.9) x = 0y asi de la ecuacién (2.11) y = 0 lo que no puede ocurrir, asi 2 # Oy y = 0
luego de la ecuacién (2.11) tenemos que z(—Az — x + 2Az) = 0. Si = 0 entonces de la ecuacién
(2.9) tenemos que A\z? = 0 por lo que A\ = 0, asi que para la curva y?2 = z%(z — z) tenemos la
singularidad [0, 0, 1] cuya multiplicidad es 2, pues

O’P
0y?
4. Sea P(z,y,z) = 2™ + y™ + 2™, entonces
oP el
% =N 5
8P n—1
= —n 7
0y Y
8P n—1
E =nz s
De las ecuaiones anteriores concluimos que la curva dada por el polinomio P es no singular, pues
nz" 1 =ny" ! =nz""1 =0si,ysolosiz =y =z =0, pero [0,0, 0] no pertence a la curva. A

Ejemplo 2.40. ;Para cudles valores de A € C las siguientes curvas proyectivas en P? son no singulares?
Describa las singularidades cuando ellas existan.

1. 23+ 2 + 22 + 3dzyz = 0.

2. 83+ P+ 28+ Az +y+2)3=0.
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Solucién.

1. Al tomar las derivadas parciales con cada una de las variables llegamos a las ecuaciones

224+ Ayz =0 (2.12)
y>+ Arz =0 (2.13)
224 ey =0 (2.14)

Primero notemos que si xyz = 0, esto es, z 6 y 6 z es igual a cero, entonces implicaria que en
cualquiera de los casos ¢ = y = z = 0, asi que supongamos que z, y y z son diferentes de cero.
Asi pues, de la ecuacion (2.12) al multiplicar por y tenemos yz? + A\y?z = 0, al sustituir la ecuacion
(2.13) en esta ultima expresion tenemos que z(zy — A?z?) = 0, de donde Azy — A\32? = 0, de
donde —2% — X322 = 0y asf llegamos a la ecuacién para A* + 1 = 0 de esto concluimos que la
curva es no singular para cualquier A que no satisfaga A\*> + 1 = 0 6 equivalentemente para todo
AeC—{-1,1+3/i2}.

2. Sea P(z,y,2) = 2° + y® + 2% + AM(x + y + 2)® = 0. Al derivar parcialmente con respecto a cada una
de las variables se obtienen
2+ Mz +y+2)° =0,

Mz +y+2)?2 =0,

24N +y+2)2=0.

De estas ecuaciones se llega a 22 = >

= 22, por lo que z,y y z son no nulas. Ahora bien, de
las igualdades 2% = y? = 22 tenemos que la ecuacién queda expresada de dos tnicas formas:

22 4+ 9Az2 = 06 22 + \z2 = 0, de donde obtenemos las ecuaciones
ON+1=0yA+1=0.

De esto concluimos que la curva es no singular para todo A # — 3, —1. A



Capitulo 3

Propiedades algebraicas

3.1. Teorema de Bézout

En este capitulo vamos a estudiar algunas de las propiedades algebraicas de las curvas complejas. Més
precisamente, vamos a investigar la forma en la cual dos curvas proyectivas complejas en P? se in-
tersectan. Mds adelante investigaremos los “puntos de inflexién” de una curva proyectiva compleja y
demostraremos que cualquier curva proyectiva no singular de grado tres es equivalente bajo una trans-
formacién proyectiva a una curva definida por y?2 = z(z — 2)(z — Az) para algtn A € C — {0,1}. El
lector interesado puede encontrar una variedad de ejemplos de interseccién de curvas en [5], asi como
también en [11] encontraré el teorema de Bézout desde un punto de vista mas del dlgebra conmutativa.

En esta secciéon vamos a estudiar la forma en la cual dos curvas proyectivas C'y D en P? pueden
intersectarse. Vamos a ver que C'y D siempre se intersectan en al menos un punto, y que si C'y D no
tienen componentes en comin, entonces ellas se intersectan en a lo mas nm puntos donde n es el grado
de C'y m es el grado de D. Vamos a ver también que ellas coinciden en exactamente nm puntos, si
cualquier punto de C' N D es un punto no singular tanto de C'y D y las lineas tangentes a C'y a D en
tales puntos son distintas. En [9] el lector encontrara un estudio mds amplio de las curvas cuadraticas y
ctbicas, asi como también se estudia la topologia de las curvas de grado 4 y 5 s6lo que hara falta estudiar
la cohomologia de una curva compleja.

Vamos a demostrar un resultado més general sobre el nimero de puntos de interseccién de C'y D
una vez que hayamos definido la multiplicidad de interseccién I,(C, D) de C'y D en el punto p. Este es
definido como infinito si p se encuentra sobre una componente comdn de C'y D, y en otro caso es un
entero no negativo el cual es precisamente cero cuando p no pertenece a C N D. Vamos a demostrar que
I,(C, D) es uno si, y sélo si p es un punto no singular tanto de C'y D y las lineas tangentes a C'y a D
en p son distintas. La forma fuerte del teorema de Bézout puede expresarse en la forma que se enuncia

a continuacion.

41
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Teorema 3.1 (Teorema de Bézout). Si C'y D son dos curvas proyectivas de grados n y m respectivamente
en P? las cuales no tienen componentes comunes, entonces ellas tienen precisamente nm puntos de interseccion
contando multiplicidades; esto es
Z I,(C,D) = nm.
peCND
La prueba de este teorema se dard mas adelante pues necesitamos introducir el concepto de resul-
tante.

Definicién 3.2. Sean P(x) = ag + a1z + - - - + apz™, donde ag, ..., a, € C, ap # 0y Q(x) = by + b1z +
-+ bypa™, donde by, . .. by, € C, by, # 0, polinomios de grados ny m en «. El resultante Rpg de Py Q
es el determinante de la matriz cuadrada m + n dada por

ap ap e Qp 0 0 0
0 a a ... ap, O ... 0
0 0o ... 0 ag a1 an,
by by b 0

0 by by bm O

0 ... 0 b b co. b

Si P(,y,2) = ao(ys 2)+a1(y, 2)a+- - +n(y, )2 y Q(,y, 2) = bo(ys 2)+b1 (g, 2)a++ -+ by, )™
son polinomios en tres variables z,y, z, entonces el resultante Rp g (y, 2) de P y @ con respecto a x es
definido como un determinante en exactamente la misma forma que Rp,, pero remplazando en la
matriz a;(y,z) y b;(y,z) por a; y b; para0 < i <ny 0 < j < m. Note que el Rp(y, z) es un polinomio
en las variables y y z de cuyo valor cuando y = by z = c es el resultante de los polinomios P(z,b,¢) y
Q(z,b, c) en x, siempre que a, (b, ¢) y by, (b, ¢) sean no cero.

Los siguientes lemas indican porque los resultantes son ttiles en el estudio de la interseccién de las

curvas proyectivas en P2,

Lema 3.3. Sean P(z) y Q(x) polinomios en x. Entonces P(x)y Q(x) tienen un factor comiin no constante si y

s6lo si Rp,g = 0.

Demostracion. Sean P(z) = ag+a1z+---+anz" y Q(x) = bo+biz+- - - +byz™ polinomios de grados n 'y
m en x. Entonces P(z) y Q(z) tienen un factor comun no constante R(x) si, y s6lo si existen polinomios
p(x) y ¥(x) tales que P(z) = R(x)p(x), Q(x) = R(x)y(z). Lo cual ocurre si, y sélo si existen polinomios
no cero (x) = ag + 1 + - + ap_12" Ly P(x) = Bo+ Bz + -+ + Bm_12™ ! de grados a lo més
n—1ym — 1, tales que P(z)y(z) = Q(z)p(z). Igualando los coeficientes de 27 en esta ecuacién para

0 < j < mn — 1, encontramos las siguientes igualdades:
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apBo = Boa,
apf +a1fy = Brag + Boau,
an/@m—l = 6m04n—1~
La existencia de una solucién no nula (o, ..., an—_1, 5o, --.,Bm—1) a estas ecuaciones es equivalente a
que el determinante el cual define R p ¢ se anule. O

Lema 3.4. Sean P(x,y,z) v Q(z,y, z) polinomios homogéneos no constantes en las variables x,y, z tal que
P(1,0,0) # 0 # Q(1,0,0). Entonces P(x,y, z) y Q(x, y, z) tienen un factor comiin homogéneo no constante si,
y s6lo si el polinomio Rp,o(y, z) en y y z es idénticamente cero.

Demostracion. Sean P(x,y,z)y Q(z,y, z) polinomios homogéneos no constantes en z,y, z de grados n 'y
m tal que P(1,0,0) # 0 # Q(1,0,0). Podemos asumir que P(1,0,0) = 1 = (1, 0,0). Entonces podemos
considerar a Py a (Q como polinomios ménicos de grados n y m en = con coeficientes en el anillo C[y, z]
de polinomios en y y z con coeficientes complejos. Este anillo C[y, z] estd contenido en el campo C(y, z)
de las funciones racionales de y y z, esto es, funciones de la forma f(y, z)/g(y, z) donde f(y, z) y g(y, 2)
son polinomios y g(y, z) no es idénticamente cero. Ahora bien, desde que C(y, z) es un campo la prueba
del lema anterior muestra que el resultante Rp ¢ (y, z) es idénticamente cero si, y sélo si P(z,y,2) y
Q(z,y, z) tienen un factor comtn no constante cuando son considerados como polinomios en z con
coeficientes en C(y, z). Se sigue del lema de Gauss que esto ocurre si, y sélo si P(z,y,2) y Q(z,y, 2)
tienen un factor comdn no constante cuando los consideramos como polinomios en x con coeficientes
en Cly, z] o equivalentemente como polinomios en x,y, z con coeficientes en C. Finalmente desde que
cualquier factor polinomial de un polinomio homogéneo es homogéneo se tiene el resultado. O

Observacion 3.5. La razén para pedir que P(1,0,0) # 0 # Q(1,0,0) en este lema es para asegurar que
los polinomios P(z,y, z) y Q(x,y, z) tengan el mismo grado cuando los consideramos como polinomios
en z con coeficientes en el anillo C[y, z] de polinomios en y y z que cuando los consideramos como

polinomios en las variables z,y y 2 juntas.

Lema3.6. SiP(z)=(x— A1) ...(x = A\)yQz) =(x —p1)...(x — i) donde Ay, ..., Apy fi1,s -« -, fhm SON
niimeros complejos, entonces

Rea= [ (=2

1<ign,1<j<m

En particular Rpgr = Rp,oRp,r donde P,Q y R son polinomios en x. El correspondiente resultado es también
cierto cuando P, ) y R son polinomios en las variables x,y y z.
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Demostracion. Siconsideramos P(z) = (x—A1) -+ (z—A,) y Q(x) = (x—p1) - - - (— 4, ) como polinomios
homogéneos en z, A1, ..., Ay ¥ 41, ..., fim, entonces la prueba del lema 3.7 muestra que el resultante Rp,
es un polinomio homogéneo de grado nm en las variables Ay, ... Ay, pi1, ..., fty,. Mds atin, por el lema 3.3,
este polinomio se anula si \; = p; para cualquier 1 < ¢ <ny 1l < j < m, asi que es divisible por

H (i = Aj)-

1<i<n,1<5<m
Desde que este es también un polinomio homogéneo de grado nm en Ay, ...\, ¥ 1, ..., b, tiene que ser
un multiplo escalar de Rp . Se tiene que si 11 = - -+ = p,, = 0, entonces Q(x) = 2™ asi

n

Rrq=[](=N"

i=1
por lo tanto se debe tener que

Req = | [(ui = M)
2]
Asi que, se sigue inmediatamente que Rpor = Rp,gRp.r cuando P,Q, R son polinomios en z. Por
lo que si P, @, R son polinomios en z,y, z tenemos que Rpgr(b,c) = Rpg(b,c)Rpr(b, c), para todo

b,c € Cy asitenemos Rpor(y,2) = Rpo(y, 2)Rp r(y, z), como queriamos demostrar. O

Lema 3.7. Sean P(x,y, z)y Q(z,y, z) polinomios homogéneos de grados m y n en las variables x,y, z. Entonces
el resultante Rp g (y, z) es un polinomio homogéneo de grado nm en las variables y y z.

Demostracion. Por definicién tenemos que el resultante de Rp g(y, 2) de los polinomios homogéneos
P(z,y,2) y Q(x,y, z) de grados n y m es el determinanate de una matriz de n + m por n + m de cuya

ij—ésima entrada r;;(y, z) es un polinomio homogéneo en y y z de grado d;; dado por
g — n+i—j5 sil<i<m,
“ i—j sim+1<i<n+m.
Entonces Rp,o(y, z) es una suma de términos de la forma

n+m

+ H Tia(i)(yvz)a
i=1

donde o es una permutacion de {1, ...,n + m}. Cada tal término es un polinomio homogéneo de grado

n+m m+n
Z dig(iy = Z(n—i—i—a(i))—i— Z (i —o(i))
i=1 =1 i=m+1
m—+n m—+n
= nm+ Z i — Z o(1)
o =1 i=1

Por lo tanto Rp,g(y, z) es un polinomio homogéneo de gradonmen y y z. O
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Ahora estamos listos para probar los siguientes teoremas.
Teorema 3.8. Cualesquiera dos curvas proyectivas C'y D en P? se intersectan en al menos un punto.

Demostracion. Sean C'y D definidas por polinomios homogéneos P(z,y,2) y Q(z,y, z) de grados n y
m respectivamente. Por el lema 3.7 el resultante R p (y, z) es un polinomio homogéneo de grado nm
en las variables y y z. Luego por el lema 2.8 Rpg(y, 2) es o bien idénticamente cero o es el producto
de nm factores lineales bz — cy con b, c nimeros complejos, no ambos cero. En cualquier caso existe
(b,c) € C* — {0} tal que Rpo(y, z) se anule cuando y = by z = c. Esto significa que el resultante de los
polinomios P(z,b,c) y Q(x,b, c) en x es cero, luego por el lema 3.3 estos polinomios tienen una raiz en
comun a € C. Entonces P(a,b,c) =0 = Q(a,b, c) porlo cual [a,b,c] € CN D. O

Teorema 3.9 (Forma débil del teorema de Bézout). Si dos curvas proyectivas C'y D en P? de grados ny m
no tienen componentes en comiin, entonces ellas se intersectan en a lo mds nm puntos.

Demostracion. Supongamos que C'y D tienen al menos nm + 1 puntos de interseccién. Vamos a de-
mostrar que C'y D tienen una componente en comun. Elijase cualquier conjunto S de nm + 1 puntos
distintos en C' N D. Entonces podemos elegir un punto en P? el cual no se encuentre sobre C o sobre
D o sobre cualquier namero finito de lineas en P? que pasen a través de dos puntos distintos de S.
Aplicando una transformacion proyectiva podemos asumir que este punto es [1, 0, 0]. Entonces las cur-
vas C'y D estan definidas por polinomios homogéneos P(z,y,z) y Q(z,y, z) de grados n y m tales que
P(1,0,0) # 0 # Q(1,0,0), debido a que [1,0,0] no pertenece a C' U D. Por el lema 3.7 el resultante
Rpo(y,z) de Py Q con respecto a = es un polinomio homogéneo de grado nm en las variables y y z,
asi que, si Rpg(y, z) no es idénticamente cero, entonces es el producto de mn factores lineales de la
forma bz — cy donde (b,c) € C? — {0}. Mds atn, si (b,c) € C? — {0} entonces bz — cy es un factor de
Rp.o(y,z) si, y s6lo si el resultante de los polinomios P(z,b,c) y Q(z,b,c) en x se anula y por lo tanto
por le lema 3.3 si, y s6lo si existe un a € C tal que P(a,b,c) =0 = Q(a,b,c). Pero si [a, b, c] € S entonces
P(a,b,c) = 0 = Q(a,b,c) y by ¢ no son ambos cero (porque [1,0,0] no pertenece a S) asi que bz — cy
es un factor de Rp,g(y, ). Por otro lado si [a, 8,7] € S es distinto de [a,b, ] € S entonces Sz — yy no
es multiplo escalar de bz — cy, porque de otra forma [a, b, c], [a, 3,7] y [1, 0, 0] deberian estar todos sobre
una linea en P? definida por bz = cy, lo cual contradice la hipétesis sobre [1,0,0]. Esto muestra que
Rp.o(y, z) tiene al menos nm + 1 factores lineales distintos, asi que tiene que ser idénticamente cero. Por
el lema 3.4 esto implica que C'y D tienen una componente en comun. O

Los siguientes resultados son aplicaciones de estos dos teoremas.

Corolario 3.10. (i) Una curva proyectiva no singular C en P? es irreducible.
(it)Una curva proyectiva irreducible en P? tiene a lo mds un nitmero finito de puntos singulares.

Demostracién. (i) Sea C = {[z,y,2] € P? : P(z,y,2)Q(z,y,z) = 0} una curva proyectiva reducible en
P2. Luego por el teorema 3.8 existe al menos un punto [a, b, c|] € P? tal que P(a,b,c) = 0 = Q(a, b,c). Se
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verifica que [a, b, c] es un punto singular de C.

(ii) Sea C definida por un polinomio homogéneo P(x,y,z) de grado n. Sin perdida de generalidad
podemos asumir que [1,0, 0] no pertence a C' asi que el coeficiente P(1,0,0) de z" en P(z,y,z) no es
igual a cero. Esto asegura que Q(z,y, z) = (0P/0x)(x,y, z) es un polinomio homogéneo de gradon — 1
el cual no es idénticamente cero y, por tanto define una curva D en P2. Desde que C' es irreducible
y el grado de D es estrictamente menor que el grado de C' las curvas C' 'y D no tienen componentes
en comun. Luego por el teorema de Bézout C' y D se intersectan en al menos n(n — 1) puntos. Como
cualquier punto singular de C se encuentra C N D se sigue el resultado. O

Definicién 3.11. Una cdnica es una curva de grado dos en C? o P2

Corolario 3.12. Cualquier cénica proyectiva irreducible C en P? es equivalente bajo una transformacion proyec-
tiva a la cénica x* = yz y en particular es no singular.

Demostracion. Por el corolario 3.10, la curva C tiene a lo sumo un niimero finito de puntos singulares. Por
lo tanto, al aplicar una adecuada transformacién proyectiva podemos asumir que [0, 1, 0] es un punto no
singular de C'y que la linea tangente a C' en [0, 1,0] es la linea z = 0. Entonces C tiene que estar definida
por un polinomio de la forma ayz + bz? + cxz + dz? para algunos niumeros complejos a, b, ¢, d. Ahora
bien, desde que C es irreducible, a y b son ambos no cero. La transformacién proyectiva

[,y,2] — [\/Ba:, ay + cx + dz, —z],

mapea a C en la cnica z° = yz. Ya que la conica es no singular se sigue que C es no singular también.
O

Observacién 3.13. Sea C la cénica no singular definida por z? = yz en P2. Existe un homeomorfismo
f: P! — C dado por f[z,y] = [zy,y? =*] con inversa g : C — P', dada por

gle,v 2 = [z,2] si z#0.

{ [2,y] siy#0,

Note que si [z,y, z] € C entonces 22 = yz, asi que, si y # 0 # z, entonces = # 0
q q y

[z,y] = [2®, 2y] = [yz, 2y] = [z, z]).

Por lo tanto por el corolario 3.12 cualquier cénica proyectiva irreducible es homeomorfa a PL.
El siguiente resultado es otra aplicacion del teorema de Bézout.

Proposicién 3.14. Si dos curvas proyectivas C'y D de grados n 'y m respectivamente en P? se intersectan en
exactamente n? puntos y si exactamente nm de estos puntos se encuentran sobre una curva irreducible E de grado
m < n entonces el resto n(n — m) de los puntos se encuentran sobre una curva de grado a lo mds n — m.
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Demostracion. Sean C, D y E definidas por polinomios homogéneos P(z,y, z), Q(x,y, z), R(z,y, z) res-
pectivamente. Elfjase un punto [a, b, ¢] sobre E el cual no se encuentre sobre C' N D. Entonces la curva de
grado n definida por AP(x,y, z) + uQ(z,y, z) donde AQ(a,b,c), r = —P(a,b,c), corta a E en al menos
nm+1 puntos, a saber [a, b, ¢] y los nm puntos de C'N D los cuales estan sobre E por hipétesis. Entonces,
por el teorema 3.9 esta curva y E tienen que tener una componente en comun, la cual tiene que ser £

misma porque E es irreducible. Por lo tanto
AP(z,y,2) + pQ(x,y, 2) = R(z,y,2)S(z,y, 2),

para algin polinomio homogéneo no constante de grado n — m. Por lo tanto, si [u,v,w] € C N D,
entonces o bien R(z,y, z) = 06 S(u,v,w) = 0. Por lo tanto los n(n — m) puntos de C' N D los cuales no
se encuentran sobre E todos tienen que estar sobre la curva definida por S(z, y, z). O

Corolario 3.15 (Hexagono mistico de Pascal). Los pares de lados opuestos de un hexdgono inscrito en una
cénica irreducible en P? coinciden en tres puntos colineales.

Observacién 3.16. Este resultado tiene que ser interpretado como sigue. Un hexdgono en P? estd sim-
plemente determinado por seis puntos distintos p1, . . ., ps en P? (sus vértices) y sus lados son las lineas
en P? que unen a p; pa; p2 @ p3; P3 @ pa; pa @ Ps; Ps @ Pe Y Pe a p1. Los lados opuestos a la linea que une
p1 a p2 es la linea que une py4 a ps y asi sucesivamente. El hexdagono se dice inscrito en una cénica si sus
vértices se encuentran sobre la cénica. Tres puntos P? se dicen colineales si todos ellos se encuentran

sobre una linea en P2.

Demostracion. del corolario 3.15. Sea la sucesion de lados del hexagono las lineas definidas por los poli-
nomios lineales L1, ..., Ls en z,y, z. Las dos curvas proyectivas de grado tres definidas por L1LsLs y
Lo L4Lg se intersectan en los seis vértices del hexdgono y los tres puntos de interseccién de los lados
opuestos del hexagono. El resultado ahora se sigue inmediatamente de la proposicién 3.14. O

Observacién 3.17. Si asumimos que la cénica esta definida por un polinomio con coeficientes reales y
los vértices del hexdgono se encuentran en un subconjunto de R? de C? C P? entonces obtenemos un

teorema sobre la geometria euclideana real. (ver figura 3.1)

Con el fin de probar la forma fuerte 3.1 del teorema de Bézout, primero tenemos que definir la
multiplicidad de interseccion I,(C, D) en un punto p = [a,b, | de dos curvas C'y D en P2. Vamos
a definir la multiplicidad de interseccién usando el resultante de los polinomios f(z,y,2) y g(z,y, 2)
que definen C'y D en un adecuado sistema de coordenadas. A manera de mostrar que la definicién es
independiente de la eleccién de coordenadas, demostraremos que estd determinado de forman tnica
por las propiedades listadas en el siguiente teorema.

Teorema 3.18. Existe una tinica multiplicidad de interseccion I,,(C, D) definida para todas las curvas proyectivas
C y D en P? que satisfacen las siguientes propiedades (i) 1,(C, D) = I,(D, C).
(ii) Si p se encuentra en una componente comiin de C'y D, entonces I,(C, D) = co. En otro caso I,,(C, D) es un



48 CAPITULO 3. PROPIEDADES ALGEBRAICAS

Figura 3.1: Hexdgono mistico de Pascal.

entero no negativo.

(iii) I,(C,D) = 0si,y sélosip ¢ C'N D.

(iv) Dos lineas distintas coinciden con multiplicidad de interseccion uno en su tinico punto de interseccion.
(v) Si C1 y Cy estdn definidas por polinomios homogéneos Py (z,y, z) y Pa(x,y, z), y C estd definida por

P(x7yaz) = Pl(xyyvz)P2(xay7Z)a

entonces
I,(C,D) = I,(Cy1, D) + I,(Cs, D).

(vi) Si C'y D estdn definidas por polinomios homogéneos P(x,y, z) y Q(x, y, z) de grados n y m, y E estd definido
por PR+ Q donde R(x,y, z) es homogéneo de grado m — n, entonces

1,(C, D) = L(C, E).

Mds atin, si C'y D no tienen componentes en comiin y si elegimos coordenadas proyectivas tal que las condiciones
(a)[1,0, 0] no pertence a C'U D;

(b)[1,0,0] no se encuentra sobre cualquier linea que contiene dos puntos distintos de C N D;

(c) [1,0,0] no se encuentra sobre la linea tangente a C o D en cualquier punto de C' N D; son satisfechas, entonces
la multiplicidad de interseccion I,(C, D) de C'y D en cualquier p = [a,b,c] € C' N D, es el entero mds grande k
tal que (bz — cy)* divide al resultante R p g (y, 2).

Observacién 3.19. Un estudio cuidadoso de la prueba de unicidad de este teorema revelard que para
que la prueba sea valida necesitamos permitir que las curvas tengan multiples componentes, esto es, el
polinomio que las define tenga factores repetidos. De hecho todos los argumentos de este capitulo se

aplican sin alteracién a curvas con multiples componentes.
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Demostracion. del teorema 3.18. Para simplificar la notacién en esta prueba, vamos a escribir I,(P, Q) en
lugar de I,(C, D) cuando P(z,y, 2) y Q(z, y, z) son polinomios homogéneos que definen a las curvas C
y D. Primero vamos a demostrar que la multiplicidad de interseccién I, (P, Q) puede ser calculada usan-
do solo las condiciones (i)-(vi), asi que estds condiciones determinan a I,(P, ) completamente. Ahora
bien, desde que las condiciones son independientes de la eleccién de coordenadas, podemos asumir que
p = [0,0, 1], mds auin, de las condiciones (i) y (iv) podemos asumir que P y @ son irreducibles y ademds
por (ii) que I,,(P, Q) es finito y que I,,(P,Q) = k > 0 por la condicién (iii). Finalmente por induccién
sobre k, podemos asumir que cualquier multiplicidad de interseccién estrictamente menor que k puede
ser calculada sélo usando las condiciones (i)-(iv). Consideremos los polinomios P(z,0,1) y Q(x,0,1) en
x de grados r y s respectivamente. Por la condicién (i) podemos asumir que » < s, entonces tenemos
dos casos a considerar.

Caso 1: r = 0. En este caso P(z,0,1) es constante y por tanto cero desde que P(0,0,1) = 0. Ahora
bien, desde que P(z,y, z) es un polinomio homogéneo se sigue que P(z,0, z) es idénticamente cero y
por lo tanto que P(z,y, 2) = yR(x,y, z) para algin polinomio homogéneo R(z, y, z). Mds atin, podemos
escribir

Q(z,y,2) = Q(x,0,2) + yS(z,y, z) = 29T (x, z) + yS(z,y, 2),

para algunos polinomios homogéneos T'(z, z) y S(z,y, z) tal que T'(0, 1) no es igual a cero, y para algin
entero ¢ el cual es positivo, ya que Q(0,0,1) = 0. Observemos que la condicién T'(0,1) # 0 significa
que el punto p = [0, 0, 1] no se encuentra sobre la curva definida por T'(z, z) = 0 y de la condicién (iii)
tenemos entonces que I,(y,T(z,z)) = 0, mientras que de la condicién (iv) tenemos que I,,(y,x) = 1.
Juntando toda esta informacién y utilizando la condicién (v) obtenemos que

I,(P,Q) = I,(R, Q) + I (y, Q),

y de (vi) obtenemos que
Ip(y, Q) = Ip(ya qu(‘T7 Z))a
y por el uso repetido de (v) y (ii) tenemos

Ip(y, 2T (2, 2)) = qlp(y, x) + Ip(y, T(x, 2)) = q-

Por lo tanto I,(P,Q) = Ip(R,Q) + ¢, y desde que ¢ > 0 nuestra hipétesis de induccién nos dice que
I,(R, Q) puede ser calculado s6lo usando las condiciones (i)-(vi).

Caso 2: r > 0. En este caso podemos multiplicar P(z,y, z) y Q(z,y, z) por constantes para hacer a los
polinomios P(x,0,1) y Q(«,0, 1) polinomios ménicos. Sean n y m los grados de P(z,y,2) y Q(z,y, 2)
respectivamente y consideremos el polinomio

S(x7 y’ Z) = Zn+s_rQ(:E7 y? Z) - l‘s_szP($7 y’ Z)
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Esto se construye para ser un polinomio homogéneo en z, y, z tal que el polinomio
S(x,0,1) = Q(x,0,1) — z°~"P(x,0,1),

en z tenga grado ¢ estrictamente menor que s. Note que S(z, y, z) no es idénticamente cero ya que hemos
supuesto que P(z,y,2)y Q(z,y, z) son irrreducibles y distintos. Mds atin, por (i),(v) y (vi) tenemos que

I,(P,S) = I,(P,z"77Q) = I,(P,Q).

Ahora, remplazando Py @ por Py S (opor Sy Psit < r)y después de repetir este proceso un ntimero
finito de veces llegamos al caso 1.
Esto completa la parte de unicidad de la prueba. Para probar la existencia, vamos a definir la multi-

plicidad de interseccién I,,(C, D) como sigue.
= Si p se encuentra en una componente comtin de C'y D, entonces I,,(C, D) = oco.
= Sipno pertence a C' N D, entonces I,(C, D) =0

= Si p pertence a C' N D, pero no se encuentra sobre una componente comiin de C'y D, primero
removemos cualquier componente comtn de C'y D y entonces elegimos coordenadas tales que
las condiciones (a)-(c) son satisfechas.
Sip = [a,b,c] estd en estas coordenadas, entonces I,(C, D) es el entero mas grande k tal que
(bz — cy)* divide al resultante Rp g (y, 2) de Py Q con respecto a .

Resta demostrar que las condiciones (i)-(iv) ahora se satisfacen. En efecto, (i) es una consecuencia
directa del hecho que al intercambiar dos renglones en un determinante cambia su signo y por lo tanto
tenemos que Rpo(y, z) = £Rg,p(y, 2). (ii) Se sigue de la definicién y del lema 3.4. (iii) Si p = [a, b, ] €
C' N D entonces los polinomios P(z,b,c) y Q(z, b, ¢) tienen una raiz en comun a, luego por el lema 3.4 el
polinomio homogéneo Rp q(y, ) se anula cuando y = by z = ¢. Luego entonces es divisible por bz — cy
y asi tenemos I,,(C, D) > 0.

(iv) Se reduce al célculo de un determinante de 2x2.

(v) Es una consecuencia inmediata del lema 3.6.

(vi) Esto es cierto debido a que el determinante no cambia por la suma de un multiplo escalar de un
renglén a otro. El resultante de P y PR + () es el determinante de una matriz (s;;) obtenida de la matriz
(r;;) definida por Rp q(y, ) por la suma de adecuados multiplos escalares de las primeras n filas a las

altimas m filas. Mds precisamente, si

m

R(:Ca Y, Z) = pO(ya Z) + P1 (ya Z)ll? +-+ pn—mlm{i 5

entonces

Tij si 1 < m,
Sij = i—n PR
rij + Zk:ifm Pi—n—kTkj S1 1 >m,



3.1. TEOREMA DE BEZOUT 51

asi que

Rp.rriQ(y, z) = det(s;) = det(ry;) = Rp,q(y, 2)-

Esto completa la prueba del teorema y la definicién de la multiplicidad de interseccién I,,(C, D). O

Observacién 3.20. La parte que corresponde a la unicidad en esta prueba muestra que el célculo de la
multiplicidad de interseccién no es dificil. Este s6lo involucra algo de simple manipulacién algebraica

de polinomios.

Observacién 3.21. Tenemos que es una consecuencia de (iii) y (v) que la multiplicidad de interseccién

I,(C, D) depende s6lo sobre aquellas componentes de C'y D en las cuales p estd contenido.
Ahora podemos probar el teorema 3.1, la forma fuerte del teorema de Bézout.

Demostracion. del teorema 3.1. Sean C'y D curvas proyectivas de grados n y m en P? respectivamen-
te las cuales no tienen componentes en comun. Tenemos que demostrar que el ndmero de puntos de

interseccién contando multiplicidades es nm, esto es,

Z I,(C,D) = nm.
peCND
Podemos elegir coordenadas tales que las condiciones (a)-(c) del teorema 3.18 se satisfagan. Sean C'y D
definidas por polinomios homogéneos P(z,y,2) y Q(z,y, z) en este sistema coordenado. Por los lemas
3.4y 3.7 el resultante R p (y, 2) es un polinomio homogéneo de grado nm en dos variables y y z, el cual
no es idénticamente cero, asi que por el lema 2.8, este puede ser expresado como un producto de nm

factores lineales en la forma
k

Rpq(y,z) = H(ciz —biy)“,
i=1

donde cada e; es un entero positivo tal que e; + --- + e = nm y (b;, ¢;) no es un maltiplo escalar de
(bj,cj) cuando i # j . Por el mismo argumento usado para probar los teoremas 3.8 y 3.9 existen tinicos
numeros complejos a; tales que C N D = {p; : 1 < ¢ < k} donde p; = [a;,b;,¢;] y I,(C, D) = e; de aqui
se sigue el resultado. O

Ahora describimos cuando la multiplicidad de interseccién I,,(C, D) es uno.

Proposicién 3.22. Sean C'y D curvas proyectivas en P? y sea p cualquier punto en P2. Entonces I,,(C, D) = 1
si, y solo si p es un punto no singular de C'y D y las lineas tangentes a C'y D son distintas.

Observacién 3.23. La prueba de estd proposicién se puede extender para demostrar que en general
1,(C, D) = my(C)my (D),

donde m,,(C) y m, (D) son las multiplicidades de C'y D en p como se definieron en el ejemplos 2.39 y la

igualdad se tiene si, y s6lo si C'y D no tienen lineas tangentes en comun.
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Con el fin de probar la proposicién 3.22 primero necesitamos probar el siguiente lema.
Lema 3.24. Sip € C' N D es un punto no singular de C, entonces I,,(C, D) > 1.

Demostracion. Podemos asumir que C'y D no tienen componentes en comtn y por tanto podemos elegir
coordenadas tal que p = [0, 0, 1] y las condiciones (a)-(c) del teorema 3.18 se tengan. Deseamos mostrar
que y? divide al resultante Rp (y, 2) de los polinomios P(z,y,z) y Q(z,y,z) que definen a C'y D.
Ahora bien, desde que p € Sing(C') tenemos

opr opP
EEmJLU-—BgﬁLal)—}%QOJ)—O.

Asi que, P(z,y, z) es una suma de monomios todos de grado al menos dos en z y y, esto es,
P(I, Y, Z) = aO(y, Z) + al(ya Z)ZL‘ +-+ an(yv Z)Ina
donde y? divide a ag(y, 2) y y divide a a; (y, z). También, tenemos Q(0,0,1) = 0, luego

Q(xvyv Z) = bo(y,Z) + bl(ya Z):E + et bm(yv Z)wmv

donde y divide a by(y, z). Por lo tanto, podemos escribir by(y,2) = bo1yz™"! + y?co, y bi(y,2) =
b10z™ ! + yei(y, ) para algunos polinomios homogéneos ¢o(y,2) y ¢1(y, z). Si bp1 = 0, entonces la
primera columna del determinante definido por Rp,g(y, 2) es divisible por y? y por lo tanto y* divide a
Rp.o(y, z) como se queria. Si by; # 0 entonces la primera columna es divisible por y; si sacamos este fac-
tor y restamos b1 /bo1 veces la primera columna de la segunda columna, entonces la segunda columna
llega a ser divisible por y. Por lo tanto, y? divide a Rp,g(y, 2). O

Demostracion. de la proposicion 3.22. Asumamos primero que p pertence a C N Dy que C'y D no tienen
componentes en comun. Por lo tanto podemos elegir coordenadas tales que las condiciones (a)-(c) del
teorema 3.18 se satisfagan y p = [0, 0, 1]. Ahora bien, por el corolario 3.10 podemos asumir que p es un
punto no singular de C' 'y D. Sean P(z,y,z) y Q(z,y, 2) los polinomios que definen C'y D. Deseamos
demostrar que las lineas tangentes a C'y D en p coinciden en p si, y sélo si y? divide al resultante
Rp.o(y,z) o equivalentemente si, y sélo si R p,o/dy(0,1) = 0 desde que Rp,o(y, z) es homogéneo y
divisible por y.

Por (iii) del teorema 3.18, el punto [1, 0, 0] no se encuentra sobre la linea tangente

opr OP OP
25(0,0,1) +y=-(0,0,1) + 2

- =(0,0,1) =
y Z(’ 7) 07

aCenp=][0,0,1], luego

%gULQI)#O. 3.1

Por lo tanto por el teorema de la funcién implicita para polinomios aplicado a el polinomio P(z,y, 1)
en z y y, existe una funcién holomorfa A : U — V donde U y V son vecindades abiertas de 0 tales que
M(0)=0ysiz e Vyy e U entonces P(z,y,1) = 0si, y s6lo si z = A1 (y). Mds aun, se tiene

P(x?yv 1) = (m - )\1<y))l($,y>7
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donde I(z, y) es un polinomio en x del cual los coeficientes son funciones holomorfas de y. Si suponemos
que el coeficiente de P(1,0,0) de 2™ es 1, entonces

n

U(e,y) =[] = Aiw)),
=2
donde A1 (y), ..., \n(y) son las raices de P(z,y,1) considerado como un polinomio en z con y fijo. Si-
milarmente si U y V son elegidas lo suficientemente pequefias, entonces existe una funcién holomorfa
w1 : U — V tal que 11(0) = 0 y podemos escribir Q(z,y,1) = (z — u1(y))m(z, y) donde

m

m(z,y) = [[(z = (),
=2
es un polinomio en = de quien los coeficientes son funciones holomorfas de y. Entonces las lineas tan-
gentesa C'y D en p = [0,0, 1] estdn definidas por las ecuaciones x = N (0)yy z = ¢ (0)y. Siy € U,

entonces, por el lema 3.6, tenemos

Rproy,1) = (u1(y) — M(v))S(y), (3.2)

donde
Sw = [ () —xw).
(4,5)#(1,1)
Note que S(y) es el producto de los resultantes de los pares de polinomios I(z,y) y m(z,y),l(z,y) y
x — i (y), y m(z,y) y x — M (y). Por lo tanto, S(y) es una funcién holomorfa de y € U.
Ahora bien, desde que A1 (0) = 0 = u; obtenemos al diferenciar la ecuacién (3.2) que

=(0,1) = (1(0) = X1(0))S(0).

Se sigue de la desigualdad (3.1) que el polinomio P(z, 0, 1) no tiene raices repetidas en 0 asi que si¢ > 1,
entonces \;(0) # 0 = p1(0) y similarmente tenemos £;(0) # 0 = A1(0). Mds adn, si A;(0) = A;(0)
para algunos ¢,j > 1, entonces [0,0,1] y [X;(0),0,1] = [1;(0),0,1] son puntos distintos de C'y D ambos
perteneciendo a la linea y = 0, lo que contradice la condicién (ii) del teorema 3.18. Luego S(0) # 0. Por
lo tanto OR p,/0y(0,1) = 0, si, y s6lo si \; (0) = 17 (0). Esto es, I,(C, D) > 1si, y s6lo si las tangentes en
C'y D en p coinciden. O

Corolario 3.25. Sean C'y D curvas proyectivas en P? de grados n y m respectivamente. Supéngase que cualquier
p € C N D es un punto no singular de C'y D y que las lineas tangentes a C y a D son distintas. Entonces la
interseccion C' N D consiste de exactamente nm puntos.

Demostracion. Se sigue directamente del teorema 3.1 y la proposicién 3.22. O

Observacién 3.26. Incluso si permitimos que las curvas sean definidas por polinomios con factores repe-

tidos, las condiciones de este corolario nunca se satisfacen si de los polinomios P(z,y, 2) y Q(x,y, z) que
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definen C'y D se han repetido factores. Por ejemplo supongamos que P(z,y,z) = A(xz,y,2)?B(x,y, 2)
donde A(z,y, z) es un polinomio no constante irreducible. Entonces la curva definida por A(z, y, z) cor-
ta en D en al menos un punto p. Se verifica que p € C'N D y todas las derivadas parciales de P se anulan

en p.

3.2. Puntos de inflexién y curvas ctibicas

El concepto de un punto de inflexién sobre una curva C' es una generalizacién de la definicién usual
de un punto de inflexién sobre la gréfica de una funcién (esto es, un punto en el cual la segunda deri-
vada se anula). Vamos ver que cualquier curva proyectiva no singular de grado mayor que dos tiene al
menos uno y a lo mas un ntimero finito de puntos de inflexién. Como un corolario vamos a mostrar que

cualquier curva ciibica proyectiva no singular se puede expresar en la forma
yviz = x(x — 2)(x — \2),

para algin A € C — {0,1}. Comenzaremos nuestra investigacién de la estructura natural de grupo
abeliano sobre una curva ctbica no singular y su relacién con los puntos de inflexién de la curva. Co-

menzamos con la definicién de hessiana de un polinomio.

Definicién 3.27. Sea P(z,y, z) un polinomio homogéneo de grado d. La hessiana H p de P es el polinomio

definido por
Py Poy Py
Hp(r,y,z) =det | Pyy Py, P, |,
P, P, P.

donde P,,, Pyy, Prz, Pya, Pyy, Pyz, Poz, Psy ¥ P.. denotan las derivadas parciales mixtas.

Observacién 3.28. Notemos que las segundas derivadas parciales de P son polinomios homogéneos de

grado d — 2 en x,y, z; asi que H p es un polinomio homogéneo de grado 3(d — 2) en z, y, 2.

Definicién 3.29. Un punto no singular [a, b, ¢] de una curva proyectiva C en P? definido por P(z,y, z)
es llamado un punto de inflexién de C si Hp(a,b,c) = 0.

Con el fin de ver de como esta definicién se relaciona con la definiciéon usual de un punto de inflexién

sobre una grafica, necesitamos el siguiente lema.
Lema 3.30. Si P(x,vy, z) es un polinomio homogéneo de grado d > 1, entonces

ZHp(2,y,2) = (d—1)*det | P, Py, P,
P, P, dP/(d-1)
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Demostracion. Por la relacién de Euler (2.2) tenemos que
dP(IL’, Y, Z) = me(x; Y, Z) + yPy(SC, Y, Z) + sz(xa Y, Z)

Ahora bien, desde que las derivadas parciales de P son polinomios homogéneos de grado d—1 podemos

aplicar la relacién de Euler para obtener
(d—1)Py = xPyy + yPyy + 2P.,,

(d—1)P, =xP,, + yPyz + zPzz.

Por lo tanto, multiplicando el primer renglén del determinante definido por Hp por x y el segundo

renglén por y y suméndolo al tercer renglén multiplicado por z llegamos a que

2Hp(x,y,2) = (d—1)det | Py, P, P,y
P, P, P,

Aplicando el mismo procedimiento a las columnas de este nuevo determinante y usando el hecho de

que las segundas derivadas parciales de P son simétricas obtenemos

ZPHp(z,y,z) = (d—1)*det | P, P, P,
P, P, dP/(d—1)

Observacién 3.31. Cuando la derivada parcial 9P/9y no es cero, la ecuacion
P(z,y,1) =0,

localmente define a y como una funcién holomorfa de z. Diferenciando esta ecuaciéon dos veces con

respecto a © obtenemos primero que
oP  dyor _
oxr dx oy
de donde
dy _ o

= ToP
dx ¥

y entonces
PP (dy\ P dy 8P dyop
Ox2 dz ) 0y? de 0xdy — da? Oy
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luego
@ _ 2P$Pypwy — (Py)zpww — (Pﬂc)QPyy
dz? (Py)? ’
= (P))’det | P, P, P,
P, P, O

Tenemos que, del lema 3.30, que si d > 1, entonces

d2y HP(Zvya 1)

d? ~ (d-1)*(B,)%
En particular si P(a,b,1) = 0 # P,(a,b, 1), entonces [a, b, 1] es un punto de inflexién de C' si, y sé6lo si
d?y/dz?* se anula en a cuando y es considerada como una funcién de x definida implicitamente por la
ecuacién P(z,y, 1) = 0. Asi que, la definicién de un punto de inflexién sobre una curva corresponde en

un sentido razonable a la definicién de un punto de inflexién sobre una gréfica.

Lema 3.32. Sea C = {[z,y,2] € P? : P(z,y,2) = 0} una curva proyectiva irreducible de grado d. Entonces
cualquier punto de C' es un punto de inflexion si, y sélo si d = 1.

Demostracion. Supéngase que cualquier punto de C' es un punto de inflexién. Aplicando una adecuada

transformacion proyectiva podemos asumir que
oP
P(0,0,1) =0 # ——(0,0,1).
(0,0,1) =0 # 5-(0,0,1)

Entonces por el teorema de la funcién implicita aplicada a el polinomio P(z,y,1) en z y y existe una
funcién holomorfa g : U — V donde, U y V son vecindades de O en C tal que g(0) =0ysiz e Uyy €V,
entonces P(x,y,1) = 0, si, y s6lo si y = g(z). Podemos asumir que U es conexo y que P,(z,y,1) # 0,
donde € U y y € V. Ahora bien, desde que cualquier punto de C es un punto de inflexién, por la
observacién 3.31 tenemos que g’ (x) = 0 para cualquier z € U. Como ¢(0) = 0 esto implica que existe
un A € C tal que g(z) = Az, para todo z € U y por lo tanto el polinomio P(z, Az,1) en x se anula.
Desde que P(z,y, z) es homogéneo, encontramos al igualar los coeficientes de z7 en P(z, Az, 1) a cero
que P(z,y, z) es divisible por y — Az. Pero tenemos que C es irreducible asi que P(x,y, z) tiene que ser
un multiplo escalar de y — Az. Luego P(x,y, z) tiene grado d = 1. Es claro que si d = 1 la hessiana es
igual a cero para cualquier punto de C, esto termina la prueba. O

Proposicién 3.33. Sea C una curva proyectiva no singular en P2 de grado d. (i) Si d > 2, entonces C tiene a lo
mds 3d(d — 2) puntos de inflexion. (ii)Si d > 3 entonces C tiene al menos un punto de inflexion.

Demostracion. Por la observacién 3.28, H p es homogéneo de grado 3(d — 2), asi que siempre que sea no
constante (cuando d > 2 esto significa que no es idénticamente cero) éste define una curva proyectiva

en P? en el sentido general de las observaciones 2.3 y 2.24. Desde que toda la teoria de §3.1 se aplica a
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las curvas en este sentido general los resultados se siguen de las formas 3.8 y 3.9 del teorema de Bézout
una vez que hayamos demostradé que Py H p no tienen factores comunes no constantes si d > 1. Por el
corolario 3.10(i) tenemos que una curva no singular es irreducible, ahora bien si P y H p tienen un factor
comun no constante entonces P divide a Hp, luego cualquier punto de C' es un punto de inflexion.

Ahora el resultado es una consecuencia del lema 3.32. O

Corolario 3.34. Sea C una curva ciibica no singular en P?. Entonces C es equivalente bajo una transformacién
proyectiva a la curva definida por y*z = x(x — z)(x — \z) para algin X € C — {0, 1}.

Demostracion. Por la proposicién 3.33 C tiene un punto de inflexién. Al aplicar una adecuada transfor-
macién proyectiva, podemos asumir que [0, 1, 0] es un punto de inflexién de C'y que la linea tangente a
Cen|[0,1,0] eslalinea z = 0. Entonces C estd definida por un polinomio homogéneo P(z,y, z) de grado

3 tal que

oP opP
%(Oa 1a0) - aiy(07 170) - HP(Oa 1a0)

También 0P/9z(0,1,0) # 0, debido a que C es no singular. Ahora aplicando el lema 3.30 con lo papeles

P(0,1,0) =0 =

de y y z invertidos, obtenemos

Pa,'af P"x P.'EZ
v’Hp(z,y,2) =4det | P, 3/2P P, |,
PZI PZ PZZ

de aqui que

Pa:ac 0 Pacz
0=Hp(0,1,0)=4det| 0 0 P, | =—4(P.)?*P.a,
PZQS PZ PZZ

donde las derivadas parciales son evaluadas en (0, 1,0). Por lo tanto P,,(0,1,0) = 0, y entonces
P(z,y,z) = yz(azx + By + vz) + ¢(z,z) donde ¢(x, z) es homogéneo de grado3enzyenzy f =
0P/0z(0,1,0) # 0 después de la transformacién proyectiva dada por

ar + vz

H
[z,y,2] = |2,y + o5 2|

la curva C es definida por la ecuacién 8y%z + ¢ (z,2) = 0, donde ¥ (z, z) es homogéneo de grado 3 en
xy 2y por lo tanto es un producto de tres factores lineales. Desde que C es no singular es irreducible,
y por lo tanto v (z,z) no es divisible por z, asi que el coeficiente de z3 en 1(z, z) no es cero. Por lo
tanto, después de una transformacién proyectiva diagonal, la curva C esta definida por la ecuaciéon
v’z = (z — az)(x — bz)(z — c2), para algunos a, b, c € C. Desde que a, b, ¢ son distintos (de otra forma C

seria singular) podemos aplicar la transformacién proyectiva

2y, 2] > |y, 2|
b—a
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donde n € C satisface n> = (b — a)~3 y esta Gtima transformacién nos permite poner a C en la forma
y*z = z(x — z)(x — \z) paraalgun A € C — {0, 1}. O

Observacién 3.35. La prueba del corolario 3.34, de hecho, muestra que si p es cualquier punto de infle-
xién sobre una curva ctibica no singular C, entonces existe una transformacién proyectiva que manda p
a[0,1,0] y que manda a C a la curva definida por y?z = z(x — z)(z — \z), para algtin A € C — {0,1}.

Ejemplo 3.36. Como una aplicacion de este tltimo resultado y el corolario 3.25 del teorema de Bézout,
podemos mostrar que una curva ctibica no singular C en P? tiene exactamente nueve puntos de infle-
xién. (Asi, la cota dada en la proposicién 3.33(i) siempre se alcanza en el caso de una ctibica no singular).
Para probar esto supongamos que C es definida por P(x,y, z) y sea D la curva proyectiva en P? definida
por la hessiana Hp(z,y, z). Sabemos de la observacién 3.28 que Hp(z,y, z) es homogéneo de grado 3;
sin embargo, este puede tener factores repetidos asi que como en la prueba de la proposicién 3.33 D
tiene que ser considerada como una curva en el sentido generalizado visto en las observaciones 2.3 y
2.24. Nuevamente desde que toda la teoria de §3.1 se aplica a las curvas en este sentido generalizado, es
suficiente mostrar que las condiciones del corolario 3.25 se satisfacen. Esto es, tenemos que mostrar que
sip € C'N D o equivalentemente si p es un punto de inflexién de C, entonces p es un punto no singular
de C'y D,y las lineas tangentes a C'y a D en p son distintas.

Sabemos de la tultima observacién que, aplicando una adecuada transformacién proyectiva, pode-
mos asumir que p = [0,1,0]y P(z,y,2) = y?z—xz(z—z)(z—\z) para algin A € C—{0, 1}. Pero encontra-
mos que dP/9x(0,1,0) = 0 = 9P/dy(0,1,0),0P/9=(0,1,0) = 1,0Hp/0x(0,1,0) = 24, 0H p /dy(0,1,0) =
0y OHp/02(0,1,0) = 8(A — 1) De donde concluimos que las condiciones del corolario 3.25 se satisfacen.

Como otro 1til resultado sobre puntos de inflexién sobre curvas ctibicas probaremos que

Lema 3.37. Una linea L en P? corta a una curva ciibica no singular en o bien

(1) en tres puntos distintos p, q,r cada uno con multiplicidad de interseccion uno (i.e. L no es una linea tangente

ap,qér);o

(11) en dos puntos, p con multiplicidad de interseccién uno y q con multiplicidad de interseccion dos (i.e. L es la
linea tangente a C' en q pero no en p y q no es un punto de inflexion sobre C); o

(111) en un punto p con multiplicidad de interseccion tres (esto es, L es la linea tangente a C en p y p es un punto
de inflexion sobre C).

Demostracion. Esto se puede deducir de la forma fuerte del teorema de Bézout comprobando que la
definicién de multiplicidad de interseccién dada en el argumento del lema coincide con la definicién
dada en el teorema 3.18. Sin embargo, es apenas més largo y tal vez d4 mayor claridad dar un argumento

directo de la prueba y eso es lo que se hara aqui.
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Desde que C es irreducible, tenemos que C no contiene a L, asi que podemos asumir que L es la
linea definida por y = 0y el punto [1,0,0] no se encuentra sobre C. Supongamos que la curva C' estd
definida por un polinomio P. Por el lema 2.8, podemos factorizar P(z,0, z) como

P(z,0,2) = plx — A1 2)(x — A22)(x — A32),
para algunos A1, A2, A3 € Cy € C — {0}, asi que

CNL = {[z,0,2] € P*: P(x,0,2) =0} (3.3)
= {[\,0,1]:1<i <3}, (3.4)

La linea tangente a C' en [\;, 0, 1] estd definida por

oP OP oP
a.. )‘i70a1 a )"anl . )\i7051 =0.
r gy e 0.D) 495 (0 0.1) 2 5-(A0.1)

Por la relacién de Euler (2.2) esta linea es L si, y s6lo si

oP
%()\ivov ]-) - Oa

o equivalentemente si, y s6lo si \; es una raiz repetida del polinomio P(z,0,1) = u(z—X1)(x—A2)(z—A3)

luego, por el lema 3.30, tenemos que

Hp(Xi,0,1) = 4det| P, P, P,
0o P, O
= —4(P))*Pr,
Evaluadas en el punto (0,1,0) y
oP
—(A:,0,1) #0,
5, M 0.1) #
ahora bien, desde que C' es no singular, tenemos que [A;, 0, 1] es un punto de inflexién si, y sélo si
9*P
ﬁ(A’Lv Oa 1) = 07

o equivalentemente si, y sélo si A\; es una raiz de multiplicidad 3 en el polinomio P(z,0,1). Ahora

tenemos el resultado. O

Finalizamos este capitulo con resultado el cual dice que una curva proyectiva no singular en P? tiene

una estructura natural de grupo abeliano.

Teorema 3.38. Dada cualquier curva ciibica proyectiva no singular C en P2 y un punto de inflexion py en C
existe una tinica estructura de grupo aditivo sobre C tal que py es el elemento cero y tres puntos de C suman cero
si, y s6lo si son tres puntos de interseccion de C con alguna linea en P2.
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Demostracion. Para probar la unicidad, note primero que los inversos aditivos estdn determinados de
forma tinica desde que —py = po, y si p # po entonces —p es el tercer punto de la interseccién de C
con la linea en P? que pasa a través de p y po. También, si p, ¢ son cualesquiera puntos de C, entonces
p+ q = —r, donde r es el tercer punto de intersecciéon de C con la linea en P? que pasa a través de p
y ¢ (si p # ¢) o la linea tangente a C' en p (si p = ¢). Por lo tanto la estructutura de grupo aditivo estd
determinada de forma tnica.

Resta mostrar que existe una estructura de grupo aditivo con py como el elemento cero definido de
esta manera. La conmutatividad viene directamente de la definicién de p + ¢. Para cualquier p € C tal
que p # po tenemos p + po = —r donde r es el tercer punto de la interseccién de C' con la linea en P?
que pasa por los puntos p y po. Este punto r no es py desde que py es un punto de inflexién, asi que —r
es el tercer punto de interseccién de C con la linea en P? que pasa por r y po el cual es desde luego p.
Por lo tanto p + py = p siempre que p # po ¥ Po + Po = Po, ya que po es un punto de inflexién (asi que
su linea tangente intersecta a C' con multiplicidad 3 en py). La prueba que p + (—p) = po para cualqueir
p € C viene igualmente dada de las definiciones de adicién y de inversos. Asi que sélo resta probar
la asociatividad la cual demostraremos en el capitulo 6 como una aplicacién del teorema de Riemann-
Roch. O
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3.3. Ejemplos

Ejemplo 3.39. Sean C'y D curvas proyectivas en P? que no tienen componentes en comun. Demuestre
que
Sing(C' U D) = Sing(C) U Sing(D) U (C'N D).

Use el corolario 3.10 para deducir que cualquier curva proyectiva en P? definida por un polinomio con

factores no repetidos tiene a lo mas un ntmero finito de puntos singulares.

Demostracion. Sean C'y D curvas proyectivas definidas por polinomios P y @ respectivamente. Sea
[a,b, c] € Sing(CUD), entonces [a, b, c] € CUD,luego P(a,b, c)Q(a,b,c) = 0, supongamos que P(a,b,c) =
0. Ahora bien, tenemos que

oP 0 oP
axQ (.’IJ,y,Z) = P(£,y,2)£($,y,2§) + Q(w,y,Z)afx(CE,y,z)

Pero como [a,b,c] € Sing(C U D), tenemos 0PQ/0x(a,b,c) = 0, asi que Q(a,b,c)0P/0x(a,b,c) = 0,
entonces Q(a,b,c) = 06 OP/dxz(a,b,c) = 0.Si Q(a,b,c) = 0, sucede [a,b, ] € C' N D, asi pues suponga-
mos que Q(a,b,c) # 0, luego OP/0x(a,b,c) = 0y de forma similar tenemos que 9P/0dy(a,b,c) = 0 =
0P/0z(a,b,c), lo que significa que [a,b, c] € Sing(C). Similarmente si suponemos que Q(a,b,c) =0y
P(a,b,c) # 0 llegamos a que [a, b, c] € Sing(D). Por lo tanto en cualquier caso tenemos que [a,b,c| €
Sing(C' U D) = Sing(C) U Sing(D) U (C' N D).
Para la contencién reciproca obsérvese que de la regla del producto para derivadas parciales si [a, b, c] €
C N D, entonces [a,b,c] € Sing(C U D). Ahora bien, si [a,b,c] € Sing(C), entonces P(a,b,c) = 0y
0P/0z(a,b,c) = OP/dy(a,b,c) = OP/0z(a,b,c) = 0, luego [a, b, c] € Sing(C U D), de forma similar tene-
mos si [a, b, ¢] € Sing(D).
Ahora supongamos que C es una curva proyectiva en P? definida por un polinomio con factores no
repetidos, afirmamos que tiene a lo mas un ntimero finito de puntos singulares. En efecto, supongamos
que el polinomio que define a C' estd dado por P(z,y, z) = Pi(z,y, 2) P2(x, y, 2)...Py(x, y, ) donde cada
P; es un polinomio irreducible y sean C; las curvas proyectivas definidas por estas componentes, enton-
ces por induccién al generalizar el anterior resultado a un niimero finito de curvas proyectivas tenemos
que

Sing(C) = Sing(C7) U Sing(Cy) U - - - U Sing(C, ) U (C1 N CaN---NCy).

Ahora bien, por el corolario 3.10 (ii) tenemos que Sing(C;) es un conjunto finito, ademds como P; no
tienen componentes en comin, de la forma débil del teorema de Bézout tenemos que C; N Cy N ---Cy,
es un conjunto finito, luego Sing(C) es un conjunto finito, como deseamos probar. O
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Ejemplo 3.40. Use el teorema de Bézout para demostrar que si una curva proyectiva C en P? de grado
d tiene estrictamente mas de d/2 puntos singulares los cuales se encuentran sobre una linea L, entonces

L es una componente de C.

Demostracion. Supongamos por el contrario que L no es una componente de C, entonces por el teorema
de Bézout se tiene
> L(L,C)=d,
peLNC
donde I, (L, C) es la multiplicidad de interseccién de la linea L y la curva C en p y d es el grado de la
curva C. Ahora bien, del lema 3.24, tenemos que para cada punto singularp € LN C de C, I,(L,C) > 2
y como tenemos estrictamente mds de d/2 puntos singulares, entonces concluimos que

d= Y IL(LC)>2(d/2) =d,
peLNC
lo cual es una contradicciéon y como la contradiccion surge al suponer que L no es una componente de

C, se tiene que tener que L es una componente de C. O

Ejemplo 3.41. Muestre que dados cinco puntos en P2. Existe al menos una cénica que los contiene.
Deduzca que una curva proyectiva de grado cuatro en P? con cuatro puntos singulares es reducible.

Demostracion. Sean P; = [a;, b;, ¢;] con 1 < i < 5 dichos puntos y sea
P(x,y,2) = az® + b* + ¢z + dvy + exz + fyz,

una cdnica, entonces necesitamos encontrar coeficientes a,b, ¢, d, e, f tal que P(z,y, z) pase por estos

puntos, pero si los puntos P; estan en la conica tenemos que
aai + bb? + cc; + da;b; + ea;c; + fbic; =0, para 1 <i <5;

pero este es un sistema homogéneo de 5 ecuaciones con 6 incognitas, asi que por un teorema de dlgebra
lineal el cual dice: Si A es una matriz mazn con m < n, el sistema homogéneo de ecuaciones lineales
AX = 0 tiene una solucién no trivial, tenemos que el sistema 526 tiene una solucién no trivial, pero esto
significa que existe una cénica que contine a estos cinco puntos a saber, la formada por los coeficientes
de la solucién del sistema homogéneo.

Ahora bien, sea C una curva proyectiva de grado 4, con cuatro puntos singulares digamos p1, p2, p3, pa
y sea ps cualquier otro punto en C'. Entonces por lo anterior sabemos que existe una cénica que contiene
a estos cinco puntos digamos D, entonces C'y D deben tener una componente en comun, supongamos

por el contrario que C'y D no tienen componentes en comun, entonces

Z IP(C7D) = 87

peCND
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por otra parte, del lema 3.24, se tiene I,,,(C,D) > 2 paral < 4 < 4y como ps € C N D, entonces
I,.(C,D) > 1, asi que

5

5
> I,(C,D)>9>8= Y L(C,D)>) I,(C,D),
i=1 peCcnD i=1
lo cual no puede ocurrir por lo tanto C' y D deben de tener una componente en comtn y asi tenemos

que C es una curva reducible. O

Ejemplo 3.42. Pruebe el siguiente reciproco del teorema de Pascal: si las intersecciones de los lados
opuestos de un hexdgono se encuentran sobre una linea recta, entonces los vértices se encuentran sobre
una conica.

Demostracion. Sean py, ps, ps, P4, Ps, Pe los vértices del hexdgono. Sii # j sea L;; la linea que pasa por los
puntos p; y pj. Deseamos demostrar que si los tres puntos de interseccién de los pares de lineas L2 y
Lus, L3 v Lss, Lza v Lg1 estan sobre una linea recta, entonces p1, p2, p3, p4, D5 ¥ Pe €stadn sobre una cénica.
Consideremos las curvas ctbicas C = LiaL3sLss y D = LozLasLe1, entonces C' 'y D se intersectan en
los seis vértices del hexdgono y en los tres puntos de interseccién de los lados opuestos del hexagono,
ahora bien, por hip6tesis estos tres puntos estan sobre una linea que es una curva irreducible de grado
1; luego, por la proposicién 3.14, el resto de los puntos esto es p1, p2, ps, P4, Ps, Ps Se encuntran en una
curva de grado 2, es decir pertenecen a una cénica. O

Ejemplo 3.43. Si en el teorema de Pascal dejamos que algunos vértices coincidan (los correspondientes
lados del hexdgono se convierten en tangentes a la cénica), obtenemos nuevos teoremas. Establezca que

pasa si
(@) p1 = p2, p3 = p4, p5s = ps, donde p1, P2, P3, P4, Ps, ps son los vértices del hexdgono.

(b) p1 = p2 y todos los otros cuatro vétices son distintos. De (b) deduzca una regla para construir una

tangente a una cénica en R? en un punto dado usando sélo un lado recto.

Demostracion. El caso (a) queda traducido en el siguiente teorema: Sea C' una cénica irreducible y sea T’
un tridngulo inscrito en la cénica con vértices p1,p2 y ps. Sea L; la linea que une los puntos p; y p2, Lo
la linea que une los puntos p» y ps y L3 la linea que uno los puntos p3 y p1. Si L] es la linea tangente a la
cdnica en el vértice, opuesto al lado de linea L;, entonces los puntos donde se intersectan estos pares de
lineas son colineales.

(b) Considere un pentdgono inscrito en una cénica irreducible C'y sean p1, p2, p3, p4, ps los vértices del
pentdgono, ademds supongase que en p; tenemos una linea tangente a C. Sea L;; la linea que pasa por
los puntos p; y pj,que son los lados del pentdgono. Ahora, sea R; el punto donde se intersectan la linea
tangente y la linea L34 y sea R; el punto donde intersectan los lados del pentdgono dado por las lineas
L2y L4s y R3 el punto de interseccién de las lineas Loz y Ls1, entonces estos tres puntos son colineales.

Sea p el punto donde deseamos la linea tangente y consideremos p1 = p, p2, p3, p4, ps cinco punto sobre
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la cénica, entonces sea L;; la linea que pasa por p; y p;, ahora bien tracemos el pentdgono inscrito en C'
con vértices p1, p2, p3, p4, ps v los lados las lineas L;;. Sea R, el punto de interseccién de la linea Lis y la
linea L45 y R3 el punto de interseccién de la linea L3 y la linea Ls; trazamos el punto por el cual pasa
la linea L3; y la linea que une los tres puntos colineales, la linea tangente pedida es pues la que pasa por

py este punto. O



Capitulo 4

Propiedades topoldgicas

Sea C una curva proyectiva compleja. Ya que C' C P?, entonces C' tiene la topologia de subespacio.
Asi, tiene sentido hablar de funciones continuas sobre C. En este capitulo vamos a investigar las curvas
proyectivas no singulares desde un punto de vista topolégico.

Es importante notar que una curva proyectiva en P? es topolégicamente una esfera con g asas (ver
la figura 4.1 para una imagen cuando g = 3). Este niimero g es llamado género de la curva. Vamos a ver

que esta relacionado con el grado d de la curva por la férmula grado-género:

g= %(d— 1)(d—2) 1)

Es también posible describir la topologia de las curvas proyectivas singulares en P2, aunque podria
esperarse que la descripcién es mds complicada. Es suficiente considerar curvas irreducibles desde que
cualquier curva proyectiva en P? es la unién finita de curvas irreducibles (vease 2.25) que se cortan en

un ndmero finito de puntos (ver teorema 3.9.)

Figura 4.1: Una esfera con tres asas.

65
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Figura 4.2: Una curva singular.

Resulta que una curva proyectiva irreducible es el resultado de identificar un niimero finito de pun-
tos sobre una esfera con g asas (como se aprecia en la figura 4.2). Mds precisamente, si C' es una curva
proyeciva irreducible de grado d en P? con puntos singulares py, ..., p,, entonces existe una esfera con
g asas C’ y una funcién continua suprayectiva = : ¢ — C, la cual se restringe a un homeomorfismo
7:C' =7 Hp1,.eypr} = C —{p1,...,pr} y 71 (pi), es un conjunto finito de puntos paracada 1 <i < r.
El nimero g es nuevamente llamado el género de C. El nimero de puntos 7! (p;) depende sélo del tipo
de singularidad de C en p,. Por ejemplo, si p; es un punto doble ordinario entonces 7~ (p;) consiste de
dos puntos; mds generalmente si p; es un punto ordinario singular de cualquier multiplicidad m > 2,
entonces 7~ !(p;) consiste precisamente de m puntos. Por otra parte si C es la curva ctibica cuspidal
definida por y?z = 2% y p = [0, 0, 1] es el tinico punto singular de C, entonces 7! (p) consiste de un s6lo
punto y de hecho tenemos el caso que 7 : C’ — C' es un homeomorfismo. La férmula del grado-géne-
ro puede ser generalizada para aplicarse a C; a cada punto singular p; le podemos asignar un entero
positivo d(p;) tal que la siguiente férmula

g=5(d=1)d=2) = > 5(p,) @2)

(lamada la férmula de Noether) es verdadera.

Existen varias maneras de probar la férmula del grado-género. En §4.1 damos una breve descripciéon
de dos métodos. El primero sélo es de tipo atractivo pero esta mds alld de los fines de esta tesis para
llevarlo en detalle. El segundo es esencialmente el que vamos a usar en §4.2 y §4.3 para dar una prueba
detalla de la férmula del grado-género. En §4.1 la idea aproximada de la prueba se explica e ilustra con

un ejemplo.
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4.1. Laférmula de el grado-género

Nuestro objetivo es probar que una curva proyectiva compleja no singular de grado d en P? es to-
polégicamente una esfera con g asas donde el género g satisface la férmula del grado-género

g=5(d—1)(d~2)

En esta seccién vamos a describir dos métodos de prueba sin detalles.

4.1.1. El primer método de prueba

Este método se basa en tres pasos:

El primer paso es considerar una curva proyectiva compleja (singular) Cy la cual es la unién de d
lineas proyectivas en P? en “posicién general” en el sentido que ningtin punto de P? se encuentra sobre
mds de dos de estas lineas. Por lo tanto existen exactamente 1d(d — 1) puntos de interseccion de estas

lineas y estos son los puntos singulares de C.

Lema 4.1. Una linea proyectiva compleja en P? es homeomorfa a la esfera unitaria de dimension dos
5% = {(u,v,w) € R® : u? +v* + w? =1},

Demostracion. Usamos la proyeccion estereogréfica. Por la aplicacion de una transformacién proyectiva
(la cual es un homeomorfismo) asumimos que L es la linea definida por z = 0. Ahora definamos ¢ :
S? — Lpor ¢(u,v,w) = [u+iv,1 —w,0], para cada (u,v,w) € S?. Usando la definicién de coordenadas

homogéneas se verifica que ¢ es una biyeccién con inversa dada por

2Re(zy)  2Im(zy) Ix2—|y|2>
|22 + |y 22+ [y]? |z + |y2 )’

¢~ 'z, y,0] = (

¢ es continua desde que es la composicion del mapa continuo (u,v,w) — (u + iv,1 — w,0), de S* a
C? — {0} con el mapa 7 : C3 — {0} — P? definido por 7(z,y, z) = [z,y, 2], mientras que ¢! es continua
ya que su composicion con la restriccion de ma 7~ (L) € C* — {0} es continua. O

Este lema muestra que, topolégicamente, nuestra curva singular Cy es homeomorfa a la unién de d
esferas que se cortan en 3d(d — 1) puntos.

Ahora parece intuitivamente razonable que de hecho es siempre posible, perturbar los coeficien-
tes del polinomio definido por Cj por una cantidad arbitrariamente pequefia para obtener una curva
proyectiva no singular C;. Un argumento equivalente es que si C[y, z| denota el espacio de polinomios
homogéneos de grado d en z, y, z con coeficientes complejos, entonces el subconjunto cnosing [z,y, 2] de
Cqlz, y, z] que consiste de los polinomios los cuales definen curvas no singulares es denso. Esto se sigue
del hecho que el subconjunto de Cy[z, y, z] que consiste de polinomios que definen curvas singulares
tiene dimensién compleja una menos que la de Cy4[z, y, z]. Ahora observemos que Cy[x, y, 2] puede ser

identificado con €2 (+1(@+2) por considerar simplemente los coeficientes de zy 2% donde i +j + k = d.
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Figura 4.3: Una deformacién de una curva singular.

Resulta que lo que sucede a un nivel topolégico cuando se produce tal perturbacién es que los puntos
de interseccién de las lineas proyectivas que componen a Cy se convierten en muy finos cuellos lisos o
asas que unen a las lineas proyectivas (ver figura 4.3). Precisamente d — 1 de estas asas son usadas para
unir las d esferas juntas para formar una esfera (topolégicamente). Por lo tanto, la curva no singular
perturbada C; de Cj es topoldgicamente equivalente a una esfera con

1 1
Sdld—=1) = (d=1) = 5(d=1)(d-2),

asas. Por lo tanto, tenemos una curva no singular con la topologia deseada.

El segundo paso en este método de prueba es demostrar que si los coeficientes de el polinomio que
define una curva no singular son perturbados por una cantidad lo suficientemente pequefia, entonces
la topologia de la curva permanece sin cambios. Esto es quiza plausible en un nivel intuitivo, pero no
intentaremos probarlo.

El tercer paso es mostrar que el espacio C 0 & [z,v, z] de polinomios homogéneos de grado d en

p q p d Y, P g g
x,y, z que definen a las curvas proyectivas no singulares es arco-conexo. Esto es, dadas cualesquiera dos
curvas proyectivas de grado d en P? definidas por los polinomios P(z,y,2) y Q(z,y, ) existen curvas

no singulares C; definidas por polinomios P;(x,y, z) para cada t € [0, 1] que dependen continuamente
nosing

det tal que Py(z,y,2) = P(x,y,2)y Pi(x,y,2) = Q(z,y, 2) . Elmapa continuo de [0,1]a C,, [x,y, 2]
definido por t — P, es llamado una trayectoria en Czlosmg [x,y, 2] de P(x,y, z) a Q(x,y, 2). No es dificil

demostrar que tal trayectoria existe. Si no fuera por el requisito de que cada P;(z,y, z) debe definir una

curva singular, podriamos tomar simplemente

Pi(z,y,2) = (1 = t)P(z,y,2) +tQ(x,y, 2),
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para obtener una trayectoria de P(z,y, z) a Q(x,y, z) en el espacio Cfllosmg[

g . . nosin, . . .
toria tiene dimensién real uno y el complemento de C,, g[x, y, z] en Cy[z, y, 2] tiene codimension real

x, vy, z]. Desde que tal trayec-

dos siempre podemos cambiar el camino muy ligeramente para asegurar que se pierda el complemento

de Cgosmg [x,y, 2] y por lo tanto defina una trayectoria en (C(r;osmg

[x,y, 2] como se requiere.

Ahora podemos juntar estos tres pasos para obtener el resultado que deseamos. Sea C cualquier cur-
va proyectiva no singular de grado d en P2. Por el primer paso existe una curva proyectiva no singular
C1 de grado d en P? la cual es topolégicamente una esfera con g = 1(d — 1)(d — 2) asas. Por el tercer
paso existe una trayectoria ¢t — C; cont € [0,1], de C' a C; en el espacio de las curvas proyectivas no
singulares de grado d en P2. Ahora, finalmente por el segundo paso, dado ¢ € [0, 1] existe £(¢) > 0 tal
quesi |t —s| < £(t) entonces C; y C; son homeomorfas. De esto se tiene que C; y C} son topolégicamente
equivalentes para todo s,¢ € [0, 1]. En particular tenemos que C' es homeomorfo a C y por lo tanto es

topologicamente es una esfera con g = £ (d — 1)(d — 2) asas.

4.1.2. El segundo método de prueba

Este método esta relacionado con el estudio de funciones holomorfas multivaluadas.

Sea C' una curva no singular en P2. Asumamos que C no contiene el punto [0, 1, 0], asi que el coefi-
ciente de y¢ en P(z,y, z) es no cero. Entonces, pongamos z = 1 para encontrar la correspondiente curva
afin definida por la ecuacién P(z,y, 1) = 0, donde P define a C. Vamos a considerar a esta ecuacién que
define a y como una funciéon multivaluada de .

Ejemplo 4.2. Consideremos la siguiente curva no singular C' definida por
23+ + 2% = 3y2?,

Al hacer z = 1, obtenemos la ecuacion x> +y> + 1 = 3y, la cual podemos considerar que define a y como
una funcién multivaluada de z; en efecto

1 1
—(@®+ 1) +Vab+223 -3\ [—(@®+1) -Vt +225-3)°
y= 9 + 9 )

para algunas elecciones apropiadas de las raices ctibicas. Ahora bien, observemos que z°® + 223 —3 =10
3

2mi

3 . Para

si, y s6lo si 2% es igual a 1 6 —3, esto es, x es igual a 1,w,w, —V/3,wV/3 6 —~wV/3 donde w = e
cualquier valor de z en C' — {1,w, @, —/3,wV/3, —wV/3} le corresponde exactamente tres valores de y,

y localmente estos definen tres funciones holomorfas de « llamadas ramas de la funcién multivaluada

y().

Cuando z viaja alrededor de cualquiera de estos puntos {1,w, @, —V/3,wv/3, —w/3} el valor de y
cambia de una rama de la funcién multivaluada a otra. Si cortamos el plano C a lo largo del segmento li-
neal recto [1, —w+/3] de 1 aw+/3 y alo largo de los segmentos lineales rectos [~w+/3, @], [@, — /3], [~ V/3, w]
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593

—w 3

Figura 4.4: El plano de corte D.

y [w, —w+/3](ver figura 4.4) entonces encontramos que existen tres (de un solo valor) funciones holomor-
fas fi, f2, fs definidas sobre el plano de corte D que satisfacen que

fj(iC)B + 1'3 +1= 3]2(1’),

paraj =1,2,3y paratodo x € D. Por lo tanto los subconjuntos

3
{lz,y,1] € C:xz e D} = U{[a:,y, JeP?:xe€D,y=fi(x)}
j=1

de C es la unién disjunta del plano de corte D. Si agregamos en el plano tres puntos al infinito esto
significa que podemos construir C' topoldgicamente por tomar tres copias de D U {oo} y pegar los lados
de los cortes juntos apropiadamente, corresponde a la manera en la que la funcién multivaluada salta
de una rama f; a otra como y cruza los cortes. Note que cada copia de D U oo es topologicamente un
disco y su frontera se compone de diez segmentos lineales.

Se verifica que la frontera debe ser identificada acorde a la figura 4.5 en los cuales a;,b;,c;,d;, ¢;
hacen referencia a los cortes a lo largo de [1, —w+/3], [~w+/3, ], [@, —V/3], [~ V/3,w] y [w, —@wV/3] respecti-
vamente. Las dos copias de ¢; en el segundo disco pueden ser identificadas para dar un anillo de cuya
frontera esta dada por la figura 4.6. Los dos pares bic; y c3ds que aparecen en el primer y tercer disco
en la figura 4.5 se pueden identificar para dar otro anillo cuya frontera muestra la figura 4.7. Note que
las copias adyacentes de a3 y e; sobre esta figura se pueden pegar y por tanto eliminarse. Por lo tanto,

los dos anillos dados en las figuras 4.6 y 4.7 se pueden pegar para dar una esfera con un asa, o un toro
(figura 4.8).
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ag a a ag ag ag

bg b1 bz b by ba

c3 c2 cy

ds d; dy ds dy ds

€ ey €3 15 ez €3

Figura 4.5: Tres discos para ser pegados.

Figura 4.6: Anillo formado a partir del segundo disco.

Esto concuerda con la férmula del grado-género (4.1) cuando d = 3 obtenemos g = 1.

Después de estudiar este ejemplo con cierto detalle, vamos a considerar el caso general nuevamente.
Asi, sea C una curva no singular de grado d en P? la cual no contiene al punto [0, 1,0]. Entonces la
ecuaciéon P(z,y,1) = 0, definida por el polinomio P define a y como una funcién multivaluada de z
tal que le corresponde exactamente d valores de y para cada valor de = € C, ademads de los puntos de
ramificacién, esto es, valores de z para los cuales existe un valor de y que satisface P(z,y,1) = 0 =
OP/0z(z,y,1). El punto co es considerado como un punto de ramificacién si existe un valor de y que
satisface

oP
P(1 =0=—(1 .
(13.0) =0= G- (1.1.0)

Si pi, ..., pr son los puntos ramificacién, ordenados adecuadamente, entonces podemos cortar el plano

complejo C a lo largo de los segmentos lineales rectos [p1,pz], [p2,Ps), - - -, [Pr—1,pr] ¥ definir funciones
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Figura 4.7: Anillo formado a partir del primer y tercer disco.

Figura 4.8: Toro.

holomorfas fi, f2, ..., fq sobre el plano de corte tal que si y se encuentra sobre el plano de corte entonces
P(z,y,1) = 0si, ysolosiy = f;j(z) paraalgin j = 1, ..., d. Entonces como en el ejemplo 4.2 podemos
construir la curva C pegando juntas d copias de el plano de corte a lo largo de los cortes. Esto siempre da
como resultado una esfera con cierto ntimero de asas. Sin embargo el célculo de este nimero g requiere
de algo de mds informacién sobre los puntos de ramificacién. Por esta razén vamos a estudiar los puntos

de ramificacién mds detenidamente en la siguiente seccién.

4.2. Cubiertas ramificadas de P!

La curva proyectiva no singular C definida por la ecuacién y? = zz admite una funcién suprayectiva
¢ : C — P! definida por ¢[z,y, 2] = [z, 2] tal que si [z,2] € P! entonces ¢! ([z, z]) consiste de exacta-
mente dos puntos a menos que z = 0 6 z = 0. Un tal mapa ¢ : C — P! es llamado una cubierta doble de
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P!, ramificado sobre los puntos [0, 1] y [1,0]. Los puntos en C' mapeados a [0,1] y [1, 0] son llamados los
puntos de ramificacién de ¢. Podemos usar ¢ para visualizar a C como dos copias de P! pegadas juntas
como en §1.2.3.

Vamos a ver en esta seccion que cualquier curva proyectiva no singular de grado d > 1 en P? pue-
de ser visualizada como una cubierta ramificada de P! en una forma similar. Vamos a mostrar que si
elegimos coordenadas sobre P? de forma apropiada entonces el nimero de puntos de ramificacion es
precisamente d(d—1). Vamos a usar esto en la siguiente seccién para probar la férmula del grado-género.

Sea C una curva proyectiva no singular en P? definida por un polinomio homogéneo P(z,y, 2) de
grado d > 1. Aplicando una adecuada transformaciéon proyectiva podemos asumir que [0,1,0] ¢ C.
Entonces tenemos un mapa bien definido ¢ : C — P! dado por ¢[z,y, 2] = [z, 2].

Definicién 4.3. El indice de ramificacién vyla,b, c| de ¢ en un punto [a,b,c] € C es el orden dell cero
del polinomio P(a,y,c) en y para y = b. El punto [a,b, ¢] es llamado un punto de ramificacion de ¢ si
vela, b, c] > 1.

Observacion 4.4. 1. vyla,b,c] > 0si, ysolosi[a,b, c] € C,

2. vgla,b,c] > 1si,y soélo si

P(a,b,c) =0= g—g(mb, c),

esto es, si, y sélo si [a, b, ¢] € C'y la linea tangente a C en [a, b, ¢] contiene a el punto [0, 1, 0].

3. vyla,b,c] > 25si,ysélo si

P ’p
P(av ba C) =0= %(av ba C) - Z?(a’ bv C)'
Esto pasa si, y s6lo si [a,b, ¢] es un punto de inflexion sobre C'y la linea tangente a C' en [a, b, c|
contiene a el punto [0, 1, 0]. Para demostrar esto notemos que si [a, b, ] # [0, 1, 0], entonces a # 0 o

¢ # 0. Supongamos que ¢ # 0; el caso a # 0 se procede de forma similar. Supongamos que

oP
P(a,b,c) =0= 8—y(a7b, c);
entonces por el lema 3.30 tenemos que
(d—1)? ’
Hp(a,b,c) = = det | Py, P, 0
P, 0 0
(d—1)?
= - 2 (P$)2P7J?/’

donde las derivadas parciales son evaluadas en (a, b, ¢). Por la relacién de Euler (2.2) si

oP
%(aa bv C) - 01
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entonces como ¢ # 0y 9P/0y(a,b,c) = 0 el punto [a,b,c] € C seria un punto singular, lo cual
contradice el hecho que C' es una curva no singular por lo tanto Hp(a, b, c) = 0 si, y s6lo si

2
P
???(a, b,c) =0,

como se pedia.

Lema 4.5. La imagen inversa ¢~ (|a, c|) de cualquier punto en P! bajo ¢ contine exactamente
d— > (-1,
p€p([a,c])
puntos. En particular ¢~ ([a, c]) contiene d puntos si, y sélo si $~*([a, c|) no contiene puntos de ramificacion de

0.

Demostracién. Un punto C se encuentra en ¢~ !([a, c]) si, y s6lo si es de la forma [a,b,c| donde b € C
satisface P(a,b,c) = 0. Por suposicién [0, 1,0] ¢ C asi que P(0,1,0) # 0. Por lo tanto, podemos asumir
que P(0,1,0) = 1. Entonces P(a, y, c) es un polinomio ménico de grado d en y asi que

P(avy’c) = H (y_bi)miv

1<i<r
donde by, b, . . ., b, son nimeros complejos distintos y m;, mo, ..., m, son enteros positivos tales que
mi+mo+ - +m, =d.
Por lo tanto ¢~ 1([a, c]) = {[a, b;,c] : 1 <i < r} y en indice de ramificacién de ¢ en [a, b;, ] es
vela, bi, c] =m,.
El resultado ahora se sigue. O

Definicién 4.6. Sea R el conjunto de puntos de ramificacién de ¢. La imagen ¢(R) de R bajo ¢ es llamado
el lugar gemétrico ramificado de ¢,y ¢ : C — P! es llamada una cubierta ramificada de P*.

Lema 4.7. (i) ¢ tiene a lo mds d(d — 1) puntos de ramificacién. (ii) Si vy[a,b,c] < 2 para todo [a,b,c] € C,
entonces C' tiene exactamente d(d — 1) puntos de ramificacion.

Demostracion. Desde que C' es una curva no singular tenemos por el corolario 3.10 que es irreducible.
Por hipétesis [0,1,0] ¢ C, asi que el coeficiente P(0,1,0) de y? en P(z,y,2) es no cero. Por lo tanto el
polinomio homogéneo 0P/0y(x,y, z) no es idénticamente cero y tiene grado d — 1, asf que no puede ser
divisible por P(z,y, z). Por lo tanto la curva proyectiva D de grado d — 1 definida por este polinomio no
tiene componentes en comtn con C'. Por lo tanto (i) se sigue de la forma débil del teorema de Bézout,

debido a que el conjunto R de punto de ramificacién de C es la interseccién de C'y D.
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Ahora supongamos que vyla,b,c] < 2, para todos los [a,b,c] € C. Por el corolario 3.25 de la for-
ma fuerte del teorema de Bézout, con el fin de probar (ii) es suficiente mostrar que si [a,b, | se en-
cuentra en R = C N D, entonces [a, b, c| es un punto no singular de D y las lineas tangentes a C' y
a D en [a,b,c] son distintas. Si no, entonces satisfacen P(a,b,c¢) = 0 = P,(a,b,c), porque estin en C
y D, y el vector (Pyy(a,b,c), Py(a,b,c), P.y(a,b,c)), o bien es cero o es un multiplo escalar del vec-
tor (Py(a,b,c), Py(a,b,c), P.(a,b,c)). Esto implica que P(a,b,c) = 0 = Py(a,b,c) = Pyy(a,b,c), esto es,
vyla,b, c] > 2. Esto produce una contradiccién y completa la prueba. O

Lema 4.8. Aplicando una adecuada transformacion proyectiva a C' podemos asumir que vy[a, b, c| < 2 para todo
[a,b,c] € C.

Demostracion. Por la proposicién 3.33, C' tiene un ntimero finito, a saber, a lo mds 3d(d — 2) puntos de
inflexién. Por lo tanto, aplicando una adecuada transformacién proyectiva podemos asumir que [0, 1, 0]
no se encuentra sobre C ni sobre ninguna de las lineas tangentes a C' en sus puntos de inflexién. El
resultado ahora se tiene de la observacién 4.4(3). O

4.3. Demostracién de la férmula del grado-género

Podemos usar los resultados sobre cubiertas ramificadas en esta tiltima seccién para probar la férmu-
la del grado-género (4.1) que relaciona el grado d y género g de una curva proyectiva compleja no
singular en P2. La primer tarea es dar una definicion precisa del término género. Para este propésito, in-
troducimos el concepto de triangulacién de una curva C, la idea aproximada es dividir C' en tridngulos.
Sea

A={(z,y) eR*:2>0,y >0,z +y <1},

el tridngulo estandar en R? con vértices (0,0), (1,0) y (0,1). Sea
A ={(z,y) eR*: 2> 0,y >0,z +y <1},
su interior.

Definicién 4.9. Sea C una curva proyectiva no singular en P2. Una triangulacion de C estd dada por la
siguiente informacién:

(a) Un conjunto finito no vacio V' de puntos llamados vértices,

(b) Un conjunto finito no vacio E de mapas continuos e : [0, 1] — C llamados lados,

(c) Un conjunto finito no vacio F' de mapas continuos f : A — C llamados caras,

que satisfacen

i)V ={e(0) :e € E}U{e(1) : e € E}, esto es, los vértices son los puntos finales de los lados;

(ii) si e € E, entonces la restriccion de e a el intervalo (0, 1) es un homeomorfismo sobre su imagen en

C, y estd imagen no contiene puntos en V' o0 en la imagen de cualquier otro lado e € E;
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(iii) si f € F, entonces la restriccion de f a AY es un homeomorfismo sobre una componente conexa Ky
de C —T', donde

r=J e(o,1)),

eckE

es la unién de la imagen de los lados, y sir : [0,1] — [0,1] y ; : [0, 1] — A son definidas por
r(t)=1—t, o1(t) = (t,0), oa(t) = (1 —t,t), o3(t) =(0,1—1¢),

entonces o bien foo; 6 f oo; oresunlado 63} € Eparal <i<3;
(iv) el mapa f — K de F a el conjunto de las componentes conexas de C' — I es una biyeccion;
(v) Para cualquier e € F existe exactamente una cara f;” € F talquee = f oo, paraalgin1 <i <3y

exactamente una cara f; € F'talquee = f oo; or paraalgin1 <i < 3.

Observacién 4.10. Esta no es la definicién estandar de triangulacién, pero es la conveniente para nues-
tros propésitos. En particular podemos asumir que V, E y F son finitos desde que estamos tratando
con espacios compactos. Ademds la condicién 4.9(v) nos dice que es una triangulacién coherentemente

orientada.

Definicién 4.11. El niimero de Euler x de una triangulacién es definido por
x = V[ = |E[ +|F]| (4.3)
donde el simbolo |S| denota el namero de elementos de un conjunto finito.

El ntimero de Euler es importante debido al siguiente teorema cuya demostracién puede consultarse
en [1].

Teorema 4.12. (i) Cualquier curva proyectiva en P? tiene una triangulacion.
(ii) El ntimero de Euler x de una triangulacién de C' depende sélo sobre C, no sobre la triangulacion.

Debido a este teorema podemos definir el ntimero de Euler x(C') de C' como el niimero de cualquier

triangulacién.

Ejemplo 4.13. (1) Por el Lema 4.1 una linea proyectiva en P? es homeomorfa a una esfera. Por lo tanto

tiene una triangulacién de tres vértices, tres lados y dos caras (ver figura 4.9). Por lo tanto
xPHY=3-3+2=2.

(11) La curva ctibica no singular definida por 4?2 = z(z — z)(z — A\z) con X # 0, 1 es topoldgicamente
un toro, asi que tiene una triangulacién de un vértice, tres lados, y dos caras (ver figura 4.10). Por
lo tanto x(C) =1-3+2=0.

Ahora daremos la definicién del género de una curva proyectiva no singular C' en términos del

numero de Euler x de C.
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Figura 4.9: Una triangulacién de una esfera.

< i
e
FA\ -

Figura 4.10: Una triangulacién de un toro.

Definicién 4.14. Sea C una curva proyectiva no singular y sea x en ntimero de Euler de C' definimos el

género de C por
1

g9=52- @4)

Ejemplo 4.15. Supongamos que C' es homeomorfa a la esfera con g asas (ver la figura 4.11 para una
imagen cuando g = 3). Entonces C puede cortarse en g — 2 piezas de la forma ilustrada en la figura
4.12 junto con dos piezas de la forma ilustrada en la figura 4.13. Estas piezas pueden subdividirse en
tridngulos, por ejemplo como en las figuras 4.14 y 4.15.

Por lo tanto, C' tiene una tridngulacién con 2g — 1 vértices, 12g — 9 lados y 8g — 6 caras, asi que su
ntamero de Euler es
Xx=(29-1)—(129-9)+8g—6=2—2g,

y, por lo tanto, el género de C' es (2 — x) = g.
De aqui podemos notar que la definicién dada de género de C se ajusta a nuestra descripcion original
de género como el “ntimero de asas”.
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Figura 4.12: Pieza de una esfera con asas.

Nos preguntamos de manera natural que pasa con el género o el niimero de Euler cuando dos curvas
son homeomorfas, la siguiente observacién da respuesta a ello.

Observacién 4.16. Si h : C' — D es un homeomorfismo entre dos curvas proyectivas no singulares C
y Dy si C tiene una triangulacién con V, E, F' como el conjunto de vertices, lados y caras, entonces D
tienen una triangulacién con vértices {h(v) : v € V};lados {hoe: e € E};ycaras {ho f: f € F}.
Por lo tanto C'y D tienen el mismo niimero de Euler y el mismo género. En otras palabras el ntimero de
Euler y el género de una curva proyectiva no singular son invariantes topoldgicos: s6lo dependen de la
topologia de la curva, no de su estructura algebraica.

Para demostrar la férmula del grado-género primero necesitamos demostrar los siguientes resulta-
dos.

Lema 4.17. Existe una triangulacion de P! que tenga por vértices cualquier conjunto de al menos tres puntos
D1,D2,- - -, Py tal que tenga 3r — 6 lados y 2r — 4 caras.

Demostracion. Esta prueba la haremos por induccién sobre el ntimero de vértices para » > 3. Cuando
7 = 3 existe una transformacioén proyectiva que manda p; a1, ppae’s ypzae’s, esto en virtud del lema
2.21. Note que aqui estamos identificando P* con C U {oc}. Podemos unir estos tres puntos mediante
segmentos del circulo unitario en C (ver figura 4.16).
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Figura 4.13: Extremidad de una esfera con asas.

v u w v

Figura 4.14: Una subdivisén de la figura 4.12.

La transformacién proyectiva z — . tiene el efecto de mapear el exterior del circulo unitario junto
con el infinito a el interior del circulo unitario. Ahora bien, desde que existe un homeomorfismo
A —={zeC:|z| <1},

27mi 4mi

el cual manda los vértices del tridngulo a 1, e™s* y e™3 y manda los lados de A a los segmentos co-

rrespondientes del circulo, asi obtenemos una triangulacion de P* con tres lados y dos caras cuando
r=3.

Ahora supongamos que tenemos una trangulacién con vértices py,ps,...,pr—1 y 3r—9ladosy 2r —6
caras. Si p, se encuentra en el interior de una cara (mds precisamente, si p, € f(A")) podemos agregar
tres lados que unan p, a los vértices de la cara f (ver figura 4.17) y obtenemos una nueva triangulaciéon
con un vértice extra, p,, tres lados extra y una cara vieja subdividida en tres nuevas caras. Si p, no esta
en el interior de una cara, entonces se encuentra sobre un lado e (mds precisamente p, = e(t) para algtin
t € (0,1). Podemos entonces remplazar e por dos lados que unen p, a e(0) y e(1) y agregar dos lados
que unen p, a el resto de los vértices de de las caras f;" y f. (ver figura 4.18) esto da una triangulacién
con un nuevo vértice, p,, dos lados extra y un lado viejo remplazado por dos nuevos y dos caras viejas
cada una remplazada por dos nuevas caras. Al realizar los célculos el resultado se tiene. O

La siguiente proposicién nos dice que dada una curva proyectiva C; entonces, bajo ciertas hipotesis,
si tenemos una trangulacion de P! podemos inducir una triangulacién en C.
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Figura 4.15: Una subdivisién de la figura 4.13.

Figura 4.16: Una subdivisiéon de C.

Proposicién 4.18. Supongase que C' es una curva proyectiva no singular que no contiene a [0,1,0] y sea ¢ : C' —
P! una cubierta ramificada definida por ¢[x,y, 2] = [z, 2]. Ahora consideremos que (V, E, F') es una triangulacién
de P! de tal manera que el conjunto de vértices V contiene a el lugar geométrico ramificado ¢(R) de ¢. Entonces
existe una triangulacion (V,E, F) de C tal que V = ¢~1(V), E = {€: [0,1] — C : € es continua,po & € E}
yF={f:A— C: fescontinua,¢o f € F'}. Mds atin, si v,(p) es el indice de ramificacion de ¢ en py d es el
grado de C entonces
VI =dV] =3 (vs(p) - 1),
PER
E|=dE| y |F|=d|F|.

Demostracién. Tenemos que demostrar que V, E'y F satisfacen las condiciones (i) — (v) en la definicién
4.9 de una triangulacién y que las férmulas para |V|,|E| y | F| son correctas.

SifeFype Cy¢p) = f(t) para algint € A que no es igual a cualquiera de los vértices
(0,0), (1,0) o (0,1), entonces existe un tinico mapa continuo f : A — C tal que po f = fy f(t) = p.
Por el lema 4.5 ¢~ '{f(t)} consiste de exactamente d puntos de C (por que f(t) no se encuentra en el
lugar geométrico remificado ¢(R)) asi que podemos deducir que existen exactamente d mapas continuos
f: A — Ctalque ¢ o f = f. Esto significa que |F'| = d|F|. Podemos deducir también que

C—o¢ V) = ¢ H{f(t): feFtelt+#(0,0),(10),(0,1)} (4.5)
= {f(T):feF,tet+#(0,0),(1,0),(0,1)} (4.6)
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Figura 4.17: Una subdivisién de un tridngulo.

En particular
G= o),
fer
contiene a C—¢~1(V) y por tanto es denso en C porque ¢~ (V) es finito por el lema 4.5. (El complemento
de un conjunto finito de puntos en C' es siempre denso, ver observacién 5.26). Pero A es compacto (por
2.12 (i)) asf que si f € Fentonces (por 2.12 (ii)) f(A) es compacto, asf que G es compacto (por 2.12 (vi))
luego G es cerrado en C (por 2.12(v) y 2.29). Por lo tanto G = C, lo cual implica que

¢~ (V) ={f(t): f € Ft € {(0,0),(1,0),(0,1)}}.

Si f € F entonces ¢o f € F asi que obien ¢o foo; € ES6 o foo;or € Eparai € {1,2,3}. Por lo tanto,
si f € F entonces obien foo; € E6 for € E, asi que

f(t)e{e(0):ec E}u{e(l):ee E},
sit € {(0,0),(1,0),(0,1)}. Pero esto significa que
o (V) ={e(0):ec EYu{e(l):ec E};

Esto es, la condicion (i) de 4.9 se satisface.

Sie € Eyp e Cyo(p) = e(t) para algan ¢t € (0,1) entonces existe un tinico mapa continuo
€:1[0,1] — C, talque po& = ey é(t) = p y més aun la restriccién de € a (0,1) es un homeomorfismo
sobre su imagen en C'. La condicién (ii) de la definiciéon 4.9 se sigue, usando la unicidad de e. También
se sigue que

pHe(t):ec E,t€(0,1)} ={e(t):ec E,t € (0,1)}.

Por lo tanto, si

= Je(0.1)=VU{e(t):e€ Ete(0,1)},
ecE
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Figura 4.18: Una subdivisién de dos tridangulos adyacentes

entonces

donde

Maés atn, por el lema 4.5,sit € (0,1) y e € E; entonces ¢~ !{e(t)} consiste de exactamente d puntos de
C' (debido a que e(¢) no pertenece a el lugar geométrico ramificado ¢(R) asi que existen exactamente d
mapas continuos € : [0,1] — C tal que ¢ o & = e. Por lo tanto |E| = d|E).

Si f € F entonces la restriccién de f a A? es un homeomorfismo sobre su imagen el cual es una
componente conexa de ¢! (f(A")) donde f = ¢ o f. Ahora bien, desde que f(A%) es una componente
conexa de P! — T se sigue que f(A°) es una componente conexa de

pIP -T)=C—-¢p ' (I)=C-T.

Esto muestra que la primera parte de la condicion (iii) se satisface y ya hemos visto que la segunda parte
es verdadera. Las condiciones (iv) y (v) se siguen facilmente de lo que ya hemos hecho. Por lo tanto,
resta demostrar que

VI=d[V] =) (rs(p) — 1)

pER

Pero esto se sigue inmediatamente del lema 4.5 desde que V' contiene a ¢(R). O
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Observacion 4.19. Se sigue de esta proposicién que el niimero de Euler x(C) de C es dado por

X(C) = V| = |E| + |F| = dx(P") = Y (vs(p) — 1)
PER

Esta es llamada la férmula de Riemann-Hurwitz para la cubierta ramificada ¢ : C — P

Estamos en condiciones de probar el teorema que nos dara como consecuencia la férmula del grado-

género.

Teorema 4.20. Sea C una curva proyectiva no singular de grado d en P2. Si r es un entero positivo con r >
d(d — 1)y r > 3, entonces C tiene una triangulacion con rd — d(d — 1) vértices, 3(r — 2)d lados y 2(r — 2)d
caras.

Demostracion. Sea P(x,y,z) un polinomio homogéneo de grado d el cual define a la curva C. Por el le-
ma 4.8 después de aplicar una adecuada transformacién proyectiva a C' podemos asumir que el mapa
¢ : C — P! dado por ¢[z,y,x] = [z,2] estd bien definido (esto es, [0,1,0] ¢ C) y el indice de ramifi-
cacién vgla, b, c] de ¢ en cualquier [a,b,c] € C satisface vy[a,b, c] < 2. Entonces por el lema 4.7 ¢ tiene
exactamente d(d — 1) puntos de ramificacion, es decir, |R| = d(d — 1).

Por el lema 4.17 si7 > 3y r > d(d — 1) entonces podemos elegir una triangulacién de P tal que
¢(R) CVyl|V|=r|E|l=3r—6y|F|=2r—4. Luego por la proposicién 4.18 existe una triangulacién
(V,E,F)de C con |E| = d|E| = 3(r — 2)d, |F| = d|F| = 2(r — 2)dy|V| = d|V| = }_ ¢ p(vs(p) — 1). Como
|R| = d(d— 1)y ve(p) = 2 para todo p € R tenemos que |V| = rd — d(d — 1) como se pedia. O

Corolario 4.21 (La formula del grado-género). Sea C una curva proyectiva no singular de grado d en P?,
entonces el niimero de Euler y el género de una curva proyectiva estin dados por

1

x=d3-d) Y g=5(d-1d-2).

Ejemplo 4.22. 1 Cuando d = 1 entonces y = 2y g = 0. Una curva proyectiva de grado 1 en P? es una
linea, luego es homeomorfa a la 2-esfera lo que concuerda con nuestro ejemplo 4.13(i).

2 Cuando d = 2 de igual manera tenemos y = 2y g = 0. Una curva proyectiva de grado 2 en P? es
una cénica y por nuestra obrservacion 3.13 cualquier cénica proyectiva no singular es homeomorfa a
P! 0 equivalentemente a una linea compleja proyectiva en P? asf que, esto también concuerda con el
ejemplo 4.13(i).

3 Cuandod = 3 x = 0y g = 1. Por el corolario 3.34 una curva ctibica proyectiva no singular en P? es
equivalente bajo una trasnformacién proyectiva a la curva definida por

v’z = x(x — 2)(x — \2),

para algin A € C — {0,1}, y por el ejemplo 4.13 (ii) tenemos que esta curva es topoldgicamente un
toro.
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Observacién 4.23. Otra propiedad topolégica que poseé cualquier curva algebraica proyectiva compleja
es que es un espacio conexo. La prueba de esto no es elemental y requiere algo de herramienta de
geometria algebraica. Una prueba de este hecho puede consultarse en [5]. Esto no es del todo cierto
para curvas proyectivas reales, tomese por ejemplo la curva algebraica afin C' definida por el polinomio
Q(z,y) = y*> — 2° + x y considérese la curva proyectiva asociada a C dada por el polinomio P(z,y, z) =

2y? — x(2?

— 2%) entonces la imagen topoldgica de {[z,y,2] € P*(R) : P(z,y,z) = 0} consiste de la
unioén disjunta de dos circulos reales, mientras que el conjunto {[z,y,z] € P?(C) : P(z,y,2) = 0} es
topoldgicamente un toro, en efecto, P(x,y, z) = 2y*> — z(z — z)(z + z), luego por el corolario 3.34 para
A = —1 tenemos que P(z,y, z) es no singular y como este tiene grado 3 de la férmula de el grado-género
tenemos que g = 1, luego la curva proyectiva es topolégicamente equivalente a una esfera con una asa

o bien un toro.
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4.4. Ejemplos

Ejemplo 4.24. Sean C y D curvas proyectivas no singulares de grados n y m en P? respectivamente.
Demuestre que si C' es homeomorfa a D, entonces o bienn = m 6 {n,m} = {1, 2}.

Demostracion. Por el Teorema 4.12, C tiene una triangulacién, ahora bien sea g, el género de C el cual
como sabemos no depende de la triangulacién de C. Sea g,, el género de D. Entonces por la férmula
del grado-género tenemos g, = 3(n — 1)(n — 2) y gm = 3(m — 1)(m — 2) Ahora, supongamos que
n,m > 2, en virtud que la funcion g(d) = 3(d — 1)(d — 2) es inyectiva para d > 2y como las curvas
son homemorfas tenemos g, = g, 0 sea g(n) = g(m) de donde n = m. Ahora supongamos que
n,m < 2, entonces g(n) = (n — 1)(n — 2) = 0 lo cual implica que n = 1 6 n = 2, de manera similar
0= g(m) = 3(m —1)(m — 2), de donde m = 1 6 m = 2, de aqui tenemos que n = m 6 {n,m} = {1,2}.
Por lo tanto en cualquiera de los casos tenemos n = m 6 {n,m} = {1, 2}. O

Ejemplo 4.25. Sea ¢ : C — P! definida por ¢[z,y,2] = [x,z], donde C es una curva proyectiva no
singular en el plano proyectivo que no contine al punto [0, 1,0]. Muestre que si C' tiene grado d >
1, entonces ¢ tiene al menos un punto de ramificacién. Muestre que si d = 1 ¢ no tiene puntos de

ramificacién y es un homeomorfismo.

Demostracion. Como C' es no singular, entonces C es irreducible, luego al asumir que [0,1,0] ¢ C tene-
mos que el coeficiente P(0,1,0) de y? en P(x,y, 2) no es cero, luego el polinomio dP/dy(x,y, 2) no es
idénticamente cero y tiene grado d — 1. Sea D la curva proyectiva definida por este polinomio, entonces
por el teorema 3.8 las curvas proyectivas C'y D en P? se intersectan en al menos un punto, esto significa

que existe [a, b, c] € P? tal que
P(a,b,c) =0= z—j(a,b, c),

luego vy4a, b, c] > 1y asi|a, b, c] es un punto de ramificacién. Supongamos ahora que d = 1, entonces por
aplicar una adecuada transformacién proyectiva podemos suponer que C' es la linea y = 0 observese
que el punto [0,1,0] ¢ C. Entonces como dP/0y = 1, tenemos que ¢ no puede tener puntos de rami-
ficacion. Ahora consideremos el mapa ¢ : C — P! dado por ¢[z,0, 2] = [z, z] Entonces veamos que ¢
es un homeomorfismo, en efecto la inyectividad se tiene del siguiente hecho: si ¢[z1,0, 21] = ¢[x2,0, 22],
entonces 1 = Ar2 Yy 21 = A2y de donde concluimos que [z1,0, z1] = [Ax2,0, Az2] = [x2,0, 23], la su-
prayectividad se tiene claramente, como la funcién (z,y, z) — [z, 2] es continua pues es la composicién
fiom:C?®— {0} — P! donde fi(x,y,2) = (z,2) y 7(z, 2) = [z, 2] son funciones continuas, se sigue de
la observacion 2.15 que ¢ : C — P! es continua. Ahora bien, como C' es un conjunto compacto y P! es
Hausdorff concluimos que f es un homeomorfismo. O

Ejemplo 4.26. Muestre que la curva proyectiva D definida por y?z = 2® tiene un tnico punto singular.
Demuestre que el mapa definido por f : P! — D, f[s,t] = [s%t,s%,¢%] es un homeomorfismo. Deduzca

que la férmula del grado-género no puede ser aplicada a curvas singulares.
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Demostracién. Sea P(x,y,z) = x> — y*2, entonces OP/dx = 3x2,0P/0y = 2yz, y OP/0z = y?. De aqui
se deduce que z = 0,y = 0y z puede tomar cualquier valor, entonces el tnico punto singular esta

dado por [0,0,1]. Ahora veamos que f es un homeomorfismo. Mostremos primero que f es inyectiva,

entonces supongamos que f[s1,t1] = f[sa, t2], luego [sit1, s3,t3] = [s3ta, s3,t3] de donde obtenemos las
ecuaciones

S%tl = /\S§t2 (47)

53 = \s3 (4.8)

5 = \t3 (4.9)

Para A € C — {0}, ahora si to = 0 de la ecuacién (4.9) tenemos que ¢t; = 0 y entonces debe suceder
que s1, 5o # 0, luego basta tomar o = % y asit; = aty y 51 = ase. Ahora supongamos que ¢ty # 0 como

A # 0 de la ecuacién (4.9) tenemos que t; # 0 de la ecuacién (4.7) se tiene

y de la ecuacién (4.8) tenemos

t
3 2 1.2
5] = As382 = & 5182.

En este caso, basta tomar o = 2. Si s; = 0, entonces s; = ass y t1 = aty si s; # 0, entonces de esta
ta

ta
Por lo tanto, en cualquiera de los casos tenemos que [s1,%1] = [s2,t2]. Para la suprayectividad, sea
1/3

dltima ecuacién s; = (t—1> sy yasis; = asyyt; = ats.
[z,y,2] € D, entonces y?z = 23, por lo cual x = y?/32'/3 asi que, basta tomar s = y'/3 y t = 21/3, pues
fls,t] = [y?/321/3,y, 2] = [z, 9, 2], entonces tenemos que f es una biyeccién. En virtud de que la compo-
sicién 7 o g donde g(s,t) = (s°t,s*,t3) y w(z,y, 2) = [x,y, 2] es continua concluimos que f : P — D es
continua, ahora bien, como P! es compacto y D es Hausdorff concluimos que f es un homeomorfismo.
En primer lugar, sélo hemos definido el género para curvas proyectivas no singulares, atin asi, si se
pudiera aplicar la férmula del grado-género, entonces la curva D tendria género 1, es decir, seria una
esfera con una asa (i.e. un toro) y puntos identificados a saber 7= ([0, 0, 1]) pero este espacio como de-
mostramos es homeomorfo a P! es decir, una esfera, lo cual evidentemente no puede ocurrir.

O

Ejemplo 4.27. Muestre que existe un homeomorfismo dado por [s, t,0] — [st3, (s + t)*, 4] de la linea en
IP? definida por z = 0 sobre una curva cudrtica en P? ;Por qué esto no contradice el ejemplo 4.24?

Demostracién. Sea ¢[s, t,0] = [s'3, (s + t)*,t1], supongamos que @[s1,t1,0] = ¢[sa, t2,0], esto nos lleva a
las ecuaciones
5113 = Asots (4.10)
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(51 + t1)4 = A(SQ + t2)4 (411)

t = M5 (4.12)

Ahora supongamos que sy # 0 entonces también debe de ocurrir que s; # 0, pues si s; = 0, esto nos
llevaria a que sy = 0, asisea o = s1/s2. Si ¢ = 0, entonces t; = 0y asit; = aty y 51 = sy, sits # 0de
las ecuaciones (4.10),(4.11) y (4.12) llegamos a que

S

tt = 2Lty
2

s
de donde t; = Z’—;tz = aty y s1 = asg. Si so = 0, entonces ¢1 # 0, luego t2 # 0 asi basta tomar « = 1 /ts,
pues s1 = asy y {1 = ata. Por lo tanto tenemos que ¢ es inyectiva. Antes de ver la suprayectividad
veamos cual es el polinomio que define la curva cudrtica, para ello hagamos z = st3,y = (s+t)'y z = t4,
entonces z+z = st3+t* = t3(s+t) que al elevar a la cuarta tenemos (z+2)* = (£3)4(s+t)* = (t*)3(s+t)* 0
bien (z +2)* = 23y. Ahora veamos la suprayectividad, sea D la curva cudrtica definida por el polinomio
P(x,y,2) = (v +2)* — 2%y, sea [z,v, z] € D entonces (z +2)* = 2%y asi basta tomar s = 2/2%/* yt = 2'/4,
pues asi se tiene que ¢[s,t,0] = [z,y, z] asumiendo que z # 0. Ahora bien, en virtud de que el mapa
(s,t,0) — [st3, (s+1t)*, t1] es continuo se sigue el mapa [s, t, 0] — [st3, (s+t)?, t*] es continuo. Finalmente
de la compacidad de P' y del hecho de que D es Hausdorff tenemos que ¢ es un homeomorfismo. Ahora
veamos que la curva D definida por P(z,y, z) es singular, tenemos que P(z,y,z) = (z + 2)* — 23y,
entonces OP/0x = 4(x + 2)3,0P/dy = —23 y OP/0z = 4(x + 2)® — 32%y. De aqui se tiene que z = 0 lo
que implica que x = 0y y puede tomar cualquier valor, entonces D tiene un tnico punto singular en
[0,1,0] y como el ejemplo 4.24 sélo se aplica a curvas no singulares esto no lo contradice, pues el grado
de D es 4 mientras que el grado de la curva lineal es 1 y tenemos un homeomorfismo.

O



Capitulo 5

Superficies de Riemann

En el capitulo 4 vimos que una curva proyectiva compleja no singular C' en P? es topolégicamente
una esfera con g asas, esto es lo que conocemos como una supetficie, es decir, cualquier punto de C' tiene
una vecindad la cual es homeomorfa a un subconjunto abierto de plano euclideano R2. Sin embargo una
curva compleja no singular C' es un tipo muy especial de superfice, tiene mucha mads estructura que la
unicamente dada por su topologia. En particular tiene sentido hablar sobre funciones holomorfas y hacer
andlisis complejo sobre C, lo que significa que C es lo que se ha de llamar una superficie de Riemann. El
lector interesado en estudiar con mas detalle las superficies de Riemann quiza pueda consultar [7] donde
por ejemplo puede encontrar temas como acciones de grupos sobre superficies de Riemann.

Vamos a dar la definicién de una superficie de Riemann en la siguiente seccion. Antes vamos a
recordar algunos importantes resultados (las demostraciones de estos resultados pueden consultarse en
[13]) y definiciones que vamos a necesitar de andlisis complejo y vamos a ilustarlos usando una funcién
la cual serd importante méas adelante: la funcién p de Weiertrass.

5.1. La funcién p de Weierstrass

El teorema fundamental relativo a integrales de funciones holomorfas a lo largo de trayectorias en C

es el que se enuncia a continuacioén.

Teorema 5.1 (Teorema de Cauchy). Sea y un contorno en C y sea f una funcién la cual es holomorfa dentro y

A F(2)dz = 0.

Una consecuencia del teorema de Cauchy es

sobre 7. Entonces

88
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Teorema 5.2 (Teorema del residuo de Cauchy). Sea v un contorno en Cy sea f una funcion meromorfa dentro

y sobre y con polos en ay, . . ., a; dentro de v y ningiin polo sobre ~y. Entonces

[ 1Gras = £2m Y rest i)
¥ o

Existe un reciproco parcial del teorema de Cauchy

Teorema 5.3 (Teorema de Morera). Si f : W — C es una funcién continua sobre un subconjunto abierto W

de Cysi
/f(z)dz =0,
.

para todas las trayectorias cerradas suaves a trozos en subconjuntos abiertos convexos de W, entonces f es holo-
morfaen W.

Usando estos teoremas es posible probar el siguiente resultado el cual es muy til para construir

funciones holomorfas y meromorfas.

Teorema 5.4. Sea (f, : W — C),,>1 una sucesién de funciones holomorfas definidas sobre un conjunto abierto
W de C las cuales convergen uniformemente a una funcién f : W — C. Entonces f es holomorfa sobre W, y la
sucesion de derivadas f,, converge uniformemente a f’ sobre W.

Una aplicacién directa de este resultado es el criterio M de Weierstrass.

Teorema 5.5 (Criterio M de Weierstrass). Sea (f, : W — C),>1 una sucesion de funciones holomorfas
definidas sobre un subconjunto abierto W de C. Supongase que existe una sucesion de niimeros reales positivos

> M,

n>1

M, tal que la serie

converge y | fn(2)] < M,, paratodo z € W. Entonces la serie

Z fn(2),

n>1

converge uniformemente sobre W a una funcion holomorfa f(z) tal que,

Fl(2) =) fn(2).

n>1

Observacién 5.6. Desde luego el correspondiente resultado es cierto si tenemos una sucesién doble
(fn,m W — C)nZl,le,

de funciones holomorfas sobre .
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La aplicacién mds importante de esto para nuestros propositos es definir la funcién g de Weierstrass.
Sean w; y wy dos niimeros complejos los cuales son linealmente independientes sobre R (esto es, su

cociente wy /ws NO es un nimero real.) Sea
A = {nwy +mws : n,m € Z}.
Entonces A es una reticula en C. Esto es, A es un subgrupo aditivo de C el cual es isomorfo a Z x Z.
Primero necesitamos un lema antes de garantizar la existencia de la funcién o de Weierstrass
Lema 5.7. Dados wi y wy niimeros complejos linealmente independientes, entonces existe algiin § > 0 tal que
|zws + ywa| > 61/22 + 92,
para todos lo niimeros reales x y y.

Demostracion. La funcién f : [0,27] — R definida por f(6) = |(cos0)wi + (senf)ws| es continua. Ahora
bien, en virtud que el intervalo [0, 27] es compacto, f estd acotada y alcanza sus cotas. Mds atn, f(6) > 0
para toda 6 € [0,27] desde que w; y w2 son linealmente independientes sobre R. Por lo tanto existe
algin 6 > 0 tal que f(f) > & para todo 6 € [0,27]. Se sigue que |zw; + yws| > §1/22 + y2 para todo
(z,y) e RxR. O

Proposicién 5.8. Existe una funcién meromorfa p(z) sobre C definida por
1 1 1
-5+ T ()

y con derivada dada por

Demostracion. Note primero que la suma de una funcién holomorfa y una funcién meromorfa sobre un
subconjunto abierto de C es una funcién meromorfa. Por lo tanto, por el criterio M de Weierstrass, para
mostrar que p(z) es una funcién meromorfa bien definida sobre C y que su derivada puede ser obtenida
por diferenciar la serie término a término, es suficiente mostrar que para cualquier R > 0 existe un

subconjunto finito Ay de A tal que la serie

()

wEAN—AR

converge absolutamente de manera uniforme sobre el disco
{z € C:|z| < R}.
Por el lema anterior, sea Ar = {w € A : |w| > 2R}. Entonces

AR C {nwy +mws : n,m € Z,n* + m? < 4R*572},
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y por lo tanto Ay es finito. Mds aun, si
w = nwi +mwy € A — Ag,

y |2] < R, entonces |z| < 1|w| y por lo tanto

o) 2 mw ] = (a2 2)( - w) P
< (5Rwl/2)/(wl*/4)
= 10R/|w|?
< 10R63(n% +m?)~3/2,

El resultado se sigue ahora por comparacién.

Z (n2+m2)—3/2 — Z Z (n2+m2)—3/2

(n,m)#(0,0) k>1maz(|n|,|m|)=k

= 8) k7
E>1
< 00.

Definicién 5.9. o(z) es llamada la funcién p de Weierstrass asociada a la reticula A.
Lema 5.10. p(—=z) = p(z) = p(z + () para todo zen Cy  en A.

Demostracion. Primero note que si ( € A entonces

O(z+¢) = —22(2+§ 5 )

weA

Dado que el final de la cola de esta seria converge absolutamente y desde que w — ({ corre sobre A

conforme w corre sobre A, podemos reorganizar la serie y sustituir w por w — ¢ para obtener
©'(z+0) =¢'(2),

para todo z € C. Esto implica que

P(z+¢) = p(z) + (<),

donde ¢(¢) depende sélo de ¢ y no de z. Sustituyendo z = 1¢ obtenemos

o(¢) = 9(50) ~ pl~350)
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Ahora observemos que

weA—{0}

y podemos reorganizar esta serie, remplazar w por —w para obtener
p(—2) = p(z), paratodo z € C.
En particular ¢(¢) = p(3¢) — p(—3¢) por lo tanto

p(z+ () = p(z) paratodo z € C.

Definicién 5.11. Si una funcién f sobre C satisface que
f(z+¢) = f(z), V2 € C,V( € A,

o equivalentemente
fz+w) = f(2) = f(z +w2), Vz € C.

entonces diremos que f es doblemente periddica con periédo la reticula A (o con periodos w; y ws). De esto
concluimos que la funcién g de Weierstrass es una funcién meromorfa sobre C doblemente periddica.

Ahora veamos un teorema de andlisis complejo el cual se puede consultar [13], éste nos serd de

utilidad para demostrar el lema que le sigue.

Teorema 5.12 (Teorema de Liouville). Si f es una funcién holomorfa sobre C la cual estd acotada, entonces es
constante.

Lema 5.13. Si f es una funcién holomorfa la cual es doblemente periddica sobre C, entonces debe ser una cons-
tante.

Demostracion. Tenemos que f es holomorfa luego f es continua, ademds por la proposicién 2.17 estd

acotada sobre cualquier subconjunto cerrado y acotado de C tal como el paralelogramo
P = {swy +twy : s,t €[0,1]}.

Pero dado z € C podemos encontrar ( € A tal que z + { € P, pero como f es doblemente periddica
tenemos f(z + ¢) = f(z). Por lo tanto f estd acotada sobre C asi que la conclusién se sigue del teorema
de Liouville.

O

Usando el anterior lema podemos probar una identidad de mucha importancia relacionada con la

funcién p de Weierstrass.
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Lema 5.14. Sea A una reticula, entonces

donde

1 1
92 = g2(A) = 60 Z oV o= g3(A) =140 Z 5
weA—{0} weA—{0}

Demostracién. La funcion

-k T (k)

weA—{0}

se anula en cero y se restringe a una funcién holomorfa en una vecindad abierta de 0 en C. Mas atin, es
una funcién par de z por lo que sus derivadas impares se anulan en 0 y por lo tanto su expansion en

serie de Taylor sobre 0 involucra sélo potencias pares de z. Por lo tanto cerca de 0 podemos escribir
1 2 4.6
p(z) = 2 +Az7 4 pz" + 2°h(2),
donde h(z) es una funcién holomorfa de z definida cerca de z = 0. Entonces
1 1 3 5 67/
p'(z) = —2; + 2z +4pz® + 62°h(z) + 2°h'(2).
Consideremos la funcién

k(z) = 9'(2)* — 4p(2)° — g20(2) — gs,

donde g2 = 20\ y g3 = 28u. Usando la férmulas para p(z) y ¢’(z) podemos probar que k(z) se restringe
a una funcién holomorfa de z en una vecindad de 0 la cual se anula en 0. Pero ¢ y ' son ambas funciones

meromorfas sobre C las cuales son holomorfas sobre C — A y satisfacen
P+ =9k O+ =¢(2),

para todo z € Cy ¢ € A. Esta periodicidad muestra que k(z) es holomorfa en una vecindad de cada
¢ € A, y por lo tanto k(z) es una funcién doblemente periédica sobre C. Asi que, por el lema 5.13, k(z)
tiene que ser una funcién constante, entonces k(z) = k(0) = 0, para todo z € C. Finalmente, para obtener

las expresiones de serie para go = 20\ y g3 = 28 note que 2\ y 24p es la segunda y la cuarta derivada

> (o)

weA—{0}

en 0 de la funcién

la cual pude ser diferenciada término a término en z = 0. O

Proposicién 5.15. La funcién o de Weierstrass o : C — A — C es suprayectiva. También p(z) = p(w) si, y sélo
siwe ALz
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Demostracion. Tomemos cualquier ¢ € C y sea f(z) = p(z) — c. Entonces tenemos que la funcién
f'(2)/f(2) es meromorfa sobre C con polos simples de residuo —m donde f tiene polos de multipli-
cidad m y polos simples de residuo m donde f tiene ceros de multiplicidad m, y no otros polos. Por
lo tanto por el teorema del residuo de Cauchy (teorema 5.2) si v es un contorno en C que no pasa por
ningtn cero o polo de f entonces

1L [fE)
o ) dz= 7 — P,

donde Z y P son el ntimero de ceros y polos de f dentro de v contando segtin sus multiplicidades.

Tomemos v como la frontera del paralelogramo P(a) definido por P(a) = {a + swy + tws : s,t € [0, 1]},
donde a se elige de tal manera que la frontera de P(a) no pase a través de ningtn cero o polo de f. En
particular esto significa que existe un punto reticular ¢ € A dentro de «y. Por la doble periodicidad de f

L J;((;) dz =0,

ya que las integrales a lo largo de los lados opuestos del paralelogramo se anulan. Por lo tanto Z = P

tenemos

Pero f, al igual que g, tienen polos de multiplicidad dos en todos los puntos reticulares { € A y no otros
asi que P = 2.

Por lo tanto Z = 2, y entonces existe algin wy € P(a) tal que f(wp) = 0 esto es, p(wg) = ¢. Desde que ¢
fue arbitraria esto demuestra que p : C — A — C es suprayectiva.

Debido a que p(z) es par y doblemente periddica tenemos p(z) = p(wg) = ¢ para todo z € A £ wp.
Existe algtin w; € A — wy que pertence al paralelogramo P(a) y entonces ambos wy y w; son ceros de f
dentro de . Asi que, si wg # w; estos representan los dos ceros de f dentro de « y por lo tanto los tinicos
ceros de f son dados por z € Atwy. Por lo tanto, resta demostrar que si wy = w1, entonces f tiene un cero
de multiplicidad al menos dos en wy, esto es, f'(wg) = 0. Pero, como antes, todos los ceros de f dentro de
7 serdn contabilizados. Si wy = w; entonces A +wy = A —wy y asi como g’ (wy) = —p'(—wp) = —p'(wo).
Por lo tanto p'(wp) = 0y asi f'(wy) = 0 como se pedia. O

Definicién 5.16. Sea C} la curva proyectiva en P? definida por el polinomio
Qu(x,y,2) = y*2 — 4a° + gow2® + g32°,
donde g2 = g2(A) y g3 = g3(A) son definidas como en el lema 5.14.

Lema 5.17. La curva ctibica C es no singular.

ap(;wl) : B@(éc@) ; ’yp(;(wl +w2)>~

Para mostrar que C, es no singular es suficiente demostrar que «, 3 y v son ntimeros complejos distin-

Demostracion. Sean

tos y que Qa(z,y,2) = y?z — 4(z — az)(x — Bz)(z — v2). El hecho que «, 8 y 7 sean distintos es una
consecunecia inmediata de la proposicién 5.15. Desde que p es una funcién doblemente periddica par,
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su derivada es una funcién doblemente periédica impar con los mismos periédos. Por lo tanto, como en
la prueba (5.15), obtenemos

Lo o (Lo —w ) o (2 Y = o (L
p2w1—p2w1 1] =8 21—@21,

y asi

Por el lema 5.14 tenemos )
40® — goa — g3 = @/(§w1)2 =0,

y asi a y similarmente 3 y ~y son raices del polinomio 42® — gaz — g3. De esto se sigue que
QA(xvya Z) = y2Z - 4(CU - O[Z)(:L’ - Bz)(x - ’72),
con «, By «y distintos y por tanto la curva C, definida por Q(z,y, z) es no singular. O

Observacién 5.18. Si consideramos la reticula A como un subgrupo aditivo de C entonces podemos
formar el grupo cociente
C/A={A+a:acC},

como es usual dos clases laterales A+a y A+bsoniguales si, y sélosia—b € A. Este grupo cociente tiene
una topologia natural (la topologia cociente) inducida de la topologia estandar sobre C como sigue. Sea
7 : C — C/A el mapa suprayectivo definido por 7(a) = A + a. Entonces un subconjunto U de C/A es
abierto en la topologia cociente sobre C/A si, y s6lo si su imagen inversa 7~ (U) es abierto en C.

Afirmamos que 7 : C — C/A es un mapa abierto. En efecto, pues si V' es un conjunto abierto de C,

entonces
(V) = U +0,
CeA

es la unién de traslaciones de Ven C donde V + ¢ = {v+ ( : v € V}, todas las cuales son cojuntos
abiertos de C.

Notemos que C/A es compacto en virtud de la propiedad 2.12 (i) y (ii) ya que la restriccién de 7 al
paralelogramo

P = {swy +twy :s,t €[0,1]},

es suprayectiva.

Topolégicamente C/A es un toro (ver figura 5.1). Esto es porque podemos identificar C/A topoldgi-
camente con el espacio cociente del paralelogramo P identificando sus lados opuestos. Al pegar un par
de los lados obtenemos un cilindro y pegando los extremos del cilindro juntos d4 como resultado un
toro.

Vamos a referirnos a C/A como un toro complejo.
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En virtud de los lemas 5.10 y 5.14 podemos garantizar la existencia de una funcién que a continuacién

definimos.

Definicién 5.19. Sea v : C/A — C} definida por

/ 1 . A
[0,1,01, siz€A
(tJl“‘(:Jz
W3y
w1

Figura 5.1: C/A es un toro.

Proposicién 5.20. El mapa u : C/A — Cy es un homeomorfismo.

Demostracion. Primero probemos que u es inyectiva. Supongamos que z,w € C — Ay u(z) = u(w).
Entonces p(z) = p(w), asi que, por la proposicion 5.15, sabemos que z € A + w. Queremos demostrar
que z € A+w. Supongamos que z € A —w. Entonces, desde que g’ es una funcién doblemente periédica
impar tenemos '(z) = —p'(w). Pero u(z) = u(w) asi que p'(z) = '(w) = 0. Pero la prueba del lema
5.17 muestra que si o' (w) = 0, entonces p(w) es igual a o, 8 0 v donde

a:@<;w1> 7ﬁ:p<;w2> a’yzp(;(wl +OJ2)>,

y entonces (5.15) implica que w € 1/2A, estoes, A +w = A — w. Asi que, z € A + w y esto muestra la
inyectividad de w.

Ahora mostremos que u es suprayectiva. Supongamos que [a, b, ¢] € Cy. Si ¢ = 0 entonces la ecuacién
que define a C} forza a que a = 0y asi [a, b, c] = [0,1, 0] el cual estd en la imagen de u. De otra manera
asumamos que ¢ = 1. Entonces por 5.15 existe algtin z € C tal que p(z) = a. Por el lema 5.14 y la

hipétesis de que [z, b, c] € Cs tenemos
9'(2)" = 40(2)" = g20(2) — g5 = 4a” — goa — g3 = *,

asi que ©'(z) = £b. Como p es una funcién par y p’ es una funcién impar se sigue que o bien u(A+z) =
[a,b,1] 6 u(A — 2z) = [a, b, 1]. Por lo tanto u es suprayectiva.
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Desde que p y ¢’ son holomorfas y por lo tanto continuas sobre C — A es claro que u es continua
excepto posiblemente en A + 0. Puesto que p y ¢’ tienen polos de multiplicidad dos y tres en 0, cerca de
0 podemos escribir

o(z) = 22
donde ¢ y h son funciones holomorfas cerca de 0 y g(0) y h(0) son no cero. Asi que, si z estd cerca de
cero, pero no es igual a cero, entonces u(A+z) = [p(z), ¢’ (2), 1] = [29(z), h(2), 2%] lo cual tiende a [0, 1, 0]
conforme z tiende a 0. Esto demuestra que u es continua en A + 0.

Ya hemos mostrado que u : C/A — Cj es una biyeccion continua. Ahora bien, por la observacién
5.18 tenemos que C/A es compacto y por el lema 2.29 C es Hausdorff, luego entonces conluimos que u

es un homeomorfismo. O

Observacién 5.21. Vamos a demostrar después que u y su inversa no solo son continuas de hecho son
funciones holomorfas. Sin embargo antes de demostrar esto debemos decir lo que significa que una
funcién entre superficies de Riemann sea holomorfa.

Notemos también que la proposicién 5.20 concuerda con la férmula del grado-género, la cual nos

dice que topolégicamente C es una esfera con una asa, es decir, un toro.

5.2. Superficies de Riemann

Definicién 5.22. Una superficie es un espacio topoldgico S Hausdorff el cual el localmente homeomorfo
a C (o equivalentemente a R?).

Aqui localmente homeomorfo a C significa que cualquier « € S tiene una vecindad abierta U en S la
cual es homeomorfa a un subconjunto abierto V' de C.

Un homeomorfismo ¢ : U — V entre un subconjunto abierto U de S y un subconjunto V de C
es llamada una carta (o mapeo de coordenadas locales) sobre S. Un atlas ® para la superficie S es una
coleccion de cartas sobre S, @ = {¢,, : Uy — V,, : @ € A}, indexado por un conjunto A # 0, tal que

S=J Vs
acA
Si o : Uy = Vo y ¢.Us — V3 son cartas entonces ¢, (U, N Ug), es un conjunto abierto de V,, el cual
es un subconjunto abierto de C. Si ® = {¢o : Uy — V, : @ € A} es un atlas para S entonces los
homeomorfismos

¢aﬁ = ¢ 0 ¢El : ¢,H(Ua U Uﬁ) — Cba(Uoz U /8)7

entre subconjuntos abiertos de C son llamadas las funciones de transicion de el atlas, vease la figura 5.2.
El atlas es llamado holomorfo si todas sus funciones de transiciéon son holomorfas en el sentido usual

como funciones de subconjuntos abiertos de C a subconjuntos abiertos de C.



98 CAPITULO 5. SUPERFICIES DE RIEMANN

Figura 5.2: Una funcién de transicién.

Ejemplo 5.23. Si U es un subconjunto abierto de C entonces el mapa identidad {1y : U — U} es un atlas
holomorfo sobre U. Asi que es el conjunto de todas las funciones holomorfas con inversas holomorfas

de subconjuntos abiertos de U a subconjuntos abiertos de C.

Las curvas complejas no singulares son el ejemplo mds importante de superfices con atlas holomorfos

desde el punto de vista de este trabajo.

Proposicién 5.24. Si C es una curva algebraica compleja en C* definida por un polinomio P(z,y), entonces
C — Sing(C) tienen un atlas holomorfo.

Demostracion. Supongamos que (a,b) € C ,esto es, P(a,b) =0y que

opr

aiy(av b) 7& 0,

por el teorema de la funcién implicita para polinomios de andlisis complejo tenemos que existen vecin-
dades abiertas V' 'y W de a y b en C y una funcién holomorfa g : V.— Wtalquesiz €¢ Vyy € W
entonces P(z,y) = 0 & y = g(z). Desde que C — Sing(C') es un conjunto abierto de C' (note que esto
se sigue de la definicién de la topologia cociente de P?), por elegir V y W lo suficientemente pequefias
podemos asumir que

U={(z,y) €C:z2€V,yec W},

es una vecindad abierta de (a,b) en C' — Sing(C'). Entonces el mapa definido por ¢(z,y) = x es una

funcién continua con inversa continua dada por z — (z, g(z)). Similarmente si

or

%(av b) 7£ 0,

existe una vecindad U de (a,b) en C' — Sing(C) tal que el mapa ¢ : U — C definido por ¢(z,y) = y es un
homeomorfismo sobre un subconjunto abierto de V' de C con inversa y — (h(y),y) donde h(y) es una
funcién holomorfa de y. Por lo tanto existe un atlas sobre C' — Sing(C') tal que cualquier carta es una de
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las dos formas ¢ 6 ¢ Las funciones de transicién son o bien el mapa identidad o composiciones de la
forma z — (z,g(x)) — g(z) 6 y — (h(y),y) — h(y), donde h y g son funciones holomorfas. Por lo tanto

tenemos un atlas holomorfo. O

Resulta que tenemos un resultado analogo para curvas proyectivas que a continuacioén describimos
en la siguiente proposicién.
Proposicion 5.25. Si C' es una curva proyectiva en P? definida por un polinomio homogéneo P(z,y, z) entonces
C — Sing(C') tiene un atlas holomorfo.

Demostracion. Supongamos que [a, b, c| € C, luego P(a,b,c) =0y que
P
aa—y(a, b,c) # 0.
Por la relacién de Euler

oprP OP OP
a%(a, b,c) + ba—y(a, b,c) + cg(a7 b,c) =0,

asiquea =c¢= 0= a=b=c=01lo que no puede ocurrir por definicién de P?. Asumamos que ¢ # 0.
Entonces por la homogenidad de P

oP oP
il — A=Y
a9 (a/e,b/c, 1) =c¢ 9y (a,b,c) #0,

donde d es el grado de P. El teorema de la funcién implicita aplicado al polinomio P(z,y,1) en x y y nos
dice que existen vecindades abiertas V' 'y W de a/cy b/c en C y una funcién holomorfa g : V. — W tal
quesiz € Vyye W, entonces P(z,y,1) = 0 & y = g(z). Ahora bien, si V' 'y W son lo suficientemente

pequefias entonces

U = {x,y,2]€C:2#0,z/z€V,y/z € W}
= {[z,y,1]€C:z€V,y e W},

es una vecindad abierta de [a, b, c] en C' — Sing(C). El mapa ¢ : U — V definido por
olz,y, 2] = z/z,

es un homeomorfismo con inversa w — [w, g(w), 1]. Similarmente, si [a,b,c] € C'y OP/0y(a,b,c) # 0 #
a, 6si OP/0x(a,b,c) # 06 IP/Iz(a,b,c) # 0, podemos encontrar un homeomorfismo ¢ : U — V de una
vecindad abierta U de [a, b, ¢] en C' — Sing(C') sobre un subconjunto abierto V' de C tal que ¢[z, y, 2] tiene

una de las siguientes expresiones
2w, yfz 2y wly, oyl
y la inversa de ¢ tiene una de las formas

we [Lg(w),wl,  gw),w, 1], [g(w), Lw],  [w,1,g(w)] ol,w,g(w)]
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donde g : V' — C es una funcién holomorfa. Por lo tanto obtenemos un atlas sobre C' — Sing(C') cuyas
funciones de transicion tiene una de las siguientes formas

wew, Tw, g(w),  1/gw),  w/gw) 6 g(w)/w,

tal que g es holomorfa y el denominador no se anula sobre el conjunto donde las funciones de transicién
son definidas. Por lo tanto tenemos un atlas holomorfo. O

Observacién 5.26. Se verifica que el complemento de un conjunto finito de puntos en una superfice es
denso. Por lo tanto la afirmacién en la prueba de la proposicién 4.18 que el complemento de un conjunto
finito de puntos de una curva proyectiva no singular es denso esté ahora justificado por la proposicién
5.25.

La cuestién de tener un atlas holomorfo sobre la superficie es que hace posible hablar sobre funciones
holomorfas sobre ella.

Definicién 5.27. Sea ® = {¢, : Uy — V, : o € A} un atlas holomorfo sobre una superfice. Un mapa
continuo f : S — C es llamado holomorfo con respecto a ® en x € S si existe una carta ¢, : Uy — Vo, en
®talquez €Uy y

fopt:Vy,—C,

es holomorfa en ¢, (z) en el sentido usual como una funcién de un subconjunto abierto V,, de C a C. El

mapa es llamado holomorfo con respecto a ® si es holomorfo para cualquier z € S.
La definicion anterior no depende de la eleccién de la carta como el siguiente lema lo demuestra.
Lema 5.28. Una funcién f : S — C' es holomorfa con respecto a un atlas ® sobre S si, y sélo si
fody':Va—C,
es holomorfa para cualquier carta ¢o : Uy — Vg en .

Demostracion. Siz € Uy, NUg Y ¢ : Uy — Vi, 05 : Usg — Vg son cartas en ® entonces ¢, (U, N Up) €s un

conjunto abierto de V,, que contiene a ¢, (z) y

oo s wanvs = (f 0¢§1) o (¢p 0 dx Mo (Uanvs)-

Desde que ¢ o ¢! y su inversa son ambas funciones holomorfas y la comoposicién de funciones ho-
lomorfas es holomorfa, se sigue que f o ¢, ' es holomorfa en ¢, (z) si, y sélosi f o ¢[§1 es holomorfa en

dp(x). O

Definicién 5.29. Sean Sy T superficies con atlas holomorfos ¢ y ¥. Un mapa continuo f : § — T es
llamado holomorfo con respectoa ® y ¥ si

Vg0 f ooy s want-1(ws)) : da(Ua N fTH(W5)) — Y,

es holomorfo para cualquier carta ¢, : Uy, — V, en ® y cualquier carta ¢ : W — Yz en W.
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Lema5.30. Si f: S —Tyg:T — R son holomorfas con respecto a atlas holomorfos ®, ¥, © sobre la superfices
S, T, R, entonces g o f : S — R es holomorfa con respecto a los atlas holomorfos ®, © sobre S y R.

Demostracion. Supongamos que = € S, necesitamos demostrar que g o f es holomorfa en z. Elijjamos
cartas holomorfas ¢, : Uy — V, sobre S, ¢¥g : Wg — Xgsobre T y 6 :Y, = Z, sobre R tal que
x € Uy, f(z) € Ws,g(f(x)) € Y,. Es suficiente mostrar que 6., 0 g o f o ¢! es holomorfa en ¢, (z) € Vj,.
Pero en la vecindad abierta

ba(Ua N f7H(Wa) N f1gH(Y5)),

de ¢, (z) podemos escribir
fogogog,' =(@ogoyt)o(vsofoiyt),

y esta es la composicién de dos funciones holomorfas en el sentido usual de andlisis complejo, asi que

0, 0go fog,! esholomorfa. 0

Definicién 5.31. Dos atlas holomorfos ® y ¥ sobre una superfice S se dicen compatibles si el mapa
identidad 15 : S — S es holomorfo tanto como un mapa de S con atlas ® a S con atlas ¥ y como un
mapa de S con atlas ¥ a .S con atlas ®.

Se verifica que el ser compatibles es una relaciéon de equivalencia sobre el conjunto de los atlas holo-

morfos sobre una superfice S.

Ejemplo 5.32. Los atlas {1g: S — S}y
{h: U — V : U, Vabiertos en C, h holomorfa con inversa holomorfa},

sobre C son compatibles. Estos atlas no son complatibles con el atlas holomorfo sobre C que consiste de

una sola carta definida por ¢(z) = Z.

Observacién 5.33. Se sigue de el lema 5.30 por considerar la composicién 17 o f o 1g con apropiados
atlas y que si ® y ¥ son atlas holomorfos compatibles sobre una superfice S y ® y ¥ son atlas holomorfos
sobre una superficie T’ entonces una funcién continua f : S — T es holomorfa con respecto a ® y ® si, y
s6lo si es holomorfa con repectoa ¥ y 0.

Bajo las condiciones anteriores podemos dar la definicion de una superficie de Riemann.

Definicién 5.34. Una superficie de Riemann es una superfice S junto con una clase de equivalencia # de
atlas holomorfos sobre S. En otras palabras una superficie de Riemann es dada por una superfice S con
un atlas holomorfo sobre S y dos atlas holomorfos sobre S definen la misma superficie de Riemann si, y
solo si ellos son compatibles uno con el otro.

Si (S,H)y (T, F) son superficies de Riemann y f : S — T es continua entonces por la observacién
5.33 podemos decir que f es un mapa holomorfo entre las superficie de Riemann (S, ) y (T, F) si es



102 CAPITULO 5. SUPERFICIES DE RIEMANN

holomorfo a cualquiera (o equivalentemente a todos) de los atlas holomorfos ® € H sobre Sy ¥ € F
sobre T'.
Usualmente denotamos una superfice de Riemann (.S, %) por el mismo simbolo que el de la superfice,

a menos que surja alguna confusién.

Definicién 5.35. Dos superficies de Riemann son llamadas biholomorfas si existe una biyeccién holo-
morfa f : § — T cuya inversa es holomorfa.

Ejemplo 5.36. (a) Cualquier subconjunto abierto U de C con el atlas holomorfo {1y : U — U} es una
superfice de Riemann.

(b) Si S es una superficie de Riemann con atlas holomorfo ® = {¢, : Uy, — Vo, : a € A}, ysi W es un

subconjunto abierto de S entonces el atlas holomorfo
Dl = {dalv,nw : Ua NW = ¢o(Us NW) :a € A},
hace de W una superficie de Riemann.

(c) La proposicién 5.24 nos dice que cualquier curva compleja no singular C' en C? puede ser con-
siderada como una superficie de Riemann en una manera muy natural. La restriccién a C' de las
coordenadas z y y sobre C son entonces funciones holomorfas sobre C. Como son todas las funcio-
nes polinomiales de z y y. Similarmente se sigue de la proposicién 5.24 y 5.25 que si C es una curva

afin o proyectiva entonces C — Sing(C') es una superficie de Riemann.
(d) La esfera de Riemann P! = C U {co} donde z € C se identifica con [z, 1] e co con [1,0].

Sean U = P! — {0} y V = P! — {0}. Definamos ¢ : U — Cy ¢ : V — C dadas por

dlx,yl = x/y, Ylx,y] =y/x,

Entonces ¢ : U — Cy 1 : V — C forman un atlas holomorfo sobre P! con las funciones de transicion
popt =1pop ! :C—{0} - C—{0},

ambas dadas por z — 1. Recordemos que si U es un subconjunto abierto de C, entonces una funcién
meromorfa sobre U es una funcién f : U — C U {oo} tal que si @ € U existe un € > 0 tal que en el disco
aujereado {z € C: 0 < |z — a| < €} la funcién f sol6 toma valores finitos y tiene una serie de Laurent

f(Z): Z Ck(zia)ka

k>—m

para algtn entero m. Si esta serie de potencias es idénticamente cero, entoces f(a) = 0. De otra manera

podemos asumir que c_,, # 0y entonces
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oo sim >0,
fla)=<¢ Cy si m=0,
0 sim<O0.

Cuando f(a) = oo decimos que f tiene un polo de orden m en a.

Equivalentemente, podemos escribir f(z) = (z — a)~"™h(z), donde
h(z) = Z Ch—m(z —a)¥,
k>0
es holomorfa y h(a) # 0. Por lo tanto, f es meromorfa en una vecindad de a con polo en a si, y sélo si
I (z—a)"

flz)  h(z) 7

es holomorfa cerca de a con valor 0 en a. Esto significa que una funcién meromorfa sobre U es holomorfa

en el sentido de superfices de Riemann como un mapa de U a P* = CU {oo}. Reciprocamente, cualquier
funcion holomorfa f : U — P! la cual no toma el valor constante oo sobre cualquier componente conexa
de U define una funcién meromorfa sobre U.

Tenemos un ltimo ejemplo importante de superfices de Riemann.

Ejemplo 5.37. El toro complejo. Como en §5.1 sean w; y wo nimeros complejos los cuales son linealmente
independientes sobre R. Entonces la reticula A = {nw; + mws : n,m € Z} en C es un subgrupo aditivo
de C. Ya hemos notado en la observacién 5.18 que el grupo cociente C/A tiene una topologia natural, la
topologia cociente inducida por el mapa 7 : C — C/A la cual mapea z — A+ z. Se sigue inmediatamente
del lema 5.7 que existe § > 0 tal que

|nwy + mws| > 4,

para todos los pares de enteros n,m no ambos cero. Por lo tanto si a € C la restriccién de 7 al disco
abierto )
U,={2€C:|z—dq] <§5}7

es un homeomorfismo sobre el subconjunto abierto 7(U,) de C/A. Ahora bien si 7n(U,) N w(Uy) # 0,

entonces existe un anico nw; + mws € A tal que |nwy + mwe + a — b| < %6 y entonces
(ml,) Lo T|U.nr=1(r(Uy)) * Ua N 7 (7w (Up)) = Uy,
es dada por medio de la traslacién de nw; + mws. Por lo tanto las cartas
ba = (n|y,) " w(Uy) = U,

para a € C forman un atlas holomorfo sobre C/A.
Para demostrar que este atlas hace de C/A una superfice de Riemann resta demostrar que C/A es un
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espacio Hausdorff. Esto se puede probar directamente usando el lema 5.7 pero esto también se sigue
inmediatamente de la existencia de un homeomorfiso u : C/A — Cx donde Cj es una curva proyectiva

no singular y usando el hecho que C es Hausdorff.

Si S es otra superficie de Riemann entonces una funcién f de C/A a S es holomorfa si, y sélo si la
composicién f o 7 de C a S es holomorfa. Por lo tanto funciones holomorfas f de C/A a S corresponde
exactamente a funciones holomorfas g de C a S con la propiedad que g(z + w1) = g(2) = g(z + w2) para
todo z € C. Funciones con esta propiedad son llamadas funciones doblemente periédicas con periédos wq

Yy wa.

Proposicién 5.38. El homeomotfismo v : C/A — Cy definido por

u(A+z)={ f@<Z>7$’<z>al1 si 2 ¢ A,

[0,1,0 si z € A.
es holomorfo. Asi como también su inversa u=! : Cy — C/A.

Demostracion. Para demostrar que u es holomorfa tenemos que probar que si A + w € C/A, entonces
vgods’ s ¢(UaNu™' (Ws)) = Y3,

es holomorfa en el sentido usual de andisis complejo para algunas cartas ¢, : Uy, — V, sobre C/A'y
g : Wg — Yg sobre Cy tal que A + w € Uy y u(A + w) € Wg. Como en el ejemplo 5.37 podemos tomar
a ¢, como la inversade 7 : V,, = U, = n(V,,), donde V,, es un disco abierto lo suficientemente pequefio
en C. Por lo tanto, ¢! = 7 : V, = U,. Siw € A, entonces u(A + w) = [p(2), ¢'(2),1] asi que por la
prueba de la proposicion 5.25 podemos tomar s o bien [z,vy, 2] — z/z 6 [z,y,z] — y/z. Por lo tanto
g ouo ¢t esla restriccion de p 6 ¢/, las cuales ambas son holomorfas cerca de w. Si w € A entonces
u(A +w) = [0,1,0] y la prueba de la proposicién 5.25 podemos tomar 3 como el mapa [z, y, 2] — z/y

desde que

OQ
W(Ov 170) 7& 03

(ver definicion 5.16). Por lo tanto

P(2)/9'(2), si z €A,

ouo 712; =
Vpoueda(?) 0, si z € A.

Esta funcién es holomorfa cerca del cero (y por lo tanto cerca de cualquier punto de A por la doble

periodicidad) desde que cerca de 0 podemos escribir

p(z) = =5~ y 9= "5

donde g y h son funciones holomorfas cerca de 0y g(0) y 2(0) son no cero.
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Esto completa la prueba de que u es holomorfa. Para demostrar que u~! es holomorfa tenemos que

verificar que
daou oyt = (Ygouogr)

es holomorfa para cualesquera cartas ¢, : U, — V, sobre C/Ay 13 : W3 — Y3 sobre Cy. Esto puede
ser probado directamente como se hizo para u, pero también se sigue inmediatamente del teorema de
la funcién inversa de andlisis complejo, el cual nos dice que si f : U — V es una funcién holomorfa

biyectiva entre subconjuntos abierto de C entonces f~! : V — U también es holomorfa. O
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5.3. Ejemplos

Ejemplo 5.39. El teorema de el mapa abierto de analisis complejo dice que si f : U — C es una funcién
holomorfa no constante de un subconjunto abierto conexo U a C, entonces f(U) es abierto en C. Use
esto para demostrar que si f : R — S es un mapa holomorfo no constante entre superficies de Riemann
y si R es conexo, entonces f(R) es un subconjunto abierto de S.

Demostracion. Seay € f(R), entonces existe z € R tal que y = f(x). Sean ¢, : Uy — V,, carta para z'y
g : Us — V, carta paray.Sea D C U, N f~1(Us) un conjunto conexo que contiene a z, entonces ¢, (D)
es un conjunto abierto conexo de V,, ahora tomemos la funcién

Ygofopy': d(Uan f71(Us)) — Vi,

esta es una funciéon holomorfa no constante sobre ¢, (D), de otro modo f serfa constante sobre D y por
la conexidad de R y el principio de continuidad anadlitica para superficies de Riemann tendriamos que
f es constante en todo R, lo que no puede ocurrir, asi que f no es constante sobre D y por lo tanto la
funcién

¥p o fody (D) Pa(D) = Vs,
es una funcién holomorfa no constante sobre ¢, (D) y como ¢, (D) es abierto y conexo de el teorema de

el mapa abierto tenemos que 15 o f o ¢ (¢ (D)) es abierto en V3 o sea que

W =14 o f(D) =4(f(D)),

es abierto y como ¢3 es un homemorfismo se sigue que f(D) es un subconjunto abierto de S y tal que
y € f(D) C f(R). Por lo tanto f(R) es un conjunto abierto de S. O

Ejemplo 5.40. Demuestre que una funcién holomorfa no constante f : R — S entre superficies de
Riemann conexas R y S tal que S es compacto es suprayectiva. Deduzca que S es compacto.

Demostracion. Tenemos que demostrar que f(R) = S, supongamos que R # (), luego f(R) # (0 ahora
bien por el ejemplo 5.39 como R es conexo tenemos que f(R) es un conjunto abierto. Por otra parte como
R es compactoy f : R — S es continua tenemos que f(R) es compacto y como S es Hausdorff se tiene
que un compacto en un Hausdorff siempre es cerrado, asi f(R) es cerrado. Por lo tanto f(R) es abierto
y cerrado en S'y como S es conexo debe suceder que f(R) = S, finalmente como la imagen continua de

un compacto es compacta se sigue .S' es compacto. O

Ejemplo 5.41. Demuestre que si R es una superficie de Riemann compacta y conexa entonces no existen

funciones holomorfas no constantes f : R — C.

Demostracion. Supongase por el contrario que exista f : R — C funcién holomorfa no constante, como
R es compacta y conexa y C es un conjunto conexo del ejemplo 5.40 concluimo que f(R) = C, luego en-
tonces C seria un conjunto compacto, lo cual es imposible. Por lo tanto no existen funciones holomorfas
no constantes f : R — C. O
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Ejemplo 5.42. Use el teorema de los ceros aislados de andlisis complejo para demostrar quesi f : R — S
es un mapa holomorfo no constante entre superficies de Riemann conexas, entonces cualquier x € R
tiene una vecindad abierta U en R tal que f(y) # f(x) paratodoy € U — {z}.

Demostracion. Sean « € R, ¢, : U, — V, una carta para z, ¢g : Us — Vj carta para f(x) y D un disco
centrado en z (que puede ser un conjunto abierto conexo que contiene a z) tal que D C U, N f~1(Up).
Entonces la funciéon

Yo fo ¢;1 1 ¢a(Ua N fﬁl(Uﬁ)) — Vs,

no puede ser constante en ¢, (D) de otra manera f seria constante en D y por la conexidad de R f
serfa constante en R; lo que no puede ocurrir, asi 15 o f o ¢! no es constante en ¢, (D). Ahora sea
w=1go fogps'(pa(z)) entonces la funcion g(z) = g o f o, ' (z) —w no es constante en ¢, (D) ademds
es holomorfa y como g(¢,(x)) = 0 del teorema de ceros aislados tenemos que existe un r > 0 tal que
9(2) # 0 para todo 2 € B(a(x),7) — {6a(®)}. Sea U’ = 651 (B(¢a(),r) — {¢a(2)}) = U — {a} donde
U = ¢5'(B(¢a(z)),r), entonces tenemos que

tgo fo ¢¢;1(2) #yof O¢;1(¢a(m))7 para todo 2 € B(¢a($(}),7‘) - {¢a($)}7

o equivalentemente

Vs(f(y) # ¢s(f(z)) Yy € U —{x},

pero como 93 es inyectiva esto pasa si, y s6lo si

fx) # fy) Y yinU — {x}.
O

Ejemplo 5.43. El teorema de la funcién inversa de andlisis complejo dice que si f : U — V es un mapa
holomorfo biyectivo entre subconjuntos abiertos de C, entonces f’ # O paratodoz €e Uy f~1: V = U
es holomorfa. Deduzca que si f : R — S es un mapa holomorfo biyectivo entre superficies de Riemann

entonces f~! : § — R es holomorfo.

Demostracién. Seay € Sy x = f~!(x), entonces y = f(x). Ahora consideremos ¢,, : U, — V,, una carta
para x y v : Ug — Vj carta para y, queremos demostrar que ¢, o f~! o 93 es holomorfa en 5. Ahora
bien, sea D un subconjunto abierto conexo de U, N f~!(Up) con = € D, entonces ¢, (D) es un conjunto

abierto y conexo, ahora sea
foa =10 fods" s ¢a(Uan f~H(Up)) = Vp.

Dado que fga : ¢a(D) — C es una funcién holomorfa no constante (pues f es biyectiva) y ¢, (D) es
un conjunto abierto y conexo se sigue que del teorema del mapa abierto que fgqo(¢a (D)) es un conjunto
abierto, asi pues, tenemos un mapa fgq : ¢ (D) = fsa(Pa (D)) holomorfo biyectivo entre subconjuntos
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abiertos de C, luego por el teorema de la funcién inversa de andlisis f, L fsa(@a(D)) — ¢a(D) es
holomorfa, pero esto significa que

paof 01/1/}1 : fﬂa(¢a(D)) — ¢a(D)7

es holomorfa y como ¢z 0 f ¢, (o () = g0 f(x) = ¥s(y) € fsa(da(D)) concluimos que f~!: S — R
es holomorfa. O

Ejemplo 5.44. (a) Demuestre que la unién de dos atlas holomorfos compatibles sobre una superficie S

es un atlas holomorfo.

(b) Un atlas sobre una superficie es llamado completo si contiene a cualquier atlas holomorfo el cual es
compatible con este. Muestre que en cualquier clase de equivalencia H de atlas holomorfos compa-

tibles sobre S existe un tinico atlas holomorfo completo.

Demostracion. (a) Sean ® y ¥ dos atlas holomorfos sobre S, entonces ® = {¢o : Uy — Vo : a € A}y
U={ys:Us—>Vg:8€B}tyseadUV¥ ={f,:U, = V,:v€ AUB}donde

po] ta siy=a
! Vg, siy=p.

Veamos que ¢ U ¥ es un atlas holomorfo. Sean o, € AU B, si, 3 € A «, 8 € B de la holomorfia
de @ y W, tenemos ¢, © ¢ 6 1o 0 Y5 son mapas holomorfos. Asi pues supongamos que o € Ay
B € By tomemos las cartas ¢, : Uy = Vo ¥y ¢g : Usg — V3 y tenemos que demostrar que

$a © djﬁ_l : 1/}/3([]& N Uﬁ) — ¢Q(Ua U Uﬂ)a

es un mapa holomorfo. Ahora bien, de la compatibilidad de ® y ¥ se tiene que 1g : (S, ¥) — (S5, )
es holomorfo asi que para las cartas dadas ¢, 01go w;l 1 YU UUB) — ¢ (Us NUg) es holomorfo,
pero este mapa no es otro mds que ¢, © 1/)51. Por lo tanto ® U ¥ es un atlas holomorfo. Por otra parte
es facil notar que ® U V¥ es un atlas holomorfo compatible con ® y V.

(b) Sea

b, = U<I>.

DEH
Afirmamos que ®. es un atlas holomorfo compatible a cada ® € H. Veamos primero que ®. es un
atlas holomorfo. Sean f € ® y g € ¥ para algunos atlas ¢, ¥ € H, al ser ¢ y ¥ compatibles del inciso
(a) tenemos que ® U ¥ es un atlas holomorfo por lo cual g o f~! es holomorfo y por lo tanto ®.. es
un atlas holomorfo. Ahora veamos que ®. es un atlas compatible con todo atlas ® € #. Para esto
tenemos que demostrar que 1g : (S, ®) — (5, ®.) y 15 : (S, .) — (S, ®) son funciones holomorfas,
pero esto se sigue inmediatamente del hecho de que todas los atlas en # son compatibles con ®.

Esto demuestra que ®. es un atlas holomorfo completo, veamos que es el tinico, supongase que ¥,
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es otro atlas holomorfo completo el cual es compatible con cualquier atlas que lo contiene, por una
parte ¥, € H, luego por la definicién de ¥ debe ocurrir que ¥, C @, por otra parte de la completés
de ¥ se sigue que ¢, C V.. Por lo tanto ¢, = V..

O

Ejemplo 5.45. Sea S una superficie con subconjuntos abiertos V' 'y W tal que S = VUW. Suponga que V
y W tienen atlas holomorfos ® y ¥ tal que los atlas holomorfos ®|ynw y ¥|ynw son compatibles sobre
V N W. Demuestre que ® U ¥ es un atlas holomorfo sobre S.

Demostracion. Tenemos primero que

O ={¢g:Us—Va:a€Alcon | JU, =V,
acA

U ={yg:Us—Vz:8€B}con UUﬁ:W
BeB

Tenemos que demostrar que ® UV = {f, : U, — V, : v € AU B} es un atlas holomorfo de S donde

£ = o Siﬁ/:(%
! Yp siy=p.

Notemos que
U v,=s,
yEAUB

desde que S = V U W, primero demostremos que los mapas de transicién son holomorfos, sean «, 8 €
AUBsia,p e Ab6a,B € Bcomo (V,®) y (W, T) son atlas holomorfos las funciones de transicién
bp o ¢yt 6 g o ! serfan holomorfos, asi pues supongamos que o € Ay 3 € By consideremos las
cartas ¢, : Uy — Vo y ¥ : Us — V3 y queremos demostrar que 15 0 ;1 : ¢ (Uy UUg) — 15Uy U Up)
es un mapa holomorfo, pero tenemos que ®|ynw y ¥|ynw son compatibles sobre U N W y ademads
Uy, NUz CVNW asique g o lynw o ¢yt ¢o(Us NUg) — 15(Us NUg) es un mapa holomorfo, pero
Yolyaw o gyt =1s0¢," de donde concluimos que ¢ o ¢! es holomorfo y por lo tanto ® U ¥ define
un atlas holomorfo en S. O

Ejemplo 5.46. De esta seccion use el ejemplo 5.41 y de §5.2 el ejemplo 5.37 para demostrar que no hay
funciones holomorfas no constantes doblemente periédicas.

Demostracion. Recordemos que una funcién h : C/A — S donde S es una superficie de Riemann es
holomorfa si, y sélo si la composicién h o7 : C — S es holomorfa. Asi que, las funciones h de C/A a
S corresponden exactamente a funciones holomorfas g de C a S las cuales son doblemente periédicas,
estoes, g(z + w1) = g(2) = g(2 + wz), para todo z € C. Sea S = C y supongamos por el contrario que
existe una funcién doblemente periddica f : C — C no constante, entonces por la observacién anterior
a esta funcion le corresponde una funcién h : C/A — C holomorfa, donde f = h o 7 y h tiene que ser
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una funcién no constante, pues si h es constante, esto no llevaria a que f es constante, lo cual no puede
ocurrir, asi tenemos h : C/A — C una funcién holomorfa y no constante, por otra parte C/A es una
superficie de Riemann compacta y conexa, pero esto contradice el hecho de que no existen funciones
f: R — Cholomorfas y no constantes donde R es una superfice de Riemann compacta y conexa. O

Ejemplo 5.47. Sea p(z) la funcién p de Weierstrass asociada con la reticula A en C. Explique por qué la
funcién
G:C/A — P =CU {0},

definida por (A + z) = p(z) es holomorfa en el sentido de superficies de Riemann.

Demostracién. Por la observacion del ejemplo anterior tenemos que ¢ : C/A — P! es holomorfa si, y
solosi gom : C — P! es holomorfa, sea g = ¢ o m, note que g es doblemente periédica. Ahora bien,
g(z) = pom(z) = @(A+2z) = p(z) es una funcién meromorfa sobre C y por las observaciones posteriores
al ejemplo 5.37 es una funcién holomorfa G o7 : C — P! y por lo tanto se concluye que ¢ : C/A — P! es

una funcién holomorfa entre superficies de Riemann. O
Ejemplo 5.48. Sea A una reticula en C. Demuestre que g2 (A)3 — 27g3(A)? # 0.

Demostracion. Consideremos la ecuacién polinomial 42* — gox — g3 = 0 0 bien 2* — £ — % = ( que

tiene por discriminante
3

92\3 g3 92 9?2,
A:—4(——) _27<_7> =92 979
4 1)

Ahora bien como sabemos

az@(;“n) 7B2@<;W2> a’yzp(;(wl +OJ2)>7

son tres raices distintas del polinomio z* — £z — £ = (), asi que el discriminante no puede ser cero,

pues en caso contrario tendriamos raices repetidas, por lo tanto
3 2
_ 92 93

o bien
3 2
g5 — 27g5 # 0.



Capitulo 6

El teorema de Riemann-Roch

En este capitulo vamos a ver que el género g de una curva proyectiva no singular C en P?, el cual
definimos en el capitulo 4 usando las propiedades topolégicas de C, también puede ser caracterizado
en términos de la estructura holomorfa de C. De hecho ¢ es la dimensién de el espacio vectorial de las
diferenciales holomorfas sobre C'. Este es un caso especial de el famoso teorema de Riemann-Roch el cual
relaciona las dimensiones de espacios vectoriales de funciones meromorfas con polos prescritos y ceros
sobre C'. El teorema de Riemann-Roch tiene algunas muy ttiles consecuencias, incluida una prueba fécil
de la ley de asociatividad para la estructura de grupo aditivo sobre una curva ctbica (ver teorema 3.38)
y una prueba que cualquier funcién meromorfa sobre una curva proyectiva no singular es racional. En el
camino a probar el teorema de Riemann-Roch vamos a encontrar otra caracterizacién del género g de C,
el cual es que el ndmero de ceros menos el nimero de polos (contando con multiplicidades) de cualquier
diferencial meromorfa sobre C' es 2g — 2. Concluimos este capitulo enunciando el teorema de Riemann-
Roch para curvas algebraicas, que son superficies de Riemann compactas con una condicién adicional
sobre su campo global de funciones meromorfas y damos algunas aplicaciones de esta versién maés
general para superficies de Riemann compactas, esto se hace con el espiritu de que el lector se interese
por el caso general para superficies de Riemann compactas del teorema de Riemann-Roch, pues no se
pretende dar la prueba de este resultado lo que si veremos es como aplicar este resultado a proposiciones

bastante utiles.

6.1. Diferenciales holomorfas

La definicién de una trayectoria suave a trozos en C tiene una generalizacion obvia para superficies

de Riemann que a continuacién establecemos en la siguiente definicién.

Definicién 6.1. Una trayectoria suave a trozos en una superficie de Riemann S es un mapa continuo ~y

del intervalo cerrado [a,b] en R a S tal que si ¢ : U — V es una carta holomorfa sobre un subconjunto

111
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abierto U de Sy [¢,d] € v }(U) entonces ¢ o v : [¢,d] — V, es una trayectoria suave a trozos en el
subconjunto abierto V' de C. La trayectoria es cerrada si~y(a) = ~(b).

Las definiciones de las diferenciales holomorfas y meromorfas sobre una superficie de Riemann no
son tan inmediatas y necesitan una cierta motivacién. Primero necesitamos decir lo que entendemos por
funciones meromorfas en una superficie de Riemann.

Recordemos del ejemplo 5.36(d) que una funcién meromorfa sobre un subconjunto abierto W de C
puede ser interpretada como una funcién W — P! la cual es holomorfa en el sentido de superficies
de Riemann (y no es idénticamente co sobre cuaquier componente conexa de W). Aqui como es usual
identificamos P! con C U {oo}. Por lo tanto es razonable hacer la siguiente definicion.

Definicién 6.2. Una funcién meromorfa sobre una superfice de Riemann S es una funcién f : S — P!
la cual es holomorfa en el sentido de superficies de Riemann y no es idénticamente oo sobre cualquier

componente conexa de S.

Definicién 6.3. Sean f y g funciones meromorfas sobre una superficie de Riemann S. Entonces decimos
que fdg, es una diferencial meromorfa sobre S, y si f y g son también funciones meromorfas sobre S,

decimos que
fdg = fdg,
si, y s6lo si para cualquier carta holomorfa ¢ : U — V sobre un subconjunto abierto U de S tenemos que
(foo™)god™) =(fod™)(goo™")"

Note que la composicién de f, g, f y g con ¢~1 son funciones meromorfas sobre el subconjunto abierto
V de C, asi que podemos diferenciarlas y multiplicarlas juntas punto a punto en la forma usual.

Observacién 6.4. (i) Formalmente una diferencial meromorfa sobre S es una clase de equivalencia de
un par (f, g) de funciones meromorfas sobre S tal que dos pares (f, g) y (f,g) son equivalentes si, y s6lo
si para cualquier carta holomorfa ¢ : U — V sobre Sy para cualquier z € V' tenemos

fod M (2)(goo ) (2) = Fod  (2)(goo™!) (2).

(ii) Para obtener alguna idea de por que esta definicién puede ser titil, consideremos la siguiente pre-
gunta.

¢Tiene sentido diferenciar una funcién meromorfa sobre una superficie de Riemann S5?
Note que si ® = {¢, : Uy — Vi : @ € A} es un atlas holomorfo sobre S, entonces una funcién

meromorfa g : S — CU {oo} estd determinada por la coleccién de funciones meromorfas
{gop ' :Vy— CU{x}:ac A},
y reciprocamente una coleccién de funciones meromorfas

{Go : Vo = CU{x}: a0 € A},
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define una funcién meromorfa g sobre S tal que G, = g o ¢! para cada a € A si, y sélo si

Gao(da(u)) = Ga(dp(u)) Yu € Uy N Ug,

cuando «, § € A.

Podemos desde luego diferenciar las funciones meromorfas g o ¢! : V,, — C U {co} para obtener
funciones meromorfas (g o ¢, 1)’ : V,, — C U {co}. Sin embargo, estas no definen funciones meromorfas
sobre S desde que las composiciones (go ¢, 1) 0 do y (g0 gb/;l)’ o ¢3 no necesariamente coinciden sobre
U, NUg. En su lugar la regla de la cadena nos dice que si u € U, N Ug entonces

(go¢a) (¢a(w)) = ((gods')o(ds0da")) (¢alu))
= (9005") (d5(w))(¢p © d5") (da(u)).

Por lo tanto (go ¢;') 0 da y (g0 ¢51)’ o ¢ difieren por un factor de (¢ o ¢, ')t o ¢, donde ¢g 0 ¢, *
son las funciones transicién de el atlas.

Esto significa que si “diferenciamos” la funcién meromorfa g sobre S por diferenciar todas las fun-
ciones meromorfas g o ¢! : V,, — C las cuales son definidas sobre subconjuntos abiertos de C y luego
las transferimos de nuevo para obtener funciones meromorfas (g o ¢ ')’ o ¢, sobre los subconjuntos
abiertos U, los cuales cubren a S no obtenemos una funcién sobre S. En su lugar, obtenemos un objeto
abstracto llamado una diferencial (meromorfa) escrita por dg. Multiplicamos diferenciales por funciones
meromorfas f sobre S para obtener nuevas diferenciales escritas por fdg. Dos diferenciales meromorfas
fdg y fdg seran entonces iguales si las funciones meromorfas (f o ¢;1)(go ¢51)' v (fo d5)(go 5t
que los representan sobre U, via la carta ¢, : U, — V, son iguales para todo o € A.

Estas ideas nos llevan a la siguiente definicién alternativa de una diferencial meromorfa.

Definicién 6.5. Sea {¢, : Uy — V, : a € A} un atlas holomorfo sobre una superficie de Riemann.
Entonces una diferencial meromorfa 1 sobre S es dada por una coleccién

{Na : Vo > CU{o0}:a € A},

de funciones meromorfas sobre los subconjuntos abiertos V, de C tal que si o, f € Ay u € Uy, NUp
entonces

Na(9a(w) = ns(ds(w)) (05 © b ") (da(u))-

Dadas dos funciones meromorfas f y g sobre S podemos definir una diferencial meromorfa fdg
sobre S en este sentido por fdg = 1 donde

Na = (fody ) god,").
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Observacién 6.6. Si 7y ¢ son diferenciales meromorfas de acuerdo a esta definicién y ¢ no es idénti-
camente cero sobre cualquier componente conexa de S, entonces las razones 17,/(, definen funciones

meromorfas sobre subconjuntos abiertos V,, de C que satisfacen

Na(Pa (1)) /Ca(Pa(u) = np (d)ﬁ (U))/Cﬂ (65 (u)),

para todo u € U, o equivalentemente = f¢. Por lo tanto para demostrar que cualquier diferencial
meromorfa 7 en el sentido de la definicién 6.5 es una diferencial meromorfa de la forma fdg es suficiente
demostrar que existe al menos una funcién meromorfa no constante g sobre cualquier superficie de

Riemann.

Observacién 6.7. Note que cuando S es el plano complejo C cualquier diferencial meromorfa fdg sobre
S puede ser expresada tinicamente en la forma hdz donde h = fg¢’ es meromorfa y z denota la funcion
identidad sobre C. Por lo tanto las diferenciales meromorfas sobre C pueden identificarse naturalemnte

con las funciones meromorfas sobre C.

Observacién 6.8. La cosa mds importante a recordar sobre una diferencial meromorfa fdg es que estéa

representada sobre el rango de una carta holomorfa ¢, : U, — V, mediante la funcién meromorfa
(foda)gooa!)

Definicién 6.9. Decimos que la diferencial meromorfa fdg tiene un polo en un punto p en S sila funcién
meromorfa (f o ¢~1)(go ¢~1) tiene un polo en ¢(p) cuando ¢ : U — V es una carta holomorfa sobre

una vecindad abierta U de p en S. Llamamos fdg una diferencial holomorfa sino tiene polos.

Nuestra razon para introducir las diferenciales holomorfas es que ellas son los objetos naturales a

integrar sobre una superficie de Riemann

Definicién 6.10. Sea S una superficie de Riemann. Si fdg es una diferencial holomorfa sobre .S, entonces
la integral de fdg alo largo de la trayectoria suave a trozos v : [a,b] — S es

b
/fdgz/ for(t)(goy)(t)dt.

Observacién 6.11. Se verifica que si fdg = fdg, entonces

b b
| rertgen = [ Foreigeny @
por lo tanto la definicién anterior tiene sentido.

Observacion 6.12. Si ¢ : [¢,d] — [a,b] es un mapa suave a trozos entre los intervalos [c,d] y [a, ],
entonces y o ¢ : [c,d] — S es una trayectoria suave a trozos en S y al hacer la sustitucién t = ¥(s)
encontramos que

b
/ fdg = / Forovige /(o) (s = | iy

Esto nos dice que la integral de una diferencial a lo largo de una trayectoria es independiente de la

parametrizacion de la trayectoria.
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Definicién 6.13. Si¢ : S — R es un mapa holomorfo entre superficies de Riemann Sy Ry si fdg es una
diferencial holomorfa sobre R entonces definimos una diferencial holomorfa ¢*( fdg) sobre .S por

P (fdg) = (f op)d(g o).

Entonces si~y : [a,b] — S es una trayectoria suave a trozos en S, tenemos

b
/w*<fdg)=/ foporigovon) W= [ fdg

6.2. El teorema de Riemann-Roch

Con el fin de establecer el teorema de Riemann-Roch es conveniente introducir algo de nueva termi-

nologia.

Definicién 6.14. Un divisor D sobre C es una suma formal

D= Z Np - P (6.1)
peC
tal que n, € Z para cualquier p € C'y n,, = 0 para todos excepto un ntimero finito de p € C. El grado de
D es entonces

deg(D) = Z Np.

peC

Sin, =0parap & {p1, ..., px } entonces también podemos escribir
D=my-p1+-+myg-ps,

donde m; = n,,. Por convencién, podemos omitir cualquier m; igual a 1 y escribir p en lugar de 1 - p. Si
n, = 0 para todo p € C; escribimos
D =0.

Sumamos y restamos divisores y los multiplicamos por enteros en la manera obvia. Asi el conjunto
de todos los divisores sobre C llega a ser un grupo abeliano, denotado por Div(C), y el grado define un
homomorfismo de Div(C) a Z.

Sin, > 0 para todo p € C escribimos D > 0y decimos que D es efectivo (o positivo). Escribimos
D > D’'si D — D' > 0. Note que si D > D’, entonces

deg D > deg D'.

Sea f una funcién meromorfa sobre C'la cual no es idénticamente cero. Si p € C' podemos elegir una
carta holomorfa ¢, : U, — V,, sobre C tal que p € U,. Entonces f o ¢_! es una funcién meromorfa sobre
el subconjunto abierto V,, de C. Si m es un entero positivo decimos que f tiene un polo o un cero de
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multiplicidad m en p si f o ¢! tiene un polo o un cero de multiplicidad m en ¢, (p), es decir cerca de
ba(p) podemos escribir

foda'(2) = (2= ¢alp)) "g(2),

fooa'(2) = (2 = da(p)"9(2),
donde g(z) es holomorfa y no se anula en ¢, (p). Esto es independiente de la eleccién de la carta ¢, :
Ua — Vo, yaquesi ¢ : Ug — Vp es otra carta holomorfa sobre C tal que p € Ug, entonces la funcién de
transicién satisface
b © ¢ (2) = a(p) + (2 — d5(p))(2),

donde h(z) es una funcién holomorfa la cual no se anula en ¢g(p).

Similarmente si w = fdg es una diferencial meromorfa sobre C la cual no es idénticamente cero
decimos que w tiene un polo o un cero de multiplicidad m en p si la funcién meromorfa (fop, ') (gog 1)
la cual representa w sobre V,, tiene un polo o cero de multiplicidad m en ¢, (p). Nuevamente esto es

independiente de la eleccién de la carta ¢, : Uy, — V.

Definicién 6.15. El divisor de una funcién meromorfa f la cual no es idénticamente cero sobre C es

(f) = Z np D,
peC
donde n, es —m si f tiene un polo de multiplicidad m en p, es m si f tiene un cero de multiplicidad m
en p y cero en otro caso. Note que (fg) = (f) + (9) y (5) = (f) — (g). Un divisor el cual es el divisor
de alguna funcién meromorfa es llamado un divisor principal. Dos divisores D y D’ se dicen linealmente

equivalentes lo que escribimos D v D’ si D — D' es un divisor principal.

Si w es una diferencial meromorfa sobre C la cual no es idénticamente cero, entonces definimos el
divisor (w) de w usando las multiplicidades de los polos y ceros de w en exactamente la misma forma
como definimos el divisor de una funcién meromorfa. El divisor de una diferencial meromorfa es lla-
mado un divisor canénico y es usualmente escrito por ~. Ya hemos notado en la observacién 6.6 que si
7 es otra diferencial meromorfa sobre C' la cual no es idénticamente cero entonces existe una funcién
meromorfa f sobre C tal que n = fw, y por lo tanto (n) = (f) + (w) «~ (w). Asi que, cualesquiera dos
divisores canénicos son linealmente equivalentes.

A continuacién daremos la prueba de un resultado el cual estableceremos para superficies de Rie-

mann compactas en general.

Proposicién 6.16. Un divisor principal sobre sobre una superficie de Riemann compacta X tiene grado cero en
simbolos deg(f) = 0; esto es, una funcion meromorfa sobre X la cual no es idénticamente cero tiene el mismo
niimero de ceros y polos, contando con multiplicidades.

Para establecer este resultado necesitamos dar ciertas definiciones y lemas que a continuacién enun-

ciamos.
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Series de Laurent Sea f una funcién definida en una vecindad aujerada dep € X.Sea ¢ : U — V una
carta sobre X con p € U. Pensando a z como la carta local sobre X cerca de p, asi que z = ¢(z) para
x cerca de p, ahora bien tenemos que f o ¢~ ! es holomorfa en una vecindad de 2y = ¢(p). Por lo tanto

podemos expandir en serie de Laurent sobre 2 :

F(@7H(=2) = ealz = 2)™
n
Esta es llamada la serie de Laurent para f con respecto a ¢ (o con respecto a la coordenada local z). Los
coeficientes {c,, } de la serie de Laurent son llamados los coeficientes de Laurent.
Uno puede usar series de Laurent sin embargo para demostrar la naturaleza de la singularidad de
f en p. Esto esta basado sobre el criterio usual para funciones de una variable compleja y se tiene como

una aplicacién de este.

Lema 6.17. Con la notacion de arriba, f tiene una singularidad remouvible en p si, y solo si su serie de Laurent no
tiene términos negativos. La funcion f tiene un polo en p si, y sélo si su serie de Laurent tiene un niimero finito
de términos negativos. La funcion f tiene una singularidad esencial en p si, y sélo si su serie de Laurent tiene un

niimero infinito de términos negativos.

Definicion 6.18. Sea f una funcién meromorfa en p, de cuya serie de Laurent en la coordenada local =
es Y cn(z — 20)". El orden de f en p denotado por ord,(f), es el minimo exponente que aparece (con

coeficiente no cero) en la serie de Laurent:
ord,(f) = min{n : ¢, # 0}.

Se verifica que ord,(f) estd bien definido, esto es, es independiente de la eleccién de la coordenada
local que se elija en la serie de Laurent.

La siguiente proposicién de cuya prueba deberd consultarse en [7], nos dice que un mapa holomorfo
entre superficies de Riemann tiene una forma normal estandar en alguna coordenada local: esencial-

mente, cualquier mapa tiene el aspecto de un mapa de potencia.

Proposicién 6.19. Sea F' : X — Y un mapa holomorfo definido en p € X el cual no es constante. Entonces
existe un tinico entero m > 1 el cual satisface la siguiente propiedad: para cualquier carta ¢o : Uy — Vo sobre Y
centrada en F(p), existe una carta ¢, : Uy — V4 sobre X centrada en p tal que ¢o(F(¢p~1(2))) = 2™.

Definicién 6.20. La multiplicidad de F en p, denotada por mult,(F) es el tinico entero m tal que existen
coordenadas locales cerca de p y F(p) donde F tiene la forma z — 2z™.

Observacién 6.21. Antes de establecer el siguiente lema hagamos la observacién siguiente sea f una
funcién meromorfa sobre una superficie de Riemann X como vimos en la definicién 6.2 esto significa
que f : X — CU {oo} = P! es holomorfa como superficies de Riemann, esto lo podemos decir de
la siguiente manera. Sea f una funcién meromorfa sobre X. Los valores los cuales f puede tomar son
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ntimeros complejos, lejos de los polos de f. En un polo de f el “valor” natural es co. Para ser mds preciso,
definimos una funcién F': X — C U {oo} por

f(z) € C siznoesun polode f,
F(z) =
00 siz es un polo de f.

Es facil ver que este mapa £ es holomorfo.

Lema 6.22. Sea f una funcién holomorfa sobre una superficie de Riemann X, con mapa asociado F' : X —
C U {oo}.

a) Sip e X esun cerode f, entonces mult, (F) = ord,(f).
b) Sip € X es un polo de f, entonces mult,(F') = —ord,(f).

La siguiente proposiciéon de cuya prueba remitimos al lector a consultar en [7] establece una de las

propiedades mas importantes de los mapas holomorfos definidos en superficies de Riemann compactas.

Proposicién 6.23. Sea F' : X — Y un mapa holomorfo no constante entre superficies de Riemann compactas.
Para cada y € Y, definimos d, (F') como la suma de las multiplicidades de F' en los puntos de X que son mapeados
ay:
dy(F) = Z mult, (F).
pEF~1(y)

Entonces d, (F') es constante, independientemente de y.
La proposicién de arriba motiva la siguiente definicion.

Definicién 6.24. Sea F' : X — Y un mapa holomorfo no constante entre superficies de Riemann com-
pactas. El grado de F, denotado deg(F'), es el entero d,(F') para cualquier y € Y.

Corolario 6.25. Un mapa holomorfo entre superficies de Riemann compactas es un biholomorfismo si, y sélo si
tiene grado uno.

Demostracion. Observe que cuando F tiene grado uno, esto significa que el mapa es inyectivo ahora bien
por el ejemplo 5.40 dado que estamos trabajando con superficies compactas se tiene que F' es sobre asf
que tenemos un holomorfismo biyectivo y por el ejemplo 5.43 se sigue que F~! también es holomorfo,
luego F' es un biholomorfismo. O

Demostracion. de la proposicion 6.16. Sea f una funcién meromorfa no constante sobre una superficie de
Riemann compacta X, entonces note que con la notacién ya introducida necesitamos demostrar que

(f)=>_ ordy(f) =0.

peEX
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Sea F': X — C U {oo} el mapa asociado a la esfera de Rieman (vease observacién 6.21). Sean {x;} los
puntos de X mapeados a 0, y sean {y; } los puntos de X mapeados a oc; esto es, los z;’s son exactamente
los ceros de f, y los y;’s son sus polos. Sea d el grado del mapa F.

Por definicién del grado, tenemos que
d= Z mult,, (F) y d= Z mult, (F).
¢ J

Ahora los tnicos puntos de X que tiene ordenes no cero son sus ceros y polos, los cuales son los puntos

x; ¥ y;, por el lema 6.22 tenemos que
mult,, (F) = ord,, (f) y mult, (F) = —ord,, (f).

Por lo tanto

Z ord,(f) = Z ordg, (f) + Z ordy, (f)
peX i j
= Z mult,, (F) — Z mult,, (F)
@ J
= 0
desde que ambas sumas son iguales a el grado d. O
La proposicién 6.16 tiene un corolario inmedjiato.

Corolario 6.26. Dos divisores linealmente equivalentes sobre C tienen el mismo grado. En particular los divisores

candnicos sobre C' todos tienen el mismo grado.
Demostracion. Esto es una consecuencia directa de la proposicién 6.16. O
Proposicién 6.27. Si x es un divisor candnico sobre C' entonces deg k = 2g — 2.

Demostracion. Por el corolario 6.26 es suficiente mostrar que existe una diferencial meromorfa w sobre C,
no idénticamente cero tal que deg(w) = 2g—2. Sea P(z, y, z) un polinomio homogéneo de grado d el cual
define a C. Podemos asumir que hemos elegido coordenadas tal que [0,1,0] ¢ C, esto es, el coeficiente
de y? en P(x,y, 2) es no cero. Entonces desde que P(x,y, 2) es irreducible y P/dy no es idénticamente
cero, por la forma débil del teorema de Bézout (3.9) existe solo un nimero finito de puntos en C' los
cuales se anulan en 9P/dy. Como [0, 1,0] ¢ C entonces z 0 z no son ambos cero en estos puntos. Por lo
tanto por aplicar una transformacion proyectiva de la forma = — z, y — y, z — ax + z, podemos asumir
quesi [a, b, c] € C'y 0P/0y(a,b,c) =0, entonces ¢ # 0.

Ahora sea w la diferencial d(x/z) de la funcién meromorfa z/z sobre C. Cerca de los puntos [a, b, c| €
C conc # 0y OP/0y(a,b,c) # 0 podemos tomar z/z como una carta local sobre C (ver la prueba de la
proposicién 5.25) y por lo tanto w no tiene polos ni ceros en tales puntos.
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En cualquier punto [a,b,¢] € C tal que ¢ = 0 tenemos que a # 0y dP/dy(a,b,c) # 0, por nuestra
eleccién de coordenadas tenemos que v = z/x es una carta local sobre C'y

1 1
w=d () = ——dv,
v v

tiene un polo de multiplicidad dos. Mdas atn al asumir que 9P/9dy(a,b,c) # 0 cuando [a,b,c] € C'y
¢ = 0, indica que la linea z = 0 nunca es tangente a C asi que por el corolario 3.25 del teorema de Bézout
esta linea corta a C' en precisamente d puntos. Estos puntos contribuyen —2d a el grado del divisor (w).

Finalmente consideremos los puntos [a,b,c¢] € C tales que OP/dy(a,b,c) = 0. Estos puntos son
precisamente los puntos de ramificacién del mapa ¢ : C — P!, definido por ¢[z,y, z] = [z, 2] (vease
observacién 4.4). En estos puntos c es diferencte de cero por nuestra eleccién de coordenadas, y por lo
tanto OP/0x(a, b, c) también, pues de lo contrario de la relacién de Euler (2.2) 9P/9z(a,b,c) = 0 seria
también cero y esto no puede pasar desde que C' es no singular. Por lo tanto u = y/z es una carta
holomorfa sobre C' cerca de estos puntos, y localmente z/z es una funcién holomorfa f(u) de u que
satisface P(f(u), u,1) = 0. Diferenciando esta identidad m veces se demuestra que si f*) (uo) = 0 para
1 < k < m entonces .

£ (ug) = =5 (o, (o), )/ 5 (s o, 1)

Se sigue que el entero positivo més pequefio m tal que f("™ (ug) # 0 es igual al entero positivo més
pequeiio m tal que 9™ P/0y™ (uo, f(uo),1). Desde que w = d(f(u)) = f'(u)du, esto nos dice que la
multiplicidad del cero de w en un punto de ramificacién de ¢ : C' — P! es precisamente uno menos
que el indice de ramificacion de ¢ en el punto (ver definicién 4.3). Por el lema 4.7 y 4.8 podemos asumir
que nuestras coordenadas han sido elegidas de tal manera que existen exactamente d(d — 1) puntos
de ramificacién y w tiene un cero de multiplicidad uno en cada uno de ellos. Por lo tanto estos puntos
contribuyen en d(d — 1) a el grado del divisor (w).

Esto muestra que

deg(w) =d(d—1) —2d = d(d — 3).

Se sigue de la férmula del grado-género (§4.1) que
deg(w) = 29 - 27

como se pedia.
O

Observacién 6.28. Desde luego que esta proposicién nos da una caracterizacién alternativa del género
de C; es uno més la mitad del ntimero de ceros menos el ntimero de polos contando con multiplicidades
de cualquier diferencial meromorfa sobre C la cual no es idénticamente cero.

Los espacios vectoriales de funciones meromorfas sobre C' los cuales aparecen en el argumento del
teorema de Riemann-Roch son definidos como sigue.
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Definici6én 6.29. Sea D = 3 -
meromorfas sobre C' que satisfacen (f) + D > 0 junto con la funcién cero. En otras palabras una funcién

n, - p un divisor sobre C; entonces £(D) es el conjunto de funciones

meromorfa f sobre C pertence a £(D) si primeramente f es holomorfa excepto para aquellos puntos
p € C para los cuales n, > 0y ahi el orden del polo es a lo mas n,, y segundo f tiene un cero de orden
al menos —n,, en cualquier p € C tal que n, < 0.

Es facil verificar que £(D) es un espacio vectorial complejo. Definimos
I(D) = dimL(D).
Tenemos otro corolario de la proposicién 6.16.
Corolario 6.30. Sideg D < 0 entonces [(D) = 0.

Demostracion. Si f es una funcién meromorfa sobre C, no idénticamente cero, tal que (f) + D > 0
entonces deg D = deg((f) + D) > 0.

Lema 6.31. Si D «~ D' entonces (D) = I(D’).

Demostracién. Notemos simplemente que si D = D’ + (g) donde g es una funcién meromorfa sobre C,
entonces f — fg define un isomorfismo entre £(D) y L(D’). O

Calculo de £(D) para la esfera de Riemann. Supongase que D es un divisor sobre la esfera de Rie-
mann con deg(D) > 0. Antes de continuar denotaremos a la esfera de Riemann por C y por la identi-
ficacion natural de C U {oco} con P!, escribiremos C., = C U {oo} = PL. Escribimos

n
D:Zei~)\i+em~oo,
i=1
con \; distintos en C, tales que ), e; + o, > 0. Ahora consideremos la funcién

n

fD(Z) = H(Z — )\i)_e".

i=1

Proposicién 6.32. Con la notacién de arriba, el espacio L(D) es exactamente el espacio
L(D) ={g(2)fp(2) : g(=) es un polinomio de grado a lo mds deg(D)}.

Demostracion. Fijemos un polinomio ¢(z) de grado d notemos primero que (g) > —d - co. Ahora bien, el
divisor de fp es exactamente

(2

y asi tenemos que
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(9(2)fp(2)) + D

(f) +(9) + (D)

(Z € + €oo — d) = (deg(D) — d) - o0,

el cual es al menos 0 si d < deg(D). Esto prueba que el espacio dado es un subespacio de L(D).

v

Ahora tomemos cualquier funcién h € £(D), y consideremos g = h/fp. Tenemos

(9) = () = (fp) =2 =D = (fp) = (—Zei - eoo> -00 = —deg(D) - o0,

lo cual muestra que g no tiene polos en la parte finita de C y que tiene un polo de orden a lo mas deg(D)
en oo. Esto forza a que g tenga que ser un polinomio de grado a lo més deg(D).
O

Este calculo explicito d4 inmediatamente la dimensién del espacio £(D) :
Corolario 6.33. Sea D un divisor sobre la esfera de Riemann. Entonces Co, = P?.

(D)=
1+ deg(D) si deg(D) > 0.

{0 si deg(D) < 0,
Calculo de £(D) para el toro complejo. Sea X = C/A el toro complejo. Vamos a calcular la dimension
de £(D) para cualquier divisor D sobre X.

Proposicién 6.34. Sea C/A el toro complejo y sea D un divisor de C/A.
a) Sideg(D) < 0, entonces L(D) = {0}.

b) Sideg(D) =0y D ~ 0entonces [(D) = 1.

c) Sideg(D) =0y D + 0entonces L(D) = {0}.

d) Sideg(D) > 0, entonces [(D) = deg(D).

Demostracion. La prueba del inciso a) se tiene del corolario 6.30. La prueba del inciso b) es un resultado
que de hecho es verdadero para superficies de Riemann compactas en general. En efecto, supongamos
que D es un divisor tal que deg(D) = 0y D « 0 entonces de este tltimo enunciado tenemos que D
es un divisor principal, es decir, es el divisor de alguna funcién meromorfa, esto es, D = (f), ahora
sea g € L(D) entonces (9f) = (9) + (f) = (9) + D > 0, pero esto significa que ¢gf es una funcién
holomorfa sobre X y dado que X es compacta por el ejemplo 5.41 tenemos que gf es constante, esto
es, gf = ¢ donde c es una constante, luego g = ¢/f con lo cual tenemos que £(D) =< 1/f > donde
< 1/f > representa el espacio lineal generado por 1/ f, de aqui deduciemos que {(D) = 1. Para el inciso
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¢) supongamos que D es un divisor de X tal que deg(D) = 0y D + 0y supongamos por el contrario
que L£(D) # 0, esto es, existe una funcién meromorfa f no nula tal que (f) + D > 0. Afirmamos que
D = —(f), en efecto supongamos que D = mq -p1 +ma-pa+---mp-pr ¥ (f) = n1-p1+ng-pa+---+ng -
por hipétesis tenemos que deg(D) = 0y de la proposicion 6.16 tenemos que deg(f) = 0 asi que

k k
Ym0 Yw=o
=1 i=1

ahora bien, tenemos que D > —( f) esto significa que m; > —n; para todo k > i > 1 pero de hecho debe
de ocurrir que m; = —n; para todo k£ > ¢ > 1 de lo contrario existiria un £ > iy > 1 tal que m; > —n; y
como m; > —n; para todo k > i > 1 tendriamos que

k k
O—Zmi—0><2m> =-0=0,
i=1 =1

lo que no puede ocurrir asi que m; = —n; paratodo k > i > 1yasi D = —(f) pero esto no puede ocurrir
pues tenemos que D 4 0 es decir D no es un divisor principal.

Finalmente probemos el inciso d) esto lo haremos por induccion sobre deg(D) asi que veamos que el
argumento es cierto para deg(D) = 1, se puede demostar que si deg(D) = 1 entonces D es linealmente
equivalente a un divisor positivo, vease [7], asi que podemos asumir que D = p para algin p € X. Es
claro que las funciones constantes estdn en £(D), asi que £L(D) tiene dimensién al menos uno. Por otra
parte supongamos que £(D) contiene una funcién meromorfa no constante f. Esta funcién meromorfa
tiene que tener un polo; sin embargo los polos de f estdn acotados por p asi que f tiene un polo simple
en p y no otros polos. Por lo tanto el mapa asociado F : X — C., = P! tiene grado 1 luego por el coro-
lario 6.25 tenemos que f es un biholomorfismo lo cual es una contradiccién. Por lo tanto £(D) consiste
de unicamente las funciones constantes y tiene dimensién 1 si deg(D) = 1.

Ahora asumamos que deg(D) = d > 1. Escribimos D = D + p para algtn divisor D; de grado d — 1
y algun punto p. Por hipétesis de induccién tenemos que I(D1) = d — 1. Se puede demostrar, vease [7],
que existe un divisor positivo E tal que £ -~ Dy E(p) = 0, ahora bien como D « E tenemos que existe
una funcién meromorfa f tal que (f) = E — D, con esto es claro que f € £(D). También tenemos que
(f)+ D1 = E—D+ D; = E— pel cual no es no negativo y por lo tanto f ¢ £(D;). Esto prueba que
L(D1) # L(D)y como £(D1) C L(D) sucede que I(D) > d.

Para ver que la dimensién de £(D) es exactamente d elijamos una carta local z centrada en p y suponga-
mos que D(p) = n. Entonces cualquier f € £(D) tiene una serie de Laurent en z de cuyo término menor
posible es z~™. Ahora consideremos el mapa lineal 7 : £L(D) — C que a cada f le asigna el coeficiente
del término 2z~ " en su serie de Laurent en z. El kernel de 7 es exactamente £(D — p) = £(D;). Por lo
tanto /(D) tiene dimensién a lo mds una mas que (D). Desde que estos espacios tienen dimensiones
diferentes, tenemos que tener que [(D) =I(Dy) +1=4d O

Note que (k) es la dimensién del espacio de todas las diferenciales holomorfas sobre C' para cual-

quier divisor canénico «, desde que, si f es una funcién meromorfa y w es una diferencial meromorfa,
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entonces (f) + (w) > 0si, y s6lo si fw es una diferencial holomorfa sobre C.
Ahora podemos establecer el teorema de Riemann-Roch para curvas proyectivas no singulares en
P2.

Teorema 6.35 (Riemann-Roch). Si D es cualquier divisor sobre una curva proyectiva no singular C de género
g en P? Y K es un divisor candnico sobre C, entonces

I(D)—Il(k—D)=deg(D)+1—g (6.2)

Podemos deducir inmediatamente la segunda definicién alternativa que hemos prometido del géne-
ro g de C.

Corolario 6.36. El género de una curva proyectiva no singular C en P? es igual a la dimensién [(k) del espacio

vectorial de todas las diferenciales holomorfas sobre C.

Demostracion. El teorema de Riemann-Roch con D = 0 nos dice que
[(0) —l(r) =1y,

pero [(0) es la dimensién de el espacio vectorial £(0) de funciones holomorfas sobre C' y cualquier
funcién holomorfa sobre C' es constante por el ejemplo 5.41, asi que [(0) = 1. Porlo tanto l(k) = ¢g. O

Este corolario nos dice en particular existe una diferencial holomorfa no cero sobre cualquier curva
proyectiva C de género g > 0.

Verificacién del teorema de Riemann-Roch para la esfera de Riemann X = C,, = P!. Sea D un
divisor tal que deg(D) < 0y sea x un divisor canénico de X, entonces por la proposicién 6.27 como g = 0
tenemos que deg(x) = —2, asi que deg(k — D) = —2 — deg(D), ahora bien, —2 — deg(D) < 0 si, y s6lo si
deg(D) = —1, asi que si deg(D) = —1 tenemos que deg(D) < 0y deg(x — D) < 0, luego por el corolario
6.30setiene que (D) =0y i(k—D) = 0asiquel(D)—Il(k—D) = 0, por otra parte Riemann-Roch nos dice
que esta diferencia tiene que ser igual a deg(D)+1—g = —1+1—0 = 0, asi que cuando deg(D) = —1se
tiene la férmula, ahora veamos que sucede cuando deg(k—D) = —2—deg(D) > 0, es decir para deg(D) <
—2, paraeste caso (D) = 0y l(k—D) = 14+deg(k—D) = 1—2—deg(D) = —1—deg(D) esto se tiene por el
corolario 6.33, asi que la diferencia I(D)—{(k— D) = 0+1+deg(D) = 1+deg(D), por otra parte Riemann-
Roch nos dice que esta diferencia es igual a deg(D) + 1 — g = deg(D) + 1. Resta verificar la férmula para
cuando D es un divisor tal que deg(D) > 0, en este caso siempre deg(k — D) = —2 — deg(D) < 0 pues
deg(D) > 0, asi que para este caso tenemos que por el corolario 6.33, [(D) = 1+ deg(D) y l(x — D) =0,
porlo que I(D) —(k — D) = 1+ deg(D), por otra parte Riemann-Roch nos dice que esta diferencia tiene
que ser igual a deg(D) + 1 — g = deg(D) + 1, asi que hemos verificado el teorema de Riemann-Roch en
el caso de la esfera de Riemann.
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Verificacién del teorema de Riemann-Roch para el toro complejo X = C/A. Supongamos que D es
un divisor sobre X tal que deg(D) < 0, entonces por la proposicién 6.34, [(D) = 0 ahora se « un divisor
canénico sobre X, entonces deg(k — D) = 2g — 2 — deg(D) = —deg(D) > 0 desde que deg(D) < 0,
asi que por la proposiciéon 6.34, [(k — D) = deg(k — D) = —deg(D), por lo cual tenemos que (D) —
l(k — D) = deg(D), por otra parte el teorema de Riemann-Roch nos dice que esta diferencia es igual a
deg(D) + 1 — g = deg(D), ahora supongamos que D es un divisor tal que deg(D) =0y D - 0, entonces
por la proposicién 6.34 [(D) = 1, ahora bien deg(x — D) = 0 asi que tenemos dos posibles casos que
k—D ~00k—D 40, pero veamos que el tinico caso que puede ocurrir es que x — D « 0, en efecto
se debe tener que x « 0 pues de lo contrario por la proposicion 6.34 tendrfamos que [(x) = 0 pero por
otra parte el corolario 6.36 nos dice que I(x) = g = 1, entonces debe ocurrir que £ « 0, asi tenemos
pues que K ~~ 0y —D « 0 por lo que es facil ver que xk — D « 0, entonces por la proposicién 6.34
tenemos que I(k — D) = 1, asi que (D) —l(k — D) = 1 —1 = 0, por otra parte Riemann-Roch nos
dice que esta diferencia es igual a deg(D) +1 —g = 0+ 1 — 1 = 0, ahora supongamos que D es un
divisor tal que deg(D) = 0y D 4 0, entonces I(D) = 0, luego deg(k — D) = 0 asi que nuevamente
tenemos dos casos k — D «~~ 00k — D A 0, perosi Kk — D « 0, entonces x «~~ D, luego por el lema 6.31
l(k) = (D), pero esto es un absurdo pues el corolario 6.36 establece que (k) = g = 1, entonces debe
ocurrir que Kk — D + 0y asi por la proposicién 6.34 tenemos que {(kx — D) = 0, por lo cual la diferencia
I(D) —l(k — D) = 0y por otra parte la férmula de Riemann-Roch nos dice que esta diferencia es igual
adeg(D)+1—¢g=0+1-1=0. Resta probar el caso cuando D es un divisor tal que deg(D) > 0 por
la proposicién 6.34 tenemos que (D) = deg(D), ahora bien deg(k — D) = —deg(D) < 0, por lo cual
l(k—D) =0, asique [(D) —l(k — D) = deg(D), por otra parte el teorema de Riemann-Roch nos dice que
esta diferencia es igual a deg(D) + 1 — g = deg(D).

Ahora veamos como el teorema de Riemann-Roch se aplica para demostrar la ley de asociatividad
para la estructura de grupo aditivo sobre una curva ctibica no singular. Si el lector estd interesado en

otro tipo de aplicaciones del teorema de Riemann-Roch puede consultar [12].

Teorema 6.37. Sea C una curva proyectiva no singular de grado 3 en P? y sea po un punto de inflexién sobre C.
Existe una tinica estructura de grupo aditivo sobre C' tal que py es el elemento cero y tal que si p, q,r € C entonces

p+q+r=0,
si, y s6lo si p, q y r son los tres puntos de interseccion (contando multiplicidades) de C con una linea en P2.

Demostracion. Ya hemos probado este teorema excepto por la ley de asociatividad sobre C' (ver teorema
3.38).

Sean p, ¢, 7 puntos de C'y pongamos a = p+q,b = a+r = (p+q)+r,c=q+ryd=p+c=p+(q+r)
Deseamos mostrar que b = d. Desde que p, ¢ y —a son colineales existe un polinomio lineal homogéneo
en z,y, z el cual se anula en p, ¢ y —a. Similarmente existe un polinomio lineal homogéneo en z,y, z el
cual se anula en a, —a y po. La razén de estos polinomios define una funcién meromorfa ¢ sobre C con

ceros en py qy polos en a y pg (contando multiplicidades). Por el mismo argumento existe una funcién
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meromorfa 1) sobre C' con ceros en a y en r y polos en b y pg. Entonces ¢ es una funcién meromorfa
sobre C' con ceros en p, ¢ y r y polos en py (con multiplicidad dos) y b. Similarmente existe una funcién
meromorfa sobre C' con ceros en p,q y r y polos en py (con multiplicidad dos) y d. 5i b # d la razén
de estas funciones es una funcién meromorfa sobre C' con un cero simple en d y un polo simple en by
ningtin otro polo o cero.

Por la férmula del grado-género el género de C es uno, asi que si consideramos el punto b de C' como
un divisor y si k es un divisor canénico se sigue de la proposicién 6.27 y el corolario 6.30 que

l(k—=0)=0,
asi que por el teorema de Riemann-Roch
I(b) =deg(b)+1—g=1.

Esto significa que las tinicas funciones meromorfas sobre C' con al menos un polo simple en b son las
funciones constantes. Por lo tanto b = d como se pedia. O

Ejemplo 6.38. Sea
H=7) 5(C.L)p

peC

donde I,,(C, L) es la multiplicidad de intersecciénen p de C con una linea en P? definida por un polino-
mio lineal homogéneo R(x,y, z). Vamos a considerar qué surge del teorema de Riemann-Roch al tomar
el divisor mH para algiin entero positivo m.

Por el teorema de Bézout H es un divisor de grado d sobre C donde d es el grado de C. Por lo tanto
deg(k —mH) = deg k — md,

lo cual es estrictamente negativo si m es lo suficientemente grande. Asi que, si m es lo suficientemente
grande entonces [(k — mH ) = 0, por el corolario 6.30.

Ahora si Q(z,y, z) es cualquier polinomio homogéneo de grado m entonces

Q(z,y,2)
R(z,y,2)™’

define una funcién meromorfa f sobre C' tal que

(f) +mH =0,

es decir es un elemento de £(mH ). Més atin, dos tales polinomios definen la misma funcién sobre C'si,

y sélo si su diferencia es divisible por el polinomio homogéneo P(z,y, z) de grado d el cual define C.
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Por lo tanto si Cy[z, y, 2] denota el espacio de los polinomios homogéneos de grado k en z, y, z entonces

I(mH) > dimCy,[z,y,2]/P(z,y,2)Ch_alz,y, 2]
= dimC,[z,vy, 2] — AimC,,_q4z,y, 2]

= %(m+1)(m+2)—%(m—d+1)(mfd+2)

= md+ %d(3 —d)
= md+1-—g,
por la férmula del grado-género. Por lo tanto hemos probado que
UmH) — U(ss — mH) > deg(mH) +1— g,
cuando m es lo suficientemente grande. El teorema de Riemann-Roch nos dice que tenemos de hecho la
igualdad o equivalentemente cualquier funcién meromorfa f sobre C' que satisface
(f) +mH >0,

es de la forma

Q(z,y,2)

R(z,y,z)™’
para algin Q(z,y,2) € C,,[x,y, 2], y en particular es racional. El mismo argumento demuestra que si
L1, ..., Ly, son lineas en P? y

Hj =3 1,(C.L;)p,

peC
para 1 < j < m, entonces si m es lo suficientemente grande cualquier funcién meromorfa f sobre C
satisface

(f)+Hi+-+Hp >0,
es racional. Pero es facil ver que cualquier funcién meromorfa f sobre C satisface
f+H +-+Hp >0,

para algunos Hy, ..., Hy,. Por lo tanto hemos probado que el siguiente caso especial del teorema de Chow
es una consecuencia del teorema de Riemann-Roch.

Teorema 6.39. Todas las funciones meromorfas sobre una curva proyectiva no singular en P? son racionales.

Con el fin de probar el teorema de Riemann-Roch necesitamos dos lemas de cuyas pruebas se pueden
consultar en [1].

Lema 6.40. Dado cualquier divisor D sobre C'y cualquier entero positivo mg existe m > mq y puntos pi, ..., i
de C (no necesariamente distintos) tal que

D+py+-+pp v~ mH,

donde H es definida como en el ejemplo 6.38.
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Lema 6.41. Si D es cualquier divisor sobre C, r un divisor candnico'y p es cualquier punto de C entonces
0<iD+p)—l(k—D—-p)—Il(D)+1(xk—D) <1
De estos dos lemas obtenemos la mitad de la prueba de el teorema de Riemann-Roch.
Corolario 6.42 (Teorema de Riemann). Si D es cualquier divisor sobre C entonces
(D) —1l(k — D) >deg(D) — g+ 1.
Demostracion. Vimos en el ejemplo 6.38 que existe un entero positivo my tal que si m > mg entonces
I(mH) —l(k —mH) > deg(mH) — g+ 1.
Por el lema 6.40 podemos elegir m > mg y puntos py, ..., pr, de C tal que
D+pi+-+pe~mH.
Por lo tanto, por el corolario 6.26 se tiene
deg(mH) = deg(D + p1 + - - - 4 px) = deg(D) + k,
y por el lema 6.31
U(mH) ~ (s —mH) = (D +py + -+ pi) ~ U5 = D —py — - — py).
También por el lema 6.41 e induccién sobre k tenemos
(D+pi+-+p) —U(k=D—=py—---—p) = (D) +1(k — D) < k.

Combiando estas desigualdades e igualdades obtenemos

D)=U(k—=D) = UD+pr+-+p)—Us=D—p1—-—pp) —k
= I(mH)-l(k—mH) -k
> deg(mH)—g+1-k
como se pedia. O

De esto podemos probar el teorema de Riemann-Roch el cual dice que de hecho la igualdad se tiene
en 6.42.
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Demostracion. del teorema 6.35 (Riemann-Roch). Sea D cualquier divisor sobre C'y sea x un divisor canéni-
co. Por la proposicion 6.18 deg k = 2g — 2. Por el corolario 6.42 aplicado primero a D y luego a x — D

tenemos
I(D) ~I(x — D) > deg(D) — g + 1,

I(x — D) — (D)

Y

deg(k — D) —g+1
= 29—2—degD—g+1
= —deg(D)+g-—1.

De aqui deducimos que la igualdad se tiene, esto es, el teorema de Riemann-Roch es cierto. O
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6.3. Breve descripcion del Teorema de Riemann-Roch para Superfi-

cies de Riemann compactas

Terminamos este trabajo, a forma de motivacién para el lector, enunciando el teorema de Riemann-Roch
para curvas algebraicas (y de hecho para cualquier superficie de Riemann compacta por el teorema
6.58) que son superficies de Riemann compactas X en el cual su campo global de funciones meromorfas
M(X) satisfacen una condicién que enunciamos en la definicién 6.54. Recalcamos que la exposicion es
con el espiritu que el lector vea que el teorema también es valido para superficies de Riemann compactas
y las distintas aplicaciones que este tiene, pues no se intenta dar la prueba de este ni de otros resultados,
para ello remitimos a el lector a consultar [7], solo demostraremos los resultados que tiene que ver con la
forma de aplicar el teorema de Riemann-Roch, por ejemplo que toda curva algebraica y por tanto toda
superfice de Riemann compacta puede ser encajada de manera holomorfa en algtn espacio proyectivo.
Comenzamos con algunas definiciones.

Definicién 6.43. Sea D un divisor sobre una superficie de Riemann X el sistema lineal completo de D
denotado por |D|, es el conjunto de todos los divisores no negativos E > 0 los cuales son linealmente
equivalentes a D:

|D|={F €Div(X): E-~DyE >0}

Recordemos que la proyectivizacion de P(V') para un espacio vectorial complejo V; es el conjunto
de subespacios lineales de dimensién uno de V. Tomemos el espacio vectorial P(£(D)) definamos una
funcién

S: B(L(D)) = |D),

que asigna el espacio generado por una funcién f € £(D) a el divisor (f) + D. Desde que (Af) = (f)
para cualquier constante ), el mapa anterior esta bien definido.

Definicién 6.44. Un sistema general lineal es un subconjunto de un sistema lineal completo |D|, el cual
corresponde (via el mapa S) a un subespacio lineal de P(£(D)), es decir, Q C |D] si, y s6lo si existe un
subespacio lineal @z de P(£(D)) tal que S(Qr) = Q. El espacio lineal es un subespacio lineal obviamen-
te, asi que cualquier sistema lineal completo es un sistema lineal. La dimensién de un sistema lineal es la
dimensién de el subespacio lineal de |D| considerado como un espacio proyectivo.

Definicién 6.45. Sea X una superficie de Riemann. Un mapa ¢ : X — P" es holomorfoen un puntop € X
si existen funciones holomorfas g, g1, . . ., g» definidas sobre X cerca de p, no todas cero en p, tal que
o(x) = [go(x),91(x), ..., gn(x)] para x cerca de p. Decimos que ¢ es un mapa holomorfo si es holomorfo en

todos los puntos de X.

Note que si alguna de las g;’s es no cero en p, entonces serd no cero en una vecindad de p, y asf el
mapa ¢(z) = [go(x), g1(x), . . ., gn ()] estard bien definido para x cerca de p.
Antes de continuar sera necesaria una definicién sobre divisores.
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Definicién 6.46. Sean Di, D, ..., D, un conjunto de divisores sobre una superficie de Riemann X,
definimos el minimo del conjunto de divisores D1, Dy, ..., D,, denotado por min{D;, D>, ..., D, } como
el divisor tal que en cada punto p el entero que le corresponde es el minimo de los valores de los divisores

dados en ese punto, esto es,

min{Dy, Da,..., D, }(p) = min{D1(p), D2(p),...,Dn(p)}.

El sistema lineal de un mapa holomorfo. Sea ¢ : X — P™ un mapa holomorfo a el espacio proyectivo.
Para cualquier mapa holomorfo ¢ podemos asocierle un sistema lineal el cual describimos a continua-
cion.

Escribimos ¢ = [fo, f1,- - ., fn] donde cada f; es una funcién meromorfa sobre X.Sea D = —min; {(f;)}
el inverso del divisor minimo de los divisores de las funciones. Por lo tanto, para cada p € X tenemos
que —D(p) es la cantidad minima de los ordenes de f; en p, y asi —D(p) < ord,(f;) para cada i.

Por lo tanto —D < (f;) para cada ¢, y tenemos entonces que f; € L£(D) para cada i. Asi que si
llamamos a V; el subespacio lineal complejo generado por las funciones {f;}, esto es, el conjunto de
todas las combinaciones lineales ), a; f; con a; € C, tenemos que Vy C £(D) es un subespacio lineal de
L(D).

Por lo tanto el conjunto de divisores |¢| = {(g) + D : g € V;} forma un sistema lineal sobre X un
subsistema del sistema lineal completo |D| de todos los divisores positivos linealmente equivalentes a
D.

Claramente la construccién de D depende sobre la eleccion de las funciones meromorfas { f; } usadas

para definir ¢. Pero de hecho el sistema lineal depende solo de ¢ como lo indica el siguiente lema.

Lema 6.47. El sistema lineal |p| esta bien definido, independientemente de la eleccion de las funciones { f;} usadas
para definir a ¢.

Definicién 6.48. Dado un mapa holomorfo ¢ : X — P con imagen no degenerada, esto es, que las fun-
ciones coordenadas { f;} sean linealmente independientes, el sistema lineal definido arriba es llamado
el sistema lineal del mapa ¢.

Note que si ¢ mapea a X a P" con imagen no degenerada, entonces la dimensién del sistema lineal

|¢| es exactamente n, desde que la dimensién del espacio vectorial asociado de las funciones es n + 1.

Definicién 6.49. Sea () un sistema lineal sobre una superficie de Riemann. Un punto p es un punto base
del sistema lineal (@) si cualquier divisor E € @) contiene a p (i.e., cualquier £ € @ satisface £ > p). Un
sistema lineal @ se dice libre si no tiene puntos base.

Definicién de un mapa holomorfo via un sistema lineal. Ahora veremos un resultado el cual indica

que la propiedad de ser libre de un sistema lineal de un mapa holomorfo caracteriza a tales sistemas.



132 CAPITULO 6. EL TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

Proposicién 6.50. Sea () C |D| un sistema lineal libre de dimension n sobre una superficie de Riemann compacta
X. Entonces existe un mapa holomorfo ¢ : X — P" tal que Q = |¢p|. Mds aiin ¢ es tinico salvo la eleccién de

coordenadas en P".

Por lo tanto tenemos una correspondencia uno a uno entre {sistemas lineales libres de dimensién n }
<> { mapas holomorfos ¢ : X — P" con imagen no degenerada, bajo cambios lineales de coordenadas}.
Dado un divisor D con |D| libre, denotamos por ¢p a el mapa holomorfo asociado a el sistema

completo |D|.

Criterio para que ¢p sea un encaje. La siguiente proposicién da una condicién necesaria y suficiente
bajo la cual dado un divisor D sobre una superficie de Riemann compacta X de cuyo sistema lineal
completo es libre, su mapa holomorfo asociado ¢ p es un biholomorfismo sobre su imagen, mas precisa-

mente.

Proposicién 6.51. Sea X una superficie de Riemann compacta, y sea D un divisor de cuyo sistema lineal |D| es
libre. Entonces ¢p es un mapa holomorfo inyectivo y es un biholomorfismo en su imagen (lo cual nos dice que la
supertficie de Riemann estd encajada en P"), si, y sélo si para cualquier p y g en X tenemos que l(D —p — q) =
(D) —2.

Definicién 6.52. Cuando el mapa ¢p es un biholomorfiso sobre su imagen, decimos que es un encaje.

Un divisor D tal que | D| es libre y su mapa asociado ¢ es un encaje es llamado un divisor muy amplio.

Observacién 6.53. Sea X el toro complejo. Entonces cualquier divisor D de grado d > 3 o més es muy
amplio y nos da un encaje holomorfo. Desde que [(D) = deg(D) = d (vease proposicién 6.34), en este
caso vemos que ¢p mapea X a P?~1, sobre una curva suave de grado d.

Cuando d = 3, tenemos un encaje de X en el plano P2. Este encaje mapea X a una curva cubica

proyectiva no singular.

Definicién 6.54. Sea S un conjunto de funciones meromorfas sobre una superficie de Riemann compacta
X. Decimos que S separa puntos de X si para cualquier par de puntos distintos p y ¢ en X existe una
funcién meromorfa f € S tal que f(p) # f(q). Decimos que S separa tangentes de X si para cualquier
punto p € X existe una funcién meromorfa la cual tiene un polo simple en p. Una superficie de Riemann
compacta X se dice una curva algebraica si el campo global de funciones meromorfas M(X) separa los

puntos y tangentes de X.

Ejemplo 6.55. La esfera de Riemann C., es una curva algebraica.

Ejemplo 6.56. El toro complejo C/A es una curva algebraica.

Ejemplo 6.57. Cualquier curva proyectiva no singular es una curva algebraica.

Este teorema de cuya prueba esta fuera del alcance de esta tesis serd de fundamental importancia.
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Teorema 6.58. Cualquier superficie de Riemann compacta es una curva algebraica.

Presentamos el teorema de Riemann-Roch para curvas algebraicas, como mencionamos al principio
de esta seccién no se pretende dar la prueba de este teorema pues no se cuentan con las herramientas
necesarias para su demostraciéon, mds bien se le presenta al lector con el espiritu de que vea que el teo-
rema de Riemann-Roch tambien es valido para curvas algebraicas y por el teorema 6.58 para superficies
de Riemann compactas en general.

Teorema 6.59 (El teorema de Riemann-Roch para curvas algebraicas). Sea X una curva algebraica de género
g. Entonces para cualquier divisor D y cualquier divisor candnico k, tenemos

I(D)—Il(k—D)=deg(D)+1—g. (6.3)

Observacién 6.60. Note que en virtud del teorema 6.58 tenemos que el terorema de Riemann-Roch se
tiene establecido para superficies de Riemann compactas en general porque si X es una superficie de
Riemann compacta entonces es una curva algebraica y luego por el teorema 6.59 es vélido el teorema de
Riemann-Roch.

Aplicaciones del teorema de Riemann-Roch. Para terminar esta seccién damos unas aplicaciones del
teorema de Riemann-Roch en esta forma mds general.

Proposicién 6.61. Sea X una curva algebraica de género g y supongase que D es un divisor sobre X tal que
deg(D) > g, entonces existe una funcién meromorfa no constante y no cero sobre X.

Demostracion. Tenemos por hip6tesis que D es un divisor tal que deg(D) > g ahora bien de (6.3) tenemos
que

I(D)>1(D)—1l(k—D)=deg(D)+1—g>1,

luego /(D) > 1 asi que existe una funcién meromorfa no constante en £(D).
O

Observacién 6.62. Hay que sefialar que la proposicién 6.27 para superficies de Riemann compactas
también es un resultado que se tiene, al igual que el corolario 6.30 también es verdadero que de hecho
la prueba es la misma, para superficies de Riemann compactas.

Como se habia comentado el teorema 6.58 requiere de herramientas de andlisis y andlisis funcional
para su prueba que quedan fuera del alcance de esta tesis pero si le afiadimos la hipétesis que el teorema

de Riemann-Roch sea vélido para cualquier divisor entonces tenemos la conclusién, esto es;

Proposicién 6.63. Si X es una superficie de Riemann compacta la cual satisface el teorema de Riemann-Roch
para cualquier divisor D, entonces X es una curva algebraica.
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Demostracion. Por la definicién 6.54 hay que demostrar que £(X) separa puntos y tangentes de X. Pri-
mero veamos que M (X) separa puntos de X. Sean p y ¢ dos puntos de X, y consideremos el divisor
D = (g+1)-ppor la desigualdad de Riemann vemos que /(D) > deg(D) + 1 — g = 2; por lo tanto existe
una funcién meromorfa no constante f € £(D). Esta funcién tiene que tener un polo, y los tinicos polos
permitos de f son en p, asi que f tiene un polo en p y no otros polos. En particular f no tiene un polo en
¢,y asi f separa los puntos py q.

Ahora demostremos que M (X) separa las tangentes de X. Fijemos un punto p € X y consideremos
los divisores D,, = n - p, para n lo suficientemente grande deg(x — D,) =29 —2—-n<0yl(k —D) =0
por la observacioén 6.62, asi que para n lo suficientemente grande I(D,,) = n + 1 — g, por lo tanto existen
funciones en £(D,,11) las cuales no se ecuntran en £(D,,) para n grande. Esto implica que para n grande,
existen funciones f, con un polo de orden exactamente n en p y no otros polos. La razon f,, 11/ f, tiene
un polo simple en p.

O

Criterio para que un Divisor sea muy amplio. Usando el Teorema de Riemann-Roch, podemos dar
un criterio sencillo en términos del grado de un divisor D para que el mapa ¢p a el espacio proyectivo
sea un encaje.

Para la prueba de esta proposicién necesitamos el siguiente lema.

Lema 6.64. Sea D un divisor D de grado al menos 2g — 1 sobre una curva algebraica y sea « un divisor canénico

entonces [(k — D) = 0.

Proposicién 6.65. Sea X una curva algebraica de género g entonces cualquier divisor de género g con deg(D) >
2g + 1 es muy amplio, esto es, el sistema lineal completo |D| es libre y el mapa holomorfo asociado ¢ p a el espacio

proyectivo es un encaje holomorfo sobre una curva proyectiva suave de grado igual a deg(D).

Demostracion. Por la proposicién 6.51 necesitamos demostrar que /(D — p — ¢) = I(D) — 2 para cuales-
quiera puntos p y ¢ en X. Primero notemos que tanto D como D — p — g tienen grado al menos 2g — 1
luego por el lema 6.64 tenemos que i(k — D) = l(k — D —p —q) = 0,luego (D) = deg(D)+1—gy
I(D—p—q)=deg(D) —2+1— g, de aqui se sigue que I(D —p — q) = (D) — 2. O

Proposicién 6.66. Cualquier curva algebraica X (y por lo tanto cualquier superficie de Riemann por el teorema
6.58) puede ser encajda de manera holomorfa dentro de un espacio proyectivo.

Demostracion. Para demostrar esto simplemente requerimos construir un divisor D muy amplio sobre
X y por la proposicién 6.65 solo necesitamos encontrar un divisor de grado al menos 2g+1, donde g es el
género de la curva X. Asf elijamos un cualquier punto de p € X y usamos el divisor D = (2g+1)-p O

Curvas de género cero son biholmorfas a la esfera de Riemann. Vamos a demostrar que existe una

Unica estructura compleja sobre la esfera de dimensién dos.
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Lema 6.67. Sea X una superficie de Riemann compacta. Supongase que para algiin p € X, L(p) tiene dimension
mayor que uno. Entonces X es biholomorfo a la esfera de Riemann.

Demostracién. La hip6tesis implica que existe una funcién meromorfa no constante f en £(p). Esta fun-
cién tiene que tener polos, pero el tnico polo el cual es permitido es un polo simple en p. Por lo tanto f
tiene un polo simple en p y no otros polos. En este caso el mapa holomorfo asociado F' : X — C, tiene
grado uno y por el corolario 6.25 define un biholomorfismo. O

Proposicién 6.68. Sea X una curva algebraica de género 0. Entonces X es biholomorfa a la esfera de Riemann
Coo.

Demostracion. Fijemos un puntop € X y sea x un divisor canénico sobre X, entonces (por la observacion
6.62) deg(k —p) =29g—2—1= -3 < 0yasii(k —p) = 0. Aplicando el teorema de Riemann-Roch a el
divisor p, encontramos que

l(p) =deg(p) +1—-—g=2>1.

Concluimos del lema 6.67 que X es biholomorfa a la esfera de Riemann. O

Curvas de género uno son curvas proyectivas ctibicas. Siaplicamos el criterio de la proposicién 6.65 a
una curva X de género uno vemos que cualquier divisor de grado 3 es muy amplio. Por Riemann-Roch
si deg(D) = 3, entonces [(D) = 3 asi por la observacién 6.53 vemos que el mapa holomorfo ¢ mapea
X ael plano P? y como deg(D) = 3 la imagen es una curva proyectiva ctibica no singular, asf que hemos

probado:

Proposicion 6.69. Cualquier curva algebraica de género uno es biholomorfa a una curva proyectiva no singular
de grado 3.
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