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Resumen

En este trabajo se desarrolla a detalle la teoria de funciones polianaliticas y espacios
de Bergman polianaliticos. Mediante versiones generalizadas del Teorema de Green, se
realizan de forma completa las demostraciones de: la cerradura del espacio poli-Bergman
A2 (), existencia de conjuntos ortogonales y de bases para los espacios A% (D) y L?(D, dz),
y descomposicién ortogonal de A2(Q) y L?(Q,dz). Se hace también un andlisis de las
proyecciones del espacio poli-Bergman, asi como una descomposicién de estas, mediante
potencias de operadores integrales singulares.






Abstract

In this work we work out in detail the theory of polyanalytic functions and poly-
Bergman spaces. Using generalized versions of Green’s theorem, we prove in thorough way:
the poly-Bergman spaces, A2(2), are closed, the existence of orthogonal sets and basis
for A%2(D) and L?(DD, dz) spaces, and orthogonal decomposition of A2%(Q2) and L?(Q,dz).
We also make an analysis of the poly-Bergman projections, as well as a decomposition of
these by powers of singular integral operators.
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Introduccion

El estudio de las funciones polianaliticas, como lo menciona Mark Benevich Balk en
su libro Polyanalytic Functions [14], tuvo su inicio en el ano 1908, con la busqueda de un
método general de resolucién de problemas de elasticidad, abordado por el matematico
Ruso Kolossov. Algunos de los primeros articulos importantes sobre funciones polianaliti-
cas aparecen entre los anos 1920 y 1940 (de los mencionados por Balk: Burgatti [17],
Teodorescu [15], Fedorov [19]).

Es sin duda el trabajo de Balk [14], la referencia mas mencionada en gran parte de
los articulos sobre funciones polianaliticas y espacios de Bergman polianaliticos, pues en
dicho trabajo, se hace un estudio detallado de las propiedades y similitudes de las funcio-
nes polianaliticas, con las ya conocidas funciones analiticas. En dicho libro se presentan
versiones del Principio del méximo, el Teorema de Liouville, entre otros resultados clasicos
de funciones analiticas.

Si €2 es un subconjunto abierto del plano complejo, entonces en este conjunto se definen
los operadores de Wirtinger, los cuales son aplicados a funciones f € C''(), y estan dados

por:
0 1/0 .0 0 170 .0
—:—(——z—), —_:—(——H—). (1)
0z 2\0r Oy 0z 2\0x 0Oy
Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, que una funcién f sea analitica en €, es equiva-
lente a que f sea solucién de la ecuacion diferencial ?—é = 0 (de manera anéloga, que una
funcién f sea anti-analitica en €, es equivalente a que f sea solucién de la ecuacién dife-
rencial g—ﬁ = 0). En [8], Vekua hace un estudio completo de las soluciones de la ecuacién
diferencial % = ¢, en donde g es una funcién conocida.

Las funciones polianaliticas y anti-polianaliticas se definen de manera general usando
potencias de los operadores (1). Esto es, si n y k son nimeros naturales, f es polianalitica
de orden n, y f es anti-polianalitica de orden k, si cumplen respectivamente, las ecuaciones
diferenciales:

o" ok -
az" 0zk

En este trabajo en general, sélo se desarrolla la Teoria para funciones polianaliticas.
Por las propiedades del operador conjugacion y de los operadores de Wirtinger gene-
ralizados (2), los postulados andlogos para las funciones anti-polianaliticas, no tendran
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inconvenientes para ser analizados, y de hecho, gran parte de ellos seran consecuencia
directa de los resultados aqui desarrollados.

En [3], Koshelev define el espacio de Bergman polianalitico de orden n, o espacio
poli-Bergman (en el caso del disco unitario), el cual es denotado por A2%(D), como el
subconjunto de L*(DD, dz) (aqui dz representa la medida de Lebesgue usual) que consiste
de todas las funciones polianaliticas. En dicho articulo, Koshelev d4 una base ortonormal
explicita y también una férmula reducida para el niicleo reproductor del espacio A2 (D).
En este trabajo, con ayuda de la Formula de Green, se demostraran estos dos hechos.

Un resultado importante que se utiliza en todos los articulos de funciones polianaliticas,
es que el espacio A%(D) es cerrado. En [2], Haimi enuncia y bosqueja (en el sentido de
distribuciones) un resultado general para L*(Q2, e~?()dz), donde Q es una funcién real y
es un subconjunto abierto de C. En este trabajo, basados en dicho resultado, se demuestra
que el espacio A2(ID) es cerrado, y de hecho, haciendo unos arreglos, tal demostraciéon
también es véalida para L?(Q, e 9*)dz).

En el Capitulo 1 se introducen los resultados de variable compleja que son necesarios
para desarrollar la teoria y las demostraciones de este trabajo. Se enuncian versiones
mas generales de la Férmula integral de Cauchy y la definicion de la métrica pseudo-
hiperbdlica. De los resultados mas usados, y que permitiran hacer estimaciones integrales,
son las Formulas de Green, es por ello que son enunciados aqui. Se da la definicién de
nicleo reproductor para un espacio de Hilbert, pues los espacios poli-Bergman gozaran
de dicha propiedad.

En el Capitulo 2 se estudia el espacio de Bergman clasico, ya que uno de los objetivos
de este trabajo es analizar cuales de estos resultados siguen siendo vélidos en los espacios
polianaliticos. Aqui también se introducen los espacios de Bergman con peso.

En el Capitulo 3 se da la definicion de espacio polianalitico, y equivalencias para
funciones polianaliticas. Se definen también los espacios poli-Bergman y se demuestra, al
igual que el espacio de Bergman cléasico, que este espacio es cerrado. Basados en el articulo
de Ramazanov [5], se exhiben conjuntos ortonormales en L?(ID, dz), bases para el espacio
poli-Bergman A2 (D), y una descomposicién ortogonal de A?(D) y L*(D,dz). Aqui, gran
parte de los resultados son de Vasilevski [16], Ramazanov [5, 4], Balk [14] y Antti [2],
pero algunas demostraciones estdn hechas de manera distinta. Como se menciona en [3],
aqui se demuestra la forma reducida del niicleo reproductor de A2 (D).

En el Capitulo 4 se introducen los operadores singulares Tq, 73, Sq v 5§, los cuales
estan definidos formalmente por Vekua en [8]. Se dan algunas propiedades generales de
estos, pues, de acuerdo al trabajo de Vasilevski [16], y, Karlovich y Pessoa [20], los opera-
dores Sp y Sy, tendréan relacién directa con las Proyeciones de Bergman sobre los espacios
A2 (D). Para ser més precisos, Vasilevski, Karlovich y Pessoa dan una descomposicién de
las Proyeciones de Bergman como potencias de los operadores Sp y Sp. Ellos obtienen
una descomposicién ortogonal de L?(€, dz) como suma de polianaliticos puros. En el caso
del disco D, la descomposicién de L*(D,dz) es como suma de imagenes de potencias del
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espacio de Bergman A?(D) bajo S, 6 como suma de imagenes de potencias del espacio
de Bergman A?(D) bajo Sp.

La descomposicién de L?(ID, dz) hecha por Karlovich y Pessoa en [20], difiere a la
descomposicién de Peng, Rochberg y Wu realizada en [12]. En [12] consideran el kernel

0
del operador D ., donde D = Z—, y prueban que

0z
L*(D,dz) = é {ker (Ekﬂ) + ker (Ekﬂ) }

En el plano superior, la descomposicién de L*(IT,dz) hecha por Vasilevski en [16], consi-
derando los mismos operadores de Wirtinger (2), es mediante una suma de polianaliticas
puras y anti-polianaliticas puras, es decir

2(1, dz) @A% )& P A, (1)
k=1
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Capitulo 1

Preliminares

En este Capitulo se introducen las herramientas basicas de variable compleja que
seran necesarias para el desarrollo de los temas de este trabajo. Las demostraciones de
los Teoremas que son mas conocidos en variable compleja seran omitidas, y solamente
se incluiran las pruebas de aquellos resultados que tengan relacién directa con los temas
principales de este Capitulo, o con temas de los Capitulos posteriores.

En la Seccién 1.1 se enuncian algunas variantes de la Férmula integral de Cauchy
(Teorema 1.1.1).

En la Seccién 1.2 se dan propiedades de los automorfismos del disco, en particular se
introduce la definicién de la métrica pseudo-hiperbdlica en el disco. Dicha métrica, por su
invarianza bajo automorfismos, es muy 1til cuando se realizan estimaciones en el disco.

0 0
En la Seccién 1.3 se dan propiedades de los operadores — y —, asi como también
z

se enuncia y demuestra el Teorema de Green en el caso complejo. Dicho resultado, junto
con sus variantes, seran la base para las demostraciones del Capitulo 3.

En la Seccién 1.4 se describen propiedades de los Espacios de Hilbert con ntcleo
reproductor, pues los espacios de Bergman polianaliticos tiene dicha propiedad.

A lo largo de este trabajo N representara el conjunto de ntimeros naturales {1,2,...},
y Ny el conjunto de los niimeros enteros no negativos {0, 1,2, ...}.

1.1. Las Formulas integrales de Cauchy

A partir de ahora ID,.(zy) representard al disco en el plano complejo centrado en zy y
de radio r; es decir,

Dy (20) ={z€C : |z — 2| <r}.

En particular se denota por D al disco D1 (0) y por D, al disco D,.(0). La parametrizacién
natural v(zp,7) = 2 + re? de D,(2), con 0 < 6 < 27, se denota simplemente por
2= 29+ re.

Uno de los resultados fundamentales de variable compleja es la Férmula integral de

Cauchy. Para su demostracién puede consultarse [9, pag. 73].
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18 CAPITULO 1. Preliminares

Teorema 1.1.1 (Férmula integral de Cauchy). Sea Q0 un subconjunto abierto de C
y f una funcion analitica en Q. St D,(z) C Q y n € Ny, entonces:

f(n)(Zo) — ﬂ/@D( )(Ldz

271 z—zo)t

Como una consecuencia inmediata del Teorema 1.1.1 se tiene el siguiente resultado:

Corolario 1.1.2 (Valor promedio). Sea Q un subconjunto abierto de C y f una funcion
analitica en Q. Si zg € Q y r > 0 son tales que D, (zg) C Q, entonces:

1
20) = — 2)dA(z).
f(20) PG /DT(ZO)f() (2)

Aqui dA(z) denota la medida de Lebesgue de drea usual.

Demostracién. Utilizando el Teorema 1.1.1 con n = 0 y haciendo z = z, + re? se cumple
que

f(z0) = L/ Molz - - f(z0 + 7€) db.
0

271 D, (20) Z — 20 2w 0

Por otro lado, al escribir en coordenadas polares la integral / f(2) dA(z) y utilizando
D7 (20)
la representacion integral anterior se tiene la igualdad

/ f(z)dA(z) = /27T rf(zo + se')s dsdh
Dy (z0) 0

0

=2 /T (% " f(z0 + e’ d@) sds
0 0

=27 /T f(z0)sds = 7r*f(2).
0

m
Usando la parametrizacion natural z = 2o + re? se tiene
1 1 27 10 )
_/ f(Z) leZ_' f(20:rel)ir629d9
27 J o, (z) (2 — 20)™F 27 Jo (reif)nt
1 21 ) )
= — (re®)™" f (2o + re') do), (1.1)
2 Jo
que en particular, bajo las condiciones del Teorema 1.1.1 se cumple la igualdad:
(n) 1 [ ,
/ n(!Zo) = g/o (re’) ™" f(zo + re'?) do. (1.2)

Esta observacion a pesar de ser muy sencilla, da una version mas general del Teorema
1.1.1 y sera de gran importancia en las estimaciones integrales del Capitulo 3.



1.1. Las Formulas integrales de Cauchy 19

Se recuerda que si 7y es una curva regular en C, y la integral / f(2) dz existe, entonces

gl
se cumple la igualdad:

Af(z) dz:LMdE. (1.3)

Los siguientes tres Corolarios seran de gran utilidad para muchas estimaciones de este
trabajo. Tales resultados son simplemente extensiones del Teorema 1.1.1.

Corolario 1.1.3. Sea €2 un subconjunto abierto de C y f una funcion analitica en €. Si
k,j € Ny son tales que j+k > 1 yD,(z0) C Q entonces:
1 (z=20)f(2) , _ r¥fUrD(z)

_ dz = . 1.4
210 Jop,(z0) (2 — 20)F : (j+k—1)! (1.4)

Demostracion. Haciendo z = zy + re? en la integral de la izquierda de la ecuacién (1.4),
utilizando (1.1) y (1.2) se tiene

L' (z - Z_O)jflgz) dy — L o (Te_w)jf(jok‘i‘ Tew)z'rew 20
270 Jop,(z0) (2 — 20) 271 J, (rei?)
T'2j 27 ) ) )
_ % (T@ZG)_(]+k_1)f(ZO + ’I“GZG) Ao
0
P2 fUHED) ()
(k-1

O

Corolario 1.1.4. Sea €2 un subconjunto abierto de C y f una funcion analitica en €. Si

keN, jeNyyD,.(z) CQ entonces:

L gjf(z) B J <j> z(u],r,Q(j—I/)f(j—u-i-k—l)(ZO)
/{)DT e dz =) : (1.5)

2mi () (2 — 20)F v (j—v+k—1)!

v=0

Demostracién. Como en la demostraciéon anterior, haciendo z = zy + re? en la integral
de la izquierda de la ecuacién (1.5) y utilizando (1.2) se cumple

1 =7 1 21 (= —i0\j 0 )
_/ Zf(z> dz — _/ (Zo+7"€ )4f(20+7n6 )irewde
270 Jon, i Jo (reif)k

(20) (z — zo)k 271
1 : o TAYRT
=5 2 (])55(7“6‘29)3—”"[ Gotre)re” g
0 =0

27 v (reif)k
J . 2(j—]/) 27 ) ) )
= Z (‘7>ng / (re®)~U=v+k=D £ (20 4+ re®) d
v 2r o

j 567*2(j_”)f(j_”+k_1)<20)
< ) (j—v+k=-101



20 CAPITULO 1. Preliminares

Se dé& ahora la version integral del Corolario 1.1.3 con respecto a z.

Corolario 1.1.5. Sea €2 un subconjunto abierto de C y f una funcion analitica en €. Si

k,j € Ny yD,(2) C , entonces:

210 Jop,(z) (2 — 20) (j+Ek+1)

Demostracion. Haciendo z = 2y + re® en la integral de la derecha de la ecuacién (1.6), y
utilizando la Férmula integral de Cauchy se tiene

L E-2PfE) 1 / (e S Cotre) g
270 Jop,(z) (2 — 20)" o J, (rei®)F
p20+1) 2w ' . .
= — 5 / (reze)f(JJrkH)f(ZO_i_Tez )d@
0
Tz(j+1)f(j+k+1) (20)
Gkt

1.2. La métrica pseudo-hiperbdlica

Los automorfismos analiticos del disco D y la métrica pseudo-hiperbdlica aparecen
de manera natural en este trabajo, es por ello que en esta Secciéon se introducen tales
conceptos. Se empieza la Seccion enunciando el Lema de Schwarz, para su demostracion

puede consultarse [18].

Teorema 1.2.1 (Lema de Schwarz). Sea f : D — D wuna funcion analitica tal que
f(0) = 0. Entonces:

(a) |f(2)|] < |z| para todo z € D,

a') si para algin zy # 0 se tiene que |f(29)| = |z0|, entonces existe a € C, de maodulo 1,
p g q
tal que f(z) = az.

() [F(O)] <1,
(') si|f'(0)] =1, entonces f(z) = f'(0)z.

Sea w € D fijo y considere la funcién ¢, : D — D definida por:

Puw(z) = , zeD. (1.7)
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¢ es la transformacién de Mobius con un tnico polo simple en el punto 1/w. Observe
que efectivamente el rango de ¢,, estd contenido en D, pues:

<l <= (w—2)(w—2)<(1l—-wz)(1—wz)

w—z
1 —wz

= |wP—wz— 2w+ |2 <1—wz— 2w+ |w|*|z]?
= |wf’+|2]* <1+ w2
= Jwl + 21— ) <1,

y esto tltimo claramente se satisface para z,w € D. Ademaés se tiene que p ' = ¢, por
lo cual ¢,, es un automorfismo conforme del disco. Mds atn, si |z| = 1, entonces z = €'
para algin nimero real 6, y

w—e€

|pw(2)] = m

-

lo que implica que la imagen de 9D bajo ¢,, es . Una consecuencia de estas observaciones
y del Lema de Schwarz es el siguiente Teorema, el cual dice que todo automorfismo del
disco unitario es una rotacién de los automorfismos ¢,,, para w € D.

Teorema 1.2.2. Sea f: D — D un automorfismo analitico del disco unitario y supon-
gase que f(w) = 0. Entonces eziste un nimero real 0 tal que

Demostracién. Considere el automorfismo h := fop ! : D — D. Observe que h(0) = 0,
por el Lema de Schwarz se tiene

|h(z)| < || VzeD.

Como también la funcién h~! es un automorfismo de D tal que 2~!(0) = 0, entonces
|z] < |h(2)] VzeD.

Por el inciso (a') del Lema de Schwarz existe 6 tal que h(z) = % 2. O

Corolario 1.2.3. Si f es un automorfismo de D que deja fijo al origen, es decir, f(0) =0,
entonces f(z) = €z para un mimero real 0, esto es, f es una rotacion.

Se define la métrica pseudo-hiperbolica en D como:

w—z

zy,we D .

w,z) = 2)| = w)| = -
P12 = pu()] = (0] = |22

El siguiente Teorema afirma que las funciones analiticas son contractivas respecto a
la métrica pseudo-hiperbdlica p, mas aun, los automorfismos del disco unitario D son
invariantes bajo p.
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Teorema 1.2.4. Sea f: D — D una funcion analitica en D. Entonces se cumplen las
desigualdades:

(&) p(f(2), f(w)) < p(z,w), zweD,

O]

. zeD.
—[fP - 1-]zP °

Si f es un automorfismo conforme de D, entonces (i) y (i1) son igualdades.

Demostracion. (i) Sea w € D arbitrario pero fijo. La condicién (i) es equivalente a

s (f(] < lew(2)l,  z€D,

pero como @ ! = ¢, en D, la desigualdad anterior es equivalente a

|(30f(w) ofogow)(z)| < |Z|v z € D.

Esta tltima desigualdad es una consecuencia directa del Lema de Schwarz pues (¢ () ©
foy,)(0)=0.Si fes un automorfismo conforme de I entonces y(,) o f o ¢, también
lo es, y al dejar fijo al origen, por el Teorema 1.2.2 ¢, o f o ¢, debe ser una rotacion.
Ast [(@r@) © f o @w)(2)] = |2| para todo valor de z.
(74) Un célculo directo muestra que
_ w1

QD;U(Z) = m, z € D. (18)

Aplicando nuevamente el Lema de Schwarz, se tiene que (@) o f o @) (0)] < 1. Esto es

(1 = f(w)f(w))? (1—w-0)

<1

Lo cual da la desigualdad deseada. Nuevamente, si f es un automorfismo conforme de
D, @) o fopw debe ser una rotacién, en este caso la igualdad se sigue directamente. [

Para cada w € Dy r > 0, se define el disco pseudo-hiperbolico con centro en w y radio
rcomo A(w,r):={ze€D]|plw,z)<r}.

Se ha dicho que p es una métrica, pero hasta ahora se estd en posicién de demostrar
la desigualdad triangular para p, para ello se comienza probando que

A(w,r) = @u(D,), 0<r<l.

En efecto; si 2z € p,(ID,) existe A € D tal que z = ¢, (r)\). Como p,! = ¢, entonces
TA = pu(2) ¥
|p(w, 2)| = [puw(2)] = [rAl <7,
Puw(z)
r

Por tanto z € A(w,r). Si z € A(w,r) entonces |p,(z)| < r, y si se toma \ =
cumple que [\ < 1y 2z = @, (r)\).
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Como el automorfismo ¢,, tiene un unico polo en 1/w, la imagen ¢,,(9D,) es un circulo,
el cual es OA(w,r). Por lo tanto A(w,r) es un disco. Obsérvese que la recta {cw | ¢ € R}
permanece invariante bajo ¢,,, pues:

W — cw 1—c¢

Pulcw) = 1 —wew 1 clw|?

De esta forma las curvas {cw | ¢ € R} y dA(w, r) son ortogonales, por lo cual, los puntos
Yuw(—rw/lw|) y ou(rw/|w|) forman un didmetro de A(w,r) que pasa por el cero. Por
tanto, para cada z € A(w,r) se tiene que

2| < méx{[w (=rw/[w])], |[pw(rw/w])]}. (1.9)

Ademds, mediante un calculo directo se puede ver que |, (rw/|w|)| < |pw(—rw/|w|)|.
Haciendo los cdlculos explicitos, el centro C'y radio R de A(w,r) son:

O — ouw(rw/|w|) 4+ @u(—rw/|wl) 1— 2

2 1—r2w2
P pu(rw/w]) — pu(—rw/[w])| _ 1 —|w]’
2 1 —r2w)?

y la estimacién (1.9) para z € A(w, ), es:

|w| +r

2] < ———.
1+ 7wl

(1.10)

Proposicion 1.2.5. Para cualesquiera z1, zo, 23 € D, se cumple la desigualdad:

p(z1,22) < p(z1, 23) + pl(z3, 22).

Demostracion. Si p(zs, z9) = 0 el resultado es claro. Supéngase que p(z3, 22) # 0. Definan-
se ahora 7 := p(z3,22) < 1y 2 := p,,(22)/p(23, 22). Entonces

_ plez)

P23, 22)
Por la desigualdad (1.10) se cumple lo siguiente

Pz (22)
T

2| =

|23] + (23, 22)

(r2)| < < |z3| + p(zs, 22).
|90 3( )| 1—|—p(23,22)|23| ’ 3| p( 3 2)
Como ¢, (12) = p.;(p.;(22)) = 22, para todo 23, z3 € D se cumple:

| 23] + p(23, 22)
1 + p(23, 22)|2’3

’ZQ‘ < ’ < |Z3‘ +p(23,2’2)-

Finalmente, por el Teorema 1.2.4 (i), se tiene

P21, 22) = [0z, (22)] < [0z (23)| + P2 (23), 2 (22))
= p(z1, z3) + p(z3, 22) .
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1.3. El Teorema de Green

El Teorema de Green permite escribir una integral doble en una regién R de R?, como
una integral de linea a lo largo de la curva cerrada -, la cual constituye la frontera de R.
El Teorema 1.3.5 es la version compleja del Teorema de Green. Tal resultado, al igual que
el Teorema de Green clasico, bajo condiciones apropiadas, permitird expresar integrales
de area en integrales de linea, las cuales en este caso al trabajar en el disco D, seran mas
manejables para las estimaciones. Se inicia este Capitulo con las siguientes definiciones
para poder enunciar el Teorema de Green (versién real).

Sean a,b € Ry v : [a,b] — R? una curva simple de Jordan de clase C'! por tramos.
Se dice que 7y es una curva reqular si cada linea paralela al eje x y cada linea paralela al
eje y, con excepciéon de los extremos, corta a la curva a lo mas en dos puntos.

Un subconjunto acotado R de R? se llama conjunto reqular si su frontera OR es la
imagen de una curva regular +.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Green). Sea Q un subconjunto abierto de R? y P,Q dos
funciones reales de clasegl en Q. Sea R un subconjunto de R?, tal que R es union finita
de conjuntos requlares y R C ). Si OR estd orientada en sentido positivo, entonces:

00 OP -

La version compleja del Teorema de Green es enunciado con las derivadas parciales
respecto a z y Z (ecuaciones (1.12)). Por ello, se empieza haciendo un andlisis de estos
operadores.

Sea {2 un subconjunto abierto del plano complejo y sea f : 2 — C una funcién,
f = fi+ifs. Silas derivadas parciales

oh  0h  Of of
ox’ Oy’  Ox’ Y oy’

existen en todo punto de su dominio, se definen los siguientes operadores de Wirtinger en
el conjunto €2 como:

of 1/o0f Of of 1/o0f Of
= (L ;2L = == 4= ). 1.12
9= 2<ax Zay) Y oz Ta\ar Ty (1.12)
Por la linealidad de las derivadas parciales, claramente

0 _ 0

52 =1 £Z == 07

0 _ 0

&Z == 0 &Z = 1.

A continuacién se dan més propiedades de los operadores , pues estas aplica-

— y —
0z~ 0z
ciones apareceran en forma natural en el Capitulo 3. El siguiente Lema muestra la relacion
entre tales operadores.
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Lema 1.3.2. Sea ) un subconjunto abierto del plano complejo y sea f = fi1 + ifs una

Of 0f Of  Ofs _
——= existen en (), entonces:

uncion compleja. Si las derivadas parciales —, ——, ——
f P P Oxr’ Or’ Oy Y oy

of of
- == 1.1
Jz 0z (1.13)
Demostracion. Desarrollando el lado izquierdo y utilizando la definicion se tiene:
of 1[/of of\ 1[0 . 0 N\ of
02_2(593“@)_2<am(f1“f2> Zay(flﬂfz))_az‘
O

Bajo las mismas condiciones del Lema anterior, si ademds fi, fo € C"(Q2) (como
funciones de dos variables reales), inductivamente se puede ver que

o'f oy
= . 1.14
oz 0zn ( )
Dadas dos funciones complejas f = fi+ifs vy g = g1 + 199, cuyas derivadas parciales
con respecto a x y y existen, se puede mostrar que los operadores b y EP cumplen la
Z z
regla del producto:
a(fg) dg Of
— = f = — 1.15
0z / 5z 9 (1.15)
a(f9) g , Of
= f= —. 1.16
0z / 0z T 0z ( )

De estas dos férmulas se sigue la Férmula de Leibniz para f,g € C™(Q2)

o"(f9) _ i (n) 0" f 0"ty (1.17)

oz" —\k/) ozF o7+
I"(fg)  ~— (n\O"forFg
ozn z; k) Ozk 0znk (1.18)

Si f es una funcién analitica en €2, se cumple

fzt+h)~fz) _of

1o = fin 1 e
' Fetih)—f(z)  of
N z+1ih) — f(z)
f (z> - ]}‘ngé ih = —Za—y(z)

Esto implica que
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of S [\ _
97 —(£+ a—y)—o.

Los operadores de Wirtinger en general no satisfacen la regla de la cadena, pero hay
una version para poder derivar una composicion de funciones. Tal resultado se enuncia
en el Teorema 1.3.3. En el Corolario 1.3.4 se prueba que si alguna de las funciones en
cuestion es analitica, entonces la regla de la cadena se sigue cumpliendo. Dicho Corolario
se estara usando implicitamente en este trabajo.

Teorema 1.3.3. Sean f = fi1 +ifs, g = ¢1 +ig2 dos funciones complejas y Q, Q' dos
subconjuntos abiertos de C. Suponga que fi, fo € CY(Q) y g1, 92 € CY(Y). Entonces, en
los puntos z € Q donde esta definida la composicion f o g, se cumplen las formulas:

WDy = W o) B2+ Ly <z>)%<z> (1.19)
N9y = W) 2oy + L (o) L) (1.20)

Demostracion. Por simplicidad, se omite en la demostracion la evaluacion en z. Al desa-
rrollar cada sumando del lado derecho de (1.19) se obtiene

of g 1 /[0f Of dg1 1 (Of Of 092
@(9)& =3 <a—x(9) - Za—y(9)> S +35 <%(9) - Za—y(9)> e

of 95 _1(0f,  of Nom i(0f,  of \om
w0 =3 (Fw+ifw) -1 (Fo+idw) 2

Por lo cual se cumple la igualdad

of 09  of 05 9f (991+0f( )392

-9, T 595 T 5 9% T, 9%, (1.21)

Por otro lado, utilizando la regla de la cadena (versién real), se tienen las identidades

INfiog) 1 (a(fl °g) _Z~8<f1 Og))
0z 2 ox oy
1 (0fi, \Og1  Of1, 09 i (Ofi, \Og1  Of1,  0g
_(ax( Dor T oy )ax>_§(a_x( Doy T oy )Oy)
o af1 a91 5f1 592
d(fa0g) ot ( (faog) i (fzog))
0z 2 ox dy
i (Ofa, Og1  Ofy,  0g 1 (0fz, \Og1  Ofz, 0
B (%(9)% + 8—y(9)5> Ty (%(g)a—y + 8_y(g)8_y)
Ofx,  Ogqi Ofy 992

= ia_x(g)a_ +1 8_y(g>5' (1.23)

(1.22)




1.3. El Teorema de Green 27

Por lo tanto, de las ecuaciones (1.22) y (1.23) se concluye que

foeg) 0O(fiog)  .0(faog) 8_f % of | 0g
dz 0z e 0z _ax(g)8z+8y( )82'

(1.24)

Asf, (1.19) es ahora una consecuencia directa de (1.21) y (1.24). La ecuacién (1.20) resulta
de aplicar (1.19) a f y el Lema 1.3.2. O

Corolario 1.3.4. Bajo las mismas condiciones del Teorema anterior, si alguna de f o g
es analitica, entonces se cumple la regla de la cadena, es decir:

a(fo 0
W2y = Wiy X,

El siguiente Teorema, junto con los Corolarios 1.3.8 y 1.3.9 serdn de vital importancia
en este trabajo, tales resultados son las versiones complejas del Teorema de Green. Aqui si
no hay confusion se utiliza el simbolo dz para representar la medida de Lebesgue de area
y de longitud.

Teorema 1.3.5 (Teorema de Green). Sea R un subconjunto del plano complejo, tal
que R es union finita de conjuntos regulares. Sea f = f1 + ify una funcion compleja tal
que f1 y fo son de clase C' (vistas como funciones de dos variables reales) en un conjunto
abierto Q donde R C . Si OR estd orientada en sentido positivo, entonces:

2() .
| iz [ e (1.25)

Demostracion. Observe primero que

é)f( ) _ (a(f1+if2) (f1+lf2))
0z ox dy

ofi | 0f ofi  0f
(22 STz 1.2
<8y+0$)+ (8IE dy (1.26)
Sea ahora 7 : [a,b] — C una parametrizacién de OR. Por las hipétesis que se tienen, se

puede aplicar el Teorema de Green a la parte real y a la parte imaginaria de la integral
parametrizada del lado derecho de (1.25). Utilizando (1.26) se tiene

[ fe)ds = [T +if) GO +inglo)] de
= / (Y71 (#) = fa(v(0)va ()] dt + i / [f(v)7(8) + fr(y(0)75(8)] dt

— Qi/RMdz. (1.28)

]
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Como consecuencia inmediata se tiene la siguiente versiéon del Teorema de Green, el
cual dara un método iterativo para poder expresar el Teorema de Green para el operador
871
oz
Teorema 1.3.6. Sea R un subconjunto del plano complejo, tal que R es union finita
de conjuntos requlares. Sean f = f1 +ifs y g = g1 + 192 dos funciones complejas tales
que fi, f2,91 y g2 son de clase C' (vistas como funciones de dos variables reales) en un
conjunto abierto Q donde R C Q. Si OR estd orientada en sentido positivo, entonces:

| & @t =5 [ feawa:

Cuando se aplica el Teorema de Green a funciones analiticas, se obtiene el siguente
resultado:

Corolario 1.3.7. Sea R un subconjunto del plano complejo, tal que R es union finita de
conjuntos requlares. Sean f = f1 +ifs y g = g1 + 192 dos funciones complejas tales que
f1, fas g1 Yy g2 son de clase C' en un conjunto abierto Q@ donde R C Q. Si ademds f y g
son analiticas en ) y si OR estd orientada en sentido positivo, entonces:

| 107 = 5, [ jeatd:
R OR

0
Demostracion. Dado que f y g son analiticas —— =0y 99 _

0z R
del producto (1.15),

| e )dZ—A<f(Z)a%i)+g<) )dZ—/f

El resultado se obtiene utilizando el Teorema anterior. ]

'. Por lo tanto, de la regla

Los siguientes dos Corolarios seran los mas utilizados en este trabajo, y seran de vital
importancia para las demostraciones del Capitulo 3, pues en dicho Capitulo se utilizan
o "
oz Y 9

los operadores

Corolario 1.3.8. Sea R un subconjunto del plano complejo, tal que R es union finita
de conjuntos regqulares. Sean f = fi +ifs y g = g1 + igs dos funciones complejas tales
que f1, f2, 91 y g2 son de clase C™ (vistas como funciones de dos variables reales) en un
conjunto abierto Q donde R C Q. Si OR estd orientada en sentido positivo, entonces:

0
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Demostracion. Para demostrar el Teorema se utilizara induccién. Primero, de (1.15) y del
Teorema 1.3.6 se tiene la igualdad

[ 1022 6= [ ar o [ st

esto quiere decir que el caso n = 1 es valido. Supéngase que el resultado se cumple para
n. Observe que

/f agr_lnﬂ /f P adn)dz

88”)
_/f 9z 9z dz

[ 9g(2)0f(2) 9mg(2)
g 82” 0z dz +22 f(z) oz" dz
_ 0"g(z) 0f(2) "9(2)
_ /R o it o f() oo dz (129)
Aplicando la hipotesis de induccién a 6];(_2)7 se tiene que
Z
of(z)0"g(z) n+1/—3”“f(2)
[ DD s ape [ L
n—1 ; 17N
1 ' O f(z) 0" g(2)
_ -1 Jj+1 / . ‘
+2i j:O( ) op 0711 oz i1 dz
an—‘rl
= <_1)n+1/9('z)8—++(1)d2
1 <& (2) 3"‘jm
* 2@';( - sz gi P

Al sustituir esto tltimo en (1.29) se llega a que el resultado para el paso n+1 es védlido. [
Del Corolario 1.3.8 y (1.3) se tiene la siguiente versién del Teorema de Green,

Corolario 1.3.9. Sea R un subconjunto del plano complejo, tal que R es union finita
de conjuntos requlares. Sean f = f1 +ifs y g = g1 + 192 dos funciones complejas tales
que f1, f2, 91 ¥ g2 son de clase C™ (vistas como funciones de dos variables reales) en un
conjunto abierto Q donde R C Q. Si OR estd orientada en sentido positivo, entonces:

-1

/Rf(z) 8gis‘2)dz = (=" /Rg( )anaz” Z aRajazJ 2 67(;_,2]71_—39—(12) dz .
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1.4. El nicleo reproductor de un espacio de Hilbert

Una clase muy importante de espacios de Hilbert de funciones, son los espacios de
Hilbert con nicleo reproductor. Dicha propiedad permite dar estimaciones de las funciones
de H, pues en estos espacios la evaluacion puntual tiene una representacion mediante el
producto interno del espacio H. En el Teorema 1.4.3 se demuestra que, para que un espacio
de Hilbert de funciones tenga niicleo reproductor es necesario y suficiente que el funcional
evaluacion sea acotado. Los espacios que se introduciran en el Capitulo 3 seran espacios
con nucleo repoductor.

Sea H un espacio de Hilbert de funciones complejas sobre un conjunto X. La funcién
compleja K : X x X — C denotada por

K(z,w) = Ky(2)
es llamada nicleo reproductor de H si satisface:
(1) Para toda w € X fija, K, () pertenece a H.

(77) La propiedad reproductora: para toda z € X y toda f € H,
f(z) = <f’ KZ>7

donde ( , ) denota el producto interno en H.

Proposicion 1.4.1. Sea H un espacio de Hilbert de funciones complejas sobre un conjunto
X y K un nucleo reproductor del espacio H. Entonces para todo z € X,

|7 = K (2, 2).
Demostracion. Al aplicar la propiedad de reproduccion a la funcién K, en w, se obtiene
K. (w) = (K., Ku),
basta tomar w = z. O

Un espacio de Hilbert de funciones complejas sobre un conjunto X es llamado un
Espacio de Hilbert con nicleo reproductor si existe un nucleo reproductor K de H.

El siguiente Teorema dice que un espacio de Hilbert de funciones H, tiene un tunico
nucleo reproductor K.

Teorema 1.4.2. Un espacio de Hilbert H de funciones complejas sobre un conjunto X
admite un unico nicleo reproductor K.

Demostracion. Sea K' otro nicleo reproductor de ‘H y w € X. Por la propiedad de
reproduccién (ii) se cumple

HKw _K{uHZ <Kw_Kz/mKw> - <Kw_K{u7K1/u>

(Kw — K,))(w) = (K — K,)(w) = 0.

Esto implica que K,, = K, para toda w € X, y por lo cual K = K. H
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El siguiente resultado da una equivalencia para la existencia del nicleo reproductor.
Esto es, para que el espacio de Hilbert H tenga nticleo reproductor es necesario y suficiente
que el funcional evaluacion sea acotado.

Teorema 1.4.3. Sea H un espacio de Hilbert de funciones complejas sobre un conjunto
X. Entonces existe un nicleo reproductor de H si y solo si, para todo z € X el funcional
lineal evaluacion J, : H — C definido mediante la regla

L(f)=[f(z) V[feH
es acotado.

Demostracion. Supoéngase que H admite un nicleo reproductor K. Por la propiedad de
reproduccién y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene para toda z € X

[ LD = 1F ) = KK < NN = 1K (2, 2)'2,

esto quiere decir que J, es acotado.
Siparatoda z € X, J, : H — C es lineal y acotado, por el Teorema de representacion
de Riesz existe una tnica funcién g, € H tal que

f(z) = J.(f) = ([, 92)-
Asi, K, (w) := g,(w) es un nicleo reproductor de H. O

Corolario 1.4.4. Sea H un espacio de Hilbert de funciones complejas sobre un conjunto
X. 81 H posee nicleo reproductor, entonces cualquier subespacio cerrado F' de H, también
posee nicleo reproductor.

Demostracion. Sea z € X, por el Teorema anterior existe C, > 0 tal que
[ LOI<SCAfl Ve

En particular
[ LOI<CAfIl VfeFR

Esto quiere decir que el funcional evaluacion en F, es acotado, y nuevamente por el
Teorema anterior F' posee nicleo reproductor. O

A continuacién, se prueba que el nicleo reproductor K estd dado en términos de
cualquier base de H.

Proposicion 1.4.5. Sea H un espacio de Hilbert de funciones complejas sobre un conjunto
X con nicleo reproductor K. Si H es separable y {e,}>>, es una base ortonormal de H,
entonces:

K(z,w) =) en(2)en(w). (1.30)
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Demostracion. Como K,, € H para cada w € X, existe una sucesién {\,(w)}52, tal que
Ko=) A(w)en, (1.31)
n=0

donde la convergencia es en H. Por la continuidad del producto interno y por la propiedad
de reproduccion de K se tiene para toda m > 0,

em(W) = (em, Ky) = <em, > An(w)en> = (em: An(w)en) = A (w) |
n=0 n=0
Basta sustituir esta tltima expresién en (1.31). O

El nicleo reproductor K (z,w) tiene las siguientes propiedades:
(a) Vze X, K(z,2)>0.
(b) Vz,we X, K(z,w)=K(w,z).
() Vz,we X, |K(z,w)]* < K(z,2)K(w,w), (Desigualdad de Schwarz)
(d) Sea zy € X. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(Z) K(Zo, Zo) =0.
(17) K(z,29) =0 para toda z € X.
(1ii) f(z0) =0 para toda f € H.



Capitulo

Espacios de Bergman con peso

En este Capitulo se enuncian las propiedades clésicas del espacio de Bergman A%(D).
También se exhibe una base para el espacio de Bergman A?(Q2), donde € es un subcon-
junto abierto propio del plano complejo. En la Seccién 2.2 se introducen los espacios de
Bergman con peso, y ya que muchas propiedades del espacio de Bergman clasico se siguen
satisfaciendo, sélo se dan las propiedades necesarias para los fines de este trabajo. Los
resultados de este Capitulo estan basados en los libros de Zhu [7, 10].

2.1. Espacios de Bergman

Se inicia esta seccién analizando el espacio de Bergman clésico, ya que uno de los
propositos de este trabajo es dar una generalizacién de éste, y sus propiedades.

A(Q) denota el conjunto de todas las funciones analiticas en Q y LP(£2, dz) denota el
conjunto de funciones p-integrables en €2, donde dz representa la medida de Lebesgue de
area usual, esto es:

A(Q
P(€), dz)

{f: 92— C : f es analitica},

{f 0 —C : /|f |pdz<+oo}
Cu
P(2,

| N

Para 1 < p < 400y Q2
AP(2) como el subespacio de L
decir:

n conjunto abierto, se define el espacio de Bergman
dz) que consiste de todas las funciones analiticas, es

AP(Q2) == A(Q2) N LP(, dz).

Cuando se estd trabajando en el disco unitario ), en general, se considera la medida
de area normalizada dA(z). En coordenadas rectangulares y polares, dA(z) se expresa
respectivamente por:

1 1 .
dA(z) = —dxdy = —rdrdd, z=x+iy =re?.
m m

El siguiente Teorema muestra que el espacio de Bergman también es un espacio de
Banach.

33
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Teorema 2.1.1. Para 1 <p < 400, AP(D) es un subespacio cerrado de LP(D,dA).

Demostracion. Supéngase que {f,} es una sucesién de Cauchy contenida en AP(D). Al
ser LP(D) completo, existe f € LP(D) tal que || f, — f[l, —> 0. Sea 0 <r <1y 2z € D con
|z] < 7, entonces D_,.(z) C D. Por el Teorema 1.1.2 y la desigualdad de Hélder

1O =5 = | [ ) = fuf)) da(w)
1
< e 1) = )] dAGw)
1

§ m”fn - fm”p‘

Si ahora K es un subconjunto compacto de D, existe rx > 0 tal que K C D,,, y por la
estimacion anterior

1
|fn(2) = fn(2)] < mﬂfn —fullps VzeK. (2.1)
Esto es, la sucesion {f,,} converge uniformemente en K, por tanto f es analitica. O

En el caso p = 2 se tiene que A?*(D) es un espacio de Hilbert, y por lo cual tiene
sentido hablar de bases ortonormales y del nicleo reproductor. La siguiente Proposicion
da una base del espacio A*(DD).

Proposicién 2.1.2. Una base ortonormal {e,}°°, para el espacio de Bergman A*(D),
estd dada por:

en(z) = vVn + 12" vV n € Ng.

Demostracion. Definase C, ., := v/n + 1v/m + 1. Utilizando coordenadas polares, cuando
n # m se tiene:

C 1 2r
(enyem) = Chm /Z”Z_m dA(z) = —C / T”+m+1d7’/ eln=mfn =,
0 0

D ™

y también

_ 1 [t o 1 1
<6n7 €n> = Onn /ZnZn dA = M / T2n+1d7"/ df = (n i ) 2r =1
“Jo s 0 0 T 2n+2

Esto quiere decir que {e,}5°, es un conjunto ortonormal. Para ver que es maximal,
supéngase que f es una funcién en A%(D) tal que (f,e,) = 0V n € N. Se demostrara que
esta condicién implica que f = 0. Se recuerda que D, es el disco {z € C : |z| < r}.
Claramente se satisface:

/f(z)z_"dA(z) = lim [ f(2)z"dA(z).

D r—1- Dr
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Por el Corolario 1.3.7, si 0 < r < 1 se tiene la igualdad

B ] TN 1 o+l

1

Pero si z € D,, entonces Z = r22~!, por lo cual

L f(z)(znT)d _ L Mdz
oD,

2mi n+1 n+412mi Jop, 27+t
+o00
Aplicando desarrollo de Taylor, f(z) = Zanz", y por el Teorema 1.1.1 se cumple que
n=0

L (2) dz = a,, . Asi

- 1
21 Jop, 2"t

r—1—

(f,en) = \/n—l—l/Df(z)z_"dA(z) =+vn+1 lim Df(z)z_”dA(z)
7,2(77,—}—1)

a
VSRt p——
L B Ve

Esto quiere decir que f = 0y por tanto {e,}>°, es completo. O]

Haciendo las mismas estimaciones que en (2.1), si 2 € Dy f € A?(D), existe una
constante positiva C' (independiente de f), tal que

[fI<Clflz, ¥ feA(D). (2:2)

Lo anterior quiere decir que el funcional evaluacion es acotado, y por el Teorema 1.4.3 el
espacio de Bergman A?(D) tiene niicleo reproductor K. A este nticleo se le conoce como
nicleo de Bergman. El siguiente Corolario da una forma reducida del nticleo de Bergman.

Corolario 2.1.3. El nicleo de Bergman K(z,w) tiene la siguiente representacion:

1

K(z,w):m.

Demostracion. Por la Proposicion anterior {e,(z) = v/n+ 12"}°°, es una base ortonor-
mal para A?(D), y por el Teorema 1.4.5 se tiene

o3 1
K(z,w) =) (n+1)2"0" = =

]

Corolario 2.1.4. Supdngase que ¢ : D — D es un automorfismo analitico de D, entonces

K(z,w) = ¢'(2) K(p(2), p(w))¢' (w).
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Demostracidn. Si {e,}2, es base ortonormal de A?*(D), {0,(2) = e,(¢(2))¢'(2)}52, for-
ma otra base ortonormal de A%(ID) (Teorema 2.1.7). Entonces por el Teorema 1.4.5

= > an(@)onw) = 3 enlpl=)enlp(w))¢ (:)9(w)

Como A*(D) es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert L*(D), entonces existe la
proyeccién ortogonal B de L?(ID) sobre A?(D). Este operador B es llamado la proyeccién
de Bergman. El siguiente resultado demuestra que B es un operador integral.

Proposicién 2.1.5. Para toda f € L*(D) y 2 € D, se cumple

/f K (2, w) dA(w)

Demostracion. Por la propiedad de reproduccién de K (z,w) = K, (w), se tiene

Bf(z) = (Bf, K) <f BK.)

/f /f K (2,w) dA(w)

En el Teorema 2.1.7 se d4 una base explicita del espacio de Bergman A?(Q2). Para
demostrar éste resultado utilizaremos el Teorema del mapeo de Riemann (para una prueba
de este, puede consultarse [9, pdg. 160] o [18, pag. 299]).

]

Teorema 2.1.6 (Mapeo de Riemann). Sea Q@ C C un subconjunto propio no vacio,
abierto y simplemente conexo. Entonces () es conforme al disco unitario; es decir, existe
un biholomorfismo f : Q0 — D. Ademds esta aplicacion es unica si suponemos f(zy) =0
y f'(z0) > 0 para algin zy € Q fijo.

En la demostracion del siguiente Teorema dz representa la medida de Lebesgue de
area usual.

Teorema 2.1.7. Sea 2 C C un subconjunto propio no vacio, abierto y simplemente
conexo. Sea [ una transformacion conforme de ) sobre el disco D. Entonces, una base
ortonormal {w,}°, para A*(Q), estd dada por

(f@)"'f(z)  zeq

Wy =

513
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0 0
Demostracion. Sea f = u + iv, entonces f' = a_u + za—v Por las ecuaciones de Cauchy-
x x
Riemann
ou Ou
or 8_y oudv  Oudv o
det = — = . 2.3
o o | =asay ayer 23)
or 0Oy
. . nm .
Se demuestra primero que {w,}>2; es un conjunto ortonormal. Sea C,, ,, = ——, apli-
7r

cando el Teorema de cambio de variable se tiene

(wn, wm) = /an(Z)wm(Z) dz = Cmm/Q(f(Z))n_ (fz)" 1) dz

= Cn,m/ Zlzml gy = Cmm/ 2zl gy
f() D

y por tanto, del Teorema 2.1.2 {w, }5°; es un conjunto ortonormal. Se prueba ahora que
tal conjunto es completo. Si h € A%(2) y g = f~! por el Teorema de cambio de variable
se cumple

h(z)|?dz = h(z)|?dz = hog)(2)d(2)?dz = hog)(2)d'(2)|*dz,
/Q|<>| /g@)'“' /D|< 9)(2) 19 (2) /Du 9)(2)d ()]

esto quiere decir que (ho g)g € A?*(D). Nuevamente, utilizando el Teorema de cambio
de variable

[ et =" [HEUET G i

_ \/g / (hog) ) Fog) @) Foa@ld(2)Pdz
_ ﬁ / (hog)(=)7" " (F o ) (2)q(2) d=

_ \/g /D (hog)(2)7" Lg'(2) d.

Asi, si (h,w,) = 0 para toda n € N, por la igualdad anterior y el Teorema 2.1.2 se debe
tener que (ho g)(z)¢'(z) = 0 para toda z € D. Como ¢' # 0 entonces h(g(z)) = 0 para
toda z € D, y esto implica que h = 0. O

2.2. Espacios de Bergman con peso

Una variante inmediata de los espacios de Bergman es cuando se incluye un peso a
L*(D,dA(z)). Uno de los resultados que se utilizardn de esta seccion, en el Capitulo 3, es
que si f € A%(D) con p > 1, entonces (1 — |z[2)"fM(2) € LP(D,dA(2)), ¥V n € N.
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Utilizando la propiedad reproductora de K y el Corolario 2.1.3, para toda f € A?(D)
se cumple la igualdad puntual

f(w)
= | ———=dA D. 2.4
K 1—l|al?
Para a € D definase k,(z) := (2,0) = |a_] 5+ Por la Proposicién 1.4.1 se tiene
K(a,a) (1—za)
| kall = 1. kq se llama el niicleo de Bergman normalizado de A?(ID). Sea ¢, el biolomorfismo

de D sobre D definido en (1.7), esto es

a—z
o(2) = e D.
vl2) =15, *

De (1.8) se sigue que ¢/ (z) = —k,(2). Utilizando esta igualdad y (2.3), el determinante
del Jacobiano real J,,, de ¢, es:

Jon(2) = Iha(z)? = L1

T i—at

(2.5)

Sean 1 < p < 400, @ > —1y dA,(z) := (o + 1)(1 — |2|*)*dz, donde z es la medida
de Lebesgue de drea usual. Se define el Espacio LP(D,dA,) con peso (a + 1)(1 — |2]?)®,
como:

LP(D, dA,) = {f D C : /Q|f(z)|pdAa(z) < —l—oo}.

En el caso cuando 2 = DD, se toma la medida de Lebesgue de drea normalizada dA(z).
Se define el Espacio de Bergman con peso, denotado por A%*(D,dA,), como

AP(D, dA,) = A(D) N LP(D, dAy).

Sea f una funcién que pertenece a A'(D, dA,). Por la Férmula integral de Cauchy se
cumple

/Df(z) (1 —|2]*)*dA(z) = %/01/0% f(re®) (1 = r*)*rdrdd

_ /0 (1— 2 (% 0 Wf(re“’)d@) dr

:2f(0)/0 (1—r2)°‘rdr:(){f)1.

Esto implica que para toda f € A'(D,dA,) se cumple la igualdad

f(0) = (e + 1)/Df(2) (1= [2*)*dA(). (2.6)

Se recuerda que @, tiene las siguientes propiedades:
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(1= lal)(1 = [2[*).

L= el = 2

Si f € AY(D,dA,), entonces también fop, € A'(D,dA,). En efecto; utilizando el Teorema
de cambio de variable y que la funcién g(z) = |1 —az| < 2 en D, se cumple la estimacién

Jirena-1praae = (170 el - @R L= Raac)

az|

==l [ on)te |%wz>

(=l s
T 92a+a | Jfowa)(2)| (1 —|2]7)*dA(2).

Esto quiere decir que f o ¢, € AY(D,dA,). Aplicando (2.6) a f o ¢, y utilizando nueva-
mente el Teorema de cambio de variable se tiene

@) = (@+1) [0 e (@)1~ 2" dAE)
—(at1) / )~ a1 )

11— az|*

_( ‘l‘l ‘| 2+a f 1—|Z’ dA()

—\a a az|2a+4 Z)-
Reemplazando ahora f(z) por f(z)(1 —az)**®,

z
P =l = @+ - e [ e ),
Equivalentemente,
(= =P
(+1) /f 1 a7y dA(z), (2.7)

para toda funcién f € A'(D,dA,).

Se define ahora
a—+1

(1 — zw)>te’

entonces por (2.7) el operador Q,, : L'(D, dA,) — A(D) dado por:

— /D Fw) K (z,w) dAq (w) (2.8)

K (z,w) :=

actia como una proyeccién en el espacio de Bergman A'(D, dA,).
Se define también

Ko(z,w) == (o + 1)%,

y con ello el operador P, : L'(D,dA) — A(D) dado por:

/K z,w) f(w) dA(w) . (2.9)
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Este operador y su adjunto seran clave para demostrar el Teorema 2.2.4. Se prueba a
continuacion que este operador estd bien definido. Si z € D es fijo, entonces la funcion
K(z,w) es acotada en el argumento w en D, y por la desigualdad de Holder |P,f(z)| <

+00. Sea rg > 0 tal que D, (2) C Dy {z,} una sucesién en D, (2) \ {z} tal que z, — z.
De la definiciéon de P, se cumple la igualdad

Pafen) = Ruf(E) _ [ [Koxzm w) = Kalz0)

Zn — 2 Zn — 2

} Fw) dA(w).

— = 0
Como la funcién K es de clase C* en D, (z) x D, entonces 8_K (z,w) es uniformemente
_ 2
acotada en D, (z) x D, y por lo cual, existe M (independiente de w y z) y ng tal que:

Ko (zn,w) — Ku(z,w)

Zn — 2

f(w)' < M), Vn>n.

Utilizando el Teorema de convergencia dominada:

2 pusto = s [PeLl) =Pl

0z n—00 Zp — 2

- iy [ Rl ] ) sa g
= [ [l = Il)] )

)
_ /D&Ka@,w)f(w) dA(w).

Esto quiere decir que P,(f) € A(D). Ahora se quiere probar que si p > 1,n € N
y f € AP(D), también (1 — |2/2)"f™(z) € LP(D,dA). Para ello, se enuncian los dos
siguientes resultados:

Teorema 2.2.1 (Teorema de Schur). Supdngase que (X, ) es un espacio medible y
K es una funcion medible no negativa en X x X. Sea T el operador integral inducido por
K, esto es:

Tf(z) = /X K (2, 9)f(y) du(y).

1
Sean 1 < p,q < +00 con —+ — = 1. Si existe una constante C > 0 y una funcion medible

y positiva h en X tal que

/X K(z,y)h(y)! duly) < Ch(z)  etp z € X,

/X K(e.y)h(e) du(z) < Ch(y)!  ctp ye X,

entonces T' es un operador acotado en LP(X,du) y ademds ||T|| < C.
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Lema 2.2.2. Supdngase que z € D,c € R y ¢t > —1. Definase I.; : D — R como:

[ A= JwP)
Ley(z) = /JD>|1 — Zw[2Htte dA(w) .
Entonces se cumple lo siguiente:

(i) Sic<0, I.4(2) es acotado en z.

(13) Sic >0, existen constantes positivas Cy,Cy tales que

Cl 02
< [4(2) £ ——— |z| = 17
(1= [z?) (1= [z[?)
(1ii) Sic =0, existen constantes positivas Cy,Cy tales que
1 L < ILy(2) <1 = -1
Og 1 N ‘2’2 = ,t(z) = Og 1 . ’3’2 |Z|

Las demostraciones del Teorema 2.2.1 y del Lema 2.2.2 pueden consultarse en [10, pag.
42, pag. 53], respectivamente. Ahora se enuncia el siguiente Teorema, el cual es importante
para la demostracion del Teorema 3.4.1. Una versién més completa de éste puede verse en
[10, pdg. 54], aqui sélo se piden las hipdtesis indispensables para los fines de esta Seccidn.

Teorema 2.2.3. Supdngase que 1 < p < 400 y a > —1. Si p(a + 1) > 1 entonces el
operador P, es una proyeccion acotada de LP(D,dA) sobre AP(D).

1 1
Demostracion. Sea q € R tal que — + — = 1, y definase h como
p q

1
hz)=—— €D
RN TRS
Entonces
/D Ko (2, w)|h(w)? dA(w) = (a+1) /D % dA(w) (2.10)
. w5
= +1)/D\1—zw|2+a—;+; ddw).

1 1
Como o — — > —1y — >0, del Lemma 2.2.2 existen C; >0y 0 <17y <1 tal que si z es
p

un numero complejo con 7y < |z| < 1, se cumple

/ (1w dA(w) < _ G - = Cih(2)".

1wty (1~ |2y
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Por (2.9) la integral del lado izquierdo de (2.10) es analitica (en el argumento z) en D,
por lo cual en D, es acotada, asi existe Cy > 0 tal que

/D|Ka(z,w)|h(w)q dA(w) < Cy < Cyh(z)4.

Por tanto, si C':= max{C}, Cs} se satisface

/D Ko (2, w)|h(w)? dA(w) < Ch(z)? ¥ z € D. (2.11)
Analogamente, existe M > 0 tal que

/D Ko (2, w)|h(2)P dA(2) < Ch(w)? Y w e D. (2.12)
Por el Teorema de Schur, P, es acotado en LP(D,dA). O

En el caso cuando p(a+1) > 1, el Teorema anterior garantiza que el operador adjunto
P de P,, es acotado. Realizando un célculo directo se tiene que

PfE) = (et - Py [ W),

(1 — zw)?te

Teorema 2.2.4. Supdngase que p > 1,n € N y f € AP(D). Entonces (1 — |2[2)"f™(2) €
LP(D,dA).

Demostracion. Por (2.7), para cualquier f € AP(D), con 1 < p < 400, se puede escribir
la igualdad

flz) = /ﬂ)ﬁ& dA(w) zeD,

1 — zw)?

y por (2.9) se puede diferenciar bajo el signo de la integral, por lo cual

(= P = o+ 0t = P [T )
= nlP;(S.f(2)),

donde P, es la proyeccién definida en (2.9), P¥ es su adjunto, y S, es el operador multi-
plicacién S, f(z) = 2" f(z). Como el operador S,, es acotado en LP(ID,dA), y el operador
P* también es acotado (por el Teorema 2.2.3), entonces existe C' > 0 tal que

123 (Snf) 1l < ClIfI-

Esto quiere decir que

Jla= 1@ P aae) <arce [ (7P AR <+



Capitulo 3

El espacio de Bergman polianalitico

En este Capitulo se introduce una generalizacion del espacio de Bergman clésico. Tal
generalizacion se conoce como el espacio de Bergman polianalitico, o espacio de Bergman
n-analitico (denotado por A2%(D)), donde el pardmetro n, indica el orden de derivada

del operador e El objetivo principal de este capitulo es desarrollar la teoria analoga
z

a la que se tiene con el espacio de Bergman clasico, esto es, se vera que el espacio de
Bergman polianalitico es un subespacio cerrado de L?(D, dz), se dard una base explicita,
y se demostrara que el funcional evaluacién es acotado, y por lo cual, se podra hablar del
nucleo reproductor del espacio de Bergman polianalitico.

En la Secciéon 3.1 se da la definicion y equivalencias de las funciones polianaliticas.
En la Seccion 3.2 se define el espacio de Bergman polianalitico, se realizan estimaciones
para las derivadas parciales respecto a Z y z, de funciones polianaliticas, y utilizando
molificadores, se prueba que el espacio A2 (D) es cerrado.

En la Seccién 3.3 se exhibe una coleccién de conjuntos ortonormales de L*(ID, dz). En
particular, en la Seccién 3.4 se dan bases ortonormales de A?(D). En la Seccién 3.5, se
d4 una descomposicién de A% (D) como suma directa de los subespacios B2(ID), que en
particular, dicha descomposicién d4 una base para A2 (D). En la Seccién 3.6 se prueba
la forma explicita del nicleo reproductor. Finalmente, en la Secciéon 3.7 se muestra una
descomposicién ortogonal de L*(ID, dz).

3.1. Funciones polianaliticas

Como en el capitulo anterior, {2 siempre representara un subconjunto abierto del plano

complejo. Se recuerda que los operadores de Wirtinger EP y Er estan definidos por

9 _1 g_lg 9 _1 £+Z£ (3.1)
9:  2\az 'ay) Y oz " 2\ar 'ay) '
Si n € N, entonces
o 1/ o\ 1</n\._ . o
o _1/fo o\ _ 1 i 9 2
gz on (8m “ay) on ;0 (j)z D Oy (32)

43
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Sea f : Q — C una funcién compleja, f = f; + ifs, donde f; y fo estdn en C™(2).
Se dice que f es n—analitica o polianalitica de orden n en €2, si cumple la ecuacién
generalizada de Cauchy-Riemann:

0f _ 1L (2 + z’%)nf =0. (3.3)

azr 2r

Se denota por A, (2) al espacio lineal de todas las funciones n-analiticas en €2, es decir:

A (Q) = {feC”(Q) : g;’f :0}.

De la definicién, es claro que las funciones 1-analiticas son precisamente las funciones
analiticas, esto es

Ai(Q) = A(2),

y que se satisface la siguiente cadena de contenciones
A(Q) = A1 (Q) € Ay(Q) € Ay(9) C

Sea zp € Cy f: Q) — C la funcién definida por:

Z [i(2)(Z —Zp)’ (3.4)

donde cada f; es analitica en 2 para j =0,1,...,n — 1. Como cada f; no depende de Z,

Zf] Z_ZO) 07

por lo que f € A, (). El siguiente Teorema garantiza que cada funcién f € A,(Q) es de
la forma (3.4).

Teorema 3.1.1. Sean €2 un conjunto abierto del plano complejo y f una funcion compleja
definida en 2. Si zg € C y si f es n-analitica en 2, entonces existen funciones unicas
fo, f1s- -y fu—1 (dependiendo sdlo de zy), analiticas en Q, tales que:

Z [i(2)(Z —Zp)’ (3.5)

Demostracion. Para demostrar la existencia de fy, f1,..., fn_1 se usara induccién. Como
las funciones 1-analiticas son precisamente las funciones analiticas, el caso n = 1 es directo.

Supéngase pues valido el resultado para n. Si f € A, 1(f2), entonces Z_{ € A,(Q) y por
Z

la hipotesis de induccion:

Zgj (Z —Zo)’ z €.
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Esto es equivalente a

9 9 n_lgj(z)_ = i+l )
7z (Z)—£<joj+1(2—zo) =0, z€ Q.

Entonces la funcion fy definida como

es analitica en (), y se cumple la igualdad
f(z):fo(2)+Z%Tl,<)(E—Eo)3, zeq.
j=1

Para demostrar la unicidad de la representacion (3.5) suponga que go, g1, - - -, gn—1 SON
funciones analiticas en () tales que:

n—1 n—1
> fi(2)E=z) =) gi(2)(z ~ =)
j=0 j=0
n—1
Aplicando el operador 7T a esta igualdad, se tiene que f,,_1 = g,_1 en ). Cancelando
z

n—2
a ambos lados el témino f,_1(Z — Zp)"!, y aplicando ahora el operador 952 se tiene
Z

que f,—2 = gn—2. Siguiendo este procedimiento se concluye que f; = g; para toda j =
1,2,...,n—1. O

En el caso cuando €2 = D, tomando zy = 0, el Teorema 3.1.1 se puede expresar de la
siguiente forma:

Teorema 3.1.2. Sea f una funcion n-analitica en D, entonces existen funciones unicas
fo, f1, -+, fan1 analiticas en D, tales que:

f(z2) =) fi(2)7. (3.6)

Sea ahora F' una funcién analitica en el abierto €2, y definase g en €2 por:

9(2) == aa: - {zz-11Fe)} (3.7)

Utilizando la Férmula de Leibniz se tiene

o0 =3 (", ) gt - 0 e
B (” . 1) —(n<ﬁ :>!V>! (22 — 1Pz PO (), (3.8)
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Como el término (2z — 1)" 172" es un polinomio en z y z, cuyo grado en z es n — 1,

la igualdad (3.8) implica que g es de la forma (3.4), y por el Teorema 3.1.1 g € A,(Q).
Tomando en particular F'(z) = 27 con j € Ny, de (3.8) se tiene

g(2) = (n — 1)! ni (” ) 1) (n _{ B V) (22 — 1)1 vzr e (3.)

v=mdax{0,n—1—j}

en este caso, g(z) es un polinomio en z y Z, el cual es acotado, cuando 2 es acotado. Esto
implica que si F/(z) = 2/ y © es un conjunto acotado, g € LP(£2,dz) para todo p > 1.

Del Teorema 3.1.1 se sigue también que una funcion polianalitica es de clase C*° en
Q.

3.2. Espacios de Bergman polianaliticos

Se define el espacio de Bergman polianalitico de orden n, espacio de Bergman n-
analitico, o espacio poli-Bergman en Q, denotado por A2 (£2), como el conjunto de funciones
n—analiticas que son cuadrado integrables, es decir:

A2(Q) == A,(Q) N L*(Q,dz).
De (3.9) se sigue que si n € N, las funciones

anfl ) .
hnj(2) = W{(ﬁ - 1)n_12j} J € N,

pertenecen a A?(Q) para cualquier conjunto abierto y acotado €. Si Q@ = D, como en
el caso del espacio de Bergman A?(D), se demostrard que el espacio lineal A2 (D) es un
espacio de Hilbert. Para lograr dicho objetivo, primero se enuncian algunos resultados
preliminares.

Sea f: R — R la funcién definida por:

0 s12<0,

1
e r six > 0. (3 0)

)= {

f es infinitamente diferenciable en R y f™(0) = 0 para todo n € Ny. Para v € N, se
define la funcién f, : R — R dada por

0 siax<0,

A1
e six>0. (3.11)

pote) = {

f, es infinitamente diferenciable en R y f,S")(O) = ( para todo n € Nj. Sean ahora a,b € R
con 0 < a < b, se definen las funciones f,, vy f,» en C de la siguiente manera:

0 si |z] < a, 0 si |z| > b,
fu,a(z) = { e -1 fu,b(z) = { R

TEP= s |z > a, e i |2] <b.
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De (3.11) se sigue que f, 4, fup son funciones infinitamente diferenciables (como funcién
de dos variables reales). Definase h, : C — R como

fu,b(z)

)= e o)

(3.12)

La funcién h, es infinitamente diferenciable (como funcién de dos variables reales), y
cumple las siguientes propiedades:

hy(2)=1 si |z <a,
hy(z)=0 si |z| >b,
0<h,(z)<1l si a<l|z|<b.
. . O"h, 9"h, :
Observe que las derivadas parciales = y ok con k € N, son iguales a cero en el
disco D, y en ekl complemento del disco Dy. La siguiente Proposiciéon da una expresién

~ en el conjunto {z : a < |z| < b} para fines de estimacién.

jable d
manejable de 55

Proposicién 3.2.1. Si h, es la funcion construida en (3.12), entonces en el conjunto
{z 1 a <|z| < b}, paran € N, se cumple la igualdad:

% __ B
e \z|2l’—a2”e b2u_‘zl2u|z|2lu,jx’yj

. (3.13)

J€Jn (e_b”*l\z\z” + e_|z2vla2”)6j (2> — aQV)AJ' (b — |2|2)"

donde J,, es un subconjunto finito de N que depende de v, C; es una constante real (que
depende de v y n), «j, B, i, V4,05, Aj y p; son nimeros en Ny (que dependen de n) con
las siguientes propiedades:

(a) B; > 1, para toda j € N,
(b) Siaj =0 implica que \; =0, y
(¢) pj > v —n para toda j.

Demostracion. Observe que si «, 3, i, 0, A, p € N, se cumple lo siguiente:

D (a2 4y = a4 g2, (3.14)

V o (224 ) 2vax
<e a2 ) — ¢ - e —am) (3.15)

E

ox
2(6 b2V |z ‘21/) — —G_W (;172 +y2)1j—12yﬁx
ox <b21/ _ |Z|2y)2 ’

(3.16)
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y también
9, 1 (@) 2w (3.17)
0z | (|2 — aQV))\ B (22 — GZV))‘JFI ’ '
0 1 () 2wpr (3.18)
O | (b = [z*)" [ (b2 —[z2)" '
a 1 s () g ()
% _ 1 _ 1 0 - _ 1 _ 1 0+1 : (319>
<6 b2V —|z|2V + e ‘z|21/,a2u> <€ b2V —|z|2V + e ‘Z‘2V,a2u>
De la ecuacién (3.12), en el conjunto {z : a < |z| < b}, h,(2) tiene la expresion:
1 1
g(z) = € =P : (3.20)

— 1 — 1
e b2V —|z|2V + e |2|2V —a2V
por lo cual, utilizando induccién y las igualdades (3.14)-(3.19) se obtiene el resultado. [

La Proposicién 3.2.1 se puede generalizar a derivadas parciales de h, respecto de x y
y. La demostracion de este hecho es anédloga a la anterior.

Corolario 3.2.2. Si h, es la funcion construida en (3.12), y k +n € N, entonces en el
congunto {z : a < |z| < b} se cumple la igualdad:

LY B
ak+n e \z|21’7a2’/6 b2y7‘Z|2V|Z’2’u,j$’yjy’qj

———h,(2) = g o
kamn Y J 0 ) .
8y ox P (6*7b2yflz‘2y 4 ejz|2ul,a2y> J (|Z|2y _ a2y)>‘1 (b2y _ |Z’2y)ﬂa

. (3.21)

donde Jyi, es un subconjunto finito de N que depende de v, C; es una constante real (que
depende de v.n y k), o, B, 1,05, N; y pj son nimeros en Ny (que dependen de k y n)
con las siguientes propiedades:

(a) B; > 1, para toda j € N,
(b) Siaj =0 implica que A\; =0, y
(¢) pj >v—(n+k) para toda j.
Corolario 3.2.3. Sean a,b € R con 0 < a < b, y 2z € C. Sea g, : C — R la funcion

definida por g,(z) := h,(z — 29). Entonces la funcion g, es infinitamente diferenciable
(como funcion de dos variables reales) y cumple que:

a(z) =1 si|z—2]| <a,
g(2) =0 si|z—2]| >0,
0<g,(2)<1l sia<]|z—2z|<b.
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k+n
z [
, en el punto

Oyk oz

Ademds, en el conjunto {z : a < |z— z| < b} la derivada parcial

2 es igual a:

> .G

S
i€Jkm <e_ P 4 e_lz—zowéha?y) ](|z — 2| — a2”)Aj (0% — |z — zo|>)"”

aj B
6_ |z—20|2’/—02” 6_ b2V |z

J
—20* |z — 2| (@ — 20) (y — yo)™

. (3.22)

donde Jy, es un subconjunto finito de N que depende de v, C; es una constante real (que
depende de v,k yn), oy, B, 1,75, M5, 05, Aj y pj son numeros en Ny (que dependen de k
y n) con las siguientes propiedades:

(a) B; > 1, para toda j € N,
(b) Siaj =0 implica que \; =0, y
(¢) u; >v—(n+k) para toda j.
Observese que del Colorario anterior y (3.2) se tiene la siguiente igualdad

oFg () O*h
—(z) = —
oz oz"
*g
y ademas da una forma explicita de 55 para fines de estimacién. Note que aunque aqui no
Z

(Z - ZO)7

se resalta la dependencia de los parametros, g, depende de a,by 2, esto es g, = Gv.a.b,2-

Lema 3.2.4. Sean a,3 > 0 y f : [0,00) — [0,00) la funcién dada por f(z) = z°e 22,
entonces existe una constante Moz > 0 tal que

fx) < Mg V€ [0,00).
Demostracion. Observe que f'(z) = 2°71e~2%(8 — ax), por lo cual, f alcanza su maximo

valor en el punto z = é Basta tomar M,z = f|—|. O
a a

1

Lema 3.2.5. Seana,b> 0y f: (a,b) — [0,00) la funcidn dada por f(x) = e‘ﬁJre‘ﬁ,
entonces se cumple la siguiente desigualdad:

e e < f(x) Ve (a,b).

Demostracion. Observese las siguientes equivalencias:

2 _ 1 1 2 1 2 1
€ b-a S € b—=z —|— € z—a P 1 S Ebvb—a b—z —'.— Eb—a z—a ,
2x—b—a

b+a—2x
— 1< et-at-o 4 el-a-a

Esta tultima desigualdad se cumple pues:

b+a—2x . b+a

—_ > _— >
@—@g—x)—OSI 2 ="
2r—b—a .b+a
— >0 si x.
(b—a)(x—a) 2
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Corolario 3.2.6. Sea g, la funcion definida en el Corolario 3.2.3 y v, k,n € N tales que
v > k + n, entonces existen constantes positivas My, Akn Y Cin (que dependen de v)

tales que
24k n

< M,wemb - zO|C’“’".

(2)

ak—l—ngy
‘ dyFoxn

Demostracion. Por el Lemma 3.2.4 existen M, x, > 0y Mg, ,. > 0 tales que

¢ T M, i <M 3.23
(|z — 2| — a2y))‘j = Majn Y (bz” |- zo|2”))\j = M Bj.p; (3.23)
Por el Lema 3.2.5 se tiene
1 26,
_ 1 _ 1 d; < eb%jazy’ (324)
(eﬁfFﬁﬁ+eE§Wiﬁ)
ademas también se satisfacen las desigualdades:
|z =zl <[z =20 ¥y |y—wol <z — 2l (3.25)
8k+ngy

Por el Corolario 3.2.3, en el conjunto {z : a < |z — 2| < b} la derivada parcial T (2)
yrox"

es igual a

pe

; TR zlfz 2v T le—z %’/—amj 5j _ 22U __ A2v )\j 2v _ 2v Pj
J€Tkn | € l2=20l™ 4 € l==2l (]2 = zo| a?)™ (b |z — 2|?)

aj B
67 ‘Z_ZO|2V_‘12V 67 b2V |z

O |z — 2 (= o) (y = o)

(3.26)

Aplicando desigualdad triangular a la expresién anterior y utilizando las ecuaciones (3.23)-
(3.25) se cumple la desigualdad

' akJrngV

255 .
s (9] £ 31 Moy, My, 77 5 = s,

jeJk,n
El resultado se obtiene maximizando cada una de las constantes de la ultima suma. [

El siguiente Teorema es fundamental para poder demostrar que el espacio AZ2(f2) es
cerrado, y para probar que el funcional evaluacién es acotado. Dicho resultado da una
estimacién para las derivadas parciales respecto a z de las funciones en A?(€).

Teorema 3.2.7. Sea 2 un subconjunto abierto de C. Sean z € Q0 y R > 0 tales que

Dr(z) C Q. Entonces para k € Ny con 0 < k < n — 1, existe una constante Cy, . r
(independiente de z) tal que:

ok

ow"

(2)] < Cuprllfl -V f € AUQ).
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Demostracién. Sean f € A%2(Q) y z € Q fijo, por el Teorema 3.1.1 existen funciones tnicas
folw, 2), fi(w, z),..., fa_i(w, z) analiticas (en el argumento w) en 2, tales que:

= 2_: fm(w, 2)(w —z)™. (3.27)

Si0<k<n-—1,delaexpresién de arriba se tiene que

ok -

8_kf 1 (w, 2)(w —2)™*. (3.28)

m:k

Sea ahorar > 0 conr < R,y gy, r. lafuncién del Corolario 3.2.3, la cual por el momento
se denota simplemente por g. Como g =1en {|jw —z| <r}yg=0en {R < |w— z|} la

integral
an akf (w _ 5)77,71
[ e { ot }

(aqui dw representa la medida de Lebesgue de area usual) es igual a la integral
om akf (@ _ Z)n 1
— ¢ —= —d 3.29
[ { ot} =, (3.29)

donde D, p := {r < |w — z| < R}. Aplicando el Teorema de Green (Corolario 1.3.8), la
integral (3.29) es igual a

ak
d 3.30
Dy g 3 8w" { w — } v ( )
n—1
1 n 1 o j—1 akf
- d 3.31
+22 ( aDRan{ w—z } ow" I~ 1{3@’“(w)g(w)} w,  (331)
: (w —Z)"~ :
y (3.30) es igual a cero pues € A,(2\{z}). Como g esigualalen {|w—z| <
—z
r}, en dicho conjunto se cumple
an—j—l 8kf o j— 1+kf
o1 {8@’“ (w)g(w)} m( w).
Por otro lado, como ¢ y sus derivadas se anulan en {|w — z| > R}, entonces (3.31) es igual
a
n—1 . .
1 , (n—1)! (w—z)n1dgni-ltky
— =N (—1 J/ , () dw. (3.32
2i ]Zk( ) o) M—1—=J)  w—z 82"’9’”’“( ) )
_ (n—1)! :
Si se denota C; = L al aplicar la férmula (3.28) al argumento de (3.32), dicha
n—1-j
expresion (3.32) es igual a:
n—1
1 : (w—z)" 17
—— —1) Cj—— Amifm men =k g 3.33
OGN I S Al )@ —2) w, (339

m=n—j—1+k
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m)!

(m—n+j+1-k)!
cambiando el orden de las sumas se tiene que (3.33) es igual a:

donde A,, ; =

Reduciendo un poco, utilizando el Corolario 1.1.3 y

m—k

n—1 n—1

1 j (w—72)

- E (—1)’C; E Am,'/ Fnlw, 2) "2 gy
22 J:k ! m:n7]71+k- ’ 8DT(Z) w—z

n—1

n—1 (m—k)
_ 1 j . 2(m—k) Jm (2,2)
- 5 (_1>JC] Z AmJQﬂ"lT’ W

n—1 n—1 (m k)(

_ i 2m—t) Jm 2, 2)
S5 v meni 060

mkjnml+k

_ _WZT m—k) fmm k)(z 2) nz_l (—=1)/C; A
B C(m—k) e

j=n—m—1+k

j=k m=n—j—1+k

n—1
si se define M, = E (—1)C;A,, ;, la suma anterior es igual a:
j=n—m—1+k

n—1 (m—k)
_ 2(m—k) fm (Z7 Z)
ﬂn; M,,r —(m ~h)

n—1 1701 — 2(m— kr)f(mik)(z Z)
= (=) = DIkl z) w32 MR

m= k:—i—l

O U AR Z My kfim’“(Z)z)

Resumiendo todo lo anterior, se llega a la igualdad:

/Q aamn” {%(w)g(w)} % dw (3.34)

= —m(=1)""(n—1) '— Z M, y2m) fi Pz, 2)
m=k+1 (m —k)!

(3.35)

Por otro lado, al aplicar la Férmula de Leibniz al argumento de la integral (3.34) se

cumple:
o ak - _ z\n—1
/. o {a—%<w>g<w>} (wwf) u

0 owi Tk g w—z
n—k—1 . .
n ogrkf g (w—7z)" !
- <j ) /g owItk (w)aw—”ﬁ' (w) e (3:36)

J=0
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Al aplicar el Teorema de Green a cada una de las integrales de (3.36), se cumple que

gk onig (W —z)"
D, , OWTF oW (w) w— 2 dw
. oItk (ontig  (w—z)" !
_(_1)itk
R R e e L
1 Jjtk—1 " om anfjg (@ _ 5)7171 ajJrkfmflf
+ 5 Z% (—1) /a - { p—— (w)—— } e L (3.37)

Observe que en (3.37) el menor orden de la derivada de g respecto a w es n — j > 1, por
tanto (3.37) es igual a cero. Asi (3.36) es igual a

S (@) [ o {2

n—k—1 : :
a]-i-k an—jg W—Z n—1
/D f(w Z ( ) 1)7+k P { e (w)( w_)z }dw. (3.38)
R ,]

Tomando g = ¢, r,. se define ahora,

n—

k—1 . .
OIE (9" g,, R (w—z)" 1
+k v,r, i,z
Gunnew) = 3 <) awf+k{ T }

Jj=0

j+k
Observe que al desarrollar las derivadas FE en la suma anterior, se obtienen términos
w
.

_‘Z con r > 1(puesn—j>1). Siv e Nes tal que v > n, por el Corolario

con factores

w
3.2.6 y (3.2), existen constantes positivas C), . v A, (independientes de z), tales que

2An,v

|Gy7rvsz(w)} S On,k: ER2ZV 2V

Entonces combinando (3.35) y (3.38), y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se
tiene que

(=" (n 1) )+ Z Myr®m=h (m o

< /D | £ ()G ()| du

1

< {/ !f(w)|2dw}2 {/ GV,T,R,Aw)!de};

_2Any

< A IV/A (R =) em= .
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Finalmente, si r — 0, se cumple la desigualdad

of

R0 0 - 1

(2)| < VARC,ue 7| f].

Del Teorema anterior se desprenden inmediatamente los siguientes Corolarios.

Corolario 3.2.8. Sea z € Q, entonces el funcional evaluacion J, : A%2(Q) — C dado
por J.(f) = f(2), es acotado.

En el siguiente Corolario, si no hay confusion con el nicleo reproductor, se utiliza K
para subconjuntos compactos.

Corolario 3.2.9. Sea K un subconjunto compacto de Q y0 < k <n — 1, entonces existe
una constante positiva C, i i tal que

8k

a—m{(z)‘ < Corrllfl, VzeK y ¥V feA(Q).

Demostracion. Sea K un subconjunto compacto de Q, y d := dist (K, 09), la distancia
d

de K ala frontera de Q (en el caso @ = C, d :=1). Sea R = 5 entonces para todo z € K

se cumple que D R( ) C Q, y por el Teorema 3.2.7 se tiene

ok f

ﬁ(z) <Corkllfl  VzeK y VfeA(Q).

]

Corolario 3.2.10. El espacio de Bergman polianalitico A%(Q), es un subespacio cerrado

de L?(2,dz).

Demostracion. Sea {fn}5_; C A%(Q) una sucesiéon de Cauchy. Por el Teorema 3.1.2

n—1
=3 fug(2)7,
k=0

donde fy, 0, fin,1--. fmn—1 son funciones analiticas en (2. Si K C 2 es compacto, aplicando
el Corolario 3.2.9 con k = n — 1, se tiene la estimacion:

%M@<mmUL(WNMJM VzeK. (3.39)

De (3.39) la sucesién { fyn—1}o_, converge uniformemente en cada conjunto compacto,
por lo cual dicha sucesion converge a una funcién analitica f, 1 en §2. Observe que

P Fnle) ~ S ) _
oz 2

=2 fmn-2(2) = finy n—2(2)|+ (n = D[ frnn-1(2) = finy n-1(2)]Z.
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Dado que la sucesién {Zf,n—1(2)}oo_; es uniformemente convergente en conjuntos com-
pactos, y al utilizar el Corolario 3.2.9 con k = n — 2, se tiene que la sucesion { f,, n,—2}re_4
converge uniformemente en conjuntos compactos, por lo que dicha sucesion converge a
una funcién analitica f,_o en (2.

De la misma forma, utilizando la identidad

0" (fn(2) = i (7))

o3 = (n = )M fmn-3(2) = frn-3(2)]
+ O a9~ frana()2
n <”‘ D () = Faena (2]

y que las sucesiones de funciones {Z fyn.n—2(2)}5_;, {Z2fmn_1(2)}>_, convergen uniforme-
mente en compactos, el Corolario 3.2.9 con k = n—3, implica que la sucesion { fi, n—3}o0_,
converge uniformemente en compactos a una funcién analitica f,_3 en (2. Siguiendo este
mismo proceso se tiene que cada una de las sucesiones

{me}m 1 {fml}m 1""7{fm7n—1}7onozl

converge uniformemente en conjuntos compactos a funciones fy, f1,..., f,_1 analiticas en
), respectivamente. Por lo tanto, puntualmente se cumple:

n—1 n—1
= fui(2)F — > fi(2)7
k=0 k=0

El resultado se sigue de la completez de L?(DD, dz). ]

Los resultados anteriores implican en particular que el espacio de Hilbert A2 (D), posee
nicleo reproductor. En la Seccién 3.6 se da una forma explicita para tal ntcleo.

3.3. Conjuntos ortonormales en L*(D,dz)

En esta seccién se exhibe una coleccién de elementos ortonormales en L?(ID, dz), més
atin, se probard que dicha coleccién es un conjunto completo en L*(ID, dz).
Por el Teorema 3.1.2, si f € A,(D) (como ya se ha utilizado varias veces) existen fj

funciones analiticas (nicas) en D, k = 1,2,...,n — 1, tales que
n—1
f2) =) ful2)7"
k=0

n—1 n—1 oo

~n
—
X
I
NI
|

ay ;272" (3.40)
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De la representacion (3.40) para una funcién n-analitica, podria pensarse que al normalizar

el conjunto '
{#7Z" 1 0<k<n—-1, jeNy}, (3.41)

se tendria una base ortonormal de A% (D), pero estas funciones no siempre son ortogonales.
Por ejemplo:
<Zj1§k172’]2§k2> — / SIizki=iz k2 g,
1 27
— / / T,j1+k1+j2+k2€(j1 —k1 *j2+k2)i9r drdb
o Jo

1 21
— / ,rj1+k1+j2+k2+1 d?"/ 6(j1+/€2—(k1+j2))i9 d@,
0 0

por lo cual si j; + ky = ky + jo, (271251, 2927k2) £ 0.

Al aplicar el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt al conjunto (3.41) se
obtendria una base ortonormal de A2 (D), pero los cdlculos para dicho proceso son com-
plicados de manejar.

Cuando se encuentran los primeros vectores ortonormales (para mayor referencia puede
consultarse [3]), se observa que son de la forma:

k+j 1 ok—1ti _ 14
V7 G-11) 0102 {z - (342)

Utilizando la férmula

4!
am . 4
o 0 st m > 7,

V : ;rj (k = 1) (f:k_ll {z-n ) (343)

Asi, se demostrara de manera directa que el conjunto formado por los vectores de la
forma (3.43), o su equivalente (3.42), son una base ortonormal de A2 (D).

En lo sucesivo se denota por I' y B a las funciones clasicas Gama y Beta, respectiva-
mente. Se recuerda que dichas funciones estdan dadas por

7™ sim < g,

(3.42) se escribe como

+oo
[(x) = / t" et dt, x>0, (3.44)
0

1
B(z,y) = / "1 — )yt dt, x,y >0, (3.45)
0

y cumplen la ecuacién funcional

(3.46)
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Proposicién 3.3.1. Para k € N y j € Ny se define la funcion hy; en AZ(D) como

ak—l L
() 1= o { (a2 = 1)1}

Entonces el conjunto {h;w ckeN, je€ NO} es ortogonal en L*(D,dz). Ademds:

7k —1)1?

hi |2 =
[ [

Demostracion. Sean (k, j), (k1,j1) € N x Ny dos parejas de indices. Por las propiedades

de los operadores EP y 7
ok—1 _ b1 i Ok1—1 _ L
<hk,j7 hkl»jl> = /DW{<ZZ - 1) Zj}ﬁzkl—l {(ZZ — 1)k1 1291} dA(Z)
oF—1 k1—1

Sea Dy un disco con R > 1. Como D C Dg, por el Teorema de Green (Corolario 1.3.8),
la integral (3.47) es igual a:

B B L akfl aklfl _ L
(=) /D(zz — 1)1 k1 {azkl—l {(zz S 12]1}} dA(z)

k—2
1
- —1)™
5 2 (=1

ak—m—2

{(zz — 1)k1—1zjl}W{(zz - 1)’“—12«]} dz. (3.48)

J/

am akl—l
m ki1—1
=0 oD 02™m 0z -

(%)

Se demuestra a continuacién que cada uno de los sumandos de (3.48) son iguales a cero, lo
cual en primera instancia es claro porque en las integrales de esta ecuacién hay términos
de la forma |z|? — 1. El tnico problema seria si hubiese términos constantes, lo que se
vera es que esto no pasa.

Se hace el célculo explicito en (3.48), pues dicho célculo se utilizara mas adelante. Al
desarrollar () se obtiene

akz—m—2 B b1 j k—m—2 k—m —2 ak’—m—Z—l/ B 1 o ;
o () (T e

v=0
min{k1—m—2,5}
= > G- 1ymirtighemegiey (3.49)
v=0

. En esta tltima expresion se observa que

_ — — 1! |
dondeCV:(k m 2)( (k—1)! J!

v m+v+1)(j—v)
la menor potencia del término |z|*>—1 es 1, y como dicho término se anula en 9D, entonces
efectivamente, la suma de integrales en (3.48) es igual a cero. Asi

k—1 k1—1 ]
(s iy 1) = (—1)F / (22 — 1)F120 aaz“ { 0 {2 - 1)'f1—1zﬂ}} dz.  (3.50)

D 8§k1 -1
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Supéngase ahora que (k,j) # (k1,71). Si k1 # k se puede suponer sin pérdida de
generalidad que k; < k, luego

o=t [ o=t (o N ghi-l (g1 s
Ozk—1 {azlﬂ—l{(zz 1>k 7 }} - ozk1—1 {azk—l{('zz - 1)k i }}
k-1 i gF—1 3 ~

Por lo tanto, si ki # k, implica que (hg j, hy, j,) = 0.
Si ahora k; = k, se debe tener que j # j;. De (3.50) se obtiene

= (-1)*! /D(zE — 1)k (;)kk 11 {(k _ 1)!3j1+k—1} "
= (k—-1)! M/(l 22)e iz 4y
= (k- 1) Jl—i-k—l //2” -9 gy

= 0.

Para finalizar, del cdlculo anterior haciendo u = r? y utilizando (3.46)

—1)!
(Mg b g) = (K —1)! Hk // k=12 ddr
— l
=2n(k —1)! (]%—Ll/ (1 —w)* " du
J! 2 /o
) —1)!
- 1)!%3(3‘ L 1E)
_w(k—-1)P
k+j

Proposicién 3.3.2. Para k € N y j € Ny se define la funcion Hy; en A%(D) como

oF 1 2 k—1+j
Hij(2) = 5 { (12 = D
Entonces el conjunto {H,w» keN, je NO} es ortogonal en L*(D,dz). Ademds:

m(k—1+ )

H,||? =
| His —
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Demostracion. Observese que

(k—1+4)! okt {<Z§_ 1)k_12j} _ (k—1+7)!

Heiz) = =7 g2 (k—1)

hkvj (Z)7
por lo cual, por la Proposicién 3.3.1 el conjunto
{Hk,j ke, jeNO}

es ortogonal en L*(ID, dz) y ademés:

(k—147)"

(k—145)Pa(k— 112  w(k—1+5)?
(k1) ‘

H. |2 = =
1k (k=12  k+j k+j

1| =

De este resultado se obtienen inmediatamente conjuntos ortonormales en A% (D).

Corolario 3.3.3. El conjunto {ey; : k =1,2,...,n,j € No} es ortonormal en A%(D),
donde ey ; es la funcion k-analitica en D definida como:

b+ 1 o) ny
a2 =\ s 1)!azk1{(‘z‘2 -

Corolario 3.3.4. El conjunto {Ey; : k =1,2,...,n, j € No} es ortonormal en A2%(D),
donde Ey ; es la funcién k-analitica en D definida como:

_ k+3j 1 A 2 k—1+j
Bej(2) =1/ = (k—1+j)!azklazﬂ'{(|z| -1 J}‘

3.4. Bases ortonormales de A2(D)

Dentro del espacio A%(D) (en estd Seccién por conveniencia se usa k en vez de n)
existe un subespacio cerrado particular, el cual es denotado por B(D) y definido en
(3.51). Como se podra observar posteriormente, los elementos de estos subespacios son
m&s manejables para fines de estimacion, en particular se demostrard de una manera
sencilla que el conjunto {e;; : j € No} es una base de BZ(D). En el Capitulo 4 se verd que
estos subespacios Bi (D) coinciden con los subespacios puros A?k) (D), mencionados en [20].
En la Seccién siguiente se probard que el espacio A%(D) se puede representar por medio
de los espacios B2(D), y por lo cual se podré exhibir una base de A% (D).

Se define el subespacio B2(D), de A%(D), de la siguiente manera

akz—l

B(D) := {f L f(z) = W{(zz— 1)'HF(2)}, Fe AD), f e Az(ﬂ))} . (3.51)

Esto es, los elementos del conjunto B2(D) son funciones en A%(D) pero de la forma es-
pecifica:

%{(ﬁ . 1)’HF(z)}, (3.52)
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donde F' es una funciéon analitica en . En el siguiente Teorema se demuestra que es
suficiente que F' € L*(D, dz) para que la funcién k—analitica (3.52) esté en L*(ID, dz).

Teorema 3.4.1. Sea F € A(D), la funcion k-analitica

£ = 2= - ) E))

pertenece al espacio B (D), si y sdlo si F' € A*(D).

Demostracion. Como F' es analitica en DD, se tiene el desarrollo en serie de Taylor

oo
— 5
z) = E bz
=0
Como la serie anterior converge uniformemente en compactos de D, se cumple la igualdad

%{(z?—l)le(z)} aa:k 11{ 2z — 1) 123) 23}

e akfl

Z a7 - )

j{: T ens(2), (3.53)

k+j

donde ey, ; es la funcién definida en el Corolario 3.3.3.
Suponga que f € B2(D). Por (3.53), el Corolario 3.3.3 y la desigualdad de Bessel:

. |bj|2 o 1 |b |2
1A > m(k = 1)1y = —1)! Z (3.54)
s k+j k j+1

Como el conjunto {1/ + 12/}32, es una base de A*(ID), por la identidad de Parseval se
tiene:

IF]* =

Por tanto F € A*(D).
Supéngase ahora que F € A?(D). Por el Teorema 2.2.4, (|z|2 — 1)"F®)(2) € L*(D)
para toda v € Ny. Entonces de la igualdad

z) = 5 2 [(2 - 1)

E—1 ak—l—l/ _ 1 o
k—
-1\ (k-1 , _—
=3 (M) ),
0 !

se sigue que f € L*(D). O
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A continuacién se demuestra que el subespacio B (D) también es un espacio de Hilbert.
Teorema 3.4.2. El espacio lineal Bi(D) es un subespacio cerrado de L*(D).

Demostracidén. Sea {f,}°, una sucesiéon de Cauchy en Bi(D), donde f, es de la forma

R = g VRGO v BE =3

Por ser L*(D,dz) espacio de Hilbert, existe f € L*(D,dz) tal que f, — f, y esto a su
vez implica que existe { f,,, } subsucesién de {f,}, que se denota simplemente por {g,,},
tal que ¢, — f en casi todo punto de D, cuando m — oo. Por la linealidad de 5

z

para m, s € N se cumple

donde

Gn(2) = Fpp(2) = Y bng? v Gol2) = Fo(2) =) bay?.

=0 =0
Como {/j + 127}52 es una base de A*(D), por (3.54) se tiene la estimacién:

2

o1 — 1
= gsl|? > R N L P E—1D122G,, — G2
| gm — gslI” = 7( k:z I 7( ) kH |

Esto quiere decir que {G,,} es una sucesion de Cauchy en A?*(D), y al ser el espacio de
Bergman cerrado, existe F' € A?(D) tal que G,, — F en L?*. Ademds por (2.1) G,,, — F
uniformemente en subconjuntos compactos de ID. Entonces en casi todo punto de D se
cumple

k—1

7(2) = Jim gu(2) = lim 2o { (22 = 1) C(a) )
ak 1 B B
Esto quiere decir que f € BZ(D). O

En el Teorema 3.4.4 se d4 una base de B;(D). Para demostrar dicho resultado, serd ne-
cesario el siguiente Lema.

Lema 3.4.3. Seanr € (0,1) y a, 8,7 € Ny con a« > 1. Si F' es una funcion analitica en
D se cumple que

/ (22— 1)*Z°27F(2)dz — 0, (3.55)
oDy

/ (22 — 1)*2°27F(2) dz — 0, (3.56)
oD,

cuando r — 1.
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Demostracién. Aplicando los Corolarios 1.1.3 y 1.1.5 a la funcién analitica G(z2) = 27" F(z)
se tiene, respectivamente

=B
/ (57 — 19897 F(2) dz = / (2 — 1) (271 (2)) d
oD, Dy <
=8
— (7“2 — 1)a/ —G(Z) dz
oD, <
28G:) (0
— (2o ) (3.57)
Al
=B
/ (27 — 1)°FPF(2) d7 = / (22 — 1)*Z (M F(2)) dz
oD, oDy <
=0
= (r* — 1)0‘/ —G(2)dz
oD, <
2(8+1) 1(B+2)
= (- 1)l Go(0) (3.58)
(B+2)!
Como (3.57) y (3.58) tienden a cero cuando r — 17, esto implica que (3.55) y (3.62) son
validas. N

Teorema 3.4.4. Sea k € N, entonces el conjunto {ey; : j € No} es una base ortonormal
de Bi(D), donde ey ; es la funcidn k-analitica en D definida como:

[k+5 1 o1t _ L
eralz) = T (k—1)10zk1 [(ZZ -

Demostracion. Por la Proposicion 3.3.1 el conjunto {ey; : j € Ny} es ortonormal. Se
probard que tal conjunto es completo. Sea h € Bi(D) tal que (h,ex;) = 0 para toda
7 € Ny. Como h pertenece a B2(D), h es de la forma

- %{(zz - l)k_lF(z)}.

Igual que antes, se define la funcién hy ; en D como

ak—l B L
hi(2) = 5= { (2 = D1 .

Sea ahora r € (0,1), por el Teorema de Green (Corolario 1.3.9), la integral
ak—l 1 8k—1 —
2 fz-1F }—{ 71 *‘3}dA 3.5
/D,« azk—1{(zz ) (2) gz 1 (2z-1)""z (2) (3.59)

es igual a la siguiente suma de integrales

(—1)F1 / (- 1R (2) ;:;1 {%{@z )kl }} dA(2) (3.60)

h(z)

k—2
1 . am ak—l _ b1 ak—m—Q _ 1
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Aplicando la Férmula de Leibniz se cumple
om 8k71 B L akfl om _ L
=R R B = = v (G ),

k-1 OV
T k—1—m) gz {(ZZ_ DA }

k-1 k—1—v v
= ZC’,, 0 (22 — 1)"1- ma—§j+m, (3.62)

per A A oz”
E—1)! k—1
donde C, = (k<— 1 —)m)' ( , ), y también
8k—m—2 B o1 k—m—2 k—m —2 ak—m—Q—n B o1 on
=0
k—m—2
= M, (2% — 1)t pm (2, (3.63)
n=0
M2 — 1!
donde M, = (k 7: )(m(lj———{—) Al sustituir (3.62) y (3.63) en (3.61), se obtiene

!
), v por el Lema 3.4.3, (3.61) tienden a cero cuando

n
una suma de integrales del tipo (3.55
y (3.60) son iguales en todo D. Luego

r — 17. Asi las integrales (3.59)

k—1 k—1

(hhes) = | % [(zz - 1)’“’1F(z)] % [<zz - 1)’“51] dA(2)

= (—1)k? /D(zz = 1)’%@@)% {%{(z? = 1)’6—131}} dA(z)

= (= 1) (57 D) e A

= (—1)"(k - 1)'@ /D(zE — D)"FE(2) dA(2).
Utilizando coordenadas polares se obtiene

(o hiey) = (—11 (k- it ﬂ / / (re= ) F(re)r dfdr

= (k- 1)!—(1“ _]1‘“) / (1—r2)ftp2tt (/ (rey I P (rei) d@) dr

- 0 0
S jl.,+ 1) ZWF;T)(O) /1(1 — ) A
0
— (k- 1)!(1“_]1‘”)'7TF;:(0)B(9 +1,k).

Como (h, hy ;) = 0 para toda j € Ny, FY(0) = 0 para toda j € Ny, con lo cual F =0, y
de aqui que h = 0. [
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3.5. Descomposicién ortogonal de A2 (D)

Como los espacios A2 (D) estan anidados (respecto a n), los espacios B#(D), ..., B2(D)
estdn contenidos en A?%(D). Lo que se demostrara a continuacién es que A?(D) es exac-
tamente la suma de estos n espacios. Posteriormente se podré probar que L?(ID, dz) es la
suma de todos estos espacios B2 (D).

Teorema 3.5.1. Los subespacios {B(D)}ren son ortogonales a pares, y el espacio de
Bergman polianalitico A%(D), es la suma directa de los primeros n de estos subespacios,
es decir:

A2(D) = Bi(D) ® B3(D) & --- @ B2(D).

Demostracion. De los Teoremas 3.3.1 y 3.4.4 se sigue directamente que los subespacios
{B%(D)} ren son ortogonales a pares. Como los subespacios {B(D) }7_, son cerrados y cada
uno de ellos estd contenido en A% (D), entonces el espacio Bi(D) @ Bi(D) & - - - & B2(D)
es cerrado y

BiD) @ B5D) @ --- @ BE(D) C A%(D).

El Teorema quedara demostrado si se prueba que la tnica funcién ¢ € A2%2(D) que es
ortogonal a cada BZ(D) con k =1,2,...,n, es la funcién identicamente cero.

Supdngase que ¢ € A%(D) es una funcién ortogonal a los espacios B2(D), con k =
1,2,...,n, en particular si iy ; esta definida como antes, es decir,

akfl B )
hyj = W{(Mz — 1) 12]},

se cumple que
(p,hij) =0 VieNy vy Vk=1,2,...,n.

Sear € R con 0 <r <1, por el Teorema de Green,

[ e = [ oo (e - 07 faae

= (0 [ (2P - 1 () dAG)

8k—m—2

1 _1\m o™ 2 \k—1=j
+2_m§:( g aDTﬁim('D(Z)&?k_m—g{ﬂd 1 z}dz. (3.64)

-1
Recuerde que por el Teorema 3.1.2, p(z) = Zfl,(z)?’, con f, € A(D), para v =
=0

1,2,...,n — 1, entonces, de acuerdo a la ecuacion (3.28) se tiene

3

<

n—1

am
ozm (2) = Z

=m

V! —v—m

N
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Conjugando la ecuacién (3.49), se cumple

min{k—m—2,5}

k—m—2
—g_k_m_2 (Z—1)'F = Y Cylaz— i (3.66)
z
n=0
k—m —2 (k—1)! 4! .
donde C, = : . Al sustituir (3.65) y (3.66) en (3.64) se
= e (305) ¥ (360) en (364

obtiene una suma de integrales del tipo (3.55), por lo cual (3.64) tiende a cero cuando
r— 17. Asi

/D @(z)%{(z? . 1)k—1zj}dA(z) = (—1)1 / (27 — 1)k 159 ;E“gp(z) dA(2). (3.67)

D

Témese ahora k = n en (3.67), aplicando coordenadas polares y la Férmula integral
de Cauchy, se tiene la igualdad

(oo = [ ooz {67 = 12}
— (—1)" o - 1)l /D (27 = 1) £, (2) dA(2)
= ()" - 1)1 Ol/o%(r2 )" (e )i £ () r dOdr
— (1" (- 1)! /0 (g2 gy [ /0 (e o (re) d@} dr
= (=1)"(n—1)! /01 rA (2 — 1)t [%‘)1(0)] dr
T2 (0)

=(n— 1)TB(j +1,n).

Como (¢, h, ;) = 0 para toda j € Ny, féj,)l(()) = 0 para toda j € Ny, y por lo cual
fn—1 = 0. Se tiene por tanto

o) =3 1)

Haciendo ahora k = n — 2 en (3.67), usando coordenadas polares y la Férmula integral
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de Cauchy, se obtiene

an—Q

(phnos) = [ oG {2 -1 faace)
e / (22 — 1)"250 £, (=) dA(2)

D
0

= (=1)"?(n —2)! 1/0%(7“2 — )" 2(re Y f,_o(re’) r dodr

= (-1)"?(n—2)! / P — 1) [ /O %(rew)_j fn—a(re®) d@} dr

0

1 . (4)
= (—1)”_2(n _ 2)!/0 r2j+1(7ﬂ2 . 1)n—2 [2 fn2(0>] dr

j!

= (n—2)!

()
Tfata(0) .

de aqui, como (p, h,_1;) = 0 para toda j € N, féj,)g(O) = 0 para toda j € Ny, y
por lo tanto f,_o = 0. Siguiendo este procedimiento, se concluye que f,_1 = 0, f,_2 =
0,...,fo =0,y por tanto ¢ = 0. 0

Para finalizar esta seccion, se exhibe una base para el espacio de Bergman polianalitico
A2 (D). Dicho resultado es una consecuencia directa del Teorema anterior y de la descom-
posicién de A2 (D) (Teorema 3.5.1).

Corolario 3.5.2. Sean € N, entonces el conjunto {ex; : j € No, k=1,2,...,n} es una
base ortonormal de A%(D), donde ey ; es la funcién k-analitica en D definida como:

b+ 1 o+ ny
e (2) =\ (k—l)!@z’fl{(|z|2_1)k 2}

3.6. El nucleo reproductor de A*(D)

Por el Corolario 3.2.8 se tiene que el funcional evaluacién definido en A% (D), es acotado.
Por el Teorema 1.4.3 el espacio de Bergman polianalitico A2 (D), tiene niicleo reproductor,
el cual denotamos por K,,. Del Corolario 1.4.4 los subespacios Bi(D), ..., B%(D) de A2 (D)
también tienen nicleo reproductor K}. La Proposicién 1.4.5 da la representacién de K}
en términos de la base de Bi(D). Utilizando la base dada en el Teorema 3.4.4 se tiene
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pues la representacion:

[o.¢]
Kkzw :i ek (2)ex;(w

J=0

1 k+j ot o OFt _ i
ICENE 2 :j 92k {(zz -1 12]}%;@,1 {(ww -1 W}

2(k—1) - |
) Uﬁil)'? o {27 = 0w = 0 D) (Y

1 9*k=1) R G 20
= 7k — 1) 9z 1awh {('zz — DT =) Tt T }}

1 H2(k=1) B o (k-
- m(k — 1)12 9z~ 10wk {(ZZ — ) ww — 1) i

Por el Teorema 3.5.1, la representacion de K, es:
w) = Z K (z,w) z, w € D. (3.68)

Apesar de que en (3.68) se tiene una forma mas reducida de K, no se tiene todavia
una expresion manejable de K, para fines de estimacion (el problema son las derivadas
9?5~ 1919wk 1), En [3] se obtiene la siguiente representacién del nicleo K,

n—1 .
Ko (2, w) = ( y 1) (“ * J) 1 — w29z — ¥, (3.69)
J

(1 —wz) 2’” n
J=0

M

Observe que si @, es el automorfismo del disco definido en (1.7), es decir,

zZ—Ww

0. (w) = w € D,

1 —Zzw
se tiene la siguiente expresion equivalente de K,:

Kn<z,w>=”'1‘wi'2(;n” :<—1>1(.” I XIS D

m(l —wz J+1 n

Como se menciona en dicho articulo, no se busca reducir la ecuacion (3.68) a la forma
(3.70), mas bien, lo que se hace es mostrar que dicha expresion es un ntcleo reproductor,
y por la unicidad (Teorema 1.4.2) se tendra la igualdad.

El siguiente Lema, es la clave para verificar la propiedad de reproduccion.

Lema 3.6.1. Sea n € N, entonces:

n ; . 1
i —1)] ( )(n+])_ = sim=1,
- n
i m~+j\J+1 n 0 si m=2,3,...,n.
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Demostracion. De la igualdad

se tiene

por lo cual, para m € N se satisface

T I TS BT

Integrando ahora de 0 a 1 se tiene

/01 A A O {E)n}(n)d:[; = S(_1)J+1 (j Z 1) M /01 2 g (3.71)

!

:D ”Hl(y‘—tl)(n;j)!mlﬂ

SRR

0

Ahora, si m = 1, utilizando la Férmula de Leibniz, la integral del lado izquierdo de (3.71)
cumple

/ {7 } "y = {7 x)"}(n_l) = —(n—1)L

0

Asi, de la igualdad (3.72), en el caso cuando m = 1 se cumple

n—1 j .
—1) 1
< )(”ﬂ) _—— (3.73)
—m+j Jj+1 n n

J

Supongase ahora que m = 2,3, ...,n. Utilizando integracién por partes y la Formula de
Leibniz, la integral del lado izquierdo de (3.71) cumple

— (m—1) /01 e e (R L R
) _(m_l)/ol . Q{x" 1( }(n l)d

1
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Repitiendo este proceso y utilizando que n —m < n — 2 se tiene

/o xm_l{x"_l(l — x)”}(n)dx = (=)™ (m - 1)!/0 {x”_l(l — x)"}(n_mH) dx

1

(=)™ (m — a1 (1 — z)m} ‘0
0.

Asi, de la igualdad (3.72), en el caso cuando m = 2,3, ..., n, se cumple
n—1 : .
—1)J
Z( >.(.n )(nﬂ):o. (3.74)
— m+j\J+1 n
7=0
De (3.73) y (3.74) se tiene el resultado O

Proposicion 3.6.2. Sea K' : D x D — C la funcién dada por

n—1 .
n i n n+j e 12(n—1—j 2
K’ S E —1y 1— ( D J

entonces, K' cumple las propiedades de miicleo reproductor para A%(D), es decir, K' sa-
tisface lo siguiente:

(i) Para toda w € D fijo, K () := K'(-,w) pertenece a A*(D).
(ii) Para toda z € D y toda f € A%(D),

f(z) = (f. K2).

Demostracion. (1) Sea w € D fijo, es claro que K/, es una funcién continua y acotada en
D, por lo cual K/ € L*(D,dz). Observe que K, se puede representar de la forma

n—1 .
K;(Z) — L (_1)j< n ) (n+'])’1 _wz|2(nflfj)|z_w’2j

(]

(1l —wz)* = Jj+1 n
=2 () () e e e,

(1 —wz)" 1 (z —w)
(1 —wz)?
un polinomio en z de grado n — 1, esto quiere decir que K/ (-) € A2(D).
(1) Primero se demuestra la igualdad cuando z = 0. Sea f € A2(D), entonces por el

donde es una funcién analitica en D y (1 — wz)" '77(z — w)’ es

n—1
Teorema 3.1.2, f(w) = Z fo(w)w”, donde las funciones fi, fo, ..., fn—1 son analiticas en
v=0
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D. De esta representacion y la simetria de K’ se tiene

(f Kby = / F(w)K'(0, w) dA(uw)

S| [fEer () (e

_ (]+1) (””) [ o daw. 37

v=0 ]:0

dA(w)

S—

213

Utilizando coordenadas polares y la Formula integral de Cauchy se cumple

/fu )@ |2 dA(w // N £, (re)r dodr
= /O PPl { /0 (re”) " £, (re") do| dr

(v) 1
_ 27va' (0)/ P22+l g
0

V!
£ (0)
V(i+v+1)

Al sustituir esto en (3.75) y utilizando el Lema 3.6.1 se tiene

gy =SS () (1) [ s aa

v=0 j=0
n—1 n—1 . v
_n Z(_l)j( n )(n—i—j) £ (0)
4 =
TS j+1 n Jvi(j+v+1)
SO (1 ( n ><n+j)
—~ v! ]:Oj—l-l/—l—l j+1 n

Esto quiere decir que
f(0) = (f, Ko).

Sea ahora z € D arbitrario, y considerese la funcién g, : D — I dada por

0:(0) = g O () E = ) (1 = ),

donde ¢, es el automorfismo del disco definido en (1.7). Como las funciones f,(¢.(w)) son
analiticas en I, los factores (Z —w)”(1 — zw)™ 7" son polinomios en w de grado n — 1, y
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1 _
como la funcién m es acotada en ID, entonces utilizando el Teorema de cambio
— Zw

de variable se cumple que g, € A2 (D). Observe también que g,(0) = f(z). Dendtese ahora

C; = (-1) ( ) Z 1) (n * ‘7), entonces utilizando el caso anterior:
J n

4(0) = / 9(w) (0, w) dA(w)

n—1
1
= /D [WZJCV(%(W))(?—@)VG—ZW )y V] [ ZCW’FJ dA(w).
v=0
Observe ahora que
I _w(1— ) 1P
1 —Zp.(w) = 120’ px(w) = oz Y1 2px(w) = 1— 0

Entonces, utilizando el Teorema de cambio de variable con w = ¢, (recuerde que el Jaco-

(1 — =)

m), se cumple la igualdad

biano real de ¢, es

dA(w)

9(0) = / OTZ)MZJ@(%(@U»(E ><1—zw“”] [ZZOJ\wPf

&Lzt = ) | [ s | Ly
—/D _qu(w> (1_|Z| )n+1(1_zwn 1 ][ C ’ ] \1—51{1]4 dA(w)

J=0

=]I3

n—1 n—1

B . 1—zw 2]
- [ |Z tww 1_W+1Zc*|soz w)

[ 13 stwye ”'“W‘Q("lznlm W)
e wa z
D U)Z2n 90

Esto quiere decir que

dA(w)

dA(w).

f(z) = ({f, K., VzeD, Vfec A2D).

3.7. Descomposicién ortogonal de L*(DD,dz)

El objetivo de esta seccién es demostrar que el espacio de funciones L*(ID, dz) (aqui dz
es la medida de Lebesgue de drea usual) se puede descomponer en una suma directa de
los espacios polianaliticos B (D). Més generalmente, se d4 una descomposicién ortogonal
de L? (]D)R(zo),dz), donde zy € C y R es un numero positivo. Se recuerda que, por el
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Corolario 3.5.2 el conjunto {ey; : j € No, k = 1,2,...,n} es una base ortonormal de
A2(D), donde ey ; es la funcién k-analitica en D definida como:

ers(2) =1/ k:j e _1 5 ;::1 {(zz . 1)’“121}. (3.76)

Al aplicar la Férmula de Leibniz al lado derecho de (3.76), se tiene una expresion de ey ;
como combinacién lineal de elementos del conjunto {zFz : k =0,...,n — 1, j € Ny},
pues:

[k+35 1 ot _ L
eralz) = 7 (k—=1)10zk1 {<ZZ -1 12]}
[kt — k—1 J - k—1-v=v j—k+1+v
=4/ - E ( , )(k—l—y (22 —-1) z'z . (3.77)

v=max{0,k—1—j}

Se define P,, como el espacio generado por {zF2/ : k=0,...,n—1, j € Ny}, es decir
P, = span{z"27 : k=0,...,n—1, j € No}.
De la ecuacién (3.77) se siguen las inclusiones
span{er; : j €Ny, k=1,2,...,n} C P, C A2(D),

por lo cual P, = A2(D). Esto quiere decir que el espacio P, es denso en A2 (D).
Para el siguiente Lema se utiliza el Teorema de Stone-Weierstrass, por tal motivo es
enunciado a continuacion.

Teorema 3.7.1 (Stone-Weierstrass). Sea X un espacio topoldgico compacto y de Haus-
dorff. Sea F C C(X,C) una subdlgebra autoadjunta que contiene a las funciones constan-
tes y separa puntos. Entonces F es uniformemente densa en C(X,C), es decir,

Pl _ cx.0).

En el Lema siguiente se utiliza por simplicidad la notacién gy ;(z) := z*27, para cada
k’, n e NQ.

Lema 3.7.2. Sea F5 y I las subdlgebras de C(D, C) y C(D, C) respectivamente definidas
por B
Fy:= span{gy; : D — C : k,j € Ng},

Fp = span{g,; : D — C : k,j € Ng}.
Entonces se cumple que
Frl 2@ dz)  y TN = 12D, dz).

Esto es, las dlgebras F5 y Fp son densas en L*(D,dz) y L*(D, dz), respectivamente, con
la norma || - ||2-
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— =1l —
Demostracion. Sea e > 0 arbitrario v f € L?(D,dz). Como C(D,C) = L*(D,dz),

existe h € C(D, C) tal que

1f = hll2 < (3.78)

€
5
Del Teorema de Stone-Weierstrass al tomar X = Dy F = Fs se tiene que F%”w =
C(D,C). Entonces, para esta h € C(D, C) existe g € F tal que

3

— vV zeD.
2/’ * €

h(2) = 9(2)| < |h = glle <

Luego, de la desigualdad anterior se obtiene

1
2 €
=gl ={ [ 1) =g dA@)} < VAl -gle <5 @7
D
Por lo cual, de las ecuaciones (3.78) y (3.79) se cumple que

If =gl <e

Esto quiere decir que F%‘h = LQ(@, dz). Si ahora f € L*(D,dz), entonces f se puede
definir como cero en la frontera de D, para obtener una funcién fy en L?(ID). Por lo hecho
anteriormente, existe gy € Iy tal que

1fo— goll2 <&
Si g es la restriccién de gg en D, entonces g € C(D,C) y
[f =gl <e.
Por lo tanto F]']‘)'”Q = L*(D, dz). O
Si g € Fp, entonces existe un subconjunto finito A de N2 tal que
9(z) = > Cijges(2).
(k,j)eA

Si kg es la potencia mayor de los monomios gy, ;(2) = ZF2J | entonces g pertenece a Aio (D),

y por lo cual g se puede aproximar con la norma || - |2 con elementos de la base de A} (D).
Esto quiere decir que

span {ZF2/ : k€N, j € Ng} C span{ey; : j € Ny, k € N}.

Por el Lemma 3.7.2 y la contension anterior se cumple la igualdad:

span{ey; : j € Ny, k € N} = L*(D). (3.80)

Se enuncia a continuacién el Teorema principal de esta Seccion.
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Teorema 3.7.3. Sean Bi(D) los subespacios del espacio de Bergman polianalitico defini-
dos en (3.51). Entonces el espacio de Hilbert L*(D,dz), donde dz representa la medida de
Lebesque de drea usual, admite la siguiente descomposicion ortogonal:

(D, dz) @32

Demostracion. Si f € @Bi(ﬂ)), entonces f = Z fx, donde cada f;, € Bi(D), y
k=1 k=1

LF1? = D Al < oo,
k=1

Esto quiere decir que

@Bk ) C LD, dz). (3.81)

Para la otra contension observe que para cada m € N,

span {e,,; : j € Ng} € B%(D) C EBBk

luego, como @ Bi(D) es un espacio cerrado
k=1

span{e; : j € Ny, me N} C @Bﬁ(D) (3.82)

k=1
De (3.81), (3.82) y (3.80) se obtiene el resultado. O
Se concluye esta seccién enunciando una descomposiciéon ortogonal de los espacios

A2 (Dr(2)) v L (Dg(2), dw).
Sean z € Cy R > 0. La funcién compleja g : Dg(z) — D dada por

w—z
= ) eD ’
g(w) = — w € Dg(z)
es un biolomorfismo entre Dp(z) y D. Si f € A2(DD), entonces por el Teorema 3.1.1 existen
funciones analiticas (en D) f1, fa, ..., fn_1, tales que

n—1
w)=>_ fiww’, weD.
7=0

De esto, la funcién f o g: Dg(z) — C tiene la siguiente expresion:

[y

n—

(fog)(w)=> (fiog)(w)

(W —z)

T, w EDR(Z),

<.
Il
o
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donde las funciones f; o g son analiticas en Dg(z) y (W — Z)? es un polinomio en w de
grado a lo mds n — 1. De esto se sigue que fog € A? (]D)R(z)). Esto implica en particular
que el conjunto {(ex;09)g : j €Ny, k=1,2,...,n} estd contenido en Afl(}D)R(z)).

Proposicién 3.7.4. Sea {ex; : k € N, j € No} la base ortonormal de L*(D,dz) dada
por (3.76). Entonces el conjunto {(er; o g)gd : k € N, j € No} es una base ortonormal
de L*(Dg(2), dw).

Demostracion. De (2.3) se tiene que el determinante del Jacobiano real de g es |¢/|*. Para
simplificar los célculos, se define Ej, ; := (ex,; © g)g’. Aplicando el Teorema de cambio de
variable se tiene

(Eis. By st) = /  exalo)en s (o]l ) o

= / e (W)er, 4, (w) dw = (exj, ex, 4y ),
D

por lo cual, {Ej; : k € N, j € Ng} es un conjunto ortonormal de L?(Dg(z),dw). Se
demuestra a continuacién que este conjunto es completo. Primero, si h € L? (ID)R(z), dw)
y f =g~ !, por el Teorema de cambio de variable

h(w)|? dw = h(w)|? dw = ho I\ (w2 dw.
/DR(Z)| (w) /m)\ WP dw = [ |ihe )Pl (w)

esto implica que (ho f)f' € L*(D,dz). Utilizando nuevamente el Teorema de cambio de
variable y la regla de la cadena, si h € L? (ID)R(z), dw) se cumple

| mwBG@idw= [ hw)er (gw)g(w) du
Dr(2) Dr(z)

_ / (ho £)(w)ers (g © D)) (g 0 D)l (w)? dw
- /Doz o f)(w)ery(w) - (g o F(w) ' (w) duw
- / (ho £)(w)f (w)ery(w) dw.

Por lo tanto, si (h, Ej ;) = 0 para todo k € N, j € Ny, por la igualdad anterior y por ser
el conjunto {ex; : k € N, j € Ny} completo, se debe tener que (ho f)(w)f'(w) = 0 para
toda w € D. Como f' # 0 entonces h(f(z)) = 0 para toda w € D, y esto implica que
h(w) = 0 para todo w € Dg(z). O

De manera andloga a la demostracién anterior, se puede probar la siguiente Proposiciéon
2
para el espacio A2 (Dg(z)).

Proposicién 3.7.5. Sea {e;; : k = 1,...,n,j € No} la base ortonormal de AZ(D)

dada por (3.76). Entonces el conjunto {ex;09-¢ : k=1,...,n,j € No} es una base
ortonormal de A2(Dg(2)).
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En particular, si se define
B;(Dr(2)) = span{(er;0g)g : j € No}, keN,
por las dos Proposiciones anteriores, se tienen las siguientes descomposiciones ortogonales:

Teorema 3.7.6. Sean z € C y R > 0. Si D es el disco unitario y Dr(z) es el disco con
centro en z y radio R, entonces se cumplen las siguientes descomposiciones ortogonales:

A (Dr(2)) = P Bi(Dr(2)),  L*(Da(2).dw) = P Bi(Dr(z)).



Capitulo 4

Proyecciones en el espacio de
Bergman polianalitico A2 (D)

Sea () un subconjunto abierto y acotado de C. Se inicia este Capitulo con un anélisis
de los operadores integrales singulares Ty y 7§, los cuales estan dados por las ecuaciones
(4.6) y (4.7) respectivamente. Posteriormente, se hace un estudio de los operadores Sq,
Sk, v su relacion con Tp. Al ser los espacios A2(D) y A2(D) (este tltimo representa
el espacio anti-poli-Bergman) cerrados, existe la proyeccién ortogonal sobre estos. Tales
operadores se representan, respectivamente, por Bq,, y Egn A Bao,y Egn se les llaman
las proyecciones poli-Bergman y anti-poli-Bergman, respectivamente. Estas proyecciones,
en el caso del disco unitario, tienen relacién directa con potencias de los operadores Sq y
Sg. Al final del Capitulo, se d4 una descomposicién ortogonal del espacio L?(2,dz).

A lo largo de este Capitulo, siguiendo la notacién de Pessoa y Karlovich, dA(z) y dz
representaran la medida de Lebesgue de drea y longitud usual, respectivamente.

4.1. Los operadores singulares Ty, 73, Sq y S

En este Capitulo se utiliza la siguiente variante del Teorema de Green. Para una
demostracién puede consultarse [6].

Teorema 4.1.1. Sea 2 un subconjunto abierto del plano complejo, tal que Kl es union de
conjuntos requlares. Si f es una funcién compleja que pertenece a C1(Q)NC (), entonces:

/Q af(;(; dA(z) = % RO (41)
f (2) o1 -
/QWCZA(Z) =5 an<Z) dz (4.2)

Una consecuencia de este resultado es la Férmula de Cauchy-Pompeiu, la cudl es una
version mas general que la Férmula integral de Cauchy.

Proposicién 4.1.2 (Férmula de Cauchy-Pompeiu). Sea 2 un subconjunto abierto
del plano complejo, tal que €2 es union de conjuntos requlares. Sea f una funcion compleja

77
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tal que f € CH(Q)NC(Q). Si z € Q, y 0N estd orientada en sentido positivo, entonces:

1= o [ I 2 / Ow) 1§ aw) (43)

2772 W — 2 ow w—=z
0 1
) = _2 agi(—)z v n/ﬂ gw )m—sz<w) (4.4)

Demostracion. Sean z € Q 'y gy > 0 tales que D (z) C €. Por simplicidad, se denota
Q. :=Q\ D.(2). Por el Teorema de Green, para cada 0 < ¢ < g, se tiene

e ST B
_ 1 de_l/a ()f(w) dw. (4.5)

21 Jogqw — 2 2t Jop (W — 2

Ahora, como la funcién f es acotada en D, (z), utilizando la parametrizacién natural
w = z + ce y el Teorema de Convergencia dominada se obtiene

21 2
Ifm i /aw )M dw = lim% fz+ee)dh = %/0 f(2)do =7 f(z).

e—0 2 AW — 2 e—0 0

Por lo tanto, si € — 0 en la ecuacion (4.5), se cumple la igualdad:

o0f(w) 1 LA )
/Q w dA(w) = — dw — f(2).

ow w—=z 20 Joquw — 2z

La ecuacién (4.4) se obtiene aplicando (4.3) a f, utilizando (1.13) y (1.3). O

Muchos de los resultados aqui expuestos, para fines practicos, se analizan sélo en
ciertos subconjuntos densos, y después se extienden de manera continua en todo el espacio
completo. En particular se utiliza que los subespacios

C®(Q) ={¢p:Q—C : ¢1(z,y), p2(z,y) € C(Q),2 como dominio real},
Co(Q2) = {p € C™(Q) : ¢ tiene soporte compacto en Q},

son densos en LP(§),dz), cuando 2 es un conjunto acotado y p > 1.
Sea 2 un subconjunto de C, abierto y acotado. El siguiente Teorema se utiliza para
garantizar que si f € L'(£2,dz), entonces los operadores integrales singulares dados por:

Tf(z) =Taf(z) = —= fi”)z dA(w (4.6)
T f(2) = Tof(z) = / fi"l dA(w (4.7)

estan bien definidos en 2.
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Teorema 4.1.3. Sea Q2 un conjunto abierto y acotado, y sea f € LP(Q)). Considere f =0
en el complemento de ). Entonces bajo estas condiciones, la funcion g definida por

[
)—/(C’w_Z‘AdA() A <2,

es continua en C cuando p > %

Demostracion. Utilizando el Teorema de cambio de variable se tiene que

f w+ z)
dA(w .
/ |w—z|A Tap AW)

Sea R > 0 tal que Q + 2 C Dg. Si ¢ es el conJugado de p, aplicando la desigualdad de
Holder se obtiene

19(z1) — g(22)| < |f(w+21) — f(w+ 2)|

dA(w)

<{ [ = s p dA(w)}l/p{ [t dA(w)}l/q. (1)

R

implica que g\ < 2. Por lo tanto al aplicar coordenadas polares

La condicién p > 5

a la integral del lado derecho de (4.8) se cumple

o R-aA2
Jw|™ dA(w // M dfdr = ——— < 400,

Dgr —q>\+2

Finalmente, por la continuidad de la integral, el término del lado izquierdo de (4.8) tiende
a cero cuando |z; — 2| — 0. O

Sea p > 2 y g una funcién arbitraria en LP(),dz). Por el Teorema 4.1.3, la funcién
g1 : 2 — C dada por

Iw—ZI

es continua en €. Por tanto, si f € L'(Q, dz) entonces |f|g1 € L*(9, dz). Ademds, utili-
zando el Teorema de Fubini se cumple

/‘ [ ‘w(_)2||d,4 1 /|f [ |w_)!‘dA( )}dA(z)<oo

Como lo anterior es cierto para toda funcién g € LP(£2, dz), entonces la funcién f; definida
por

fi(2) = |f (w)| dA(w),

o lw—z|

pertenece a L(€,dz), donde g es el conjugado de p. En particular f; es finita casi en todo
punto de Q. Esto implica que los operadores (4.6) y (4.7) estan bien definidos.

El siguiente resultado dice que si f € L'(, dz) entonces las funciones Tf y T*f
orf aT* f

son derivables en el sentido de distribuciones con 0 - fy
Z

= f. Lo que se

demostrara posteriormente es que estas derivadas existen en el sentido clasico.
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Teorema 4.1.4. Si f € Ll(Q,dz) entonces:

er /f A(z) = 0
/ 71289 ) | 1e)dae) =0

para toda funcion ¢ € Cy(Q2).

Demostracion. Si ¢ € Cy(€2) entonces, por las férmulas (4.3) y (4.4), se tiene

o) =1 [P daw) = 7|20

ﬂgaww—z 0z

(p(z):_l dp(w) dA(w) — law( )].

T ) Ow W—7Z 0z

por lo cual, utilizando el Teorema de Fubini

/QTf()ag(_)dA /[ Gy } ()dA()

w—z

-/ [—; (289 aata)] stw) daw

0Z z—w

- / f(w)p(w) dA(w)

[rr@% 2 aa = [ -1 [ 1 daw)] 25 aace

w—z z

[ 83(2 | i) fw)aatw)

T Jao

— - [ 1wyptw) dA(w)

Teorema 4.1.5. Sea Q) un conjunto abierto y acotado de C. Si f € LP(Q2), p > 2, entonces
la funcion g =T f satisface la condicion:

[]

9| < M| fllp, V2 (4.9)

donde M, es una constante positiva que depende de p y 2. En particular, el operador
T:LP(Q,dz) — L"(02,dz) es acotado para todo r > 1.

Demostracion. Por la desigualdad de Holder se tiene

_ L@ g < w— ol dA L
o)l =177 < [ ) < sy { [ o= s aac}

o |w
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Sea R > 0 tal que 2+ Q C Dg. Observe que por la hipdtesis, si g es el conjugado de p,
cumple que ¢ < 2. Al aplicar coordenadas polares

[ o =zrraaw) = [ i dAw)

/ |1 dA(w)

q+2
// ot gpgr — TR L
—q+2

2R*Q+2

—q+2°
Por tltimo, si A(Q2) es la medida de €, de la ecuacién (4.9) se cumplen las estimaciones

y para demostrar (4.9) basta tomar M; =

1/r
||Tf||T={ / ITf(Z)ITdA(z)} < AQYVMIl,  VfeIMQ)  (410)
ITflle = sup{|TF(2)] : = € 92} < D], (4.11)
]

Los operadores Sq y S§ definidos en (4.12) y (4.13) respectivamente, son de vital
importancia en el articulo de Pessoa y Karlovich [20]. Como se verd en el Teorema 4.2.3,
dichos operadores tienen relacion con las proyecciones poli-Bergman. Para los resultados
de esta seccién sera suficiente analizar estos operadores para funciones f en Cy(12), y los
resultados generales serdn una consecuencia de la densidad de este espacio en L'(Q, dz).
Para f € Cy(2), se definen los siguientes operadores integrales singulares:

(Saf)(z) = —%/9%@4( ),  zeq, (4.12)
sihe) = - [ A aaw),  zeo (1.13)

El resultado més importante, y que da una relacion entre los operadores T y Sq es
el siguiente Teorema. La demostracién se puede encontrar en [8].

Teorema 4.1.6. Sea 2 un subconjunto de C abierto y acotado, tal que €2 es union de
conjuntos requlares. Si f € C™(Q), entonces la funcién h := Tof pertenece a C™ Q).
Ademds:

8 oh

P 4 Saf oy =~ +iSal. (4.14)

Una de las primeras consecuencias del Teorema anterior, es que los operadores (4.12)
y (4.13) estdn bien definidos. Observe que de (4.14), si f € C™(f2), se cumplen las ecua-

ciones:
dlaf oTaf
0z 0z

=/ = Saf. (4.15)
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En particular, combinando los Teoremas 4.1.5 y 4.1.6, se concluye que el operador
Saf : C®(Q) — LYQ,dz) es acotado, y por lo tanto se puede extender de manera
continua a L'(Q, dz).

De las ecuaciones (4.15) se sigue también que

S f _ 0f(z) 9shf _ 0f(z)

_ _ 1o
el v = Vel @) (4.16)

4.2. Proyecciones sobre el espacio poli-Bergman A% (D)

En esta Seccién se hace un analisis de las proyecciones de Bergman en los espacios
polianaliticos A%(D). En particular se dd la descomposicién de las proyecciones Bp,, y
Em,n en términos de los operadores Sp y Spy. Los resultados aqui expuestos estan basados
en los trabajos de Vasilevski [16], Pessoa y Karlovich [20].

En [1], Dzhuraev muestra que si € es un dominio acotado y regular, entonces las
proyecciones poli-Bergman y anti-poli-Bergman de orden n, tienen la siguiente represen-
tacion: B N

Bq, =1— S _nSaon+ Ky, Bon =1— SonSa,—n+ Ky, (4.17)

donde Sq ., conn € Z \ {0}, es el operador integral singular definido por:

(Sonf) (2) '”'/ —zn+1 fw)dA(w)  f € LS. d2). (4.18)

y K,, K,, son operadores compactos en el espacio L*(€,dz). Si z € C y R es un ntimero
positivo, en el caso particular Q = Dg(z) se demostrard que K, = I?n =0.

En el primer Lema de esta Seccién se utiliza el Teorema de los residuos, por lo cual se
enuncia a continuacion.

Teorema 4.2.1. Si f tiene un polo de orden n en zy, entonces

Res (f; z0) = ! lim o [(z = 20)" f(2)].

(n — 1). 220 Q21

Ademas, si f es analitica en una region € salvo en las singularidades aisladas z1, . .., Zm,
y sty es una curva de Jordan cerrada contenida en Q) orientada positivamente, y que no
contiene a ningun punto z;, entonces se cumple:

/f(z) dz = 27m'z Res (f; k).
v k=1

Igual que en el Capitulo anterior, sea Fp el conjunto generado por las funciones
Grm(2) = ZF2™ para k,m € Ny. Como Fp es denso en L?(ID,dz), podrdn extenderse
los resultados a todo el espacio L*(D, dz).

Lema 4.2.2. Para cada k,m € Ny, y para todo z € D se cumple

. ko q min{0,m+1—-k}_,_,._
(S]D)gk,m) (Z) = m——HZk 12 +1 + { m+ 1 }Zk 2. (4.19)
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Demostracion. Sean z € Dy e > 0 tales que D.(z) C . Por el Teorema de Green (ecuaciones
(4.1) y (4.2)) se tiene

wrw™

Spgkm)(2) = lim —
( DIk, )( ) =0 Jp\p.(z) (W — Z)?

—k,,m —k—1,, m+1
[ () (5
=0 Jp\p.(z) LOW \W —Z m+ 10w wW—7Z

= lim
1 —k,, m —k, m
:—{/ v dw — lim liw dw}
o)

dA(w)

2m pW—7Z e=0 Jop, W — Z
k wk—lwm+1 mkz—lmerl
2mi(m + 1) wW—Z e=0 Jop, W—7Z

Observe ahora que al aplicar la parametrizacién w = € se tiene la igualdad

k 1 m+1 27T 719 k—1 19)m+1 ]
/ —dw = / - (—i)e " db
op W — e W —Z
s —i0\k 20 57K, M
wrw
:—/ %ze’ede— / — dw.
0 e’ z op W — Z
Utilizando el hecho de que w = w™! para todo w € 9D, se cumple lo siguiente

1 5k,,m —k—1,,,m+1 k 1 m—k+1
— gw_dw—l— : / w_w_ dw = |1 — —— —/ ad — dw.
270 Jop W — Z 2nilm+1) Jop W—7Z m—+1] 21 Jop 1 —wZ

m—k+1

— es analitica (en el argumento w) en el disco
— Wz

Cuando m — k 4+ 1 > 0, la funcién ]

Dy .|, por lo cual

1 wmfk+1

21t Jop 1 —wz

dw = 0. (4.20)

Sim—k+1<0, por el Teorema de los residuos se tiene

1 wm k1 1 dF—m—2 wm—k+1
— — dw = lim kimil—_
270 Jop 1 — wZ (k —m — 2)! w0 dzk—m=2 1 —wz

1 zk‘—m—Q
- Ym |(k—m—2)
~ (k—m —2)! w0 {( m=2) (1— wE)k—m—l}

=i (4.21)

De (4.20) y (4.21) se concluye que

m+1

27

k 1 m—k+1 in{0 1—k
{ } / W gy = 0 m A L= R s (4.22)
op 1 — Wz m+1
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Ademdés, al hacer la parametrizacién w = z4ee'?, y utilizando el Teorema de convergencia
dominada, se tiene

y o™ , o —i0\k i0\m; 2i0
lim ——— dw = lim (Z+ce ) (2 +ee”)™ie” df
e—0 op. W — 2 e—=0 J,
2T
= ZF2™i / e dh = 0. (4.23)
0
mk*lwm—kl 21 ) )
Ifm ————dw =1lim | (Z+ee 24 )" (i) db
e—0 oD, w — z e—0 0
= 2mizF Tty (4.24)
De (4.22), (4.23) y (4.24) se concluye el resultado. O

De las igualdades (4.16), se cumple que si f € C*°(Q), entonces Sof, Sif € C®(Q) y
son validas las férmulas
dSaf Of oSyf  of

0z = a, 92 = % Y z €. (425)

Teorema 4.2.3. Sea D el disco unitario, entonces para todan € N se cumplen las Férmu-
las de Dzhuraev:

Bon=1—(S)"(S5)",  Bon=1-(S5)"(Sp)" (4.26)

Demostracion. Sea g € Pn, es decir, grm(z) = 2F2™ con 0 < k <n—1y m € N.
Observe que si m + 1 > k, entonces, del Lema 4.19 se cumple que

k(k —2) - (k—j+1)

Zhmiymts,
(m+1)(m+2)---(m+7)

(S]E)gk,m)j (Z) -

Dado que 0 <k <n —1,sij =n se tiene que
(Sﬁ)gkm)n(z) = 0.

De una manera similar, se puede mostrar que si m + 1 < k, entonces la igualdad anterior
también es vélida. Por la densidad de P, en A2 (D), se tiene que

(SE)"f =0 vV fe AA(D). (4.27)
Para n € N, se define el operador P, como
Py =1 — (S5)"(S3)".
Se probara primero la siguiente contension:

P,(L*(D)) C A% (D) para cada n € N. (4.28)
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Por la densidad de C*(D) en L?(D), por la continuidad de P, y puesto que el espacio
A2 (D) cerrado, es suficiente mostrar (4.28) para funciones en C*(D). Sea f € C*(D),
por (4.25) se cumple

aa_”n [(S]D)) (Sﬁg)nf} = 8(9”_1 [;_SD((SD)” 1(5*) f)] — 5;7:1 [%((Sﬂb)nl(sﬁ))nf)]
- Srgme|(orissy ]

Repitiendo el proceso se tiene

P sorissrt] = 2L Jsorisprs] = L2 [sor 5]
o aann (s3] (4.29)
Al aplicar nuevamente (4.25),
P[] = 22 [sre] == Lo (4.30

Entonces, de las ecuaciones (4.29) y (4.30), y por la definicién de P, se cumple la igualdad

R S R ]y gy Sy}
Esto implica que (4.28) es vélida.
De las relaciones (4.28) y (4.27), se tiene la identidad:

Py = (I—(Sp)"(Sp)") Pu = Pa.

Utilizando propiedades del operador adjunto, se tiene también que P, = P,, esto quiere
decir que P, es una proyeccién ortogonal en L*(ID,dz). La definicién de P, y (4.27)
implican que P,f = f para f € A%(D), que combinando con (4.28) implican que P, =
Bp . ]

La igualdad (4.19) se utiliza en el siguiente Corolario, en el cual se demuestra que
los operadores Sp, v Sp_, definidos en (4.18), son respectivamente, potencias de los
operadores Sp y Sp.

Corolario 4.2.4. En L*(D,dz) se cumplen las siguientes relaciones
Sp,—n = (Sp)", Spn = (Sp)". (4.31)
Demostracion. Se demostrard este resultado por induccién. Por definicién Sy = Sp.

Supéngase que (Sh)™ = Sp,. Se analiza a continuacién el paso n + 1. Sean f € C*(Q) y
z € D.
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Si se escribe w = €% se tiene
_\n 2T 0 \n ) )
-/ (7= 2P 5 ) e i
oD

(1 _ 6192)n+1

(w—z)"w™
T e : 4.
/81])) (1 — wz)ntl (SJDf) (w) dw (4.32)
' identidad -2 a
Aplicando la identidad —S} f = f el Teorema de Green, y la ecuacién (4.32) se

ow

cumple la igualdad
(Spnrrf)(2) = ((Sp)"™ ' f)(2) = (Spas1f)(2) = (SpnSpf) (2)
_ (—173"“ /D {(n—i—l)%ﬂw)—l—ngg_z;nﬂ ]dA
-5 /D {a% [%f (w)] - aaw[(m—_zznﬂ S1)w H

N =

211
B Rt P

Se demostrard a continuacién que al aplicar la igualdad anterior a g, = z¥2™ con

k,m € Ny, (4.33) es igual a cero. Del Lema 4.2.2 se sigue que

ml'n{k, m + 1} 'U)mik+2

(S]DJgk,m) (’UJ) = m4+ 1 )
por lo cual se cumple
(1 ¢ ) nt G k=0,1
9/ o ——w si k=0,1,...,m,
gk,m<w) —w 2(SID)gk,m) (w) = m—+1
0 si k=m+1m+2,...

Se afirma que para todo k, m € Ny se satisface la igualdad:

(w — z)"w™t? o B
/m "yt 9em(w) =W (S5gkm) ()] dw = 0. (4.34)

En efecto; si gy m(w) — w2 (Shgrkm) (w) = 0 esto es claro, y si

G (w) = w™* (S5 grm) (w) = (1 - L) W™k,

m—+ 1

(w _ Z)nwn-‘rl - k _
(1 — wz)"! m+1)"

Dado que la funcién



4.3. Espacios polianaliticos puros 87

es analitica en Dy ),|, la Férmula integral de Cauchy implica (4.34). Utilizando (4.33) y
(4.34) se cumple que

Son1(Grm) = (55)" " (gkm) V k,m € No.

Finalmente, por el Lemma 3.7.2 se tiene que

Spni1(f) = (Sp)"(f) V fe LXD,dz).
[

En el siguiente Lema se denota por N, al subespacio finito-dimencional de L*(ID, dz)
generado por las funciones g,;, conl =0,1,...,j—1ys=0,1,...,k—1. Py,, denotard la
proyeccion ortogonal en dicho espacio. Una consecuencia del Teorema 3.7.3 es el siguiente
resultado.

Lema 4.2.5. 57 j,k € N, entonces EDJ-BD,;C = Py, ,. En particular, las proyecciones EDJ
y Bp i conmutan.

4.3. Espacios polianaliticos puros

En esta seccién se analizan los resultados sobre espacios polianaliticos puros realizados
por Pessoa y Karlovich en su articulo [20]. En particular, ellos obtienen una descompo-
sicién ortogonal mas general que la hecha para L?*(DD,dz). Para ser mas precisos, ellos
demuestran la siguiente descomposicién para L?(Q,dz), cuando € es una regién abierta
y acotada de C,

L2(Q,dz) = @D AL (Q) = P AL ().
k=1 k=1

Si H es un espacio de Hilbert y si Ny, Ny son subespacios de H, se define la resta del
espacio N1 menos el espacio Ny como:

N1 © N2 = Nl N [N2:|L.

Para un subconjunto del plano complejo €2, abierto y conexo, se define el espacio
poli-Bergman puro, o espacio de Bergman polianalitico puro, denotado por A%n)(Q), de la
siguiente manera:

A%n)(Q) = A(Q) o A2_,(Q) paran > 1,
Al () = AT(Q) = A%(Q).

Anélogamente, se define el espacio anti-poli-Bergman puro, o espacio de Bergman anti-
polianalitico puro, denotado por A%n)(Q), de la siguiente manera:

A%n)(Q) = A2(Q)e A2 (Q) paran > 1,
Al (Q) = AT(Q) = A%(Q).
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De la definicién, se cumple la siguiente descomposicion ortogonal:
Ai(Q) = @ A%k)(Q>7 y Ai(Q) = GB A%k)(ﬂ>'
k=1 k=1

De manera equivalente, las proyecciones de Bergman sobre los espacios A%n)(Q) y .,Z%n)(Q),
estan dadas por

Ba,mn) = Ban — Ban-1, paran > 1,
Bo,1) = Bay = B,
B/Q,(n) = Eﬁ,n - Ea,n_1, paran > 1,
Bo,1) = Baa = Ba.

y satisfacen las igualdades

Bon = Z Ba ), Bo,, = Z Bo,n)- (4.35)
k=1 k=1

En el caso 2 = D, el espacio de Bergman polianalitico puro A%n)(ﬂ), coincide con el

espacio B2(D) introducido por Ramazanov en [5]. En efecto; por el Teorema 3.5.1 se tiene
la descomposicién ortogonal para A2 (D),

A, (D) = B{(D) & By(D) & - - & B, (D) = A, _, (D) & B,(D).
Por definicién A?, (D) = AZ(D) N [Ai_l(]D)]l, entonces, necesariamente se debe tener
ane B(D) = A2, (D).

Se definen a continuacién los subespacios uno-dimencionales Ly, y Ly, de L?(ID, dz), de
la siguiente manera:

Ly={Xz"": ) eC} y Ly={\F"':)xeCl

Como -
W{(z? - 1)’HA} — (k—1)xzh!

v A € A*(D), entonces por el Teorema 3.4.1 Ly C B(D) = .A%k,) (D). De manera anéloga

Ly C BY(D) = .,Zl/%k) (D). En el siguiente Teorema se dan isomorfismos entre los espacios de
Bergman polianaliticos puros, mediante los operadores Sp y Sp.

Teorema 4.3.1. Para todo k € N, los operadores
Sp ?kﬂ)(D) — A%k) (D) © Ly,
Sp A?k) (D) & Ly — A%k+1)(D)7
Sp "Z?k) (D) e Ly — "I%k-i-l)(D)?
Sp “Z%k:—&—l)(]D) — j%k) (D) & Ly,
son isomorfismos isométricos. Adicionalmente,

Sp + A% (D) — {0}, Sp + A% (D) — {0}.
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Sea () es un subconjunto abierto de C, para cada n € N se definen los operadores
DQm = ] — SQ’_nSQJL, ﬁQ’n = I — SQJ—LSQ’_',L, (436)

donde Sq,, para n € Z \ {0}, es el operador integral definido en (4.18). Utilizando el
Teorema de cambio de variable, y las relaciones (4.31), se tiene una versién mas general
de dichas identidades (4.31) para cualquier disco Ds(z), donde z € C y § es un niimero
positivo. Mas precisamente, se cumple

Sos)-n = (Sps2)"s Soserm = (Shyr)) - (4.37)

Si f € C*NL*(Q,dz). Utilizando el molificador del Corolario 3.2.3 y algunos resultados
de [8], Pessoa y Karlovich en [20], demuestran la identidad
o o
—Sa,nSan
ozn anf = gz"

En consecuencia, por la densidad de C* N L?(Q,dz) en L*(,dz), se concluye de las
ecuaciones (4.36) y (4.38) lo siguiente:
Para cualquier subconjunto abierto €2 C C, se cumplen las contensiones

ImDg,, C A%(Q), VneN, (4.39)
ImDg, C A2(Q),  VneN (4.40)

(4.38)

Teorema 4.3.2. Sea Q0 un subconjunto arbitrario de C, abierto y acotado. Entonces se
cumplen las siguientes férmulas puntuales en el espacio L*(S), dz) :

lim Dgq, =1, lim DQn =1 (4.41)

n—oo n—oo

Demostracién. Sea R positivo tal que Q C Dg(0). Si f € L? (ID)R(O), dz), por el Teorema
3.7.6 se cumple la igualdad:

I [|f = Bogo)nfl = 0.

Observe que I — BDR( 0),» €S una proyeccién ortogonal en el espacio L? (DR , Yy que
SDR(0),-n = Spp(0).- D la igualdad anterior, el Teorema 4.2.3 y el Corolarlo 4.2.4 se
obtiene

0= lim |f = By fl* = lim (f = Boyomf, f)
= 1im (Sp(0),-nSpp)nf, f) = lim 150 mf 1. (4.42)

Por otro lado, en [8] se demuestra que ||Sg|| < 1, y por el Corolario 4.2.4 se cumple que
1Sq, x|l < 1 para toda n € N. Por lo tanto, por la definicién de Dg ,, si f € L*(£2,dz) se
cumple

If = Danfll = IS0, —nSanfll < [[Sanfll (4.43)
Ademas, si yq es la funcién caracteristica de €2, también se satisface la desigualdad
[Sanfll < lIxeSpr@mxefll < [1Sopomxafl- (4.44)

Combinando (4.42), (4.43) y (4.44), se tiene lim,, o Do, f = f. O
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Corolario 4.3.3. Sea Q) un subconjunto arbitrario de C, abierto y acotado. Entonces se
cumplen las siguientes férmulas puntuales en el espacio L*(€, dz) :

lim Bo, = I, lim Bq,, = 1. (4.45)
n—o0 n—o0o
n,m—0o0

Demostracion. Sea f € L*(Q,dz). Por la ecuacién (4.39) y por ser Bg, proyeccién se
obtiene

|Bonf = fll = I1Ban(f = Danf + Danf) — f]
< ”Bﬂ,n(f - DQ,ﬂf)H + HBQ,nDQ,nf - f”
< If = Danfll + 1Danf — £l

Por el Teorema anterior, ||Bo,f — f|] — 0 cuando n — oo. Finalmente, (4.46) se
obtiene de la siguiente estimacién:

|BanBamf = Il < 1Ban(Bamf = f) + [ Banf = £l
< 1Bamf = fl + 1 Banf = 1|
[]

Combinando el Corolario anterior, junto con las férmulas (4.45) y (4.35), se tiene la
siguiente descomposicién ortogonal de L*(, dz).

Teorema 4.3.4. Para todo Q C C abierto y acotado, el espacio de Hilbert L*(2,dz),
donde dz es la medida de Lebesgue usual de drea, admite la siguiente descomposicion

ortogonal:
0. - (@) - D A0
k=1

En particular, si Q =D se tiene la descomposicz’én ortogonal:
(D, dz) = € SE(A* (D)) = P (S
k=0 k=0

Como tltima observacién, la descomposiciéon de L*(II, dz), donde II es el semiplano
superior, hecha por Vasilevski en [16], es distinta a la presentada en el Teorema 4.3.4.
Dicha descomposicién de L?*(II,dz) es mediante las funciones polianaliticas puras y las
anti-polianaliticas puras, es decir,

2(I1, dz) EBA2 @éﬁ?k)(n)
k=1
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