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Introduccion

Durante las iltimas décadas se han estudiado amoliamente los operadores de Toeplitz
en espacios de Hilbert. Estos operadores fueron introducidos por el matemético
aleman Otto Toeplitz en el ano 1911.

En esta tesis nos dedicaremos a estudiar los operadores de Toeplitz con simbolos ra-
diales, cuasihomogéneos, separadamente radiales y separadamente cuasihomogéneos
actuando en el espacio de Bergman pluriarmoénico. De estos estudiaremos cuando el
producto es igual a cero, cuando el producto es de nuevo un operador de Toeplitz y
cuando es que conmutan.

La tesis esta basada en los siguientes articulos: Algebraic Properties of Toeplitz Op-
erators on Pluriharmonic Bergman Space |?| y Algebraic Properties of Quasihomo-
geneous and Separately Quasihomogeneous Toeplitz Operators On the Pluriharmonic
Bergman Space |?].

El espacio de Bergman armoénico se expresa en términos del espacio de Bergman
analitico y del espacio de Bergman anti-analitico. Por ello en el Capitulo 1 estudi-
aremos estos dos ultimos espacios y algunos operadores importantes que actian en
ellos. En la tltima seccion de este capitulo estudiaremos el espacio de Bergman pluri-
armonico en la bola unitaria B" el cual esta relacionado con el espacio de Bergman
analitico y con el espacio de Bergman anti-analitico. La proyeccion de L?(B",dV)
sobre el espacio pluriarmoénico la escribiremos en términos de las proyecciones de
Bergman y anti-Bergman.

El Capitulo 2 se centrara en estudiar un tipo particular de operadores de Toeplitz:
los operadores de Toeplitz con simbolo radial. Los cuales son diagonales con respecto
a las bases canoénicas del espacio de Bergman analitico y de el espacio de Bergman
armonico.

En este capitulo usaremos algunos resultados del libro Commutative Algebras of
Toeplitz Operators on the Bergman Space |?| y del articulo Algebraic Properties of
Toeplitz Operators with Radial Symbols on the Bergman Space of the Unit Ball [?].



En el dltimo capitulo analizaremos los operadores de Toeplitz con simbolo cuasi-
homogéneo, primero actuando en el espacio de Bergman analitico y posteriormente
actuando en el espacio de Bergman pluriarmoénico. Ademas estudiaremos una gen-
eralizacion de operadores de Toeplitz con simbolo radial para el espacio de Bergman
pluriarménico, dicha generalizacion son los operadores de Toeplitz con simbolo sep-
aradamente radiales. Estos operadores de Toeplitz, al igual que los operadores de
Toeplitz con simbolo radial, son diagonales con respecto a la base candnica del espa-
cio de Bergman pluriarmonico.

El ultimo tipo de operadores de Toeplitz que analizaremos son los operadores de
Toeplitz con simbolos separadamente cuasihomogéneos. Estos operadores ya no son
diagonales con respecto a la base usual del espacio de Bergman pluriarmonico.

Para finalizar el capitulo abordaremos el problema de cuando el producto de op-
eradores de Toeplitz, con simbolos previamente estudiados, es cero. Asi como las
condiciones para que el producto de operadores de Toeplitz con este tipo de simbolos
sea conmutativo.



Capitulo 1

Espacios de Bergman

En este capitulo analizaremos algunas propiedades importantes de los espacios de
Bergman analitico y anti-analitico en el disco unitario D del plano complejo. Estos
espacios estan relacionados de manera directa con el espacio de funciones armonicas.
Este ultimo sera el espacio donde estudiaremos operadores de Toeplitz con un tipo
especial de simbolo.

Si consideramos al disco unitario D en el plano complejo C, con la medida de area
du, el espacio de Bergman analitico A?(D) := A*(D, du) formado por las funciones
analiticas cuadrado integrables es un subespacio cerrado de L?(D) := L*(D, du). De
la misma manera A2(D) = {f € L2(D) : J es analitica}, el espacio anti-Bergman, es
también un subespacio cerrado de L*(D). El espacio armonico, b*(D), esta formado
por las funciones complejas armoénicas cuadrado integrables en D. Este espacio es,
al igual que A%*(D) y A*(D), cerrado en L*(D) y esté4 relacionado con el espacio de
Bergman de funciones analiticas y anti-analiticas de la siguiente forma

»*(D) = A*(D) + A%(D).

Hay varias maneras de extender el concepto de funcién armoénica definida en el plano
complejo a C". En este capitulo nos enfocaremos en la extension a la bola unitaria
B" que esta relacionada, de manera méas directa con el espacio de Bergman y con el
espacio anti-Bergman en varias variables complejas. El concepto que estudiaremos
es el de funcion pluriarménica. Veremos que el espacio b?(B") := b*(B",dV), que
consiste de funciones pluriarmonicas en L*(B") := L*(B",dV), es cerrado.

Es en este espacio donde estudiaremos operadores de Toeplitz cuyos simbolos son ra-
diales, separadamente radiales, cuasihomogéneos y separadamente cuasihomogéneos.
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1.1 Espacio de Bergman analitico y anti-analitico

El siguiente lema nos ayudard a establecer la completez de A%*(D).

Lema 1.1. Sea K C D un conjunto compacto. FExiste una constante C'i, que depende
de K, tal que

sup | f(2)] < Crc|[ fll2- (1.1)

para toda f € A*(D).

Demostracion. Sea d(K) = 3d(K,0D). Fijemos un punto a € K, entonces Bj(x)(a) C
D y en esta bola, la funciéon f tiene un desarrollo en serie de Taylor

= Zak(z —a)*, donde ag = f(a). (1.2)
k=0
En coordenadas polares, z —a =re (0 <r <4§(K), 0<6 < 2m), tenemos

fR)P = f(2)f(2) = Z @t the,

T jg|f<zn2dy/zi j/ ) P

Ba(m(a)

6(K)
= / / Zaka P =00 agqr. (1.3)

k,l=0

Por ello

Dado que la serie de Taylor (?7) es uniformemente convergente

(K) 27
||f”2 / Z/ ray arkH Uk=00 qr .

k,l=0

2m 21 sim =0
imb o — Y
/O ¢ dg_{o sim e Z— {0},
obtenemos

2 2, 2k+1 |ag*6(K)*+2
Iz = / ZW\ dr =m Zk—H

k,l=0 k=0

Notando que

& a 25 K 2k+2
= i Plaof? + xS0 T (2 (a)
k=1



1.1. Espacio de Bergman analitico y anti-analitico 5

Sl
SR/

obtenemos el resultado deseado. O

de lo cual vemos que wd(K)?|f(a)]> < ||IfI3 v |f(a)] < Si hacemos Cx =

1
O(K)v/m

Proposicion 1.2. Fl espacio A*(D) es un subespacio cerrado de L*(D).

Demostracion. Sea (f,) una sucesion de Cauchy en A?(D) que converge en L?(D) a
cierta funcion f. Por el lema anterior, para todo conjunto compacto K C Dy z € K

Esto implica que la sucesion (f,,) converge uniformemente a f sobre todo subconjunto
compacto de ID. Por lo tanto f es analitica en . O

El Lema ?? también es valido si se sustituye .A2(D) por A%(D). Del Lema ??, A%(D),
es también un subespacio cerrado de L?(DD).

1.1.1 Ncleos reproductores y proyecciones ortogonales

Para z € D el operador evaluacion ¢, : f +— f(z) es lineal y, por el Lema 77,
es acotado. Por el Teorema de Representacion de Riesz, existe un tinico elemento
k. € A%(D) tal que p, =< -, k., >. Esto es,

- / FOEQdu(0).

K(z,() := k.(¢) se le llama el nicleo reproductor analitico de D.

Usando una base ortonormal del espacio A*(D) podemos dar la forma explicita del
nticleo reproductor Kp(z,¢). De hecho, si {e,(z)} es una base ortonormal de A*(D)

[e.o]

K(z,() = Z(k‘z,en en(z Zen

n=0

En particular, para la base e,(z) = v/nz""', n € Z.

K(z,¢) = Z ( n Zﬂfl> = Zn(zf)”_l = (1_;22)2

n=0 n=0
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Podemos ver también que el nicleo Kp(z, () es antisimétrico. Pues

= Zen(z)e (C) = Zen(z) Zen en - (C? )

Ahora bien, dado que A%(D) es un subespacio cerrado de L*(D) existe la proyeccion
ortogonal Bp, de L*(D) sobre A?*(D).

Teorema 1.3. La representacion de la proyeccion ortogonal de L?(D) sobre A*(D)
denotada por Bp estd dada por

(Bof)(2 / K (2.0 f(O)dpu(<). (1.4)

Demostracion.

(Bof)(z) = (Bnf, k> (f Bpk.) = (f, k=)

—/f /ch au(C).

Utilizando el Lema ?? con A2(D) en lugar de A2(ID), podemos mostrar que la proyec-
ciéon ortogonal de L*(D) sobre A?(D), denotada por Bp, esta dada por

(Bof)(z / Rz, O F(Q)dul0), (1.5)

g

donde K (z,¢) = W

1.2 Espacio de Bergman armoénico

Sea G un subconjunto abierto y simplemente conexo del plano complejo. Una funcién
u : G — C se llama armonica si las segundas derivadas parciales de u existen, son
continuas y su laplaciano es igual a cero

Pu 0%u

Au=—+ — =0.
ox?  OJy?
_ - _1 = _ 1 =\ Q .

Sea, p=u + 1y, entonces x = 5(2 +7%), y = 5;(2 —Z). Si consideramos a f como una
funciéon de z y Z, tenemos

of 8f8m+8f8y 1of —idf
9z Ox 0z  Oyox 20z 2 0y’
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Of _0fox  9fdy _10f —idf

0z 0xdz  Oyoz 20z 2 Oy
De donde tenemos 2 = l <2 — 2) 0 = L (8 —i—zg)

0z 2\ 0z Z@y Yoz~ 2\ or dy

Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, una funciéon analitica f cumple

of

— =0. 1.6

0z (16)
Por otro lado si f es anti-analitica se tiene que

of

— =0 1.7

0z (17)
Ahora bien

o (0 1/0 .0 170 0
TORIEBITEN)
_ l[ﬁ(ﬁﬂﬁ)_iﬁ(ﬁﬂﬁ)]
4 |1 0x \Or Oy oy \O0r  0Jy
1/0* | o? .02 0?
- 1(8w2+18$8y_28y8x+8_y2>
1 [ 0 0? 1
= Z(@+0_¢):ZA‘ (1.8)

Usando (?77?) y (?7) tenemos que tanto las funciones analiticas, como las anti-analiticas
son funciones armonicas.

Teorema 1.4. Una funcion armonica u definida en un dominio simplemente conezo
G C C tienen la representacion
u=f+9, (1.9)

donde f y g son funciones analiticas. Esta representacion es unica salvo adicion de
constantes.

0 (0u ou
Demostracion. Dado que u es armoénica, — | — | = 0, por lo que la funcién — es
0z \ 0z 0z
(e . . af  Ou
analitica. Sea f una funcién analitica, tal que 2. = 9. Seaz; € Gy~v:[0,1] -G
z z
0

una curva suave que une 0y z;, entonces f(z1) = /a—dz.
2z
ol

Tomemos g = % — f. Observemos que

09 om0 _ (Tu\ _(OF\_ (Tw\ _ () _,
#ww(3)(5)-(3)-G) -
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esto implica que ¢ es analitica y por lo tanto u — f = g. Tenemos también que
u— f =7¢ donde fy g son analiticas.

Para demostrar la unicidad de la representacion (?77?), supongamos que u = f; + g,
donde fi, g; son analiticas. Tenemos entonces f1 + 1 = f+9, fi—f=91—7.
Como f; — f es analitica y g1 — ¢ es anti-analitica, f; — f debe de ser constante, por
loque fi = f+ ki, g1 =g+ ks, obien, f{ + 91 = f + g + k. Esto muestra que la
representacion es tnica salvo adicion de constantes. U

La siguiente proposicion es conocida como la identidad de Green.

Proposicion 1.5. Consideremos las funciones u, v de clase C* en B.(z) = {w € C :
|z —w| < r}, entonces

/ (uAv — vAu)dm(z) = / (uVv -7 —oVu - 1)ds,
By (2) OBr(z)

donde dm(z) = #dmd% ds la medida de longitud y W un vector normal.

Demostracion. Calculemos, por un lado,

V- (uVv) = %(UVU) + %(UVU)

_ Oy (N O, (e
Oz or 0Oy Jy or 0Oy

Oudv  Oudv 0% v Oudv Ou @ 0%v 0%

= Ozox  Ozoy 0w “Oxdy  dyor ooy oyox Oy
= Vu- Vv +uAv.
De la misma forma, calculemos V - (vVu) = Vv - Vu 4+ vAu. Al restar ambas
expresiones obtenemos V (uVv — vVu) = ulAv — vAu. O

Una vez teniendo esta identidad podemos dar paso al principio del valor medio.

Proposicién 1.6 (Principio del valor medio). Para una funcion armonica u en D y
continua en D, se tiene

u(0) = %/0 " u(e®)do. (1.10)

Demostracion. Consideremos € € (0,1), Q = {z =z + iy : e < |z| < 1}, la funcion

z
L. . - _ [z y
armonica v(z) = log|z| y el vector normal 7 = <W’ W)'



1.2. Espacio de Bergman armonico 9

Primero notemos que Vo - 77 = (%, #) . <9” “ ) = |71‘ y que Au = Av = 0.

[ T2l
Usando la identidad de Green (Proposicion ?77) como fBr(z) (uAv — vAu)dm(z) = 0
tenemos

1
0 = / (uVv -7 —vVu - 7) ds:/ (u——log|z\Vu-ﬁ) ds
09 oo \ |2

1 1
= /u—ds—/ u—ds—/ log|z|Vu-ﬁds+/ log|z|Vu - 7 ds
op 7] con || o 0D

1 1
= /u—ds——/ uds.
op  |2| € Job

La ultima igualdad se da, dado que log|z| =0 en 0D y / Vu - ds = 0. Tenemos,
o9

/mu(w)ds = é/aDu(w)dS = /am u(ew)ds.

Notemos que u(sw) converge uniformemente a u(w) cuando ¢ — 1. Tomando coor-
denadas polares y ¢ — 0,

para w € 0D

u(()):/oﬂu(ew)d&
U

El principio del valor medio para funciones armonicas motiva la definicién de la
integral de Poisson.

Definicion 1.7 (Integral de Poisson). Sea u una funcion continua en Br(0). La
integral de Poisson de u, denotada por Plul, es la funcidn definida en Br(0) por:

Plu|(z) = /83 o u(w)Pr(z,w)dw para z € Bgr(0), w € dBg(0). (1.11)

R? — |2|?

es llamado el nucleo de Poisson.
lw — z|?

Donde Pg(z,w) =

Es facil demostrar que el nicleo de Poisson Pg(z,w) es una funcién armonica con
respecto a la variable z.
Tenemos que

APlul(z) = /B o u(w)APg(z,w)dw = 0,

esto es, la integral de Poisson de una funcién continua en DD, es una funciéon armonica.
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Proposicion 1.8. Toda funcion armonica u en Bgr(0), con R < 1, zy € Br(0) y
continua en Bgr(0), se puede representar como

u(zo) :/ Pr(zp, w)u(w)dw. (1.12)
0BRr(0)
Demostracion. Para zp = Rpe®. Podemos tomar la transformacién z = T(C) =
R(R
%, la cual mapea {|w| < 1} — {|z| < R} y 0+ 2. Si tomamos & =uoT),
20

esto es u(¢) = u(z), es facil ver que @ es armoénica por la propiedad del valor medio,

u(z0) = (0) = — /0 ") dg = /0 Wu(e”)j—?d@.

"o T om

Consideremos €'® = ( = g, donde w = €, luego d¢ = iCd¢, dw = iwd®,
—Zow + 1
do d¢ w R(R — |2]?) R?* — Zyw
= dw¢ (mw+R2 " Rw—z)
(R —J=o/)w R —|zf
(—Zow + ww)(w — z)  |w — 2|’

teniendo asi el nucleo de Poisson. Notemos que con esta transformaciéon tenemos otra
representacion del nicleo de Poisson en términos de z y 6

1 R*—|z)?
Fr(2,0) = 2 R? et — z|?°

De donde que podemos ver

' 1 2 RQ . R2
. 0o\ __ 0
U(Z()) = U(R06 0) = omR? /0 |R2€i0 _ RoeiG()|2

1 21 R2 . ’Zo|2 ‘
= — 2 _w(Re?)do
27TR2/0 | Rei? — zo|2u< ¢)

u(Re™)do

— /0 ! Pr(z,0)u(0)d = Plu)(z),

A partir de este resultado podemos dar el siguiente criterio de convergencia.
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Proposicion 1.9. Sea (u,) una sucesion de funciones armdnicas en D, que converge
uniformemente en cada subconjunto compacto de D a una funcion u, entonces u es
armonica en .

Demostracion. Sean z, € D, 19 > 0y Dy = B,,(20) con Dy C D, es suficiente
probar que u es armonica en Dy. Por (?77) cada u, tiene la representacion

un(2) = /BD Up(w)P(z,w)du(w), (1.13)

para cada z € Dy y cada n € N. Ahora tomando limites cuando n — oo en ambos
lados de la ecuacion (?7?) tenemos que

u@)=:émzdwﬂ%&UOmww%

por lo que u es armonica en Dy. ]

Denotemos por b*(D) al conjunto de funciones armoénicas en D tales que

wmz(éwwwwyﬂ<m

Necesitaremos una equivalencia de la propiedad del valor medio, esta vez para la
cualquier bola, teniendo.

Proposiciéon 1.10. Sea u una funcion armonica en D, para r < 1 y z € D, con

B,(z) C D se tiene
: /
u(z) = = u(w)dpy,
)= [ )
para w € B,(2).

Para mas detalles ver el libro Function Theory in the Unit Ball of C™ |?].
La siguiente proposiciéon nos muestra que para cada z € D, el funcional lineal u —
u(z) es continuo en b*(D).

Proposicién 1.11. Dado z € D, existe una constante C' tal que |u(z)| < C||lul|2 para
cada u € b*(D).

Demostracion. Sea r = 1 — |z|, aplicando la propiedad del valor medio para u en
B,.(z), tenemos

wwz—éuwmws— uw)x, ) ().

2 Br(2)
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Por la desigualdad de Holder

1
u(z)] < = [u(w)XB,(z)(w)|dp
7 JB.(2)
1 1/2 1/2 1
< S([ werad) ([ a) <l
r Br(2) Br(2) r

Teniendo en cuenta el criterio de convergencia dado en la Proposicion 7?7 podemos
formular el siguiente teorema.

Teorema 1.12. El espacio b*(D) es un subespacio cerrado de L?(D).

Demostracion. Supongamos que (u,) es una sucesion de funciones armonicas que
convergen a una funcion u en L?*(D). Sea K un conjunto compacto de D, al ser
compacto, existe R > 0 tal que K C Bg(0), tomando C = % y por la Proposiciéon
27

|tn(2) = um(2)| < Cklltn — |2 (1.14)

para todo z € K y n,m € N. Como (u,) es una sucesion de Cauchy en bv*(D),
la desigualdad (??7) muestra que (u,) es una sucesion de Cauchy en C(K), por lo
que converge uniformemente en K. Por otro lado sabemos que si (u,) converge
uniformemente en compactos de ID a una funcion v, ésta tiene que ser armoénica en .
Ahora bien como, (u,) converge a u en L?(ID), alguna subsucesion de (u,) converge
puntualmente a u en c.t.p. de D.

Por lo que u = v en c.t.p., esto nos dice que u € b*(D). O

1.3 Preliminares de la Bola unitaria en C"

Para n > 1, cualquier z € C", lo escribimos como z = (z1,...,2,). Tenemos el pro-
ducto interno y la norma de C", definidos como (z, w) = 2-W = 2;W1+. . .+2,Wy, |2| =
V0212 + ...+ |22]?, para cualesquiera z, w € C".

Sea B"™ la bola unitaria que consiste en puntos z € C" tales que |z| < 1. Sea dV
la medida de Lebesgue de volumen normalizada en B" y do la medida de superficie
normalizada en OB".
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Para cualquier multi-indice o = (o, ..., a,) € N* y cualquier z = (21,..., 2,) € B",
escribimos

la] = o +... 4y,

al = aglag!. .. ay!,

2% = 2257 ..z,
Para cualesquiera dos multi-indices a = (o, ..., ), 5= (b1,...0n) € N, usamos

la notacién o = S sia; > f§;, paratodoiy a L fsi a1 +asfo+...+a,B, =0. Si
a = B, a—f se denota por (a1 — [, ..., a,—fF,) observe que a = 3, |a— | = |a|—| 5|

Veamos a continuacion propiedades y relaciones de las medidas de volumen y de
superficie en la bola unitaria.

Proposicién 1.13. Las medidas o y V estdn relacionadas por

. f(z)dV(z) = Qn/o p2nl f(r¢)do(¢)dr. (1.15)

BB n

Demostracion. Un punto z € C", se puede escribir como z = r - (, donde r =
lz| vy ¢ = |iz‘ Teniendo en cuenta que la medida de Lebesgue normalizada dV =
cdx dy, - - - dx,dy,, con c la constante de normalizacion, se escribe en coordenadas

polares como dV = 2nr?"~ldrdo((), tenemos

F(2)AV(2) = 2n /O [ pgards o)

Bn
O
Vamos a utilizar la identidad
1 2 )
f(z)do(z) = / dV(z')—/ f(2,€e2,)do. (1.16)
aBn Bn—l 27T 0

Tomando z = (2, z,), 2 € C" ! y 2, € C, tenemos que

f(z)do(z) = [ zn)do(2).
aBn OB
Al ser o invariante ante transformaciones unitarias de C"

f2)do(z) = | f(2,e"z)do(2),

oBn oBn
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para toda 0 < 6 < 27. Integramos con respecto a 6 € [0, 27]

1 2

= nN— i
- f(z)da(z)—/aw do(2) 5 i F(2',€2,)do.

Notemos que [, do(z') es independiente de z, dado que |z,|* = 1 — |2/?, entonces

podemos tomar la proyeccion ortogonal P de C" sobre C y tenemos
foPdo= fdV,_4.
oB™ Bn—1

Obteniendo asi la identidad deseada.

Las siguientes dos proposiciones nos muestran integrales sobre la bola y la esfera que
estaremos utilizando en secciones posteriores.

Proposicion 1.14. Si « y 5 son multi-indices y o # 3, entonces

/ 2ZPdo = 0.
OB

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que «,, # (3,. Usando (?7?)
con ' = (21,...,2,-1), con f(z) = 2°Z°, tenemos

1 27 ) -
/ 27 do —/ anl(z’)—/ (z’,e’ezn)a(z’,ewzn)ﬂdﬁ
oB™ Bn—1 27T 0
1 .
= / (2, 20) (2, zn)an_1(Z’)Q—e’(“"_ﬂ”)edé’ = 0.
Bn—1

™

Proposicion 1.15. Para todo multi-indice o,

N _ (n—=1lk!
fo P = G 10

la!
2024V — nla!

- —(n+ )l (1.18)

Demostracion. Para probar (?7) usaremos la integral

[:/ 1222~ dma,,
n
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donde dmy, es la medida usual de Lebesgue en R?".

. R P P ..
Notemos que el integrando es H |zj|*% e %%, Por el Teorema de Fubini, tenemos
j=1

n
L 2
I:H/ A2 e dmy = 7l
j=1"C

Escribiendo I en coordenadas polares

(0.9]
_ _ 2
"ol :chn/ pAal+2n=to=r dr/ ¢ do.
0 oBn

Entonces

o2 rel!
do = )
/aBn <] (n— 1+ |a])ne,

n

s
Tomando a = 0, tenemos ¢, = —. FEsto prueba (??). Aplicando otro cambio de
n

coordenadas polares a (??) obtenemos (??). O

1.3.1 Transformada de Mellin

La transformada de Mellin » de una funcion ¢ € L'([0,1],7dr) esta definida por

@(z):/o o(r)r*dr, (1.19)

donde z € {z : Re(z) > 2}. La transformada de Mellin es una funcién analitica y
acotada.

Veamos un teorema de variable compleja que nos sera ttil al emplear la transformada
de Mellin en calculos para operadores de Toeplitz.

Teorema 1.16. Suponga que f es una funcion analitica y acotada en {z : Re(z) > 0},
que se anula en los puntos zq, 2o, . . ., donde

o inf{|z,|} >0y

® > .- Re <Z%> = 0.

Entonces f se anula idénticamente en {z : Re(z) > 0}.
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Demostracion. Para z € {z : Re(z) > 0} tomemos t(z) = Zi Tenemos entonces
que
Re(z) 4

1—|t =4 =
t(2)I* \2—1\2 |14 2712

Re(1/2).

Tomando § = inf{|z,|}, para |z| > ¢, tenemos que |1+ 27172 > (14+671)72, entonces

Z|fi(zﬁ2 1+5 ZRe( >=oo.

La condicion de Blaschke para {z : Re(z) > 0}, nos dice que ) ﬁi;n‘% < 00 siy solo
si 21, 22, . . . son divisores de una funcién f # 0 analitica y acotada en {z : Re(z) > 0}.
Por lo que f debe de ser idénticamente cero en {z : Re(z) > 0}. O

Nota 1. Estaremos usando el Teorema 77 para mostrar que si p € L'([0,1],rdr) y
si existe una sucesion (ng)r>0 C N tal que p(ng) =0 y >, é = 00, entonces
P(z) =0, para todo z € {z : Re(z) > 2} y por ende, p = 0.

Si f y g estan definidas en [0, 1), su convolucion de Mellin es definida como la funcion

o)) = [ £(5)a0F 0<r<i (1.20)
Teorema 1.17. Si f,g € L'([0,1),rdr), entonces
Frarg(z) = F)3(). (1.21)

Demostracion. Aplicando la transformada de Mellin a f %), g tenemos

Ferae) = [wnaora= [ ([ (5) a0 )rar
= /OI/Otf(g - ldrg()it

La tltima igualdad se obtiene de intercambiar las integrales. Haciendo el cambio de
variable v = %, dz = dt—r, obtenemos

/Ol/oth B ldWUCff = /Ol/olf(x)(xt)z—ldxg(t)dt

- /O 1 f@)z* N da /0 1g(t)t'z*ldzﬁzJ?(Z)§<Z>-
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~

Donde la tltima ecuacion corresponde a f(z) v g(z), respectivamente, lo cual nos
lleva al resultado deseado.
Mas atin si f y g estdn en L(]0, 1], 7dr) entonces también lo esta f *y g. O

1.4 Espacio de Bergman pluriarménico

Cuando consideramos C", n > 1, hay varios conceptos de armonicidad, todos ellos
diferentes.

Definimos el laplaciano Au de u por

Para un dominio GG en C" se tienen las siguientes tres definiciones

(i) Una funcion C?, f: G — C es armoénica si Af =0 en G.

(ii) Una funcion C?, f: G — C es separadamente armonica si

Esto es, f es armoénica en cada variable.
(iii) Una funcién de clase C?, f : G — C es pluriarmoénica si

82
sz Eﬁk

=0 Vy5k=1,...,n.

De las definiciones es claro que toda funcién pluriarmonica es separadamente ar-
monica y a su vez cada funcion separadamente armoénica es armoénica.

Por ejemplo la funcién f(z1, z2) = 21Z3 es una funcién armonica en cada variable, es
decir, separadamente armonica, sin embargo no es pluriarmoénica.

Toda funcién pluriarmonica u € B", satisface Au = 0. Notemos que si f y g son fun-

ciones holomorfas, entonces % =0y g—g = 0, por lo que ambas son pluriarmdnicas.
. ., k 2k

En particular f 4+ g también lo es.
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Teorema 1.18. Una funcion u en B"™ es pluriarmodnica si y solo st admite una de-
scomposicion de la forma u = f 4+ g, donde [ y g son funciones analiticas en B".

n
. 0 [ ou
Demostracion. Dado que u es armonica, entonces E — (—) = 0, por lo que

sz 8zk
=1
u e . » ou
— es analitica para toda k. Consideremos f analitica, tal que —— , para
2k sz 8Zk
k=1,...,n, de esta forma tomando v : [0,1] — G una curva suave de 0 a z; € G,

entonces f =z fv dz y tomemos g = u — f, observemos que

09 _ou _OF _(Bu\_(OF\_ (PN _ (D) _,
8§k N 8§k E)Ek n 8zk 8Zk 8zk sz o
para toda k, por lo que g es analitica, por lo tantou — f =g, u= f+7, donde [y
g son analiticas. U

El siguiente teorema nos da una caracterizacion muy interesante de las funciones
pluriarménicas. Una funcion es pluriarmonica si es armoénica en cada plano que pase
por el dominio. Esta caracteristica fue estudiada por Forelli en 1977 |?|.

Teorema 1.19 (Teorema de Forelli). Sea B" C C" la bola unitaria y u € C(B").
Suponga que para cada b € OB" la funcion u, : ¢ — u((-b) es armonica en D, el disco
unitario, y ademds u € C* en una vecindad del origen. Entonces u es pluriarmonica
en B".

Demostracion. Para cada z € B si p € Cy |p| < ﬁ, por hipotesis p +— u(pz)
es armonica, dado que zpu € D, entonces, para cada z € B", existe una sucesion de
coeficientes fi(z) tal que

o0

ZF_k O+ co2) + Y Fi(z)uh. (1.22)

La serie converge absolutamente, en particular
Z |Fi(2)] < 00, z€B™ (1.23)
k=—00

Definamos

z) = iFk(z), z € B". (1.24)
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Entonces tenemos
u(z) = u(0) + f(2) + f(2), z€B" (1.25)

De (?7), para A € D, tenemos

iFk(x\z) fAuz) = ZF’“ IAE L
k=1

Luego, para z € B", |A\[ <1, k=1,2,3,...

F(\z) = N Ey(2). (1.26)
Otra consecuencia de (77) es
1 27 »
Fi(z) = — u(e?2)e= ™ dg. (1.27)
2 Jo

Ahora, fijemos k > 0, por hipotesis u € CF, por lo que F;, € C*, en particular Fj, es
acotada, entonces (?") implica que Fj(z) = O(]z|*) cuando z — 0. La expansion en
serie de Taylor de F}, tiene la forma

= 3 Pl + M), (1.28)

r+s=k

donde P, ;(2) es un polinomio de grado 7 en la variable z y grado s en las variable Z
v v(z) = 0, cuando z — 0. Si combinamos (??) y (??), para A > 0 vemos que

> NNPL(2) + My (A2) = Y0 NP (2) + Mzlf(2). (1.29)
r+s=k r+s=k

Dado que las sumas son iguales, 7(Az) = v(z). Haciendo A — 0, podemos ver que
v = 0. Ahora dado que las sumas son iguales para A € D, entonces P, 5(z) = 0 salvo
cuando r = k, s = 0. Esto muestra que Fj es un polinomio homogéneo de grado k.

De (?7), (?77?) tenemos que f es una funcion holomorfa en D. Por (?7) se tiene que u
es pluriarmonica. O

Nota 2. Si u es pluriarmonica, cumple Au = 0, si tomamos b € OB™, ( € D y uy,
como en el teorema, entonces por la regla de la cadena uy, es armonica en D.
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En la bola unitaria B" de C" tenemos el operador de Laplace-Beltrami A, definido
por

Au=(1-|z] —4 Z 222]82 8z
i0%j

2,7=1

donde [z|* = |21 + ... + |za]%
Toda funcion plurlarm()nica u en B", satisface Au = Au = 0. El siguiente teorema
nos muestra que el reciproco también es cierto.

Teorema 1.20. Si u es una funcion en B" que satisface Au =0 y Au = 0, entonces
u es pluritarmonica.

Demostracion. Si Au= Au = 0, entonces de Ay = 0, tenemos que

=4 Z 2% 3218,2] = 0. (1.30)

7,7=1

Sea b€ OB", p €Dy z=bu, u, € C3(B"). Por regla de la cadena tenemos
(92] 0 0z; "0
E oy b)) =L = § —ulbw)b.

donde b; = %—'z y da’jj = 0. Aplicando ahora la parcial con respecto a [, tenemos
a (0 82
o b — j
op (3uu( u)) ( )
2,
( ) ) i 9 u(bp) a,uzﬂ

0z,

ﬁi
n@
ﬁi
ﬁ@

B 823 02 Dz | 0z
B Z[ — 21823 8,u +8zlazju(bu)%] Em

7j=1

— Zb”ala bi).

7,l=1

Con b, = (%) y %—Zﬁj = 0. Entonces podemos ver que

2

M

Au(z) = u(bp) = 0. (1.31)
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Esto es u;, es armonica, del Teorema 7?7, Teorema de Forelli, tenemos que u es pluri-
armonica. O

Toda funcién pluriarmoénica cumple con la propiedad del valor medio.

Proposicion 1.21. Si u es pluriarménica en B,.(a) y continua en B,.(a), entonces

u(a) = /a&(a) u(a + r¢)do(C).

O bien
1

u(a) = —V(Br(a) /BT(Q) u(z)dV.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que B,.(a) = B™. Fije-
mos € € (0,1). Aplicando la identidad de Green

/ (uAv — uAu) dV = / (uVv-n —vVu-n)do,
Q o0

con Q={z€C":e<|z|] <1} ywv(z) =]|z/*" para tener

0 = / (uV\z|2"-n—\z|2"Vu~n)da:|2—n]/ uda—/ |2>""Vu - ndo
o0 B o0

= [2—n] [/ uda—€1"/ uda] —/ Vu-nd0+€2n/ Vu - ndo.
oBn e0Bn oB" e0Bn

Por otro lado, de la identidad de Green sabemos que Vu - ndo = 0, entonces los

o0
ultimos términos de la ecuaciéon son cero, teniendo asi

/ udazsln/ uda:/ u(eC)do.
oB™ OB OB

Haciendo € — 0 y usando la continuidad de u obtenemos

/ udo = u(0).
oBn

De la ecuacion (??7) podemos pasar a la bola y obtener asi

g

Tenemos ahora un criterio de convergencia en sucesiones de funciones pluriarmoénicas.
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Proposicién 1.22. Sea (u,) una sucesion de funciones pluriarmdnicas en B™ y con-
tinuas en B", que converge uniformemente en conjuntos compactos de B"™ a una
funcion u, entonces u es pluriarmdnica.

Demostracion. Para cada b € 0B" tomemos G, = {b-( : ( € D}, entonces cada
subconjunto compacto de G} es subconjunto compacto de B™, por lo que u,, converge
uniformemente, entonces u,, — u en Gy, tomando u ,,, para cada u,, convergen a una
funciéon armonica v, en Gp,. Ahora, dado que tenemos convergencia puntual v, = up
c.t.p. por lo que para cada b € IB" u,, es armonica, por el Teorema de Forelli tenemos
que u es pluriarmoénica. O

Denotemos por b?(B") al espacio de Bergman pluriarmoénico, el cual es un sub-espacio
de L?(B",dV) que consiste de las funciones pluriarmonicas en B".

La siguiente proposicion nos ayudara a ver que los funcionales evaluaciéon son acotados
en el espacio b*(B").

Proposicion 1.23. Dado z € B", existe una constante C' tal que |u(z)| < Cllul|2
para cada u € b*(B").

Demostracion. Sea r = 1 — |z|, sabemos que para u en B,.(z), se cumple

1 1
o) = [ i< g [ el (132
" JB.(2) " JB.(2)
Por la desigualdad de Hélder obtenemos
1
u(z)] < =3 [w(w)x s, () (w)]|dp
" JB.(2)
1 1/2 2 4
< — u(z) 2du) (/ du) = —||ul|2.
S e » Ll
1
Tomando €' = — tenemos el resultado deseado. U
r

Teorema 1.24. El espacio b*(B™) es un subespacio cerrado de L*(B").

Demostracion. Supongamos que (u,) es una sucesion de funciones pluriarmonicas
que convergen a una funcion v en L?(B"). Sea K un conjunto compacto de B",

entonces existe una bola tal que K C Bg(0), tomando Cx = 75

|un(2) = um(2)] < Cillun = w2 (1.33)
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para todo z € K y n,m € N. Como (u,) es una sucesion de Cauchy en b?(B"),
la desigualdad (??) muestra que (u,) es una sucesion de Cauchy en C(K), por lo
que converge uniformemente en K. Por otro lado sabemos que si (u,) converge
uniformemente en compactos de B"” a una funcion v, ésta tiene que ser pluriarmonica
en B". Ahora bien, como (u,) converge a u en L*(B"), alguna subsucesion de (u,)
converge puntualmente a u en c.t.p. de B"; por lo que u = v en c.t.p., esto nos dice
que u € b*(B"). O

El espacio de Bergman A?(B") es el subespacio cerrado de L*(B",dV), que consiste
de todas las funciones analiticas en L*(B",dV). Sea P la proyecciéon ortogonal de
L*(B",dV) sobre A%(B"), entonces P se puede expresar como

(PG = (K = | Flw)—qv.

(1 _ Z@)n+1 ’

donde K, = es el nucleo reproductor de Bergman.

(1 _ Z@)nJrl
Si u € L*(B"), entonces tanto f como g de la descomposicion de u estan en A%(B").

Esto nos dice que b?(B") = A%*(B") + A2(B").

1.4.1 Nicleo y proyeccién ortogonal

Para cada z € B", la aplicacion ¢, : u — u(z) es un funcional lineal acotado, esto por
la Proposicion 77, en el espacio de Hilbert b?(B"). Del Teorema de Representacion
de Riesz existe una tunica funcion R, € b*(B") tal que ¢.(u) = (u, R.), esto es

u(z) = [go uw(w)R.(w)dV (w) para cada u € b*(B"). La funcion R.(w) se llama ni-
cleo reproductor pluriarménico de B”.

Dado que podemos dar una base ortogonal para b*(B"), podemos hallar una expresion
explicita de el nicleo reproductor pluriarmonico.

Teorema 1.25. FEl nicleo reproductor pluritarmdnico estd dado por

R.(w) = SR S (1.34)

(1 _ zw)n-i-l (1 _ mz)n-i-l

Demostracion. Notemos que {ea(z) =4/ %z”} U {%(z) = m:,—;,”'z_"}
a>0 a>1

es una base ortonormal del espacio b*(B"). Entonces

R.(w) =Y (R ea)ea(w) + Y (R e)ea(w).

a>0 a>1
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Notemos que para a > 0

Revea) = (/SO0 [ (pegay — (0 e TRy,
nla! B nla!

De la misma forma (R,,¢,) = % z*. Entonces tenemos
_ (n+ Ial o (n+ Ial
R.(w) = 2 o (Zw)* + Z I 2w)"
a>0
1 1
= + — 1.

(1 _ Ew)n-‘rl (1 _ Z@)n—l—l

[J Esto es, el ntcleo de Bergman pluriarménico R, se puede escribir en términos

del nticleo de Bergman analitico K. (w) y su conjugado K. (w),
R.=K,+K,—1. (1.35)

Dado que b*(B") es un subespacio cerrado de L?(B"), existe una tnica proyeccion
ortogonal de L*(B") sobre b*(B").

Definimos la proyeccion pluriarménica @ para f € L?(B™) como
Q(f)(z) = f( )R.(w)dV, ze€B" (1.36)

Teorema 1.26. La proyeccion plurzarmomca Q) tiene la representacion

Q(f)(z) = P(f)(2) + P(f)(z) = P(f)(0), (1.37)
donde P es la proyeccion ortogonal de L*(B™) sobe A%(B").

Demostracion. De la ecuacion (?7) tenemos

QUG = [ flw)

g

Usaremos esta representacion de la proyeccion al analizar los operadores de Toeplitz
y sus propiedades en las secciones subsecuentes.
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Capitulo 2

Operadores de Toeplitz con simbolo
radial

En este capitulo estudiaremos operadores de Toeplitz con simbolos radiales para
los espacios de Bergman. Primero lo haremos en el disco y en la tdltima seccion
generalizaremos para el espacio de Bergman pluriarmonico en la bola unitaria.

Para una funcion a € L*°(D), definimos el operador de Toeplitz con simbolo a,
T, : A*(D) — A*(D), por la relacion T,(u) = Bp(au), donde By es la proyeccion de
Bergman.

Algunas propiedades de los operadores de Toeplitz son

Teorema 2.1. Sean ¢, € L®(D) y o, f € C, entonces

1| T) < l¢lloo
2. Togrpy = Ty + BTy,

3. Ty =15
Consideraremos funciones radiales, es decir que s6lo dependen del radio f(z) = f(|z]),
para los espacios de Bergman analitico, armoénico y por ultimo para el espacio de
Bergman pluriarmoénico. En todos los caso veremos que los operadores de Toeplitz
con este tipo de simbolo son diagonales, una propiedad tnica de estos operadores.

2.1 Actuando en el espacio de Bergman analitico

Las Secciones 2.1 y 2.2 se basan en resultados del libro Conmmutative Algebras of
Toeplitz Operators on the Bergman Space de N. Vasilevski [?].
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El espacio A?(ID) se puede describir como el subespacio cerrado de L?(ID), que consiste
de las funciones que satisfacen la ecuacion

0 1/0 .0
2i-5(m+ig)i-

En coordenadas polares L*(ID) se descompone como
L*(D,dp) = L*([0,1) x [0,27),rdrdd) = L*([0,1),rdr) ® L*([0,27), df)
= L*([0,1),rdr) ® L* ((’3]1]), d—f) :
i

donde % = |dt| = da es el elemento de longitud en 0D. En coordenadas polares

ﬁ_cosa—i-isena 24_33 _E ﬁ_fg
0z 2 or roa) 2\or rot)’

Introducimos el operador unitario

Uy=1®F:L*[0,1),rdr) ® L* <8JD), d—f) — L*([0,1), rdr) ® L(Z).
i

Donde F es la transformada de Fourier discreta F : L?(0D) — l(Z), dada por

1 ot
f:fr—>{cn}=\/—2_7r 8]D)f(t)t e

y su inversa
1
F1t:{e, _ = — E cnt™.
{ }nEZ f \/% —

Denotemos por by = k(Z).
El operador a% se transforma unitariamente en el operador (I ® F)% (
F~1) Calculemos

toR (5 t5)TeFHam} = ey (f-10) =T e

()
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Esto es

toRg (5 - ty) e FHamt = {3 (5 - ") en]}

De aqui vemos que la imagen del espacio de Bergman A? = U;(A%*(D)), es el sube-
spacio de L%([0,1),rdr) ® ly que consiste de las sucesiones {c,(7)},cz que satisfacen

1/0 n

La solucion general de cada una de estas ecuaciones, es ¢,(r) = ¢, ", con c,r" =
V2(|n| + 1)e,r™. Es necesario tener en cuenta que cada c,(r) € L*([0,1],7dr), lo
cual implica que ¢,(r) = 0 para n < 0. Esto es

e (r) = {\/2(n+ Depr™ st ne Zy = NU{0},

0 st NE€L-=1L—7Ly.
Més atn, tenemos [|[{c,(r)}H| = (3 |eal)™? = [lcnlli,-

Ahora para cada n € Z,, introducimos el operador unitario
u, : L*([0,1),rdr) — L*([0, 1), rdr),

definido por la relacién

1 __n_ 1
(wnf)(r) = g7 (471
con inversa u, ' : L*([0,1),rdr) — L?([0, 1), rdr), dada por

(u, F)(r) = Vn+ 1" f(r" ),

notemos que u,, ' = . Por iltimo definimos el operador unitario Uy : L([0, 1), rdr)®
lo — L*([0,1),rdr) ® ly, dado por

Uz : {en(r)} = {(upmien) (1)}

De esta forma A3 = U,(.A?), coincide con el espacio de sucesiones {d,,(r)}nez, donde
dn (1) = un(\/2(n + 1)) = V2¢,, paran € Z, y d,(r) = 0 paran € Z_.

Sea ly(r) = v/2, entonces tenemos lo(r) € L*([0,1),rdr) y ||llo(r)|| = 1. Denotamos
por Lg al subespacio generado por [y(r).
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Ahora, la proyeccion Py de L%([0, 1), rdr) sobre Ly tiene la forma
1

(Pof)(r) =< f,lo > lo(r) = \/5/ F(r)V2rdt.
0

Sea [5 (I;), el subespacio de I, de sucesiones {c,} tales que ¢, =0 VYn € Z_, y I, el

subespacio de I, de sucesiones {c,} tales que ¢, =0 Vn € Z,, entonces lo = I ® 5
+ — ., + —

y pT(p7), la proyeccion ortogonal de Iy sobre {3 (15).

Introduzcamos la sucesion x, = {x+(n)} € lo, donde x,(n) = 1 paran € Z, y
X+(n) =0 paran € Z_; entonces pt = y, I.

Ahora consideremos A2 = Ly ® 15 y la proyeccion ortogonal By de L2([0,1), rdr) ® Iy
sobre A?, la cual tene la forma By = Py @ p™.

De lo cual obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.2. El operador unitario V. = UsUy, es un isomorfismo isométrico del
espacio L*(D) en L*([0,1),rdr) ® ly, bajo el cual A*(D) es mapeado a Lo ® I3 y Bp
es unitariamente equivalente a la proyeccion Py @ p™.

Introduzcamos el encaje isométrico Ry : I — L*([0,1],rdr) ® Iy, dado por

Ry : {ea} = lo(r){x+(n)cat, (2.1)

con el cual extendemos la sucesion {cn}nez+ a un elemento de [,, tomando como
¢, = 0 para los indices negativos n < 0. La imagen de Ry coincide con el espacio A3.
El operador adjunto R : L([0,1),rdr) ® ly — I3 esta dado por

Ry {cn(r)nez { /O 1 cn(r)\/ﬁrdr}nez+ . (2.2)

Ahora consideremos el operador R = RiU que mapea el espacio L*(D) a I, donde
la restriccion

Rlap) : A(D) — I,
es un isomorfismo isométrico. El operador adjunto
R*=U*Ry : I — A*(D) C L*(D),

es un isomorfismo isométrico de [§ al subespacio A%*(D). Hagamos el calculo

UiUs Ro{cntnen, = UTU;{ﬁCn}n€Z+ =U; ({ V2(n+ 1cn7’n} €z )
= \/% Z V2(n+1)e,(rt)" = \/% Z V2(n+ 1), 2",

neEly nel4
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Vemos que el operador R* esta dado por

R*: {en} \/LQ_WZ V20 + Dens™ (2.3)

Tomando adjuntos tenemos R = R;U,U,. El operador R : A%(D) — I3 est4 definido

por
_ V2(n+1) "

De aqui, la restriccion R|42(p) al espacio A%(ID) es un isomorfismo isométrico.

Calculemos

RR*{c,} = R <\/% Z V2(m + l)cmzm>
= {—\’2(;:_1)/@ <Z \/mcmzm> E”du(z)}
- {5 [ X vam T Donen vET D7 ()}

- {wc /D |z|2"du(2)} = {ea}.

Tenemos que RR* = I en I3, es facil ver que R*R = By : L*(D) — A*(D).
Veamos como acttian los operadores de Toeplitz T, bajo la composicion UsUs.

Teorema 2.3. Sea a una funcion radial. Entonces el operador de Toeplitz T, ac-
tuando en A*(D) es unitariamente equivalente al operador de multiplicacién v,I ac-
tuando en IS . La sucesion v, = {V.(n)}, estd dada por

Ya(n) = /0 o(rTT ) dr = (n 4+ 1) /0 a(y/r)rdr, n € .. (2.5)

Demostracion. El operador T, es unitariamente equivalente al operador RT, R*, con
R definido como en (?7) y R* definido en (?7?), entonces

RT,R* = RBpaBpR* = R(R*R)a(R*R)R*
= (RR*)RaR*(RR*) = RaR*
= RU(I® F)a(r)(I @ FHU;'R,
= RU{a(rUs 'Ry = R {a Q«T) } Ro.
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Ahora

o)} et -

donde

1 1
/ a(r"“)%n”d?"} = {7a(n) - Cn}nez,
0

neEZy

Ya(n) = /01 a (7“”%1> rdr = /01 a <rm> dr.

g

Este ultimo resultado nos dice que el operador de Toeplitz con simbolo radial T, es
un operador diagonal.

Definicion 2.4. Definamos la radializacion de una funcion f € L*(D) por

rad(f =5 / f(e

Es claro que una funcion ¢ es radial si y solo si rad(p) = . Esto nos permite mostrar
lo siguiente.

Proposicion 2.5. Sea ¢ € L'(D). Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes

1. Par todo k > 0 existe A\, € C tal que Tsp(zk) = \i2".

2. ¢ es radial.

Demostracion.

(oo™ ™) = / / T ()t
oy

1 2m . {T n ,m —
_ = (/ el(mn)tdt> <T@Zn7 Zm> _ < pR R > m=n,
2 \Jo 0 m # n.

Esto es Thqa(s) = T, si y solo si (1) se satisface y, Thqa(p) = T, si y s6lo si rad(yp) = .
[1 Dado que el producto de operadores de Toeplitz no es necesariamente un operador

de Toeplitz, el siguiente teorema nos dice que si el producto de dos operadores de
Toeplitz es de Toeplitz entonces el simbolo de este tltimo debe de ser radial.



2.2. Actuando en el espacio de Bergman armonico 31

Lema 2.6. Sean 1 y @2 dos funciones radiales tales que T, y T,, son acotados. Si
T, T,, =Ty, entonces ¥ es una funcion radial y Ty, es acotada.

Demostracion. Dado que T}, y T, son operadores diagonales, el operador T}, T}, (z*)
es diagonal. De la Proposicion 7?7 vemos que 1 es radial. (l

2.2 Actuando en el espacio de Bergman armoénico

Denotemos por @ a la proyeccion de L?(ID) sobre b*(D). Para una funcion a € L= (D),
el operador de Toeplitz T, : b*(D) — b*(D), se define como

A~

T.(f) = Qaf),

denotaremos por fa al operador de Toeplitz actuando en el espacio de Bergman pluri-
harmonico, para diferenciarlo del operador de Toeplitz actuando en el espacio ded
Bergan analitico.

El espacio de Bergman armonico se puede representar como la suma directa 0*(D) =

2A2(D) & AX(D).
Consideremos el operador unitario U : A2(D) — A2(D) dado por
U(f)(z) = [(3). (2.6)

Tomemos ahora el operador U : b%(D) = zA%(D) & A2(D) — 2A%(D) & A2(D), dado
de forma matricial como:

I 0

0 U/

Teorema 2.7. El operador de Toeplitz fa actuando en b*(D) es unitariamente equiv-
alente al operador UT,U* actuando en zA*(D) & A*(D). Este ltimo operador tiene
la forma matricial

~~~ (T,—(1®a) T,—(1®a")
UT,U* = ( I T : (2.7)

donde a(z) = a(z), a*(z) =a(z) y Tuf = Bp(aUF).

Demostracién. Para f, g € L*(D) seaf ® g el operador definido por (f ® g)h =
{(g,h) f para todo h € L*(D). Entonces Q = Bp — (1® 1) + Bp.
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Si f, € 2A%(D), por definicién de T, tenemos

T.fi = Bulafr) = Bu(af1)(0) + Bo(af)
= T.fi—(1®a)fi +UBpU(afi)
= Tu(f1) — (1 ®a)fi + UBp(alU f1)
= [T, - (1®a)fi +UTufr.

Donde la segunda igualdad la obtenemos de Bp(af;)(0) = (af1,1) = (f1,a) = (1 ®
@) f1 y la ecuacion (?7). El primer término de la dltima igualdad pertenece a z.A42(D)

y el segundo a A*(D).
Similarmente, si fy € A%(D), tenemos

T.Uf, = ByplaUfs) — (1 ®@@)Ufy + Bp(aUf»)

(
= [, — (1®a")] fo + UBpU(aU f5)
= [[o— (1®a")] fo + UBp(aU?fy)
= [To—(1®a")] fo+UT,fs.

El primer término de la dltima igualdad pertenece a z.A%(D) y el segundo a A%(D).
Entonces para (fi, f2)7 € 2A%(D) & A%*(D), del calculo anterior tenemos

e (Y _ omes A s (Ta—-(1@a)] fi+[Ta— (1®a%)] f2
Ul.U (fg) = U “(Ufg) _U( UTafi + UT /o )

([Ta —(I®a)] fi+[l—(1®a")] f2)
Lafi + T4 fo '

Obteniendo asi (77). O

Por otro lado la imagen de 2.42(D), bajo el operador R definido en (?7?), es un sube-
spacio 13, de I3, que consiste de las sucesiones de la forma {0, c1, ¢, .. .}.

Denotemos por R a la restriccion de R al espacio 2A?(D), dado por f(z2) — {0,co,c1, ...},

donde
- V2D [ oz,

Cn para z € 2.

La restriccion R*|z;0: esta dada por

1
{O,Cl, Ca, . . } — \/ﬁ Z \/ 2(n -+ 2)6n+12n+1'

Entonces obtenemos el siguiente teorema.



2.2. Actuando en el espacio de Bergman armonico 33

Teorema 2.8. Para una funcion radial a, el operador de Toeplitz fa es unitariamente
equivalente al operador multiplicacion

Yo O
(0 %) "
donde Yo = {0,74(1),7a(2), ...}, actuando en I3, @15 .

Demostracion. Tenemos que

B0 ) (2

(E(Ta _(1®a)R* R, —(1® a*)R*> |

RI'.R* RT,R*

Consideremos ahora cada término. Del Teorema 7?7 tenemos que RT,R* = v,1, el
operador 1 ® a es transformado en

R(l®a)R{c,} = R(l®a) (\/LQ_TF Z V2(n + 1)cnz")
- & (= (X vamF e )
= {—V%;:—l) /D <Z V2(n + 1)e,2", a(z)>§md,u}

1
= {200/ a(r)rdr,0,0,...}.
0

R(T, — (1®a)) R{0,c1,c2,...} = {0,7a(1), 7(2), .. .}.

Analicemos ahora el término R (I, — (1 ® a*)) R*. Viendo solo BRI, R*, tenemos

Entonces

RU,R* = RBpaUR* = RR* RaUR*.

Veamos ahora

RaUR*{¢,} = RaU (% > V2 + l)cnz">
1 =n
= R (E Z V2(n+1)c,z a(r))
V2(m +1) V2(n+1) —em
{ Jon Z Jon /Da(r)z z du}.
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Haciendo el calculo de la integral

/a(r)?”?md,u _ {27? [ a(ryrdr, sim = —n,
D

0, de otro modo.

Entonces I'yR* = W r)rdr, lo cual implica

,-(1®a)R \/ﬁ rdr—\/_/ r)rdr = 0.

Por lo que R (I'y — (1 ®a)) R* = 0. De la misma forma podemos probar que R[, R* =
0.
Teniendo entonces

(E(Ta—ﬂ@a))ﬁ* Era—u@a*)R*) _ (% 0), (2.8)

RT, R* RT,R* 0 e

2.3 Actuando en el espacio de Bergman pluriarménico

Para una funcion ¢ € L*(D), definimos el operador de Toeplitz, con simbolo ¢,
T, : b*(B") — b*(B"), por la relacion T,(u) = Q(pu) donde @ es la proyeccion de
Bergman pluriarmonica, para detalles vea la seccion 2.2

En esta seccion estudiaremos operadores de Toeplitz con simbolo radial, actuando
en b*(B"). Las funciones radiales, las cuales son invariantes bajo rotaciones, se car-
acterizan a partir de transformaciones unitarias. Para ver esto recordemos primero
algunos resultados.

Definicién 2.9. FEl grupo de mapeos C-lineales que preservan el dngulo entre dos
vectores, es el grupo unitario U(n). FEste grupo estd definico como

U(n) = {g € GL.(C) : (gz, gy) Va,y € C"} = {g € GL,(C) : g"g = I,.}.
Donde g* es la matriz adjunta de g e I, es la matriz identidad n X n.

El grupo U(n) contiene mas elementos que solo las rotaciones. Para caracterizar las
rotaciones se necesita agregar una condicién mas.
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Definicion 2.10. Definamos el grupo especial unitario SU(n) como
SU(n) ={g € U(n) : detg = 1}.
Este grupo es el grupo de rotaciones de la bola unitaria.

Proposicion 2.11. El grupo especial unitario SU(n) es transitivo en la esfera 0B,
es decir, dados x,y € OB™ existe g € SU(n) tal que g(z) = y.
Demostracion. Dado x € 0B", es suficiente probar que existe g € SU(n) tal que

g(e1) = z, donde e; = (1,0,...,0). Primero probaremos que dado = € JB", existe
g € U(n) tal que ge; = z, donde {eq, e, ...,e,} es la base estandar de C".

Construyamos g de tal forma que la columna izquierda, de la representacion matricial
de g, sea x. Tomemos x y aplicando el proceso de Gram-Schmidt obtenemos una base
ortonormal {x, vy, ...,v,} para C".

La condicion g*g = I, de g nos dice que g € U(n) tal que ge; = x.

En general el determinante de g es £1. Para asegurar que det(g) = 1 reemplazamos
Un pOr —vy,, de ser necesario. Obteniendo asi que SU(n) mapea e; = (1,0,...,0) a
V1. O

En la bola unitaria toda transformacién unitaria es una rotacion.

Proposicion 2.12. Una funcion ¢ es radial si y solo si p(Uz) = ¢(2), para cualquier
transformacion unitaria U de C", es decir, UU* = U*U = 1.

Demostracion. Supongamos que ¢ es radial, para cualquier transformaciéon unitaria

U
p(Uz)
Ahora si ¢(Uz)

Tomemos z = |z| -

p(|Uz]) = p((Uz,Uz)'"?) = o({2,2)"?) = ¢(|2]) = (2).
©(z) para toda transformacion unitaria U € SU(n).

oy w= lw| - nop € B" tales que |z| = |w|. Ahora como FRAm

son de norma 1, por la Proposicion ?? existe una transformacion U € SU(n) tal que
U < Z) = . Entonces

o p(z) = 80(&'.1):@([](1&-%))

g

Veamos una relacion interesante que guarda el operador de Toeplitz con su simbolo.
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Lema 2.13. Sea ¢ € L*(B"), fp un operador de Toeplitz definido en b*(B™), entonces

A~

la funcion del simbolo ¢ — T, es uno a uno.

Demostracion. Supongamos que i, = 0, tenemos que Q[pf] = 0, para toda f €
b*(B"). En particular tomemos 2* € b*(B"). Como 2” € b*(B"), entonces

0= (pz*, 2F) = / ©(2)2°Z°dV.

Como el conjunto {z°7° : a, B son cualesquiera multi —indices} es denso en L*(B"),
tenemos que ¢ = 0. U

El siguiente lema nos muestra que todo operador de Toeplitz con simbolo radial
actuando en el espacio de Bergman pluriarménio es diagonal con respecto a la base

n+|a|)! _n n+|a|)! =n
[eigie, e

Lema 2.14. Sea ¢ una funcion radial integrable en B", tal que T\Lp es un operador
acotado, entonces para todo multi-indice o,

To(2%) = 2(n + [a))3(2n + 2]al)=7,

T

»(Z%) = 2(n+ |a])B(2n + 2|a))z~. (2.9)

Demostracion. Para cualquier multi-indice [, tenemos
(T\@zo‘,zﬁ> = (pz,2P) = / 022 dV

B
1
= o [t [ s )

{0 o # B;

(TL—Q?——'ST'&D'@(QH_{— 2|OZ|) o = B

Por otro lado de las Proposiciones

refiab y 77
<Za,2’8>:{0 O‘#ﬁ?

nla! -
mtont @= 05

Lo que implica que

(T,2%, 2°) = 2(n + |a])3(2n + 2|a|) (=2, 2°).
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Si 8 > 0, tenemos <ﬁ,z°‘,35) =0 = (22,2%). Esto muestra que (ﬁozo‘,iﬁ) = (2%, 7%),
para todo 3 = 0.
Luego

Tp(2%) = 2(n + |af)@(2n + 2|af) 2"

donde @ es la transformada de Mellin de ¢, definida en (‘?")
Por un argumento similar, obtenemos que T,(z%) = 2(n + |a|)@(2n + 2|a|)z* O

El siguiente teorema nos da una relacion entre los operadores de Toeplitz con simbolo
radial y las funciones radiales.

Teorema 2.15. Sea p € L*(B"). Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

1. Para cada multi-indice «, eriste un Ao € C que depende sélo de |a| tal que

T@(Zo‘) = )\Mza, Tw(za) = )\|a‘5a.
2. ¢ es una funcion radial.

Demostracion. Del Lema ?7 se tiene que (2) implica (1).

Para ver que (1) implica (2) usaremos el Lema ??7. Basta probar que fp = onw, para
cualquier transformaciéon unitaria U = (a; ;) de C™.

Por hipotesis 7, ( @) = Aoz Para cualquier trasformacion unitaria U de C" y z €
B", tenemos U 'z € B". Entonces tomando U™! = (ay,...,a,)" = (a;;), 1 <i,j <n

~

T:P(U_lz)a = T, [ (a1121 4+ a1nz0)™  (@pazr + - + amnzn)a"}

~ !

[m!|=a1
X Z )™ (anmzn)mz}
m”|—a1
all 1 n oS 1 n
- Z Z mu"'ﬁ(al)m"‘(an)mTw<Zm"'Zm>
[m? |o |m™|an
O[l‘ 1 n 1 n
|m!|oa |m™|an

= A (@121 4 -+ al,nzn)al e (apaz - an,nzn)a

= Ao (U12)"
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De la descomposicion de la proyeccion (??) y de la definicion de operador de Toeplitz
tenemos

Tpew(2%) = Plp(U2)2") + P [p{U2)7°] = Pl(U2)2] (0).
Calculando la proyecciéon sobre el espacio de Bergman

Pl w) = [ AUy ] U

g (1= (w, 2))" g (1= (w,U™12)

/Bn (190_(?)(52]07;;:+1dv =P [p(2)(U"2)"] (Uw).

~—

De la misma forma

P pU2)z2] = P o) T T2)7] (Uw),
Plp(U2)=](0) = P [p(=)(U"2)"] (0).

Podemos entonces deducir que

A~

Toor(*)(w) = P[p(x)U2)"] (Uw) + P [o@ T2 (Uw) = P [p(2)(U2)°] (0)

= T, (U '2)*(Uw) = \ajuw® = T,(z*)(w).

Entonces ﬁ,oU(za) = T,(2%). Con el mismo método obtenemos ﬁ,oU(za) = fp(?"),
de lo cual T,oy = T}, en b*(B™). Por el Lema 77 tenemos ¢ o U = ¢, por lo que ¢ es
una funcion radial. O

Teniendo en cuenta que el producto de dos operadores de Toeplitz no necesariamente
es un operador de Toeplitz, el siguiente corolario nos dice que si ocurre que el producto
de dos operadores de Toeplitz con simbolo radial es un operador de Toeplitz, entonces
su simbolo debe ser de una forma especifica.

Corolario 2.16. Sean @1 y 2 dos funciones radiales cuadrado integrables en B",
tales que T T son operadores acotados. Si Tme Tdn entonces 1V es una
funcion radz'al.

Demostracion. De (77) tenemos

Ty Ty, (2%) = (2n+ 20a])*Gi(2n + 2|a))@a(2n + 2la))2°
T, T,,(z%) = (2n + 2|a|)*p (2n—|—2|oz|)g02(2n+2|a|)

A~

Del Teorema ?? se sigue que ¢ es una funciéon radial. O

El siguiente teorema nos da una caracterizacion para que el producto de dos oper-
adores de Toeplitz con simbolo radial sea un operador de Toeplitz.
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Teorema 2.17. Sean o1 y pa dos funciones radiales cuadrado integrables en B",
tales que T, y T, son operadores acotados. Entonces T, T, es igual al operador de

Toeplitz Ty, si y solo si 1 es la solucion de la ecuacion

Lspr i = 1 %1 o, (2.10)
donde 1 denota la funcion constante igual a uno.

Demostracion. Para cada multi-indice o, de (?77) tenemos que

o~ o~ A~ A~ A~ ~

501T902(Za) - Tlﬂ(za)? TSO1T902 (za) - Tw<§a)7
es equivalente a

~

»(2n + 2|a)) = P1(2n + 2|al)p2(2n + 2|al).

2n + 2|o|
Fs facil (20 + 2/a]) ! ¢
s facil ver que 1(2n + 2|a|) = ————, entonces
a 2n + 2|a|’
Lxp (20 + 2|al) = @1 *a 2(2n + 2]a). (2.11)

De la Nota ??, después del Teorema 77, tenemos que (?7?), es equivalente a (?77). [J

Veamos que ocurre si el producto de operadores de Toeplitz con simbolo radial es
cero.

Teorema 2.18. Sean p; funciones radiales integrables en B", tales que f% s0n 0p-
eradores acotados, © = 1,...,N. St T, ---T,, = 0, entonces ¢; = 0, para algin
i.

Demostracion. Suponga que ﬁpl T

vy = 0, entonces para cualquier multi-indice
« tenemos

A~ ~ A~ A~

Ty, - 'TSDN(ZQ> =0 T, - Ty (z%) = 0.
Usando (??), obtenemos
P1(2n+2lal) - on(2n + 2]|a|) = 0.

Sea E; = {|a] € N: ¢;(2n + 2|a|) = 0}. Notemos que F; U ---U Ey = N, entonces

existe algin ¢ tal que E m = 00, luego por la Nota ?? ¢; = 0. O
a
|C!|€E7;

En este momento podemos identificar cuando un operador de Toeplitz es idempotente
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Corolario 2.19. Sea ¢ una funcion radial integrable en B", tal que fp es un operador
acotado. Entonces ng =T, sty solosipo=00¢=1.

Demostracion. Si fﬁ = T:D, entonces ﬁa (1 — fp> =0, del Teorema ?? tenemos que

¢ =00 ¢ =1. La otra implicacion es clara. U
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Capitulo 3

Operadores de Toeplitz

En este capitulo revisaremos el caso de operadores de Toeplitz con simbolo cuasiho-
mogéneo y veremos algunas propiedades de estos en los espacios de Bergman analitico
y pluriarmonico.

En la tercera secciéon veremos los operadores de Toeplitz con simbolos separadamente
radiales, como generalizacion de los operadores de Toeplitz con simbolo radial. Por
ultimo revisaremos los operadores de Toeplitz con simbolos separadamente cuasiho-
mogéneos v algunas propiedades en el espacio de Bergman pluriarmoénico.

En la dltima seccién, basandonos en el articulo Algebraic Properties of Quasihomo-
geneous and Separatley Quasihomogeneous Toeplitz Operators on the Pluritharmonic
Bergman Space [?], estudiaremos cuando el producto de operadores de Toeplitz es
cero y, la conmutatividad de operadores de Toeplitz con simbolos cuasihomogéneos
y separadamente cuasihomogéneos.

3.1 Operadores de Toeplitz con simbolo cuasihomogé-
neo en el espacio analitico

Analizaremos primero los operadores de Toeplitz actuando en el espacio de Bergman
analitico del disco unitario D.

Sea D el disco unitario con la medida de area. Una funcion f se llama cuasihomogénea
de grado p si . A
fre?) = e™p(r) (3.1)

para alguna funcion radial .
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En el siguiente lema mostraremos como actiian los operadores de Toeplitz con simbolo
cuasihomogéneo en los elementos de la base de A%(D).

Lema 3.1. Sea p > 0 un entero y ¢ una funcion radial acotada. Entonces para todo
n=20,1,2,...

T, (2") = 2(n+p+1)@2n+p+2)z"*P,
{2<n —p 1P —p+2)2"P n>p,

Te—ip Zn —
%( ) 0 0<n<p-1.

donde @ es la transformada de Mellin de ¢, definida en la ecuacion (77).

Demostracion. Sean m,n € Z, entonces

1 2
<Teip9<p(zn>’ Zm> = / eipgcp(zn)imdz = / (P(T)Tn+m+1d7”/ ei(P+N—m)9d0
D 0 0

_ Pn+m+1) m=n-+p, (3.2)
0 m # n+ p.
Por otro lado como
1 _
(2", 2™) = { 20ntptD) m=nt+p,
0 m # n+p.
De la ecuacion (?7) vemos que
Tono,(2") =2(n+p+1)p(2n + p + 2)2"*P.
g

La siguiente proposicién nos muestra que si un operador de Toeplitz T} actia en la
base canonica de A?(D) de la misma forma que lo hace un operador de Toeplitz con
simbolo cuasihomogéneo entonces f es cuasihomogénea.

Proposicion 3.2. Una funcion acotada [ es cuasihomogénea de grado p si y solo si
para todo entero n > 0, existe A, € C tal que

T(2) A 2" TP sim > mdx(—p, 0),
A =
/ 0 si n < mdz(—p,0).
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Demostracion. Sea f una funcién cuasihomogénea de grado p, es decir f = e,
donde ¢ es una funcion radial. Del Lema ?? tenemos que T¢(2") = A\, 2" 7.

Ahora supongamos que T¢(z") = X\,,2"*? se cumple para todo p € Z,. Entonces para
todon,m € Z,,

>\7YL
(Trga™, ) = (f2", 2747) = {m

0 m # n,

sip > 0. Ademas

sip < 0. Sea

)2 f(2)  sip>0,
#l2) = {z_pf(z) sip < 0.

Entonces para todo entero n,m >0

1 27 ) o
(Lraa)z", 2") = o / p(e2)2"Z"dp(z)

T Jo D

1

= %(/0 ei(m_")tdt>/Df(w)wnwmd,u(w)

1 2 T »n ym —
- (/ ez(m—n)tdt> <Tgozn7 Zm> _ < PR R > m=n,
21 \ Jo 0 m # n.

Luego Traqp) = T,- Esto nos dice que rad(p) = ¢, lo cual implica que f es una
funcion cuasihomogénea de grado p. U

Proposicion 3.3. Sean f1 y fo dos funciones acotadas cuasithomogéneas de grados
p y s respectivamente. Si existe una funcion h tal que TyTy, = T}, entonces h es
cuasthomogénea de grado p + s.

Demostracion. Sean ¢, v o dos funciones radiales tales que f; = ey, y fo =
61’50902.
Por el Lema 7?7, si p, s > 0, entonces para todo n > 0, existe )\, € C tal que

ny __ n—+p+s
Teip0@1Tei59¢2 (Z ) — /\nZ p .
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Cuando p > 0y s < 0, tenemos

)\ zn+p+s n> —s
Tivo p, Triso, (2") = " -7
0 n < —s.

Entonces si Ty, Ty, = T}, por la Proposiciéon 77, h es una funcion cuasihomogénea de
grado p + s.

Si py s son ambos negativos, o sip < 0y s > 0, entonces si consideramos el operador
adjunto de T, T},, obtenemos el mismo resultado. U

El siguiente corolario nos ayuda a identificar los operadores 7', con simbolo cuasiho-
mogéneo que son idempotentes.

Corolario 3.4. Si f es una funcion cuasithomogénea de grado distinto de O y si
TJ? =Ty, entonces f = 0.

3.2 Operadores de Toeplitz con simbolo cuasihomogé-
neo actuando en el espacio de Bergman pluriar-
moénico de la bola unitaria.

En esta seccion nos enfocaremos en analizar como acttianlos operadores de Toeplitz
con simbolo cuasihomogéneo en el espacio de Bergman pluriarménico.

Sean p, s € N". Una funcion f € L'(B") es cuasihomogénea de grado (p, s) si f tiene
la forma fpf‘s(p, donde ¢ es una funcion radial. Esto es

f(ré) = €€ o(r),

para cualquier £ en la esfera unitaria OB™ y r € [0, 1).

En este caso a T lo llamaremos el operador de Toeplitz con simbolo cuasihomogéneos
de grado (p, s).

Lema 3.5. Sean p, s dos multi-indices y sea ¢ una funcion radial integrable en
B", tal que Tevp, T, y Tevgs, son operadores acotados. Entonces para cualquier
multi-indice a,

Tero(2%) = 2(n + |a| + [p))@(2n + 2|a| + |p|)2**P; (3.3)

2al(n+|al—|s))! ~ a—s
S (a—_s()!?;l\_u‘lé)')!go@n +2lal — |s])z a > s,
TES«J(Z ) =

0 ats;

(3.4)
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( 2(p+a)!(n al—|s])! ~ o—s
(;_I’J_Z_)S)(!(:\_Plli\|a|‘+|‘p||))!90(271 + 2|af + [p] - |3|)Zp+ p+azs,
2s!(n+|s|—|a|—|p])! ~ —s—a—
5 ey _ ) a2 + s — [p)z sEpta, o
gpg%(z )= (3.5)
0 p+ats,
{ S i p+ .
( 2(s+a)!(n+]|s|+|al—|p))! ~ =s+a—
sl Gt letotlh 5(0m 4 2Ja] + [s] = p)E* 5+ axp,
2p!(n —la]—]s])! ~ —a—s
P e o | IR bl — 1) prata oo
oro(7") = (36)
0 s+atp,
pits+o

\
En particular si p, s son multi-indices no cero tales que p L s, tenemos

2(p +a)l(n + |p| + |laf —|s])! -
(p )( ‘pl ‘ | ‘ |) ¢(2n+2|a|+|p|_|8|)zp+afs O[>‘S,

A~

T (") = (p+a—s)(n—1+l|af + [p])! =
0 as.

(3.7)

2(s + a)l(n + [s] + |a] = [p])! . _

7 2n + 2la| + |s| — [p)z P a=p,
Tgpéscp(za>: (S_{_a/_p)[(n_l_‘_|a|_‘_|s|)|90( | | | | |p|) —p
0 ot p.
(3.8)

Demostracion. Para la ecuacion (?77) tenemos que

A~

Too(=") = QUTE 02" = PITE p2] + PE€77] — P 02°](0),

donde P es la proyeccion ortogonal de L?(B") sobre A*(B™).
Tomemos «, [ multi-indices, entonces

~

<T§PE5¢(ZQ)7ZB> = <Q[£p55wza]7zﬁ>
= (P[£PE 2", 2%) + (P[E' 592, 2%) — (P[€7€ 2°)(0), 2°3.9)

Para la primera parte de la dltima igualdad tenemos

1

(PErE 2,2 = / & pz70dV = / 2nr2"+“'+'5_1<ﬁ(7“)d7‘/ oo
B 0 oBn
_ 2n3(2n + lal +18]) [5gn fp+ags+ﬁda P+ o> s,
0 p+ o % s.

Sip+ a > s, tenemos

_(n—Dlatp)! — _
/ grrag™P gy I n=THlal o) f=pta=s
OB 0 B=p+a—s.
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n!(p+a—s)! _ o
(Pre=,2f) = / pro-szBay — | vl P =PH =S
n 0 B#p+a—s.
Mas aiin, (P[¢PE 2], 2%) = 0 = (2#1*%,ZF) para todo B > 0. Por lo tanto

. 2(pta)!(nt|pl+lal=[sD! ~co,, +2lal + |p| — |s])zpte—s +a>s
p[é&pg Wa] — {(p+as)!(n1+|a+|p|)!<p( | ’ ’p| ’ |) p 9

0 p+aits.

Dado que ¢ es radial, 7 también es radial y notemos que 3(n) = p(n), para todo
n € N. Entonces

(P[fepz)| ) = | Tewdiav
]Bn
1
_ 2n/ p2n= Lol 418150 g e gy
0 oB™
20520 + o] + |B]) [y €€ o s=pta,
0 st p+a

Ahora si s = p + «, tenemos

(n—1)!s!

gsgp-i-a-i-ﬁdo_ { (n—1+s|)! 5 =S—p—q,

oBn 0 B#s—p—a.
Y nl(s—p—a)! ﬁ —s—p—«
(z5Pe, Zﬁ> — { (n+lsl=Ipl—|a])! ’
{O B#s—p—a.
Entonces

2s!(n+|s|—|a|—|p|)! = s—a—
plpese] - {FEHERR s

0 st p+a.

De donde obtenemos

Tog (%) = PIE€e:")+ P €677 - PP e)(0)
2(p+a)!(nt|p|+lal—|s])! ~
(pra—s)i(n—1+laf+]p)! ¥

(2n+2]al + [p| = [s))2"T*7* ptazs,

sl(n+|s|—|al=|p])! ~ —s—a—
) el B(2n + || — |pl)z e s=p+a,
0 ptats,

0 sEP+ o
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Ahora si p L s, sabemos que p + a = s es equivalente a o = s. Como p, s son no
nulos, entonces existe i € {1,...,n}, tal que p; # 0, s; = 0. Esto nos dice que no
existe un multi-indice «, tal que p + a < s. Entonces

2(p + a)l(n + |p| + |af = |s])!
o+ )+ lpl ol =D Ly o e

A~

Tog (2%) =4 0+ a—s)l(n—1+|a|+ |p)!
0 o % S.
Los otros casos se obtienen de calculos similares. O

El siguiente teorema nos ayuda a ver la relaciéon entre los operadores de Toeplitz con
simbolo cuasihomogéneo y su simbolo.

Teorema 3.6. Sean p, s multi-indices no cero, tales que p L s y sea f una funcion
acotada en B™. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Para cualquier multi-indice o, existe un A\, € C tal que

Ty (z%) Aa?PTO78 pta s,
Z =
! 0 p+aits.

2. f es una funcion cuasihomogénea de grado (p,s).

Demostracion. Es claro que (2) implica (1).
Ahora supongamos que se cumple (1). Para cualquier multi-indice (3, tenemos

(Torsop(2%),27) = (F20F, 2PFP) = (T2 2P0) = (Agpe2®7P, 2PHP)
Aatsn!(a+p)! _
_ | Gy =6
0 a # B.

Similarmente, para 5 = 0y 5 # 0, tenemos que <f§PZSf(Za)7EB> =0 = (2%7"). De
las Proposiciones 7?7 y 77, se sigue que

T (o) = Pas(a P+ laD!
w=a al(n + |a] + [p])!

Por el Teorema ?7 sabemos que zPz°f es una funcion radial. Sea ¢(z) = ZP2°f(2),
donde ¢ es una funcién radial en B". Entonces

f(z) = o(r)r=tlere”,

Esto implica que f es una funciéon cuasihomogénea de grado (p, s). U
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Como en los casos anteriores si el producto de dos operadores de Toeplitz con simbolo
cuasihomogéneo es un operador de Toeplitz, el simbolo de este tltimo depende de los
simbolos del producto, como se muestra a continuacién.

Teorema 3.7. Sean p, s dos multi-indices no cero con p L s y sean @1, @y dos
funciones radiales integrables en B", tales que 55901, &Py son acotadas, si existe una
funcion acotada h, tal que Tep Ierp, = Th, entonces h es una funcion cuasthomogénea
de grado (p, s).

Demostracion. Usando el Lema 77 para cualquier multi-indice «;, obtenemos

o Aa2®TP75 a4+ p = s,
Ti(2%) = Tes, Tergs (2 ):{

e 0 a+pits,
donde
2(a)!(n+|a ~ a)l(n «
Ao = PAlHel G (2n + 2|a] — |s|) - SESHEElS 55 (20 + 2|a] + [p])

Del Teorema ?7 se sigue que h es una funcion cuasihomogénea de grado (p,s). O

3.3 Operadores de Toeplitz con simbolo separada-
mente cuasihomogéneo

Una funcion ¢(z), z € B™ es separadamente radial si ¢(2) = o(r1,...,m,), es decir
¢ depende de las coordenadas radiales de z = (z1,...,2,) = (§&17r1, ..., &), donde
|&| =1, parai=1,...,n

En general a una funcion f(z) = f(z1,. .., z,) definida en B™ la podemos descomponer

como f(z) = f(r&) = f(ré&,...,m&), conr = (ry,....,1m), =z, i=1,...,ny
gz(glv"'7£n>'

Lema 3.8. Sean «, (8 multi-indices, con « # 3 y sear € [0,1). Si ¢ es una funcion
acotada separadamente radial en B", entonces

/ H(re)E T do = 0.
OB™

Demostracion. El caso n = 1 es claro. Supongamos que n > 2. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que «, # [,. Como ¢ es una funciéon separadamente
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radial y acotada, usando la propiedad (?7?), tenemos

2

|oetosdar = [ ave [ areres) e et e s

[ 2T
= [ v e T avo [ e <o

]
Como z = (21,...,%2,) se puede escribir como z = r-& = (ri&,...,r,&,), con
r=(ry,...,m) =z, lzl) y €= (&1, -, &) = (z1/|z1), - -+, 20/|2n]), Podemos
tomar 7 : C" — R” como 7(z) = 7(21,...,2n) = (|21]s-- -y |2al) = 7y 7(|2]) = ||,

entonces 7(&) = 7(2/|z|) = r|r|~t

Denotemos por 7(B™) al conjunto
T(B") ={r=(r1,...,rn) = (l21],-- -, |2a]) : 2 = (21,. .., 20) € B"}.

Si ¢ es una funciéon separadamente radial, tomando en cuenta que ¢(z) no depende
de las coordenandas £ € OB" y el hecho que dV = nldz1dy; - - - dx,dy,, tenemos

/n o(z)dV = 2"n! /(IB") o(r)rdr, (3.10)

n
donde rdr = H r;dr;.

i=1
Con la definicion de funcion separadamente radial y funciéon cuasihomogénea, pode-
mos dar la definiciéon de una funcion separadamente cuasihomogénea.

Definicién 3.9. Sean p,s € N*. Una funcién f € L'(B") es separadamente cuasi-
homogénea de grado (p,s) si f tiene la forma

f(ré) = €€ o(r),

para cualquier £ en la esfera unitaria OB"; donde ¢ es una funcion separadamente
radial.

Veamos una descomposicion para f € L?(B"). Sea

R = {cp : B" — C tal que ¢ es separadamente radial y/ lo(r)|*rdr < oo} ,

(3.11)

(B")
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y sean R, ; = EPER, p,s € 2, p L s. Cada R, s es subespacio de L?*(B™) dado que
para f € Rys, f(2) = f(|r]§) = &PE o(r) ¥

7(B")

FEPY =2l [ 0E PlorPrar =2l [ (€ Prar <,
B 7(B™)

donde k =p — s.
De hecho tenemos que R, ; L R,, si (p,s) # (¢,7). Todo polinomio P en zy Z se

puede escribir como
70
P(z,Z) = Z < Z aawgzo‘Eﬁ),

k=—n0, \a—B=k
para k =p—s, p L sy algin 7y € N". La primera suma se entiende como la suma

sobre todos los multi-indices k tal que —vy < k7. En coordenadas polares z =1 - &,
conr =|z|, £ = L P(z,%) tiene la forma

Pz = > [Z aa,ﬂ“ﬁ”ﬁgﬁ] -3 [Z ‘Laﬁrwgaﬁl

k=—v0, La—B=k k=—v0, La—B=k
Yo

SRS popetit}
k=—0, a—pB=k

Dado que la segunda suma converge, Z aaﬁrc’w € R, entonces

a—p=k
P(zz)e Y &Rr= Y &R
keNn p,SEL™

pls

Como los polinomios P(z,%) son densos en C(B") y dado que C(B") es denso en
L*(B") podemos concluir que

L*(B") = P ¢ER=(Pen
p,siN" keNn
pls

Asi toda funcion f € L?*(B") tiene la descomposicion

f(rf) = Z gpgsfp,s(r) = Z fkfk(T), fp,s = fk: € A.

p,s€EN™ kezn
pls

Si f € L™(B") C L*B"), el siguiente lema nos muestra que cada &PE f,(r) es
acotada.
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Lema 3.10. Sea f(z) = Z EPE° f, (1) € L®(B™) entonces EPE f, (1) es acotada

p,s€N™
pls

en B" para todos los multi-indices p,s € N, con p L s.

Demostracion. Si U es una transformaciéon unitaria de C" con matriz diagonal, es
decir U = diag{e™", ..., e}, tenemos

F(U2) = f(rie®er, ... rpe®g,) = 3 e eibnbngh f (1)

kezn
donde p—s=k e Z",
1 27 21 ' ' ' '
ERlr) = (2m)" / o / Z Mot fi(p)em ™0 .. emthnbngp, - .. df),
0 0

lezn
1

2 21
= G | ] rwaee e, s,
0 0

Lo cual implica que

(€ fi(r)] = |€7€" fps(r)]| < sup |f(z)l, VkeZ" (3.12)
zeB"
Por lo que las funciones gp? fp.s(r) son acotadas en B". U

El siguiente lema muestra que los operadores de Toeplitz con simbolo separadamente
radial, al igual que los operadores de Toeplitz con simbolo radial, son diagonales con

respecto a la base {\/ (ntla)! on, \/%7‘} de b*(B™).

Lema 3.11. Sea ¢ una funcion acotada y separadamente radial en B™; entonces para
cualquier multi-indice o € N,

~ on !

T,(z%) = M/ o(r)r2rdr 22,
[0} 7(B")

~ on !

Ry = ZOED g
[0} 7(B")

Demostracion. Para cualquier par de multi-indices «, 5 € N™, de (??) y del Lema
77?7, tenemos

(20, ) = (o, 2%) = / ()20 dV

_J2mn fT(Bn) o(r)r*rdr o= f,
o a# B
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Similarmente si 5 > 0, § # 0, obtenemos <fpza,§f3) =0 = (22,7°).

~ 2" !
T,(2%) = M/ o(r)r*rdr 2* (3.13)
! T(B")
. 7 (=a) _ 2"(nta])! 2a e
De manera andloga, podemos deducir T, (z%) = =~~~ fT(Bn) o(r)r*®rdrz°. O

Teorema 3.12. Sean p, s dos multi-indices, p € R y 5?5% una funcion acotada en
B". Entonces para cualquier multi-indice o,

(W Sy ()22 |~ (P pdp zpto=s p+ a = s,
j-\v -~ (Za) _ W fr(Bn) QO(T’)T28|7“| (Ipl+ls)) rdrz‘sﬁiaip S i b + «,
&Py 0 . % pia
p+aits
\
(3.14)
o QTL(n?;'fLJr_l;l)!_lpl)! f’T(B") o (r)r2et2s|p | =(pHHs g zste—p 5 4o = p,
2" (n—|a —|s|)! s _
Toe (3) = 4 e L o)l | P dr z p=sta,
EPE 0 sta % )
pit s+
\
(3.15)
Mds aun si p, s son dos multi-indices tales que p L s tenemos,
2™ (n+|« —|s|)! o a—s
T ,(2%) = { QP BE [ gy ()220 ||~ e p o,
©
0 pt+aits.
(3.16)
2™ (n+|al+|s|—|p|)! a+2s sto—
T (2%) = T [y ()2 D dr e s o,
&Py 0 sta % ».
(3.17)

Demostracion. Solo probaremos (?7) y (?7). Para cualquier multi-indice (3, si p +
a % s, entonces existe ¢ tal que a; + p; < s;. Luego p+ a # 8+ s. Del Lema ?7?, se
sigue que

(PIEE 02°],2°) = / € p(2)2°2°dV
= / 2n|7,‘2n 1‘r‘|a|+|5|d|r’/ ’T’f)§p+a§
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Para o + p > s, usando el Lema ??, la ecuacion (?7) y las Proposiciones 7?7 y 77,
obtenemos

(P[€PE "], 2%) = /Bn EPE p(2)2°ZPdV

{2H”’ Sy @) 222y = pta s,

0 B#p+a—s,
nl!(pt+a—s)! o o
S e K It G
0 B#p+a—s.

Para 5 = 0, 8 # 0, tenemos <PL§”ES§020‘},25) =0.
Se sigue, para p 4+ a = s, (P[EPE ¢z*],7°) = (zPT2=5 z0) = 0. Deducimos que

2n(n+‘01|+|1)|*|8|)! 20+2 _(l H_ISI) ta—s
P [éfpgsgpza} — { (pra—s)! fT(Bn) @(r)r2 =P |p| 7P rdr 27 p+aor=s,

0 p+aits.

Notemos que © sigue siendo una funcién separadamente radial. Por un argumento
similar, tenemos

2" (n+|s|—|e|—|p])!

P %) _ )T G—a—p! 25| = (Ipl+Is]) s—a—

gpgs e (s—a—p)! fT(Bn) SO(’I")T |T‘| p rdr z Pog - »+ a,
@

’ st p+a.

De las dos ecuaciones de arriba obtenemos

( 2”(n(+;)lz\a+_lzzl)!—\s\)! fT(Bn) o(r)r2et2e|p| =Pl pgr zpto=s 4o =,
2™ (n+|s|—|a|—|p|)! — Sl |— s S—o—

~ 2 (ntls| ~lo|—[p)! (J;|_|a_‘p|)! lp)) fT(Bn) B (r)r2s|r|~UPHHsDpdy z5—o—p srp+a,

Tspgsw<2a> = S 7& p + a,

0 ptais,

\ st p+a.
Mas atn, si p L sy p, s son multi-indices no cero, entonces extiste i € {1,2,...,n}
tal que p; > 0y s; = 0. Esto nos implica que no existe un multi-indice « tal que
s>=p+a. O

El siguiente teorema caracteriza los operadores de Toeplitz diagonales.

Teorema 3.13. Sea p € L*(B"). Enlonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

1. Para cada multi-indice o, existe un A\, € C tal que ﬁo(zo‘) = Ao 2%,
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2. ¢ es una funcion separadamente radial.

Demostracion. Del Lema ?7 se sigue que (2) implica (1).

Para ver la otra implicacion. Sea U una transformacion unitaria con matriz diagonal
y z € B". Entonces R
T, (U '2)* = A\ (U '2)>
De la descomposicion de la proyeccion (??) y de la definicion de operador de Toeplitz

tenemos

Tpou (%) = Plp(U2)2] + P [p(U2)2%| = Plp(U2)2°] (0)

Haciendo el calculo

Plp(Uz)2"] (w) = / (1 90(<1UUZ)ZZ>;{H+1 dv = /Bn (1 f(é))’(g_é;;nﬂdv

- Pl ) (U7 o) = (U2 w
- /n( 1— (Uw ,Z>)n+1dV—P[S@( J(U~'2)%] (Uw).

De la misma forma podemos calcular

P |¢(U=)z"] = P [o(z) (U 72)°| (Uw).
PLp(U2)2](0) = P [o(2)(U2)°] (0).

Deducimos entonces que

Toor(z*)(w) = Pp(z)(U2)"] (Uw) + P |o(2)( ‘12)“} (Uw) = P [p(2)(U'2)°] (0)

~ A~

= T, (U '2)*(Uw) = Aaw® = T,(z*)(w).

Luego T\WU(ZO‘) = T,(2%).

Con el mismo método obtenemos ﬁpoU(EO‘) = @(za) y concluimos que ﬁpoU = ﬁ,
en b*(B"). Por el Lema ?? tenemos ¢ o U = ¢, asi ¢ es una funcion separadamente
radial. U

Teorema 3.14. Sean p, s dos multi-indices no cero, con p L s y sea @ una funcion
acotada en B™. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

1. Para cualquier o, existe A\, € C tal que

Ty = {0 prazs
Z =
? 0 p+aits.
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2. La funcion ¢ es separadamente cuasihomogénea de grado (p,s).

Demostracion.
1 = 2 es claro. Ahora supongamos que se tiene 2. Entonces para cualquier multi-
indice

(Torseg(2%),27) = (2" 2PFP) = (207 27HF) = (Myy 207, 2PHF)
Aatsn!(a+p)! —
_ eyt ¢ =5
0 o # B.

De la misma manera para 5 = 0y 3 # 0, tenemos <7A%pzs¥,(za),§ﬁ> =0 = (z*7°).
Luego
~ av Aars(a+p)l(n+la)!
TEPZSSO(Z ) - +‘ |
al(n+ [o| + |p))!

Del Teorema 77?7, ZP2°p es una funcién separadamente radial. Sea zZPz%p(2) = (),
con v una funcion separadamente radial en B". Se sigue que

Plz) = B(r)rCr | PG,

por lo que ¢ es una funcion separadamente cuasihomogénea de grado (p, s). U

Los siguientes Teoremas nos dan condiciones para el simbolo de un operador de
Toeplitz que es producto de operadores de Toeplitz con simbolos separadamente ra-
diales o, es producto de operadores de Toeplitz con simbolos separadamente cuasiho-
mMogeéneos.

Teorema 3.15. Sean 1, 2 dos funciones separadamente radiales en B". Si existe

una funcion h tal que T, T,, = T}, entonces h es una funcion separadamente radial
en B".

emostracion. ma 77 nem u ra cualquier multi-indice «
D t Del Lema 77, tenemos que para cualquie Iti-indice

Th(za> = T, 7T, (Za)

2" (n + |al)! 2" (n + |a])!
SR A SLEL 1Ly A
[o4) (B") . 7(B™)
Entonces del Teorema 77, tenemos que h es una funcién separamente radial. O

Teorema 3.16. Sean p, s dos multi-indices distintos de cero conp L sy o1, ps € R
tales que € ¢y, EPpy € L>(B"™). Si existe una funcion acotada h tal que Ty, Terg, =

Ty, entonces h es una funcion separadamente cuasihomogénea de grado (p, s).
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Demostracion. Para todo multi-indice «, usando el Teorema 77, obtenemos

N Aa2®TP75 a4+ p = s,
Tng(z ) = {

T, T
w) = 0 a+pits,

€1

donde

2" — !
/\a _ (n + |OK‘ + |p‘ |$|> / @1(T)T2a+2p|7”|_|8|7“d’r’ .
(p +a— S)' 7(Bn)

2n !
(n + |a| +' |pD / 902(T)T2a+2p|7‘|_‘p|7"d7’-
(p+a)! (B")

Se sigue del Teorema ??7 que h es una funcion separadamente cuasihomogénea de
grado (p, s). O

Mas atin, el siguiente resultado nos dice como se relacionan los operadores de Toeplitz
con simbolo separadamente radiales y los operadores de Toeplitz con simbolo sepa-
radamente cuasihomogéneas, mediante el producto.

Teorema 3. 17 Sean p, s dos multi-indices distintos de cero conp L s y p1, p2 € R
tales que @1, & EPpy € LX(B™). Si existe una funcion acotada h tal que Tng £P0n

Th, entonces h es una funcion separadamente cuasihomogénea de grado (p,s).

3.4 El producto de operadores de Toeplitz

Estudiaremos ahora cuando el producto de operadores de Toeplitz es cero y, la conmu-
tatividad de operadores de Toeplitz con simbolos cuasihomogéneos y separadamente
cuasihomogéneos.

Para esto primero necesitaremos un par de resultados que seran ttiles mas adelante.

Definicion 3.18. Sea E un subconjunto de Z2, decimos que E satisface la condicion
(1) si se cumple el siguiente resultado

(I) existe una sucesion {a( Y tal que ZZ | 5 = 09, y para cada a ) fijo, emiste

unasuceszon{ }talquez {( ) ()f12...}C

E.
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Nota 3. De acuerdo con la Definicion 77, tenemos que, para un multi-indice v € N2,
st B es un subconjunto de {a € Zi ca =}y si EC es el complemento de E en
{a € Z3 : a =4}, entonces E o E° satisfacen la condicion (I).

Ahora daremos condiciones para que una funciéon holomorfa y acotada en Hi ={z €
C?: Re(z) > 0}, sea idénticamente cero.

Proposiciéon 3.19. Sea f una funcidn holomorfa y acotada en 117 = {z € C* :
Re(z) > 0}. Si el conjunto E = {a € Z% : f(a) = 0} satisface la condicion (I),
entonces [ es idénticamente cero en Hi.

Demostracion. Si E satisface la condicion (), entonces para cualquier 041(1) € {0451)}

fijo, existe una sucesion {aﬁg)} C Z4 tal que ) 1/04%) = ooy f(alV, aﬁz)) = 0. Por
el Teorema 77, tenemos

f <oz§1), zz) =0, Vze {z € C: Re(z) > 0}.

La condicion (I) nos dice que > —; = co. Aplicando el Teorema ?? a la primera
i=1 %
variable tenemos que f(z1,22) =0 en II2 = {z € C? : Re(z) > 0}. O

Corolario 3.20. Sean p, s € N? y g(r) una funcion acotada en 7(B?). Si el conjunto

E= {oz € Zi ar sy / g(r)r?* TP Srdy = O}
7(B2)

satisface la condicion (I), entonces g = 0.

Demostracion. Sea f(z) = fT(BQ) g(r)r*rdr. Entonces f es una funcion holomorfa y

acotada en II2 = {z € C? : Re(z) > 0} dado que g es acotada. De la Proposicion ??,
obtenemos que f(z) =0 en II2. Por lo tanto g = 0 en 7(B?). O

3.4.1 El problema del producto cero de operadores de Toeplitz

En esta seccidon estudiaremos las condiciones bajo las cuales, el producto de oper-
adores de Toeplitz es igual al operador cero.

Primero estudiaremos el problema del producto de operadores de Toeplitz igual a
cero cuando uno de los simbolos es separadamente cuasihomogéneo y los demas son
cuasihomogéneos. Después veremos que el producto de dos operadores de Toeplitz
con ciertos simbolos tiene solucion trivial en el espacio de Bergman pluriarmoénico en
la bola unitaria.
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Teorema 3.21. Sean p;, s; € N" (1 <i < m), multi-indices no cero, con p; L s; y
sean @1, . .., Pm—1 funciones radiales integrables y ., € R tal que f”ifsigoi € L>(B").
Entonces

T,

P’y

sty solo si p; = 0 para algin 1.

T,

Er2€°20py

T

gpm Esm Pm

= 0.

Demos.tmcio/n.. Supongamos que TsplgswlTEngszm - ~T£pmgsm%L = 0, entonces para
cualquier multi-indice @ € N",

Tf"lgsl@l T§p2gs2sﬁ2 o 'T59m53m¢m (Za) =0,
Tengrp, Tene2g, - Tepmgm,, (27) = 0.
Se sigue del Lema 7?7 y del Teorema 7?7 que
T&“E“mT&”?ESQm h 'T£PMEsmwm(za)
m—1 m—1 m—1 m—1
Ca2a+zj:1 P2 T P 2 Sy, Z Pm—j = Z Sm—j,
= j=1 j=1
0 en otro caso.
donde
- (2n(n + ’Oé| + |pm| _‘|Sm|>! / gpmr2a+2pm‘r‘(pm+sm)rd,r) .
(0 + P — Sm)! (B
i i—1 i i
a2l et X o = 2 sy | n el 4 D0 [P — X S |!
H Jj=0 Jj=0 Jj=0 j=0
paley i i i i—1
- O+ > Py — 2 Sm—y M| n =14 ol + 30 [Pyl = 22 |8m—j] ]!
Jj=0 Jj=0 J=0 j=0
i—1 i—1
i (zn+ ool 425 sl — 25 sl + ] - |sm_i|) }
§=0 3=0
Si Tevigr oy Terag2 gy Tepmmy,, (z*) = 0, entonces para cualquier multi-indice o €

1 1

m— m—
N" tal que & 4+ pm = Sy, .., + Y Pnej = D Sp—j, tenemos
= =1

0 — / (pm,r.Qa"‘l‘gan
7(B™)

1—1 1—1
Hf:ll (@m—z <2n + 2|af 42 ZO |pm—j| -2 'Zo |Sm—j| + |Pm—i| — |5m—i|> >(3'18)
]:

T_(p'm +5'm),’ndr‘

J]=
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Por simplicidad consideraremos el caso n = 2. Sea

m—1
E = {a - Z Sm—j : / O (1) 720 2m || = Pl FlsmD e gy — 0} )
=0 T(B™)

Si F satisface la condicion (), entonces ¢, = 0 por el Corolario ?7. De otro modo

m—1
de la Nota ?7, tenemos que el complemento E°, de E en {a € Zi o Zo sm_j},
J:
satisface la condicion (I). Sea

—1 m—1

M _ {a+pm>_sm,m7a+mz e v oy / SOTn(7,,)7,,201-‘1-217m|7n|_(‘pm“HSm|)/r=d7r= 7£ 0} .
7(B")

j=0 j=0

Entonces M D E°, lo que implica que M satisface la condicion (I). Mas atn tenemos

1
2{: TBJ = Q.

aeM

Tomemos

m—1 m—1 _ m—i—1 m—i—1
M; = S atpm=sm ot X pm—j= 3 sm—j @ Gi| 2( ntlal+ X [pm—jl= X |sm—jl+lpil—lsi|) |=0 ¢,
3 > P2 .

Jj=0 J =
m—1

para 1 <i <m — 1. De (??), obtenemos M C U M;. Entonces existe un i tal que
i=1

aEM;
De la Nota ?7? del capitulo 1, tenemos ; = 0, para algin i =1,...,m — 1. Mé&s ain
sl p; = 0 para algiin i = 1,...,m, entonces Tpp g1, Tenogo2y, = Tepmpom (z*) = 0.
Si ¢; = 0 para algln ¢ entonces
Tengrp Temezg,  Teomemy,, = 0. (3.19)
O

Teorema 3.22. Sea

fz)= Y & f.(r) € L¥(B"),

pﬁEZi
pls

donde f,s(r) € R. Sea g(z) = 5”*28*30(7“) € L>®(B"), donde p*, s* son indices no
cero con p* L s* y o € R. Entonces TyT; =0 si y sélo si f =00 g=0.



60 CAPITULO 3. OPERADORES DE TOEPLITZ

Demostracion. Por el Lema 77, tenemos que fpgsfpvs(r) es acotada para cualesquiera
multi-indices p,s e N*, p#0, s#0, p L s.
Si TyT, = 0, entonces para cualquier multi-indice o € N*, TyT,(2%) = 0y T;T,(Z*) =
0. De (??7) tenemos que

Ti”gsfp,s(r) (2%) = c(p; s, @) /

fp’s(r)r2a+2p|7«|—(|p|+|s|)rdrza+p_5’
n
)

(B
donde 2" (n+|of+[p|—|s])!
" (n+|a|+|p|—|s)!
—_— +a > s,
op, s, a) = (pFa—s)! p =
0 p+aits.
Por lo que
Ti() = 3 elp, s,0) / £y o ()72 2| s g o=
p,SENn T(]E")
pls

Las condiciones TyT,(2%) = 0y (??) implican que para cualquier par de multi-indices
p,s €N* p#0, s#0ypLs,

/ fp7s(,r,),,,.QOc'f‘zp|T|_(|p‘+|3|)7adr . / QD(T)TQOH_QP*
T(Bn) T(Bn)

para todo o = 2s* + s. Ahora probaremos que ¢ =0 o f;, = 0 para p,s € N" para
el caso n = 2. Sea

r| P egr =0 (3.20)

E'p7S = {Oz c Zi car 28+ s, fp,s(r>r2a+2p*,2s*+2p’r|*(|p\+\s|)rdr _ O} .
)

T(B"

Si E satisface la condicion (1), notemos que

[ fys ()P o[~ WPHED) = €787 £, ()] < o0,

entonces f,s = 0 por el Lema 7?. Supongamos que E no satisface la condicion (1);
entonces E¢ . el complemento de E, g, satisface la condicion (I) por la Nota ??. De

.87
/ © (T) p2o+2p*
7(B")

(7?) se sigue que

Usando de nuevo el Lema 7?7, obtenemos que ¢ = 0. Mas ain, si f =00 ¢ = 0,
entonces T3T,(Z%). Por lo que T¥T, = 0 implica que f =00 ¢ = 0.

La otra implicacion es obvia. U

r|" WP rdr = 0, Vo€ EX .

El siguiente corolario da condiciones para que un operador de Toeplitz con simbolo
separadamente cuasihomogéneo sea idempotente.
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Corolario 3.23. Sea f(z) = €€ f,.(r) € L®(B"), donde p,s € N*, p # 0 s #
0, pLsyfps €R. Entonces T]? =Ty implica que f =0 o0 f = 1.

3.4.2 La conmutatividad de operadores de Toeplitz

Ahora consideraremos el problema de conmutatividad de dos operadores de Toeplitz
con ciertos simbolos.

Teorema 3.24. Sean p, s € N" dos mulli-indices no cero, conp L sy sea ) € R tal
que £p£s¢ € L>(B"), sea ¢ una funcion radial en B"™. Si ¢ no es constante, entonces
T Tevgsy = Tevesy T, 81y solo si|p| = |s| o ¢ =0.

Demostracion.  Del Lema ?7 y Teorema ?7 tenemos que T,T e, = T Ty S1y
sOlo si

(r)r2e 22|~y dr (20 + 2]l + 2|p| — [s))@(2n + 2|a| + 2|p| — |s])
7(B™)

= (r)r20‘+2p|r]_(‘p|+‘5‘)rdr(2n + 2|a])@(2n + 2]al),(3.21)
7(B™)

parap+a>=sy

()22 P dr (20 4 2|a 4 2s| — [p))P(2n + 2|al + 2[s| - [p])
7(B™)

= (r)r2ot 22|y | = UpHsDrdr (20 4+ 2|a) (20 + 2|al),(3.22)
T7(B™)

para s + « > p. Supongamos primero que |p| # |s|. Sin pérdida de generalidad
supongamos que |p| > |s|, si no es asi podemos tomar los adjuntos de py s. Tomemos
el caso n = 2 y sea E el conjunto

E = {a €L axs, W (r)r2et 2|y |~ Upl+sh gy = 0} .
)

T(B"
Probaremos que FE satisface la condicion (I), lo cual implica que v = 0 por el Corolario
27

Supongamos que E no satisface la condicion (I). Entonces E°, el complemento de
E, debe de satisfacer la condiciéon (1) por la Nota ??. Mas atn, tenemos

1
> e

ackEc°
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Por otro lado, para cualquier a € E¢, (?7?) nos da
(2n + 2]a))P(2n + 2|a]) = (2n + 2|a| + 2|p| — 2|s])P(2n + 2|a| + 2|p| — 2|s]). (3.23)

Denotemos por

zZ+2n
Z2+2n+2p| —2|s |

F(z) = ¢(z + 2n+ 2|p| — 2|s|) — P(z + 2n),

Entonces F es analitica y acotada en {z € C: Re(z) > 0}. De (??) tenemos que
F(2la|) =0, Ya e E“ (3.24)
De acuerdo con el Teorema 7?7, I’ debe de ser cero, lo cual implica que
(z 4 2n+ 2|p| — 2|s])@(z + 2n + 2|p| — 2|s]) = (z + 2n)P(z + 2n).

Tomemos ( = z+2n. Entonces la ecuacion anterior indica que ( — (p(() es periddica
en el semiplano derecho, entonces (p(¢) = O(|C]). Alser periodica, podemos extender
la funcion a todo el plano complejo, por lo que (p(() es entera y periodica. Para ¢
tenemos

Cp(Q)] < Chl¢] + Ca.

Esto nos dice que (p(() es lineal, por lo que al ser entera, debe de ser constante.
Entonces ¢(¢) = Z para alguna constante c, luego @ es constante, lo cual contradice
la hipotesis. De la misma manera si |p| = |s | = 0 se tiene (?7). Entonces que
Tevesy v Tp conmuten, implica que [p| = |s| o

Por otro lado, si |p| = |s| o0 ¥ = 0, entonces se tiene (7?) y (?7?) y consecuentemente

Tgpgszw( ) T Tgpg w( )
para todo o € N", lo cual implica que T, y T, conmutan. Il

Veamos ahora una descripcion de operadores de Toeplitz con simbolos cuasihomogé-
neos con el mismo grado, que conmutan.

Teorema 3.25. Sea p,s € N* dos multi-indices no cero conp L s, |p| # |s| y sean
v, ¥ dos funciones radiales integrables en B", tales que £p§s<p, £p§sw € L. Entonces

Tevgr L evgyy = Levgry Tevgs, ST Y $0l0 s1 0 = C para alguna constante C'.

Demostracion. Del Lema 77 tenemos que

Tevge  Tevery = Tergoy Teves,
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si y solo si

B(2n +2]a] + 3[p| = 3[s|)¥(2n + 2| + [p| — |s])
= (20 + 2|a] + 3|p| — 3|s)@(2n + 2|a| + |p| - |s]), (3.25)

para todo a4+ 2p = 25 y

B(2n +2]a] + 3]s = 3|p|)¥(2n + 2| + [s| — |p])
=¥ (2n + 2|a] + 3[s| — 3[p))B(2n + 2|a] + |s| - |p]), (3.26)

para « + 2s = 2p. Si |p| > |s|, entonces (?7) implica que

Bz +2lp| = 2ls))¥(2) = (= +2[p| = 2ls))P(2), = € {z: Re(2) > 0}

Tomemos t = 2(|p| — |s|). Si multiplicamos las k ecuaciones obtenidas de tomar
zi=z4+ it parat=0,1,...,k — 1, tenemos
B(z + k)i (2) = P(2)(z + kt), Vk € N. (3.27)

Ahora tomemos zy € {z € C : Re(z) > 2} tal que zZ(zO) #0ysea F={keN:

(20 + kt) = 0}. Si
Z (|zo+k:t |) -

€E

entonces ’(21\ = 0, lo cual contradice las hipotesis del lema. Asi
1

Z Re (—) = 00,

heBe ’Zo + kt|

donde E€ es el complemento de E en N.
Ahora, la ecuacion (??) implica que

k) 26 g
Y(z+kt)  P(z)
(20)

Aplicando el Teorema ?? a la funcion @ — cw, con ¢ = i( tenemos que @ = cw Si
se cumple esto entonces se tiene (??). Por otro lado si |p[ < |s|, por un argumento
similar, (??) implica que = b v se tiene (77).

La otra implicacion es clara. U

Veamos la conmutatividad de operadores de Toeplitz con simbolo separadamente
cuasihomogéneos y separadamente radiales.
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Teorema 3.26. Sea f(2) = 3. € f(r) € L, donde f.(r) € R. Sea @ una funcion
seNn
separadamente radial, acotada en B". Entonces TyT, = T, Ty sty solo si Tg (T)T

TsoTEst(r) para cada multi-indice s € N".

Demostracion. Usando los Lemas 77 y ??, obtenemos que para todo multi-indice
ae N

TyTo(2*) = ha Y Tppmle

SEN"

:“aZsfﬂ Zum Z

axs 2;3 Z?_;(z
Qn(n + |Oé| _ ’SD' 2a),.|—|s| a—s
= [la ; (o 5l /T(Bn) fs(r)r=®|r|~®lrdr z

2'(n+ Js ~ o) g e
F T [ e

s

sF#a

Donde 1, = 2ntlel) fT(Bn) o(r)r**rdr. Se sigue que

al

w 2a ‘,8‘*|a‘ 6 B
(TyT, (=), 2%) = OO0 [ ) Famp(r)r2 | P llrdr (28, 28) o= B,
: k5

para =0y

2" pta(n + |B))!
B!

(TyT,(=), 2%) = / o Forr s (r)r20 28 | =B gy (18 28y

para 8 =0, 5 #0.

Por un argumento similar tenemos

Hootr I / Fas ()20 dr (22, 2%) o= B,
7(B™)

<T<pr(Za)aZB> = 7
0 ot B,
para S =0y
on !
(T,Ty(2%), 5) — W/ fa+5(r)rz‘)‘“ﬁ|r|_(|f3|+|o‘|)rdr<zﬁ,zﬁ),
- ~(B)
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para 3 = 0,  # 0, donde v = TL(“;'BD! fT(En) o(r)r®rdr.

Ahora supongamos que TyT, = T,,Ty. Se sigue que TyT,(2%) = T, T (2

“)y TiTo(z%)

T, Ty(Z*) para todo multi-indice @ € N”. Usando los Lemas 7?7 y ??, tenemos, para

cualquier multi-indice p € N*" y s € N"

2" pa(n+B])! [ gy fag(r)r 20| p|1B1=lelpdp (25 2P)
T T B — ﬁl ]Bn a— )
(Teey, Tp(2%), 27) {0
_ <TfT<p(Za>72ﬂ> f=a-—s,
~]o otros,

0 otros,

{(Twa(za), Py B=a-—s,

0
= (T,Tp ., (2%),2°)
y para f € N* f#0yseN"

2"vg(n+|5])! Iy —lo
{ 6(5! 181) fr(IB%") fa—B(T)TQ |T||ﬁ\ | ‘TdT‘<Z’B,Z’8>

2" pa (n+]B])! f Fap(r)r2e 18] =] B .8
o . "~y Ja—p(r)r?®|r] rdr(zP, 2")
<TgsfsT<ﬂ(Z )7Zﬁ> = {0 & (E)
_ (TfT¢(za),Eﬁ> p=s—a,
o otros,

{awwwx%>6:s—m

0 otros

W«f oy Jas(r)r 20| p|1Bl=lelp gy (28| 28
0
(T, T, (2%),7)
Por un procedimiento similar tenemos
(T, Tp(2%), 2%) = (T, T (2%), 2°)
para f e N'y se N y
(Te . Tp(2%),7°) = (T,Tg (%), 7°)

Entonces T, T, = T, T,
Ahora si T T =T, T sf es facil ver que TyT, = T,T}.

ﬁ = o — S,
otros,
ﬁ = — S,
otros
B =S5 —q,
otros,
B =S5 —qQ,
otros

O
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Del hecho que T}, = T, tenemos el siguiente resultado

Teorema 3.27. Sea f(z) = Y &Pf,(r) € L*, donde f,(r) € R. Sea ¢ una funcion
peN”
acotada separadamete radial en B". Entonces TyT, = T, Ty si y sélo si Tepp, (T, =

T, Terg, vy para todo multi-indice p € N™.
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