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Glosario de simbolos

LX) ={T:X — X | Teslineal }
BX) ={T: X =X |TeL(X),|T| < oo}
U(H) ={U e B(H) : U es un operador unitario }
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) ={x € A:xesinvertible }
o(x) =04(x) ={Ae€C:x—A1¢GL(A)}
) ={we A" wlxy) = wx)w(y)}
) ={wehom(A): w #0}
) ={yeX:fly—x<r}
) ={w e Dom(f): f(w) =0}

AN = {(xn);;o_1 cc: §1|xn|2 < oo}
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VIII Glosario de simbolos

P Medida espectralen (Q,H); P : B(Q) — B(H) (p/8)
|1| Variacion total de la medida u € M(Q) (p/9)
X Espacio de Banach (pB)
A Algebra de Banach (p[13)
X%, A* Espacios duales de X, A, i.e. los funcionales lineales acotados (p
7 Espacio de Hilbert (ple)
K Espacio topologico de Haussdorff compacto (ple)
X Mapeo de Gelfand (p123)
x* Involucién de x (p29)
/Q fdP Integral espectral de f con respecto a P (pl51)
@ Suma directa (pi3)

X; Funcion Caracteristica; X, (w) := { (1) : z ;E (p{42)



Resumen

En este trabajo se presenta un tratamiento detallado de distintos célculos funcionales asi co-
mo de algunas de sus aplicaciones. Se desarrolla primero el clculo funcional continuo para
elementos normales de un dlgebra C*, un caso particular es por supuesto el calculo funcio-
nal continuo para operadores normales y acotados en un espacio de Hilbert. En segunda
instancia se presenta una aplicacién del calculo funcional continuo para demostrar el teo-
rema espectral sobre diagonalizacién de operadores normales y acotados en un espacio de
Hilbert. Luego, se presenta el cldsico teorema espectral para operadores normales, basado
en el desarrollo de la teoria de medidas espectrales, el cual da lugar a una extensién del
célculo funcional continuo, el llamado célculo funcional boreliano. En este caso se presentan
diversas aplicaciones entre las cuales se encuentra una caracterizaciéon de los eigenvalores
de operadores normales en términos de su resolucién de la identidad y una caracterizacién
completa de operadores unitarios; més atiin se demuestra un caso particular de un resultado
de teorfa de representacién de grupos usando las herramientas del célculo funcional bore-
liano. Finalmente se detalla el tratamiento del calculo funcional holomorfo para un elemento
arbitrario de un algebra de Banach, empezando por extender la nocién de holomorfia a fun-
ciones que toman valores en espacios de Banach, para concluir asi con una aplicacién al caso
en que el espectro de un elemento se expresa como una unién disjunta de dos conjuntos. Un
total de 3 apéndices son presentados para hacer el trabajo lo méas autocontenido posible.
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Abstract

In this work we present a fully detailed treatment of distinct functional calculi and of some
of its applications. We first developed the continuous functional calculus for normal ele-
ments of a C* algebra, a special case of this is of course the continuous functional calculus
for normal and bounded operators on a Hilbert space. We then present an application of the
continuous functional calculus to prove the spectral theorem on diagonalization of normal
and bounded operators on a Hilbert space. After that, we deal with the classical spectral
theorem, based of the theory of spectral measures, which gives raise to an extension of the
continuous functional calculus called the Borel functional calculus. In this last case, we pre-
sent several applications such as a characterization of the eigenvalues of normal operators
using the resolution of the identity and a full characterization of unitary operators; moreo-
ver we prove a particular case of a classic result from group representation theory using the
tools of the Borel functional calculus. Finally we give a full treatment of the holomorphic
functional calculus for an arbitrary element of a Banach algebra, beginning by extending the
concept of holomorphic functions to Banach valued functions, concluding with an applica-
tion for the case the spectrum of an element is seen as the disjoint union of two sets. A total
of three appendixes are presented to make the thesis as most self contained as possible.
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Introduccion

En esta tesis se presenta un tratamiento detallado del Célculo Funcional. Se tratd, en la
medida de lo posible, que la tesis fuera autocontenida y que las pruebas estuvieran lo mas
detalladas posibles. El lector encontrara en las referencias que, debido a que las demostra-
ciones son laboriosas, en general se omiten muchos detalles. Un ejemplo claro de esto se
encuentra en una aplicacién clésica del célculo funcional: la demostracién del Primer Teo-
rema Espectral 3.10} que por ser menos clasico en la literatura que el Segundo Teorema Es-
pectral 3.26] su demostracién no se encuentra muy detallada. En esta tesis detallamos toda
la prueba del Primer Teorema Espectral siguiendo las sugerencias que da Halmos en [12] y
la estructura propuesta por Averson en [1]]. De hecho en [12] Halmos escribe “It is unfortu-
nate therefore that even the bare statement of the spectral theorem is widely regarded as somewhat
mysterious and deep, and probably inaccessible to the nonspecialist. [...] Another reason the spectral
theorem is thought to be hard is that its proof is hard” ﬂ

Se enfatiza, haciendo constantes comparaciones, que el calculo funcional es una generali-
zaci6n de lo visto desde un curso de Algebra Lineal. De hecho, en el Capitulo 1 se desarrolla
el tratamiento basico del caso finito dimensional y se muestra un aplicacién a sistemas de
ecuaciones diferenciales. El lector notard que todo lo que se presenta en el primer capitulo,
tiene una generalizacién al caso infinito dimensional, la cual se presenta mds adelante. En
los siguientes capitulos se desarrolla el calculo funcional en abstracto, volviendo en las apli-
caciones al caso de operadores en un espacio de Banach.

A grandes rasgos, en [15] Kisil y Ramirez de Arellano describen que un calculo funcional
es un homomorfismo de algebras ® : 7 — A, donde F es un algebra de funciones y A
un élgebra de Banach (el caso de mds interés es cuando A = B(X) con X un espacio de
Banach). Kisil y Ramirez de Arellano enuncian dos procedimientos para construir a ®:

1) Consiste en empezar por definir a ® en alguna subélgebra densa Fj de F. El dlgebra
Fo debe de tener una estructura algebraica simple para poder definir facilmente el
homomorfismo (F suele ser el algebra de polinomios). Después, se extiende @ a todo
F por densidad.

1Es lamentable, por tanto, que incluso el simple enunciado del teorema espectral sea ampliamente considerado como algo
misterioso y profundo, y probablemente inaccesible para el no especialista. [...] Otra razén por la cual el teorema espectral es
pensado como dificil es por que su demostracion es dificil. ”



2 Introducciéon

2) Se considera una férmula, que reproduce los valores de las funciones f en F (por
ejemplo la férmula integral de Cauchy), de la forma

fA) =[x Df(b)ar

de tal forma que si el kernel (A, t) se puede extender de manera natural a x(x, t), para
algin x € A, entonces si extendemos la teoria de integracién a espacios de Banach,
podemos definir

O(f)i= [ wlxt)f(t)dt

En esta tesis, se siguen ambos procedimientos, el primero en el Capitulo 2 y el segundo en
el Capitulo 4 con la férmula integral de Cauchy. Se analiza la profunda relacién que existen
entre ambos asi como las ventajas y desventajas de cada uno de ellos.

Finalmente, a lo largo de la tesis, presentamos varias aplicaciones de los distintos tipos
de célculo funcional analizados. Las aplicaciones son muy variadas, pues son dentro del
mismo analisis funcional como en la teoria de operadores o la teoria espectral hasta una de
corte mds algebraico, que es un caso particular del Lema de Schur de teoria de representa-
cién de grupos.

La tesis se compone de 4 Capitulos. El primero pretende introducir qué es un célculo
funcional para un operador y mostrar el desarrollo de este mismo en el caso finito dimensio-
nal. En el segundo capitulo presentamos las bases de dlgebras de Banach y algebras C* que
se necesitan para poder desarrollar el cdlculo funcional continuo para un elemento normal
de un élgebra C*. Por lo mismo, el desarrollo de este cdlculo funcional es muy general y al
final presentamos un par de aplicaciones a la teoria de operadores. El Capitulo 3 es, a mi jui-
cio, el mds interesante; es en este Capitulo donde demostramos el Primer Teorema Espectral
usando el célculo funcional continuo. En una segunda seccién introducimos una extensién
del célculo funcional continuo para el caso de operadores normales, llamado el cdlculo fun-
cional Boreliano, que depende del concepto de medidas espectrales y que da pie al segundo
Teorema Espectral del cual se desprenden numerosas aplicaciones. Finalmente concluimos
extendiendo la nocién de funciones holomorfas para funciones valuadas en un espacio de
Banach, que da pie al tratamiento clésico del célculo funcional holomorfo.

Al final, el lector encontrara 3 apéndices cuya funcién es hacer la tesis lo mds autoconte-
nida posible. El primero consta de los enunciados de Teoremas cldsicos (vistos normalmente
en los cursos basicos del CINVESTAV) de Analisis Funcional, Variable Compleja y Anaélisis
Real, que se usaron durante el desarrollo de la tesis. El segundo apéndice introduce lo nece-
sario sobre Ideales y Cocientes para poder demostrar un Teorema clave en la construccién
del calculo funcional continuo. Por dltimo, presentamos un tercer apéndice que establece
lo necesario para enunciar los Teoremas de representaciéon de Riesz-Markov, los cuales son
vitales en el Capitulo 3.



Capitulo 1

Necesidad del Calculo Funcional

Sea X un espacio de Banach complejoy T : X — A un operador lineal. Consideremos
G C Cy alas funciones f : G — C complejo valuadas. La pregunta que nos interesa en
esta tesis es saber para qué clase de operadores T podemos definir un operador denotado
f(T), donde f estd en cierta clase de funciones, generalmente relacionada con las funciones
continuas. La construccién de dicho operador es lo que llamamos un célculo funcional para
el operador T. Es decir, que un calculo funcional de un operador T es una transformacién,
f +— f(T), de cierto espacio de funciones al espacio de operadores lineales en un espacio de
Banach.

Veremos que para que un calculo funcional tenga sentido, la transformacién f +— f(T)
debe de ser un homomorfismo de algebras, es por ello que dedicamos gran parte del Capitu-
lo 2 al estudio de algebras de Banach. Ademads, es bastante 16gico pedir las siguientes pro-
piedades en un célculo funcional:

i) Si f =1 entonces f(T) =1, donde I es el operador identidad en X'.
ii) Si f(A) = A paratoda A € G, entonces f(T) = T.

Es deseable, que en caso de ser T un operador acotado, exista cierta relacién entre la norma
|| £(T)|| y||f||, donde la primer norma es la usual de los operadores lineales, asociada al alge-
bra de operadores lineales acotados, y la segunda es la asociada al dlgebra de funciones en
la cual estemos considerando a f. De tener dicha relacién, suele estar dada por la existencia
de una constante C > 0, tal que

LF @Il = cliA- (L1
En algunos casos tendremos que || f(T)|| = || f||- Deseamos que se cumpla la ecuacién ,

ya que ésta implica que si tenemos una sucesién (f,,)%; que converge a f con respecto a
la norma del élgebra de funciones, entonces se tiene que (f,(T))%° ; converge al operador
f(T) con la norma de operadores. La convergencia anterior denota consistencia en un calcu-
lo funcional, por lo que aunque no se tenga (I.1), buscaremos verificarla directamente.



4 1.1. Célculo Funcional Polinomial

Los pérrafos anteriores nos presentan una version axiomadtica de lo que esperamos de
un célculo funcional. Sin embargo, si nos restringimos a ciertos espacios de Banach, el con-
cepto de calculo funcional no deberia de ser nuevo. Veremos en las siguientes secciones las
situaciones mds sencillas donde usamos el célculo funcional y algunas de sus aplicaciones,
todo esto como motivacion a por qué surge la necesidad de desarrollar el calculo funcional
en situaciones méas generales.

1.1. Calculo Funcional Polinomial

Sea L(X) el espacio de los operadores lineales de X en X' y tomemos a T € L(X).
Consideremos el polinomio p : C — C de grado m, dado por

m
p(A) =Y aA*, ap e C.
k=0

Claramente T € £(X) para cualquier k € Ny pongamos T? := I como el operador identi-
dad, por lo que podemos definir a p(T) € L(X) como

p(T) =Y a,T" (1.2)
k=0

Notemos que si o, 3 € Cy p,q son polinomios de grado my, m, respectivamente (s.p.g
mq > my), dados como

n np
p(A) =Y, Ak, g(A) = Y b Ak
k=0 k=0
entonces ap + 3q es un polinomio de grado m; dado por

(ap+ Ba)(A) = ¥ d*
k=0

con dy := oy + Bby para cada k € {1,---,mq} y poniendo by := 0 siempre que k > mj.
Mientras que pq es un polinomio de grado m := mj - my, dado como

()M = ¥ e
k=0

donde para cada k € {1,---,m}, ¢k se define como

k
Ci ‘= Z a]-bk_j
j=0
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pensando que a; := O para j > myy b; = 0 para j > my. Por lo tanto, se tiene que la
asignaciéon p — p(T) que va de la clase de polinomios complejos al espacio £(X') es un
homomorfismo, ya que gracias a lo anterior

ap(T)+B9(T) =a Y oy T* + B Y 5T = Y dTF = (ap + Bq)(T)
k=0 k=0 k=0

p(T)q(T) = (ﬁ akT"> (% ka"> = f‘, o TF = (pq)(T)
k=0 k=0 k=0

Ademas, trivialmente, se sigue de la ecuacién quesi p = 1, entonces p(T) = I, mientras
que si p(A) = A, entonces p(T) = T. Entonces podemos llamar a la asignacién p — p(T)
un calculo funcional de T para la clase de polinomios complejos. Llamamos a dicho célculo
funcional, el cdlculo funcional polinomial de un operador T € L(X).

Observaciéon 1.1. Es de vital importancia notar, que cualquier otro célculo funcional de un
operador T debe de ser una extensién del polinomial. Se entiende dicha extensién en el
sentido que si construimos un calculo funcional de cierto operador T para cierta clase de
funciones F, entonces F debe de contener a los polinomios para que asi, cuando f € F sea
un polinomio, la formulacién de f(T) coincida con la del calculo funcional polinomial.

Veremos que al aumentar la clase de funciones para las que queremos definir el cdlculo
funcional, se disminuiré los tipos de operadores T para los cuales se puede construir f(T).
Por ejemplo, el mismo célculo funcional polinomial nos permite dar una extensién para la
clase de funciones enteras, es decir funciones analiticas f : C — C en todo C, pues dichas
funciones admiten una representacién en series de potencias de la forma

[e e}
fA) =Y s vaec,
k=0

por lo que es intuitivo poner

A1) i= ¥ 0T,
k=0

pero, esta definiciéon de f(T) tiene sentido tnicamente cuando T € B(X) (el subespacio de
L(X) de todos los operadores lineales acotados). En dicho caso, en efecto f(T) € B(X) ya
que
- k
IF(D]] < X lal I T < oo,
k=0

donde la desigualdad estricta es debida a que la serie que define a f(||T||) es absolutamente
convergente. Notamos que las hipétesis en f para definir f(T) se pueden relajar, basta con
tomar funciones analiticas cuya serie de MacLaurin tenga radio de convergencia R > ||T||.



6 1.2. Funciones de una Matriz

Otra extension que podemos tomar del clculo funcional polinomial es hacia la clase de
funciones continuas, el llamado cédlculo funcional continuo. Para ello tomemos a K C C un
subconjunto compacto en C y denotemos por C(K) a las funciones continuas f : K — C, y
por C[A] C C(K) al conjunto de los polinomios p : K — C, usando la norma del supremo en

C(K):
1fllo = sup|f ()
AeK

4
por el Teorema de Stone-Weierstrass se tiene que

ClAl = C(K)
Entonces si f € C(K), sabemos que existe (p,)?>,; C C[A] tal que p, — f con respecto a
|||l .-Pero, como para cada p, podemos definir p,(T) con el célculo funcional polinomial,
tiene sentido definir
f(T) := lim pu(T).

n—o0

Sin embargo no es tan ficil, ya que hay que asegurarnos que el limite anterior siempre exista
con respecto a la norma de operadores, para ello no s6lo basta que T € B(X). De hecho, hay
que incluir varias restricciones mads, serd necesario que T € B(# ), donde H es un espacio de
Hilbert , sea un operador normal (T*T = TT*). Ademas el compacto K no es arbitrario, pues
necesitaremos que K = o (T) (el espectro del operador T), resaltanto asi la estrecha relacién
que hay entre la definicién de un célculo funcional y el espectro del operador. Finalmente los
polinomios p, : K — C se tomaran en realidad en C[A, A] , donde de nuevo el Teorema de

Stone-Weierstrass asegura que C[A, A] = C(K). Veremos todo esto con detalle en el Capitulo
2, mas aun lo veremos en un panorama general, el de las dlgebras C*, del cual B(#) es un
caso particular.

En las siguiente seccién exploraremos el célculo funcional en el caso finito dimensional
(Algebra Lineal). Serd de gran importancia tener en mente los siguientes resultados a lo largo
de la lectura, pues al desarrollar el caso infinito dimensional se podran apreciar grandes
similitudes.

1.2. Funciones de una Matriz

En este caso tomamos a X := C", donde cada z € C" se piensa como un vector columna
con n entradas z1,- -+ ,z, € C:

Como cada operador lineal actuando en C” es acotado y se representa como una matriz de
tamafo n X n que actiia sobre los vectores en C", entonces B(C") = M,;,(C) (las matrices de
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tamarfo n X n con entradas en C).

SiT € M,;,(C) es cualquier matriz, gracias al célculo funcional polinomial introduci-
do en la seccién anterior, ya sabemos que para cualquier p € C[A], A € C, tenemos que
p(T) € M,;(C). Analizaremos a continuacién como extender el célculo funcional a una
clase mas grande de funciones, veremos que en caso de que la matriz T tenga ciertas propie-
dades, la formulacién de f(T) puede ser bastante sencilla.

El siguiente desarrollo se basa basicamente en lo expuesto en [8] y [13]. Tomemos en-
tonces o(T) := {A1,---, A} C C el conjunto de los distintos eigenvalores de la matriz T
(que en este caso coincide con el espectro de T) supongamos que cada eigenvalor A; tiene
multiplicidad mult(A;) € N, por lo que mult(A;) + - - - + mult(A;) = n.

Sea 17 el polinomio minimo de T, es decir se cumple la propiedad yr(T) = 0y 1 es el
polinomio de grado minimo que cumple tal propiedad. Por lo que

k
Pr(A) = [T(A =A™, (1.3)
j=1

donde 1 < m; < mult(A;) paracada j € {1,---,k}, asi el grado del polinomio 1 estd dado
por m := my + - - - + my < n. Entonces Yt divide a cualquier otro polinomio p con la pro-
piedad p(T) = 0, en particular por el Teorema de Cayley-Hamilton, ¢ divide al polinomio
caracteristico de T dado por pp(A) := det(T — Al). Supongamos ahora que tenemos dos
polinomios g, i tales que

§(T) = h(T), (1.4)
entonces el polinomio diferencia d = g — h, es un polinomio de grado mayor o igual a m

que cumple que d(T) = 0, entonces P divide a d, por lo que existe un polinomio g tal que
d = 7 - q. Luego, al derivar d, es claro que gracias a

d(A) =0,d'(A)=0,---,d"™ VQA)=0Vje {1, -k},
como d = g — I, lo anterior implica que
g(A) = h(Ap), §'(Ap) =K (A)), -+, g™ V(A =" V() Vieft, -k} (15)

Reciprocamente, si se cumple (1.5) se cumple (I.4), por lo que para cualquier polinomio p,
la matriz p(T) estd tinicamente determinada por los valores

p(A])/ P’(A]), Tty P(mf_l)(A]) V] c {1,. .. ,k}

Entonces, dada una matriz T con espectro o(T) = {A1,---, A¢} y con polinomio minimo
dado como en (1.3), si queremos definir f(T), es suficiente con que f sea al menos de clase
CM(K) con M := maxm jycono(T) C K. Ya que, en dicho caso tendra sentido hablar de las
derivadas de f en puntos de o(T). Ademds si existe un polinomio ¢ que cumple

UA) = FA), ) = f1(Ap), -, 7Dy = f DA Ve {1, k),
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podemos definir

Dicho polinomio ¢ es un polinomio de interpolacién, que interpola los valores de f en el
espectro y que también interpola a cada una de las derivadas de f hasta cierto orden rela-
cionado con la multiplicidad del elemento del espectro cuyo valor se estd interpolando. Mas
atin para cada f € CM(K) siempre existe un tnico polinomio interpolador de grado menor
a m y se construye con la formula de interpolaciéon de Lagrange-Sylvester:

j=1 \ i=0

k mj—1 .
(A=Y ( f(l)(/\j)ej,i()\)>

donde cada ¢ ;(A) es el tiinico polinomio que satisface

0 en otro caso

e(-l-)(?\s):{ 1 si j=s&i=1I

Ejemplo:
Considerar la matriz T € M, (C) dada por

010 0

0 0 1 0
T:=

0 0O 1

0 0O 0

en este caso se tiene que o(T) = {0} y que ¥1(z) = 2", por lo tanto si f € C"1(K) con
0 € K, se tiene que

((A) = £(0) + f(0)A + fﬂz(!o);@ I f((;z__l)l()o!))\nl

es el tinico polinomio de grado menor a  que interpola los valores £(0), f'(0), - - -, f*~1)(0).
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Luego
f(T) :=£(T)
:fmﬂ+f%mT+f;pTQ+ +QZTT£TW4

) f0) 4 i)

, (n=2)

0 £0) F(0) e

0 0 f(0)  f(0)
0 0 0 £0) |

Se tienen un par de propiedades interesantes de este calculo funcional asociado al polinomio
de interpolacién /; las cuales enunciamos y verificamos en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.2. Sea T € M, (C) una matriz con espectro o(T) C K y con polinomio minimo
dado como en . Si ademds f € CM(K), se cumplen los siguientes incisos

1) SeaE] S := P~ITP, entonces f(S) = P~ f(T)P
2) Si T = diag[Ty,- -, T;] es diagonal a bloques entonces f(T) = diag[f(T1),---, f(T})]

Demostracion:

1) Del hecho que S = P~ T¥P y que T¥ = PS*P~! se desprende que las matrices T y S tienen
el mismo polinomio minimo. Entonces f(T) := ¢(T) y f(S) := £(S), con ¢ el polinomio de
Lagrange-Sylvester que interpola a los valores de f y el de sus derivadas en el espectro
o(T) = o(S) . Por lo tanto, como ¢ es un polinomio

£(S) :=€(S) = £(P7'TP) = P~ 1¢(T)P = P~ f(T)P.
2) En primer lugar, notemos que
F(T) = €(T) = ((diag[Ty, - -+, T;]) = diagl¢(Ty), -, £(T))]

Ahora es claro que para cada k € {1,---,j}, Yr(Tx) = 0, asi que f y ¢ (junto con sus
derivadas de orden adecuado) toman los mismos valores en el espectro de cada Ty y por lo
tanto f(Ty) = £(Ty) para cada k, es decir que en efecto f(T) = diag[f(T1),---,f(T;)]. H

! Cuando existe una matriz P invertible tal que S = P~!TP se dice que S y T son matrices semejantes
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Ejemplo:
Una consecuencia inmediata de la propiedad 2) anterior, es que si
A - 0
A:=diaglAy, -, A = | ¢ oo
0 - Ay
entonces
f) 0
fA) =diaglf(Ar), -, f(A)] = |+
0 - f(Aw)

siempre que f esté bien definida en el espectro 0(A) = {A1,---, A, }. Porlo tanto si T es una
matriz semejante a A (ie. T es diagonalizable), entonces T = PAP~!. Usando ahora 1) de la

tltima proposicién, f(T) = P~!f(A)P. Tenemos entonces que f(T) es semejante a la matriz
f(A), que representa al operador de multiplicacién por f, en el sentido que para cualquier
n
fA) 0 1 m f(A)x
fRx=1 0 =]
0 o fAa)| | xn f(An)xn
¢

Finalmente concluimos esta secciéon con una férmula, la cual guarda gran relacién con el
Teorema Espectral del Capitulo 3, pues, en la observacién que sigue después de la demostra-
cién, se ejemplifica como es que dicha férmula es en realidad un caso particular del Teorema
Espectral.

Teorema 1.3. (La Férmula de Sylvester) Sea T una matriz diagonalizable y f € C(K) de tal forma
que o(T) := {A1,---, At} C K. Entonces

|
gl
=
=

1=

k ( >
# A — A
Demostracion:

Es un ejercicio tipico de Algebra Lineal verificar que cuando T es una matriz diagonalizable
con espectro o(T) := {A1, -, At} (aqui k < n), el polinomio minimo de T estd dado como

k
() =TI =2,
j=1

donde cada P j estd dada como
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en tal caso tendremos que el polinomio interpolador de Lagrange-Sylvester, el tinico de gra-

do menor a k que interpola los valores f(A;) para j € {1,--- ,k}, es
k k
A=A
R (et
j=1 i# N\

Pero, ya sabemos que f(T) = ¢(T), por lo que en efecto

k k T—A k
f(ﬂZZf(M)H(A )ZZ,lf(/\j)Pj
fn

j=1 i\

i
] i
|

Observacién 1.4. Notemos que P? = P;yque P;P; =0 parai # j. Enrealidad cada P; es la
matriz proyeccién al eigenespacio generado por A;. Més atin si P : B(C) — M,;,(C) es una
funcién definida en los borelianos de C, ®8(C), que es o-aditiva tal que supp(P) = o(T) y
P({A;}) = P}, entonces se verifica que para cualesquiera z,w € C" la funcién p : B(C) — C
dada como

Uz w(A) == (P(A)z,w)

es una medida complejo valuada, donde (-, -) es el producto interno usual de C", es decir
n
(z,w) =) zjw;
j=1
Se verifica ademds, con el Teorema anterior, que para toda z, w € C"
(FTz0) = [ fdusa
o(T)
La matriz f(T) se denotard como
f(T) = / fdP, (1.6)
o(T)
que es otra manera de expresar la férmula de Sylvester, pues sabemos que P({A;}) = P;. La
funcién conjuntista P pertenece a lo que llamaremos medidas espectrales, las cuales anali-

zaremos con generalidad en el Capitulo 3. Para un operador normal, la generalizacién de la
férmula anterior es la segunda versién de lo que llamaremos el Teorema Espectral.

1.3. Aplicacién: Ecuaciones Diferenciales

Consideremos la exponencial de una matriz T € M, (R). Gracias a la extensién del célcu-
lo funcional polinomial para funciones enteras sabemos que

1
oT = kgo o TF € Mu(R).
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Vemos que el célculo funcional para series de potencias también satisface las dos propie-
dades de la Proposicién [1.2} Ademads en el caso particular de la exponencial, se tiene que
=T, yquee ™S =e siempre que TS = ST, de donde se sigue que (e?)~! = ¢~ T.
Tenemos entonces que Calcular la exponencial de una matriz es bastante sencillo, sobretodo
si dicha matriz es diagonalizable o conocemos su forma canénica de Jordan.

Ademas, la exponencial de una matriz es de gran utilidad para resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales. Para ello es necesario ver el siguiente resultado:

Proposicién 1.5. Si A € M, (R) y t € R, entonces

d oAt _p A At 8

a’
Demostracion:
Sea T = At, cuando vimos el cdlculo funcional polinomial, obtuvimos que la serie que define
ael converge absoluta y uniformemente con respecto a la norma de operadores. Luego, esta
serie se puede derivar término a término obteniendo que

d.r © 9 /1 kx) - ov 1ok ke
at’ _gdt(k!At _Z’k!Akt

_ f Aktk 1
=
o0 o0 1
A Ak 1h-1) _ AK-TH1) A
(2 e
= - e t
|

Concluimos con la aplicacién de nuestro interés, que muestra cémo resolver un sistema
de ecuaciones diferenciales usando la exponencial de una matriz

Teorema 1.6. Sean A € M,(R), xg € R" y consideremos el sistema lineal de ecuaciones diferen-
ciales de primer orden con condiciones iniciales dado por

x'(t) = Ax(t)
x(0) = xo.
Entonces la solucion del sistema es x : R — R" definida como x(t) := e’ x.

Demostracion:
Notemos primero que x(0) = e

d d
X (t) = —ePlxg = (dt At) Xg = (A - eAt) xo = Ax(t).

Alxy = Inxg = xo. Ahora por la proposicién anterior

A

Por lo que en efecto, x(t) = e/'x( es la solucién del sistema. |



Capitulo 2

Calculo Funcional Continuo

En el primer Capitulo vimos el interés de desarrollar formalmente un céalculo funcio-
nal para operadores T € B(X'), el espacio de operadores lineales acotados en un espacio
de Banach, que es un ejemplo de un algebra de Banach. Méas atin, comentamos que para
desarrollar el célculo funcional continuo debemos tomar operadores normales en B(H) el
espacio de operadores lineales acotados en un espacio de Hilbert, el cual es un ejemplo de
un dlgebra C*. Por lo tanto, vamos a desarrollar un célculo funcional continuo para elemen-
tos normales de cualquier 4lgebra C*, el caso de operadores se seguira como caso particular.
Asi pues, antes de introducir el calculo funcional presentamos todas las herramientas de
dlgebras de Banach y édlgebras C* que son un caso especial de las tltimas. La mayoria de las
definiciones y argumentos de este Capitulo fueron tomados de [1]].

2.1. Algebras de Banach

Definicién 2.1. Un dlgebra sobre un campo K es un espacio vectorial A (sobre K) con multiplica-
cién que lo vuelve anillo, en el cual

Alxy) = x(Ay) = (Ax)y,
para toda x,y € Ay toda A € K. Es decir, para toda x, y, z € A se cumple
i) x(y+z) =xy+xz (ley distributiva por la derecha),
ii) (x+y)z=2xz+yz (leydistributiva por la izquierda),
iii) x(yz) = (xy)z (multiplicacién asociativa).

En esta tesis nos interesa tnicamente cuando K = C, en cuyo caso se dice que A es un
dlgebra compleja. Todas las algebras que consideremos serdn complejas.

Definicién 2.2. Se dice que un dlgebra A tiene unidad si hay identidad multiplicativa (neutro
multiplicativo), el cual es denotado como 1, es decir que existe 1 € A tal que

x1=1x=xVxe A

13
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Definicién 2.3. Un dlgebra normada es un dlgebra A con una norma ||-|| para la cual se cumple
la propiedad sub-multiplicativa:

eyl < llx[ll[yll V2, y e A 21

Si ademds A tiene unidad 1, entonces la norma debe cumplir que ||1|| = 1. Una dlgebra normada
completa con respecto a su norma es llamada dlgebra de Banach; es conmutativa si la multiplica-
cién lo es. Trivialmente cualquier dlgebra de Banach es un espacio de Banach.

Observacién 2.4. Notemos que la desigualdad (2.1) implica que la funcién multiplicacién
(x,y) — xy es continua, ya que si (x4, y») — (x,y) cuando n — oo, entonces

|xnyn — xy || = | (xn = X)yn + x(yn — v)|| <llxn — x| {|ya]| +1x/l]|yn — y||

de donde se sigue que x,1,; — xy cuando n — oco.
Ejemplo:

i) Los nameros complejos forman una algebra de Banach conmutativa con unidad.

ii) Sea K compacto y de Hausdorff, entonces (C(K), | - ||oo) forma un algebra de Banach
conmutativa con unidad, donde la suma y multiplicacién de funciones estan definidas
puntualmente.

iii) Sea (Q, 9, 1) un espacio de medida o-finita, entonces L (Q, 9, ) es una édlgebra de
Banach conmutativa con unidad, la suma y multiplicacién de funciones estan definidas

puntualmente. La norma es || f|,  := sup {c >0:p{we Q:|f(w)|>c}> 0}.

iv) Sea X un espacio de Banach, entonces B(X') forma un algebra de Banach con unidad
dada por el operador identidad, 1 = 1. La multiplicacién de operadores esta dada por
la composicién y la suma es puntual. La propiedad submultiplicativa se sigue de la
definicién de la norma en B(X')

IT|| == sup [[Tx|
Ixll=1

¢

Definicién 2.5. Sea A un dlgebra de Banach con unidad EI Un elemento x € A se dice invertible
si existe un elemento y € A tal que
xy =1=yx.

Dicho elemento de denota por x~1, se lee “el inverso de x”. Ademds el conjunto de elementos inverti-
bles de A se denota por GL(.A), es decir

GL(A) := {x € A: x es invertible }

lSiempre que hablemos de elementos invertibles, el dlgebra se considera con unidad.
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Proposicion 2.6. (Propiedades de GL(.A))
i) Un inverso es tinico
ii) 0 ¢ GL(A)
iii) Six,y € GL(A) entonces xy € GL(.A)
iv) Six,xy € GL(A) entonces y € GL(.A)
v) Sixy, yx € GL(A) entonces x,y € GL(A)

Demostracion:
i) Sea x € GL(A) y supongamos que existen y1, y» € A inversos de x. Entonces

vi=yi-l=y1-(x-y2)=y1-%) - y2=1-y2 =y

Por lo que en efecto el inverso es tinico.
ii) Supongamos ahora que 0 € GL(.A), entonces

0=0-0"1=1

una contradiccién.
iii) Si x, y € GL(.A), entonces existen sus inversos x 1, y~! € GL(A). Luego

(xy)(y'x~
(' ey =y 1y=yly=1

Hex1xl=xx1=1

Por lo tanto xy € GL(.A) y més atin se tiene que (xy) ! =y~ 'x~ L.

iv) Si x,xy € GL(A) entonces existen sus inversos x 1, (xy)~™! € GL(A). Definamos el
elemento z := y(xy)lx, entonces al multiplicar por x por la izquierda se tiene que xz = x,
entonces si multiplicamos por x ! por la izquierda se tiene que z = 1, es decir que

1y =1.

y(xy)
Claramente (xy) " 'xy = 1, por lo que en efecto y € GL(A) y ademas y~! = (xy) 'x.
v) Si xy, yx € GL(.A) entonces existen sus inversos (xy) ™!, (yx) ™' € GL(A). Claramente se
tiene x - y(xy) ! =1 =y - x(yx) ! Sea z := y(xy) 'x entonces xz = x lo que implica que
xzy(xy)~1 =1, es decir que xzy = xy, de donde se obtiene que z = 1, 0 sea

yay) x=1

1

De manera similar obtenemos que x(yx)~ " - y = 1. Concluimos entonces que x,y € GL(.A)

conx~ ' =y(xy)tyy Tt =x(yx) "
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Proposiciéon 2.7. Sea y € A tal que ||y|| < 1, entonces 1 — y es invertible y de hecho

1 vk
(1-y) =Y y-
k=0
Ademds,
1—1y) ! < —.
L T
Demostracion:

Notemos que z, := Y'_, y* converge absolutamente, ya que H y* H < ||ka y|ly|| <1, asf co-

mo X es completo se tiene que (z,)° ; es una sucesion convergente. Ademds

Z(1—y)=(1—y)za =1-y"",

pero’ ”+1H — 0 cuando 7 — oo, entonces||z,(1 —y) —1|| = ||(1 — y)zx — 1|| = 0 cuando
n — oo, es decir que en efecto

lim z, = (1—y)~ L.

n—oo

Mas aun,

n
=7 = 1t 2l = iz < o 3 ol =

Corolario 2.8. Se tiene que
i) Elementos en la bola de radio 1 centrada en 1 son invertibles, B;(1) C GL(.A)
ii) Para cualquier x € GL(A), si r := ||x~1|| 71, entonces B,(x) C GL(A).

Demostracion:
i) Notemos que

Bi(1) ={xe A:|lx—1] <1} =1+{x e A:|]x[| <1} =1+ B1(0).

Por lo que si x € By(1) entonces existe una y € B1(0) (ie. ||y| < 1) tal que x = 1—y,
entonces por la Proposicién anterior x € GL(A).

ii) Tomemos ahora a cualquier y € By(x), es decir que |[x —y|| < [[x~
[x~1||]x — y|| < 1. Entonces

1|=! o bien que
11 —x"Myl = llx =) < - y] <1

Asi, por la Proposicién anterior 1 — (1 — x~1y) = x~ !y € GL(A). Pero como x~! € GL(A),
entonces por la Proposicion 2.6]iv) se sigue que también y € GL(A). |

Observacién 2.9. El inciso ii) del corolario anterior implica que GL(.A) es abierto en A
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Proposicién 2.10. El mapeo inv : x — x~! es un homeomorfismo de GL(A).

Demostracion:
Claramente inv(x) = inv(y) implica que x ! = y~! y por lo tanto que x = y. Mds atn, si
x € GL(A) entonces inv(x~!) = x. Por lo tanto, tenemos que inv es una funcién biyectiva.

Para verificar que es continua y que su inversa también lo es, tomemos cualquier punto
x € GL(.A) y una sucesion (x,)$ ; tal que x, — x, entonces existe una M € N tal que para
toda n > M se tiene

1
—x|| £ =— 2.2
||x'fl XH = 2||X_1|| ( )

Notemos ahora que si n > M entonces

- _ - _ - _ - [Ell
o = < gy =2 =l (= o)< g e — |l

lo cual implica que
1, _ _
Sl < (23)

Por lo tanto para n > M se tiene que

4 _ - _ _ -
g =27 = o (= )2 <l = a7 20 = xall,

y gracias a que ||[x~!|| < oo, lo anterior implica que ||x;! — x| — 0 cuando n — oo.
Asi que en efecto inv : x — x Les continua, como inv_ -~ = inv, entonces su inversa tam-
bién tiene que ser continua. Concluimos entonces que el mapeo inv : GL(A) — GL(A) es
un homeomorfismo de GL(.A) en si mismo.

En el Capitulo 1, alcanzamos a notar que al definir un calculo funcional de un operador
T hay necesidad de conocer el espectro o(T). La nocién de espectro se puede extender a
dlgebras de Banach y serd de gran utilidad para definir el calculo funcional continuo en
elementos normales de un dlgebra C*. Continuamos entonces con definiciones y resultados
sobre el espectro de un elemento en un algebra de Banach A:

Definicién 2.11. i) El espectro de x € Aes
o(x) =04(x) ={A€C:x— A1 ZGL(A)}.

i) El radio espectral de x es
r(x) :== sup |A|.
Aeo(x)

En caso de que o (x) := (), ponemos r(x) = 0.

iii) El conjunto resolvente de x es

p(x) :=C\o(x)
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Observacién 2.12. A partir de ahora, abusamos de notacién al denotar x — A := x — A1 € A.

Ejemplo:
En el Capitulo 1 usamos que cuando A := M,,(C), para T € A se tiene

o(T) = {valores propios deT }

¢
Ya podemos ir adivinando, gracias al Capitulo 1, que el calculo funcional de un elemento
x € A se define bien para funciones f € C(o(x)), pero para que ||f|| . < oo, es necesario
que o(x) C C sea un conjunto compacto. En efecto lo es, como se muestra a en la siguiente
proposicion

Proposicion 2.13. Sea x € A entonces r(x) < ||x|| y mds aiin o(x) es un subconjunto compacto de
C.

Demostracién:
Sea A > ||x||, entonces

1- ; € B1(1) C GL(A),

de donde se obtiene que x — A € GL(.A) y por lo tanto que A ¢ o(x). Tenemos entonces
que en efecto r(x) < ||x||. Ademas lo anterior nos dice que o/(x) C Bjy|(0) C By, (0), lo que
implica que o(x) es acotado. Definamos ahora la funcién gy : C — A como gx(A) := x — A.

Claramente g, es continua y por lo tanto g; ! (GL(A)) es abierto en C. Se sigue entonces
que C\ g5 ! (GL(A)) es un cerrado en C, pero

C\g:' (GL(A)) = {A € C:gx(A) € GL(A)} = o(x)
Entonces o (x) es cerrado y acotado, es decir un compacto de C. |

Proposiciéon 2.14. Para cualquier ¢ € A*, el espacio dual de A de funcionales lineales acotados, y
cualquier x € A, la funcion H : p(x) — C, dada por

es una funcion holomorfa en todo p(x).

Demostracion:
Gracias al Teorema de Goursat basta verificar que H es una funcién diferenciable en
todo el abierto p(x). Para ello tomemos cualesquiera A, A’ € p(x) y notemos que gracias a
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que @ € A* se tiene

HOOZHD) v o (00-07) o (0-07)]

o (-2 [ -n - (-01))
0 ((A’ S0 (-0 - (- ) m—x)l])
o (W -0"A=-x07")

Luego, usando que ¢ e inv son funciones continuas se tiene que

) = Jim T = tim o (=)= ) =0 (0-27)

Es decir que en efecto H' existe en todo p(x) y es una funcién continua. |

Teorema 2.15. (Férmula del Radio Espectral) Sea A un dlgebra de Banach con unidad. Para toda
x € A se tiene que

Demostracion:
Sea A € Cyn € N, definamos z,v,u € X como

Se verifica de inmediato que z = vu = uv. Supongamos ahora que A" ¢ o(x"), entonces
z € GL(.A), pero como z = vu = uv, entonces 1 = (z~'u)v = v(uz~') y ademés

-1 1

z =zl =z uo(uz™t) = 27 z(uz7t) = uz !

Por lo que v € GL(A) con o' = z7'u = uz~!. Como v = x — A, entonces A ¢ o(x).
Tenemos demostrado entonces, que si A € o(x) entonces A" € o(x") y asi de la Proposicién

[2.13] se extrae que
A" =|A"] < |||, es decir que |A| < [|x"||}/"

Por lo tanto tenemos un lado de la desigualdad, ya que tomando supremo sobre {A € o(x)}
y el limite cuando n — oo concluimos
r(x) = sup |A| < lim [x"]|}/".
Aco(x) oo
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Para obtener la otra desigualdad, notemos que si A € G := {)\ €C:0< A< (r(x) ! },

entonces ‘/\*1‘ < r(x), lo que implica que A~ € p(x). Asi que para cualquier ¢ € A* se
tiene, gracias a la Proposicién anterior, que

A @ ((1 - )\x)*l) ) (()\71 — x)fl) ,

es una funcién holomorfa en todo G. Por otro lado, si A es tal que |A| < | x||~!, entonces
A € G (pues ||x||7! < (r(x))~Y) y ||Ax]| < 1, por lo que gracias a la Proposicién [2.7]se tiene
que, para cualquier ¢ € A*, se cumple

1 ST VAR K — % o () AK

p(1-2)") =0 L) = Y o ((0}) = ¥ o ()2
k=0 k=0 k=0

Por la unicidad de la Serie de Laurent, la expansion anterior es valida para cualquier A € G.

Entonces necesariamente, para cualquier ¢ € A%, se tiene que ¢ (()\x)k ) — 0sik — oo, es

decir que ((/\x)k ) Loy Converge débilmente al 0 y es entonces una sucesién acotada (gracias
€

al Teorema de Banach-Steinhaus . Asi que existe una M € (0, 00) tal que ||(Ax)¥|| < M
para toda k € Ny por lo tanto

1
hm (k|| < kh B | | YAeG = hm [EARAES ;n(f; 3
—00 €

‘ r(x).
Obteniendo asf la otra desigualdad. |

Para terminar con la seccién de algebras de Banach, presentamos la teorfa de Gelfand que
presenta importantes resultados sobre el espectro del un elemento x € A. Principalmente
nos interesa el dltimo resultado (Teorema que relaciona el espectro de un elemento con
el mapeo de Gelfand) ya que es fundamental para definir el cdlculo funcional continuo. Sin
embargo, la demostracién de dicho resultado depende fuertemente del concepto de ideales
en un algebra, por lo que, para hacer esta tesis auto contenida, en el Apéndice|B|se presenta
lo necesario para comprender la demostracion. Para llegar al resultado final veamos primero
que el espectro de un elemento nunca es vacio y las consecuencias que esto tiene.

Teorema 2.16. (de Gelfand) Sea A un dlgebra de Banach con unidad. Entonces se tiene que para

cualquier x € A
o(x) # 0

Demostracion:
Supongamos, en busca de una contradiccion, que existe un x € A tal que o(x) = (). En tal
caso tendremos que p(x) = C, luego por la Proposicién la funcién H : C — C dada por

HO) = (x=2)7"),
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es holomorfa en todo C para cualquier ¢ € A*. Como para|A| > ||x|| se tiene que [|x/A|| < 1,
entonces usando la Proposicién obtenemos

-1
x
1-Z=
o)
Es decir que, A — (x — A)~! € A es una funcién acotada en {A :|A| > ||x||}, por lo que existe
M; € (0, 00) tal que H(x - )\)’1H < M; para toda|A| > ||x||. Definamos M; como

1

1 1
=L
=27 =5

< . 50
Al 1= llx/All jAj=00

My s= max {Ir= 275 < ]}

Claramente M, € (0, 00) pues {A :|A| < ||x||} es compacto en C. Luego, si M := max {M;, M, },
tenemos que para toda A € C

[HA)| =]e (=271 | <Dl 1e= )7 < el M < o0

Es decir que H es una funcién acotada que es entera (holomorfa en todo C), entonces por el
Teorema de Liouville[A.8, H tiene que ser una funcién constante C € C. Pero como

lim H(A) = lim ¢ ((x - )\)*1) - ( lim (x — ;\)1> = (0) =0,

[A] =00 [A] =00 [A]—o00

entonces C = 0. Tenemos entonces que, para cualquier ¢ € A* y cualquier A € C, se tiene
o((x— 7\)_1) = 0. Ademas, por un corolario del Teorema de extensién de Hahn-Banach
é

2| para cada x) := (x — A) ! existe un F) € A* tal que F)(x;) = ||xa]|, pero por lo anterior
se tiene que

0=F ((x—)\)’l) =|(x=A)"1VArec,
una contradiccién, pues ningtin elemento invertible puede tener norma 0. |

Definicién 2.17. Sean A1, Ay dos dlgebras de Banach. Decimos que 6 : A; — Aj es un isomor-
fismo entre Ay y Aj si

i) 8 es una biyeccion lineal.

ii) 6 preserva la estructura algebraica. Es decir que para cualesquiera x1,x, € Ay y cualquier
A € C se tiene que

0(x1 + Axz) = 0(x1) +A0(x2),  0(x1-x2) = 0(x1) - O(x2)

iii) O preserva la topologia, es decir es un homeomorfismo.

iv) Siademds ||6(x)|| = ||x|| para toda x € A, diremos que O es isométrico.
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Corolario 2.18. (Teorema de Gelfand-Mazur) Cualquier dlgebra de Banach compleja A con unidad,
que cumpla que GL(A) = A\ {0}, es isométricamente isomorfa a C.

Demostracion:
Proponemos a 6 : C — A dada por

O(A) :=A-1.
Entonces la imagen de 6 es
0(C)=C-1={A-1: 1€ C}.

Ademads se verifica de inmediato que 6 es un isomorfismo isométrico sobre su imagen, por
lo que resta unicamente verificar que en realidad 6(C) = A.

Para ello notemos que, gracias al Teorema de Gelfand, para cualquier x € A se tiene que
o(x) # 0, por lo que necesariamente existe A € C tal que x — A ¢ GL(.A), o bien tal que
x —A € A\ GL(A). Pero por hipétesis A\ GL(A) = {0}, y por lo tanto x — A = 0, 0 sea que
x = A-1 € 6(C). Probamos entonces que

ACH(C)C A,
es decir que en efecto 6(C) = A. [ |

El corolario anterior se usa en el Apéndice (B} el cual recordemos establece las bases para
probar el Teorema En vias de enunciar y demostrar dicho Teorema es necesario definir
los conceptos de espectro y mapeo de Gelfand, los cuales dependen a su vez del conjunto
hom(A) C A* de homomorfismos en un algebra. Recordemos que el dual .A* de un dlgebra
de Banach, es un espacio topolégico equipado con la topologia débil-x.

Definicién 2.19. Un homomorfismo en un dlgebra de Banach A es un funcional lineal w : A — C
que preserva multiplicacion, i.e. que para todo x,y € A, w(xy) = w(x)w(y). El conjunto de
homomorfismos en A es denotado por hom(.A).

Definicién 2.20. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Se define el espectro de
Gelfand como

sp(A) := {w e hom(A): w # 0} C A
Observacién 2.21. Cualquier elemento de sp(.A) cumple que w(1) = 1y ademds si x €

GL(A)
1

wx 1) =
(x7) el

Proposicién 2.22. Sea A un dlgebra de Banach con unidad y w € sp(A). Entonces |w|| = 1.

Demostracion:
Sea x € A con w(x) # 0, entonces

w(l_a)?x)>_w(1)_m_1_1_
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Luego, de la Observacién anterior se sigue que

Cw()

¢ GL(A),

por lo que ||x/w(x)|| > 1, es decir ||x|| > |w(x)| y por lo tanto que w es acotado. Ademas
como |w(1)| = 1, entonces es claro que ||w]|| = 1. [ |

Teorema 2.23. El subconjunto sp(.A) es compacto en A*.

Demostracion:

Veamos primero que sp(.A) es cerrado en A*. Para ello tomemos (w;)7° ; C sp(.A) tal que
wy, — w € A*y verifiquemos que en efecto w € sp(A), i.e. que w(xy) = w(x)w(y).
Como wy converge débilmente a w, entonces para cualquier ¢ € (sp(A))* se tiene que
@(wy) = @(w) y como ademds ya vimos en la Observacién2.4]que la funcion M(x, y) := xy
es continua, entonces definiendo el funcional ¢, como @ (w) = w(x) se tiene que @, €
(sp(A))* y por lo tanto

w(xy) = (PM(x,y)(w) = lim (PM(x,y)(wn)

= nlino}o wn(M(x/y))
= lim M (wn(x)/wﬂ(y)>

n—o0

- M <lim (wn(x),wn(y)>>

n—0o0

= M ( Jim (pu(n) 0y(@0) ) =M (@(x), @(v) = wD)aly),
de donde se sigue que en efecto sp(.A) es cerrado en A*. Ahora, por el Teorema de Banach-
Alaoglu[A 3|tenemos que {¢ € A* : [|¢|| < 1} es compacto en A*. Pero gracias a la Proposi-
ci6n anterior sp(A) C {@ € A* : ||@|| < 1}, por lo que en efecto sp(.A) es compacto, ya que
es un subconjunto cerrado de un espacio compacto. ]

Definicién 2.24. Se define el mapeo de Gelfand como A > x — X € C(sp(A)) donde la funcién
X estd dada por
¥(w) = w(x) Vw e sp(A)

Observacién 2.25. El mapeo de Gelfand esta bien definido, ya que en efecto ¥ € C(sp(A)),
pues si (w,)%; C sp(A) es tal que w, — w € sp(.A), entonces por definicién de conver-
gencia débil, notando que x € (sp(A))*, se tiene que X(wy) — X(w).
Observacién 2.26. Se verifica que el mapeo de Gelfand x +— X preserva la estructura alge-
braica, ya que

x+Ay=x+2Ay, & xy=xy,
ademas 1 = 1. Por lo tanto tenemos que el mapeo de Gelfand es un homomorfismo a una
subdlgebra de C(sp(A)).
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Terminamos la seccién con el importante resultado que nos dice como calcular el espectro
de un elemento usando el mapeo de Gelfand. Ya mencionamos que el calculo funcional
continuo se basa en este resultado.

Teorema 2.27. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Entonces para cada x € A se

tiene que
o(x) = {X(w) : w e sp(A)} =: X (sp(A)).

Demostracion:

Basta demostrar que x € A es invertible si y sélo si ¥ nunca se anula. Ya que, en tal caso
tendremos que un elemento y € A no es invertible si y s6lo si existe un w € sp(.A) tal que
y(w) = 0y por lo tanto

Aeo(x) <= y:=x—A¢GL(A)

= (x—A)(w) =0

= w(x—A)=0

— wx)=A

— X(w)=A<= A ex(sp(A))

Probando asi el resultado deseado.

Veamos entonces que en efecto x € GL(.A) si y s6lo si X nunca se anula:

(=) Sea x € GL(.A), entonces para cualquier w € sp(.A) se tiene que
1= w(1) = wix V) = (1) (w) = F(w)x— (w)

Lo que implica que en efecto X(w) # 0 para toda w € sp(A).
(«=) Siahora x ¢ GL(.A), buscamos exhibir un w € sp(.A) tal que x(w) = w(x) = 0. Para
ello definamos

I:={xy:ye€ A},
claramente 7 es unideale Z C A pues 1 ¢ Z, asi que existe un ideal maximal J conZ C J.
Pero por el Teorema [B.7]ii), existe un w € sp(.A) tal que J = N (w) . Luego como x € Z se
tiene que x € J y por lo tanto que w(x) = 0 como queriamos. u

2.2. Algebras C*

Definicién 2.28. Sea A un dlgebra de Banach. Decimos que A es un dlgebra-+ de Banach si existe
una transformacion
x—xteAd

llamada involucion, que para cualesquiera x,y € A, A € C, se cumple lo siguiente

i) x* = (x")" =x
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ii) (xy)* =y«
i) (x+ Ay)* = x* + Ay*
i) [[x*{| = [|x]
si ademds
2
o) [lxx| =]
entonces decimos que A es un dlgebra C*

Ejemplo:

i) El 4lgebra M, (C) con la involucién dada por la matriz transpuesta conjugada forma
un élgebra C*.

ii) Sea H un espacio de Hilbert separable, entonces B(7), junto con la involucién dada
por el operador adjunto, es un dlgebra C*. Esta dlgebra no es conmutativa y es sobre
la cual aplicaremos el cdlculo funcional que se desarrolla al final de este capitulo.

iii) Sea K compacto y de Hausdorff. Entonces el espacio de funciones C(K) es un algebra
C* con involucién dada por f — f. Mas alin esta es un algebra conmutativa.

¢

Definicién 2.29. Sea A un dlgebra-+ de Banach. Decimos que x € A es un elemento autoadjunto
si

x=x"

Definicién 2.30. Sea A un dlgebra-+ de Banach. Decimos que x € A es un elemento normal si

xxt = x"x
Claramente cualquier elemento autoadjunto es normal pero no al revés. También es claro
que y = x*x y z = xx* siempre son autoadjuntos. En la siguiente seccién veremos que el
célculo funcional continuo se define para los elementos normales de un dlgebra C*.

Definicién 2.31. Sean Ay, Ay dos dlgebras-x de Banach con involuciones %1, * respectivamente.
Un isomorfismo 6 : Ay — Ay se llama isomorfismo-x entre Ay y Ay si para toda x € A,

0 (x"1) = (0(x)) "

A continuacién demostramos el Teorema Espectral Abstracto, la clave en la demostracién
es usar el Teorema Aunque el siguiente Teorema es dnicamente valido en algebras
C* conmutativas, éste serd la clave para definir el calculo funcional continuo en cualquier
algebra C*, aun si no es conmutativa como el caso de B(H).
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Teorema 2.32. (Teorema Espectral Abstracto) Sea A un dlgebra C* conmutativa con unidad. En-
tonces el mapeo de Gelfand es un isomorfismo-* isométrico de A a C(sp(A)).

Demostracion:
Ya sabemos que el mapeo de Gelfand es un homomorfismo inyectivo. Veamos en 3 pasos
que en efecto preserva la involucién, es una isometria y es suprayectivo.

Paso 1: Para ver que el mapeo de Gelfand preserva la involucién (i.e. x* = X ), tomemos
x € Ay definamos x1, x como sigue

_ox+x" —ix — (ix)*

2 T T

X1 :

Entonces x = x1 +ixy, y ademas x] = x1 y x; = X, es decir que ambos son elementos
autoadjuntos. Supongamos ahora que para j = 1,2 la funcién x; € C(sp(.A)) es real valuada,
en cuyo caso se tendrd que

~

x]-:

)

y entonces

(x1 +ixp)*

= X1 —ix2

=
*
Il

= X1 —iXy
= X1 — Xy
=f1+ix2

—
= X1 +1x2

=

=X

Por lo tanto, nos basta con ver que las funciones x; son real valuadas para j = 1,2. Verifi-
quemos que, en general, al aplicar el mapeo de Gelfand a cualquier elemento autoadjunto,
se define una funcién real valuada. Para ello tomemos cualquier y € A autoadjunto y defi-

namos
00

u ._eit]/._ Z (lt)n "YieR
SR n Y
n=0
En el Capitulo 1 vimos que la serie anterior estd bien definida ya que la funcién exponencial

es entera. Gracias a la propiedad iv) de una involucién, tenemos que x — x* es continua y
por lo tanto, usando también que y es autoadjunto, obtenemos que

n=0
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como ademés A es un algebra conmutativa, entonces se tiene que e*™¥ = e¥e¥, de donde se
sigue que
wiug =i =¥ =1

que a su vez implica que ||uf|* = |[usuf|| = |[1] = 1, pues A es un algebra C*. Asi, para
cualquier w € sp(.A) tendremos que

|w(uy)| <|lelf||u]] = 1.

Por otro lado,

(w(y))" = etely) e ¢

w(ut) —w (i (Z}i?”yn> _ io" (l':l?n
n=0 n=0

Entonces para toda t € R se tiene que

7

1 2 fw(ut)| =

eitw<y>‘ _ Melitw(y) _ - Im(w(y))

por lo que forzosamente Jm(w(y)) = 0, ya que de lo contrario se tiene una contradiccién
pues podriamos hallar una ¢ tal que |w(u;)| > 1. Probamos entonces que j(w) = w(y) =
Re(w(y)) € R para cualquier w € sp(A), por lo que en efecto ¥ es real valuada. Como
X1, Xp son autoadjuntos, concluimos entonces que 1, X, son funciones real valuadas como
querfamos verificar.

Paso 2: Veamos ahora que en efecto el mapeo es una isometria (i.e. Pd: [|x|| = ||]|_ ). No-

. . . . 2
temos en primer lugar que, si z = z* entonces al ser A un dlgebra C* se tiene que ||z||” =
|z*z|| = ||z?||, mds atin como A es conmutativa esto no sélo se cumple para los elementos
autoadjuntos, ya que como x*x es autoadjunto obtenemos que

120 = |22 | = el = e = @] =22 = (20

2
Remplazando x por x2 tenemos que ||x*|| = ||x2|| =||x 4, inductivamente se sigue que para
p p q gue que p

cualquier n € N, |[x2"|| = ||x||*". Entonces ||x2"||/2" = ||x||, asi que por la férmula del radio

espectral tendremos que

r(x) = tim [5"[2" = lim [}2]| = ||

Pero, como A es dlgebra de Banach conmutativa con unidad, entonces por definicion de r(x)

y por el Teorema[2.27} que dice que o(x) = X(sp(.A)), se tiene que

]l = r(x) = sup {|A| : A € o(x)} = sup {|F(w)| : w € sp(A) } = 7],

es decir que en efecto el mapeo de Gelfand es una isometria.
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Paso 3: Finalmente, para probar que el mapeo es suprayectivo, notamos que su imagen
A:={z:xe A},

es una subdlgebra de C(sp(.A)), que separa puntos, ya que, para wj # wy € sp(A) exis-
te un x € A tal que wq(x) # wa(x), es decir que existe un X € A de tal forma que
Z(w1) # X(w,). Como ademas la funcién constante 1 € A, entonces se sigue del Teore-
ma de Stone-Weierstrass que A es denso en C (sp(A)). Por el Paso 2 tenemos que para
toda X € A se tiene que x|, = Ilx[l, asi que como A es completo con || - || entonces Aes
completo con || - || o, asf que A es cerrado y entonces por densidad A = C(sp(A)). [ ]

Ademas de dar lugar al célculo funcional continuo, el Teorema anterior tiene dos co-
rolarios de vital importancia para el estudio de la teoria espectral. Notemos que en tales
Corolarios no se pide que el dlgebra C* sea conmutativa.

Corolario 2.33. Sea A un dlgebra C* con unidad. Entonces si x € A es autoadjunto se tiene que
o(x) CR

Demostracion:
Sea x € A autoadjunto y definamos .4 como

n
A1::{Zockxk:nGN;ocl,-"/“nGC}

k=0

Tenemos que A; es una subdlgebra C* de A, por lo que para cualquier y € A;

o(y) = oaly) Cou,(y) (2.4)

Ademas A; es conmutativa, contiene a la unidad y como en particular x € A; es autoad-
junto, del Paso 1 de la demostracion del teorema anterior, obtenemos que la funcién X es real
valuada en todo sp(.A4;), es decir X(w) = w(x) € R para toda w € sp(A;). Por lo tanto por
el Teorema 2.27]

o4,(x) =% (sp(A1)) CR

asi que implica que en efecto o(x) C R. [ |

Corolario 2.34. (Permanencia Espectral: “Baby Spectral Theorem”) Sea A un dlgebra C* con uni-
dad. Si Ay C A es una subilgebra C* de A que contiene la unidad, entonces para todo x € Ay

ou(x) = 04,(x)

Demostracion:
Claramente 04 (x) C 0.4, (x), por lo que basta demostrar que o4(x) D 04, (x), que es equiva-
lente a verificar que p 4(x) C p4, (x). Para ello tomemos cualquier z € A; N GL(.A), entonces
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como (z71)* = (z*)~! se tiene también que z* € A; N GL(A). Claramente [(z*z) " 1z*]z = 1,
pero z~! € A entonces necesariamente

Z—l — (z*z)_lz*

Asi para tener que z~! € Aj, basta ver que (z*z)~! € Ay, ya se tiene que z* € A;. Para
verlo, tomemos en general a y € A; N GL(.A) autoadjunto, entonces 0 ¢ 0 4(y) y ademds
por el corolario anterior 04, (y) C R. Notemos que el 0 podria pertenecer a 04, (), pero
para ver que no, basta tomar (A,)$; C Ccon Im(A,) # 0, Ay — 0y Ay € 0.4,(v), para que
asi (y — Ay) ! € Aj para toda n € N. Por lo tanto como A; es cerrado se tendré que

y_l = lim (y—/\n)_1 c Ay

n—o0

Tomando el elemento autoadjunto y := z*z lo anterior implica que (z*z)~! € Aj, lo cual
ya vimos que implica que z~! € A;. Concluimos entonces que, para x € Ay, si A € p4(x),
entonces z := x — A € A; NGL(A) y por lo anterior que z7! = (x —A)~! € Aj, lo que
implica que x — A € GL(A;), es decir que A € py, (x) como queriamos verificar en un
principio. u

2.3. El Célculo Funcional Continuo y Aplicaciones

Finalmente concluimos el Capitulo con la construccién del célculo funcional continuo.
Antes es necesario introducir el concepto de dlgebra C* generada por un subconjunto.

Definicién 2.35. Sea A un dlgebra C* y S C A. La interseccion de todas las dlgebras C* que
contienen a S se llama el dlgebra C* generada por S y se denota por C*(S), es decir

C*(S):=({V: VesdlgebraC* con S C V}

Observacion 2.36. C*(S) es la cerradura del conjunto de combinaciones lineales de elemen-
tos de la forma xq,---,x,; con xj € SUS*paraj=1,---,nycon §* := {s* : s € S},
ie.

C*(S) = span(S U S¥%)
Teorema 2.37. (Cilculo Funcional Continuo) Sea A un dlgebra C* unitaria y x € A un elemento
normal. Entonces existe un tinico isomorfismo-* isométrico @ : C(o(x)) — C*({1,x}) que cumple

que @ (1) = x, dondeﬂz :0(x) < Ces lainclusion 1(A) = Apara A € o(x).

Demostracion:

2es claro que 1 € C(o(x))
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Consideremos los conjuntos

Aq = Cik ) neN; cix €CV(jk)e{o,-- n}2y C A

0

=

J

Ay = cix N Ak neN; cjx €CV (j,k) €{0,--- ,n}*» CC(o(x))

0

=

J

Definamos A; := A1 y Ay = A;. Se sigue de la Observacién anterior que C*({1,x}) = A4
y ademds como A; es una subdlgebra de C(o(x)) que contiene a la funcién 1y que separa
puntos, por el Teorema de Stone Weierstrass tenemos que C(o(x)) = Aj. Para ver la
existencia del isomorfismo-* notemos primero que A; es un algebra C* conmutativa con
unidad, ya que como x es normal, entonces para cualesquiera ji, ki, j2,k» € N

{le(x*>k1:| |:xj2(x*)k2:| :x...xx*...x*x...xx*...x*
e~

A ky 2 ka
:x...xx*...x X+ XX X

2 ka i ky

- [xfz (x*)kz} [le (x*)k1}

Entonces por el Teorema Espectral Abstracto, Teorema [2.32} se tiene que A; y C(sp(A1))
son isométricamente x-isomorfos bajo el mapeo de Gelfand x +— . Recordemos que, del
Corolario (Permanencia Espectral), se tiene o/(x) = 04, (x). Veamos ahora que sp(.A;)
y 04, (x) son homeomorfos. Para ello recordemos que gracias al Teoremase tiene que

0.4,(¥) = T (sp(A1) = {w(x) : w € 5p(A1)} 25)

Por lo que de manera natural proponemos 8 : sp(A;) — 0.4, (x) como

O(w) := w(x) € oy, (x)

Verifiquemos que en efecto 0 es un homeomorfismo:

e Notemos que gracias a se tiene que 0 (sp(A1)) = 0.4, (x), por lo tanto 6 es suprayec-
tiva.

e Para ver que es continua tomemos una sucesion (w;,)$°; C sp(A;) tal que w, — w €
sp(.Ay), es decir que para todo ¢ € sp(A1)* se tiene que ¢p(w;,) — @(w) € C, en particular
0 € sp(Aj1)* por lo que en efecto es continua.

e La inyectividad de 0 se obtiene al tomar w; # wy € sp(A;1). En primer lugar notemos que
existe un y € A; de la forma

n
= Y cu(x
j k=0
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y tal que wi(y) # wsy(y), ya que de lo contrario si wy(y) = w;(y) para toda y de la forma
anterior, entonces por definicién de A; se tendria que w1 (a) = wy(a) paratodaa € Aj, que
es imposible pues w; # wy. Por el Teorema Espectral Abstracto, Teorema w(x*) =:

x*(w) = X(w) = w(x), asi que para cualquier w € sp(A;) se tiene que

n n

= Y cuw () (@) = ¥ arww o

jk=0 jk=0
en particular como w1 (y) # wy(y) se tiene que

Zn: Cik w1 (x) i () #

k=0 J

Cjk w2 ()] wz (x)k
0

T[\’JS

de donde se sigue que necesariamente w1 (x) # ws(x), es decir que 8(w1) # O(w,) y por lo
tanto que en efecto 0 es inyectiva.

e Finalmente resta ver que 0~! es una funcién continua. Para ello tomemos cualquier ce-
rrado K en sp(.A;y), como sp(Aj) es compacto entonces K también lo es, pero como 6 es
continua entonces 8(K) es compacto en o4, (x) y por lo tanto es cerrado. Hemos probado

que si K es cerrado en sp(.A;), entonces la imagen inversa de K bajo 8~! es un cerrado en
04, (x), es decir que 6! es en efecto continua.

Como sp(Aj1) y o4, (x) son homeomorfos bajo el homemorfismo 0 : sp(A;) — o4, (),
entonces si definimos ¥ : C(sp(A;)) — C(o4,(x)) por ¥(f) := fo 07!, asi ¥ 1(g) = go6
para g € C(o4, (x)), entonces se tiene el siguiente diagrama

Ay 222 C(sp(Ay)

ENE
¢ (0.4,(x))

Cong: A —C (O‘Al (x)) = Ay, dado por ¢(a) := a0 07! paraa € A;. Entonces veamos

que el isomorfismo-* isométrico buscado es @ := ¢! : C(o(x)) — C*({1,x}), pues si
C(sp(A1)) > ¢ — ¢ € A representa la inversa del mapeo de Gelfand, entonces

Q1) =V¥-1(1)=100=0=x,
ya que como 8(w) = w(x) entonces 6 = x. La  unicidad del isomorfismo se sigue por su-
puesto de la propiedad anterior y del hecho que A; = A; y A; = A, (Observacion2.38). W
Observacién 2.38. Es claro que cuando nos restringimos al conjunto A, ® : Ay — Aj es
una biyeccion, ya que gracias a que @ (1) = x, y a que @ es un isomorfismo-* se tiene que

(Z c]k)\] ) i c]kx] (2.6)
7, k=0

jk=0
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Observacion 2.39. Si x € A es normal, la asignacion f — @(f) con f € C(o(x)) es el
célculo funcional continuo para x, por lo que ponemos f(x) := @(f) y vemos facilmente que
f(x) cumple lo deseado para la consistencia de un calculo funcional, a saber que 1(x) = 1,
1(x) = x. Ademads al ser @ un isomorfismo-* isométrico, tenemos

LEEI=l@A] =1 £lluo
la importancia de la igualdad anterior ya fue mencionada al inicio del Capitulo 1.

Observacién 2.40. Finalmente notemos que Ay = C[A,A] con A, A € o(x). Asi el calculo
funcional continuo se puede definir primero para elementos en A; ie. ® : Ay — Aj de
manera natural como muestra a férmula (2.6) y como por el Teorema de Stone-Weierstrass

se tiene que C[A,A] = C(o(x)), entonces @ se extiende por densidad a todo C(o(x)
para ser el tnico isomorfismo-* isométrico @ : C(o(x)) — C*({1,x}) del teorema anterior.

Aplicaciones

Pensemos, similar al Capitulo 1, en el calculo funcional poliniomial para cualquier dlge-
bra de Banach A con unidad, es decir para x € A, si p es el polinomio

m
p(A) ==Y A, e C.
k=0
entonces ponemos p(x) € A como
g k
p(x) =) cpx".
k=0

Claramente cuando A es algebra C* y x es normal, la asignacién anterior p — p(x) coin-
cide con el célculo funcional continuo p — @(p). Entonces se tiene el siguiente resultado
conocido como la propiedad del mapeo espectral para polinomios

Teorema 2.41. Sea A un dlgebra de Banach con unidad y x € A. Entonces si p € C[A] se tiene que

Demostracion:

Si p es un polinomio constante p(A) = ¢o € C, entonces p(o(x)) = {co} y como claramente
p(x) = ¢o1, entonces también o(p(x)) = {cp}. Cuando el polinomio p no es constante, es
decir que ¢, # 0, entonces si a € C, sabemos por el Teorema Fundamental del Algebra que
existen constantes A, - - , A, € C, con Ag # 0, tales que

p(A) —a=2A(A = A1) (A= Am)

es decir
p(x) —a=2Ag(x — A1) - - (x — Ap)
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por lo que p(x) —« € GL(A) siy s6lo si paratodaj=1,---,m, (x — A;) € GL(A). Por lo
tanto & € o'(p(x)) si y sélo si para alguna j se tiene que A; € o(x), pero como p(A;) —a =0
entonces p(A;) = ayasi & € p(o(x)); luego en efecto o(p(x)) = p(o(x)).

El resultado anterior depende tnicamente de las herramientas de la Seccién 2.1, sin embargo
es interesante presentarlo hasta este momento, ya que se generaliza al caso en que A es dlge-
bra C* y x es normal y f(x) se define por el cdlculo funcional continuo de x para funciones

feo(x):

Teorema 2.42. Sea A un dlgebra C* con unidad y x € A un elemento normal. Entonces para

f € C(o(x)) se tiene que

Mis aiin, si g € C(o(f(x))), entonces
(g0 f)(x) =g(f(x))

es decir que @x(g o f) = @, (Dx(f)) donde @ representa el cilculo funcional continuo para
cualquier elemento normal y € A

Demostracion:
Sean Aj y A, como en la demostracién del Teorema y A1 = C*({x,1}). Entonces
notemos que para p € A, de la forma

n
=) CJkN
k=

j,k=0

si w € sp(Ay), entonces por la Observacion 2.38)

w(p(x)) =w ( Y i ( ) kzn:OC]k w(x) (w(x))* = p(w(x))
=

es decir que w (p(x)) = p(w(x)) para toda p € Az, pero como A; = C(o(x)) entonces
w (f(x)) = f(w(x)) para toda f € C(o(x)). Luego usando lo anterior y el Teorema dos
veces concluimos

o(f(x)) ={w(f(x)) : w € sp(A1)} = {f(w(x)) : w € sp(A1)} = f(o(x))

Ahora para ver que (go f)(x) = g(f(x)), notemos primero que f(x) es también normal y
por lo tanto se le puede asociar un célculo funcional, en efecto si @ : C(o(x)) — C*({1,x})
define el calculo funcional continuo para x, entonces

f@fx) = o) () =@ (f-f) =@ (f-F) = d(NO(f)" = f(x)f ()"
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Asf pues existe un tnico isomorfismo-x isométrico @ (,) : C(a(x)) — C*({1, f(x)}) que
define el célculo funcional continuo para f(x). Luego si ponemos £ := C*({1, f(x)}) cla-
ramente £ C A; y asi para cualquier w € sp(.A;) la restriccion wg € sp(€). Recordemos
que

w (f(x)) = flw(x))V f € C(a(x)),

y similarmente se tiene que si y = f(x) entonces

we (8(y)) = g(we(y)) Vg € Cla(y)).

Asi,sig € C(o(f(x))) tenemos que (go f) € C(o(x)) y entonces para cualquier w € sp(.A;)
w ((g0f)(x) = (g0 fHlw(x)) =g (we(f(x))) = w (g(f(x)))
por lo que en efecto (g o f)(x) = g(f(x)). |

Finalmente concluimos el Capitulo con una aplicacién del cdlculo funcional continuo a la
Teorfa de Operadores, a saber queremos demostrar que todo elemento no nulo del espectro
de un operador normal y compacto en un espacio de Hilbert separable, es un eigenvalor
del operador. Para ello consideremos el dlgebra C* dada por A = B(H) con H un espacio
de Hilbert separable, como ya vimos en este caso la involucién estd dada por el operador
adjunto y la identidad 1 = I es el operador identidad. Veamos primero un par de Lemas
que nos llevaran al resultado deseado, es importante notar que el uso del célculo funcional
estd en el primero de los Lemas, que por si solo es un resultado bastante interesante, pues
nos dice que el comportamiento del espectro de un operador normal es en cierto sentido
como el de los eigenvalores:

Lema 2.43. Sea T € B(H) un operador normal (i.e. T*T = TT*) y A € o(T). Entonces existe una

sucesion (En)flo:l C H de elementos con norma 1, tal que

(T— A&, —0eH

Demostracion:
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A = 0, ya que de lo contrario cambiamos
Tpor L := T — Al y tenemos que L es un operador normal con 0 € o(L). Ahora bien

tomemos, como en el Teorema anterior, a @ : C(c(T)) — C*({I, T}) el isomorfismo-* que
define al célculo funcional continuo. Definamos a f € C(c(T)) como la funcién 1, es decir
f(A) :== A para A € o(T), entonces se tiene que ®(f) = f(T) = T. Tomemos ahora una
sucesion (f,,)5%; C C(o(T)) de tal manera que paracadan € N

F0) =1, [fuM)] <1, fa(A) =0V |7 >%

Claramente para cada n € N,

full,, = 1 pues|fu(A)] <1y f(0) = 1. Ademés como @ es
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un isomorfismo isométrico entonces

(o]l =[|@(f fu)l

=|f fullo
= sup |f(A) - fu(A)]
Aeo(T)
1
= sup |z- f(A)| <= — 0 2.7)
)\608)| f" | oo
Por otro lado, como ademas |(D( fn) H = H fu HOO = 1, entonces podemos construir una suce-

sion (uy)02 4

efecto, como

acotada tal que &, := [®(fy)]u, € H tenga norma 1y cumpla lo deseado. En

[@(f)]| = sup [[[@(fa)]o]]

[[of|=1

entonces para cada n € N podemos tomar (v]({"))]fil de tal forma que

[lmle” | = o],
—00
definiendo ahora n;, := [ ( fn)]v,(q"), se tiene que si &, := 11, /||11, || entonces la sucesion (&),
es de elementos con norma 1 y si
o
Uy =
17

se tiene que (u)7> ; es acotada y es claro que &, = [®(f,)]u,. Por lo tanto por (2.7) y como
(1)$2 1 es acotada, se tiene que

IT&ll = || [®(f)]&n]|
=[[[@(F)D ()]
<[le(f)o(fu)llllunll —2 0

Por lo que en efecto existe tal sucesion (é,,)$° ; C H. [ ]
Lema 2.44. Sea T € B(H) un operador normal. Si Ay # A, son eigenvalores de T, entonces los
eigenvectores asociados vy, v (i.e. v; # 0y Tv; = Ajv; para j = 1,2) son ortogonales.

Demostracion:
Notemos primeo que si L es normal entonces para cualquier v € H

|Lo||* = (Lv,Ln) = (o, L*Ln) = (v, LL*n) = (L*0,L*n) = ||L*v|?
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En particular como T es normal, entonces para cualquier A € C el operador T — Al también
es normal pues

(T — A)(T — AI)* = (T — AI)(T* — AI)
= T*T — AT — AT* +|A]*1
= TT* — AT* — AT +|A]*1
= (T* = AI)(T — Al
= (T — AI)*(T — AI)

Luego para j = 1,2 sabemos que Tv; = A;v;, es decir que
2 * 2 * oy 2
H(T - Aj)ij =0 H(T— A) v]-H — 0« |(T*=A)o;2 =0

por lo que T*v; = A;v;, osea que A; son eigenvalores de T* con eigenvectores ;. Por lo tanto
se tiene que

A1(v1,v2) = (Av1,02) = (To1,v2) = (v1, T*02) = (v1, Ava) = Aa(v1,02)
por lo que necesariamente (v1,v;) = 0, ya que de lo contrario se tendria que A = Ay, que

es imposible por hipétesis. |

Concluimos entonces con el siguiente Teorema, que depende de los Lemas anteriores y
por lo tanto del célculo funcional continuo. Ademds es un Teorema que volveremos a usar
en el siguiente capitulo.

Teorema 2.45. Sea T € B(H) un operador compacto y normal. Entonces todo elemento no nulo del
espectro, i.e. de o(T) \ {0}, es eigenvalor. Ademds no hay puntos de acumulacién en o(T) \ {0}.

Demostracion:
Sea A € ¢(T) \ {0} y tomemos la sucesion (&,)52; C H dada por el Lema[2.43} Ahora como
(&€n)9% 4 es acotada y T es compacto entonces (Té,)$° ; admite una subsucesion convergente
digamos a1} € H:
T&y, — M
k—o0

Pero como por construccién de (&,)7° , se tiene (T — AI)&, — 0, entonces
Ay, —
gi’lk k—s00 T’A
entonces se tiene también que que

e, e T%

por lo que T(n)/A) = 1,, lo que implica que en efecto A es eigenvalor.
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Ahora supongamos al contrario que si hay puntos de acumulacién, es decir que existe
(M), C o(T)\ {0} talque A, — A € o(T) \ {0}. Entonces si (v,,)$> ; son los eigenvectores
asociados, los cuales podemos tomar con norma 1, del Lema anterior se sigue que entonces
dichos eigenvectores son ortonormales. Por lo tanto, al ser T compacto existe una subsuce-
sion de (Tv,)$° ; convergente, es decir que (A,v,)$° ; también admite una subsucesion que
converge, digamos a y,
AnOn, — Y,
k—o0

entonces claramente

Y
Uy, — =
Fksoo A
pero esto una contradicciéon ya que como ||v,|| = 1y v, L vy, para cualesquiera m # n se

tiene
l[on — Um”z =2

entonces (v;,)7° ; no puede admitir subsucesiones convergentes. |



38

2.3. El Calculo Funcional Continuo y Aplicaciones




Capitulo 3

El Teorema Espectral

En Teoria de Operadores una de las aplicaciones mds importantes del calculo funcio-
nal continuo es el Teorema Espectral para operadores normales en B(H ). Dicho Teorema se
presenta en dos formas distintas, la primera indica que todo operador normal T es diago-
nalizable en un sentido que en breve definimos; la segunda forma indica que el operador
f(T) puede ser representado como la integral de f con respecto a una medida espectral ex-
tendiendo en cierta forma la férmula vista para el caso matricial. En este Capitulo nos
dedicamos a demostrar ambas formas asi como presentar todos los preliminares necesarios.

3.1. Operadores Diagonalizables y Primer Teorema Espectral

Para motivar el Primer Teorema Espectral, consideremos a M ,(C) con involucién dada
por la matriz transpuesta conjugada, si T € M,,(C) es una matriz normal, entonces existe
una matriz unitaria U (i.e. U*U = UU* = I) y una matriz diagonal A := diag[A1, -+, Ay]
(los valores A; son los eigenvalores de T es decir 0(T) = {A1,- -+, Ay }) tal que

T =UAU*

Esto quiere decir que el operador T es diagonalizable pues es semejante a la matriz diagonal
A. Notemos que U*TU = A es un operador de multiplicacién en el sentido que aplicarlo a
un vector z € C" es lo mismo que multiplicar las componentes de z por la diagonal de A

7\1 s 0 21 7\1 Z1
Az=l: il = ]
0 - Agl |zn AnZn
Lo anterior se generaliza para operadores normales en B(#) con H un espacio de Hilbert
separable, pues el Primer Teorema Espectral afirma cualquier operador normal en B(7) es

semejante via un operador unitario a un operador de multiplicacién, lo que pronto definire-
mos como diagonalizable.

39
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Antes de definir formalmente a los operadores de multiplicacién y el concepto de ope-
rador diagonalizable, veamos que la conclusién del Primer Teorema Espectral se obtiene
facilmente en un caso muy especifico

Ejemplo:

Sea T € B(H) un operador normal con espectro discreto o(T) = {A, : n € N}, con
(An)2, € £°(N), consistente tinicamente de eigenvalores con eigenvectores dados por
{en : n € N} C H que forman una base ortonormal del espacio separable H (este podria
ser el caso cuando T es un operador compacto, ver Teorema [2.45). En efecto, definamos
U: ?(N) — H como

Ux = Z Xney para x := (x,)%; € (2(N).

Un célculo directo muestra que U* : H — ¢?(N) esta dado por

Uy = ({y,en))nZ1 para y € H.
Ademas para toda y € H, por el Teoremal[A.4]

(UU)y Z Yoen)en =y

y para toda x € ¢?(N), como {e, : n € N} C H es ortonormal

o0
o0
x = ((Z xkek/€n>> = (xn)yly = X
k=1 n=1
por lo que en efecto U es un operador unitario. Més atn, como Tey = Agey para cualquier
k € N, entonces el operador M : (2(N) — (?(N) dado por M := U*TU es tal que para
x = (xn)py € £(N)

o0
&8 (&8 o0
Mx = (U*T) (Z xk€k> =U" <Z kaek> = <<Z XkAkex, €n>) = (XnAn) ey s
k=1 k=1 k=1 nel
es decir que M es un operador de multiplicacién, pues multiplica cada elemento de la su-
cesién x por cada eigenvalor del operador T. Al ser T equivalente a M, en el sentido que
T = UMU*, necesariamente T es un operador normal, ya que como para x, z € £>(N)

o0 o0
(Mx,z) = Y xuAZn = ) xnznAn = (X, M*z),

n=1 n=1

entonces (M*M)x = (x,AuAy)%%; = (MM*)x, es decir que M es normal y entonces

= (UMU*)*UMU* = UM*U*UMU* = UM*MU* = UMM*U* = UMU*UM*U"* = TT".

¢
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Lo anterior muestra que los operadores equivalentes a un operador de multiplicacién
son necesariamente normales, ya que , como veremos a continuacién, los operadores de
multiplicacién lo son. El ejemplo anterior es un caso particular del Primer Teorema Espec-
tral y la facilidad de llegar a la conclusion esta en que el espectro es numerable y consiste
Unicamente de eigenvalores, lo interesante es que la conclusién es valida para cualquier
operador normal sin importar su espectro, continuemos entonces con los preliminares para
poder demostrarlo.

Definicion 3.1. Sea (Q,p) := (Q,9M, u) un espacio con medida o-finita. Dado f € L®(Q, n),
definimos el operador de multiplicacion My en L2(Q, u), como sigue

(Mfg> (w) = f(w)g(w), Vg € L2(Q,un), Vw € Q.

Observacién 3.2. En efecto el operador M del ejemplo anterior es uno de multiplicacién ya
que coincide con My cuando f € L*(N, v), con v la medida de conteo, y f(n) := A, para
todan € N.

Observacién 3.3. Claramente My : L2(Q,pn) — L?(Q, 1) ya que para cualquier ¢ € L?(Q, p)

= ([ stan) <lfllsls < o

Propiedades 3.4. (del operador de multiplicacion Mg) Sean f, f1, f» € L=(Q, p)
i) M fes lineal, acotado y normal.

i) My, 15, = My, +Mp,.

Demostracion:

i)Sean g,h € L2(Q, 1) y A € C entonces

(My(g +Ah))(w) = f(w)(g +Ah)(w) = f(w)g(w) + Af(w)h(w) = (Mgg)(w) + A(Mh)(w),

por lo que M¢(g + Ah) = Mg + AM(h, asi que en efecto es lineal. En la Observacién an-
terior vimos que |[Mfg|l;2 < || fl|L= gl 2, es decir que M es acotado con [[M|| < [|f||r~.
Finalmente, como

Mg ) = [ felidu= [ gFhdu= (g Fh),
es decir que (My)* = M)T’ lo que implica que M es normal, pues
((Mp)Ms2) (x) = F@)f (w)g(w) = f(w)f(w)g(w) (M(M)g) (w)
ii) Trivialmente M, r, = My, + Mg, ya que

(Mp18) () = (fi+f) (w)g(w) = fi(w)g(w) + fo(w)g(w) = (Mpg) (w) + (M) ()
|
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Teorema 3.5. Para toda f € L*=(Q, ), se tiene que [|[My|| = | f||pw. Mds atin la transformacion
f = My es un isomorfismo-* isométrico de L>°(Q, p) sobre una dlgebra C* conmutativa M. Es

claro que M C B (LZ(Q, /,L)) y se le conoce como el dlgebra de multiplicacion del espacio (Q, ).

Demostracion:

Para ver que es isométrico, como vimos en la demostracion anterior que ||[M¢|| < | f||r,
entonces solo falta demostrar que |[Mg¢|| > ||f||r. Para ello supongamos que || f|[~ > 0, de
lo contrario el resultado es trivial, y sea ¢ > 0 tal que ¢ < || f]|.«. Definamos

A= {weQ:‘f(w)‘ >c}.

Entonces p(A) > 0y como u es o-finita, existe B C A con u(B) < co. Luego, X, € L>(Q, i)

y
M), = ([ If7dr v > cy/u(B) = | Xy| 2~
L JB

de donde se obtiene que para toda ¢ < || f||

M)
X112

es decir que ||[M¢|| > c para toda ¢ < ||f[|r= y por lo tanto al tomar supremo sobre todas las
c obtenemos que en efecto

IfllLe == sup{c> 0:p{we Q:[f(w)] >c} > 0} < [IMg|l

El hecho de que f — My es un isomorfismo-* es consecuencia de las propiedades i) y ii)
recién demostradas, ya que también vimos que preserva la involucién al ver (M)* = Mf‘

Asi, M := {My : f € L®(X, )} es en efecto un édlgebra C*, ya que como L*®(Q, i) es un
espacio de Banach entonces M es cerrada con la norma de operadores. |

Definicién 3.6. (Operador Diagonalizable) Sea H un espacio de Hilbert separable y T € B(H).
Decimos que T es diagonalizable si existen

1) Un espacio (Q, u) := (Q, M, ) con medida o-finita y tal que L>(Q, i) es separable;
2) Una funcion f € L*(Q, n);
3) Un operador unitario U : L?(Q, u) — H,

tal que
UM, =TU

con My : L*(Q,u) — L*(Q, u) el operador de multiplicacién por f. Es decir, se tiene que T es
equivalente al operador de multiplicacién en el sentido que T = UM U™
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Antes de enunciar y demostrar el Primer Teorema Espectral, es necesario un Lema algo
técnico y un par definiciones que se usaran en el Lema:

Definicién 3.7. Sean H1, Hy, - - - espacios de Hilbert separables, se define la suma directa como

Hi=Hi@oHa@ =S (x,x2,) i xu €Hu; Y. lxally, <oo
n=1,2---

Se tiene que H es también un espacio de Hilbert separable con el producto interno que asigna a
x=(x1,x2,-),y = (y1,¥2,- -+ ) € H el complejo

(xy)e = (x,y1)m, + (2, y2)m, + -
Por lo que cada H,, se puede pensar como un subconjunto de H con H; L Hy para toda j # k.

Definicién 3.8. Sean Hi,Hy, -+ y H como en la definicion anterior. Si para cadan = 1,2,---,
T, es un operador en ‘H,,, se define el operador T1 @ T, @ - - - en H como

(T1@Ta®---) (x1,x2,- ) = (T1x1, Toxp, - - +)

Lema 3.9. Sea (Ty),_, .. una sucesion (finita o infinita) de operadores donde T, € B(Hn) con
Hy un espacio de Hilbert separable y sup,_q , .. || Tul| < 0o. Si Ty, Tz, son todos operadores
diagonalizables, entonces la suma directa T1 ® Ty @ - - - es diagonalizable en Hq ® Hy & - - -

Demostracion:
Por hipotesis, para cadan = 1,2, - - -, existe un espacio (Qy, 1ty) con medida o-finita, una
funcién f,, € L*(Qy, puy) y un operador unitario Uy, : L2(Qy, ) — Hy tal que

UMy, = Ty Uy, n=1,2,--- .
Como cada U, es unitario, entonces |Uy,|| = ||Uy|| = 1,asi paracadan =1,2,---,six € Hy,
IToxll3q, = (UM, Up)xll3g, < [[UnMg, [[[[Unxl[ 2 < 1M, [[l|x[|5,

es decir que ||T,[| < ||[Mf||, y por otro lado si g € L2(Qu, )
M, gll2 = [[(UaTaUn)gllz < U Talll[Unglla, < [ITallllgllL2

asi que en realidad || Ty, || = [[My, || paratodan = 1,2, - -. Pero, del Teoremase sigue que
| fullLee = Mg, || y entonces

sup |fulle = sup [[My, || = sup [Tl < oco. 3.1
n=1,2,-- n=1,2,-- n=1,2,--

Para encontrar el espacio de medida, definamos al espacio (O como

QI:Q1|_|Q2|_|-”,
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donde Q; Ll Oy se entiende como la union disjunta obtenida como se describe a continua-
ci6én, indexando los elementos de cada Q; como Q; = {wy(j)},e 1;, para que cuando un

elemento w € Q; N Q con j # k, entonces el mismo elemento w debe de estar representado
por w,(j) para alguna Y € I; y por ws(k) para alguna é € I, consideramos ambas represen-
taciones como distintas para que asi en efecto Q; M Q = () para toda j # k (se puede pensar
que los elementos en () se repiten segtin multiplicidades, i.e. segtin cuantas veces aparezcan
en cada Q). Dotando a Q) con una o-élgebra que contenga todos los subconjuntos de Q de
la forma E = Ey UE; U - -+, con cada E,; un subconjunto medible en Q,, podemos definir
una medida ¢ en Q como sigue

W(E) := p1(E1) + p2(E2) + - -

Claramente p es o-finita ya que cada una de las medidas p;, lo son. Ahora viene la parte mas
técnica de este Lema que consiste en “identificar” el espacio L?(Q, i) con el definido por
la suma directa @, L?(Qy, tn) = L2(Qq, 1) ® L?(Qy, ) & - - -. Para ello, definamos el
operador V : @,, L?(Qy, n) — L*(Q, 1) como sigue: si h := (hy, hy, -+ ) € @, L*(Qu, ttn)
y w € Q, entonces existe una tinica j tal que w € Q;, por lo que ponemos (Vh)(w) := hj(w).
Notemos que V es un operador lineal y ademads es una isometria ya que

Ivhlz, = [vaPdu= X [ haPdun= ¥ Il = 62,
n=1_2,--/n n=1_2,

Mads atin, V es suprayectivo, ya que para cualquier ¢ € L?(Q, ), para cada n definimos
hy =g lq,yh:= (hi,hy, ) entonces Vh = gy h € @,, L>(Qy, 1n), puesto que

Y= X P = ¥ i de = [ lsPdu =gl
j=1,2--- j=1,2--- j=1,2---

donde la pendltima 1gualdad se sigue del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebes-
gue A 13 pues Y7 ; [h; |2 Xa, " |¢|? cuando m — co. Es decir que V es una isometria supra-

yectiva y por lo tanto es un operador unitario y el adjunto V* : L2(Q, 1) — @, L*(Qu, tn)
es tal que V* = V1. Luego, si definimos el operador U : L?(Q, 1) — @, Hy como

U:i=(UoUy®---)V*,

entonces U es unitario. Finalmente definamos f : Q — C como f(w) := fy(w) siw € Q,,
grac1as a tenemos que f € L*®(Q, u). Sea ¢ € L*(Q, ), por suprayectividad existen
h, € L2 (Qn,p,n) n=12,---,talque V*¢g = (hy,hy,---) € B, L%(Qy, uy), entonces

UMsg = (U1 @U@ - )V*(fg)

=U1eUy&---)(fil, faho,--+)

(U1Mf1h1,U2Mf2]’l2, )

= (T1Uihy, ToUghy, - - -)

=(MOT®--- ) (U1 @ Uy ®---)(hy, ho,---)

=(MeTe  )(UoU,d- - )Veg=(T10oT,®---)Ug,

es decir que en efecto el operador T1 © T, @ - - - es diagonalizable en @, H,. |
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Finalizamos la seccién con el Primer Teorema Espectral, es precisamente en el paso clave
de la demostracién donde se usa el calculo funcional continuo.

Teorema 3.10. (Primer Teorema Espectral) Sea H un espacio de Hilbert separable y T € B(H) un
operador normal, entonces T es diagonalizable.

Demostracion:

Pongamos A := C*({I, T}) .La demostracion serd en tres pasos:

Paso 1: Veamos que H se puede descomponer en la suma directa H = H; @ Hy @ - - - (finita
o infinita) tal que paracadan = 1,2, - - - existe un vector &, € H, tal que

A&y = {A&, : A e A} = H,.

Para ello, como H es separable podemos encontrar un subespacio {u, : n € N} C H denso
en H.Sea &y := u1 y Hq := Aé&;. Ahora tomemos el primer natural n, > 1 tal que u,, & Hi,
sabemos que H = H1 & 'Hf‘, por lo tanto existen tnicos v; € Hy, v, € ’Hf‘ de tal forma que
Up, = U1 + 2. Ponemos ahora & := vy y Hy = Aé&,. Observemos que si A1é; € Aé1y
Aréy € A&y, claramente AJA; € Ay por lo tanto AJA1&; € H4, entonces

(A&y, Axén) = (ASA141,&) =0

pues & 1= vy € Hi, demostrando asi que A&; L A&, lo que implica que H; L Hs. De nue-
vo tomamos el primer natural nz > n, tal que u,, € H1 ® H,, luego definimos a &3 como la
parte ortogonal de 1y, a Hq ® Hy y ponemos Hj3 := A&;. Continuando de esta manera, gra-
cias a que {u, : n € N} es denso, encontramos un conjunto de indices J := {1,2,---} C N
(puede que J sea finito, ya que es posible el caso en que ya no existe un n; > n; 1 tal que
up; & H1 @ -+ @& Hj 1), vectores {&, : n € J} y de tal manera que el conjunto de subespa-

cios {H, = A&, : n € J} es tal que H; L Hy parak # jy que en efecto H = @Dy,c5 Hn-

Paso 2: Definamos T, como la restriccién del operador T al espacio Hy, es decir que el ope-
rador T se descompone en la suma directa T = T; & T, @ --- actuando sobre @, c; Hy.
Claramente como T es normal, cada T, es normal. En este paso demostraremos que cada T,
es un operador diagonalizable en . Fijemos cualquier n € J y pongamos Q, := o(T,) y
usando el calculo funcional continuo del Teorema y el vector &, del Paso 1, definimos
el funcional ¢, : C(Q,) — C como ¢, (f) := (f(Tn)én, én). Debido a que para cualquier
fec(Qn)

en(1f17) = ou(ff) = (f(Tn)" f(Tu)én, &n) = (f(Tu)én, f(Tw)én) = | f(Tu)énl® > 0,

se tiene que @, es un funcional positivo; como ), es un compacto de C, claramente C, (Q,) =
C(Qy) y asi por el Teorema de Representacion de Riesz-Markov existe una medida de
Borel regular y positiva u, en Q, tal que

Pul(f) = (f(Tu)n, &) = /Q Fdu,
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mas aun el espacio (Qy, u,) es de medida finita ya que Q, es compacto. Si tomamos f, g €
C(Qy) C L2(Qy, 1) entonces

(f(Tu)&n, &(Tu)én)a, = (§(Tn) " f(Tn)én, En)p, = u(8f) = /Q &f dun = <f’g>L%/

es decir que || f(Tn)&nl[#, = [|fll12, por lo que el operador Uy, definido por Unf := f(Tn)én,
para f € C(Qy), es una isometria de C(Q,,) sobre {f(T,)én : f € C(Qn)} vy es por lo tanto
un operador unitario. Si A, = C*({I, T, }), gracias al isomorfismo del Teorema tenemos
que

{f(Tn>£n :f S C(Qn)} = {Agn A€ An} = Anénr

y ademds se sabe que C(Q,) un subespacio denso de L?(Qy, i) con respecto a la norma
de este ultimo. Entonces por densidad, el operador U, : C(Q,) — Axé, se extiende a todo
C(Q,) = LZ(Qn,p,n) y toma valores sobre Anén = A&, = H, (como &, € H, entonces
Anén = A&y) y asi Uy, : Lz(Qn, tn) — Hp define un operador unitario. Para cualquier
f € C(Qn) y cualquier § € L?>(Qy, iy ), por densidad existe (gx)5; C C(Qy) tal que gx — &
en Lz(Qn, ), asi como para cada k

UnMggr = Un(fgr) = f(Tn)gk(Tn)én = f(Tn)Ungk,

se sigue por densidad que U,Msg = f(Tx)Ung y por lo tanto que U,M¢ = f(T,)Uy, para
cualquier f € C(Q,). En particular para f := 1, : 0(T,) — C, dada como 1,(A) = A,
tenemos que

UpM,, = T,U,.

Como trivialmente 1, € L*°(Qy, uy), la ecuacion anterior nos dice que cada operador T, es
diagonalizable en H,,.

Paso 3: Finalmente, como T € B(H)y T = T ® T, @ - - - entonces sup,_; , . ||Tx|| < oo.
Luego, como gracias al paso anterior se tiene cada operador T, es diagonalizable en H,, el
Lema [3.9)asegura que T es diagonalizable en H. [ ]

Observacién 3.11. El Primer Teorema espectral afirma que si H un espacio de Hilbert sepa-
rable y T € B(H) un operador normal, entonces existe un espacio de medida (Q, i), una
funcién f € L®(Q, ) y un operador unitario U : L?(Q, 1) — H, tal que

UM; = TU.

Es importante notar que la funcién f no tiene por que ser la identidad. De hecho, siguiendo
las ideas y notaciones de la demostracion anterior y de la del Lema vemos que cuando
T=T;®T,® - entonces Q es la unién “disjunta” de los espectros o(T,), es decir que Q
se piensa como |J| “copias” de C, por lo que f : QO — C no puede ser la identidad, pues Q
no es un subconjunto de C. Aun asi f estd muy relacionada con la identidad, puessiw € Q
entonces existe una tnica j € J tal que w esta representada por A € o(T;) y f estd dada por

flw) =1;(A) = A.
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Mas atin tanto el primer ejemplo de la seccién como el siguiente muestran que un operador
se puede diagonalizar de manera directa, es decir sin hacer uso del procedimiento descrito
en la prueba anterior, mostrando asi que la descomposicién UMy = TU no es tnica.
Ejemplo:
Veamos que el operador T : £2(Z) — ¢%(Z) dado por

Tx := (Xy—1 + Xnt1)pez, para x:= (¥n)uez € (*(Z)

es diagonalizable. Para ello consideremos 0D := {A € C: |A| = 1} y el espacio con medida

(0D, B(dD), 1) donde p es la medida de Lebesgue normalizada en 0D ~ [0,27], es decir

dp := df/27 para que asi

oD d Lo d
= [ 1du= ["1do-1.

w(9D) /am m=an s

Asi (0D, ) es un espacio de medida finita. Consideremos {u, : n € Z} la base ortonormal
de L?(9D, i), donde para cada n € Z la funcién u,, estd dada por
up () := e,

Definamos U : L?(dD, 1) — ¢*(Z) como

Ue = / ad
o= ([ man)

entonces el adjunto U* : £2(Z) — L?(9D, u) es tal que para cualquier (x,),cz € £*(Z),
(U*x)(e?) = ) Xt (€79)
nez

De manera andloga al primer ejemplo de la seccién se verifica que UU*x = x y también
que U*Ug = g por lo que U define un operador unitario. Consideremos ahora la funcién
f : 9D — R dada como f(e?®) = 2cos(8), como |f| < 2 entonces f € L*®(dD, n). Para
cualquier ¢ € L?(3D, ) tenemos que, como f = uj + u_1, entonces

UMfg =U(umg +u_18) = </8D(u1g + ulg)undu>

nez
y por otro lado

TU:T/*d :/7_d+/ d)
B <3Dgun u)neZ (B]D)gun 1eH aDgun+l : nez

pero como U, —1 = Uyl y Upy1 = U_1Uy concluimos que UMsg = TUg y por lo tanto que
UMy = TU, es decir que en efecto T es diagonalizable. ¢

Observaci6n 3.12. Sisabemos que T es diagonalizable (i.e. equivalentea My con f € L*(Q, i),

entonces es fécil encontrar el espectro de T, pues o(T) = U(UMfU*) = U(Mf) = f(Q).

En el primer ejemplo claramente f(N)
) =

{An : n € N}. En el segundo ejemplo, como
f(0D) = [-2,2], concluimos que o (T 2,

[~2,2].
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3.2. Medidas Espectrales y Segundo Teorema Espectral

En esta seccién abarcamos la forma mas usual del Teorema Espectral, la cual llamamos
el Segundo Teorema Espectral. Consiste en expresar f(T), para T € B(?) normal, como una
integral con respecto a una medida espectral, lo cual definiremos con detalle a continuacién.
Una ventaja es que dicha férmula integral es vélida no sélo para f € C(o(T)), si no que tam-
bién para las funciones medibles y acotadas en o(T) con respecto a la o-algebra B(o(T)),
es decir para una clase de funciones més grande. Asi, en cierto sentido, el Segundo Teorema
Espectral extiende el calculo funcional continuo dado en el capitulo anterior. Comencemos
entonces por presentar todo los preliminares necesarios para culminar con la demostracién
y aplicaciones de la segunda version del Teorema Espectral.

Notaci6én 3.13. Un operador T € B(#) es positivo si para toda x € #H se cumple que
(Tx,x) > 0y se denota por T > 0. Por supuesto escribimos T < L siempre que L — T > 0.

Definicion 3.14. Un operador P € B(H) es llamado proyeccién si es autoadjunto e idempotente,
ie.P2 =P =P*

Definicién 3.15. Sea Q un espacio compacto de Haussdorff, B := B(Q) los borelianos de Q y H
un espacio de Hilbert. Una medida espectral en (Q,H) es una funcion P : B — B(H) tal que

i) El operador P(E) es una proyeccion para toda E € B;
i) P(0)=0,P(Q) =1L

iii) Si (E;)S2, C B es una sucesion disjunta de conjuntos, entonces

Pl UEu| =) P(En)
n=1 n=1

iv) Para cualesquiera x,y € H las funciones Py, : B — C dadas por
Pry(E) = (P(E)x,y)
son medidas complejo valuadas y regulares en (Q,*B).
Verifiquemos las propiedades que debe cumplir una medida espectral.
Proposicién 3.16. Sea P una medida espectral en (Q, H).
(1) Si E,F € B son tales que E C F, entonces P(E) < P(F).
(2) SiE,F € B son tales que ENF = (), entonces P(E) L P(F).
(3) Para todos E,F € B, P(ENF) = P(E)P(F)
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Demostracion:
(1) Para toda x € H, como P(F \ E) es una proyeccion, tenemos

(P(E\ E)x,x) = (P(F\ E)x,x) = (P(F\ E)x, P(E\ E)"x) = [ P(F\ E)x|]? > 0,

es decir que P(F \ E) > 0. Pero, como E C F, entonces F = EU (F \ E) es una unién disjunta
y asi por iii) de la definicioén anterior se tiene que P(F) = P(E) + P(F \ E) y por lo tanto
que en efecto P(E) < P(F).

(2) Claramente Q = EU (Q\ E), porlo que I = P(E) +P(Q\ E), ademéds F C (Q\ E),
asi que por (1), P(F) < P(Q\ E) =1—P(E), por lo que para cualquier x € H
(P(F)P(E)x, P(F)P(E)x)
= (P(F)P(E)x, P(E)x)
< ((I-"P(E))P(E)x, P(E)x) =0,
) =

, es decir que P(E) L P(F).

IP(F)P(E)x||* =

que implica que P(E)P(F) = P(F)P(E
(3) Claramente P(E) = P(ENF) +P(E\F)y P(F) = P(ENF)+ P(F\E), por lo que

P(E)P(F)=P(ENF)+P(ENF)P(F\E)+P(E\F)P(ENF)+P(E\F)P(F\E).
Pero, como (ENF)N(F\E) = (E\F)N(ENF) = (E\F)N(F\ E) = 0, entonces por (2)
tenemos que P(ENF)P(F\E) = P(E\F)P(ENF) =P(E\F)P(F\E) = 0y asi en efecto
P(ENF)=P(E)P(F). [ ]

Observacién 3.17. La serie en iii) de la definicién de medida espectral se interpreta como el
limite puntual de las sumas parciales. Notemos que gracias a (2) de la proposicién anterior
las proyecciones P(E,), n € N, son mutuamente ortogonales, por lo tanto el limite puntual
de las sumas parciales existe y es una proyeccién.

Notacién 3.18. Denotamos por M(Q) al espacio de Banach de todas las medidas complejo
valuadas y regulares en (Q, 98). La norma con la que equipamos a M(Q) se define a través
de la variacion total de p, que es una medida || en 98, dada por

ul(E) == sup ¥ |u(Ey)|
k=1

donde el supremo se toma sobre todas las particiones de E, es decir sobre todoslos Eq, - - - , E,,
tales que E; N Ex = (), siempre que j # k'y E = U{_; E. Asi, para cada u € M(Q) sunorma
estd definida como

[l = [p[(Q) < o0

Notacién 3.19. Ponemos B (Q) como el algebra C* de todas las funciones complejo va-
luadas, medibles en (Q,B) y acotadas. Aqui la norma es la del supremo y la involucién
estd dada por el conjugado complejo f +— f. Claramente si Q es compacto C(Q) C B> (Q).
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Teniendo aclarada la notacién, desarrollaremos ahora la teoria de integrales espectrales
que nos permitira, con el Segundo Teorema Espectral, extender el calculo funcional continuo
para funciones en B (Q), dando lugar al cilculo funcional de Borel.

Lema 3.20. Sea Q un espacio compacto de Hausdorff y H un espacio de Hilbert. Supongamos que
para toda x,y € H, hay py,, € M(Q), y que para cada E € B la funcién o : H x H — C
dada por g (x,y) := y,y(E) es un funcional bilineal. Entonces para cada f € B*(Q) la funcion
@5 H xH — Cdefinida como

op(xy) = [ f sy
es un funcional bilineal.

Demostracion:
Supongamos primero que s es una funcién simple, es decir que existen c¢1,--- ,c;, € Cy
Ey,---,E, € B, disjuntos dos a dos, tal que
n
s = Z kX, s

k=1

luego

<ps(x,y)=/ sdpy,y = ch/ Xe, dity = chuxy Ey) = chwgk X, Y),

por lo tanto en este caso, al ser ¢s combinacién lineal de funcionales bilineales, entonces
tiene que ser un funcional bilineal. Si ahora f € B*(Q) es arbitraria, entonces existe una
sucesion (s;)?° ; de funciones simples en B%°(Q) que tienden a f con la norma del supremo.
Entonces, como para toda x,y € H

=0 iy

(Pf(x/ ]/) = /Qf dﬂx,y = nli)r{olo/gsn dlix,y = nlggo Ds, (X, y)

por lo tanto ¢ es un funcional bilineal, pues es limite de funcionales bilineales. |

<IIf

< [ 1f =5l dlisey

se sigue que

Proposicién 3.21. Sea Q un espacio compacto de Hausdorff, H un espacio de Hilbert y P una
medida espectral en (Q, H), entonces para cada f € B (Q) el funcional bilineaﬂ prHxH—=C
dado por

os(ry) = [ fdPyy

es acotado y mds aiin || @¢|| < || f|co-

IEl hecho que sea un funcional bilineal se sigue del Lema anterior, pues Px,y (E) := (P(E)x, y).
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Demostracion:
Sean Eq,--- ,E; € B tal que E; N E; = (), siempre que j # ky Q = E; U-- - U E,. Entonces
para cualquier x € H se tiene, usando las propiedades de una medida espectral, que

1P = IP@)x]]2 = (P(Q)x, x) = kil (P(EQ)x,x) = kil 1P (B

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (primero para la norma en H y luego para la
norma usual en R") y finalmente la igualdad anterior, para cada x, y € H, se tiene que

Y, [Pry(Ex)l = ) KP(Ex)x, y)l
k=1 k=1
= k; [(P(Ex)x, P(Ex)y)]

< Y IPEDNIPEDYI
1/2

kiln 12/,
< <Z ||P(Ek>x|2> (Z ||P(Ek>]/”2>
k=1 k=1

=[xyl

por lo que tomando supremo sobre todas particiones de Q se sigue que ||Py,y|| < ||x]|||y/|
para cualquier x, y € H. Por lo tanto,

‘fpf(x/ }/)’ = ‘/Qf dPyy

< lloolPryll < llfllooll 1l

es decir que en efecto [[@f| < [|f|lco- [ |

Teorema 3.22. Sea Q) un espacio compacto de Hausdorff, H un espacio de Hilbert y P una medida
espectral en (Q,H ). Entonces para cada f € B*®(Q) existe un iinico Ty € B(H ) tal que para toda
x,y€eH

<fo, y) = /Qf dPy,y

Demostracion:
Por la proposicion anterior el funcional bilineal ¢ es acotado, luego por el Teorema en
efecto existe un dnico operador Ty € B(H) tal que @f(x,y) = (Trx, y).

Observacion 3.23. El operador Ty, cuya existencia asegura el Teorema anterior, se llama la
integral espectral de f con respecto a P y se denotard a partir de ahora por

dP :=Ts.
Jor @ =T
Para cualquier E € B, [ X; dP = P(E), yaque (P(E)x,y) = Px,y(E) = [q Xr dPx,y-
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Teorema 3.24. Sea Q) un espacio compacto de Hausdorff, H un espacio de Hilbert y P una medida
espectral en (Q, H). Entonces la funcién 0 : B> (Q) — B(H) dada por

0 = dp,
(f) / f
es un homomorfismo-s.

Demostracion:
Sean f,g € B®(Q) y a € C, entonces, por el Teorema anterior, para cualquier x, y € H

(Of +ag)xy) = [ (Frag)dPoy= [ faPeyta [ gdPuy=(@(H)xy) +alblg)r,y)

lo que implica que O(f + ag) = 0(f) + a0(g), es decir que 0 es lineal. Ademds, para cualquier
f € B®(Q), por el Teorema[A.5|sabemos que || T|| = [|¢||, asi que junto con la Proposicion

B.21]tenemos que
el = £ 4P| = Il = oyl < 11

También notemos que 6(1) = P(Q) = I, por lo que 6 también preserva la identidad. Por
lo tanto, para ver que 6 es un homomorfismo-x* resta s6lo ver que 6(fg) = 6(f)0(g) y que
0(f) = (6(f))* para cualesquiera f,g € B®(Q). Sin embargo, como las funciones simples
son densas en B (Q), basta verificarlo para f = X, y § = X; con E, F € B. En efecto

9(fg) = /Q XeXr dP

= /Q Xenr dP
=P(ENF)
= P(E)P(F)

- </QXE dP) (/QXF dP) =0(f)0(3)

y como X; = X, entonces

o) = [ x. 4P =P(E) = P() = ([ xc aP) = (6())
pues, las proyecciones son autoadjuntas. [ |

El siguiente resultado es de vital importancia, pues el Segundo Teorema espectral se ob-
tiene de inmediato como corolario. La prueba es algo larga pero sigue las ideas presentadas
arriba. Esencialmente lo que nos dice es que cualquier homomorfismo-+ de C(Q) a B(H) se
ve como una integral espectral.
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Teorema 3.25. Sea Q) un espacio compacto de Hausdorff, H un espacio de Hilbert. Tomemos a
0:C(Q) — B(H) cualquier homomorfismo-+ que cumpla que 0(1) = 1. Entonces existe una tinica
medida espectral P en (Q,H), tal que para toda f € C(Q)

0(f) = [ fdP.

=

Mis aiin si T € B(H), entonces TO(f) = 0(f)T para toda f € C(Q) siy sélosi TP(E) = P(E)T
para toda E € B.

Demostracion:

Notemos primero que como 6(1) = I entonces para toda f € C(Q), p(f) C p(0(f)), es
decir que o(0(f)) C o(f), que implica que (6(f)) < r(f). Recordando que en la demostra-
cién del Teorema en el Paso 2, vimos que la norma de cualquier elemento autoadjunto
coincide con su radio espectral, tenemos

lo(H11? = 18(H)o(f)"| =r (8(HO(F)*) = r(O(fF)) < r(ff) = I flloo = I fII3

es decir que ||6]] < 1y como 6(1) = I en realidad ||0|| = 1. Para cada (x,y) € H X H
definimos la funcién T, : C(Q) — C como

Ty (f) = (0(f)x, y)-

Claramente Ty, es un funcional lineal y ademas

Ty ()] = 0%, )| < 10Nyl < NI6CH Iyl < NelILf oo 1€l Nyl = 1lf oo llxl Tyl

es decir que ||ty || < ||x]|||y]| y por lo tanto que cada T,y es un funcional acotado. Entonces
por el Teorema para cada (x, y) € H x H existe una tinica medida i, € M(Q) tal que

tuy(f) = [ fdusy, ¥ fEC(),
con ||ty y|| = ||Tx,y||. Claramente (x, y) — (6(f)x,y) es un funcional bilineal, entonces por
lo anterior, el funcional (x,y) — i, también es bilineal. Por lo tanto para cada E € B se

tiene que cada funcién @g(x, y) := py,y(E) es un funcional bilineal. Por lo tanto por el Lema
se sigue que, para cada f € B*°(Q) la funcién ¢ : H x H — C definida como

(Pf(xry) = /Qfdﬂx,y

es un funcional bilineal. Mdas atin, como

< [l fllooll eyl = 11 flloollTxyll < Ml flloolIx[HI¥ll,

076, 9)] = [ 1 diey

entonces ||@¢|| < || f||oo- Entonces, gracias al Teorema para cada f € B*(Q) existe un
operador, digamos Y(f) € B(H), tal que

e y) = Y(Hxy) Vo yeH; con V() = llofll < lflloo-
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Veamos que la asignacion B*(Q) > f — Y(f) € B(H), es un homomorfismo-* que extien-
de a 6 a todas las funciones en B*°(Q).

e Para ello notemos en primer lugar, que ¥ coincide con 0 en C(Q). Tomemos pues f € C(Q),
entonces para toda x, y € H

(WP ) = or(x,y) = [ fditny =Tuy(F) = (05 v)

por lo que en efecto ¥(f) = 0(f) paratoda f € C(Q).

e En segundo lugar, veamos que para toda f € B* se cumple que ¥(f)

gamos primero que f es real y continua en Q, entonces 6(f) = 0(f)
Teorema A .6 tenemos que

= Y(f)*. Supon-
0(f)*, asi por el
[ fdites = (0(f)x,2) € R

entonces para toda x tenemos que iy, es una medida real valuada. Si ahora f es real pero
pertenece a B entonces necesariamente

(W(F)xx) = [ fdues € R

lo que implica, de nuevo por el Teorema que ¥(f) es un operador autoadjunto siempre
que f sea real. Finalmente si f € B*(Q) es arbitraria y u, v son su parte real e imagina-
ria respectivamente, entonces como ¥ (u), ¥(v) son autoadjuntos tenemos que en efecto ¥
preserva involuciones, ya que

V() =Y(u+iv) = (Y(u) +i¥(0))" =¥Y(u) —i¥(v) = ¥(u—iv) = ¥(f).
e En tercer lugar, probemos que ¥(fg) = Y(f)¥(g), para cualesquiera f,g € B®(Q). Para

ello basta verificar que para cualquier x € H se cumple que (Y(fg)x,x) = (Y(f)¥(g)x, x)
para toda f,g € B*®(Q). Notemos que para toda f,g € C(Q) se satisface lo siguiente

V(fg) = ¥(gf) = 6(gf) = 0(g)0(f) = ¥(g)¥(f), por lo que
(W(f)x,x) = (¥(&)¥(f)x, x)
lo que implica que para toda f, g € C(Q),
[ f8 dbx = (VW(F)x,3) = (2% Y@ = | Flmugs

asi que fijando gy € C(Q), tenemos que para toda f € C(Q)

/Qfgo dpey = /Qf d"‘x,‘if(gTJ)X
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y por lo tanto que las medidas regulares godpyx y di, y(g;), son iguales para cualquier
g0 € C(Q). Entonces para f € B*(Q) y g € C(Q) se cumple que

(g% ) = [ fdine= [ f diguge = (¥0x V@) = (H()W()x )
es decir que para toda f € B®(Q)y g € C(Q) se tiene que (Y(fg)x,x) = (Y(9)¥(f)x, x),

poniendo conjugados también se tiene que (W(fg)x, x) = (¥(3)¥(f)x, x), o bien
(Y(fg)x,x) = (Y(fg)x,x) = (W(R)¥(f)x,x) = (¥(f)¥(g)x, )

paratoda f € B®(Q) y g € C(Q). Fijando ahora fy € B°(Q) lo anterior es equivalente a

decir que
/ngo dpzx = /Qg A v

se satisface para toda g € C(Q), lo que implica que las medidas regulares fyd iy y v (Fo)x

son iguales para cualquier fy € B*°(Q). Por lo tanto, para cualesquiera f,g € B®(Q) se
cumple que

(W9 3) = [ 8fdbnn = [ 8 iy, = W)
como queriamos verificar.

e Por ultimo, por construccién de ¥ es claro que Y(f + ag) = Y(f) + a¥(g) para cuales-
quiera f,g € B*®(Q) y toda a € C. Junto con los puntos anteriores tenemos que en efecto
Y : B*(Q) — B(H), es un homomorfismo-* que extiende a 6.

Definamos ahora la funcién P : 8 — B(#) como
P(E) :=V¥(x;); E€®B.

Como P(E)* = ¥(x;)* = Y(X;) = Y(X:) = P(E), tenemos que P(E) es autoadjunto y
como también P(E)? = V(X )Y(X:) = Y(X:X:) = Y(X:) = P(E), entonces P(E) es una
proyeccién. Mds atn, P(0) = ¥(0) =0y P(Q) = ¥(1) =0(1) =L Si (E,)$°>; C Besuna
sucesion disjunta de conjuntos, entonces

18

P(En)

P (G En) =¥ (X r) = ¥ (flxgn> = i‘P(xEn) =
n=1 n= n—=

n=1

Ademas Py y(E) = (Y(Xp)x ¥) = [o Xeditx,y = txy(E), entonces Py = pyy € M(Q).
Todo lo anterior implica que P es una medida espectral en (Q, H). Si E € B entonces para

todax,y e H
<</Qfd7>> x,y>Z/QfdPx,y:/Qfdux,y:<\y(f)x,y>'
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Por lo que ¥(f) = [ f dP para toda f € B*(Q). En particular si f € C(Q), entonces en
efecto se tiene que

o(f) = | fap.

Para ver la unicidad de la medida espectral P supongamos que existe otra medida espectral
P'en (Q,H) tal que O(f) = [ f dP’ paratoda f € C(Q). Entonces para todas x,y € H

| fdPey = @(f)xy) = [ FaPL,
entonces las medidas regulares Py, y Py, son iguales y por lo tanto para toda x, y € H se

tiene que
(P(E)x,y) = (P'(E)x,y),

lo que claramente implica que P = P’.

Finalmente, existe un T € B(H) tal que TO(f) = 6(f)T para toda f € C(Q), siy s6lo si

[ f dPry = 0 Tx ) = (To(f)x,y) = ()% T'Y) = [ f Py,

se cumple para toda f € C(Q), es decir si y s6lo si Pry,; = Py,1+, y por lo tanto si y solo si
paratodo E € B
(P(E)Tx,y) = (P(E)x, T"y) = (TP(E)x, y)

es decir, siy s6lo si P(E)T = TP(E) para todo E € B. [ |
Como caso especial del Teorema anterior tenemos el segundo Teorema Espectral

Teorema 3.26. (Segundo Teorema Espectral) Sea H un espacio de Hilbert y T un operador normal
en B(H). Entonces existe una tinica medida espectral P en (o(T), H ), tal que

T— / 1 dP
a(T)

donde 1: 0(T) < C es la inclusion dada por 1(A) := A.

Demostracion:

Sea @ : C(0(T)) — B(H) es célculo funcional continuo de T dado por el Teorema .37}
Sabemos que ® es un homomorfismo-x, asi que por el Teorema anterior existe una tinica
medida medida espectral P en (o(T), H) tal que para toda f € C(0o(T))

o(f) = |

d
o(T) f P

en particular si f = 1 entonces @ (1) = 1(T) = T, asi que en efecto

T:/ 1 dP.
a(T)
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Si ademas P’ es otra medida espectral en (¢(T), 1) que cumple el Teorema, entonces

/o<T>ldP:T:/U<T>ZdPI Y /a(T)idP:T*:/U(T)idP’

Como 1(A) = Ay i(A) = A, lo anterior implica que

/U(T)fdP:_/U(T)fdP/

para toda f € C[A,A] con A € o(T) y entonces también para toda f € C(o(T)) = C[A, A],
por lo que P’ = P. [ |

Observacién 3.27. A la medida espectral P del Teorema anterior se le conoce como la reso-

lucion de la identidad del operador normal T. Ademads, gracias a lo ya visto podemos definir
f(T) como

7= [ fap
f)= [
para toda f € B> (o(T)), extendiendo asi el célculo funcional continuo a todo B*°(Q). El
homomorfismo-*, f — f(T) de B*®(o(T)) a B(#), es llamado el cdlculo funcional bore-

liano o medible del operador T. Es importante notar que no sabemos si el calculo funcional
boreliano es una isometria, sin embargo si sabemos que para cualquier f € B*(o(T))

< [Iflloo-

1D —H Lot 4P

La desigualdad anterior una de las propiedades deseables para la consistencia de un célculo
funcional vistas en el primer capitulo.

Contrario al Teorema el célculo funcional boreliano no tiene la propiedad del mapeo
espectral, sin embargo una contencién si se cumple

Teorema 3.28. Sea H un espacio de Hilbert, T un operador normal en B(H), y f € B>®(o(T)),

entonces
o(f(T)) C f(a(T))

Demostracion:

Sea Ag € o(f(T)), entonces el operador f(T) — AgI no es invertible. Si 1(A) := f(A) — Ag para
A € 0(T), entonces claramente h € B> (0 (T)) y gracias a que f — f(T) es un homomorfis-
mo, h(T) = f(T) — AL no es invertible. Entonces necesariamente existe una A; € o(T) tal
que Ag = f(A1), ya que de lo contrario la funcién g(A) := (f(A) — Ag) ~! estaria bien definida
en 0(T) y como h(A)g(A) = g(A)h(A) = 1, entonces g(T) seria el operador inverso de h(T),
asi que en efecto Ag = f(A1) € f(o(T)). [ |

Por otro lado, si componemos con funciones continuas entonces si se tiene la composicién
del célculo funcional boreliano, como mostramos a continuacién
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Teorema 3.29. Sea H un espacio de Hilbert, T un operador normal en B(H) con resolucién de la
identidad P,y f € B (o(T)). Entonces para cualquier § € C(f(o(T))) se cumple que

(g0 fH(T) =g(f(T))

Demostracion:
Notemos antes que nada que si Ag € f(o(T)) entonces |Ag| = |f(A1)| < ||f|loo ¥ por lo tanto

f(o(T)) cK:={A e C: Al < [|flleo}-

y claramente K C C es un compacto. Supongamos primeo que g € C[A, A] de la forma

n
Zc]k)\] ,con A€ K.
k=

7, k=0

Entonces go f € B*(o(T)), y asi

sof)T)= [ (o) dP

jk=0 )
n . k
= Y cix(F(M) (F(T))
j k=0
=&(f(T)),
es decir que el resultado se cumple para cualquier g € C[A, A] con A € K. Por el Teorema
de Stone-Weierstrass sabemos que C(f(o(T))) C C(K) = C[A, A], entonces en efecto el
resultado se cumple para cualquier ¢ € C(f(o(T))). |

Terminamos la seccién, y con esto el capitulo, presentando aplicaciones del calculo fun-
cional boreliano. La primera de ellas es de sumo interés pues caracteriza los eigenvalores de
un operador normal

Teorema 3.30. Sea H un espacio de Hilbert y T un operador normal en 3(H) con resolucion de la
identidad P. Entonces Ay € o(T) es un eigenvalor si y sélo si P({Ag}) # 0.

Demostracion:
(=) Si Ag es un eigenvalor, entonces Tx = Agx con x # 0 su eigenvector. Definamos para
cada n € N alas funciones

———  si|A=Ag|> 1
A=A g
fn(A) == 0

0 si |[A—2g| <
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Cada f, € B®(0(T)). Ademés si

1
E, = {)\ €o(T):|A—Ag| > n}

entonces cada E,, € B(o(T)) y
U En={A€a(T):A#A}.

Notemos que f;(A)(A — Ag) = X, (A) y por lo tanto
Su(T)(T = Aol) = X, (T) = P(En)
Asi pues, como Tx — Agx = 0, para cada n se tiene que
P(En)x = fu(T)(T — ApD)x = fu(T)(Tx — Agx) = 0 € H.

Como paratodan € N, E, C E,;1, entonces

P({)\EG(T):)\#/\O})J{— (U En>x— lim P(E,)x=0€ H

n—o0
n=1

y por ende que P({Ag})x = x, ya que
P({A)x =P (O‘(T) \{A€o(T): A £ )\0}) x=Ix—P ({)\ co(T): A+ )\0}) x=
Como x # 0, lo anterior implica que en efecto P({Ao}) # 0.

(«<=)SiP({Ao}) #0,sea P := P({Ag}), como P es una proyeccién no nula, podemos fijar
un x # 0 en P(H) y claramente Px = x. Luego

Tx = TPx = (/ zd7>>

( o (/ )
( 1d77> X
{0}
= (AgP) x
= )\ox

asi que Tx = Apx, es decir que A es eigenvalor con eigenvector x. |
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Las siguientes aplicaciones caracterizan por completo a los operadores unitarios.

Teorema 3.31. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador normal T € B(H) es unitario si y sélo si
o(T) caD:={AeC:|A| =1}

Demostracion:

(=) Si T es unitario, entonces ||T|| = 1, por lo que o(T) C {A € C: |A] < ||T|| = 1}.
Tomando cualquier A # 0 con |A| < 1, tenemos que (1/A) & o(T*) ya que también o(T*) C
{A € C:|A| <1}, luego usando que TT* = I, tenemos

-1
(T — AT) C\I - T*) (AT) ! =1
es decir que A & o(T). Como 0 ¢ o(T), entonces lo anterior implica que o(T) C JD.

(«<=) Si ahora ¢(T) C dD y P es la resolucién de la identidad del operador T, entonces
parax,y € H,

(TT*x,y) = (T"Tx, y) = /

MdPey () = [ 1Py, (1) = {Ix,
o(T) xy(A) o(T) vy (A) = (Ix,y)
es decir que TT* = Iy por lo tanto que T es unitario. |

Observaci6n 3.32. Notemos que, en la demostracion anterior, la implicacién (=) no usa
en ningin momento el cdlculo funcional boreliano. Aunque la implicacién (<=) si lo usa,
no es necesario usar la extensiéon a B*(o(T)), ya que si @ es el isomorfismo-* del calculo
funcional continuo dado en el Teorema entonces si 0(T) C dD tenemos necesariamente
que 1(A)7(A) = AA = 1 para cualquier A € o(T). Luego

TT* = O(1) (1) = O(17) = (1) =1

andlogamente T*T = I, por lo que se concluye que T es unitario, sin necesidad de usar el
célculo funcional en B* (o (T)).

En el siguiente resultado no ocurre lo anterior, pues en la demostracién, es vital aplicar el
célculo funcional a una funcién en B° (o (U)) como se muestra a continuaciéon

Teorema 3.33. Sea H un espacio de Hilbert. Un operador U € B(H) es unitario si y sélo si
U=¢T
para algiin operador autoadjunto T € B(H)

Demostracion: ‘
(=) Consideremos la funcién g : [0,271) — dD dada por g(t) = ¢'*. Entonces g es biyec-
tiva y continua y por lo tanto tiene una inversa f : dD — [0, 27), claramente f € B*(dD).
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Si U es un operador unitario, es normal y tiene resolucién de la identidad P. Ademds por el
Teorema anterior, 0(U) C dD, asi definiendo T := f(U), tenemos que, gracias a que f toma
valores reales en [0, 277), entonces

T = f(U)" = ( /| (U>fd7>)

es decir que T es autoadjunto. Como (g o f)(A) = A para toda A € dD entonces junto con el
Teorema 3.29]tenemos que

U=(gof)(U)=g(f(U)) =g(T) =¢'"

*

/U(U)fdP:/U(U)fdP:f(U) —T

como queriamos.

(«<=) Sea T € B(H) autoadjunto (y por ende normal) con resolucion de la identidad P’,
asi pues

(¢7) (en)* - (/U(T) e dP’(A)) (/U(T)e”‘dP’(/\)> = /U(T) 1dP'(A) = P'(o(T)) =1

por lo que ¢’ T es un operador unitario. |

Una ultima aplicacién del calculo funcional boreliano es de corte mas algebraico, para
ello hay que definir un par de conceptos tanto de andlisis funcional como de teoria de repre-
sentacion

Definicién 3.34. Sea X un espacio vectorial normado, Decimos que ) es un subespacio invarian-
te bajo un operador T : X — X si:

i) Y es un subespacio vectorial no vacio contenido en X.
ii) Y es cerradoen X.
ii) T(Y) :={Ty:y € Y} C ).
Siademds Y # {0} y Y # X decimos que ) es un subespacio invariante no trivial de T.

Notacién 3.35. Dado un espacio de Hilbert #, denotamos por ¢ () al subconjunto de B(#)
que consiste Gnicamente de los operadores unitarios.

Definicién 3.36. Sea G un grupo y ‘H un espacio de Hilbert. Una representacion unitaria de G
en H es un homomorfismo T : G — U(H ). Para cada § € G, T(g) es un operador unitario, el cual
denotamos como Ty € U(H), es decir Tq := T(g). Decimos que T es una representacion unitaria
irreducible de G, si para cada g € G los tinicos subespacios invariantes bajo Ty son los triviales.
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Definicién 3.37. Sea T una representacion unitaria de G. Definimos el dlgebra conmutante de T
como
C(T):={A e B(H): TeA=AT, Vg e G}.

Es claro que siempre 1 € C(T).

La aplicacién en cuestion consiste en caracterizar todas las representaciones irreducibles a
través de su dlgebra conmutante.

Teorema 3.38. Una representacion unitaria T del grupo G es irreducible si y sélo si para todo ope-
rador A € C(T) existe un Ag € C tal que A = ApL

Demostracion:

(=) Supongamos primero que T es irreducible y tomemos cualquier A € C(T) que sea
ademds un operador autoadjunto, i.e. A* = A. Por el Corolariose sigue que 0(A) C R.
Sea P la resolucion de la identidad de A (que al ser autoadjunto, es normal), entonces

A:/U(A)zdP

Para cualquier p € C[A] con A € o(A), se tiene que, como A € C(T) entonces p(A) € C(T) y
asi para cualesquiera x, y € H se cumple que

/U w? dPrxy = (p(A)Tgx, y) = (Tep(A)x,y) = (p(A)x, (Tg)"y) = /J w? dPr,zy

Por el Teorema de Stone-Weierstrass lo anterior vale para toda f € C(c(A)) = C[A],
es decir que las medidas regulares Pr,y,, ¥ Pr,xy son iguales. Asi, para toda x,y € H'y

cualquier E € B(0(A)), se tiene

(P(E)Tgx,y) = (P(E)x, (Tg)*y) = (TgP(E)x, y)

que implica que P(E)Tg = T¢P(E) para toda g € Gy toda E € B(c(A)), es decir que
P(E) € C(T) para toda E € B(0(A)). Lo anterior implica necesariamente que existe un
to € R tal que o(A) = {to}, ya que de lo contrario podemos descomponer al espectro de
A como 0(A) = EyUEy, con EyNEy = 0y E;,E; # () ; si ponemos P; := P(E;) (para
j=1,2),entonces P; # 0, P; € C(T) y P1P = P () = 0, asi si definimos

Yi={xeH:Pix=0}

entonces ) es cerrado, ) # {0}, pues para cualquier x € H se tiene que Prx € ) y también
Y # X, yaque P; # 0; sin embargo para cualquier y € ) se tiene que Tqy € V, ya que
P1Tgy = TgP1y = 0; entonces para toda ¢ € G se tiene que T¢()) C ), es decir que ) es
un subespacio invariante no trivial bajo cada Tg, contradiciendo asf la irreductibilidad de T.
Entonces o(A) = {ty}, por lo que

A /U(A) rap = /{to} 1dP = tP({to}) = toP(0(A)) = tol
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Si ahora A € C(T) es arbitrario, entonces

A4 A A—A*

A1 . 5 , A2 = 5

son ambos autoadjuntos y pertenecen a C(T). Asi, por lo anterior, para cada Aj, j = 1,2,
existeun t; € R tal que A; = t;I 'y por lo tanto

A=A +iAy =H1I+ihl = () +itp) L
Es decir que A = Agl con Ag = £ + ity € C, como queriamos verificar.

(<=) Supongamos ahora, en busca de probar la contrapositiva, que T es reducible. Es
decir que existe un subespacio )V C H que es invariante no trivial bajo cada Tg¢. Como Y
es cerrado, entonces H = Y @ V+; asi cualquier x € H se expresa como x = Yy + Wy con
yr € Yy wy € Y. Definamos a P como la proyeccién sobre ), es decir que Px = yy para
toda x € H. Por invarianza, para toda g € G tenemos que Ty, € Y, entonces para cualquier
x € H se tiene que

PTgx = PToyx + PTewy = Tgyx = T¢Px

es decir que P € C(T), pero claramente no es un multiplo escalar de I, ya que Y # H. Como
el hecho de que T sea reducible implica que existe un P € C(T) con P # Al para toda A € C,
por lo tanto hemos probado que si para todo operador A € C(T) existe un Ay € C tal que
A = Agl, entonces T es irreducible. |

Observaci6n 3.39. En Teoria de Representacion, la generalizacion de la implicacion (=)
en el Teorema anterior es conocida como el Lema de Schur para operadores acotados. El lector
puede consultar una prueba en [10], y aunque no usa el Teorema espectral, tomamos algunas
ideas de esa prueba para la demostracién que damos aqui del caso particular.
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3.2. Medidas Espectrales y Segundo Teorema Espectral




Capitulo 4

Calculo Funcional Holomorfo

Hasta ahora, hemos presentado de manera detallada al cdlculo funcional para elementos
normales. Surge la pregunta de si es posible desarrollar un calculo funcional para cualquier
elemento de un dlgebra de Banach, como vimos por ejemplo en el Capitulo 1 para las fun-
ciones enteras o holomorfas cuya serie de MacLaurin tenga radio de convergencia mayor a
la normal del elemento. La respuesta es que si, el costo a pagar es que la clase de funciones
para las cual se puede hacer, es mads restrictiva que las funciones continuas en el espectro,
pues serd la clase de funciones holomorfas en una vecindad del espectro (por su puesto es-
to es mds general que sélo las holomorfas alrededor del origen como vimos en el Capitulo
1). El calculo funcional para elementos arbitrarios de un dlgebra de Banach con unidad es
llamado cdlculo funcional holomorfo, y estd basado en la férmula integral de Cauchy de va-
riable compleja, por lo que para poder desarrollarlo es necesario primero presentar la teorfa
de integracién en espacios de Banach.

4.1. Integracién en espacios de Banach

La idea es generalizar la nocién de integral de Riemann para las funciones continuas
g :[a,b] = X, donde X es un espacio de Banach y 4 < b ntimeros reales.

Definicién 4.1. Sea X' un espacio de Banach, g : [a,b] — X una funcién continua, definimos la
integral definida de g con respecto a t sobre [a, b] como

[Cstrat=pim () 5 o(H00)

k=1

El limite anterior siempre existe por que t — ||g(t)|| es una funcion continua de [a,b] a R, y por lo
tanto las sumas parciales son absolutamente convergentes.

Observacién 4.2. Notemos que la definicién anterior es simplemente la generalizacién de la
integral de Riemann usual con una particiéon uniforme del intervalo [a, b].

65
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Proposicion 4.3. Sea X un espacio de Banach, g : [a,b] — X una funcién continua, entonces

b
JRCET
a
Demostracion:

Por la continuidad de la norma y la desigualdad del triangulo tenemos que
, b—a "il k(b—a)
n—o0 n k=1 g n
k(b —a
g< Lk >) H

< [ s ar

!
3

/u " o(t) dt

n—1

IA
=
g3

VR
S
2
_
N———
™

k=1

n
En el caso en que X sea un algebra de Banach, la multiplicacién “entra” a la integral como
muestra la siguiente proposicién

Proposicion 4.4. Sea A un dlgebra de Banach, g : [a,b] — A una funcion continua y x € A,

entonces
x (/bg(t) dt> = /bxg(t) di & </bg(t) dt) x= /bg(t)xdt

Demostracion:
Por la linealidad del limite y la suma,

x(/abg(t) dt> =x<,}§£‘o (b;a> :1g<k(b”_a>>>

o\ n-l _
i (b 11) xg(k(b a))
n—oo n =1 n

= /ub xg(t) dt.

La otra igualdad se verifica andlogamente. |

Con lo anterior podemos definir la integral de linea de una funcién continua f : G — X
para G C C un subconjunto abierto, X un espacio de Banach, sobre una curva rectificable
(i.e. de variacién acotada) y : [a,b] — G, como una generalizacién de la integral de Riemann-
Stieltjes, como muestra la siguiente definicién.
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Definicién 4.5. Sea f : G — X una funcién continua y y : [a,b] — G una curva rectificable.
Definimos la integral de linea de f sobre y como

§F=¢ ) ar: z (1) — Y(ELF (1)
JYy JYy

donde cada ty := k(b — a)/n, es decir {t1,- - - , tn } es una particion uniforme de [a, b].

Observacién 4.6. Cuando f : G — X es una funcién continua 'y y € C!([a, b]), entonces

b
Frmar= [ sy e a
¥ a

donde la integral del lado derecho se calcula en el sentido de la Definicién[4.1]con la funcién
continua g : [a,b] — X, dada por g(¢) := f(v(t))V/(¢).

La siguiente propiedad, de la integral de linea recién definida, es de vital importancia pa-
ra extender los teoremas de variable compleja a las funciones valuadas en un espacio de
Banach, que es lo que hacemos en la siguiente seccién.

Proposicién 4.7. Sea f : G — X una funcién continua y y : [a,b] — G una curva rectificable,
entonces para toda @ € X* se tiene que

o(f 10 ar) = f o) ar

donde la integral de la derecha es la integral usual de linea para funciones complejo valuadas.

Demostracion:
Por la linealidad y continuidad de cada ¢ se tiene directamente que

® (%yf(/\) dA) =¢ (nlgn Z (trg1) — tk)]f(?/(’-‘k)))

n—1

= Jim, ¥ [r(ter) = vt (£(r(t)

= fo(f0) ax

4.2. Variable Compleja en espacios de Banach

Ahora usamos los resultados y definiciones de la seccién anterior para extender ciertos
resultados clédsicos de variable compleja, pero ahora para funciones que toman valores en un
espacio de Banach &X'. Pero antes, es necesario recordar varias de definiciones sobre curvas
rectificables y el indice de éstas.
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Definicion 4.8. Una curva rectificable y : [a, b] — C es cerrada si y(a) =
curva rectificable cerrada vy, al rededor de un punto Ag & y([a,b]) := {y(¢) :
por

y(b). El indice de una
t € [a, b}, estd dado

1 dA

Siempre se tiene que Ind,, (Ag) € Z, y dicho entero representa el niimero de vueltas que le da y al
punto Ay, donde las vueltas en sentido contrario a las manecillas del reloj se cuentan negativamente.

Observaci6n 4.9. Si pensamos a Ind,, : C\ y([4,b]) — Z como una funcién, entonces se
tiene que Ind,, es constante en cada componente conexa de C \ y([a, b]) y que vale cero en
la componente no acotada.

Definicién 4.10. Sea y una curva rectificable cerrada, decimos que estd orientada positivamente
siInd, (C\ y([a,b])) = {0, 1}. En cuyo caso el interior de y es

int(y) :={A € C\ y([a,b]) : Ind,(A) =1}

y su exterior es
ext(y) := {A € C\ y([a,b]) : Ind,(A) = 0}.

Claramente C = int(y) U y([a, b]) U ext(y)

Definicién 4.11. Sea y una curva rectificable, decimos que es simple si no se auto intersecta, es
decir siempre que y(t) = y(s) es por que t = s, o bien por que {s,t} = {a,b}. Gracias al Teorema
de la curva de Jordan, siy es cerrada y simple entonces C \ y([a, b]) tiene dos componentes conexas
que tienen como frontera a y([a, b]).

Definicién 4.12. Dada una coleccion de curvas cerradas rectificables T = {1, -+, ¥m}, definimos
la integral de linea de una funcién f (ya sea complejo valuada o valuada en un espacio de Banach)

sobre T' como .
=X
La traza de la coleccion de curvas T es
m
M([a,b]) := kU Yi([a, b]).
=1

Decimos que T estd orientada positivamente si
i) vi([a,b]) Ny ([a, b]) = O siempre que j # k.
it) Para cualquier A € C \ T([a, b]) se tiene que

Indp(A) := i Ind,, (A) € {0,1}
k=1
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iii) Cada vy es una curva cerrada simple.
Similarmente el interior de T es
int(l) := {A € C\T([a,b]) : Indr(A) =1}

y su exterior es
ext(l") := {A € C\I([a,b]) : Indr(A) = 0}.

En la siguiente figura se ejemplifica una coleccion T' = {yy,--- ,ve} orientada positivamente. EI
interior, int(T), estd marcado con rayas diagonales y el exterior, ext(T), en blanco:

En la figura anterior notamos que la coleccién de curvas I'= {y1,- -+, ¥4} es tal que Int(T)
encierra una regién acotada de C. El siguiente Teorema, el cual dnicamente enunciamos,
dice que cualquier compacto K C C puede ser encerrado por una coleccién finita I'. Para
una prueba el lector puede consultar [3].

Teorema 4.13. Sea G C C un subconjunto abierto y K C G compacto. Entonces existe una coleccion
de curvas T = {y1, -+, ¥Ym}, con cada y([a,b]) C G\ K, tal que

K cCint(T) & C\ G C ext(D).
Ms atin, cada curva vy € C*°([a, b]).

Observacion 4.14. En la siguiente seccion usaremos el Teorema anterior para K = o(x) con
x un elemento de un algebra de Banach. Es gracias a éste resultado que se puede definir
célculo funcional holomorfo.
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Después del breve recordatorio, continuamos con el propésito principal de esta seccién,
es decir extender resultados de variable compleja a funciones valuadas en un espacio de
Banach X'. Comenzamos por definir que entendemos por una funcién “holomorfa” valuada
en X.

Definicién 4.15. Sea G C C un subconjunto abiertode Cy f : G — X. Decimos que f es una
funcién fuertemente holomorfa si para cualquier A € G existe un x) € X tal que

—0 “.1)

h—0

Hfm +h) — f(A)
h

Definimos la funcion f' : G — X como f'(A) := x,, la cual se llama la derivada de f. Al conjunto
de todas las funciones fuertemente holomorfas de G a X, lo denotamos por H(G, X).

Proposicién 4.16. Sea f : G — X fuertemente holomorfa, entonces para todo ¢ € X* la funcion
(pof): G — Cesholomorfay mis aiin (o f) = @o f'.

Demostracion:
Sea ¢ € X* arbitrario. Como | ¢|| < oo y ¢ es lineal, entonces para cualquier A € G se tiene

o00r0) ol _ ) (5=t i)

— 0,

h—0

< |<p|||'m+’2‘f“> —F)

puesto que f es fuertemente holomorfa. Asi que en efecto ¢ o f es holomorfa y como acaba-
mos de ver que

(<P°f)(7\+h})l—(<00f)(7\) —(pof)A)

— 0
h—0

entonces en efecto (po f) = po f. [ |

Observacién 4.17. Cuando f : G — X es un funcién tal que para todo ¢ € X la funcién
(pof): G — C es holomorfa, decimos que f es débilmente holomorfa. La proposicién
anterior demuestra que fuertemente holomorfa implica débilmente holomorfa, el siguiente
Teorema muestra que la otra implicacién también es cierta, aunque su prueba no es nada
trivial, al contrario de la de la Proposicién anterior.

Teorema 4.18. Si f : G — X es débilmente holomorfa, entonces f € H(G, X).

Demostracion:
Fijemos cualquier Ag € G. Elijamos a y : [2,b] — G una curva rectificable y cerrada de tal
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forma que Ay & ¥([a,b]), Ind, (Ag) = 1, int(y) Uy([a, b]) C G. Como para cualquier ¢ € X*,
se tiene que @ o f es holomorfa, entonces del Teorema se sigue que

m(f(%))=% 3 ;\(Ji (gi)d)\. 4.2)

Sea Gy C G un dominio con Ag € Gy y Gy C int(y). Definamos ahora
Vi={heC: A +heGy}

entonces la ecuacion (4.2) se cumple para cualquier Ag +h conh € V, porlo tantosih, k € V
tenemos que

1 <<p<fmo+h>><p<fmo>> w(f(Ao+k))<p(f(7\o))>

h—k h B k

1 P(f (1)
=2, G RO A

Por construccién de y, tenemos que d := dist(Gy, ¥([a,b])) > 0, por lo que es claro que
|A — | > d, paratodo A € y([a,b]) y todo « € Gy. Entonces, si |y| representa la longitud de
la curva v, se tiene que

1 e(f(A)) al < ly|

ﬁfg (A—2o—h)(A—Ag—K)(A—Ag) s A [P )] < oo

Como el lado derecho de la desigualdad anterior no depende de h, k entonces, para cada
@ € X*, se tiene lo siguiente

e(f(Ao+h) —e(f(h)) _ e(f(h+K) = e(f(h))

h k

1
sup

< o0
nkev [h—k| ’

junto con una aplicacién del Teorema de Banach-Steinhaus la dltima desigualdad im-
plica que

su L [1f(o+h)—f(A)  f(Ao+k)— f(A)
h,ke}?/ |h — k| h k

’::M<oo.

Sean ahora m > n de tal forma que k := m~!,h := n~! € V, lo anterior implica que

fAo+n1) = f(A)  fAo+m™) = f(Ao)

n—1 m—1

<M

0,

m n| mn—oo

’11

que implica que la sucesion (n [f(Ag+n"1) — f ()\o)]) > LS de Cauchy y por lo tanto con-
ne

vergeaunx,, € X, yaque X esde Banach. Como tomamos a cualquier Ay € G, tenemos que
en efecto, para toda A € G, se cumple la ecuacién (4.1) y por lo tanto que f € H(G, X). W
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Observacién 4.19. Gracias al Teorema y a la Proposicién cuando pongamos que
f € H(G, X), usaremos sin preocuparnos tanto la definicién de fuertemente holomorfa co-
mo de débilmente holomorfa.

Los siguientes dos Teoremas son la extension de y , de hecho usamos éstos dos
tltimos junto con las proposicién .7 para demostrarlos.

Teorema 4.20. (Teorema de Cauchy) Sea X un espacio de Banach, G C C un subconjunto abierto,
f e HG X)yT = {y1,--+,¥m}, una coleccion de curvas cerradas rectificables tal que cada
Yk([a,b]) C GeIndp(C\ G) = {0}. Entonces

=0

[
Demostracion:

Por la proposicién 4.7 tenemos que, para cualquier ¢ € X,

o(§.5) = foonmar

pero sabemos que la funcién @ o f : G — C es holomorfa, asi que por el Teorema[A.9se tiene
que

oo () ar=o.

Es decir que ¢ (§ f) = 0 = ¢(0) para todo ¢ € X*, y como X* separa puntos de X, lo
altimo implica que
=0.
#

Teorema 4.21. (Férmula Integral de Cauchy) Sea X un espacio de Banach, G C C un subconjunto
abierto, f € H(G,X) y y una curva cerrada rectificable con Ind,,(C \ G) = {0}. Entonces para
cualquier Ay € G y cualquier k =0,1,2, - - - se tiene que

tnd (h0) - 19 00) = 3 f Lo

Demostracion:

Sabemos, por la Proposicién[4.16] que para toda ¢ € X*, la funcién ¢ o f, es holomorfa y que
(pof) = @of,yademds, al ser holomorfa, también la funcién ¢ o f’ es holomorfa, asi por
el Teorema la funcién f’ pertenece a H(G, X'); més atun de nuevo por la Proposicién
se tiene que existe una funcion f” tal que (@ o f')’ = @ o f”. Continuando de esta
forma se sigue que f es infinitamente diferenciable en H(G, X'), sus derivadas son funciones
f®) € H(G, X) y ademas para todo ¢ € X* se cumple que (¢ o f)*) = @ o fK). Entonces,
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para cualquier k = 0,1,2, - - - y cualquier Ay € G, usando el Teorema tenemos que
o (Ind, (A0) - fB (A0) ) = nd, (A0) - (¥ (A0))
e,
k! f(A
=-— A
Znifiw(()\ Ao k+1>d
k! f(A
- <2m 7{ (A= Ao kHdA) /
donde la dltima desigualdad se sigue de la Proposicién[4.7] De nuevo, como X'* separa pun-
tos de &, la tltima ecuacién implica el resultado buscado. [ |

)
)
)
)

La gran ventaja de los dos tltimos Teoremas es que cualquier Teorema que se pruebe con
los Teoremas y para funciones g € H(G, C) se extiende de inmediato a funciones
f € H(G, X). Un ejemplo de lo anterior es cuando G = C y se tiene el Teorema de Liouville:

Teorema 4.22. (Teorema de Liouville). Sea f € H(C, X'), acotada en el sentido de que existe M > 0
tal que
IfMIf<MVAeC.

Entonces f is constante.

Demostracion:
Supongamos, en busca de una contradiccion, que existen A1, A, € C tales que f (Al) f(A2).
Como X* separa puntos de X, entonces existe un ¢ € X™* tal que ¢(f(A1)) # @(f(A2)).

Notemos que
le(f)] < llelllfMI < Mllel, VAeC

Luego, como ¢ o f es holomorfa y acabamos de ver que es acotada, por el Teorema
tiene que ser constante, contradiciendo que ¢(f(A1)) # @(f(Az)). Por lo tanto en efecto f es
constante. |

4.3. El Célculo Funcional Holomorfo y Aplicaciones

En esta tltima seccién consideramos A un dlgebra de Banach con unidad. Haremos uso
de las dos secciones anteriores para definir el cdlculo funcional holomorfo y presentar sus
propiedades y aplicaciones.

Definicién 4.23. Sea x € Ay G C C una vecindad abierta de o(x). Para cada f € H(G,C)
definimos

F) = 5 AT - 2) A

donde T es la coleccion de curvas dada por el Teorema para K = o(x).
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Mostraremos que la asignacion f — f(x), llamada el calculo funcional holomorfo, cumple
en efecto con las propiedades esperadas de un célculo funcional para x. Pero antes, hay que
ver que dicha asignacién estd bien definida:

Proposicion 4.24. Sea A un dlgebra de Banach, x € A, G C C una vecindad abierta de o(x) y
f e HG,C).SiT={y,- ,Ymyy A = {61,--, 8} son dos colecciones de curvas cerradas
rectificables y positivamente orientadas que cumplen que o(x) C int(T),C\ G C ext(I') y o(x) C
int(A),C\ G C ext(A), entonces

ﬁ Frovm—x = ﬁ s -2 tar

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad parametrizamos todas las curvas en [0, 1]. Definamos, para cada
j=1,---,k las curvas y,;(t) := §j(1 —t) parat € [0,1].Si A ¢ U := G\ o(x), entonces
cuando A € C\ G,

m+k
Y Indy, (A) = Indr(A) — Inda(A) =0—0 =0
=1

y cuando A € o(x),

m+k
Y Ind, (A) =Indr(A) — Inda(A) =1-1=0
j=1

Entonces I'" := {1, , ¥mix} s una coleccion de curvas cerradas rectificables y positiva-
mente orientada con Ind(A) = 0 para toda A € C\ U. La funcién g : U — A definida por
g(A) = f(A)(A1 — x)~! pertenece a H(U, A) (ver Proposicién [2.14) y por lo tanto gracias al

Teorema se tiene que

_ o lda= gy b R
0= FNOL—x)dr = — ﬁ FAYAT = x)"ldA — fA F(A)(AL— x)~1dA.
Probando asi la igualdad deseada. n

Antes de continuar con las propiedades del célculo funcional holomorfo, desviamos la aten-
cién para probar rapidamente un lema técnico de dlgebras de Banach, que nos sera de utili-
dad para las propiedades en cuestién.

Lema 4.25. Sea A un dlgebra de Banach con unidad y x € A. Si at, 3 € p(x) entonces
(01 —2)"" = (B1=x) " = (B—a) (@l —2) ' (B1—=x) " = (B—)(B1—x) (e —x) "

Demostracion:
Notemos que cuando u,v € GL(.A), entonces

-1 1

ut—ovtl=uto—uot=vto—-uul

El resultado se sigue entonces al remplazar u := a1l —xy v := 31 — x. |
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Teorema 4.26. (Propiedades del Cilculo Funcional Holomorfo) Sea A un dlgebra de Banach con
identidad, x € A, G C C una vecindad abierta de o(x), entonces

i) La asignacion f — f(x) es un homomorfismo de dlgebras entre H(G,C) y A.
ii) Si f(A) =1, entonces f(x) = 1.
iii) Si1: G < Ces la inclusién canénica (1(A) = A), entonces 1(x) = x.

iv) Sea (fn)o>, C H(G,C), tal que f, — f uniformemente en subconjuntos compactos de G,

entonces
1 fu(x) = f(x)[| — 0.

n—o00

v) Si f: G — C tiene expansion en serie de potencias
o0
A) =Y oAt
k=0
con radio de convergencia R > r(x), entonces f € H(G,C) y

o0
=Y qxf e A
k=0

Demostracion:

i) Sean f,g € H(G,C)ya € C.SiT = {yy,--+,¥m} una coleccién de curvas cerradas
rectificables, positivamente orientada de tal forma que o(x) C int(T), entonces si
271i

J(f+ag)M)(A1-x)"dA
= o F ) +ag ()1 - 1)

271
zm?{f (A1—x)" 1d)\+oc—7§g (A1 — x)~1dA
= f(x) + ag(x)

Estableciendo asi la linealidad. Si ahora ademds, A = {61, - - - , &; } es una coleccién de curvas
cerradas rectificables, positivamente orientada tal que int(T") U T([a, b]) C int(A), entonces

f2glx) = (21m f§ FA) (AL~ ">1d7\) (217“ ng(c) (c1- x)lda)
"1 (7{ f FON —x) 7 (¢1 - x)ldCdA>

Pero gracias al Lema [4.25] tenemos que

(f +ag)(x) =

M=) (1% 1= C_%()\l (-0
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entonces

F@g) = 15 ( 4 2D 01— - x>11dcom>
4_712 (ff W()\l—x)‘ldéd)\—j{r?ijc(?)_g;o(él—x)‘ldCd)\>
47T2 (ff [%A Cg(_c))\dc} (Al—x)—ldA—ijg(c)MmdA} (51—x)—1d5)

donde el intercambio en el orden de integracién del segundo sumando se justifica usando
que @(§r o) = @($a $r) para toda ¢ € A*. Ahora notemos que, gracias a como tomamos
las colecciones 'y A, si A € T([a, b]) entonces A € int(A) y por lo tanto por la Formula de
Cauchy usual [A.10} se tiene que

8(¢)
AC AdC—ng()

Mientras que, si { € A([a,b]) entonces ¢ € ext(T), por lo que por el Teorema de Cauchy
usual[A.9tenemos que
f(A)
——dA=0
74; ¢—A

Luego, en efecto
— ) 1ga —
f(x)g(x) 47r2j§f ng( )}(}\1 x)7'dA—-0
_ -1
2711 j{f )(A1—x)""dA

T 2mi ]g(fg)(/\)(m —x)1dA
= (f8)(x)

ii) y iii) Definamos f : G — C como f(A) := AK con k € N, claramente cuando k = 0 tenemos
que f =1lycuandok =1, f =1.Seay : [0,1] — G dada por y(t) := Re*" con R > ||x||,
para que asi o(x) C int(y). Como ||x/A|| < 1 para toda A € y([0,1]), por el Teorema 2.7} se
tiene

Flx) = 2; 74)\"()\1 x)~1dA
- ﬁf/‘k“ (1— ;)1@\

[ T A W G- a N,
_27ri7€,)\ (Z)\” dA=og L\ f et )

n=0
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donde el cambio de la serie por la integral en la dltima igualdad se justifica por que la serie

> o X" /A" converge uniformemente para toda A € ¥([0, 1]). Por el Teorema de Cauchy[A.9
la integral dentro del paréntesis vale 0 para toda n # k y por la Férmula Integral de Cauchy
vale 27ti cuando n = k. Por lo tanto tenemos que f(x) = x*. Entonces concluimos que

1(x) =x"=1yquei(x) =x! =x.

iv) Tomando T igual que en i), tenemos que para k = 1,--- ,m fija y parametrizando cada

¥ : [0,1] — G, tenemos que t — (y;(t)1 — x)~! es continua en el compacto [0, 1], y por lo
tanto estd acotada por alguna My > 0

F2(N) = F(A)] (A1 = 2) 1A
Yk

= H/l {(fn —f)(Yk(f))} (ve(B)1 = x) "Ly (H)dt

</\ ) (ve(t |HY1< H1—x)" Hh/k )|dt
<|[[(fu = 1) OYk||ooMk|7/k|

pero como f, — f uniformemente en compactos de G, entonces ||(fn — f) © ¥k|loo — 0.
n—oo

Por lo que, aplicando la desigualdad del triangulo obtenemos

1) = £ = | N =) 0a = f - |

(A1 —x)"tdA— ¢ f(A)(A1—x)"tdA
Yk

f [F20) = FA)] (A1 = 2) 1A

F) o Villoo M| ¥4l =20

i
< L

v) Finalmente definamos a p,; como los polinomios
n
= Z CkAk
k=0

Gracias a la linealidad del célculo funcional holomorfo y a que f(x) = x*si f(A) =
tenemos que

n
=Y ot
k=0

Como p, — f enlos compactos {A : |A| < R}, pues R > o(x), entonces por el ultimo inciso
lpn(x) — f(x)]] e 0, por lo que en efecto se sigue el resultado. [ |
(e 0]
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Observacién 4.27. Notemos que la demostracién del inciso v) muestra que el calculo fun-
cional holomorfo coincide con el polinomial definido desde el primer capitulo, por lo que se
puede pensar como una extension de este dltimo.

Observacion 4.28. En la literatura el calculo funcional holomorfo también recibe el nombre
de cdlculo funcional de Riesz-Dunford, debido a que fue introducido por M.Riesz y desa-
rrollado a profundidad por N. Dunford (ver [6]).

A continuacién vemos que la asignacién f — f(x) es la tinica que cumple las propiedades
del Teorema anterior.

Proposicién 4.29. Sea A un dlgebra de Banach con identidad, x € A, G C C una vecindad
abierta de o (x) y supongamos que ® : H(G,C) — A es un homomorfismo de dlgebras que cumple
O(1) =1, O(1) = x,si (fu)p>y C H(G,C), tal que f, — f uniformemente en subconjuntos
compactos de G, entonces @ (f,) — @ (f) en A. Entonces O (f) = f(x).
Demostracion:
Notemos primero que si f(A) := AF entonces ®(f) = @ (1)* = x¥; por lo que ®(p) = p(x)
para cualquier polinomio en C[A] con A € G. Sea ¢ otro polinomio sin ceros en G, entonces
1/q € H(G,C)y

1 1

1=0(1)=0(q7) = oo () = g0 ;)

por lo que g(x)~! = ®(g7 1), pero por otro lado q(x)~! = (g71)(x), lo que implica que
®(q7') = (371)(x). Sea ahora f cualquier funcién racional en G, entonces f = p/qcon py
g polinomios tal que g no se anula en G, entonces

o) =0 (%) =omon ™) = pw ) = f()

Finalmente tomemos cualquier f € H(G, C), entonces por el Teorema de Runge [A.11]existe
una sucesion de funciones racionales ( ;)5 ;, sin polos en o(x), tal que f, — f uniforme-
mente en subconjuntos compactos de G, asi por propiedades de ® tenemos que, como cada

fn es racional, entonces
fu(x) = ©(fu) = @(f)
pero por iv) del Teorema anterior f,(x) — f(x), por lo que en efecto ®(f) = f(x). |
En relacién con el Teoremas y los Teoremas|3.28]y del célculo funcional continuo

y el boreliano respectivamente, el calculo funcional holomorfo tiene la propiedad del mapeo
espectral y la composicién estd bien definida, como mostramos en el siguiente resultado

Teorema 4.30. Sea A un dlgebra de Banach con unidad, x € Ay G una vecindad abierta de o (x).
Entonces para f € H(G, C) se tiene que

o(f(x)) = fo(x))
Mis aiin, si ¢ € H(G',C), donde G' es una vecindad abierta de f(o(x)) elegida de tal forma que
(gof) € H{GN f~1(G),C), entonces

(g0 f)(x) = g(f(x))
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Demostracion:
Veamos la propiedad del mapeo espectral. Si Ay € f(0(x)), y definimos & : G — C como

h(A) = (f(A) = A0) "

entonces h € H(G,C) y h(x)(f(x) — Ag) = 1, lo que implica que Ay ¢ o(f(x)), probando
asique o(f(x)) C f(o ( )). Si ahora Ay € o(x), tomemos h € H(G,C) tal que

(A=20)h(A) = f(A) = f(Ao),

supongamos que f(Ag) & o(f(x)), entonces (f( )= f(A0)) "t = [(x — Ag)h(x)] ! lo que im-
plica que (x — Ag) ™! = h(x)(f(x) — f(Ag)) ! contradiciendo el hecho que Ay € o(x). Por lo
tanto necesariamente f(Ag) € o(f(x)) cuando Ay € o(x), lo que implica contencién faltante

flo(x)) C o(f(x)).

Para ver la composicién, pongamos U = f~!(G’) y sea I' una coleccién de curvas cerradas
en U, positivamente orientada y tal que o(x) C U C int(I). Sea también A una coleccién
de curvas cerradas en G', positivamente orientada, tal que f(o(x)) = o(f(x)) C int(A)
y qué ademds Inda () = 1 para toda 8 € f(I'([a,b])), asi pues poniendo 3 := f(A) con
A € T([a, b]), por el Teoremal[A.10]tenemos que

g(f) = L fA ; f(%)dc 4.3)

27

Ademés para cada ¢ € A([a, b)), la funcién A — (¢ — f(A))~! pertenece a H(G, C), aplican-
do el cédlculo funcional holomorfo a esta tltima funcién se tiene

(€1 f(x)) ' = ;4(5 FON Y (M —x)MdA = f A1-97T0 4

27i Jr ¢ — f(A)

271

Asi que en efecto

(2 £)() = 5 Fg0 NN - 2)dA
= o fa(F) 01 -0
g (25 ) 01074

1 1 [ (A1—x)"

o f800 (5 f B a)ae
37 8@ = £ e

— g(f(x)).

donde el cambio en el orden de integracion de la cuarta linea, se justifica de nuevo usando
que ¢($r fo) = ¢($a §r) para toda ¢ € A", u
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Concluimos la seccién con una aplicacién del calculo funcional holomorfo, pero antes
es necesario un Lema que establece cierta preservaciéon de la conmutatividad, al estilo de la
establecida al final en las hipétesis del Teorema para el célculo funcional boreliano.

Lema 4.31. Sea A un dlgebra de Banach, x,y € Ay G C C una vecindad abierta de o(x). Si
xy = yx entonces f(x)y = yf(x) para toda f € H(G, C).

Demostracion:
Sea primero f = p/q una funcién racional, con g un polinomio que no se anula en o(x),
entonces como p(x) y q(x) son “polinomios” en x y xy = yx se tiene que p(x)y = yp(x)y

q(x)y = yq(x) y por lo tanto que también y(q(x)) ! = (g(x)) 'y, asi que
f@)y = (pa ) (x)y = p(x)(9(x)) "'y = yp(x)(q(x)) ™" = y(pa~")(x) = yf (x).

Es decir que el resultado se tiene siempre que f sea racional. Entonces si f € H(G,C), por
el Teorema de Runge existe una sucesion de funciones racionales (f,;)$° ;, sin polos
en o(x), tal que f, — f en subconjuntos compactos de G, como para cada n se tiene que

fn(x)y = yfu(x), entonces en efecto f(x)y = yf(x). [ |

Teorema 4.32. Sea A un dlgebra de Banach y x € A de tal forma que o(x) = Ky U Ky con Ky, Ky
compactos, no vacios y disjuntos. Entonces existe un e € A tal que

(1) Es un elemento idempotente, i.e. e?

=e.
(2) Siy € Atal que xy = yx, entonces ey = ye.

(3) Sixy:=xeyxy:=x(1—e), entonces x = x1 + xp y x1x3 = 0 = xx7.
(4) Para j=1,2,0(x;) = K;U{0}

(5) Setiene quee #0ye # 1.

Demostracion:

Sean Gy, G, dos subconjuntos disjuntos y abiertos de C tales que K; C Gj, j = 1,2.Sea T
una coleccién de curvas cerradas en G; y positivamente orientada tal que K; C int(T) y
K, C ext(T). Definamos f : G U Gy — C como

f(A) = Xe, (A)

Como G; y G; son disjuntos, entonces f € H(Gj U G, C). Definimos entonces e := f(x),
como X%l = X, entonces e? = e, probando asi (1). Si xy = yx, por el Lema anterior se tiene
ey = f(x)y = yf(x) = ye, por lo que se cumple (2). Es obvio que x = x1 + xp, para tener

todo (3), vemos que, como por lo anterior ex = xe y e? = e, entonces

x1xp = xe(x(1—e)) = xe(x — ex) = xex — xe’x = 0

y analogamente
xox1 = x(1 —e)xe = (x — xe)ex = xex — xe>x = 0
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Definamos ahora f1, f» : G1 U G, — C como
fi(A) 2= Af(A)
fa(A) 1= A1 = f(A)),

entonces

filx) =xf(x) =xe=x1 & fo(x) =x(1— f(x)) =x(1—e) =x2
Entonces, por la Propiedad del mapeo espectral tenemos que
o(x1) = o(fi(x)) = filo(x)) = fi(K1 UKy) = 1(Ky) U{0} = Ky U {0}
y notando que f, = 1 — f1,[4.30/también implica que
0(x2) = 0(f2(x)) = f2(0(x)) = (1 = f1)(Ks UK;) = 1(Kz) U{0} = Ky U{0},

probando asi (4). Supongamos ahora que e = 0, entonces x; = 0y por (4) se tiene que K; U
{0} = o(x1) = 0(0) = {0}, lo que implica que K; = 0, y entonces se contradice la hipétesis.
Similarmente, si ¢ = 1, entonces x, = 0 y ahora (4) implica que K, = (), contradiciendo de
nuevo la hipétesis. Asi que en efecto se tiene (5). u
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Apéndice A

Teoremas Basicos

Analisis Funcional: [4], [19]

Teorema A.1. (Banach-Steinhaus) Sea X un espacio de Banach y ) un espacio vectorial normado.
SiT C B(X,Y) es una familia de operadores acotados tal que para cualquier x € X se tiene que

supHT(x)Hy < 00.
TeT

Entonces

sup||T|| < oco.
TeT

Teorema A.2. (Corolario de Hahn-Banach) Sea (X,||-||) un espacio normado y xo € X\ {0}.
Entonces existe un F € X* tal que F(xo) = ||xo|| v ||F|| = 1.

Teorema A.3. (Teorema de Banach-Alaoglu) Sea X un espacio de Banach. Entonces la bola unitaria
cerradaen X*,i.e. {p € X* : ||| < 1}, es compacta con la topologia débil-x.

Teorema A.4. (Parseval) Sea H un espacio de Hilbert separable y {e, : n € N} una base de H,
entonces para cualquier y € H se tiene

o0

y=Y weew vlP=Y [{yen)|
n=1

n=1
Teorema A.5. Sea H un espacio de Hilbert y ¢ : H x H — C una forma bilineal acotada. Entonces
existe un tinico operador T € B(H) tal que

e(x,y)=(Tx,y)Vx,yeH.
Mas ain |[T|[ = [|e].
Teorema A.6. Sea H un espacio de Hilbert y T € B(H ) entonces

(Tx,y) = (Ty,x) Vx,y e H
siysélosi T =T+

83
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Variable Compleja: [3]

Teorema A.7. (Teorema de Goursat) Sea G C C un subconjunto abiertoy f : G — C una funcion
diferenciable; entonces f es holomorfa en G.

Teorema A.8. (Teorema de Liouville) Si f es una funcion entera y acotada, entonces f es constante.

Teorema A.9. (Teorema de Cauchy) Sea G C C un subconjunto abierto, g : G — C holomorfa
yT =A{y, -, ¥m}, una coleccion de curvas cerradas rectificables tal que cada yy([a,b]) C G e

Indr(C\ G) = {0}. Entonces
=0
f.8

Teorema A.10. (Férmula Integral de Cauchy) Sea G C C un subconjunto abierto, f : G — C
holomorfa y v una curva cerrada rectificable con Ind, (C\ G) = {0}. Entonces para cualquier
Ao € Gy cualquierk =0,1,2, - - - se tiene que

tndy ()£ 0) = 52 f =T ran

T 2mi Jy (A= Ag)kHT

Teorema A.11. (Teorema de Runge) Sea K C C un subconjunto compacto y E C Co \ K que
intersecta todas las componentes de Co, \ K. Si f es holomorfa en una vecindad de K, entonces existen
funciones racionales fy, cuyos tinicos polos estin en E, tales que f, — f uniformemente en K.

Analisis: [22]

Teorema A.12. ( Teorema de Stone—Weierstrass) Sea K un espacio de Hausdorff compacto y sea U
un subespacio de C(K) que separa puntos. Entonces el dlgebra-+ unitaria generada por U es densa en

C(K).

Teorema A.13. ( Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue) Sea (Q, 0, ) un espacio de
medida y (fu)5° una sucesién de funciones complejo valuadas y medibles tal que

f(w) = lim fu(w)

n—o0

existe para toda w € Q. Si existe una ¢ € L'(Q, M, u) tal que |f,| < gparatodan = 1,2,---

entonces f € LY(Q, M, u) y
}}i{go/ﬂfn dp = /Qfdu



Apéndice B

Ideales y Cocientes

Esta seccién es para introducir conceptos que son fundamentales para demostrar el Teo-
rema El material aqui presentado fue tomado en su mayoria de [1]] y [19].

Definicién B.1. Sea A un dlgebra de Banach. Un ideal en A es un subespacio lineal T C A, tal
que para toda x € A se tiene que xI C I, Ix C Z.

Hay dos ideales triviales, que son Z = {0} e Z = A, tenemos que A es llamada un 4lge-
bra simple si estos son los tnicos ideales que existen. Un ideal es propio si no es todo A.

Ejemplo:
Considere A :=C([0,1]) y t1,...,t, € [0,1]. Unideal en A es

IT:={fecA:f(tj)=0,j=1,...,n}.

En lo sucesivo A es un élgebra de Banach con unidad.

Proposiciéon B.2.

i) Si T es ideal propio de A, entonces T N GL(.A) = 0 (es decir que los ideales propios no tienen
elementos invertibles).

ii) Si Z es un ideal propio de A, entonces su cerradura I también es un ideal propio.

Demostracion:

i) Supongamos que existe y € Z N GL(A), entonces, como Z es ideal, yy~! =1 € Z, lo que
implica que cualquier elemento de A estd en Z, pero esto es una contradiccién, ya que 7
estd contenido propiamente.

ii) Verifiquemos la propiedad de ideal. Sea (4,)%°; C I con a, — a € Z. Entonces también,
para cualquier x € A, se tiene que xa, — xay a,x — ax, por lo tanto ax y xa estdn en Z.
Veamos que Z C A propiamente. Seaa € Z,y (a,)°, C Z tal que a, — a. Como, por
i), cada a, ¢ GL(A), entonces ||1+ a,|| > 1, asi cuando hacemos n — oo obtenemos que
|1+ a|| > 1, 1o cual prueba que la contencién es propia. [ |
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Definicién B.3. Un ideal de A es maximal si no esti contenido en ningiin otro ideal mds que en
A. El conjunto de ideales maximales de A contenidos propiamente es denotado M (.A).

Observacién B.4.

i) De la proposicién anterior tenemos que todo ideal maximal es cerrado, pues Z C 7.

ii) Es consecuencia del Lema de Zorn que cualquier ideal propio de A estd contenido en un
ideal maximal.

Para los siguientes resultados recordemos el concepto de espacio cociente. Si V es un subes-
pacio lineal del dlgebra A, definimos el espacio cociente como las clases de equivalencia
dadas por la relacién x1 ~ x; siy sélosi x; — xy € V, es decir

1 2 1

AV :={x+V:xe A}
La norma en A/V se define como
lx+ V| :=inf{||x+y| : y € V}.

Se sabe que el espacio cociente es un espacio lineal normado con la suma y la multiplicacién
por escalar definidas de manera natural (ver [4]). Mds atn, es de Banach cuando Aloesy V
es cerrado.

Teorema B.5. Sea A un dlgebra de Banach, si L es un ideal propio y cerrado de A, entonces
i) El espacio cociente A/Z es un dlgebra de Banach.
it) Si A tiene unidad, también A/T.
iii) El mapeo @ : x — x + I es un homomorfismo complejo suprayectivo y con N'(@) = Z.

Demostracion:

Definamos la multiplicacién en A/Z como (x +Z)(y +Z) := xy + Z para todo x, y € A.
Para i) ya sabemos que A/Z es un espacio de Banach. Se pueden verificar las propiedades
distributivas y asociativas de la multiplicacién en A/Z. Ahora queremos verificar la propie-
dad de la norma en las 4lgebras, es decir que

Ix+D)(y+ DI < llx+Z]lly +Z1.
Sean u,v € Z, luego (x + u)(y + v) = xy + xv + uy + uv, pero xv + uy + uv € Z. Entonces,
I+ )y + DI < llxy + xv + uy + wol] < flx + ullf]x +o].

Tomando infimos sobre u y v se obtiene la desigualdad requerida. Por lo tanto A/Z es un

dlgebra de Banach.
Para ver ii), notemos 1 + Z cumple la condicién de ser neutro multiplicativo. Ademas se
tiene que |1+ Z|| < ||1|] = 1. Més auin, no existe x € Z con |1 — x|| < 1, de lo contra-

rio x € GL(A) que contradice a i) de la Proposicion B.2] por lo que podemos concluir que
I1+Z] =1.
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Para iii), ya sabemos que tal mapeo es suprayectivo y lineal. Ademas
@)l = [lx+ZI[ < Ix],
por lo tanto @ es acotada. Claramente N (@) = Z, y como
@(xy) =xy+I=x+I)(y+I)=ox)a(y),
se tiene entonces la propiedad multiplicativa. u

Teorema B.6. Sea A un dlgebra de Banach compleja, conmutativa y con unidad, y sea Z € M (A).
Entonces A/ T es isométricamente isomorfo a C.

Demostracion:

Ya sabemos que A/Z es un algebra de Banach con unidad. Entonces por el Teorema[2.18|de
Gelfand-Mazur basta probar que todo elemento en A/Z \ {0 + Z} es invertible. Tomemos
x+ZeA/Zconx ¢Z,ie.x+Z ¢ {0+Z}. Definamos

J={xz4+y:ze AyeI}=xA+T.

Notemos que Z C J y que para cualquier z € A se tiene que zJ C J y Jz C J por lo que
J es unideal que contiene propiamente a Z. Como 7 es maximal, J = A, por lo que existen
uec Ayv € Italque ux +v = 1= xu + v (usando la conmutatividad). Asf,

x+D)(u+I)=u+I)(x+I)=1+1.

Porlo que (x +Z)~! = (u + I), es decir que en efecto cualquier elemento de .A/Z \ {0+ Z}
es invertible. |

Teorema B.7. Sea A un dlgebra de Banach compleja, conmutativa y con unidad. Entonces,
i) Para toda w € hom(.A), se tiene que N'(w) € M(A)
ii) Para todo T € M(A), existe w € hom(A) con N'(w) = T.

Demostracion:

i) Como N (w) = w1({0}) y w es continua, entonces N (w) es un subespacio cerrado y
podemos ver que es un ideal, pues w(xy) = w(x)w(y) = 0 paratodoy € N(w)yx € A.
Definiendo la funcién ' : A/ N (w) — C como

W (x4 N () = w(x)

se tiene que A /N (w) es isométricamente isomorfo a C, es decir que A/N (w) es un campo.
Supongamos que existe un ideal Z con N (w) C Z,sia € Z pero a ¢ N (w) entonces por ser
A/N (w) campo, existe un b tal que (ab + N (w)) = (a+N(w)) (b + N (w)) = (1+ N (w))
porloquel—ab € N(w) C Zycomo ademas ab € T se sigue que 1 € Z, entoncesZ = Ay
por lo tanto NV (w) tiene que ser un ideal maximal.

ii) SeaZ € M(A).Sea 8 : A/Z — C el isomorfismo isométrico del Teorema anterior y
sea @ : A — A/T el del Teorema iii). Entonces w := fo@ : A — C cumple que
w € hom(A) y que N (w) = Z. [ ]
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Apéndice C
Teorema de Riesz-Markov

En este apéndice damos los preliminares necesarios de Teoria de la Medida para poder
enunciar el Teorema de Representaciéon de Riesz-Markov, del cual dependen ambos Teore-
mas Espectrales presentados en esta tesis. El material aqui presentado asi como una prueba
de ambos Teoremas pueden ser consultados en [22].

Definicién C.1. Sea Q un espacio topolégico, decimos que

i K C Q es compacto si cualquier cubierta abierta de K admite una subcubierta finita. Si Q es
compacto decimos que Q es un espacio compacto.

it) Q es un espacio de Hausdorff si para todo p,q € Q con p # q existen vecindades Uy, y V,; de
p Y q respectivamente tales que U, NV, = ().

iii) Q es localmente compacto si cualquier punto de Q tiene una vecindad U tal que U es
compacto. Claramente cualquier espacio compacto es localmente compacto.

Definicién C.2. Sea Q) un espacio topoldgico, la menor o-dlgebra que contiene todos los abiertos
de Q es llamada la o-dlgebra de Borel, la cual denotamos por B = B(Q), los elementos de B
son llamados los borelianos de Q). Si Q es de Hausdorff, y 9 es una o-dlgebra de QO con B C M
entonces una medida p definida en el espacio medible (Q,9M) es llamada medida de Borel.

Definicién C.3. Sea p una medida positiva de Borel en (Q, ), decimos que i es regular si para
cualquier E € 9 se tiene que

w(E) = inf{u(V) : E C V; V es abierto},
y que para cualquier E abierto y para cualquier E € 9 con u(E) < oo se tiene
u(E) = sup{u(K) : K C E; Kes compacto}.

Definicién C.4. Sea (Q,9M, 1) un espacio con medida. Decimos que p es una medida completa
cuando para E € 9M con u(E) =0, si A C E entonces A € M.
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Definicién C.5. Sea Q un espacio topolégicoy f : O — C. Se define el soporte de f como

supp(f) :={w € Q: f(w) # 0}

La coleccion de funciones en Q complejo valuadas que tienen soporte compacto es denotada por
Cc(Q). Por supuesto cuando Q es compacto C.(Q) = C(Q).

Definicién C.6. Un funcional lineal ¢ : Cc(Q) — C es llamado positivo si para f € C.(Q) con
f(Q) C [0, 00) se tiene que @(f) € [0, 00).

Con todas las definiciones anteriores tenemos lo necesario para enunciar el teorema de
interés:

Teorema C.7. (Teorema de Representacién de Riesz-Markov) Sea Q) un espacio de Hausdorff lo-
calmente compacto. Sea @ un funcional lineal positivo en C.(Q), entonces existe una tinica medida
completa de Borel reqular pen Q, con p(K) < oo para cualquier K C X compacto, tal que para toda
fet(Q)

o) = [ fau

Una modificacién del Teorema anterior elimina la necesidad de que el funcional positivo,
pero ahora el funcional tiene que ser acotado y tiene que estar definido para funciones que
se desvanecen en el infinito. Si Q) es un espacio de Hausdorff localmente compacto, decimos
que una funcién f : Q — C se desvanece en el infinito si para toda ¢ > 0 el conjunto
{w e Q:|f(w)| > ¢} es compacto. Denotamos al conjunto de las funciones f : Q — C que
se desvanecen en el infinito por Cy(Q). De nuevo cuando Q es compacto, Cp(Q) = C(Q).

Definicién C.8. Una medida complejo valuada es regular cuando su variacién total |u| es una
medida regular.

Teorema C.9. Sea Q) un espacio de Hausdorff localmente compacto. Sea T un funcional lineal acotado
en Co(Q), entonces existe una tinica medida complejo valuada y reqular p en Q, tal que para toda
fel(Q)

w(f) = [ fdu

Mis aiin ||T|| = |1|(Q), donde |u| es la variacién total de p.
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