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Libres son quienes crean no quienes copian,
y libres son quienes piensan, no quienes obedecen.
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RESUMEN

Un grafo G es ∆↔ Y reducible a otro grafo H si H se puede obtener de G por medio
de las reducciones serie-paralelo y las transformaciones ∆ ↔ Y (delta-wye); si H es
sólo un vértice diremos que G es ∆↔ Y reducible. Un grafo no plano G es casi-plano
si para cualquiera de sus aristas e, al menos uno de los grafos G\e (borrado de e) y G/e
(contracción de e) es plano. En 1996 Gubser [37] caracteriza estos grafos, y en 2016 Ding,
Fallon y Marshall [23] dan una prueba simple y corrigen errores de Gubser. En esta tesis
mostramos que todo grafo casi-plano es ∆↔ Y reducible (Teorema 4.2.1).

Un problema más difı́cil es mostrar que una clase de grafos es reducible con la condi-
ción de que todo grafo en la secuencia de reducción pertenece a la clase. Wagner [84]
mostró que un grafo casi-plano G es ∆↔ Y reducible a K3,3 a través de una secuencia
de reducción donde todos los grafos son casi-planos. Nosotros damos dos pruebas más
simples y algorı́tmicas a este problema (Teorema 4.2.2, Sección 4.2.4).

Gitler [30] probó que los grafos libres de K5 (grafos sin K5 como menor) o K3,3 son ∆↔
Y reducibles; en este trabajo simplificamos esta prueba. Mohar [60] da otra definición
de grafo casi-plano, que en la tesis llamamos grafo M-casi-plano; un grafo G es M-
casi-plano si es no plano y existe una arista e en G tal que el grafo G\e es plano. Los
terminales son vértices que no se pueden eliminar por las reducciones serie-paralelo y
las transformaciones ∆ ↔ Y. Un grafo es k-terminal si tiene k vértices terminales, y si
además es ∆↔ Y reducible a un grafo cuyos vértices son sólo los terminales, diremos
que es k-terminal reducible. En esta tesis mostramos:

Los grafos reducibles no necesariamente son 1-terminal reducibles (Ejemplos 2.4.1
y 2.4.2).

Los grafos casi-planos son 2-terminal reducibles (Corolario 4.3.6).

Los grafos casi-planos con 3-terminales son ∆ ↔ Y reducibles a un subgrafo de
K3 o a K6 sin las aristas de uno de sus triángulos (Teorema 4.3.5).

Los grafos libres de K3,3 son 2-terminal reducibles (Corolario 4.3.17).

Los grafos libres de K5 y M-casi-planos son 1-terminal reducibles (Corolario 4.3.15
y Teorema 4.3.1, respectivamente).

En general los grafos M-casi-planos y libres de K5 no son 2-terminal reducibles
(Ejemplos 4.3.1 y 4.3.2, respectivamente).

En general los grafos libres de K3,3 no son 3-terminal reducibles (Ejemplo 4.3.3).

Los grafos toroidales con representatividad mayor que cinco no son ∆↔ Y redu-
cibles (Teorema 4.3.19).





ABSTRACT

A graph G is ∆ ↔ Y reducible to a graph H if H is obtained of G by a sequence of
series-parallel reductions and ∆↔ Y transformations; if H is only a simple vertex we
say that G is ∆ ↔ Y reducible or reducible. A nonplanar graph G is called almost-
planar if for every edge e of G, at least one of G\e (delete e) and G/e (contract e) is
planar. In 1996, Gubser [37] caracterized these graphs, and in 2016 Ding, Fallon and
Marshall [23] give a simple proof and corrected Gubser errors. On this thesis we prove
that a almost-planar graph is ∆↔ Y reducible (Theorem 4.2.1).

A harder problem is to show that a class of graphs is reducible with the condition that
all graphs in the reduction sequence are in the same class. Wagner [84] proves that
an almost-planar graph G is ∆ ↔ Y reducible to K3,3, through a reduction sequence
formed only by almost-planar graphs. We give two simpler and algorithmic proofs to
this problem (Theorem 4.2.2, Section 4.2.4).

Gitler [30] proved that K5-free graphs (graphs with no K5 minor) and K3,3-free graphs
are ∆ ↔ Y reducible; in this work we simplify this proof. Mohar [60] give another
definition of almost-planar graphs, that in the thesis we call M-almost-planar graphs;
a graph G is a M-almost-planar graph if G is nonplanar and there exists an edge e in
G such that G\e is planar. The terminals are vertices that cannot be deleted by series-
parallel reductions and ∆↔ Y transformations. A graph is k-teminal if it has k terminal
vertices, and if it is also ∆↔ Y reducible to a graph that only has terminal vertices, then
we say that G is k-terminal reducible. In this thesis we prove:

Delta-wye reducible graphs are not necessarily 1-terminal reducible (Examples
2.4.1 and 2.4.2).

Almost-planar graphs are 2-terminal reducible (Corollary 4.3.6).

Almost-planar graphs with 3-terminal are ∆ ↔ Y reducible to a subgraph of K3
or to K6 with the edges of one of its triangles deleted (Theorem 4.3.5).

K3,3-free graphs are 2-terminal reducible (Corollary 4.3.17).

K5-free and M-almost-planar graphs are 1-terminal reducible (Corollary 4.3.15
and Theorem 4.3.1, respectively).

Not all M-almost-planar and K5-free graphs are 2-terminal reducible (Examples
4.3.1 and 4.3.2, respectively).

Not all K3,3-free graphs are 3-terminal reducible (Example 4.3.3).

Toroidal graphs with representativity greater than five are not ∆ ↔ Y reducible
(Theorem 4.3.19).
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CAPÍTULO 1
INTRODUCCIÓN

Una variedad de resultados muestran que una clase de grafos se puede reducir a una
forma canónica, aplicando repetidamente ciertas operaciones. Por ejemplo, Tutte (Teo-
rema IV58 en [83], 1984) muestra que todo grafo 3-conexo se construye a partir de una
rueda y dos operaciones: desdoblamiento de vértices y adición de aristas. Este tipo de
resultados son importantes porque caracterizan una propiedad fundamental, como la
conexidad, de una forma en que se pueden utilizar en pruebas por inducción o para
determinar propiedades estructurales de familias de grafos.

En esta tesis estudiamos las operaciones ∆↔ Y, las cuales son: eliminación de aristas
colgantes, lazos, aristas en serie, aristas en paralelo, transformación ∆ → Y y Y → ∆.
Diremos que un grafo es ∆↔ Y reducible, o simplemente reducible, si se puede reducir
a un vértice usando estas operaciones. Dos grafos son ∆Y equivalentes si podemos
transformar uno a partir del otro usando transformaciones ∆↔ Y.

Akers (1960) [1] y Lehman (1963) [54] conjeturaron que cualquier grafo plano se puede
reducir; Epifanov (1966) [25] probó esta conjetura; se han obtenido una variedad de
pruebas más simples, por ejemplo: Feo [27] (1985), Truemper [80] (1989), Feo y Provan
[26] (1993), y Nakahara y Takahashi [61] (1996).

Para el problema de reducir un grafo plano, una prueba constructiva ya está implı́cita
en 1916, en la prueba de Steinitz [74, 75] donde muestra que todo grafo plano 3-conexo
es el 1-esqueleto de un politopo convexo en tres dimensiones. Grünbaum [36] (1967)
describe la prueba de Steinitz con más detalle y esclarece el uso de las operaciones
∆↔ Y en dicha prueba.

No todos los grafos son ∆ ↔ Y reducibles. Por ejemplo, un grafo simple con grado
mı́nimo cuatro y sin triángulos no admite ninguna operación, este es el caso de K4,4. La
familia de Petersen son los siete grafos ∆Y equivalentes a K6, entre ellos está el grafo
de Petersen (ver Figura 1.1). Aunque era folclore en la literatura que esta familia era un
conjunto de grafos no reducibles, no fue hasta 1988 que Warkentyne [88] probó que K6
no es reducible y por lo tanto la familia de Petersen tampoco lo es.

Otra familia interesante es la de los grafos ápex, que son aquellos que al quitar un
vértice se hacen planos; y los grafos no-ápex son aquellos que al quitar cualquiera
de sus vértices obtenemos un grafo no plano. Pierce en 2014 [64] dio un algoritmo que
construye la familia de los grafos ∆Y equivalentes a un grafo dado y lo usó para encon-
trar menores prohibidos minimales para los grafos no-ápex; él encontró 157 menores
prohibidos minimales.
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Figura 1.1: La familia de Petersen.

Es muy conocido el resultado de que todo grafo es encajable en R3 sin cruce de aris-
tas. Sin embargo un problema importante era decidir si esto era posible sin tener ciclos
enlazados. Un grafo está en la familia de los grafos encajables en R3 de forma desenla-
zada si, se puede encajar en el espacio R3 sin que tenga dos ciclos enlazados. Nešetřil y
Thomas [62] (1985) muestran que esta familia es cerrada bajo menores; en 1993, Rober-
tson, Seymour y Thomas [67] muestran que la familia es cerrada bajo transformaciones
∆↔ Y y en 1995 [65], muestran que los grafos en la familia de Petersen, son los meno-
res prohibidos para los grafos encajables en R3 de forma desenlazada.

Truemper [80] (1989) mostró que la familia de grafos reducibles es cerrada bajo meno-
res. Yu [89] en 2004, mostró una inesperada cota de 57,587 menores prohibidos. Dos
años después, Yu [90] probó la sorprendente cota de al menos 68,897,913,659 menores
prohibidos. Encontrar otros menores prohibidos es muy difı́cil. Una búsqueda extensi-
va por computadora no ha dado ningún nuevo grafo. Se conjetura que la lista de Yu es
la lista completa de los menores prohibidos.

También se han estudiado estas operaciones en grafos no planos. En 1989, Robertson y
Vitray [68] utilizan las operaciones ∆ ↔ Y para caracterizar los grafos proyectivos de
representatividad menor o igual a tres. Un grafo G es libre de otro grafo H si, H no es
menor de G. Gitler [30] mostró que los grafos libres de K5 o K3,3 son reducibles. Primero
Gitler [30] (1991) y luego de forma simplificada Archdeacon, Colbourn, Gitler y Provan
[3] (2000), caracterizaron los grafos planos-proyectivos reducibles y además probaron
que grafos con número de cruce uno son reducibles. Wagner [84] (2015) demostró que
un grafo casi-plano (según la definición de Gubser [37], también ver [23]) es reducible,
más aún hay una secuencia de reducción por medio de grafos casi-planos. En esta tesis
damos dos pruebas más simples que la de Wagner, y de hecho nuestras pruebas son
esencialmente algorı́tmicas.

Truemper [81, 82] (1992) utilizando las transformaciones ∆↔ Y caracterizó los matroi-
des casi-regulares, logrando como consecuencia la determinación de las matrices mı́ni-
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mas obstructoras para la unimodularidad total. A su vez son la herramienta principal
en el estudio emprendido por Oxley, Semple y Vertigan [63], concerniente al problema
de representación de matroides k-regulares, que son matroides que generalizan a los
matroides regulares (representables sobre cualquier campo).

Una variación sobre estas operaciones es, prohibir la eliminación de algunos vértices
por las operaciones ∆ ↔ Y, llamados vértices terminales; a un grafo con k vértices
terminales le decimos k-terminal; decimos que un grafo G es k-terminal reducible si,
es k-terminal y ∆ ↔ Y reducible a un grafo con sólo los vértices terminales. Akers [1]
(1960) conjeturó que los grafos planos son 2- y 3- terminal reducibles; Epifanov [25]
(1966) demostró en positivo esta conjetura para grafos planos con 2-terminales; prue-
bas constructivas simples fueron dadas por Feo [27] (1985), Truemper [80, 82] (1989),
Feo y Provan [26] (1993), y Nakahara y Takahashi [61] (1996). Treinta años después de
que Akers formulara su conjetura, Gitler [30] mostró que es cierta para grafos planos
con 3-terminales, también probó la reducibilidad con cuatro terminales sujeto a que
tres de los terminales estén en una cara en común, ası́ como el caso de k-terminales
cuando todos los terminales estén en una cara en común.

Figura 1.2: Grafo
plano, 4-terminal no

reducible.

Si hay grafos que no son ∆ ↔ Y reducibles, no es de extrañar
que existan grafos k-terminales no reducibles. Por ejemplo, el
grafo de la Figura 1.2 con los vértices a, b, c y d como termi-
nales no es reducible, ya que no se le puede aplicar ninguna
operación. En el trabajo de Epifanov [25] ya se conocı́an grafos
con cuatro terminales no reducibles. Podemos encontrar más
ejemplos en los trabajos de Gitler [30] y, Feo y Provan [26]. Re-
cientemente, Demasi y Mohar [20] (2015) dan una caracteriza-
ción de grafos planos, 3-conexos con 4-terminales.

Un problema importante es el desarrollo de algoritmos para re-
ducir un grafo. Provan y Feo [26] (1993) dieron un algoritmo de

tiempo cuadrático para reducir un grafo plano 2-terminal. Gitler y Sagols [33] (2011)
dan un algoritmo para reducir grafos planos con tres terminales. Demasi y Mohar [20]
(2015) presentan un algoritmo que reduce un grafo plano con 4-terminales o bien re-
gresa una obstrucción a la reducción.

Gitler [30] y, Feo y Provan [26] sugieren que “existen razones de peso para pensar que
O(|V|3/2) es el menor orden posible para reducir un grafo plano”. Chang y Erickson
[11] (2015) probaron que al menos se necesita Ω(|V|3/2) operaciones ∆↔ Y en el peor
de los casos para reducir un grafo plano.

En los preliminares, Capı́tulo 2 Sección 2.1, establecemos las definiciones que usare-
mos. En la Sección 2.3 damos la definición de las operaciones ∆ ↔ Y, ası́ como teore-
mas relacionados con estas operaciones y desarrollamos el teorema que garantiza que
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todo menor de un grafo ∆↔ Y reducible es también ∆↔ Y reducible.

En el Capı́tulo 3 describimos las siguientes aplicaciones de las operaciones ∆ ↔ Y:
el conteo de árboles generadores (Sección 3.1), calculo del lı́mite termodinámico en
algunas mallas (Sección 3.2), el modelo de Ising (Sección 3.3) y el conteo de empareja-
mientos perfectos (Sección 3.4).

Un grafo G es casi-plano si no es plano y para cada arista e de G al menos uno de los
grafos G/e o G\e es plano (Gubser [37], también ver [23]). G es M-casi-plano si no es
plano y tiene una arista que al borrarla obtenemos un grafo plano (Mohar [60]). En el
Capı́tulo 4 estudiamos a los grafos casi-planos y M-casi-planos.

Wagner [84] mostró que un grafo casi-plano G es ∆ ↔ Y reducible a K3,3 a través
de una secuencia de reducción donde todos los grafos son casi-planos. En la Sección
4.2.5 analizamos la demostración de Wagner [84]. En la Sección 4.2.1 damos ejemplos
de un grafo casi-plano que se reduce a K3,3 por medio de una secuencia de reducción
donde no todos los grafos son casi-planos. En las Secciones 4.2.3, 4.2.5 y 4.2.4 damos
dos pruebas más simples y algorı́tmicas a la de Wagner.

En la Sección 4.3 se estudia el caso de grafos no planos con vértices terminales y mos-
tramos lo siguiente.

Los grafos reducibles no necesariamente son 1-terminal reducibles (Ejemplos 2.4.1
y 2.4.2).

Los grafos casi-planos son 2-terminal reducibles (Corolario 4.3.6).

Los grafos casi-planos con 3-terminales son ∆ ↔ Y reducibles a un subgrafo de
K3 o a K6 sin las aristas de uno de sus triángulos (Teorema 4.3.5).

Los grafos libres de K3,3 son 2-terminal reducibles (Corolario 4.3.17).

Los grafos libres de K5 y M-casi-planos son 1-terminal reducibles (Corolario 4.3.15
y Teorema 4.3.1, respectivamente).

En general los grafos M-casi-planos y libres de K5 no son 2-terminal reducibles
(Ejemplos 4.3.1 y 4.3.2, respectivamente).

En general los grafos libres de K3,3 no son 3-terminal reducibles (Ejemplo 4.3.3).

Los grafos toroidales con representatividad mayor que cinco no son ∆↔ Y redu-
cibles (Teorema 4.3.19).

Por último, en el Capı́tulo 5 damos algunos problemas abiertos.



CAPÍTULO 2
PRELIMINARES

En este capı́tulo se definen los conceptos y términos concernientes a esta tesis.

2.1 DEFINICIONES

Un grafo G es un par ordenado (V(G), E(G)) que consiste de un conjunto V(G) de
vértices y un conjunto E(G), diferente de V(G), de aristas, junto con una función
de incidencia φG que asocia a cada arista de E(G) un subconjunto X de V(G) tal que
1 ≤ |X| ≤ 2; intuitivamente φG asocia cada arista de E(G) con uno o dos vértices
distintos de V(G). Un grafo con un sólo vértice lo llamamos grafo trivial. Si e es una
arista de E(G) tal que ϕG(e) = {u, v}, entonces decimos que la arista e une los vértices
u y v, y los vértices u y v son los extremos de e; usualmente e se escribe como uv (o vu).
Decimos que los vértices u y v son incidentes a la arista uv y la arista uv es incidente
con u y v. Dos vértices u y v de G son adyacentes, o vecinos, si uv es una arista de G.
Dos aristas e 6= e′ son adyacentes si ellas comparten un extremo. Una arista con sus
dos extremos idénticos se llama lazo. A dos aristas que comparten sus extremos les
llamamos aristas paralelas.

El grado dG(v) = d(v) de un vértice v es el número de aristas incidentes con v. Un
vértice de grado 0 es un vértice aislado. Un lazo contribuye en 2 al grado de un vértice.
Una arista e es colgante si uno de sus extremos tiene grado igual a 1, y dos aristas e 6= e′

están en serie si comparten extactamente uno de sus extremos y éste tiene grado igual
a 2.

Una bipartición de los vértices de un grafo G es una partición de V(G) en dos conjun-
tos disjuntos no vacı́os X y Y; denotamos esta bipartición por (X, Y).

Un grafo G es conexo si para cada bipartición (X, Y) de V(G) existe al menos una
arista de G con un extremo en X y el otro extremo en Y; en caso contrario G es disco-
nexo.

Si X ⊂ V(G) es cualquier conjunto de vértices de G, escribimos G \ X para el grafo
obtenido de G por el borrado de todos los vértices en X y sus aristas incidentes. Si
X = {v} consiste de un vértice v de G, escribimos G \ v en lugar de G \ {v}. El borrado
de una arista e de G resulta en el nuevo grafo G\e = (V(G), E(G) \ {e}).
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Definición 2.1.1 Sean P y C dos grafos conexos.

P es un camino si tiene al menos dos vértices y cada vértice de P tiene grado
igual a 2, excepto dos de sus vértices que tienen grado igual a 1; los vértices de
grado 1 se dicen los extremos de P, y los de grado 2 vértices internos de P. La
longitud de P es el número de aristas que tiene, y denotamos a P como v1v2 · · · vn
con |V(P)| = n y vi los vértices de P. Dos caminos son internamente disjuntos si
no comparten vértices internos.

C es un ciclo si cada vértice de C tiene grado igual a 2. La longitud de C es igual
al número de sus aristas, un ciclo de logitud 1 es un lazo, un ciclo de longitud 2
es un biciclo (aristas paralelas), y un ciclo de longitud igual a 3 se un triángulo,
y hacemos referencia a este último ciclo con el sı́mbolo ∆.

Sea G = (V(G), E(G)) un grafo y e = uv una de sus aristas, G ∪ e es el grafo obte-
nido de agregar la arista e al conjunto de aristas de G. Por G/e denotamos al grafo
obtenido de G por la contracción de la arista e en un nuevo vértice ve, el cual resulta
ser adyacente a todos los vecinos de u y v. Formalmente, G/e es el grafo (V′, E′) con
conjunto de vértices V′ = (V(G) \ {u, v}) ∪ {ve}, donde ve es el ‘nuevo’ vértice, i. e.,
ve /∈ V(G) ∪ E(G) y el conjunto de aristas es

E′ =
{

xy ∈ E(G) | {x, y} ∩ {u, v} = ∅
}
∪
{

vey | uy ∈ E(G) \ {e} o vy ∈ E(G) \ {e}
}

.

A un conjunto de aristas no adyacentes M en un grafo G le llamamos emparejamiento.
Si además cada vértice de G es incidente a una arista de M, decimos que M es un
emparejamiento perfecto.

Definición 2.1.2 Sean G y H dos grafos.

H es un subgrafo de G si H se obtiene de G por medio del borrado de vértices
y/o aristas de G, i. e. V(H) ⊆ V(G) y E(H) ⊆ E(G).

H es un subgrafo inducido de G si H se obtiene de G por medio del borrado de
vértices de G. Si X es un conjunto de vértices de G al subgrafo M inducido tal
que V(M) = X lo denotamos como G(X) .

H es un subgrafo generador de G si H se obtiene de G por medio del borrado de
aristas de G.

H es un menor de G si, H se puede construir mediante una sucesión de contrac-
ciones o borrado de aristas de G y el borrado de vértices aislados.

H es subdivisión de G si, H es obtenido a partir de G mediante la sustitución de
algunas aristas de G por nuevos caminos entre sus extremos, de modo que nin-
guno de estos caminos tiene un vértice interno en V(G) o en otro nuevo camino.
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A los vértices originales de G en H les llamaremos vértices de ramificación y a los
vértices introducidos los llamaremos vértices de subdivisión. Tengamos en cuen-
ta que los vértices de ramificación conservan el grado que tenı́an en G. Diremos
que un grafo G tiene a otro grafo N como subdivisión si G tiene un subgrafo M
que es una subdivisión de N.

H y G son isomorfos si, existe una biyección f entre los conjuntos de sus vértices
f : V(G)→ V(H) tal que uv es arista de G si y sólo si f (u) f (v) es arista de H.

G es libre de H si H no es menor de G.

Definición 2.1.3 Sea G un grafo y H un subgrafo de G.

H es un camino en G si H es isomorfo a un camino.

H es un ciclo en G si H es isomorfo a un ciclo.

Un camino o ciclo en G, es hamiltoniano si contiene a V(G).

El grafo H es una componente de G si, H es conexo y no existe otro subgrafo
conexo de G que lo contenga i. e., H es maximal con la propiedad de conexidad.

Definición 2.1.4 Sea G un grafo.

G es simple si no tiene lazos ni aristas paralelas.

G es n-regular si es simple y cada uno de sus vértices tiene grado n.

Supongamos que G es simple. Si para todo par de vértices distintos de G existe
una arista incidente a ellos, entonces G es completo y se denota por Kn, donde n
es el número de vértices de G.

G es bipartito si existe una bipartición (X, Y) del conjunto de vértices V(G) tal
que cada arista de G tiene un extremo en X y el otro extremo en Y.

Si G es simple y tiene una bipartición {X, Y}, tal que cada vértice de X es adya-
cente a todos los vértices de Y, entonces G es un grafo bipartito completo, y lo
denotamos como Kn,m donde n y m son el número de vértices en X y Y, respecti-
vamente.

G es euleriano si el grado de cada uno de sus vértices es par.

G es hamiltoniano si contiene algún ciclo hamiltoniano.

G es k-conexo si tiene al menos k vértices y para cualquier subconjunto X de
vértices con menos de k elementos, G\X es conexo.

G es un bosque si no tiene ciclos.
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G es un árbol si es conexo y no tiene ciclos. Un vértice de grado uno en un árbol
se llama hoja.

G es ápex si tiene un vértice v tal que G\v es plano; v es un vértice ápex de G.

Decimos que hay un encaje de un grafo G en una superficie Σ, si existe una función
inyectiva Φ : V(G) → Σ y para cada arista uw de G existe un conjunto X llamado
arco del encaje en Σ tal que, existe un homeomorfismo f entre X y [0, 1]; y { f (0), f (1)}
es igual a {Φ(u), Φ(w)}. Entenderemos como homeomorfismo entre X y [0, 1], a una
biyección f entre [0, 1] y X que es continua y su inversa es continua.

Diremos que dos aristas e y f de un grafo G se cruzan, si para algún encaje de G en
el plano, e y f se cruzan en un punto diferente de sus extremos, y el número de cruce
de G es el mı́nimo número de cruces de aristas de G para cualquier encaje en el plano
(R2).

Definición 2.1.5 Sea G un grafo.

G es plano si se puede encajar en el plano (R2) sin que dos aristas se crucen.
A los conjuntos conexos del complemento de la unión de los puntos y arcos,
de un encaje en R2 sin cruces de un grafo plano conexo, les llamamos caras, al
conjunto de las caras lo denotamos como F(G). Decimos que un vértice o arista
es adyacente a una cara si está en la frontera de la cara.

G es periplano si tiene un encaje en el plano sin cruces en el que todos sus vértices
son adyacentes a una misma cara.

Diremos que una familia G de grafos es cerrada bajo menores, si para todo grafo G en
G, todos los menores de G también están en G. En 1970 Wagner [87] conjeturó que cual-
quier familia de grafos cerrada bajo menores se puede caracterizar por una cantidad
finita de menores prohibidos. En otras palabras, el conjunto de grafos menor-mı́nimos
que no están en la familia es finita. La conjetura de Wagner fue verificada 30 años
después de ser formulada por Robertson y Seymour en 2004, en una serie de veinte
artı́culos, el último siendo [66]. Por ejemplo, la familia de los bosques es cerrada ba-
jo menores y su menor prohibido es K3 (para grafos simples), o la familia de grafos
periplanos, que tiene como menores prohibidos a K4 y K2,3 [22].

Un n-clique de un grafo G es un conjunto X de n vértices tal que el subgrafo inducido
por X es isomorfo a Kn.

Definición 2.1.6 ([59]) Sean G1 y G2 dos grafos con vértices distintos, y Si un k-clique
de Gi (i = 1, 2). Sea G el grafo obtenido por una identificación de S1 y S2 y borrando
algunas (posiblemente todas, posiblemente ninguna) de las aristas entre los vértices
de la identificación; diremos que G es una k-suma de G1 y G2, y a los conjuntos Si les
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llamaremos sumandos.

La definición que usamos de k-suma se puede realizar entre grafos no simples y dar
origen a aristas paralelas entre los vértices de los sumandos.

2.2 GRAFOS PLANOS

Los grafos planos son uno de los objetos matemáticos más estudiados. Recordemos
que el grafo del problema de los puentes de Königsberg es plano y no euleriano, que
encontrar un ciclo hamiltoniano en un grafo plano es NP-completo [29], o el teorema de
los cuatro colores. En esta sección recordaremos algunos resultados importantes sobre
grafos planos.

Lema 2.2.1 Sea G un grafo entonces la suma de los grados de los vértices de G es igual
a dos veces la cantidad de aristas de G.

Teorema 2.2.2 (Fórmula de Euler [22]) Sea G un grafo plano y conexo, y sean E, V y F
el número de aristas, vértices y caras, respectivamente, entonces V − E + F = 2.

Sean G = (V, E) y G∗ = (V∗, E∗) grafos planos y conexos con un encaje cada uno, sean
F = F(G) y F∗ = F(G∗), decimos que G∗ es dual de G si hay biyecciones: v∗ : F → V∗,
g : E→ E∗, y, f ∗ : V → F∗, que satisfacen:

I) v∗( f ) ∈ f para toda cara f ∈ F.

II) g(e) y e intersecan exactamente una vez a G y G∗, respectivamente. Además esta
intersección no es en los extremos de las aristas.

III) v ∈ f ∗(v) para todo vértice v ∈ V.

Notemos que el dual depende del encaje que hagamos del grafo, y que G también es
dual de G∗. El dual de una grafo plano siempre existe.

Lema 2.2.3 Sea G grafo plano, conexo y simple.

1. Si |V(G)| ≥ 3, entonces |E(G)| ≤ 3|V(G)| − 6.

2. Si |V(G)| ≥ 3 y para algún encaje de G cada cara es adyacente a al menos cuatro
aristas, entonces |E(G)| ≤ 2|V(G)| − 4.

Demostración. Demostraremos el inciso 2. Sea G un grafo plano, simple y para algún
encaje f cada cara de G es adyacente a al menos a cuatro aristas, tomemos a G∗ como
el dual de G para este encaje.
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Notemos que d(v) ≥ 4 para cada vértice v de G∗, por que G es simple y el encaje f
tiene caras con al menos cuatro lados; |E(G)| = |E(G∗)|; |F(G)| = |V(G∗)|; |V(G)| =
|F(G∗)|; y por el Lema 2.2.1:

4|V(G∗)| ≤ ∑
v∈V(G∗)

d(v) = 2|E(G∗)|,

entonces

|V(G∗)| ≤ |E(G
∗)|

2
.

Aplicando estas observaciones a la fórmula de Euler de G∗, tenemos:

|V(G∗)| − |E(G∗)|+ |F(G∗)| = 2 ≤ −|E(G)|
2

+ |V(G)|,

entonces
|E(G)| ≤ 2|V(G)| − 4.

El inciso 1 es análogo. �

Teorema 2.2.4 ([22]) Los grafos K5 y K3,3 no son planos.

Demostración. K5 y K3,3 no son planos por el Lema 2.2.3 incisos 1 y 2, respectivamente.
�

La familia de grafos planos es cerrada bajo menores y el Teorema de Kuratowski [22]
nos da sus menores prohibidos:

Teorema 2.2.5 (Kuratowski [22]) Un grafo es plano si y sólo si no tiene a K3,3 ni a K5
como subdivisión.

En 1937, Wagner [22] dio el siguiente resultado del Teorema de Kuratowski.

Teorema 2.2.6 (Wagner [22]) Un grafo es plano si y sólo si no tiene a K3,3 ni a K5 como
menor.

En la práctica, es difı́cil de utilizar el criterio de Kuratowski o Wagner para decidir
rápidamente si un grafo dado es plano. Sin embargo, existen algoritmos rápidos para
este problema i. e., para un grafo, es posible determinar en tiempo lineal si es o no es
plano (ver [41]).

Concluimos esta sección con un lema y el Teorema de Hall [38] que, nos será útil más
adelante.

Lema 2.2.7 ([22]) Si el grafo H es un menor del grafo G tal que d(v) ≤ 3 entonces G
tiene a H como subdivisión.

Teorema 2.2.8 (Hall [38]) Si G es un grafo no plano, 3-conexo con al menos seis vérti-
ces, entonces G tiene a K3,3 como menor.
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2.3 OPERACIONES ∆↔ Y Y REDUCIBILIDAD

Unas de las reducciones más importantes en teorı́a de grafos son las reducciones serie-
paralelo. Las cuatro reducciones son:

Reducción de arista colgante (RAC):
Cuando a G le borramos una arista col-
gante.

Reducción en serie (RS): Cuando a G le
contraemos una arista en serie.

Reducción en paralelo (RP): Cuando a G
le borramos una arista paralela.

Reducción de lazo (RL): Cuando a G le
borramos un lazo.

Cada una de estas reducciones disminuye el número de aristas en un grafo. Un gra-
fo conexo es serie-paralelo reducible si puede ser reducido a un sólo vértice por una
secuencia de estas operaciones. Algunos autores no permiten reducciones de arista
colgante ni de lazo en sus reducciones de serie-paralelo. Estas restricciones cambian la
clase de grafos serie-paralelo reducibles, pero las dos clases son equivalentes si el grafo
es simple, 2-conexo, ésta última es cerrada bajo menores y su menor prohibido es K4
[22].

(a) Transformación Y → ∆.

(b) Transformación ∆→ Y.

Figura 2.1: Transformaciones ∆↔ Y

A las siguientes operaciones les llamamos
transformaciones ∆↔ Y :

Transformación Y → ∆ (Y∆): Sea v un vérti-
ce de grado tres en G, asumamos que no hay
lazos ni aristas paralelas incidentes a v. Cons-
truimos G′ al agregar a G\v tres nuevas aris-
tas que formen un ciclo con los vecinos de v.
Ası́, los vecinos forman un triángulo de G′.
Entonces decimos que, G′ es obtenido de G
por una transformación Y → ∆ (ver Figura
2.1a).
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Transformación ∆→ Y (∆Y) : Sea ∆ un triángulo en G. Construimos G′ agregando un
vértice v a G\E(∆) y haciéndolo adyacente a los vértices de ∆. Entonces decimos que,
G′ es obtenido de G por una transformación ∆→ Y (ver Figura 2.1b).

Entenderemos como operaciones ∆↔ Y a las reducciones serie-paralelo junto con las
transformaciones ∆↔ Y.

Truemper [80] introdujo las operaciones OP1 y OP2 consecuencia de las operaciones
∆↔ Y, que son útiles para reducir grafos.

La OP1 es el borrado de una arista opuesta a un vértice v de grado tres (v no es in-
cidente a aristas paralelas ni a lazos y pertenece a un triángulo ∆). Para esto se aplica
una transformación ∆ → Y a ∆ seguida de una reducción en serie sobre v (ver Figura
2.2). A v le llamamos centro .

Figura 2.2: OP1 de Truemper

La OP2 consiste de mover una arista a través de un vértice v de grado cuatro (v no es
incidente a aristas paralelas ni a lazos y pertenece a un triángulo ∆). Primero se aplica
una transformación ∆ → Y a ∆ seguida de una transformación Y → ∆ sobre v (ver
Figura 2.3). A v le llamamos centro .

Figura 2.3: OP2 de Truemper

De forma abreviada escribimos OP1 = ∆Y + RS y OP2 = ∆Y + Y∆. Al aplicar las
operaciones de Truemper el centro de OP1 y OP2 se cambia por otro vértice. En general
omitiremos este cambio de vértice, es decir el nuevo vértice se llamará igual que el
centro de la operación aplicada, esto es para facilitar la exposición.

Sean G y H dos grafos conexos. G es ∆Y equivalente a H, si H es obtenida de G median-
te transformaciones ∆↔ Y. G es ∆↔ Y reducible a un grafo H si existe una secuencia
de grafos, iniciando en G y terminando en H, tal que cada grafo, diferente de G, es ob-
tenido de su predecesor por una operación ∆↔ Y; tal secuencia se llama secuencia de
reducciones. Si H es sólo un vértice, decimos que G es ∆↔ Y reducible o reducible; y si
G no es ∆↔ Y reducible diremos que es ∆↔ Y irreducible o irreducible. En el caso de
que G sea disconexo, G será reducible si cada componente conexa es reducible.
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Akers (1960) [1] y Lehman (1963) [54] conjeturaron que cualquier grafo plano se puede
reducir; Epifanov (1966) [25] probó esta conjetura; una prueba simple fue dada por Feo
[27] (1985), Truemper [80] (1989), Feo y Provan [26] (1993), y Nakahara y Takahashi [61]
(1996).

En 1990, Colbourn y El-Mallah [24] definen un grafo ∆→ Y reducible si se puede
reducir a una arista con casi todas las operaciones ∆ ↔ Y excepto la transformación
Y → ∆, y es Y → ∆ reducible si en lugar de usar la transformación ∆ → Y usamos
la transformación Y → ∆. Los autores encontraron una caracterización por menores
prohibidos: W2,4, W2,5, C5,5 y C4,4 que se ilustran en la Figura 2.4.

(a) (b)

Figura 2.4: a) Menores prohibidos de grafos Y → ∆ reducibles.
b) Menores prohibidos de grafos ∆→ Y reducibles

Teorema 2.3.1 (Colbourn y El-Mallah [24]) Un grafo plano y conexo es Y → ∆ reduci-
ble si y sólo si no tiene a W2,4 o C5,5 como menor.

El dual del teorema anterior es:

Teorema 2.3.2 (Colbourn y El-Mallah [24]) Un grafo plano y conexo es ∆→ Y reduci-
ble si y sólo si no tiene a W2,5 o C4,4 como menor.

Notemos que K5 no es Y → ∆ reducible, ya que es 4-regular. Además K5 no tiene a W2,4
ni a C5,5 como menor, pues tiene cinco vértices. Por lo tanto, esta caracterización no se
cumple para grafos no planos.

El siguiente teorema junto con la ∆Y equivalencia, entre grafos, exhibe una familia de
grafos menores minimales ∆↔ Y irreducibles.

Teorema 2.3.3 (Warkentyne [88], 1988) K6 es menor minimal ∆↔ Y irreducible.

Corolario 2.3.4 Cualquier grafo ∆Y equivalente a K6 es menor minimal ∆↔ Y irredu-
cible.

A la familia formada por los grafos del corolario anterior se le llama familia de Peter-
sen, ya que el grafo de Petersen está en la familia (ver Figura 2.5).

La siguiente definición nos será útil en varias demostraciones.
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Figura 2.5: La familia de Petersen

Definición 2.3.1 Sea M un menor de un grafo G, podemos particionar las aristas de
G en tres conjuntos, dependiendo de su uso cuando formamos a M, de la siguiente
forma: D es el conjunto de aristas borradas, C es el conjunto de aristas contraı́das, y R
es el conjunto de las aristas correspondientes a las de M. A esta partición la llamamos
partición de G por M.

Truemper [80] (1989) mostró que la familia de grafos reducibles es cerrada bajo me-
nores. Gitler [30] y luego Archdeacon, Colbourn, Gitler y Provan [3] dieron explı́cita-
mente la secuencia de reducción para un menor, que desarrollaremos en el siguiente
teorema.

Teorema 2.3.5 (∆↔ Y-menor, Archdeacon et al. [3], Gitler [30]) Supongamos que H
es menor de G. Si G es ∆↔ Y reducible, entonces H es ∆↔ Y reducible.

Demostración. Supongamos que H es menor de G; y G′ es obtenida a partir de G
mediante una operación ∆↔ Y que denotaremos como OP. Si encontramos un menor
H′ de G′ tal que H es ∆ ↔ Y reducible a H′ entonces, el resultado se sigue aplicando
inducción sobre el número de operaciones que reducen a G.

Para esto usaremos la operación OP y los grafos G y H. Tomemos la partición {D, C, R}
de G por H (ver Figura 2.6), donde D son las lı́neas punteadas, C son las lı́neas con dos
flechas y R son lı́neas continuas.

Figura 2.6: Tipos de aristas en G

Si OP es una reducción de lazo de una arista en C o D, entonces H′ = H. Si la arista
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está en R, entonces H′ es formada por reducción de lazo sobre H.

Similarmente, si OP es una reducción de arista colgante sobre una arista en D o C,
entonces H′ = H. Si la arista está en R, entonces formamos H′ aplicando una reducción
de arista colgante a H.

Si OP es una reducción en serie y alguna de las aristas en serie está en C o si las dos
están en D, entonces H′ = H. Para los casos restantes formamos a H′ aplicando una
reducción en serie o de arista colgante en H (ver Figura 2.7).

En G En G'
D R

RRR

R

En G En G'

Figura 2.7: OP es reducción en serie

Si OP es una reducción en paralelo con al menos una arista en D, entonces H′ = H, y
en los casos restantes, se aplica una reducción en paralelo o de lazo a H para formar H′

(ver Figura 2.8).

En G En G' En G En G'

R

C

R R

C

R

Figura 2.8: OP es reducción en paralelo

Si OP es una transformación ∆ → Y, y cualquier arista del triángulo ∆ está en D,
entonces H′ = H (ver Figura 2.9). Ahora, si dos aristas de ∆ están en C y una en R,
entonces ∆ crea un vértice simple con un lazo en H. Ası́ H′ se obtiene de quitar ese lazo
de H. Por último, si una o ninguna de las aristas de ∆ está en C y las otras están en
R, entonces H′ se construye al aplicar una transformación ∆ → Y o una reducción en
paralelo, respectivamente, a H (ver Figura 2.10).
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D

C
R

D

DD

D

D D D

D

D

D

DD

D

D

C

C C

CC C
C

C

C C

C C

R

R
R

R

R
R

En G En G' En G En G'

R

C

C

C C
C

C

En G En G' En G En G'

Figura 2.9: OP es transformación ∆→ Y

C

C

C
C

C
R

En G En H En G' En H'

R

R

RR

R

RR

CR C

R C

En G En H En G' En H'

Figura 2.10: OP es transformación ∆→ Y.

C

C
C

C

C C

C

D D D

R

D

D
C

R

D

D D

DD

D

C

D R

C

R
C

R

R
R

En G'En G En G'En G

R

D

D

D D
D

D D

C C CC

En G'En G En G'En G

Figura 2.11: OP es transformación Y → ∆.

Finalmente, si OP es una transformación Y → ∆, y si cualquier arista en Y está en
C, entonces H′ = H. Lo mismo pasa si las tres aristas de Y están en D (ver Figura
2.11). Ahora, si exactamente dos o una arista de Y está en D, entonces el vértice central
corresponde a un vértice de grado uno o grado dos de H. Construimos H′ mediante
una reducción de arista colgante o de serie, respectivamente, aplicada a H. Finalmente,
si las tres aristas de Y están en R, entonces obtenemos a H′ por la transformación Y → ∆

aplicada a H (ver Figura 2.12).

En todos los casos, H′ es un menor de G′, como se requerı́a. Y el resultado se sigue por
inducción sobre el número de operaciones ∆↔ Y que reducen a G.

�



2.3 OPERACIONES ∆↔ Y Y REDUCIBILIDAD 17

D

D

D D

D

RD

RDR

D R

En G'En G En G'En G

RR R

R

RR

En G'En G

Figura 2.12: OP es transformación Y → ∆.

Yu [89] en 2004, mostró una inesperada cota de 57,587 menores prohibidos ∆↔ Y irre-
ducibles. Dos años después, Yu [90] probó la sorprendente cota de al menos 68, 897, 913,
659 menores prohibidos. Estos grafos se encuentran en 20 familias como se indica en el
siguiente teorema.

Teorema 2.3.6 (Yu [90]) Hay al menos 68,897,913,659 grafos menores minimales ∆↔ Y
irreducibles que forman 20 familias de grafos ∆↔ Y equivalentes.

Los grafos K6, K5,5\M (donde M es un emparejamiento perfecto), Ga y Gb de la Figura
2.13 son menores minimales ∆ ↔ Y irreducibles; los grafos Ga y Gb son ápex, en la
Figura 2.13 los vértices cuadrados son adyacentes al vértice ápex de cada grafo, que no
se ha incluido en la Figura 2.13. El grafo K6 genera a la familia de Petersen; la familia
∆Y equivalente al grafo Ga tiene 57,578 grafos. A diferencia de los grafos K5,5\M y Gb
a los que no se les puede aplicar ninguna operación ∆↔ Y.

Figura 2.13: Grafos que usa Yu [90]. Los vértices triangulares representan una partición de
K5,5 y M es un emparejamiento perfecto. Los grafos Ga y Gb son ápex, y los vértices cuadrados

van a un vértice ápex que no está en la figura.

Teorema 2.3.7 (Gitler [30] y Archdeacon, Colbourn, Gitler, Provan [3]) Si G es un gra-
fo con número de cruce igual a uno, entonces es ∆↔ Y reducible.
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2.4 REDUCIBILIDAD CON VÉRTICES TERMINALES

Decimos que un vértice v es terminal si no se puede eliminar al aplicar las operaciones
∆ ↔ Y, es decir, si v es un vértice terminal entonces no le podemos aplicar reducción
de arista colgante, reducción en serie, ni transformación Y → ∆. Notemos que, las
operaciones OP1 y OP2 no se pueden aplicar cuando su centro es un vértice terminal.
Recordemos que, omitimos el cambio de vértice v al aplicar estas operaciones, esto es
para facilitar la exposición.

Decimos que un grafo es n-terminal si tiene n vértices terminales, si además es reduci-
ble a un grafo H y H tiene a los n vértices terminales de G, decimos que es n-terminal
reducible a H; en el caso de que H sólo tenga a los n vértices terminales de G, sólo
decimos que G es n-terminal reducible.

Gitler [30] probó que la clase de grafos n-terminal reducibles es cerrada bajo menores.
Una demostración más simple la podemos encontrar en [3].

Definición 2.4.1 Sea G un grafo n-terminal y H un menor de G. H es menor terminal de
G si al formar H no se contrae ninguna arista con extremos terminales. Ası́ H también
es n-terminal.

Teorema 2.4.1 (Gitler [30], Archdeacon et al. [3]) Sea H menor-terminal de G. Si G es
n-terminal reducible entonces H también lo es.

Es natural preguntarse si todo grafo reducible es 1-terminal reducible. Ahora damos
dos ejemplos de grafos ∆↔ Y reducibles pero no 1-terminal reducibles.

Ejemplo 2.4.1 Tomemos al grafo menor minimal ∆↔ Y irreducible Gb que dio Yu [90]
(ver Figura 2.13). Recordemos que Gb es ápex, sea e una arista de Gb con un extremo
en el vértice ápex, entonces Gb\e es reducible. Además, no tiene triángulos y sólo un
vértice v tiene grado tres, los demás tienen grado al menos cuatro. Si tomamos como
terminal a v entonces Gb\e es irreducible ya que no se le puede aplicar ninguna opera-
ción. Por lo tanto Gb\e sı́ es reducible pero no es 1-terminal reducible.

Ejemplo 2.4.2 Recordemos que Ga (ver Figura 2.14a) es un grafo menor minimal irre-
ducible [90]. Usando a Ga y los vértices d e i, que se muestran en la Figura 2.14a, y el
vértice ápex j de Ga, construimos el grafo G′a = (Ga ∪ {dg, ig})\ij donde g no es un
vértice de Ga (ver Figura 2.14b). Resulta que G′a es reducible y no es 1-terminal reduci-
ble al tomar g como terminal. Sea G′′a el grafo obtenido al aplicar la reducción en serie a
G′a, cabe notar que Ga y G′′a tienen la misma cantidad de vértices y aristas y que ambas
son ápex, sin embargo G′′a si es reducible.
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(a) (b)

Figura 2.14

2.4.1 REDUCIBILIDAD DE GRAFOS PLANOS CON TERMINALES

Akers [1] (1960) conjeturó que los grafos planos son 2- y 3- terminal reducibles; Epifa-
nov [25] (1966) demostró en positivo esta conjetura para grafos planos con 2-terminales;
pruebas constructivas simples fueron dadas por Feo [27] (1985), Truemper [80, 82]
(1989), Feo y Provan [26] (1993), y Nakahara y Takahashi [61] (1996). Treinta años des-
pués de que Akers formulara su conjetura, Gitler [30] mostró que es cierta para grafos
planos con 3-terminales.

Teorema 2.4.2 (Feo y Provan [26], Truemper [80]) Todo grafo plano, conexo es 2-terminal
reducible a una arista.

Teorema 2.4.3 (Gitler [30]) Un grafo plano 2-conexo con k-terminales adyacentes a una
misma cara, es k-terminal reducible al grafo Ik que se muestra en la Figura 2.15.

Figura 2.15: La sucesión de los grafos Ik donde los vértices en gris son terminales.

Teorema 2.4.4 (Archdeacon et al. [3], Gitler [30]) Sea G un grafo plano con 4-terminales
de los cuales al menos tres adyacentes a una misma cara. Entonces G es 4-terminal re-
ducible.

Teorema 2.4.5 (Gitler [30]; Gitler y Sagols [33]) Si G es un grafo plano, conexo y 3-
terminal, entonces G es ∆↔ Y reducible a un subgrafo conexo de K3.
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Definición 2.4.2 Sea G un grafo y, t1, t2, t3 y t4 cuatro de sus vértices. Por un menor
K2,4 anclado nos referimos a la colección de seis subgrafos conexos disjuntos a pares
T1, T2, T3, T4 y S1, S2 de G tales que ti es vértice de Ti para i = 1, 2, 3, 4 y Ti es adyacente
a S1 y S2; es decir, el menor H está anclado a los vértices t1, t2, t3 y t4.

Teorema 2.4.6 (Demasi y Mohar [20]) Sea G un grafo plano, 3-conexo con 4-terminales.
Entonces G es 4-terminal reducible si y sólo si no tiene un menor K2,4 anclado a los ter-
minales.

En 1993, Feo y Provan [26] dan un algoritmo de tiempo cuadrático para reducir un
grafo con dos terminales. Gitler y Sagols [33] también dan un algoritmo ahora para
grafos con 3-terminales. Demasi y Mohar [20] presentan un algoritmo qué reduce un
grafo plano con 4-terminales o bien regresa una obstrucción a la reducción.



CAPÍTULO 3
APLICACIONES DE LAS OPERACIONES

∆↔ Y

En general las aplicaciones requieren de un grafo con pesos y una regla para cada
operación ∆↔ Y, que defina los pesos del grafo resultante. Los pesos del grafo pueden
representar números, funciones, elementos de un álgebra, probabilidades, longitudes,
resistencias eléctricas, etc.

El uso en redes eléctricas se remonta a finales del siglo XIX, por ejemplo, el trabajo de
Kennelly [50]; su trabajo dio la respuesta definitiva a si es mejor tener las tres resisten-
cias en una red dispuesta como una estrella de tres picos o como un triángulo.

Akers [1], en 1960, usó las operaciones ∆↔ Y en los problemas de camino más corto y
flujo máximo (véase también Hobbs [40]). Lehman [54], en 1963, las utilizó para estimar
la confiabilidad en redes.

En 1988, Frank y Lobb [28] hicieron un algoritmo que utiliza las operaciones ∆ ↔ Y
para el cálculo de la conductancia de algunas mallas de resistencias aleatorias de dos
dimensiones.

En el universo de los nudos y enlaces, Jones [48] (1989), introdujo la construcción de un
invariante de enlaces basado en el concepto de modelo spin, de Mecánica Estadı́stica.
Y vı́a las operaciones ∆↔ Y dio un método de evaluación para la función de partición.
Jones sólo estudió el caso simétrico; Kawagoe, Munemasa y Watatani [49] (1994) lo ge-
neralizaron quitando la condición de simetrı́a; Eiichi Bannai y Etsuko Bannai [4] (1995)
dieron otra generalización más, usando cuatro funciones en el modelo, que representan
pesos.

En 1992, Jaeger [43] estudió la relación entre los modelos spin y esquemas de asociación
(álgebras de Bose-Mesner). Los esquemas de asociación, una estructura de Combina-
toria Algebraica, son importantes en varias áreas de la Combinatoria, por ejemplo, dis-
tancia regular de grafos, códigos, teorı́a de diseño, etc. En 1994, Jaeger [44] mostró que
el cálculo de la función de partición se puede realizar mediante el uso de reducciones
serie-paralelo del grafo adecuado junto con operaciones en el álgebra de Bose-Mesner;
para el caso de grafos planos usó las operaciones ∆↔ Y pero restringió su atención a
una clase especial de álgebras de Bose-Mesner que les llamó, exactamente triplemen-
te regular. En 2004, Gitler y Lopéz [31, 32] generalizaron el resultado para grafos sin
K5 o K3,3 como menores; extendieron las álgebras exactamente triplemente regular de
Bose-Mesner y las operaciones ∆↔ Y para evaluar la función de partición de un mo-
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delo spin topológico, extendiendo las transformaciones ∆↔ Y a las transformaciones
∆m ↔ Ym que, transforma una estrella de m picos a un ciclo de longitud m.

Aldous [56] en 1992 conjeturó que, la brecha espectral (spectral gap) del proceso de
intercambio en un grafo con pesos no dirigido es igual a la distancia espectral de la
caminata al azar en este grafo. Dieker [21] (2009) dio una demostración de la conjetura
para unos casos especiales; en particular utilizó las operaciones ∆↔ Y para demostrar
la conjetura sobre varios grafos (grafos de tipo ruedas, todos los grafos con cuatro vérti-
ces, ciertos grafos no planos, algunos grafos con varios ciclos de longitud arbitraria).
Caputo, Liggett y Richthammer [10] (2010) probaron la conjetura de Aldous, usando
una estrategia recursiva basada en la reducción de una red eléctrica.

En 1993, Goldman y Kauffman [34] utilizaron las operaciones en el estudio de inva-
riantes para enlaces. En el mismo año, Feo y Provan [26] dan un algoritmo de tiempo
cuadrático para reducir un grafo plano con dos terminales. Tres años después Chari,
Feo y Provan [12] utilizan las operaciones ∆↔ Y para la mejora de la heurı́stica de un
problema para la fiabilidad en redes planas con dos terminales.

Colbourn, Provan y Vertigan [13] (1995), con ayuda de estas operaciones y una fun-
ción de partición, contaron los árboles generadores y emparejamientos perfectos de un
grafo, además calcularon la energı́a del modelo de Ising (modelo combinatorio clásico
en fı́sica estadı́stica). Teufl y Wagner [77], en el 2010, con ideas similares a Colbourn,
Provan y Vertigan, contaron árboles generadores de varias mallas.

Un problema interesante en el que también se usan las operaciones ∆↔ Y, es el proble-
ma inverso para redes eléctricas [16]: supongamos que una red eléctrica se encuentra
dentro de una caja negra. El interior de la caja consta de nodos unidos por conductores.
Los nodos son los vértices, y los conductores son las aristas de un grafo G. El problema
inverso consiste en encontrar la conductancia de cada arista en G a partir de medi-
ciones de tensiones y corrientes en los nodos frontera. Éste lo estudiaron en detalle:
Verdière, Gitler y Vertigan [17] [18], utilizando la medial de un grafo y las operacio-
nes ∆ ↔ Y, entre 1994 y 1996; por otro lado Curtis, Ingerman y Morrow [14, 15, 16],
utilizando métodos algebraicos, entre 1994 y 2000; vea también Kenyon [51]. Lam y
Pylyavskyy [53] (2012) generalizaron el problema a redes eléctricas cilı́ndricas. Otros
resultados al respecto son: [2, 47, 76].

En Robótica, Staffetti y Thomas [72] (2002) extendieron su propio método ([73]) del
análisis kinestatic de manipuladores en serie y paralelo, introduciendo las operacio-
nes ∆ ↔ Y al grafo de restricciones cinemáticas del manipulador, permitiéndoles el
análisis de las configuraciones que no se pueden llevar a cabo sólo con reducciones
en serie y paralelo. Cabe mencionar que también usaron el formalismo del álgebra de
Grassmann-Cayley.
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Usando las operaciones ∆↔ Y, Loh y Carlson [57], en 2006, presentaron un algoritmo
eficiente para calcular las propiedades del modelo de Ising en dos dimensiones, situa-
do en la base de spin, sin la necesidad de mapeo a los modelos de fermiones (fermion)
o dı́mero (dimer). Un año después, Loh, Carlson y Tan [58], extendieron el algorit-
mo para, calcular directamente las funciones termodinámicas aplicando el algoritmo
a los derivados de la función de partición, obteniendo expresiones explı́citas para es-
ta transformación, nuevamente usando estas operaciones y una generalización de las
transformaciones ∆ ↔ Y, llamadas transformaciones estrella-malla, que transforman
una estrella a un grafo completo formado por los picos de la estrella y quitando el
centro de la estrella. Esta transformación es diferente a la usada por Gitler y Lopéz
[32].

Zohar y Geiger [92], en 2007, trabajaron con el problema de estimación de flujo más
probable (MPFE), y utilizan las operaciones ∆↔ Y en un algoritmo llamado ∆Y-MPFE
para resolver el problema MPFE.

Más aplicaciones se pueden encontrar en: [70, 78, 79, 35].

Figura 3.1: Pesos para las
operaciones ∆↔ Y.

A manera de ejemplo describimos, una serie de problemas
combinatorios donde se emplean las operaciones ∆ ↔ Y.
Para tal fin, al conjunto de aristas de un grafo G le asocia-
mos una función real c. Ası́, para cada arista e, el número
real c(e) es el peso de la arista y decimos que G es un grafo
con pesos. Cada aplicación contará con la explicación del
problema y el conjunto de ecuaciones relacionadas con los
pesos y la operación ∆↔ Y (ver Figura 3.1).

Deberı́a ser claro que la secuencia de reducciones de un
grafo no es única, i. e. hay muchas maneras en que pode-
mos reducir un grafo mediante estas operaciones. No im-
porta qué secuencia de operaciones elijamos, el resultado
final será el mismo.

Los ejemplos: árboles generadores, el modelo de Ising y emparejamientos perfectos,
fueron hechos por Colbourn, Provan y Vertigan [13].
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3.1 ÁRBOLES GENERADORES

En esta sección desarrollamos un método para contar los árboles generadores de un
grafo usando operaciones ∆ ↔ Y. Este número puede calcularse de varias maneras,
una es usando el teorema de Kirchhoff, que se reduce a calcular un cofactor de la matriz
Laplaciano del grafo [52, 71], y otro es usando el polinomio de Tutte [7].

De hecho, resolveremos un problema más general. Sea G = (V, E) un grafo. Para cada
arista e de G asociamos dos pesos reales positivos i(e) y o(e), los llamamos pesos de
inclusión y exclusión de la arista e, respectivamente. Para cualquier árbol T de G, de-
finimos el peso de T como ∏e∈E(T) i(e)∏e∈E\E(T) o(e). Entonces, el peso total del grafo
está dado por:

W = ∑
T

∏
e∈E(T)

i(e) ∏
e∈E\E(T)

o(e),

donde la suma se toma sobre todos los árboles generadores de G. Cuando todos los
pesos de inclusión y exclusión son iguales a uno, el peso total de G es igual al número
de árboles generadores de G.

Observemos que:

W = ∑
T

∏
e∈E(T)

i(e)
o(e) ∏

e∈E
o(e) = ∏

e∈E
o(e)∑

T
∏

e∈E(T)

i(e)
o(e)

.

Ası́ podemos suponer que el peso de exclusión es igual a uno y el peso de inclusión es
w(e) = i(e)/o(e), y para mantener el mismo peso sólo hay que multiplicar por el factor
∏e∈E o(e), que le llamaremos escala general.

A continuación veremos cómo los pesos de las aristas son actualizados después de
aplicar cada una de las seis operaciones ∆↔ Y:

Sea G el grafo con peso w y escala general d, y sea G′ el grafo con peso w′ y escala
general d′, resultante de aplicar alguna operación ∆↔ Y a G.

Si la operación es una reducción de lazo, entonces d′ = d y los pesos quedan igual.

Si la operación es una reducción de arista colgante e, entonces d′ = w(e)d y los pesos
quedan igual.

Si la operación es una reducción en paralelo de las aristas e y f , en G, a la arista g en
G′, entonces d′ = d, w′(g) = w(e) + w( f ) y los pesos restantes quedan igual.

Si la operación es una reducción en serie de las aristas e y f , en G, a la arista g en G′,
entonces d′ = (w(e) + w( f ))d, w′(g) = w(e)w( f )/(w(e) + w( f )) y los pesos restantes
quedan igual.
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Si la operación es una transformación Y → ∆, de las
aristas e, f y g, que forman una Y en G, a las aristas
e′, f ′ y g′ en G′, que forman un triángulo (∆) en G′,
entonces:

w′(e′)
w′( f ′)
w′(g′)

 =
w(e)w( f )w(g)

w(e) + w( f ) + w(g)

1/w(e)
1/w( f )
1/w(g)

 , y d′ = d(w(e) + w( f ) + w(g)). (3.1)

Si la operación es una transformación ∆ → Y, del
triángulo (∆) formado por las aristas e, f y g en G a la
Y en G′ formada por las aristas e′, f ′ y g′, entonces:

w′(e′)
w′( f ′)
w′(g′)

 = (w(e)w( f ) + w(e)w(g) + w( f )w(g))

1/w(e)
1/w( f )
1/w(g)

 ,

y d′ =
d

(w(e)w( f ) + w(e)w(g) + w( f )w(g))(1/w(e) + 1/w( f ) + 1/w(g))
.

Si tenemos una familia de grafos F , con un algoritmo que ∆ ↔ Y reduzca cualquier
grafo con n vértices de F en una sola arista en a lo más f (n) transformaciones, obte-
nemos un algoritmo que usa O( f (n)) operaciones aritméticas para contar los árboles
generadores de un grafo en la familia. Por ejemplo, utilizando el algoritmo de Feo y
Provan [26] podemos contar los árboles generadores de grafos planos usando O(n2)
operaciones aritméticas. Este algoritmo está estrechamente relacionado con el méto-
do estándar para el cálculo de la resistencia de una red eléctrica usando operaciones
∆↔ Y [8, 26].

Ejemplo 3.1.1 Ahora veamos un ejemplo de cómo calcular la cantidad de árboles ge-
neradores de un grafo, en particular este grafo no es plano:
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.

Por lo tanto, este grafo tiene 576 árboles generadores.

3.2 L ÍMITE TERMODINÁMICO EN ALGUNAS MALLAS

En esta sección resumimos cómo Teufl y Wagner usaron las operaciones Y ↔ ∆ para
calcular el lı́mite termodinámico de algunas mallas [77].

Sea L una malla, si G es un grafo que se puede encajar en L, decimos que G es una
sección finita de L. Sea G un grafo con peso c y escala general d, denotamos como:

W(G, c, d) = d∑
T

∏
e∈E(T)

c(e)

al peso total de G, la suma es sobre todos los árboles generadores T de G. Si c es cons-
tante igual a uno, y d también es uno entonces, sólo escribimos W(G) . Recordemos
que W(G) es la cantidad de árboles generadores de G. Resulta que W(G) tiene un
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crecimiento exponencial asintóticamente, sea zL el resultado del lı́mite:

zL = lı́m
|V(G)|→∞

log(W(G))

|V(G)| .

Este lı́mite se conoce como masa, o el lı́mite termodinámico. A continuación, un resul-
tado que nos ayudará a calcular zL.

Teorema 3.2.1 Sean f y g dos pesos y d escala general de un grafo G. Supongamos que
existe un subconjunto F de aristas de G, tal que f (e) = g(e) para toda arista que no
esté en F y 0 < g(e)/ f (e) < +∞ para toda aristas e. Sea

m = mı́n
{

g(e)
f (e)

| e ∈ E(G)

}
y M = máx

{
g(e)
f (e)

| e ∈ E(G)

}
,

entonces,

mı́n{m, 1}kW(G, f , d) ≥W(G, g, d) ≥ máx{M, 1}kW(G, f , d),

donde k = mı́n{|F|, |V(G)| − 1}.

Figura 3.2: Malla
cúbica.

Ahora calculemos el lı́mite termodinámico de una malla muy
particular llamada malla cúbica Lcub (ver Figura 3.2). Primero
tomemos una sección G triangular de la malla cúbica Lcub, co-
mo en la Figura 3.3 (a). Supongamos que G tiene peso w igual a
uno para cada arista, y escala general d también uno. Las reglas
que usaremos para saber como cambian los pesos de las aristas
son las mismas que se usaron en la sección anterior.

Construimos a G′, con su peso w′ y escala general d′, al aplicar
transformaciones Y → ∆ a cada vértice de grado tres de G, y
G′′, con su peso w′′ y escala general d′′, se obtiene al aplicar todas las posibles reduccio-
nes en paralelo a G′. Además, G′′ es una sección triangular de la malla triangular Ltria,
con pesos 1/3 para las aristas punteadas y 2/3 para las aristas negras en la Figura 3.3
(c).

Sea k el número de aristas en cada lado del triángulo exterior de G′′, y por el Teorema
3.2.1:

(
1
2

)3k
W
(

G′′,
2
3

, 1
)
≤W(G′′, w′′, 1) ≤W

(
(G′′,

2
3

, 1
)

, (3.2)
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Figura 3.3: Reducción de una sección de la malla en cubitos.

donde W(G′′, 2/3, 1) es el peso total de G′′ cuando todas las aristas tienen el mismo
peso 2/3 y escala general uno. Es claro que:

W
(

G′′,
2
3

, 1
)
=

(
2
3

)|V(G′′)|−1

W(G′′).

Para construir G′ se utilizaron k2 transformaciones Y → ∆ por lo tanto d′ = 3k2
d y

como la reducción en paralelo no cambia la escala general y d = 1 tenemos:

W(G) = W(G′′, w′′, d′′) = 3k2
W(G′′, w′′, 1).

Con estos resultados tenemos:

zcub = lı́m
|V(G)|→∞

log(3k2
W(G′′, w′′, 1))
|V(G)| = lı́m

|V(G)|→∞

k2 log 3 + log W(G′′, w′′, 1)
|V(G)| ,

y por la desigualdad (3.2):

lı́m
|V(G)|→∞

k2 log 3 + log
((

1
2

)3k
W
(
G′′, 2

3 , 1
))

|V(G)| ≤ zcub, (3.3)

zcub ≤ lı́m
|V(G)|→∞

k2 log 3 + log W
(
G′′, 2

3 , 1
)

|V(G)| , (3.4)

Desarrollando la desigualdad 3.3 obtenemos:

lı́m
|V(G)|→∞

k2 log 3 + 3k log 1
2 + log

((2
3

)|V(G′′)|−1 W(G′′)
)

|V(G)| ≤ zcub,

lı́m
|V(G)|→∞

k2 log 3 + 3k log 1
2 + (|V(G′′)| − 1) log 2

3 + log W(G′′)
|V(G)| ≤ zcub,
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lı́m
|V(G)|→∞

k2 log 3 + 3k log 1
2 + (|V(G′′)| − 1) log 2

3 + log W(G′′)
|V(G)| ≤ zcub,

lı́m
|V(G)|→∞

|V(G′′)|
|V(G)|

(
k2 log 3 + 3k log 1

2 + (|V(G′′)| − 1) log 2
3 + log W(G′′)

|V(G′′)|

)
≤ zcub.

Como G tiene (3/2)k2 + (3/2)k + 1 vértices y G′′ tiene (1/2)k2 + (3/2)k + 1:

1
3
(ztria + log 6) ≤ zcub.

Usando la desigualdad 3.4 tenemos:

zcub ≤
1
3
(ztria + log 6) .

El valor de ztria se puede encontrar en [69]:

ztria =
3
√

3
π

(
1− 1

52 +
1
72 −

1
112 +

1
132 ∓ · · ·

)
= 1,615329 . . . .

Ası́ podemos calcular el valor de zcub. Este método se puede aplicar a diferentes mallas
como lo hacen Teufl y Wagner en [77].

3.3 EL MODELO DE ISING

El modelo de Ising es un modelo combinatorio clásico en Fı́sica Estadı́stica. Éste fue
introducido por Lenz [55] e Ising [42]. La versión del modelo tratado aquı́ es el modelo
“campo externo cero”.

Sea G = (V, E) un grafo, cada vértice puede estar en uno de dos estados diferentes,
que denotamos por +1 o −1. Supongamos que G tiene n vértices enumerados del 1
al n; ahora elegimos un estado σ(i) para cada vértice i y nos queda un estado para el
grafo σ = (σ(1), σ(2), . . . , σ(n)) a éste le llamaremos configuración. Cada arista (i, j)
del grafo tiene asociada una energı́a w(i, j). La energı́a del sistema para G está dada
por la función de partición de Ising:

Z = ∑
σ

∏
(i,j)∈E

e−w(i,j)σ(i)σ(j),
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donde la suma es tomada sobre todas las configuraciones σ de G. Para grafos gene-
rales, el problema de calcular la función de partición de Ising ha demostrado ser NP-
completo [5, 45, 46], aunque hay un algoritmo aleatorizado, que la aproxima en tiempo
polinomial cuando todas las energı́as w(i, j) son no negativas [46].

Ahora calculamos la función de partición de Ising usando las operaciones ∆ ↔ Y,
para esto aplicamos una técnica similar al conteo de árboles generadores. Sea v1(i, j) =
e−w(i,j) y v2(i, j) = ew(i,j) entonces, podemos escribir:

Z = ∑
σ

∏
{(i,j)∈E | σ(i) 6=σ(j)}

v1(i, j) ∏
{(i,j)∈E | σ(i)=σ(j)}

v2(i, j).

Sea X el subconjunto de vértices i tales que σ(i) = +1, ası́ que X = V\X es el sub-
conjunto de vértices i tales que σ(i) = −1. Definimos el corte (X, X) como el conjunto
de aristas {(i, j)| i ∈ X, j ∈ X}. Entonces la función de partición de Ising se puede
escribir:

Z = ∑
X⊂E

∏
e∈(X,X)

v1(e) ∏
e∈E\(X,X)

v2(e).

Podemos escalar Z con el factor de escala S = ∏e∈E v2(e), usando un sólo peso nor-
malizado w(e) = v1(e)/v2(e) para cada arista. Entonces la función de partición que-
da:

Z = S ∑
X⊂E

∏
e∈(X,X)

w(e). (3.5)

Ahora veremos cómo cambian los pesos y la escala al aplicar cada una de las operacio-
nes ∆↔ Y. Para esto, sea G el grafo con peso w y escala d antes de aplicar la operación
∆↔ Y, y sea G′ el grafo con peso w′ y escala d′ resultante de aplicar la operación.

Si la operación es una reducción de lazo, entonces no cambian ni los pesos ni la escala
en G′.

Si la operación es una reducción de arista colgante e, entonces d′ = (1 + w(e))d y los
pesos no cambian.

Si la operación es una reducción en paralelo de las aristas e y f en G, por g en G′,
entonces w(g) = w(e)w( f ), d′ = d y los demás pesos quedan igual.

Si la operación es una reducción en serie de las aristas e y f en G, por la arista g en
G′, entonces w(g) = (w(e) + w( f ))/(1 + w(e)w( f )), d′ = (1 + w(e)w( f ))d y los pesos
restantes quedan igual.

Si la operación es una transformación Y → ∆, de las aristas e, f y g, que forman una Y
en G, y las aristas e′, f ′ y g′ en G′, que forman un triángulo (∆) en G′. Para calcular los
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pesos w′(e′), w′( f ′) y w′(g′) usaremos los valores auxiliares:

A = w(e) + w( f )w(g), B = w( f ) + w(e)w(g),

C = w(g) + w(e)w( f ), D = 1 + w(e)w( f )w(g),

ahora, con los valores auxiliares tenemos:

w′(e′) =

√
BC
AD

, w′( f ′) =

√
AC
BD

,

w′(g′) =

√
AB
CD

, y d′ = dD.

Por último, para la transformación ∆→ Y, del triángulo (∆) formado por las aristas e,
f y g en G, a la Y en G′ formada por las aristas e′, f ′ y g′. También usaremos valores
auxiliares:

A = w( f )w(g)− w(e)w(g)− w(e)w( f ) + 1,

B = −w( f )w(g) + w(e)w(g)− w(e)w( f ) + 1,

C = −w( f )w(g)− w(e)w(g) + w(e)w( f ) + 1,

D = w( f )w(g) + w(e)w(g) + w(e)w( f ) + 1,

con estos valores auxiliares generamos otros valores auxiliares:

Â =

√
B C
A D

, B̂ =

√
A C
B D

, Ĉ =

√
A B
C D

.

Ahora podemos calcular w′(e′), w′( f ′) y w′(g′):

w′(e′) =
1− Â
1 + Â

, w′( f ′) =
1− B̂
1 + B̂

,

w′(g′) =
1− Ĉ
1 + Ĉ

,

y para calcular d usamos los valores de w′(e′), w′( f ′) y w′(g′), ası́

d =
d′

(1 + w′(e′)w′( f ′)w′(g′))
.
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Notemos que para calcular la función de partición de Ising con este método, sólo utili-
zamos operaciones aritméticas básicas y raı́ces cuadradas. Del mismo modo que en la
Sección 3.1, usando el algoritmo de Feo-Provan[26] calculamos la función de partición
de Ising en O(n2) operaciones aritméticas, para grafos planos.

3.4 EMPAREJAMIENTOS PERFECTOS

En esta sección nuestro objetivo es contar emparejamientos perfectos de un grafo, para
esto supongamos que G es plano conexo y tiene una cantidad par de vértices y sólo
vértices de grado impar (cuando G tiene vértices de grado par ver [13], páginas 127 y
128). Sea M un emparejamiento perfecto de G se sigue que el grafo G\M es euleriano
con k = |E(G)| − |V(G)|/2 aristas, por lo tanto contar emparejamientos perfectos es
equivalente a contar subgrafos eulerianos de G. Ahora sea G′ un dual de G. Contar
subgrafos eulerianos con k aristas es equivalente a contar cortes (X, X) en G′ de cardi-
nalidad k.

Para contar cortes de G′, usaremos una versión de la función de partición de Ising (3.5),
con pesos w(e) = 2m, donde m = |E(G)|, y escala S = 1. La función resulta ser:

Z = ∑
X⊂E

∏
e∈(X,X)

2m = ∑
X⊂E

2|(X,X)|m.

Los coeficientes de 2im son exactamente dos veces el número de cortes de cardinalidad
i (porque se cuenta (X, X) y (X, X)). Como el número de cortes de cada cardinalidad
no excede 2m, y cada corte de cardinalidad i contribuye con al menos 2m veces más que
un corte de menor cardinalidad entonces, el número de cortes de máxima cardinalidad
(y por lo tanto el número de emparejamientos perfectos de G) es exactamente:

1
2

⌊
Z

2km

⌋
.

Recordemos que este método usa la dualidad que en grafos planos es fácil de calcu-
lar. Ası́ tenemos un algoritmo de O(|V(G)|2) operaciones aritméticas y raı́ces cuadra-
das.



CAPÍTULO 4
∆↔ Y REDUCIBILIDAD DE GRAFOS NO

PLANOS

4.1 GRAFOS CASI-PLANOS

Sea G un grafo, C(G) es el conjunto de aristas e de G tales que G/e es plano,D(G) son
las aristas f de G tales que G\ f es plano, y S(G) es la intersección de C(G) y D(G).
Decimos que un grafo G es casi-plano, si G no es plano y el conjunto E(G) es igual a
la unión de C(G) y D(G) i. e., para cada arista e de G al menos uno de los grafos G/e o
G\e es plano. Claramente K3,3 y K5 son grafos casi-planos.

Figura 4.1: Bi-rueda

En 1996 Gubser [37] dio dos caracterizaciones de los
grafos casi-planos. Una descripción de su estructura
(Teorema 4.1.2), y un criterio de exclusión por me-
nores minimales no planos ni casi-planos (Teorema
4.1.3). Recientemente Ding, Fallon y Marshall [23]
dan pruebas simples de los resultados de Gubser y
corrigen errores que aparecen en el articulo [37] de
Gubser. En particular corrigen la caracterización por
menores prohibidos de los grafos casi-planos.

Figura 4.2: Banda de
Möbius

Para presentar la caracterización de los grafos casi-planos da-
da por Gubser y Ding et al. necesitamos algunas definicio-
nes.

Una rueda de tamaño n ≥ 3, denotada como W(n), es el grafo
obtenido de la unión de un ciclo de longitud n llamado aro, y
un vértice v adyacente a todos los vértices del aro, v es el centro
de la rueda. Una bi-rueda de tamaño n ≥ 3, denotada como
B(n), es el grafo obtenido de la unión de un ciclo y0y1 · · · yn−1,
llamado aro, y una arista f , junto con las aristas de los extremos
de f a cada vértice del aro (ver Figura 4.1). Denotaremos como
B a la familia de todas las bi-ruedas.

Una banda de Möbius de longitud n ≥ 3, denotada como M(n), es obtenida de un
ciclo x1x2 · · · xny1y2 · · · ynx1 y la unión de los vértices opuestos en el ciclo por medio
de una arista, a saber xiyi (ver Figura 4.2). Nos referimos comoM a la familia de estos
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grafos.

La familia de grafosW está formada por todos los grafos construidos por la identifi-
cación de tres triángulos de tres ruedas distintas. En otras palabras, cada grafo G en
W admite una partición {V0, V1, V2, V3} de sus vértices tal que G(V0) es un triángu-
lo, G(V0 ∪ Vi) es una rueda para i = 1, 2, 3, y G no tiene otras aristas entre estás tres
ruedas.

(a) 3-suma de dos ruedas. (b) H1(m, n, r)

(c) H2(m, n, r)

Figura 4.3: Los grafos M(n), H1(m, n, r) y H2(m, n, r).

Notemos queW puede dividirse de forma natural en tres subfamilias. Sea G un grafo
enW y S = {u, w, z} el conjunto de vértices resultado de la identificación de las ruedas
G1, G2 y G3, que forman a G. Si los tres centros de Gi coinciden en un vértice de S
entonces, G es un grafo del tipo H2(m, n, r) (ver Figuras 4.3a y 4.3c), a la familia de
estos grafos la denotamos como H2 . Si exactamente dos centros de Gi coinciden en
un vértice de S entonces, G es un grafo del tipo H1(m, n, r) (ver Figuras 4.3a y 4.3b),
a la familia de estos grafos la denotamos como H1. Estas notaciones las usó Gubser
en su caracterización. Si ninguno de los centros de las ruedas Gi es identificado entre
sı́, entonces el grafo resultante es un menor de alguna banda de Möbius (ver Figura
4.4).
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Figura 4.4: Algunos grafos deW son menores de bandas de Möbius

Lema 4.1.1 (Ding et al. [23], Gubser [37]) Las familiasM, B, H1 y H2 están formadas
por grafos casi-planos.

Demostración.

Bi-ruedas. B(n) no es plano, ya que B(n)\{uyi, wyi|i = 3, . . . , n − 1} es una subdi-
visión de K5 y B(n) es casi-plano dado que C(B(n)) = {uw, vyi|v = u, w, i =
0, . . . , n− 1} y D(B(n)) = {uw, y0yn, yi−1yi |i = 1, . . . , n− 1}.

Bandas de Möbius. M(n) no es plano ya que, M(n)\{xiyi|i = 4, . . . , n} es una subdivi-
sión de K3,3 y dado que C(M(n)) = {xiyi ∈ E(M(n))|i = 1, . . . , n} y D(M(n)) =
E(M(n))\C(M(\)) concluimos que M(n) es casi-plano.

La familiaH1. H1(m, n, r) no es plano, ya que H1(m, n, r)\ {uw, wz, uz, uxi, uyj , wvk|1 <
i ≤ m, 1 < j ≤ n, 1 < k ≤ r} es subdivisión de K3,3. Como C(H1(m, n, r)) =
{wz, uq ∈ E(G)|q ∈ V(G)− v1}∪{wq ∈ E(G)|q ∈ V(G)−{xm, y1}} yD(H1(m, n, r))
es el complemento de C(H1(m, n, r)) es claro que H1(m, n, r) es casi-plano.

La familiaH2. H2(m, n, r) es no plano, ya que H2(m, n, r)\{uw, wz, uz, uxi, uyj, uvk|1 <
i ≤ m, 1 < j ≤ n, 1 < k ≤ r} es subdivisión de K3,3. Como C(H2(m, n, r)) = {uq ∈
E(G)|q ∈ V(G)} ∪ {wz} y D(H2(m, n, r)) es el complemento de C(H2(m, n, r)) es
claro que H2(m, n, r) es casi-plano. �

Teorema 4.1.2 (Ding et al. [23], Gubser [37]) Sea G un grafo simple, casi-plano y 3-
conexo. Entonces existe un grafo G′ en B ∪H1 ∪H2 ∪M tal que G es menor de G′.

Teorema 4.1.3 (Ding et al. [23], Gubser [37]) Un grafo es casi-plano, 3-conexo si y sólo
si es libre de los grafos en F = {EX1, EX2, EX3, EX6, EX8} (ver Figura 4.5).

Figura 4.5: La familia EX de grafos, 3-conexos no casi-planos
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Originalmente Gubser en [37] usa a los ocho grafos de la Figura 4.5, pero Ding et al. [23]
se dan cuenta que EX4, EX5 y EX7 tienen como menor a EX8 (ver Figura 4.6). También
mencionan que los grafos EX1, EX2 y EX8 no son mı́nimos casi-planos (es decir tiene
menores que no son casi-planos), aunque sı́ son mı́nimos casi-planos, 3-conexos. De
hecho Ding et al. dan los menores prohibidos para los grafos casi-planos.

Figura 4.6: EX4, EX5 y EX7 como menores de EX8

Para cada grafo G en {K5, K3,3}. Definimos como G+ al grafo obtenido de agregar a G
una arista colgante; a G⊕ e como el grafo obtenido de agregar una arista e a G donde
los extremos de e no son vértices de G; y a G∗ el grafo obtenido de G al borrar todos
los vértices aislados (vértices no adyacentes a una arista).

Teorema 4.1.4 (Ding, Fallon, Marshall [23]) Los siguientes incisos son equivalentes pa-
ra cualquier grafo G simple, no plano.

a) El grafo G es casi-plano.

b) El grafo G∗ es obtenido de un grafo simple, casi-plano, 3-conexo H por subdivisio-
nes de aristas en D(H).

c) El grafo G es libre de F ′ = {K+
5 , K+

3,3, EX3, EX6, K5 ⊕ e, K3,3 ⊕ e}.

Un grafo G es extensión serie-paralelo de un grafo H si, hay una secuencia de grafos
H1, H2, . . . , Hn tal que H1 = H, Hn = G, y Hi puede ser obtenida de Hi−1 agregando
una arista paralela o por la subdivisión de una arista.

A continuación algunos resultados de Gubser [37]:

Corolario 4.1.5 (Gubser [37]) Si G es un grafo casi-plano, conexo, entonces G es exten-
sión serie-paralelo de un grafo simple, casi-plano, 3-conexo.

Corolario 4.1.6 (Gubser [37]) Si G es un grafo casi-plano, disconexo, entonces G es
unión de un grafo casi-plano, conexo y vértices aislados.

Lema 4.1.7 (Gubser [37]) Si G es grafo casi-plano y H es un menor no-plano de G,
entonces H es casi-plano.

Corolario 4.1.8 (Gubser [37]) Cualquier subgrafo, no plano de un grafo conexo, casi-
plano debe ser generador.
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Lema 4.1.9 (Gubser [37]) Si G es grafo simple, 3-conexo, casi-plano, y G\X/Y no es
plano, entonces S(G\X/Y) contiene a S(G).

Del Teorema 2.2.8, Corolario 4.1.8 y Lema 2.2.7 se sigue el siguiente corolario.

Corolario 4.1.10 (Gubser [37]) Cualquier grafo casi-plano, 3-conexo con al menos seis
vértices tiene un subgrafo generador que es una subdivisión de K3,3.

Los siguientes lemas los utilizaremos más adelante.

Lema 4.1.11 Sea G grafo casi-plano y e una de sus aristas:

1. Si e está en C(G), entonces sı́ agregamos aristas paralelas a e conservamos la casi-
planaridad.

2. Si e está en D(G), entonces sı́ subdividimos a e conservamos la casi-planaridad.

Demostración. Supongamos que e está en C(G). Sea G′ el grafo obtenido de G al
agregar aristas paralelas a e. Vamos a demostrar que G′ es casi-plano. Es claro que G′ no
es plano, ya que tiene a G como subgrafo. Sea f arista de G′ diferente y no paralela a e,
como f está en C(G) o en D(G) entonces, f está en C(G′) o en D(G′), respectivamente;
ahora sea f arista paralela a e o e misma, como e está en C(G), se sigue que G′/ f es G/e
con algunos lazos extra y por lo tanto es plano, f está en C(G′) y G′ es casi-plano.

Supongamos que e está en D(G). Sea G′ el grafo obtenido de G al sustituir e por el
camino P (P no tiene vértices en G). Vamos a demostrar que G′ es casi-plano. Es claro
que G′ no es plano ya que tiene a G como menor. Sea f arista de G′ que no esté en P,
como f está en C(G) o en D(G) entonces, f está en C(G′) o en D(G′), respectivamente;
ahora sea f arista en P, y, D e I los subcaminos de P\ f , como e está en D(G), se sigue
que G′\ f es G\e con los subcaminos D e I pegados a extremos distintos de e por lo
tanto G′\ f es plano, f está en D(G′) y G′ es casi-plano. �

Lema 4.1.12 Si G es grafo conexo, casi-plano, entonces G\v es plano para cualquier
vértice v de G.

Demostración. Si G\v es no plano, entonces por el Teorema 2.2.5 de Kuratowski G\v
tiene una subdivisión K de K5 o K3,3. Es claro que K es no plano. Entonces G tiene a un
subgrafo K que no es plano ni generador, ya que v no está en K, lo cual contradice al
Corolario 4.1.8. Por lo tanto G\v es plano. �

Este lema es interesante, ya que si el reciproco fuera cierto tendrı́amos una definición
equivalente de grafo casi-plano. Pero el reciproco no es cierto, ya que el grafo EX3 de
la familia EX (ver Figura 4.5) cumple que EX3\v es plano para todo vértice v de EX3
y el Teorema 4.1.3 nos garantiza que no son casi-planos, lo mismo pasa con EX6. Los
grafos restantes de EX no cumplen está propiedad (ver Figura 4.7).
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Figura 4.7: Los Grafos de EX que no cumplen la necesidad del Lema 4.1.12.

Un grafo G es W-casi-plano si G es no plano y G\v es plano para todo vértice v de G.
En 1967 Wagner [86] determina por completo a los grafos W-casi-planos.

Mohar [60] estudió otra definición de grafo casi-plano, que en esta tesis llamamos M-
casi-plano. Un grafo G es M-casi-plano si no es plano y existe una arista e en G tal que
G\e es plano.

Los grafos M-casi-planos son interesantes ya que tienen número de cruce mı́nimo ar-
bitrariamente grande [39]. Es decir, para cualquier número natural k ≥ 1 existe un
grafo M-casi-plano con número de cruce k. Podemos encontrar algunos ejemplos en
[39, 9, 60].

Lema 4.1.13 Todo grafo casi-plano es M-casi-plano.

Figura 4.8: Grafos
casi-planos K′′′3,3 y K′′+3,3 .

Demostración. Sea G un grafo casi-plano. Por los Corolarios
4.1.5 y 4.1.6 podemos suponer que G es simple, casi-plano,
3-conexo. Si |V(G)| = 5 entonces G es isomorfo a K5 y por
tanto M-casi-plano. Gubser [37] probo que todos los grafos
casi-planos con seis vértices son subgrafos de los grafos K′′′3,3
y K′′+3,3 exhibidos en la Figura 4.8. Es fácil ver que K′′′3,3 y K′′+3,3
son M-casi-planos y por tanto todo grafo casi-plano con seis
vértices es M-casi-plano.

Por último, si |V(G)| > 6. El Teorema 2.2.8 de Hall nos garantiza que G tiene un K3,3
como menor; y existe una arista f en G tal que G/ f no es plano, ya que |V(G)| > 6.
Como G es casi-plano G\ f es plano. �

Es claro que el reciproco del lema anterior no es cierto, ya que al menos los grafos EX3,
EX5, EX6 y EX7 son M-casi-planos y no son casi-planos.
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4.2 ∆↔ Y REDUCIBILIDAD DE GRAFOS CASI-PLANOS

Wagner [84] menciona que los grafos casi-planos son ∆↔ Y reducibles, a continuación
damos una prueba de esto.

Teorema 4.2.1 Los grafos casi-planos son ∆↔ Y reducibles.

Demostración. Sea G un grafo casi-plano. Por el Corolario 4.1.6 G es unión de vértices
aislados y una componente G′ conexa. El Corolario 4.1.5 nos garantiza que, con reduc-
ciones en serie y en paralelo podemos reducir G′ a un grafo G′′ simple, casi-plano y
3-conexo. Ahora por el Teorema 4.1.2, existe H grafo en alguna de las familias de Gub-
ser B, H1, H2, o M, tal que G′′ es menor de H. Por el Teorema 2.3.7 y dado que H
tienen número de cruce uno, H es reducible. Entonces por el Teorema 2.3.5 G′′ también
es reducible. �

De hecho podemos decir más acerca de la reducción de los grafos casi-planos.

Teorema 4.2.2 (Wagner [84]) Sea G un grafo simple casi-plano, entonces G es ∆ ↔ Y
reducible a K3,3. Más aun hay una secuencia de reducciones en la que todo grafo es
casi-plano.

En esta tesis damos otras dos pruebas más simples y algorı́tmicas. El siguiente lema
nos va a servir para hacer inducción sobre grafos casi-planos. Sean n e i dos números
enteros, denotamos como i mód n al residuo de la división entera de i entre n.

Lema 4.2.3 Los siguientes incisos son ciertos.

I) Sea i uno o dos, n, m o r mayor o igual a dos. A partir de Hi(m, n, r) aplicando una
transformación Y → ∆ y dos reducciones en paralelo podemos construir Hi(m−
1, n, r), Hi(m, n− 1, r) o Hi(m, n, r− 1).

II) De una banda de Möbius M(n), con n > 3. Aplicando una transformación Y → ∆,
dos operaciones de Truemper OP1 y una reducción en serie, podemos construir
una banda más chica M(n− 1).

III) Si tomamos una bi-rueda B(n), con n > 3 y le aplicamos una transformación
∆ → Y, dos transformaciones Y → ∆ y tres reducciones en paralelo, podemos
construir una bi-rueda B(n− 1).

El orden de aplicación de las transformaciones es el mismo en que se mencionan.

Demostración.

I) Sea i uno o dos, G un grafo en la familia Hi, con m, n o r al menos dos. Tomemos
un vértice s en V(G)\{u, w, z, x1, y1, v1}, s existe ya que m, n o r es mayor a uno.
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Aplicamos una transformación Y → ∆ a s y obtenemos G1, seguida de dos reduc-
ciones en paralelo aplicadas a las aristas {up, uq} o {wp, wq} adyacentes a us o
ws, según sea el caso, llamemos G2 y G3 a los grafos resultantes. G3 es isomorfo a
Hi(m− 1, n, r), Hi(m, n− 1, r) o Hi(m, n, r − 1), dependiendo de la elección de s.
De la misma forma podemos eliminar a x1, y1 o v1, pero si eliminamos a todos los
vértice {xj}, {yk} o {vl} el grafo resultante no está enHi.

II) Sea M(n) una banda de Möbius, con n > 3. Vamos a quitar los vértices xn y
yn. Primero aplicamos una transformación Y → ∆ sobre xn, que nos regresa un
triángulo ∆ = xn−1yny1xn−1. Luego la operación de Truemper OP1 dos veces, una
para quitar la arista xn−1yn con centro yn−1 y la otra para quitar la arista y1yn
con centro x1. Por último quitamos a yn con una reducción en serie, obteniendo
un grafo isomorfo a M(n− 1). Notemos que estas operaciones se pueden realizar
para quitar cualquier par de vértices {xi, yi}.

III) Sea B(n) una bi-rueda, con n > 3, y yi un vértice en B(n)\{u, w}. Aplicando una
transformación ∆ → Y sobre el triángulo uyiyi+1 mód nu, seguida de otras dos
transformaciones Y → ∆ sobre yi y yi+1 mód n, por último aplicamos tres reduc-
ciones en paralelo, obtenemos un grafo isomorfo a B(n− 1).

�

En la siguiente sección escribimos tres ejemplos de que el resultado del teorema no
es trivial. En la Sección 4.2.2 damos una prueba de este teorema basada en, caracte-
rizar a todos los menores (modelos) de K3,3 en cada una de las familias de Gubser y
usando está caracterización controlar las operaciones para que no perdamos la casi-
planaridad, cabe mencionar que esta prueba da origen a un algoritmo para reducir un
grafo casi-plano. En la Sección 4.2.3 damos otra demostración del mismo teorema, en
donde primero damos una caracterización por medio de 3-sumas de los grafos casi
planos, para esto nos basamos fuertemente en el articulo de Ding, Fallon y Marshall
[23], y usando está descripción probamos el teorema. Esta prueba puede dar origen a
un algoritmo que decida si un grafo es casi-plano o no, y luego dé la secuencia de re-
ducciones formada por grafos casi-planos. Por último en la Sección 4.2.5 resumiremos
la prueba de este teorema que dio Wagner [84].

4.2.1 EJEMPLOS

Ejemplo 4.2.1 En este ejemplo reducimos B(6) a K3,3. Para abreviar solo escribimos B
en lugar de B(6). B es casi-plano por el Lema 4.1.1. Primero le aplicamos una transfor-
mación ∆→ Y sobre el triángulo {u, w, y4} insertando el vértice a. Después aplicamos
la OP2 con centro y1 para mover la arista y0u a wy2 que quitamos con una reducción
en paralelo (ver Figura 4.9).
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Figura 4.9: Ejemplo 4.2.1.

Los nuevos grafos son no planos, como se ve en la Figura 4.9, tampoco son casi-planos
ya que al contraer o quitar la arista y1y2 no modificamos al K3,3 que tiene el grafo.

Usamos la OP2 con centro y2 para mover la arista y1u a la arista y3w que quitamos con
una reducción en paralelo. Ahora aplicamos dos transformaciones Y → ∆ sobre y0 y
y1 aplicando reducciones en paralelo cuando se pueda (ver Figura 4.10).

Figura 4.10: Ejemplo 4.2.1.

Seguimos conservando la no planaridad y la no casi-planaridad por la arista uy2.

Aplicamos dos OP2 con centros u y y3 moviendo las arista y5y2 y y2w a las aristas ay3
y ua, respectivamente. Estos grafos no son planos ni casi-planos por la arista y2y3. Para
terminar, aplicamos: una reducción en serie al vértice y2; las reducciones en paralelo
posibles; y una OP1 con centro w para quitar la arista y3a (ver Figura 4.11). Ası́ hemos
llegado a K3,3.

Figura 4.11: Ejemplo 4.2.1.

Este es un ejemplo en el que todos los grafos de la secuencia de reducciones son no
planos y casi todos no son casi-planos. Podemos concluir, que hay que tener cuidado



42 ∆↔ Y REDUCIBILIDAD DE GRAFOS NO PLANOS

con las operaciones que se aplican para obtener el resultado del Teorema 4.2.2.

Ejemplo 4.2.2 En este ejemplo empezamos con un grafo casi-plano, y en la secuencia
de reducciones casi todos los grafos son planos. Empezamos con un grafo G que es
H2(2, 2, 1) sin las aristas uz, uw y wz, que como no es plano no le queda otra más que
ser casi-plano. Primero aplicamos una transformación Y → ∆ sobre el vértice v1, luego
otra transformación Y → ∆ sobre x2, quitando aristas paralelas con reducciones en
paralelo (ver Figura 4.12).

Figura 4.12: Ejemplo 4.2.2.

Para terminar aplicamos una transformación Y → ∆ sobre y1, quitando aristas parale-
las, con reducciones en paralelo. Luego, una transformación ∆→ Y sobre el triángulo
{u, z, w}, y hemos obtenido el K3,3, ver Figura 4.13. Note que casi todos los grafos son
planos.

Figura 4.13: Ejemplo 4.2.2.

Ejemplo 4.2.3 Este ejemplo pretende responder una pregunta: ¿Cuántos cruces pode-
mos generar, en un grafo casi-plano, con operaciones ∆↔ Y?. Para esto hay que aplicar
dichas transformaciones de forma “tonta”. Sea G igual a H1(n, n, n), con n mayor a uno.
Claramente G es casi-plano.

Primero aplicamos una transformación ∆ → Y para quitar el triángulo {u, w, z}. Lue-
go, hacemos tres transformaciones Y → ∆, sobre yn, xn y vn, y eliminamos las aristas
paralelas, con reducciones en paralelo, ver Figura 4.14.

De nuevo tenemos el triángulo {u, w, z} entonces, seguimos aplicando las mismas
transformaciones, siempre eliminando los vértices con mayor subı́ndice, excepto a x1,
y1 y v1. Notemos que los vértices que agregamos al quitar el triángulo {u, w, z} tienen
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Figura 4.14: Ejemplo 4.2.3.

grado tres y sus vecinos son u, w y z. Por lo tanto hemos construido a K3,n+3. Zaran-
kiewicz [91] conjetura que su número de cruce es:

⌊n+3
2

⌋ ⌊n+2
2

⌋
, es decir tenemos un

número cuadrático de cruces.

4.2.2 DEMOSTRACIÓN 1 DEL TEOREMA 4.2.2

Definición 4.2.1 Un modelo de un menor H en G es un mapeo φ de H a G donde los
vértices de H se mapean a subgrafos disjuntos y conexos de G y las aristas de H son
mapeadas a aristas de G tales que para toda arista uv de H, φ(uv) es una arista que
une un vértice en φ(u) con uno en φ(v). El modelo φ induce una partición de G por H,
a saber: R = φ(E(H)), C = ∪v∈V(H)E(φ(v)) y D = E(G)\(R ∪ C); a está partición la
llamaremos partición de G por φ.

Recalquemos que un modelo φ de H en G, nos dice una forma en que H está como
menor en G. Es decir, sea R, D y C la partición de G por φ. El grafo G′ resultante de
contraer y borrar las aristas en C y D, respectivamente, es isomorfo a H.

Para demostrar el Teorema 4.2.2, primero caracterizaremos los modelos de cualquier
K3,3 en H1(m, n, r), H2(m, n, r), B(n) y M(n).

Lema 4.2.4 Sea G un grafo conexo, casi-plano, H un grafo no plano y φ un modelo de
H en G, entonces:

1. ∪
v∈V(H)

V(φ(v)) = V(G).

2. E(φ(v)) ∩ C(G) = ∅ para todo v vértice de H.

3. D(G) ⊂ ∪
v∈V(H)

E(φ(v)) ∪ φ(E(H))

Demostración. Inciso 1. Supongamos que existe un vértice w de G tal que w no está
en ∪v∈V(H) V(φ(v)), entonces V(φ(V(H))) es subconjunto de V(G\w). El conjunto
φ(E(H)) es un subconjunto de E(G\w), si no es ası́ existe una arista αβ en H tal que
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φ(αβ) = wu, y por definición de modelo w está en φ(α) o en φ(β), lo cual es una
contradicción a la elección de w. Ahora notemos que E(G\w) es un subconjunto de
E(G\uw) y E(G/uw); y que V(G\w) es un subconjunto de V(G\uw) y V(G/uw). Por
lo tanto φ es un modelo de H en G\uw y en G/uw, esto es una contradicción a la
definición de casi-plano de G ya que H no es plano.

Inciso 2. Si para un vértice v de H, existe una arista e en E(φ(v)) ∩ C(G) entonces, H
es menor de G/e y por lo tanto G/e no es plano. Esto es una contradicción al hecho de
que e está en C(G).

Inciso 3. Si existe una arista e en D(G) que no este en ∪v∈V(H)E(φ(v)) ∪ φ(E(H)), en-
tonces φ es un modelo de H en G\e. Esto es una contradicción ya que H no es plano y
G\e si es plano. �

Figura 4.15: El modelo de K3,3 en M(n).

El Teorema 2.2.8 nos garantiza que exis-
te un modelo de K3,3 en M(n), H1(m, n, r),
H2(m, n, r) y B(n) (si |V(B(n))| > 5). Los
siguientes lemas caracterizan a estos mode-
los.

Lema 4.2.5 Tomemos una banda de Möbius
M(n) y φ un modelo arbitrario de K3,3 en
M(n). Denotemos como {{a, b, c}, {α, β, γ}}
a la bipartición de K3,3 y a S el ciclo
x1 . . . xny1 . . . ynx1 de M(n). Entonces φ(v) es
un camino del ciclo S para v en V(K3,3); además existen tres números diferentes
j < k < l tales que: xj ∈ φ(a), xk ∈ φ(α), xl ∈ φ(b), yj ∈ φ(β), yk ∈ φ(c), yl ∈ φ(γ),
xjyj ∈ φ(aβ), xkyk ∈ φ(αc) y xlyl ∈ φ(bγ) (ver Figura 4.15).

Demostración. Sea v vértice de K3,3. Recordemos que C(M(n)) = {xiyi|i = 1, 2, . . . , n}
y D(M(n)) = E(M(n))\C(M(n)). Por el Lema 4.2.4 inciso 2 φ(v) es un camino de S,
dado que φ(v) es conexo y ninguna arista de S está en C(M(n)). Por lo tanto, exis-
ten solo dos aristas f1 y f2 en D(M(n)) tales que, solo uno de sus extremos está en
φ(v).

Además, por los incisos 1 y 3 del Lema 4.2.4, f1 y f2 son imágenes bajo φ de dos aristas
de K3,3. Por definición de modelo, existen dos vértices w y x en K3,3 tales que, solo un
extremo de f1 y f2 está en φ(w) y φ(x), respectivamente. Por lo tanto w y x están en
una partición de K3,3 diferente a la de v.

Sin perdida de generalidad supongamos que v = a, x = α y w = γ. Entonces la arista
φ(aβ) es una arista de C(M(n)) i. e., φ(aβ) = xjyj. De forma análoga existen k y l que
cumplen con lo requerido en el lema. �
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Lema 4.2.6 Sea Fi (i = 1, 2, 3) un grafo de alguna de las familias H1, H2, B, respec-
tivamente, y φi un modelo de K3,3 en Fi. Denotemos como {{a, b, c}, {α, β, γ}} a la
bipartición de K3,3. Tenemos los siguientes casos:

A) Para F1 los grafos φ(a), φ(b), φ(c), φ(α) y φ(β) son subcaminos disjuntos de los
caminos x1 · · · xn, y1 · · · ym, v1 · · · vr, x2 · · · xnzy1 · · · ym−1 y uv1 · · · vr−1, respectiva-
mente, y φ(γ) es un grafo conexo donde el conjunto de sus vértices es un subcon-
junto de {y2, . . . , ym, z, x1, . . . , xn−1, v2, . . . vr}. Además u, w y z son vértices de φ(β),
φ(α) y φ(γ), respectivamente (ver Figura 4.16a).

B) Para F2 el grafo φ(α) es el vértice u, los grafos φ(a), φ(b) y φ(c) son subcaminos dis-
juntos de los caminos x1 · · · xn, y1 · · · ym y v1 · · · vr, respectivamente, φ(β) y φ(γ)
son subgrafos conexos donde el conjunto de sus vértices es un subconjunto de
{y2, . . . , ym, z, x1, . . . , xn−1, v1, . . . vr−1} y {y1, . . . , ym−1, w, x2, . . . , xn, v2, . . . vr}, res-
pectivamente. Además w y z son vértices de φ(γ) y φ(β), respectivamente (ver
Figura 4.16b).

C) Para F3 el grafo φ(a) es el vértice w y φ(α) es el vértice u, los grafos φ(b), φ(β), φ(c)
y φ(γ) son caminos disjuntos del ciclo y0y1 · · · yn−1y0 (ver Figura 4.16c).

(a) (b) (c)

Figura 4.16: a) el modelo de K3,3 en H1(m, n, r); b) el modelo de K3,3 en H2(m, n, r); c) el
modelo de K3,3 en B(n).

Demostración 1 del Lema 4.2.6. Sea Gi el subgrafo de Fi que solo tiene los vértices y las
aristas de D(Fi)\C(Fi). Por el inciso 2 del Lema 4.2.4 y la definición de modelo, φi(v)
es subgrafo conexo de Gi. Tenemos los siguientes casos:

A) Recordemos que C(F1) es la unión de los conjuntos {wz, uq|q ∈ V(F1) − v1} y
{wq|q ∈ V(F1) \ {xm, y1}}; D(F1) es el complemento de C(F1). Por lo tanto G1 es la
unión del ciclo S1 = zym · · · y1wxn · · · x1z y el camino P1 = zvr · · · v1u.

Por los incisos 1 y 3 del Lema 4.2.4, el ciclo S1 está en la imagen bajo φ1 de un vértice



46 ∆↔ Y REDUCIBILIDAD DE GRAFOS NO PLANOS

w o de un ciclo C1; y P1 está en la imagen de un camino Q1. Ya que K3,3 es simple y
bipartito, C1 es de longitud cuatro o seis.

Si S1 está en φ1(w), entonces F1/E(S1) tiene un modelo de K3,3. Esto es una contra-
dicción ya que F1/E(S1) es plano.

Si la longitud de C1 es seis, entonces Q1 es solo un vértice v y P1 está en φ1(v), por
lo tanto hay un modelo de K3,3 en F1/E(P1). Lo cual es una contradicción ya que
F1/E(P1) es plano.

Si la longitud de C1 es cuatro, sin perdida de generalidad podemos suponer que
C1 = aαbγa y que z es vértice de φ1(γ). Entonces Q1 = γcβ; φ1(c) y φ1(β) son
subcaminos de P1; y el vértice u está en φ1(β). Por último w está en φ1(α), ya que
por definición la arista φ1(αc) tiene un extremo en φ1(α) y el otro en φ1(c) y las
únicas aristas que cumplen esto son las {wvj}. Por lo tanto el inciso es cierto (ver
Figura 4.16a).

B) Recordemos que C(F2) es el conjunto {wz, uq|q ∈ V(F2)} y D(F2) es el comple-
mento de C(F2). Por lo tanto G2 es la unión del ciclo S2 = zx1 · · · xnwvr · · · v1z y el
camino P2 = wy1 · · · yrz. El Lema 4.2.4 inciso 1 nos garantiza que existe v en K3,3
tal que u ∈ φ2(v) y del inciso 2 deducimos que V(φ2(v)) = {u}. Sin perdida de
generalidad podemos suponer que v = α. Por lo tanto V(G2) es imagen bajo φ2 de
cinco vértices de K3,3.

Además, por lo incisos 1 y 3 del Lema 4.2.4, y ya que K3,3 es simple y bipartito,
el ciclo S2 está en la imagen bajo φ2 de un vértice w o de un ciclo C2 de longitud
cuatro.

Si S2 está en φ2(w), entonces F2/E(S2) tiene un modelo de K3,3. Esto es una contra-
dicción ya que F2/E(S2) es plano.

Sin perdida de generalidad podemos suponer que C2 = βaγcβ y que z es vértice
de φ2(β). Por lo tanto φ2(b) es un subcamino de P2 entonces, w está en φ2(γ). Ası́
el inciso B) es cierto (ver Figura 4.16b).

C) Recordemos que C(F3) es el conjunto {wu, vyi|i = 0, . . . , n− 1, v = u, w} yD(F3) es
el conjunto {uw, yiyi+1 mód n|i = 0, . . . , n− 1}.

Entonces G3 es el ciclo y0y1 · · · yn−1y0. Por los incisos 1 y 2 del Lema 4.2.4 podemos
suponer que V(φ3(α)) = {u} y V(φ3(a)) = {w}. Por lo tanto el ciclo G3 es imagen
bajo φ3 del ciclo bβcγ y el inciso es cierto (ver Figura 4.16c). �
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Demostración 2 del Lema 4.2.6. Procedemos por inducción sobre |V(Fi)|.

A) Recordemos que C(F1) es la unión de los conjuntos: {uxi|i = 1, . . . , n}, {uyi|i =
1, . . . , m}, uw, uz, zw y {wvi|i = 1, . . . , r} y D(F1) es igual a E(F1)\C(F1).

Si |V(F1)| = 6, entonces ninguna arista de F1 se contrae para formar al menor K3,3
del modelo φ1. Además, por el inciso 3 (Lema 4.2.4), para cada arista f en D(F1)
existe una arista g en K3,3 tal que f = φ1(g). Dado que {x1w, wy1, y1z, zv1, v1u} ⊂
D(F1), concluimos que {x1, y1, v1} es imagen bajo φ1 de una partición de K3,3 y
{w, u, z} es imagen de la otra partición de K3,3. Sin perdida de generalidad pode-
mos suponer que φ(α) = w, φ(β) = u, φ(γ) = z, φ(a) = x1, φ(b) = y1 y φ(c) = v1
y el resultado se sigue para |V(F1)| = 6.

Supongamos el resultado para |V(F1)| ≤ n.

Si 6 < |V(F1)| = n + 1, entones por el inciso 1 (Lema 4.2.4) existe un vértice v
en K3,3 y al menos una arista f en F1 tal que f es arista de φ1(v). Por el inciso 2
del Lema 4.2.4 f está en D(F1). Notemos que F1/ f (quitando aristas paralelas) es
isomorfo a un grafo F′1 en H1 con n vértices. Aplicando inducción a F′1 se tiene el
resultado para F1.

B) El conjunto C(F2) es la unión de {uxi|i = 1, . . . , n}, {uyi|i = 1, . . . , m}, uz, uw, zw y
{uvi|i = 1, . . . , r}, y D(F2) es el complemento de C(F2).

Si |V(F2)| = 6, entonces ninguna arista de F2 se contrae para formar al menor K3,3
del modelo φ2. Además, por el inciso 3 del Lema 4.2.4, para cada arista f en D(F2)
existe una arista g en K3,3 tal que f = φ2(g). Dado que {v1w, wy1, y1z, zv1} ⊂ D(F2),
concluimos que {x1, y1, v1} es imagen bajo φ2 de una partición de K3,3 y {w, u, z} es
imagen de la otra partición de K3,3. Sin perdida de generalidad podemos suponer
que φ(α) = u, φ(β) = z, φ(γ) = w, φ(a) = x1, φ(b) = y1 y φ(c) = v1, y el resultado
se tiene para |V(F2)| = 6.

El paso de inducción es análogo al caso de F1, ya que si f es arista de D(F2), en-
tonces F2/ f (quitando aristas paralelas) es isomorfo a un grafo más pequeño en
H2.

C) El conjunto C(F3) es {uw, uyi, wyi|i = 0, . . . , n − 1} y D(B(n)) es igual a {uw,
yiyi+1 mód n |i = 0, . . . , n− 1}.

Si |V(F3)| = 6, ninguna arista de F3 se contrae para formar al menor K3,3 del modelo
φ3. Además del inciso 3 (Lema 4.2.4) se sigue que, para cada arista f en D(F2)
existe una arista g en K3,3 tal que f = φ2(g). Dado que {uw, yiyi+1 mód 4} ⊂ D(F3),
concluimos que {u, y1, y3} es imagen bajo φ3 de una partición de K3,3 y {w, y0, y2}
es imagen de la otra partición de K3,3.
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El paso de inducción es análogo al caso de F1, ya que para cualquier arista f en
D(F3)\uw el grafo F3/ f (quitando aristas paralelas) es isomorfo a un grafo más
pequeño en B.

�

Definición 4.2.2 Para un modelo ψ de M en G y un subgrafo K de M entendemos que:

ψ(K) := ∪
v∈V(K)

ψ(v)
⋃

∪
e∈E(K)

ψ(e).

Además sea φ un modelo de H en M. Definimos la composición de modelos como el
mapeo ω de H en G tal que: ω(v) = ψ(φ(v)) para v vértice de H y ω(e) = ψ(φ(e))
para e arista de H.

Lema 4.2.7 La composición ω de los modelos ψ y φ es un modelo de H en G.

Demostración. Sea uv una arista de H, como φ es un modelo, la arista u′v′ = φ(uv)
es tal que u′ está en φ(u) y v′ está en φ(v); por la misma razón existe la arista u′′v′′ =
ψ(u′v′) tal que u′′ y v′′ están en ψ(u′) y ψ(v′), respectivamente. Por lo tanto, ω(uv) es
la arista u′′v′′ tal que tiene un extremo en ψ(φ(v)) = ω(v) y el otro en ψ(φ(u)) = ω(u).
Por lo tanto la condición para aristas se cumple.

Por definición es claro que ω(v) es un subgrafo de G. Solo resta probar que ω(v) es
conexo. Sean x y y dos vértices de ω(v) = ψ(φ(v)). Por la definición tenemos dos
casos:

Caso 1. Existe x′ en φ(v) tal que x y y están en ψ(x′). Entonces hay un camino en G que
une x con y, ya que ψ(x′) es conexo.

Caso 2. Existen x′ y y′ vértices distintos en φ(v) tales que x está en ψ(x′) y y está
en ψ(y′). Dado que φ(v) es conexo, existe un camino x′z1z2 . . . zny′. Para obtener el
resultado aplicaremos inducción sobre n.

Si n = 0 entonces x′y′ es una arista de φ(v). Dado que ψ es un modelo, la arista x′′y′′ =
ψ(x′y′) es una arista de G tal que x′′ es vértice de ψ(x′) y y′′ es vértice de ψ(y′). Además,
como ψ(x′) y ψ(y′) son conexos, existen caminos P y Q que unen x′′ con x y y′′ con y,
respectivamente. Entonces uniendo los caminos P y Q con la arista x′′y′′ construimos
un camino que une x con y en G.

Supongamos el resultado para n ≤ s.

Si n = s + 1. Sea z vértice de ψ(zn). Por hipótesis de inducción existe un camino que
une x con z en G y otro camino que une z con y en G. El resultado se sigue uniendo
estos caminos.
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Por lo tanto ω(v) es conexo y ω es un modelo de H en G. �

Ahora pasaremos a probar el Teorema 4.2.2.

Demostración 1 del Teorema 4.2.2. Por el Corolario 4.1.5 usando reducciones en serie y
paralelo podemos reducir G a un grafo, simple, casi-plano, 3-conexo. Entonces, supon-
gamos que G es un grafo, simple, casi-plano, 3-conexo. Por el Teorema 4.1.2, existe un
grafo G′ en alguna de las familias de Gubser B, H1, H2 oM tal que existe un modelo
ψ de G en G′. Sean RG, DG y CG la partición de las aristas de G′ por el modelo ψ.

A) Del Lema 4.2.4 inciso 3), tenemos que DG ∩D(G′) = ∅.

B) Del Lema 4.2.4 inciso 2), tenemos que CG ∩ C(G′) = ∅.

Aplicaremos inducción sobre |V(G′)|, si |V(G′)| = 5, entonces G es K5 y el resultado
se sigue fácilmente. Supongamos que |V(G′)| ≥ 6.

Primero tenemos tres observaciones que se siguen de la demostración del Teorema
2.3.5 ∆↔ Y-menor:

C) Si tenemos un vértice a de grado dos con aristas α = ab y β = ac tales que α y β

están en RG o CG, y aplicamos una reducción en serie (RS) sobre a en G′ obtenemos
la arista α′ = bc que está en CG o RG.

D) Si tenemos un triángulo T con aristas α = ab, β = bc y γ = ca y las aristas α y
β están en RG o DG, y γ está en CG o RG, entonces al aplicar una transformación
∆→ Y a T en G′ obtenemos un vértice d de grado tres con aristas α′ = ad, β′ = bd
y γ′ = cd, entonces β′ está en RG o DG, y, α′ y γ′ están en CG o RG.

E) El opuesto al inciso D). Si tenemos un vértice d de grado tres con aristas α = ad,
β = bd y γ = cd, y β está en RG o DG, y, α y γ están en CG o RG, entonces al
aplicar una transformación Y → ∆ sobre d en G′ obtenemos un triángulo con aristas
α′ = ab, β′ = bc y γ′ = ca con las aristas α′ y β′ en RG o DG, y γ′ en CG o RG (ver
Figura 4.17).

Estas observaciones nos dicen como las aristas cambian de conjunto en la partición
RG, CG y DG al aplicar reducción en serie, transformación ∆ → Y o Y → ∆. Es decir,
sabemos como se traducen las operaciones de G′ a G.

Si |V(G)| = 5, entonces G es K5 y el resultado se sigue fácilmente.

Si |V(G)| ≥ 6. El Teorema 2.2.8 de Hall nos asegura que G tiene un modelo φ de K3,3.
Sea ω la composición de modelos φ y ψ, por el Lema 4.2.7 ω es un modelo de K3,3 en
G′.

F) Sea e una arista de K3,3, entonces ω(e) es una arista de RG. Esto es claro ya que
ψ(E(G)) = RG y φ(E(K3,3)) ⊂ E(G).
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Figura 4.17: Observaciones C), D) y E)

A continuación construimos otro grafo G′h en alguna de las familias de Gubser B, H1,
H2,M tal que |V(G′h)| < |V(G′)|. Para esto sea {{α, β, γ}, {a, b, c}} la bipartición de
K3,3, tenemos los siguientes casos:

I) G′ es una banda de Möbius M(n).

a) Aplicando el Lema 4.2.5 al modelo ω, sabemos que existe un conjunto de vérti-
ces A = {xj, yj, xk, yk, xl, yl|j < k < l} tal que ω(aβ) = xjyj, ω(αc) = xkyk,
ω(bγ) = xlyl y para cada camino Q en {xj · · · xk, xk · · · xl, yj · · · yk, yk · · · yl,
yl · · · ynx1 · · · xj, xl · · · xny1 · · · yj} hay una arista e en K3,3 tal que ω(e) está en
Q.

b) Además, los vértice en A son los vértices de ramificación de un grafo K0, en
G′, que es subdivisión de K3,3.

Si |V(G′)| = 6 entonces G′ y G son K3,3. Supongamos que, |V(G′)| > 6 entonces
existe i diferente de j, k y l. Sin pérdida de generalidad supongamos que j < i < k,
ya que si no fuera ası́ bastarı́a con renombrar a los vértices de G′.

Por el Lema 4.2.3 inciso II) podemos reducir G′ a una banda de Möbius más pe-
queña, quitando los vértices xi, yi. Para lograr esto, a G′ le aplicamos las ope-
raciones: Y∆ + OP1 + OP1 + RS que es igual a Y∆ en yi + ∆Y en el triángulo
xi−1xiyi−1xi−1 + RS en xi−1 + ∆Y en el triángulo xi+1xiyi+1xi+1 + RS en xi+1 +
RS en xi. Sean G′h, con h = 1, . . . , 6, la secuencia de reducciones obtenida.

Nombremos como z y w a los vértices introducidos al aplicar la primer y segunda
transformación ∆ → Y, respectivamente. Si i − 1 = j, entonces renombramos al
vértice z como xj y a xj como z en G′h, para h = 2, 3, 4, 5, 6. Si i + 1 = k, entonces
renombramos al vértice w como xk y a xk como w en G′h, para h = 4, 5, 6.
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Es claro que G′h es menor de alguna banda de Möbius. Por la renombración de z y
w, y la elección de i, el grafo G′h tiene al conjunto de vértices A. G′h no es plano ya
que los vértices en A son vértices de ramificación de una subdivisión Kh de K3,3
en G′h. Ası́ Por el Lema 4.1.7 G′h es casi-plano, para h = 1, . . . , 6.

Las aristas de G′h están particionadas en Dh
G, Rh

G y Ch
G en base a las operaciones

que las forman y a las observaciones C), D) y E). Sean Gh los grafos resultantes de
contraer y quitar, de G′h, las aristas en Ch

G y Dh
G, respectivamente; esto nos define

el modelo ψh de Gh en G′h. Los grafos Gh son la secuencia de reducción de G.

Hemos construido el siguiente diagrama donde OPi son operaciones ∆↔ Y, que
dependen de las observaciones C), D) y E).

G′ Y∆ // G′1
∆Y // G′2

RS // G′3
∆Y // G′4

RS // G′5
RS // G′6

K3,3

ω

>>

φ
// G

ψ

OO

OP1

// G1

ψ1

OO

OP2

// G2

ψ2

OO

OP3

// G3

ψ3

OO

OP4

// G4

ψ4

OO

OP5

// G5

ψ5

OO

OP6

// G6

ψ6

OO

Ahora veremos que Gh es casi-plano. Como Gh es menor de G′h y G′h es casi-plano,
por el Lema 4.1.7 solo nos resta ver que Gh no es plano. Para esto tenemos las
siguientes observaciones:

c) De la observaciones F) y Ia) se sigue que xjyj, xkyk y xlyl de G′ están en RG.
Junto con las observaciones A), B), C), D) y E) se sigue que, las aristas xjyj,
xkyk y xlyl están en Rh

G. Por lo tanto existe arista x′sy′s (s = j, k, l) en Gh tal que
ψh(x′sy′s) = xsys y definimos a Bh = {x′s, y′s|s = j, k, l}.

d) Para h = 0, 1 . . . 6, nombramos como Ph
s (s = 1, . . . , 6) a los caminos en Kh\{xjyj,

xkyk, xlyl} tales que ninguno de sus vértices internos es de ramificación. Por
el inciso Ia) |P0

s ∩ RG| ≥ 1. La observación A) nos garantiza que P0
s ∩ DG = ∅.

De las observaciones A), B), C), D) y E) se sigue que, |Ph
s ∩ Rh

G| ≥ 1 para
h = 1, . . . , 6 y Ph

s ∩ Dh
G = ∅.

e) Supongamos que P0
s es internamente disjunto de P0

r , sea xmym una arista en G′,
tal que ym y xm son vértices internos de P0

s y P0
r , respectivamente. La observa-

ción B) nos garantiza que, la arista xmym, está en DG o en RG.

Por esto y las observaciones A), B), C), D) y E). Si Ph
s es internamente disjunto

de Ph
r , entonces toda arista xy, tal que y y x son vértices internos de Ph

s y Ph
r ,

respectivamente, está en Dh
G o en Rh

G.

Por la observación Id) Ph
s genera un camino Qh

s en Gh que une a x′j con x′k, o x′k
con x′l, o x′l con y′j, o y′j con y′k, o y′k con y′l, o y′l con x′j. La observación Ie)) nos
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garantiza que los caminos Qh
s son internamente disjuntos. Y dado que existen las

aristas x′sy′s (s = j, k, l) en Gh (observación Ic) los vértices de Bh son vértices de
ramificación de una subdivisión de K3,3 en Gh. Por lo tanto Gh no es plano y es
casi-plano.

II) G′ está en H1. Si |V(G′)| = 6 entonces solo resta quitar las aristas uw, wz y zu (si
es que están en G), para esto usamos la operación OP1 con centro x1. Es fácil ver
que los grafos en esta secuencia de reducción son casi-planos. Supongamos que
|V(G′)| > 6.

a) Aplicando el inciso A) del Lema 4.2.6 al modelo ω, obtenemos un conjunto de
vértices A = {u, w, z, xa, yb, vc} tal que ω(βa) = uxa, ω(βb) = uyb, ω(αc) =
wvc y para cada camino Q en {zx1 · · · xa, xa · · · xnw, wy1 · · · yb, yb · · · ymz,
zvr · · · vc, vc · · · v1u} hay una arista e en K3,3 tal que ω(e) está en Q.

b) Además, los vértice en A son los vértices de ramificación de un grafo K0, en
G′, que es subdivisión de K3,3.

Dado que |V(G′)| > 6, podemos tomar un vértice r en V(G′)\A. Por el Lema
4.2.3 inciso I podemos reducir G′ a un grafo G′3 más pequeño en H1; quitando el
vértice r. Esto lo logramos aplicado las operaciones: Y∆ + RP + RP. Sean G′h, para
h = 1, 2, 3, la secuencia de reducción obtenida.

Notemos que G′h es menor de algún grafo en H1. Por la elección de r, G′h tiene a
los vértices de A, que forman una subdivisión Kh de K3,3 en G′h. Usando el Lema
4.1.7 concluimos que G′h es casi-plano, para h = 1, 2, 3.

Las aristas de G′h están particionadas en Dh
G, Rh

G y Ch
G en base a las operaciones

que las forman y a las observaciones C), D) y E). Sean Gh los grafos resultantes
de contraer y quitar, de G′h, las aristas en Ch

G y Dh
G, respectivamente. Los grafos

Gh son la secuencia de reducción de G. Igualmente que en el caso anterior Gh es
casi-plano, para h = 1, 2, 3, ya que se cumplen las observaciones IIa) y IIb).

III) G′ está en H2. Si |V(G′)| = 6 entonces solo resta quitar las aristas uw, wz y zu (si
es que están en G), para esto usamos la operación OP1 con centro x1. Es fácil ver
que los grafos en esta secuencia de reducción son casi-planos. Supongamos que
|V(G′)| > 6.

a) Aplicando el inciso B) del Lema 4.2.6 al modelo ω, obtenemos un conjunto de
vértices A = {u, w, z, xa, yb, vc} tal que ω(αa) = uxa, ω(αb) = uyb, ω(αc) =
uvc y para cada camino Q en {zx1 · · · xa, xa · · · xnw, wy1 · · · yb, yb · · · ymz, zv1
· · · vc, vc · · · vrw} hay una arista e en K3,3 tal que ω(e) está en Q.

b) Además, los vértice en A son los vértices de ramificación de un grafo K0, en
G′, que es subdivisión de K3,3.



4.2 ∆↔ Y REDUCIBILIDAD DE GRAFOS CASI-PLANOS 53

Tenemos el resultado de forma similar que el inciso anterior, aplicando el Lema
4.2.3 inciso I y las observaciones IIIa) y IIIb).

IV) G′ es una bi-rueda B(n).

a) Aplicando el inciso C) del Lema 4.2.6 al modelo ω, obtenemos un conjunto
de vértices A = {u, w, yj, yk, yl, ym} tal que ω(aα) = uw, ω(aγ) = wym,
ω(aβ) = wyk, ω(bα) = uyj, ω(cα) = uyl y para cada camino Q en {yj · · · yk,
yk · · · yl, yl · · · ym, ym · · · yj} hay una arista e en K3,3 tal que ω(e) está en Q.

b) Además, los vértice en A son los vértices de ramificación de un grafo K0, en
G′, que es subdivisión de K3,3.

Si |V(G′)| = 6 entonces solo resta quitar las aristas (si es que están en G) wyj, wyl,
uyk y uym; las cuales podemos quitar con operaciones OP1 y OP2, es fácil ver que
los grafos en la secuencia de reducción son casi-planos.

Si |V(G′)| > 6, entonces existe i diferente de j, k, l y m tal que yi es un vértice de
G′.

Por el Lema 4.2.3 inciso III podemos reducir G′ a una bi-rueda más pequeño. Las
operaciones usadas son: ∆Y en yiyi+1uyi agregando el vértice z + Y∆ en yi + Y∆

en yi+1 + RP en yi−1w + RP en wz + RP en yi+1w. Sean G′h, con h = 1, . . . , 6, la
secuencia de reducciones.

Si i + 1 = j, k, l o m, entonces renombramos z como yi+1 y yi+1 como z, en G′h para
h = 3, 4, 5, 6.

Es claro que G′h es menor de algún grafo en B. Por la elección de i, G′h tiene al
conjunto de vértices A que forman una subdivisión Kh de K3,3. Por el Lema 4.1.7
G′h es casi-plano para h = 1, . . . , 6.

Las aristas de G′h están particionadas en Dh
G, Rh

G y Ch
G en base a las operaciones

que las forman y a las observaciones C), D) y E). Sean Gh los grafos resultantes
de contraer y eliminar, de G′h, las aristas en Ch

G y Dh
G, respectivamente. Los grafos

Gh son la secuencia de reducción de G. De forma análoga que en el inciso I Gh es
casi-plano, para h = 1, . . . , 6, ya que tenemos las observaciones IVa) y IVb).

Ası́ hemos construido una secuencia de reducciones de G a Gh por grafos casi-planos.
Y a un grafo G′h en alguna de las familias de Gubser tal que Gh es menor de G′h y
|V(G′H)| < |V(G′)|. Entonces, por inducción se sigue el resultado. �
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4.2.3 DEMOSTRACIÓN 2 DEL TEOREMA 4.2.2

En está prueba utilizamos una descripción completa de los grafos casi-planos que re-
cientemente dieron Ding, Fallon y Marshall en [23].

Teorema 4.2.8 (Ding et al. [23]) Sea G un grafo simple, 3-conexo, no plano. Entonces
tenemos las siguientes equivalencias.

I) G es casi-plano.

II) G es menor de una bi-rueda, banda de Möbius o un grafo enW .

III) G es libre de los grafos en F = {EX1, EX2, EX3, EX6, EX8} que se muestran en
la Figura 4.5.

IV) G es libre de K+
5 , K+

3,3, EX3 y EX6.

Definición 4.2.3 Sea k ≥ 0 un entero. Una k-separación de un grafo G es un par no
ordenado {G1, G2} de subgrafos inducidos propios no vacı́os de G tales que G1 ∪G2 =
G y |V(G1) ∩V(G2)| = k.

Un grafo 3-conexo con |V(G)| ≥ 5 es internamente 4-conexo si para cualquier 3-
separación {G1, G2}, exactamente uno de G1 o G2 es K1,3. Note que en un grafo in-
ternamente 4-conexo ningún vértice de grado tres está en un triángulo. Esta propiedad
es muy usada por Ding et al.

Sea C2
n el grafo obtenido de un ciclo C = y0y1 · · · yn−1y0 y la unión de todos los pares de

vértices que estén a distancia dos sobre el ciclo C (ver Figura 4.18). Diremos que G es un
grafo de la familia C2∗ si existe un grafo C2

2n−1 (n ≥ 3) y una sucesión de grafos simples
G0, G1, . . . , Gm = G tales que, G0 = C2

2n−1 y Gi+1 es el resultado de una 3-suma de Gi y
una rueda Wi donde el sumando de Gi es el triángulo yiyi+1 mód 2n−1yi−1 mód 2n−1yi,
el centro de Wi coincide con yi y la arista yi−1 mód 2n−1yi+1 mód 2n−1 no está en Gi+1 (si
m = 0, entonces G = C2

2n−1).

(a) (b)

Figura 4.18: a) el grafo C2
2n y b) el grafo C2

2n−1

Notemos que si G es un grafo enW entonces G se puede ver como la 3-suma de tres
ruedas sobre un mismo triángulo ∆ y ∆ está en G. Definimos aW∗ como los grafos
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simples resultantes de la 3-suma de tres ruedas sobre el mismo triángulo. Es claro que
W es subfamilia deW∗, de hecho si G es un grafo que está enW∗ \W entonces, G no
tiene al triángulo ∆, solo tiene ninguna o algunas aristas de ∆.

Una bi-rueda alternante de longitud 2n (n ≥ 2), denotada por AW(n), es obtenida de
un ciclo C = y0y1 · · · y2n−1 y la adición de una arista uw donde u y w no están en C, y
las aristas uy2j+1 y wy2j con j = 0, 1, 2, . . . , n− 1, a la familia de ruedas alternantes la
denotamosAW .

G es un grafo de B∗si existe una bi-rueda B(n) y una sucesión de grafos simples G0,
G1, . . . , Gm = G tales que, G0 = B(n) y Gi+1 es el resultado de una 3-suma de Gi y una
rueda Wi, donde el sumando de Gi es el triángulo uyiyi+1 mód nu o wyiyi+1 mód nw,
el centro de Wi coincide con u o w, y la arista yiyi+1 mód n no está en Gi+1 (si m = 0,
entonces G = B(n)).

Sea {G1, G2} una 3-separación de G. Para i = 1, 2 definimos G∆
i como el grafo obtenido

de Gi por la adición de todas las aristas que no estén entre vértices de G1 ∩ G2, y al
grafo GY

i como el grafo obtenido de Gi por la adición a Gi de un nuevo vértice vi y las
aristas entre vi y los tres vértices de G1 ∩ G2.

Para probar el Teorema 4.2.8 Ding et al. usaron los siguientes lemas.

Lema 4.2.9 (Ding et al. [23]) Sea G un grafo simple, 3-conexo y libre de K+
3,3 y EX3. Si

{G1, G2} es una 3-separación de G tal que GY
1 no es plano, entonces G∆

2 es una rueda.

Lema 4.2.10 (Ding et al. [23]) Sea G un grafo simple, conexo y libre de K+
3,3 y EX6. Si

G contiene a M(4) como menor, entonces G es menor de una banda de Möbius M(n)
(n ≥ 4).

Lema 4.2.11 (Ding et al. [23]) Si G es un grafo simple, no plano, internamente 4-conexo
y libre de K+

5 , K+
3,3, EX3 y EX6, entonces G es isomorfo a M(n), C2

2n−1, B(n) o AW(n)
para algún n ≥ 3.

Durante la prueba del Teorema 4.2.8 Ding, Fallon y Marshall casi prueban el siguiente
lema, solo les falto el caso de C2

2n−1 ya que lo resolvieron usando el Lema 4.2.10. A
continuación reescribimos la prueba hasta este caso y lo modificamos para obtener el
resultado.

Lema 4.2.12 Sea G un grafo simple, 3-conexo, no plano. G es libre de K+
3,3, K+

5 , EX3 y
EX6 si y sólo si G está enM,W∗, B∗ o C2∗.

Demostración. Supongamos que G está en M, W∗, B∗ o C2∗. Por el Lema 4.1.1 los
grafos en M, B y W son casi-planos, y por el Lema 4.1.7 los grafos en W∗, B∗, y
C2∗ son casi-planos, ya que son no planos y son menores de grafos en W , B y M,
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respectivamente. Por lo tanto G es libre de K+
3,3, K+

5 , EX3 y EX6.

Ahora, supongamos que G es libre de K+
3,3, K+

5 , EX3 y EX6.

Si G tiene tres vértices tales que al borrarlos el grafo resultante tiene más de dos
componentes. Como G es libre de K+

3,3, hay exactamente tres componentes y G pue-
de ser expresado como 3-sumas de tres grafos G1, G2 y G3 sobre un triángulo en
común. Sea i = 1, 2, 3, usando el Lema 4.2.9 para la 3-separación de G determinada
por {Gj ∪ Gk, Gi}, donde {i, j, k} = {1, 2, 3}, concluimos que Gi es una rueda, por lo
tanto G está enW∗. En el resto de la prueba asumiremos que cualquier tercia de vérti-
ces de G lo separa en a lo más dos componentes, y diremos que tal grafo es fuertemente
conexo. Por contradicción vamos aprobar que:

a) G tiene un menor no plano, internamente 4-conexo G′ tal que G es obtenido de G′

por 3-sumas de ruedas en distintos triángulos de G′.

Sea |V(G)| el menor número posible en donde no ocurra a). Como en los grafos inter-
namente 4-conexos siempre ocurre a), G tiene una 3-separación {G1, G2} tal que nin-
guna de las partes es K1,3. Como G no es plano, al menos uno de los grafos GY

1 o GY
2 es

no plano. Sin perdida de generalidad supongamos que, GY
1 no es plano. Escojamos la

separación de tal forma que |V(GY
1 )| sea el menor número posible. Dado que G2 no es

K1,3 el grafo G∆
1 es un menor, 3-conexo de G. Notemos que G∆

1 también es fuertemente
conexo, si no lo fuera entonces G tampoco lo serı́a. Más aun, G∆

1 no es plano, en caso
contrario, como GY

1 no es plano, el triángulo xyzx común de G∆
1 y G∆

2 no es frontera de
una cara en G∆

1 , esto implica que G\{x, y, z} tiene más de dos componentes, contradi-
ciendo la fuertemente conexidad de G. Por lo tanto G∆

1 cumple con todas las hipótesis
que necesita el inciso ??) y es más pequeño que G. Entonces G∆

1 tiene un menor G′ no-
plano, internamente 4-conexo, tal que G∆

1 se puede obtener por 3-sumas de ruedas en
distintos triángulos de G′. Por la minimalidad de G1, el triángulo xyzx está en G′ y ası́
G también es obtenido de G′ por 3-sumas de ruedas en distintos triángulos de G′, ya
que G∆

2 es una rueda, por el Lema 4.2.9. Ası́ el inciso a) es verdadero.

Por el Lema 4.2.11, sabemos que G′ es M(n), C2
2n−1, B(n) o AW(n) para algún n ≥ 3.

Ası́ el lema es cierto si G = G′, ya que AW(n) se puede obtener de una bi-rueda B(n)
por medio de 3-sumas de ruedas W(3), por lo tanto AW(n) es un elemento de B∗.
Ahora, supongamos que al menos una rueda es 3-sumada a G′. Como M(n) y AW(n)
no tienen triángulos, solo necesitamos considerar todas las posibles formas de 3-sumar
una rueda a C2

2n−1 y B(n).

Supongamos que G′ = C2
2n+1 (n ≥ 3). Ding et al. en la página 7 de su articulo [23]

resuelven este caso usando el Lema 4.2.10, ya que una 3-suma de G′ y una rueda da
como resultado un grafo que tiene a M(4) como menor, y por hipótesis el grafo re-
sultante es libre de K+

3,3 y EX6. Pero nosotros necesitamos probar que la 3-suma da
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como resultado un grafo en C2∗. Sea C el ciclo y0y1 · · · y2n tal que G′ es formado al
unir los pares de vértices a distancia dos sobre C. Los únicos triángulos de G′ son
T = yiyi+1 mód 2n+1yi−1 mód 2n+1yi. Sin perdida de generalidad supongamos que i− 1
mód 2n + 1 es par. Sea H el resultado de 3-sumar G′ con una rueda W(k) donde el su-
mando de G′ es T, y llamemos c al centro de W(k). Tenemos dos observaciones:

b) El vértice c es identificado con yi al construir H. Supongamos que k > 3, ya que
si k = 3 cualquier vértice de W(k) puede ser su centro. Sin perdida de generali-
dad supongamos que c es identificado con yi−1 mód 2n+1. Tomemos a los siguien-
tes caminos P1 = y1y3 · · · yi−4 mód 2n+1yi−2 mód 2n+1, P2 = y2y4 · · · yi−3 mód 2n+1
yi−1 mód 2n+1, P3 = yiyi+2 mód 2n+1 · · · y2n−1, P4 = yi+1 mód 2n+1 yi+3 mód 2n+1 · · ·
y2n. Entonces el grafo resultante de contraer los caminos Pi en H tiene a EX6 como
menor (ver Figura 4.19a), lo cual es una contradicción.

c) La arista yi−1 mód 2n+1yi+1 mód 2n+1 no está en H. Supongamos que sı́ está. Tome-
mos a los siguientes caminos P1 = y0y2 · · · yi−5 mód 2n+1yi−3 mód 2n+1yi−1 mód 2n+1,
P2 = y1 y3 · · · yi−4 mód 2n+1 yi−2 mód 2n+1 yi, P3 = yi+3 mód 2n+1yi+5 mód 2n+1 · · · y2n,
P4 = yi+4 mód 2n+1yi+6 mód 2n+1 · · · y2n−1. Entonces el grafo resultante de contraer
los caminos Pi en H tiene a K+

3,3 como menor (ver Figura 4.19b), lo cual es una con-
tradicción.

(a) (b)

Figura 4.19: a) El grafo H cuando el centro de la rueda es yi−1 mód 2n+1.
b) El grafo H cuando la arista yi−1 mód 2n+1yi+1 mód 2n+1 está en H.

Por lo tanto H y G son grafos de C2∗.

Cuando G′ = B(n) (n ≥ 4) fue tratado por Ding et al. en la página 7 del articulo [23], y
llego a la conclusión de que G está en B∗.

Para el caso de que G′ = K5 = B(3) = C2
5 , también fue tratado por Ding et al. en la

página 8 del articulo [23]. Llegaron a la conclusión de que G está en B∗ o en C2∗. Esto
prueba el lema. �
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Demostración 2 del Teorema 4.2.2. Por el Corolario 4.1.5 podemos suponer que G
es un grafo simple, casi-plano, 3-conexo. Procederemos por inducción en |V(G)|. Si
|V(G)| = 5, entonces G es K5 y el resultado se sigue fácilmente. Si |V(G)| = 6, en-
tonces G es K3,3 con más aristas. Es fácil ver que se pueden eliminar estas aristas sin
perder la casi-planaridad (ver Figuras 4.20, 4.21 y 4.22).

Figura 4.20: Reducción de K3,3 con aristas extra

Figura 4.21: Reducción de K3,3 con aristas extra

Figura 4.22: Reducción de K3,3 con aristas extra en la banda de Möbius

Supongamos que |V(G)| > 6. Por el Teorema 4.2.8 G es libre de K+
3,3, K+

5 , EX3 y EX6 y
por el Lema 4.2.12 resta estudiar los siguientes casos:

A) El grafo G es una banda de Möbius M(n).

Por el Lema 4.2.3 inciso II podemos quitar a xn y yn (n > 3), y obtener una banda de
Möbius más pequeña M(n− 1). Para lograr esto, a G le aplicamos las operaciones:
Y∆+OP1+OP1+ RS = Y∆+∆Y + RS+∆Y + RS+ RS. Sean Gh, con h = 1, . . . , 6,
la secuencia de reducciones (ver Figura 4.23) y el grafo G6 es isomorfo a M(n− 1).

Por el Lema 4.1.7 cada uno de los grafos Gh en la reducción es casi-plano, ya que
tiene a K3,3 como subdivisión y es menor de alguna banda de Möbius. Y el resultado
se sigue por inducción.
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Figura 4.23: Reducción de G = M(n).

B) Si G está enW∗, entonces existen tres ruedas W(n), W(m) y W(r) con vértices {cx,
x1, x2, . . . , xn}, {cy, y1, . . . , ym} y {cv, v1, . . . , vr}, respectivamente, los vértices cx, cy
y cv son los centros de las ruedas, tales que al 3-sumar W(n) y W(m) a través de la
identificación de los triángulos ∆1 = cxxn−1xncx y ∆2 = cyym−1ymcy construimos el
grafo H con vértices {x1, . . . , xn−2, y1, . . . , ym−2, u′, w′, z′} donde u′, w′ y z′ son los
vértices resultantes de la identificación de ∆1 y ∆2 y forman un triángulo ∆3 en H.
Entonces G se obtiene de una 3-suma de H y W(r) por medio de los triángulos ∆3
y ∆4 = cvvr−1vrcv, y los vértices de G son {x1, . . . , xn−2, y1, . . . , ym−2, v1, . . . , vr−2,
u, w, z} donde u, w y z son resultado de la identificación de ∆3 y ∆4.

Sea A = {{x1, y1, v1}, {u, w, z}}. Sin perdida de generalidad supongamos que u y w
son los vértices identificados con cx y xn−1, respectivamente. Dado que |V(G)| > 6
al menos uno de n, m, o r es mayor que tres, supongamos que n > 3. Vamos a quitar
xn−2 de G, primero obtenemos G1 aplicando una transformación Y → ∆ sobre xn−2,
después sean G2 y G3 los grafos resultantes de aplicar reducciones en paralelo de
las aristas uxn−3 y si es necesario a uw, respectivamente. Notemos que G3, es 3-
sumas de las ruedas W(n− 1), W(m) y W(r) sobre el mismo triángulo uwzu, por
lo tanto G3 está en W . Por el Teorema 4.2.8 G3 es casi-plano, y las aristas uxn−3 y
uw están en C(G3), ya que G3 es casi-plano y, los grafos G3\uxn−3 y G3\uw tienen
una subdivisión de K3,3 con bipartición A. En virtud del Lema 4.1.11 G1 y G2 son
casi-planos. Y el resultado se sigue por inducción.

C) G es un grafo en B∗. Entonces existe una bi-rueda B(n) y m ruedas W(n1), W(n2),
. . . , W(nm) tales que G se obtiene de 3-sumas de las ruedas W(ni) en triángulos
distintos que pueden ser uyjyj+1 mód nu o wyjyj+1 mód nw de B(n), el centro de
W(ni) coincide con u o w y la arista yjyj+1 mód n no está en G.

Si m = 0, entonces G es isomorfo a B(n). El número n > 4 ya que |V(G)| > 6. Apli-
cando operaciones ∆↔ Y quitaremos el vértice yn−1 de G. Sea G1 el grafo obtenido
al aplicar una transformación ∆ → Y al triángulo T = uyn−2yn−1u, obteniendo el
nuevo vértice z; G2 al transformar Y → ∆ a yn−1; G3 al transformar Y → ∆ a yn−2;
los grafos G4, G5 y G6 son los resultantes de reducir en paralelo a las aristas wy0,
wz y wyn−3, respectivamente (ver Figura 4.24).

Ahora veamos que los grafos G1, . . . , G6 son casi-planos. El grafo G6 es isomorfo a
B(n− 1). Por el Lema 4.1.1 G6 es casi-plano. Las aristas wy0, wz y wyn−3 están en
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Figura 4.24: Reducción de una bi-rueda

C(G6), y del Lema 4.1.11 se sigue que los grafos G5, G4 y G3 son casi-planos. Por el
Lema 4.1.7 y dado que G1 y G2 son menores no planos de B(n + 1), los grafos G1 y
G2 son casi-planos.

Supongamos que m > 0. Sea G′ el grado resultante de las 3-sumas de B(n) y las
ruedas W(n1), W(n2), . . . , W(nm−1) de tal forma que G es obtenido de una 3-suma
de G′ y la rueda W(nm), y sean x0, x1, . . . , xnm−1 los vértices del aro de W(nm) y
c su centro. Sin perdida de generalidad podemos suponer que los sumandos de la
3-suma de B(n) y W(nm) son uyjyj+1 mód nu y x0xnm−1cx0, respectivamente, por lo
tanto c es identificado con u. Supongamos que los vértices u, yj, yj+1 mód n están en
G (i. e. en la identificación de la suma se quedaron esos nombres). Usando operacio-
nes ∆ ↔ Y eliminaremos el vértice x1 de G. El grafo G1 es obtenido al aplicar una
transformación Y → ∆ sobre x1, el grafo G2 al reducir en paralelo uyj o uyj+1 mód n,
esto depende de la forma en que se hace la 3-suma (puede que esta operación no
sea necesaria, ya que al hacer la 3-suma estas aristas pudieron ser borradas) y el
grafo G3 se obtiene al reducir en paralelo ux2 (si nm > 4), o uyj o uyj+1 mód n (si
nm = 4).

Si nm > 4 el grafo G3 es obtenido de una 3-suma de G′ y la rueda W(nm − 1) de lo
contrario G3 es isomorfo a G′. En cualquiera de los dos casos G3 está en B∗ y es casi-
plano. Las aristas ux2, uyj y uyj+1 mód n están en C(G3), ya que los grafos G3\ux2,
G3\uyj y G3\uyj+1 mód n no son planos, dado que tienen a B(n) como menor. Del
Lema 4.1.11 se sigue que los grafos G1 y G2 son casi-planos. Ası́ el resultado se
sigue por inducción dado que |V(G3)| < |V(G)|.

D) Por último, si G es un grafo en C2∗, entonces existe un grafo C2
2n+1 (n ≥ 2) y m

ruedas W(n1), W(n2), . . . , W(nm) tales que G se obtiene de 3-sumas de C2
2n+1 y las

ruedas W(nj) en diferentes triángulos yiyi+1 mód 2n+1yi−1 mód 2n+1yi de C2
2n+1, el

centro de W(nj) coincide con yi y la arista yi−1 mód 2n+1yi+1 mód 2n+1 no está en G.

Si m = 0, entonces G es isomorfo a C2
2n+1, y dado que |V(G)| > 6 el número

n es mayor que dos. Reducimos G a C2
2n−1 quitando los vértices y2n y y2n−1. Los

grafos G1 y G2 se obtienen de aplicar la OP2 con centro en y2n−2 para mover la
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alista y2n−1y2n a y2n−3y2n−4, es decir G1 y G2 son obtenidos de una transformación
∆ → Y y Y → ∆, respectivamente, luego aplicamos una reducción en paralelo
en la arista y2n−3y2n−4 obteniendo G3, ahora obtenemos a G4 y G5 aplicando dos
transformaciones Y → ∆ una a y2n−1 y otra a y2n, para terminar aplicamos tres
reducciones en paralelo sobre las aristas y2n−3y2n−2, y2n−2y0 y y0y1 a los grafos
obtenidos los llamaremos G6, G7 y G8, respectivamente (ver Figura 4.25).

Figura 4.25: Reducción de C2
2n−1 a C2

2n−2.
K5 es menor de cada grafo como lo muestran los cı́rculos.

Ahora probemos que los grafos Gi son casi-planos. Notemos que G8 es isomorfo
a C2

2n−1 que por el Lema 4.2.12 y el Teorema 4.2.8 es casi-plano, además las aris-
tas y2n−3y2n−2, y2n−3y0 y y0y1 están en C(G8), ya que si n > 3, entonces G8\y0y1,
G8\y2n−3y0 y G8\y2n−3y2n−2 no son planos, porque tienen a C2

5 = K5 como menor
(ver Figura 4.25), y si n = 3, entonces G8 es isomorfo a K5. Del Lema 4.1.11 se si-
gue que G5, G6 y G7 son casi-planos. Es claro que G1, G2, G3 y G4 no son planos,
ya que n > 2. Sea G′4 el grafo resultante de aplicar una reducción en paralelo a la
arista y2n−3y2n−2 de G4. Notemos que G es menor de una banda de Möbius a saber
M(2(2n+ 1)), de forma análoga G1, G3 y G′4 son menores de esa misma banda y por
tanto casi-planos, además y2n−3y2n−4 ∈ C(G3), ya que G3\y2n−3y2n−4 no es plano,
y y2n−3y2n−2 ∈ C(G′4) ya que G′4\y2n−3y2n−2 no es plano. En virtud del Lema 4.1.11
G2 y G4 son casi-planos.

Para el caso cuando m > 0 se resuelve de forma análoga al caso anterior. Ası́ el
resultado se sigue por inducción.

�
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4.2.4 ALGORITMO

Las demostraciones 1 y 2 nos dan explı́citamente las operaciones que tenemos que apli-
car para reducir un grafo casi-plano a K3,3, incluyendo los vértices y aristas en donde
se aplican. En esta sección escribimos en pseudocódigo un algoritmo que aplique las
operaciones que se describen en la prueba 2 del Teorema 4.2.2. Para esto tenemos las
siguientes funciones auxiliares.

Función. Descripción.
LoopR(G,e) Si e es un lazo de G, entonces regresa el grafo obtenido al

borrar e de G.
EdgeR(G,e) Si e es una arista colgante de G, entonces regresa el grafo

obtenido al borra e de G.
SeriesR(G,e) Si e es una arista en serie de G, entonces sea G′ el grafo

obtenido de G al aplicar una reducción en serie y u el vértice
resultante de la contracción de e. La función regresa (G′, u).
entonces regresa el grafo G′ obtenido al contraer e en G, y
el vértice generado al contraer se llama u.

ParallelR(G,e) Si e es una arista en paralelo de G, entonces regresa el grafo
obtenido al borrar e de G.

WyeToDelta(G,v) Si v es un vértice de grado tres en G y no adyacente a lazos
ni a aristas paralelas, entonces regresa el grafo obtenido al
borrar v de G y agregar un triángulo en los vértices adya-
centes a v (está función puede agregar aristas en paralelo).

DeltaToWye(G,v,u,w) Si G tiene un triángulo T formado por los vértices v, u y w,
entonces sea G′ el grafo obtenido de G al aplicar la trans-
formación ∆ → Y y v′ el nuevo vértice. La función regresa
(G′, v′).

Sea G un grafo casi-plano, por el Corolario 4.1.5 para reducir a G primero aplicamos
todas las reducciones en serie y paralelo posibles y obtenemos un grafo simple, casi-
plano, 3-conexo. Ası́, podemos suponer que G es simple, casi-plano, 3-conexo. Como
en la demostración 2 por el Lema 4.2.12, el algoritmo se divide en cuatro algoritmos
dependiendo si G está enM,W∗, B∗ o C2∗.

Si G es una banda de Möbius, entonces V(G) = {x1, . . . , xn, y1, . . . , yn} y E(G) =
{xiyi, xjxj+1, yjyj+1, x1yn, xny1|i = 1, . . . , n j = 1, . . . , n − 1}. En el Algoritmo 4.1 da-
mos los pasos para reducir G a K3,3 por medio de grafos casi-planos.

Si G está enW∗, entonces existen tres ruedas W(n(1)), W(n(2)) y W(n(3)) con vértices
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Algoritmo 4.1: Reducción de G cuando G es banda de Möbius.
Data: G es una banda de Möbius M(n) con V(G) y E(G) como se indica en

descripción.
Result: Secuencia de reducción de G a K3,3 por medio de grafos casi-planos.

1 S← [] // Inicialización de la secuencia de reducciones ;
2 for i← n to 4 do
3 G1← WyeToDelta(G, yi);
4 (G2, a)← DeltaToWye(G1, xi,xi−1,yi−1) // a es el nuevo vértice ;
5 (G3, b)← DeltaToWye(G2, xi,y1,x1);
6 (G4, c)← SeriesR(G3, xi−1a);
7 (G5, d)← SeriesR(G4, xib);
8 (G6, e)← SeriesR(G5, y1d);
9 c y e reciben el nombre de xi−1 y x1 en G6, respectivamente;

10 S← S ∪ [Gi|i = 1, . . . , 6];
11 G ← G6;

12 return S

{c1, x1
1, x1

2, . . . , x1
n(1)}, {c

2, x2
1, . . . , x2

n(2)} y {c3, x3
1, . . . , x3

n(3)}, respectivamente, los vérti-

ces ci son los centros de las ruedas, tales que al 3-sumar W(n(1)) y W(n(2)) a través de
la identificación de los triángulos ∆1 = c1x1

n(1)−1 x1
n(1)c

1 y ∆2 = c2x2
n(2)−1x2

n(2)c
2 cons-

truimos el grafo H con vértices {x1
1, . . . , x1

n(1)−2, x2
1, . . . , x2

n(2)−2, u′, w′, z′} donde u′, w′

y z′ son los vértices resultantes de la identificación de ∆1 y ∆2 y forman un triángulo
∆3 en H. Entonces G se obtiene de una 3-suma de H y W(r) por medio de los triángu-
los ∆3 y ∆4 = c3x3

n(3)−1x3
n(3)c

3, y los vértices de G son {x1
1, . . . , x1

n(1)−2, x2
1, . . . , x2

n(2)−2,

x3
1, . . . , x3

n(3)−2, u1, u1, u3} donde ui son resultado de la identificación de ∆3 y ∆4. En
el Algoritmo 4.2 damos la reducción de G en estas condiciones por medio de grafos
casi-planos.

Si G es un grafo en B∗. Entonces existe una bi-rueda B(n); m ruedas W(n(1)), W(n(2)),
. . . , W(n(m)) con vértices {c1, x1

1, x1
2, . . . , x1

n(1)}, {c
2, x2

1, x2
2, . . . , x2

n(2)}, . . . , {cm, xm
1 ,

xm
2 , . . . , xm

n(m)}, respectivamente, ci es el centro de W(n(i)); y una sucesión de grafos
simples G0 = B(n), G1, . . . , Gm = G tal que Gi (i = 1, . . . , m) se obtiene de una 3-suma
de Gi−1 y W(n(i)) con sumandos ∆ i y ∆′i = cixi

n(i)x
i
n(i)−1ci, respectivamente, donde ∆ i

es uno de los triángulos uyj(i)yj(i)+1 mód nu o wyj(i)yj(i)+1 mód nw de B(n), el centro ci

de W(n(i)) se identifica con u o w y la arista yj(i)yj(i)+1 mód n no está en Gi. Suponemos
que V(G) = V(B(n)) ∪

i
(V(W(n(i)))\{ci, xi

n(i), xi
n(i)−1}). En el Algoritmo 4.3 damos la

reducción de G a K5 en estas condiciones por medio de grafos casi-planos.
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Si G es un grafo en C2∗, entonces existe un grafo C2
2n+1 (n ≥ 3); m ruedas W(n(1)),

W(n(2)), . . . , W(n(m)) con vértices {c1, x1
1, x1

2, . . . , x1
n(1)}, {c

2, x2
1, x2

2, . . . , x2
n(2)}, . . . ,

{cm, xm
1 , xm

2 , . . . , xm
n(m)}, respectivamente, ci es el centro de W(n(i)); y una sucesión de

grafos simples G0 = B(n), G1, . . . , Gm = G tal que Gi (i = 1, . . . , m) se obtiene de una
3-suma de Gi−1 y W(n(i)) con sumandos ∆ i = yj(i)yj(i)+1 mód 2n+1 yj(i)−1 mód 2n+1yj(i)

y ∆′i = cixi
n(i)x

i
n(i)−1ci, respectivamente, el centro ci de W(n(i)) se identifica con yj(i) y la

arista yj(i)−1 mód 2n+1yj(i)+1 mód 2n+1 no está en Gi. Suponemos que V(G) = V(C2
2n+1)∪i

(V(W(n(i)))\V(∆′i)). En el Algoritmo 4.4 damos la reducción de G a K5 en estas con-
diciones por medio de grafos casi-planos.

Usando los Algoritmos 4.3 y 4.4 podemos reducir G a K5 según sea el caso. Ahora solo
resta reducirlo a K3,3, supongamos que V(G) = {a, b, c, d, e} (ver Algoritmo 4.5).

Algoritmo 4.2: Reducción de G cuando G está enW .
Data: G es un grafo enW con V(G) y E(G) como se indica en la descripción.
Result: Secuencia de reducción de G a K3,3, por medio de grafos casi-planos.

1 S← [] // Inicialización de la secuencia de reducciones ;
2 for j← 1 to 3 do
3 a es el vértice de {u1, u2, u3} que es identificado con cj;

4 b es el vértice de {u1, u2, u3} que es identificado con xj
n(j)−1;

5 for i← (n− 2) to 1 do
6 G1← WyeToDelta(G, xj

i);

7 G2← ParallelR(G1, xj
i−1a);

8 G3← ParallelR(G2, ab);
9 S← S ∪ [G1, G2, G3];

10 G← G3;

// Ası́ |V(G)| = 6, solo resta quitar las aristas del triángulo

uwzu, usamos la OP1 para tal fin.

11 for i← 0 to 2 do
12 if uiui+1 mód 3 ∈ E(G) then
13 (G1, a)← DeltaToWye(G, xi

1, ui, ui+1 mód 3);
14 (G2, b)← SeriesR(G1, xi

1a);
15 S← S ∪ [G1, G2];
16 G← G2;

17 return S
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Algoritmo 4.3: Reducción de G cuando G está en B∗.
Data: G es un grafo en B∗ con V(G) y E(G) como se indica en la descripción.
Result: Secuencia de reducción de G a K5 por medio de grafos casi-planos.

1 S← [] // Inicialización de la secuencia de reducciones ;
2 for j← m to 1 do
3 for i← (n(j)− 2) to 1 do
4 if xj

i es adyacente a u en G then
5 a← u;
6 else
7 a← w;

8 G1← WyeToDelta(G, xj
i);

// Puede que alguna o ambas de las siguientes reducciones no

sean necesarias

9 G2← ParallelR(G1, yj(i)+1 mód na);
10 if i = 1 then
11 G3← ParallelR(G2, yj(i)a);
12 else
13 G3← ParallelR(G2, xj

i−1a);

14 S← S ∪ [G1, G2, G3];
15 G ← G3;

// En este punto G es isomorfo a una bi-rueda B(n)
16 for i← (n− 1) to 3 do
17 (G1, a)← DeltaToWye(G, u, yi, yi−1);
18 G2← WyeToDelta(G1, yi−1);
19 G3← WyeToDelta(G2, yi);
20 G4← ParallelR(G3, y0w);
21 G5← ParallelR(G4, aw);
22 G6← ParallelR(G5, yi−2w);
23 Renombramos a como yi−1 en G6;
24 S← S ∪ [G1, G2, G3, G4, G5, G6];
25 G ← G6;

26 return S



66 ∆↔ Y REDUCIBILIDAD DE GRAFOS NO PLANOS

Algoritmo 4.4: Reducción de G cuando G está en C2∗.

Data: G es un grafo en C2∗ con V(G) y E(G) como se indica en la descripción.
Result: Secuencia de reducción de G a K5 por medio de grafos casi-planos.

1 S← [] // Inicialización de la secuencia de reducciones ;
2 for j← m to 1 do
3 for i← (n(j)− 2) to 1 do
4 G1← WyeToDelta(G, xj

i);
5 G2← ParallelR(G1, yj(i)yj(i)+1 mód 2n+1);
6 if i == 1 then
7 G3← ParallelR(G2, yj(i)yj(i)−1 mód 2n+1);
8 else
9 G3← ParallelR(G3, yj(i)x

j
i−1);

10 S← S ∪ [G1, G2, G3];
11 G← G3;

// En este punto G es isomorfo a C2
2n+1

12 G8← G;
13 for i← n to 3 do
14 (G1, a)← DeltaToWye(G8, y0, y2i, y2i−1);
15 G2← WyeToDelta(G1, y0);
16 G3← ParallelR(G2, y1y3);
17 G4← WyeToDelta(G3, y2i);
18 G5← WyeToDelta(G4, y2i−1);
19 G6← ParallelR(G5, ay1);
20 G7← ParallelR(G6, ay2i−2);
21 G8← ParallelR(G7, y2i−2y2i−3);
22 Renombramos al vértice a como y0 en G8;
23 S← S ∪ [Gj|j = 1, . . . , 8];

24 return S;

Algoritmo 4.5: Reducción de K5 a K3,3.
Data: G es isomorfo a K5.
Result: Secuencia de reducción de G a K3,3 por medio de grafos casi-planos.

1 (G1, f )← DeltaToWye(G, b, d, e);
2 G2← WyeToDelta(G1, e);
3 G3← ParallelR(G2, ac);
4 (G4, g)← DeltaToWye(G3, a, f , c);
5 return [G1, G2, G3, G4];
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Usando los Algoritmos 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 podemos reducir un grafo casi-plano a
K3,3 por medio de una secuencia de reducciones formada por grafos casi-planos. Seria
muy bueno tener un algoritmo que decida si un grafo es o no casi-plano, tal vez la
caracterización que brinda el Lema 4.2.12 nos podrı́a servir para este problema.

4.2.5 DEMOSTRACIÓN DE WAGNER DEL TEOREMA 4.2.2

Hay otra demostración del Teorema 4.2.2 en el articulo Delta-Wye Reduction of Almost-
Planar Graphs de Wagner [84]. Esta demostración da otra forma de reducir un grafo
casi-plano a K3,3, tal que, en la secuencia de reducciones todo grafo es casi-plano. A
continuación, daremos la idea de cómo ir reduciendo un grafo G conexo, casi-plano (G
no tiene que ser simple), que se obtiene de la prueba de Wagner:

Primero una definición. Sea H un subgrafo de un grafo conexo G. Una arista e de G es
una cuerda de H, si e no es arista de H y los extremos de e están en H. Una observación
fácil es que H es generador si y sólo si todas las aristas de G que no están en H son
cuerdas.

1) Ya sabemos que, G es extensión serie-paralelo de un grafo G1 simple, casi-plano,
3-conexo. Entonces G es ∆↔ Y reducible a G1, especı́ficamente por reducciones en
serie y paralelo.

2) Si |G1| = 5, entonces G1 es isomorfo a K5 y es fácil reducirlo a K3,3.

3) Si |G1| > 5, entonces G1 tiene una subdivisión K′ de K3,3. Ahora quitamos a todos
los vértices de subdivisión de K′, con grado tres en G1, usando transformaciones
Y → ∆ y reducciones en paralelo. Ası́ creamos a G2 y K′′, que es una subdivisión de
K3,3 (ya que solo le quitamos los vértices de subdivisión a K′) en la que todos sus
vértices de subdivisión tienen grado al menos cuatro en G2.

4) Puede que algún vértice de ramificación de K′′ tenga grado tres en G2. En este caso
G2 tiene otra subdivisión de K3,3, en la que algún vértice de subdivisión tiene grado
tres en G2. Encontramos esta subdivisión (le seguiremos llamando K′′), y regresa-
mos al punto 3.

5) Ahora podemos suponer que G2 tiene grado mı́nimo al menos cuatro y |G2| > 6, (si
|G2| = 6, es fácil reducirlo a K3,3). Ahora, solo podemos aplicar la transformación
∆→ Y.

Uno de los lemas de Wagner nos garantiza que existe un triángulo T = {u, x, z} en
G2, tal que, u es vértice de subdivisión de K′′; z y x son vértices de ramificación de
K′′; u y x tienen grado cuatro en G2; las aristas ux y xz están en K′′; y la arista uz es
una cuerda de K′′.
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Aplicamos una transformación ∆ → Y a G2, para quitar a T y agregar el vértice t,
obteniendo G3. Ahora u y x tienen grado tres en G3. Sea K′′′ el grafo que se obtiene
de K′′ al subdividir una vez la arista ux, agregando t, la arista tz y quitando las
aristas xz y uz. Note que K′′′ sigue siendo subdivisión de K3,3, y es subgrafo de G3,
además u y x son vértices de subdivisión de K′′′, con grado tres en G3. Regresamos
al punto 3 con G3 y K′′′.

Ejemplo 4.2.4 Ahora veamos un ejemplo donde se aplican estas ideas a un grafo casi-
plano:

Aplicamos el paso 4 a G2 para “encontrar” otra subdivisión de K3,3:

En este momento hemos regresado al paso 3 con G3:

Para continuar con la presentación enunciaremos unos lemas y definiciones que utiliza
D. Wagner [84].

Sea G un grafo. Una clase serie de G es un conjunto de aristas, que es máxima con
respecto a la propiedad de que existe una ordenación del conjunto, tal que para cua-
lesquiera dos aristas consecutivas en la ordenación, existe un vértice de grado dos en
G, al cual son adyacentes ambas aristas.
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Sea G un grafo 2-conexo y no un ciclo entonces, cada subgrafo de G inducido por una
clase serie es un camino de G. Estos caminos son los arcos de G. Como los arcos son
caminos, heredan la noción de vértices f inales y vértices internos. Dos arcos de G
son adyacentes si comparten un vértice final. Sea A un arco de G con nodos finales y
y x. Entonces, A es un xy-arco. Además, el vértice de A que es adyacente a x en A es
el vértice x-penúltimo de A. En particular un arco para una subdivisión de K3,3 es el
camino de vértices de subdivisión que une a dos vértices de ramificación.

Lema 4.2.13 Sea G grafo casi-plano, con una subdivisión K de K3,3. Si K tiene un arco
A con un vértice interno u que es incidente a dos cuerdas e = ux y f = uy, entonces
existe un arco A′ de K, diferente y no adyacente al arco A, que contiene a x y y.

En el paso 4, para “encontrar” otra subdivisión de K3,3, basta con revisar la demostra-
ción de uno de los lemas de Wagner [84]:

Lema 4.2.14 Sea G un grafo simple casi-plano, con una subdivisión K de K3,3. Supon-
gamos que K tiene un vértice subdivisor de grado al menos cuatro en G y un vértice
de ramificación de grado tres en G. Entonces, G tiene una subdivisión de K3,3 con un
vértice subdivisor de grado tres en G.

Demostración. Sea u un vértice subdivisor de K con grado al menos cuatro en G en-
tonces, existen dos cuerdas e = ux y f = uy de K. Sea A el arco que contiene a u. Por el
Lema 4.2.13 hay un arco A′ distinto y no adyacente a A que contiene a y y x. Llamemos
z un vértice de ramificación de K con grado tres en G.

(a) (b)

Figura 4.26: Casos del Lema
4.2.14.

Supongamos que x está en el interior de A′, clara-
mente en el grafo generado por E(K) ∪ {e} hay una
subdivisión de K3,3 en la que z es vértice subdivi-
sor (ver Figura 4.26a). Ası́ podemos suponer que y
y x son extremos de A′, por lo tanto z no es extre-
mo de A′. Si algún extremo de A tiene grado tres
en G entonces, fácilmente del grafo inducido por
E(K) ∪ {e, f } obtenemos una subdivisión de K3,3,
que tiene a éste como vértice subdivisor (ver Figu-
ra 4.26b). Podemos suponer que los extremos de A
tienen grado al menos cuatro en G entonces, z no es
extremo de A ni de A′.

Ahora, suponga que K tiene un vértice subdivisor v diferente de u. Note que v tiene
una arista g en K que no es adyacente a z. Considere el grafo simple G′ obtenido de G
por la contracción de g (quitando aristas paralelas y lazos que pudieran aparecer). El
grafo G′ es no plano ya que tiene una subdivisión de K3,3, especı́ficamente K′ = K/g.
Por el Lema 4.1.7, G′ es casi-plano. Más aun u tiene grado al menos cuatro en G′ y es
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vértice subdivisor de K′, y z es vértice de ramificación de K′ y tiene grado tres en G′.
Ası́ G′ y K′ satisfacen las hipótesis del lema. Si mostramos que G′ tiene una subdivisión
de K3,3 que tenga a z como vértice subdivisor, entonces G tiene una subdivisión de K3,3
que tiene a z como vértice subdivisor. Ası́ podemos suponer que u es el único vértice
subdivisor de K. En otras palabras G tiene solo siete vértices.

Sea w el extremo de A que tiene como vecino a z en K. Como w tiene grado al menos
cuatro en G entonces, existe una cuerda, digamos h, de K incidente a w. Como G es
simple, h no es paralela a ninguna arista de K incidente a w. Como G es casi-plano, los
extremos de h no pueden coincidir con los de A. Por lo tanto, el otro extremo de h es
uno de los otros dos vecinos de z en G. Es fácil ver que el subgrafo de G inducido por
E(K) ∪ {e, f , h} contiene una subdivisión de K3,3 en la que z es vértice subdivisor. �

Si quisiéramos hacer un algoritmo a partir de esta prueba podı́amos reducirnos a un
grafo con solo siete vértices. Analizaremos un poco más el caso cuando G tiene siete
vértices y ambos extremos de A tienen grado cuatro. Sea v el otro extremo de A. Si v
tiene grado cuatro en G, entonces existe una cuerda o de K incidente a v. Como v ya es
vecino de u y no puede ser vecino de z ni de w, solo queda una posibilidad, que sea
vecino del vecino de w que no es z ni u. Ası́ solo tenemos dos grafos H0 y H1 inducidos
por E(K) ∪ {e, f , h, o} (ver Figura 4.27). En la misma figura podemos ver que el grafo
H1 no es casi-plano, entonces solo podemos llegar a H0. Del lema podemos concluir
que no es trivial encontrar la subdivisión del K3,3 que nos sirva y que posiblemente un
algoritmo no sea eficiente.

Figura 4.27: Los posibles grafos.

Cabe notar que, en la demostración de Wagner, en la página 6 de su artı́culo [84], el
Lema 10 dice:

Lema 4.2.15 Sea G un grafo simple casi-plano en el que todo vértice tiene grado al
menos cuatro. Además G tiene una subdivisión K de K3,3, y K tiene al menos un vértice
subdivisor. Entonces, G tiene un triángulo T = {u, x, z} que cumple las siguientes
propiedades:

I) u es vértice subdivisor de K.
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II) z y x son vértices de ramificación de K.

III) u y x tienen grado cuatro en G.

IV) Las aristas ux y xz están en K.

V) La arista uz es una cuerda de K.

Para demostrarlo él usa cuatro hechos, que demuestra en la misma prueba del le-
ma:

Hecho 1: Sea A un arco de K con extremos y y x. Si A tiene un vértice interno, entonces
para el x-penúltimo vértice u de A, existe una cuerda e = uz de K, donde z
es un vértice de ramificación de K diferente de y y x, y x y z son los extremos
de un arco de K.

Hecho 2: Si un arco A de K tiene vértices internos, entonces los extremos de A tienen
grado cuatro en G.

Hecho 3: Si un arco A de K tiene un nodo interno, entonces G tiene un triángulo que
satisface I-V o existen dos arcos de K, ambos adyacentes al arco A, pero no
entre sı́, que tienen un vértice interno.

Hecho 4: A lo más cuatro arcos de K tienen vértices internos.

Pero, lo que dice el hecho 4 no es cierto como se ve en el grafo de la Figura 4.28. Este
grafo es casi-plano ya que es menor no plano de una banda de Möbius. Además este
grafo cumple los hecho 1, 2 y 3.

Figura 4.28: Grafo casi-plano con una subdivisión de K3,3.

A continuación daré otra posible demostración para este lema:

El siguiente lema utiliza los grafos que se muestran en la Figura 4.29.

Figura 4.29: Grafos no planos ni casi-planos

Lema 4.2.16 (Wagner [84]) Los grafos K1, K2 y K3 no son casi-planos.



72 ∆↔ Y REDUCIBILIDAD DE GRAFOS NO PLANOS

Lema 4.2.17 (Wagner [84]) Sea G grafo conexo simple casi-plano, y suponga que G tie-
ne una subdivisión K de K3,3. Si todo vértice subdivisor de K tiene grado al menos
cuatro en G, entonces todo vértice subdivisor de K tiene grado cuatro en G.

Demostración del Lema 4.2.15. Para la demostración usaremos los siguientes hechos:

Hecho 1: Sea A un arco de K con extremos y y x. Si A tiene un vértice interno, entonces
para el x-penúltimo vértice u de A, existe una cuerda e = uz de K, donde z
es un vértice de ramificación de K diferente de y y x, y x y z son los extremos
de un arco de K.

Sabemos que u tiene grado al menos cuatro en G entonces, existen dos cuer-
das e = uz y f = uw de K. Por el Lema 4.2.13 existe un arco A′ distinto y no
adyacente a A que contiene a z y w. Sean y′ y x′ los extremos de A′, donde y′

y x son extremos de un arco en K. Sin pérdida de generalidad supongamos
que w está en el subcamino x′z de A′.

Supongamos que z es vértice interior de A′. Como z tiene grado al menos
cuatro en G entonces, hay dos cuerdas adyacentes a z: una es e y la otra
llamémosla g = zv. Por el Lema 4.2.13, v está en A.

Si v está en el subcamino uy de A, entonces el grafo inducido por E(K) ∪
{e, f , g} tiene como menor a K3, lo cual es una contradicción en virtud de los
Lemas 4.1.7 y 4.2.16. Surgen dos posibilidades: v tiene que ser x, o z tiene que
ser y′, en el último caso ya habrı́amos terminado la demostración.

Supongamos que v es x y que en el subcamino y′z de A′ hay vértices inter-
nos, sea a uno de ellos, como a tiene grado al menos cuatro en G entonces,
existen dos cuerdas de K, digamos i = ab y j = ac, por el Lema 4.2.13, b
y c pertenecen a un arco B diferente y no adyacente a A′. Ahora fijémonos
en el grafo inducido por E(K) ∪ {e, g, i, j}. Es fácil ver que tiene a K2 o K3,
si B es diferente de A o si B es igual a A, respectivamente, lo cual es una
contracción, por lo tanto no hay vértices internos en el subcamino y′z.

Por último resta renombrar a los vértices y el arco que aparecen en el texto
del hecho 1 de la siguiente manera: A va a ser A′, u va a ser z, x va a ser y′ y
z va a ser x.

Hecho 2: Si un arco A de K tiene vértices internos, entonces los extremos de A tienen
grado cuatro en G.

Sea u un vértice interno de A y, y y x los extremos de A, como u tiene grado
al menos cuatro en G entonces, existen dos cuerdas e = uz y f = uw de K.
Por el Lema 4.2.13 existe un arco distinto y no adyacente a A que contiene a z
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y w. En el grafo inducido por E(K) ∪ {e, f } hay una subdivisión de K3,3 que
tiene a x como vértice subdivisor, y por el Lema 4.2.17 x tiene grado cuatro
en G. Análogamente para y.

Para terminar la demostración. Por el hecho 1, tenemos los vértices u, x, y, y, z y la arista
uz, tales que uz es cuerda de K, y y x son los extremos de A, u es x-penúltimo vértice
de A, y x y z son los extremos de un arco de K, denotemos este arco como B.

Si B no tiene vértice interno, entonces los vértices u, x, y z inducen un triángulo T en
G. Por el hecho 2, x tiene grado cuatro en G, y por el Lema 4.2.17, u tiene grado cuatro
en G. De ello se deduce que T es el triángulo requerido.

Supongamos que B tiene vértice interno, sea e una arista de B entonces, K/e sigue
siendo subdivisión de K3,3. Por otro lado, notemos que el grafo inducido por E(K\e) ∪
{uz} tiene una subdivisión de K3,3. Se sigue que G/e y G\e no son planos, lo cual es
una contradicción. Ası́ B no puede tener vértices internos. �

4.3 REDUCIBILIDAD DE GRAFOS NO PLANOS CON TERMINA-

LES

En esta sección estudiamos la reducibilidad de grafos casi-planos, M-casi-planos, libres
de K5 o K3,3, y toroidales con terminales.

4.3.1 GRAFOS CASI-PLANOS Y M-CASI-PLANOS

Teorema 4.3.1 Un grafo conexo M-casi-plano es 1-terminal reducible.

Demostración. Sea G grafo conexo M-casi-plano con un terminal v. Por definición,
existe arista e = uw tal que G\e es plano. Ahora, tomemos como terminales a v, u y w
del grafo G\e. Por el Teorema 2.4.5 podemos reducir G\e a un grafo H que tenga solo
los vértices terminales. Como u y w son terminales de G\e, las operaciones aplicadas
a G\e se pueden aplicar a G para reducirlo a H ∪ e. Es claro que H ∪ e se reduce a v,
entonces G también se reduce a v. �
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Figura 4.30:
Grafo

M-casi-plano no
2-terminal
reducible.

El siguiente ejemplo muestra que en general la familia de grafos
M-casi-planos no es 2-terminal reducible.

Ejemplo 4.3.1 Sea G el grafo formado por los vértices V =
{a, b, c, d, e, f , g} y las aristas E = {ab, bc, cd, de, e f , f a, ga,
gb, gc, gd, ge, g f , ad, f c} (ver Figura 4.30). G no es plano ya que el
subgrafo G\{gb, ge} es una subdivisión de K5, y G\ad es plano,
por lo tanto G es M-casi-plano. Si G fuera 2-terminal reducible, y
tomamos como vértices terminales a b y e, entonces G ∪ {be} es
∆ ↔ Y reducible. Esto es una contradicción al Corolario 2.3.4, ya
que G ∪ {be} es un grafo de la familia de Petersen (ver Figura 2.5).

El grafo G de la prueba anterior no es casi-plano, ya que G\ge
tiene una subdivisión de K5 y G/ge tiene un subgrafo isomorfo a
K3,3.

Lema 4.3.2 Los siguientes grafos son 3-terminal reducibles:

I) K5.

II) K3,3.

III) Banda de Möbius con 8 vértices M(4).

IV) Banda de Möbius con 10 vértices M(5).

V) Las bi-ruedas B.

Demostración.

I) Si K5 tiene tres terminales, entonces existen dos vértices que no son terminales, di-
gamos v y w, ambos con grado cuatro y vecinos entre sı́ entonces, con uno de los
dos le podemos quitar una arista al otro aplicando la operación OP2 y una reduc-
ción en paralelo. Ası́ obtenemos un grafo plano, y por el Teorema 2.4.5 tenemos el
resultado.

II) Si K3,3 tiene tres terminales, entonces existe un vértice v de K3,3 que no es terminal.
Aplicamos a v una transformación Y → ∆ y obtenemos un grafo con cinco vértices
y nueve aristas por lo tanto es plano y por el Teorema 2.4.5 es ∆ ↔ Y reducible
con 3-terminales.

III) Como solo hay tres terminales en M(4), existe una arista xiyi, tal que ninguno de
sus extremos es terminal. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que i = 2,
además al menos uno de los vértices x1, x3, y1 o y3 no es terminal, supongamos
que es x3. Procedamos a reducirlo, primero apliquemos una transformación Y →
∆ sobre y2, seguida de una OP1 con centro x3 para quitar la arista x2y3, luego
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aplicamos una transformación Y → ∆ sobre el vértice x2 seguida de una reducción
en paralelo en la arista x1y1. Ahora tenemos seis vértices de los cuales dos tienen
grado cuatro y tres son terminales, entonces existe uno de grado tres que no es
terminal, a éste le aplicamos una transformación Y → ∆. Ası́ hemos obtenido un
grafo plano o a K5 (ver Figura 4.31), que por el Teorema 2.4.5 o el inciso I son
3-terminal reducibles.

Figura 4.31: Reducción de M(4) con 3-terminales.

IV) Nota. Por el Lema 4.2.3 inciso II solo necesitamos que M(5) tenga un vértice don-
de sus vecinos y él no sean terminales para, poder reducirlo a M(4). A este vértice
le llamaremos bueno.

Dado que M(5) tiene diez vértices y tres terminales, existe una arista xiyi, tal que
ninguno de sus extremos es terminal, sin pérdida de generalidad podemos supo-
ner que i = 2, los siguientes casos se siguen de la nota de arriba:

Si {x1, x3} o {y1, y3} no son terminales, entonces x2 o y2 es un vértice bueno,
respectivamente.

Si x1 y y3, y, y4 o y5 son terminales, entonces x5 o x4 es un vértice bueno,
respectivamente.

Si x3 y y1, y, x4 o x5 son terminales, entonces y5 o y4 es un vértice bueno,
respectivamente.

Como M(5) tiene diez vértices y cada terminal solo puede evitar que cua-
tro vértices sean buenos (estando en algún vértice bueno o en un vecino de
un vértice bueno) entonces, para cualquier tercia de terminales del conjunto
{x1, x3, y1, y3} siempre existe un vértice bueno.

Ejemplo, si x1, x3 y y1 son terminales, entonces y4 es el bueno.
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Figura 4.32: Reducción de M(5)
con 3-terminales.

Sólo restan los casos cuando x1, y3 y, x5 o x4
son terminales y cuando y1, x3 y, y5 o y4 son
terminales.

Supongamos que x1, y3 y x4 son terminales. Va-
mos a eliminar a x2 y y2, aplicando una trans-
formación Y → ∆ sobre y2, seguida de una OP1
para quitar la arista x2y3 con centro x3, luego
aplicamos una transformación Y → ∆ sobre
el vértice x2, y quitamos la arista paralela x1y1
(ver Figura 4.32). Igualmente quitamos x5 y y5
obtenemos el primer grafo de la Figura 4.33.
Ahora le aplicamos dos operaciones OP2 una
con centro y4 para mover la arista y1x1 a x4y3, y
la otra con centro y1 para mover la arista x4y4 a
x3y3 (ver Figura 4.33). Este grafo es plano y por
el Teorema 2.4.5 se sigue el resultado.

De forma similar se resuelven los casos restan-
tes.

Figura 4.33: Reducción de M(5) con 3-terminales.

V) Sea B(n) una bi-rueda. Procederemos por inducción sobre n. Si n = 3, entonces
B(3) es K5; el resultado se sigue del inciso I.

Nota 1. El Lema 4.2.3 inciso III nos dice como reducir B(n) a B(n− 1), solo nece-
sitamos tener una arista yiyi+1 mód n con extremos no terminales; le llamaremos
arista buena.

Nota 2. Cada vértice terminal solo puede impedir que a lo más dos aristas yiyi+1 mód n
no sean buenas (colocándose en alguno de sus extremos).

Siempre que encontremos una arista buena podremos aplicar el Lema 4.2.3 y luego
por inducción tendremos el resultado. En los casos en donde no hay arista buena
daremos la reducción explicita.

Si n = 4, entonces B(4) tiene cuatro aristas yiyi+1 mód 4. Sea C el ciclo y0y1y2y3y0
de B(4). Por la nota 2, los siguientes casos son los únicos en los que B(4) no tiene
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arista buena:

Caso 1: hay tres vértices terminales en C. Sea yi el único vértice no terminal en
C. Usando la OP2 con centro yi cambiamos la arista uw por yi−1 mód 4yi+1 mód 4;
sea G′ el grafo obtenido. G′ es isomorfo a B(4) y los vértices yi−1 mód 4,
yi+1 mód 4 son ahora los de grado cinco y son terminales entonces, G′ tiene
arista buena y lo podemos reducir como dice la nota 1.

Caso 2: y0 y y2, o, y1 y y3 son terminales. Se resuelve de forma análoga al caso
1.

Si n = 5, entonces B(5) tiene cinco aristas yiyi+1 mód 5. Sea C el ciclo y0y1y2y3y4y0,
por la nota 2 el único caso en que B(5) no tiene arista buena es cuando hay tres
vértices terminales en C y uno de ellos no es adyacente a ningún terminal. Sin
perdida de generalidad supongamos que y0, y4 y y2 son terminales. Aplicamos
tres OP2; dos con centro en y3 y una en y1 para mover las aristas wy2, wy4 y wy0 a
uy4, uy2 y uy2, respectivamente. Ahora w tiene grado tres y sus vecinos son y3, y1
y u. Si aplicamos una transformación Y → ∆ sobre w obtenemos un grafo plano,
que por el Teorema 2.4.5 es 3-terminal reducible (ver Figura 4.34).

Figura 4.34: Reducción de B(5) con 3-terminales.

Si n = 6, entonces B(6) tiene seis aristas yiyi+1 mód 6. Sea C el ciclo y0y1y2y3y4y5y0,
por la nota 2 el único caso en que B(6) no tiene arista buena es cuando hay tres
vértices terminales en C y no son adyacente entre ellos; están bien distribuidos.
Sin perdida de generalidad supongamos que y0, y2 y y4 son terminales. Aplicamos
cuatro OP2 con centros: tres en y5 y uno en y1, para mover las aristas wy0, wy4, uw
y wy2 a uy4, uy0, y0y4 y uy0 respectivamente. Ası́ w tiene grado tres, le aplicamos
una transformación Y → ∆ obteniendo el triángulo {y1, y3, y5}. Además gene-
ramos los triángulos {y0, y1, y5} y {y3, y4, y5}, les aplicamos una transformación
∆ → Y. En este momento y5 tiene grado tres, le aplicamos una transformación
Y → ∆ obteniendo un grafo plano (ver Figura 4.35). Por el Teorema 2.4.5 se sigue
el resultado.

Si n ≥ 7, entonces B(n) tiene al menos siete aristas yiyi+1 mód n. Por la nota 2
los tres terminales solo bloquearı́an a lo más seis aristas yiyi+1 mód n entonces,
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siempre existe una arista buena en B(n). Por la nota 1 e inducción se sigue el
resultado.

Figura 4.35: Reducción de B(6) con 3-terminales.

�

Definición 4.3.1 Sean a, b, c, d, e y f los vértices de un K6. Definimos al grafo K̃6 como
K6\{ab, bc, ca}.

Lema 4.3.3 El grafo K̃6 no es 3-terminal reducible y es minimal con esta propiedad.

Demostración. Supongamos que K̃6 es 3-terminal reducible; marquemos a, b y c como
terminales. Entonces K̃6 es ∆↔ Y reducible a un grafo G que tiene como vértices a, b y
c. Se sigue que el grafo K̃6 ∪ {ab, bc, ca} también es reducible a G, ya que las aristas ab,
bc y ca tienen como extremos a vértices terminales de K̃6 y las operaciones usadas para
reducir a K̃6 no se ven afectadas en K̃6∪{ab, bc, ca}, si acaso se agrega alguna reducción
en paralelo aplicada a alguna de las aristas ab, bc y ca. Ası́ es claro que K̃6 ∪ {ab, bc, ca}
es ∆ ↔ Y reducible. Esto es una contradicción ya que K̃6 ∪ {ab, bc, ca} es isomorfo
a K6 que por el Teorema 2.3.3 de Warkentyne no es reducible y es minimal con esta
propiedad. �

Lema 4.3.4 Los siguientes grafos con 3-terminales son reducibles a K̃6 o son ∆ ↔ Y
reducibles:

I) Los grafos en las familiasH1 yH2.

II) Las bandas de Möbius M(n) para n ≥ 6.

Demostración.

I) Sea i uno o dos. Recordemos que los vértices de Hi(m, n, r) son {x1, . . . , xn, y1, . . . ,
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ym, v1, . . . ,vr, u, w, z}. Tomemos los conjuntos de vértices: A = {x1, x2, . . . , xn},
B = {y1, y2, . . . , ym} y C = {v1, v2, . . . , vr}.

Supongamos que, alguno de los conjuntos A, B o C no tiene vértice terminal. Sin
perdida de generalidad sea C tal conjunto. Aplicando el Lema 4.2.3 inciso I, las
veces necesarias, podemos reducir Hi(m, n, r) a Hi(m, n, 1). Usando la transfor-
mación Y → ∆ en el vértice v1 de Hi(m, n, 1) obtenemos un grafo plano y por el
Teorema 2.4.5 éste es 3-terminal reducible.

Solo resta el caso cuando cada uno de los conjuntos A, B y C tiene un terminal. De
nuevo por el Lema 4.2.3 inciso I podemos reducir Hi(m, n, r) a un grafo G isomorfo
a Hi(1, 1, 1). El inciso es cierto dado que Hi(1, 1, 1) es isomorfo a K̃6.

II) El Lema 4.2.3 inciso II nos dice como reducir M(n + 1) a M(n); solo necesitamos
que exista un vértice donde él y sus vecinos no sean terminales, a estos vértices
les llamamos buenos. Procedemos por inducción sobre n.

Si M(6) tiene al menos un vértice bueno se puede reducir a M(5) que por el Lema
4.3.2 inciso IV es 3-terminal reducible. El único caso en que M(6) no tiene vértice
bueno es cuando x1, y3 y x5 son terminales, salvo isomorfismos. Tratamos este
caso aplicando las siguientes operaciones: cuatro transformaciones Y → ∆ sobre
y2, y4, x3 y x6; dos reducción en paralelo en x2y3 y x4y3; una transformación ∆→ Y
sobre el triángulo {x2, y3, x4} que nos regresa el vértice x3; dos transformaciones
Y → ∆ sobre x2 y x4; dos reducciones en paralelo en x1y1 y x5y5; una OP2 con
centro en y5 para mover la arista x5y6 a x3y3; una reducción en paralelo en x3y3;
una transformación Y → ∆ sobre y6; y una reducción en paralelo en x1y1 (ver
Figura 4.36). El grafo obtenido es isomorfo a K̃6. Ası́ el resultado es cierto para
M(6).

Figura 4.36: Reducción de M(6) con 3-terminales.

Supongamos el resultado para n ≥ 6.
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Es claro que M(n + 1) tiene al menos catorce vértices buenos y cada terminal solo
puede evitar que cuatro vértices en M(n + 1) sean buenos. Por lo tanto existe al
menos un vértice v bueno en M(n + 1). Usando v y el Lema 4.2.3 inciso II reduci-
mos M(n + 1) a M(n) y el resultado se sigue por inducción.

�

Teorema 4.3.5 Si G es un grafo conexo, casi-plano con 3-terminales, entonces es 3-
terminal reducible a K̃6 o a un subgrafo de K3 con sus vértices terminales.

Demostración. Por el Corolario 4.1.5 podemos suponer que G es un grafo simple, casi-
plano y 3-conexo. Por el Teorema 4.1.2, existe un grafo G′ en alguna de las familias de
Gubser B,H1,H2 oM tal que G es menor de G′. Tenemos lo siguientes casos:

Si G′ es una bi-rueda, entonces por el Lema 4.3.2 inciso V G′ es 3-terminal reduci-
ble.

Si G′ está en Hi para i igual a uno o dos. Por el Lema 4.3.4 G′ es 3-terminal reducible a
K̃6 o es ∆↔ Y reducible.

Si G′ es una banda de Möbius M(n). Por el Lema 4.3.2 incisos II, III y IV G′ es 3-terminal
reducible para n < 6, y por el Lema 4.3.4 G′ es 3-terminal reducible a K̃6 o es 3-terminal
reducible para n ≥ 5.

Por el Teorema 2.4.1 se sigue el resultado para G. �

En el teorema anterior, en caso de que una grafo conexo casi-plano, 3-terminal sea
reducible a K̃6. Los vértices de grado tres en K̃6 serán los terminales.

Corolario 4.3.6 Los grafos conexos, casi-planos son 2-terminal reducibles.

Demostración. Sea G grafo conexo, casi-plano con 2-terminales. Por el teorema ante-
rior G es 2-terminal reducible o es 2-terminal reducible a K̃6. Recordemos que K̃6 tiene
tres vértices de grado tres. Como solo tenemos dos terminales, K̃6 tiene un vértice v de
grado tres no terminal. Aplicamos una transformación Y → ∆ sobre v y obtenemos un
grafo con cinco vértices. El resultado se sigue del Teorema 2.4.1 y del Lema 4.3.2 inciso
I. �

4.3.2 GRAFOS LIBRES DE K5 O K3,3 Y GRAFOS TOROIDALES

Recordemos que, un grafo es libre de K5 o K3,3 si no tiene a K5 o K3,3 como menor,
respectivamente. A continuación dos teoremas que caracterizan a los grafos libres de
K5 o K3,3; estos grafos no tienen que ser conexos.
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Teorema 4.3.7 (Wagner [85]) Un grafo es libre de K3,3 si y sólo si puede ser obtenido
de grafos planos y K5 por medio de 0-,1- y 2- sumas.

Teorema 4.3.8 (Wagner [85]) Un grafo es libre de K5 si y sólo si puede ser obtenido de
grafos planos y M(4) por medio de 0-,1-, 2- y 3- sumas.

Con ayuda de la caracterización de Wagner para grafos libres de K5 o K3,3, y de la
que damos nosotros en el Lema 4.2.12 para grafos casi-planos, tenemos el siguiente
lema.

Lema 4.3.9 1) Los grafos enW∗ son libres de K5.

2) Los siguientes grafos tienen a K5 y K3,3 como menores:

a) Las bandas de Möbius M(n) con n ≥ 5.

b) Las bi-ruedas B(m) con m ≥ 4.

c) Los grafos C2
2l+1 con l ≥ 3

Demostración. El inciso 1 se sigue del Teorema 4.3.8 y de que cualquier elemento de
W∗ es 3-suma de tres ruedas.

Por el Teorema 2.2.8 M(n) (n ≥ 5), B(m) (m ≥ 4) y C2
2l+1 (l ≥ 3) tienen a K3,3 como

menor, ya que son no-planos, 3-conexosa y tienen al menos 6 vértices. M(n) (n ≥ 5),
B(m) (m ≥ 4) y C2

2l+1 (l ≥ 3) tienen a K5 como menor ya que: el grafo M(5) tiene a K5
como menor al contraer de forma alternada las aristas del ciclo x1x2 · · · x5y1 · · · y5x1;
La bi-rueda B(3) y C2

5 son isomorfos a K5. �

A continuación probaremos el siguiente teorema.

Teorema 4.3.10 (Gitler [30]) Todo grafo conexo libre de K5 o K3,3 es ∆↔ Y reducible.

Para esto necesitamos el siguiente lema.

Sea G el grafo obtenido de una l-suma de G1 y G2, donde S1 y S2 son los sumandos de
G1 y G2, respectivamente, y sea S el conjunto de vértices de G en el que se identifican
S1 y S2.

Lema 4.3.11 Si G1 es l-terminal reducible y G2 es reducible entonces, G es reducible.

Demostración. Tomemos como terminales a S1 en G1 entonces G1 es reducible a un
grafo G′1 tal que V(G′1) = S1. Por definición de l-suma, el subgrafo H de G inducido
por (V(G1) \ S1)∪ S es isomorfo a un subgrafo generador de G1. De hecho la diferencia
entre H y G1 son las aristas que se quitan entre los vértices S1 al hacer la l-suma. Por el
Teorema 2.4.1 y dado que G1 es l-terminal reducible, H es reducible a un subgrafo de
G que solo tiene a los vértices S.
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La secuencia de reducción de H se puede heredar a todo G ya que, H es subgrafo
inducido y los únicos vértices que son adyacentes a aristas que no estás en H son los
vértices de S.

Por lo tanto G es reducible a un subgrafo M que tiene como vértices al conjunto (V(G2) \
S2) ∪ S, y como aristas a la unión de E(G2 \ S2) con las aristas que se generaron o se
quitaron entre los vértice de S al reducir a H, y las aristas entre S y G2 \ S2. Notemos
que M es isomorfo a un subgrafo inducido de G2, dado que S2 genera un l-clique en
G2.

Por el Teorema 2.3.5 y dado que G2 es reducible M también es reducible. Ası́ se obtiene
el resultado �

Teorema 4.3.12 (Gitler [30]) Todo grafo conexo y libre de K3,3 es ∆↔ Y reducible.

Demostración. Sea G grafo libre de K3,3. Aplicamos inducción sobre la cantidad de las
0-, 1- y 2-sumas del Teorema 4.3.7.

Si no hay sumas, entonces G es plano o isomorfo a K5 y el resultado se sigue por el
Teorema 2.4.2, o por el Lema 4.3.2 inciso I, respectivamente.

Supongamos el resultado para n sumas.

Si G es resultado de n + 1 sumas. Entonces existen dos grafos G1 y G2 tales que G es 0-,
1-, o 2- suma de G1 y G2, donde G2 es libre de K3,3 y G1 es pano o isomorfo a K5. Esto
implica que G2 es formado por n sumas y como G es conexo no es 0-suma.

Por el Teorema 2.4.2, o por el Lema 4.3.2 inciso I G1 es 1 o 2-terminal reducible y por
hipotesis de inducción G2 es reducible. Ası́ el resultado se sigue del Lema 4.3.11. �

Teorema 4.3.13 (Gitler [30]) Todo grafo conexo libre de K5 es ∆↔ Y reducible.

Demostración. Sea G un grafo conexo libre de K5, procedemos por inducción sobre la
cantidad de las 0-, 1-, 2- y 3-sumas del Teorema 4.3.8.

Si no hay sumas, entonces G es plano o isomorfo a M(4) y el resultado se sigue del
Teorema 2.4.2 o del Lema 4.3.2 inciso III, respectivamente.

Supongamos el resultado para n sumas.

Si G es obtenido por n + 1 sumas. Entonces, existen dos grafos G1 y G2 tales que G es
0-, 1-, 2- o 3-suma de G1 y G2, donde G2 es libre de K5 y G1 es plano o isomorfo a M(4),
y como G es conexo no es 0-suma.

Por el Teorema 2.4.2, o por el Lema 4.3.2 inciso III G1 es 1, 2 o 3-terminal reducible y por
hipotesis de inducción G2 es reducible. Ası́ el resultado se sigue del Lema 4.3.11. �
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Ahora estudiamos el caso cuando un grafo libre de K5 o K3,3 tiene terminales. Para esto
necesitamos dos definiciones.

Definición 4.3.2 Sea G un grafo conexo. Una descomposición en árbol de G es un par
(X, T), donde X = {X1, . . . , Xn} es una familia de subconjuntos de V(G), y T es un
árbol cuyos vértices son los subconjuntos Xi, de tal forma que se satisfacen las siguien-
tes propiedades:

1) La unión de todos los conjuntos Xi es igual a V(G).

2) Para cada arista vw de G, hay un subconjunto Xi que contiene los vértices v y w.

3) Si Xi y Xj contienen ambos un vértice v, entonces todos los nodos Xk del árbol en el
camino (único) entre Xi y Xj también contienen a v.

Para una de subconjuntos X el árbol de descomposición (X, T) no es único. El grafo G
puede ser obtenido por l-sumas de subgrafos inducidos G(Xi). En este caso estamos
quitando la restricción de que en una l-suma los vértices de los grafos involucrados
tienen que ser distintos.

Sea G el grafo obtenido de una l-suma de G1 y G2, donde S1 y S2 son los sumandos de
G1 y G2, respectivamente, y sea S el conjunto de vértices de G en el que se identifican S1
y S2. De esta l-suma podemos generar un árbol de descomposición (X, T) de G, donde
X = { (V(G1) \ S1) ∪ S, (V(G2) \ S2) ∪ S} y E(T) es solo una arista que representa la
l-suma de los grafos G1 y G2. Para facilitar la exposición sustituimos (V(Gi) \ Si) ∪ S
por el conjunto V(Gi) y E(T) se deduce de dicha sustitución. De esta forma si tenemos
un grafo H que es resultado de l-sumas de una familia de grafos H1, H2, . . . , Hn en-
tonces, a los vértices X del árbol de descomposición (X, T) formado por estas l-sumas
lo denotamos por {V(Hi) |i = 1, . . . , n} y cada arista de E(T) representa una l-suma
entre sus extremos.

Definición 4.3.3 El ancho de árbol de un grafo G es el menor número k, tal que G tiene
una descomposición en árbol (X, T) en donde Xi ∈ X tiene a lo más k+ 1 vértices de G.
De forma equivalente G puede ser obtenido por l-sumas de grafos con a lo más k + 1
elementos.

El siguiente ejemplo nos muestra que no todos los grafos libres de K5 son 2-terminal
reducibles.

Ejemplo 4.3.2 Sea H el resultado de la 2-suma de M(4) y K3 = (V(K3), E(K3)) con
V(K3) = {a, b, c} y E(K3) = {ab, bc, ca}, y los sumandos X1 = {x1, y1} y X2 = {a, b},
respectivamente; a la hora de sumar vamos a quitar las aristas x1y1 y ab, respectiva-
mente (ver Figuras 4.37a, 4.37b y 4.37c).

Ahora sea G el resultado de la 2-suma de H y K′3 = (V(K′3), E(K′3)) con V(K′3) =
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(a) M(4) (b) Otro encaje de M(4) (c) H (d) G

Figura 4.37: Un grafo libre de K5 2-terminal irreducible.

{d, e, f } y E(K′3) = {de, e f , f d}, y los sumandos Y1 = {x3, y3} y Y2 = {d, e}, respecti-
vamente; a la hora de sumar vamos a quitar las aristas x3y3 y de, respectivamente (ver
Figura 4.37d).

Por el Teorema 4.3.8 de Wagner, G es libre de K5. Supongamos que G es 2-terminal
reducible. Tomemos como vértices terminales a c y f . Entonces G ∪ f c es ∆↔ Y redu-
cible. Esto es una contradicción al Corolario 2.3.4, ya que G ∪ f c es isomorfo al grafo
de Petersen (ver Figuras 2.5 y 4.37d).

El grafo G del ejemplo anterior es M-casi-plano ya que es una subdivisión de M(4) y
no es casi-plano ya que G/y1c y G\y1c tienen una subdivisión de K3,3.

Tal vez no todos los grafos libres de K5 son 2-terminal reducibles, pero sı́ podemos
decir:

Teorema 4.3.14 Sea G un grafo conexo libre de K5 y X un n-clique (n = 1, 2, 3) de G.
Entonces G con X como terminales es ∆↔ Y reducible.

Demostración. Por el Teorema 4.3.8 de Wagner existen grafos G1, . . . , Gk planos o iso-
morfos a M(4), tal que G es obtenido de l-sumas de éstos, con l = 1, 2 o 3. Procedere-
mos por inducción sobre k.

Si k = 1, entonces G es plano o isomorfo a M(4), y el resultado se sigue del Teorema
2.4.5 o el Lema 4.3.2 inciso III, respectivamente.

Supongamos el resultado para k ≤ n.

Ahora para k = n + 1. Sea (Y, T) el árbol de descomposición de G formado por las
l-sumas, recordemos que Y es el conjunto {V(G1), . . . , V(Gn+1)}. T tiene al menos dos
hojas ya que es un árbol, supongamos que V(Gi) y V(Gj) son dos hojas de T.

Sea m un número definido como:

m =

{
i Si X ⊂ V(Gi) ∩V(Gj) o si X 6⊂ V(Gi)

j Si X 6⊂ V(Gj).
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Sea H el resultado de las l-sumas de los grafos {G1, . . . , Gk+1}\Gm. Entonces G es ob-
tenido de una l-suma de H y Gm con los sumandos X1 y X2, respectivamente. Por la
elección de m el conjunto X está en V(H).

Tomemos como terminales a los vértices de X2 en Gm. Por el Teorema 2.4.5 o el Lema
4.3.2 inciso III, Gm es reducible a un grafo con vértices X2. Por la elección de m los
vértices de X son iguales a X2 o no están en Gm. Ası́ podemos heredar la reducción de
Gm a X2 a una reducción de G a H (como en el Lema 4.3.11). Por hipótesis de inducción
H con X como terminales es reducible y se tiene el resultado. �

Corolario 4.3.15 Los grafos libres de K5 son 1-terminal reducibles.

Demostración. El resultado se sigue del teorema anterior al tomar X como cualquier
vértice. �

Ahora damos un ejemplo de un grafo libre de K3,3 con 3-terminales que no es ∆ ↔ Y
reducible.

Ejemplo 4.3.3 Sea H el resultado de la 2-suma de K5 = (V(K5), E(K5)) y K3 = (V(K3),
E(K3)) con V(K5) = {g, h, i, j, k}, E(K5) = {xy|x 6= y∧ x, y ∈ V(K5)}, V(K3) = {a, b, c}
y E(K3) = {ab, bc, ca}, y los sumandos X1 = {g, h} y X2 = {a, b}, respectivamente; a
la hora de sumar vamos a quitar la arista ab de K3 (ver Figura 4.38a).

Ahora sea M el resultado de la 2-suma de H y K′3 = (V(K′3), E(K′3)) con V(K′3) =
{d, e, f } y E(K′3) = {de, e f , f d}, y los sumandos Y1 = {h, i} y Y2 = {d, e}, respectiva-
mente; a la hora de sumar vamos a quitar la arista ed de K′3.

(a) H. (b) G. (c) N.

Figura 4.38: Un grafo libre de K3,3 3-terminal irreducible.

Por último construimos a G, haciendo una 2-suma de M y K′′3 = (V(K′′3 ), E(K′′3 )) con
V(K′′3 ) = {l, m, n} y E(K′′3 ) = {lm, mn, nl}, y los sumandos Z1 = {j, k} y Y2 = {l, m},
respectivamente; a la hora de sumar vamos a quitar la arista lm de K′′3 (ver Figura
4.38b).

Por el teorema de Wagner 4.3.7 G es libre de K3,3. Supongamos que G es 3-terminal
reducible. Tomemos como terminales c, f y n. Entonces N = G ∪ {c f , f n, nc} es ∆ ↔
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Y reducible. Esto es una contradicción ya que, N/{c f , f n, nc} es isomorfo a K6 (ver
Figura 4.38c), que por el Teorema 2.3.3 no es ∆↔ Y reducible.

Teorema 4.3.16 Sea G un grafo conexo libre de K3,3, e = uw una de sus aristas y v uno
de sus vértices. Entonces G con u, v y w como terminales es ∆↔ Y reducible.

Demostración. Por el teorema de Wagner 4.3.7 existen grafos G1, . . . , Gk planos o iso-
morfos a K5, tal que G es obtenido de l-sumas de éstos, con l = 1 o 2. Aplicamos
inducción sobre k.

Si k es uno, entonces G es plano o isomorfo a K5 el resultado se sigue por el Teorema
2.4.5 o por el Lema 4.3.2 inciso I, respectivamente.

Supongamos el resultado para k ≤ n.

Si k es igual a n + 1. Sea (X, T) el árbol de descomposición de G formado por las l-
sumas, recordemos que X es el conjunto {V(G1), . . . , V(Gn+1)}. Dado que T es un
árbol T tiene al menos dos hojas. Sean V(Gi) y V(Gj) son hojas de T, tomemos a m un
número definido como:

m =


i Si e, v /∈ Gi

i Si e ∈ E(Gi) ∩ E(Gj) y v /∈ V(Gi)

j Si e ∈ E(Gi) ∩ E(Gj) y v /∈ V(Gj)

Notemos que si e ∈ E(Gi)∩ E(Gj) entonces e es el sumando de Gi y Gj lo mismo sucede
con v, ası́ no puede ocurrir que e, v ∈ Gi ∩Gj ya que solo se permiten 1- y 2-sumas. Por
la misma razón el único caso en que m no se puede definir es cuando T solo tiene dos
hojas Gi y Gj (T es un camino) tales que, v ∈ Gi, e ∈ Gj y e /∈ E(Gi) ∩ E(Gj), este caso
lo dejaremos para el final de la prueba.

Sea H el resultado de las l-sumas de los grafos {G1, . . . , Gn+1}\Gm, por lo tanto H es
libre de K3,3. Entonces G es obtenido de una l-suma de H y Gm con los sumandos X1
y X2, respectivamente. Tomemos como terminales a los vértices de X2 en Gm. Por el
Teorema 2.4.2 o el Lema 4.3.2 inciso I, Gm con X2 como terminales es reducible. Por
esto y la elección de m podemos heredar la reducción de Gm a una reducción de G a
H (como en el Lema 4.3.11), y por hipótesis de inducción se tiene el resultado cuando
podemos definir a m.

Solo resta el caso, cuando T tiene solo dos hojas V(Gj) y V(Gi) (T es un camino) tales
que e es arista de Gj, v es vértice de Gi y e /∈ E(Gi) ∩ E(Gj). Tomemos al único vecino
V(Gm) de V(Gi) en T; m puede ser igual a j. Los grafos H y M son el resultado de las
l-sumas de los grafos {G1, . . . , Gn+1}\Gi y {G1, . . . , Gn+1}\{Gi, Gm}, respectivamente.
(si j es igual a m el grafo M no existe, es vacı́o.) Entonces G es obtenido de una l-suma
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de H y Gi con los sumandos X1 y X2, respectivamente, y H es obtenida de una l-suma
de M y Gm con los sumandos Y1 y Y2, respectivamente.

Por el Teorema 2.4.5 o el Lema 4.3.2, podemos reducir Gi con X2∪{v} como terminales,
obteniendo el grafo G′i .

Si v está en X2, entonces G se puede reducir a H y el resultado se sigue por inducción
(como en el caso de que m se pueda definir).

Si v no está en X2, tenemos los siguientes casos:

Caso 1, Gm es un grafo plano: Entonces el grafo resultante G′m de la l-suma de Gm y
G′i , con los sumandos X1 y X2, también es plano, ya que G′i es un subgrafo de K3. Al
sumar M y G′m por medio de los sumandos Y1 y Y2, obtenemos el grafo H′ libre de K3,3,
éste solo necesita de n grafos ({G1, . . . , Gn+1} ∪ {G′m})\{Gi, Gm} planos o isomorfos a
K5, para construirse. Además la reducción de Gi a G′i se puede heredar a G (como en el
Lema 4.3.11) por lo tanto G es ∆↔ Y reducible a H′ y, v y e están en H′. Por hipótesis
de inducción se sigue el resultado.

Caso 2, Gm es isomorfo a K5: La l-suma de Gm y G′i , con los sumandos X1 y X2, respec-
tivamente, nos da el grafo G′′m. El grafo G′′m tiene al menos un vértice w 6= v de grado
cuatro en G, que no está en X2 ni en Y2, ya que: T solo tiene dos hoja, l es uno o dos y Gm
es isomorfo a K5. El vértice w es adyacente a todos lo vértices que forman al subgrafo
isomorfo a K5 en G′′m. Aplicando la OP2 con centro en w, en G′′m, podemos mover una
aristas f que no tiene sus dos extremos en X2 ni en Y2; sea G′′′m el grafo obtenido. G′′′m
es plano ya que la OP2 movió una arista f del subgrafo isomorfo a K5 y G′i es subgrafo
de K3. Estas operaciones ∆↔ Y se heredan a todo G ya que w no está en X2 ni en Y2.
El resultado se sigue del caso 1 utilizando el grafo G′′′m en lugar de G′m.

�

El siguiente corolario se sigue del teorema anterior.

Corolario 4.3.17 Los grafos libres de K3,3 son 2-terminal reducibles.

Definición 4.3.4 Un grafo G es toroidal si G se puede encajar en el toro sin que un par
de sus aristas se crucen, salvo en sus extremos.

Para cualquier grafo encajado en una superficie S, el ancho de cara o representatividad
r(G) es la menor cardinalidad de |C∩G|, donde C corre sobre todas las curvas cerradas
no homotopicas a un punto.

Sea k ≥ 3, la k-cuadrı́cula toroidal es el producto Ck × Ck de dos ciclos Ck de longitud
k i. e., Ck × Ck tiene los vértices (i, j) para 0 ≤ i, j ≤ k − 1, donde (i, j) es adyacente a
(i′, j′) si i = i′ y j = j′ ± 1 mód k o j = j′ y i = i′ ± 1 mód k.
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Claramente cualquier k-cuadrı́cula toroidal es toroidal. Por último veremos un resulta-
do interesante sobre grafos toroidales y ∆↔ Y reducibilidad.

Teorema 4.3.18 (Degraaf y Schrijver [19]) Cualquier grafo toroidal con representativi-
dad r(G) ≥ 5 tiene una b2r(G)/3c-cuadrı́cula toroidal como menor.

Para concluir está sección y la tesis daremos un resultado sobre grafos toroidales y
reducibilidad:

Teorema 4.3.19 Todo grafo toroidal con representatividad mayor a cinco es ∆ ↔ Y
irreducible.

Demostración. Sea G un grafo toroidal tal que r(G) > 5. Entonces por el Teorema
4.3.18 de Degraaf y Schrijver G tiene una 4-cuadricula toroidal H como menor. H es
irreducible, dado que es cuatro regular y no tiene triángulos. En virtud del Teorema
2.3.5 G es irreducible. �



CAPÍTULO 5
CONCLUSIONES Y PROBLEMAS

ABIERTOS

En la Figura 5.1 siguiente resumimos las contenciones entre las familias de los grafos:
planos, casi-planos, de cruce uno, ápex, de Petersen, libres de K5, libres de K3,3 y grafos
con K5 y K3,3 como menores.
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Figura 5.1: Se muestra que las contenciones entre algunas familias de grafos.

En términos de la ∆↔ Y reducibilidad con y sin terminales podemos concluir que (ver
Figura5.2):

Los grafos planos son 3-terminal reducibles.

Los grafos casi-planos y libres de K3, 3 son 2-terminal reducibles.

Los grafos libres de K5 y M− casi− planos son 1-terminal reducibles.

En general los grafos toroidales no son reducibles.
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Figura 5.2: Que tan reducible es una familia de grafos con terminales.

Es útil estudiar las operaciones ∆ ↔ Y, los grafos ∆ ↔ Y reducibles y los grafos k-
terminal reducibles por las diversas aplicaciones que tienen. Al menos todas las apli-
caciones que hay para estas operaciones se heredan a las familias de grafos libres de
K5 o K3,3, casi-planos y M-casi-planos, por ello es interesante determinar algunas otras
familias de grafos ∆ ↔ Y reducibles con y sin terminales que enriquecerı́an el acervo
de aplicaciones.

En general para una clase de grafos con terminales es interesante caracterizar a que gra-
fos son ∆↔ Y reducibles. Como lo hicieron Demasi y Mohar [20] en el Teorema 2.4.6,
o nosotros para grafos conexos, casi-planos con 3-terminales (Teorema 4.3.5). También
queda abierto el problema de encontrar un algoritmo que decida si un grafo es o no es
casi-plano y que lo caracterice, para luego poder aplicar los algoritmos de la Sección
4.2.4.

Dado que en general los grafos reducibles no son 1-terminal reducibles, definimos a los
grafos pseudo-reducibles como, los grafos reducibles que no son 1-terminal reducibles.
Un problema es caracterizar estos grafos.

Otro problema interesante es mostrar que una clase de grafos con o sin terminales, es
reducible con la condición de que todo grafo en la secuencia de reducción pertenece a
la clase. Por ejemplo, el Teorema 4.2.2 que garantiza que cada grafo conexo, casi-plano
es reducible a K3,3 a través de una secuencia de reducciones donde todos los grafos son
casi-planos.

En grafos planos podemos estudiar la ∆ ↔ Y reducibilidad tomando algunas caras
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y vértices como terminales. También podemos investigar que pasa con los grafos que
son encajados en alguna superficie y si son o no reducibles. Por ejemplo, el Teorema
4.3.18 nos garantiza que los grafos toroidales con representatividad mayor que cinco
son irreducibles. Esto nos da pie a un problema: caracterizar a los grafos toroidales,
reducibles con representatividad menor o igual a cinco.
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disconexo, 5
dual, 9
energı́a del sistema, 29
euleriano, 7
hamiltoniano, 7
isomorfismo, 7
k-conexo, 7

libre, 7
lire de K5, 80
lire de K3,3, 80
M-casi-plano, 38
n-regular, 7
periplano, 8
peso total, 24
plano, 8
rueda, 33

centro, 33
serie-paralelo reducible, 11
simple, 7
subdivisión, 6
trivial, 5
W-casi-plano, 38

homeomorfismo, 8

inducido, subgrafo, 6
internamente 4-conexo, 54

lazo, 5

malla
zL, 27
cubica, 27
lı́mite termodinámico, 27
masa, 27
sección finita, 26
triangular, 27

menor, 6
menor K2,4 anclado, 20
menor terminal, 18
menores prohibidos, 8
modelo, 43

composición de modelos, 48
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