
CENTRO DE INVESTIGACIÓN Y DE
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CINVESTAV, unidad Querétaro

Julio de 2018



Dedicado al Dios todopoderoso,
rey de reyes y señor de señores,
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tuyos son la inteligencia y la sabiduŕıa. Dedico esta tesis para honra y gloria tuya mi Dios.
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Resumen

La teoŕıa de grafos cuánticos es una de las ramas de la matemática actual que en el
último par de décadas ha tenido un gran crecimiento, debido principalmente a las diversas
aplicaciones que se le puede dar en áreas tan diversas como la f́ısica, qúımica, ingenieŕıa,
nanotecnoloǵıa, entre otras muchas. En el presente trabajo se realiza un estudio acerca
de algunos resultados principales de esta teoŕıa.

Se define un grafo cuántico, como un grafo dirigido Γ = (V ,B) con una cantidad
contable de vértices y conexo, cuyas aristas son dotadas de una longitud finita, y sobre
el cual está definido un operador diferencial llamado hamiltoniano H, junto con algunas
condiciones en los vértices. Se propone una definición para el espacio métrico asociado
y se estudian sus principales propiedades, caracterizando las funciones continuas sobre Γ
por medio de familias de funciones definidas en las aristas. Además, se estudia el espec-
tro S(H) de un grafo cuántico periódico, cuyo hamiltoniano está dado por el operador
de Schrödinger H = − d2

dx2 + q(x) con un potencial real, dotado con las condiciones de
Neumann-Kirchhoff en los vértices, obteniendo una cota inferior para el espectro y de-
mostrando que, para el caso de un grafo compacto, dicho espectro es puramente discreto.

Posteriormente se analizan las propiedades de los grafos cuánticos periódicos, princi-
palmente el hecho de que para este caso, el espectro es puramente esencial y posee una
estructura band-gap. Empleando estos resultados, se construye una ecuación de dispersión
para el cálculo del espectro del operador de Schrödinger periódico, obteniendo para el caso
de un grafo unilateral y equilateral, una ecuación caracteŕıstica de la forma η(λ) = f(θ),
donde la función η es holomorfa en el parámetro espectral λ, f es una función continua y
θ ∈ B, con B la zona de Brillouin del grafo. Además, se obtiene una representación para la
función η por medio de series de Neumann de funciones de Bessel esféricas, la cual puede
ser empleada para el cálculo numérico del espectro. Finalmente, mostramos que si el grafo
Γ es equipotencial y admite ciclos, el espectro de Dirichlet SD(H) está contenido en el
espectro S(H), y sus elementos corresponden a valores propios de multiplicidad infinita.
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Abstract

Quantum graphs theory is one of the branches of the current mathematics that in
the last couple of decades has had a great growth, mainly due to the diverse applications
that can be given in areas as physics, chemistry, engineering, nanotechnology, and many
others. In the present work we made a study about some main results of this theory.

A quantum graph is defined as a directed graph Γ = (V ,B) with a countable number
of vertices and connected, whose edges are endowed with a finite length, and on which a
differential operator called Hamiltonian H is defined, along with some conditions at the
vertices. A definition for the associated metric space is proposed and its main properties
are studied, characterizing the continuous functions on Γ by means of families of functions
defined in the edges. In addition, we study the spectrum S(H) of a periodic quantum
graph, whose Hamiltonian is given by the Schrödinger operator H = − d2

dx2 + q(x) with a
real potential, endowed with the Neumann-Kirchhoff conditions at the vertices, obtaining
a lower bound for the spectrum and proved that, in the case of a compact graph, the
spectrum is purely discreet.

Subsequently, the properties of periodic quantum graphs are analysed, mainly the fact
that for this case, the spectrum is purely essential and has a band-gap structure. Using
these results, a dispersion equation is constructed for the calculation of the spectrum of the
periodic Schrödinger operator, obtaining for the case of a unilateral and equilateral graph,
a characteristic equation of the form η(λ) = f(θ), where the function η is holomorphic
in the spectral parameter λ, f is a continuous function and θ ∈ B, with B the Brillouin
zone of the graph. In addition, a representation for the function η is obtained by means
of Neumann series of spherical Bessel functions, which can be used for the numerical
calculation of the spectrum. Finally, we show that if the Γ graph is equipotential and
contains cycles, the Dirichlet spectrum SD(H) is contained in the spectrum S(H), and
its elements correspond to eigenvalues of infinite multiplicity.
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Introducción

Las matemáticas son el alfabeto
con el cual Dios ha escrito el
Universo.

Galileo Galilei (1564−1642)

Una de las ramas de la matemática contemporánea que ha tenido un gran auge en
las últimas décadas, es la teoŕıa espectral de grafos cuánticos. Un grafo cuántico es, en
pocas palabras, una estructura unidimensional en forma de red, compuesta por vértices
conectados a través de aristas, la cual se denomina como grafo métrico, sobre el que
está definido un operador diferencial, generalmente llamado hamiltoniano. Los primeros
trabajos que podŕıan clasificarse como pertenecientes a esta área datan de la década de
1930 , cuando Linus Pauling (1901-1994) estudió este tipo de sistemas como modelos de
electrones libres en algunas moléculas orgánicas. Sin embargo, no es sino hasta el último
par de décadas, que la teoŕıa de grafos cuánticos se ha consolidado como un área activa y
creciente de la f́ısica-matemática. Este crecimiento se debe principalmente, al surgimiento
de diversos problemas en f́ısica, qúımica e ingenieŕıa, donde se estudian propagaciones de
onda a través de sistemas cuasi-unidimensionales, que pueden verse localmente como un
grafo. Algunas de las aplicaciones más recientes de los grafos cuánticos han tenido lugar
en el campo de la nanotecnoloǵıa, en el estudio de estructuras de nanotubos de carbono,
cristales fotónicos, en la teoŕıa de moléculas conjugadas, en el estudio del caos cuántico, en
algunos problemas de sistemas dinámicos e incluso en la teoŕıa de números. Por supuesto,
dentro de la misma matemática, la teoŕıa de grafos cuánticos es un área muy rica, pues en
ella intervienen diversas ramas de la matemática, como la teoŕıa de grafos, combinatoria,
la teoŕıa de operadores, la f́ısica-matemática, la teoŕıa de ecuaciones diferenciales (tanto
ordinarias como parciales) y la teoŕıa espectral.

Uno de los aspectos fundamentales para entender esta teoŕıa es la definición de grafo
métrico. Recordemos que un grafo combinatorio Γ, consiste de un conjunto de vértices
V junto con una colección de aristas E , en el que a cada arista se le asocia un par de
vértices. En muchas ocasiones, se suele indicar cuales son los vértices de origen y terminal
de una arista. Cuando esto sucede, se dice que el grafo Γ es dirigido, y se denota al con-
junto de aristas por B. Desde el punto de vista de la matemática discreta, el rol principal
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lo juegan los vértices, mientras que las aristas se utilizan únicamente para relacionarlos.
En la teoŕıa de grafos cuánticos ocurre lo contrario: la atención se centra en las aristas,
pues se consideran como enlaces f́ısicos o “alambres”que conectan los vértices. Es decir, en
esencia un grafo métrico se puede considerar como un complejo simplicial unidimensional.

Un grafo métrico se define formalmente, como un grafo dirigido Γ con una cantidad
contable de vértices, los cuales tienen grado finito, y en la que a cada arista b ∈ B se le
asocia una longitud `(b) > 0 (véase [6]). Existen diversas maneras de trabajar con gra-
fos métricos, aún cuando casi todas tienen como base la definición anterior. Una de las
técnicas mas comunes es identificar cada arista b ∈ B con el intervalo [0, `(b)], y asignarle
una coordenada xb ∈ [0, `(b)]. Este énfoque es muy útil en la práctica y es empleado, por
ejemplo, en los trabajos de P. Kuchment [6, 20, 21], y en el art́ıculo [5] de D. Barseghyan
y A. Khrabustovskyi. Sin embargo, se puede tratar el concepto de grafo métrico de una
forma diferente. Por ejemplo, P. Exner, quien es uno de los pioneros en la investigación de
grafos cuánticos moderna, propone en [10], definir a un grafo métrico como una colección
de vértices V = {vj}j∈I , junto con una colección de enlaces L ⊂ V2, y una familia de inter-
valos IL = {[0, `(i,j)] | (i, j) ∈ L}, y considerar únicamente la estructura métrica local en
cada intervalo [0, `(i,j)]. Aśı, cuando se habla de “funciones”definidas sobre el grafo métri-
co Γ, en realidad se está hablando de familias de funciones {f(i,j) : [0, `(i,j)] → C}(i,j)∈L
que satisfacen cierta condición de “regularidad” en los vértices.

También existe la posibilidad de construir un espacio métrico a partir de la definición
de grafo métrico. La técnica estandar consiste en tomar la familia de intervalos
I = {[0, `(b)]}b∈B, y considerar su suma ajena

∐
b∈B[0, `(b)] como base para la construc-

ción de dicho espacio. Por ejemplo, D. Lenz, C. Schubert y P. Stollman en [25], construyen
el conjunto XΓ = V ∪

(∐
b∈B[0, `(b)]

)
. Luego, ellos proponen una topoloǵıa en XΓ, de tal

manera que los conjuntos Xb := ({b} × [0, `(b)]) ∪ {o(b), t(b)} sean homeomorfos a los
intervalos [0, `(b)]. Posteriormente prueban que dicha topoloǵıa es metrizable. El punto
fuerte de esta construcción es que no se supone que el grafo Γ sea conexo.
Otro énfoque cosiste en suponer que el grafo Γ es conexo, e identificar en el conjunto∐

b∈B[0, `(b)] los puntos que correspondan a un mismo vértice. Luego, el conjunto buscado
es el cociente que resulta de esta identificación. Esta técnica es empleado por P. Kurasov
en [24], y V. Rabinovich en [28], en donde además se propone una forma de construir una
métrica en dicho espacio.
Sin embargo, un método que resulta muy efectivo en la práctica y que es ampliamente
utilizado, es suponer que el grafo Γ está encajado en Rn, esto es, que V ,B ⊂ Rn, y gene-
ramente se supone que cada arista b ∈ B es una curva simple que conecta dos vértices.
Entonces se denota Γ ⊂ Rn y se puede considerar como un espacio métrico ya sea, ó bien
empleando la métrica inducida por Rn, ó utilizando la longitud de arco. Este punto de
vista se utiliza por ejemplo en [22, 23, 3].

Un grafo métrico se convierte en un grafo cuántico cuando es dotado de un hamilto-
niano, que es un operador diferencial en cada arista. Puesto que en muchos problemas
f́ısicos se busca modelar la propagación de una part́ıcula cuántica a través de las aris-
tas del grafo, usualmente se considera el operador menos segunda derivada − d2

dx2 , o de

manera más general, el operador de Schrödinger − d2

dx2 + q(x). De forma análoga al caso
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unidimensional, donde se suelen asociar condiciones de frontera a un operador diferencial,
para un grafo cuántico las “condiciones de frontera”de un hamiltoniano se establecen en
los vértices. Tales operadores se definen sobre un subespacio de

⊕
b∈B L

2[0, `(b)].
En el art́ıculo [20] de P. Kuchment, se muestra una caracterización de las condiciones
de frontera para que el hamiltoniano sea autoadjunto, y se demuestra que si el grafo es
compacto, el espectro del hamiltoniano es puramente discreto. Por su parte, P. Exner
en su art́ıculo [10], realiza un estudio de la ecuación de Schrödinger con condiciones de
tipo delta, sobre un grafo cuyas longitudes de sus aristas están acotadas, y deduce una
condición necesaria y suficiente sobre los valores en la frontera de tales soluciones em-
pleando matrices de Jacobi. Otra contribución importante es la de D. Lenz, C. Schubert
y P. Stollman, quienes en [25], demuestran una expansión en eigenfunciones generalizadas
para operadores de Schrödinger con cierta clase de condiciones de frontera autoadjuntas.

Dentro de la teoŕıa de grafos cuánticos, una subrama que ha tenido importantes apli-
caciones en el área de la nanotecnoloǵıa y el análisis de las estructuras de carbono, es el
estudio de los grafos cuánticos periódicos. Los primeros resultados surgen en el art́ıculo
[22] de P. Kuchment y O. Post, donde se estudian las propiedades espectrales del grafeno
y los nanotubos de carbono, empleando la teoŕıa de grafos cuánticos. En este trabajo se
deduce, por ejemplo, que para el operador de Schrödinger con un potencial periódico y
simétrico, el espectro del grafeno es puramente esencial, presenta una estructura band-gap,
y solamente posee eigenvalores de multiplicidad finita cuyo espacio propio es generado por
eigenfunciones de soporte compacto. Además, se deduce una ecuación de dispersión para
el cálculo del espectro del grafeno. Más tarde, Kuchment en [21] generaliza muchos de
estos resultados para grafos cuánticos periódicos. Por su parte, A. Talmage en [31], gene-
raliza el procedimiento empleado por Kuchment para deducir una ecuación de dispersión
para el grafeno, demostrando que ésta es válida para cierta clase de grafos periódicos. En
[5], D. Barseghyan y A. Khrabustovskyi encuentran ciertas condiciones asintóticas que
deben satisfacer los gaps de un hamiltoniano periódico.

En cuanto al cálculo numérico del espectro de un grafo periódico, uno de los trabajos
más recientes es el de V. Barrera Figueroa y V. Rabinovich, quienes en [3], emplean el
método desarrollado por Talmage para obtener una ecuación de dispersión para un gra-
fo periódico unilateral encajado en Rn. Además, empleando el método SPPS (Spectral
Parameter Power Series), desarrollado por V. V. Kravchenko en [14], y estudiado por V.
V. Kravchenko y R. M. Porter en [16], se deducen representaciones anaĺıticas en series
de potencias del parámetro espectral para la ecuación de dispersión del grafo, además
de emplear tales representaciones para el cálculo numérico del espectro. Posteriormente,
V. Barrera, V. Rabinovich y M. M. Rosas en [4], generalizaron los resultados anteriores
para el cálculo del espectro de un grafo periódico equilateral, con condiciones de tipo delta.

El presente trabajo de tesis tiene principalmente 2 objetivos.
El primero es realizar un estudio acerca de la teoŕıa de grafos cuánticos, proponiendo

una definición para el espacio métrico asociado, y probando algunos de los teoremas
básicos acerca del hamiltoniano dado por el operador de Schrödinger con potencial real, y
cuyas condiciones de frontera asociadas son las de Neumann-Kirchhoff. Se plantea obtener
una recopilación de los hechos más relevantes de esta teoŕıa, de tal manera que este texto
pueda servir como referencia de la teoŕıa básica para futuros trabajos, o para un curso
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introductorio de la teoŕıa de grafos cuánticos.
Como segundo objetivo, es llevar a cabo un análisis exhaustivo sobre las propiedades

que satisface un grafo cuántico periódico, equipado con un operador de Schrödinger pe-
riódico, esto con el fin de obtener una ecuación de dispersión para el cálculo del espectro
del grafo, aśı como una representación anaĺıtica de la misma, empleando la teoŕıa de ope-
radores de transmutación y las series de Neumann de funciones de Bessel esféricas. Dicha
representación para la ecuación de dispersión puede ser empleada, por ejemplo, para el
desarrollo de un método numérico para el cálculo del espectro de un grafo periódico.

El material presentado se organiza de la siguiente manera.

El caṕıtulo 1 es una recopilación de algunas herramientas matemáticas básicas para
el desarrollo de esta investigación. Se incluyen definiciones y resultados de la teoŕıa de
grafos combinatoria, teoŕıa espectral de operadores no acotados en espacios de Hilbert,
ecuaciones diferenciales ordinarias y teoŕıa de Sturm-Liouville.

En el caṕıtulo 2 se introduce la definición de grafo métrico, y a partir de ésta se
construye un espacio métrico Γmet y se estudian algunas de sus propiedades, tales como la
arco conexidad, la completez, y se caracteriza a los grafos compactos como aquellos que
sólo poseen un número finito de vértices. Además, se prueba una caracterización para las
funciones, tanto continuas como integrables, empleando familias de funciones.

En el caṕıtulo 3 se estudian grafos cuyo hamiltoniano H está dado por el operador
de Schrödinger con potencial real. Se definen los espacios L2(Γ), el espacio de Sobolev
H2(Γ), y se introducen las condiciones de Neumann-Kirchhoff (abreviadas N-K). Una vez
definido el dominio del hamiltoniano H, se demuestra que es un operador autoadjunto en
L2(Γ), y se obtienen cotas para el espectro S(H) en términos del potencial del operador
H. Por último, se demuestra el teorema de Sturm-Liouville para grafos compactos, que
establece que el espectro del hamiltoniano en el grafo es discreto.

El caṕıtulo 4 presenta la definición de un grafo periódico. Se demuestra que todo grafo
periódico puede ser obtenido a partir de “traslaciones”de un subconjunto Γ0 denomina-
do dominio fundamental. Además, se incluyen varios resultados acerca del espectro del
operador de Schrödinger con un potencial periódico, haciendo énfasis en la representación
band-gap del espectro, y se analiza el hecho de que es posible reducir el cálculo del mismo,
al análisis de ciertos operadores de Bloch definidos en el dominio fundamental Γ0.

En el caṕıtulo 5 desarrollamos una ecuación de dispersión para un grafo periódico con
un potencial simétrico, y por supuesto, se obtiene la correspondiente relación de dispersión
para un grafo unilateral y equipotencial. Además, en este último caso, se demuestra que
para todo grafo que contiene ciclos, el espectro de Dirchilet SD(H) del grafo está contenido
en Sp(H), y corresponde a valores propios de multiplicidad infinita. Por último, se deduce
una expresión para la ecuación de dispersión en términos de operadores de transmutación,
y partir de ésta, se obtiene una ecuación caracteŕıstica para el espectro del grafo, la cual
se representa en términos de series de Neumann de funciones de Bessel.

4



1

Preliminares

La esencia de las matemáticas
está en su libertad.

Georg Cantor (1845−1918)

En este caṕıtulo presentamos algunos conceptos fundamentales en el estudio de los
grafos cuánticos, principalmente relacionados con la teoŕıa de grafos combinatoria, y ope-
radores no acotados sobre espacios de Hilbert.

1.1. Nociones básicas de teoŕıa de grafos

Comenzamos introduciendo algunas nociones básicas sobre teoŕıa de grafos (desde el
punto de vista de la matemática discreta).

Definición 1. Un grafo no dirigido es un par Γ = (V , E), donde V y E son conjuntos,
junto con una aplicación

γ : E → {{u, v} |u, v ∈ V} .

A los elementos de V y E se les llama vértices y aristas respectivamente, y a la aplicación
γ se le denomina aplicación de incidencia.

Intuitivamente, la función γ indica los vértices que son incidentes en cada arista. A
continuación definimos con formalidad este concepto.

Definición 2. Sean v ∈ V y e ∈ E . Decimos que v es incidente en e si v ∈ γ(e), y se
definen

Ev := {e ∈ E | v es incidente en e},

y el grado del vértice v como dv := #Ev.

Si e1, e2 ∈ E son tales que γ(e1) = γ(e2), se dice que las aristas son paralelas. Por otro
lado, si γ(e1) consta de un solo vértice, se dice que e1 es un lazo. Un grafo que contiene
aristas paralelos o lazos se llama multigrafo.

Ahora intruducimos el concepto de grafo dirigido.
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Definición 3. Un grafo dirigido es un par Γd = (V ,B), donde V y B son conjuntos,
junto con un par de aplicaciones

o, t : B → V .

Los elementos de B se denominan aristas dirigidos y las imagenes o(b) y t(b) repre-
sentan los vertices de origen y terminal de las arista dirigida b. Cabe recalcar que dado
un grafo dirigido Γd, se le puede asociar un grafo no dirigido Γnd de la siguiente forma:
Γnd = (V , End), donde el conjunto de vértices V es el mismo que en Γd, el conjunto de
aristas no dirigidos es End = B, y la aplicación de incidencia está dada por

γ(b) = {o(b), t(b)}, para b ∈ End.

Definición 4. Sea Γ = (V , E) un grafo no dirigido. Dos vértices u, v ∈ E se dicen adya-
centes si existe e ∈ E tal que γ(e) = {u, v}. En este caso, se denota u ∼ v.

El concepto puede definirse para grafos dirigidos empleando el grafo no dirigido aso-
ciado. Para un grafo dirigido también se suele usar la notación

−→
Bv := {b ∈ Bv | v = o(b)} (aristas de salida)

←−
Bv := {b ∈ Bv | v = t(b)} (aristas de entrada)

para v ∈ V , y entonces se tiene Bv =
−→
Bv ∪

←−
Bv.

Hipótesis 1. Todos los grafos en consideración (dirigidos o no dirigidos) son contables
(es decir, que el conjunto de vértices es a lo más numerable).

Definición 5. Sea Γ = (V , E) un grafo no dirigido, y u, v ∈ V . Un camino de u a v,
es una sucesión finita de aristas e1, e2, · · · en, junto con una sucesión finita de vértices
v0, v1, · · · , vn tales que

(i) v0 = u y vn = v.

(ii) γ(ei) = {vi, vi−1}, i = 1, n.

En este caso, se dice que u está conectado con v.
Decimos que el grafo Γ es conexo si cualesquiera dos de sus vértices están conectados.
Si Γd = (V ,B) es un grafo dirigido, diremos que Γd es conexo si su grafo no dirigido

asociado es conexo.

Notemos que la relación

uRv ⇔ u está conectado con v.

es de equivalencia. Aśı, Γ es conexo si la única clase de equivalencia de la relación es V .
Por su puesto, puede haber diferentes caminos que conecten a dos vértices dados, pero

en algunos casos es posible que exista una camino “simple” entre ellos.

Definición 6. Sean v, w ∈ V , y suponga que v0, v1, · · · , vn ∈ V y e1, e2, · · · en ∈ E forman
un camino de v a w. Diremos que tal camino es simple, si los vértices v1, · · · , vn son
distintos 2 a 2.
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Es decir, un camino es simple si sus vértices (con la posible excepción del primero y el
último) no se repiten. Un resultado importante de la teoŕıa de grafos, es que de cualquier
camino dado, siempre se puede extraer un camino simple.

Teorema 1. [2, cap. 1] Sea Γ = (V , E) un grafo no dirigido, y v, w ∈ V. Supongase que
v0, v1, · · · , vn ∈ V y e1, e2, · · · en ∈ E forman un camino de v a w. Entonces existe un
subcamino con vértices vn0 , · · · , vnk y aristas en1 , · · · , enk , que es simple.

Por supuesto, para un grafo dirigido Γd = (V ,B), un camino v0, v1, · · · , vn ∈ V ,
e1, e2, · · · en ∈ B es simple, si cumple con dicha propiedad en el respectivo grafo no dirigido
asociado Γnd. Aśı, el teorema 1 es válido también para grafos dirigidos.

Pasamos a definir el concepto de ciclo en un grafo, el cual será de gran importancia
en resultados posteriores.

Definición 7. Un ciclo en un grafo no dirigido Γ = (V , E), es un camino v0, · · · , vn ∈ V ,
e1, · · · , en ∈ E tal que v0 = vn. Decimos que el ciclo es simple, si es un camino simple.

Es decir, un ciclo es un camino cerrado, y es simple si ninguno de los vértices (salvo los
extremos) se repite. Es importante notar que para cada vértice vi en el ciclo, solamente 2
de sus aristas incidentes pertenecen al ciclo, en concreto, ei y ei+1.

De nueva cuenta, para un grafo dirigido Γd, diremos que v0, · · · , vn y e1, · · · , en forman
un ciclo (ciclo simple) en Γd, si lo forman en el correspondiente grafo no dirigido Γnd.

Como corolario del teorema 1 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1. En un grafo Γ (dirigido o no dirigido), todo ciclo posee un subciclo simple.

Para terminar con esta sección de preliminares de teoŕıa de grafos, introducimos el
concepto de árbol.

Definición 8. Un grafo Γ, dirigido ó no dirigido, se llama árbol, si no posee ciclos.

1.2. Operadores no acotados

Pasamos ahora a repasar algunos resultados referentes al análisis funcional y la teoŕıa
de operadores no acotados. Durante está sección, H denotará un espacio de Hilbert
complejo. Recordemos que un operador lineal en H , es una función
T : D(T ) ⊂H →H tal que

(i) D(T ) es un subespacio de H , llamado dominio de T .

(ii) T es una transformación lineal:

∀x, y ∈ D(T )∀α, β ∈ C T (αx+ βy) = αTx+ βTy.

La imagen o rango del operador T se denota por R(T ), y es también un subespacio de
H .

En esta tesis el término operador siempre se empleará para referirse a operadores
lineales, pues serán los únicos que se considerarán en este trabajo.
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Definición 9. Sea T : D(T ) ⊂ H → H un operador. Decimos que T es densamente
definido si su dominio D(T ) es denso en H .

Nota. Si un operador T densamente definido es acotado en su dominio, puede extenderse
a un operador acotado T̃ : H →H preservando su norma. Por ello, siempre que se hable
de operadores acotados, se entenderá que están definidos en todo H . Denotaremos por
B(H ) al álgebra de operadores acotados que actuan de H en śı mismo, y por K(H ) a
la sub-álgebra de operadores compactos.

Definición 10. Sea T : D(T ) ⊂ H → H un operador densamente definido. El ope-
rador adjunto de T , es el operador T ∗ : D(T ∗) ⊂ H → H cuyo dominio está dado
por:

D(T ∗) := {x′ ∈H | ∃y′ ∈H : ∀x ∈ D(T ) 〈Tx, x′〉 = 〈x, y′〉} ,

y definido por: T ∗x′ := y′.

Cabe recalcar que T ∗ es un operador bien definido si y sólo si, el operador T es
densamente definido.

Definición 11. Sean T : D(T ) ⊂H →H y S : D(S) ⊂H →H operadores. Decimos
que S es una extensión de T si

(i) D(T ) ⊂ D(S).

(ii) S
∣∣
D(T )

= T .

En este caso, denotamos T ⊂ S.

Proposición 1. [18, cap. 10] Sean T : D(T ) ⊂ H → H y S : D(S) ⊂ H → H
operadores densamente definidos. Se tiene que:

(i) S ⊂ T ⇒ T ∗ ⊂ S∗.

(ii) T ∗ + S∗ ⊂ (T + S)∗.

(iii) Si la composición ST es densamente definida, entonces T ∗S∗ ⊂ (ST )∗. Más aún, si
S ∈ B(H ), entonces T ∗S∗ = (ST )∗.

Definición 12. Un operador T : D(T ) ⊂ H → H (no necesariamente densamente
definido) es simétrico si

∀x, y ∈ D(T ) 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉.

Proposición 2. [18, cap. 10] Sea T : D(T ) ⊂ H → H un operador densamente
definido. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) T es simétrico.

(b) T ⊂ T ∗.

(c) ∀x ∈ D(T ) 〈Tx, x〉 ∈ R.
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Definición 13. Un operador T : D(T ) ⊂H →H densamente definido es autoadjunto
si T = T ∗.

Proposición 3. [18, cap. 10] Un operador T : D(T ) ⊂H →H simétrico, densamente
definido, es autoadjunto si y sólo si D(T ∗) ⊂ D(T ).

Definición 14. Sea T : D(T ) ⊂ H → H un operador. Se dice que T es cerrado si y
sólo si

∀{xn}∞n=0 ⊂ D(T ) xn → x y Txn → y ⇒ x ∈ D(T ) y y = Tx.

Proposición 4. [18, cap.10] Sea T : D(T ) ⊂H →H un operador densamente definido.

(i) T ∗ es cerrado.

(ii) Si T es autoadjunto, entonces T es cerrado.

(iii) Si D(T ∗) es denso, entonces T ⊂ T ∗∗.

Definición 15. Sea T : D(T ) ⊂H →H un operador. Un número λ ∈ C se dice que es
un valor regular de T , si el operador T − λ1 : D(T ) ⊂H →H satisface las siguientes
condiciones:

(i) T − λ1 es inyectivo.

(ii) El operador inverso (T − λ1)−1 : R(T − λ1) ⊂H →H es densamente definido y
acotado.

La colección de todos los valores regulares de T se denota por ρ(T ) y se denomina el
conjunto resolvente de T . El espectro de T es el conjunto S(T ) := C \ ρ(T ).

El espectro de un operador se suele dividir en 3 subconjuntos, los cuales son ajenos
entre śı.

(i) El espectro puntual: Sp(T ) := {λ ∈ C | ∃x ∈ D(T ) : Tx = λx} . Los elementos de
Sp(T ) se llaman valores propios (o eigenvalores) del operador T , y a los vectores
x ∈ D(T ) que cumplen Tx = λx se les llama vectores propios (o eigenvectores
) asociados al valor propio λ. El espacio propio generado por λ es el subespacio
Eλ(T ) := ker(T − λ1), mientras que la multiplicidad de λ es el número mT (λ) :=
dim ker(T − λ1). Si mT (λ) = 1, se dice que λ es un valor propio simple.

(ii) Espectro continuo: Denotado Sc(T ), consiste de todos los valores λ ∈ C tales que
el operador (T − λ1)−1 : R(T − λ1) ⊂ H → H existe y es densamente definido,
pero no es acotado.

(iii) Espectro residual: Denotado Sr(T ), son todos los valores λ ∈ C para los cuales
el operador (T − λ1)−1 : R(T − λ1) ⊂H →H existe, pudiendo ser acotado o no,
pero no es densamente definido.

De este modo, S(T ) = Sp(T ) ∪Sc(T ) ∪Sr(T ) y esta union es disjunta.

Además de la clasificación anterior, es posible considerar otra subclasificación del es-
pectro, basada en la multiplicidad de los valores propios.
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Definición 16. Sea T : D(T ) ⊂H →H un operador densamente definido. Se define:

(i) El espectro discreto de T como:

Sd(T ) := {λ ∈ Sp(T ) |λ es punto aislado de S(T ) y mT (λ) <∞}

(ii) El espectro esencial de T como Sess(T ) := S(T ) \Sd(T )1.

Observación 1. De la definición anterior se tiene que Sd(T ) ⊂ Sp(T ), pero en general
esta inclusión puede ser propia. De igual forma puede ocurrir que Sess(T ) ∩Sp(T ) 6= ∅
(¡por lo cual no se debe confundir el espectro esencial con el continuo!).

Para ejemplificar esto, consideremos el operador D : C1[0, 1] ⊂ L2[0, 1] → L2[0, 1]
dado por la primera derivada: Du = u′, para u ∈ C1[0, 1]. Para cualquier λ ∈ C, la
ecuación Du = u′ = λu siempre tiene una solución, digamos u(x) = eλx ∈ C1[0, 1].
Luego, Sp(D) = C con lo cual S(D) = Sp(D). Sin embargo Sd(D) = ∅ pues los valores
propios no son aislados. Entonces Sp(D) = Sess(D).

De manera análoga a las matrices simétricas, cuyos valores propios son reales, los
operadores autoadjuntos satisfacen esta propiedad con su espectro.

Teorema 2. [30, pág. 45] Sea H espacio de Hilbert complejo, y T : D(T ) ⊂ H → H
un operador densamente definido y autoadjunto. Entonces S(T ) ⊂ R y es un subconjunto
cerrado. Más aún, Sr(T ) = ∅, esto es, S(T ) = Sp(T ) ∪Sc(T ).

Teorema 3. [30, pág. 43] Sea H espacio de Hilbert complejo, y T : D(T ) ⊂ H → H
un operador densamente definido y autoadjunto. Entonces λ ∈ ρ(T ) si y sólo si, existe
c > 0 tal que

∀x ∈ D(T ) ‖(T − λ1)x‖ > c‖x‖.

Siguiendo la notación estándar, denotamos RT (λ) = (T − λ1)−1 para λ ∈ ρ(T ), y
llamamos a tal operador el operador resolvente de T en λ.

Teorema 4. (Identidad de Hilbert, [30, pág. 31]) Sea T : D(T ) ⊂ H → H un
operador cerrado. Entonces para cualesquiera λ, µ ∈ ρ(T ) se cumple:

RT (λ)−RT (µ) = (λ− µ)RT (λ)RT (µ).

Finalmente, enunciamos algunas propiedades relacionadas con el espectro de un ope-
rador compacto y autoadjunto en un espacio de Hilbert.

Teorema 5. [7, cap. 6] Sea H un espacio de Hilbert de dimensión infinita, y T ∈ K(H ).

(i) El espectro S(T ) es a lo más numerable, 0 ∈ S(T ) y S \ {0} = Sp(T ) \ {0}. Si
S(T ) es infinito, entonces 0 es el único punto de acumulación.

(ii) ∀λ ∈ Sp(T ) \ {0} mT (λ) <∞.

(iii) Si H es separable y T es autoadjunto, entonces existe una base ortonormal de H
formada por vectores propios de T .

1Existe otra caracterización del espectro esencial, como los valores λ para los cuales T − λ1 no es un
operador de Fredholm en H , sin embargo en este trabajo no se ocupará tal caracterización
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1.3. Operadores de transmutación y series de Neu-

mann

Para finalizar este caṕıtulo de preliminares, enunciaremos algunos resultados relaciona-
dos con la teoŕıa de Sturm-Liouville. Recordemos que el problema de Sturm-Liouville
en un intervalo [a, b], consiste en encontrar todos los valores λ ∈ C para los cuales el
problema de valores en la frontera:

− d

dx

(
p(x)

d

dx
y

)
+ q(x)y = λr(x)y, a < x < b

α1y(a) + β1y
′(a) = 0

α2y(b) + β2y
′(b) = 0

(1.1)

donde p, p′, q, r ∈ C[a, b] son funciones dadas y |αi|+ |βi| > 0, i = 1, 2, posee una solución
no trivial. Los valores λ para los cuales el problema (1.1) tiene solución se llaman valores
propios del problema. Uno de los resultados clásicos es el teorema de Sturm-Liouville, el
cual establece que, bajo ciertas condiciones en los coeficientes de la ecuación, el problema
de Sturm-Liouville tiene solución.

Teorema 6. [1, cap. 2][Sturm-Liouville] Suponga que p, p′, q, r ∈ C[a, b] son funciones
de valor real y p(x), r(x) > 0 para cada x ∈ [a, b]. Entonces el problema de Sturm-Liouville
(1.1) tiene una sucesión de valores propios:

λ0 < λ1 < · · · < λn < · · ·

tales que λn →∞, n→∞. Más aún, los valores propios son simples.

Por supuesto, existen otros resultados para el caso en que los coeficientes son funciones
de valor complejo y menos “regulares”(véase por ejemplo [26, 12]). Uno de los resultados
más importantes relacionado con el cálculo de los valores y funciones propias del problema
de Sturm-Liouville es la representación anaĺıtica de las soluciones de la ecuación:

− d

dx

(
p(x)

d

dx
y

)
+ q(x)y = λr(x)y, a < x < b

la cual se basa en el hecho de que cualquier problema asociado a esta ecuación, con con-
dicones de frontera holomorfas en λ, tendrá soluciones holomorfas en λ ([12, cap. 1]). Una
de tales soluciones se basa en la expansión en serie de Taylor con respecto al parámetro
espectral y recibe el nombre de representación en series de potencias del parámetro es-
pectral, o simplemente el método SPPS. Para nuestros propósitos es suficiente enunciar
el resultado correspondiente a la ecuación de Schrödinger:

Lu := −u′′ + q(x)u = λu.

Teorema 7. [14] Sea q ∈ C[a, b] y suponga que f ∈ C2(a, b)∩C1[a, b] es una solución de
Lf = 0 que no se desvanece en todo el intervalo [a, b]. Entonces la solución general de la
ecuación de Schrödinger Lu = λu en (a, b) tiene la forma

u = c1u1 + c2u2

11



donde c1, c2 ∈ C y

u0(λ, x) =
∞∑
k=0

(−λ)kϕ2k(x)

(2k)!
, u1(λ, x) =

∞∑
k=0

(−λ)kϕ2k+1(x)

(2k + 1)!
.

Las funciones {ϕk(x)}∞k=0 se denominan potencias formales y se definen de la siguiente
manera:

ϕk(x) :=

{
f(x)X̃(k)(x), k par,

f(x)X(k)(x), k impar,

y las funciones {X(k)}∞k=0, {X̃(k)}∞k=0 están dadas por las siguientes integrales recursivas:
X̃(0) ≡ X(0) ≡ 1, y

X̃(k)(x) :=

{
k
∫ x
x0
X̃(k−1)(s)f 2(s)ds, k impar,

k
∫ x
x0

X̃(k−1)(s)
f2(s)

ds, k par
, ∀k > 1

y

X(k)(x) :=

{
k
∫ x
x0
X(k−1)(s)f 2(s)ds, k par,

k
∫ x
x0

X(k−1)(s)
f2(s)

ds, k impar
, ∀k > 1

con x0 ∈ [a, b] un punto dado.

Dependiendo del punto x0 elegido, se dice que las potencias formales {ϕk(x)}∞k=0 están
centradas en x0.

La importancia de la representación SPPS es que permite reducir el cálculo de los
valores propios del problema de Sturm-Liouville, al de encontrar las ráıces de una ecua-
ción de dispersión Φ(λ) = 0, donde Φ(λ) es una función entera, además de proveer de un
método numérico para el cálculo aproximado de las funciones propias (véase [16]).

Existen otras representaciones de las soluciones de la ecuación de Schrödinger. Una de
las más importantes es mediante el uso de los operadores de transmutación.

Definición 17. Sean E un espacio lineal topológico, E1 ⊂ E un subespacio y A,B : E1 →
E operadores lineales. Un operador de transmutación para el par de operadores A,B,
es un operador T : E → E biyectivo que satisface las siguientes condiciones:

(i) T y T−1 son continuos en E.

(ii) E1 es invariante bajo T .

(iii) La siguiente igualdad operacional es válida en E1:

AT = TB o equivalentemente A = TBT−1.

El caso de interés es cuando E = C[−b, b] con la topoloǵıa de la norma uniforme,
E1 = C2[−b, b] y A = − d2

dx2 + q(x), B = − d2

dx2 .
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Teorema 8. [26] Sea q ∈ C[−b, b]. Entonces un operador de transmutación para A =
− d2

dx2 + q(x) y B = − d2

dx2 está dado por el siguiente operador de Volterra:

Thu(x) = u(x) +

∫ x

−x
Kh(x, t)u(t)dt, u ∈ C[−b, b].

donde el núcleo Kh(x, t) = Hh

(
x+t

2
, x−t

2

)
, |t| 6 |x| 6 b y Hh es solución al problema de

Goursat
∂2Hh(u, v)

∂u∂v
= q(u+ v)Hh(u, v)

Hh(u, 0) =
h

2
+

1

2

∫ u

0

q(s)ds

Hh(0, v) =
h

2

con h ∈ C.

Se puede comprobar que el núcleo Kh satisface las siguientes condiciones en las carac-
teŕısticas:

Kh(x, x) =
h

2
+

1

2

∫ x

0

q(s)ds, Kh(x,−x) =
h

2
.

Más aún, si q ∈ C1[−b, b] entonces el núcleo Kh es solución de la ecuación de Klein-Gordon(
∂2

∂x2
− ∂2

∂t2
− q(x)

)
Kh(x, t) = 0.

Además, si q ∈ Ck[−b, b], entonces Kh ∈ Ck+1 (R), donde R = {(x, t) ∈ R2 | |t| 6 |x| 6 b}
(para la demostración de estos hechos, véase [26]).

Un caso muy importante es cuando consideramos una solución f de −f ′′ + q(x)f =
0, que no se desvanece en [−b, b] y normalizada de tal forma que f(0) = 1. Tomando
h = f ′(0), denotamos Kf (x, t) = Kh(x, t) y Tf = Th, y si {ϕk(x)}∞k=0 son las potencias
formales asociadas a f y centradas en x0 = 0, entonces se tiene la siguiente propiedad:

∀k ∈ N0 Tf [x
k] = ϕk.

La demostración de este hecho puede observarse en [8]. Otra de las propiedades del ope-
rador de transmutación es que transforma las soluciones de la ecuación −v′′ = ω2v en
soluciones de la ecuación u′′ − q(x)u+ ω2v = 0.

Teorema 9. [8] Sea q ∈ C[−b, b] y h ∈ C. Entonces las soluciones ch(ω, x) y s(ω, x) de
la ecuación

−u′′ + q(x) = ω2u, −b 6 x 6 b, ω ∈ C

que satisfacen las condiciones iniciales

ch(ω, 0) = 1, c′h(ω, 0) = h y s(ω, 0) = 0, s′(ω, 0) = 1

están dadas por

ch(ω, x) = Th[cos(ωx)], s(x, ω) = Th

[
sin(ωx)

ω

]
.
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De este modo se ha obtenido otra forma de representar a las soluciones de la ecuación
de Schrödinger, por medio del uso de los operadores de transmutación.

Para cada x ∈ [−b, b] fijo, Kf (x, ·) ∈ C1[−x, x] ⊂ L2[−x, x], por lo cual podemos
expandir Kf en terminos de una base de L2[−x, x]. Recordemos que en L2[−1, 1], los
polinomios de Legendre forman una base ortogonal. Denotamos a tales polinomios por
{Pn}∞n=0 y Pn(x) =

∑n
k=0 lk,nx

k, entonces se tiene el siguiente teorema de representación
para el núcleo Kf :

Teorema 10. [15] El núcleo de transmutación Kf (x, t) admite la siguiente representación
como una serie de Fourier-Legendre

Kf (x, t) =
∞∑
n=0

βn(x)

x
Pn

(
t

x

)
donde

βn(x) :=
2n+ 1

2

(
n∑
k=0

lk,nϕk(x)

x
− 1

)
,

además, para cada x ∈ (0, b] la serie converge uniformemente en t ∈ [−x, x].

En [15] también se demuestra que para conocer los valores del núcleo Kf (x, t) para x >
0, basta sólo con conocer los valores del potencial q en [0, b], por ello estas representaciones
son válidas para calcular las soluciones de la ecuación de Schrödinger en el segmento (0, b).
Una consecuencia muy importante de la expansión en serie de Fourier-Legendre del núcleo
Kf , es la representación de las soluciones ch y s como series de Neumann de funciones
de Bessel.

Teorema 11. [15] Las soluciones ch y s de la ecuación de Schrödinger que satisfacen las
condiciones del teorema 9 admiten las siguientes representaciones:

ch(ω, x) = cos(ωx) + 2
∞∑
n=0

(−1)nβ2n(x)j2n(ωx)

s(ω, x) =
sin(ωx)

ω
+

2

ω

∞∑
n=0

(−1)nβ2n+1(x)j2n+1(ωx),

donde {jn(ωx)}∞n=0 son las funciones de Bessel esféricas. Ambas series convergen unifor-
memente con respecto a x en todo [0, b], y uniformemente en ω en cualquier compacto de
C.

Las expresiones anteriores son de gran utilidad para el cálculo de los valores propios
para problemas de Sturm-Liouville de la ecuación de Schrödinger.
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2

Grafos métricos y cuánticos

Las matemáticas son el arte de
dar el mismo nombre a
diferentes cosas

Henri Poincaré (1854−1912)

Dentro de la teoŕıa de las ecuaciones diferenciales se analizan funciones con diversos
dominios: desde la recta real, hasta alguna región de Rn. Sin embargo, existe otro tipo de
funciones consideradas sobre dominios “poco habituales”. Nos referimos a aquellas defini-
das sobre grafos, los cuales han sido dotados de una estructura de espacio métrico. Tales
grafos reciben, como es natural, el nombre de grafos métricos.

Hasta el momento hemos considerado a los grafos desde el punto de vista de la ma-
temática discreta y la combinatoria. En este enfoque, las aristas suelen ser vistas úni-
camente como relaciones entre los vértices, mas que como enlaces geométricos o f́ısicos.
Desde esta perspectiva llamaremos a tales grafos discretos o combinatorios.

El punto de vista de interés en esta tesis es el contrario: considerar a las aristas como
enlaces geométricos, como “alambres”que conectan a los vértices, y analizar el grafo , no
como un par de vértices y aristas, sino como un conjunto formado por segmentos (las
aristas) conectados por medio de los vértices.

Con este punto de vista, es necesario construir un espacio métrico a partir del concepto
de grafo combinatorio, como mostraremos en este caṕıtulo.

2.1. Grafos métricos

Comenzamos definiendo nuestro objeto principal de estudio: los grafos métricos.

Definición 18. Un grafo métrico consta de lo siguiente:

(i) Un grafo dirigido Γ = (V ,B), equipado con su par de funciones origen y terminal
o, t : B → V .
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(ii) Una aplicación ` : B → [0,+∞), llamada función de longitud. Para cada arista
dirigido b ∈ B, el número `(b) se denomina longitud de b.

A partir de la función de longitud, asociamos a nuestro grafo métrico una colección
de intervalos indexados IΓ := {[0, `(b)]}b∈B.

Cabe recalcar que el nombre de “grafo métrico” es de momento, una forma de llamar a
la coleccion de datos presentados en la definición anterior. Sin embargo, empleando estos
elementos, definiremos un espacio métrico asociado a nuestro grafo.

Con el fin de realizar esta construcción, requerimos que el grafo Γ cumpla con ciertas
propiedades.

Hipótesis 2. Para cualquier grafo métrico en consideración, se supondrá que:

(i) El grafo Γ es conexo.

(ii) Para cada v ∈ V , 0 < dv < +∞.

(iii) No existen lazos ni tampoco aristas dobles, i.e. si b ∈ B, no puede ocurrir o(b) = t(b),
y no existe b̄ ∈ B tal que o(b) = t(b̄) y t(b) = o(b̄).

El término métrico proviene del hecho de que con los elementos dados en la definición
1, se puede asociar al grafo Γ un espacio métrico. Para esta construcción requerimos de
la siguiente definición:

Definición 19. Sea {Xα}α∈Λ una colección indexada de conjuntos. Definimos la suma
ajena ( también llamada coproducto) de la colección {Xα}α∈Λ, como:∐

α∈Λ

Xα :=
⋃
α∈Λ

{α} ×Xα.

Ahora consideremos la suma ajena de los intervalos asociados al grafo métrico,
∐

b∈B[0, `(b)].
Intuitivamente, esto nos permite considerar a los intervalos como objetos diferentes dos
a dos, ya que por ejemplo, puede ocurrir que dos intervalos etiquetados por diferentes
aristas tengan la misma longitud. Notemos que el coproducto consiste de pares ordenados
de la forma (b, x), con b ∈ B y x ∈ [0, `(b)]. El siguiente paso de nuestra construcción
consiste en “pegar”los intervalos por los vertices. Para esto será de utilidad la siguiente
función auxiliar:

Π :
∐
b∈B

[0, `(b)]→ V ∪ B, (2.1)

la cual está dada por

Π(b, x) :=


o(b), si x = 0,

t(b), si x = `(b),

b, si x ∈ (0, `(b)),

, ∀(b, x) ∈
∐
b∈B

[0, `(b)].

Definimos ahora la siguiente relación de equivalencia en
∐

b∈B[0, `(b)]:
(b, x) ∼ (c, y) si y sólo si, Π(b, x),Π(c, y) ∈ V y Π(b, x) = Π(c, y), ó bien, en caso de que
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Π(b, x),Π(c, y) ∈ B, si (b, x) = (c, y).

Notamos que en efecto ésta es una relación de equivalencia, y denotamos la clase de
equivalencia del par (b, x) por (b, x)∼. Intuitivamente, lo que la relación de equivalencia
hace es “pegar”los extremos de los intervalos que representan al mismo vertice. Aśı, el
conjunto que formar nuestro espacio métrico será el conjunto cociente de la relación:

Γmet :=

(∐
b∈B

[0, `(b)]

)/
∼ . (2.2)

Se observa que por construcción de la relación ∼, Π(b, x) = Π(c, y) si y sólo si
(b, x) ∼ (c, y), con lo cual podemos definir Π((b, x)∼) como Π(b, x), donde (b, x) es algún
representante de clase.

Ahora procedemos a definir una topoloǵıa en nuestro conjunto Γmet. Para esto, primero
definimos una topoloǵıa en el coproducto

∐
b∈B[0, `(b)] de la siguiente manera: considere-

mos una arista b ∈ B; definimos la inyección canónica en {b} × [0, `(b)] como:

ψb : [0, `(b)] → {b} × [0, `(b)]
x 7→ (b, x)

(2.3)

Claramente ψb es una biyección. Se define entonces

τb :=
{
U ⊂ {b} × [0, `(b)] |ψ−1

b (U) ∈ τ[0,`(b)]

}
,

donde τ[0,`(b)] es la topoloǵıa usual en el intervalo [0, `(b)]. Es fácil ver que τb es una
topoloǵıa ( de hecho, es la topoloǵıa final de {b} × [0, `(b)] con respecto a la inyección
canónica ψb, véase [29]).

Ahora se extiende este procedimiento a todo el coproducto de la siguiente manera:

τt :=

{
U ⊂

∐
b∈B

[0, `(b)]

∣∣∣∣∀b ∈ B U ∩ ({b} × [0, `(b)]) ∈ τb

}
.

Proposición 5. La colección τt es una topoloǵıa en el coproducto qb∈B[0, `(b)]

Demostración. Veamos que τt satisface las propiedades de una topoloǵıa:

1. qb∈B[0, `(b)], ∅ ∈ τt: En efecto, puesto que para cada b ∈ B

qb∈B[0, `(b)] ∩ ({b} × [0, `(b)]) = {b} × [0, `(b)] ∈ τb y ∅ ∩ ({b} × [0, `(b)]) = ∅ ∈ τb.

2. Si A,B ∈ τt, entonces para cualquier b ∈ B se tiene U ∩ ({b} × [0, b]) , V ∩
({b} × [0, b]) ∈ τb. Luego, como τb es topoloǵıa tenemos que

(U ∩ V ) ∩ ({b} × [0, `(b)]) = (U ∩ ({b} × [0, b])) ∩ (V ∩ ({b} × [0, b])) ∈ τb

Como b ∈ B es arbitrario, se sigue que U ∩ V ∈ τt.
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3. Sea {Uα}α∈A ⊂ τt. Tomando b ∈ B, se tiene que para cada α ∈ A , Uα∩({b} × [0, `(b)]) ∈
τb. Como τb es topoloǵıa, tenemos:(⋃

α∈A

Uα

)
∩ ({b} × [0, `(b)]) =

⋃
α∈A

(Uα ∩ ({b} × [0, `(b)])) ∈ τb.

Dado que b ∈ B era arbitrario, concluimos que
⋃
α∈A Uα ∈ τt.

Hemos probado entonces que τt es una topoloǵıa en qb∈B[0, `(b)]. Q.E.D.

Finalmente dotamos a Γmet := (qb∈B[0, `(b)]) / ∼ con la topoloǵıa cociente, es decir,
la topoloǵıa mas fuerte que hace continua a la proyección:

p : qb∈B[0, `(b)] → Γmet
(b, x) 7→ (b, x)∼

Expĺıcitamente, la topoloǵıa cociente (que denotaremos por τΓ) está dada por:

τΓ =
{
U ⊂ Γmet

∣∣∣ p−1(U) ∈ τt
}
. (2.4)

Ahora tenemos que nuestro grafo métrico Γmet es un espacio topológico; pero aún nos
falta definir una métrica sobre él. Para construir tal métrica, primero probemos que el
espacio Γmet es arco-conexo. Se requiere el siguiente Lema.

Lema 1. Sea (X, τ) un espacio topológico y U1, U2, · · ·Un ⊂ X conjuntos arco-conexos.
Si Uj ∩ Uj+1 6= ∅, j = 1, n− 1, entonces

⋃n
j=1 Uj es arco-conexo.

Demostración. Procedemos por inducción sobre n. Para n = 2, tómese x, y ∈ U1 ∪ U2 y
veamos que existe una curva γ : [0, 1]→ U1 ∪ U2 tal que γ(0) = x y γ(1) = y.

Si x, y ∈ U1 o x, y ∈ U2, tal curva γ existe por la arco-conexidad de U1 y U2. Supon-
gamos sin perdida de generalidad que x ∈ U1 y que y ∈ U2. Por hipótesis, U1 ∩ U2 6= ∅,
con lo cual podemos tomar z ∈ U1 ∩ U2. Como x, z ∈ U1, por arco-conexidad, existe una
curva γ1 : [0, 1]→ U1 tal que γ1(0) = x y γ1(1) = z. De igual forma, como z, y ∈ U2 y éste
es arco-conexo, existe γ2 : [0, 1]→ U2 tal que γ2(0) = z y γ2(1) = y. Ahora, definamos

γ3(t) :=

{
γ1(2t), si 0 6 t 6 1

2
,

γ2(2t− 1), si 1
2
6 t 6 1.

Se tiene que γ3 : [0, 1] → U1 ∪ U2 es continua (véase [27, cap. 2]) y γ3(0) = γ1(0) =
x, γ3(1) = γ2(1) = y. Luego, γ3 es una curva que conecta a x con y en U1 ∪ U2. Puesto
que x, y ∈ U1 ∪ U2 fueron arbitrarios, concluimos que U1 ∪ U2 es arco-conexo.

Ahora suponemos el resultado para n − 1 y probaremos para n. Notemos que por
hipótesis:

∅ 6= Un−1 ∩ Un ⊂
n−1⋃
j=1

(Uj ∩ Un) =

(
n−1⋃
j=1

Uj

)
∩ Un.

Aśı,
(⋃n−1

j=1 Uj

)
∩Un 6= ∅. Como Un es arco-conexo, y

⋃n−1
j=1 Uj también lo es por hipótesis de

inducción, repitiendo el razonamiento hecho para dos conjuntos, tenemos que
⋃n
j=1 Uj =(⋃n−1

j=1 Uj

)
∪ Un es arco-conexo.

Esto termina la inducción y prueba el resultado para toda n. Q.E.D.
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Proposición 6. El espacio (Γmet, τΓ) es arco-conexo.

Demostración. Sea b ∈ B y ψb : [0, `(b)] → {b} × [0, `(b)] la inyección canónica definida
en (2.3). Es claro que por definición ψb es una biyección, con lo cual {b} × [0, `(b)] =
ψb([0, `(b)]), y por construcción de τb se tiene que ψb es continua, entonces como [0, `(b)]
es arco-conexo y esta propiedad se preserva bajo funciones continuas, se tiene que {b} ×
[0, `(b)] es también arco-conexo. Ahora, notemos que τb es precisamente la restricción de
la topoloǵıa τt a {b} × [0, `(b)], con lo cual éste conjunto es arco-conexo en qb∈B[0, `(b)].
Tomando Jb := p({b} × [0, `(b)]), por la arco-conexidad de {b} × [0, `(b)] y la continuidad
de la proyección p se tiene que Jb es arco-conexo en Γmet, para cada b ∈ B. Más aún, por
sobreyectividad de p:

Γmet = p

(∐
b∈B

[0, `(b)]

)
= p

(⋃
b∈B

{b} × [0, `(b)]

)
=
⋃
b∈B

p ({b} × [0, `(b)]) =
⋃
b∈B

Jb

Ahora tomemos (b, x)∼, (c, y)∼ ∈ Γmet, con lo cual (b, x)∼ ∈ Jb y (c, y)∼ ∈ Jc, y sean
v = Π ((b, 0)∼) y w = Π ((c, 0)∼). Por la hipótesis 2 el grafo Γ es conexo, con lo cual existe
una sucesión finita de aristas b1, b1, · · · , bn y una sucesión de vértices v0, v1, · · · , vn tales
que v0 = v, vn = w y {vi−1, vi} = {o(bi), t(bi)} para i = 1, n.

Notemos que para i = 1, n, el vértice vi pertenece tanto a {o(bi+1), t(bi+1)} como a
{o(bi), t(bi)}. Entonces Π ((bi+1, 0)∼) = vi ó bien Π ((bi+1, `(bi−1))∼) = vi, y de igual forma
Π ((bi, 0)∼) = vi ó Π ((bi, `(bi)

∼) = vi. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que
Π ((bi+1, 0)∼) = vi = Π ((bi, 0)∼), entonces como la función Π es inyectiva en Γmet, se
tiene que (bi+1, 0)∼ = (bi, 0)∼, con lo cual Jbi+1

∩ Jbi 6= ∅, para i = 0, n− 1. Luego, por el
lema 1,

⋃n
i=0 Jbi es arco-conexo. De igual forma se puede ver que Jb ∪ (

⋃n
i=0 Jbi) ∪ Jc es

arco-conexo.
Finalmente, como (b, x)∼, (c, y)∼ ∈ Jb∪(

⋃n
i=0 Jbi)∪Jc, existe una curva γ : [0, 1]→ Jb∪

(
⋃n
i=0 Jbi)∪ Jc ⊂ Γmet tal que γ(0) = (b, x)∼ y γ(1) = (c, y)∼. Puesto que (b, x)∼ y (c, y)∼

fueron arbitrarios, se sigue que Γmet es arco-conexo.
Q.E.D.

Ahora se introducirá una métrica en Γmet. Para esto, primero se analizarán algunas
propiedades “locales”de Γmet.

Definición 20. Las inyecciones canónicas en Γmet, son las funciones ϕb : [0, `(b)] →
Γmet definidas por:

ϕb := p
∣∣
{b}×[0,`(b)]

◦ ψb, (2.5)

para cada b ∈ B.

De aqúı en adelante, a menos que se especifique lo contrario, siempre que se hable de
inyecciones canónicas, se entenderá que nos referimos a las funciones (2.5). Expĺıcitamente,
las inyecciones canónicas actuán de la siguiente manera:

ϕb(x) = p(ψb(x)) = (b, x)∼, x ∈ [0, `(b)].

Definición 21. Para cada b ∈ B, se define la arista métrica asociada a b ∈ B en Γmet,
como:

Jb := ϕb([0, `(b)]). (2.6)
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La acción de la proyección canónica ϕb se ilustra en el siguiente diagrama conmutativo:

[0, `(b)]
ψb//

ϕb

''

{b} × [0, `(b)]

p

��
Jb

Proposición 7. Para cada b ∈ B, la inyección canónica ϕb es un homeomorfismo de
[0, `(b)] con Jb.

Demostración. Sea b ∈ B y ϕb : [0, `(b)] → Jb. Por definición de Jb, se tiene que ϕb es
una sobreyección de [0, `(b)] en Jb. Recordemos además que ψb es inyectiva de [0, `(b)] en
{b} × [0, `(b)]. También se cumple que:

Si b, c ∈ B y b = c, entonces (b, x) ∼ (c, y) ⇔ x = y

(recordemos que por la hipótesis 2 no hay lazos), con lo cual p
∣∣
{b}×[0,`(b)]

es inyectiva. Como

ϕb = p
∣∣
{b}×[0,`(b)]

◦ ψb, tenemos que ϕb es inyectiva, de modo que es una biyección.

Para ver que ϕb es homeomorfismo, observemos que por ser ψb y p continuas, ϕb es
continua. Además, si U ∈ τ[0,`(b)], por ser ψb inyectiva tenemos U = ψ−1

b (ψb(U)), con lo
cual por definición de τt se tiene que ψb(U) ∈ τt, y como hemos visto ya que p

∣∣
{b}×[0,`(b)]

es inyectiva, entonces p−1(p(ψb(U))) = ψb(U) ∈ τt. Luego por la definición de la topoloǵıa
cociente, se tiene que ϕb(U) = p(ψb(U)) ∈ τΓ. Aśı, ϕb es una función continua, biyectiva
y abierta, de manera que es un homeomorfismo. Q.E.D.

La idea ahora es utilizar las aristas métricas como base para todas las construcciones
que se harán con el espacio Γmet. Primero daremos una caracterización de la topoloǵıa τΓ.

Proposición 8.

τΓ =
{
U ⊂ Γmet

∣∣∣∀b ∈ B ϕ−1
b (U ∩ Jb) ∈ τ[0,`(b)]

}
. (2.7)

Demostración. Se tiene que:

U ∈ τΓ ⇔ p−1(U) ∈ τt (Def. de topoloǵıa cociente)
(Def. de τt) ⇔ ∀b ∈ B p−1(U) ∩ ({b} × [0, `(b)]) ∈ τb

(p−1(Jb) = {b} × [0, `(b)]) ⇔ ∀b ∈ B p−1(U) ∩ p−1(Jb) ∈ τb
(Def. de τb) ⇔ ∀b ∈ B ψ−1

b (p−1(U ∩ Jb)) ∈ τ[0,`(b)]

(Def. de ϕb) ⇔ ∀b ∈ B ϕ−1
b (U ∩ Jb) ∈ τ[0,`(b)].

Q.E.D.

Aśı, τΓ es la topoloǵıa más fuerte que hace continua a la familia de inyecciones canóni-
cas (ϕb : [0, `(b)]→ Γmet)b∈B

Introducimos la siguiente métrica en cada arista Jb:

db((b, x)∼, (b, y)∼) := |ϕ−1
b ((b, x)∼)− ϕ−1

b ((b, y)∼)|. (2.8)

Aqúı | · | denota el valor absoluto en R. Denotamos la bola centrada en (b, x)∼ ∈ Jb de
radio r > 0 generada por db como Bb((b, x)∼, r).

Puesto que ϕb : [0, `(b)]→ Jb es una biyección, se tiene que (2.8) es una métrica en Jb
y además cumple la siguiente propiedad.
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Proposición 9. Para cada b ∈ B, la métrica db induce la topoloǵıa restringida a Jb.

Demostración. Por la proposición 8, τJb =
{
U ⊂ Jb

∣∣ϕ−1
b (U) ∈ τ[0,`(b)]

}
. Notemos que

ϕ−1
b (Bb((b, x)∼, r)) =

{
y ∈ [0, `(b)]

∣∣ db((b, x)∼, ϕb(y)) < r
}

=
{
y ∈ [0, `(b)]

∣∣ |ϕ−1
b ((b, x)∼)− ϕ−1

b (ϕb(y))| < r
}

=
{
y ∈ [0, `(b)]

∣∣ |ϕ−1
b ((b, x)∼)− y| < r

}
= B[0,`(b)](ϕ

−1
b ((b, x)∼), r).

Entonces Bb((b, x)∼, r) ∈ τJb , para cada (b, x)∼ ∈ Jb y r > 0. Por otra parte, si
U ∈ τJb , entonces V = ϕ−1

b (U) ∈ τ[0,`(b)], y ademas por la definición de abierto en un
espacio métrico:

V =
⋃
x∈V

B[0,`(b)](x, εx),

para ciertos εx > 0. Luego, como ϕb es biyectiva

U =
⋃
x∈V

ϕb(B[0,`(b)](x, εx)).

Hemos visto que ϕ−1
b (Bb((b, x)∼, r)) = B[0,`(b)](ϕ

−1
b ((b, x)∼), r), con lo cual ,por la biyec-

tividad de ϕb y la definición de db, se tiene que ϕb(B[0,`(b)](x, r)) = Bb(ϕb(x), r), entonces:

U =
⋃
x∈V

Bb(ϕb(x), εx)

∴ La topoloǵıa τJb es generada por la métrica db. Q.E.D.

En consecuencia, se tiene que “localmente”Γmet es un espacio métrico. Ahora se exten-
derá esta métrica a todo el espacio. Observamos que en la demostración de la proposición
6, se obtuvo la siguiente propiedad:

Supongamos que (b, x)∼, (c, y)∼ ∈ Γmet y que b 6= c. Entonces existe una sucesión finita
de aristas b0, · · · , bn tales que:

(i) (b, x)∼ ∈ Jb0 y (c, y)∼ ∈ Jbn .

(ii) Jbi−1
∩ Jbi 6= ∅, i = 1, n.

(iii)
⋃n
i=0 Jbi es arco-conexo.

Introducimos ahora la siguiente notación: por un vértice métrico, entenderemos un
punto (b, x)∼ ∈ Γmet tal que Π((b, x)∼) ∈ V . Denotamos la colección de vértices métricos
por Vmet. Notemos que Jbi−1

∩ Jbi consta precisamente de un vértice métrico. En efecto,
si (b, x)∼ ∈ Jb ∩ Jc y b 6= c, entonces, no puede ocurrir que Π((b, x)∼) ∈ B, con lo cual
tiene que ser un vértice métrico. Por la hipótesis 2, no hay lazos ni aristas multiples, con
lo cual cada arista métrico contiene exactamente 2 vértices métrico (uno de origen y otro
terminal), y sólo se pueden intersectar en uno.

Denotaremos entonces ṽi = Jbi−1
∩ Jbi , para i = 1, n. Aśı {ṽi, ˜vi+1} ⊂ Jbi con lo cual

podemos calcular db0((b, x)∼, ṽ1), dbn((c, y)∼, ṽn) y dbi(ṽi, ˜vi+1), i = 2, n− 1.
Con base en estas observaciones introducimos la siguiente definición.
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Definición 22. Sean (b, x)∼, (c, y)∼ ∈ Γmet. Diremos que una sucesión finita p = (x̃0, x̃1, · · · , x̃n)
de puntos de Γmet conecta adecuadamente a (b, x)∼ con (c, y)∼, si

(i) x̃0 = (b, x)∼, x̃n = (c, y)∼.

(ii) Existe una sucesión b1, · · · , bn ∈ B tal que { ˜xi−1, x̃i} ⊂ Jbi , i = 1, n.

Denotamos la colección de todas las sucesiones que conectan adecuadamente a (b, x)∼

con (c, y)∼ como P(c,y)∼

(b,x)∼ .

Como se observó en los comentarios previos a la definición, P(c,y)∼

(b,x)∼ 6= ∅. Además, puesto

que { ˜xi−1, x̃i} ⊂ Jbi , podemos calcular dbi( ˜xi−1, x̃i), i = 1, n, e introducir la siguiente
definición.

Definición 23. Sean (b, x)∼, (c, y)∼ ∈ Γmet. Dado p ∈ P(c,y)∼

(b,x)∼ , se define su longitud como:

l(p) :=
n∑
i=1

dbi( ˜xi−1, x̃i).

Observación 2. Dados (b, x)∼, (c, y)∼, (d, z)∼ ∈ Γmet se cumple:

(i) p = (x̃0, x̃1, · · · , x̃n) ∈ P(c,y)∼

(b,x)∼ =⇒ p− := (x̃n, ˜xn−1, · · · , x̃0) ∈ P(b,x)∼

(c,y)∼

y l(p) = l(p−).

(ii) Si p = (x̃0, · · · , x̃n) ∈ P(c,y)∼

(b,x)∼ y q = (ỹ0, · · · , ỹm) ∈ P(d,z)∼

(c,y)∼ , entonces

p ∨ q := (x̃0, · · · , x̃n, ỹ1, · · · , ỹm) ∈ P(d,z)∼

(b,x)∼ ,

y l(p ∨ q) = l(p) + l(q).

(iii) Si (b, x)∼ ∈ Jb, (c, y)∼ ∈ Jc y b 6= c, entonces cualquier p ∈ P(c,y)∼

(b,x)∼ debe contener

un vértice incidente en una arista que contiene a (b, x)∼. Expĺıcitamente, si p =
(x̃0, · · · , x̃n), existe 0 6 k < n y e ∈ B tales que: {x̃0, · · · , x̃k} ⊂ Je, pero ˜xk+1 6∈ Je,
de modo que x̃k es un vértice métrico incidente en Je (ver figura 2.1).

v1 = x̃v2 = x̃k

v3 v3

ỹ

b1

b2

b3

Figura 2.1: Una sucesión contenida en diferentes aristas, con e = b1.

Con estas observaciones estamos listos para introducir una métrica en Γmet.
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Definición 24. Se define la función dΓ : Γmet × Γmet → R como

dΓ((b, x)∼, (c, y)∼) := ı́nf
{
l(p)

∣∣∣ p ∈ P(c,y)∼

(b,x)∼

}
, para (b, x)∼, (c, y)∼ ∈ Γmet.

El siguiente paso ahora es probar que la función dΓ es una métrica en Γmet. Para esto,
será de utilidad el siguiente lema técnico.

Lema 2. Sean (b, x)∼, (c, y)∼ ∈ Γmet dos puntos distintos. Definamos

β := mı́n{de((b, x)∼, ṽ) | e ∈ B, ṽ ∈ Vmet ∩ Je, (b, x)∼ ∈ Je y ṽ 6= (b, x)∼}. (2.9)

(i) Si (b, x)∼, (c, y)∼ ∈ Jb (i.e., pertenecen a la misma arista métrica), entonces:

dΓ((b, x)∼, (c, y)∼) > mı́n{β, db((b, x)∼, (c, y)∼)}. (2.10)

(ii) Si (b, x)∼ ∈ Jb, (c, y)∼ ∈ Jc y b 6= c, entonces

dΓ((b, x)∼, (c, y)∼) > β. (2.11)

Demostración. Sea p = (x̃0, · · · , x̃n) ∈ P(c,y)∼

(b,x)∼ .

(i) Primero supongamos que existe una subsucesión (x̃n0 , · · · , x̃nI ) de p tal que: x̃n0 =
(b, x)∼, x̃nI = (b, y)∼ y {x̃n0 , · · · , x̃nI} ⊂ Jb. Entonces:

l(p) >
I∑
i=1

dbi( ˜xni−1
, x̃ni) > db((b, x)∼, (b, x)∼).

Por otra parte, si tal subsucesión no existe, podemos tomar una subsucesión (x̃n0 , · · · , ˜xnK )
de p tal que: x̃n0 = (b, x)∼, ˜xnK ∈ V\{(b, x)∼}, y la colección de puntos {x̃n0 , · · · , ˜xnK} ⊂
Je, para alguna e ∈ B. De este modo:

l(p) >
K∑
i=1

dbi( ˜xni−1
, x̃ni) > de((b, x)∼, ˜xnK ) > 0.

Definamos β como en (2.9), y notemos que por la hipótesis 2 (ii), β se toma sobre una
cantidad finita de elementos, con lo cual está bien definida, luego, de la desigualdad
anterior, se sigue que l(p) > β.

Combinando ambos casos se tiene que:

l(p) > mı́n{β, db((b, x)∼, (c, y)∼)}, ∀p ∈ P(c,y)∼

(b,x)∼ .

Entonces, tomando el ı́nfimo concluimos que:

dΓ((b, x)∼, (c, y)∼) > mı́n{β, db((b, x)∼, (c, y)∼)}.

(ii) En este caso, por la observación 2 (iii), existe un vértice métrico x̃k de la sucesión,
y una arista e tales que: {x̃0, · · · , x̃k} ⊂ Je y x̃k 6= (b, x)∼ . Luego:

l(p) >
k∑
i=1

dbi( ˜xi−1, x̃i) > de((b, x)∼, x̃k)

De esta desigualdad deducimos que: ∀p ∈ P(c,y)∼

(b,x)∼ `(p) > β. Al tomar ı́nfimos con-

cluimos que dΓ((b, x)∼, (c, y)∼) > β > 0.
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Q.E.D.

Teorema 12. dΓ es una métrica en Γmet.

Demostración. Sean (b, x)∼, (c, y)∼, (d, z)∼ ∈ Γmet.

1. Para cada p ∈ P(c,y)∼

(b,x)∼ , l(p) > 0, con lo cual dΓ((b, x)∼, (c, y)∼) > 0. Además, como

p′ = ((b, x)∼) ∈ P(b,x)∼

(b,x)∼ y l(p′) = 0, entonces dΓ((b, x)∼, (b, x)∼) = 0.

2. Por la observación 2 (i):

dΓ((b, x)∼, (c, y)∼) = ı́nf
{
l(p)

∣∣∣ p ∈ P(c,y)∼

(b,x)∼

}
= ı́nf

{
l(p−)

∣∣∣ p ∈ P(c,y)∼

(b,x)∼

}
= ı́nf

{
l(q)

∣∣∣ q ∈ P(b,x)∼

(c,y)∼

}
= dΓ((c, y)∼, (b, x)∼)

3. Supongamos que (b, x)∼ 6= (c, y)∼. Procedemos por casos:
Caso 1 b = c. Por el lema 2 (i), se tiene que

dΓ((b, x)∼, (b, y)∼) > mı́n{β, db((b, x)∼, (b, y)∼)},

donde

β := mı́n{de((b, x)∼, ṽ) | e ∈ B, ṽ ∈ Vmet ∩ Je, (b, x)∼ ∈ Je y ṽ 6= (b, x)∼}.

Por la hipótesis 2, Γ es conexo, de modo que el mı́nimo se toma sobre un conjunto
finito de elementos positivos, con lo cual β > 0. Por otro lado, db es una métrica en
Jb, con lo cual db((b, x)∼, (b, y)∼) > 0, entonces dΓ((b, x)∼, (b, y)∼) > 0.

Caso 2 b 6= c. En este caso aplicamos el lema 2 (ii), de modo que dΓ((b, x)∼, (c, y)∼) >
β, y de igual forma que en el caso anterior, β > 0. Aśı, dΓ((b, x)∼, (c, y)∼) > 0.

En conclusión dΓ((b, x)∼, (c, y)∼) = 0 si y sólo si(b, x)∼ = (c, y)∼.

4. Sean r ∈ P(d,z)∼

(b,x)∼ y q ∈ P(c,y)∼

(d,z)∼ . Por la observación 2 (ii), r ∨ q ∈ P(c,y)∼

(b,x)∼ y

dΓ((b, x)∼, (c, y)∼) 6 l(r ∨ q) = l(r) + l(q).

Luego:
dΓ((b, x)∼, (c, y)∼)− l(r) 6 l(q), ∀q ∈ P(c,y)∼

(d,z)∼ ,

con lo que al tomar ı́nfimos se tiene:

dΓ((b, x)∼, (c, y)∼)− l(r) 6 dΓ((d, z)∼, (c, y)∼).

Ahora notamos que también se cumple:

dΓ((b, x)∼, (c, y)∼)− dΓ((d, z)∼, (c, y)∼) 6 l(r), ∀r ∈ P(d,z)∼

(b,x)∼ ,

y tomando el ı́nfimo tenemos que:

dΓ((b, x)∼, (c, y)∼)− dΓ((d, z)∼, (c, y)∼) 6 dΓ((b, x)∼, (d, z)∼).

∴ dΓ((b, x)∼, (c, y)∼) 6 dΓ((b, x)∼, (d, z)∼) + dΓ((d, z)∼, (c, y)∼).
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v1 v2

v3

(b1, 1)∼ (b1, 6)∼b1
∼= [0, 7]

b2
∼= [0, 1]b3

∼= [0, 1]

Figura 2.2: Un grafo que no está encajado en R2

∴ dΓ es una métrica en Γmet. Q.E.D.

Ahora que ya tenemos una métrica en nuestro espacio Γmet, es importante analizar las
propiedades que cumple. Consideremos (b, x)∼, (c, y)∼ ∈ Γmet y tales que b = c, entonces

p = ((b, x)∼, (c, y)∼) ∈ P(c,y)∼

(b,x)∼ , con lo cual,

db((b, x)∼, (c, y)∼) > dΓ((b, x)∼, (c, y)∼). (2.12)

No obstante, la desigualdad puede ser estricta, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Consideremos el grafo Γ de la figura 2.2. Los puntos (b1, 1)∼ y (b1, 6)∼ tienen
la distancia usual dd1((b1, 1)∼, (b1, 6)∼) = 5.

Sin embargo, si tomamos la sucesión p = ((b1, 1)∼, v1, v3, v2, (b1, 6)∼) ∈ P(b1,6)∼

(b1,1)∼ , la

cual esta marcada de color rojo en la figura 2.2, tenemos que l(p) = 4. De hecho,
dΓ((b1, 1)∼, (b1, 6)∼) = 4.

La razón de esto es que el grafo Γ no está encajado en R2. Recordemos que la
definición formal de Γmet seŕıa:

Γmet := (({b1} × [0, 7]) ∪ ({b2} × [0, 1]) ∪ ({b3} × [0, 1])) / ∼

donde ∼ identifica los puntos (b1, 0) ∼ (b3, 0), (b3, 1) ∼ (b2, 1),(b2, 0) ∼ (b1, 7). Por supues-
to Γmet 6⊂ R2, y este “triángulo”, no satisface la desigualdad triangular eucĺıdea.

En lo que resta denotaremos:

BΓ(x̃, r) := {ỹ ∈ Γmet | dΓ(x̃, ỹ) < r}.

Teorema 13. La topoloǵıa τΓ es generada por la métrica dΓ.

Demostración. Primero veamos que si U ∈ τΓ, para cada x̃ ∈ U existe ε > 0 tal que
BΓ(x̃, ε) ⊂ U . Tómese x̃ ∈ U y b ∈ B tal que x̃ ∈ Jb. Entonces por la proposición 8,
V = ϕ−1

b (U ∩ Jb) es abierto en [0, `(b)] y x = ϕ−1
b (x̃) ∈ V , con lo cual existe εb > 0 tal

que:
B[0,`(b)](x, εb) ⊂ V.

Tomemos
ε∗ = mı́n{εb | b ∈ B y x̃ ∈ Jb},
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β := mı́n{db(x̃, ṽ) | b ∈ B, ṽ ∈ Vmet ∩ Jb, x̃ ∈ Jb y ṽ 6= x̃}
y ε = mı́n{ε∗, β}. Veamos que con nuestra elección de ε, Bb(x̃, ε) = BΓ(x, ε) ∩ Jb.

En efecto, si ỹ ∈ Bb(x̃, ε), por la desigualdad (2.12), dΓ(x̃, ỹ) 6 db(x̃, ỹ) < ε, luego
ỹ ∈ BΓ(x̃, ε) ∩ Jb.

Rećıprocamente, suponer que ỹ ∈ BΓ(x̃, ε) ∩ Jb, pero que db(x̃, ỹ) > ε, de modo que
x̃ 6= ỹ. Por el lema 2 (i), se tiene que dΓ(x̃, ỹ) > mı́n{β, db(x̃, ỹ)}. Observemos que β > ε,
mientras que por hipótesis, db(x̃, ỹ) > ε. Entonces dΓ(x̃, ỹ) > ε, lo cual es una contradic-
ción.

De este modo concluimos que Bb(x̃, ε) = BΓ(x, ε) ∩ Jb. Luego:

B[0,`(b)](ϕ
−1
b (x̃), ε) ⊂ V ⇒ Bd(x̃, ε) ⊂ U ∩ Jb ⇒ BΓ(x̃, ε) ∩ Jb ⊂ U ∩ Jb.

Ahora veamos que BΓ(x̃, ε) ⊂ U . Para esto consideramos dos casos:
Supongamos primero que x̃ 6∈ Vmet y veamos que: BΓ(x̃, ε) ∩ Jb = BΓ(x̃, ε). Sea ỹ ∈

BΓ(x̃, ε) \ Jb. Como x̃ y ỹ pertenecen a aristas diferentes, del lema 2 (ii), se tiene que:

dΓ(x̃, ỹ) > β > ε,

con lo cual y 6∈ BΓ(x̃, r). Entonces BΓ(x̃, ε) = BΓ(x̃, ε) ∩ Jb ⊂ U ∩ Jb ⊂ U .

Por otro lado, si x̃ ∈ Vmet, veamos que BΓ(x̃, ε) =
⋃
b∈Bx̃ BΓ(x̃, ε) ∩ Jb. Sea ỹ ∈ Γmet \(⋃

b∈Bx̃ Jb
)
. Nuevamente, por el lema 2 (ii), tenemos que:

dΓ(x̃, ỹ) > β > ε,

de modo que dΓ(x̃, ỹ) > ε, con lo que ỹ 6∈ BΓ(x̃, ε).
∴ BΓ(x̃, r) =

⋃
b∈Bx̃ BΓ(x̃, ε) ∩ Jb ⊂

⋃
b∈Bx̃ U ∩ Jb ⊂ U.

Ahora sólo resta ver que dados x̃ ∈ Γmet y ε > 0, BΓ(x̃, ε) ∈ τΓ. Tomemos b ∈ B tal que
BΓ(x̃, ε)∩ Jb 6= ∅ y veamos que ϕ−1

b (BΓ(x̃, ε)∩ Jb) es abierto en [0, `(b)] (si la intersección
fuera vaćıa, la afirmación se cumpliŕıa trivialmente).

Sea y ∈ ϕ−1
b (BΓ(x̃, ε)∩ Jb), entonces dΓ(x̃, ϕb(y)) < ε. Tomemos r = ε− dΓ(x̃, ϕb(y)) y

z ∈ B[0,`(b)](y, r). Se tiene que:

dΓ(x̃, ϕb(z)) 6 dΓ(x̃, ϕb(y)) + dΓ(ϕb(y), ϕb(z))
(Desigualdad (2.12)) 6 dΓ(x̃, ϕb(y)) + db(ϕb(y), ϕb(z))

= dΓ(x̃, ϕb(y)) + |y − z|
< ε.

Aśı, dΓ(x̃, ϕb(z)) < ε, i.e., z ∈ ϕ−1
b (BΓ(x̃, ε)∩Jb). Luego B[0,`(b)](y, r) ⊂ ϕ−1

b (BΓ(x̃, ε)∩Jb).
Como esto ocurre para toda y ∈ ϕ−1

b (BΓ(x̃, ε) ∩ Jb), se tiene que ϕ−1
b (BΓ(x̃, ε) ∩ Jb) es

abierto en [0, `(b)]. Puesto que b ∈ B es arbitrario, concluimos que BΓ(x̃, ε) ∈ τΓ.
∴ τΓ es inducida por la métrica dΓ. Q.E.D.

Se ha construido un espacio métrico (Γmet, dΓ) a partir de los datos proporcionados
por la definición del grafo métrico Γ, lo cual justifica el nombre de “métrico”.

Ahora analizaremos algunas propiedades que Γmet posee como espacio métrico. Para
evitar ciertos comportamientos “patológicos”, se impondrá la siguiente condición estándar,
la cual es considera en algunos trabajos, por ejemplo [6].
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Hipótesis 3. Las longitudes de todas las aristas están acotadas uniformemente por abajo,
i.e.

∃`0 > 0 : ∀b ∈ B `0 6 `(b). (2.13)

Notemos que un grafo finito (i.e. con un número finito de vértices) satisface siempre
la hipótesis 3. No obstante, nos permitirá caracterizar ciertas propiedades para grafos
infinitos.

Teorema 14. Un grafo métrico es compacto si y sólo si es finito.

Demostración. [⇐] Supongamos que Γ tiene sólo un número finito de vértices. Entonces
sólo hay un número finito de aristas b1, · · · , bn, y además

Γmet =
n⋃
j=1

Jbj .

Como Jbj es homeomorfo al intervalo compacto [0, `(bj)], tenemos que Jbj es compacto,
para j = 1, n. Luego, Γmet es compacto (por ser union finita de compactos).

[⇒] Supóngase que Γmet es compacto y que tiene un número infinito de vértices.
Entonces por el teorema de Bolzano-Weierstrass, la compacidad de Γmet implica que Vmet
contiene un punto de acumulación. Sin embargo, por la hipótesis 3, si `0 es una cota
inferior para las longitudes de las aristas, dados ṽ 6= w̃ vértices métricos

dΓ(ṽ, w̃) > `0.

En efecto, si ṽ, w̃ pertenecen a Jb para alguna arista b, por el lema 2 (i) tenemos que:

dΓ(ṽ, w̃) > mı́n{β, db(ṽ, w̃)},

donde β está dada por (2.9). Sin embargo, como ṽ ∈ Vmet, β puede escribirse como:

β = mı́n {de(ṽ, ũ) | e ∈ Bṽ y ũ ∈ Jb \ {ṽ}} > `0.

Por su parte, db(ṽ, w̃) = `(b) > `0, con lo cual dΓ(ṽ, ũ) > `0.
Por otro lado, si ṽ, w̃ pertenecen a aristas diferentes, por el lema 2 (ii), se cumple que:

dΓ(ṽ, w̃) > β > `0. En cualquier caso, dΓ(ṽ, w̃) > `0.

Aśı, las bolas {BΓ(ṽ, `
2
)}ṽ∈Vmet son disjuntas, con lo cual los vértices métricos forman

un conjunto de puntos aislados y no pueden tener un punto de acumulación.
Esta contradicción nos lleva a que si Γmet es compacto, entonces sólo puede tener un

número finito de vértices.
Q.E.D.

Siguiendo a [6], se impondrá la siguiente condición de finitud a las bolas BΓ(x̃, r).

Hipótesis 4 (Condición de bolas finitas). Para cada x̃ ∈ Γmet y r > 0, la bola BΓ(x̃, r)
contiene sólo un número finito de vértices métricos.
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Como consecuencia, se tiene que cada bola centrada en un vertice BΓ(v, r), esta con-
tenida en una unión finita de aristas métricos: BΓ(v, r) ⊂

⋃n
j=1 Jbj

Con esta hipótesis podemos probar la completitud de nuestro grafo métrico

Proposición 10. (Γmet, dΓ) es un espacio métrico completo.

Demostración. Sea {x̃n}∞n=0 ⊂ Γmet una sucesión de Cauchy. Tomando ε = ` tenemos que
existe un N > 0 tal que

n,m > N ⇒ dΓ(x̃n, x̃m) < `

Aśı, la cola {x̃n}∞n=N+1 de la sucesión está contenida en la bola BΓ( ˜xN+1, `).

Por la hipótesis 4, BΓ( ˜xN+1, `) ⊂
⋃M
j=1 Jbj , para algunas aristas b1, · · · , bM . Por el

teorema 14, esta union finita de aristas métricos es compacta, con lo cual es completa
y al ser la cola {x̃n}∞n=N+1 una sucesión de Cauchy, debe converger a un punto de x̃ ∈⋃M
j=1 Jbj ⊂ Γmet.

Como la cola converge a x̃, la sucesión original también debe converger a éste punto.
Luego, Γmet es completo.

Q.E.D.

2.2. Funciones continuas sobre grafos métricos

Una vez estudiadas las propiedades métricas del grafo Γmet, nuestro interés se centra
en las funciones continuas definidas sobre este espacio. A diferencia de ciertas áreas de
la matemática discreta, donde las funciones sobre Γ están definidas sobre los vértices,
f : V → C, en este trabajo se estudiarán funciones definidas sobre el grafo métrico
subyacente Γmet. Aśı, cuando se hable de una función continua sobre el grafo Γ, nos
referimos a una función f : Γmet → C, continua en la topoloǵıa del espacio Γmet.

Como se mencionó en la sección anterior, las aristas métricas Jb definen la topoloǵıa
en Γmet, con lo cual la continuidad estará completamente determinada en cada una de
estas aristas.

Teorema 15. Una función f : Γmet → C es continua si y sólo si, para cada b ∈ B, la
composición f

∣∣
Jb
◦ ϕb : [0, `(b)]→ C es continua.

Demostración. [⇒] Supongamos que f : Γmet → C es continua. Entonces para cada arista
b la restricción f

∣∣
Jb

es continua en Jb. Luego, como ϕb : [0, `(b)]→ C es continua, se tiene

que f
∣∣
Jb
◦ ϕb : [0, `(b)]→ C es continua.

[⇐] Supóngase ahora que para cada b ∈ B la composicion f
∣∣
Jb
◦ ϕb es continua. Sea

U abierto en C, entonces se cumple:

ϕ−1
b

(
f−1(U) ∩ Jb

)
=
(
f
∣∣
Jb
◦ ϕb

)−1

(U) ∈ τ[0,`(b)],

pues f
∣∣
Jb
◦ ϕb es continua. Como esto ocurre para cada b ∈ B, por la proposición 8 se

sigue que f−1(U) ∈ τΓ, luego f es continua. Q.E.D.
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Con base en este resultado introducimos la siguiente notación: para una función f :
Γmet → C, definimos la familia de funciones (f̃b : [0, `(b)]→ C)b∈C dada por f̃b := f

∣∣
Jb
◦ϕb.

Entonces, el teorema 15 nos dice que f es continua en Γmet, si y sólo si cada elemento de
la familia (f̃b)b∈B es continua.

De este modo, hemos reducido el problema de estudiar la continuidad de una fun-
ción en el grafo Γ, al análisis de ciertas funciones definidas en la familia de intervalos
{[0, `(b)]}b∈B. Ésta es una técnica estandar en el estudio de la teoŕıa de los grafos cuánti-
cos, y se aplica no solo a continuidad, sino también a integrabilidad y diferenciabilidad,
como veremos más adelante.

Ahora nos interesa analizar el problema inverso: dada una familia (f̃b)b∈B de funciones
continuas definida en la familia de intervalos {[0, `(b)]}b∈B, ¿Cuándo definen una función
continua en todo el grafo Γmet?

Primero, notemos que para cada b ∈ B, la función “levantada” a la arista Jb dada por
fb := f̃b ◦ϕ−1

b : Jb → C es continua. La relación entre las funciones f̃b y las “levantadas”fb
puede verse en el siguiente diagrama:

Jb
fb

##
ϕ−1
b
��

[0, `(b)]
f̃b //

ϕb

OO

C

No obstante, a pesar de que una familia (f̃b)b∈B ∈
∏

b∈B C[0,`(b)] de funciones continuas
define en efecto, una familia de funciones continuas en las aristas métricas, no necesa-
riamente define una función en todo el grafo. En efecto, para poder extender la familia
levantada (fb)b∈B éstas tienen que estar bien definidas en los vértices.

Expĺıcitamente esto quiere decir que, dado v ∈ V y v∼ su correspondiente vértice
métrico en Γmet (notemos que la función Π : Γmet → V ∪ B es inyectiva en Vmet, con lo
cual V y Vmet son equipotentes) se debe cumplir:

v∼ ∈ Jb ∩ Jc ⇒ fb(v
∼) = fc(v

∼).

Esto nos lleva a la siguiente definición.

Definición 25. Sean v ∈ V , v∼ su correspondiente vértice métrico en Γmet y g = (gb)b∈B ∈∏
b∈B C[0,`(b)] una familia de funciones continuas . Se define el valor de la familia g en

v, como la colección
g(v) := (gb(ϕ

−1
b (v∼)))b∈Ev . (2.14)

Diremos que g satisface la condición de continuidad en v, si

∀b, c ∈ Bv gb(ϕ
−1
b (v∼)) = gc(ϕ

−1
c (v∼)). (2.15)

Por la hipótesis 2 (ii), g(v) ∈ Cdv es un vector finito, y la definición de continuidad en
v simplemente quiere decir que todas las componentes de este vector son iguales. De he-
cho, si Bv = {b1, · · · , bdv}, entonces g(v) = (gb1(ϕ−1

b1
(v∼)), · · · , gbdv (ϕ−1

bdv
(v∼))). Bajo estas

condiciones, podemos garantizar que las familias de funciones continuas que satisfagan la
“condición de continuidad” en cada vértice, definen funciones continuas en todo el grafo
métrico. Para probar esto, requerimos el siguiente lema, bien conocido de topoloǵıa y que
puede encontrarse, por ejemplo, en [27, cap. 2]
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Lema 3. [27, pág 108] Sean (X, τ) e (Y, σ) e.t. y A,B ⊂ X conjuntos cerrados tales que
X = A ∪ B y A ∩ B 6= ∅. Sean f : A → Y y g : B → Y funciones continuas en A y
B respectivamente y tales que f(x) = g(x) para cada x ∈ A ∩ B. Entonces la función
h : X → Y dada por:

h(x) =

{
f(x), si x ∈ A,
g(x), si x ∈ B

está bien definida y es continua en X.

Se tiene entonces el siguiente teorema:

Teorema 16 (Condición de continuidad). Sea f = (fb)b∈B ∈
∏

b∈B C[0,`(b)] una familia
de funciones continuas que en cada vértice satisface la condición de continuidad (2.15).
Entonces la función f̂ : Γmet → C dada por:

f̂((b, x)∼) :=
(
fb ◦ ϕ−1

b

)
((b, x)∼), si (b, x)∼ ∈ Jb, (2.16)

está bien definida y es continua en todo Γmet.

Demostración. Para cada b ∈ B definamos f̂b := fb ◦ ϕ−1
b . Entonces cada f̂b es continua

en Jb, y se define
f̂((b, x)∼) := f̂b((b, x)∼), si (b, x)∼ ∈ Jb.

Claramente f está bien definida y es continua en
(⋃

b∈B Jb
)
\Vmet. Ahora, sea v∼ ∈ Vmet

y b, c ∈ Bv. Por la condición de continuidad (2.15), se tiene que f̂b(v
∼) = f̂c(v

∼), con lo
cual f̂ está bien definida en v∼. Por otra parte, f̂b es continua en Jb, f̂c es continua en Jc
y ambas coinciden en Jb ∩ Jc = {v∼}, luego por el lema 3, f̂ es continua en Jb ∪ Jc, en
particular es continua en v∼.

Como esto ocurre para cada vértice métrico v∼, tenemos que f̂ es continua en todo
Γmet.

Q.E.D.

2.3. Funciones medibles e integrables

Ahora que hemos caracterizado a las funciones continuas en Γmet, y reducido el proble-
ma a considerar familias de funciones continuas en intervalos, que satisfagan la condición
de continuidad en los vértices, nos enfocamos en desarrollar la teoŕıa de integración sobre
grafos métricos.

Para esto es necesario construir una σ-álgebra y una medida que, restringidas a cada
arista métrico, sean similares a la σ-álgebra y la medida de Lebesgue en cada intervalo
[0, `(b)]. De nueva cuenta, las proyecciones canónicas {ϕb}b∈B jugarán un papel importante
en la construcción de esta σ-álgebra.

Definición 26. La σ-álgebra canónica sobre Γmet está dada por

LΓ :=
{
U ⊂ Γmet

∣∣ ∀b ∈ B ϕ−1
b (U ∩ Jb) ∈ L[0,`(b)]

}
, (2.17)

donde L[0,`(b)] es la σ-álgebra de Lebesgue en [0, `(b)].
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La demostración de que en efecto LΓ es una σ-álgebra, es similar a las pruebas de
las proposiciones 5 y 8 (de hecho, LΓ es la σ-álgebra más grande que hace medibles a la
familia de proyecciones canónicas {ϕb}b∈B).

Por supuesto, se puede definir una σ-álgebra en cada arista métrica como:

Lb :=
{
U ⊂ Jb |ϕ−1

b (U) ∈ L[0,`(b)]

}
. (2.18)

y en este caso:
LΓ =

{
U ⊂ Γmet

∣∣ ∀b ∈ B U ∩ Jb ∈ Lb
}

Esta última caracterización es de particular importancia, pues nos permite definir una
medida en nuestro grafo. Primero, se define una medida en cada arista métrica Jb de la
siguiente manera:

µb(U) := λ(ϕ−1
b (U)), para U ∈ Lb. (2.19)

Aqúı, λ es la medida de Lebesgue en R.
De hecho, la fórmula (2.19) es en realidad un procedimiento estándar para dotar de

una medida a un conjunto, por medio de una función medible con un espacio de medida.
Expĺıcitamente esto quiere decir que si (X,F , µ) es un espacio de medida, S un conjunto
y φ : X → S un función , uno puede definir una σ-álgebra en S de la siguiente manera:
S := {U ⊂ S |φ−1(U) ∈ F}. De este modo, φ es medible con respecto a las σ’s álgebras
F ,S y se define una medida en S como: η(U) = µ(φ−1(U)), para U ∈ S.

Esta técnica es común en la teoŕıa de probabilidades y los detalles pueden ser encon-
trados en [11]. Una de las principales propiedades es la caracterización de las funciones
medibles y las integrables.

Teorema 17. [11, pág 314] Sea (X,F , µ) un espacio de medida y f : X → S. Def́ınase
S := {U ⊂ S |φ−1(U) ∈ F} y η(U) = µ(φ−1(U)), para U ∈ S.

(i) (S,S, η) es un espacio medible y φ es (µ, η)-medible.

(ii) Una función f : S → C es η-medible si y sólo si f ◦ φ : X → C es µ-medible.

(iii) f ∈ L1(S,S, η) si y sólo si f ◦ φ ∈ L1(X,F , µ), en cuyo caso:∫
S

fdη =

∫
X

f ◦ φdµ.

Corolario 2. Para cada b ∈ B se cumple:

(i) (Jb,Lb, µb) es un espacio medible y ϕb es (L[0,`(b)],Lb)-medible.

(ii) Una función f : Jb → C es Lb-medible si y sólo si f ◦ ϕb es L[0,`(b)]-medible.

(iii) f ∈ L1(Jb,Lb, µb) si y sólo si f ◦ ϕb ∈ L1([0, `(b)],L[0,`(b)], λ) y∫
Jb

fdµb =

∫ `(b)

0

f ◦ ϕbdλ. (2.20)

Por simplicidad denotaremos
∫
Jb
fdµb =:

∫
b
fdµb. Ahora procedemos a extender las

medidas µb a todo el grafo.
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Definición 27. La medida de Lebesgue en el grafo Γmet se define como:

µΓ(U) :=
∑
b∈B

µb(U ∩ Jb), para U ∈ LΓ. (2.21)

Como U ∈ LΓ, entonces U ∩Jb ∈ Lb y µb(U ∩Jb) está bien definida. La fórmula (2.21)
se basa en el hecho de que U =

⋃
b∈B(U ∩ Jb) y en que cada vértice métrico v∼ ∈ Jb

tiene medida nula µb(v
∼) = 0. Como cada sumando en el miembro derecho de (2.21) es

no negativo, esta suma está bien definida y de hecho es una suma numerable (pues B es
numerable), aunque puede ser igual a +∞.

Proposición 11. La función µΓ : LΓ → [0,+∞] definida por (2.21) es una medida
completa.

Demostración. Primero veamos que µΓ es medida.

1. µΓ(∅) :=
∑

b∈B µb(∅ ∩ Jb) =
∑

b∈B µb(∅) = 0 (pues µb es medida para cada b ∈ B.

2. Sea {Un}∞n=0 ⊂ LΓ una colección disjunta, se tiene que:

µΓ

(
∞⊎
n=0

Un

)
def
=

∑
b∈B

µb

((
∞⊎
n=0

Un

)
∩ Jb

)

=
∑
b∈B

µb

(
∞⊎
n=0

(Un ∩ Jb)

)

(Cada µb es medida) =
∑
b∈B

∞∑
n=0

µb (Un ∩ Jb)

(B es numerable y los sumandos no negativos) =
∞∑
n=0

∑
b∈B

µb(Un ∩ Jb)

def
=

∞∑
n=0

µΓ(Un)

Entonces µΓ es una medida. Para ver que es completa, sea N ∈ LΓ tal que µΓ(N) = 0
y tomemos F ⊂ N . Por definición de µΓ tenemos que µb(N ∩ Jb) = 0 para toda b ∈ B.
Notemos que F∩Jb ⊂ N∩Jb y que por ser ϕb biyectiva, se tiene ϕ−1

b (F∩Jb) ⊂ ϕ−1
b (N∩Jb),

además:

λ(ϕ−1
b (N ∩ Jb))

def
= µb(N ∩ Jb) = 0

Completez de λ
=⇒ λ(ϕ−1

b (F ∩ Jb)) = 0.

Entonces µb(F ∩ Jb) := λ(ϕ−1
b (F ∩ Jb)) = 0, para cada b ∈ B, luego

µΓ(F ) =
∑
b∈B

µb(F ∩ Jb) = 0,

esto para cada F ⊂ N .
∴ µΓ es una medida completa. Q.E.D.

Ahora veamos una caracterización de las funciones medibles e integrables con base en
las inyecciones canónicas {ϕb}b∈B.
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Teorema 18. Una función f : Γmet → C es µΓ-medible si y sólo si, para cada b ∈
B, f

∣∣
Jb
◦ ϕb es λ-medible. Más aún, f ∈ L1(Γmet,LΓ, µΓ) si y sólo si, para cada b ∈

B, f
∣∣
Jb
◦ ϕb ∈ L1([0, `(b)],L[0,`(b)], λ) y se cumple la condición:

∑
b∈B

∫ `(b)

0

|f
∣∣
Jb
◦ ϕb|dλ < +∞, (2.22)

en cuyo caso ∫
Γ

fdµΓ =
∑
b∈B

∫ `(b)

0

|f
∣∣
Jb
◦ ϕb|dλ. (2.23)

Demostración. La demostración para la medibilidad es análoga a la del teorema 15 para
la continuidad. Para la integrabilidad, denotamos para cada b ∈ B, la correspondiente
arista métrica abierta por J◦b (que es la arista Jb sin sus vértices extremos).

Observemos que Γmet =
(⊎

b∈B J
◦
b

)
] Vmet, y que para ṽ ∈ V , y b ∈ Bv, se tiene que

µb(ṽ) = 0, luego:

µΓ(Vmet) =
∑
b∈B

µb(Vmet ∩ Jb) =
∑
b∈B

(
µb({ ˜o(b)}) + µb({ ˜t(b))}

)
= 0.

Aśı, Vmet es nulo, con lo cual: ∫
Γ

|f |dµΓ =

∫
⊎
b∈B J

◦
b

|f |dµΓ

=
∑
b∈B

∫
J◦b

|f |dµΓ

(µΓ({ ˜o(b), ˜t(b)}) = 0) =
∑
b∈B

∫
Jb

|f
∣∣
Jb
|dµΓ

Ahora, utilizando la fórmula (2.20) tenemos:∫
Γ

fdµΓ =
∑
b∈B

∫ `(b)

0

|f
∣∣
Jb
◦ ϕb|dλ.

De este modo, f ∈ L1(Γmet,LΓ, µΓ) si y sólo si, para cada b ∈ B, f
∣∣
Jb
◦ ϕb ∈

L1([0, `(b)],L[0,`(b)], λ) y se cumple la fórmula (2.22). Q.E.D.

Una consecuencia importante es la siguiente: consideremos una colección de funciones
g = (gb)b∈B ∈

∏
b∈B L

1[0, `(b)] (a partir de aqúı denotaremos L1[0, `(b)] := L1([0, `(b)],L[0,`(b)], λ))

tales que satisfacen la condición
∑

b∈B
∫ `(b)

0
|gb(x)|dx < ∞ (de igual forma, denotaremos

dx = dλ). Definimos la familia auxiliar g∗ = (g∗b )b∈B dada por:

g∗b (x) =

{
gb(x), si 0 < x < `(b)

0, si x ∈ {0, `(b)},

de tal forma que
∫ `(b)

0
|gb(x)|dx =

∫ `(b)
0
|g∗b (x)|dx y g∗ cumpla la condición de continuidad

en los vértices (2.15). Entonces g define una función en Γ dada por:

ĝ((b, x)∼) :=
(
g∗b ◦ ϕ−1

b

)
((b, x)∼), para (b, x)∼ ∈ Jb.
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Luego, por la condición (2.22) del teorema 18, ĝ ∈ L1(Γmet,LΓ, µΓ). De este modo, el
problema de integrar sobre Γmet se reduce a considerar familias de funciones integrables
en los intervalos [0, `(b)] que satisfagan la condición de finitud (2.22).

2.4. Diferenciación en grafos métricos

El último tema que falta por analizar es el de las funciones diferenciables. Como es
de esperar, esto se hará v́ıa las inyecciones canónicas {ϕb}b∈B. Por ello, empezaremos
definiendo el concepto para aristas métricos.

Definición 28. Una función f : Γmet → C se dice que es de clase C1 en Jb (denotado
f ∈ C1(Jb)), si la función f

∣∣
Jb
◦ ϕb ∈ C1[0, `(b)], en cuyo caso se define la derivada de f

en el punto (b, x)∼ ∈ Jb como:

f ′((b, x)∼) :=
d

dx

(
f
∣∣
Jb
◦ ϕb(x)

) ∣∣∣
x=ϕ−1

b ((b,x)∼)
. (2.24)

Nota. En la fórmula (2.24), cuando (b, x)∼ es un vértice métrico, se toma la derivada por
la derecha (si ϕ−1

b ((b, x)∼) = 0) ó por la izquierda (si ϕ−1
b ((b, x)∼) = `(b)) de f

∣∣
Jb
◦ ϕb.

Ahora el problema es cómo definir una función diferenciable en todo el grafo Γ. Por
supuesto, se puede decir que una función f : Γmet → C es diferenciable (o incluso de
clase C1) en Γmet \ Vmet, si para toda b ∈ B la composición f

∣∣
Jb
◦ ϕb : [0, `(b)] → C es

diferenciable (clase C1) en (0, `(b)).
Podemos ver entonces que el problema se encuentra en los vértices, pues la “derivada”f ′

podŕıa no ser una función. (De hecho, algunas veces los vértices son considerados como
“singularidades”, y Γmet se considera como una “variedad singular”).

Ejemplo 2. Considere el grafo Γ = ({v1, v2, v3}, {b1, b2}), cuyas aristas tienen longitud
`(b1) = `(b2) = 1 y están dirigidas del vértice v1 a los vértices v2, v3, como se aprecia en
la figura 2.3.

Consideremos el par de funciones f = (cos(x), 1 + x) definidas ambas para x ∈ [0, 1].
Notamos que ambas funciones coinciden en x = 0, con lo cual el par f satisface la condición
de continuidad en v1. Entonces, por el teorema 16, f define una función f̃ continua en
Γmet. Además, como cada componente es de clase C1 en [0, 1], la función f̃ es de clase C1

en Jb1 y Jb2 , y además en Γmet \ {ṽ1, ṽ2, ṽ3}.
No obstante, notemos que la “derivada”f ′ = (− sin(x), 1) no satisface la condición de

continuidad en v1, pues f ′(v1) = (0, 1). Entonces f ′ no define una función en todo Γmet.

¿Cómo resolver el problema con f ′? Una primera opción seŕıa imponer en la definición
que f ′ satisfaga la condición de continuidad en cada vértice, y este procedimiento se puede
hacer con las derivadas de orden superior. Sin embargo, en la práctica surge la necesidad de
considerar familias de funciones cuyas derivadas no necesariamente satisfagan la condición
de continuidad en los vértices, sino otro tipo de condiciones.

Tales condiciones surgen cuando se consideran ecuaciones diferenciales sobre Γmet. Un
problema t́ıpico podŕıa ser, encontrar una familia de funciones f = (fb)b∈B, tal que defina
una función de clase C2 en Γmet \ Vmet y que satisfaga:
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v1

v3

v2b1

b2

Figura 2.3: Grafo con 3 vértices

x0

−→
f ′ (x0)

←−
f ′ (x0)

Figura 2.4: Derivadas direccionales en un punto.

1. f̃ ′′b − qbf̃b = 0, en cada b ∈ B, donde q = (qb) es una familia de funciones dada.

2. f ′ satisface alguna condición de frontera en los vértices.

Una de tales condiciones consiste en generalizar el siguiente hecho para las funciones
definidas en algún intervalo I ⊂ R: dada una función f ∈ C1(I) y un punto x0 ∈ I, las
derivadas direccionales de f en x0 siempre satisfacen:

←−
f ′ (x0) +

−→
f ′ (x0) = −f ′(x0) + f ′(x0) = 0

(esto se ilustra en la figura 2.4).
Ahora, si tomamos un vértice v y consideramos las aristas adyacente b1, · · · , bd con

diferentes direcciones, podemos tomar la derivada de cada función f1, · · · , fd (definidas en
los intervalos [0, `(bi)], i = 1, d) en el punto v como su derivada direccional. Por ejemplo, si
v es el vértice inicial de bi, podemos tomar f ′bi(v) := f ′(0) (ya que v corresponde con la clase
(bi, 0)∼ ∈ Γmet). Por otro lado, si v es el vértice terminal de bi (v corresponde a (bi, `(bi))

∼),
ajustamos la derivada en la “dirección de salida”de v, i.e., f ′bi(v) := −f ′bi(`(bi)). Entonces,
de forma análoga al caso de un intervalo, se esperaŕıa que:

d∑
i=1

f ′bi(v) = 0.

Esta condición recibe el nombre de condición de Kirchhoff. En la siguiente sección estu-
diaremos éste y otros tipos de condiciones en los vértices.

Comentarios y observaciones

Nuestra definición de grafo métrico está basada en la de [6, 20, 28, 5]. En algunos
trabajos se suele prescindir de la función de longitud, requiriendo solamente al conjunto
de vértices V , una colección de intervalos I = {[0, bi]}i∈I y el par de funciones o, t : I → V .
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Este enfoque puede ser encontrado en los trabajos [10, 25].

La construcción del espacio Γmet, se basa en las ideas presentadas en [28]. Cabe re-
calcar que existen diversas formas de definir al conjunto Γmet: por ejemplo, en [25] sólo
se utiliza el coproducto de los intervalos {[0, `(b)]}b∈B, y el conjunto {b} × [0, `(b)] se une
con sus correspondientes vértices {o(b), t(b)} para formar un conjunto similar a las aristas
métricas Jb que se trabajaron en esta sección.

La definición de la métrica dΓ es similar a la presentada en [25]. Otras definiciones
emplean sucesiones de vértices que conectan los puntos x̃, ỹ cuya distancia será calculada
(véase [28]), o bien, se utiliza cualquier curva que conecta ambos puntos (ver [23]). Por
supuesto, el cálculo efectivo de la distancia dΓ(x̃, ỹ) para grafos finitos puede hacerse em-
pleando, por ejemplo, el conocido algoritmo de Dijkstra.

Por último, cabe mencionar que en ocasiones se suele prescindir del espacio Γmet sub-
yacente, y se trabaja únicamente con familias de funciones definidas en los intervalos
{[0, `(b)]}b∈B que cumplan por ejemplo, con las condiciones de continuidad. También en
muchos problemas prácticos se consideran grafos Γmet ⊂ Rn, y se emplea la métrica indu-
cida (ver [22, 3]).
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3

Operadores diferenciales sobre grafos
métricos

El corazón de las matemáticas
son sus propios problemas.

Paul Halmos (1916−2006)

Sea Γ = (V ,B) un grafo métrico, equipado con su función de longitud ` : B → [0,+∞).
En el caṕıtulo anterior construimos el espacio métrico subyacente Γmet y demostramos que
el análisis de cualquier función continua o integrable f : Γmet → C puede ser reducido
al estudio de familias de funciones (fb)b∈B definidas cada una en el intervalo [0, `(b)]
correspondiente.

El desarrollo de la teoŕıa de ecuaciones diferenciales sobre grafos se reducirá entonces al
análisis de ciertos operadores definidos sobre espacios de familias de funciones (fb)b∈B que
puedan ser “levantadas” a funciones “leǵıtimas”. Para esto, a continuación se introducen
algunos espacios de familias de funciones.

3.1. Sumas directas externas y espacios de familias

de funciones

Definición 29. Sea {Hi}i∈I una familia de espacios de Hilbert complejos. Se define la
suma directa (externa) de {Hi}i∈I como la colección:

⊕
i∈I

Hi :=

{
(xi)i∈I ∈

∏
i∈I

Hi

∣∣∣∣ ∑
i∈I

‖xi‖2
i < +∞

}
, (3.1)

donde la suma y el producto por escalar para dos elementos (xi), (yi) ∈ ⊕i∈IHi está
definida como:

α(xi) + (yi) := (αxi + yi), α ∈ C, (3.2)

el producto interno está definido por:

〈(xi), (yi)〉⊕i∈IHi
:=
∑
i∈I

〈xi, yi〉i (3.3)
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y la norma de (xi) se define como:

‖(xi)‖⊕i∈IHi
:=

(∑
i∈I

‖xi‖2
i

)1/2

. (3.4)

Cabe recalcar que en las fórmulas (3.3) y (3.4), 〈·, ·〉i y ‖·‖i detonan , respectivamente,
el producto interno y la norma en Hi. Por simplicidad denotaremos H = ⊕i∈IHi.

Teorema 19. Sea H = ⊕i∈IHi. Entonces H es un espacio de Hilbert con el producto
interno (3.3) y la norma inducida (3.4).

Demostración. Es claro que con la suma y el producto por escalar (3.2) H es un espacio
vectorial complejo. Ahora, sean (xi), (yi) ∈ H y J ⊂ I finito. Por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz se tiene que:

∑
i∈J

|〈xi, yi〉i| 6
∑
i∈J

‖xi‖i‖yi‖i 6

(∑
i∈J

‖xi‖2
i

)1/2(∑
i∈J

‖yi‖2
i

)1/2

6 ‖(xi)‖H ‖(yi)‖H .

Como esto ocurre para cualquier J ⊂ I finito, se cumple

∑
i∈I

|〈xi, yi〉i| := sup

{∑
i∈J

|〈xi, yi〉i|
∣∣∣∣ J ⊂ I finito

}
6 ‖(xi)‖H ‖(yi)‖H < +∞.

Se sigue entonces que sólo existe una cantidad numerable de sumandos 〈xi, yi〉i 6= 0,
con lo cual 〈(xi), (yi)〉H =

∑
i∈J〈xi, yi〉i puede ser escrita como una serie absolutamente

convergente de dichos elementos no cero. Aśı, (3.3) está bien definido y es sencillo verificar
que cumple las propiedades de un producto interno, además de que

〈(xi), (xi)〉H =
∑
i∈I

〈xi, xi〉i =
∑
i∈I

‖xi‖2
i = ‖(xi)‖2

H ,

con lo cual la norma (3.4) es inducida por el producto interno (3.3).

Ahora sea {(x(n)
i )}∞n=0 una sucesión de Cauchy en H . Dado ε > 0 existe N ∈ N tal

que:

‖(x(n)
i )− (x

(m)
i )‖H :=

(∑
i∈I

‖x(n)
i − x

(m)
i ‖2

i

)1/2

< ε, ∀m,n > N.

Esto implica que para cada i ∈ I, ‖x(n)
i −x

(m)
i ‖i < ε, ∀m,n > N , con lo cual {x(n)

i }∞n=0 ⊂
Hi es una sucesión de Cauchy, y al ser Hi un espacio de Hilbert, existe ξi ∈ Hi tal que
x

(n)
i → ξi, n→∞ en Hi.

Definamos entonces ξ = (ξi) y veamos que ξ ∈ H . Para esto, tomese J ⊂ I finito,
entonces:

∀n,m > N
∑
i∈J

‖x(n)
i − x

(m)
i ‖2

i < ε2, y haciendo tender m→∞ se tiene que

∀n > N
∑
i∈J

‖x(n)
i − ξi‖2

i 6 ε2.
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Como esto ocurre para todo J ⊂ I finito, se sigue que:

∀n > N
∑
i∈I

‖x(n)
i − ξi‖2

i 6 ε2.

En particular se tiene que (x
(N+1)
i ) − (ξi) ∈ H , con lo cual (ξi) = (x

(N+1)
i ) −[

(x
(N+1)
i )− (ξi)

]
∈H .

Finalmente, la condición

∀n > N
∑
i∈J

‖x(n)
i − ξi‖2

i 6 ε2

puede ser re-escrita como

∀n > N ‖(x(n)
i − (ξi)‖2

H 6 ε2

esto es, que (x
(n)
i )→ (ξi), n→∞ en H , con lo cual se concluye que H es un espacio de

Hilbert. Q.E.D.

Ahora veamos algunas propiedades importantes sobre las sumas directas de espacios
de Hilbert.

Proposición 12. Suponga que {Di}i∈I es una colección de subespacios densos en {Hi}i∈I ,
i.e., ∀i ∈ I, Di

i
= Hi. Entonces el subespacio

D :=

{
(di) ∈

∏
i∈I

Di

∣∣∣∣ ∃J ⊂ I finito : ∀i 6∈ J di = 0

}
(3.5)

es denso en la suma directa H .

Demostración. Sean (xi) ∈ H y ε > 0, entonces existe J ⊂ I finito no vaćıo tal que∑
i∈I\J ‖xi‖2

i <
ε2

2
(pues

∑
i∈I ‖xi‖2

i <∞).

Sea N = #J . Por hipótesis, para cada i ∈ J existe dj ∈H tal que ‖xi − dj‖i < ε√
2N

.

Definamos ahora (d̂i) ∈ D como:

d̂i :=

{
di, si i ∈ J,
0, otro caso.

Se tiene que:

‖(xi)− (d̂i)‖2
H =

∑
i∈I

‖xi − d̂i‖2
i =

∑
i∈J

‖xi − di‖2
i +

∑
i∈I\J

‖xi‖2
i < N · ε

2

2N
+
ε2

2
= ε2.

Aśı, para cualesquiera (xi) ∈ H y ε > 0, existe (d̂i) ∈ D tal que ‖(xi) − (d̂i)‖H < ε

∴ D
H

= H . Q.E.D.

Corolario 3. Si {Hi}i∈I es una familia contable de espacios de Hilbert separables, en-
tonces su suma directa H = ⊕i∈IHi es separable.
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Demostración. Para cada i ∈ I, sea Di un subconjunto denso numerable en Hi y defi-
namos D a partir de {Di}i∈I como en (3.5). Por hipótesis, el conjunto de ı́ndices I es
contable. Tomando I = {in}#I

n=1 una enumeración de I, el conjunto D es equipotente con
la colección

#I⋃
m=1

{
(xn) ∈

#I∏
n=1

Din

∣∣∣∣xn = 0, para n > m

}
,

la cual claramente es contable, por lo cual D también lo es, y por la proposición anterior
este conjunto es denso en H , de modo que la suma directa es separable. Q.E.D.

Ahora consideramos algunos aspectos sobre los operadores que actuan sobre las sumas
directas. Si (Ai : D(Ai) ⊂ Hi → Hi)i∈I es una colección de operadores (no necesaria-
mente acotados), entonces se puede definir la “suma directa 1”de tales operadores como
el operador A : D(A) ⊂ H → H con dominio D(A) = ⊕i∈ID(Ai) y cuya acción está
dada por

A(xi) := (Aixi), (xi) ∈H .

(Por supuesto, podŕıa definirse el operador A sobre un dominio mas restringido). Un
caso importante es cuando el conjunto de ı́ndices I es finito, porque entonces el operador
suma directa preserva muchas propiedades de los operadores involucrados. El siguiente
lema establece algunas de estas propiedades.

Lema 4. Sean {Hi}ni=1 espacios de Hilbert complejos y H = ⊕ni=1Hi. Sean Ai ∈ K(Hi), i =
1, n. Entonces el operador suma directa A = ⊕ni=1Ai ∈ K(H ).

Demostración. Sea {(x(m)
1 , · · · , x(m)

n )}∞m=0 ⊂ H una sucesión acotada. Entonces, para

cada i = 1, n, la sucesión {x(m)
i }m=0 ⊂Hi es acotada.

Tomemos i = 1, como A1 es compacto, existe una subsucesión {x(mk)
1 }∞k=0 tal que

{A1x
(mk)
1 }∞k=0 converge en H1.

Ahora, consideramos la subsucesión {x(mk)
2 }∞k=0 ⊂ {x

(m)
2 }∞m=0, la cual es acotada, y co-

moA2 es compacto, existe una subsucesión {x(mk2
)

2 }∞k2=0 ⊂ {x
(mk)
2 }∞k=0 tal que {A2x

(mk2
)

2 }∞k2=0

converge en H2. Más aún, notemos que {A1x
(mk2

)

1 }∞k2=0 ⊂ {A1x
(mk)
1 }∞k=0, con lo cual

{A1x
(mk2

)

1 }∞k2=0 también converge en H1.
Continuando este proceso diagonal hasta i = n, obtenemos una subsucesión

{(x(mj)
1 , · · · , x(mj)

n )}∞j=0 tal que {Aix
(mj)
i }∞j=0 converge en Hi, i = 1, n, y por ende son

sucesiones de Cauchy.
Entonces:

ĺım
j,k→∞

‖A(x
mj)
1 , · · · , x(mj)

n )− A(x
(mk)
1 , · · · , x(mk)

n )‖2
H = ĺım

j,k→∞

n∑
i=1

‖Aix
(mj)
i − Aix(mk)

i ‖2
i

=
n∑
i=1

ĺım
j,k→∞

‖Aix
(mj)
i − Aix(mk)

i ‖2
i

(Por ser cada sumando suc. de Cauchy) = 0

1En realidad esta definición de suma directa de operadores no es estandar, y puede variar dependiendo
de las propiedades de los operadores Ai
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Aśı, la sucesión {A(x
(mj)
1 , · · · , x(mj)

n )}∞j=0 es de Cauchy en H , el cual es completo
con lo cual dicha sucesión converge. Entonces toda sucesión acotada es transformada por
A en una sucesión que contiene una subsucesión convergente, luego A es compacto en
H . Q.E.D.

Nota. Hasta el momento hemos considerado la suma directa externa de espacios de Hil-
bert, y los hemos dotado de un producto interno con el cual se convierte también en
un espacio de Hilbert. Sin embargo, es posible definir el concepto de suma directa para
espacios de Banach.

Sea {Xi}i∈I una colección de espacios de Banach complejos, se define su suma directa
externa como:

X =
⊕
i∈I

Xi :=

{
(xi) ∈

∏
i∈I

Xi

∣∣∣∣ sup
i∈I
‖xi‖i < +∞

}
. (3.6)

El espacio X con la norma

‖(xi)‖i∈I := sup
i∈I
‖xi‖i, (xi) ∈ X, (3.7)

es un espacio de Banach (la prueba es similar a la del caso para espacios de Hilbert). Es
importante mencionar que la norma (3.7) no es la única que se puede definir en X, de
hecho también se puede emplear la norma (3.4), pero ésta no necesariamente provendrá
de un producto interno. Por supuesto, ambas normas produciran en general, espacios
normados diferentes (aunque si el conjunto de ı́ndices I es finito serán equivalentes).

Es necesario establecer bajo que contexto se definirán las sumas directas. Cuando se
hable de suma directa de espacios de Hilbert, se empleará la norma (3.4), y cuando se
trabaje con espacios de Banach, la norma a utilizar será (3.7).

Ahora procedemos a definir los “espacios de funciones”sobre nuestros grafos métricos.

Definición 30. Sea Γ = (V ,B) un grafo métrico con función de longitud ` : B → [0,+∞).
Se definen los siguientes espacios de familias de funciones:

(i) El espacio L2(Γ) como:

L2(Γ) :=
⊕
b∈B

L2[0, `(b)]. (3.8)

(ii) El espacio L∞(Γ) como:

L∞(Γ) :=
⊕
b∈B

L∞[0, `(b)]. (3.9)

(iii) El espacio de Sobolev de orden k ∈ N como:

Hk(Γ) :=
⊕
b∈B

Hk(0, `(b)). (3.10)

Observación 3. De la definición anterior se deducen los siguientes hechos:
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(i) El espacio L∞(Γ) es un espacio de Banach con la norma ‖f‖L∞(Γ) := supb∈B ‖fb‖L∞[0,`(b)],
para f = (fb) ∈ L∞(Γ), mientras que los espacios L2(Γ) y de Sobolev Hk(Γ) son de
Hilbert, con la norma y producto interno

‖f‖L2(Γ) :=

(∑
b∈B

‖fb‖2
L2[0,`(b)]

)1/2

, 〈f, g〉L2(Γ) :=
∑
b∈B

∫ `(b)

0

fb(x)gb(x)dx, (3.11)

para f = (fb), g = (gb) ∈ L2(Γ), y

‖u‖Hk(Γ) :=

(∑
b∈B

‖ub‖2
Hk(0,`(b))

)1/2

=

(∑
b∈B

k∑
j=1

‖u(j)
b ‖

2
L2[0,`(b)]

)1/2

, (3.12)

〈u, v〉Hk(Γ) :=
∑
b∈B

〈ub, vb〉Hk(0,`(b)) =
∑
b∈B

k∑
j=1

∫ `(b)

0

u
(j)
b (x)v

(j)
b (x)dx (3.13)

para u = (ub), v = (vb) ∈ Hk(Γ).

(ii) Para cada b ∈ B, los espacios L2[0, `(b)] y Hk(0, `(b)) son separables (véase [7, cap]),
y como B es a lo más numerable, se sigue del corolario 3 que L2(Γ) y Hk(Γ) son
separables.

Notemos que si f = (fb) ∈ L2(Γ), entonces define una clase f̂ ∈ L2(Γmet,LΓ, µΓ) bien
definida casi en todo Γ, como se pudo ver en el caṕıtulo anterior. De hecho, por el teorema
18, los espacios L2(Γ) y L2(Γmet,LΓ, µΓ) son isométricos.

Para el caso de los espacios de Sobolev se necesitan algunas consideraciones previas.
A partir de aqúı consideraremos el caso k = 2. Aśı, tomese u = (ub) ∈ H2(Γ). Para cada
b ∈ B, los teoremas de encaje de Sobolev establecen que H2(0, `(b)) ↪→ C1[0, `(b)], de
manera que cada clase ub ∈ H2(0, `(b)) admite un único representante continuo (véase
[7], teorema 8.8), de este modo, supondremos que ub ∈ C1[0, `(b)] (aunque su segunda
derivada podŕıa existir sólo en el sentido distribucional). Definimos entonces:

ub(0) := ĺım
x→0+

ub(x), ub(`(b)) := ĺım
x→`(b)−

ub(x),

y los valores de la primera derivada:

u′b(0) := ĺım
x→0+

u′b(x), u′b(`(b)) := ĺım
x→`(b)−

u′b(x).

Procedemos entonces a definir los valores de u en los vértices.

Definición 31. Sean u ∈ H2(Γ) y v ∈ V .

(i) Para cada b ∈ Bv se define el valor de ub en el vértice v como:

ub(v) :=

{
ub(0), si v = o(b),

ub(`(b)), si v = t(b),
(3.14)

y el valor de la familia u en v como el vector:

u(v) := (ub(v))b∈Bv ∈ Cdv . (3.15)
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Figura 3.1: Grafo estrella con las aristas dirigidas hacia los vértices periféricos

(ii) Para cada b ∈ Bv se define la derivada de ub en el vértice v como:

u′b(v) :=

{
u′b(0), si v = o(b),

−u′b(`(b)), si v = t(b),
(3.16)

y la derivada de la familia u en v como el vector:

u′(v) := (u′b(v))b∈Bv ∈ Cdv . (3.17)

(iii) Diremos que la familia u satisface la condición de continuidad en v (o simplemente
que es continua en v), si:

∀b, c ∈ Bv ub(v) = uc(v),

en cuyo caso este valor común se denota simplemente u(v).

(iv) Decimos que u satisface las condiciones de Neumann -Kirchhoff (abreviado
N-K) en v, si u es continua en v y satisface la siguiente condición de conservación
de corriente: ∑

b∈Bv

u′b(v) = 0. (3.18)

Ejemplo 3. Consideremos un grafo estrella Γ con 4 vértices periféricos y 1 vértice central.
Supongamos que las aristas están dirigidas del vértice central a los vértices periféricos,
como puede verse en la figura 3.1.

Denotemos `i = `(bi), i = 1, 4. Los espacios L2(Γ) y H2(Γ) son colecciones de 4-tuples
u = (u1, u2, u3, u4) tales que ui ∈ L2[0, `i], i = 1, 4 si u ∈ L2(Γ), y ui ∈ H2(0, `i), i = 1, 4
en caso de que u ∈ H2(Γ). Un ejemplo t́ıpico de una de tales 4-tuples seŕıa f = (cos(x), x2+
1, 0, ex) ∈ H2(Γ).
La condición de continuidad para el grafo Γ en cada vértice está dada de la siguiente

manera: para los vértices periféricos no hay necesidad de dicha condición, mientras que
para el vértice central seŕıa

u1(`1) = u2(`2) = u3(`3) = u4(`4).
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Por otra parte, la condición de Kirchoff en los vértices periféricos está dada por

−u′i(`i) = 0,

mientras que en el vértice central es

u′1(0) + u′2(0) + u′3(0) + u′4(0) = 0.

Por ejemplo, sea u ∈ H2(Γ) dado por

u =

(
1, cos

(
π

`2

x

)
, 1, 1

)
.

En este caso u(v1) = (1, 1, 1, 1), con lo cual se satisface la condición de continuidad,

mientras que u′i(`i) = u′i(0) = 0, i = 1, 3, 4, y u′2(0) = 0, u′2(`2) = − π
`2

sin
(
π
`2
`2

)
= 0,

de modo que la condición de Kirchoff en los vértices periféricos es satisfecha, asi como la
condición central

∑4
i=1 u

′
i(0) = 0. Entonces u satisface las condiciones de N-K.

Es importante recalcar algunas propiedades que poseen los valores en los vértices de
una colección u ∈ H2(Γ), ya que será necesario operar con las sumas de dichos valores
mas adelante. Para esto ocuparemos el siguiente lema:

Lema 5. Sean a > 0 y u ∈ H1(0, a). Entonces para cualquier 0 < ` 6 a se cumple:

|u(ξ)|2 6 2

`
‖u‖2

L2[0,a] + `‖u′‖2
L2[0,a], (3.19)

donde ξ ∈ {0, a}.

Demostración. Como u ∈ H1(0, a) y ` 6 a, entonces u ∈ H1(0, `). Toda función en este
espacio es absolutamente continua en [0, `], y podemos escribir:

u(0) = u(x)−
∫ x

0

u′(t)dt, c.t.p. x ∈ [0, `]

(para una prueba de este resultado, véase [7, cap. 8, teo. 8.2]). Estimamos esta integral
empleando la desigualdad de Cauchy-Schwarz:∣∣∣∣∫ x

0

u′(t)dt

∣∣∣∣2 6 ‖u′‖2
L2[0,a]‖χ[0,x]‖2

L2[0,a] = x‖u′‖2
L2[0,a]

Esto implica que:∥∥∥∥∫ x

0

u′(t)dt

∥∥∥∥2

L2[0,`]

6 ‖u′‖2
L2[0,a]

∫ `

0

xdx =
`2

2
‖u′‖2

L2[0,a].

Luego:

`|u(0)|2 = ‖u(0)‖2
L2[0,`] 6

(
‖u‖L2[0,`] +

∥∥∥∥∫ x

0

u′(t)dt

∥∥∥∥
L2[0,`]

)2

((a+ b)2 6 2(a2 + b2)) 6 2

(
‖u‖2

L2[0,`] +

∥∥∥∥∫ x

0

u′(t)dt

∥∥∥∥2

L2[0,`]

)
6 2‖u‖2

L2[0,a] + `2‖u′‖2
L2[0,a].
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∴ |u(0)|2 6 2
`
‖u‖2

L2(0,a) + `‖u′‖2
L2(0,a).

Para ξ = a, consideremos la función ψ(x) = u(a−x). En sencillo ver que ψ ∈ H1(0, a)
y que ‖u(i)‖L2[0,a] = ‖ψ(i)‖L2[0,a], para i = 0, 1. Entonces, aplicando la desigualdad anterior
obtenemos que:

|u(a)|2 = |ψ(0)|2 6 2

`
‖ψ‖2

L2[0,a] + `‖ψ′‖2
L2[0,a] =

2

`
‖u‖2

L2[0,a] + `‖u′‖2
L2[0,a],

lo cual prueba la desigualdad para ξ = a. Q.E.D.

Recordemos ahora que, por la hipótesis 3, existe una cota inferior `0 para las longitudes
de las aristas del grafo Γ. Empleando esta cota, se tiene la siguiente proposición.

Proposición 13. Existe una constante C`0 > 0 que sólo depende de `0, tal que para
cualquier u ∈ H2(Γ) se cumple:∑

b∈B

|u(j)
b (vb)|2 6 C`0‖u‖2

H2(Γ), (3.20)

donde vb ∈ {o(b), t(b)}, j = 0, 1.

Demostración. Para cada b ∈ B, `0 6 `(b) y ub ∈ H2(0, `(b)). Tómese vb ∈ {o(b), t(b)},
entonces u(vb) = u(ξ), para algún ξ ∈ {0, `(b)}. Por el lema 5 tenemos:

|u(vb)|2 = |ub(ξ)|2 6
2

`0

‖u‖2
L2[0,`(b)]+`0‖u′‖2

L2[0,`(b)] 6 máx

{
2

`0

, `0

}(
‖u‖2

L2[0,`(b)] + ‖u′‖2
L2[0,`(b)]

)
.

Tomando C`0 := máx
{

2
`0
, `0

}
se tiene:

|ub(vb)|2 6 C`0

(
‖u‖2

L2[0,`(b)] + ‖u′‖2
L2[0,`(b)]

)
6 C`0‖u‖2

H2(0,`(b),

luego ∑
b∈B

|ub(vb)|2 6
∑
b∈B

C`0‖u‖2
H2(0,`(b) = C`0‖u‖2

H2(Γ).

Para el caso de la derivada, observamos que u′b ∈ H1(0, `(b)), por lo cual aplicando el
lema 5 se tiene

|u′b(vb)|2 6
2

`0

‖u′‖2
L2[0,`(b)] + `0‖u′′‖2

L2[0,`(b)]

y procedemos como antes para obtener la desigualdad (3.20). Q.E.D.

La principal consecuencia de la desigualdad (3.20), es que la suma de los cuadrados
de los valores de una familia u ∈ H2(Γ), en un vértice inicial o terminal de una arista,
o de su derivada, convergen absolutamente, i.e., pertenecen al espacio `2(B). Entonces,
para u, v ∈ H2(Γ), las sumas de la forma∑

b∈B

u
(i)
b (vb)v

(j)
b (wb), vb, wb ∈ {o(b), t(b)}, i, j ∈ {0, 1}

convergen absolutamente, de modo que podemos reordenarlas sin problema alguno.
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3.2. Operadores diferenciales sobre grafos cuánticos

Un grafo métrico se convierte en un grafo cuántico cuando es dotado de una estructura
adicional: se le asigna un operador diferencial. Tal operador suele llamarse en la literatura
estándar como hamiltoniano. En muchos casos se requiere que el hamiltoniano sea un
operador autoadjunto.

En el estudio de los grafos cuánticos el operador más frecuente es menos la segunda
derivada actuando en cada arista: f(x) 7→ − d2

dx2f(x) (por supuesto, x denota un punto
en algún intervalo (0, `(b))). De manera más general se consideran operadores de tipo
Schrödinger f(x) 7→ − d2

dx2f(x) + V (x)f(x), donde V es un potencial eléctrico. Notemos
que en estos operadores la dirección de las aristas es irrelevante, no obstante, esto no
ocurre si se busca incluir términos donde aparezca la primera derivada .

Sin embargo, la definición de un hamiltoniano no esta completa si no se describe su
dominio. De forma análoga a la que un operador diferencial en un intervalo [a, b] presenta
condiciones en los extremos, para un hamiltoniano en un grafo cuántico las condiciones
se dan en los vértices.

Definición 32. Un grafo cuántico, es un grafo métrico equipado con un operador
diferencial H llamado hamiltoniano, acompañado de condiciones en los vértices, i.e. es
una tripleta:

(Grafo métrico Γ, Hamiltoniano H, Condiciones en los vértices).

Ahora veamos la definición formal del hamiltoniano dado por el operador de Schrödin-
ger.

Definición 33. Sea q ∈ L∞(Γ) una familia de funciones de valor real. Definimos el
operador de Schrödinger con potencial q sobre el grafo Γ, como el operador Hq :
D(Hq) ⊂ L2(Γ)→ L2(Γ) cuya acción está dada por:

Hqu := (−u′′b + qb(x)ub)b∈B , (3.21)

con dominio

D(Hq) :=
{
u ∈ L2(Γ) | ∀v ∈ V , u satisface las condiciones de N-K en v

}
. (3.22)

Como en este caṕıtulo trabajaremos con un potencial q fijo, denotaremos el hamilto-
niano simplemente por H.

Como un comentario importante, cabe recalcar que esta no es la única forma de intro-
ducir el operador de Schrödinger. Se pudo definir el operador H1 de la misma manera que
en (3.21), pero con dominio

⊕
b∈B C

∞
0 (0, `(b)). Resulta que tal operador es clausurable y su

clausura H1 es un operador que actúa como (3.21), pero con dominio
⊕

b∈BH
2
0 (0, `(b)),

donde H2(0, `(b)) := {u ∈ H2(0, `(b)) |ub(0) = ub(`(b)) = 0} (la demostración de este
hecho puede consultarse en el caṕıtulo 1 de [6]).

El operador clausura resulta ser autoadjunto, con lo cual H1 es esencialmente autoad-
junto, sin embargo es importante notar que aunque los 3 operadores actúan de la misma
manera, sus dominios son distintos, de modo que se trata de operadores diferentes. De
hecho, H1 ⊂ H, pero H y H1 no son comparables.

Ahora analicemos algunas propiedades del hamiltoniano H.
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Proposición 14. El hamiltoniano H definido por (3.21) con dominio (3.22), es un ope-
rador simétrico densamente definido en L2(Γ).

Demostración. Para ver que D(H)
L2(Γ)

= L2(Γ), notamos que

D :=

{
(ϕb) ∈

⊕
b∈B

C∞0 (0, `(b))

∣∣∣∣ ∃ J finito
⊂ B : ∀b 6∈ J ϕb ≡ 0

}
⊂ D(H),

y como para cada b ∈ B se cumple que C∞0 (0, `(b))
L2[0,`(b)]

= L2[0, `(b)], se sigue de la

proposición 12 que DL
2(Γ)

= L2(Γ), luego D(H)
L2(Γ)

⊃ DL
2(Γ)

= L2(Γ).
∴ H está densamente definido en L2(Γ).

Para la simetŕıa, considere u,w ∈ D(H), se tiene que:

〈Hu,w〉L2(Γ)
Def
=

∑
b∈B

∫ `(b)

0

[−u′′bwb + qbwb ] dx

(qb es real) =
∑
b∈B

{[
−u′bwb + ubw′b

]`(b)
0

+

∫ `(b)

0

[
u(−w′′b ) + ubqbwb

]
dx

}
=

∑
b∈B

[
−u′bwb + ubw′b

]`(b)
0

+ 〈u,Hw〉L2(Γ).

Las sumas que aparecen en el miembro derecho de la ecuación convergen absolutamente,
por lo cual podemos reordenarlas para obtener:∑

b∈B

−u′bwb
∣∣∣`(b)
0

=
∑
b∈B

(
−u′b(`(b))wb(`(b)) + u′b(0)w′b(0)

)
Def. (3.14) y (3.16) =

∑
b∈B

(
u′b(t(b))wb(t(b)) + u′b(o(b))w

′
b(o(b))

)
=

∑
v∈V

∑
b∈Bv

u′b(v)wb(v)

Condición de continuidad =
∑
v∈V

w(v)

(∑
b∈Bv

u′b(v)

)
Condición (3.18) = 0.

De forma análoga se prueba que
∑

b∈B ubw
′
b

∣∣∣`(b)
0

= 0, luego 〈Hu,w〉L2(Γ) = 〈u,Hw〉L2(Γ)

para cualesquiera u,w ∈ D(H), de modo que H es simétrico. Q.E.D.

Al ser H densamente definido, existe su adjunto H∗ : D(H∗) ⊂ L2(Γ)→ L2(Γ) y por
simetŕıa H ⊂ H∗.

De momento nos concentraremos en el caso cuando q ≡ 0, i.e., cuando H es simple-
mente el operador menos segunda derivada.

Hagamos una observación importante sobre el dominio D(H): tomemos v ∈ V tal
que dv > 1 (vértice interior) y u ∈ D(H). Notemos que las condiciones de N-K pueden
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escribirse en forma del siguiente sistema de dv × dv ecuaciones

u1(v) = u2(v)
...

...
udv−1(v) = udv(v)

u′1(v) + · · ·+ u′dv(v) = 0,

el cual puede ser escrito en forma matricial como

Avu(v) + Bvu
′(v) = 0, (3.23)

donde Av,Bv ∈Mdv(C) están dadas por:

Av :=


1 −1 0 · · · 0 0
0 1 −1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 −1
0 0 0 · · · 0 0

 , Bv :=

0 · · · 0
...

. . .
...

1 · · · 1

 . (3.24)

Notamos que se cumple que la matriz aumentada
(
Av

∣∣Bv

)
∈ Mdv×2dv tiene rango

maximal (i.e. rank
(
Av

∣∣Bv

)
= dv), y además

AvB
∗
v =


1 −1 0 · · · 0 0
0 1 −1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 −1
0 0 0 · · · 0 0

 ·
0 · · · 1

...
. . .

...
0 · · · 1

 = 0dv×dv ,

con lo cual A∗vBv = (AvB
∗
v)
∗ = 0dv×dv .

Por otro lado, si dv = 1 (vértice periférico) la condición de continuidad es irrelevante,
mientras la condición de conservación de corriente es simplemente u′b(v) = 0, donde b es
la única arista adyacente a v. Entonces las matrices del caso anterior son Av = 0, Bv = 1,
y también se satisfacen las condiciones de maximalidad del rango y A∗vBv = AvB

∗
v = 0.

De esta forma el dominio D(H) puede ser reescrito como:

D(H) :=
{
u ∈ H2(Γ)

∣∣ ∀v ∈ V Avu(v) + Bvu
′(v) = 0

}
. (3.25)

Teorema 20. El hamiltoniano H : D(H) ⊂ L2(Γ) → L2(Γ) definido por Hu := (−u′′b )
con dominio (3.22) es autoadjunto.

Demostración. Por las proposiciones 14 y 3, sólo hay que probar que D(H∗) ⊂ D(H).
Sea g ∈ D(H∗), entonces por definición del dominio del operador adjunto, existe w ∈
L2(Γ) tal que:

∀u ∈ D(H) 〈Hu, g〉L2(Γ) = 〈u,w〉L2(Γ).
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Tómese b ∈ B fijo y φ ∈ C∞0 (0, `(b)) una función de prueba arbitraria. Definamos la
siguiente colección de funciones (ud) dada por:

ud =

{
φ, si d = b,

0, en otro caso.

Claramente u ∈ H2(Γ) y se satisfacen trivialmente las condiciones de N-K. Ahora, de la
definición de adjunto tenemos que 〈Hu, g〉L2(Γ) = 〈u,w〉L2(Γ). Desarrollando el miembro
izquierdo de esta ecuación se tiene:

〈Hu, g〉L2(Γ) =

∫ `(b)

0

(−φ′′)gbdx,

mientras que el miembro derecho es:

〈u, g〉L2(Γ) =

∫ `(b)

0

φwbdx.

∴
∫ `(b)

0

(−φ′′)gbdx =

∫ `(b)

0

φwbdx, ∀φ ∈ C∞0 (0, `(b)).

Se sigue de la definición de derivada generalizada que gb ∈ H2(0, `(b)) y wb = −g′′b (en
el sentido débil). Como esto ocurre para toda b ∈ B se tiene que w = Hg.

Tenemos entonces la siguiente igualdad: 〈Hu, g〉L2(Γ) = 〈u,Hg〉L2(Γ), ∀u ∈ D(H).

Como gb ∈ H2(0, `(b)) para cada b ∈ B, podemos definir g(v) y g′(v) en cada vértice
v. Desarrollando el miembro izquierdo de la última igualdad y procediendo como en la
demostración de la proposición 14 tenemos:

〈Hu, g〉L2(Γ) =
∑
b∈B

∫ `(b)

0

(−u′′b )gbdx

=
∑
b∈B

[
−u′bgb + ubg′b

]`(b)
0

+
∑
b∈B

∫ `(b)

0

ub
(
−g′′b

)
dx

=
∑
v∈V

∑
b∈Ev

[
u′b(v)gb(v)− ub(v)g′b(v)

]
+ 〈u,Hg〉L2(Γ)

=
∑
v∈V

[〈u′(v), g(v)〉v − 〈u(v), g′(v)〉v] + 〈u,Hg〉L2(Γ)

donde 〈·, ·〉v denota el producto interno usual en Cdv . Puesto que 〈Hu, g〉L2(Γ) =
〈u,Hg〉L2(Γ) tenemos que:∑

v∈V

[〈u′(v), g(v)〉v − 〈u(v), g′(v)〉v] = 0, ∀u ∈ D(H).

Fijemos v ∈ V y denotemos d = dv, A = Av y B = Bv para simplificar nota-
ción. Tomemos x ∈ Cd arbitrario y escojamos (u1, · · · , ud) ∈

⊕d
i=1H

2(0, `(bi)) (donde
Ev = {b1, · · · , bd}) tales que, (u1(v), · · · , ud(v)) = −B∗x, (u′1(v), · · · , u′d(v)) = A∗x y
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uj(w) = u′j(w) = 0, j = 1, d, para los vértices w adyacentes a v2.

Definamos ahora la colección u = (ub), donde:

ub =

{
ubj , si b = bj para algún j = 1, d,

0, en otro caso.

De este modo, u ∈ H2(Γ) y u = u(v) = −B∗x y u′ = u′(v) = A∗x, con lo cual

Au + Bu′ = −AB∗x + BA∗x = (−AB∗ + BA∗)x = 0

(pues AB∗ = BA∗), luego por la caracterización (3.25) se tiene que u ∈ D(H). Como
u y su derivada se anulan en todos los vértices distintos de v, la condición para g se
transforma en

0 = 〈u′, g〉 − 〈u, g′〉 = 〈A∗x, g〉 − 〈−B∗x, g′〉 = 〈x, (Ag + Bg′)〉.

Como esta construcción fue para x arbitrario, tenemos que 〈x, (Ag + Bg′)〉 = 0, para
toda x ∈ Cd, luego Ag + Bg′ = 0.

Esto ocurre para cada vértice v ∈ V , con lo cual g satisface las condiciones N-K.
Por último, tenemos que g, g′′ ∈ L2(Γ), solo resta ver que g′ ∈ L2(Γ). Para ello se

emplea que g satisface las condiciones de N-K:

‖g′‖2
L2(Γ) =

∑
b∈B

∫ `(b)

0

g′bg
′
bdx

=
∑
b∈B

gbg′b
∣∣`(b)
0
−
∑
b∈B

∫ `(b)

0

gbg′′b dx

=
∑
v∈V

∑
b∈Bv

gb(v)g′b(v) + 〈g,Hg〉L2(Γ)

(Condición de continuidad) =
∑
v∈V

g(v)

(∑
b∈Ev

g′(v)

)
+ 〈g,Hg〉L2(Γ)

(Condición de Kirchhoff) = 0 + 〈g,Hg〉L2(Γ).

Luego ‖g′‖L2(Γ) <∞ y

‖g‖H2(Γ) :=
∑
b∈B

‖gb‖2
H2(0,`(b)) =

∑
b∈B

(
‖gb‖2

L2[0,`(b)] + ‖g′b‖2
L2[0,`(b)] + ‖g′′b ‖2

L2[0,`(b)]

)
<∞.

∴ g ∈ H2(Γ) y satisface las condiciones de N-K, i.e. g ∈ D(H) Q.E.D.

Ahora regresamos al operador de Schrödinger H := − d2

dx2 + q(x) con un potencial de
valor real. El siguiente lema será de gran utilidad.

2Expĺıcitamente se requiere que, si v = o(bj), entonces uj(0) = − (B∗x)j , u
′
j(0) =

(A∗x)j y uj(`(bj)) = u′j(`(bj)) = 0, y de forma similar si v = t(bj). Por supuesto, siempre es posi-

ble construir una función uj ∈ H2(0, `(bj)) que satisfaga estas condiciones
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Lema 6. Sea H espacio de Hilbert, T : D(T ) ⊂ H → H un operador densamente
definido y S ∈ B(H ). Suponga que T y S son autoadjuntos. Entonces T + S : D(T ) ⊂
H →H es autoadjunto.

Nota. Cabe recalcar que aunque S sea acotado, en general T + S no lo es.

Demostración. Primero veamos que T + S es simétrico. En efecto, dados x, y ∈ D(T ) se
tiene:

〈(T + S)x, y〉 = 〈Tx, y〉+ 〈Sx, y〉 = 〈x, Ty〉+ 〈x, Sy〉 = 〈x, (T + S)y〉,

pues T y S son autoadjuntos por hipótesis. Ahora, por la proposición 3 solo resta ver que
D((T + S)∗) ⊂ D(T + S) = D(T ). Sea y ∈ D((T + S)∗) y tómese x ∈ D(T ) arbitrario.
Por definición de operador adjunto:

〈(T + S)x, y〉 = 〈x, (T + S)∗y〉.

Por otro lado, como S es un operador autoadjunto acotado,

〈(T + S)x, y〉 = 〈Tx, y〉+ 〈Sx, y〉 = 〈Tx, y〉+ 〈x, Sy〉.

Combinando ambas ecuaciones tenemos que:

〈x, (T + S)∗y〉 = 〈Tx, y〉+ 〈x, Sy〉 ⇒ 〈Tx, y〉 = 〈x, ((T + S)∗ − S) y〉

∴ ∀x ∈ D(T ) 〈Tx, y〉 = 〈x, ((T + S)∗ − S) y〉. Se sigue entonces de la definición del
dominio del operador adjunto que y ∈ D(T ∗), y como T es autoadjunto, y ∈ D(T ), que
es lo que se queŕıa probar. Q.E.D.

Considerese ahora el operador multiplicación por q definido en L2(Γ) como: (ub) 7→
(qbub) =: qu. Puesto que q ∈ L∞(Γ), se tiene:

‖qu‖2
L2(Γ) :=

∑
b∈B

∫ `(b)

0

|qb|2|ub|2dx 6
∑
b∈B

‖qb‖2
L∞[0,`(b)]‖ub‖2

L2[0,`(b)] 6 ‖q‖2
L∞(Γ)‖u‖2

L2(Γ).

Aśı, el operador multiplicación por q es acotado. Además, suponiendo que las funciones
componentes qb son funciones de valor real se cumple:

〈qu, v〉L2(Γ) =
∑
b∈B

∫ `(b)

0

qbubvbdx =
∑
b∈B

∫ `(b)

0

ubqbvbdx = 〈u, qv〉L2(Γ).

De este modo, el operador multiplicación por q es simétrico. Dado que nuestro hamilto-
niano es precisamente la suma del operador menos segunda derivada, más el operador
multiplicación por q, por el Lema 6 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 21. El hamiltoniano H dado por el operador de Schrödinger con un potencial
q ∈ L∞(Γ) de valor real, y con dominio (3.22), es un operador autoadjunto en L2(Γ).
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3.3. Propiedades espectrales de un grafo cuántico

En la literatura referente a los grafos cuánticos, cuando se dice que un grafo Γ cumple
cierta propiedad, lo que en realidad se esta diciendo es que el hamiltoniano definido en
el grafo cumple con dicha propiedad. Por ello, cuando se habla del espectro de un grafo
cuántico, en realidad, nos referimos al espectro de su hamiltoniano. Para nuestro caso, el
hamiltoniano es el operador de Schrödinger con un potencial q ∈ L∞(Γ) de valor real, el
cual, como vimos en la sección anterior, es un operador auntoadjunto, lo que conlleva al
siguiente resultado, que es una consecuancia del teorema 2.

Teorema 22. El hamiltoniano H dado por el operador de Schrödinger con un potencial
q ∈ L∞(Γ) de valor real y con dominio (3.22), tiene espectro real, i.e. S(H) ⊂ R y es un
subconjunto cerrado. Más aún, S(H) = Sp(H) ∪Sc(H).

Es de particular interés analizar los casos para los cuales Sp(T ) 6= ∅, y por supuesto
estudiar la forma de encontrar los valores propios y las “funciones propias”de la ecuación
de Schrödinger

Hu = λu, u ∈ D(H)

Dicho problema será llamado el problema de Sturm-Liouville para el grafo cuántico
Γ.

A continuación, estudiaremos algunas cotas para el espectro S(H). La siguiente pro-
pisición será de gran utilidad.

Proposición 15. Para cualquier u ∈ D(H) se cumple la siguiente desigualdad:

〈Hu, u〉L2(Γ) >Mq‖u‖L2(Γ), (3.26)

donde Mq es alguna constante que satisface:

∀b ∈ B Mq 6 qb(x) c.t.p. de [0, `(b)] (3.27)

Demostración. Para cada u ∈ D(H) se tiene:

〈Hu, u〉L2(Γ) =
∑
b∈B

∫ `(b)

0

(−u′′b )ubdx+
∑
b∈B

∫ `(b)

0

qbububdx.

En pruebas anteriores se ha visto que
∑

b∈B
∫ `(b)

0
(−u′′b )ubdx = ‖u′‖2

L2(Γ). Por otro lado,

por la propiedad (3.27) de la constante Mq:∑
b∈B

∫ `(b)

0

qbububdx >
∑
b∈B

∫ `(b)

0

Mq|ub|2dx = Mq‖u‖2
L2(Γ)

Luego
〈Hu, u〉L2(Γ) > ‖u′‖2

L2(Γ) +Mq‖u‖2
L2(Γ) >Mq‖u‖2

L2(Γ)

Q.E.D.
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Existen varias formas de escoger la cota Mq de la proposición 15. Una de ellas es consi-
derar el hecho de que, para cada b ∈ B se cumple:−‖qb‖L∞[0,`(b)] 6 qb(x), c.t.p. de [0, `(b)].
Luego se puede tomar:

Mq = ı́nf
b∈B

(
−‖qb‖L∞[0,`(b)]

)
= − sup

b∈B
‖qb‖L∞[0,`(b)] = −‖q‖L∞(Γ).

Un caso muy común (e importante) en la práctica, es cuando se tiene un grafo Γ
equilateral, cuyas aristas tienen longitud `, y tal que el potencial q sea generado por una
función q ∈ C[0, `]. En este caso, se suele tomar Mq = ı́nf

x∈[0,`]
q(x).

La importancia de la desigualdad (3.26) es que nos permite encontrar un intervalo en
el cual está contenido el espectro S(H), como se establece en el siguiente teorema.

Teorema 23. Sea Mq una constante que satisface la condición (3.27). Entonces:

S(H) ⊂ [Mq,+∞) (3.28)

Demostración. Probaremos primero que si λ ∈ (−∞,Mq), entonces λ ∈ ρ(H). Sea u ∈
D(H). Notemos que por ser H autoadjunto, se tiene que:

〈Hu, u〉L2(Γ) = 〈u,Hu〉L2(Γ) = 〈Hu, u〉L2(Γ),

entonces 〈Hu, u〉L2(Γ) ∈ R. Ahora, si λ < Mq, por la propiedad (3.26), se cumple:

(Mq − λ)‖u‖2
L2(Γ) 6 〈Hu, u〉L2(Γ) − λ〈u, u〉L2(Γ)

6 |〈(H− λ1)u, u〉L2(Γ)|
(Cauchy-Schwarz) 6 ‖(H− λ1)u‖L2(Γ)‖u‖L2(Γ)

Si u 6= 0, dividiendo entre ‖u‖L2(Γ) en la desigualdad anterior se tiene que

‖(H− λ1)u‖L2(Γ) > (Mq − λ)‖u‖L2(Γ).

Además, si u = 0, la desigualdad anterior es válida, de modo que:

‖(H− λ1)u‖L2(Γ) > (Mq − λ)‖u‖L2(Γ), ∀u ∈ D(H).

Se sigue del teorema 3 que λ ∈ ρ(T ). De este modo, si λ ∈ S(H), entonces λ ∈
R \ (−∞,Mq) = [Mq,+∞). ∴ S(H) ⊂ [Mq,+∞) Q.E.D.

Ahora que se ha visto que el espectro es acotado inferiormente y consta solo del es-
pectro puntual y continuo, procedemos a analizar la naturaleza del mismo para el caso en
que Γ es un grafo compacto.

Recordemos que el espectro discreto consta de todos los valores propios aislados (de
aqúı el nombre de “discreto”) de multiplicidad finita. En este sentido, es muy similar al
espectro de una matriz.

Un ejemplo muy importante de un operador con espectro puramente discreto, es el
operador de Sturm-Liouville S : D(S) ⊂ L2[a, b]→ L2[a, b], cuya acción esta dada por:

Sy = −(py′)′ + qy.
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Suponemos que el intervalo [a, b] ⊂ R es compacto, los coeficientes p, q son “regulares”(i.e.,
p, p′, q ∈ C[a, b], p > 0, q de valor real) y el dominio de S consiste de todas las funciones
y ∈ C2[a, b] que satisfacen las condiciones de frontera

α1y(a) + α2y
′(a) = 0, β1y(b) + β2y

′(b) = 0,

con |α1|+ |α2| > 0, |β1|+ |β2| > 0. Como pudimos ver en los preliminares, el teorema de
Sturm-Liouville establece que los valores propios del operador S son reales y simples, y
forman una sucesión creciente

λ1 < λ2 < · · · <∞
tal que λn →∞, n→∞, además de que las funciones propias {ψn}∞n=1 forman una base
ortogonal para L2[a, b] (véase [1, pág. 84]).

Puesto que el estudio del espectro de los grafos cúanticos es, en cierta forma, una
generalización del problema de Sturm-Liouville a grafos métricos, se esperaŕıa obtener
un resultado similar al teorema de Sturm-Liouville, para ciertos grafos. Resulta que esto
se cumple para grafos compactos, análogo a como el teorema es válido para intervalos
compactos (para grafos infinitos se tienen resultados similares a los de la ecuación de
Sturm-Liouville en R, como se verá en la siguiente sección).

Para establecer el teorema de Sturm-Liouville para grafos compactos, requerimos al-
gunas definiciones y resultados técnicos.

Definición 34. Sea H espacio de Hilbert y T : D(T ) ⊂ H → H un operador densa-
mente definido. Decimos que T tiene resolvente compacto, si existe un valor λ0 ∈ ρ(T )
tal que RT (λ0) = (T − λ01)−1 ∈ K(H ).

Proposición 16. Sea T : D(T ) ⊂H →H un operador densamente definido y autoad-
junto en un espacio de Hilbert H . Suponga que T tiene resolvente compacto. Entonces:

∀λ ∈ ρ(T ) RT (λ) ∈ K(H )

.

Demostración. Como T tiene resolvente compacto, existe λ0 ∈ ρ(T ) tal que RT (λ0) ∈
K(H ). Sea λ ∈ ρ(T ) arbitrario. Como T es autoadjunto, entonces es un operador cerrado,
y por la identidad de Hilbert para el resolvente (teorema 4) se tiene

RT (λ)−RT (λ0) = (λ− λ0)RT (λ)RT (λ0).

Como K(H ) es un ideal en el álgebra B(H ), se tiene que (λ−λ0)RT (λ)RT (λ0) ∈ K(H ).
Nuevamente por ser K(H ) un ideal, de la ecuación anterior se sigue que:

RT (λ) = RT (λ0) + (λ− λ0)RT (λ)RT (λ0) ∈ K(H )

Q.E.D.

Esta proposición justifica el porque se necesita comprobar con un solo valor λ0 ∈ ρ(T )
que RT (λ0) ∈ K(H ) para decir que T tiene resolvente compacto.

En los siguientes resultados supondremos que H es un espacio de Hilbert de dimensión
infinita, a fin de poder emplear los resultados del teorema 5, sobre el espectro de operadores
compactos autoadjuntos.
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Proposición 17. Sea T : D(T ) ⊂H →H un operador densamente definido y autoad-
junto. Suponga que existe λ0 ∈ ρ(T ) para el cual RT (λ0) ∈ K(H ). Entonces

S(T ) =

{
λ0 +

1

µ

∣∣∣∣µ ∈ Sp(RT (λ0)) \ {0}
}

.

Demostración. Para simplificar notación, durante la prueba denotaremos R = RT (λ0).
[⇐] Sea µ ∈ Sp(R) \ {0} y x ∈ D(R) tal que Rx = µx. Definamos ξ = λ0 + 1

µ
. Se tiene

que:
Rx = µx⇒ x = R−1(µx) = (T − λ01)(µx) = µTx− µλ0x.

Luego: µTx = (µλ0 + 1)x⇒ Tx =
(
λ0 + 1

µ

)
x = ξx. Además:

x = R

(
1

µ
x

)
∈ R((T − λ01)−1) = D(T − λ0) = D(T ).

Aśı, ξ ∈ S(T ) con lo cual

{
λ0 + 1

µ

∣∣∣∣µ ∈ Sp(R) \ {0}
}
⊂ S(T ).

[⇒] Tómese ahora ξ ∈ S(T ) y defina µ = 1
ξ−λ0

(el cual esta bien definido, pues

λ0 6∈ S(T )). Supongamos que µ ∈ ρ(R), entonces S = R− µ1 es invertible. Sin embargo,
notemos que:

R− µ1 = R− µR(T − λ01) = R

(
1− 1

ξ − λ0

T +
λ0

ξ − λ0

1

)
=

1

ξ − λ0

R(ξ1− T ).

Entonces S = −µR(T − ξ1), y como S y −µR son invertibles, se tendŕıa que T − ξ1 seŕıa
invertible, lo cual contradice que ξ ∈ S(T ). Luego, µ = 1

ξ−λ0
∈ S(R). Además como µ 6= 0

y R es compacto, se tiene que µ ∈ Sp(R). Observamos entonces que ξ = λ0 + 1
µ
. ∴ S(T ) ⊂{

λ0 + 1
µ

∣∣∣∣µ ∈ Sp(R) \ {0}
}

y la igualdad se obtiene de la contención anterior. Q.E.D.

Corolario 4. Sea T : D(T ) ⊂ H → H un operador densamente definido, autoadjunto
y con resolvente compacto. Entonces S(T ) = Sp(T ), es un conjunto a lo más numerable
y todos los valores propios tienen multiplicidad finita.

Demostración. Por definición de resolvente compacto, existe λ0 ∈ ρ(T ) tal que R =
RT (λ0) ∈ K(H ). Considere la función f : C \ {0} → C \ {λ0} dada por f(z) = λ0 + 1

z
,

la cual es un homeomorfismo. Por la proposición 17, S(T ) = f(Sp(R) \ {0}) y como R
es compacto, del teorema 5, Sp(R) \ {0} es a lo más numerable. Entonces S(T ) es un
conjunto lo más numerable.

Ahora tómese ξ ∈ S(T ) y sea µ ∈ Sp(T ) \ {0} tal que ξ = λ0 + 1
µ
. Sea Eµ(R) =

ker(R− µ1) el espacio propio generado por µ. Se tiene que:

x ∈ Eµ(R) ⇔ Rx = µx
⇔ Rx = 1

ξ−λ0
x

⇔ (ξ − λ0)x = R−1x
⇔ ξx− λ0x = Tx− λ0x
⇔ Tx = ξx
⇔ x ∈ Eξ(T ).
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Luego ξ ∈ Sp(T ), y además Eµ(R) = Eξ(T ). Luego, por el inciso (ii) del teorema 5,
dimEξ(T ) = dimEµ(R) < ∞. Aśı, ξ ∈ Sp(T ) y mT (ξ) < ∞. Puesto que ξ ∈ S(T ) es
arbitrario, tenemos que S(T ) = Sp(T ) y todos los valores propios tienen multiplicidad
finita. Q.E.D.

Lema 7. Sea H es un espacio de Hilbert separable y T : D(T ) ⊂H →H un operador
densamente definido, autoadjunto con resolvente compacto, para el cual existe λ0 ∈ ρ(T )
tal que R = RT (λ0) es autoadjunto. Entonces S(T ) = Sd(T ) = {λk}∞k=0, y los valores
propios satisfacen que |λk| → ∞, k →∞.

Demostración. Como el espacio H es separable y R es compacto y autoadjunto, por el
teorema 5 existe una base ortonormal de vectores propios de R. Como R es invertible,
0 6∈ Sp(R), y como dos espacios propios Eλ(R) y Eµ(R) son mutuamente ortogonales si
λ 6= µ (pues R es autoadjunto), se tiene que H =

⊕
λ∈Sp(T ) Eµ(R).

Por ser R compacto, para cada µ ∈ Sp(T ), dimEµ(R) < ∞, y como H tiene di-
mensión infinita entonces debe haber una cantidad infinita numerable de valores propios
S(R) = {µk}∞k=0, los cuales son reales por ser R autoadjunto. Además, por la compacidad
de R, µk → 0, k →∞.

Consideremos ahora la función f : C \ {0} → C \ {λ0} dada por f(z) = λ0 + 1
z
.

Por la proposición 17, S(T ) = f(Sp(R)) y como µk → 0, k → ∞, se tiene que |λk| =
|f(µk)| → ∞, k →∞, y dado que 0 es el único punto de acumulación de Sp(R), entonces
S(T ) = {λk}∞k=0 debe ser una sucesión de puntos aislados. Finalmente por el corolario 4,
S(T ) = Sp(T ) y cada λk ∈ Sp(T ) tiene multiplicidad finita. ∴ S(T ) = Sd(T ). Q.E.D.

Ahora todos los preparativos estan listos para enunciar el teorema de Sturm-Liouville
para grafos compactos.

Teorema 24. (Sturm-Liouville para grafos compactos) Sea Γ un grafo cúantico
compacto, y H el hamiltoniano que actúa como el operador de Schrödinger, con un po-
tencial q ∈ L∞(Γ) de valor real y dominio (3.22). Entonces S(H) = Sd(H) y los valores
propios forman una sucesión creciente

Mq 6 λ0 < λ1 < · · · < λn < · · · < +∞, (3.29)

tal que λn → ∞, n → ∞, y donde Mq es una constante que cumple la propiedad
(3.27).

Demostración. Dividiremos la demostración en tres pasos:

Paso 1: H tiene resolvente compacto. Por el teorema 3.28, S(T ) ⊂ [Mq,+∞).
Tomemos λ0 ∈ (−∞,Mq), de tal forma que λ0 ∈ ρ(H). Sea R = Rλ0(H), el cual actúa
como:

R : R(H− λ01)→ D(H) ⊂ H2(Γ).

El operador R puede ser visto como un operador R : R(H − λ01) → L2(Γ), haciendo
la composición con el encaje ιΓ : H2(Γ) ↪→ L2(Γ). Observemos que ιΓ =

⊕
b∈B ιb, donde

ιb : H2(0, `(b)) ↪→ L2[0, `(b)] es el encaje de H2(0, `(b)) en L2[0, `(b)].
Los teoremas clásicos de encajes de Sobolev establecen que ιb es un encaje compacto

(véase [7, pág. 213]) y por el teorema 14, Γ es un grafo finito, con lo cual ιΓ =
⊕

b∈B ιb es
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una suma directa finita de operadores compactos. Se sigue del lema 4 que ιΓ es compacto.
Entonces R ∈ K(L2(Γ)), con lo cual H tiene resolvente compacto y por el corolario 4,
S(H) = Sp(H). y todos los valores propios tienen multiplicidad finita.

Paso 2: Existe un resolvente autoadjunto. Ahora veamos que el resolvente R es
autoadjunto. Como R es acotado, basta verificar que:

∀x, y ∈ R(T − λ0) 〈Rx, y〉 = λx,Ry〉.

Tomemos entonces x, y ∈ R(T − λ0) y observemos que:

〈Rx, y〉L2(Γ) = 〈Rx, (H− λ0)Ry〉L2(Γ)

= 〈Rx,HRy〉L2(Γ) − 〈Rx, λ0Ry〉L2(Γ)

(Rx,Ry ∈ D(T )) = 〈H∗Rx,Ry〉L2(Γ) − 〈Rx, λ0Ry〉L2(Γ)

(λ0 ∈ R y H es autoadjunto) = 〈HRx,Ry〉L2(Γ) − 〈λ0Rx,Ry〉L2(Γ)

= 〈(H− λ0)Rx,Ry〉L2(Γ)

= 〈x,Ry〉L2(Γ)

Luego R es autoadjunto y como L2(Γ) es separable, por el lema 7 se tiene que S(T ) =
Sd(H) = {λk}∞k=0 y |λk| → ∞, k →∞.

Paso 3: El espectro satisface (3.29). Por el teorema 3.28 tenemos que S(H) =
{λn}∞n=0 ⊂ [Mq,+∞), de modo que la sucesión es acotada inferiormente y sus valores
absolutos crecen indefinidamente. Entonces se debe tener que λk →∞, k →∞. Además,
como {λk}∞k=0 es un conjunto discreto numerable, podemos ordenar los valores λk en forma
creciente y reindexar de tal forma que

Mq 6 λ0 < λ1 < · · · < λn < · · ·

Tal reordenamiento no afecta el hecho de que λn → ∞, n → ∞, con lo cual concluye la
prueba. Q.E.D.

De este modo hemos obtenido una generalización del teorema clásico de Sturm-Liouville
para grafos compactos. Sin embargo, solamente un punto es diferente en ambos casos: los
valores propios en un grafo compacto no necesariamente son simples, como sucede en el
caso de un intervalo [a, b].

Ejemplo 4. Considere el grafo estrella con 3 vértices periféricos y uno central, como se
muestra en la figura 3.2. Las aristas están dirigidas de los vértices periféricos hacia el
central, y supondremos que el grafo es equilateral con longitud ` = 1.

Los espacios L2(Γ) y H2(Γ) son espacios de ternas de funciones u = (u1, u2, u3), con
ui ∈ L2[0, 1], i = 1, 2, 3, para u ∈ L2(Γ), y ui ∈ H2(0, 1), i = 1, 2, 3, para u ∈ H2(Γ).

El hamiltoniano del grafo está dado el operador menos segunda derivada:

Hu = (−u′′1,−u′′2,−u′′3),

cuyo dominio son las ternas u ∈ H2(Γ) que satisfacen la condición de continuidad, que se
reduce sólo al vértice central:

u1(1) = u2(1) = u3(1), (3.30)
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Figura 3.2: Grafo estrella equilateral de longitud 1 con las aristas dirigidas hacia el centro.

y las condiciones de Kirchhoff en los vértices periféricos:

u′i(0) = 0, (3.31)

y en el vértice central:
−u′1(1)− u′2(1)− u′3(1) = 0. (3.32)

Por el teorema de Sturm-Liouville para grafos compactos, el espectro S(H) consiste de
todos los valores λ = ω2 para los cuales, el sistema de ecuaciones:

−u′′i (x) = ω2ui(x), 0 < x < 1, i = 1, 2, 3 (3.33)

tiene una terna de soluciones u = (u1, u2, u3) no trivial que satisface las condiciones
(3.30)-(3.32).

Primero supongamos que ω = 0, de modo que el sistema de ecuaciones a considerar
es u′′i (x) = 0, i = 1, 2, 3. Entonces, para cada bi la solución está dada por:

ui(x) = Aix+Bi, 0 6 x 6 1, Ai, Bi ∈ C, i = 1, 2, 3.

De la condición de Kirchhof periférica se tiene que 0 = u′i(0) = Ai, con lo cual
ui(x) = Bi. Luego, de la condición de continuidad en el vértice central se tiene que:
u1(1) = u2(1) = u3(1) ⇒ B1 = B2 = B3. Además ui(x) = Bi, i = 1, 2, 3 satisface la
condición de Kirchhoff en el vértice central. Entonces, u = (B,B,B), con B ∈ C es una
función propia para ω = 0.

Ahora supongamos que ω 6= 0. Sabemos que para cada arista bi, la ec. (3.33) tiene
como solución general:

ui(x) = Ai cos(ωx) +Bi sin(ωx), 0 6 x 6 1, Ai, Bi ∈ C, i = 1, 2, 3.

Por la condición de Kirchhoff periférica se tiene:

0 = u′i(0) = (−ωAi sin(ωx) + ωBi cos(ωx))
∣∣
x=0

= ωBi.

De aqúı se obtiene que:
ui(x) = Ai cos(ωx), i = 1, 2, 3.

Ahora aplicamos la condición de Kirchhoff en el vértice central:

0 = −
3∑
i=1

u′i(1) =
3∑
i=1

ωAi sin(ω) = ω sin(ω)

(
3∑
i=1

Ai

)
.
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Por otro lado, por la condición de continuidad se tiene:

A1 cos(ω) = A2 cos(ω) = A3 cos(ω).

Aśı, λ = ω2 ∈ S(H) si y sólo si, existe una terna de valores (A1, A2, A3) ∈ C que satisfaga:ω sin(ω)

(
3∑
i=1

Ai

)
= 0

A1 cos(ω) = A2 cos(ω) = A3 cos(ω).

(3.34)

Si cos(ω) 6= 0 y sin(ω) 6= 0, entonces de la segunda ecuación se deduce que A1 = A2 =
A3 = A, luego la primera ecuación se reduce a 3A = 0, con lo cual Ai = 0, i = 1, 2, 3, y
entonces ui ≡ 0, con lo cual u ≡ 0 y λ = ω2 no es un valor propio.

Si cos(ω) = 0, entonces sin(ω) 6= 0 y de la primera ecuación en (3.34) se tiene que
A1 + A2 + A3 = 0.

Por otro lado, si sin(ω) = 0, entonces cos(ω) 6= 0 y de la segunda ecuación se tiene
A1 = A2 = A3.

De este modo tenemos que S(H) =
{
n2π2

4

}∞
n=0

. Observemos que S(H) ⊂ [0,+∞) y

esto coincide con el enunciado del teorema 23, pues en este caso Mq = 0 es una constante
que satisface la condición (3.27).

Ahora analicemos la multiplicidad de los valores propios. Sea k ∈ N0:
Si ω = 2kπ y k = 0, entonces las funciones propias correspondientes son de la forma

u = (B,B,B), con B ∈ C. Aśı

E0(H) = S


1

1
1

 .

Si ω = 2kπ y k 6= 0, entonces sin(ω) = 0, de modo que A1 = A2 = A3 y podemos
tomar A ∈ C y u = (A,A,A) · cos(ωx) será una función propia. En consecuencia:

Ek2π2(H) = S


1

1
1

 · cos

(
kπ

2
x

) .

Por otro lado, si ω = 2k+1
2
π, entonces cos(ω) = 0 con lo cual A1 + A2 + A3 = 0, y

podemos tomar A1 = −(A2 + A3), con A2, A3 ∈ C arbitrarios. Aśı

u = (−A2−A3, A2, A3) · cos(ωx) = A2(− cos(ωx), cos(ωx), 0) +A3(− cos(ωx), 0, cos(ωx)).

De este modo:

E
( 2k+1

2 )
2
π2(H) = S


−1

1
0

 · cos

(
2k + 1

2
πx

)
,

−1
0
1

 · cos

(
2k + 1

2
πx

)
En conclusión:

mH

(
n2π2

4

)
=

{
1, si n es par,

2, si n es impar.

De este ejemplo podemos ver claramente que los valores propios no necesariamente
son simples.
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Comentarios y observaciones

En esta sección hemos analizado el hamiltoniano dado por el operador de Schrödinger,
cuyas condiciones de frontera asociadas son las de N-K. Sin embargo, como se comentó
al principio del caṕıtulo existen otros tipos de hamiltonianos que se pueden considerar,
como por ejemplo el operador de Schrödinger magnético:

Mu =

((
1

i

d

dx
− Ab(x)

)2

ub(x) + Vb(x)ub(x)

)
b∈B

.

A diferencia del operador de Schrödinger usual, que bajo ciertas condiciones en el po-
tencial q puede considerarse independiente de la dirección de las aristas, el operador M
depende completamente de la dirección dada. De hecho, A se considera como un campo
vectorial unidimensional, pues cumple la propiedad: Ab(x) = −Ab(`(b) − x), ∀b ∈ B. El
análisis de éste operador junto con algunas propiedades espectrales pueden encontrarse
por ejemplo, en [6].

También es importante comentar que existen diversas condiciones de frontera para un
hamiltoniano. Tal como se hizo para las condiciones de N-K, se busca que las condiciones
de frontera en un vértice v puedan ser escritas en la forma matricial

Avu(v) + Bvu
′(v) = 0,

donde Av,Bv ∈Mdv(C).. En [6] se establecen las condiciones bajo las cuales el operador
menos segunda derivada (y en consecuencia, el operador de Schrödinger con potencial
real) sean autoadjuntos.

Teorema 25. [6, pág. 18] Sea Γ un grafo cuántico compacto, y H : D(H) ⊂ L2(Γ) →
L2(Γ) el hamiltoniano dado por Hu = (−u′′b ), cuyo dominio son funciones u ∈ H2(Γ)
que en cada vértice satisfacen una condición lineal, que involucra sus valores y los de su
derivada. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) H es autoadjunto en L2(Γ).

(ii) Para cada v ∈ V, existen Av,Bv ∈Mdv(C) tales que:

1. La matriz concatenada (AvBv) ∈Mdv×2dv(C) tiene rango máximal, i.e. rank(AvBv) =
dv.

2. AvB
∗
v es autoadjunta.

3. ∀u ∈ D(H) Avu(v) + Bvu
′(v) = 0.

(iii) Para cada v ∈ V, existe U v ∈Mdv(C) unitaria tal que:

∀u ∈ D(H) i (U v − 1dv)u(v) + (U v + 1dv)u(v),

donde 1dv es la matriz identidad de dimensión dv.
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(iv) Para cada v ∈ V, existen proyectores mutuamente ortogonales PD,v,PN,v y PR,v :=
1dv − PD,v − PN,v, definidos en Cdv , junto con un operador Λv, invertible y auto-
adjunto el cual está definido en PR,vCdv , tales que, para todo u ∈ D(H) se cumple:

PD,vu(v) = 0 (Parte de Dirichlet),

PN,vu
′(v) = 0 (Parte de Neumann),

PR,vu
′(v) = ΛvPR,vu(v) (Parte de Robin).

.

Por supuesto, la representación matricial de las condiciones de N-K es un caso parti-
cular del inciso (i) de este teorema.

Un ejemplo de condición en los vértices muy utilizado son las llamadas condiciones
tipo δ, las cuales para un vértice v son de la forma:u es continua en v,∑

b∈Bv

u′b(v) = αvu(v) ,

donde αv ∈ C. Las condiciones de N-K son el caso cuando αv = 0. Observemos que las
condiciones tipo δ pueden ser escritas en forma matricial usando:

Av :=


1 −1 0 · · · 0 0
0 1 −1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 −1
−αv 0 0 · · · 0 0

 , Bv :=

0 · · · 0
...

. . .
...

1 · · · 1

 .

Notamos que rank(AvBv) = dv, además

AvB
∗
v =

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · −αv


de modo que AvB

∗
v es autoadjunto si y sólo si, αv ∈ R. Entonces, el operador menos

segunda derivada con condiciones tipo δ es autoadjunto si y sólo si, αv ∈ R. Un estudio
sobre operadores con tales condiciones puede encontrarse en el caṕıtulo 7 de [6].

Finalmente, a pesar de que el teorema 25 es aplicable sólo a grafos compactos, es
posible extender estos resultados para grafos infinitos.

Teorema 26. [6, pág. 30] Sea Γ un grafo infinito que satisface la hipótesis 3. Sea H :
D(H) ⊂ L2(Γ)→ L2(Γ) el operador dado por Hu = (−u′′b ), cuyo dominio D(H) consiste
de todas las funciones u ∈ H2(Γ) que satisfacen la siguiente condición: para cada vértice
v, existen proyectores mutuamente ortogonales PD,v,PN,v y PR,v := 1dv − PD,v − PN,v,
definidos en Cdv , junto con un operador Λv, invertible y autoadjunto el cual está definido
en PR,vCdv , tales que:

PD,vu(v) = 0 (Parte de Dirichlet),

PN,vu
′(v) = 0 (Parte de Neumann),

PR,vu
′(v) = ΛvPR,vu(v) (Parte de Robin).

.
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Si supv∈V ‖Λv‖2 <∞, donde ‖ · ‖2 es la norma matricial inducida por la norma l2 en
Cdv , entonces H es autoadjunto.

Un análisis detallado de las propiedades espectrales y las funciones propias de los
operadores que satisfacen las condiciones del teorema 26, puede encontrarse en [25].
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4

Grafos periódicos

No hay ninguna rama de la
matemática, por abstracta que
sea, que no pueda aplicarse
algún d́ıa a los fenómenos del
mundo real.

Nikolái Lobachevski
(1792−1856)

En muchas aplicaciones es común trabajar con grafos infinitos que pueden “generarse”
a partir de un grafo finito por medio de traslaciones. Un ejemplo t́ıpico es el grafeno, cuya
gráfica puede obtenerse a partir de un patrón hexagonal (véase [22]). En este tipo de
grafos, se busca un dominio fundamental apropiado que genere todo el grafo, de tal forma
que el estudio de ciertos hamiltonianos se reduzca al análisis de los mismos en dicho
dominio fundamental. En este caṕıtulo analizaremos las técnicas que permiten realizar
tales procedimientos.

4.1. Acciones de grupo y dominios fundamentales

Comenzamos precisando la noción de grafo periódico.

Definición 35. Sea (G, ·) un grupo y X un conjunto. Una acción del grupo G sobre el
conjunto X, es una función A : G ×X → X que satisface las siguientes condiciones:

(i) ∀g ∈ G x 7→ A (g, x) es una biyección en X.

(ii) ∀g1, g2 ∈ G ∀x ∈ X, A (g1 · g2, x) = A (g1,A (g2, x)).

(iii) ∀x ∈ X A (e, x) = x, donde e es el elemento neutro de G.

Si existe una acción de G sobre X, se dice que X es un G-conjunto.

En la práctica se suele denotar g · h = gh y A (g, x) = gx.
Si X es un G-conjunto, se define la siguiente relación para x, y ∈ X:

xRy ⇐⇒ ∃g ∈ G : gx = y. (4.1)
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Es fácil ver que esta relación es de equivalencia, y sus clases de equivalencia se denotan
por

Ox := {y ∈ X | ∃g ∈ G : y = gx}

y se denominan orbitas. El espacio cociente generado por esta relación se suele denotar
X/G := {Ox |x ∈ X}.

Definición 36. Sea m ∈ N. Un grafo métrico Γ se dice Zm-periódico (o simplemente
periódico), si existe un grupo G ' Zm, y una acción de G en Γmet que satisface las
siguientes condiciones:

(i) Continuidad: ∀g ∈ G x 7→ gx es continuo en Γmet.

(ii) G actúa fielmente sobre Γmet: ∀g ∈ G ∀x̃ ∈ Γmet gx̃ = x̃⇒ g = e.

(iii) La acción es discreta: ∀x̃ ∈ Γmet ∃r > 0 : ∀g ∈ G \ {0} gx 6∈ BΓ(x̃, r).

(iv) Co-compacidad: El espacio Γmet/G es compacto (con la topoloǵıa cociente indu-
cida por la relación (4.1)).

(v) Preserva estructura:

(a) ∀ṽ, w̃ ∈ Vmet gṽ ∼ gw̃ ⇒ ṽ ∼ w̃ (Preserva vértices adyacentes).

(b) ∀g ∈ G ∀b ∈ B Jgb := g (Jb)⇒ `(gb) = `(b) (Preserva longitudes).

(c) ∀x̃, ỹ ∈ Γmet ∀g ∈ G dΓ(gx̃, gỹ) = dΓ(x̃, ỹ) (Preserva distancias).

(d) ∀x̃, ỹ ∈ Γmet x̃Rỹ y ỹ ∈ Vmet ⇒ x̃ ∈ Vmet (Preserva vértices).

(e) Además, si Γ es un grafo cúantico con hamiltoniano H, la acción conmuta con
H (en particular, preserva las condiciones en los vértices).

(f) ∀x̂, ŷ ∈ Γmet ∀g ∈ G dΓ(g + x̂, g + ŷ) = dΓ(x̂, ŷ).

Observación 4. Para cada g ∈ G, denotemos por φg : Γmet → Γmet a la función φg(x̃) =
gx̃, con x̃ ∈ Γmet. De acuerdo con la definición de grafo periódico, φg es una función
continua. Ahora, notemos que para cada x̃ ∈ Γmet:

(φg ◦ φg−1)(x̃) = g(g−1x̃) = (gg−1)x̃ = ex̃ = x,

y de forma análoga (φg−1 ◦ φg)(x̃) = x̃. Entonces (φg)
−1 = φg−1, y de acuerdo con la

definición 36, φg−1 también es una función continua. Entonces φg es un homeomorfismo.
Usualmente se suele denotar gU = φg(U), para U ⊂ Γmet.

Uno de los puntos importantes en la definición es la co-compacidad de la acción de
G sobre Γmet. Intuitivamente, significa que el grafo Γmet se obtiene a partir de “traslada-
dos”de un cierto subconjunto Γ0. Para probar esto, requerimos el siguiente lema.

Lema 8. Γmet es un espacio localmente compacto.
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Demostración. Sea x̃ ∈ Γmet y b ∈ B tal que x̃ ∈ Jb. Consideramos 2 casos:

Caso 1: x̃ 6∈ Vmet. En este caso, x ∈ J◦b = (ϕb([0, `(b)]))
◦ = ϕb((0, `(b)) (pues ϕb es

un homeomorfismo entre Jb y [0, `(b)]). Aśı J◦b es una vecindad de x̃ y J◦b = ϕb((0, `(b)) =
ϕb([0, `(b)]) = Jb, el cual es compacto.

Caso 2: x̃ ∈ Vmet. Ahora consideremos:

U =

(⋃
b∈Bx̃

Jb

)
\ {ṽ ∈ Vmet | v ∼ x̃} =

⋃
b∈
−→
Bx̃

ϕb((0, `(b)])

 ∪
⋃
b∈
←−
Bx̃

ϕb([0, `(b)))


(i.e., se está considerando el “grafo estrella” centrado en x̃ sin los vértices exteriores).

Para cada b ∈ B, los conjuntos (0, `(b)], [0, `(b)) ∈ τ[0,`(b)], con lo cual
ϕb((0, `(b)]), ϕb([0, `(b)) ∈ τΓ,de modo que U ∈ τΓ. Como la union anterior es finita tene-
mos que:

U =

⋃
b∈
−→
Bx̃

ϕb((0, `(b)])

 ∪
⋃
b∈
←−
Bx̃

ϕb([0, `(b)))

 =
⋃
b∈Bx̃

Jb

el cual es compacto.

Entonces cada punto x̃ ∈ Γmet tiene una vecindad con clausura compacta. ∴ Γmet es
localmente compacto. Q.E.D.

Por simplicidad, denotaremos Γ/G = Γmet/G
Lema 9. Si Γ es un grafo métrico periódico y G el grupo que actúa sobre él, entonces la
proyección

π : Γmet → Γ/G
x̃ 7→ Ox̃

es una función abierta.

Demostración. Usaremos la siguiente caracterización de la topoloǵıa cociente: V ∈ τΓ/G
si y sólo si

⋃
Ox̃∈V Ox̃ ∈ τΓ (véase [29]).

Sea U ∈ τΓ. Notemos que ⋃
Ox̃∈π(U)

Ox̃ =
⋃
x̃∈U

Ox̃

=
⋃
x̃∈U

{gx̃ | g ∈ G}

=
⋃
x̃∈U

⋃
g∈G

{gx̃}

=
⋃
g∈G

⋃
x̃∈U

{gx̃}

=
⋃
g∈G

gU

El mapeo x̃ 7→ gx es un homeomorfismo y U ∈ τΓ, entonces gU ∈ τΓ para cada g ∈ G,
luego

⋃
Ox̃∈π(U)Ox̃ =

⋃
g∈G gU ∈ τΓ, con lo cual π(U) ∈ τΓ/G, de modo que π es una

función abierta. Q.E.D.
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Teorema 27. Sea Γ un grafo métrico periódico y G el grupo que actúa sobre él. Entonces
existe Γ1 ⊂ Γmet compacto tal que:

Γmet =
⋃
g∈G

gΓ1. (4.2)

Demostración. Escojamos un conjunto A tal que contenga exactamente un representante
de clase de cada Ox̃ ∈ Γ/G (esto siempre es posible por el axioma de elección). Por ser
Γmet localmente compacto, cada x̃ ∈ A posee una vecindad Ux̃ con clausura compacta.
Ahora bien,

Γ/G =
⋃

Ox̃∈Γ/G

{Ox̃} =
⋃
x̃∈A

{Ox̃} ⊂
⋃
x̃∈A

π(Ux̃).

Por ser π una función abierta, la colección {π(Ux̃)}x̃∈A es una cubierta abierta para Γ/G.
Por la compacidad de Γ/G, podemos tomar x̃1, · · · , x̃n ∈ A de tal manera que

Γ/G ⊂
n⋃
j=1

π(Ux̃j).

Ahora definamos:

Γ1 :=
n⋃
j=1

U x̃j .

Como cada U x̃j es compacto, se tiene que Γ1 es compacto. Queremos probar que
Γmet =

⋃
g∈G gΓ1. Claramente

⋃
g∈G gΓ1 ⊂ Γmet por lo que sólo resta ver la otra contención.

Sea x̃ ∈ Γmet, entonces existe j ∈ {1, · · · , n} tal que Ox̃ ∈ π(Ux̃j), de modo que

Ox̃ = Oỹ, para algún ỹ ∈ Ux̃j ⊂ U x̃j . Como Ox̃ = Oỹ, debe existir g ∈ G tal que x̃ = gỹ,

con lo cual x̃ ∈ gUx̃j ⊂ gΓ1.
Como x̃ era arbitrario, se tiene que Γmet ⊂

⋃
g∈G gΓ1. Q.E.D.

Intuitivamente lo que el teorema 27 establece que es que Γmet puede obtenerse “trasladando”
el conjunto Γ1. Por supuesto, Γ1 no es único, y existen diferentes maneras de escoger tal
conjunto. Más que en el conjunto Γ1, estamos interesados en un conjunto Γ0 que satisfaga
las siguientes condiciones:

1. Γ0 es conexo.

2. Γ0 es un compacto que satisface (4.2).

3. ∀g, h ∈ G g 6= h⇒ (gΓ0) ∩ (hΓ0) = ∅.

Un conjunto Γ0 que satisfaga tales condiciones se denomina un dominio fundamental.

De la demostración del teorema 27, notamos que Γ/G ⊂ π(Γ1), y como Γ1 es compacto
y genera todo Γmet, entonces sólo debe contener un número finito de vértices. Entonces,
sólo hay un número finito de clases correspondientes a vérties.

Sean {U1, · · · ,Um} ⊂ Γ/G las clases correspondientes a los vértices. Tómese ṽ1 ∈
Vmet tal que π(ṽ1) = U1. Escojase ahora ṽ2 ∈ Vmet tal que ṽ2 es adyacente a ṽ1, pero
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π(ṽ1)∩ π(ṽ2) = ∅. Hacemos esto hasta encontrar vértices ṽ2, · · · , ṽp adyacentes a ṽ1, pero
tales que π(ṽ1) ∩ π(ṽj) = ∅, j = 2, p. Luego repetimos el proceso para cada ṽj, j = 1, p
hasta agotar todas las clases de vértices. De este modo, nuestros vértices ṽ1, · · · , ṽm es-
tarán conectados.

Como siguiente paso, para ṽ1, tomamos la colección B1 de todas las aristas en Bv1 que
no estan relacionados entre ellos, i.e., si b, c ∈ B1, entonces no existe un g ∈ G tal que
Jb = gJc (es claro que este conjunto debe contener al menos una arista). En el siguiente
paso, para ṽ2, denotamos:

B2 := {b ∈ Bṽ2 | ∀c ∈ B1 ∪ (Bṽ2 \ {b})@g ∈ G : Jb = gJc}.

Continuando con este proceso obtenemos una colección de conjuntos de aristas B1, · · · ,Bm
tales que Bj ⊂ Bṽj , j = 1,m y ninguna arista de Bj esta relacionado con las aristas de
B1, · · · ,Bj−1, y las aristas de Bj no estan relacionadas entre śı. De este modo, nuestro
candidato para dominio fundamental es

Γ0 :=
m⋃
j=1

⋃
b∈Bj

J◦bj

 ∪ {ṽj}
 .

Por construcción, Γ0 es conexo, además por ser una union finita

Γ0 =
m⋃
j=1

 ⋃
bj∈Bj

J◦bj

 ∪ {ṽj}
 =

m⋃
j=1

⋃
bj∈Bj

Jbj

el cual es compacto.
La elección de los vértices v1, · · · , vm y las colecciones de aristas B1, · · · ,Bm, garantiza

que ningún elemento de Γ0 esta relacionado entre śı.
Ahora, sean g, h ∈ G tales que existe x̃ ∈ (gΓ0) ∩ (hΓ0). Entonces existen ỹ, z̃ ∈ Γ0

tales que, gỹ = x̃ = hz̃, con lo cual ỹ = g−1hz̃. Esto sólo puede ocurrir si ỹ = z̃. Aśı
ỹ = g−1hỹ, pero la acción de G es fiel, luego g−1h = e, con lo cual g = h. Entonces los
traslados de Γ0 son ajenos entre śı.

Por último, sea x̃ ∈ Γmet. Si x̃ ∈ Vmet, entonces π(x̃) = π(ṽj), para algún j ∈
{1, · · · ,m}, con lo cual x̃ ∈ gΓ0.

Suponga ahora que x̃ 6∈ Vmet, y escogemos algún b ∈ B para el cual x̃ ∈ Jb. Tómese
ṽ ∈ { ˜o(b), ˜o(b)}, entonces, como en el caso anterior, existe ṽj ∈ Γ0 y g ∈ G tal que ṽ = gṽj.
Por definición de grafo periódico, la acción de G preserva aristas, con lo cual Jb = gJc,
con c ∈ Bṽj . Si c ∈ Bj, se tiene que x̃ ∈ gΓ0, en caso contrario, existe Jd ∈ Γ0 y h ∈ G
tales que Jc = hJd. Entonces Jb = ghJd y x̃ ∈ ghΓ0.

En conclusión Γmet =
⋃
g∈G gΓ0 con lo cual tenemos el siguiente teorema.

Teorema 28. Cualquier grafo periódico Γ posee un dominio fundamental Γ0 que satisface:

Γmet =
⋃
g∈G

gΓ0.
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Por supuesto, existen diferentes formas de tomar al dominio fundamental Γ0. Notemos
que el dominio Γ0 contiene exactamente un representante de clase de cada elemento de
Γ/G, entonces podemos considerar la función π̃ = π◦ı, donde ı : Γ0 ↪→ Γmet es la inclusión,
como puede verse en el siguiente diagrama

Γ0

π̃

""
ı

��
Γmet

π // Γ/G

La función π̃ es biyectiva y continua.

4.2. Grafos encajados en Rn

Como hemos visto en ejemplos anteriores, Γmet no siempre es un subconjunto de algún
Rn. Sin embargo, en muchos ejemplos prácticos es suficiente considerar grafos encajados
en algún espacio Rn (véase [22, 3]). Por supuesto, los grafos no necesariamente tienen que
estar encajados en R2 (a menos que sean planos). Siguiendo los procedimientos estandar,
se define un grafo métrico encajado en Rn de la siguiente manera:

Definición 37. Sea Γ = (V ,B) un grafo dirigido. Diremos que Γ está encajado en Rn,
si se cumplen las siguientes condiciones:

(i) V ⊂ Rn.

(i) Si b ∈ B y v = o(b), w = t(b), entonces

b = [v, w] := {(1− t)v + tw | t ∈ [0, 1]}.

(ii) Si b, c ∈ B, b 6= c, y b ∩ c 6= ∅, entonces b ∩ c = {v}, con v ∈ V .

En este caso denotamos Γ ⊂ Rn.

Usualmente se suele interpretar Γ =
⋃
b∈B b, de modo que en efecto, Γ ⊂ Rn. Por su-

puesto, esta definición es aplicable para grafos no dirigidos, tomando cada arista e = [v, w],
donde v, w son incidentes en e.

Podemos considerar a Γ como un espacio métrico, simplemente utilizando la métrica
inducida de Rn. Ahora, Γ se considera un grafo métrico en el sentido de la definición 18,
tomando la función de longitud ` : B → [0,+∞) de la siguiente manera:

`(b) := ‖o(b)− t(b)‖n, b ∈ B,

donde ‖ · ‖n es la norma usual en Rn. Notemos que cada arista b = [v, w] es isométrica al
intervalo [0, `(b)]: en efecto, consideremos la función χb : [0, `(b)]→ b dada por:

χb(t) :=

(
1− t

`(b)

)
v +

t

`(b)
w, t ∈ [0, `(b)].
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Si s, t ∈ [0, `(b)] tenemos:

‖χb(t)− χb(s)‖n =

∥∥∥∥((1− t

`(b)

)
v +

t

`(b)
w

)
−
((

1− s

`(b)

)
v +

s

`(b)
w

)∥∥∥∥
n

=

∥∥∥∥s− t`(b)
(w − v)

∥∥∥∥
n

= |t− s|.

Ahora consideremos el espacio Γmet construido mediante el procedimiento del caṕıtulo 2.
Sea Jb ⊂ Γmet la arista métrica asociada a b. Como Jb es isométrica a [0, `(b)], entonces
Jb y b son isométricos, y la isometŕıa es χb ◦ ϕ−1

b : Jb → b. Ahora definamos Ψ : Γmet → Γ
dado por

Ψ((b, x)∼) = χb(ϕ
−1
b ((b, x)∼)), para (b, x)∼ ∈ Γmet.

Notemos que Ψ está bien definida y es continua en Γmet \ Vmet. Ahora, si (b, x)∼ co-
rresponde a la clase del vértice v, tomamos 2 representantes de clase (b, x), (c, y). Si
(b, x) = (b, 0) y (c, y) = (c, `(c)), entonces χb(ϕ

−1
b ((b, 0)∼)) = χb(0) = v, y de igual forma

χc(ϕ
−1
c ((c, `(c))∼)) = χc(`(c)) = v. Procediendo de forma análoga para los otros casos, se

tiene que Ψ está bien definida y es continua en cada vértice v. Además, se puede ver que
Ψ es invertible y su inversa es continua, con lo cual Γ y Γmet son homeomorfos.

Entonces, en lo que resta, trabajaremos con el espacio Γ, en lugar de Γmet.

Nuestro interés se centra ahora en el siguiente tipo de grafo periódico. Sea G ⊂ Rn

un grupo bajo la suma vectorial, tal que G ' Zm, con m 6 n, y sean {e1, · · · , em} ⊂ Rn

vectores linealmente independientes tales que

G =

{
m∑
j=1

αjej

∣∣∣∣αj ∈ Z, j = 1,m

}
. (4.3)

Supondremos que la acción de G sobre Γ está dada por traslaciones:

G × Γ → Γ
(g, x) 7→ g + x

donde el + denota la suma usual en Rn. Tal acción debe satisfacer los requisitos de la
definición 36. De aqúı en adelante, todos los grafos periódicos en consideración estarán
dados de esta manera.

Introducimos ahora el concepto de zona de Brillouin, que será de utilidad en las
secciones posteriores.

Definición 38. Sea G ⊂ Rn un grupo dado por (4.3). Definimos el lattice dual (o
rećıproco) de G como

G∗ := {g′ ∈ Rn | ∀g ∈ G g · g′ ∈ 2πZ}. (4.4)

(Aqúı · denota el producto interno usual en Rn).

Es sencillo ver que G∗ es un subgrupo de Rn con la suma vectorial. Entonces podemos
considerar el grupo cociente Rn/G∗.
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Ejemplo 5. Sea G = {(α1, · · · , αm, 0, · · · , 0) |αj ∈ Z, j = 1,m}. Un cálculo sencillo
muestra que G∗ = 2πZn.

Ahora bien, el grupo cociente Rn/(2πZn) puede ser identificado con la región [−π, π)n

(aunque también con [0, 2π)n).

Como en el ejemplo anterior, resulta que el grupo cociente R/G∗ puede ser identificado
con una región G∗ ⊂ Rn, la cual es conexa y acotada. Se define entonces la zona de
Brillouin de G como B = G∗.1

La zona de Brillouin B es un conjunto conexo y compacto, y sus elementos θ ∈ B se
denominan quasi-momentos.

Por último, es conveniente considerar aquellos grafos que cumplen con la siguiente
condición:

∀x, y ∈ Γ ĺım
G3g→∞

dΓ(x, y + g) =∞. (4.5)

Esto quiere decir que los trasladados y + g de cualquier punto y ∈ Γ tienden a infinito
para g suficientemente grande.

Ejemplo 6. Consideremos el grafo Γ = (V ,B) donde

V = {(n, 0) |n ∈ Z} ∪ {(n, 1) |n ∈ Z} y

B = {[(n, 0), (n, 1)], [(n, 0), (n+ 1, 0)], [(n, 1), (n+ 1, 1)], [(n+ 1, 0), (n+ 1, 1)]n ∈ Z}

como se puede ver en la parte derecha de la figura 4.1. El grupo que actúa sobre Γ es
generado por e1 = (1, 0), i.e., G = {αe1 |α ∈ Z}.

Un dominio fundamental puede ser escogido como la región sombreada en rojo de la
figura 4.1. Γ0 consta de los vértices v1, v2 y las aristas b1, b2, b3.

Ahora, un punto (x, y) ∈ G∗ debe satisfacer: (x, y) · αe1 ∈ 2πZ, ∀α ∈ Z, que es
equivalente a que αx ∈ 2πZ, ∀α ∈ Z. En particular, tomando α = 1 tenemos que
x ∈ 2πZ, luego

G∗ = {(x, y) |x ∈ 2πZ} = (2πZ)× R.

Dado x ∈ R, siempre existe un único ξ ∈ [−π, π) tal que x − π ∈ 2πZ, de modo que
(x, y)− (ξ, 0) ∈ (2πZ)×R, con lo cual podemos identificar (2πZ)×R con [−π, π)× {0}.
Luego, podemos tomar B = [−π, π] × {0}, la cual se muestra de color verde en la parte
izquierda de la figura 4.1.

4.3. Descomposición de Bloch del hamiltoniano y es-

tructura band-gap del espectro

Ahora consideremos a Γ como un grafo cuántico, cuyo hamiltoniano H : D(H) ⊂
L2(Γ)→ L2(Γ) está dado por el operador de Schrödinger

Hu := (−u′′b + qbub)b∈B,

1Dado que G ' Zm, algunos autores toman B = [−π, π]n (véase [22]).
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x = 0v1

v2

b1

b2

b3

Γ0

e1

x = 0x = −π x = π

B

Figura 4.1: Banda Z-periódica (izquierda) y su zona de Brillouine (derecha) B = [−π, π]×
{0}.

con un potencial q ∈ L∞(Γ) de valor real, y cuyo dominio D(H) son todas las colecciones
de funciones u ∈ H2(Γ) que satisfacen las condiciones de N-K.

Sabemos ya por los teoremas 20 y 2 que H es autoadjunto en L2(Γ) y S(H) ⊂ R.
Si Γ es un grafo periódico, donde el grupo G que actúa en Γ está dado por (4.3),

entonces la acción del grupo debe conmutar con el hamiltoniano, i.e.

1. Si b ∈ B, entonces Hub = Hub+g.

2. Si v ∈ V y u satisface la condición de N-K en v, entonces satisface la misma condición
en v + g.

Esto implica que el potencial q debe ser “generado”por una familia finita de potenciales
(q1, · · · , qr) (recordemos que Γ/G tiene un número finito de clases de vértices). Entonces,
si

mq = mı́n
j=1,r

(−‖qj‖L∞[0,`(bj)]),

se sigue del teorema 23 que S(H) ⊂ [mq,+∞).

Sin embargo, no podemos garantizar que S(H) sea puramente discreto o puntual, pues
Γ no es compacto. Sin embargo, análogo a como el teorema de Sturm-Liouville generalizó
el teorema clásico para la ecuación de Schrödinger en un intervalo compacto, lo que se
buscará es encontrar un análogo a la teoŕıa de la ecuación de Schrödinger periódica en R.

Con el fin de simplificar nuestra notación, y considerando que las familias de funciones
contenidas en el dominio del operador de Schrödinger satisfacen la condición de continui-
dad (de modo que definen funciones leǵıtimas en Γ) se usará la notación funcional u(x)
para el valor común de la familia u en cada punto x ∈ Γ, y denotaremos la acción del
operador de Schrödinger como

Hu(x) = − d2

dx2
u(x) + q(x)u(x), x ∈ Γ \ V .

Ejemplo 7. Sea Γ = (V ,B) el grafo encajado en R, tal que V = Z y E = {[n, n+ 1] |n ∈
Z}. Sobre Γ actúa el grupo G = Z por medio de traslaciones, y un dominio fundamental
está dado por Γ0 = ({v0}, {b0}), el cual se muestra señalado en color rojo en la figura 4.2.
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v0 b0

Γ0

Figura 4.2: Grafo Γ periódico homemorfo a R.

Consideremos el operador de Schrödinger H con un potencial q ∈ L∞(Γ) periódico.
Notemos que la familia q define casi en todo punto, una función q0 ∈ L∞(R) Z-periódica,
i.e., que:

∀x ∈ R ∀m ∈ Z q0(x+m) = q0(x).

Además, la condición de Kirchoff en cada vértice v se reduce a la condición de las
derivadas direccionales de una función en dicho punto. De este modo, el problema de
cálcular el espectro de H se reduce a cálcular el espectro del operador Schrödinger
H = − d2

dx2 + q0(x) en L2(R).

4.3.1. Teoŕıa de Floquet para la ecuación de Hill

Sea q0 ∈ L∞(R) una función de valor real Z-periódica, i.e., que

∀x ∈ R ∀α ∈ Z q0(x+ α) = q0(x).

Consideramos entonces la ecuación de Hill dada por:

−u′′ + q0(x)u = λu, x ∈ R, λ ∈ C.

donde las soluciones u ∈ L2(R). Una forma de analizar esta ecuación es mediante la
teoŕıa de Floquet, la cual emplea la periodicidad del potencial q0 para reducir el problema
anterior al intervalo [0, 1].

Tomemos θ ∈ R, y consideremos el problema de Bloch

Hθ =

{
−u′′ + q0(x)u = λu, x ∈ (0, 1),

u(x+m) = eiθ·mu(x), x = 0, 1; ∀m ∈ Z

La condición de frontera anterior se conoce como condición ćıclica de Bloch, y se reduce
simplemente a:

∀m ∈ Z u(m) = eiθ·mu(0).

Además, si u ∈ L2[0, 1] es una solución del problema de Bloch anterior, la condición ćıclica
permite extender u a todo R, de tal manera que:

∀m ∈ Z ∀x ∈ R u(x+m) = eiθ·mu(x). (4.6)

Por supuesto, la extensión ũ 6∈ L2(R), pero ũ ∈ L2
loc(R). Al considerar la extensión ũ, al

problema de Bloch se le puede agregar la condición en la derivada:

∀m ∈ Z u′(m) = eiθ·mu′(0).

Por el teorema de Sturm-Liouville, el problema de Bloch con condiciones ćıclicas tiene
espectro discreto S(Hθ) y los valores propios satisfacen:

λ0(θ) < λ1(θ) < · · ·
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Ahora, para cada θ ∈ R realizamos el mismo proceso, con lo cual obtenemos una familia
de problemas de Bloch {Hθ}θ∈R. Sin embargo, la única diferencia entre 2 problemas es la
condición ćıclica, con lo cual, dados θ, φ ∈ R, estos definen el mismo problema de Bloch
si y sólo si:

∀m ∈ Z eiθ·m = eiφ·m,

lo cual ocurre si y sólo si θ− φ ∈ 2πZ. Esto quiere decir que θ y φ pertenecen a la misma
clase en R/2πZ. Puesto que éste cociente puede identificarse con [−π, π), basta sólo con-
siderar los problemas {Hθ}θ∈[−π,π].

Resulta que el espectro del problema original H puede descomponerse en los espectros
de los problemas de Bloch Hθ:

S(H) =
⋃

θ∈[−π,π]

S(Hθ).

De hecho, S(H) = Sc(H). La demostración de estos hechos puede encontrarse en [9, cap.
6].

Tomemos ahora j ∈ N0, y asociemos a cada θ ∈ [−π, π] el j-ésimo valor propio λj(θ)
del problema de Bloch Hθ. Entonces podemos ver a λj : [−π, π]→ R como una función.
De hecho en [9] se demuestra que la funciones λj son continuas en [−π, π]. Entonces
λj([−π, π]) = [αj, βj] para j ∈ N0, y estos intervalos son llamados “bandas espectrales” .
Luego, debido a la descomposición de S(H) se tiene

S(H) =
∞⋃
j=0

[αj, βj].

Esta descomposición recibe el nombre de representación de bandas-estrechos (ó band-gap
en inglés). Se puede demostrar también que

R \S(H) =
∞⋃
j=1

(aj, bj),

y los intervalos (aj, bj) reciben el nombre de “estrechos” (gaps en inglés).

De este modo, el problema de calcular el espectro S(H) del problema “total” , se reduce
a calcular el espectro de los problemas de Bloch. Con esta idea en mente, generalizamos
este proceso para los grafos periódicos.

4.3.2. Teoŕıa de Floquet para grafos periódicos

Basados en la teoŕıa de Floquet para la ecuación de Hill, procedemos a estudiar ciertos
operadores definidos en el dominio fundamental Γ0 = (V0,B0). Como Γ0 y Γ0 difieren por
un conjunto de medida cero, entonces L2(Γ0) = L2(Γ0) y H2(Γ0) = H2(Γ0), de manera
que nuestros operadores serán considerados sobre Γ0.
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Definimos los siguientes espacios auxiliares:

L2
loc(Γ) :=

∏
b∈B

L2[0, `(b)] y H2
loc(Γ) :=

∏
b∈B

H2(0, `(b)).

La siguiente definición es una generalización de los problemas ćıclicos de Bloch de la
ecuación de Hill.

Definición 39. Sea θ ∈ Rn. El hamiltoniano de Bloch asociado a θ, es el operador
Hθ : D(Hθ) ⊂ L2(Γ0)→ L2(Γ0), que actúa como el operador de Schrödinger

Hu = (−u′′ + qbub)b∈B0

y cuyo dominio D(Hθ) consta de todas las u ∈ H2(Γ0) para las cuales, existe una función
ũ ∈ H2

loc(Γ) tal que ũ
∣∣
Γ0

= u, y que satisface las condiciones de N-K, aśı como la siguiente
condición ćıclica de Bloch:

∀x ∈ Γ ∀g ∈ G ũ(x+ g) = eiθ·gũ(x).2 (4.7)

De hecho, las condiciones ćıclicas y las de N-K pueden ser reescritas como condiciones
en los vértices de Γ0, y cualquier función u ∈ H2(Γ0) que satisfaga dichas condiciones
puede ser extendida a una función ũ ∈ H2

loc(Γ) que satisface la condición cicĺıca (4.7).
Más aún,se puede demostrar que tales condiciones dan lugar a que el operador Hθ sea
autoadjunto.

Proposición 18. ∀θ ∈ Rn Hθ es un operador autoadjunto en L2(Γ0).

La demostración puede verse en [6, cap. 4]. Como Γ0 es un grafo finito, se sigue del
teorema de Sturm-Liouville para grafos compactos que S(Hθ) = Sd(Hθ) ⊂ R y sus
valores propios forman una sucesión

λ0(θ) < λ1(θ) < · · · < λj(θ) < · · ·

tal que λj(θ)→ +∞, j →∞.
Ahora notemos que dados θ, φ ∈ Rn, los respectivos hamiltonianos de Bloch difieren

únicamente de la exponencial en la condición ćıclica, de modo que Hθ = Hφ si y sólo si

eiθ·g = eiφ·g ⇔ ei(θ−φ)·g = 1⇔ (θ − φ) · g ∈ 2πZ, ∀g ∈ G

Esto equivale a decir que θ− φ ∈ G∗, de modo que Hθ = Hφ si y sólo si θ y φ pertenecen
a la misma clase de Rn/G∗. Entonces, es suficiente considerar los hamiltonianos de Bloch
{Hθ}θ∈B.

Sea j ∈ N0. Notemos que a cada θ ∈ B podemos asociarle el j-ésimo valor propio
λj(θ) del hamiltoniano Hθ. Esta correspondenćıa define una función λj : B → R. Estas
funciónes son llamadas en algunos trabajos relaciones de dispersión. Al igual que en el
caso de la ecuación de Hill, se tiene el siguiente resultado.

2Por simplicidad, aqúı se utiliza esta notación funcional, pues por las condiciones de N-K ũ define una
función en Γ.
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Proposición 19. ∀j ∈ B, λj : B→ R es una función continua.

La demostración puede verse en [6, cap. 4].

Si tomamos una constante Mq que satisfaga la condición (3.27), como por ejemplo
Mq = − supb∈B0

‖qb‖L∞[0,`(b)], entonces S(Hθ) ⊂ [Mq,+∞),∀θ ∈ B, de modo que cada
función λj está acotada inferiormente por Mq. Más aún, por la continuidad de λj y la
compacidad de B, se tiene que λj(B) = [αj, βj]. Estos intervalos son conocidos como ban-
das de dispersión o variedades de Bloch.

Al igual que en el caso de la ecuación de Hill, los hamiltonianos de Bloch permiten
descomponer el espectro del hamiltoniano “total”H.

Teorema 29. Sea H el hamiltoniano con potencial periódico q ∈ L∞(Γ) de valor real,
que actúa como el operador de Schrödinger y cuyo dominio consiste de todas las funciones
u ∈ H2(Γ) que satisfacen las condiciones de N-K. Entonces

S(H) =
⋃
θ∈B

Sd(Hθ) =
∞⋃
j=0

[αj, βj]. (4.8)

Las ideas de la demostración pueden encontrarse en [6, cap. 4]. Como consecuencia de
la representación bang-gap del espectro, este no tiene puntos aislados, con lo cual se tiene
el siguiente corolario, que muestra un constrate con el caso de un grafo finito.

Corolario 5. S(H) = Sess(H).

Nota. Esto no implica que Sp(H) = ∅.
La importancia del teorema 29, es que reduce el cálculo del espectro S(H) al cálculo

de los espectros Sd(Hθ). El interés será entonces desarrollar técnicas para calcular los
espectros Sd(Hθ), las cuales veremos en el siguiente caṕıtulo.

Comentarios y observaciones

En este caṕıtulo hemos analizado algunos aspectos de la teoŕıa de grafos cuánticos
periódicos. Las definiciones y resultados principales de la teoŕıa general son tomados del
caṕıtulo 4 de [6], mientras que los resultados para grafos encajados en Rn se basan en
algunas definiciones y resultados presentados en [22, 3]. Cabe recalcar que, aunque hemos
consideramos a los grafos encajados Γ ⊂ Rn como espacios métricos, empleando la métrica
inducida por Rn, también es posible emplear la longitud de arco para definir la distancia
entre dos puntos del grafo. Incluso se puede construir una métrica similar a la de Γmet.

También es importante comentar que nosotros hemos manejado la definición de domi-
nio fundamental Γ0, de tal manera que ∂Γ0 contenga vértices. No obstante, existen algunos
trabajos en los cuales se emplean dominios fundamentales que no contengan vértices en la
frontera, como por ejemplo [5], sin embargo, los resultados básicos de la descomposición
de Bloch siguen siendo los mismos.

En este caṕıtulo hemos presentado algunos elementos de la teoŕıa de Floquet-Bloch
para la ecuación de Hill, los cuales pueden ser encontrados en [9]. Con respecto a la teoŕıa
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de Floquet para grafos periódicos, hemos hecho una recopilación de los resultados más
importantes y que serán de utilidad para el caṕıtulo 5. Cabe mencionar que las pruebas
de tales resultados requieren de herramientas matemáticas más sofisticadas, por lo que
decidimos excluirlas. Sin embargo, es importante mencionar que la descomposición de
Bloch se basa en la idea de la transformada de Floquet, la cual es una generalización
de la transformada de Fourier, extendida para grafos periódicos. Esta transformada está
dada por:

f̃(x, θ) =
∑
g∈G

f(x+ g)e−ig·θ, x ∈ Γ, θ ∈ Rn,

y se define primero para funciones f ∈ L2(Γ) de soporte compacto. Resulta que la transfor-
mada de Floquet es una isometŕıa, por lo cual puede extenderse a una isometŕıa definida
en todo L2(Γ). Si denotamos por F a tal operador, resulta que al aplicar la transformada
de Floquet al hamiltoniano H, se obtiene una descomposición en forma de una “integral
directa”:

FHF−1 =

∫ ⊕
B
Hθdθ,

y de esta descomposición se deduce el hecho de que S(H) =
⋃
θ∈BS(Hθ).

Las demostraciones de estos resultados pueden encontrarse en [6, 22].
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5

Ecuación de dispersión para un grafo
periódico

Si alguien no cree que las
matemáticas son simples, es
porque no entiende lo
complicada que es la vida

John Vonn Neumann
(1903−1957)

En el caṕıtulo anterior se observó que el cálculo del espectro S(H) de un grafo periódi-
co Γ ⊂ Rn, se reduce al cálculo de los espectros Sd(Hθ) de los hamiltonianos de Bloch,
los cuales están definidos en un dominio fundamental Γ0 previamente escogido.

En este caṕıtulo, analizaremos algunas técnicas para calcular el espectro de los ha-
miltonianos de Bloch, y como caracterizar los valores propios mediante una ecuación de
dispersión.

5.1. Problema espectral con potencial simétrico en

un intervalo

Antes de calcular una ecuación de dispersión para nuestro grafo Γ, repasaremos algunos
hechos relacionados con el problema de Sturm-Liouville con un potencial simétrico en un
intervalo [0, `].

Definición 40. Una función q : [0, `]→ C se dice:

(i) Simétrica en [0, `] si
∀x ∈ [0, `] q(x) = q(`− x).

(ii) Anti-simétrica en [0, `] si

∀x ∈ [0, `] q(x) = −q(`− x).
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En toda esta sección, consideramos un potencial q0 ∈ C[0, `] de valor real y simétrico.

Asociamos a tal potencial el operador de Dirichlet HD : D(HD) ⊂ L2[0, `] → L2[0, `]
cuya acción está dada por el operador de Schrödinger:

HDu(x) = − d2

dx2
u(x) + q0(x)u(x), 0 < x < `,

y cuyo dominio es

D(HD) :=
{
u ∈ H2(0, `) |u(0) = u(`) = 0

}
= H2

0 (0, `).

Como el potencial q0 es de valor real, se tiene que el operador HD es auto-adjunto en
L2[0, `], por lo cual, del teorema de Sturm-Liouville, S(HD) = Sd(H

D) ⊂ R, y los valores
propios son simples y forman una sucesión creciente:

mq 6 λ0 < λ1 < · · ·

donde mq := ı́nf
x∈[0,`]

q0(x). De este modo el espectro coincide con los valores propios del

problema de Sturm-Liouville:

−u′′(x) + q0(x)u(x) = λu(x), 0 < x < `, λ ∈ C (5.1)

con condiciones de frontera
u(0) = u(`) = 0. (5.2)

Ahora estamos interesados por las propiedades que las funciones propias heredan del
potencial simétrico q0. Para esto introducimos el siguiente operador.

Definición 41. Definimos el operador de reversión R : L2[0, `]→ L2[0, `] dado por:

Ru(x) = u(`− x), x ∈ [0, `].

Observemos que la definición de que q sea simétrica (anti-simétrica) equivale a decir
que q = Rq (= −Rq)

Observación 5. El operador R satisface las siguientes propiedades:

(i) R es una isometŕıa en L2[0, `] y R−1 = R.

(ii) d
dx
R = −R d

dx
y d2

dx2R = R d2

dx2 .

(iii) D(HD) es invariante bajo R.

(iv) Por la simetŕıa del potencial q0, se tiene que HDR = RHD.

(v) Si λ ∈ Sd(H
D) y ψλ ∈ Eλ(HD), entonces:

HDψλ = λψλ ⇒ R(HDψλ) = R(λψλ)⇒ HD(Rψλ) = λ(Rψλ),

de modo que Rψλ ∈ Eλ(HD).
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Ahora veamos que las funciones propias de HD heredan ciertas propiedades del po-
tencial q0.

Lema 10. Cualquier función propia del operador HD, es simétrica o bien anti-simétrica.

Demostración. Sean λ ∈ Sd(H
D) y ψλ ∈ Eλ(H

D). Por la observación 5 (v), Rψλ ∈
Eλ(H

D), y como λ es simple, debe existir a ∈ C \ {0} tal que ψλ = aRψλ. Ahora bien

Rψλ = aR2ψλ = aψλ

de modo que
ψλ = aRψλ = a2ψλ.

Entonces a2 = 1 con lo cual a = ±1 y ψλ = ±Rψλ, esto es, ψλ es simétrica o bien
anti-simétrica. Q.E.D.

Observación 6. Sea λ ∈ Sd(H
D) y ψλ ∈ Eλ(HD).

(i) Si ψλ es simétrica, entonces:

d

dx
ψλ =

d

dx
Rψλ = −R d

dx
ψλ

con lo cual:
ψ′λ(0) = −ψ′λ(`). (5.3)

(i) Si ψλ es anti-simétrica, entonces:

d

dx
ψλ = − d

dx
Rψλ = R d

dx
ψλ

con lo cual:
ψ′λ(0) = ψ′λ(`). (5.4)

Ahora analizamos algunas propiedades de la ecuación de Schrödinger simétrica (5.1).

Supongamos que λ ∈ C \ S(HD). Entonces la ecuación (5.1) tiene dos soluciones
ϕ0(λ, x) y ϕ1(λ, x) que satisfacen las siguientes condiciones:

ϕ0(λ, 0) = 1, ϕ0(λ, `) = 0, (5.5)

ϕ1(λ, 0) = 0, ϕ1(λ, `) = 1. (5.6)

Como ϕ1(λ, x) 6≡ 0, y ϕ1(λ, 0) = 0, entonces ϕ′2(λ, 0) 6= 0 ( de lo contrario, el teorema
de existencia y unicidad implicaŕıa que ϕ1(λ, x) ≡ 0). Es bien conocido que el Wronskiano
de la ecuación (5.1) es constante, de modo que

W (ϕ0(λ, x), ϕ1(λ, x)) =

∣∣∣∣ϕ0(λ, 0) ϕ′0(λ, 0)
ϕ1(λ, 0) ϕ′1(λ, 0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 ϕ′0(λ, 0)
0 ϕ′1(λ, 0)

∣∣∣∣ = ϕ′1(λ, 0) 6= 0.

Entonces {ϕ0(λ, x), ϕ1(λ, x)} es un conjunto fundamental de soluciones para (5.1). Más
aún, por la condición de simetŕıa en el potencial se tiene la siguiente relación:
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Proposición 20. Sean λ ∈ C\S(HD), y {ϕ0(λ, x), ϕ1(λ, x)} las soluciones de la ecuación
(5.1) que satisfacen las condiciones de frontera (5.5),(5.6). Entonces se satisfacen las
siguientes condiciones en las derivadas:

ϕ′1(λ, 0) = −ϕ′0(λ, `), (5.7)

ϕ′1(λ, `) = −ϕ′0(λ, 0). (5.8)

Demostración. Evaluando el Wronskiano de las funciones ϕ0(λ, x), ϕ1(λ, x) en x = 0

W (ϕ0(λ, 0), ϕ1(λ, 0)) =

∣∣∣∣ϕ0(λ, 0) ϕ′0(λ, 0)
ϕ1(λ, 0) ϕ′1(λ, 0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 ϕ′0(λ, 0)
0 ϕ′1(λ, 0)

∣∣∣∣ = ϕ′1(λ, 0),

y en x = `

W (ϕ0(λ, `), ϕ1(λ, `)) =

∣∣∣∣ϕ0(λ, `) ϕ′0(λ, `)
ϕ1(λ, `) ϕ′1(λ, `)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣0 ϕ′0(λ, 0)
1 ϕ′1(λ, 0)

∣∣∣∣ = −ϕ′0(λ, 0),

y usando el hecho de que éste es constante, se tiene que ϕ′1(λ, 0) = −ϕ′0(λ, `).
Para la segunda igualdad, por ser el potencial q0 simétrico y ϕ0(λ, x) solución de

(5.1) , Rϕ0(λ, x) también es solución de (5.1). Consideremos ahora g(λ, x) = ϕ1(λ, x) −
Rϕ0(λ, x). Notemos que g es una solución de (5.1) que satisface:

g(0) = ϕ1(λ, 0)−Rϕ0(λ, 0) = 0− ϕ0(λ, `) = 0,

g′(0) = ϕ′1(λ, 0)− (Rϕ0)′(λ, 0) = ϕ′1(λ, 0) + ϕ′0(λ, `) = 0,

por la igualdad (5.7). Entonces por el teorema de existencia y unicidad g ≡ 0, con lo cual
ϕ1(λ, x) = Rϕ0(λ, x). Luego:

ϕ′1(λ, `) =
d

dx

∣∣∣
x=`

ϕ0(λ, `− x) == −ϕ0(λ, 0).

Q.E.D.

Notemos que para cada λ ∈ C, las condiciones (5.5) y (5.6) son holomorfas en λ,
de modo que las soluciones ϕ0(λ, x) y ϕ1(λ, x), vistas como funciones de λ, son enteras
(véase [12, cap. 1]). Ahora bien, para λ ∈ C \ S(HD) hemos visto que ϕ′1(λ, 0) 6= 0, de
modo que la función

η(λ) :=
ϕ′1(λ, `)

ϕ′1(λ, 0)
(5.9)

es holomorfa en C \ S(HD). Como veremos mas adelante, la función η jugará un papel
fundamental en el cálculo del espectro de un grafo cuántico periódico.

5.2. Ecuación de dispersión para un grafo equilateral

y equipotencial

Consideremos un grafo cuántico Γ ⊂ Rn sobre el cual actúa el grupo

G =

{
m∑
j=1

αjej,

∣∣∣∣αj ∈ Z, j = 1,m

}
,
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por medio de traslaciones, con {e1, · · · , em} linealmente independientes. Sea Γ0 ⊂ Γ un
dominio fundamental dado, y denotemos V0 = V ∩ Γ0 = {v1, · · · , vr}.

Supondremos durante esta sección que el grafo Γ es equilateral, cuyas aristas tienen
longitud ` > 0. Consideremos q0 ∈ C[0, `] de valor real y simétrico, de modo que ésta
define una función continua en Γ (pues satisface la condición de continuidad). Más aún, la
familia q = (qb)b∈B dada por qb = q0, para cada b ∈ B, pertenece a L∞(Γ) con ‖q‖L∞(Γ) =
máx
x∈[0,`]

|q0(x)|. Supondremos ahora que el hamiltoniano de Γ está dado por el operador de

Schrödinger:

Hu(x) = − d2

dx2
u(x) + q(x)u(x), x ∈ Γ \ V ,

cuyo dominio son todas las familia u ∈ H2(Γ) que satisfacen las condiciones de N-K. En
este caso, decimos que el grafo cuántico Γ es equipotencial.

Denotemos por
←−
Γ al grafo obtenido de Γ invirtiendo las direcciones de las aristas, y

sea RH el operador de Schrödinger en
←−
Γ , con potencial generador por Rq0, y dominio

D(RH) formado por las funciones en H2(
←−
Γ ) que satisfacen las condiciones de N-K.

Como q0 es simétrico, el operador RH actúa exactamente como H en cada arista de←−
Γ . Ahora, si u = (ub) ∈ H2(Γ), entonces Ru = (Rub) ∈ H2(

←−
Γ ). Notemos además que la

condición de continuidad es independiente de la dirección de las aristas, por lo cual, si u

es continua en Γ, entonces Ru es continua en
←−
Γ . Por otro lado, si u satisface la condición

de Kirchhoff en un vértice v de Γ, Ru en dicho vértice (pero visto como elemento de
←−
Γ )

satisface: ∑
b∈Bv

(Rub)′(v) = −
∑
b∈Bv

u′b(v) = 0,

de manera que Ru también satisface la condición de Kirchhoff. Aśı, u ∈ D(H) si y sólo
si, Ru ∈ D(RH).

Debido a esto, decimos que el operador de Schrödinger con potencial simétrico es in-
dependiente de la dirección de las aristas, con lo cual podemos ajustar las direcciones de
las aristas cada vez que sea necesario.

Por el teorema (20), H es autoadjunto, y como mq = ı́nf
x∈[0,`]

q0(x) satisface (3.27), se

sigue de la proposición (15) que S(H) ⊂ [mq,+∞). Además, de la teoŕıa de Floquet
sabemos que S(H) =

⋃
θ∈BS(Hθ), donde Hθ es el hamiltoniano de Bloch asociado al

quasimomento θ ∈ B. También sabemos que el espectro de cada hamiltoniano de Bloch
consiste de valores propios de multiplicidad finita

mq 6 λ0(θ) < λ1(θ) < · · ·

con λj(θ)→∞, j →∞. La idea ahora es encontrar un método para calcular tales valores
propios.

El método que será presentado a continuación fue desarrollado primeramente para el
grafo del grafeno en [22], y generalizado para grafos unilaterales en [31, 3], aunque este
procedimiento es valido para grafos equilaterales, como veremos a continuación.
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Introducimos la siguiente notación:

v
(±k)
j := vj ± ek, j = 1, r, k = 1,m

i.e., cada v
(±k)
j representa un traslado del vértice vj en el dominio fundamental, por uno

de los generadores ek. Usando un abuso de notación podemos definir v
(0)
j := vj, y si

denotamos e−k := −ek, podemos escribir v
(k)
j , para j = 1, n, k = −m,m.

Denotamos ahora:

ai,j(k) := [vi, v
(k)
j ], i, j = 1, r, k = −m,m

a la arista que une el vértice vi ∈ V0 con el trasladado v
(k)
j .

Ahora supondremos que el dominio fundamental satisface la siguiente condición, usada
también en [31, 3]:

Si e ∈ B0, entonces existen vi, vj ∈ V0 y k ∈ {−m, · · · ,m} tales que e = ai,j(k).
(La mayoŕıa de los ejemplos prácticos cumplen esta condición, por lo que es suficiente

para nuestros propósitos).

Tomemos θ ∈ B. Notemos que para calcular el espectro Sd(Hθ) es necesario resolver
el problema de Sturm-Liouville:

Hθu = λu (5.10)

para u ∈ H2
loc(Γ) que satisfaga las condiciones de N-K y la condición cicĺıca de Bloch:

∀x ∈ Γ ∀g ∈ G u(x+ g) = eig·θu(x).

La restricción de u en Γ0 será la función propio asociada a λ.
Como el hamiltoniano Hθ es invariante bajo la acción de G, es suficiente considerar

las condiciones para los vértices V0.

Sea λ ∈ C\Sd(H
D) , u ∈ H2

loc(Γ) que satisface la ec. (5.10) (i.e., que sus componentes
satisfacen la ec. de Schrödinger simétrica (5.1) en [0, `]) y ϕ0(λ, x), ϕ1(λ, x) las soluciones
de (5.1) que satisfacen las condiciones (5.5),(5.6).

Tómese vi ∈ V0 y considere la restricción uai,j(k), j = 1, r, k = −m,m, con la arista
ai,j(k) orientada hacia fuera de vi (por supuesto, se excluye la arista ai,i(0)). Como uai,j(k)

es una solución de la ec. (5.1) en [0, `], puede escribirse como:

uai,j(k)(x) = c1ϕ0(λ, x) + c2ϕ1(λ, x),

para algunas constantes c1, c2 ∈ C, que determinaremos a continuación.

Evaluando en x = 0 tenemos por las propiedades de ϕ0(λ, x), ϕ1(λ, x) que

uai,j(k)(0) = c1ϕ0(λ, 0) + c2ϕ1(λ, 0) = c1.

Por la condición de continuidad, u(vi) está bien definido y u(vi) = uai,j(k)(vi) = uai,j(k)(0),
de modo que c1 = u(vi).
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Ahora evaluamos en x = `:

uai,j(k)(`) = c1ϕ0(λ, `) + c2ϕ1(λ, `) = c2.

Nuevamente, por la condición de continuidad u(v
(k)
j ) está bien definido y u(v

(k)
j ) =

uai,j(k)(v
(k)
j ) = uai,j(k)(`) = c2. Sin embargo, u debe satisfacer la condición ćıclica de

Bloch, con lo cual:

c2 = u(v
(k)
j ) = u(vj + ek) = eiek·θu(vj) = eiθku(vj),

donde θk := ek · θ. Entonces:

uai,j(k) = u(vi)ϕ0 + eiθku(vj)ϕ1, j = 1, r, k = −m,m. (5.11)

Ahora aplicamos la condición de Kirchoff a u en vi. Por hipótesis, Bvi consta de aristas

de la forma ai,j(k) := [vi, v
(k)
j ], con lo cual la condición de Kirchoff puede ser escrita de la

siguiente forma:
r∑
j=1

∑
v

(k)
j ∼vi

u′ai,j(k)(0) = 0,

donde el śımbolo v
(k)
j ∼ vi indica que la suma se toma sobre los k = −m,m para los cuales

el vértice v
(k)
j es adyacente a vi.

Empleando (5.11) se tiene que:

0 =
r∑
j=1

∑
v

(k)
j ∼vi

(
u(vi)ϕ

′
0(λ, 0) + eiθku(vj)ϕ

′
1(λ, 0)

)
(Por (5.8)) =

r∑
j=1

∑
v

(k)
j ∼vi

(
−u(vi)ϕ

′
1(λ, `) + eiθku(vj)ϕ

′
1(λ, 0)

)
( Dividiendo entre ϕ′1(λ, 0)) =

r∑
j=1

∑
v

(k)
j ∼vi

(
−u(vi)

ϕ′1(λ, `)

ϕ′1(λ, 0)
+ eiθku(vj)

)

(Por (5.9)) =
r∑
j=1

∑
v

(k)
j ∼vi

(
−u(vi)η(λ) + eiθku(vj)

)
.

Realizando el mismo procedimiento para i = 1, r obtenemos un sistema de r ecuaciones
con r incógnitas u(v1), · · · , u(vr) de la forma:

r∑
j=1

∑
v

(k)
j ∼vi

(
−u(vi)η(λ) + eiθku(vj)

)
= 0, i = 1, r.
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Desarrollando esta ecuación se obtiene:
r∑
j=1

∑
v

(k)
j ∼vi

(
−u(vi)η(λ) + eiθku(vj)

)
= −

r∑
j=1

∑
v

(k)
j ∼vi

u(vi)η(λ) +
r∑
j=1

∑
v

(k)
j ∼vi

eiθku(vj)

= −dviη(λ)u(vi) +
r∑
j=1

 ∑
v

(k)
j ∼vi

eiθk

u(vj)

=
r∑
j=1

−dvjη(λ)δi,j +
∑

v
(k)
j ∼vi

eiθk

u(vj).

Aśı, nuestro sistema de ecuaciones toma la forma:

r∑
j=1

−dvjη(λ)δi,j +
∑

v
(k)
j ∼vi

eiθk

u(vj) = 0, i = 1, r. (5.12)

Si el sistema anterior sólo tuviera la solución trivial, entonces u(vj) = 0, para j = 1, r,
pero entonces, en cada arista ai,j(k), uai,j(k)(0) = uai,j(k)(`) = 0, lo cual contradice que
λ 6∈ S(HD). De este modo, el sistema tiene soluciones no triviales u(v1), · · · , u(vr).

Denotando S(λ, η) a la matriz del sistema (5.12), la condición anterior es equivalente
a que detS(λ, θ) = 0. Notemos que el elemento i, j-ésimo de la matriz S(λ, θ) es:

S(λ, θ)i,j = −dvjη(λ)δi,j +
∑

v
(k)
j ∼vi

eiθk .

Desarrollando la ecuación detS(λ, θ) = 0 se tiene:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−dv1η(λ) +

∑
v

(k)
1 ∼v1

eiθk
∑

v
(k)
2 ∼v1

eiθk · · ·
∑

v
(k)
r ∼v1

eiθk∑
v

(k)
1 ∼v2

eiθk −dv2η(λ) +
∑

v
(k)
2 ∼v2

eiθk · · ·
∑

v
(k)
r ∼v1

eiθk

...
...

. . .
...∑

v
(k)
1 ∼vr

eiθk
∑

v
(k)
2 ∼vr

eiθk · · · −dvrη(λ) +
∑

v
(k)
r ∼vr

eiθk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

(
r∏
i=1

dvi

)∣∣∣∣∣∣∣
−η(λ) + 1

dv1

∑
v

(k)
1 ∼v1

eiθk · · · 1
dv1

∑
v

(k)
r ∼v1

eiθk

...
. . .

...
1
dvr

∑
v

(k)
1 ∼vr

eiθk · · · −η(λ) + 1
dvr

∑
v

(k)
r ∼vr

eiθk

∣∣∣∣∣∣∣
=

(
r∏
i=1

dvi

)
det

−η(λ)1r +


1
dv1

∑
v

(k)
1 ∼v1

eiθk · · · 1
dv1

∑
v

(k)
r ∼v1

eiθk

...
. . .

...
1
dvr

∑
v

(k)
1 ∼vr

eiθk · · · 1
dvr

∑
v

(k)
r ∼vr

eiθk




Aśı, detS(λ, θ) = 0 si y sólo si

det

−η(λ)1r +


1
dv1

∑
v

(k)
1 ∼v1

eiθk · · · 1
dv1

∑
v

(k)
r ∼v1

eiθk

...
. . .

...
1
dvr

∑
v

(k)
1 ∼vr

eiθk · · · 1
dvr

∑
v

(k)
r ∼vr

eiθk


 = 0, (5.13)
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x = 0

v1

v
(2)
1

v
(−1)
1

Γ0

e1

e2

v
(−2)
1

v
(1)
1

b1

b2

x = 0x = −π x = π

y = π

y = −π

B

Figura 5.1: Malla cuadricular (izquierda) y su zona de Brillouine Z = [−π, π]2 (derecha)

donde 1r es la matriz identidad de r × r.

Rećıprocamente, si λ ∈ C \ S
(
HD
)

es solución de la ecuación anterior, entonces el
sistema (5.12) posee una solución no trivial u(v1), · · · , u(vr). Definiendo uai,j(k) como en
(5.11) y u como la familia de dichas uai,j(k) y sus trasladados, se tiene que u ∈ H2

loc(Γ) y
es una solución de Hθu = λu que satisface las condiciones de N-K y la condición ćıclica
de Bloch. Luego u

∣∣
Γ0
∈ D(Hθ) es una eigenfunción de Hθ, de modo que λ ∈ S(Hθ).

En resumen se tiene el siguiente teorema:

Teorema 30. Dado θ ∈ B, un valor λ ∈ C\S
(
HD
)

será un valor propio del Hamiltoniano
de Bloch Hθ si y sólo si, η(λ) = f(θ), donde f(θ) es un valor propio de la matriz:

σ(θ) =

 1

dvi

∑
v

(k)
j ∼vi

eiθk


r

i,j=1

. (5.14)

En consecuencia el espectro del Hamiltoniano H dado por el operador de Schrödinger
periódico satisface:

S(H) \S
(
HD
)

=
⋃
θ∈B

{λ | η(λ) = f(θ)} . (5.15)

Ejemplo 8. Considere el grafo cuadricular Γ ⊂ R2 con vértices V = Z2 y aristas B =
{[(n,m), (n+1,m)], [(n,m), (n,m+1)] |m,n ∈ Z}, el cual puede verse en la parte derecha
de la figura 5.1 . En Γ actúa el grupo G = Z2, cuyos generadores son e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)
y aparecen como flechas de color azul en la figura 5.1. Notemos que el grafo es unilateral.

Un dominio fundamental Γ0 ⊂ Γ puede ser tomado como Γ0 = (V0,B0), con V0 =
{v1} y B0 = {b1, b2}, como se muestra en la zona de color rojo.

Se puede comprobar que el lattice dual es G∗ = 2πZ2 , y que una zona de Brillouine
puede ser escogida como B = [−π, π]2, la cual se observa de color verde en la parte
izquierda de la figura 5.1.

Consideremos q0 ≡ 0 y el hamiltonianoH = − d2

dx2 . Aplicaremos el método desarrollado
en esta sección para cálcular el espectro de los hamiltonianos de Bloch.

Primero, observemos que los vértices adyacentes a v1 son: v
(1)
1 , v

(−1)
1 , v

(1)
2 , v

(−1)
2 , y las

correspondientes aristas incidentes son b1 = a1,1(1), a1,1(−1), b2 = a1,2(1), a1,2(−1).
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Como el grafo es unilateral, el hamiltoniano actúa en cada arista como el operador
u(x) 7→ −u′′(x), para x ∈ (0, 1). Entonces, el problema HD asociado consiste de:

−u′′(x) = λu(x), 0 < x < 1
u(0) = u(1) = 0.

Es bien conocido que S
(
HD
)

= {n2π2}∞n=1. Si λ 6∈ S
(
HD
)
, las correspondientes funciones

ϕ0, ϕ1 tales que ϕ0(λ, 0) = 1, ϕ0(λ, 1) = 0 y ϕ1(λ, 0) = 0, ϕ1(λ, 1) = 1 son

ϕ0(λ, x) =
sin
(√

λ(1− x)
)

sin
√
λ

, ϕ1(λ, x) =
sin
(√

λx
)

sin
√
λ

Notemos que ϕ0, ϕ1 son holomorfas en C \ {n2π2}∞n=0.
De este modo, la función de dispersión η(λ) está dada por

η(λ) =
ϕ′1(λ, 1)

ϕ′1(λ, 0)
=

√
λ cos

√
λ√

λ
= cos

√
λ.

Tomemos θ = (θ1, θ2) ∈ B. Entonces λ ∈ S(Hθ) si y sólo si, satisface la ecuación del
determinante (5.13), que en este caso por tener sólo un vértice (r = 1), se convierte en la
ecuación:

η(λ) =
1

4

∑
v

(k)
1 ∼v1

eiθk =
eiθ1 + e−iθ1 + eiθ2 + e−iθ2

4
=

cos θ1 + cos θ2

2
.

De esta forma, la ecuación de dispersión para la malla cuadricular es:

cos
√
λ =

cos θ1 + cos θ2

2
, θ1, θ2 ∈ [−π, π].

Entonces:

λ =

[
arc cos

(
cos θ1 + cos θ2

2

)
+ nπ

]2

, n ∈ Z, θ2 ∈ [−π, π]

(la función arc cos se toma con rango en [−1, 1]). De aqúı notamos que λ(θ1, θ2) >
0, ∀θ1, θ2 ∈ [−π, π], lo cual coincide con el estimado de que S(H) ⊂ [0,+∞). En la
figura 5.2 podemos ver la superficie de dispersión correspondiente a n = 0.

5.3. Valores propios de multiplicidad infinita en un

grafo equipotencial

Gracias al teorema 5.11 tenemos una representación para S(H)\S
(
HD
)
. Cabe ahora

preguntarnos, ¿qué relación hay entre el espectro S
(
HD
)

y S(H)?
Una primera respuesta para esta pregunta se encuentra en [22], donde se muestra que

para el grafo unilateral del grafeno, los valores S(HD) corresponden a valores propios de
S(H) con multiplicidad infinita, y las correspondientes funciones propias son funciones
cuyo soporte es compacto y consiste de un ciclo hexagonal del grafeno.

Recordemos que un ciclo en un grafo Γ ⊂ Rn es una sucesión de vértices v0, · · · , vκ y
una sucesión de aristas b1, · · · , bκ tales que:
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Figura 5.2: Superficie de dispersión para n = 0.

1. v0 = vκ.

2. bj = [vj−1, vj], j = 1, κ.

Además, el ciclo es simple si v1, · · · , vκ son distintos 2 a 2. Recordemos que el corolario 1
establece que todo ciclo contiene un subciclo simple, por lo que de aqúı en adelante, sólo
se trabajará con ciclos simples. Denotamos el ciclo por C =

⋃κ
j=1 bj. Observemos que por

ser ciclo simple, cualquier vértice vj ∈ C sólo puede tener 2 aristas adyacentes contenidas
en C (concretamente, las aristas bj, bj+1).

Como en la mayoŕıa de los ejemplos prácticos, siempre existe un ciclo en el grafo Γ,
probaremos una generalización del resultado presentado en [22] para grafos que contienen
un ciclo (no aplica entonces para árboles). Para esto, requerimos antes un pequeño lema
técnico.

Lema 11. Sean C y C̃ dos ciclos simples disjuntos en Γ. Entonces existe un camino simple
γ ⊂ Γ que conecta ambos ciclos, y tal que: #(C ∩ γ) = #(C̃ ∩ γ) = 1.

Demostración. Consideramos los ciclos simples C =
⋃N
j=1 bj y C̃ =

⋃M
k=1 b̃k, con vértices

v0, · · · , vN y ṽ0, · · · , ṽM respectivamente. Puesto que Γ es conexo, existe un camino con
vértices w0, · · · , wK y aristas e1, · · · , eK , que conecta v0 con ṽ0. Como C ∩ C̃ = ∅, entonces
sólo una subcolección propia de los vértices w0, · · · , wK , está contenida en C. Definamos:

I = máx{0 6 i < K |wi ∈ C}, J = mı́n{I < j 6 n |wj ∈ C̃}.

Observemos que J < I, y sea % =
⋃J
i=I di, con di = [wi−1, wi]. Entonces % es un camino

que conecta wI con wJ , y además, C ∩% = {wI}, C̃ ∩% = {wJ}. Por último, por el teorema
1, existe un subciclo simple γ de % que conecta wI con wJ . De este modo, γ es el ciclo
simple buscado. Q.E.D.
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Teorema 31. Suponga que Γ ⊂ Rn es un grafo periódico que contiene un ciclo. Entonces
S
(
HD
)
⊂ S(H), y cualquier valor λ ∈ S

(
HD
)

corresponde a un valor propio de H de
multiplicidad infinita.

Demostración. Sea λ ∈ S
(
HD
)

y ψλ ∈ Eλ
(
HD
)
. Por el lema 10, ψλ es o bien simétrica

o bien anti-simétrica. Procedemos entonces por casos:

1. Caso 1: ψλ anti-simétrica. Consideremos un ciclo simple C =
⋃κ
j=1 bj con vértices

v0, · · · , vκ y tomemos las aristas bj orientadas en el sentido bj = [vj−1, vj],
j = 1, κ. Definamos en cada arista, ψj = ψλ, de tal forma que ψj(vj−1) = ψλ(0) = 0
y ψj(vj) = ψλ(`) = 0. De este modo:

ψ′j(vj−1) = ψ′λ(0), ψ′j(vj) = −ψ′λ(`) = −ψ′λ(0) (por (5.4)).

Ahora definimos la familia Ψ = (ψb) dada por:

ψb =

{
ψj, si b = bj, j = 1, κ,

0, en otro caso.

Observemos que supp(Ψ) = C que es compacto, de modo que Ψ ∈ L2(Γ). Más aún,
Ψ ∈ H2(Γ), y en cada arista del ciclo, ψb = ψλ es solución de −ψ′′λ + q0(x)ψλ = λψλ,
y en las demás aristas Ψ es identicamente cero, con lo cual HΨ = λΨ. Puesto que
ψλ(0) = ψλ(`) = 0, se tiene que Ψ

∣∣
V = 0, con lo cual se satisface la condición de

continuidad.

Para la condición de Kirchoff, tomemos v ∈ V . Si v 6∈ C, entonces Ψ
∣∣
Bv

= 0, por lo

que la condición
∑

v∈Bv ψ
′
b(v) = 0 se satisface automáticamente. Por otra parte, si

v = vj ∈ C entonces:∑
b∈Bvj

ψ′b(vj) = ψ′j(vj) + ψ′j+1(vj) = −ψ′λ(0) + ψ′λ(0) = 0.

Aśı, Ψ satisface las condiciones de N-K, con lo cual λ ∈ Sp(H).

2. Caso 2: ψλ simétrica. Tomamos nuevamente el ciclo C con la misma orientación del
caso anterior. Consideramos dos casos:

Si el ciclo C tiene un número par de vértices, definimos las funciones ψj de la
siguiente manera: ψj = (−1)jψλ, j = 1, κ. De este modo:

ψ′j(vj−1) = (−1)jψ′λ(0), ψ′j(vj) = −(−1)jψ′λ(`) = (−1)jψ′λ(0) (Por (5.7))

Definimos Ψ como en el caso anterior y nuevamente Ψ ∈ H2(Γ), HΨ = λΨ y
satisface la condición de continuidad. Para la condición de Kirchhoff sólo necesitamos
considerar vj ∈ C. Si j = 1, κ− 1 :∑

b∈Bvj

ψ′b(vj) = ψ′j(vj) + ψ′j+1(vj) = (−1)jψ′λ(0) + (−1)j+1ψ′λ(0) = 0.
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Por otro lado, para j = κ:∑
b∈Bvκ

ψ′b(v0) = ψ′κ(vκ) + ψ′1(vκ) = (−1)κψ′λ(0) + ψ′1(v0) = ψ′λ(0)− ψ′λ(0) = 0,

pues κ es par. Aśı, Ψ ∈ D(H) y λ ∈ Sp(H).

Ahora, si C tiene un número impar de vértices, procedemos de la siguiente manera:
por la condición (4.5), podemos escoger g ∈ G de tal manera que (C + g) ∩ C = ∅.
Denotamos C̃ = C + g. Aśı, C̃ =

⋃κ
j=1 b̃j es un ciclo simple, con vértices ṽ0, · · · , ṽκ,

y es ajeno a C. Por el lema 11, existe un camino simple γ =
⋃M
m=1 dm, con vértices

w0, · · · , wM , que conecta ambos ciclos y únicamente los intersecta en un sólo vértice.
Reordenando los vértices de ambos ciclos, podemos suponer que γ conecta v0 con
ṽ0.

Ahora definimos las siguientes funciones: para las aristas bm de C, definimos:

ψj = (−1)jψλ, j = 1, κ,

para las aristas di de γ se define:

%m = (−1)m−12ψλ, m = 1,M,

y finalmente, para las aristas b̃i de C̃, se define:

φi = (−1)M+i−1, i = 1, κ.

A partir de estas funciones, construimos la familia Ψ = (Ψb) dada por:

Ψb :=


ψj, si b = bj, j = 1, κ,

%m, si b = dm, m = 1,M,

φi, si b = b̃i, i = 1, κ,

0, en otro caso.

Observemos que supp(Ψ) = C ∪ γ ∪ C̃, que es compacto, con lo cual Ψ ∈ L2(Γ).
Además, Ψ ∈ H2(Γ), HΨ = λΨ, y Ψ

∣∣
V = 0, con lo cual satisface la condición de

continuidad. Sólo resta ver que se satisface la condición de Kirchhoff. Únicamente
es necesario comprobar para los vértices de supp(Ψ).

Para los vértices vj, j = 1, κ− 1, empleando las relaciones

ψ′j(vj−1) = (−1)jψ′λ(0), ψ′j(vj) = (−1)jψ′λ(0),

y procediendo como en caso anterior, se obtiene la condición de Kirchhoff. Para los
vértices wm, m = 1,M − 1, observamos que:

%′m(vm−1) = (−1)m−12ψ′λ(0), %′m(vm) = −(−1)m−12ψ′λ(`) = (−1)m−12ψ′λ(0) (Por (5.7)),
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de modo que para m = 1,M − 1 se tiene:∑
b∈Bwm

Ψ′b(vm) = %′m(wm) + %′m+1(wm) = (−1)m−12ψ′λ(0) + (−1)m2ψ′λ(0) = 0.

En cuanto a los vértices ṽi, i = 1, κ− 1, se cumplen las relaciones:

φ′i(vi−1) = (−1)M+i−1ψ′λ(0), φ′i(vi) = −(−1)M+i−1ψ′λ(`) = (−1)M+i−1ψ′λ(0) (Por (5.7)),

con lo cual, para i = 1, κ− 1 se tiene:∑
b∈Bṽi

Ψ′b(ṽi) = φ′i(vi) + φ′i+1(vi) = (−1)M+i−1ψ′λ(0) + (−1)M+iψ′λ(0) = 0.

Por último, para v0 = vκ = w0 se tiene:∑
b∈Bv0

Ψb(v0) = ψ′1(v0) + ψ′κ(vκ) + %′1(w0) = −ψ′λ(0) + (−1)κψ′λ(0) + 2ψ′λ(0) = 0,

pues κ es impar, mientras que para ṽ0 = ṽκ = wM tenemos:∑
b∈Bw0

Ψ′b(w0) = %′M(wM) + φ′1(ṽ0) + φ′κ(ṽκ)

= (−1)M−12ψ′λ(0) + (−1)Mψ′λ(0) + (−1)κ+M−1ψ′λ(0)
(κ es impar) =

(
(−1)M−12 + (−1)M + (−1)M

)
ψ′λ(0) = 0.

Entonces, Ψ satisface las condiciones de N-K, con lo cual es una eigenfunción de H,
y λ ∈ Sp(H).

De este modo hemos probado que S
(
HD
)
⊂ Sp(H).

Para la segunda parte, tomemos λ ∈ S
(
HD
)

y Ψ ∈ Eλ(H) con supp(Ψ) compacto,
como en los casos anteriores. Dado g ∈ G definimos el operador traslación por g, Vg :
L2(Γ)→ L2(Γ) dado por Vgu(x) = u(x− g) y notemos que Vg es una isometŕıa en L2(Γ).

Por la condición (4.5), podemos escoger una sucesión {gn}∞n=0 ⊂ G tal que gn →
∞, n→∞, y (gn + supp(Ψ)) ∩ (gm + supp(Ψ)) = ∅, n 6= m.

Definimos ahora la sucesión {Ψn}∞n=0 dada por Ψn = VgnΨ. Como H es periódico,
{Ψn}∞n=0 ⊂ Eλ(H) y supp(Ψn) = gn + supp(Ψ). Notamos que si m 6= n, se tiene

〈Ψn,Ψm〉L2(Γ) =

∫
Γ

ΨnΨmdx =

∫
supp(Ψn)

ΨnΨmdx = 0.

De este modo la sucesión infinita {Ψn}∞n=0 ⊂ Eλ(H) es ortogonal, y en consecuencia
linealmente independiente. Luego Eλ(H) tiene dimensión infinita, i.e., λ es un valor propio
de multiplicidad infinita. Q.E.D.

En conclusión, podemos ver que Sp(H) 6= ∅, aún cuando S(H) = Sess(H).
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Nota. Es importante recalcar que el teorema anterior sólo es válido para grafos que contie-
nen ciclos. Por ejemplo, considere el grafo Γ ⊂ R del ejemplo 7, cuyos vértices son puntos
de Z y sus aristas son los intervalos B = {[n, n+ 1] |n ∈ Z}. Este grafo no contiene ciclos,
por lo cual es imposible definir una solución Ψ ∈ L2(Γ) como en el teorema anterior. Este
hecho es consistente con el resultado bien conocido de que la ecuación de Hill en R tiene
espectro puramente continuo (véase [9, cap. 5]).

Debemos enfatizar que el teorema 31 únicamente establece que, para grafos con ciclos,
S(HD) ⊂ Sp(H), pero no podemos garantizar que ambos conjuntos sean iguales.

Ejemplo 9. En este ejemplo vamos a analizar uno de los grafos cuánticos más importantes
en cuanto a aplicaciones: el grafeno. El grafeno es una sustancia compuesta por carbono
puro, cuyos átomos están dispuestos en un patrón hexagonal. En la figura 5.3 puede
observarse una representación del grafo de dicho elemento. Como se puede observar, Γ
es un grafo Z2-periódico sobre el cual actúa el grupo G ' Z2 generado por los vectores

unitarios e1 = (
√

3, 0), e2 =

(√
3

2
,
3

2

)
, por medio de traslaciones.

Existen varios trabajos relacionados con las propiedades de este grafo cuántico, por
ejemplo [28, 22]. En este ejemplo, al igual que en [22] supondremos que el grafo es unilateral
y equipotencial, con un potencial periódico generado por una función q0 ∈ C[0, 1] simétrica.
Consideremos el caso en que q0 ≡ 0 de modo que el hamiltoniano en Γ es el operador
H = − d2

dx2 cuyo dominio son las funciones u ∈ H2(Γ) que satisfacen las condiciones de
N-K.

Primero, observemos que el grafo contiene ciclos hexagonales, por lo cual de acuerdo
al teorema 31, el espectro S

(
HD
)

del problema:

−u′′ = λu, x ∈ (0, 1)

u(0) = u(1) = 0,

pertenece a S(H). Notemos que S
(
HD
)

= {n2π2}∞n=1 y cada uno de estos valores repre-
sentan valores propios de multiplicidad infinita del hamiltoniano H.

Para cada n ∈ N el espacio propio es generado por la función ψn(x) = sin(nπx).
Notemos que

ψn(1− x) = sin(nπ − nπx) = sin(nπ) cos(nπx)− sin(nπx) cos(nπ) = (−1)n+1 sin(nπx),

de modo que:

ψn(1− x) =

{
sin(nπx), n impar,

− sin(nπx), n par.

entonces ψn es simétrica para n impar, y anti-simétrica para n par. Aśı, aplicando el
prodecimiento descrito en la demostración del teorema 31, podemos construir funciones
propias Ψ con soporte en un ciclo C hexagonal, partiendo de una de las funciones propias
ψλ. En la figura 5.4, se puede observar una de tales funciones generada por una función
ψλ anti-simétrica.

Ahora, para calcular el resto del espectro, consideremos λ 6∈ {n2π2}∞n=1 y las solucio-
nes ϕ0, ϕ1 de la ecuación −u′′ = λu en (0, 1) que satisfacen las condiciones ϕ0(λ, 0) =
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Figura 5.3: Grafo cuántico del grafeno (imagen tomada de [3, pag.9])

ϕ1(λ, 1) = 1, y ϕ0(λ, 1) = ϕ1(λ, 0) = 0. Como se observó en ejemplos anteriores, tales
funciones son:

ϕ0(λ, x) =
sin
(√

λ(1− x)
)

sin
√
λ

, ϕ1(λ, x) =
sin
(√

λx
)

sin
√
λ

y la correspondiente función de dispersión es η(λ) = cos
√
λ.

Ahora, para aplicar el procedimiento del teorema 30, necesitamos determinar un do-
minio fundamental Γ0 ⊂ Γ.

Este dominio puede tomarse como en la región azul de la figura 5.3. Los vértices son
V0 = {v1, v2}, y empleando la notación ai,j(k) = [vi, v

(k)
j ], las aristas que pertenecen a Γ0

son E0 = {a1,2(0), a1,2(−1), a1,2(−2)} (i.e., todas las aristas incidentes en v1). Este dominio
fundamental también se llama celda de Wigner-Seitz.

La zona de Brillouine de Γ puede ser calculada de la siguiente manera: primero notamos
que el lattice dual es:

G∗ =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ (x, y) ·

(
n
√

3 +m

√
3

2
,m

3

2

)
∈ 2πZ, ∀n,m ∈ Z

}
.

Entonces, (x, y) ∈ G∗ si y sólo si, para cualesquiera m,n ∈ Z se tiene:

x
√

3
(
n+

m

2

)
+ ym

3

2
∈ 2πZ.

Tomando n = −1 y m = 2 tenemos que 3y ∈ 2πZ, con lo cual y ∈ 2π
3
Z, y posteriormente

tomando n = 1,m = 0, se obtiene x
√

3 ∈ 2πZ, de modo que x ∈ 2π√
3
Z, con lo cual

(x, y) ∈
(

2π√
3
Z
)
×
(

2π
3
Z
)
. Rećıprocamente, si x = 2π√

3
k, y = 2π

3
j, con k, j ∈ Z, entonces:

x
√

3
(
n+

m

2

)
+ ym

3

2
= πk(2n+m) + πjm = π (2kn+m(k + j))
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ψλ(x)

Figura 5.4: Una función propia con soporte compacto (imagen tomada de [22, pag.9])

para que esta última expresión pertenezca a 2πZ para cualesquiera m,n ∈ Z, entonces

k, j ∈ 2Z, de modo que (x, y) ∈
(

4π√
3
Z
)
×
(

4π
3
Z
)
, i.e., G∗ =

(
4π√

3
Z
)
×
(

4π
3
Z
)
.

Ahora tomemos x ∈ R, existe un único ξ ∈ (−π, π] tal que x
√

3
2
− ξ ∈ 2πZ, de modo

que x− 2ξ√
3
∈ 4π√

3
Z, de modo que 2ξ√

3
∈
(
− 2π√

3
, 2π√

3

]
. De igual forma, dado y ∈ R podemos

tomar ζ ∈ (−π, π] tal que 3
2
y − ζ ∈ 2πZ, con lo cual y − 2

3
ζ ∈ 4π

3
Z y 2

3
ζ ∈

(
−2π

3
, 2π

3

]
.

Entonces podemos tomar la zona de Brillouine como:

B =

[
− 2π√

3
,

2π√
3

]
×
[
−2π

3
,
2π

3

]
.

Ahora procedemos a calcular la matriz de dispersión de Γ. Como el dominio funda-
mental sólo contiene los vértices v1, v2 y cada uno tienen grado 3, entonces para cada
θ ∈ B la matriz de dispersión será:

1

dv1

∑
v

(k)
1 ∼v1

eiθk
1

dv1

∑
v

(k)
2 ∼v1

eiθk

1

dv2

∑
v

(k)
1 ∼v2

eiθk
1

dv2

∑
v

(k)
2 ∼v2

eiθk

 =

 0
1 + e−iθ1 + e−iθ2

3
1 + eiθ1 + eiθ2

3
0



donde θ1 = θ · (
√

3), θ2 = θ ·
(√

3
3
, 3

2

)
. Entonces la ecuación de dispersión está dada por:∣∣∣∣∣∣∣

−η(λ)
1 + e−iθ1 + e−iθ2

3
1 + eiθ1 + eiθ2

3
−η(λ)

∣∣∣∣∣∣∣ = η(λ)2 −
∣∣∣∣1 + e1θ1 + eiθ2

3

∣∣∣∣2 = 0

Desarrollando el módulo que aparece en la expresión tenemos:

|1 + eiθ1 + eiθ2|2 = (1 + eiθ1 + eiθ2)(1 + e−iθ1 + e−iθ2)
= 1 + e−iθ1 + e−iθ2 + eiθ1 + 1 + ei(θ1−θ2) + eiθ2 + ei(θ2−θ1) + 1
= 3 + 2 (cos(θ1) + cos(θ2) + cos(θ1 − θ2))
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Utilizando las identidades cos(x) cos(y) = cos(x+y)+cos(x−y)
2

y cos
(
x
2

)
= 1+cos(x)

2
se tiene:

|1 + eiθ1 + eiθ2|2 = 1 + 4

(
cos(θ1) + cos(θ2)

2
+

1 + cos(θ1 − θ2)

2

)
= 1 + 4

(
cos

(
θ1 + θ2

2

)
cos

(
θ1 − θ2

2

)
+ cos2

(
θ1 − θ2

2

))
= 1 + 8

(
cos
(
θ1+θ2

2

)
+ cos

(
θ1−θ2

2

)
2

)
cos

(
θ1 − θ2

2

)
= 1 + 8 cos

(
θ1

2

)
cos

(
θ2

2

)
cos

(
θ1 − θ2

2

)
.

Finalmente, nuestra ecuación de dispersión es:

η(λ) = ±1

3

[
1 + 8 cos

(
θ1

2

)
cos

(
θ2

2

)
cos

(
θ1 − θ2

2

)] 1
2

.

En particular, como η(λ) = cos
√
λ se tiene que la ecuación de dispersión para el grafeno

es:

cos
√
λ = ±1

3

[
1 + 8 cos

(
θ1

2

)
cos

(
θ2

2

)
cos

(
θ1 − θ2

2

)] 1
2

con lo cual:

λ =

{
arc cos

(
±1

3

[
1 + 8 cos

(
θ1

2

)
cos

(
θ2

2

)
cos

(
θ1 − θ2

2

)] 1
2

)
+ nπ

}2

Observemos que la expresión del miembro derecho (que llamaremos fn(θ1, θ2)) es una
función de θ1, θ2. Ahora, si θ = (x, y), entonces

|θ1| = |x
√

3| 6 2π√
3

√
3 = 2π

|θ2| = |x
√

3

2
+ y

3

2
| 6 2π√

3

√
3 +

2π

3

3

2
= 2π

De este modo, |θ1|, |θ2| 6 2π. Entonces, si denotamos el dominio de las funciones fn por:

W = {(θ · e1, θ · e2) | θ ∈ B}

podemos considerar que W ⊂ [−π, π]2.
En conclusión, el espectro del grafeno está dado por:

S(H) = {n2π2}∞n=1∪
⋃
θ∈B


[

arc cos

(
±1

3

[
1 + 8 cos

(
θ1

2

)
cos

(
θ2

2

)
cos

(
θ1 − θ2

2

)] 1
2

)
+ nπ

]2

n∈Z

En la figura 5.5 se observa una superficie para n = 0.
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Figura 5.5: Superficie de dispersión del grafeno para n = 0.

5.4. Ecuación de dispersión para el caso general

Siguiendo el procedimiento de un grafo equilateral, procedemos a deducir una ecuación
de dispersión para un grafo periódico general. Sea Γ0 ⊂ Γ un dominio fundamental,
Γ0 = (V0,B0) con vértices V0 = {v1, · · · , vr} y aristas B0 = {b1, · · · , bs}, con longitudes
`(b1), · · · , `(bs).

Como el hamiltoniano H es periódico, el potencial q es generado por una familia
de potenciales qj ∈ L∞[0, `(bj)] de valor real, que supondremos son simétricos en sus
respectivos intervalos. De este modo, la acción del hamiltoniano es independiente de la
dirección que se le asigne a las aristas.

Nuevamente supondremos que cada arista e ∈ B0 es de la forma e = ai,j(k) = [vi, vj +
ek]. Para cada intervalo ai,j(k), denotamos por qi,j,k a la restricción del potencial q en dicha
arista (notemos que algunos de estos potenciales pueden coincidir). Para cada arista bj,
denotamos por HD

j : D
(
HD
j

)
⊂ L2[0, `(bj)]→ L2[0, `(bj)] al operador de Schrödinger

HD
j u(x) = − d2

dx2
u(x) + qj(x)u(x)

con dominio D
(
HD
j

)
= {u ∈ H2(0, `(bj)) |u(0) = u(`(bj)) = 0}. Nuevamente, S

(
HD
j

)
=

Sd

(
HD
j

)
⊂ R es un conjunto numerable y creciente de valores propios simples.

Siguiendo la notación empleada en [6], definimos el espectro de Dirichlet de H,
como:

SD(H) :=
s⋃
j=1

S
(
HD
j

)
.

Consideremos ahora λ ∈ C \ SD(H), y denotemos por ϕi,j,k(λ, x), φi,j,k(λ, x) a las
soluciones de la ecuación

−u′′(x) + qi,j,k(x)u(x) = λu(x), 0 < x < `(ai,j(k)) (5.16)
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que satisfacen las condiciones

ϕi,j,k(λ, 0) = 1, φi,j,k(λ, `(ai,j(k))) = 0

φi,j,k(λ, 0) = 0, φi,j,k(λ, `(ai,j(k))) = 1.

Sea θ ∈ B y busquemos las condiciones que debe satisfacer una función u ∈ H2
loc(Γ)

para ser una solución de Hθ que satisfaga las condiciones de N-K y la condición cicĺıca de
Bloch:

∀x ∈ Γ ∀g ∈ G u(x+ g) = eig·θu(x).

Es suficiente considerar las condiciones en los vértices V0. Fijemos vi ∈ V0 y conside-
remos una arista ai,j(k), j = 1, r, k = −m,m adyacente a vi. Denotando nuevamente por
uai,j(k) a la restricción de u en dicha arista, se tiene que uai,j(k) debe ser solución de la ec.
(5.16), de modo que puede expresarse de la forma:

uai,j(k) = c1ϕi,j,k + c2φi,j,k.

Repitiendo exactamente el mismo procedimiento que para el caso equilateral, tenemos
que las constantes c1, c2 están dadas por:

uai,j(k) = u(vi)ϕi,j,k + eiθku(vj)φi,j,k,

con θk = ek · θ, k = −m,m, y los valores u(vi), u(vj) está bien definidos pues u debe
satisfacer la condición de continuidad.

Aplicando ahora la condición de Kirchoff se tiene que:

0 =
r∑
j=1

∑
v

(k)
j ∼vi

(
u(vi)ϕ

′
i,j,k(λ, 0) + eiθku(vj)φ

′
i,j,k(λ, 0)

)

=

 r∑
j=1

∑
v

(k)
j ∼vi

ϕ′i,j,k(λ, 0)

u(vi) +
r∑
j=1

 ∑
v

(k)
j ∼vi

eiθkψ′i,j,k(λ, 0)

u(vj)

Si definimos µi,j,k(λ) := ϕ′i,j,k(λ, 0) y νi,j,k(λ) := φ′i,j,k(λ, 0), se tiene que estas funciones
son holomorfas en C \SD(H), y obtenemos un sistema de r- ecuaciones con r-incógnitas
u(v1), · · · , u(vr) de la forma: r∑

j=1

∑
v

(k)
j ∼vi

µi,j,k(λ)

u(vi) +
r∑
j=1

 ∑
v

(k)
j ∼vi

eiθkνi,j,k(λ)

u(vj) = 0, i = 1, r (5.17)

Este sistema puede reescribirse de la siguiente forma: r∑
l=1

∑
v

(k)
l ∼vi

µi,l,k(λ)

u(vi) +
r∑
j=1

 ∑
v

(k)
j ∼vi

eiθkνi,j,k(λ)

u(vj) =

=
r∑
j=1


 r∑

l=1

∑
v

(k)
l ∼vi

µi,l,k(λ)

 δi,j +
∑

v
(k)
j ∼vi

eiθkνi,j,k(λ)

u(vj).
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De este modo, la matriz del sistema esta dado por:

S(λ, θ) =


 r∑

l=1

∑
v

(k)
l ∼vi

µi,l,k(λ)

 δi,j +
∑

v
(k)
j ∼vi

eiθkνi,j,k(λ)


r

i,j=1

. (5.18)

Aśı, S(λ, θ) es una matriz holomorfa en C \SD(H) y λ ∈ S
(
Hθ
)
\SD(H) si y sólo si, el

sistema (5.17) tiene soluciones no triviales, i.e. si

detS(λ, θ) = 0

Notemos que también podemos escribir S(λ, θ) = D(λ, θ) + E(λ, θ), donde

D(λ, θ) := diag

 r∑
l=1

∑
v

(k)
l ∼vi

µi,l,k(λ)


r

i=1

y

E(λ, θ) :=

 ∑
v

(k)
j ∼vi

eiθkνi,j,k(λ)


r

i,j=1

.

Rećıprocamente, si λ ∈ C \ SD(H) es solución de detS(λ, θ) = 0, tomamos una
solución no trivial u(v1), · · · , u(vr) y definimos

uai,j(k) = u(vi)ϕi,j,k + eiθku(vj)φi,j,k

y definimos u por medio las funciones anteriores y sus trasladados. Entonces u ∈ H2
loc(Γ)

será una solución de Hθu = λu que satisfaga las condiciones de N-K y la condición ćıclica
de Bloch. Luego u

∣∣
Γ0
∈ D

(
Hθ
)

y λ ∈ S
(
Hθ
)
. En resumen se tiene el siguiente teorema.

Teorema 32. Sean λ ∈ C \SD(H). Entonces λ ∈ SSD(H) si y sólo si es solución de la
ecuación detS(λ, θ) = 0. En consecuencia

S
(
Hθ
)
\SD(H) =

⋃
θ∈B

{λ | detS(λ, θ) = 0} .

Observemos que cuando el grafo es equilateral y equipotencial, la ec. detS(λ, θ) = 0
se reduce a η(λ) = f(θ), que ya se hab́ıa obtenido previamente.

Ejemplo 10. Consideremos nuevamente el grafo Γ ⊂ R2 del grafeno como se puede
ver en la figura 5.4. Nuevamente, el grupo G que actúa sobre Γ es generado por los

vectores unitarios e1 =
(√

3, 0
)

y e2 =
(√

3
2
, 3

2

)
y tomamos el dominio fundamental Γ0

formado por los vértices V0 = {v1, v2} y las aristas E0 = {a1,2(0), a1,2(−1), a1,2(−2)}. El

hamiltoniano es H = − d2

dx2 + q(x), con dominio las funciones u ∈ H2(Γ) que satisfacen
las condiciones de N-K. En este ejemplo, supondremos que el potencias q es periódico,
pero no es equipotencial. Sin embargo, se supondra que este potencial es generado por
3 potenciales constantes, c1, c2, c3 ∈ R que corresponden a las aristas a1,2(0), a1,2(−1)
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y a1,2(−2)} respectivamente , de modo que H es autoadjunto y su espectro admite la
descomposición de Bloch S(H) =

⋃
θ∈BS

(
Hθ
)
.

Ahora denotemos el problema de Dirichlet asociado a ci por:

HD
i =

{
−u′′ + ciu = λui x ∈ (0, `i)

u(0) = u(`i) = 0

donde `i denota la longitud de la arista correspondiente a ci, para i = 1, 2, 3. Notemos
que la ecuación anteriores puede escribirse como −u′′ = (λ − ci)u, de modo que que el

espectro está dado por S
(
HD
i

)
=

{(nπ
`

)2

+ ci

}∞
n=1

, i = 1, 2, 3.

Supongamos que λ ∈ C \
(⋃3

i=1

{(
nπ
`

)2
+ ci

}∞
n=1

)
, y sean ϕi, φi las soluciones de

−u′′ = (λ− ci)u en (0, `i) que satisfacen ϕi(λ, 0) = φi(λ, `i) = 1 y ϕi(λ, `i) = φi(λ, 0) = 0.
Estas soluciones están dadas por:

ϕi(λ, x) =
sin(
√
λ− ci(`i − x))

sin(
√
λ− ci`i)

y φi(λ, x) =
sin(
√
λ− cix)

sin(
√
λ− ci`i)

Calculando las derivadas de estas funciones obtenemos:

ϕ′i(λ, 0) = −
√
λ− ci cos(

√
λ− ci`i)

sin(
√
λ− ci`i)

== −
√
λ− ci cot(

√
λ− ci`i)

φ′i(λ, 0) =

√
λ− ci cos(

√
λ− ci · 0)

sin(
√
λ− ci`i)

=

√
λ− ci

sin(
√
λ− ci`i)

=
√
λ− ci csc(

√
λ− ci`i)

De modo que las funciones de dispersión µi, νi están dadas por

µi(λ) = −
√
λ− ci cot(

√
λ− ci`i) y νi(λ) =

√
λ− ci csc(

√
λ− ci`i)

Tomemos θ ∈ B. Por el teorema 32 λ ∈ S(Hθ) si y sólo si satisface la siguiente ecuación

det


 2∑

l=1

∑
v

(k)
l ∼vi

µi,l,k(λ)

 δi,j +
∑

v
(k)
j ∼vi

eiθkνi,j,k(λ)


i,j=1,2

= 0

Aqúı se emplea el convenio θ0 := 0. Puesto que Bv1 = {a1,2(0), a1,2(−1), a1,2(−2)} y
Bv2 = {a2,1(0), a2,1(1), a1,2(2)} este determinante se transforma en:∣∣∣∣ µ1,2,0 + µ1,2−1 + µ1,2,−2 ν1,2,0 + ν1,2,−1e

−iθ1 + ν1,2,−2e
−iθ2

ν2,1,0 + ν2,1,1e
iθ1 + ν2,1,2e

iθ2 µ2,1,0 + µ2,1,1 + µ2,1,2

∣∣∣∣ = 0

Notemos que los potenciales correspondientes a a1,2(0), a1,2(−1), a1,2(−2) son c1, c2, c3 res-
pectivamente. De acuerdo con la figura 5.3, las aristas a2,1(0), a2,1(1), a1,2(2) son traslada-
dos de a2,1(0), a2,1(1), a1,2(2) respectivamente, por lo cual los respectivos potenciales son
c1, c2, c3, entonces nuestro determinante puede escribirse como:∣∣∣∣ µ1 + µ2 + µ3 ν1 + ν2e

−iθ1 + ν3e
−iθ2

ν1 + ν2e
iθ1 + ν3e

iθ2 µ1 + µ2 + µ3

∣∣∣∣ = 0.
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Puesto que cada hamiltoniano de Bloch Hθ es auto-adjunto, su espectro es real, por lo
cual sólo estamos interesados en las soluciones reales de la ecuación anterior. Aśı, podemos
tomar a las funciones µi, νi como funciones de λ ∈ R, de modo que resultan ser funciones
de valor real, entonces:∣∣∣∣ µ1 + µ2 + µ3 ν1 + ν2e

−iθ1 + ν3e
−iθ2

ν1 + ν2e
iθ1 + ν3e

iθ2 µ1 + µ2 + µ3

∣∣∣∣ =

(
3∑
j=1

µj(λ)

)2

−

∣∣∣∣∣
3∑
j=1

νj(λ)e−iθj−1

∣∣∣∣∣ = 0.

De este modo, S(Hθ) \
(⋃3

i=1

{(
nπ
`

)2
+ ci

}∞
n=1

)
está formado de las ráıces reales de la

ecuación:(
3∑
j=1

√
λ− ci cot(

√
λ− ci`i)

)2

−

∣∣∣∣∣
3∑
j=1

eiθj−1
√
λ− ci csc(

√
λ− ci`i)

∣∣∣∣∣
2

= 0

5.5. Representaciones anaĺıticas para la ecuación de

dispersión

Ahora que se ha obtenido una ecuación de dispersión para un grafo periódico, se pro-
cede a desarrollar expresiones anaĺıticas para las funciones η(λ), µi,j,k(λ) y νi,j,k(λ).
Empezamos considerando el caso para un grafo Γ ⊂ Rn equilateral y equipotencial de
longitud `. Para simplificar notación, denotamos L = − d2

dx2 + q0(x).

Sea λ = ω2 ∈ C \ S
(
HD
)

y consideremos las soluciones ϕ0(ω, x), ϕ1(ω, x) de la
ecuación Lu = ω2u en (0, `) que satisfacen las condiciones ϕ0(ω, 0) = ϕ1(ω, `) = 1 y
ϕ0(ω, `) = ϕ1(ω, 0) = 0, y recordemos que la función de dispersión para el grafo Γ está
dada por:

η(ω) =
ϕ′1(ω, `)

ϕ′1(ω, 0)
.

Buscaremos una expresión anaĺıtica para η(ω) de la siguiente manera. Tomemos una
solución f ∈ C2(0, `) ∩ C1[0, `] de la ecuación Lf = 0 en (0, `), que no se anula en
el intervalo [0, `]. Como el potencial q0 es de valor real, podemos tomar dos soluciones
reales f1, f2 que formen un conjunto fundamental de soluciones para la ecuación Lu = 0,
estas funciones deben tener ceros alternados (véase [1, cap. 1]) por lo cual la función

f̃ = f1 + if2 no tiene ceros en [0, `]. Finalmente se puede tomar f = f̃

f̃(0)
. Una forma

de construir las soluciones f1, f2 puede ser empleando el método SPPS estudiado en el
caṕıtulo 1, esta construcción puede verse, por ejemplo, en [16]. Finalmente consideramos
los sistemas de integrales recursivas {X̃(k)(x)}∞k=0, {X(k)(x)}∞k=0 del método SPPS (teore-
ma 7) y {ϕ̂k(x)}∞k=0 las potencias formales asociadas a f centradas en 0.

Una primera forma de construir una expresión para la función de dispersión η, es
expresar a la función ϕ1(ω, x) mediante el método SPPS, y encontrar una expresión en
serie de potencias para η(ω). Este procedimiento es realizado en el art́ıculo [3], donde se
muestra como usar la representación SPPS para el cálculo aproximado del espectro S(H).
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Nosotros procederemos de manera diferente. Denotemos h = f ′(0) y consideremos las
soluciones ch(ω, x), s(ω, x) de Lu = ω2u que satisfacen las condiciones:

ch(ω, 0) = 1, c′h(ω, 0) = h y s(ω, 0) = 0, s′(ω, 0) = 1.

Notemos que ch(ω, x), s(ω, x) forman un conjunto fundamental de soluciones para Lu =
ω2u, con lo cual podemos escribir:

ϕ0 = ach + bs, ϕ1 = αch + βs.

Evaluando ϕ1 en x = 0 tenemos

0 = ϕ1(ω, 0) = αch(ω, 0) + βs(ω, 0) = α⇒ ϕ1(ω, x) = βs(ω, x).

Evaluamos ahora en x = `:
1 = ϕ1(ω, `) = βs(ω, `).

Puesto que ω2 6∈ S
(
HD
)

y s(ω, 0) = 0, entonces s(ω, `) 6= 0, con lo cual β = 1
s(ω,`)

.
Ahora repetimos el mismo procedimiento para ϕ0:

1 = ϕ0(ω, 0) = ach(ω, 0) + bs(ω, 0) = a⇒ ϕ1(ω, x) = ch(ω, x) + βs(ω, x).

y

0 = ϕ0(ω, `) = ch(ω, `) + bs(ω, `)⇒ b = −ch(ω, `)

s(ω, `)
.

En conclusión tenemos que:

ϕ0(ω, x) = ch(ω, x)− ch(ω, `)

s(ω, `)
s(ω, x) y ϕ1(ω, x) =

s(ω, x)

s(ω, `)
. (5.19)

Ahora calculamos la expresión para η(ω):

η(ω) =
ϕ′1(ω, `)

ϕ′1(ω, 0)
=

s′(ω, `)

s′(ω, 0)
= s′(ω, `).

Sea Kf (x, t) el núcleo de transformación asociado a h = f ′(0). Por el teorema 9 se
tiene:

s(ω, x) =
sin(ωx)

ω
+

∫ x

−x
Kf (x, t)

sin(ωt)

ω
dt.

Derivando esta expresión con respecto a x y empleando la regla de Leibniz para derivar
bajo el signo de la integral obtenemos:

s′(ω, x) = cos(ωx) +Kf (x, x)
sin(ωx)

ω
+Kf (x,−x)

sin(−ωx)

ω
+

∫ x

−x

∂

∂x
Kf (x, t)

sin(ωt)

ω
dt

= cos(ωx) + (Kf (x, x)−Kf (x,−x))
sin(ωx)

ω
+

∫ x

−x

∂

∂x
Kf (x, t)

sin(ωt)

ω
dt.

Como el núcleo Kf satisface las condiciones de Goursat

Kf (x, x) =
h

2
+

1

2

∫ x

0

q0(s)ds y Kf (x,−x) =
h

2
,
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tenemos finalmente que:

s′(ω, x) = cos(ωx) +

(
1

2

∫ x

0

q0(s)ds

)
sin(ωx)

ω
+

∫ x

−x

∂

∂x
Kf (x, t)

sin(ωt)

ω
dt.

Como q0 es simétrico en [0, `], entonces
∫ `

0
q(s)ds = 2

∫ `
2

0
q(s)ds, con lo cual obtenemos

la siguiente representación para la función de dispersión.

Proposición 21. Para un grafo equilateral Γ ⊂ Rn y equipotencial con potencial simétrico
q0, la función de dispersión η(ω) está dada para todo ω2 ∈ C \S

(
HD
)

por:

η(ω) = cos(ω`) +

(∫ `
2

0

q(s)ds

)
sin(ω`)

ω
+

∫ `

−`

∂

∂x
Kf (`, t)

sin(ωt)

ω
dt (5.20)

Denotemos por K1(x, t) = ∂
∂x
Kf (x, t). De forma análoga al teorema 10, se puede

demostrar (véase [15]) que:

K1(x, t) =
∞∑
m=0

γn(x)

x
Pm

(
t

x

)
,

con:

γn(x) =
2n+ 1

x

(
m∑
k=0

lk,mϕ̂
′
k(x)

xk
− m(m+ 1)

2x
− 1

2

∫ x

0

q0(s)ds− h

2
(1 + (−1)m)

)
. (5.21)

De hecho podemos definir las funciones:

ψk(x) :=

{
X(k)(x)
f(x)

, si k es par,
X̃(k)(x)
f(x)

, si k es impar
∀k ∈ N0

y obtener que

ϕ̂′k = kψk−1 +
f ′

f
ϕ̂k, ∀k ∈ N0

(véase [13]). Sustituyendo la serie de Fourier-Legendre de K1, (x, t) en la fórmula de
s′(ω, x) se obtiene la siguiente expresión:

s′(ω, x) = cos(ωx) +
1

2

(∫ x

0

q0(s)ds

)
sin(ωx)

ω
+

2

ω

∞∑
m=0

(−1)mγ2m+1(x)j2m+1(ωx)

y esta serie converge uniformemente con respecto a x en todo [0, `] y con respecto a ω en
cualquier compacto de C \ S

(
HD
)

(la demostración de estos hechos puede encontrarse
en [15]). En consecuencia se obtiene la siguiente representación:

Teorema 33. Para un grafo equilateral Γ ⊂ Rn y equipotencial con potencial simétrico
q0, la función de dispersión η(ω) está dada para todo ω2 ∈ C \S

(
HD
)

por:

η(ω) = cos(ω`) +

(∫ `
2

0

q0(s)ds

)
sin(ω`)

ω
+

2

ω

∞∑
m=0

(−1)mγ2m+1(`)j2m+1(ω`) (5.22)

donde las funciones {γm(x)}∞m=0 están definidas por (5.21).
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Por supuesto, la importancia de la representación (5.22) es que puede ser utilizada pa-
ra obtener un método de aproximación del espectro del grafo Γ. Supongamos primero que
Γ es un grafo que contiene un ciclo. Entonces, por el teorema 31, S

(
HD
)
⊂ S(H) y co-

rresponde a valores propios de multiplicidad infinita. Para calcular S
(
HD
)
, consideramos

una solución u(ω, x) de Lu = ω2u en (0, `). Entonces:

u(ω, x) = αch(ω, x) + βs(ω, x).

El valor ω2 ∈ S
(
HD
)

si y sólo si, u(ω, 0) = u(ω, `) = 0, de modo que:

0 = αch(ω, 0) + βs(ω, 0) = α

con lo cual u(ω, x) = βs(ω, x). Entonces β 6= 0 y obtenemos

0 = βs(ω, `)⇔ s(ω, `) = 0.

Entonces, S
(
HD
)

consiste precisamente de las ceros reales de la función s(ω, `), que de
acuerdo con el teorema 11 puede escribirse como:

s(ω, `) =
sin(ω`)

ω
+

2

ω

∞∑
n=0

(−1)nβ2n+1(`)j2n+1(ω`) = 0.

Por otro lado, si θ ∈ B y f(θ) es una valor propio de la matriz σ(θ) =
(

1
dvi

∑
v

(k)
j ∼vi

eiθk
)r
i,j=1

,

por el teorema 30, ω2 ∈ C \S
(
HD
)

será un valor propio del hamiltoniano de Bloch Hθ

si y sólo si:

cos(ω`) +

(∫ `
2

0

q0(s)ds

)
sin(ω`)

ω
+

2

ω

∞∑
m=0

(−1)mγ2m+1(`)j2m+1(ω`) = f(θ).

En resumen tenemos el siguiente teorema:

Teorema 34. Sea Γ un grafo periódico equilateral de longitud ` > 0 y equipotencial con
potencial q0 ∈ C[0, `] simétrico y de valor real, el cual posee al menos un ciclo. Entonces
el espectro del operador de Schrödinger H, S(H) consiste de los ω2 ∈ R para los cuales
se cumple la ecuación:

sin(ω`)

ω
+

2

ω

∞∑
n=0

(−1)nβ2n+1(`)j2n+1(ω`) = 0 (5.23)

y de los ω2 ∈ R que no satisfacen la ecuación anterior, pero si satisfacen para algún θ ∈ B
la siguiente ecuación:

cos(ω`) +

(∫ `
2

0

q0(s)ds

)
sin(ω`)

ω
+

2

ω

∞∑
m=0

(−1)mγ2m+1(`)j2m+1(ω`) = f(θ) (5.24)

donde f(θ) es un valor propio de la matriz de dispersión σ(θ) =

 1

dvi

∑
v

(k)
j ∼vi

eiθk


r

i,j=1

.
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Observemos que el teorema 34 provee de un método numérico para el cálculo del
espectro S(H). Como puede verse en [15], se pueden considerar las aproximaciones para
M ∈ N:

sM(ω) =
sin(ω`)

ω
+

2

ω

[M−1
2 ]∑

n=0

(−1)nβ2n+1(`)j2n+1(ω`) (5.25)

y

ηM(ω) = cos(ω`) +

(∫ `
2

0

q0(s)ds

)
sin(ω`)

ω
+

2

ω

[M−1
2 ]∑

m=0

(−1)mγ2m+1(`)j2m+1(ω`). (5.26)

(aqúı
[
M−1

2

]
denota la parte entera de M−1

2
). Se puede demostrar que la aproximación

de sM y ηM es uniforme. Concretamente, para cualquier ω perteneciente a una banda
|Im(ω)| 6 C, con C > 0, se cumple:

|η(ω)− ηM(ω)| 6 2ε sinh(C`)

C
y |s(ω, `)− sM(ω)| 6 2ε sinh(C`)

C
.

De este modo, las soluciones de las ecuaciones aproximadas

sM(ω) = 0 y ηM(ω) = f(θ)

pueden tomarse como aproximaciones del espectro S(H). De hecho, existen diversos méto-
do numéricos que permiten el cálculo aproximado de tales ráıces, por ejemplo en [17] se
muestra un algoritmo basado en el principio del argumento y el teorema de Rouché para
localizar y calcular las aproximaciones de las ráıces de este tipo de ecuaciones.

Ahora, para el caso general, sea Γ es un grafo periódico y consideramos un dominio
fundamental Γ0 ⊂ Γ con vértices V0 = {v1, · · · , vr} y aristas E0 = {e1, · · · , es}, cuyo
hamiltoniano es el operador de Schrödinger periódico H con un potencial generado por
las funciones qi ∈ C[0, `(bi)], i = 1, s, cada una simétrica y de valor real. Para cada
intervalo [0, `(bi)], construimos la correspondiente solución fi ∈ C1[0, `(bi)] ∩ C2(0, `(bi))
de f ′′i − qifi = 0 que no se anula en todo el intervalo, y con base en esta funcion, se
construyen las potencias formales y las funciones ci, si, con c′i(0) = hi = f ′i(0).

Por el teorema 32 sabemos que ω2 ∈ R \SD(H), si sólo si satisface la ecuación:

det


 r∑

l=1

∑
v

(k)
l ∼vi

µi,l,k(ω)

 δi,j +
∑

v
(k)
j ∼vi

eiθkνi,j,k(ω)


r

i,j=1

= 0.

En este caso, µi,j,k(ω) = ϕ′i,j,k(0), νi,j,k(ω) = φ′i,j,k(0), ϕi,j,k, φi,j,k son las soluciones de−u′′+
qi,j,ku = ω2u en (0, `(ai,j(k))) que satisfacen las condiciones ϕi,j,k(ω, 0) = φi,j,k(ω, `(ai,j(k))) =
1 y ϕi,j,k(ω, `(ai,j(k))) = φi,j,k(ω, 0) = 0. Una vez más, de forma análoga al caso equila-
teral, estas funciones pueden escribirse como:

ϕi,j,k(ω, x) = ci,j,k(ω, x)− ci,j,k(ω, `(ai,j(k)))

si,j,k(ω, `(ai,j(k)))
si,j,k(ω, x)
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φi,j,k(ω, x) =
si,j,k(ω, x)

si,j,k(ω, `(ai,j(k)))

de modo que:

µi,j,k(ω) = c′i,j,k(ω, 0)− ci,j,k(ω, `(ai,j(k)))

si,j,k(ω, `(ai,j(k)))
s′i,j,k(ω, 0)

νi,j,k(ω) =
s′i,j,k(ω, 0)

si,j,k(ω, `(ai,j(k)))

Por las propiedades de las soluciones ch,i,j,k, si,j,k sabemos que las derivadas en x = 0
toman los valores c′i,j,k(0) = hi,j,k = f ′i,j,k(0), s′i,j,k(0) = 1, de manera que:

µi,j,k(ω) = hi,j,k −
ch,i,j,k(ω, `(ai,j(k)))

si,j,k(ω, `(ai,j(k)))
(5.27)

νi,j,k(ω) =
1

si,j,k(ω, `(ai,j(k)))
(5.28)

Por supuesto, las funciones (5.27) y (5.28) pueden expresarse por medio de series de
Neumann, y las series parciales de tales series pueden emplearse para el cálculo aproximado
de los valores propios de cada hamiltoniano de Bloch Hθ.

Comentarios y observaciones

En esta sección se mostró que si un grafo periódico con potencial simétrico contiene
ciclos, entonces S(HD) ⊂ Sp(H). Sin embargo, aún no se sabe bajo que condiciones
se dará la igualdad. También es importante recalcar que dicho resultado se tiene, hasta
ahora, sólo para grafos equilaterales. No obstante, existen algunas propiedades que deben
cumplir los valores propios de H, y que son válidas para cualquier grafo periódico en
general, como se puede ver en siguiente teorema:

Teorema 35. [21] Sea Γ un grafo Zm-periódico, cuyo hamiltoniano H está dado por el
operador de Schrödinger con potencial simétrico y periódico, y cuyo dominio consiste de
las funciones en H2(Γ) que satisfacen las condiciones de N-K. Suponga que λ ∈ Sp(H) \
SD(H). Entonces λ posee una función propia con soporte compacto. Más aún:

Eλ(H) = {ψ ∈ Eλ(H) | supp(ψ) es compacto }.

Como consecuencia del teorema anterior y del teorema 31, un grafo periódico equila-
teral y equipotencial que contiene ciclos, sólo puede tener valores propios de multiplicidad
infinita.

Existe también otro resultado que establece una condición suficiente para que un valor
λ ∈ R sea un valor espectral.

Teorema 36. (Schnol, [21]) Sea Γ un grafo Zm-periódico, uyo hamiltoniano H está
dado por el operador de Schrödinger con potencial simétrico y periódico, y cuyo dominio
consiste de las funciones en H2(Γ) que satisfacen las condiciones de N-K. Sea λ ∈ R,
para el cual existe una función Φ ∈ H2

loc(Γ) tal que:
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1. ∀b ∈ B − d2

dx2 Φb(x) + qb(x)Φb(x) = λΦb(x), c.t.p. [0, `(b)].

2. Φ satisface las condiciones de N-K en cada vértice.

3. Dado x0 ∈ Γ fijo,

∀ε > 0∃Cε > 0 : ∀r > 0

∫
BΓ(x0,r)

|Φ(x)|2dx 6 Cεe
rε.

Entonces λ ∈ S(H).

Una función Φ ∈ H2
loc(Γ) que satisfaga las condiciones 1 y 2 del teorema de Schnol, se

denomina una función propia generalizada. Por supuesto, esto no implica que λ sea
un valor propio.
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6

Conclusiones y comentarios finales

En este trabajo de tesis se ha realizado un estudio acerca de la teoŕıa de grafos cuánti-
cos. Entre los principales resultados presentados se encuentran:

1. Mostrar una construcción del espacio métrico Γmet con la métrica dΓ, aśı como
estudiar sus principales propiedades. Además, se establece una caracterización de
las funciones f : Γmet → C, por medio de familias de funciones {fb}b∈B definidas en
los intervalos [0, `(b)].

2. Se realizó una investigación de la teoŕıa de operadores diferenciales definidos en
grafos cuánticos. Se estudiarón las principales propiedades del hamiltoniano asociado
a un grafo cuántico, principalmente la propiedad de ser autoadjunto, y se demostró el
teorema de Sturm-Liouville para grafos compactos, el cual establece que el espectro
del hamiltoniano es puramente discreto.

3. Presentamos las definiciones básicas de un grafo periódico y un grafo encajado en
Rn. Se mostró que todo grafo periódico puede ser generado a partir de los traslados
de un dominio fundamental Γ0. Además, estudiamos la descomposición espectral y
la representación band-gap del espectro del hamiltoniano H.

4. Uno de los resultados principales obtenidos en este trabajo, fue el demostrar que
para un grafo Γ equilateral que admite ciclos, con un hamiltoniano H periódico
y equipotencial, con potencial simétrico, se cumple que SD(H) ⊂ Sp(H), y cada
λ ∈ SD(H) corresponde a un valor propio de H de multiplicidad infinita.

5. Se desarrollaron dos ecuaciones de dispersión para el cálculo del espectro de un
grafo periódico: uno para el caso general y otra para cuando el grafo es equilateral
y equipotencial. Además se obtuvieron representaciones anaĺıticas para la ecuación
de dispersión de un grafo equilateral empleando el método de series de Neumann
de funciones de Bessel esféricas. Estas representaciones pueden ser utilizadas para
el cálculo numérico del espectro.

Por supuesto, los resultados presentados en este trabajo abarcan sólo algunos proble-
mas de la teoŕıa de los grafos cuánticos, y aún existen problemas muy interesantes por
estudiar.
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Por ejemplo, en el caṕıtulo 2 se demostró el teorema de Sturm-Liouville para grafos
compactos, sin embargo, es interesante desarrollar alguna ecuación de dispersión con la
cual se pueda caracterizar los valores propios del hamiltoniano H. Además, una vez obte-
nida tal ecuación de dispersión, el representar ésta de forma anaĺıtica, ya sea por medio
del método SPPS o las series de Neumann, proveeŕıa de un método numérico para el
cálculo efectivo de los valores propios. Es importante comentar que los resultados pre-
sentados son válidos para operadores autoadjuntos, pero también es importante analizar
el caso cuando el hamiltoniano no es autoadjunto, principalmente cuando el operador de
Schrödinger tiene un potencial de valor complejo, o incluso singular.

Por su parte, desarrollar la teoŕıa de operadores de transmutación para operadores defi-
nidos sobre grafos cuánticos seŕıa un resultado muy importante, ya que permitiŕıa analizar
las propiedades de un hamiltoniano “complicado”, como lo es el operador de Schrödinger,
empleando las propiedades de un operador “sencillo”, como el operador menos segunda
derivada, tal y como ya se ha hecho para operadores diferenciales en intervalos de la recta.

Como mencionamos anteriormente, en este trabajo hemos demostrado que el espectro
de Dirichlet de un grafo periódico equilateral y equipotencial que contiene ciclos, está
contenido en el espectro puntual. Sin embargo, aún no se sabe si el espectro puntual es
idéntido al de Dirichlet, ni se tiene una caracterización completa del espectro puntual
para el caso general. También es importante recalcar que no se tiene aún un resultado
para un grafo periódico general.

Por último, la teoŕıa de problemas inversos en grafos cuánticos, aunque no se estu-
dió en este trabajo, constituye una de las áreas más activas y ricas de la matemática
contemporánea. Actualmente se han estudiado diversos problemas para árboles y grafos
compactos, incluyendo también algunos resultados para grafos con un número finito de
aristas, pero que incluyen aristas de longitud infinita. Sin embargo, existen pocos resul-
tados sobre problemas inversos para grafos periódicos, por lo que es interesante explorar
los problemas para este caso, aśı como desarrollar métodos numéricos para la resolución
de dichos problemas.
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