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Resumen

La teoria de grafos cuanticos es una de las ramas de la matemaética actual que en el
ultimo par de décadas ha tenido un gran crecimiento, debido principalmente a las diversas
aplicaciones que se le puede dar en areas tan diversas como la fisica, quimica, ingenieria,
nanotecnologia, entre otras muchas. En el presente trabajo se realiza un estudio acerca
de algunos resultados principales de esta teoria.

Se define un grafo cuédntico, como un grafo dirigido I' = (V,B) con una cantidad
contable de vértices y conexo, cuyas aristas son dotadas de una longitud finita, y sobre
el cual esta definido un operador diferencial llamado hamiltoniano H, junto con algunas
condiciones en los vértices. Se propone una definicién para el espacio métrico asociado
y se estudian sus principales propiedades, caracterizando las funciones continuas sobre I"
por medio de familias de funciones definidas en las aristas. Ademas, se estudia el espec-
tro &(H) de un grafo cudntico periédico, cuyo hamiltoniano estd dado por el operador
de Schrodinger H = —% + ¢(z) con un potencial real, dotado con las condiciones de
Neumann-Kirchhoff en los vértices, obteniendo una cota inferior para el espectro y de-
mostrando que, para el caso de un grafo compacto, dicho espectro es puramente discreto.

Posteriormente se analizan las propiedades de los grafos cuanticos peridédicos, princi-
palmente el hecho de que para este caso, el espectro es puramente esencial y posee una
estructura band-gap. Empleando estos resultados, se construye una ecuacién de dispersion
para el cdlculo del espectro del operador de Schrodinger periédico, obteniendo para el caso
de un grafo unilateral y equilateral, una ecuacién caracteristica de la forma n(\) = f(0),
donde la funcién n es holomorfa en el parametro espectral A, f es una funcién continua y
0 € B, con B la zona de Brillouin del grafo. Ademas, se obtiene una representacién para la
funcién n por medio de series de Neumann de funciones de Bessel esféricas, la cual puede
ser empleada para el cdlculo numérico del espectro. Finalmente, mostramos que si el grafo
[ es equipotencial y admite ciclos, el espectro de Dirichlet &p(H) estd contenido en el
espectro S(H), y sus elementos corresponden a valores propios de multiplicidad infinita.
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Abstract

Quantum graphs theory is one of the branches of the current mathematics that in
the last couple of decades has had a great growth, mainly due to the diverse applications
that can be given in areas as physics, chemistry, engineering, nanotechnology, and many
others. In the present work we made a study about some main results of this theory.

A quantum graph is defined as a directed graph I' = (V, B) with a countable number
of vertices and connected, whose edges are endowed with a finite length, and on which a
differential operator called Hamiltonian H is defined, along with some conditions at the
vertices. A definition for the associated metric space is proposed and its main properties
are studied, characterizing the continuous functions on I' by means of families of functions
defined in the edges. In addition, we study the spectrum &(H) of a periodic quantum
graph, whose Hamiltonian is given by the Schrodinger operator H = —% + gq(z) with a
real potential, endowed with the Neumann-Kirchhoff conditions at the vertices, obtaining
a lower bound for the spectrum and proved that, in the case of a compact graph, the
spectrum is purely discreet.

Subsequently, the properties of periodic quantum graphs are analysed, mainly the fact
that for this case, the spectrum is purely essential and has a band-gap structure. Using
these results, a dispersion equation is constructed for the calculation of the spectrum of the
periodic Schrodinger operator, obtaining for the case of a unilateral and equilateral graph,
a characteristic equation of the form n(\) = f(#), where the function 7 is holomorphic
in the spectral parameter A, f is a continuous function and # € B, with B the Brillouin
zone of the graph. In addition, a representation for the function 7 is obtained by means
of Neumann series of spherical Bessel functions, which can be used for the numerical
calculation of the spectrum. Finally, we show that if the I' graph is equipotential and
contains cycles, the Dirichlet spectrum &p(H) is contained in the spectrum S(H), and
its elements correspond to eigenvalues of infinite multiplicity.
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Introduccion

Las matematicas son el alfabeto
con el cual Dios ha escrito el
Universo.

Galileo Galilei (1564—1642)

Una de las ramas de la matematica contemporanea que ha tenido un gran auge en
las ultimas décadas, es la teoria espectral de grafos cudnticos. Un grafo cuantico es, en
pocas palabras, una estructura unidimensional en forma de red, compuesta por vértices
conectados a través de aristas, la cual se denomina como grafo métrico, sobre el que
esta definido un operador diferencial, generalmente llamado hamiltoniano. Los primeros
trabajos que podrian clasificarse como pertenecientes a esta area datan de la década de
1930 , cuando Linus Pauling (1901-1994) estudio este tipo de sistemas como modelos de
electrones libres en algunas moléculas organicas. Sin embargo, no es sino hasta el iltimo
par de décadas, que la teoria de grafos cuanticos se ha consolidado como un area activa y
creciente de la fisica-matematica. Este crecimiento se debe principalmente, al surgimiento
de diversos problemas en fisica, quimica e ingenieria, donde se estudian propagaciones de
onda a través de sistemas cuasi-unidimensionales, que pueden verse localmente como un
grafo. Algunas de las aplicaciones mas recientes de los grafos cuanticos han tenido lugar
en el campo de la nanotecnologia, en el estudio de estructuras de nanotubos de carbono,
cristales fotonicos, en la teoria de moléculas conjugadas, en el estudio del caos cuantico, en
algunos problemas de sistemas dinamicos e incluso en la teoria de niimeros. Por supuesto,
dentro de la misma matematica, la teoria de grafos cuanticos es un area muy rica, pues en
ella intervienen diversas ramas de la matematica, como la teoria de grafos, combinatoria,
la teoria de operadores, la fisica-matemadtica, la teoria de ecuaciones diferenciales (tanto
ordinarias como parciales) y la teoria espectral.

Uno de los aspectos fundamentales para entender esta teoria es la definicion de grafo
métrico. Recordemos que un grafo combinatorio I', consiste de un conjunto de vértices
V junto con una coleccion de aristas £, en el que a cada arista se le asocia un par de
vértices. En muchas ocasiones, se suele indicar cuales son los vértices de origen y terminal
de una arista. Cuando esto sucede, se dice que el grafo I' es dirigido, y se denota al con-
junto de aristas por B. Desde el punto de vista de la matematica discreta, el rol principal



lo juegan los vértices, mientras que las aristas se utilizan tnicamente para relacionarlos.
En la teorfa de grafos cuanticos ocurre lo contrario: la atencién se centra en las aristas,
pues se consideran como enlaces fisicos o “alambres” que conectan los vértices. Es decir, en
esencia un grafo métrico se puede considerar como un complejo simplicial unidimensional.

Un grafo métrico se define formalmente, como un grafo dirigido I" con una cantidad
contable de vértices, los cuales tienen grado finito, y en la que a cada arista b € B se le
asocia una longitud ¢(b) > 0 (véase [6]). Existen diversas maneras de trabajar con gra-
fos métricos, ain cuando casi todas tienen como base la definicion anterior. Una de las
técnicas mas comunes es identificar cada arista b € B con el intervalo [0, £(b)], y asignarle
una coordenada x; € [0, £(b)]. Este énfoque es muy 1til en la practica y es empleado, por
ejemplo, en los trabajos de P. Kuchment [6, 20, 21], y en el articulo [5] de D. Barseghyan
y A. Khrabustovskyi. Sin embargo, se puede tratar el concepto de grafo métrico de una
forma diferente. Por ejemplo, P. Exner, quien es uno de los pioneros en la investigacion de
grafos cuénticos moderna, propone en [10], definir a un grafo métrico como una coleccién
de vértices V = {v,};e1, junto con una coleccién de enlaces £ C V?, y una familia de inter-
valos Iy = {[0, i ]| (i,j) € L}, y considerar tinicamente la estructura métrica local en
cada intervalo [0, {(; ;)]. Asi, cuando se habla de “funciones”definidas sobre el grafo métri-
co I', en realidad se estd hablando de familias de funciones {f; ;) : [0,€¢ ;)] = C}jiec
que satisfacen cierta condicion de “regularidad” en los vértices.

También existe la posibilidad de construir un espacio métrico a partir de la definicién
de grafo métrico. La técnica estandar consiste en tomar la familia de intervalos
T = {[0,£(b)] }sen, y considerar su suma ajena [[,.5[0,€(b)] como base para la construc-
ci6én de dicho espacio. Por ejemplo, D. Lenz, C. Schubert y P. Stollman en [25], construyen
el conjunto Xt =V U (HbeB[O, E(b)]) Luego, ellos proponen una topologia en Xr, de tal
manera que los conjuntos X, := ({b} x [0,£4(b)]) U {o(b),t(b)} sean homeomorfos a los
intervalos [0, (b)]. Posteriormente prueban que dicha topologia es metrizable. El punto
fuerte de esta construccién es que no se supone que el grafo I' sea conexo.
Otro énfoque cosiste en suponer que el grafo I' es conexo, e identificar en el conjunto
1,500, €(b)] los puntos que correspondan a un mismo vértice. Luego, el conjunto buscado
es el cociente que resulta de esta identificacion. Esta técnica es empleado por P. Kurasov
en [24], y V. Rabinovich en [28], en donde ademads se propone una forma de construir una
métrica en dicho espacio.
Sin embargo, un método que resulta muy efectivo en la practica y que es ampliamente
utilizado, es suponer que el grafo I' estd encajado en R”, esto es, que V, B C R", y gene-
ramente se supone que cada arista b € B es una curva simple que conecta dos vértices.
Entonces se denota I' C R” y se puede considerar como un espacio métrico ya sea, 6 bien
empleando la métrica inducida por R", ¢ utilizando la longitud de arco. Este punto de
vista se utiliza por ejemplo en [22, 23, 3].

Un grafo métrico se convierte en un grafo cuantico cuando es dotado de un hamilto-
niano, que es un operador diferencial en cada arista. Puesto que en muchos problemas
fisicos se busca modelar la propagacion de una particula cuantica a través de las aris-
tas del grafo, usualmente se considera el operador menos segunda derivada —dd?, o de

manera mas general, el operador de Schrodinger —% + q(z). De forma andloga al caso



unidimensional, donde se suelen asociar condiciones de frontera a un operador diferencial,
para un grafo cuantico las “condiciones de frontera”’de un hamiltoniano se establecen en
los vértices. Tales operadores se definen sobre un subespacio de @,z L*(0, £(b)].

En el articulo [20] de P. Kuchment, se muestra una caracterizacién de las condiciones
de frontera para que el hamiltoniano sea autoadjunto, y se demuestra que si el grafo es
compacto, el espectro del hamiltoniano es puramente discreto. Por su parte, P. Exner
en su articulo [10], realiza un estudio de la ecuacién de Schrodinger con condiciones de
tipo delta, sobre un grafo cuyas longitudes de sus aristas estan acotadas, y deduce una
condicién necesaria y suficiente sobre los valores en la frontera de tales soluciones em-
pleando matrices de Jacobi. Otra contribucién importante es la de D. Lenz, C. Schubert
y P. Stollman, quienes en [25], demuestran una expansion en eigenfunciones generalizadas
para operadores de Schrodinger con cierta clase de condiciones de frontera autoadjuntas.

Dentro de la teoria de grafos cuanticos, una subrama que ha tenido importantes apli-
caciones en el area de la nanotecnologia y el andlisis de las estructuras de carbono, es el
estudio de los grafos cuanticos periddicos. Los primeros resultados surgen en el articulo
[22] de P. Kuchment y O. Post, donde se estudian las propiedades espectrales del grafeno
y los nanotubos de carbono, empleando la teoria de grafos cuanticos. En este trabajo se
deduce, por ejemplo, que para el operador de Schrodinger con un potencial periédico y
simétrico, el espectro del grafeno es puramente esencial, presenta una estructura band-gap,
y solamente posee eigenvalores de multiplicidad finita cuyo espacio propio es generado por
eigenfunciones de soporte compacto. Ademas, se deduce una ecuacién de dispersion para
el calculo del espectro del grafeno. Mas tarde, Kuchment en [21] generaliza muchos de
estos resultados para grafos cudnticos periddicos. Por su parte, A. Talmage en [31], gene-
raliza el procedimiento empleado por Kuchment para deducir una ecuacién de dispersion
para el grafeno, demostrando que ésta es valida para cierta clase de grafos periddicos. En
[5], D. Barseghyan y A. Khrabustovskyi encuentran ciertas condiciones asintéticas que
deben satisfacer los gaps de un hamiltoniano periédico.

En cuanto al calculo numérico del espectro de un grafo periédico, uno de los trabajos
més recientes es el de V. Barrera Figueroa y V. Rabinovich, quienes en [3], emplean el
método desarrollado por Talmage para obtener una ecuacion de dispersion para un gra-
fo periddico unilateral encajado en R™. Ademads, empleando el método SPPS (Spectral
Parameter Power Series), desarrollado por V. V. Kravchenko en [14], y estudiado por V.
V. Kravchenko y R. M. Porter en [16], se deducen representaciones analiticas en series
de potencias del parametro espectral para la ecuacién de dispersion del grafo, ademas
de emplear tales representaciones para el calculo numérico del espectro. Posteriormente,
V. Barrera, V. Rabinovich y M. M. Rosas en [4], generalizaron los resultados anteriores
para el calculo del espectro de un grafo periddico equilateral, con condiciones de tipo delta.

El presente trabajo de tesis tiene principalmente 2 objetivos.

El primero es realizar un estudio acerca de la teoria de grafos cudnticos, proponiendo
una definicién para el espacio métrico asociado, y probando algunos de los teoremas
basicos acerca del hamiltoniano dado por el operador de Schrodinger con potencial real, y
cuyas condiciones de frontera asociadas son las de Neumann-Kirchhoff. Se plantea obtener
una recopilacion de los hechos mas relevantes de esta teoria, de tal manera que este texto
pueda servir como referencia de la teoria basica para futuros trabajos, o para un curso



introductorio de la teoria de grafos cuanticos.

Como segundo objetivo, es llevar a cabo un analisis exhaustivo sobre las propiedades
que satisface un grafo cuantico periédico, equipado con un operador de Schrodinger pe-
riédico, esto con el fin de obtener una ecuacion de dispersion para el calculo del espectro
del grafo, asi como una representacion analitica de la misma, empleando la teoria de ope-
radores de transmutacion y las series de Neumann de funciones de Bessel esféricas. Dicha
representacion para la ecuacién de dispersién puede ser empleada, por ejemplo, para el
desarrollo de un método numeérico para el calculo del espectro de un grafo periodico.

El material presentado se organiza de la siguiente manera.

El capitulo 1 es una recopilacion de algunas herramientas matematicas basicas para
el desarrollo de esta investigacion. Se incluyen definiciones y resultados de la teoria de
grafos combinatoria, teoria espectral de operadores no acotados en espacios de Hilbert,
ecuaciones diferenciales ordinarias y teoria de Sturm-Liouville.

En el capitulo 2 se introduce la definicién de grafo métrico, y a partir de ésta se
construye un espacio métrico I',,.; v se estudian algunas de sus propiedades, tales como la
arco conexidad, la completez, y se caracteriza a los grafos compactos como aquellos que
solo poseen un numero finito de vértices. Ademas, se prueba una caracterizacién para las
funciones, tanto continuas como integrables, empleando familias de funciones.

En el capitulo 3 se estudian grafos cuyo hamiltoniano H estda dado por el operador
de Schrodinger con potencial real. Se definen los espacios L?(T'), el espacio de Sobolev
H?(T), y se introducen las condiciones de Neumann-Kirchhoff (abreviadas N-K). Una vez
definido el dominio del hamiltoniano H, se demuestra que es un operador autoadjunto en
L3(T"), y se obtienen cotas para el espectro G(H) en términos del potencial del operador
‘H. Por tultimo, se demuestra el teorema de Sturm-Liouville para grafos compactos, que
establece que el espectro del hamiltoniano en el grafo es discreto.

El capitulo 4 presenta la definicién de un grafo periddico. Se demuestra que todo grafo
periédico puede ser obtenido a partir de “traslaciones”de un subconjunto [y denomina-
do dominio fundamental. Ademas, se incluyen varios resultados acerca del espectro del
operador de Schrodinger con un potencial periédico, haciendo énfasis en la representacion
band-gap del espectro, y se analiza el hecho de que es posible reducir el calculo del mismo,
al analisis de ciertos operadores de Bloch definidos en el dominio fundamental I'.

En el capitulo 5 desarrollamos una ecuacién de dispersién para un grafo periddico con
un potencial simétrico, y por supuesto, se obtiene la correspondiente relacion de dispersion
para un grafo unilateral y equipotencial. Ademads, en este ultimo caso, se demuestra que
para todo grafo que contiene ciclos, el espectro de Dirchilet & p(H) del grafo esté contenido
en G,(H), y corresponde a valores propios de multiplicidad infinita. Por tltimo, se deduce
una expresion para la ecuacion de dispersion en términos de operadores de transmutacion,
y partir de ésta, se obtiene una ecuacion caracteristica para el espectro del grafo, la cual
se representa en términos de series de Neumann de funciones de Bessel.



1

Preliminares

La esencia de las matemaéticas
estd en su libertad.

Georg Cantor (1845—1918)

En este capitulo presentamos algunos conceptos fundamentales en el estudio de los
grafos cuanticos, principalmente relacionados con la teoria de grafos combinatoria, y ope-
radores no acotados sobre espacios de Hilbert.

1.1. Nociones basicas de teoria de grafos

Comenzamos introduciendo algunas nociones bésicas sobre teoria de grafos (desde el
punto de vista de la matematica discreta).

Definicién 1. Un grafo no dirigido es un par I' = (V, £), donde V y £ son conjuntos,
junto con una aplicacién

v: € = {{u,v}|u,veV}.

A los elementos de V y &€ se les llama vértices y aristas respectivamente, y a la aplicacion
v se le denomina aplicacion de incidencia.

Intuitivamente, la funcién + indica los vértices que son incidentes en cada arista. A
continuacion definimos con formalidad este concepto.

Definicién 2. Sean v € V y e € £. Decimos que v es incidente en e si v € y(e), y se
definen
&y :={e € £]v es incidente en e},

y el grado del vértice v como d, := #E&,.

Si e, e5 € € son tales que y(e1) = y(eq), se dice que las aristas son paralelas. Por otro
lado, si y(e1) consta de un solo vértice, se dice que e; es un lazo. Un grafo que contiene
aristas paralelos o lazos se llama multigrafo.

Ahora intruducimos el concepto de grafo dirigido.



Definicién 3. Un grafo dirigido es un par I'y = (V,B), donde V y B son conjuntos,
junto con un par de aplicaciones
o,t : B—= V.

Los elementos de B se denominan aristas dirigidos y las imagenes o(b) y t(b) repre-
sentan los vertices de origen y terminal de las arista dirigida b. Cabe recalcar que dado
un grafo dirigido I'y, se le puede asociar un grafo no dirigido I',4 de la siguiente forma:
Cha = (V,€4), donde el conjunto de vértices V es el mismo que en 'y, el conjunto de
aristas no dirigidos es &, = B, y la aplicacién de incidencia estd dada por

v(b) ={o(b),t(b)}, parabe &,,.

Definicién 4. Sea I' = (V, ) un grafo no dirigido. Dos vértices u,v € £ se dicen adya-
centes si existe e € £ tal que y(e) = {u,v}. En este caso, se denota u ~ v.

El concepto puede definirse para grafos dirigidos empleando el grafo no dirigido aso-
ciado. Para un grafo dirigido también se suele usar la notacion

EZ ={beB,|v=o0(b)} (aristas de salida)
E ={be B,|v=1t(b)} (aristas de entrada)
. —
para v € V, y entonces se tiene B, = B, U E,

Hipdtesis 1. Todos los grafos en consideracion (dirigidos o no dirigidos) son contables
(es decir, que el conjunto de vértices es a lo mas numerable).

Definicién 5. Sea I' = (V,€) un grafo no dirigido, y w,v € V. Un camino de u a v,
es una sucesion finita de aristas e, es, - --e,, junto con una sucesion finita de vértices
Vg, U1, - -+ , U, tales que

(i) vo=uy v, =w.
(it) y(e:) = {vi,via}, i =1,

En este caso, se dice que u estd conectado con wv.
Decimos que el grafo I' es conexo si cualesquiera dos de sus vértices estan conectados.
Si 'y = (V,B) es un grafo dirigido, diremos que I'y es conexo si su grafo no dirigido
asociado es conexo.

Notemos que la relacion
uRv < u esta conectado con v.

es de equivalencia. Asi, I" es conexo si la unica clase de equivalencia de la relacion es V.
Por su puesto, puede haber diferentes caminos que conecten a dos vértices dados, pero
en algunos casos es posible que exista una camino “simple” entre ellos.

Definicién 6. Sean v, w € V, y suponga que vy, v, ,0, € Vv e1,€s,---¢€, € E forman
un camino de v a w. Diremos que tal camino es simple, si los vértices vq,--- ,v, son
distintos 2 a 2.



Es decir, un camino es simple si sus vértices (con la posible excepcién del primero y el
ultimo) no se repiten. Un resultado importante de la teoria de grafos, es que de cualquier
camino dado, siempre se puede extraer un camino simple.

Teorema 1. [2, cap. 1] Sea I' = (V,E) un grafo no dirigido, y v,w € V. Supongase que

Vo, V1, ,Up € V yer,e9,---e, €E forman un camino de v a w. Entonces existe un
subcamino con vértices Uy, ,Up, Y GTISLAS €y, -, Ep,, quE es simple.
Por supuesto, para un grafo dirigido I'; = (V,B), un camino vy, vy, - ,v, € V,

e1, ez, - e, € Bessimple, si cumple con dicha propiedad en el respectivo grafo no dirigido
asociado I',,4. Asi, el teorema 1 es valido también para grafos dirigidos.

Pasamos a definir el concepto de ciclo en un grafo, el cual sera de gran importancia
en resultados posteriores.

Definicién 7. Un ciclo en un grafo no dirigido I' = (V, £), es un camino vy, -+ , v, € V,
e, -+, e, € E tal que vy = v,. Decimos que el ciclo es simple, si es un camino simple.

Es decir, un ciclo es un camino cerrado, y es simple si ninguno de los vértices (salvo los
extremos) se repite. Es importante notar que para cada vértice v; en el ciclo, solamente 2
de sus aristas incidentes pertenecen al ciclo, en concreto, e; y €;11.

De nueva cuenta, para un grafo dirigido I'y, diremos que vy, - -+ ,v, y €1, - , e, forman
un ciclo (ciclo simple) en T'y, si lo forman en el correspondiente grafo no dirigido I',4.

Como corolario del teorema 1 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1. En un grafo I (dirigido o no dirigido), todo ciclo posee un subciclo simple.

Para terminar con esta seccién de preliminares de teoria de grafos, introducimos el
concepto de arbol.

Definicién 8. Un grafo I, dirigido 6 no dirigido, se llama arbol, si no posee ciclos.

1.2. Operadores no acotados

Pasamos ahora a repasar algunos resultados referentes al andlisis funcional y la teoria
de operadores no acotados. Durante estda seccion, .77 denotard un espacio de Hilbert
complejo. Recordemos que un operador lineal en .77, es una funcién
T:9(T)C I — I tal que

(i) 2(T) es un subespacio de .7, llamado dominio de 7'

(ii) T es una transformacién lineal:

Ve, y € 2(T)Va,p € C T(azx + PBy) = aTz + BTy.

La imagen o rango del operador T se denota por Z(T'), y es también un subespacio de
I

En esta tesis el término operador siempre se empleara para referirse a operadores
lineales, pues seran los Unicos que se consideraran en este trabajo.



Definicién 9. Sea T : 9(T') C ¢ —  un operador. Decimos que T es densamente
definido si su dominio Z(T') es denso en J7.

Nota. Siun operador T densamente definido es acotado en su dominio, puede extenderse
a un operador acotado T : S — A preservando su norma. Por ello, siempre que se hable
de operadores acotados, se entendera que estdn definidos en todo 7. Denotaremos por
B(+) al algebra de operadores acotados que actuan de . en si mismo, y por K(.) a
la sub-algebra de operadores compactos.

Definicién 10. Sea T' : 2(T) C s — # un operador densamente definido. El ope-
rador adjunto de 7', es el operador 7% : 2(T*) C  — F cuyo dominio estd dado
por:

DT :={d' e | € NeePDT) (Te,') = (x,y)},
y definido por: T*z" :=¢/.

Cabe recalcar que T™ es un operador bien definido si y sélo si, el operador T es
densamente definido.

Definicién 11. Sean T': X(T) C A — Ay S : D(S) C H# — H operadores. Decimos
que S es una extension de T si

(i) 2(T) c 2(5).

(i) S|, .. =T.

2(T)
En este caso, denotamos 7' C S.

Proposicién 1. [18, cap. 10] Sean T : 9(T) C H# — H# y S : P(S) C H — H
operadores densamente definidos. Se tiene que:

(i) SCT =T cC S
(i) T* + S* C (T + S)*.

(111) Sila composicion ST es densamente definida, entonces T*S* C (ST)*. Mds ain, si

S € B(), entonces T*S* = (ST)*.

Definicién 12. Un operador T : Z(T) C A — S (no necesariamente densamente
definido) es simétrico si

Ve,y € 2(T) (Tx,y) = (x,Ty).

Proposicién 2. [18, cap. 10] Sea T : 2(T) C H — H un operador densamente
definido. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) T es simélrico.
(b) T CT*.
(c) Ve e 2(T) (Txz,x) € R.



Definicién 13. Un operador T': Z(T") C 5 — ¢ densamente definido es autoadjunto
siT =T~

Proposicién 3. [18, cap. 10] Un operador T : (T) C A — A simétrico, densamente
definido, es autoadjunto si y sélo si 2(T*) C 2(T).

Definicién 14. Sea T : Z(T) C s — ¢ un operador. Se dice que T es cerrado si y
solo si

Ve, ooy C2(T) xp— a2y Te, >y =>2€9(T)yy="Tx.

Proposicién 4. [18, cap.10] Sea T : (T) C H — H un operador densamente definido.

(i) T* es cerrado.

(i) Si T es autoadjunto, entonces T es cerrado.

(111) Si 2(T*) es denso, entonces T C T**.

Definicién 15. Sea T : 2(T') C # — F un operador. Un niimero A € C se dice que es
un valor regular de T, si el operador T'— A1 : Z(T') C A — H satisface las siguientes
condiciones:

()
(i)

T — A1 es inyectivo.

El operador inverso (T — A1)~ : Z(T — A1) C A — € es densamente definido y
acotado.

La coleccién de todos los valores regulares de T' se denota por p(7T) y se denomina el
conjunto resolvente de T'. El espectro de T es el conjunto &(T") := C\ p(T).

El espectro de un operador se suele dividir en 3 subconjuntos, los cuales son ajenos
entre si.

(i)

(iii)

El espectro puntual: 6,(T) :={A € C|3z € Z(T) : Tx = Az} . Los elementos de
S,(T) se llaman valores propios (o eigenvalores) del operador T, y a los vectores
x € P(T) que cumplen Tx = Az se les llama vectores propios (o eigenvectores
) asociados al valor propio A. El espacio propio generado por A es el subespacio
E\(T) := ker(T — A1), mientras que la multiplicidad de A es el niimero mr(\) :=
dimker(7T — A1). Si mp(A) = 1, se dice que A es un valor propio simple.

Espectro continuo: Denotado &.(T'), consiste de todos los valores A € C tales que
el operador (T'— A\1)™' : Z(T — A\1) C 5 — # existe y es densamente definido,
pero no es acotado.

Espectro residual: Denotado &,.(T'), son todos los valores A € C para los cuales
el operador (T'— \1)7! : Z(T — \1) C # — A existe, pudiendo ser acotado o no,
pero no es densamente definido.

De este modo, &(T') = &,(T) US.(T) U S, (T') y esta union es disjunta.

Ademas de la clasificacion anterior, es posible considerar otra subclasificacion del es-
pectro, basada en la multiplicidad de los valores propios.
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Definicién 16. Sea T : 2(T') C A — 2 un operador densamente definido. Se define:

(i) El espectro discreto de 7' como:

Ga(T) :={X € &,(T) | X es punto aislado de S(T) y mr(X\) < oo}

(ii) El espectro esencial de T como Gess(T) := &(T) \ S4(T)".

Observaciéon 1. De la definicion anterior se tiene que Sy4(T) C &,(T), pero en general
esta inclusion puede ser propia. De igual forma puede ocurrir que Sess(T) N S,(T) # ()
(ipor lo cual no se debe confundir el espectro esencial con el continuo!).

Para ejemplificar esto, consideremos el operador D : C'0,1] C L*[0,1] — L?[0,1]
dado por la primera derivada: Du = u', para u € C*0,1]. Para cualquier X € C, la
ecuacion Du = u' = A\u siempre tiene una solucién, digamos u(x) = e € CH0,1].
Luego, &,(D) = C con lo cual (D) = S,(D). Sin embargo S4(D) = 0 pues los valores
propios no son aislados. Entonces S,(D) = Sess(D).

De manera analoga a las matrices simétricas, cuyos valores propios son reales, los
operadores autoadjuntos satisfacen esta propiedad con su espectro.

Teorema 2. [30, pdg. 45] Sea F espacio de Hilbert complejo, y T : (1) C H# — H
un operador densamente definido y autoadjunto. Entonces S(T) C R y es un subconjunto
cerrado. Mds ain, &,(T) =0, esto es, S(T) = &,(T) U S.(T).

Teorema 3. [30, pag. /3] Sea F espacio de Hilbert complejo, y T : D(T) C H — H
un operador densamente definido y autoadjunto. Entonces A € p(T) si y sdlo si, existe

¢ > 0 tal que
Ve e 2(T) ||(T — A1)z|| = ¢||x]|.

Siguiendo la notacién estdndar, denotamos Rp(\) = (T — A1)~! para A € p(T), vy
llamamos a tal operador el operador resolvente de T en .

Teorema 4. (Identidad de Hilbert, [30, pdg. 31]) Sea T : 2(T) C H — H un
operador cerrado. Entonces para cualesquiera \, i € p(T) se cumple:

Ry (X) = Rr(p) = (A = p) Re(X) Br(p).

Finalmente, enunciamos algunas propiedades relacionadas con el espectro de un ope-
rador compacto y autoadjunto en un espacio de Hilbert.

Teorema 5. [7, cap. 6] Sea F un espacio de Hilbert de dimension infinita, yT € K(H).

(1) El espectro &(T') es a lo mds numerable, 0 € S(T) y &\ {0} = &,(T) \ {0}. Si
S(T) es infinito, entonces 0 es el dnico punto de acumulacion.

(ii) YA € &,(T)\ {0} mr()\) < co.

(iii) Si F es separable y T es autoadjunto, entonces existe una base ortonormal de F&
formada por vectores propios de T'.

IExiste otra caracterizacién del espectro esencial, como los valores A para los cuales T — A1 no es un
operador de Fredholm en S, sin embargo en este trabajo no se ocupara tal caracterizacién
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1.3. Operadores de transmutacién y series de Neu-
mann

Para finalizar este capitulo de preliminares, enunciaremos algunos resultados relaciona-
dos con la teorfa de Sturm-Liouville. Recordemos que el problema de Sturm-Liouville
en un intervalo [a,b], consiste en encontrar todos los valores A € C para los cuales el
problema de valores en la frontera:

dx
ary(a) + f1y'(a) = 0
agy(b) + Bay'(b) = 0

donde p,p', q,r € C[a, ] son funciones dadas y |a;| 4+ |5;| > 0, i = 1,2, posee una solucién
no trivial. Los valores A para los cuales el problema (1.1) tiene solucién se llaman valores
propios del problema. Uno de los resultados clasicos es el teorema de Sturm-Liouuville, el
cual establece que, bajo ciertas condiciones en los coeficientes de la ecuacién, el problema
de Sturm-Liouville tiene solucién.

_di:lv (p(x)iy) +q(x)y = Ar(z)y, a<z<b W

Teorema 6. [1, cap. 2/[Sturm-Liouville]/ Suponga que p,p',q,r € Cla,b] son funciones
de valor real y p(z),r(x) > 0 para cada x € [a,b]. Entonces el problema de Sturm-Liouville
(1.1) tiene una sucesion de valores propios:

A< A <o <A, < vee
tales que X\, — co,n — o0o. Mas ain, los valores propios son simples.

Por supuesto, existen otros resultados para el caso en que los coeficientes son funciones
de valor complejo y menos “regulares” (véase por ejemplo [26, 12]). Uno de los resultados
mas importantes relacionado con el calculo de los valores y funciones propias del problema
de Sturm-Liouville es la representacion analitica de las soluciones de la ecuacion:

—% (p(x)%y) +q@)y=I(z)y, a<x<b
la cual se basa en el hecho de que cualquier problema asociado a esta ecuacion, con con-
dicones de frontera holomorfas en A, tendrd soluciones holomorfas en A ([12, cap. 1]). Una
de tales soluciones se basa en la expansion en serie de Taylor con respecto al parametro
espectral y recibe el nombre de representacién en series de potencias del pardmetro es-
pectral, o simplemente el método SPPS. Para nuestros propdsitos es suficiente enunciar
el resultado correspondiente a la ecuacion de Schrodinger:

Lu = —u" 4 q(x)u = \u.
Teorema 7. [14] Sea q € Cla,b] y suponga que f € C*(a,b) N Ca,b] es una solucién de
Lf =0 que no se desvanece en todo el intervalo |a,b]. Entonces la solucion general de la

ecuacion de Schrodinger Lu = Au en (a,b) tiene la forma

U = C1U1 + CoUsg
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donde cy,c0 € C y

_ - (—/\)k902 (2) - Port1()
_Z (2/<;)!k ’ Z 2k:+k+ '

k=0 k=0
Las funciones {¢r(2)}32, se denominan potencias formales y se definen de la siguiente
manera: )
f@)X® (), K par,
(pk(aj) = (k) .
)XW (@), & impor,

y las funciones { XM} {X W} estdn dadas por las siguientes integrales recursivas:
X0 =x0 =1y

. k[* xXG¢=1) . ki :
0 () o I, ( P ()ds, - kimpar,
k‘f T Xy, k par
’ (
k[© X6V () f2(s)ds, k par,
X(k)(w) : fx X(k 1) ( )f (S) i I.)ar 5 VEk 2 1
k:f s, k impar

con xy € |a,b] un punto dado.

Dependiendo del punto z, elegido, se dice que las potencias formales {px(z)}32, estan
centradas en xg.

La importancia de la representaciéon SPPS es que permite reducir el calculo de los
valores propios del problema de Sturm-Liouville, al de encontrar las raices de una ecua-
cién de dispersién ®(\) = 0, donde ®(\) es una funcién entera, ademds de proveer de un
método numérico para el cdlculo aproximado de las funciones propias (véase [16]).

Existen otras representaciones de las soluciones de la ecuacién de Schrodinger. Una de
las mas importantes es mediante el uso de los operadores de transmutacion.

Definicién 17. Sean E un espacio lineal topolégico, 'y C E un subespacioy A, B : F; —
E operadores lineales. Un operador de transmutacién para el par de operadores A, B,
es un operador T': ' — E biyectivo que satisface las siguientes condiciones:

(i) Ty T~ son continuos en E.
(ii) Fj es invariante bajo T
(iii) La siguiente igualdad operacional es valida en Ej:

AT = TB o equivalentemente A = TBT L.

El caso de interés es cuando E = C[—b,b] con la topologia de la norma uniforme,
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Teorema 8. [26] Sea q € C[—b,b]. Entonces un operador de transmutacion para A =
2
dxz +q(z) y B= d 2 esta dado por el siguiente operador de Volterra:

Thu / Kh l’ t t, u€ C[—b, b]
t

donde el nicleo Ky(z,t) = Hy (52, 51) | |t| < |z| < b y Hy es solucidn al problema de
Goursat

0*Hy(u,v
% = q(u+v)Hy, )
h 1 [
Hh(U,O) = §+§/ (](S)dé’
h 0
Hh(O,U> = 5

con h € C.

Se puede comprobar que el nicleo K, satisface las siguientes condiciones en las carac-

teristicas:
h 1 h

Ky(z,z) = 3 + 5/0 q(s)ds, Kp(x,—x)= 5

M4s atin, si ¢ € C1[—b, b] entonces el niicleo K, es solucién de la ecuacién de Klein-Gordon
0? 02

Ademds, si ¢ € C*[—b,b], entonces Kj, € C*1 (R), donde R = {(z,t) € R?||t| < |z| < b}
(para la demostracion de estos hechos, véase [26]).

Un caso muy importante es cuando consideramos una solucién f de —f" + q(z)f =
0, que no se desvanece en [—b,b| y normalizada de tal forma que f(0) = 1. Tomando
h = f'(0), denotamos K¢(z,t) = Kp(x,t) y Ty = Tj, v si {pr(z)}72, son las potencias
formales asociadas a f y centradas en xy = 0, entonces se tiene la siguiente propiedad:

Vk € Ny Ty[2¥] = ¢

La demostracién de este hecho puede observarse en [8]. Otra de las propiedades del ope-

rador de transmutacién es que transforma las soluciones de la ecuaciéon —v” = w?v en

soluciones de la ecuaciéon v’ — q(x)u + w?v = 0.

Teorema 9. [8] Sea ¢ € C|—b,b] y h € C. Entonces las soluciones c,(w,x) y s(w,z) de
la ecuacion

—u" +q(z) =wru, -b<wr<b weC

que satisfacen las condiciones iniciales
ch(w,0)=1, ¢,(w,0)=h y 8w,0)=0, §'(w,0) =1

estdan dadas por

en(w, ) = Thlcos(wz)],  s(z,w) = T} [Si“fz)} |
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De este modo se ha obtenido otra forma de representar a las soluciones de la ecuacién
de Schrodinger, por medio del uso de los operadores de transmutacion.

Para cada = € [-b,b] fijo, K;(x,) € C'[—z,2] C L*[—=x,z], por lo cual podemos
expandir Ky en terminos de una base de L?*[—x,z]|. Recordemos que en L?*[—1,1], los
polinomios de Legendre forman una base ortogonal. Denotamos a tales polinomios por
{P.}2yy Pu(x) = > 1 lknz®, entonces se tiene el siguiente teorema de representacién
para el nicleo Ky:

Teorema 10. [15] El niicleo de transmutacion K¢(x,t) admite la siguiente representacion
como una serie de Fourier-Legendre

Ky(n,t) =)

Bule) <3>

Bule) = (Z i) 1) ,

k=0

donde

ademds, para cada x € (0,b] la serie converge uniformemente en t € [—x,x].

En [15] también se demuestra que para conocer los valores del nicleo Kf(x,t) para x >
0, basta s6lo con conocer los valores del potencial g en [0, b], por ello estas representaciones
son validas para calcular las soluciones de la ecuacién de Schrodinger en el segmento (0, b).
Una consecuencia muy importante de la expansion en serie de Fourier-Legendre del nicleo

Ky, es la representacion de las soluciones ¢, y s como series de Neumann de funciones
de Bessel.

Teorema 11. [15] Las soluciones ¢, y s de la ecuacion de Schridinger que satisfacen las
condiciones del teorema 9 admiten las siguientes representaciones:

cen(w, z) = cos(wz) +2Z )" Ban () jan (wi)

n=0

s(w,x) = sin(w Z )" Bon+1(2) Jan+1(w),

=0

donde {jn(wx)}52, son las funciones de Bessel esféricas. Ambas series convergen unifor-
memente con respecto a x en todo [0,b], y uniformemente en w en cualquier compacto de

C.

Las expresiones anteriores son de gran utilidad para el calculo de los valores propios
para problemas de Sturm-Liouville de la ecuacién de Schrodinger.
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2

Grafos métricos y cuanticos

Las matematicas son el arte de
dar el mismo nombre a
diferentes cosas

Henri Poincaré (1854—1912)

Dentro de la teoria de las ecuaciones diferenciales se analizan funciones con diversos
dominios: desde la recta real, hasta alguna regién de R™. Sin embargo, existe otro tipo de
funciones consideradas sobre dominios “poco habituales”. Nos referimos a aquellas defini-
das sobre grafos, los cuales han sido dotados de una estructura de espacio métrico. Tales
grafos reciben, como es natural, el nombre de grafos métricos.

Hasta el momento hemos considerado a los grafos desde el punto de vista de la ma-
tematica discreta y la combinatoria. En este enfoque, las aristas suelen ser vistas tni-
camente como relaciones entre los vértices, mas que como enlaces geométricos o fisicos.
Desde esta perspectiva llamaremos a tales grafos discretos o combinatorios.

El punto de vista de interés en esta tesis es el contrario: considerar a las aristas como
enlaces geométricos, como “alambres”que conectan a los vértices, y analizar el grafo ;, no
como un par de vértices y aristas, sino como un conjunto formado por segmentos (las
aristas) conectados por medio de los vértices.

Con este punto de vista, es necesario construir un espacio métrico a partir del concepto
de grafo combinatorio, como mostraremos en este capitulo.

2.1. Grafos métricos
Comenzamos definiendo nuestro objeto principal de estudio: los grafos métricos.
Definicién 18. Un grafo métrico consta de lo siguiente:

(i) Un grafo dirigido I' = (V, B), equipado con su par de funciones origen y terminal
o,t : B—= V.
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(ii) Una aplicacion £ : B — [0,400), llamada funcién de longitud. Para cada arista
dirigido b € B, el nimero £(b) se denomina longitud de b.

A partir de la funcién de longitud, asociamos a nuestro grafo métrico una colecciéon
de intervalos indexados Zr := {[0, £(b)] }res-

Cabe recalcar que el nombre de “grafo métrico” es de momento, una forma de llamar a
la coleccion de datos presentados en la definicién anterior. Sin embargo, empleando estos
elementos, definiremos un espacio métrico asociado a nuestro grafo.

Con el fin de realizar esta construccion, requerimos que el grafo I' cumpla con ciertas
propiedades.

Hipdtesis 2. Para cualquier grafo métrico en consideracion, se supondra que:
(i) El grafo I" es conexo.
(ii) Para cadav eV, 0<d, < 4oc.

(iii) No existen lazos ni tampoco aristas dobles, i.e. si b € B, no puede ocurrir o(b) = #(b),
y no existe b € B tal que o(b) = t(b) y t(b) = o(b).

El término métrico proviene del hecho de que con los elementos dados en la definicién
1, se puede asociar al grafo I' un espacio métrico. Para esta construccion requerimos de
la siguiente definicién:

Definicién 19. Sea {X,},ca una coleccion indexada de conjuntos. Definimos la suma
ajena ( también llamada coproducto) de la coleccién { X, }aen, como:

I %o = J{e} x Xa.

acA aEA

Ahora consideremos la suma ajena de los intervalos asociados al grafo métrico, [ [,.4[0, £(b)].
Intuitivamente, esto nos permite considerar a los intervalos como objetos diferentes dos
a dos, ya que por ejemplo, puede ocurrir que dos intervalos etiquetados por diferentes
aristas tengan la misma longitud. Notemos que el coproducto consiste de pares ordenados
de la forma (b,z), con b € By = € [0,£(b)]. El siguiente paso de nuestra construccién
consiste en “pegar”los intervalos por los vertices. Para esto sera de utilidad la siguiente
funcién auxiliar:

1: []lo,¢v)) - vuB, (2.1)
beB
la cual estd dada por
o(b), six=0,
M(b,x) = t(d), siz=L0b), , V(bx)e[]l0,¢)
b, si z € (0,4(b)), beB

Definimos ahora la siguiente relacién de equivalencia en [[,.5[0,€(b)]:
(b,z) ~ (c,y) siy sélo si, II(b,x),II(c,y) € Vy II(b,x) = II(c,y), 6 bien, en caso de que
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(b, z), (e, y) € B, si (b,z) = (¢,y).

Notamos que en efecto ésta es una relacién de equivalencia, y denotamos la clase de
equivalencia del par (b, z) por (b, z)~. Intuitivamente, lo que la relacién de equivalencia
hace es “pegar”los extremos de los intervalos que representan al mismo vertice. Asi, el
conjunto que formar nuestro espacio métrico sera el conjunto cociente de la relaciéon:

Tyt = (H[O,E(b)}) / ~. (2.2)
beB

Se observa que por construcciéon de la relacion ~, II(b,x) = Il(c,y) si y sélo si
(b,x) ~ (¢,y), con lo cual podemos definir II((b, z)~) como I1(b, z), donde (b, x) es algin
representante de clase.

Ahora procedemos a definir una topologia en nuestro conjunto I',,.;. Para esto, primero
definimos una topologia en el coproducto [[,.5[0,£(b)] de la siguiente manera: considere-
mos una arista b € B; definimos la inyeccion candnica en {b} x [0,¢(b)] como:

Wy : [0, g(b)gl : g}; [0, £(b)] (2.3)

Claramente v, es una biyeccion. Se define entonces
7o = {U C {b} x [0,£(b)] |4, " (U) € Tjo ey} -

donde Tz es la topologia usual en el intervalo [0, 4(b)]. Es facil ver que 7, es una
topologia ( de hecho, es la topologia final de {b} x [0,£(b)] con respecto a la inyeccién
candnica 1y, véase [29]).

Ahora se extiende este procedimiento a todo el coproducto de la siguiente manera:

= {U c ITio. «v) ‘Vb e B UN({b} x [0,£b)]) € Tb} .

beB
Proposicién 5. La coleccion 1, es una topologia en el coproducto Wyep[0, £(D)]
Demostracion. Veamos que 7, satisface las propiedades de una topologia:

1. Iepl0, €(b)], 0 € 7,: En efecto, puesto que para cada b € B

Mpes[0, £(0)] N ({b} < [0,£()]) = {b} x [0,£(0)] € 7o y DN ({b} x [0,£(D)]) =D € 7.

2. Si A,B € 7, entonces para cualquier b € B se tiene U N ({b} x [0,8]) ,V N
({b} x [0,b]) € 7. Luego, como 7, es topologia tenemos que

(U NV)N({b} x[0,£0)]) = (U N ({b} x [0,6])) N (V- ({b} x [0,0])) €7

Como b € B es arbitrario, se sigue que UNV € 7.
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3. Sea{U,}aca C 7. Tomando b € B, se tiene que para cada o € A, U,N({b} x [0,£(b)]) €
7p. Como 73, es topologia, tenemos:

(U U ) ({6} x [0,£0)]) = [ (Ua 0 ({0} x [0, £(0)])) € .

acA acA
Dado que b € B era arbitrario, concluimos que (J,. 4 Ua € 70

Hemos probado entonces que 7, es una topologia en ITyc5[0, £(b)]. Q.E.D.

Finalmente dotamos a 'yt := (Iyep(0,4(b)]) / ~ con la topologia cociente, es decir,
la topologia mas fuerte que hace continua a la proyeccién:

p: Wesl0,£(b)] — Tiner
(b,x) — (bx)~

Explicitamente, la topologia cociente (que denotaremos por 7r) esta dada por:

pHU) € Tu}. (2.4)

Ahora tenemos que nuestro grafo métrico I',,.; es un espacio topolégico; pero aun nos
falta definir una métrica sobre él. Para construir tal métrica, primero probemos que el
espacio I',,.; es arco-conexo. Se requiere el siguiente Lema.

T = {U C Fmet

Lema 1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y Uy, Us,---U, C X conjuntos arco-conexos.
SiU;NUjp1 # 0, j=1,n—1, entonces U -, Uj es arco-conezo.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n. Para n = 2, témese x,y € Uy U U, y
veamos que existe una curva vy : [0,1] — Uy U U, tal que v(0) =z y v(1) = v.

Sixz,y€ U ox,y € Us, tal curva ~ existe por la arco-conexidad de U; y Us. Supon-
gamos sin perdida de generalidad que x € U; y que y € Us. Por hipétesis, Uy N Uy # (),
con lo cual podemos tomar z € U; N Uy. Como z, z € Uy, por arco-conexidad, existe una
curva 7y : [0, 1] — U; tal que v1(0) = 2 y 71 (1) = 2. De igual forma, como z,y € Us y éste
es arco-conexo, existe o : [0,1] — Us tal que 72(0) = z y 72(1) = y. Ahora, definamos

2t), si0<t \l,
V3(t) == 71(20) 1 2
Y2t —1), sis<t<

)
—_

Se tiene que 73 : [0,1] — U; U Uy es continua (véase [27, cap. 2]) y v3(0) = 1 (0) =
x, v3(1) = 7(1) = y. Luego, 73 es una curva que conecta a = con y en U; U Us,. Puesto
que z,y € U; U U, fueron arbitrarios, concluimos que U; U U, es arco-conexo.

Ahora suponemos el resultado para n — 1 y probaremos para n. Notemos que por

hipétesis:
n—1
0#UpanU, C|JWU;n0,) (UU)mU

j=1
Asi, (U” L. )ﬂUn # (). Como U, es arco-conexo, y U?:_l U; también lo es por hipétesis de
induccion, repitiendo el razonamiento hecho para dos conjuntos, tenemos que U?Zl U
(U;L;ll Uj> U U, es arco-conexo.

Esto termina la induccién y prueba el resultado para toda n. Q.E.D.
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Proposicién 6. FEl espacio (I'yyer, ) €s arco-conexo.

Demostracion. Sea b € By 1y, : [0,£(b)] — {b} x [0,£(b)] la inyeccién canénica definida
n (2.3). Es claro que por definicién 1, es una biyeccién, con lo cual {b} x [0,4(b)] =
([0, £(b)]), y por construccion de 7, se tiene que 1)y, es continua, entonces como [0, £(b)]
es arco-conexo y esta propiedad se preserva bajo funciones continuas, se tiene que {b} x
[0,£4(b)] es también arco-conexo. Ahora, notemos que 7, es precisamente la restriccién de
la topologia 7, a {b} x [0, £(D)], con lo cual éste conjunto es arco-conexo en Iye5[0, £(D)].
Tomando J;, := p({b} x [0, £(b)]), por la arco-conexidad de {b} x [0, £(b)] y la continuidad
de la proyecciéon p se tiene que J, es arco-conexo en I',,,.;, para cada b € B. Mas aun, por
sobreyectividad de p:

Linet = <H[0,f(b)]> =P (U{b} x [O,K(b)]) =Up o} x [0, 0))) = J %

beB beB beB beB

Ahora tomemos (b, z)~, (¢,y)~ € Lyet, con lo cual (b,2)~ € Jp v (¢,y)~ € J., y sean

=11((b,0)~) y w =1I((c,0)~). Por la hipétesis 2 el grafo I' es conexo, con lo cual existe

una sucesién finita de aristas by, by, -+ , b, y una sucesion de vértices vy, vy, -+ , v, tales
que vg = v, v, = w y {v;_1, v} = {o(b;), t(b;)} para i = 1,n.

Notemos que para i = 1,n, el vértice v; pertenece tanto a {o(by1),t(bi11)} como a
{o(b;),t(b;)}. Entonces I ((b;41,0)~) = v; 6 bien II ((b;41,4(bi—1))™) = v;, y de igual forma
IT((b;,0)~) = v; 6 I1((by, £(b;)~) = v;. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que
IT((bi+1,0)~) = v; = II((b;,0)™), entonces como la funcién IT es inyectiva en I'y,., se
tiene que (b;+1,0)~ = (b;,0)™, con lo cual Jy,,, N Jy, # 0, para i = 0,n — 1. Luego, por el
lema 1, |J;_, Jp, es arco-conexo. De igual forma se puede ver que J, U (U, Ji;) U J. €s
arco-conexo.

Finalmente, como (b, z)~, (¢,y)~ € J,U(U;—y Jb; ) U, existe una curva v : [0, 1] — J,U
(Uizo o) U Je C Tmet tal que y(0) = (b, 2)~ y (1) = (¢, y)™. Puesto que (b, )~ y (¢,y)~
fueron arbitrarios, se sigue que I, es arco-conexo.

Q.E.D.

Ahora se introducird una métrica en Fm . Para esto rimero se analizaran algunas
et )
propiedades “locales” de Fmet-

Definicién 20. Las inyecciones canédnicas en I',,;, son las funciones ¢, : [0, £(b)] —
[',.e: definidas por:

b= Plisycjo.qey) © Vo (25)
para cada b € B.

De aqui en adelante, a menos que se especifique lo contrario, siempre que se hable de
inyecciones candnicas, se entenderd que nos referimos a las funciones (2.5). Explicitamente,
las inyecciones canodnicas actudan de la siguiente manera:

wo(x) = p(u(x)) = (b,2)”, = €[0,£()].

Definicién 21. Para cada b € B, se define la arista métrica asociada a b € B en I,
como:

Jo = ([0, £(b)]). (2.6)
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La accién de la proyeccion candnica py se ilustra en el siguiente diagrama conmutativo:

[0, £(b)] —2 {b} x [0, £(b)]

N

Proposicion 7. Para cada b € B, la inyeccion candnica ¢, es un homeomorfismo de
[0,£(b)] con Jy.

Demostracion. Sea b € By ¢y, : [0,€(b)] — Jp. Por definicién de Jy, se tiene que ¢y es
una sobreyeccién de [0, £(b)] en .J,. Recordemos ademés que v es inyectiva de [0, £(b)] en
{b} x [0, £(D)]. También se cumple que:

Sib,c€ Byb=c, entonces (b,x) ~ (c,y) & x =1y

(recordemos que por la hipétesis 2 no hay lazos), con lo cual p’ )< [0.0(5)] & inyectiva. Como

A()]
op = p‘ b} <0.6(5)] © Uy, tenemos que g, es inyectiva, de modo que es una biyeccion.

Para ver que ¢ es homeomorfismo, observemos que por ser i, y p continuas, @, es
continua. Ademés, si U € 7o), por ser ¥, inyectiva tenemos U = ¢, ' (¢(U)), con lo
cual por definicién de 7, se tiene que ¢,(U) € 7, y como hemos visto ya que p‘ (0% [0.4(b)]
es inyectiva, entonces p~!(p(1(U))) = ¢,(U) € 7. Luego por la definicién de la topologia
cociente, se tiene que p,(U) = p(1p(U)) € 1. Asi, ¢p es una funcién continua, biyectiva
y abierta, de manera que es un homeomorfismo. Q.E.D.

La idea ahora es utilizar las aristas métricas como base para todas las construcciones
que se haran con el espacio I',,,;. Primero daremos una caracterizacion de la topologia 7.

Proposicion 8.

mT = {U C Fmet

Vb e B (p;l(U N Jb) S T[()’g(b)]} . (2.7)

Demostracion. Se tiene que:

Uerm p 1 (U) € 7, (Def. de topologia cociente)
(Def. de 1) Voe B p{(U)N ({b} [0,4(b)]) € T
(P~ (Js) = {b} x [0, £(D)] vb e B P’I(U)_ HJy) €Ty

vbe B ¢, (p7 (U N Jy)) € o)
Vo€ B ¢, (UNJy) € Tjouw)-

teote

)
(Def. de 1)
(Def. de ¢p)

Q.E.D.

Asi, 1 es la topologia més fuerte que hace continua a la familia de inyecciones candni-
cas ((pb : [ng(b)] — Fmet)beg
Introducimos la siguiente métrica en cada arista Jy:

dy((b,2)", (b,9)) == Iy (b, 2)™) — ¢ (b, y)™)- (2.8)

Aqui | - | denota el valor absoluto en R. Denotamos la bola centrada en (b, )~ € J, de
radio r > 0 generada por d, como By((b, z)™, 7).

Puesto que ¢y, : [0,£4(b)] — J, es una biyeccidn, se tiene que (2.8) es una métrica en J,
y ademas cumple la siguiente propiedad.
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Proposicion 9. Para cada b € B, la métrica d, induce la topologia restringida a Jy.

Demostracion. Por la proposiciéon 8, 7, = {U c Jy ‘ cpb_l(U) € T(o,e(b) } Notemos que

@ (Bi((b.2)™m) = {y € 0.L0)] | ds((b,2)", u(v) < 7}
{yeo,é% (b)) — ¢ (@olw))] <7}

|0y
= {yelo,¢ Isob ((0,2)) =yl <7}
Biouwy (¢, ((0,2)7), 7).

Entonces By((b,x)~,r) € 7,,, para cada (b,z)~ € J, y r > 0. Por otra parte, si
U € 714, entonces V = ¢, HU) € Tio,e(v)], ¥ ademas por la definicién de abierto en un
espacio métrico:

V = Bpuw (@ &),

zeV

para ciertos €, > 0. Luego, como ¢, es biyectiva

U= U @b(B[O,Z(b)]<x7€x))'

zeV

Hemos visto que @, ' (By((b, )™, 1)) = Bjoew (¢, ' (b, 2)™),7), con lo cual ,por la biyec-
tividad de ¢y y la definicién de dj, se tiene que oy (Bjoewy (2, 7)) = By(@s(x), ), entonces:

U= U Bb((pb(l‘), 61)

zeV
". La topologia 7, es generada por la métrica dj. Q.E.D.

En consecuencia, se tiene que “localmente”I’,,.; es un espacio métrico. Ahora se exten-
dera esta métrica a todo el espacio. Observamos que en la demostracién de la proposicion
6, se obtuvo la siguiente propiedad:

Supongamos que (b, x)~, (¢,y)~ € ['er v que b # ¢. Entonces existe una sucesion finita
de aristas by, - - - , b, tales que:

(l) (b7 x)N € Jbo y (C, y)N € an‘

(11) JbFl N Jbi 7£ @, 1= 1,Tl
(iii) Ui, Jb, es arco-conexo.

Introducimos ahora la siguiente notacion: por un vértice métrico, entenderemos un
punto (b, z)~ € I, tal que II((b, z)™~) € V. Denotamos la coleccién de vértices métricos
por V. Notemos que Jp,,_, N Jp, consta precisamente de un vértice métrico. En efecto,
si (b,z)~ € JyNJ.y b# ¢, entonces, no puede ocurrir que II((b,x)~) € B, con lo cual
tiene que ser un vértice métrico. Por la hipdtesis 2, no hay lazos ni aristas multiples, con
lo cual cada arista métrico contiene exactamente 2 vértices métrico (uno de origen y otro
terminal), y sélo se pueden intersectar en uno.

Denotaremos entonces v; = J,,_, N Jp,, para ¢ = 1,n. Asi {0i,v51} C Jp, con lo cual
podemos calcular dy, ((b, z)~,01), dp, ((¢,y)™,Un) ¥ dp, (05, v41), @ = 2,n — 1.

Con base en estas observaciones introducimos la siguiente definicion.
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Definicién 22. Sean (b, )™, (¢,y)™ € I'jer. Diremos que una sucesion finita p = (Zo, 21, - -+ , @)
de puntos de I',,e; conecta adecuadamente a (b, x)™~ con (c,y)~, si

(i) 2o = (b,x)~, 2, = (c,y)".
(ii) Existe una sucesién by, - ,b, € B tal que {z; 1, %;} C Jp,, i = 1,n.
Denotamos la coleccién de todas las sucesiones que conectan adecuadamente a (b, x)™

con (¢,y)~ como P((zfg)):

Como se observo en los comentarios previos a la definicion, 77((5 g))N # (). Adem4s, puesto
que {z;_1,%;} C Jy, podemos calcular dy, (z;_1,%;), ¢ = 1,n, e introducir la siguiente
definicién.

Definicién 23. Sean (b, )™, (¢,y)™~ € I'yer- Dado p € P((gg)):, se define su longitud como:

I(p) == Z dy (271, T;).

Observaciéon 2. Dados (b, z)~, (c,y)~, (d,z)~ € [per se cumple:

(i) p=(F0. 81 5) € PAT = p7 = (Fain, - ) € P
ylp)=1p~).
(ZZ) St b= ('/f(b T 7:fn> € P((g,g)): yq= (g07 T ,y:n> < P((Z’Z’j)):7 entonces

p\/q = ('f()?"' 7fn7g17"' ’y:n) € Pézj)):7
y l(pVaq) =Ip) +1q).

(111) Si (b,x)~ € Jp, (c,y)~ € J. y b # ¢, entonces cualquier p € 73((5;{)): debe contener
un vértice incidente en una arista que contiene a (b,x)~. Explicitamente, si p =
(Zo, -+, @), existe 0 < k <n ye € B tales que: {zo, -+ , @} C Je, pero xp1 & Je,
de modo que Ty es un vértice métrico incidente en J. (ver figura 2.1).

U3 b3 U3

x

v =2 b1 v
Figura 2.1: Una sucesién contenida en diferentes aristas, con e = b;.

Con estas observaciones estamos listos para introducir una métrica en I',;.
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Definicién 24. Se define la funcién dr : I'jer X T'ier — R como
dr((b,x)~, (¢, y)™) := inf {l(p) ‘ pe ng;g;:} , para (b,2)7,(¢,y)” € Dier

El siguiente paso ahora es probar que la funcion dr es una métrica en I',,.;. Para esto,
sera de utilidad el siguiente lema técnico.

Lema 2. Sean (b,z)~, (¢,y)~ € I'yer dos puntos distintos. Definamos

f:=min{d.((b,x)~,0)|e € B, 0 € Viper N Je, (b,x)~ € J. y 0 # (b,x)™}. (2.9)
(1) Si(b,x)~,(c,y)~ € Jy (i.e., pertenecen a la misma arista métrica), entonces:
dr((b, )™, (c,y)™) 2 min{B, dy((b, z)", (c,y)™)}. (2.10)
(11) Si (b,x)~ € Jy, (c,y)~ € J. y b# c, entonces
dr((b,z)~, (c,y)~) = B. (2.11)
Demostracion. Sea p = (2o, - ,2,) € P((,fi/)):
(i) Primero supongamos que existe una subsucesion (zy,, - ,Z,,) de p tal que: a7, =
(b,x)~, xn, = (b,y)~ v {ng, -+ ,Tn, } C Jp. Entonces:

1p) > D di 4. 0) > dol ()™, (b,2)).

Por otra parte, si tal subsucesién no existe, podemos tomar una subsucesion (xy,,, - -+ , T, )
de p tal que: ay,, = (b, )™, z,,. € V\{(b,x)~}, y la coleccién de puntos {xy,, -, Zn. } C
J., para alguna e € B. De este modo:

K
l(p) 2 Zdbi(xn:—1vx:u) > dE((bv x)Nv‘x?;K) > 0.
i=1

Definamos § como en (2.9), y notemos que por la hipdtesis 2 (ii), 4 se toma sobre una
cantidad finita de elementos, con lo cual estd bien definida, luego, de la desigualdad
anterior, se sigue que [(p) > f.

Combinando ambos casos se tiene que:

[(p) = min{B, dy((b,x)™, (c.y)™)}. Vp € P2

Entonces, tomando el infimo concluimos que:
dr((b, )7, (¢, y)™) = min{ 5, dy((b, )", (¢, y)™)}-

(ii) En este caso, por la observacién 2 (iii), existe un vértice métrico z de la sucesion,
y una arista e tales que: {Zg,- -+ , 2} C J. y @} # (b,x)~ . Luego:

k
p) =Y do (w1, 8) = de((b, %), )
=1

De esta desigualdad deducimos que: Vp € P((lfg)): {(p) = . Al tomar fnfimos con-
cluimos que dr((b, z)~, (c,y)~) = B > 0.
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Q.E.D.

Teorema 12. dr es una métrica en I',et.
Demostracion. Sean (b, x)~, (c,y)~, (d,2)~ € T'ner.
1. Para cada p € P(c’y)N I(p) = 0, con lo cual dr((b,z)~,(c,y)~) = 0. Ademds, como
= ((b,z)™) € 73’” y I(p') = 0, entonces dr((b,z)~, (b,z)™) = 0.
2. Por la observacién 2 (i):
de((bo) (ey)) = i {ip) |pe PG
— wtdip )‘pGP v}
— tf i) ‘ e Pl
= dr((c,y)™, (b,2)7)

3. Supongamos que (b, z)~ # (¢, y)~. Procedemos por casos:
Caso 1 b =c. Por el lema 2 (i), se tiene que

df‘((b’ x)N’ (bv y>N) > min{ﬁ7 db((b7 m>N7 (b’ y)N)}a
donde
/6 = min{de((bv x)N?ﬁ) | €c 87 0 € Vet N Je> (b7 x)w € Je y v 7& (b> x)N}

Por la hipdtesis 2, I' es conexo, de modo que el minimo se toma sobre un conjunto
finito de elementos positivos, con lo cual § > 0. Por otro lado, d, es una métrica en
Jy, con lo cual dy((b,x)™, (b,y)~) > 0, entonces dr((b, z)~, (b,y)~) > 0.

Caso 2 b # c. En este caso aplicamos el lema 2 (ii), de modo que dr((b, )™, (¢,y)™~) >
B,y de igual forma que en el caso anterior, 5 > 0. Asi, dr((b, z)~, (¢,y)~) > 0.

En conclusion dp((b x)”, (c y)“) =0 siy sélo si(b,z)~ = (c,y)".
4. Sean r € 73( 2) Cyqe Pl dz . Por la observacién 2 (ii), 7 V ¢ € P((bci/)): y
dr((b,2)~, (¢,y)™) <U(rVq) =1U(r) +Uq).
Luego:
dr((b,2), (e.y)™) = 1(r) < Uq). Vg € PEY.,

con lo que al tomar infimos se tiene:

dr((b, )™, (¢, y)™) = U(r) < dr((d,2)7, (c,y)").
Ahora notamos que también se cumple:
dr((b, ), (c,y)™) = dr((d, 2)™, (c,y)™) < U(r), VrePil,
y tomando el infimo tenemos que:
dF((ba x)N> (Ca y)N> - dF<<d7 Z)Na (Ca y)N) < dF(<b7 a:)Na (d> Z>N)'
sodr((b, )7, (e,y)™) < dr((b,2)7, (d, 2)7) +dr((d, 2)7, (¢, y)7).
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U3

L 4 L4
U1 (by, 1)~ by = 1[0,7] (by,6)~ V2

Figura 2.2: Un grafo que no esté encajado en R?

. dr es una métrica en I'),. Q.E.D.

Ahora que ya tenemos una métrica en nuestro espacio I',,.;, es importante analizar las
propiedades que cumple. Consideremos (b, z)~, (¢,y)~ € I';her v tales que b = ¢, entonces
p=((b,2)~, (c,y)~) € P((,f’i’))w, con lo cual,

db((b7 x>N7 (Ca y)N) > dr((b, x)wa (Ca y>N) (212)
No obstante, la desigualdad puede ser estricta, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Consideremos el grafo I' de la figura 2.2. Los puntos (b1, 1)~ y (b1, 6)™ tienen
la distancia usual dg, ((by,1)™, (b1,6)~) = 5.

Sin embargo, si tomamos la sucesién p = ((b1,1)~, vy, v3, 09, (b1,6)™) € 77((5117’?)):, la
cual esta marcada de color rojo en la figura 2.2, tenemos que [(p) = 4. De hecho,
dr((b1, 1), (b1,6)~) = 4.

La razén de esto es que el grafo I' no estd encajado en R% Recordemos que la
definicién formal de T,,.; seria:

Lot := ({01} x [0, 7]) U ({62} x [0, 1]) U ({bs} x [0,1])) / ~

donde ~ identifica los puntos (b, 0) ~ (b3, 0), (b3, 1) ~ (b2, 1),(b2,0) ~ (b1, 7). Por supues-
to [per & R?, v este “tridngulo”, no satisface la desigualdad triangular euclidea.

En lo que resta denotaremos:
Br(z,r) =19 € I'net | dr(Z,7) < r}.
Teorema 13. La topologia T es generada por la métrica dr.

Demostracion. Primero veamos que si U € 7, para cada £ € U existe € > 0 tal que
Br(z,¢) C U. Témese * € Uy b € B tal que & € J,. Entonces por la proposicién 8,
V = ¢, '(UNJ) es abierto en [0,£(b)] y x = ¢, ' (Z) € V, con lo cual existe ¢, > 0 tal
que:

B[(),g(b)}(x, Eb) cV.

Tomemos
€ =min{eg|beByze},
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B = min{dy(,9)|b € B, D € Vet N Sy, TE Jy y 0 # T}

y € = min{e*, f}. Veamos que con nuestra eleccién de €, By(Z,€) = Br(z,€) N Jp.

En efecto, si § € By(Z,¢€), por la desigualdad (2.12), dr(Z,9) < dp(Z,7) < €, luego
y € Br(Z,e) N Jy.

Reciprocamente, suponer que § € Br(Z,€) N J,, pero que dy(Z,7) = €, de modo que
T # 7. Por el lema 2 (i), se tiene que dr(Z,y) > min{f, dy(Z,7)}. Observemos que [ > e,
mientras que por hipdtesis, dy(Z,7) = €. Entonces dr(Z,9) > ¢, lo cual es una contradic-
cion.

De este modo concluimos que By(Z,€) = Br(z,€) N J,. Luego:

B[07g(b)}(90b_1(:i‘)7 6) cCV=> Bd(i’, 6) cUn Jb = BF<J~Z, 6) N Jb cUn Jb.

Ahora veamos que Br(Z,e) C U. Para esto consideramos dos casos:
Supongamos primero que T € Ve y veamos que: Br(Z,€) N J, = Br(Z,€). Sea § €
Br(z,¢) \ Jp. Como & y § pertenecen a aristas diferentes, del lema 2 (ii), se tiene que:

dF(‘%ag) > 5 2 €,
con lo cual y € Br(%,r). Entonces Br(Z,¢) = Br(z,e)NJ, CUNJ, CU.

Por otro lado, si T € Ver, veamos que Br(Z,€) = Uyep. Br(,€) N Jp. Sea § € Tper \
(UbeBi Jb). Nuevamente, por el lema 2 (ii), tenemos que:

dr(z,79) = B = «,

de modo que dr(Z, ) > €, con lo que § &€ Br(Z,€).

Ahora sélo resta ver que dados & € I'y,e; v € > 0, Br(Z, €) € 7r. Tomemos b € B tal que
Br(i,€) N J, # 0y veamos que @, ' (Br(Z,€) N J,) es abierto en [0, £(b)] (si la interseccién
fuera vacia, la afirmacion se cumpliria trivialmente).

Sea y € ¢, '(Br(&,€) N Jy), entonces dr (7, ¢y(y)) < €. Tomemos r = € — dr(, pu(y)) v
2 € Bpyw)(y, 7). Se tiene que:

dr (‘%7 Qpb(z))
(Desigualdad (2.12))

dr(Z, op(y)) + dr(es(y), es(2))
dr(Z, o5(y)) + do(06(y), @u(2))
dr (T, pp(y)) + |y — 2|

VAN | IV/ANW/AN

Ast, dr(Z,(2)) < €, ie., z € p, (Br(Z,€)NJy). Luego Bio ey (y,7) C ¢ (Br(Z,€) NJy).
Como esto ocurre para toda y € ¢, ' (Br(Z,€) N J,), se tiene que @, ' (Br(Z,€) N J,) es
abierto en [0, £(b)]. Puesto que b € B es arbitrario, concluimos que Br(Z,¢€) € 7r.

.. 71r es inducida por la métrica dr. Q.E.D.

Se ha construido un espacio métrico (I',,er, dr) a partir de los datos proporcionados
por la definicion del grafo métrico I', lo cual justifica el nombre de “métrico”.

Ahora analizaremos algunas propiedades que I',,,.; posee como espacio métrico. Para
evitar ciertos comportamientos “patolégicos”, se impondra la siguiente condicién estandar,
la cual es considera en algunos trabajos, por ejemplo [6].
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Hipdtesis 3. Las longitudes de todas las aristas estan acotadas uniformemente por abajo,
ie.

3y >0:VbeB Lo < L(b). (2.13)

Notemos que un grafo finito (i.e. con un nimero finito de vértices) satisface siempre
la hipdtesis 3. No obstante, nos permitird caracterizar ciertas propiedades para grafos
infinitos.

Teorema 14. Un grafo métrico es compacto si y solo si es finito.

Demostracion. [<] Supongamos que I' tiene s6lo un nimero finito de vértices. Entonces
s6lo hay un nimero finito de aristas by,--- ,b,, y ademas

Fmet = U ij-
j=1

Como J,, es homeomorfo al intervalo compacto [0, £(b;)], tenemos que .J,, es compacto,
para j = 1,n. Luego, [, es compacto (por ser union finita de compactos).

[=] Supdngase que I',,.; es compacto y que tiene un nimero infinito de vértices.
Entonces por el teorema de Bolzano-Weierstrass, la compacidad de I',,.; implica que V¢
contiene un punto de acumulaciéon. Sin embargo, por la hipdtesis 3, si ¢y es una cota
inferior para las longitudes de las aristas, dados ¥ # w vértices métricos

dr(0,w) = .
En efecto, si 0, pertenecen a J,, para alguna arista b, por el lema 2 (i) tenemos que:
dr(0,w) = min{p, dy(0,0)},
donde $ esta dada por (2.9). Sin embargo, como ¥ € V,,., 8 puede escribirse como:
f=min{d.(0,a)|e € Bsyuc,\{v}} > l.

Por su parte, d,(0,w) = £(b) = £y, con lo cual dr(0,a) > 4.
Por otro lado, si 9, w pertenecen a aristas diferentes, por el lema 2 (ii), se cumple que:
dr(0,w) = = {y. En cualquier caso, dp(0,w) = {p.

Asi, las bolas {Br (7, £)}sev,.., son disjuntas, con lo cual los vértices métricos forman
un conjunto de puntos aislados y no pueden tener un punto de acumulacion.

Esta contradicciéon nos lleva a que si I, es compacto, entonces sélo puede tener un
nimero finito de vértices.

Q.E.D.
Siguiendo a [6], se impondra la siguiente condicién de finitud a las bolas Br(z, 7).

Hipétesis 4 (Condicién de bolas finitas). Para cada & € I'y,; y 7 > 0, la bola Br(z, )
contiene s6lo un numero finito de vértices métricos.
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Como consecuencia, se tiene que cada bola centrada en un vertice Br(v,r), esta con-
tenida en una unién finita de aristas métricos: Br(v,r) C Uj_; /i,
Con esta hipotesis podemos probar la completitud de nuestro grafo métrico

Proposicién 10. (T, dr) es un espacio métrico completo.

Demostracion. Sea {7} C I'jer una sucesion de Cauchy. Tomando € = ¢ tenemos que
existe un N > 0 tal que
n,m = N = dp(T,, Tm) <

Asi, la cola {7, }72 v, de la sucesién esta contenida en la bola Br(zy1, /).

Por la hipétesis 4, Br(xyi1,f) C Uj‘il Jy;, para algunas aristas by,---,by. Por el
teorema 14, esta union finita de aristas métricos es compacta, con lo cual es completa
y al ser la cola {7, }72 y.; una sucesién de Cauchy, debe converger a un punto de & €

M
Uj:l ij C et
Como la cola converge a Z, la sucesion original también debe converger a éste punto.

Luego, I'},e; es completo.
Q.E.D.

2.2. Funciones continuas sobre grafos métricos

Una vez estudiadas las propiedades métricas del grafo I',,.;, nuestro interés se centra
en las funciones continuas definidas sobre este espacio. A diferencia de ciertas areas de
la matematica discreta, donde las funciones sobre I' estan definidas sobre los vértices,
f 'V — C, en este trabajo se estudiaran funciones definidas sobre el grafo métrico
subyacente I',,;. Asi, cuando se hable de una funcion continua sobre el grafo I', nos
referimos a una funcién f : '), — C, continua en la topologia del espacio I';,¢;.

Como se menciono en la seccién anterior, las aristas métricas .J, definen la topologia
en 'y, con lo cual la continuidad estara completamente determinada en cada una de
estas aristas.

Teorema 15. Una funcion [ : ['yee — C es continua si y solo si, para cada b € B, la
composicion f‘Jb oy 1 [0,4(b)] — C es continua.

Demostracion. [=] Supongamos que f : I',,e; — C es continua. Entonces para cada arista
b la restriccién f| 5, € continua en J,. Luego, como ¢ : [0,£4(b)] — C es continua, se tiene

que f‘Jb oy : [0,£(b)] = C es continua.

[«<] Supdngase ahora que para cada b € B la composicion f ‘ 7, O % €8 continua. Sea
U abierto en C, entonces se cumple:
1

o (FFHU)N ) = (f}Jb o %)_ (U) € mo.em);

pues f } J, ©¥b s continua. Como esto ocurre para cada b € B, por la proposicién 8 se
sigue que f~Y(U) € 1, luego f es continua. Q.E.D.
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Con base en este resultado introducimos la siguiente notacién: para una funciéon f :
[het — C, definimos la familia de funciones (fb :[0,4(b)] — C)pec dada por fb = f‘Jbo%.
Entonces, el teorema 15 nos dice que f es continua en I',,., si y sélo si cada elemento de
la familia ( fb)beg es continua.

De este modo, hemos reducido el problema de estudiar la continuidad de una fun-
cién en el grafo I', al andlisis de ciertas funciones definidas en la familia de intervalos
{10, £(b)]}res. Esta es una técnica estandar en el estudio de la teorfa de los grafos cudnti-
cos, vy se aplica no solo a continuidad, sino también a integrabilidad y diferenciabilidad,
como veremos mas adelante.

Ahora nos interesa analizar el problema inverso: dada una familia ( fb)beg de funciones
continuas definida en la familia de intervalos {[0, £(b)]}pes, {Cudndo definen una funcién
continua en todo el grafo I',,;?

Primero, notemos que para cada b € B, la funcién “levantada” a la arista J, dada por
fy = fpo %—1 . J, — C es continua. La relacién entre las funciones f, y las “levantadas” f;
puede verse en el siguiente diagrama:

Jp
1 1 fb
b | @y >
0, (b)) L~

No obstante, a pesar de que una familia (f,)pes € [Les Cl4®)] de funciones continuas
define en efecto, una familia de funciones continuas en las aristas métricas, no necesa-
riamente define una funcién en todo el grafo. En efecto, para poder extender la familia
levantada (fy)pep éstas tienen que estar bien definidas en los vértices.

Explicitamente esto quiere decir que, dado v € V y v~ su correspondiente vértice
métrico en I'y,e; (notemos que la funcién I : T'y,ep — V U B es inyectiva en Ve, con lo
cual V' y Ve son equipotentes) se debe cumplir:

v e ,NJ = fb(UN) = fC(UN).
Esto nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién 25. Sean v € V , v~ su correspondiente vértice métricoen I'y,er v g = (gb)pen €
[T,e5 CO“®) una familia de funciones continuas . Se define el valor de la familia g en
v, como la coleccién

9(v) = (g " (V7)) eee, (2.14)
Diremos que g satisface la condicién de continuidad en v, si
Vb,c € By gyl (v7)) = gelps (v7). (2.15)

Por la hipétesis 2 (ii), g(v) € C% es un vector finito, y la definicién de continuidad en
v simplemente quiere decir que todas las componentes de este vector son iguales. De he-
cho, si B, = {by,- - ,ba,}, entonces g(v) = (gs, (¢, (V™)) , Goa, (gpb_di (v™))). Bajo estas
condiciones, podemos garantizar que las familias de funciones continuas que satisfagan la
“condicion de continuidad” en cada vértice, definen funciones continuas en todo el grafo
métrico. Para probar esto, requerimos el siguiente lema, bien conocido de topologia y que
puede encontrarse, por ejemplo, en [27, cap. 2]
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Lema 3. /27, pdg 108] Sean (X,7) e (Y,0) e.t. y A, B C X conjuntos cerrados tales que
X=AUByANB#0. Sean f : A =Y yg: B — Y funciones continuas en A y
B respectivamente y tales que f(x) = g(z) para cada © € AN B. Entonces la funcion

h:X —Y dada por:
iy {F@) siwe A
g(r), sixeB

esta bien definida y es continua en X.
Se tiene entonces el siguiente teorema:

Teorema 16 (Condicién de continuidad). Sea f = (fy)ses € [[yez CO) una familia
de funciones continuas que en cada vértice satisface la condicion de continuidad (2.15).
Entonces la funcion [ : T — C dada por:

f((b, x)N) = (fb © 901;1) ((b7 I)N)7 St (bv I>N € Jb7 (216)
estd bien definida y es continua en todo 'y,

Demostracion. Para cada b € B definamos fb = fpo cpl:l. Entonces cada fb es continua
en Jy, v se define ) X
F(b,2)~) = fo((byz)™), si(b,x)~ € Jp.

Claramente f esta bien definida y es continua en (UbeB Jb) \ Vinet- Ahora, sea v™ € Ve
y b,c € B,. Por la condicién de continuidad (2.15), se tiene que fb(vN) = fc(vw), con lo
cual f estd bien definida en v™. Por otra parte, fb es continua en Jj, fc es continua en J,
y ambas coinciden en J, N J, = {v™}, luego por el lema 3, f es continua en J, U J,, en
particular es continua en v™.

Como esto ocurre para cada vértice métrico v™, tenemos que f es continua en todo
[et

Q.E.D.

2.3. Funciones medibles e integrables

Ahora que hemos caracterizado a las funciones continuas en I',,,.;, y reducido el proble-
ma a considerar familias de funciones continuas en intervalos, que satisfagan la condicion
de continuidad en los vértices, nos enfocamos en desarrollar la teoria de integracion sobre
grafos métricos.

Para esto es necesario construir una o-algebra y una medida que, restringidas a cada
arista métrico, sean similares a la o-algebra y la medida de Lebesgue en cada intervalo
[0, £(b)]. De nueva cuenta, las proyecciones candnicas {pp }pep jugaran un papel importante
en la construccién de esta o-algebra.

Definicién 26. La o-algebra canénica sobre I',,.; estd dada por
Lr={U CTpu| V0B o, (UNJ) € Ligury} (2.17)

donde Lo ¢ es la o-algebra de Lebesgue en [0, £(b)].
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La demostracion de que en efecto Lr es una o-algebra, es similar a las pruebas de
las proposiciones 5 y 8 (de hecho, Lr es la o-dlgebra mas grande que hace medibles a la
familia de proyecciones canénicas {@p tpes)-

Por supuesto, se puede definir una o-dlgebra en cada arista métrica como:

Lb = {U C Jb | QO;I(U) € E{Qg(b)]} . (218)
y en este caso:
£FI{UCFmet|Vb€B UﬂJb€£b}

Esta ultima caracterizacion es de particular importancia, pues nos permite definir una
medida en nuestro grafo. Primero, se define una medida en cada arista métrica J, de la
siguiente manera:

w(U) == Xy, '(U)), para U € Ly, (2.19)

Aqui, X es la medida de Lebesgue en R.

De hecho, la férmula (2.19) es en realidad un procedimiento estdndar para dotar de
una medida a un conjunto, por medio de una funcién medible con un espacio de medida.
Explicitamente esto quiere decir que si (X, F, i) es un espacio de medida, S un conjunto
y ¢ : X — S un funcién , uno puede definir una o-dlgebra en S de la siguiente manera:
S:={U cC S|¢7'(U) € F}. De este modo, ¢ es medible con respecto a las o’s &lgebras
F,S y se define una medida en S como: n(U) = u(¢p~1(U)), para U € S.

Esta técnica es comtn en la teoria de probabilidades y los detalles pueden ser encon-
trados en [11]. Una de las principales propiedades es la caracterizacién de las funciones
medibles y las integrables.

Teorema 17. [11, pdg 314] Sea (X, F, ) un espacio de medida y f : X — S. Definase
S={UcS|¢7'(U)e F} yn(U) =pul¢~"(U)), para U € S.

(1) (S,S8,n) es un espacio medible y ¢ es (p,n)-medible.
(i) Una funcion f: S — C es n-medible si y sdlo si fo¢: X — C es u-medible.
(iii) f € LY(S,8,n) siy sélo si fode LYX,F,u), en cuyo caso:

/Sfdnz/Xfocbdu-

Corolario 2. Para cada b € B se cumple:
(1) (Jo, Lo, 1) €s un espacio medible y oy es (Lo ewy), Lo)-medible.
(ii) Una funcion f: J, = C es Ly-medible si y solo si f o gy es Lyowy-medible.

(iii) f € L'(Jy, Lo, ) sty solo si f oy € L([0,€()], Loewy A) ¥

¢(b)
Jp 0

Por simplicidad denotaremos [ 7y fdpy, =: [, fduy,. Ahora procedemos a extender las
medidas p, a todo el grafo.
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Definicién 27. La medida de Lebesgue en el grafo I',,.; se define como:

U):= Z,ub(U NJy), paraU € Lr. (2.21)
beB

Como U € Ly, entonces UNJ, € Ly y p1p(U N Jp) estd bien definida. La férmula (2.21)
se basa en el hecho de que U = (J,.5(U N Jp) y en que cada vértice métrico v~ € J,
tiene medida nula p,(v~) = 0. Como cada sumando en el miembro derecho de (2.21) es
no negativo, esta suma esté bien definida y de hecho es una suma numerable (pues B es
numerable), aunque puede ser igual a +oo.

Proposicién 11. La funcién ur : Lr — [0,+00] definida por (2.21) es una medida
completa.

Demostracion. Primero veamos que pur es medida.

Lopr(0) =g (DN Jy) = 5 t6(0) = 0 (pues p, es medida para cada b € B.

2. Sea {U,}5°, C Lr una coleccién disjunta, se tiene que:

() = 5 ((8) )

AT

beB
(Cada pup es medida) = Z Z wy (Uy, N )

beB n=0
oo

(B es numerable y los sumandos no negativos) = Z Z wn(Un N )
n=0 beB

= > ur(U
n=0

Entonces ur es una medida. Para ver que es completa, sea N € Lr tal que pr(N) =0
y tomemos F' C N. Por definicién de pur tenemos que uy(N N J,) = 0 para toda b € B.
Notemos que FN.J, C NNJ, y que por ser ¢y biyectiva, se tiene o, ' (FNJy) C o (NNJ),
ademas:

My {(N N ) & (NN Jy) = 0“5 Ny Y(F N ) = 0.

Entonces u,(F N Jy) := M, ' (F N Jy)) = 0, para cada b € B, luego
=> m(FN.J) =0,
beB

esto para cada ' C N.
.. pur es una medida completa. Q.E.D.

Ahora veamos una caracterizacion de las funciones medibles e integrables con base en
las inyecciones candnicas {®p }pes-
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Teorema 18. Una funcion f : [0 — C es up-medible st y solo si, para cada b €
B, f|Jb o ¢y es \-medible. Mds atin, f € LT pet, Lr,pr) si y solo si, para cada b €

B, f‘Jb oy € LH([0,£(D)], Liowys A) y se cumple la condicidn:

E;/ [f], © @pldA < +oo, (2.22)

beB
e€n cuyo caso
£(b)
[ =Y / 7], o uldx (2.23)
beB

Demostracion. La demostracion para la medibilidad es andloga a la del teorema 15 para
la continuidad. Para la integrabilidad, denotamos para cada b € B, la correspondiente
arista métrica abierta por J; (que es la arista Jj, sin sus vértices extremos).

Observemos que Iy, = (HjbeB Jbo) W Vinet, ¥ que para © € V, vy b € B, se tiene que
ty(0) = 0, luego:

Vi) = 3 1V 0.5 = 3 (mo({00)}) + m({0))}) = 0

beB beB

/ Fldpe = / Fldur
r Wyes I

veB

= Z/ | fldpr

veB ¥ Iy

(o)t =0) = 3 / 1], ldur

beB

Asi, Ve €s nulo, con lo cual:

Ahora, utilizando la férmula (2.20) tenemos:
0
[ taue =3 [ 181, 0 lan
beB

De este modo, f € Ll(Fmet,LF,up) si y sélo si, para cada b € B, f‘Jb o, €
LY([0,€(b)], Loy, A) ¥ se cumple la formula (2.22). Q.E.D.

Una consecuencia importante es la siguiente: consideremos una coleccion de funciones

9 = (9o)veB € [1pes L0, £(b)] (a partir de aqui denotaremos L*[0, £(b)] := L' ([0, £(D)], Lo,e)

tales que satisfacen la condicién ), f(f(b) |gp(x)|dx < oo (de igual forma, denotaremos
dx = d\). Definimos la familia auxiliar g* = (g} )pes dada por:

g(z), si0<z< (D)
g9, (z) = {07 si e {0,4(b)},

de tal forma que fo lgp(z)|dz = fo lg;(x)|dz y g* cumpla la condicién de continuidad
en los vértices (2.15). Entonces ¢ define una funcién en I' dada por:

g((b,2)7) = (g5 00, ") ((b,2)™),  para (b,2)™ € J;.

33

1, A)



Luego, por la condicién (2.22) del teorema 18, g € L'(Tnet, L1, pir)- De este modo, el
problema de integrar sobre I',,.; se reduce a considerar familias de funciones integrables
en los intervalos [0, £(b)] que satisfagan la condicién de finitud (2.22).

2.4. Diferenciacion en grafos métricos

El dltimo tema que falta por analizar es el de las funciones diferenciables. Como es
de esperar, esto se hard via las inyecciones canénicas {pp}ees. Por ello, empezaremos
definiendo el concepto para aristas métricos.

Definicién 28. Una funcién f : Ty, — C se dice que es de clase C* en J, (denotado
f € CY(Jp)), si la funcién f‘Jb o @y € C0,£(b)], en cuyo caso se define la derivada de f
en el punto (b, z)~ € Jj, como:

P2 = e (5, 0 0u(a)

. 2.24
z=p, (b)) ( )

Nota. En la férmula (2.24), cuando (b, z)™ es un vértice métrico, se toma la derivada por
la derecha (si o, *((b,2)™) = 0) 6 por la izquierda (si p, *((b,z)~) = £(b)) de f’Jb o Vp.

Ahora el problema es como definir una funcion diferenciable en todo el grafo I'. Por
supuesto, se puede decir que una funcién f : I',,.; — C es diferenciable (o incluso de
clase C1) en T'yuer \ Vinet, si para toda b € B la composicién f‘Jb oy : [0,(b)] = C es
diferenciable (clase C') en (0, £(b)).

Podemos ver entonces que el problema se encuentra en los vértices, pues la “derivada” f’
podria no ser una funcién. (De hecho, algunas veces los vértices son considerados como
“singularidades”, y I',,¢; se considera como una “variedad singular”).

Ejemplo 2. Considere el grafo I' = ({vy, ve, v3}, {b1,b2}), cuyas aristas tienen longitud
0(by) = (by) = 1 y estan dirigidas del vértice v; a los vértices vy, v3, como se aprecia en
la figura 2.3.

Consideremos el par de funciones f = (cos(z), 1 + x) definidas ambas para x € [0, 1].
Notamos que ambas funciones coinciden en = = 0, con lo cual el par f satisface la condicion
de continuidad en v;. Entonces, por el teorema 16, f define una funcion f continua en
[pnet- Ademés, como cada componente es de clase C! en [0, 1], la funcién f es de clase C*!
en Jy, v Ji,, y ademéds en I'yer \ {07, 0o, U3}

No obstante, notemos que la “derivada” f’ = (—sin(z), 1) no satisface la condicién de
continuidad en vy, pues f’(v1) = (0,1). Entonces f’ no define una funcién en todo I'ye.

.. Cémo resolver el problema con f’? Una primera opcién seria imponer en la definicion
que f’ satisfaga la condicion de continuidad en cada vértice, y este procedimiento se puede
hacer con las derivadas de orden superior. Sin embargo, en la practica surge la necesidad de
considerar familias de funciones cuyas derivadas no necesariamente satisfagan la condicion
de continuidad en los vértices, sino otro tipo de condiciones.

Tales condiciones surgen cuando se consideran ecuaciones diferenciales sobre I'y,.;. Un
problema tipico podria ser, encontrar una familia de funciones f = (f;)pes, tal que defina
una funcién de clase C? en T'pes \ Viner v que satisfaga:
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Figura 2.3: Grafo con 3 vértices
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Figura 2.4: Derivadas direccionales en un punto.

1. f”b — qofy = 0, en cada b € B, donde ¢ = (gp) es una familia de funciones dada.
2. [’ satisface alguna condicion de frontera en los vértices.

Una de tales condiciones consiste en generalizar el siguiente hecho para las funciones
definidas en algtin intervalo I C R: dada una funcién f € C*(I) y un punto zy € I, las
derivadas direccionales de f en xq siempre satisfacen:

— —
f (o) + f (z0) = —f'(z0) + f'(z0) =0

(esto se ilustra en la figura 2.4).

Ahora, si tomamos un vértice v y consideramos las aristas adyacente by, --- , by con
diferentes direcciones, podemos tomar la derivada de cada funcién fi,-- -, f; (definidas en
los intervalos [0, £(b;)], i = 1,d) en el punto v como su derivada direccional. Por ejemplo, si
v es el vértice inicial de b;, podemos tomar f; (v) := f'(0) (ya que v corresponde con la clase
(b;,0)~ € I'yer). Por otro lado, si v es el vértice terminal de b; (v corresponde a (b;, £(b;))~),
ajustamos la derivada en la “direccién de salida”de v, i.e., f; (v) := —f; (£(b;)). Entonces,
de forma analoga al caso de un intervalo, se esperaria que:

d

> fw)=o.

i=1

Esta condicion recibe el nombre de condicion de Kirchhoff. En la siguiente seccién estu-
diaremos éste y otros tipos de condiciones en los vértices.
Comentarios y observaciones

Nuestra definicién de grafo métrico estd basada en la de [6, 20, 28, 5]. En algunos
trabajos se suele prescindir de la funcién de longitud, requiriendo solamente al conjunto
de vértices V, una coleccién de intervalos Z = {[0, b;] }icr v el par de funciones o,t : [ — V.
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Este enfoque puede ser encontrado en los trabajos [10, 25].

La construccién del espacio T'y,e, se basa en las ideas presentadas en [28]. Cabe re-
calcar que existen diversas formas de definir al conjunto I'y,.;: por ejemplo, en [25] sélo
se utiliza el coproducto de los intervalos {[0, ¢(b)]}res, ¥ €l conjunto {b} x [0, ¢(b)] se une
con sus correspondientes vértices {o(b),t(b)} para formar un conjunto similar a las aristas
métricas J, que se trabajaron en esta seccion.

La definicién de la métrica dr es similar a la presentada en [25]. Otras definiciones
emplean sucesiones de vértices que conectan los puntos Z, 3 cuya distancia serd calculada
(véase [28]), o bien, se utiliza cualquier curva que conecta ambos puntos (ver [23]). Por
supuesto, el célculo efectivo de la distancia dr(Z,§) para grafos finitos puede hacerse em-
pleando, por ejemplo, el conocido algoritmo de Dijkstra.

Por tltimo, cabe mencionar que en ocasiones se suele prescindir del espacio I',,; sub-
yacente, y se trabaja tnicamente con familias de funciones definidas en los intervalos
{[0,2(b)]}res que cumplan por ejemplo, con las condiciones de continuidad. También en
muchos problemas practicos se consideran grafos I',,,.; C R", y se emplea la métrica indu-
cida (ver [22, 3]).
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3

Operadores diferenciales sobre grafos
métricos

El corazén de las matematicas
son sus propios problemas.

Paul Halmos (1916—2006)

Sea I' = (V, B) un grafo métrico, equipado con su funciéon de longitud ¢ : B — [0, +00).
En el capitulo anterior construimos el espacio métrico subyacente I',,,; y demostramos que
el andlisis de cualquier funcién continua o integrable f : I',,.; — C puede ser reducido
al estudio de familias de funciones (f;)pes definidas cada una en el intervalo [0, £(b)]
correspondiente.

El desarrollo de la teoria de ecuaciones diferenciales sobre grafos se reducira entonces al
andlisis de ciertos operadores definidos sobre espacios de familias de funciones (f;)pes que
puedan ser “levantadas” a funciones “legitimas”. Para esto, a continuacion se introducen
algunos espacios de familias de funciones.

3.1. Sumas directas externas y espacios de familias
de funciones

Definicién 29. Sea {7 };c; una familia de espacios de Hilbert complejos. Se define la
suma directa (externa) de {74 },c; como la coleccién:

P = {(xi)m I EADMEA RS —i—oo}, (3.1)

icl i€l i€l

donde la suma y el producto por escalar para dos elementos (z;), (y;) € @;erH; esta
definida como:
alxy) + (y;) = (ax; +y;), «a€C, (3.2)
el producto interno esta definido por:
<(xl)7 (yl)>®z61}f§ = Z(xlv yl>l (33)

el
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y la norma de (z;) se define como:

()

1/2
[ES (Z ||l°z||2) : (3.4)

el

Cabe recalcar que en las formulas (3.3) y (3.4), (-,-); ¥ ||-||; detonan , respectivamente,
el producto interno y la norma en .7Z;. Por simplicidad denotaremos ¢ = @®;c1.7;.

Teorema 19. Sea F = ®;c;7. Entonces F es un espacio de Hilbert con el producto
interno (3.3) y la norma inducida (3.4).

Demostracion. Es claro que con la suma y el producto por escalar (3.2) H es un espacio
vectorial complejo. Ahora, sean (x;),(y;) € 5 y J C I finito. Por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz se tiene que:

1/2 1/2
> Kawiyidil <D llwillillyall < (ZH%H?) (ZH%H?) < (@) [le

ieJ ieJ icJ iceJ

Como esto ocurre para cualquier J C [ finito, se cumple

> s, i)l = sup {Z (i, i)l

el i€

J C I finito } < o)Lzl ()l < 400

Se sigue entonces que sélo existe una cantidad numerable de sumandos (x;, y;); # 0,
con lo cual ((z;), (¥;))r = Y ;e (®i, yi)i puede ser escrita como una serie absolutamente
convergente de dichos elementos no cero. Asi, (3.3) estd bien definido y es sencillo verificar
que cumple las propiedades de un producto interno, ademaés de que

(), (@))or = D (xsxs)i = Y Naillf = (@) 3,

el i€l

con lo cual la norma (3.4) es inducida por el producto interno (3.3).

Ahora sea {(x,gn))};’fzo una sucesion de Cauchy en 7. Dado € > 0 existe N € N tal
que:

(") — (2™

1/2
# = (anﬁ’” —x§m>|r%> <e Vmn>=N.

el

Esto implica que para cada i € I, Hg:f"’ — H <€, Ym,n = N, con lo cual {.73 }20:0 C
¢, es una sucesion de Cauchy, y al ser %” un espacio de Hilbert, existe & € 7 tal que
azzn) — &, n — 00 en J.

Definamos entonces £ = (§;) y veamos que £ € . Para esto, tomese J C I finito,
entonces:

Vn,m > N Z 2™ — 2™||? < €, y haciendo tender m — oo se tiene que
icJ
nzN Y |l -6l <
ieJ
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Como esto ocurre para todo J C I finito, se sigue que:
n>N Y|l -l <
iel
En particular se tiene que (x<N+1)) — (&) € A, con lo cual (&) = (z NH)) _

@) — (6)] € |

Finalmente, la condicion

V=N Y[l -] < e

icJ
puede ser re-escrita como

Vo> N | — (&)]% < &

esto es, que (chn)) — (&),n — o0 en S, con lo cual se concluye que S es un espacio de
Hilbert. Q.E.D.

Ahora veamos algunas propiedades importantes sobre las sumas directas de espacios
de Hilbert.

Proposicién 12. Suponga que { D;}icr es una coleccion de subespacios densos en {H, }icr,
i.e., Vi€ I, D; = . Entonces el subespacio

9 = {(di)eHDi

il

aJ C I finito: Vi & Jd; = 0} (3.5)

es denso en la suma directa F€ .

Demostracion. Sean (x;) € J y € > 0, entonces existe J C [ finito no vacio tal que

E2
Zie[\J [EA S S (pues > ic; [|2]|7 < 00).
Sea N = #.J. Por hipétesis, para cada ¢ € J existe d; € J tal que ||z; — d;||; < ﬁ

Definamos ahora (d;) € Z como:

0, otro caso.

CZZ» — {dz, sic € J,

Se tiene que:

6
10— @l = e =l = S =+ 3l < N+ S =

i€l ieJ i€I\J

Asi, para cualesquiera (z;) € S y e > 0, existe (d;) € 2 tal que ||(z;) — (d;)||ln < €
g7 = Q.E.D.

Corolario 3. Si {7 }ic; es una familia contable de espacios de Hilbert separables, en-
tonces su suma directa € = ;e es separable.
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Demostracion. Para cada ¢ € I, sea D; un subconjunto denso numerable en 7 y defi-
namos Z a partir de {D;};,c; como en (3.5). Por hipétesis, el conjunto de indices I es
contable. Tomando I = {i,}*!, una enumeracién de I, el conjunto 2 es equipotente con
la coleccién

#1 #1
U {(xn) € HDZ-R x, =0, paran > m} ,
m=1 n=1

la cual claramente es contable, por lo cual & también lo es, y por la proposicién anterior
este conjunto es denso en 7, de modo que la suma directa es separable. Q.E.D.

Ahora consideramos algunos aspectos sobre los operadores que actuan sobre las sumas
directas. Si (A4; : Z(A;) C A — H)icr es una coleccién de operadores (no necesaria-
mente acotados), entonces se puede definir la “suma directa '”de tales operadores como
el operador A : Y(A) C H# — H con dominio Z(A) = B,e1Z(A;) y cuya accidén esta
dada por

Alxy) == (Amy), (x;) € .

(Por supuesto, podria definirse el operador A sobre un dominio mas restringido). Un
caso importante es cuando el conjunto de indices I es finito, porque entonces el operador
suma directa preserva muchas propiedades de los operadores involucrados. El siguiente
lema establece algunas de estas propiedades.

Lema 4. Sean {J€}}_, espacios de Hilbert complejos y 7 = @} ;. Sean A; € K(H5),1 =
1,n. Entonces el operador suma directa A = @7 A; € K(H).

Demostracién. Sea {(z{™, -+ z{™)

}>*_, C J una sucesién acotada. Entonces, para
cada i = 1, n, la sucesién {z\™ },n_o C S es acotada.

Tomemos ¢ = 1, como A; es compacto, existe una subsucesién {xg’”k)},;“;o tal que
{Az{™) = converge en .

Ahora, consideramos la subsucesién {xém’“)}zo 0 C {xém)}m o, la cual es acotada y co-
mo A, es compacto, existe una subsucesion {xé '“2)},62 o C {x2 ")}k 0 tal que {A2x2 2)}2‘;:0
converge en .#%. Més alin, notemos que {Alxl k2)}k o C {Alx }k:07 con lo cual

(miy) ‘s
{A1z) 710, también converge en 4.
Continuando este proceso diagonal hasta ¢ = n, obtenemos una subsucesion

{2 x(mj)) °, tal que {A;z; ’)} ©, converge en %, i = 1,n, y por ende son

T

sucesiones de Cauchy
Entonces:

copma)y = A s gy = M) _ Al |2

]}flinoo“A( » L, ! ) A(:Ul ) » L, » )ij - ]LILHOOZHA*% ! z Hz

= lim HAme) Az{™)||12

J,k—o00
(Por ser cada sumando suc. de Cauchy) = 0

'En realidad esta definicién de suma directa de operadores no es estandar, y puede variar dependiendo
de las propiedades de los operadores A;
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’ .z mg ms
Asi, la sucesién {A(:c§ D2l j)) 2o es de Cauchy en S, el cual es completo
con lo cual dicha sucesién converge. Entonces toda sucesién acotada es transformada por

A en una sucesion que contiene una subsucesion convergente, luego A es compacto en

H. Q.E.D.

Nota. Hasta el momento hemos considerado la suma directa externa de espacios de Hil-
bert, y los hemos dotado de un producto interno con el cual se convierte también en
un espacio de Hilbert. Sin embargo, es posible definir el concepto de suma directa para
espacios de Banach.

Sea {X;}ier una coleccion de espacios de Banach complejos, se define su suma directa
externa como:

X = @Xi = {(xz) € HXi sup ||z;||; < —I—oo} . (3.6)
iel icl i€l
El espacio X con la norma
1(@3) lier == sup [lzilli,  (z:) € X, (3.7)

el

es un espacio de Banach (la prueba es similar a la del caso para espacios de Hilbert). Es
importante mencionar que la norma (3.7) no es la unica que se puede definir en X, de
hecho también se puede emplear la norma (3.4), pero ésta no necesariamente provendra
de un producto interno. Por supuesto, ambas normas produciran en general, espacios
normados diferentes (aunque si el conjunto de indices [ es finito seran equivalentes).

Es necesario establecer bajo que contexto se definirdan las sumas directas. Cuando se
hable de suma directa de espacios de Hilbert, se empleard la norma (3.4), y cuando se
trabaje con espacios de Banach, la norma a utilizar sera (3.7).

Ahora procedemos a definir los “espacios de funciones”sobre nuestros grafos métricos.

Definicién 30. Sea I' = (V, B) un grafo métrico con funcién de longitud ¢ : B — [0, +00).
Se definen los siguientes espacios de familias de funciones:

(i) El espacio L*(T") como:
L*(T) == D L?[0, ¢(b)]. (3.8)

beB
(ii) El espacio L>*(I") como:

L®(T) :== P L=[0, £(b)). (3.9)

beB

(iii) El espacio de Sobolev de orden k € N como:

HH(T) == @5 H*0, £(b)). (3.10)

beB

Observaciéon 3. De la definicion anterior se deducen los siguientes hechos:
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(i) Elespacio L°(I") es un espacio de Banach con la norma || f || Loy := subyeg || fol| 2o [0,e00)]

para f = (f,) € L>®°(T), mientras que los espacios L*(T") y de Sobolev H*(I') son de
Hilbert, con la norma y producto interno

1/2 )
1l 22y == (Z”fbniqo,e(b)]) , (L 9rer) = Z/ fo(@)gy(x)dz, (3.11)

beB beB

para f = (fb)vg = (gb) € LQ(F)a ()

1/2 K 1/2
[l geqry = (Z ”ub“ilk’(o,é(b))) = (ZZ HUI(JJ)H%Z[O,E(Z))]) J (3.12)

beB beB j=1

{u, v) gy == Z(Ub,vb HE(0,6(b) ZZ/ x)dx (3.13)

beB beB j=1
para u = (u),v = (v,) € H¥T).
(i) Para cada b € B, los espacios L2[0, (b)] y H*(0,¢(b)) son separables (véase [7, cap]),

y como B es a lo mds numerable, se sigue del corolario 3 que L*(T') y H*(T') son
separables.

Notemos que si f = (f,) € L2(T'), entonces define una clase f € L2(Tper, Lr, ur) bien
definida casi en todo I', como se pudo ver en el capitulo anterior. De hecho, por el teorema
18, los espacios L*(T") y L*(Tpnet, L, pr) son isométricos.

Para el caso de los espacios de Sobolev se necesitan algunas consideraciones previas.
A partir de aqui consideraremos el caso k = 2. Asi, tomese u = (u,) € H?*(T'). Para cada
b € B, los teoremas de encaje de Sobolev establecen que H?(0,£(b)) < C1[0,£(b)], de
manera que cada clase u, € H?(0,£4(b)) admite un tnico representante continuo (véase
[7], teorema 8.8), de este modo, supondremos que u, € C'[0,¢(b)] (aunque su segunda
derivada podria existir s6lo en el sentido distribucional). Definimos entonces:

up(0) := lim up(z), wp(€(b)):= lim wuy(z),

xz—0t x—€(b)~
y los valores de la primera derivada:

up(0) := lm uy(x), up(€(b)) = lm wuy(z).

xz—0t x—€(b)~
Procedemos entonces a definir los valores de u en los vértices.
Definicién 31. Sean u € H*(T') y v € V.

(i) Para cada b € B, se define el valor de w;, en el vértice v como:

) up(0), si v = o(b),
up(0) = {ub(e(b)), siv = t(b), (3.14)

y el valor de la familia u en v como el vector:
u(v) == (up(v))pes, € C™. (3.15)
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Figura 3.1: Grafo estrella con las aristas dirigidas hacia los vértices periféricos

(ii) Para cada b € B, se define la derivada de w;, en el vértice v como:

oy ) up(0), si v =o(b),
uy(v) = {—ug(é(b)), v —tb) (3.16)

y la derivada de la familia u en v como el vector:

' (v) == (uj(v))pen, € C™. (3.17)

(iii) Diremos que la familia u satisface la condicidn de continuidad en v (o simplemente
que es continua en v), si:

Vb,c € B, wuy(v) = uc(v),
en cuyo caso este valor comin se denota simplemente u(v).

(iv) Decimos que u satisface las condiciones de Neumann -Kirchhoff (abreviado
N-K) en v, si u es continua en v y satisface la siguiente condicion de conservacion

de corriente:
> uy(v) =0. (3.18)
beB,

Ejemplo 3. Consideremos un grafo estrella I" con 4 vértices periféricos y 1 vértice central.
Supongamos que las aristas estan dirigidas del vértice central a los vértices periféricos,
como puede verse en la figura 3.1.
Denotemos ¢; = ((b;), i = 1,4. Los espacios L*(T") y H*(T') son colecciones de 4-tuples

u = (uy, Uz, ug, uy) tales que u; € L2[0,4,], i = 1,4 siu € L3(T), y u; € H*(0,4;), i =1,4
en caso de que u € H*(T'). Un ejemplo tipico de una de tales 4-tuples serfa f = (cos(z), x?+
1,0,e%) € H*(T).

La condicién de continuidad para el grafo I' en cada vértice estda dada de la siguiente
manera: para los vértices periféricos no hay necesidad de dicha condicion, mientras que
para el vértice central seria

uy(01) = ua(ly) = ug(ls) = ug(ly).
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Por otra parte, la condicién de Kirchoff en los vértices periféricos esta dada por
—u;(4;) =0,
mientras que en el vértice central es
u7(0) + u5(0) + u5(0) + uy(0) = 0.

Por ejemplo, sea u € H*(T") dado por

u= <1,cos (1x> 1, 1) .
ly

En este caso u(vy) = (1,1,1,1), con lo cual se satisface la condicién de continuidad,
mientras que w)(6;) = w)(0) = 0,7 = 1,3,4, y uh(0) = 0, uh(fz) = —Z sin (%52) =0,

de modo que la condicién de Kirchoff en los vértices periféricos es satisfecha, asi como la
s e g 4 . . s
condicién central ) ., u;(0) = 0. Entonces u satisface las condiciones de N-K.

Es importante recalcar algunas propiedades que poseen los valores en los vértices de
una coleccién u € H?(T'), ya que serd necesario operar con las sumas de dichos valores
mas adelante. Para esto ocuparemos el siguiente lema:

Lema 5. Sean a >0 yu € H*(0,a). Entonces para cualquier 0 < { < a se cumple:

2
(@) < ZHUH%Q[O,CL] + W [[72p0.4, (3.19)

donde € € {0,a}.

Demostracion. Como u € H'(0,a) y ¢ < a, entonces u € H'(0,£). Toda funcién en este
espacio es absolutamente continua en [0, ¢], y podemos escribir:

u(0) = u(z) — /0»"5 u'(t)dt, c.t.p. x €0,/

(para una prueba de este resultado, véase [7, cap. 8, teo. 8.2]). Estimamos esta integral
empleando la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

/Ox o (t)dt
/Ox o' (t)dt

Uu(0)* = [lu(0)lZ2p,q < <||U||L2[o,e]+‘

2
< HU/H%HO@]HX[O,r]H%qo,a] = 95”“’”%2[0@}

Esto implica que:

2 2

l
l
<y | 2o =5 g
0

" 2
/ o' (t)dt
0 L2[0,/]

v 2
((a+0)?2<2(a>+0%) < 2 (HU|’%2[O7€] + H/ o (t)dt
0

< 20ullZan + Cllw 17 210,4-

£20,4]

Luego:

L2[0,4]
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~ u(0)]* < Flullfaa + w172 0.0

Para & = a, consideremos la funcién ¢(x) = u(a — ). En sencillo ver que v € H'(0, a)
y que [[u®]| 20,4 = [P 12104, Para i = 0, 1. Entonces, aplicando la desigualdad anterior
obtenemos que:

2 2
[u(@)* = O < Z1 5200 + LY 7200 = Fllelzzp0.0 + e 2200
lo cual prueba la desigualdad para & = a. Q.E.D.

Recordemos ahora que, por la hipdtesis 3, existe una cota inferior ¢y para las longitudes
de las aristas del grafo I'. Empleando esta cota, se tiene la siguiente proposicién.

Proposicion 13. Existe una constante Cy, > 0 que solo depende de {y, tal que para
cualquier u € H*(T') se cumple:

> 7wy (w8) 2 < Cryllullrory. (3.20)
beB

donde vy, € {o(b),t(b)}, j =0, 1.

Demostracién. Para cada b € B, fy < ((b) y up, € H?(0,£(b)). Témese v, € {o(b),t(b)},
entonces u(vy) = u(§), para algin & € {0,4(b)}. Por el lema 5 tenemos:

2 , 2
u(wp)* = |up(§)]* < %Hu’|%2[0,z(b)]+€0HUIH%Q[O,E(b)] < max {%,50} <\|U|’%2[o,e(b)] + HUIH%Q[O,K(b)O :
Tomando Cj, := max {%, 60} se tiene:

|Ub("0b)|2 < O <”u”%2[0,£(b)] + HUIH%?[O,Z(b)]) < Oﬁo”””%ﬂ(o,e(b)v

luego

Z |up(vp)| ZCZO |“||H2(0£ b) — Céo”““hﬂ(r

beB beB

Para el caso de la derivada, observamos que uj € H'(0,£(b)), por lo cual aplicando el

lema 5 se tiene 5

|y (vp)|* < %HU’H%Q[O,W + Lollu" || 720,40
y procedemos como antes para obtener la desigualdad (3.20). Q.E.D.

La principal consecuencia de la desigualdad (3.20), es que la suma de los cuadrados
de los valores de una familia u € H?(T'), en un vértice inicial o terminal de una arista,
o de su derivada, convergen absolutamente, i.e., pertenecen al espacio £*(B). Entonces,
para u,v € H?(T'), las sumas de la forma

S ul (w)ol (ws),  vpwy € {0(b). (D)}, i, € {0.1}

beB

convergen absolutamente, de modo que podemos reordenarlas sin problema alguno.
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3.2. Operadores diferenciales sobre grafos cuanticos

Un grafo métrico se convierte en un grafo cuantico cuando es dotado de una estructura
adicional: se le asigna un operador diferencial. Tal operador suele llamarse en la literatura
estandar como hamiltoniano. En muchos casos se requiere que el hamiltoniano sea un
operador autoadjunto.

En el estudio de los grafos cuanticos el operador mas frecuente es menos la segunda
derivada actuando en cada arista: f(z) — —% f(z) (por supuesto, x denota un punto
en algin intervalo (0,¢(b))). De manera mas general se consideran operadores de tipo
Schrodinger f(z) — —;i—zz f(z) +V(z)f(x), donde V es un potencial eléctrico. Notemos
que en estos operadores la direccion de las aristas es irrelevante, no obstante, esto no
ocurre si se busca incluir términos donde aparezca la primera derivada .

Sin embargo, la definicién de un hamiltoniano no esta completa si no se describe su
dominio. De forma anédloga a la que un operador diferencial en un intervalo [a, b] presenta
condiciones en los extremos, para un hamiltoniano en un grafo cuantico las condiciones
se dan en los vértices.

Definicién 32. Un grafo cuantico, es un grafo métrico equipado con un operador
diferencial H llamado hamiltoniano, acompanado de condiciones en los vértices, i.e. es
una tripleta:

(Grafo métrico I', Hamiltoniano H, Condiciones en los vértices).

Ahora veamos la definicién formal del hamiltoniano dado por el operador de Schrédin-
ger.

Definicién 33. Sea ¢ € L*(I') una familia de funciones de valor real. Definimos el
operador de Schrodinger con potencial ¢ sobre el grafo I', como el operador H, :
9(H,) € L*(T') — L*(T") cuya accién estd dada por:

Hou = (—uy + ¢(2)Us)pep » (3.21)
con dominio
D (M) = {u € L*(I) |Vv € V, u satisface las condiciones de N-K en v} . (3.22)

Como en este capitulo trabajaremos con un potencial ¢ fijo, denotaremos el hamilto-
niano simplemente por H.

Como un comentario importante, cabe recalcar que esta no es la tinica forma de intro-
ducir el operador de Schrodinger. Se pudo definir el operador H; de la misma manera que
en (3.21), pero con dominio ,_,; C5°(0, £(b)). Resulta que tal operador es clausurable y su
clausura H; es un operador que actiia como (3.21), pero con dominio @, H3(0, (b)),
donde H?(0,£4(b)) := {u € H?(0,£(b)) | up(0) = up(£(b)) = 0} (la demostracién de este
hecho puede consultarse en el capitulo 1 de [6]).

El operador clausura resulta ser autoadjunto, con lo cual H; es esencialmente autoad-
junto, sin embargo es importante notar que aunque los 3 operadores actiian de la misma
manera, sus dominios son distintos, de modo que se trata de operadores diferentes. De
hecho, H, C H, pero H y H; no son comparables.

Ahora analicemos algunas propiedades del hamiltoniano H.
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Proposicién 14. El hamiltoniano H definido por (3.21) con dominio (3.22), es un ope-
rador simétrico densamente definido en L*(T).

L%(

r
Demostracidn. Para ver que Z(H) - L3(T'), notamos que

D= {(%) e @ Cie(0.4(b)) ‘ 37 C°B: Wb J g, = 0} c I(H),

beB

2
y como para cada b € B se cumple que C’(‘]’O(O,E(b))L OOl _ [0, £4(D)], se sigue de la

— 72 2 72
proposicién 12 que - — L3(T), luego .@(’H)L 050 L*(T).
.. H estd densamente definido en L?*(T).

Para la simetria, considere u,w € Z(H), se tiene que:

£(b)
Def _ N
(Hu, w)2ry = Z/ [—uywy, + iy ] da
beB 0
— L 4(b) o)
(qp es real) = Z [—ugw_b + ubwﬂo + / [u(—w{)’) + ubqbwb] dz

beB 0 0

= D [—upp + uwpwy ]+ (u, Hw) .
beB

Las sumas que aparecen en el miembro derecho de la ecuacion convergen absolutamente,
por lo cual podemos reordenarlas para obtener:

£(b) - .
S| = > (0w () + uh (0)w0)
beB beB
Def. (3.14) y (316) = 3 (uh(t(0)mn{i(B)) + u(o(0))f(o0)))
beB
= > > uw)w(v)
VeV bEB,
Condicién de continuidad = Z w(v) Z ug(v))
veV beB,
Condicién (3.18) = 0.
b
De forma andloga se prueba que ), . ubwl’)’ = 0, luego (Hu,w) 2y = (u, Hw) r2(n
0
para cualesquiera u,w € Z(H), de modo que H es simétrico. Q.E.D.

Al ser H densamente definido, existe su adjunto H* : Z(H*) C L*(T') — L*(T') y por
simetria H C H*.

De momento nos concentraremos en el caso cuando ¢ = 0, i.e., cuando H es simple-
mente el operador menos segunda derivada.

Hagamos una observaciéon importante sobre el dominio Z(H): tomemos v € V tal
que d, > 1 (vértice interior) y u € Z(H). Notemos que las condiciones de N-K pueden
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escribirse en forma del siguiente sistema de d, x d, ecuaciones

ur(v) = ug(v)

ug,—1(v) = ug,(v)
uy(v) + - Fuy, (v) = 0,

el cual puede ser escrito en forma matricial como
A,u(v) + B,u'(v) =0, (3.23)

donde A,, B, € M,,(C) estan dadas por:

1 -1 0 --- 0 O
0 1 -1 0 0 0 0
A= 0 ot ) By=f o ] (3.24)
0 0 0 1 -1 1 1
0 0 0 0

Notamos que se cumple que la matriz aumentada (AU‘BU) € My, x2q, tiene rango
maximal (i.e. rank (AU}BU) =d,), y ademds

-1 0 0 O
0 1 -1 0 O 0 1
ABy=|: + ¢ .t |yt = 0g,x4,,
o 0 0 --- 1 —1 0 --- 1
0 0 o --- 0 0

con lo cual A’B, = (A,B})" = 04,4, -

Por otro lado, si d, = 1 (vértice periférico) la condicién de continuidad es irrelevante,
mientras la condicién de conservacién de corriente es simplemente uy(v) = 0, donde b es
la tinica arista adyacente a v. Entonces las matrices del caso anterior son A, =0, B, = 1,
y también se satisfacen las condiciones de maximalidad del rango y A, B, = A, B}, = 0.

De esta forma el dominio Z(H) puede ser reescrito como:
I(M) :={ue H*T)|VveV Au(v)+ B,u'(v)=0}. (3.25)

Teorema 20. El hamiltoniano H : 2(H) C L*(T') — L*(T') definido por Hu := (—uj)
con dominio (3.22) es autoadjunto.

Demostracion. Por las proposiciones 14 y 3, sélo hay que probar que 2(H*) C Z(H).
Sea g € P(H*), entonces por definiciéon del dominio del operador adjunto, existe w €
L*(T) tal que:

Yue Z(H) (Hu, g)r2ry = (U, w)r2r).
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Témese b € B fijoy ¢ € C5°(0,4(b)) una funcién de prueba arbitraria. Definamos la
siguiente coleccién de funciones (uy) dada por:

{¢, sid=b,
Uqg =

0, en otro caso.
Claramente u € H*(T') y se satisfacen trivialmente las condiciones de N-K. Ahora, de la

definicién de adjunto tenemos que (Hu, g)r2(ry = (u, w)r2(r). Desarrollando el miembro
izquierdo de esta ecuacion se tiene:

£(b)
<Huag>L2(F) = / <_¢N)%d'xa
0

mientras que el miembro derecho es:

0
(u, g) r2(r) :/ Pwpdz.
0

£(b) o(b)
/ (—¢")goda = / owidz, Vo € C5°(0, ((b)).
0 0

Se sigue de la definicién de derivada generalizada que g, € H?(0,4(b)) y wy = —gj (en
el sentido débil). Como esto ocurre para toda b € B se tiene que w = Hg.
Tenemos entonces la siguiente igualdad: (Hu, g) 12y = (u, Hg) 12y, Yu € Z2(H).

Como g, € H?(0, (b)) para cada b € B, podemos definir g(v) y g’(v) en cada vértice

v. Desarrollando el miembro izquierdo de la tltima igualdad y procediendo como en la
demostracion de la proposicién 14 tenemos:

o)
(Hugowy = Y [ (-u)gida
0

beB
o(b)

= Z [—uygs + Ubg_ﬂf;(b) + Z/ w, (—gy) da
beB beB V0

= 33 [ @)a) — w()go)] + (w Ha) iz
vEV bEE,

= Z [(u'(v), g(v>>v - <U(U),g'(v))v] + <U, Hg)Lz(F)
veY

donde (-,-), denota el producto interno usual en C%. Puesto que (Hu,g)rzr)y =
(u, Hg) r2(ry tenemos que:

> [ (v),g(0)e = (w(v),g'(v))] =0, Vue D(H).
veV

Fijemos v € V y denotemos d = d,, A = A,y B = B, para simplificar nota-
cién. Tomemos & € C? arbitrario y escojamos (uy, -+ ,uq) € @, H2(0,£(b;)) (donde
gv = {bly"' 7bd}) tales que, (Ul('U),"' ,Ud('U)) = _B*w7(u/1(v)a ,U&(U)) = A’z y
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uj(w) = uj(w) =0, j = 1,d, para los vértices w adyacentes a V2.

Definamos ahora la coleccién u = (uy,), donde:

Up =

up,, sib=b; para algin j = 1,d,
0, en otro caso.

De este modo, u € H*(T') y u = u(v) = —B*x y v/ = u’(v) = A"z, con lo cual
Au+ Bu' = —-AB*'z + BAx = (—AB*+ BA")x =0

(pues AB* = BA"), luego por la caracterizacion (3.25) se tiene que u € Z(H). Como
u y su derivada se anulan en todos los vértices distintos de v, la condicién para ¢ se
transforma en

0= (u',g) — (u,g') = (A"x,g) — (-B*x,g’) = (z,(Ag + Bg’)).

Como esta construccién fue para x arbitrario, tenemos que (x, (Ag + Bg’)) = 0, para
toda © € C?, luego Ag+ Bg’ =0

Esto ocurre para cada vértice v € V, con lo cual g satisface las condiciones N-K.

Por tltimo, tenemos que g,g” € L*(T'), solo resta ver que ¢’ € L?(T"). Para ello se
emplea que g satisface las condiciones de N-K:

Hg/H%Q(F) - Z/ gbgb

beB
=l -3 [ i
beB beB
= > > a@g ) + (9. He) o)
vevbeB,
(Condicién de continuidad) = Zg (Z g'( ) (9, Hg) 2
veV be€

(Condicién de Kirchhoff) = 0+ (g, Hg) 2

Luego ||¢'|| 2y < 00y

gl = D" Ngolbmaon = D (I9o8Eei0.00 + 19hlE2p0.0) + 195 00 ) < o0

beBB beB3
*.g € H*(T) y satisface las condiciones de N-K, i.e. g € 2(H) Q.E.D.
Ahora regresamos al operador de Schrodinger H := —% + ¢(x) con un potencial de

valor real. El siguiente lema serd de gran utilidad.

2Explicitamente se requiere que, si v = o(b;), entonces u;(0) = —(B*x z); u;(0) =
(A*x); v u;(€(b;)) = uj(€(bj)) = 0, y de forma similar si v = #(b;). Por supuesto, siempre es posi-
ble construir una funcién u; € H2(0,4(b;)) que satisfaga estas condiciones
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Lema 6. Sea 5 espacio de Hilbert, T : 9(T) C H# — H un operador densamente
definido y S € B(I). Suponga que T y S son autoadjuntos. Entonces T + S : P(T) C
F — A es autoadjunto.

Nota. Cabe recalcar que aunque S sea acotado, en general T'+ S no lo es.

Demostracion. Primero veamos que 17"+ S es simétrico. En efecto, dados x,y € Z(T) se
tiene:

(T + S)x,y) = (Tz,y) + (Sz,y) = (2, Ty) + (z,Sy) = (z,(T + S)y),

pues Ty S son autoadjuntos por hipétesis. Ahora, por la proposicién 3 solo resta ver que
2(T+S))Cc2(T+95)=2(T). Seay € Z2((T + 5)*) y témese xz € Z(T) arbitrario.
Por definicién de operador adjunto:

(T +S)z,y) = (x, (T'+ 5)"y).
Por otro lado, como S es un operador autoadjunto acotado,

(T + S)z,y) = (Tx,y) + (Sz,y) = (Tz,y) + (x, Sy).

Combinando ambas ecuaciones tenemos que:
(x, (T + 8)y) = (Tx,y) + (2, 5y) = (Tz,y) = (x, (T + 5)" = 5)y)

Ve € 9(T) (Tx,y) = (z,(T+S)* —5)y). Se sigue entonces de la definicién del
dominio del operador adjunto que y € Z(T*), y como T es autoadjunto, y € Z(T), que
es lo que se queria probar. Q.E.D.

Considerese ahora el operador multiplicacién por q definido en L*(T') como: (up) +—
(gpup) =: qu. Puesto que ¢ € L>(T"), se tiene:

llqullZzr) - Z/ P luslde <Y llawlZo ooy 1l 2200y < oo oyl ey

beB beB

Asi, el operador multiplicacion por g es acotado. Ademaés, suponiendo que las funciones
componentes ¢, son funciones de valor real se cumple:

o(b)
{qu,v) r2r Z/ QpupUpdr = Z/ upGpUpdr = (U, qU) r2(r).
beB beB

De este modo, el operador multiplicaciéon por ¢ es simétrico. Dado que nuestro hamilto-
niano es precisamente la suma del operador menos segunda derivada, mas el operador
multiplicaciéon por g, por el Lema 6 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 21. El hamiltoniano H dado por el operador de Schrodinger con un potencial
q € L=(T") de valor real, y con dominio (3.22), es un operador autoadjunto en L*(T).
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3.3. Propiedades espectrales de un grafo cuantico

En la literatura referente a los grafos cuanticos, cuando se dice que un grafo I' cumple
cierta propiedad, lo que en realidad se esta diciendo es que el hamiltoniano definido en
el grafo cumple con dicha propiedad. Por ello, cuando se habla del espectro de un grafo
cudntico, en realidad, nos referimos al espectro de su hamiltoniano. Para nuestro caso, el
hamiltoniano es el operador de Schrodinger con un potencial ¢ € L>*(I") de valor real, el
cual, como vimos en la seccién anterior, es un operador auntoadjunto, lo que conlleva al
siguiente resultado, que es una consecuancia del teorema 2.

Teorema 22. El hamiltoniano H dado por el operador de Schrodinger con un potencial
q € L>(T") de valor real y con dominio (3.22), tiene espectro real, i.e. S(H) C R y es un
subconjunto cerrado. Mds ain, S(H) = S,(H) U &.(H).

Es de particular interés analizar los casos para los cuales &,(T) # (), y por supuesto
estudiar la forma de encontrar los valores propios y las “funciones propias”de la ecuacion
de Schrodinger

Hu = Au, u€ P(H)

Dicho problema seréd llamado el problema de Sturm-Liouville para el grafo cudantico
I

A continuacién, estudiaremos algunas cotas para el espectro SG(H). La siguiente pro-
pisicién sera de gran utilidad.

Proposicién 15. Para cualquier u € P(H) se cumple la siguiente desigualdad:
(o, )y > Myl o, (3.26)
donde M, es alguna constante que satisface:
Vbe B Mqg< q(x) c.t.p. del0,4(D)] (3.27)
Demostracién. Para cada u € 2(H) se tiene:

(Hu, w) 2 Z/ D) updr + Z/ pupUpdex.

beB beB

En pruebas anteriores se ha visto que >, f(f (b)( Nupdr = ||[u/]|2 72(r)- Por otro lado,
por la propiedad (3.27) de la constante M,:

) ) )
Z/ Qutiyda > Z Mlus|*dw = Myllull72ry

beB beB

Luego
(Hu, u)2(r) > ||l HL2(F + M, ||U||L2 Mq”“”%?(r)

Q.E.D.
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Existen varias formas de escoger la cota M, de la proposicién 15. Una de ellas es consi-
derar el hecho de que, para cada b € B se cumple: —||qy || L<j0,e0)) < (), c.t.p. de [0,€(D)].
Luego se puede tomar:

My = fof (= llalz=p.mr) = =5up vl =y = =l

Un caso muy comin (e importante) en la préctica, es cuando se tiene un grafo T’
equilateral, cuyas aristas tienen longitud ¢, y tal que el potencial ¢ sea generado por una

funcién ¢ € C0, ¢]. En este caso, se suele tomar M, = i?fé] q(z).
z€|0,

La importancia de la desigualdad (3.26) es que nos permite encontrar un intervalo en
el cual esta contenido el espectro G(H), como se establece en el siguiente teorema.

Teorema 23. Sea M, una constante que satisface la condicion (3.27). Entonces:
S(H) C [M,,+0) (3.28)

Demostracion. Probaremos primero que si A € (—oo, M,), entonces A € p(H). Sea u €
2(H). Notemos que por ser H autoadjunto, se tiene que:

(Hu, u>L2(p) = (u, HU>L2(F) = (Hu, u) L2(T)5
entonces (Hu,u) 2 € R. Ahora, si A < M, por la propiedad (3.26), se cumple:

(Mq - )‘)”UH%%F) < <HU7 U>L2(F) - )\<U, U>L2(F)
< H(H = AD)u, u)o(n)]
(Cauchy-Schwarz) < [[(H — AL)u|| 2y |||l 2y

Si u # 0, dividiendo entre |lu|[z2(ry en la desigualdad anterior se tiene que
I = ALl > (M = Wl oy
Ademas, si u = 0, la desigualdad anterior es vélida, de modo que:
[ = Nl oy > (My — Ml oy, Vu € 2(H).

Se sigue del teorema 3 que A € p(T). De este modo, si A € G(H), entonces A €
R\ (—o0, M,) = [M,,+0). .. 6(H) C [M,, +00) Q.E.D.

Ahora que se ha visto que el espectro es acotado inferiormente y consta solo del es-
pectro puntual y continuo, procedemos a analizar la naturaleza del mismo para el caso en
que I' es un grafo compacto.

Recordemos que el espectro discreto consta de todos los valores propios aislados (de
aqui el nombre de “discreto”) de multiplicidad finita. En este sentido, es muy similar al
espectro de una matriz.

Un ejemplo muy importante de un operador con espectro puramente discreto, es el
operador de Sturm-Liouville S : 2(8S) C L?[a,b] — L?*[a, b], cuya accién esta dada por:

Sy =—(py') + qu.
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Suponemos que el intervalo [a, b] C R es compacto, los coeficientes p, ¢ son “regulares”(i.e.,
p, 0, q € Cla,b], p > 0, q de valor real) y el dominio de S consiste de todas las funciones
y € C?[a,b] que satisfacen las condiciones de frontera

ary(a) + azy'(a) =0,  Biy(b) + Bay/(b) =0,

con |ag| + |ag| > 0,]581] + |f2] > 0. Como pudimos ver en los preliminares, el teorema de
Sturm-Liouville establece que los valores propios del operador S son reales y simples, y
forman una sucesion creciente

/\1 < /\2 < <O

tal que A\, — 00, n — 0o, ademds de que las funciones propias {1, }°°; forman una base
ortogonal para L*[a,b] (véase [1, pag. 84]).

Puesto que el estudio del espectro de los grafos ciianticos es, en cierta forma, una
generalizacién del problema de Sturm-Liouville a grafos métricos, se esperaria obtener
un resultado similar al teorema de Sturm-Liouville, para ciertos grafos. Resulta que esto
se cumple para grafos compactos, andlogo a como el teorema es vélido para intervalos
compactos (para grafos infinitos se tienen resultados similares a los de la ecuacién de
Sturm-Liouville en R, como se vera en la siguiente seccion).

Para establecer el teorema de Sturm-Liouville para grafos compactos, requerimos al-
gunas definiciones y resultados técnicos.

Definicién 34. Sea J# espacio de Hilbert y T': 2(T) C # — 5 un operador densa-
mente definido. Decimos que T tiene resolvente compacto, si existe un valor \g € p(7')

tal que Ry(X\g) = (T — A1)~ ! € K(2).

Proposicién 16. Sea T : P(T) C H# — H un operador densamente definido y autoad-
junto en un espacio de Hilbert 7€ . Suponga que T tiene resolvente compacto. Entonces:

VA€ po(T) Rr(N) € K()

Demostracion. Como T tiene resolvente compacto, existe A\g € p(T) tal que Rp(\g) €
K(A). Sea A € p(T') arbitrario. Como T es autoadjunto, entonces es un operador cerrado,
y por la identidad de Hilbert para el resolvente (teorema 4) se tiene

Rr(A) — Rr(Xo) = (A — Xo) Rr(A) R (o).
Como K () es un ideal en el dlgebra B(s2), se tiene que (A— o) Rr(A) Rr (o) € K(2).

Nuevamente por ser K(.7°) un ideal, de la ecuacién anterior se sigue que:
Rr(A) = Rr(Ao) + (A = Ao) Rr(A) Rr(Xo) € K(H)
Q.E.D.

Esta proposicién justifica el porque se necesita comprobar con un solo valor A\g € p(T")
que Ry(\g) € K () para decir que T tiene resolvente compacto.

En los siguientes resultados supondremos que .5 es un espacio de Hilbert de dimension
infinita, a fin de poder emplear los resultados del teorema 5, sobre el espectro de operadores
compactos autoadjuntos.
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Proposicién 17. Sea T : P(T) C H# — H un operador densamente definido y autoad-
Junto. Suponga que existe \g € p(T') para el cual Rr(XNo) € K(H). Entonces

S(1) = a2 | e &,(rr00)\ (0

Demostracion. Para simplificar notacién, durante la prueba denotaremos R = Rr(Ag).
[<] Sea p € G,(R)\ {0} y x € Z(R) tal que Rz = px. Definamos £ = A\ + % Se tiene
que:

Ry = pr = = R (ux) = (T — N1)(uz) = pTx — plow.

Luego: pTx = (uro+ 1)z = Ta = ()\0 + /%) x = Ex. Ademsds:

1 L o
=R (;x) € BT — 1)) = D(T — o) = 9(T).

Asi, € € S(T) con lo cual {)\0 + i

Me@mawm}c6@»

[=] Témese ahora { € &(T) y defina p = f—;)\o (el cual esta bien definido, pues

Ao & S(T)). Supongamos que u € p(R), entonces S = R — u1 es invertible. Sin embargo,
notemos que:

b _ _ _ 1 Ao _ 1 _
R—pul=R— pR(T — X\1) R(l f—)\oT+§—>\01) 5_)\DR(§1 T).

Entonces S = —puR(T —£1), y como Sy —uR son invertibles, se tendria que T'— &1 serfa
invertible, lo cual contradice que £ € &(T'). Luego, u = E—;/\o € 6(R). Ademds como u # 0
y R es compacto, se tiene que p1 € G,(R). Observamos entonces que £ = Ao+ %L S.6(T) C

{)\o%—i

Corolario 4. Sea T : 9(T') C S — H un operador densamente definido, autoadjunto
y con resolvente compacto. Entonces &(T') = &,(T), es un conjunto a lo mds numerable
y todos los valores propios tienen multiplicidad finita.

pe Sy(R)\ {O}} y la igualdad se obtiene de la contencién anterior. Q.E.D.

Demostracion. Por definicién de resolvente compacto, existe Ag € p(T) tal que R =
Rr(Xo) € K(H). Considere la funcién f : C\ {0} — C\ {\o} dada por f(z) = Ao+ 1,
la cual es un homeomorfismo. Por la proposicién 17, §(T') = f(S,(R) \ {0}) y como R
es compacto, del teorema 5, &,(R) \ {0} es a lo méds numerable. Entonces &(T") es un
conjunto lo mas numerable.

Ahora témese £ € &(T') y sea pp € S,(T) \ {0} tal que & = Ay + l% Sea E,(R) =
ker(R — pl) el espacio propio generado por p. Se tiene que:

re E,(R) & Rr=ux

& Rx= ﬁm
0
& (E—=XN)r=R'z
& fx— x =Tx — \x
& Tr=¢&x
= T e Eg(T)
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Luego § € 6,(T), y ademés E,(R) = E¢(T). Luego, por el inciso (ii) del teorema 5,
dim E(T) = dim E,(R) < oo. Asi, £ € &,(T) y mp(§) < oo. Puesto que £ € &(T) es

arbitrario, tenemos que &(7T') = 6 »(T) y todos los valores propios tienen multiplicidad
finita. Q.E.D.

Lema 7. Sea J es un espacio de Hilbert separable y T : D(T) C A — H un operador
densamente definido, autoadjunto con resolvente compacto, para el cual existe Ay € p(T)
tal que R = Rr(X\o) es autoadjunto. Entonces S(T) = S4(T) = { e}, y los valores
propios satisfacen que |\| — oo, k — 00.

Demostracion. Como el espacio 77 es separable y R es compacto y autoadjunto, por el
teorema 5 existe una base ortonormal de vectores propios de R. Como R es invertible,
0 ¢ S,(R), y como dos espacios propios Ey(R) y E,(R) son mutuamente ortogonales si
A # 1 (pues R es autoadjunto), se tiene que = P, (1) Eu(R).

Por ser R compacto, para cada p € 6,(7), dim E,(R) < oo, y como ¢ tiene di-
mensién infinita entonces debe haber una cantidad infinita numerable de valores propios
S(R) = {}2y, los cuales son reales por ser R autoadjunto. Ademds, por la compacidad
de R, pp — 0, k — 0.

Consideremos ahora la funcién f : C\ {0} — C\ {Ao} dada por f(z) = A + L.
Por la proposicién 17, &(T') = f(S,(R)) y como p, — 0,k — oo, se tiene que || =
|f ()] = 00, k — oo, y dado que 0 es el tnico punto de acumulacién de &,(R), entonces
S(T) = { e}, debe ser una sucesién de puntos aislados. Finalmente por el corolario 4,
S(T) = 6,(T) y cada A\, € G,(T) tiene multiplicidad finita. ". (1) = S4(T"). Q.E.D.

Ahora todos los preparativos estan listos para enunciar el teorema de Sturm-Liouville
para grafos compactos.

Teorema 24. (Sturm-Liouville para grafos compactos) Sea I' un grafo ciantico
compacto, y H el hamiltoniano que actia como el operador de Schrodinger, con un po-
tencial ¢ € L>(T") de valor real y dominio (3.22). Entonces S(H) = S4(H) y los valores
propios forman una sucesion creciente

M, < <A <o <Ay <00 < o0, (3.29)

tal que A\, — oo, n — oo, y donde M, es una constante que cumple la propiedad

(3.27).

Demostracion. Dividiremos la demostracion en tres pasos:

Paso 1: H tiene resolvente compacto. Por el teorema 3.28, &(T") C [M,, +00).
Tomemos Ay € (—o0, M,), de tal forma que Ay € p(H). Sea R = Ry,(H), el cual actiia
como:

R:%(H— \l) = 2(H) c H*(T).

El operador R puede ser visto como un operador R : Z(H — A1) — L*(T), haciendo
la composicién con el encaje ¢p : H*(T') < L*(T"). Observemos que tr = @, tv, donde
w: H%(0,4(b)) — L?[0,£(b)] es el encaje de H?(0,£(b)) en L?[0, £(D)].

Los teoremas clésicos de encajes de Sobolev establecen que ¢, es un encaje compacto
(véase [7, pag. 213]) y por el teorema 14, I' es un grafo finito, con lo cual tp = @, ;51 €5
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una suma directa finita de operadores compactos. Se sigue del lema 4 que (1 es compacto.
Entonces R € K(L?(T")), con lo cual H tiene resolvente compacto y por el corolario 4,
S(H) = 6,(H). y todos los valores propios tienen multiplicidad finita.

Paso 2: Existe un resolvente autoadjunto. Ahora veamos que el resolvente R es
autoadjunto. Como R es acotado, basta verificar que:

Tomemos entonces z,y € Z(T — A\g) y observemos que:

Rz, (H - )\O)Ry>L2(F)
Rl’, HRy>L2(F) - <Rl‘, AORy>L2(F)
(RZL‘, Ry S @(T)) = H*RZL‘, Ry>L2(F) - <R(L’, /\ORy>L2(F)

<Rx,y>L2(F) = <
(
(
(Ao € Ry H es autoadjunto) = (HRwz, Ry)r2mr) — (MoRz, Ry)r2(r)
(
(

(H — )\O)Rl', Ry)LQ(F)
Z, Ry>L2(F)

Luego R es autoadjunto y como L?*(T') es separable, por el lema 7 se tiene que &(T) =
Sa(H) = { M}y v [Ak] — 00, k — o0

Paso 3: El espectro satisface (3.29). Por el teorema 3.28 tenemos que S(H) =
{A\n ey C [My,+00), de modo que la sucesién es acotada inferiormente y sus valores
absolutos crecen indefinidamente. Entonces se debe tener que A\, — oo, k — co. Ademas,
como { A, }72, es un conjunto discreto numerable, podemos ordenar los valores A, en forma
creciente y reindexar de tal forma que

My< <A< <A< e

Tal reordenamiento no afecta el hecho de que A\, — oo, n — 00, con lo cual concluye la
prueba. Q.E.D.

De este modo hemos obtenido una generalizacion del teorema clasico de Sturm-Liouville
para grafos compactos. Sin embargo, solamente un punto es diferente en ambos casos: los
valores propios en un grafo compacto no necesariamente son simples, como sucede en el
caso de un intervalo [a, b].

Ejemplo 4. Considere el grafo estrella con 3 vértices periféricos y uno central, como se
muestra en la figura 3.2. Las aristas estan dirigidas de los vértices periféricos hacia el
central, y supondremos que el grafo es equilateral con longitud ¢ = 1.

Los espacios L*(T") y H?(T") son espacios de ternas de funciones u = (uy,us, usz), con
u; € L2[0,1],i=1,2,3, parau € L*(T'), y u; € H*(0,1), i = 1,2,3, para u € H*(T).

El hamiltoniano del grafo estd dado el operador menos segunda derivada:

Hu = (—uf, —uy, —uy),

cuyo dominio son las ternas u € H?(T") que satisfacen la condicién de continuidad, que se
reduce solo al vértice central:

un(1) = us(1) = ug(1), (3.30)
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U1
by

by~ 03
V2 U3

Figura 3.2: Grafo estrella equilateral de longitud 1 con las aristas dirigidas hacia el centro.

y las condiciones de Kirchhoff en los vértices periféricos:
u;(0) =0, (3.31)
y en el vértice central:
—uy (1) — uh(1) — uz(1) = 0. (3.32)

Por el teorema de Sturm-Liouville para grafos compactos, el espectro &(H) consiste de
todos los valores A = w? para los cuales, el sistema de ecuaciones:

—u}(z) = wu;(z), O0<z<l, i=123 (3.33)

tiene una terna de soluciones u = (u,us,u3) no trivial que satisface las condiciones
(3.30)-(3.32).

Primero supongamos que w = 0, de modo que el sistema de ecuaciones a considerar
es u;(x) =0, i=1,2,3. Entonces, para cada b; la solucién estd dada por:

ui(z) =Aix+B;, 0<z<1, A,B;€C, i=1,23.

De la condicién de Kirchhof periférica se tiene que 0 = u}(0) = A;, con lo cual

u;(xz) = B;. Luego, de la condicién de continuidad en el vértice central se tiene que:
ui(1) = ug(l) = us(l) = By = By = Bs. Ademas w;(z) = B;, i = 1,2, 3 satisface la
condicién de Kirchhoff en el vértice central. Entonces, u = (B, B, B), con B € C es una
funcién propia para w = 0.

Ahora supongamos que w # 0. Sabemos que para cada arista b;, la ec. (3.33) tiene
como solucién general:

ui(x) = A;jcos(wzx) + B;sin(wz), 0<z<1, A4;,B,€C,i=1,2.3.
Por la condicién de Kirchhoff periférica se tiene:

0 = u;(0) = (—wA; sin(wz) + wB; cos(w)) ‘x:O = wh;.

De aqui se obtiene que:
u;i(z) = A;cos(wzx), 1=1,2,3.

Ahora aplicamos la condicién de Kirchhoff en el vértice central:

0=-— Zu;(l) = ZwAi sin(w) = wsin(w) (Z AZ) :

i=1
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Por otro lado, por la condicién de continuidad se tiene:
Aj cos(w) = Ay cos(w) = Az cos(w).

Asi, A = w? € &(H) siy solo si, existe una terna de valores (A;, Ay, A3) € C que satisfaga:

wsin(w) (Zl Ai> =0 (3.3)
Aj cos(w) = Ay cos(w) = Az cos(w).

Si cos(w) # 0y sin(w) # 0, entonces de la segunda ecuacién se deduce que A; = Ay =
A3 = A, luego la primera ecuacién se reduce a 3A = 0, con lo cual A, =0,7=1,2,3,y
entonces u; = 0, con lo cual u =0 y A = w? no es un valor propio.

Si cos(w) = 0, entonces sin(w) # 0 y de la primera ecuacién en (3.34) se tiene que
Al + AQ + Ag =0.

Por otro lado, si sin(w) = 0, entonces cos(w) # 0 y de la segunda ecuacién se tiene
A = Ay = As.

2.2

De este modo tenemos que S(H) = {"4” }0070. Observemos que S(H) C [0,+00) y

esto coincide con el enunciado del teorema 23, pues en este caso M, = 0 es una constante
que satisface la condicién (3.27).

Ahora analicemos la multiplicidad de los valores propios. Sea k € Nj:

Siw = 2kw y k =0, entonces las funciones propias correspondientes son de la forma
u=(B,B,B), con B € C. Asi

1
1
Siw = 2kwy k # 0, entonces sin(w) = 0, de modo que A; = Ay = A3 y podemos
tomar A€ Cy u= (A, A, A) - cos(wz) serd una funcién propia. En consecuencia:

1

k
Epe(H) =Y 1] -cos <—7T:L'>
2
1
Por otro lado, si w = L;lﬂ', entonces cos(w) = 0 con lo cual A; + Ay + A3 =0,y

podemos tomar A; = —(Ay + As), con A, A3 € C arbitrarios. Asi
u = (—As— Az, A, A3) - cos(wx) = As(— cos(wz), cos(wx),0) + Az(— cos(wz), 0, cos(wz)).

De este modo:

. 1
2 1 2 1
E(ijl)zﬂz('H) =.7 1 | -cos ( b 7Tx> .1 0 ] -cos ( s 7T£L‘)
1

2 2

En conclusién:

n?m? 1, sin es par,
my - . .
4 2, sin esimpar.
De este ejemplo podemos ver claramente que los valores propios no necesariamente
son simples.
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Comentarios y observaciones

En esta seccion hemos analizado el hamiltoniano dado por el operador de Schrédinger,
cuyas condiciones de frontera asociadas son las de N-K. Sin embargo, como se comentd
al principio del capitulo existen otros tipos de hamiltonianos que se pueden considerar,
como por ejemplo el operador de Schrodinger magnético:

Mu = ((;% - Ab(a:))2 up(x) + Vb(flf)ub(x)>

beB

A diferencia del operador de Schrodinger usual, que bajo ciertas condiciones en el po-
tencial ¢ puede considerarse independiente de la direccién de las aristas, el operador M
depende completamente de la direccién dada. De hecho, A se considera como un campo
vectorial unidimensional, pues cumple la propiedad: Ay(x) = —A,(L(b) — ), Vb € B. El
analisis de éste operador junto con algunas propiedades espectrales pueden encontrarse
por ejemplo, en [6].

También es importante comentar que existen diversas condiciones de frontera para un
hamiltoniano. Tal como se hizo para las condiciones de N-K, se busca que las condiciones
de frontera en un vértice v puedan ser escritas en la forma matricial

A,u(v) + B,u'(v) =0,

donde A,, B, € Mg, (C).. En [6] se establecen las condiciones bajo las cuales el operador
menos segunda derivada (y en consecuencia, el operador de Schrodinger con potencial
real) sean autoadjuntos.

Teorema 25. [6, pdg. 18] Sea T un grafo cudntico compacto, y H : 2(H) C L*(T) —
L*(T) el hamiltoniano dado por Hu = (—uj), cuyo dominio son funciones u € H?(T')
que en cada vértice satisfacen una condicion lineal, que involucra sus valores y los de su
deriwada. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) H es autoadjunto en L*(T).
(i) Para cada v €V, existen A,, B, € M, (C) tales que:

1. La matriz concatenada (A, B,) € Mg, x24,(C) tiene rango mdaximal, i.e. rank(A, B,) =
d,.

2. A,B, es autoadjunta.
3. Yue P(H) A,u(v)+ Byu'(v) =0.

(111) Para cada v €V, eziste U, € My, (C) unitaria tal que:
Vue 2(H) i(U, —14,)ulv) + (U, + 14,) u(v),

donde 14, es la matriz identidad de dimension d,.
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(iv) Para cadav € V, existen proyectores mutuamente ortogonales Pp ,, Py, y Pry =
14, — Pp, — Py, definidos en C®, junto con un operador A, invertible y auto-
adjunto el cual estd definido en Pr,C%, tales que, para todo u € D(H) se cumple:

Pp,u(v)=0 (Parte de Dirichlet),
Py,u'(v)=0 (Parte de Neumann), .
Pp,u' (v) =A,Pr,u(v) (Parte de Robin).

Por supuesto, la representacion matricial de las condiciones de N-K es un caso parti-
cular del inciso (i) de este teorema.

Un ejemplo de condicién en los vértices muy utilizado son las llamadas condiciones
tipo 9, las cuales para un vértice v son de la forma:

u es continua en v,

S uh(0) = avulv)

beBy

donde «, € C. Las condiciones de N-K son el caso cuando «, = 0. Observemos que las
condiciones tipo § pueden ser escritas en forma matricial usando:

1 -1 0 --- 0 0
0 1 -1 -0 0 0 0
A, = : : : |, Byi=
0 0 0 1 -1 1 1
—a, 0 0 0 O

Notamos que rank(A, B,) = d,, ademas

AB’ =

0 - —ay

de modo que A,B; es autoadjunto si y sdlo si, o, € R. Entonces, el operador menos
segunda derivada con condiciones tipo ¢ es autoadjunto si y sélo si, o, € R. Un estudio
sobre operadores con tales condiciones puede encontrarse en el capitulo 7 de [6].

Finalmente, a pesar de que el teorema 25 es aplicable sélo a grafos compactos, es
posible extender estos resultados para grafos infinitos.

Teorema 26. [6, pdg. 30] Sea T un grafo infinito que satisface la hipdtesis 3. Sea H :
P(H) C L*(T) — L*(T") el operador dado por Hu = (—uy), cuyo dominio P(H) consiste
de todas las funciones u € H*(T) que satisfacen la siguiente condicién: para cada vértice
v, existen proyectores mutuamente ortogonales Pp ., Pn, Yy Pr, =14, — Pp, — Py,
definidos en C%, junto con un operador A, invertible y autoadjunto el cual estd definido
en Pg,C%, tales que:

0 (Parte de Dirichlet),
Py,u'(v) =0 (Parte de Neumann), .
A,Pr,u(v) (Parte de Robin).

)
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Si supyey [ Ayvll2 < 00, donde || - ||2 es la norma matricial inducida por la norma 12 en
C®%, entonces H es autoadjunto.

Un andlisis detallado de las propiedades espectrales y las funciones propias de los
operadores que satisfacen las condiciones del teorema 26, puede encontrarse en [25].
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4

Grafos periodicos

No hay ninguna rama de la
matematica, por abstracta que
sea, que no pueda aplicarse
algin dia a los fenémenos del
mundo real.

Nikolai Lobachevski
(1792—1856)

En muchas aplicaciones es comtun trabajar con grafos infinitos que pueden “generarse”
a partir de un grafo finito por medio de traslaciones. Un ejemplo tipico es el grafeno, cuya
grafica puede obtenerse a partir de un patrén hexagonal (véase [22]). En este tipo de
grafos, se busca un dominio fundamental apropiado que genere todo el grafo, de tal forma
que el estudio de ciertos hamiltonianos se reduzca al analisis de los mismos en dicho
dominio fundamental. En este capitulo analizaremos las técnicas que permiten realizar
tales procedimientos.

4.1. Acciones de grupo y dominios fundamentales

Comenzamos precisando la nocién de grafo periddico.

Definicién 35. Sea (G,-) un grupo y X un conjunto. Una accidn del grupo G sobre el
conjunto X, es una funciéon & : G x X — X que satisface las siguientes condiciones:

(i) Vg€ G z+— (g, ) es una biyeccién en X.
(i) Vg1,90 € GVz € X, (g1 g2,7) = A (1, 7 (92, 7))
(i) Vo € X (e, z) =z, donde e es el elemento neutro de G.
Si existe una accién de G sobre X, se dice que X es un G-conjunto.

En la préctica se suele denotar g - h = gh y #/(g,z) = gx.
Si X es un G-conjunto, se define la siguiente relacién para z,y € X:

tRy<=3dgeg: gr=y. (4.1)
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Es facil ver que esta relacion es de equivalencia, y sus clases de equivalencia se denotan
por
O, ={yeX|JgeG: y=gzx}
y se denominan orbitas. El espacio cociente generado por esta relacion se suele denotar

X/G:={0, |z € X}.

Definicién 36. Sea m € N. Un grafo métrico I" se dice Z™-periédico (o simplemente
periddico), si existe un grupo G ~ Z™ y una accién de G en I, que satisface las
siguientes condiciones:

(i) Continuidad: Vg € G = — gz es continuo en I'y,.

)
(ii) G actia fielmente sobre I',,: Vg€ GV €T gT =T = g=ce.
(iii) La accidén es discreta: Vi € I,y Ir > 0: Vg € G\ {0} gz & Br(z, 7).
)

(iv) Co-compacidad: El espacio I';,.;/G es compacto (con la topologia cociente indu-
cida por la relacién (4.1)).

(v) Preserva estructura:

(a) V0,0 € Viper g0 ~ g0 = 0 ~ w (Preserva vértices adyacentes).

(b) Vge GVbe B Jy =g (Jy) = £(gb) = £(b) (Preserva longitudes).

(c¢) VE,9 € I'pet Vg € G dr(97,9y) = dr(Z,7) (Preserva distancias).

(d)

(e) Ademas, si I' es un grafo ciiantico con hamiltoniano #, la accién conmuta con

H (en particular, preserva las condiciones en los vértices).

(f) Vi,j €T Vg € G dr(g+ 2,9+ 4) = dr(Z,9).

VI, € et TRYY J E Vet = T € Viner (Preserva vértices).

Observacién 4. Para cada g € G, denotemos por ¢g : Uyer — Diner @ la funcion ¢, (%) =
gz, con T € I'ye. De acuerdo con la definicion de grafo periddico, ¢, es una funcion
continua. Ahora, notemos que para cada T € T'y,e:

(¢g0 dg-1)(T) = glg~'%) = (99~ )T = ex =z,

y de forma andloga (¢p,-1 0 ¢g)(Z) = &. Entonces (¢g)~' = ¢4-1, y de acuerdo con la
definicion 306, ¢y también es una funcién continua. Entonces ¢4 es un homeomorfismo.
Usualmente se suele denotar gU = ¢4(U), para U C Ty

Uno de los puntos importantes en la definicién es la co-compacidad de la accién de
G sobre I',,.;. Intuitivamente, significa que el grafo I',,.; se obtiene a partir de “traslada-
dos”de un cierto subconjunto I'y. Para probar esto, requerimos el siguiente lema.

Lema 8. I',,,.; es un espacio localmente compacto.
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Demostracion. Sea T € I, y b € B tal que T € J,. Consideramos 2 casos:

Caso 1: T & V- En este caso, x € Jp = (pu([0,4(0)])° = @p((0,£(b)) (pues ¢y es
un homeomorfismo entre J, y [0, £(b)]). Asi J; es una vecindad de 7 y Jg = ¢3((0,£(b)) =
op([0,4(D)]) = J, €l cual es compacto.

Caso 2: 7 € V,,.:. Ahora consideremos:

U= (U Jb) V{8 € Ve [o~ 2= [ [ @ol(0.0)]) | U | [ 2el10,£0)))
beBs: beB, beB;
(i.e., se estd considerando el “grafo estrella” centrado en Z sin los vértices exteriores).
Para cada b € B, los conjuntos (0,4(b)], [0, £(b)) € 7o), con lo cual
0p((0,£(b)]), ¥u([0,£(b)) € mr,de modo que U € 7. Como la union anterior es finita tene-
mos que:

U= e |u| e |=U %
beB, be3s beBz

el cual es compacto.

Entonces cada punto = € I',,.; tiene una vecindad con clausura compacta. .". I',,.; €s
localmente compacto. Q.E.D.

Por simplicidad, denotaremos I'/G = T',,1/G

Lema 9. Si I" es un grafo métrico periédico y G el grupo que actia sobre él, entonces la
proyeccion,
Tl — T/G
T Oi
es una funcion abierta.
Demostracion. Usaremos la siguiente caracterizacion de la topologia cociente: V' € 1r/g
siy sélo si Uy, _, Oz € v (véase [29]).
Sea U € 1r. Notemos que
U o: = |Jos

Ozen(U) zeU

= J{yzlge g}

zeU

= |J U{oa}

zeU geg

= U Ut}

geG zelU

— UgU

geg

El mapeo & +— gx es un homeomorfismo y U € 77, entonces gU € 1 para cada g € G,
luego Uo,ery O = Uyeg 9U € 71, con lo cual n(U) € 7r/g, de modo que 7 es una
funcion abierta. Q.E.D.
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Teorema 27. Sea I' un grafo métrico periodico y G el grupo que actia sobre él. Entonces
existe I'y C I'yuer compacto tal que:

et = [ 911 (4.2)

g€eg

Demostracion. Escojamos un conjunto A tal que contenga exactamente un representante
de clase de cada O; € I'/G (esto siempre es posible por el axioma de eleccién). Por ser
[',ne: localmente compacto, cada & € A posee una vecindad Uz con clausura compacta.

Ahora bien,
r/g= |J {0:} = J{0:} c | =(Ua).

0z€T/g €A €A

Por ser m una funcién abierta, la coleccién {7(Uz)}zea es una cubierta abierta para I'/G.
Por la compacidad de I'/G, podemos tomar 1, --- ,Z, € A de tal manera que

Ahora definamos: .
Fl = U _jj .
j=1

Como cada U;Cj es compacto, se tiene que I'y es compacto. Queremos probar que
Chet = U 4eG gT'1. Claramente | J e gl'y C I',.et por lo que solo resta ver la otra contencion.

Sea T € T'er, entonces existe j € {1,---,n} tal que Oz € 7(Uz,), de modo que
Oz = Oy, para algin y € U, C U;Cj. Como O; = Oy, debe existir g € G tal que T = g,
con lo cual 7 € gU_fj C gl'y.

Como 7 era arbitrario, se tiene que I'yne; C (U eg 911 Q.E.D.

Intuitivamente lo que el teorema 27 establece que es que I',,,.; puede obtenerse “trasladando”
el conjunto I'y. Por supuesto, I'y no es tnico, y existen diferentes maneras de escoger tal
conjunto. Més que en el conjunto I';, estamos interesados en un conjunto I'y que satisfaga
las siguientes condiciones:

1. T'y es conexo.
2. Ty es un compacto que satisface (4.2).

Un conjunto I'y que satisfaga tales condiciones se denomina un dominio fundamental.
De la demostracion del teorema 27, notamos que I'/G C 7(I'y), y como I'y es compacto
y genera todo I',,.;, entonces sélo debe contener un niimero finito de vértices. Entonces,

solo hay un numero finito de clases correspondientes a vérties.

Sean {U, - ,U,} C I'/G las clases correspondientes a los vértices. Témese 0 €
Vimer tal que m(v7) = U,. Escojase ahora U € Ve tal que U es adyacente a 97, pero
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7(v1) Nm(da) = (. Hacemos esto hasta encontrar vértices vs, - - - , 0, adyacentes a v, pero
tales que m(v1) N7 (v;) = 0, j = 2,p. Luego repetimos el proceso para cada v;, j = 1,p
hasta agotar todas las clases de vértices. De este modo, nuestros vértices vy, -+ , 0y, €s-
taran conectados.

Como siguiente paso, para v, tomamos la coleccion B; de todas las aristas en B,, que
no estan relacionados entre ellos, i.e., si b,c € By, entonces no existe un g € G tal que
Jy = gJ. (es claro que este conjunto debe contener al menos una arista). En el siguiente
paso, para vy, denotamos:

By = {b S 852 |VC e B U (852 \ {b}) ﬂg eqg: J :ch}

Continuando con este proceso obtenemos una colecciéon de conjuntos de aristas By, - -+, B,,
tales que B; C B;,, j = 1,m y ninguna arista de B; esta relacionado con las aristas de
Bi,---,Bj_1, y las aristas de B; no estan relacionadas entre si. De este modo, nuestro
candidato para dominio fundamental es

FO = U U Jg)] U {77]}

j=1 beB;

Por construccion, I'y es conexo, ademas por ser una union finita

=U({lU% v =UU %

m m
=1 bjEBj 7=1 bjEBj

J
el cual es compacto.
La eleccion de los vértices vy, - - - , v, ¥ las colecciones de aristas By, - - - , B,,, garantiza
que ningun elemento de I'y esta relacionado entre si.
Ahora, sean g,h € G tales que existe & € (gI'g) N (kI'y). Entonces existen g,z € Ty
tales que, g = & = hZ, con lo cual § = g 'hZz. Esto sélo puede ocurrir si § = 2. Asf

§ = g 'hy, pero la accién de G es fiel, luego g~*h = e, con lo cual g = h. Entonces los
traslados de I'y son ajenos entre si.

Por ultimo, sea Z € [ Si & € Viyer, entonces m(Z) = 7w(7;), para algin j €
{1,---,m}, con lo cual & € gI.

Suponga ahora que T € Ve, y escogemos algin b € B para el cual € J,. Témese
0 € {o(b),0(b)}, entonces, como en el caso anterior, existe 0; € I'g y g € G tal que ¥ = g7,.
Por definicién de grafo periédico, la accion de G preserva aristas, con lo cual J, = gJ.,
con ¢ € By;. Si ¢ € By, se tiene que T € gl'y, en caso contrario, existe Jg € gy y h € G
tales que J. = hJy. Entonces J, = ghJ; y T € ghly.

En conclusion Ty = 9eG gl'g con lo cual tenemos el siguiente teorema.

Teorema 28. Cualquier grafo periédico I posee un dominio fundamental 'y que satisface:

Pmet = U gFO

geg
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Por supuesto, existen diferentes formas de tomar al dominio fundamental I'y. Notemos
que el dominio I'y contiene exactamente un representante de clase de cada elemento de
I['/G, entonces podemos considerar la funcién 7 = mos, donde 2 : T'g < 'y €s la inclusion,
como puede verse en el siguiente diagrama

Lo

IS

Fmet — F/g

La funcién 7 es biyectiva y continua.

4.2. Grafos encajados en R"

Como hemos visto en ejemplos anteriores, I',,.; no siempre es un subconjunto de algtin
R". Sin embargo, en muchos ejemplos practicos es suficiente considerar grafos encajados
en algin espacio R" (véase [22, 3]). Por supuesto, los grafos no necesariamente tienen que
estar encajados en R? (a menos que sean planos). Siguiendo los procedimientos estandar,
se define un grafo métrico encajado en R™ de la siguiente manera:

Definicién 37. Sea I' = (V, B) un grafo dirigido. Diremos que I" esta encajado en R”",
si se cumplen las siguientes condiciones:

(i) YV CcR™
(i) Sibe Bywv=o(b),w=t(b), entonces

b=[v,w]:={(1—-thv+twl|te€|0,1]}.

(ii) Sib,c€ B,b# ¢,y bNc#), entonces bNc = {v}, conv € V.
En este caso denotamos I' C R".

Usualmente se suele interpretar I' = ( J,.z b, de modo que en efecto, I' C R™. Por su-
puesto, esta definicién es aplicable para grafos no dirigidos, tomando cada arista e = [v, w],
donde v, w son incidentes en e.

Podemos considerar a I' como un espacio métrico, simplemente utilizando la métrica
inducida de R™. Ahora, I" se considera un grafo métrico en el sentido de la definicién 18,
tomando la funcién de longitud £ : B — [0, +00) de la siguiente manera:

£(b) := llo(b) = t(b)[ln, b€ B,

donde || - ||, es la norma usual en R"™. Notemos que cada arista b = [v, w| es isométrica al
intervalo [0, £(b)]: en efecto, consideremos la funcién ¥, : [0, ¢(b)] — b dada por:

t t

Xb(t) = <1 — m) v+ @w, t e [O,g(b)]
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Si s, t € ]0,4(b)] tenemos:

po-ne = (=)o)~ (- i)

= (w —v)

£(b)
= |t—s|

Ahora consideremos el espacio I',,.; construido mediante el procedimiento del capitulo 2.
Sea J, C 'y la arista métrica asociada a b. Como J, es isométrica a [0, £(b)], entonces
Jp y b son isométricos, y la isometria es y; o go,jl : Jp — b. Ahora definamos ¥ : [',,,o; — I
dado por

U((b,2)™) = xu(p; ' ((b,7)7)), para (b,x)~ € e

Notemos que ¥ estd bien definida y es continua en I'yet \ Viner. Ahora, si (b, )~ co-

rresponde a la clase del vértice v, tomamos 2 representantes de clase (b,z), (c,y). Si

(b,z) = (b,0) ¥ (c,y) = (¢, £(c)), entonces x3(¢; ' ((b,0)™)) = x5(0) = v, y de igual forma

Xe(pz (e, £(c))™)) = xe(€(c)) = v. Procediendo de forma anédloga para los otros casos, se

tiene que ¥ estd bien definida y es continua en cada vértice v. Ademas, se puede ver que

U es invertible y su inversa es continua, con lo cual I' y T',,,.; son homeomorfos.
Entonces, en lo que resta, trabajaremos con el espacio I', en lugar de I',¢;.

Nuestro interés se centra ahora en el siguiente tipo de grafo periédico. Sea G C R"
un grupo bajo la suma vectorial, tal que G ~ Z™, con m < n, y sean {e1, -+ ,e,,} C R"
vectores linealmente independientes tales que

g = {Z ozjej

j=1

a; € Z, jzl,m}. (4.3)

Supondremos que la acciéon de G sobre I' esta dada por traslaciones:

GxT — T
(g.z) — g+

donde el 4+ denota la suma usual en R"™. Tal accién debe satisfacer los requisitos de la
definiciéon 36. De aqui en adelante, todos los grafos periddicos en consideracién estaran
dados de esta manera.

Introducimos ahora el concepto de zona de Brillouin, que serd de utilidad en las
secciones posteriores.

Definicién 38. Sea G C R"™ un grupo dado por (4.3). Definimos el lattice dual (o
reciproco) de G como
G ={¢d eR"|Vge Gyg-¢ €2nL}. (4.4)

(Aqui - denota el producto interno usual en R™).

Es sencillo ver que G* es un subgrupo de R™ con la suma vectorial. Entonces podemos
considerar el grupo cociente R"/G*.
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Ejemplo 5. Sea G = {(ay, -+ ,am,0,---,0)|a; € Z, j = 1,m}. Un calculo sencillo
muestra que G* = 2w Z".

Ahora bien, el grupo cociente R"/(27Z") puede ser identificado con la regién [—m, )"
(aunque también con [0, 27)").

Como en el ejemplo anterior, resulta que el grupo cociente R/G* puede ser identificado
con una regiéon G* C R", la cual es conexa y acotada. Se define entonces la zona de
Brillouin de G como B = G*.!

La zona de Brillouin B es un conjunto conexo y compacto, y sus elementos 6§ € B se
denominan quasi-momentos.

Por 1ltimo, es conveniente considerar aquellos grafos que cumplen con la siguiente
condicién:
Ve,y e I' Gh’m dr(z,y + g) = oc. (4.5)

5g—00

Esto quiere decir que los trasladados y + ¢ de cualquier punto y € I" tienden a infinito
para ¢ suficientemente grande.

Ejemplo 6. Consideremos el grafo I' = (V, B) donde
V= {(n,0)In € Z}U{(n,1)|n € Z} y

B ={[(n,0),(n,1)],[(n,0),(n+ 1,0)],[(n,1),(n + 1, 1)],[(n + 1,0),(n+ 1,1)|n € Z}

como se puede ver en la parte derecha de la figura 4.1. El grupo que acttia sobre I' es
generado por e; = (1,0), i.e., G = {ae; |a € Z}.

Un dominio fundamental puede ser escogido como la regiéon sombreada en rojo de la
figura 4.1. T’y consta de los vértices v, v y las aristas by, bo, bs.

Ahora, un punto (z,y) € G* debe satisfacer: (z,y) - ae; € 27Z, Yo € Z, que es
equivalente a que axr € 277, Va € Z. En particular, tomando o = 1 tenemos que
x € 217, luego

G ={(z,y) |z € 2nZ} = (27Z) x R.

Dado = € R, siempre existe un tnico £ € [—m, ) tal que z — 7 € 27Z, de modo que
(z,y) — (£,0) € (27Z) x R, con lo cual podemos identificar (277Z) x R con [—m,7) x {0}.
Luego, podemos tomar B = [—7, ] x {0}, la cual se muestra de color verde en la parte
izquierda de la figura 4.1.

4.3. Descomposicion de Bloch del hamiltoniano y es-
tructura band-gap del espectro

Ahora consideremos a I' como un grafo cudntico, cuyo hamiltoniano H : Z(H) C
L*(T') — L*(T") estd dado por el operador de Schrodinger

Hu = (—u, + qup)ses,

'Dado que G ~ Z™, algunos autores toman B = [, 71]" (véase [22]).
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T = —T =0 IT=T
1 by = e1
Figura 4.1: Banda Z-periddica (izquierda) y su zona de Brillouine (derecha) B = [—m, 7] X

{0}.

con un potencial ¢ € L>(I") de valor real, y cuyo dominio Z(H) son todas las colecciones
de funciones u € H?(T") que satisfacen las condiciones de N-K.

Sabemos ya por los teoremas 20 y 2 que H es autoadjunto en L*(T") y &(H) C R.

Si I' es un grafo periédico, donde el grupo G que actia en I' estd dado por (4.3),
entonces la accion del grupo debe conmutar con el hamiltoniano, i.e.

1. Si b € B, entonces Hup, = Hupg.

2. Siv € V y u satisface la condicién de N-K en v, entonces satisface la misma condicién
en v+ g.

Esto implica que el potencial ¢ debe ser “generado”por una familia finita de potenciales
(q1,- -+ ,qr) (recordemos que I'/G tiene un niimero finito de clases de vértices). Entonces,
si

g = i (g t0s0,)
se sigue del teorema 23 que &(H) C [my,, +00).

Sin embargo, no podemos garantizar que &(H) sea puramente discreto o puntual, pues
I' no es compacto. Sin embargo, andlogo a como el teorema de Sturm-Liouville generalizé
el teorema clésico para la ecuacién de Schrodinger en un intervalo compacto, lo que se
buscara es encontrar un analogo a la teoria de la ecuaciéon de Schrodinger periddica en R.

Con el fin de simplificar nuestra notacién, y considerando que las familias de funciones
contenidas en el dominio del operador de Schrodinger satisfacen la condicién de continui-
dad (de modo que definen funciones legitimas en I') se usara la notacién funcional u(x)
para el valor comin de la familia u en cada punto x € I', y denotaremos la accién del
operador de Schrédinger como

Hu(z) = —%u(m) +q@ulz), TeET\V.

Ejemplo 7. Sea I' = (V, B) el grafo encajado en R, tal que V=2Zy € = {[n,n+ 1] |n €

Z}. Sobre I' actia el grupo G = Z por medio de traslaciones, y un dominio fundamental
estd dado por T'g = ({vo}, {bo}), el cual se muestra senalado en color rojo en la figura 4.2.
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Figura 4.2: Grafo I" periddico homemorfo a R.

Consideremos el operador de Schréodinger H con un potencial ¢ € L>®(I") periédico.
Notemos que la familia ¢ define casi en todo punto, una funcién gy € L>°(R) Z-periddica,
i.e., que:

Ve e RVm e€Z qo(x+m) = qo(x).

Ademas, la condicién de Kirchoff en cada vértice v se reduce a la condiciéon de las
derivadas direccionales de una funciéon en dicho punto. De este modo, el problema de

calcular el espectro de H se reduce a célcular el espectro del operador Schrédinger
H= —d% + qo(x) en L*(R).

4.3.1. Teoria de Floquet para la ecuacién de Hill
Sea qo € L*(R) una funcién de valor real Z-periédica, i.e., que
Ve e RVa €Z qy(z+ a)=qo(z).
Consideramos entonces la ecuacion de Hill dada por:
—u" 4+ q(r)u=I, xR, NeC.

donde las soluciones u € L*(R). Una forma de analizar esta ecuacién es mediante la
teoria de Floquet, la cual emplea la periodicidad del potencial gy para reducir el problema
anterior al intervalo [0, 1].

Tomemos 0 € R, y consideremos el problema de Bloch

o —u" + qo(z)u =M, x€(0,1),
u(r +m) = e?™u(x), x=0,1;YmeZ

La condicién de frontera anterior se conoce como condicion ciclica de Bloch, y se reduce

simplemente a: '
Vm e Z u(m)=e?mu(0).

Ademis, si u € L?[0, 1] es una solucién del problema de Bloch anterior, la condicién ciclica
permite extender v a todo R, de tal manera que:

Vm e ZVr € R u(z+m) = e ™u(z). (4.6)

Por supuesto, la extensién @ € L*(R), pero @ € L (R). Al considerar la extensién , al

problema de Bloch se le puede agregar la condicion en la derivada:
YmeZ u'(m)=e?"d(0).

Por el teorema de Sturm-Liouville, el problema de Bloch con condiciones ciclicas tiene
espectro discreto &(H?) y los valores propios satisfacen:

)\0(9) < )\1(9) < .-
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Ahora, para cada 6 € R realizamos el mismo proceso, con lo cual obtenemos una familia
de problemas de Bloch { H%}ycg. Sin embargo, la tinica diferencia entre 2 problemas es la
condicion ciclica, con lo cual, dados 6, ¢ € R, estos definen el mismo problema de Bloch
si y solo si:

VmeZ 9™ =¢tm,

lo cual ocurre si y sélo si 6 — ¢ € 27Z. Esto quiere decir que 6 y ¢ pertenecen a la misma
clase en R/27Z. Puesto que éste cociente puede identificarse con [—7, ), basta sélo con-
siderar los problemas {H?}ge_r -

Resulta que el espectro del problema original H puede descomponerse en los espectros
de los problemas de Bloch H?:

U s@E".

oe[—m,m]

De hecho, §(H) = S.(H). La demostracion de estos hechos puede encontrarse en |9, cap.
6].

Tomemos ahora j € Ny, y asociemos a cada § € [—m, 7] el j-ésimo valor propio A;(6)
del problema de Bloch H’. Entonces podemos ver a \; : [—m, 7] — R como una funcién.
De hecho en [9] se demuestra que la funciones \; son continuas en [—m,n|. Entonces
A\j([—m,7]) = [, B;] para j € Ny, y estos intervalos son llamados “bandas espectrales” .
Luego, debido a la descomposicién de &(H ) se tiene

U [aj, Bj].

Esta descomposicién recibe el nombre de representacion de bandas-estrechos (6 band-gap
en inglés). Se puede demostrar también que

R\ &6(H [jaj,

y los intervalos (aj, b;) reciben el nombre de “estrechos” (gaps en inglés).

De este modo, el problema de calcular el espectro G(H) del problema “total” | se reduce
a calcular el espectro de los problemas de Bloch. Con esta idea en mente, generalizamos
este proceso para los grafos periddicos.

4.3.2. Teoria de Floquet para grafos periédicos

Basados en la teoria de Floquet para la ecuacion de Hill, procedemos a estudiar ciertos
operadores definidos en el dominio fundamental T'y = (Vy, By). Como Iy y Ty difieren por
un conjunto de medida cero, entonces L?(I'g) = L?(Ty) y H*(I'y) = H*(Ty), de manera
que nuestros operadores seran considerados sobre I'y.
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Definimos los siguientes espacios auxiliares:

Lio(D) = [ [ L2[0.€0)] v Hi (L) := [ ] H(0.¢(0)).

beB beB

La siguiente definicién es una generalizacion de los problemas ciclicos de Bloch de la
ecuacion de Hill.

Definicién 39. Sea 6 € R™. El hamiltoniano de Bloch asociado a 6, es el operador
HO : 2(H?) C L*(Ty) — L*(Ty), que acttia como el operador de Schrodinger

Hu = (—u" + qup)bes,

y cuyo dominio 2(H?) consta de todas las u € H%(Ty) para las cuales, existe una funcién
u € H} . (T) tal que ﬁ‘ro = u, y que satisface las condiciones de N-K, asi como la siguiente

condicion ciclica de Bloch:
VeeT'Vge G a(x+g) =% (x).? (4.7)

De hecho, las condiciones ciclicas y las de N-K pueden ser reescritas como condiciones
en los vértices de Ty, y cualquier funcién v € H?(Ty) que satisfaga dichas condiciones
puede ser extendida a una funcién @ € H}_ (T') que satisface la condicién ciclica (4.7).
M4és atn,se puede demostrar que tales condiciones dan lugar a que el operador H? sea

autoadjunto.
Proposicién 18. V0 € R* H? es un operador autoadjunto en L?(T'y).

La demostraciéon puede verse en [6, cap. 4]. Como I'y es un grafo finito, se sigue del
teorema de Sturm-Liouville para grafos compactos que &(H?) = S4(H’) C R y sus
valores propios forman una sucesién

Xo(0) < Ai(0) <--- <>\j(9) <.

tal que \;(6) = +o0, j — 0.
Ahora notemos que dados #,¢ € R”, los respectivos hamiltonianos de Bloch difieren
tnicamente de la exponencial en la condicién ciclica, de modo que H? = H? si y sélo si

09 — i09 o (i0-0)9 — 1 o 0—0¢)-g€e2nZ,VgeG

Esto equivale a decir que 6 — ¢ € G*, de modo que H? = H? si y sélo si 0 y ¢ pertenecen
a la misma clase de R™/G*. Entonces, es suficiente considerar los hamiltonianos de Bloch

{HQ}GEB-

Sea 7 € Nj. Notemos que a cada 8 € B podemos asociarle el j-ésimo valor propio
Aj(0) del hamiltoniano H’. Esta correspondencia define una funcién A; : B — R. Estas
funciénes son llamadas en algunos trabajos relaciones de dispersion. Al igual que en el
caso de la ecuacion de Hill, se tiene el siguiente resultado.

2Por simplicidad, aqui se utiliza esta notacién funcional, pues por las condiciones de N-K 7 define una
funcién en T'.
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Proposicién 19. Vj € B, \; :B — R es una funcion continua.

La demostracién puede verse en [6, cap. 4].

Si tomamos una constante M, que satisfaga la condicién (3.27), como por ejemplo
M, = —supyep, ||@b]| Lo, entonces &(H?) C [M,, +00),V0 € B, de modo que cada
funcién \; estd acotada inferiormente por M,. Mas ain, por la continuidad de A; y la
compacidad de B, se tiene que \;(B) = [oy;, 5;]. Estos intervalos son conocidos como ban-
das de dispersion o variedades de Bloch.

Al igual que en el caso de la ecuacién de Hill, los hamiltonianos de Bloch permiten
descomponer el espectro del hamiltoniano “total” H.

Teorema 29. Sea H el hamiltoniano con potencial periddico g € L¥(I") de valor real,
que actia como el operador de Schrodinger y cuyo dominio consiste de todas las funciones
u € H?(T') que satisfacen las condiciones de N-K. Entonces

= J&aH) = G [y, By]. (4.8)

0eB

Las ideas de la demostracién pueden encontrarse en [6, cap. 4]. Como consecuencia de
la representacion bang-gap del espectro, este no tiene puntos aislados, con lo cual se tiene
el siguiente corolario, que muestra un constrate con el caso de un grafo finito.

Corolario 5. 6(H) = Gess(H).

Nota. Esto no implica que &,(H) = 0.

La importancia del teorema 29, es que reduce el célculo del espectro &(H) al calculo
de los espectros G4(H?). El interés serd entonces desarrollar técnicas para calcular los
espectros G4(H?), las cuales veremos en el siguiente capitulo.

Comentarios y observaciones

En este capitulo hemos analizado algunos aspectos de la teoria de grafos cuanticos
periédicos. Las definiciones y resultados principales de la teoria general son tomados del
capitulo 4 de [6], mientras que los resultados para grafos encajados en R™ se basan en
algunas definiciones y resultados presentados en [22, 3. Cabe recalcar que, aunque hemos
consideramos a los grafos encajados I' C R"™ como espacios métricos, empleando la métrica
inducida por R", también es posible emplear la longitud de arco para definir la distancia
entre dos puntos del grafo. Incluso se puede construir una métrica similar a la de I';,¢;.

También es importante comentar que nosotros hemos manejado la definicion de domi-
nio fundamental I'y, de tal manera que 0I'g contenga vértices. No obstante, existen algunos
trabajos en los cuales se emplean dominios fundamentales que no contengan vértices en la
frontera, como por ejemplo [5], sin embargo, los resultados bésicos de la descomposicién
de Bloch siguen siendo los mismos.

En este capitulo hemos presentado algunos elementos de la teoria de Floquet-Bloch
para la ecuacién de Hill, los cuales pueden ser encontrados en [9]. Con respecto a la teoria
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de Floquet para grafos periddicos, hemos hecho una recopilacién de los resultados més
importantes y que seran de utilidad para el capitulo 5. Cabe mencionar que las pruebas
de tales resultados requieren de herramientas matematicas mas sofisticadas, por lo que
decidimos excluirlas. Sin embargo, es importante mencionar que la descomposicion de
Bloch se basa en la idea de la transformada de Floquet, la cual es una generalizacion
de la transformada de Fourier, extendida para grafos periédicos. Esta transformada esta
dada por:
f(x,0) = Zf(a: +9)e 9 reTl,0cR",

geg

y se define primero para funciones f € L?*(T") de soporte compacto. Resulta que la transfor-
mada de Floquet es una isometria, por lo cual puede extenderse a una isometria definida
en todo L?(T"). Si denotamos por .# a tal operador, resulta que al aplicar la transformada
de Floquet al hamiltoniano H, se obtiene una descomposicion en forma de una “integral
directa”:

D
FHF ! = / H0do,
B

y de esta descomposicién se deduce el hecho de que &(H) = Jyep S(H?).
Las demostraciones de estos resultados pueden encontrarse en [6, 22].
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5)

Ecuacion de dispersion para un grafo
periodico

Si alguien no cree que las
matematicas son simples, es
porque no entiende lo
complicada que es la vida

John Vonn Neumann
(1903—1957)

En el capitulo anterior se observé que el cdlculo del espectro &(H) de un grafo periédi-
co I' € R, se reduce al célculo de los espectros G4(H?) de los hamiltonianos de Bloch,
los cuales estan definidos en un dominio fundamental I'y previamente escogido.

En este capitulo, analizaremos algunas técnicas para calcular el espectro de los ha-
miltonianos de Bloch, y como caracterizar los valores propios mediante una ecuacion de
dispersion.

5.1. Problema espectral con potencial simétrico en
un intervalo

Antes de calcular una ecuacion de dispersion para nuestro grafo I', repasaremos algunos
hechos relacionados con el problema de Sturm-Liouville con un potencial simétrico en un
intervalo [0, £].

Definicién 40. Una funcién g : [0, ¢] — C se dice:

(i) Simétrica en [0, /] si
Ve e [0,4] q(z) =q(l —x).

(ii) Anti-simétrica en [0, ] si

Ve e [0,4] q(z) = —q(l —x).
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En toda esta seccién, consideramos un potencial ¢y € C10, ¢] de valor real y simétrico.

Asociamos a tal potencial el operador de Dirichlet HP : 2(HP) C L?[0,{] — L*[0, /]
cuya accion esta dada por el operador de Schrodinger:

d2
HPu(z) = —wu(l‘) + qo(z)u(z), 0<x <,

y cuyo dominio es
2(HP) = {u € H*(0,0) |u(0) = u(f) =0} = Hg(0,7).

Como el potencial gy es de valor real, se tiene que el operador H” es auto-adjunto en
L0, £], por lo cual, del teorema de Sturm-Liouville, §(H”) = &4(H?) C R, y los valores
propios son simples y forman una sucesiéon creciente:

Mg < Ao < Ap < -

donde m, = g;g[})f,e} go(z). De este modo el espectro coincide con los valores propios del
problema de Sturm-Liouville:

—u"(x) + qo(x)u(x) = Mu(z), 0<z<l AeC (5.1)

con condiciones de frontera

u(0) = u(f) = 0. (5.2)

Ahora estamos interesados por las propiedades que las funciones propias heredan del
potencial simétrico qy. Para esto introducimos el siguiente operador.

Definicién 41. Definimos el operador de reversién R : L?[0,¢] — L*[0, (] dado por:
Ru(x) =u(l —x), x€]0,.

Observemos que la definicién de que ¢ sea simétrica (anti-simétrica) equivale a decir
que ¢ = Rq (= —Rq)

Observaciéon 5. El operador R satisface las siquientes propiedades:
(i) R es una isometria en L*[0,/] y R™' = R.
(i) LR=-RL y LR =RL,.
(iii) 2(HP) es invariante bajo R.
(iv) Por la simetria del potencial qo, se tiene que HPR = RHP.
(v) Si X € Sy(HP) y iy € Ex(HP), entonces:
HPpy\ = Mpy = R(HP)y) = R(A)) = HP (Ripy) = A(Rey),

de modo que Ry € Ex(HP).
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Ahora veamos que las funciones propias de H” heredan ciertas propiedades del po-
tencial qq.

Lema 10. Cualquier funcién propia del operador HP, es simétrica o bien anti-simétrica.

Demostracion. Sean A € S4(HP) y 1y € E\(HP). Por la observacién 5 (v), Ry €
E\(HP), y como X es simple, debe existir a € C \ {0} tal que 1y = aR1,. Ahora bien

Ripy = aR*Py = ahy

de modo que
Uy = aRapy = a*ihy.

Entonces a> = 1 con lo cual @ = +1 y ¥y = £R)y, esto es, 1y es simétrica o bien
anti-simétrica. Q.E.D.

Observacion 6. Sea A € S,(HP) y ¢\ € Ex(HP).

(i) Sty es simétrica, entonces:

d d d
%% = %R@/}A = —R%%
con lo cual:
YA(0) = =3 (0). (5.3)
(i) Siy es anti-simétrica, entonces:
d d d
%% = —%R% = R%%
con lo cual:
PA(0) = P4 (0). (5.4)

Ahora analizamos algunas propiedades de la ecuacién de Schrodinger simétrica (5.1).

Supongamos que A € C\ &(HP). Entonces la ecuacién (5.1) tiene dos soluciones
wo(\, ) v o1(\, ) que satisfacen las siguientes condiciones:

@o(A,0) =1, (A, €) =0, (5.5)

©1(A,0) =0, p1(N0) =1. (5.6)

Como @1 (A,z) Z 0,y ¢1(A,0) =0, entonces ©,(\,0) # 0 ( de lo contrario, el teorema
de existencia y unicidad implicaria que ¢ (A, ) = 0). Es bien conocido que el Wronskiano
de la ecuacién (5.1) es constante, de modo que

W a) ) = (200 B0 =0 A0 = 0 20

Entonces {¢o(A, x), p1(A, z)} es un conjunto fundamental de soluciones para (5.1). Més
aun, por la condicion de simetria en el potencial se tiene la siguiente relacion:
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Proposicién 20. Sean A € C\S(H?P), y {po(\, z), 01(\, )} las soluciones de la ecuacion
(5.1) que satisfacen las condiciones de frontera (5.5),(5.6). Entonces se satisfacen las
siguientes condiciones en las derivadas:

P (A ) = —p4(A, 0). (5.8)
Demostracion. Evaluando el Wronskiano de las funciones ¢g(A, z), p1(A,z) en x =0

900<>‘a 0) 906<)‘a O)‘

Wleo(X, 0):000 0D =103 0) & (A 0)

1 (N0

yenx =/
W M), p1(AN0) = = = —py(A,0),
(02D =10000) a0 = gine] = ~H0)
y usando el hecho de que éste es constante, se tiene que ¢/ (A, 0) = —p) (A, £).

Para la segunda igualdad, por ser el potencial gy simétrico y ¢o(\, z) solucién de
(5.1) , Reo(A, ) también es solucion de (5.1). Consideremos ahora g(\, z) = p1(A, x) —
Reo(A, x). Notemos que g es una solucién de (5.1) que satisface:

9(0) = 901()‘7 0) - ,RSOO()" O) =0- 900()‘a£) =0,
9'(0) = ¥1(A,0) = (Repo) (A, 0) = ¢ (A, 0) + ¢ (A, £) = 0,

por la igualdad (5.7). Entonces por el teorema de existencia y unicidad g = 0, con lo cual
©1(\, ) = Repo(\, z). Luego:

, d
901(/\:@ = 5 4900()"6 - ZL’) - _900()‘70)'

dfli' =

Q.E.D.

Notemos que para cada A € C, las condiciones (5.5) y (5.6) son holomorfas en A,
de modo que las soluciones ¢g(A, ) v ¢1(A, x), vistas como funciones de A, son enteras
(véase [12, cap. 1]). Ahora bien, para A € C\ &(HP) hemos visto que ¢} (\,0) # 0, de
modo que la funcién

(5.9)
es holomorfa en C \ &(HP). Como veremos mas adelante, la funcién 7 jugard un papel

fundamental en el cédlculo del espectro de un grafo cuantico periddico.

5.2. Ecuacién de dispersion para un grafo equilateral
y equipotencial
Consideremos un grafo cudntico I' C R™ sobre el cual actia el grupo

g = {Z €4,

=1

oszZ,jzl,m},

80



por medio de traslaciones, con {ej,--- ,e,} linealmente independientes. Sea I'y C T" un
dominio fundamental dado, y denotemos Vo =V NTy = {vy, -, v, }.

Supondremos durante esta seccion que el grafo I' es equilateral, cuyas aristas tienen
longitud ¢ > 0. Consideremos gy € C|0,/] de valor real y simétrico, de modo que ésta
define una funcién continua en I' (pues satisface la condicién de continuidad). Més ain, la
familia ¢ = (g5)ses dada por g, = qo, para cada b € B, pertenece a L>°(I") con ||q|| L) =

m[%}é |go(x)]. Supondremos ahora que el hamiltoniano de I' estd dado por el operador de
z€|0,

Schrodinger:
2

Hu(x) = —@u(x) +q(x)u(z), xel\V,

cuyo dominio son todas las familia u € H?(T") que satisfacen las condiciones de N-K. En
este caso, decimos que el grafo cudntico I' es equipotencial.

Denotemos por (F al grafo obtenido de I' invirtiendo las direcciones de las aristas, y
sea RH el operador de Schrodinger en ? con potencial generador por Rq, y dominio
P (RH) formado por las funciones en H 2(%) que satisfacen las condiciones de N-K.

Como qq es simétrico, el operador RH actia exactamente como H en cada arista de

. Ahora, si u = (u;) € H*(T'), entonces Ru = (Ruy,) € H2($) Notemos ademas que la
condicion de continuidad es independiente de la direccion de las aristas, por lo cual, si u
es continua en I', entonces Ru es continua en ? Por otro lado, si u satisface la condicion
de Kirchhoff en un vértice v de I', Ru en dicho vértice (pero visto como elemento de ?)

satisface:
S (Ru) (v) = = 3 uplv) = 0.

beBy beBy
de manera que Ru también satisface la condicién de Kirchhoff. Asi, u € Z(H) si y sélo
si, Ru € 2(RH).
Debido a esto, decimos que el operador de Schrodinger con potencial simétrico es in-
dependiente de la direccion de las aristas, con lo cual podemos ajustar las direcciones de
las aristas cada vez que sea necesario.

Por el teorema (20), H es autoadjunto, y como m, = iI[lff} qo(x) satisface (3.27), se
z€|0,

sigue de la proposicién (15) que &(H) C [mg, +00). Ademas, de la teorfa de Floquet
sabemos que G(H) = Upep S(H?), donde H? es el hamiltoniano de Bloch asociado al
quasimomento # € B. También sabemos que el espectro de cada hamiltoniano de Bloch
consiste de valores propios de multiplicidad finita

mg < Ao(0) < A(0) <---

con \;(#) — 0o, j — oo. La idea ahora es encontrar un método para calcular tales valores
propios.

El método que serd presentado a continuacién fue desarrollado primeramente para el

grafo del grafeno en [22], y generalizado para grafos unilaterales en [31, 3], aunque este
procedimiento es valido para grafos equilaterales, como veremos a continuacion.
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Introducimos la siguiente notacion:

HER)

=i te, j=1Lrk=1m

(k)
J
de los generadores e;. Usando un abuso de notacién podemos definir v

denotamos e_j := —e;, podemos escribir vj( ), para 3 = 1,n,k = —m,m.

Denotamos ahora:

i.e., cada v representa un traslado del vértice v; en el dominio fundamental, por uno

](»0) = v, y si

(k)] L a— S

a; ;(k) = [v;,v i,j=1,r,k=—m,m

J
a la arista que une el vértice v; € Vy con el trasladado UJ(-k).

Ahora supondremos que el dominio fundamental satisface la siguiente condicion, usada
también en [31, 3]:

Si e € By, entonces existen v;,v; € Vo y k € {—m,--- ,m} tales que e = a; j(k).

(La mayoria de los ejemplos préacticos cumplen esta condicién, por lo que es suficiente
para nuestros propositos).

Tomemos § € B. Notemos que para calcular el espectro G4(H?) es necesario resolver
el problema de Sturm-Liouville:
Hou = Iu (5.10)

para u € H2 (') que satisfaga las condiciones de N-K y la condicién ciclica de Bloch:

loc
Ve e T VgeG u(x+g)=e?%(x).

La restriccion de u en I'y serd la funcién propio asociada a .

Como el hamiltoniano H? es invariante bajo la accién de G, es suficiente considerar
las condiciones para los vértices V.

Sea A € C\G4(HP) ,ue H? (T) que satisface la ec. (5.10) (i.e., que sus componentes
satisfacen la ec. de Schrodinger simétrica (5.1) en [0, ]) y ¢o(A, x), p1(A, z) las soluciones
de (5.1) que satisfacen las condiciones (5.5),(5.6).

Témese v; € Vy y considere la restriccion u,, ), j = 1,7, k = —m,m, con la arista
a;,j(k) orientada hacia fuera de v; (por supuesto, se excluye la arista a;;(0)). Como uq, ;)
es una solucién de la ec. (5.1) en [0, ¢], puede escribirse como:

Uq, (k) (7) = c100(N, ) + cop1(A, 1),
para algunas constantes cq, ¢y € C, que determinaremos a continuacion.
Evaluando en x = 0 tenemos por las propiedades de ¢q(\, x), ¢1(\, ) que
Uay ;1) (0) = c1600(A, 0) + c201(A, 0) = c1.

Por la condicién de continuidad, u(v;) esta bien definido y u(v;) = ua, ;) (Vi) = Ua, ;x)(0),
de modo que ¢; = u(v;).
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Ahora evaluamos en z = ¢:

Nuevamente, por la condicién de continuidad u(vj(-k)) estd bien definido y u(vj(-k) ) =
U, (k) (U](-k)) = Uq,,;k)({) = cp. Sin embargo, u debe satisfacer la condicién ciclica de
Bloch, con lo cual:

V) = ulv; + er) = ¢ Pulvy) = (),

CQ—u(j(

donde 6 := e}, - 0. Entonces:

Uq, (k) = (Vi) po + (v, j=T1,7, k="m,m. (5.11)

Ahora aplicamos la condicién de Kirchoff a u en v;. Por hipétesis, B,, consta de aristas

de la forma a; j(k) := [v;, (P

i ], con lo cual la condicién de Kirchoff puede ser escrita de la
siguiente forma:

Z Z Uy, .k (0) =0,

j=1 ’U](~k)~’u

donde el simbolo v](.k)

e k
el vértice v](- ) es adyacente a v;.

Empleando (5.11) se tiene que:

~ v; indica que la suma se toma sobre los £ = —m, m para los cuales

0 = Z Z u(v:)pp(A, 0) + €™ u(v;)¢h (X, 0))

Jj=1 (k)
(Por (5.8)) = Z Z w(v:) @t (N, €) + e ulv;) i (X, 0))
j=1 (k)
ividiendo entre ¢ = u(v M ek (v,
( Dividiendo entre ¢(1,0)) Z(Z( RRR)

(Por (5.9)) = Z Z A) + e u(v;)) .

(k)

Realizando el mismo procedimiento para ¢ = 1,7 obtenemos un sistema de r ecuaciones
con r incégnitas u(vy),- -+ ,u(v,) de la forma:

Z Z (—u(vi)n(A) + €% u(vy)) =0, i=T1r.

j=1 v§k)NU
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Desarrollando esta ecuacién se obtiene:

Z Z (—u(vi)n(A) + e u(vy)) = —Z Z /\)+Z Z ()

j— k k j— k
]lvj()wvi ]1]() jlvj(_)Nv

= —dy,n(Nu(v; +Z Z e | u(vj)

j=1 v](.k)wvz

r

= D | —dnNs+ D ™

= k
j=1 v; )Nvl

Asi, nuestro sistema de ecuaciones toma la forma:

r

> | —do (V)6 + Z =0, i=1,r. (5.12)

j=1 (k)

Si el sistema anterior sélo tuviera la solucién trivial, entonces u(v;) = 0, para j = 1,7,
pero entonces, en cada arista a;;(k), ta, ;%) (0) = U, ,x)(¢) = 0, lo cual contradice que
A € S(HP). De este modo, el sistema tiene soluciones no triviales u(vy), -+, u(v,).

Denotando S(A,n) a la matriz del sistema (5.12), la condicién anterior es equivalente
a que det S(\,0) = 0. Notemos que el elemento i, j-ésimo de la matriz S(\, 0) es:

S()‘79)i,j = _dvjn()‘)di,j + Z eiek

v(k)Nv
J
Desarrollando la ecuacién det S(A,0) = 0 se tiene:
—du,n(N) + 2 0 0 D)y € 0% 3, €
20l © o —du,1(A) + Z By €7 vam ¢ _
ZUYG)NUT otk ng’“)wr 0% o —dy (N + Z 0tk

1 i .. L 10
. Aoy 2o, € Ty 2an) oy ©
dy; | det § —n(A)1, + : - :
i=1 1 e ... L 0
dy,. Zvik)er, € dy,. Zvﬁk)rvv €

, —AN) + 3 L AR >
i=1 dir ZUYC)NW ek e =n(N) + t Zvﬁk)wr ek
( (A1

Asi, det S(A,0) = 0 si y sélo si
t Zvﬁk)Nvl ewk
det § —n(A)1, + : : =0, (5.13)
t Zvﬁ’“)wr b ... diT Zvﬁ’“)wr ik
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Figura 5.1: Malla cuadricular (izquierda) y su zona de Brillouine Z = [—n, 71]* (derecha)

donde 1, es la matriz identidad de r x r.

Reciprocamente, si A € C\ & (H b ) es solucién de la ecuacién anterior, entonces el
sistema (5.12) posee una solucién no trivial u(vy),- -+ ,u(v,). Definiendo u,, ;) como en
(5.11) y u como la familia de dichas uq, ) y sus trasladados, se tiene que u € HZ (T') y
es una solucién de H%u = Mu que satisface las condiciones de N-K y la condicién ciclica
de Bloch. Luego u‘ro € P(H?) es una eigenfunciéon de H?, de modo que A € &(H?).

En resumen se tiene el siguiente teorema:

Teorema 30. Dado 0 € B, un valor A € C\& (HD) serd un valor propio del Hamiltoniano
de Bloch H? si y sdlo si, n(\) = f(0), donde f(0) es un valor propio de la matriz:

T

1 )
o) = D e* : (5.14)
vi v<-k)~v:
J ' i,j=1
En consecuencia el espectro del Hamiltoniano H dado por el operador de Schrodinger
periodico satisface:
SH)\ & (H”) = |J () = f(0)}. (5.15)

oeB

Ejemplo 8. Considere el grafo cuadricular I' C R? con vértices V = Z? y aristas B =
{l(n,m), (n+1,m)],[(n,m), (n,m+1)] |m,n € Z}, el cual puede verse en la parte derecha
de la figura 5.1 . En I acttia el grupo G = Z?, cuyos generadores son e; = (1,0),e5 = (0,1)
y aparecen como flechas de color azul en la figura 5.1. Notemos que el grafo es unilateral.

Un dominio fundamental I’y C T' puede ser tomado como 'y = (Vy, By), con Vy =
{n1} vy By = {b1, b2}, como se muestra en la zona de color rojo.

Se puede comprobar que el lattice dual es G* = 27Z? , y que una zona de Brillouine
puede ser escogida como B = [—7,7]?, la cual se observa de color verde en la parte
izquierda de la figura 5.1.

Consideremos gy = 0 y el hamiltoniano H = —%. Aplicaremos el método desarrollado
en esta seccion para céalcular el espectro de los hamiltonianos de Bloch.

Primero, observemos que los vértices adyacentes a v; son: v§1),v(_1),vél),v§_l), y las
correspondientes aristas incidentes son by = a1 1(1),a11(—1), b2 = a12(1), a1 2(—1).
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Como el grafo es unilateral, el hamiltoniano actia en cada arista como el operador
u(x) — —u”(z), para z € (0,1). Entonces, el problema H” asociado consiste de:

—u'(x) = Ju(zx), 0<z<1
u(0) =u(l) = 0.
Es bien conocido que & (H b ) = {n?n?} 7 ,.SiA¢g S (H b ), las correspondientes funciones
o, 1 tales que @o(A,0) = 1,¢9(A, 1) =0 y 1(A,0) =0,1(A, 1) =1 son
sin (\/X(l — x)) sin (\/Xyg)
)\,[E = , )\’ r) = ——— 7
#o(h,) sin v\ p1(h2) sin v/A

Notemos que g, ¢1 son holomorfas en C\ {n?r?}22,.
De este modo, la funcién de dispersién n(\) estd dada por

(N 1) VAcos VA

A\) = = = cos V.

A (A, 0) VA

Tomemos 6 = (61, 0,) € B. Entonces A € &(H?) si y sélo si, satisface la ecuacién del

determinante (5.13), que en este caso por tener sélo un vértice (r = 1), se convierte en la
ecuacion:

1 i e 4 e 4 etz 4 o=02 o5 + cos by
) == Y %= = .

4 2

’U§k)NU1
De esta forma, la ecuacion de dispersién para la malla cuadricular es:

0 7
COS[IW, 91,026 [—71',71'].

Entonces:

0 0 ?
A= [arc cos (W) +n7r} , MEZL, b€ -7, 7]

(la funcién arccos se toma con rango en [—1,1]). De aqui notamos que A(6q,02) >
0, V01,05 € [—m, 7], lo cual coincide con el estimado de que S(H) C [0,+00). En la
figura 5.2 podemos ver la superficie de dispersién correspondiente a n = 0.

5.3. Valores propios de multiplicidad infinita en un
grafo equipotencial

Gracias al teorema 5.11 tenemos una representacién para &(H)\ & (H b ) Cabe ahora
preguntarnos, jqué relacion hay entre el espectro & (H b ) y &(H)?

Una primera respuesta para esta pregunta se encuentra en [22], donde se muestra que
para el grafo unilateral del grafeno, los valores §(HP?) corresponden a valores propios de
S(H) con multiplicidad infinita, y las correspondientes funciones propias son funciones
cuyo soporte es compacto y consiste de un ciclo hexagonal del grafeno.

Recordemos que un ciclo en un grafo I' C R™ es una sucesion de vértices vg, -« , v, v
una sucesion de aristas by, - - - , b, tales que:
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Figura 5.2: Superficie de dispersion para n = 0.

1. vg = v,.
2. bj = [Uj_l,l)j], j = L_Ii

Ademas, el ciclo es simple si vy, - - , v, son distintos 2 a 2. Recordemos que el corolario 1
establece que todo ciclo contiene un subciclo simple, por lo que de aqui en adelante, sélo
se trabajara con ciclos simples. Denotamos el ciclo por C = U;Zl b;. Observemos que por
ser ciclo simple, cualquier vértice v; € C sélo puede tener 2 aristas adyacentes contenidas
en C (concretamente, las aristas b;, bjt1).

Como en la mayoria de los ejemplos practicos, siempre existe un ciclo en el grafo I,
probaremos una generalizacién del resultado presentado en [22] para grafos que contienen
un ciclo (no aplica entonces para drboles). Para esto, requerimos antes un pequeno lema
técnico.

Lema 11. SeanC y C dos ciclos simples disjuntos en I'. Entonces existe un camino simple
v C T que conecta ambos ciclos, y tal que: #(CN~y) =#(CNy) = 1.

., . . . N 5 M 7 oy
Demostracion. Consideramos los ciclos simples C = | J =10y C = Up—y bk, con vértices
Vo, ,UN YV Vg, ,VUpn Tespectivamente. Puesto que I' es conexo, existe un camino con
vértices wy, - -+ ,wg y aristas ey, - -+ , ex, que conecta vy con ¥y. Como CNC = (), entonces
solo una subcoleccién propia de los vértices wy, - - - , wg, esta contenida en C. Definamos:

I=méx{0<i< K|w; €C}, J=mm{l<j<n|w €C}

Observemos que J < I,y sea p = U;]: 7 di, con d; = [w;_q, w;]. Entonces p es un camino
que conecta w; con wy, y ademés, CNo = {w;}, CNo = {w,}. Por tltimo, por el teorema
1, existe un subciclo simple v de o que conecta w; con w;. De este modo, v es el ciclo
simple buscado. Q.E.D.
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Teorema 31. Suponga que I' C R™ es un grafo periddico que contiene un ciclo. Entonces
S (HD) C 6(H), y cualquier valor A € & (HD) corresponde a un valor propio de H de
multiplicidad infinita.

Demostracion. Sea A € & (HD) y Yy € E) (HD). Por el lema 10, 1, es o bien simétrica
o bien anti-simétrica. Procedemos entonces por casos:

1. Caso 1: 9, anti-simétrica. Consideremos un ciclo simple C = U;”Zl b; con vértices
Vo, -+ ,V, y tomemos las aristas b; orientadas en el sentido b; = [v;_1,vj],
j =1, k. Definamos en cada arista, 1); = 1y, de tal forma que ¥;(v;_1) = 1,(0) =0
y ¥j(v;) = ¥a(£) = 0. De este modo:

Uy(vjm1) = 9a(0), ¥i(v;) = —¥3(€) = —¢4(0) (por (5.4)).
Ahora definimos la familia ¥ = (1)) dada por:

wb:{l/}ja Sib:bjajzla_ﬁa

0, en otro caso.

Observemos que supp(¥) = C que es compacto, de modo que ¥ € L*(T"). M4s an,
U € H*(T), y en cada arista del ciclo, ¢, = 1, es solucién de —} + qo(z)1hy = My,
y en las demés aristas W es identicamente cero, con lo cual H¥ = A\W. Puesto que
¥ (0) = ¥5(¢) = 0, se tiene que \I/|V = 0, con lo cual se satisface la condicién de
continuidad.

Para la condicién de Kirchoff, tomemos v € V. Si v & C, entonces ‘I/’ 8, = 0, por lo
que la condicion ) _p ¥y (v) = 0 se satisface automdticamente. Por otra parte, si
v = v; € C entonces:

D h(vg) = () + ¥ (v5) = =94(0) + ¢4, (0) = 0.

beB,,
Asi, U satisface las condiciones de N-K, con lo cual A € &,(H).

2. Caso 2: 9 simétrica. Tomamos nuevamente el ciclo C con la misma orientacion del
caso anterior. Consideramos dos casos:

Si el ciclo C tiene un nimero par de vértices, definimos las funciones 1; de la
siguiente manera: ¢; = (—1)7¢,, j = 1, k. De este modo:

Yi(vi-1) = (=194(0),  9(v;) = —(=1)94(0) = (=1)/¢4(0)  (Por (5.7))

Definimos ¥ como en el caso anterior y nuevamente ¥ € H?*(T'), HU = AU y
satisface la condicion de continuidad. Para la condicién de Kirchhoff sélo necesitamos
considerar v; € C. Sij =1,k —1:

D dh0g) = U5 0;) + P (v;) = (=17¢A(0) + (=1)"7 194 (0) = 0.

beB.y;
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Por otro lado, para j = k:

D hve) = U (ve) + ¥ (vs) = (=1)"4(0) + ¢ (vo) = ¥4(0) — ¢4 (0) =

beB.y,,

pues  es par. As{, U € Z(H) y X € S,(H).

Ahora, si C tiene un niimero impar de vértices, procedemos de la siguiente manera:
por la condicién (4.5), podemos escoger g € G de tal manera que (C + g) NC = (.
Denotamos C = C + g. Asi, C = U b; es un ciclo simple, con vértices vy, - - - , Uy,

M e
y es ajeno a C. Por el lema 11, existe un camino simple v = |J, _, d,,,, con vértices

wo, - -+, Wy, que conecta ambos ciclos y inicamente los intersecta en un sélo vértice.
Reordenando los vértices de ambos ciclos, podemos suponer que 7y conecta vy con
Up.

Ahora definimos las siguientes funciones: para las aristas b,, de C, definimos:

¥y = (=19, =1,k
para las aristas d; de v se define:
om = (=1)""12¢y, m =1, M,
y finalmente, para las aristas b; de C , se define:

¢ = (1) i =1
A partir de estas funciones, construimos la familia ¥ = (¥,) dada por:

wja Slb:b]?j: y K,
Om, sib=d,, m=1,M,
¢i7 Slb:i)l,lz y K,

0, en otro caso.

Observemos que supp(¥) = CU~ U é, que es compacto, con lo cual ¥ € L?(T).
Ademds, ¥ € H*(T), HV = \U, y \IJ‘V = 0, con lo cual satisface la condicién de

continuidad. Sélo resta ver que se satisface la condicion de Kirchhoff. Unicamente
es necesario comprobar para los vértices de supp(¥).

Para los vértices v;, j = 1,k — 1, empleando las relaciones

Ui(vjm1) = (=1)79A(0),  5(v;) = (=1)7¥4(0),

y procediendo como en caso anterior, se obtiene la condicién de Kirchhoff. Para los
vértices w,,, m = 1, M — 1, observamos que:

Om(Um—1) = (=1)"71204(0), gy (vm) = —(=1)"203(€) = (=1)""2¢,(0)  (Por (5.7)),
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de modo que para m =1, M — 1 se tiene:

Y Uhvm) = 0 (W) + i (W) = (1) 71204,(0) + (=1)"2¢4(0) = 0.

b€Buyy,
En cuanto a los vértices v;, 1 = 1,k — 1, se cumplen las relaciones:
¢i(vim1) = (=1)MTTL(0),  gi(vi) = (=)L (0) = (=1)MTTL(0)  (Por (5.7)),

con lo cual, para ¢ =1,k — 1 se tiene:

D U(0) = Gi(w:) + ¢ (v:) = (=1)MHTL(0) + (=1)M T (0) = 0.

ber,i

Por 1ltimo, para vy = v, = wy se tiene:

pues k es impar, mientras que para vy = U, = wy; tenemos:
D Wilwo) = dy(wn) + & (@) + ()

bEBau,
(=120 (0) + (=) (0) + (=1) =4 (0)
(k esimpar) = ((—=1)M'24+ (=)™ + (—=1)™) ¢}(0) = 0.

Entonces, ¥ satisface las condiciones de N-K; con lo cual es una eigenfuncion de H,
yAEG,(H).

De este modo hemos probado que & (H”) C &,(H).

Para la segunda parte, tomemos A\ € & (HD) y U € E\(H) con supp(¥) compacto,
como en los casos anteriores. Dado g € G definimos el operador traslacion por g, V, :
L*(T") — L*(T') dado por Vyu(z) = u(x — g) y notemos que V; es una isometria en L?(T).

Por la condicién (4.5), podemos escoger una sucesiéon {g,}>>, C G tal que g, —
00, = 00, ¥ (g + supp(¥)) N (gm + supp(¥)) =0, n # m.

Definimos ahora la sucesién {V,}>°, dada por ¥, = V, ¥U. Como H es periddico,
{U,,}5° 4 C Ex(H) y supp(¥,,) = gn + supp(¥). Notamos que si m # n, se tiene

(U, W) 2y = / U, U, dr = / U, U, dx = 0.
r SUPP(¥.)

De este modo la sucesién infinita {W,}>°, C E)\(H) es ortogonal, y en consecuencia
linealmente independiente. Luego E)(H) tiene dimensién infinita, i.e., A es un valor propio
de multiplicidad infinita. Q.E.D.

En conclusién, podemos ver que &,(H) # 0, ain cuando S(H) = Sess(H).
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Nota. Es importante recalcar que el teorema anterior sélo es valido para grafos que contie-
nen ciclos. Por ejemplo, considere el grafo I' C R del ejemplo 7, cuyos vértices son puntos
de Z y sus aristas son los intervalos B = {[n,n+1]|n € Z}. Este grafo no contiene ciclos,
por lo cual es imposible definir una solucién ¥ € L*(T") como en el teorema anterior. Este
hecho es consistente con el resultado bien conocido de que la ecuacién de Hill en R tiene
espectro puramente continuo (véase [9, cap. 5)).

Debemos enfatizar que el teorema 31 tinicamente establece que, para grafos con ciclos,
S(HP) C 6,(H), pero no podemos garantizar que ambos conjuntos sean iguales.

Ejemplo 9. En este ejemplo vamos a analizar uno de los grafos cuanticos mas importantes
en cuanto a aplicaciones: el grafeno. El grafeno es una sustancia compuesta por carbono
puro, cuyos atomos estdn dispuestos en un patrén hexagonal. En la figura 5.3 puede
observarse una representacion del grafo de dicho elemento. Como se puede observar, I"
es un grafo Z2-periédico sobre el cual actia el grupo G ~ Z?2 generado por los vectores

V3 3
272
Existen varios trabajos relacionados con las propiedades de este grafo cuantico, por
ejemplo [28, 22]. En este ejemplo, al igual que en [22] supondremos que el grafo es unilateral
y equipotencial, con un potencial periddico generado por una funcién ¢o € C10, 1] simétrica.
Consideremos el caso en que ¢y = 0 de modo que el hamiltoniano en I' es el operador
H = —% cuyo dominio son las funciones v € H?*(T") que satisfacen las condiciones de
N-K.
Primero, observemos que el grafo contiene ciclos hexagonales, por lo cual de acuerdo
al teorema 31, el espectro & (H b ) del problema:

unitarios e; = (\/g, 0),es = , por medio de traslaciones.

—u" =X, z€(0,1)

u(0) = u(l) =0,
pertenece a &(H). Notemos que & (HP) = {n?n?}52, y cada uno de estos valores repre-

sentan valores propios de multiplicidad infinita del hamiltoniano H.
Para cada n € N el espacio propio es generado por la funcién i, (x) = sin(nmx).
Notemos que

n+1

(1 — ) = sin(nm — nwx) = sin(nn) cos(nmzx) — sin(nwx) cos(nm) = (—1)"" sin(nrx),

de modo que:

sin(nmzx), n impar,
Un(l — ) = { .
—sin(nmwz), n par.

entonces 1, es simétrica para n impar, y anti-simétrica para n par. Asi, aplicando el
prodecimiento descrito en la demostracién del teorema 31, podemos construir funciones
propias ¥ con soporte en un ciclo C hexagonal, partiendo de una de las funciones propias
Y. En la figura 5.4, se puede observar una de tales funciones generada por una funciéon
1, anti-simétrica.

Ahora, para calcular el resto del espectro, consideremos A ¢ {n?7?}°2, y las solucio-
nes o, p1 de la ecuacion —u” = Au en (0, 1) que satisfacen las condiciones ¢g(A,0) =
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Figura 5.3: Grafo cudntico del grafeno (imagen tomada de [3, pag.9])

01\ 1) = 1,y po(A 1) = ¢1(A,0) = 0. Como se observé en ejemplos anteriores, tales
funciones son:

sin \/_ -z sin \/_x
Al = &Q?a ). W’@:sﬁg—fx)

y la correspondiente funcién de dispersién es n(\) = cos v/A.

Ahora, para aplicar el procedimiento del teorema 30, necesitamos determinar un do-
minio fundamental I'y C I'.

Este dominio puede tomarse como en la region azul de la figura 5.3. Los vértices son
Vo = {v1,v2}, y empleando la notacién a; ;(k) = [v;, v](-k)], las aristas que pertenecen a Iy
son & = {a12(0),a12(—1),a12(—2)} (i.e, todas las aristas incidentes en v;). Este dominio
fundamental también se llama celda de Wigner-Seitz.

La zona de Brillouine de I' puede ser calculada de la siguiente manera: primero notamos

que el lattice dual es:

g = {(x,y) € R?

(x,y) - (n\/g—i—m?,mg) € 27, Yn,m € Z} )

Entonces, (z,y) € G* si y sdlo si, para cualesquiera m,n € Z se tiene:
Yy y

3
V3 (n + %) + ym§ € 2n.

Tomando n = —1 y m = 2 tenemos que 3y € 277, con lo cual y € %’TZ, y posteriormente
21

tomando n = 1,m = 0, se obtiene zv/3 € 27Z, de modo que = € \/gZ, con lo cual
(x,y) € (%Z) X (%”Z) Reciprocamente, si z = f/—%k,y = %Wj, con k,j € Z, entonces:

3
V3 (n + %) + ymy = wk(2n +m) + mjm = 7 (2kn + m(k + 7))
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Figura 5.4: Una funcién propia con soporte compacto (imagen tomada de [22, pag.9])

para que esta ultima expresion pertenezca a 2n7Z para cualesquiera m,n € 7Z, entonces

k,j € 27, de modo que (x,y) € (%Z) x (£7Z),ie., G = <\4/—%Z) x (7).

Ahora tomemos x € R, existe un unico £ € (—m, 7] tal que %g — & € 217, de modo

que r — \2/—% S %Z, de modo que \2/—% € (—\2/—%, \2/—%] De igual forma, dado y € R podemos

tomar ¢ € (—m, ] tal que 3y — ¢ € 2nZ, con lo cual y — 2¢ € ¥Zy 2¢ € (%, %].

373
Entonces podemos tomar la zona de Brillouine como:

B—[ 2 27T:|X|: 2 27?]
V3'V3 373
Ahora procedemos a calcular la matriz de dispersion de I'. Como el dominio funda-

mental sélo contiene los vértices vy, vs y cada uno tienen grado 3, entonces para cada
0 € B la matriz de dispersion sera:

1 w0, 1L 0 4 4
T Z e a. Z e 14 e 4 2

S8

V1 V1

oo oo | _ o 3
1 S et 1 3 it 1+ e 4 e 0
du, (k) du, (k) 3

vy U2 Vg U2

donde 6, =6 -(V/3), 6, =0 - (\/Tg, %) Entonces la ecuacién de dispersién esta dada por:

—iby —i6s
1+e +e .

=0

—n() 3 s (1€ e
1+ e 4 ¢ B R
f _77(/\)

Desarrollando el moédulo que aparece en la expresion tenemos:
‘1 + ei91 + €i92|2 — (1 + ei91 + ei@g)(l + €—i91 + e—i92)
= 3+ 2(cos(6y) + cos(f2) + cos(fy — 62))
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Utilizando las identidades cos(x) cos(y) = COS(Hy);COS(x_y) y cos (%) = H%“x) se tiene:

14 e 422 — 144 Cos(@l)—;cos(eg) N

2
01 + 0, 6, — 0, o (01— 02
= 1+4
+ COS( 5 >cos( 5 )—l—cos( 5 )>

91+6’2 0162 _
_ 1+8<COS( ) + cos (45 ))COS(Ql 92)

2

0, 0 6, — 0,
= 1 .
+8cos(2)cos<2)cos< 5 )

Finalmente, nuestra ecuacion de dispersion es:

R 0, 0, 0, —6,\]2
n(\) = ig {1 + 8 cos <5> Ccos (5) cos ( 5 )}

En particular, como n(\) = cos VX se tiene que la ecuacién de dispersién para el grafeno

es:
1
1 0, 0, 0, —6,\ 1|2
— 4.1 el e
cos VA 3{+8cos(2)c08(2)cos< 5 )1
con lo cual:

1 2
1 6, 0y 0y — 6\ ]2
= +- |1 2 22
A {arccos( 3 { +8cos(2)cos<2>cos( 5 >] ) +n7r}
Observemos que la expresion del miembro derecho (que llamaremos f, (61, 6,)) es una
funcién de 64, 605. Ahora, si @ = (x,y), entonces

2T
0, = |zvV3| < ==V3 =2
|01] = |23 7 m

V3 3 27r\/§ o1 3

05 = |xr— - < —= - -

De este modo, |01], |f2] < 27. Entonces, si denotamos el dominio de las funciones f,, por:

=27

W:{(9'€1,6'€2)|9€B}

podemos considerar que W C [—m, 7]2.

En conclusion, el espectro del grafeno esta dado por:

000 = {0 § oo (55 [ 80m () o () o (252)] )

En la figura 5.5 se observa una superficie para n = 0.

2

neL
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Figura 5.5: Superficie de dispersion del grafeno para n = 0.

5.4. Ecuacién de dispersion para el caso general

Siguiendo el procedimiento de un grafo equilateral, procedemos a deducir una ecuacion
de dispersion para un grafo periddico general. Sea I'y C I' un dominio fundamental,
Lo = Vo, Bg) con vértices Vy = {vy, -+ ,v,} y aristas By = {b1,- - ,bs}, con longitudes
0(by), -+, (D).

Como el hamiltoniano H es periddico, el potencial ¢ es generado por una familia
de potenciales ¢; € L>[0,£(b;)] de valor real, que supondremos son simétricos en sus
respectivos intervalos. De este modo, la acciéon del hamiltoniano es independiente de la
direccion que se le asigne a las aristas.

Nuevamente supondremos que cada arista e € By es de la forma e = a; ;(k) = [v;, v; +
ex). Para cada intervalo a; ;(k), denotamos por ¢; ;x a la restriccion del potencial ¢ en dicha
arista (notemos que algunos de estos potenciales pueden coincidir). Para cada arista b;,
denotamos por HP : 9 (HP) < L?[0, £(b;)] — L*[0,£(b;)] al operador de Schrédinger

D d’
HPu(z) = —u(z) + g (@)u()
con dominio 2 (HP) = {u € H?(0,£(b;)) | u(0) = u(¢(b;)) = 0}. Nuevamente, & (HP) =
GH (H ]D ) C R es un conjunto numerable y creciente de valores propios simples.

Siguiendo la notacién empleada en [6], definimos el espectro de Dirichlet de H,

como:

Sp(H) = U & (HP).

—1
Consideremos ahora A € C\ Sp(H), y denotemos por ¢; ;x(A, ), ¢ k(A ) a las
soluciones de la ecuacion

—u"(x) + qijr()u(z) = Mu(z), 0<z<l(a;;k)) (5.16)
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que satisfacen las condiciones
Pink(A0) =1, ¢ ju(A L ai;(k))) =0

Gijk(A0) =0, dijwn(A Llai;(k))) = 1.

Sea 6 € B y busquemos las condiciones que debe satisfacer una funcién v € HZ (T)
para ser una soluciéon de H? que satisfaga las condiciones de N-K y la condicién ciclica de
Bloch:

Ve eI'Vge G ulz+g) = %)

Es suficiente considerar las condiciones en los vértices V. Fijemos v; € V, y conside-
remos una arista a; ;(k), j = 1,r, k = —=m, m adyacente a v;. Denotando nuevamente por
Uq, ;(k) @ la restriccion de u en dicha arista, se tiene que u,, &) debe ser solucion de la ec.
(5.16), de modo que puede expresarse de la forma:

Ua, ;(k) = C1Pijk T C2Pi k-

Repitiendo exactamente el mismo procedimiento que para el caso equilateral, tenemos
que las constantes ci, co estan dadas por:

Uq, ;(k) = W(Vi)Pi gk + ¢ u(vy)di ik,

con b = e, -0,k = —m,m, y los valores u(v;),u(v;) estda bien definidos pues u debe
satisfacer la condicién de continuidad.
Aplicando ahora la condicion de Kirchoff se tiene que:

0 Z Z u(v; <p”k (A, 0) +ew’“u(1}])¢”k()\ O))

j=1 (_k)
= Z Z i 56(A,0) U(Ui)"‘z Z %4 51 (A 0) | u(vy)
F=1 (k) Ly J=1 O\ Ry,
J K3 g 7

Si definimos p; ;1(A) = ¢; ; (A, 0) ¥ vijk(A) == @] (A, 0), se tiene que estas funciones
son holomorfas en C\ &p(H), y obtenemos un sistema de r- ecuaciones con r-incégnitas
u(vy), -+ ,u(v,) de la forma:

SO e fuw) + D[ Y0 PN [uly) =0, i=Tr  (5.17)

i=1 (k j= k
=1 o) =1 \ o

7

Este sistema puede reescribirse de la siguiente forma:

Z Z tii g (A) U(Ui)+z Z ey i n(N) | u(vy) =

=1 Ul(k)NUi j=1 v;k)Nv

r

=D 3> D ) | Gy + Z P vgr(A) ¢ ulvy).

j=1 =10y, SCN
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De este modo, la matriz del sistema esta dado por:

r

S\, 0) = Z Z i\ | 6+ Z e i w(N) . (5.18)

=1 0 NCN
-

Asi, S(), ) es una matriz holomorfa en C\ Sp(H) y A € & (H?) \ Sp(H) si y sdlo si, el

sistema (5.17) tiene soluciones no triviales, i.e. si

det S(\, 0) =

Notemos que también podemos escribir S(\,0) = D(A,0) + E(A,0), donde

r

D(\,0) := diag Z Z ik (N)

=1
v i=1

EX0) =] Y ™))
U(-k)"v”ui
i ij=1
Reciprocamente, si A\ € C\ &p(H) es solucién de det S(A,0) = 0, tomamos una
solucién no trivial u(vy), -+ ,u(v,) y definimos

Uq, ;(k) = U(Uz‘)@z‘,j,k + eieku(vj)gbi,j’k

y definimos u por medio las funciones anteriores y sus trasladados. Entonces u € H? (T')
serd una solucién de H%u = Au que satisfaga las condiciones de N-K y la condicién ciclica
de Bloch. Luego u‘ro €9 (7—[9) yAeB (7—[9). En resumen se tiene el siguiente teorema.

Teorema 32. Sean A € C\ Sp(H). Entonces A € SSp(H) si y sélo si es solucion de la
ecuacion det S(\,0) = 0. En consecuencia

& (M) \ &p(H) = [ J{A] det S(A,0) = 0}.

0eB

Observemos que cuando el grafo es equilateral y equipotencial, la ec. det S(A,0) = 0
se reduce a n(\) = f(0), que ya se habia obtenido previamente.

Ejemplo 10. Consideremos nuevamente el grafo I' C R? del grafeno como se puede

ver en la figura 5.4. Nuevamente, el grupo G que actia sobre I' es generado por los

vectores unitarios e; = (\/5, O) y ey = <‘/7§,% y tomamos el dominio fundamental I'y

formado por los vértices VQ = {v1,v2} y las aristas & = {a12(0), a12(—1),a12(—2)}. El
hamiltoniano es H = —-%; + ¢(z), con dominio las funciones u € H*(T') que satisfacen
las condiciones de N-K. En este ejemplo, supondremos que el potencias ¢ es periddico,
pero no es equipotencial. Sin embargo, se supondra que este potencial es generado por
3 potenciales constantes, c1,c2,¢3 € R que corresponden a las aristas a2(0), a;2(—1)
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y a12(—2)} respectivamente , de modo que H es autoadjunto y su espectro admite la
descomposicién de Bloch &(H) = Uy S (7).
Ahora denotemos el problema de Dirichlet asociado a ¢; por:

p ) U +ecu=xy xe(0,4)
Y w(0) = u(f) =0

donde /¢; denota la longitud de la arista correspondiente a ¢;, para i = 1,2,3. Notemos

que la ecuacién anteriores puede escribirse como —u” = (A — ¢;)u, de modo que que el
o

2
espectro estda dado por & (HiD) = {(%) + ci} , 1 =1,2,3.
Supongamos que A € C\ (Ule {( ) —l—cz}oo ), y sean ;, ¢; las soluciones de
—u” = (A —c¢;)u en (0,¢;) que satisfacen @;(A,0) = ¢; (A, ;) =1y @i(A\ €;) = ¢:(A,0) = 0.

Estas soluciones estan dadas por:

Sin(\/ A — Cz(gl - x))
Sil’l(\/ A — CZ&)

Calculando las derivadas de estas funciones obtenemos:

VA = cicos(vVA —cily) _ _\//\
sin(v A — ¢;4;)

n=1

sin(v/A — ¢x)
sin(v A — Cl&)

(,01'(>\,IL') = ¢1(/\,.’B) =

i (A, 0) = — ci cot(v/ A — ¢ty

VA—cicos(\/A—¢-0) VA —¢
A —ch) | smep) VAT asdvA—al)

De modo que las funciones de dispersién p;, v; estan dadas por

wi(A) = =/ A—cicot(v/A—cily) v 1;(A) =+A—ciese(vV/A—cily)

Tomemos 6 € B. Por el teorema 32 A\ € G(H?) si y sélo si satisface la siguiente ecuacién

(A, 0) =

det Z Z pigk(A) | 0ig + Z ey i k(N =0

=1, (k)
,j=1,2

Aqui se emplea el convenio 6, := 0. Puesto que B,, = {a12(0),a12(—1),a12(—2)} y
By, = {a21(0),a21(1),a12(2)} este determinante se transforma en:

—i0 —i0
H12,0 + p12-1 + H12,-2 Vigo+ Vig 1€ "t + Vi o€ 2

i0 i =0
Vo100 + Vo11€ " + Voq0e? M21,0 + p211 + M2 12

Notemos que los potenciales correspondientes a a1 2(0), a1 2(—1), a1 2(—2) son ¢, ¢z, ¢3 res-
pectivamente. De acuerdo con la figura 5.3, las aristas a21(0), az1(1), a1 2(2) son traslada-
dos de as,1(0),az,1(1), a1 2(2) respectivamente, por lo cual los respectivos potenciales son
c1, 2, c3, entonces nuestro determinante puede escribirse como:

P+ plo + pi3 v+ vpe” 0 4 pgem

r . = 0.
V1 + vpett + pzetf 1+ o + s
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Puesto que cada hamiltoniano de Bloch H? es auto-adjunto, su espectro es real, por lo
cual solo estamos interesados en las soluciones reales de la ecuacion anterior. Asi, podemos
tomar a las funciones p;, v; como funciones de A € R, de modo que resultan ser funciones
de valor real, entonces:

f1+ pe 4 gy v+ vee 0 4 pgei
V1 + 1€ 4 vgel® p1 + plo + 3

S| -

J=1

= <Z Mj@\)) -

De este modo, &(HY) \ <U?:1 {(%)2 + ci}oo ) estd formado de las raices reales de la
n=1
ecuacion:

(Z VA= c¢cot(v/A— c,&)) —

3 2

Z eifi-1 \/rC,LCSC<\/rCz€Z)

J=1

=0

5.5. Representaciones analiticas para la ecuacion de
dispersion

Ahora que se ha obtenido una ecuacién de dispersién para un grafo periédico, se pro-
cede a desarrollar expresiones analiticas para las funciones n(\), p; jx(A) ¥ vi6(N).
Empezamos considerando el caso para un grafo I' C R™ equilateral y equipotencial de
longitud ¢. Para simplificar notacién, denotamos L = —% + qo(x).

Sea A = w? € C\ & (HP) y consideremos las soluciones ¢o(w,z), p1(w,z) de la
ecuacién Lu = w?u en (0,/) que satisfacen las condiciones pg(w,0) = ¢i(w,f) = 1y
wo(w, ) = p1(w,0) = 0, y recordemos que la funcién de dispersién para el grafo I' estd
dada por:

P (w, 0)
i (w,0)

Buscaremos una expresién analitica para n(w) de la siguiente manera. Tomemos una
solucién f € C?*(0,¢) N C0,4] de la ecuacién Lf = 0 en (0,£), que no se anula en
el intervalo [0,¢]. Como el potencial gy es de valor real, podemos tomar dos soluciones
reales f1, fo que formen un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacion Lu = 0,
estas funciones deben tener ceros alternados (véase [1, cap. 1]) por lo cual la funcién

n(w) =

f = fi +ifs no tiene ceros en [0,/]. Finalmente se puede tomar f = %. Una forma
de construir las soluciones fi, fo puede ser empleando el método SPPS estudiado en el
capitulo 1, esta construccién puede verse, por ejemplo, en [16]. Finalmente consideramos
los sistemas de integrales recursivas {X® (2)}52,, {X® (2)}22, del método SPPS (teore-

ma 7) y {¢r(z)}32, las potencias formales asociadas a f centradas en 0.

Una primera forma de construir una expresiéon para la funciéon de dispersion 7, es
expresar a la funcién ¢;(w,z) mediante el método SPPS, y encontrar una expresién en
serie de potencias para n(w). Este procedimiento es realizado en el articulo [3], donde se
muestra como usar la representacion SPPS para el calculo aproximado del espectro G(H).
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Nosotros procederemos de manera diferente. Denotemos h = f’(0) y consideremos las
soluciones cp,(w, ), s(w, z) de Lu = w?u que satisfacen las condiciones:

ch(w,0)=1, ¢,(w,0)=h y 8w,0) =0, §(w,0)=1.

Notemos que ¢ (w, =), $(w, z) forman un conjunto fundamental de soluciones para Lu =
w?u, con lo cual podemos escribir:

Yo = acy, + bs, 1 = acy, + Bs.
Evaluando ¢; en x = 0 tenemos
0=¢1(w,0) = acy(w,0) + fs(w,0) = a = p1(w,x) = fs(w, x).

Evaluamos ahora en z = ¢:
1 =p1(w,l) = Bs(w,?).

Puesto que w? ¢ & (H”) y s(w,0) = 0, entonces s(w,¢) # 0, con lo cual 3 = ﬁ
Ahora repetimos el mismo procedimiento para g:

1 = po(w,0) = acy(w,0) + bs(w,0) =a = p1(w,x) = cp(w, z) + Bs(w, x).

Yy
_ _ o _Ch(c")?g)
0=go(w,?) =cp(w, ) +bs(w,l) = b= 5(.0)
En conclusion tenemos que:
B cp(w, ) _ s(w, )
wo(w, ) = ep(w, ) — (. D) s(w,z) vy pr1(w,x) = s.0)’ (5.19)
Ahora calculamos la expresion para n(w):
prw b)) sw )
n(w =5 (w,/l).
TRy Rl

Sea K(z,t) el nicleo de transformacion asociado a h = f’(0). Por el teorema 9 se

tiene: ,
sin(w s n(w
s(w,z) = ! / Ky ( 1 )dt.

Derivando esta expresién con respecto a x y empleando la regla de Leibniz para derivar
bajo el signo de la integral obtenemos:

xT

§(w,x) = COS(W$)+Kf(x,x)SinEwa) —i—Kf(ac,—;z:)Sin(;wx) +/ %Kf($>t>8in£wt)

. —x
sin(wz) “

= cos(wz) + (K¢(z,z) — K¢(z,—x)) » i aa K, )sin(aJt)

dt.

Como el nicleo K satisface las condiciones de Goursat

h 1

Ki(z,z) = B + 5/0 Q(s)ds v Ky(z,—x)=—
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tenemos finalmente que:

(w0, ) = cos(wz) + (1 / i Qo(S)d5> sinfwr) | / "2 ka2l gy

2 w . w

Como gy es simétrico en [0, ¢], entonces f(f q(s)ds =2 fo s)ds, con lo cual obtenemos
la siguiente representaciéon para la funcién de dispersion.

Proposicion 21. Para un grafo equilateral I' C R™ y equipotencial con potencial simétrico
o, la funcién de dispersion n(w) estd dada para todo w* € C\ & (HD) por:

in(w ¢ sin(w
n(w) = cos(wl) + (/0 q(s)ds) SL—E) + /g %Kf(f, t) (wt) dt (5.20)

w
Denotemos por Ki(z,t) = a%Kf(x,t). De forma andloga al teorema 10, se puede
demostrar (véase [15]) que:

vl

Yo(z) = 2”; 1 (Z l’“mf,%“) 3 m(n;; D %/0 go(s)ds — ga + (—1)m)> . (5.21)

De hecho podemos definir las funciones:

X;]z;()x), si k es par,
Yr(x) = Vk € Ny

XU (2 . .
X flz;() ), si k es impar

y obtener que
!/

2= ki + f7¢k, vk € No

(véase [13]). Sustituyendo la serie de Fourier-Legendre de K7, (z,t) en la férmula de
s'(w, x) se obtiene la siguiente expresion:

1 v sin(w 2 .
§'(w, ) = cos(wz) + 3 (/0 qo(s)ds) + - Z " Yom+1 (%) jam41 (W)
m=0

y esta serie converge uniformemente con respecto a = en todo [0, £] y con respecto a w en
cualquier compacto de C\ & (H b ) (la demostracién de estos hechos puede encontrarse
n [15]). En consecuencia se obtiene la siguiente representacion:

Teorema 33. Para un grafo equilateral ' C R™ y equipotencial con potencial simétrico
o, la funcién de dispersion n(w) estd dada para todo w* € C\ & (HD) por:

n(w) = cos(wl) + (/02 QO(S)dS> Sinfdwg) + % > (=)™ om1 (Ofamsr (wl)  (5.22)

donde las funciones {ym(x)}5°_, estdn definidas por (5.21).
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Por supuesto, la importancia de la representacién (5.22) es que puede ser utilizada pa-
ra obtener un método de aproximacién del espectro del grafo I'. Supongamos primero que
I' es un grafo que contiene un ciclo. Entonces, por el teorema 31, & (H b ) C 6(H) y co-
rresponde a valores propios de multiplicidad infinita. Para calcular & (H b ), consideramos
una solucién u(w, x) de Lu = w?u en (0, ). Entonces:

u(w, ) = acp(w,x) + fs(w, x).
El valor w? € & (HP) si y sdlo si, u(w,0) = u(w, ) = 0, de modo que:
0 = acy(w,0) + fs5(w,0) =
con lo cual u(w, z) = fs(w, ). Entonces 5 # 0 y obtenemos
0=p0s(w,!) < s(w,f) =0.

Entonces, & (H b ) consiste precisamente de las ceros reales de la funcién s(w, ¢), que de
acuerdo con el teorema 11 puede escribirse como:

sm 2

8((")76) = Z 52n+1 ]2n+1(w‘€) = 0.
=0

w

Por otro lado, sif € By f(#) es una valor propio de la matriz o (f) = (% Zv;k)wvi ewk)ijﬂ,
por el teorema 30, w? € C\ & (H?) serd un valor propio del hamiltoniano de Bloch #’
si y solo si:

cos(wl) + (/02 qo(s)ds> sin(w + % Z " Yom+1(0) Jams1(wl) = f(0).

En resumen tenemos el siguiente teorema:

Teorema 34. Sea I' un grafo periodico equilateral de longitud ¢ > 0 y equipotencial con
potencial qo € C[0,4] simétrico y de valor real, el cual posee al menos un ciclo. Entonces
el espectro del operador de Schrodinger H, &(H) consiste de los w? € R para los cuales
se cumple la ecuacion:

sin

2 o0
; Z ﬁ2n+1 ]2n+1(W£) =0 (5-23)
n=0

y de los w? € R que no satisfacen la ecuacion anterior, pero si satisfacen para algin 6 € B
la siguiente ecuacion:

cos(wl) + (/02 qo(s)ds> sin(w + % Z "Yom+1(£) Joms1(wl) = f(6) (5.24)

donde f(0) es un valor propio de la matriz de dispersion o(6) = | — Z e
3 T ij=1
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Observemos que el teorema 34 provee de un método numérico para el calculo del
espectro G(H). Como puede verse en [15], se pueden considerar las aproximaciones para
M e N:

| 2]
surl(w) = sme@ I % Z (—1)"Bans1(€) jans1 (wh) (5.25)
y
3 sin(wl) 2 )
Ny (w) = cos(wl) + (/0 qo(s)ds> " + " (=)™ vomy1(€)J2mr1(wl).  (5.26)

(aqui [%] denota la parte entera de %) Se puede demostrar que la aproximacién

de s v mar es uniforme. Concretamente, para cualquier w perteneciente a una banda
|Im(w)| < C, con C' > 0, se cumple:

) — o)) < 2D gl 0) - o) < 2D,

De este modo, las soluciones de las ecuaciones aproximadas

suw) =0y nuw)=f(6)

pueden tomarse como aproximaciones del espectro G(H ). De hecho, existen diversos méto-
do numéricos que permiten el cdlculo aproximado de tales raices, por ejemplo en [17] se
muestra un algoritmo basado en el principio del argumento y el teorema de Rouché para
localizar y calcular las aproximaciones de las raices de este tipo de ecuaciones.

Ahora, para el caso general, sea I' es un grafo periédico y consideramos un dominio
fundamental T'y C T' con vértices Vo = {vy, -+ ,v,.} y aristas & = {ey, -+ ,es}, cuyo
hamiltoniano es el operador de Schrodinger periddico H con un potencial generado por
las funciones ¢; € C[0,4(b;)],7 = 1,s, cada una simétrica y de valor real. Para cada
intervalo [0, £(b;)], construimos la correspondiente solucién f; € C[0,£(b;)] N C*(0, £(b;))
de f!" — ¢;fi = 0 que no se anula en todo el intervalo, y con base en esta funcion, se
construyen las potencias formales y las funciones ¢;, s;, con ¢;(0) = h; = f/(0).

Por el teorema 32 sabemos que w? € R\ &p(H), si sélo si satisface la ecuacion:

T

det Z Z figk(w) | i+ Z e’ekumk = 0.
!

=1 () . v®n

l K2 "7:1
En este caso i k(W) = @ 5 x(0), viju(w) = ¢ ;£(0), @ik, Pijx son las soluciones de —u"+
g jxu = w*uwen (0,0(a; ;(k))) que satisfacen las condiciones p; j x(w, 0) = ¢; ;x(w, £(a; ;(k)))
Ly wijr(w,l(a; (k) ) ¢ijk(w,0) = 0. Una vez mas, de forma andloga al caso equila-
teral, estas funciones pueden escribirse como:

Cib(@, U0 () o (0 2)
514w, Uag 5 (1)) "9

ijkw,x) = ¢ jp(w,z) —
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SZ‘J"]C(LU, l’)

Sijr(w, l(ai;(k)))

Gijr(w, ) =

de modo que:

_ Ci,j,k(wﬂ g(a’m(k») /

in(w) = ¢ (w, 0 %ig
i) = €5, 0) = o e Tany (R)) ok

(w,0)

sg,j,k ((")7 0)
Sijk(w, €(ai;(k)))

Por las propiedades de las soluciones ¢y ; j i, Si jr sabemos que las derivadas en x = 0
toman los valores ¢; ;. (0) = hi ;1 = fi;1.(0), si,,(0) = 1, de manera que:

Chijk(w, (a;;(k)))
Higrl) = higi = = Uany (K))

1
Sijk(w, ((ai;(k)))
Por supuesto, las funciones (5.27) y (5.28) pueden expresarse por medio de series de

Neumann, y las series parciales de tales series pueden emplearse para el calculo aproximado
de los valores propios de cada hamiltoniano de Bloch #?.

Vijr(w) =

(5.27)

(5.28)

Vijk(w) =

Comentarios y observaciones

En esta seccion se mostrd que si un grafo periédico con potencial simétrico contiene
ciclos, entonces G(HP) C &,(H). Sin embargo, ain no se sabe bajo que condiciones
se dara la igualdad. También es importante recalcar que dicho resultado se tiene, hasta
ahora, sélo para grafos equilaterales. No obstante, existen algunas propiedades que deben
cumplir los valores propios de H, y que son validas para cualquier grafo periédico en
general, como se puede ver en siguiente teorema:

Teorema 35. [21] Sea T' un grafo Z™-periddico, cuyo hamiltoniano H estd dado por el
operador de Schrodinger con potencial simétrico y periodico, y cuyo dominio consiste de
las funciones en H*(T') que satisfacen las condiciones de N-K. Suponga que X € S,(H) \
Sp(H). Entonces A posee una funcion propia con soporte compacto. Mds ain:

E\x(H) ={v € Ex(H) | supp(¢)) es compacto }.

Como consecuencia del teorema anterior y del teorema 31, un grafo periddico equila-
teral y equipotencial que contiene ciclos, so6lo puede tener valores propios de multiplicidad
infinita.

Existe también otro resultado que establece una condicién suficiente para que un valor
A € R sea un valor espectral.

Teorema 36. (Schnol, [21]) Sea I' un grafo Z™-periddico, uyo hamiltoniano H estd
dado por el operador de Schrodinger con potencial simétrico y periddico, y cuyo dominio
consiste de las funciones en H?*(T') que satisfacen las condiciones de N-K. Sea \ € R,

para el cual existe una funcion ® € HE (T) tal que:
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LVheEB  — Ldy(x) + qy(x)Py(x) = ABy(2), c.t.p. [0,€(D)].
2. ® satisface las condiciones de N-K en cada vértice.

3. Dado z¢ € T fijo,

Ye>03C. >0: Vr >0 / |®(x)|?de < Ce™.
Br(zo,r)

Entonces A € G(H).

Una funcién ® € H? (') que satisfaga las condiciones 1y 2 del teorema de Schnol, se
denomina una funciéon propia generalizada. Por supuesto, esto no implica que \ sea

un valor propio.
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6

Conclusiones y comentarios finales

En este trabajo de tesis se ha realizado un estudio acerca de la teoria de grafos cuanti-
cos. Entre los principales resultados presentados se encuentran:

1.

Mostrar una construccién del espacio métrico I',,.; con la métrica dr, asi como
estudiar sus principales propiedades. Ademas, se establece una caracterizacion de
las funciones f : [';,e; — C, por medio de familias de funciones { f;}ycp definidas en
los intervalos [0, £(b)].

. Se realizé una investigaciéon de la teoria de operadores diferenciales definidos en

grafos cudnticos. Se estudiardn las principales propiedades del hamiltoniano asociado
a un grafo cudntico, principalmente la propiedad de ser autoadjunto, y se demostro el
teorema de Sturm-Liouville para grafos compactos, el cual establece que el espectro
del hamiltoniano es puramente discreto.

Presentamos las definiciones basicas de un grafo periédico y un grafo encajado en
R™. Se mostro que todo grafo periddico puede ser generado a partir de los traslados
de un dominio fundamental I'y. Ademas, estudiamos la descomposicion espectral y
la representacién band-gap del espectro del hamiltoniano H.

Uno de los resultados principales obtenidos en este trabajo, fue el demostrar que
para un grafo I' equilateral que admite ciclos, con un hamiltoniano H periédico
y equipotencial, con potencial simétrico, se cumple que &p(H) C &,(H), y cada
A € Sp(H) corresponde a un valor propio de H de multiplicidad infinita.

Se desarrollaron dos ecuaciones de dispersion para el célculo del espectro de un
grafo peridédico: uno para el caso general y otra para cuando el grafo es equilateral
y equipotencial. Ademas se obtuvieron representaciones analiticas para la ecuacién
de dispersion de un grafo equilateral empleando el método de series de Neumann
de funciones de Bessel esféricas. Estas representaciones pueden ser utilizadas para
el calculo numérico del espectro.

Por supuesto, los resultados presentados en este trabajo abarcan sélo algunos proble-
mas de la teoria de los grafos cuanticos, y atin existen problemas muy interesantes por
estudiar.
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Por ejemplo, en el capitulo 2 se demostrd el teorema de Sturm-Liouville para grafos
compactos, sin embargo, es interesante desarrollar alguna ecuacién de dispersién con la
cual se pueda caracterizar los valores propios del hamiltoniano H. Ademads, una vez obte-
nida tal ecuacion de dispersion, el representar ésta de forma analitica, ya sea por medio
del método SPPS o las series de Neumann, proveeria de un método numérico para el
calculo efectivo de los valores propios. Es importante comentar que los resultados pre-
sentados son validos para operadores autoadjuntos, pero también es importante analizar
el caso cuando el hamiltoniano no es autoadjunto, principalmente cuando el operador de
Schrodinger tiene un potencial de valor complejo, o incluso singular.

Por su parte, desarrollar la teoria de operadores de transmutacion para operadores defi-
nidos sobre grafos cuanticos seria un resultado muy importante, ya que permitiria analizar
las propiedades de un hamiltoniano “complicado”, como lo es el operador de Schrodinger,
empleando las propiedades de un operador “sencillo”, como el operador menos segunda
derivada, tal y como ya se ha hecho para operadores diferenciales en intervalos de la recta.

Como mencionamos anteriormente, en este trabajo hemos demostrado que el espectro
de Dirichlet de un grafo periédico equilateral y equipotencial que contiene ciclos, esta
contenido en el espectro puntual. Sin embargo, aiin no se sabe si el espectro puntual es
idéntido al de Dirichlet, ni se tiene una caracterizacion completa del espectro puntual
para el caso general. También es importante recalcar que no se tiene atin un resultado
para un grafo periédico general.

Por 1ltimo, la teoria de problemas inversos en grafos cudnticos, aunque no se estu-
di6 en este trabajo, constituye una de las areas mas activas y ricas de la matematica
contemporanea. Actualmente se han estudiado diversos problemas para arboles y grafos
compactos, incluyendo también algunos resultados para grafos con un nimero finito de
aristas, pero que incluyen aristas de longitud infinita. Sin embargo, existen pocos resul-
tados sobre problemas inversos para grafos periddicos, por lo que es interesante explorar
los problemas para este caso, asi como desarrollar métodos numéricos para la resolucion
de dichos problemas.

107



1]

[10]

[11]

Bibliografia

M. A. AL-GwAI1Z , Sturm-Liouville Theory and its Applications, Springer-Verlag,
2008.

R. BALAKRISHNAN, K. RANGANATHAN, A Textbook of Graph Theory, 2nd. Edi-
tion, Springer, 2012.

V. BARRERA-FIGUEROA, V. S. RABINOVICH, Effective numerical method of spec-
tral analysis of quanthum graphs, J. Phys. A: Math. Theor. 50(2017)215207.

V. BARRERA-FIGUEROA, V. S. RABINOVICH, M. MALDONADO-ROSAS, Numeri-

cal estimates of the essential spectra of quanthum graphs with delta-interactions at
vertices, Applicable Analysis, DOI: 10.1080/00036811.2017.1419201

D. BARSEGHYAN, A. KHRABUSTOVSKYI, Gaps in the spectrum of a periodic quant-
hum graph with periodically distributed &' -type interactions, J. Phys. A: Math. Theor.
48 (2015),255201.

G. BERKOLAIKO, P. KUCHMENT, Introduction to Quantum Graphs (Mathematical
Surveys and Monographs Vol. 186), American Mathematical Society, 2013.

H. BrEz1s, Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations,
1st. Edition, Springer, 2010.

H. Campos, V. V. KRAVCHENKO, S. M. TORBA, Transmutations, L-bases and

complete families of solutions of the stationary Schrodinger equation in the plane,
J. Math. Anal. Appl. 389 (2012), no. 2, 1222-1238.

M. S. P. EASTHAM, The Spectral Theory of Periodic Differential Equations, Scot-
tish Acad. Press. Ltd., Edinburgh-London, 1973.

P. EXNER, A duality between Schrodinger operators on graphs and certain Jacobi
matrices, Ann. Inst. H. Poincaré Phys. Théor., 66(4), 359-371,1997.

G. B. FOLLAND, Real Analysis, Modern Techniques and Their Applications, 2nd.
Edition, Wiley Interscience, USA, 1999.

108



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

D. HiLLToN, P. W. SCHAEFER, Spectral Theory and Computational Methods of
Sturm-Liouville Problems, Marcel Dekker Inc. 1960.

K. V. KHMELNYTSKAYA, V. V. KRAVCHENKO, S. M. TORBA, S. TREMBLAY,

Wave polynomials and Cauchy’s problem for the Klein-Gordon equation, J. Math.
Anal. Appl. 399 (2013), 191-212.

V.V. KRAVCHENKO, A representation for solutions of the Sturm-Liouville equation,
Complex Variables and Elliptic Problems v. 53 issue 8 2008 775-789.

V. V. KRAVCHENKO, L. J. NAVARRO, S. M. TORBA, Representation of solutions

to the one-dimensional Schrodinger equation in terms of Neumann series of Bessel
functions, Appl. Math. Comput. 314 (2017) 173-192.

V. V. KRAVCHENKO, R. M. PORTER, Spectral parameter power series for Sturm-
Liouville problems, Mathematical Methods in the Applied Sciences, 33 (2010) 459-
468.

V. V. KRAVCHENKO, S. M. TorRBA, U. VELASCO-GARCIA, Spectral parameter
power series for Sturm-Liouville equations with a potential polynomially dependent
on the spectral parameter and Zakharov-Shabat systems, Journal of Mathematical

Physics, 56, 073508 (2015).

E. KREYSZIG, Introductory functional analysis with applications, 2nd. Edition, Wi-
ley, New York, 1978.

C. S. KUBRUSLY , Spectral Theory of Operators on Hilbert Spaces, Birkhauser,
2012.

P. KUCHMENT , Quanthum Graphs: I. Some basic structures, Waves Random Me-
dia, 12(4), S107-S128, 2004, Special section of quanthum graphs.

P. KuCHMENT , Quanthum Graphs: II. Some spectral properties of quantum and
combinatorial graphs, J. Phys. A: Math. Gen. 38 (2005) 4887.

P. KucHMENT, O. PosT, On the spectra of carbon nano-structure, Commun. Math.
Phys. 275,805-826(2007).

P. Kurasov, F. STENBERG, On the inverse scattering problem on branching
graphs, J. Phys. A: Math. Gen. 35(2002)101.

P. KurAsov , Schrodinger Operators on graphs and Geometry I: Essentially boun-
ded potentials, J. Funct. Anal. 254 (2008) 934-953.

D. LEnz, C. SCHUBERT, P.STOLLMAN, Eigenfunction expansions for Schrodinger
operators on metric graphs, Integr. Equ. Oper. Theor. 62 (2008), 4,541 - 533.

V. A. MARCHENKO, Sturm-Liouville Operators and Applications, Birkhauser-
Velarg, 1986.

J. R. MUNKRES, Topology, 2nd. Edition, Prentice Hall Inc., 2000.

109



[28] V. S. RABINOVICH, S. ROCH, Pseudodifferentail operators on periodic graphs, S.
Integr. Equ. Oper. Theory (2012) 72: 197.

[29] G. SALICRUP, Introduccion a la topologia, Sociedad Matemética Mexicana, 1997.

[30] K. SCHMUDGEN, Unbounded Self-adjoint Operators on Hilbert Space, Springer,
2012.

[31] A. TALMAGE, Computing the Dispersion Relation of
Periodic Quantum Graphs, Spring 2015, Paper 121
(http://openscholarship.wustl.edu/wushta spr2015/121).

110



