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RESUMEN

La geometria diferencial juega un papel muy importante en la fisi-
ca. El conjunto de estados de equilibrio de un sistema termodinamico
se puede pensar como una variedad diferenciable, con coordenadas
locales (0,x1,...,x,), donde 6 es la temperatura empirica y x1,...,x,
las variables de configuracion. El teorema de Carathéodory garantiza
que sobre estas variedades tengamos temperatura y entropia. Una va-
riedad de contacto es una variedad diferenciable de dimensién impar
junto con una estructura de contacto, esto da una manera de definir
termodinamica que es mas riguroza que la anterior. En este traba-
jo se daran los detalles matematicos de las dos formas de describir

termodinamica mencionadas anteriormente.
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ABSTRACT

Differential geometry plays a very important role in physics. The
set of equilibrium states of a thermodynamic system can be thought
of as a differentiable manifold, with local coordinates (8,x1,...,x,),
where 6 is the empirical temperature and x1,...,x, the configuratio-
nal variables. The theorem of Carathéodory guarantees that on these
manifolds we have temperature and entropy. A contact manifold is
a differentiable manifold of odd dimention together with a contact
structure, this gives a thermodynamic definition that is more rigo-
rous than the previous one. In this work the mathematical details of
the two forms of thermodynamic description mentioned above will be

given.

XI






INTRODUCCION

Si tenemos una 1-forma diferencial @ podemos pensar localmente
que ésta es un vector; luego le podemos asociar un espacio nulo, el
cual sera de dimensién uno menos que la varidead donde esté defi-
nida. De aqui, podemos extraer algunos resultados como el teorema
de Carathéodory. También podemos pensar en otras propiedades so-
bre esta forma diferencial; habra alguna que cumpla con la condicién

a A (da)” # 0; con esto, podemos definir una variedad de contacto.

El objetivo principal de este trabajo es mostrar una de las rela-
ciones que hay entre la termodinamica y la geometria diferencial; en
especial, la relacién con las variedades de contacto. En el primer ca-
pitulo, definiremos los conceptos funciones k-lineales alternantes, k-
forma exterior, k-formas diferenciales en R”, derivada exterior y una
proposiciéon que nos servira para el segundo capitulo. También da-
remos las nociones basicas de geometria diferencial, es decir, varie-
dad diferenciable, espacio tangente a un punto, funciones diferencia-
bles, k-formas diferenciales sobre una variedad, diferencial de una
aplicacion, campo vectorial y mostraremos algunos ejemplos. A conti-
nuacién, describiremos la termodinamica desde el punto de vista de
Carathéodory donde mostraremos contacto diatérmico, temperatura
empirica, variables de configuracién, variedad de estados de equili-
brio, interaccién adiabatica, cerradura adiabatica, curva adiabatica,

primera Ley de la Termodinamica, energia interna, trabajo, calor su-
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X1V Introduction

ministrado y diferencial de calor.

En el segundo capitulo empezaremos con mecanica estadistica y
hablaremos de o-algebra, espacio medible, medida, medida de proba-
bilidad, espacio de medida, funciones medibles, integral de Lebesgue,
valor esperado, observable de un sistema, estado de un sistema, es-
tados de equilibrio, funciéon de particiéon y funcion de Massieu. Luego,
introduciremos las nociones de curva nula, teorema de Carathéodory,
curva reversible adiabatica, segunda Ley de la Termodinamica (des-
de el punto de vista de Carathéodory), funcién bilineal alternante no
degenerada, 2-forma no degenerada, elemento de contacto, punto de
contacto, distribucion diferenciable, variedad de contacto, estructu-
ra de contacto. Finalmente, utilizaremos estos conceptos para definir

termodinamica utilizando variedades de contacto.



FORMAS DIFERENCIALES Y
VARIEDADES
DIFERENCIABLES

En este capitulo definiremos nociones basicas como formas diferen-
ciales, variedades diferenciales, haz tangente, espacio medible, fun-

cion medible y mas. Ademas, describiremos la termodinamica.

1.1 FORMAS DIFERENCIALES EN R"

Sea eq,eq,...,e, una base de R". Denotaremos por (R™)* el espacio
dual de R" y dx1,dxs,...,dx, la base dual asociada a la base candnica.
Ahora definamos A*(R")*; éste ser4 el conjunto de todas las funciones

k-lineales alternates
¢: R"x-- - xR" - R;
———
k—veces

alternante quiere decir que si intercambiamos dos argumentos con-

secutivos de ¢ tenemos que ¢ cambia de signo. El conjunto de todas
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las funciones k£—lineales alternates con las operaciones usuales es un
espacio vectorial. Si tomamos ¢1,pe,...,¢r € (R™)*, podemos construir

un elemento de A*(R™)* dado por
(rbl A ¢2 ARRRRA ¢k(vlyv27- .. ,Uk) = det((pl(vj))a la] = 19' .. 7k'
Esta manera de construir nuevos elementos de A*(R”)* nos ayuda a
determinar una base para este espacio vectorial. Este hecho se refleja
en la siguiente proposicion.
Proposicion 1.1. El conjunto
{dx;, Adxjg Ao Adx, i 11 <ig<---<ip, ij€{l,...,n}}

es una base para A*(R")*.

Demostracion. Veamos que el conjunto
{dxi1 /\dxig/\"'/\dxik3 11<ig<:-<1ip, ij€{1,...,n}}
es linealmente independiente. Tomemos

Z ai1~-~ikdxi1/\dxi2/\"'/\dxik =0;
11<i9<...<ip

si evaluamos en
(ej,€j5,...,€5,) con i1<ig<---<ip jr€{l,...,n}
obtenemos

Z ai1"'ikdxi1 N dxi2 AR /\dxik(ejl,ejz,...,ejk) =Qjiej, = 0,
11<i9<...<ip
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pues

dxl (e) see dxl (e)
det S L { 0 sii;#jiparaalginl=1,....k
e : T : -

1 osi i;=j;paratodo ! =1,...,k.
dxj,(ej) --- dxg,(ej,)
Ahora veamos qué genera todo el conjunto de funciones k-lineales al-

ternantes. Sea f € A*(R")*, si tomamos

g= Z f(eil,eiz,...,eik)dxil/\dxizl\---/\dxik,
11<i9<...<ip
es claro que g(e;,,ei,,...,e;,) = f(e;,,ei,,...,€;,), para todo i1 < ig <

-+ <1ip;porlotanto g=71. -

Una k-forma exterior en R" es una aplicacion
w: R® — AFRM)".

Si tomamos p € R", entonces, por la proposicién anterior w(p), ele-

mento de A*(R™)*, lo podemos escribir como

w(p) = Z @iy, (P)dx;; Adxiy Ao Adx;,,
11<i2<...<ip
donde cada a;,..;, es una funcién real en R*. Cuando cada a;,..;, es
una funcién diferenciable, entonces w la llamaremos una k-forma di-
ferencial. Si tenemos una k-forma a =) jaydx; donde I =i;---i} con
i1<--<ipydxy=dx;; Adxj, A---Adx;, y una l-forma f=3 ;b sdx,,

entonces podemos definir un producto exterior dado por

anP= Zaijde Adxyg.
7

Utilizando cambio de base se puede demostrar que la definicién an-

terior no depende de la base de A*(R™)* que se escoja. El siguiente
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resultado sera muy util para el capitulo 2.

Proposicién 1.2. Sean w € A*(R™")* y n e A{R™)*, entonces tenemos

la siguiente igualdad
o AN(x1,%2,...,Xp47) =

Y SgNOW(Xe(1),X5(2)s - -+ » X)X (hr1)s Xk +2)s - - - » X +1))-
€Sk

Demostracién. Sélo tenemos que probar este resultado para elemen-
tos de las bases de A*(R")* y A*(R")* pues se puede extender con
éstas. Sean w =dx;, Adxj, A---Adx;, yn=dx;, Adxj, A--- Adxj,. Asu-
mamos que i1,.9,...,L%,J1,J2,..-,J1 Son todos distintos pues, en el otro
caso, tendriamos w A1 = 0. Podemos ordenar los nimeros anteriores
de tal manera que estén de menor a mayor mi < mo < --- < mMp4] y
tendremos una permutacion 7, la cual es la que los organizé de esa

manera; luego
w AN =8gnTdxpm, AdXp, A Adxg, 4.
De aqui que

wANem;,emys---,€my,;) = SENT.

Por otro lado, tenemos que

Y. sgnow(eq(1),€n(@),- - €at)N€o(k+1)s ok +2)s- - - €ak+1))
€Sk
es exactamente sgnt. Para (e,;,,em,,...,€m,,,;), €l resultado queda de-
mostrado. Como para otro elemento de la forma (e,,,en,,...,en,,,;), €l

valor es cero, entonces, la prueba ya esta hecha. O

Si tenemos g: R” — R una O-forma diferencial, entonces el dife-

rencial exterior

n
Z a—gdxi,
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es una 1-forma. Esto induce una operacién que toma k-formas y las
trasnforma en & + 1-formas. Sea w = } jaydx; una k-forma; luego el

diferencial exterior dw de w esta dado por

deZda[/\de.
I

Aligual que en el producto exterior la definicién no depende de la base
de A*(R™)*.

Ejemplo 1.3. Sea w = xydx + yzdy + (x + z)dz, luego

do=dxy)Adx+d(yz)Ady+d(x+2z) Adz
=ydxAdx+xdyAdx+zdyAdy+ydzAady+dxAdz+dzAdz
=xdyAdx+ydzAdy+dxAdz.

1.2 RUDIMENTOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

Una variedad diferenciable de dimension n es un espacio topolo-
gico Hausdorff y 2-contable M junto con unas aplicaciones x,: U, c

R"™ — M homeomorfismos sobre su imagen tales que:
(1) Ua Xa(Ua) =M

(2) Sixqa(Ug)nxp(Up) # @, entonces xBl o0Xg, donde este definido, es

un difeomorfismo sobre su imagen.

(3) La colecciéon {(U,,x4)} es maximal con respecto a las condiciones
2)y 3).

El par (U,,%q) con p € x4(Uy) es llamado una parametrizacién de M
en p; x;l es llamada coordenadas locales de M. Una familia {(U,,x,)}
es llamada una estructura diferenciable sobre M si cumple las condi-

ciones anteriores.
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Una aplicacion ¢ : M1 — My entre dos variedades diferenciables es
diferenciable en p € M si, dada una parametrizaciony: V c R™ — M,
en @(p), existe una parametrizacion x: U ¢ R” — M; en p tal que

@(x(U)) cy(V) y la aplicacién
y_loq)ox: UcR"—R™,
es diferenciable en x 1(p).

Ahora sea M una variedad diferenciable. Una funcién diferencia-
ble a: (—e,e) — M es llamada una curva diferenciable en M. Suponga-
mos que a(0) = p y sea D el conjunto de funciones reales sobre M que
son diferenciables en p. El vector tangente de la curva a en t =0 es

una funcién a/(0): D — R dada por

d(f o)

(Of = dt 0
t=

feD.

Esto nos sirve para introducir la nocién de vector tangente en p € M,
el cual sera un vector tangente en ¢ = 0 de alguna curva a: (—€,e) - M
con a(0) = p. El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p lo
denotaremos por T,M. Si tomamos una parametrizacion x: U — M
en p = x(0), podemos caracterizar T,M de la siguiente manera. Con
la parametrizaciéon que tomamos una funciéon f: M — R y una curva

a € T, M se expresan como

foX(q):f(x].’x25'-'7xn)’ q:(xlyxz""yxn)

y
x7Loa(t) = (x1(8),x2(2), ..., xn (1),
luego
, _d(fead))  _ d
a (0)f = vl P dtf(xl(t),x2(t),...,xn(t)) o
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= iéx;(O)(g—Q) = (iéx;(m( )O)f.

Esto quiere decir que a’(0) puede ser expresada en la parametrizaciéon

0
O0x;
X por

I _ = I i
a (0)_izzlxi(0)(6xi)o'

Se puede demostrar que el conjunto {(6%)0} es una base de T, M.

Dada una aplicacién ¢: M1 — M3 entre variedades diferenciables,
para cada p € M; podemos definir diferencial de ¢ en p como la apli-
cacion lineal

dgp,: TyM1 — Typ)Ma,

dada por dg,(a'(0)) = (poa)'(0). Se puede demostrar facilmente que es
una transformacion lineal y que, ademas, no depende de la escogencia

de a.

Sea f: N — M una aplicacién diferenciable entre variedades; di-
remos que es un encaje si esta aplicacion es inyectiva y, ademas, su
diferencial df,: T, N — Trp) M también es inyectivo para todo p € N.
Con esto, tendremos que, si N € M con la inclusién i: N — M un en-

caje, entonces llamaremos a N una subvariedad de M.

Unos ejemplos importantes de variedades diferenciables son los

siguientes.

Ejemplo 1.4. Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. El
haz tangente de M, TM ={(p,q): p € M,q € T, M} es una variedad di-
ferenciable con la siguiente estructura. Si {(U,,x4)} es una estructura

diferenciable sobre M, entonces podemos definir

Ya:UqgxR" - TM,
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dada por

Ya(fcl,- .. ,xnqu15 s ;Qri) = (xa’(x].,' .. ,xn), dxa(QI,- .. ,Qn)),

v '
€Uy eR»

con esto, se puede demostrar facilmente que {(U, x R",y,)} es una es-

tructura diferenciable sobre TM.

Ejemplo 1.5. Una Superficie regular en R" es la generalizacion de
una superficie regular en R3. Un subconjunto M c R” es una superfi-
cie regular de dimension & si para cada punto p € M existe una vecin-
dad V € R” y una aplicacién x: U c R* - M NV de un abierto U c R*
sobre M NV tales que

(1) x es homeomorfismo diferenciable.
(2) dxg: R* — R™ es inyectivo para todo g € U.

Dadas estas condiciones se puede demostrar que una superficie regu-

lar en R” es una variedad diferenciable.

Un teorema importante de la geometria diferencial es el de la ima-
gen inversa de un valor regular. Para esto debemos introducir primero
una definicién, sea F': U ¢ R” — R™ una aplicacién diferenciable de
un abierto U c R". Sea y € F(U), diremos que y es un valor regular si

para todo p € F~1(y) tenemos que dF, es sobreyectivo.

Teorema 1.6. Sea F: U c R® — R™ una aplicacién diferenciable y a
un valor regular de F. Entonces F~1(a) c R" es una superficie regular

de dimensiéon n—m = k.

Sea M una variedad de dimension n. Una k-forma exterior w en M
es una escogencia para cada p € M de un elemento w(p) € Ak(TpM ),
donde A*(T,M)* denota el espacio de aplicaciones k-lineales alter-

nantes del espacio tangente T, M. Si escogemos una parametrizacién
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x: Uy — M en p tenemos una representacién de w, como la exterior

k-forma w, en U, < R" dada por
wa(U1,v9,...,0t) = w(dxq(v1),dxq(V2),...,dxs(VE)),

con v1,vg,...,U; € R™. Si tomamos otra parametrizacién xg en p tene-

mos una relacion entre las representaciones w, y wg la cual es
(5" 0%0) W = W,
donde la operacién * esta definida como
frw(P)v1,ve,...,v) =w(dfpv1,dfpve,...,df pUR)).

Con esto podemos decir que una k-forma diferencial sobre variedad M
es una k-forma exterior tal que, en alguna parametrizacién, su repre-
sentacion es diferenciable. Ademas, si w es una k-forma diferencial
sobre M, el diferencial exterior dw es la k + 1-forma diferencial sobre

M cuya representacion local es dw,, para la parametrizacion x,.

Ahora daremos una defincién de un concepto importante en la geo-
metria diferencial. Un campo vectorial X sobre una variedad diferen-
ciable M es una correspondencia que asocia a cada punto p € M un
vector X(p) € T,M. En términos de aplicaciones, X es una aplicacién
de M en el haz tangente TM. El campo vectorial es diferenciable si la
aplicacion X: M — TM es diferenciable. Considerando una parame-
trizacién x: U c R* — M en p, podemos escribir el campo vectorial al
evaluar en p como

& 0
X(p)= Z ai(p)?’

i=1 l

donde cada a;: U — R es una funcién sobre U y {6%} es la base aso-

ciada a x. De aqui que X es diferenciable si y sélo si las funciones a;

son diferenciables para alguna parametrizacion.
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En la siguiente secciéon daremos un ejemplo de variedad diferen-

cable fundamental en este trabajo.

1.3 TERMODINAMICA DESDE EL PUNTO DE VISTA DE
CARATHEODORY Y BORN

Como es comun en fisica, tenemos una porcién aislada del univer-
so la cual queremos estudiar. A esta porcion la llamaremos sistema.
El sistema puede existir en varios estados. Entre todos los estados
posibles del sistema existe una clase distinguida de estados llamados
estados de equilibrio. Si todas las interacciones del sistema con el res-
to del universo se mantienen constantes, entonces el sistema pasara

por varios estados hasta llegar a un estado de equilibrio definitivo.

Ahora vamos a describir una forma de interaccion especial entre
dos sistemas llamada contacto diatérmico. En esta forma de inter-
accion no se observa la existencia de movimiento macroscépico o de
cualquier material entre los dos sistemas. Esta interaccién crea un
nuevo sistema que sera el producto directo de los dos sistemas dados
donde los estados del nuevo sistema seran pares de estados (p1,p2)
con p; como un estado del primer sistema y pg como un estado del
segundo sistema. En el contacto diatérmico los estados de equilibrio
del sistema combinado sera un subconjunto del conjunto de pares de
estados de equilibrio de los sistemas originales. Si p; es un estado de
equilibrio del primer sistema y pg un estado de equilibrio del segundo
sistema, cuando estos dos sistemas son traidos en contacto diatérmi-
co entonces el sistema combinado no estara necesariamente en equili-
brio, pero tendera a un estado de equilibrio definitivo (p1, p2) donde p;
es un nuevo estado de equilibrio del primer sistema y p2 un nuevo es-
tado de equilibrio del segundo sistema. Cuando el sistema combinado
esta en equilibrio en el estado (p1, p2), diremos que el primer sistema

en estado p; esta en equilibrio térmico con el segundo sistema en ps.
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Una ley de la naturaleza observada es que el equilibrio térmico
es una relacion de equivalencia, en el sentido de que, si tenemos tres
sistemas y si p1,p2,p3 son estados de equilibrio de éstos, el primer
sistema en estado p; esta en equilibrio térmico con el segundo siste-
ma en pg y el segundo sistema en estado pg estd en equilibrio térmico
con el tercer sistema en ps, entonces el primer sistema en estado p;
esta en equilibrio térmico con el tercer sistema en ps. Las clases de
equivalencia de todos los sistemas en equilibrio térmico se llama tem-
peratura abstracta. Ahora podemos fijar un sistema definitivo y una
funciéon numérica 6 de los estados de equilibrio de este sistema la cual
toma valores distintos sobre los estados que viven en temperaturas
abstractas diferentes. Es decir que obtenemos una funcién numérica
definida sobre los estados de equilibrio de todos los sistemas llamada
temperatura empirica. La escogencia del sistema con esta funcién nu-
mérica es llamada un termémetro. En la descripcion de cada sistema
existen ciertas funciones que juegan un papel importante. Como, por
ejemplo, si el sistema consiste de un gas en un contenedor, el volumen
sera una de tales funciones. Estas funciones son llamadas variables
de configuracién. Cada sistema tendra un numero finito n de varia-
bles de configuracion definidas sobre el conjunto de estados de equili-
brio, el nimero de funciones depende del sistema pero, en cualquier
sistema, tenemos n = 1. Las variables de configuracién junto con la
funcién 6 formaran unas coordenadas locales para el conjunto de es-
tados de equilibrio, que llamaremos variedad de estados de equilibrio.
Con esto podemos decir que la variedad de estados de equilibrio es de

dimensién n + 1.

Existe una clase de interacciéon importante de un sistema con el
resto del universo llamada interaccion adiabdtica. Estas tienen la pro-
piedad de que, para tales interacciones, el equilibrio no es perturbado
a menos que exista algin cambio en las variables de configuracién. Si

por un periodo de tiempo todas las interacciones del sistema son adia-
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baticas, diremos que el sistema esta en una cerradura adiabdtica.

Antes de introducir la primera Ley de la Termodinamica debemos
definir lo siguiente. Una curva diferenciable que une dos estados p;
y p2 mientras el sistema estd en una cerradura adiabatica se llama
una curva adiabdtica. La primera Ley de la Termodindmica dice que
un sistema en una cerradura adiabatica es traido de un estado p a
otro estado p’ aplicando trabajo externo, la cuenta de este trabajo es
siempre la misma sin importar como es aplicado este trabajo. Luego
existe una funcién U sobre la variedad de estados de equilibrio llama-
da energia interna tal que W = U(p’) — U(p) representa la cuenta de
trabajo hecha sobre el sistema cuando el sistema es movido de p a p’

a lo largo de cualquier curva adiabatica.

Si el sistema no esta en una cerradura adiabatica y es traido de un
estado p a un estado p’ por alguna curva, entonces, el trabajo externo
total aplicado no necesariamente es igual a U(p’)—U(p). La diferencia
U(p")-U(p)— W =@ es llamada calor suministrado al sistema por el
proceso donde el trabajo hecho y el calor suministrado dependen del

proceso y no so6lo del estado inicial y final.

Una curva diferenciable y es llamada reversible si para cada ¢ el
estado y(¢) es un estado de equilibrio, podemos ver que la curva va
de un intervalo de R a la variedad de estados de equilibrio. Recorde-
mos que x;l =(0,x1,...,x,) son unas coordenadas locas sobre la varie-
dad de estados de equilibrio. Existe una 1-forma diferencial w que, en
coordenadas locales, se escribe como wg = v1dxy +---v,dx, tal que el
trabajo hecho sobre el sistema a lo largo de cualquier curva reversible

y es igual a la integral de la forma wg a lo largo de yg; es decir,

Wy) = f wp;
B

luego el calor suministrado a lo largo del camino y esta dado por la
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integral

Q(Y)=fma,

donde a =dUg —wg y a es llamado el diferencial de calor.






TEOREMA DE
CARATHEODORY Y
VARIEDADES DE CONTACTO

En este capitulo hablaremos de mecanica estadistica. Luego mostra-
remos el teorema de Carathéodory junto con algunos ejemplos de su

utilidad y también definiremos variedad de contacto.

2.1 MECANICA ESTADISTICA

Antes de hablar de mecanica estadistica debemos introducir algu-
nas nociones basicas de probabilidad, asi que empezaremos con esto.
Sea () un conjunto no vacio y o una familia de subconjuntos de (.

Diremos que 9 es una o-dlgebra si cumple las siguientes propiedades.
(1) Qed.
(i1) Si A e d, entonces A¢ed.

(i1i) Sif{Aq,A9,...,A,,...} es una sucesion de conjuntos en 9, enton-
ces UA, €d.

15
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Podemos deducir facilmente, de la definicion de o-algebra, que @ € o
ysi{Ai,Aq,...,A,,...} es una sucesion en o entonces (A, € o. El par
(Q,d) lo llamaremos un espacio medible y cada elemento A € of oA-
medible. Cuando estamos hablando de probabilidad 2, lo llamamos
espacio muestral o evento seguro y 91 una familia de eventos; ademas,
a cada conjunto A € d le diremos evento y, por iltimo, evento imposible
ag.

Ahora tomemos ({2, 9) un espacio medible y R= RU{—00,00}. Una

medida sobre 4 es una funcién pu: 4 — R tal que
(1) w(@)=0.
(i) w(A)=0 paracada A e d.

(iii) Si {A,} es una sucesion de conjuntos disjuntos a pares entonces

u( Ul An) =3 Ay,

n=1 n=1

Cuando tenemos tal funciéon decimos que (2,9, 1) es un espacio de me-
dida. Al valor de p(A) lo llamamos medida del conjunto A € 9 con res-
pecto a u. En particular, tenemos una medida de probabilidad cuando
w(Q)=1.

Sea (Q,d, 1) un espacio de medida. Una funcién f: Q — R es d-
medible si f ~1(U) € ol para cada abierto U c R. Si i es una medida de
probabilidad, llamamos a la funcién f una variable aleatoria.

Antes de definir integracion, debemos incorporar a la teoria la fun-

cion indicadora de un conjunto A € o la cual es

I(x) 1 si x€A
x) =
A 0 si x¢A.

Tomemos un espacio de medida (Q,9, )y f: Q — R una funcién medi-

ble. Si f =14 es la funcion indicadora de un conjunto A € o definimos
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la integral de Lebesgue de f con respecto a u como

f fp=p(A).
Q

Si f es una funcién simple, es decir f toma un numero finito de valores

distintos a1,as,...,a, € R, entonces tomamos
A;={xeQ|f(x)=a;}, paratodoi=1,...,n,

luego f se puede escribir como
n
f= Z a;la;.
i=1
Con esto definimos su integral de Lebesgue con respecto a u dada por

f fdu= Z a;u(A;).
Q i=1

Otro caso es cuando f es no negativa. Para ésta definimos su integral

con respecto a U como

f fd,u:sup{f hdulh es simpleyOShsf}.
Q Q

Por ultimo, tomemos una funcion medible arbitraria f y consideremos

su parte positiva
f1(x)={f(x),0} para todo x € Q
y su parte negativa
[ (x) = —min{f(x),0} para todo x € Q.

Conesto f=f"—f" y|fl=f"+f". Ademas, las funciones "y [~
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son no negativas, de aqui que sus integrales estan bien definidas. Si

sus integrales son finitas, definimos la integral de f como

| rau= | rrau=| r-an

y decimos que f'es integrable con respecto a yu. Cuando u es una medida
de probabilidad a la integral de f, la llamamos la esperanza o valor

esperado.

Con este resumen ya podemos definir los conceptos basicos de me-
canica estadistica. Un espacio de medida (M,d,u) lo llamaremos un
sistema. Cuando tenemos un sistema, podemos definir lo que es un

estado de este, el cual es una funcion no negativa integrable p tal que

f pdu=1.
M

Esta defincién induce una nueva medida sobre M que podemos deno-

tar por pu dada por
pu(a)= [ pap.
A

Un observable del sistema es una funcién medible f: M — R. Estos
observables normalmente depende de las variables de configuracén.
Como, por ejemplo, un gas en un contenedor con k£ pistones, pues al

mover estos, podemos cambiar las condiciones del gas.

Sea JJ un observable y p un estado. Para cada intervalo [a,b] po-

demos considerar J [a,b] y con esto la integral

f pdu.
J1[a,b]

Esto es solo el tamarfio del conjunto  '[a, 5] con respecto a la medida
de probabilidad pu. En otras palabras, ésta es la probabilidad que
un punto de M viva en J 1[a,b] cuando asignamos probabilidades de

acuerdo con la medida de probabilidad pu. O bien, lo cual es sélo una
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manera diferente de decir esto, es la probabilidad que el observable /
tome valores en el intervalo [a,b] cuando el sistema esta en el estado

p Escribimos esto como
prob(J € [a,bl;p) = J [a, blpdp.

Podemos ver que un observable y un estado juntos dan una asigna-
cion de probabilidad sobre la recta real. La probabilidad asignada a
cualquier intervalo siendo la probabilidad dada mididendo el obser-
vable J en el intervalo cuando el sistema estd en el estado p es la
integral anterior. Cuando tomamos todo M lo que tenemos, en reali-
dad, es el valor esperado de la funcién J con respecto a la medida de

probabilidad ppu, es decir
E(J;p) =f Jpdu.
M

Cuando el observable que estamos considerando es interpretado
como la energia, H, entonces la energia interna del estado p esta de-
finida por E(H;p). En otras palabras, la energia interna es el valor
esperado de la energia en un estado dado. La energia es una funcion
fija sobre M y hay varios estados diferentes, p, que dan valores di-
ferentes para E(H;p), lo que quiere decir que la energia interna U

depende del estado p, es decir
U(p)=E(H;p).

Algo importante de medir en estos sistemas es qué tan dispersos mo-
lecularmente estan en cada estado que se encuentren; la manera de
hacerlo es la siguiente: si tenemos un sistema, entonces, la entropia

en un estado p es
Ent(p) = —f plnpdpy,
M

siempre y cuando la integral converja.
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Ahora podemos pensar que tenemos varios observables J1,...,J;,
del sistema (M, o, u); con estos plantearemos unos aspectos generales

de esta teoria. Denotemos por J = (J1,9,...,J;). Podemos pensar en
E(J;p) =(E(J1;0),E(J2;0),...,E(Jr; p));

queremos encontrar para cualquier vector ¢/, valor esperado de <J, los

posibles estados que maximizan la entropia, es decir, los p tal que
E(J;p)=d,

que maximicen la entropia. Como oJ es una funcién de M en R”, en-
tonces, podemos tomar un elemento y € (R*)*. Definimos la funcién de
particion

Fp)= fM exp(—y(D)dp.

Los estados que maximizan la entropia estan dados por

Py exp(—y(J)).

CF(y)
En la referencia se pueden ver los detalles del porqué estos estados
maximizan la entropia. Es facil ver que [}, pydu = 1. Esto quiere decir
que, para cada y tal que F(y) < oo, tendremos un estado; a éstos los

llamaremos estados de equilibrio. Con esto vemos que, en los estados

de equilibrio, tenemos lo siguiente

- f pylnpydp=— f py(=InF(y) —y(J)dp
M M
:f pylnF(y)du+f pyY(J))dp
M M

=InF(y)+y(E(J;py)),

o0 bien
Ent(p,) = Z +y(J),
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donde Z =InF(y) es llamada la funcion de Massieu. Podemos ver que
la funcién de Massieu describe todo el problema; esto lo obtenemos
al calcular sus derivadas parciales, tanto respecto a las variables de

configuracién como de las componentes de y.

Ejemplo 2.1. Este es un ejemplo de un espacio finito con igual proba-
bilidad a priori. Tomaremos M = {eq,egq,...,er}, d =P M)y u({e;}) = 1.
Esto describe la situacién donde hay un nimero finito de alternativas
y no tenemos razén para preferir una sobre cualquier otra alterna-
tiva. Ahora tomemos V = R y sea el observable /: M — R dado por
J(e;) =r;, donde cada r; es un namero real (los cuales se pueden pen-
sar como niveles de energia). Sin perdida de generalidad, podemos

asumir las etiquetas de los elementos de M talesqueri{<ro<---<rp.

Sabemos que V* = (R)*, luego, para cualquier f € V*, tenemos
k
F(B)=)_ exp(-pr;),
i=1
de aqui que los estados de equilibrio estan dados por

exp(—fr;)
Yk _ exp(=prp)

pple;) =

Esta es conocida como la distribucién de Maxwell-Boltzmann.
Recordemos que el valor esperado de la energia es

Y.iriexp(—pr;)
Y iexp(—pri) ’

J=E(J;pp) =

0 bien
0InF'(B)

T=-=35
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Luego

o _ Xirjexp(—pri) (ziriexp(—ﬁm)z
of  Liexp(—pri) 2. exp(=pr;)

2
:f||J||2pﬁdu—(pr/sdu)
:f(J—j)%ﬁdu

=0

Con la desigualdad estricta a menos que todos los r; sean iguales (si

todos los r; son iguales sé6lo hay un posible valor de < el cual daria

como resultado que pg = % para todo f§), si r1 # rj entonces E(J;pp)

es una funcién de f estrictamente decreciente. Dado que

lim E(J;pp)=r1y lim E(J;pp) =rp,
p——o0 f—oo

tenemos que < toma valores entre r; y r;p para un unico f y esto

implica que J depende de que J cumpla lo anterior. Ahora calculemos

la entropia de este sistema. Para cualquier valor de 8 tenemos

Ent(pg) = —ppslnpple;)
_ & exp(=pri)
- ;Zﬁzlexp(—ﬁrp)
_ XF . Briexp(=fr;)
Xk exp(-prp)

= fJ +InF(p)

k
In(exp(—pr;)) —In ( > exp(—pr;)

J=1

+InF(pB)
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2.2 TEOREMA DE CARATHEODORY

Sea a una 1-forma diferencial sobre una variedad M. Diremos que
Y es una curva nula de a si a(y(¢))(y'(¢)) = 0. Notemos que si y es una

curva nula de a, entonces, tenemos que

fa:O.
Y

Otro hecho que podemos ver aqui es que si tenemos que a = df con
f una funcién diferenciable, entonces, si y es una curva nula de «

uniendo P y @, tenemos

0=fya=f(P)—f(Q);

de aqui f(Q) = f(P). Si df #0;y f(P) es un valor regular, por el teo-
rema del valor regular, el conjunto {X: f(X) = f(P)} es una variedad
n—1-dimensional. Es decir, que @ debe vivir en esta variedad. Lo mis-
mo se tiene cuando a = gdf, donde g es una funcién no cero y df # 0;
esto es porque y es una curva nula de a si y sé6lo si y es una cur-
va nula de df. Con esta terminologia, podemos enunciar el teorema

fundamental de este capitulo.

Teorema 2.2. Sea M una variedad diferenciable y sea a una 1-forma
diferencial sobre M con la propiedad que para cualquier punto P exis-
ten puntos @ arbitrariamente cercanos a P los cuales no pueden ser
unidos a P por una curva nula de a. Entonces, localmente existen fun-

ciones [ y g tales que

a=fdg.

El siguiente ejemplo es una aplicaciéon del teorema anterior. Para
esto sera til la descripcion de termodindmica dada en el primer capi-
tulo. Antes de esto, debemos introducir algo mas sobre la termodina-

mica. Decimos que una curva y sobre el conjunto de estados de equi-
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librio la cual es una curva nula del diferencial de calor ,a = dUpg - wg,
es llamada curva reversible adiabdtica. Esta defincion nos permite es-
tablecer la segunda Ley de la Termodindmica, la cual dice que cerca
de cualquier estado de equilibrio p de cualquier sistema existen esta-
dos de equilibrio arbitrariamente cercanos los cuales no pueden ser

unidos a p por curvas reversibles adiabaticas.

Ejemplo 2.3. Dado que el diferencial de calor a es una 1-forma dife-
rencial y, por la segunda Ley de la Termodinamica, dado un estado de
equilibrio p, podemos encontrar puntos arbitrariamente cercanos a p
que no pueden ser unidos a él por una curva nula, entonces podemos

aplicar el teorema de Carathéodory y concluir que

a=fdg
con f y g funciones reales en el conjunto de estados de equilibrio.

Observacion 2.4. Con esto se muestra que existe una escala de tem-
peratura absoluta universal 7' determinada, salvo multiplicacién, por
una costante. Fijando esta constante y la T, se determina una funcién
S en el conjunto de estados de equilibrio de cada sistema. Esta funcién
esta determinada salvo la suma de una costante y se llama entropia.

Este hecho se puede revisar detalladamente en la referencia [1].

2.3 VARIEDADES DE CONTACTO

Antes de empezar con el tema principal de este capitulo, necesi-
tamos algunas nociones mas. Sea w una funcion bilineal alternante
de un espacio vectorial V de dimensién finita. Diremos que w es no

degenerada si la aplicacion

0:V-V*,
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dada por @(v) = w(v,—) es un isomorfismo. Con lo anterior, una 2-
forma 7 sobre una variedad M es simpléctica si para cada p € M tene-
mos que 1(p) es no degenerada y dn =0, es decir cerrada. El siguiente

teorema es de mucha utilidad para estas funciones.

Teorema 2.5. Sea w una funcién bilineal alternante sobre un espacio

vectorial V. Entonces existe una base
{klykz""’kr’u].’uZ’""un7017029"-,vn}
de V tal que

w(k;,v)=0 para todo i,jy todoveV
w(ui,u;)=ww;,v;)=0  paratodoi,j

o(ui,v;)=0;j para todo i,j

Con este teorema podemos deducir que si w es una funcion bili-
neal alternante no degenerada entonces V tiene dimension par, pues

ker® =span{k1,ko,...,k,} = {0} es decir que r = 0.

Corolario 2.6. Sea V un espacio vectorial 2n—dimensional y sea w
una funcion bilineal alternante sobre V. Entonces w es no degenerada

siysolosiw”"=wAwA---ANw#O.

Demostraciéon. Primero supongamos que w es degenerada, es decir,
existe v # 0 tal que w(v,w) =0 para todo w € V. Si completamos una

base con v entonces si {v,vs,...,v9,_1} es tal base tenemos
w”(v, U9,... ,Uzn_l) =0.

Ahora demostremos la otra implicaciéon. Entonces supongamos que w
es no degenerada, luego tenemos una base {u1,u9,...,u,,v1,09,...,U,}

de V que cumple lo que dice el teorema anterior, con esto definimos la
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siguiente aplicacion lineal
@: R -V
dada por
n n
PR1, X, ., X, Y1, 2505 Yn) = ) Killi + ) Yivi.
i=1 i=1

Esta tranformaciéon es un isomorfismo y, ademas, tiene la propiedad

de que

n

P w=>) dx; Ady;.
i-1

es facil ver que la n-ésima potencia de esa funcion es dx; Ady; A--- A

dx, Ady,, por lo que w" es diferente de cero. O

Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon n y p un punto
de M. Un elemento de contacto de M con punto de contacto p es un

subespacio vectorial A, de T, M de dimensién n — 1.

Ejemplo 2.7. Retomemos la variedad de estados de equilibrio y de-

notemos esta por M. Sabemos que
x: M — R

dada por x(p) = (B(p),x1(p),...,x,(p)) son unas coordenadas locales.
En la construccién del diferencial de calor a podemos obtener que
este es una combinacion lineal de {d0,dx,...,dx,}, es decir que a vive
en (T, M)*. Luego el espacio nulo de a es un subespacio vectorial de
T, M que tiene dimensién n. Por lo tanto, el espacio nulo de a es un
elemento de contacto de M con punto de contacto p. En otras palabras
el conjunto de puntos que se pueden unir a p por curvas reversibles

adiabaticas es un elemento de contacto de M con punto de contacto p.

Otro ejemplo se puede mencionar con la mecanica estadistica como
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mostraremos a continuacion.

Ejemplo 2.8. Ahora trabajaremos con la variedad de estados de equi-
librio y las herramientas de mecanica estadistica. Sea (M,d,u) un
sistema (un espacio de medida). Supongamos que H es un observable
interpretado como energia. Luego H depende de las variables de con-
figuracién x1,x2,...,X,. Supongamos que movemos suavemente una
variable de configuracion x;. La fuerza generalizada F’; es —%. Por lo
tanto en un estado p, el valor esperado de la fuerza generalizada es:
E (_ﬁ;p) .
ax,-
Entonces la representacion de la forma de trabajo en las coordenadas

(B,x1,...,%x,) esta dada por

OH oOH
w=F (——;p) dxi+---+FE (——;p) dx,,.
o} 0xp
Con esta 1-forma de trabajo y la definicion estadistica de energia in-

terna, entonces, tenemos el diferencial de calor
a=d(EH;p)) - w,

definido sobre la variedad de estados de equilibrio. Podemos ver que

la entropia cumple que S = Z + BU luego

dS =dZ+pdU +Udp
0Z 0Z 0Z
=—df+—d ce—d dU +Ud
op ’6+0x1 x1 + oz, x, +pdU +Udp
=-Udp+ pdU + (-pw)+Udp

= pdU - fw



28 Teorema de Carathéodory y variedades de contacto
Con esto podemos ver que

a=dU —w

- %(ﬁdU ~ pw)

1
= —(dS).
p

Al igual que en el caso macroscopico, el diferencial de calor nos da

puntos de contacto junto con sus respectivos elementos de contacto.

Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon m y sea n < m.
Supongamos que para cada x € M, asignamos un subespacio vecto-
rial n-dimensional A, c T,M de tal manera que, para una vecindad
N, c M de x, existen n campos vectoriales diferenciables linealmente
independientes X1,...,X, tal que para cada y € N,, el generado por
{X1(y),...,Xn(y)} esigual a A,. La coleccién de todos los A, para todo
x € M la llamaremos una distribucién diferenciable de dimensién n
sobre M.

Una variedad de contacto es una variedad diferenciable M dotada
de una estructura de contacto, la cual es una distribucién diferencia-
ble ¢ de elementos de contacto, tal que para cualquier 1-forma « tal
que localmente ¢ = kera tenemos que dalsx¢ es no degenerada. Nor-
malmente la denotamos por el par (M, ¢).

De esta definicién podemos deducir algunas cosas. En cada punto
p € M tenemos un hiperplano de contacto A, y dado que dalsx¢ es
no degenerado entonces podemos concluir por el primer teorema de
esta seccién que A, tiene dimensién par. Con lo anterior, dado que
T, M tiene dimensién uno méas que A,, entonces T, M tiene dimensién
impar y asi también M. Es decir, que las variedades de contacto son
de dimension impar. El siguiente resultado da una herramienta para

determinar cuando una variedad es de contacto.

Proposicion 2.9. Sea ¢ una distribucién diferenciable de elementos
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de contacto sobre M. Entonces ¢ es una estructura de contacto si y sélo
si para cada «a tal que localmente ¢ = kera se tiene que a A (da)” #0

en cada punto del entorno.

Demostraciéon. Supongamos que ¢ es una estructura de contacto. En
cada punto p € M tenemos que un elemento de contacto A, genera-
do por los campos vectoriales X1,Xo,...,X2,, luego podemos construir
la uno forma a, la cual tiene como kernel al conjunto generado por
X1(p),Xao(p),...,Xo,(p). Por la definicion de variedad de contacto te-
nemos que da, es no degenerado en A, y por el primer corolario de
esta seccion, tenemos que (da,)" # 0 en A,. Luego sabemos que existe
un v tal que X1(p),X2(p),...,X2,(p) junto con v es una base de T, M
por lo que a no es cero en el generado por v. Por lo tanto, a, Ada, #0.
Ahora supongamos que localmente ¢ =kera y a A (da)* # 0. Tomamos
una trivializacion local {u1,v1,...,un,v,,x} de TM =kera @ R tal que

kera = span{ui,v1,...,u,,v,} vy R = span{x}. Sabemos que
anda) (u1v1,...,un,Un,x) = alx)(da)*(w1,v1,...,Un,Upn).

Por lo tanto, & A(da)" # 0 siy s6lo si (da)ly, . # 0, es decir dalsx¢ es no
degenerado O

Ahora pasaremos a dar un ejemplo de variedades de contacto.

Ejemplo 2.10. Tomemos M = R%**1. Si tenemos sus coordenadas co-
mo (x1,y1,%2,Y2,...,X%, Vk,2), entonces la 1-forma diferencial a = dz —

Zle y;dx; da una estructura de contacto sobre M.
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2.4 DEFINICION DE TERMODINAMICA USANDO VARIEDADES DE
CONTACTO

El ejemplo 2.10 es muy importante para la termodindmica, pues
éste es la base para una formulacion bastante formal. Veamos la des-

cripcion de esta formulacion.

Sea (M, ¢) una variedad de contacto de dimensiéon 2k + 1. Sabemos
que localmente existe a tal que keré = a. Sea N una variedad de di-
mension £ y ®: N — M un encaje. Diremos que ® es un sistema suave

en equilibrio termodindmico si
®*(a)=0.

En este caso a la variedad (M, ¢) la llamaremos espacio de fase termo-
dindmico y a la llamaremos 1-forma de Gibbs. Veamos como esto se

aplica a la termodinamica.

|R2k+1

Tomemos M = como espacio fase termodinamico y etiquete-

mos sus coordenadas de esta manera
(U’ T7S’P’V’y17x1’ e 7yk—2’xk—2)7

esta manera de etiquetar es por cuestiones de entendimiento fisico, y
definamos la 1-forma de Gibbs como

k-2
a=dU -TdS - PdV - Z yidxi.
i

Sabemos por el ejemplo 2.10 que a define una estructura de contacto.
Si tomamos @: N — M un sistema suave en equilibrio termodinami-
co tal que {®*(P),D*(V),D*(x1),D*(x2),...,P*(x_2)} es una base de

(TN)* entonces, por el teorema de la funcién implicita, tenemos que
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®(N) tiene la siguiente parametrizacion

(P,V,x1,x2,...,56-2) —=(UP,V,x1,x2,...,%-2),
TP,V ,x1,%2,...,X-2),
S(P,V,x1,x2,...,Xr-2),
y1(P,V,x1,%2,...,X-2),...,

Yr—2(P,V,x1,%9,...,%,-2),P,V ,x1,%2,...,%-2)

Ademas, la condicién ®*(a) = 0 da como resultado

k-2
TdS =dU - PdV — Z yidx;.
i
sobre la variedad ®(N). Esto muestra que ®(N) es la variedad de
estados de equilibrio de un sistema con variables de configuracion

V,x1,%9,...,x,_9 y cambiando la primer coordenada local por P.
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