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Abstract

One of the main applications of singular integral operators is to provide a solution to
integral equations, given a function v, find ¢ that satisfies: ap + bST¢ = 1 here a and
b are continuous functions and St is Cauchy singular operator. Finding a solution to the
aforementioned integral equation is finding a solution to the equation (¢P+dQ)yp = 9, for
certain operators P and @, and certain functions ¢ and d that can be proposals solving a
system of two equations. As is usually done in mathematics, the case where ¢ and d are
rational functions will be worked first. It will be helpful to decompose rational functions,
depending on where their poles are with respect to the I' curve, this also allows us to
define the index of a rational function, this index will give us very important information

about the equation.

By concentrating on the Cauchy operator, it is discovered that it has the important pro-
perty of being idempotent (under some conditions) and it is this quality that allows P and
Q) to become projections in some spaces, obtaining a decomposition for the space in ques-
tion, providing us with a method to find solutions. All this will be worked on Lyaponov
curves which will be defined. On the other hand, we will see: how the Cauchy operator
relates to the Hilbert transformation, what happens when working in the Lp space with
weight, as the adjunct operator behaves, which is an operator with a weak kernel, which is
the abstract operator, among other topics. In addition to giving basic concepts that help
us to better understand the results. Our objective is to give a clear explanation of this

type of operators and highlight their importance
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Resumen

Una de las principales aplicaciones de los operadores integrales singulares es la de pro-
porcionar solucién a ecuaciones integrales, dada una funcién v, encontrar ¢ que satisfaga:
ap~+bSre = 1 Aqui a y b son funciones continuas y St es el operador singular de Cauchy.
Encontrar solucién a la ecuacion integral mencionada es encontrar solucién a la ecuacién
(cP + dQ)p = 1, para ciertos operadores P y @, y ciertas funciones ¢ y d que pueden
ser propuestas resolviendo un sistema de dos ecuaciones. Como usualmente se hace en
matematicas se trabajara primero el caso en que ¢ y d sean funciones racionales. Sera de
gran ayuda descomponer funciones racionales, segin donde queden sus polos con respecto
ala curva I', esto nos permite ademas definir el indice de una funcién racional, dicho indice

nos dard informacién muy importante sobre la ecuacién.

Al concentrarse en el operador de Cauchy, se descubre que posee la importante propiedad
de ser idempotente (bajo algunas condiciones) y es esta cualidad la que permite que Py
Q se conviertan en proyecciones en algunos espacios, obteniendo una descomposicién para
el espacio en cuestién, proporcionandonos un método para encontrar soluciones. Todo
esto serd trabajado sobre curvas de Lyapunov las cuales seran definidas. Por otra parte,
veremos: cémo se relaciona el operador de Cauchy con la trasformada de Hilbert, qué pasa
al trabajar en el espacio Lp con peso, como se comporta el operador adjunto, que es un
operador con nucleo débil, que es el operador abstracto, entre otros temas. Ademads de dar
conceptos basicos que nos ayuden a entender mejor los resultados. Nuestro objetivo es dar

una explicacién clara de este tipo de operadores y resaltar su importancia.
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Capitulo 1

Introduccion

En el andlisis matematico se presentan frecuentemente operaciones integrales, llamadas
”transformadas”, como lo son por ejemplo las de Fourier, Cauchy, Hilbert, Mellin, etc.,
usualmente en el contexto de la solucién de ecuaciones integrales e integrodiferenciales y
que también son 1tiles en la caracterizacién de espacios de funciones L, H,, etc. y en el
estudio de algebras de Banach de funciones. El ejemplo mas conocido de estos operadores
integrales singulares es el de Fourier y Plancherel y su relacién con los espacios Lo y L. En
este trabajo estudiamos desde un punto de vista general las integrales singulares definidas
sobre curvas en el plano complejo consideradas como operadores lineales sobre espacios de

funciones.

El contenido de esta tesis estd conformado por 4 capitulos. En el capitulo 2 se exponen
conceptos basicos como son: el indice, el regularizador de un operador, el simbolo de un
anillo de operadores, entre otros. Ademas de resultados importantes, que seran de gran

ayuda y se retomaran a lo largo de los capitulos posteriores.

El operador singular de Cauchy y sus propiedades principales son vistas en el capitulo 3, se
definen las curvas de Lyapunov sobre las que se va a trabajar, se probara que dicho opera-
dor es acotado, ademads de la formula de Poincaré-Bertrand y se estudian las proyecciones

generadas por la integral singular.



2 Capitulo 1. Introduccion

En el capitulo 4, se estudian los operadores singulares abstractos, los operadores apareados

y se concluye con una aplicacion a las ecuaciones integrales, incluyendo ejemplos practicos



Capitulo 2

Conceptos basicos

2.1. Regularizacion de Operadores

En lo que sigue X,Y, Z denotan espacios de Banach y A es un operador lineal actuando
de X en Y; es decir, A € Z(X,Y). Denotamos por D(A) C X el dominio de A y por

Im(A) CY el espacio imagen o rango de A.

El conjunto de todos los x € X tales que Az = 0 es llamado el niicleo del operador A y es

denotado por Ker(A).

El espacio es referido como el conticleo de A y es denotado por Coker(A).

Y
Im (A)
Las dimensiones « (A) = dimKerA, 5 (A) = dimCokerA . Son llamados la nulidad y la
deficiencia de A, respectivamente. Si al menos uno de estos enteros es finito, es posible

calcular su diferencia a la que llamamos Indice de A, denotado por Ind(A);
Ind(A) = a (4) - B(A)

Asumiremos que D(A) es denso en X, luego podemos definir A*, actuando de Y™ en

X*. Donde Y* y X* son los espacios duales de Y y X respectivamente. Si A es acotado



4 Capitulo 2. Conceptos basicos

[l = [lA*]].

Un operador P € Z(X) (aqui Z(X) = Z(X, X)), es llamado proyeccién si es idem-
potente, es decir P2 = P. Se tiene que Q = I — P es también una proyeccién y Q es
referida como la proyeccién complementaria de P. Dado que ImP = Ker(@, el rango de

una proyeccion es siempre cerrado.

Sea un operador lineal A de X en Y con dominio denso D(A). Para que la ecuacién

Ar=yconyeyY

tenga una solucién x € D(A) es necesario que y sea ortogonal a Ker(A*) (estoes, (y, f) =0

Vf € Ker(A*) ). En efecto, si x es una solucion de Az = y, luego para f € Ker(A*) se
tiene que: (y, f) = (Az, f) = (&, A*(f)) = (2,0) = 0.

Definicién 2.1.1. A se dice que es soluble normalmente si la condicién de ortogonalidad

apenas mencionada es también suficiente para que Ax = y tenga solucién z € X

Teorema 2.1.2 (Lema de Haussdorff). El operador A es soluble normalmente si y solo

st ImA es cerrada.

Demostracion. Basta mostrar que A es soluble normalmente si ImA es cerrada. Tome
un elemento yp € Y tal que yo ¢ ImA. La afirmacién se sigue si probamos que existe
un funcional fy € kerA* con (yo, fo) # 0. Para concluir esto, primero defina fy por
(y + Ayo, fo) = A en el subespacio cerrado Yy = ImA® Ayp . Luego fp es un funcional
continuo lineal en Yp, y por el teorema de Hahn-Banach puede extenderse continuamente

a todo el espacio Y. O

Teorema 2.1.3 (Banach-Hausdorff). Para un operador lineal A : X — 'Y con dominio
denso, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) ImA es cerrada.

(b) A es soluble normalmente, esto es:



2.1. Regularizacion de Operadores )

ImA={yeY |(y,f) =0,Yf € kerA*}.
(c) A* es soluble normalmente, esto es:
ImA*={f e X* | (z,f) =0,V € kerA}.
(d) ImA* es cerrada en X*.

La demostracion de este teorema se encuentra en [5].

Definicién 2.1.4. Sea A un operador lineal de X — Y. Decimos que A es un opera-
dor compacto si cada sucesién acotada {z,} € X tiene una subsucesiéon {x,, }; tal que

{A(zp, )}k converge en Y.

Definicién 2.1.5. Sea A un operador lineal de X — Y. El operador A se dice regularizable
por la izquierda si existe un operador R; € £ (Y, X) tal que, RjA = I, + T, donde I, es el
operador identidad en X y T, es un operador compacto en X. R; se dice el regularizador
de A. El operador A admite una regularizacién por la derecha si existe R, € Z(Y, X) tal
que ImR; C D(A) y AR, = I, + T} con I, el operador identidad en Y y T, un operador
compacto en Y. R, es un regularizador derecho de A. Si A admite ambos regularizadores,

uno izquierdo y uno derecho se dice que A es regularizable por ambos lados.

Proposicién 2.1.6. 1.— Si A admite una regularizacion izquierda (derecha), entonces A*
admite una regularizacion derecha (izquierda). A*R;* = I,* +T,*, R,*A* = 1,* +T,".
2.— Si R; y R, son regularizadores izquierdo y derecho de A, entonces Rj— R, es compacto,
esto se comprueba multiplicando por R, a la derecha de RjA = I, + T, y multiplicando
por Ry a la izquierda de AR, = I, + T,. Restando las igualdades obtenidas se obtiene:
IR +T, R —RT, - RT,=0= R, — R = RT, - T, R,.

3.— Si R es un regularizador izquierdo (derecho) para A € £L(Y,X) entonces para cada
compacto T, R+T es un reqularizador izquierdo (derecho) de A. Esto implica en particular,

que st un operador acotado es reqularizable por ambos lados puede asumirse que R, = Ry.

Teorema 2.1.7. Si un operador admite un reqularizador izquierdo (derecho) entonces su

nulidad (deficiencia) es finita.
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Demostracion. Sea Ry regularizador izquierdo de A. Dado que cada solucion de Az = 0 es
también solucién de R;Ax = 0, tenemos que a(A) < a(R;A). Pero a(RjA) = a(I,+T,) <

oo luego la nulidad de A es finita. O

Teorema 2.1.8. Si un operador cerrado admite una regularizacion izquierda o derecha,

entonces es soluble normalmente.

Para demostrar este ltimo teorema necesitamos el siguiente resultado:

Lema 2.1.9. Para que un operador cerrado A : X — 'Y sea soluble normalmente y tenga
nulidad finita es necesario y suficiente que exista un operador compacto T : X — Z y una

constante C > 0 tal que:

]l < C(|Az]| + || T])), Vo € D(A).

Demostracion. Suficiencia: Suponga que se tiene |z|| < C(||Az| + [|Tz|), V2 € D(A).
Dado = € KerA tenemos que: ||z|| < C||Tz||. De esto vemos que la bola unitaria es un
subconjunto compacto de KerA. Luego por Teorema de Riesz Ker A tiene dimensién finita.
Ahora probaremos que el rango ImA es cerrado. Sea y, = Az, — y . Descomponemos X
en suma directa X = X; & KerA; claramente x,, puede elegirse en X;. Primero veremos

que los ||z,|| son uniformemente acotados. Supongamos que no lo son. Luego (tomando
Tn

una subsucesién si fuera necesario) ||z,| — oo cuando n — oo . Ponga z], = Tonll’
tenemos que Az;, — 0. Dado que ||z, || = 1, existe la subsucesion z;, tal que Tx;, es una
sucesion de Cauchy, y tiene un limite = € X, con ||z|| = 1. Pero por otro lado, z € D(A)
y Az = 0, dado que A es cerrado. Tomando en cuenta que X; N KerA = {0}, tenemos
que z = 0. Esta contradiccién muestra que ||z|| < M para alguna M > 0. En virtud de
que ||z|| < C(||Az|| + ||Tz||) y de la compacidad de T, uno puede de nuevo escoger una
subsucesién convergente {z,, } C {xy}. Pero si z,, - xy Ax,, — y, entonces x € D(A)

y y = Ax € ImA. Esto implica que ImA es cerrada y hemos probado que A es soluble

normalmente.



2.2. Regularizadores equivalentes 7

Necesidad: Suponga ahora que A es soluble normalmente y que su nicleo tiene dimensién
finita. Descomponemos X en suma directa X = X; @ KerA, denote por P la proyeccién
de KerA paralela a X, y defina Ay como la restricciéon del operador A a X;. Luego
KerA; = {0} e ImA; = ImA. El inverso A~! es un operador cerrado en el espacio de
Banach ImA y por lo tanto es acotado, entonces uno puede encontrar C’ > 0 constante
tal que ||z1]| < C'||A121]|, V1 € X;. Ahora dado que x € D(A), tenemos que: © = x1 + 2
conx; = ([ — P)x € X1y xg = Pr € KerA. El operador T' = P tiene rango finito y es
por lo tanto compacto. De Az = Ajx1, obtenemos |z|| < ||z1]| + [|z2|| < C(||Az|| + || Tx)
con C' = max{1,C"}. O

Demostracion. (del Teorema (2.1.8)): Sea R; un regularizador del operador A. En virtud
del lema anterior tenemos que: ||z|| < C'(||[(Ix + Ty)x|| + || Tz]), V2 € X; aqui T es un
operador compacto en X. Pero esto y RjA = I, + T, nos dan ||z|]| < C(||Az| + || Tx||)
tomando C' = C'max(1, ||Ry||), y esto prueba que A es soluble normalmente. Si A admite
una regularizacién derecha, entonces A* admite una regularizacién por la izquierda. En
consecuencia, A* es soluble normalmente y el Teorema de Banach-Hausdorff implica que

A es soluble normalmente. O

Observacion 2.1.10. Para un operador A € .Z(X,Y’) se tienen las siguientes condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de una regularizacién izquierda o derecha.

1.— El operador A admite una regularizacién izquierda si y solo si es soluble normalmente,
tiene nulidad finita y existe una proyecciéon de Y en ImA.

2.— El operador A admite una regularizacién derecha si y solo si es soluble normalmente,

tiene deficiencia finita y existe una proyecciéon de X en KerA.

2.2. Regularizadores equivalentes

Si el regularizador es conocido, la ecuacién Ax = y puede tomar la forma x + Tx = Ry

para un regularizador izquierdo o z + Tz = AR,z = y para un regularizador derecho. A
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esto se le llama regularizacién de la ecuaciéon y las ecuaciones resultantes son conocidas

como ecuaciones de Riesz-Schauder o de segundo tipo.

Definicién 2.2.1. Si y € Y, cada solucién de Az = y lo es para x + Tx = Ryy.Recipro-
camente, si y € Y cada x € X solucién de x + Tx = Ry lo es de Ax = y,y entonces R; se

llama un regularizador izquierdo equivalente de A.

Puede verse que un regularizador izquierdo R; de un operador A es un regularizador
izquierdo equivalente si y solo si tiene las siguientes dos propiedades:
1.— KerR; = {0}.

2.— Si z € X es una solucién de x + T'x = Ry, entonces z € D(A).

Con respecto a la ecuacién z + Tz = AR,z = y primero note lo siguiente: Si z es una
solucién de esta ecuacién, entonces = R,z es una solucién de la ecuacion original, sin
embargo esta puede seguir teniendo otras soluciones. Si para y € ImA cada solucién de
Az = y puede ser obtenida via © = R,z (es decir ImR, = D(A)), entonces se dice que R,

es un regularizador derecho equivalente de A.

Teorema 2.2.2. Para que un operador cerrado admita una reqularizacion izquierda equi-
valente es necesario y suficiente que sea soluble normalmente y que tenga un indice finito

no neqgativo.

Demostracion. Necesidad: Sea R; un regularizador izquierdo equivalente del operador A :
X — Y cerrado. Por los Teoremas (2.1.7) y (2.1.8), A tiene nulidad finita y es soluble
normalmente. Dado que Ax = y y ¢ + Tx = Ry son equivalentes, Ax = y es soluble si
y solo si (y, Rfy;) =0, con j € {1,2,...,n} donde n = (I +T) = a(A) y ©1,92, ..., n
denotan las soluciones linealmente independientes de la ecuacién adjunta homogénea ¢ +
T*p = 0. Pero entonces los funcionales 1); = Rjp; pertenecen a KerA* y lo generan.
Entonces, a(A*) < n = a(A) y por lo tanto IndA > 0 . Suficiencia: Sea ahora A cerrado
y soluble normalmente, con indice finito no negativo. Descomponga X en suma directa

X =X1® KerAyaY en suma directa Y = ImA & Y7, donde Y7 es un subespacio de
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dimensién n = (A). Sea y1,Y2, ..., Yo una base en Y7 y x1, 9, ..., T, una base en KerA.
Suponga que m > n. Sea P la proyeccion finito dimensional de X en KerA paralela a X
y defina Ay como restriccién de A a X;. Entonces Afl estd definida y es acotada en el
subespacio ImA y se tiene que Al_lA =]—-Py AAl_1 =1.Sin=0,esdecir ImMA=Y,
entonces A1_1 = A7! es el operador inverso de A y es por lo tanto un regularizador
equivalente. En el caso en que n > 1 podemos extender Afl a un operador B € L(Y, X)
al elegir By; = zj con j € {1,2,...,n}. Las identidades BA = Al_lA = I — P implican que
B es un regularizador izquierdo de A. Nuestro objetivo es mostrar que B es incluso un
regularizador equivalente, es decir, que cada soluciéon de x — Px = By satisface Az = y.
Note primero que ImB C D(A), y por lo tanto cada solucién = € X pertenece a D(A).
Luego, sea z solucién y escribamos y = ' + 4" con vy € ImA y y" € Yi. Entonces
xz — Pr — Afly’ = By"” con la parte izquierda en kerP y la derecha en ImP, dado que
KerPNImP = {0}, By” = 0y luego y" = 0. Entonces z— Pz—A] 'y = 0= Az = ¢/ =y,

obteniendo lo deseado. O

Teorema 2.2.3. Para que un operador cerrado admita una reqularizacion derecha equi-
valente es necesario y suficiente que sea soluble normalmente y que tenga indice finito y

no positivo.

Demostracion. Necesidad: Sea R, un regularizador derecho equivalente del operador ce-
rrador A : X — Y. Debido a los Teoremas (2.1.7) y (2.1.8) A tiene deficiencia finita
y es soluble normalmente. Dado que ImR, = D(A), deducimos que a(A) < a(4AR,),
ImA = ImAR, y entonces S(AR,) = 5(A). Porque AR, = I+ T, finalmente tenemos que
a(AR,) = B(AR,). Luego a(A) < B(A), esto es IndA < 0.

Suficiencia: Ahora sea A un operador cerrado soluble normalmente con indice finito y
no positivo. Usamos las relaciones introducidas en la prueba de la suficiencia del teore-
ma anterior. Si n = B(A) = 0, entonces KerA{0}, dado que a(A4) < B(A). Entonces,

ImAl_1 =D(A)y Al = Al_1 es por lo tanto un regularizador derecho equivalente de A.
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Ahora asuma que n < 1. El operador Al_1 se extiende a un operador B € L(X,Y) al poner

zj,  j=1,2,..,m-1
Byj =

T, J=I,...N0

Afirmamos que B es un regularizador derecho equivalente para A. Sea K la proyeccién de

Y en Y paralela a I'mA. Entonces
B =A7YI - K) + BK,
y dado que ImBK C KerA, esto nos da
AB = AATYI-K)=1-K.

Entonces, B es un regularizador derecho de A, dado que K es compacto por tener rango
finito. Falta probar que ImB = D(A). Cada elemento z € D(A) tiene una representacion
tnica ¢ = 2’ + 2", con 2’ € KerAy 2" € D(A)N KerP = D(A;), 2’ = > 1" ajz;. Ponga

Yy =3l a5y, Yy = A, y=y' +y" Luegoy' € Y1, Y" € ImA, y
m
By = Zajxj + AT A =2
j=1

Consecuentemente, D(A) C ImB. Dado que claramente se tiene que ImB C D(A) la

prueba esta completa. ]

2.3. Operadores de Fredholm y semi-Fredholm en espacios
de Banach.

A lo largo de esta seccion X,Y, Z seran espacios de Banach. Todos los operadores se

supondran acotados.
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Un operador soluble normalmente A es llamado de Fredholm o, un ¢-operador si tiene
indice finito. Se dice que es un operador de semi-Fredholm si o o 8 es finito. Un operador
semi-Fredholm es referido como un ¢ -operador si a(A) < oo y como un ¢_-operador si
B < oo. La coleccién de todos los ¢ (respectivamente ¢+ o ¢_)-operadores A € Z(X,Y) es
denotado por ®(X,Y") (respectivamente ® (X,Y) 0 ®_(X,Y)). (X, X) = &(X) contiene
por ejemplo a todos los operadores de la forma I + T con T un operador compacto.
Note que Ind(I +T) = 0. Por el Teorema de B-Hausdorff, A € ® £+ (X,Y) si y solo si
A* € @ + (YV*, X*). Ademas, en ese caso IndA = —IndA*. Observe que el lema (2.1.9)
proporciona una condicién necesaria y suficiente para que un operador sea un ¢ -operador.
En virtud de los teoremas (2.1.7) y (2.1.8) cada operador que admita un regularizador por
ambos lados es un ¢-operador. La reciproca también es cierta. En efecto; sea A € ®(X,Y).
Traemos de vuelta los operadores Ay, P, K introducidos en la prueba de los teoremas (2.2.2)

y (2.2.3), y tenemos que B = A7 (I, — K) € L(Y, X) y
BA=1,-P, AB=1,- K (2.1)

Entonces B es un regularizador derecho e izquierdo de A. El operador B apenas construido
es también un inverso generalizado del operador A. Este término es usado para cada
operador ACY € Z(X,Y) tal que A(ACD)A = A. Si A es un inverso generalizado
de A, entonces:

KerA = KeTA(_l)A, ImA = ImAACY.,

El siguiente Teorema resume los resultados anteriores:

Teorema 2.3.1. Para un operador A € £ (X,Y) las siguientes proposiciones son equiva-
lentes:

(i) A es un ¢-operador.

(ii) A admite un regularizador por ambos lados.

(i11) Existe un reqularizador B € £ (X,Y) tal que, BA— I, y AB — I, son finito dimen-

stonales.
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Para continuar necesitamos la definicién de traza para un operador. Sea K € Z(X,Y) un
operador finito dimensional y denotamos por A1, Ao, ..., A, sus valores propios distintos de
cero (no necesariamente distintos). Similar al caso de una matriz, le llamaremos traza a

la suma de sus valores propios A1, Ag, ..., A, del operador K y la denotaremos por SpK:
SpK = A1+ Ao+ ... + Ap.

Es sencillo verificar que la traza de una proyeccién n-dimensional es igual a n.

Dos propiedades importantes de la traza pueden establecerse como sigue: (i) Si K1, Ky €

Z(X,Y) son operadores finito-dimensionales, entonces:
Sp(K1 + K2) = SpK1 + SpK,
(#1) Si K € Z(X,Y) es finito dimensional y si A € Z(Y, X) entonces:
SpAK = SpK A.

Teorema 2.3.2. Sea A € ®(X,Y) y suponga R € Z(Y,X) es un reqularizador de A tal

que RA — I, y AR — I, tienen ambos rango finito, entonces:
IndA = Sp(I, — RA) — Sp(I, — AR)

Demostracion. En el caso en que R = A1) es un inverso generalizado de A en vista de
(2.1):
Sp(I, — ACVA) = dimP = a(A)Sp(I, — AATY) = dimK = B(A),

y esto prueba lo deseado. Si R es un regularizador arbitrario entonces:
R—ACY = RK — (I, — RA)AY),

lo cual implica que R — A1) es finito-dimensional. Debido a la propiedad (ii) para la
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traza tenemos:

Sp((R— ATY)A) = Sp(A(R — ATY)),

y esto combinado con la propiedad (i) nos da:
Sp(I, — ATV A) — Sp(I, — RA) = Sp(I, — AATY) — Sp(I, — AR),
luego

Sp(I, — RA) — Sp(I, — AR) = Sp(I, — ATV A) — Sp(I, — AATY) = IndA.

Teorema 2.3.3. (Atkinson) Si A € ®(X,Y) y B € ®(Y,Z), entonces BA € ®(X,Z) e
IndBA = IndA + IndB.

Demostracion. Sean AY y B(-1) inversos generalizados de A y B, respectivamente (o
cualquier otro regularizador tal que los operadoresA-VA — I, AACD — Iy,B(*l)B —
I, BBV _I, tengan rango finito). Entonces los operadores AV BEYBA—I, y BAACD B
I, son finito dimensionales, y entonces se tiene que BA € ®(X, Z) (por Teorema (2.3.1)

). De IndA = Sp(I, — RA) — Sp(Iy, — AR) y de la propiedad (i) obtenemos que:
d=IndBA — IndA — IndB

igual a

d=Sp(ATYA—ACYBEYBAY 4 Sp(BAATYBEYD — BBY) 4 Sp(BYB — AAY)

En virtud de la propiedad (ii).

Sp(ATYA — AV BEYBA)Y = SpAY(1, — BEYB)A = Sp(I, — BTYB)AAY
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y analogamente

Sp(BAACYBY — BB(YY = §pB(AAY — 1,)BY = spBEYB(AAY — ).
Entonces, una vez mas tomando en cuenta la propiedad (i), tenemos que :

d = Sp|(I, - BYB)AAY 4+ BEYB(AAY — 1)) + BEYB — AAY] = 5p0 = 0

O]

Teorema 2.3.4. Sea A € ®(X,Y) y suponga T : X — Y es compacto, entonces A+ T €
O(X,Y) e Ind(A+T) = IndA.

Demostracion. El teorema (2.3.1) implica la existencia de un regularizador R por ambos
lados del operador A. Puesto que A puede verse como un regularizador por ambos lados

de R, deducimos que R € ®(Y, X). Y por el teorema (2.3.3):
IndA+ IndR = IndRA =0

esto es

IndA = —IndR

Pero R es también un regularizador pos ambos lados para A+T', y entonces, andlogamente,
Ind(A+T) = —IndR. Luego
Ind(A+T) = IndA.

O

Teorema 2.3.5. Para cada operador A € ®(X,Y) existe p > 0 tal que C € L(X,Y) y
[|IC]| < p implica que A+ C € ®(X,Y) e Ind(A+ C) = IndA.

Demostracion. Por el teorema (2.3.1) existe un regularizador bilateral R de A, esto es
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RA =1+4+1Ty, AR =1+ T, con T1,T5 operadores compactos. La afirmacién es vélida
para p = |R||7L. Si ||C|| < p, entonces ||RC|| < ||R]|||C|| < 1. Consecuentemente, por un

teorema de Banach, el inverso (I + RC)~! € L(X) existe. Luego,
R(A+C)=I+T +RC=(I+RC)I+T),
donde T = (I + RC)~'T} es compacto en X. Ahora, con Ry := (I + RC)~!'R, obtenemos:
Ri(A+C)=1+T.

Entonces, R; es un regularizador izquierdo para A + C'. Se demuestra de forma andloga

que Ry = R(I +CR)~! es un regularizador derecho de A + C. O

Teorema 2.3.6. SiAc®+ (X,Y)yBe®+(Y,Z) entonces BA€ &+ (X, Z).

Demostracion. Probaremos el teorema para ®_-operadores. Para ®_-operadores la afir-
macién sigue de tomar adjuntos. Sean A € &, (X,Y)y B € &, (Y,Z). Del lema (2.1.9)

tenemos que existen 7 y C; > 0 con j € {1,2} tales que:
z]| < Cr([|Az]| + [[Taz]), Vo € X

lyll < Co([|Byll + | T2x[]), vy € Y

De tomar y = Ax
|lz|| < C1Cy(||BAzx| + HC{lTle + || T2 Azl]), Vz € X.

Pero Cy I y T» A son compactos, entonces aplicando el lema (2.1.9) vemos que BA €

(X, 7). O

Teorema 2.3.7. Sea A € X (X,Y), Be X (Y,Z), y BA € ®,(X,Z), (respectivamente
BA € ®_(Y,Z)). Entonces A € ®,(X,Y) (respectivamente B € ®_(Y, Z)).
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Demostracion. Sea BA € & (X, Z). Por el lema (2.1.9) existe un operador compacto Ty

una constante positiva C' tal que:

lzll < C(IBAz|| + |T=||) < C'(||Az|| + || Tx|]) Vo € X.

Aqui C" = Cmax (1, || B]|), esta ultima desigualdad combinada con el lema (2.1.9) implica

que A € &, (X,Y). La afirmacién para ¢_-operadores se sigue de tomar adjuntos. ]

Teorema 2.3.8. Sea A € ® + (X,Y) y suponga T' : X — Y es compacto. Entonces
A+Ted+(X,Y) e Ind(A+T) = IndA.

Demostracion. Sea A € ®,(X,Y), entonces se tiene que por el lema (2.1.9):

2]l < Cr(lAz|| + [[Taz]]), Ve € X

con 11 compacto y C7 > 0. =

2|l < CL(J[(A + Tl + [[Taz]| + ||T[]), Vo € X

De donde se deduce aplicando lema (2.1.9) que A+ T € &,(X,Y) , si (A) = oo (recor-
demos que § = dimCoker), entonces por el Teorema (2.3.4), B(A+ T) = oo y entonces
Ind(A+T) = IndA. Si (A) < oo, entonces A € &(X,Y) aplicando el teorema (2.3.4),

tenemos lo deseado. Para ver la afirmacién en los ¢_operadores basta tomar adjuntos. [
Teorema 2.3.9. Para cada operador A € ® +(X,Y) existe p > 0 tal que si C € L(X,Y)

con ||C]| < p entonces: A+C € d+(X,Y) , a(A+C) < a(A), B(A+C) < B(A) e Ind(A+
C)=1IndA .

Demostracién. Suponga primero A € &, (X,Y). De la prueba del lema (2.1.9) se sigue
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que existe un operador finito dimensional 7' € L(X) tal que dimImT = a(A) y

|zl < ~v([[Az]| + ||T[]), Vo € X

Aqui v > 0 es constante. Ponga p = %, si [|C|| < p, la ultima desigualdad nos da la

siguiente estimacién:
lzl] < 7' (I[(A+ C)zl| + |ITz]]), Yz € X,

donde 7/ = #\ICH Luego A+ C € &,(X,Y) y, por lo tanto, los espacios finito dimensio-
nales Xo = Ker(A+C) e Im(T|x,) son isomorfos. En consecuencia a(A+C) < a(A). Sea
ahora A € ®_(X,Y). Otra vez como en las pruebas anteriores, pasar a los adjuntos mues-
traque A+C € ®_(X,Y) y que B(A+ C) < B(A) solo si ||C|] < p. Tomando en cuenta
el Teorema 3.5 nos falta probar que IndA = oo = Ind(A + C) = oo cuando ||C]| < p.
Se dard la demostracién para el caso en que X =Y = H es un espacio de Hilbert. Sea
A € &, (H). Por ser H de Hilbert, el subespacio ImA tiene un complemento ortogonal
en H. A ademds posee un regularizador izquierdo R, elegimos p = ﬁ y sea ||C|| < p.
Exactamente como en la prueba del teorema (2.3.5) se tiene que Rij(A+C) =1+Ty
uno puede concluir que A+ C € & (H) al aplicar el teorema (2.3.7). Ahora suponga que
B(A + C) es finito y afirmamos que S(A) debe ser finito también. Luego, A + C € ®(H).
Recordando el Teorema (2.3.1) concluimos que el operador Ry = (I + RC)™ 'R es también

un regularizador derecho de A 4 C, esto es:
AR = (I -CRy)+ Ty

con 17 compacto. Por definicién de Ry, ||Ri|| < 2||R||, luego el operador I — CR; es
invertible y por lo tanto R;(I — CR;)~! es un regularizador derecho de A. Del teorema
(2.1.7) deducimos que f(A) < co. Andlogamente se puede probar que Ind(A+ C) = oo si
Aed_(H) e IndA = co. O
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2.4. La traza

En el caso de espacios de Hilbert separables, la traza puede ser definida no solo para

operadores finito dimensionales, sino también para los operadores nucleares:

Definicién 2.4.1. Un operador A € Z(H) se dice nuclear si la serie

i(Aek, ek)

k=1
converge para todas las bases ortonormales e1, es, ..., de H. Note que un operador nuclear
es necesariamente compacto y la suma no depende de la eleccién de eq,eq, ..., y coincide

con la suma de los valores propios de A (no necesariamente distintos). Esta tltima suma es
referida como la traza del operador nuclear y se denotara por SpA. Ademas esta posee las
propiedades (i), (i7) de la seccién anterior. Al repetir los argumentos del teorema (2.3.2)

se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.4.2. Sea A € ®(H;, Hs). Suponga R € L(H2, Hy) es un regularizador de A

tal que RA— 11 y AR — Iy son operadores nucleares. Entonces:

IndA = Sp(I; — RA) — Sp(I> — AR).

Observaciéon 2.4.3. Para H; = Ho = H, se tiene que :

IndA = Sp(AR — RA).

Definicién 2.4.4. Los operadores Ay, A1 € Z(X,Y) se dicen ser homotépicos (en la clase
®(X,Y)) si existe una funcién continua A : [0,1] — L(X,Y) que posee las siguientes dos

propiedades: (i) A(t) € ®(X,Y), Vt € [0,1] (i7) A(0) = Ay, A(1) = A;.

Proposiciéon 2.4.5. Operadores homotopicos entre si tienen el mismo indice.

Demostracion. Se sigue del Teorema (2.3.9) que para cada t € [0,1] existe p; > 0 tal
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que IndB = IndA(t) cuando B € Z(X,Y) vy ||B — A(t)|| < p:. La continuidad de la
funcién A implica que existe d; > 0 tal que ||A(t' — A@t)|| < pe si |t/ —¢t] < & y t' €]0,1].
Luego, para t' se tiene que IndA(t') = IndA(t). En consecuencia cada punto t € [0, 1]
esta en un intervalo abierto para el cual IndA(t) es constante. Por el Teorema de Heine-
Borel, el intervalo [0, 1] se puede cubrir con una cantidad finita de intervalos abiertos,
In, Ii,...; Iy, con 0 € Iy, 1 € I e ;N Ij11 # 0 con j =0,1,....k — 1. Entonces el indice
IndA es constante en las intersecciones I;N 11 y por lo tanto en todo [0, 1]. En particular

IndA(0) = IndA(1). O

Lema 2.4.6. Si un operador A € £(X,Y) es invertible sdlo por la izquierda (respectiva-
mente solo por la derecha), entonces B € £(X,Y) con ||B — Al| < [|[ACYIT! es solo in-
vertible por la izquierda (derecha), y dimKerB = dimKerA, dimCokerB = dimCokerA.

Demostracion. B se puede representar como B = [I — (A — B)A(=D]A si A es invertible
por la izquierda, y como B = A[I — ACY(A— B)] si A es invertible por la derecha, y note

que los operadores en los corchetes son invertibles. ]

2.5. El simbolo

Sea Z un anillo de operadores lineales actuando en un espacio lineal X y suponga que
existe un homomorfismo suprayectivo del anillo # en otro anillo 7. Entonces, a cada
elemento de Z le corresponde un unico elemento de 7 y cada elemento de 7 le corresponde
al menos uno de & tal que, si a y b en 7 le corresponden A y B de %, entonces a+ by ab
corresponden con A + B y AB respectivamente. Si se da esta situacién a 7 le llamaremos
un anillo simbolo del anillo %#. Cuando a € 7 corresponde a A, a se dice ser el simbolo
del operador A y escribimos:

a = SmbA
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El anillo simbolo esta determinado de manera tnica. Si 71 es cualquier anillo tal que 7
puede ser mapeado en 71 mediante un homomofismo suprayectivo, entonces 71 puede ser
también tomado como anillo simbolo de Z. Excluimos los caso triviales:

a) T=%.

b) T = {0}, entonces el simbolo de un operador seria el cero.

Se tiene que para cada ideal (respectivamente ideal maximal) en el anillo de operadores
hay un ideal (respectivamente ideal maximal) que le corresponde en el anillo simbolo
y viceversa. En particular, la coleccién de todos los operadores en % cuyo simbolo es
cero forma un ideal en el anillo #Z. Llamaremos a este ideal el ideal cero del anillo Z.
Claramente, si la correspondencia entre operadores y simbolos es inyectiva, el ideal cero

es el trivial, es decir el cero del anillo Z.

Suponga que Z contiene al operador identidad I. Denotamos su simbolo como 7. Si a es un
elemento arbitrario del anillo simbolo y A es cualquier operador con simbolo a, entonces
la identidad A = AI = I A implica que a = ai = ia y en consecuencia, i es el elemento
identidad del anillo simbolo. Por lo tanto, el simbolo del operador identidad es siempre
la identidad del anillo simbolo. Si un elemento a en el anillo simbolo es no invertible y si
A € Z es un operador con simbolo a, A no pude ser invertible. En efecto, suponga B € #
tal que BA = AB = I y b denota el simbolo de B. Entonces ab = ba = i lo cual contradice

que a no es invertible. Ahora sea a € T un elemento invertible y sean A y R operadores

1 1

en # cuyos simbolos son a y a~!, respectivamente. De aa~! = i = a~'a tenemos que
AR=1+Ty RA = I1+1T con ciertos operadores T' y T} en el ideal cero de Z. Sea X un
espacio de Banach, Z un anillo de operadores acotados en X, y suponga que el ideal cero
de Z contiene solo a los operadores compactos. Entonces si A € Z con simbolo invertible

a y si R es cualquier operador con sfmbolo ™!, R es un regularizador por ambos lados de

A.

Ejemplo 2.5.1. Ponga X = C*Ja,b], con a y b ntmeros reales y sea Z# el anillo de
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operadores lineales diferenciales de la forma:
ap—r
> W
k=0
con aj coeficientes constantes y n nimero natural. Como el anillo 7 uno puede tomar el

anillo de polinomios en una nueva variable £ con las operaciones de suma y multiplicaciéon

usuales de los polinomios. Entonces el simbolo de un operador en % puede definirse como:
n
k
D> k€
k=1

En este caso el ideal cero es trivial.

Ejemplo 2.5.2. En el mismo conjunto C*°|a,b] considere el anillo de operadores de la

forma
n
dk
ap(x)—:
k=0
con ai € C*[a, b]. Como antes el anillo simbolo serd de polinomios en £ cuyos coeficientes

dependen de z, con la adicion usual, pero la multiplicacién definida de la siguiente forma.

donde

=3 Z <p) ap(2)b (@)

con by_,(x) =0sik—r>mok—r <0.El simbolo para estos operadores esta definido

COImo:

ak(a:)fk

k=1

Note que la multiplicacién no es conmutativa y que el ideal cero es trivial.
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Ejemplo 2.5.3. Sea Z el anillo de operadores de la forma
(Au)(z) = a(z)u(z) + (Tu)(x)

definidos en un espacio de Banach X de funciones definidas en un subconjunto G medible
del espacio euclidiano R™. Aqui a(z) corre a lo largo de cierto anillo de funciones definidas
en G y genera operadores de multiplicacién acotados en X, mientras que 7" corre a lo largo
de los operadores compactos en X. Los operadores A forman un anillo. Como el anillo
simbolo de este operador A tomaremos la funcién a(z). Luego , en este caso el simbolo de

un operador compacto es el cero, y el ideal cero consiste de los operadores compactos.

Ejemplo 2.5.4. Denotamos por .# el espacio numerable normado de todas las funciones
infinito diferenciables, las cuales estan definidas en el espacio euclidiano R™ y todas sus
derivadas convergen a cero cuando |z| — oo mas rapido que cualquier potencia de |z|~!.
Por .’ denotamos el espacio de funcionales continuos lineales en .#: Estas son llamadas
distribuciones temperadas. Consideramos la clase de operadores de convolucién .# sobre

R™ que son de la forma:

(Ku)(w) = (K = u)(w) = | K= yu)dy

donde K y u pertenecen a una subclase de .#’ . Daremos un ejemplo de dicha subclase.

La transformada de Fourier, definida para .# por:

(Fu)(€) = a(e) = / ¢~ 2ED) ()

m

F' es un operador continuo en .# y su inverso (en .#) estd dado por:

(F~'v)(z) = / . emED) (&) dv



2.5. El simbolo 23

Para una distribucién v € .#’ definimos Fu y F~'u por:
(o, Fu) = (Fo,u), p € 5

(o, F ') = (F'p,u), p€ 5

Luego Fu, F~'u € .#'para todo u € .#’. Denote por ® la coleccién de todas las distribu-
ciones u € .’ cuya transformada de Fourier no crece mas rapido que un polinomio. Dadas

distribuciones K y u en ®, la convolucién puede definirse como:
(p(x), K xu) = ((p(x +y), uy), Kz) con ¢ € .7
Luego K xu € . y
F(K xu) = FKFu
K xu=F YFKFu)
Por lo tanto, para n suficientemente grande.

u(§)

W)= T e

€ Lo =1Lo (Rm)
Consecuentemente,

o) = (1= 25) vle). ve Lo, 0(6) = wle),

 4n?

donde A denota el Laplaciano. Sea {v;} una sucesiéon de funciones infinito diferenciables

L .
con soporte compacto tal que v; —2 4 v cuando j — oo . Ponga

wio) = (1-25) o)

De la misma manera construimos una sucesién {K;} para la distribuciéon K € ®. Luego

, . g g’ g o
es facil ver que u; —— u, K; —— K, K; x uj —— K * u. De la continuidad del
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operador F' en .#’ concluimos que F(K; * u;) L F (K * u). Tomando en cuenta la
relacién F(a%ku(x)) = 2mi&,ué deducimos que FK; — FK y Fu; — Fu en la norma
de Ly(f2), donde Q € R™ es una regién acotada, al tomar limite j — oo en la igualdad

F(Kj *uj) = FK;Fuj obtenemos F(K xu) = FKFu.

Ejemplo 2.5.5. Considere el operador

(Au)(z) = au(z) + b /OO uy) dy, —o00o < x < 00 (2.2)

T ) oy — T

donde a y b son constantes. Esta integral serd entendida en el sentido del valor principal

de Cauchy:
/ “W) 4 — 1 u(y)

—0 Y= €20 Jjy—zl<e Y — @

El operador (2.2) puede escribirse como una convolucién,

b

m(x_y)] u(y)dy (2.3)

(tute)) = [ fadta =) -

—00

donde 6 es la delta de Dirac. La transformada de Fourier del nicleo de la integral (2.3) es

T

(F(aé(z) - b)) () = a(Fo(@))(©) — 2 (FL)©)

y donde
(Fo(x))(€) = / 5(w)e ™ dr = 1;

1 oo ,—2miz€ —e —2miz€ oo ,—2mix€
(F) &) = / ¢ dx = lim [/ ¢ dx +/ ¢ dm]
x 00 X e—0 — oo X € X

0o e—27rix§ _ e?m’xf ~ [*° sin 271'.”L‘f
dr = —2i -
0 s

dx = iwsign&

= lim
e—0 € x

Luego, como el simbolo del operador (2.2) tomamos:

a + bsign& (2.4)
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con ¢ una variable real diferente de cero. El simbolo (2.4) puede simplificarse. Ponga
sign€ = 0. Luego 6 solo tomara los valores +1 y —1. Entonces la funcién de la variable 6
esta dada por:

DA(0) =a+b0; 6=+l (2.5)

La correspondencia entre los operadores (2.2) y los simbolos (2.5) es inyectiva. Se tiene lo

siguiente:

1. El simbolo del operador S definido por:

(S0 =~ [ = uly) g,

T ) oY —

es . Dado que SmbS? = #? = 1 y dado que a cada simbolo le corresponde un
operador, tenemos que:

S =1 (2.6)

0, en otras palabras

—732/_0; dt /Oo UY) g = () (2.7)

t—x J_oy—t

(2.7) es un caso especial de la formula de Poincaré-Bertrand y la veremos mas ade-

lante.

2. El anillo de los simbolos (2.5) tiene dos ideales maximales: el conjunto de funciones
a-(1—=0)ya-(1+80)con auna constante. (2.8)

Por lo tanto el anillo de operadores también posee dos ideal maximales: el conjunto

de todos los operadores de la forma a(I — S) y los de la forma a(I + ).

3. Cada elemento del anillo simbolo que no pertenece a los ideales (2.8) es invertible,
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por lo tanto, si a # +b,

a bl a? — b%p?
(a+b9)<a2b2 _a2b2> T T2 2 =1

Consecuentemente, si a # b, entonces el operador A dado por (2.2) es invertible y

obtenemos:

a o0

(A1) (z) = mu(az) — W/ Mdy (2.9)

O T



Capitulo 3

El operador integral singular de

Cauchy

3.1. La integral singular y sus propiedades

Definicién 3.1.1. Una curva de Jordan (sin puntos de interseccién y rectificable) I" orien-
tada en el plano complejo C es llamada una curva Lyapunov si satisface la condicién de
Lyapunov, es decir; si para cada t € I' existe una recta tangente a la curva y si el angu-
lo Or(t) formado entre la tangente y el eje x, medido contra reloj cumple la siguiente
condicion:

|0r(t1) — Or(t2)] < clty —t2|*

Aqui t1,to € T', ¢ es una constante positiva y 0 < o < 1.

Definicién 3.1.2. A una coleccién finita de curvas abiertas o cerradas de Lyapunov que

no tengan puntos en comun le llamaremos sistema de curvas de Lyapunov.

Definicién 3.1.3. Se denomina un sistema de Lyapunov a trozos a una coleccién finita de

curvas I'y, I'o, ..., '), de Lyapunov abiertas, si las curvas I'1, ', ...,I';, tienen una cantidad

27
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finita de puntos en comun y ademas cumplen lo siguiente: Si I'; y I';, tienen un punto o en
comun (al que llamaremos punto singular), entonces o I'; UI';, es una curva de Lyapunov o
las tangentes para I'; y I';, en g no coinciden. Los puntos extremos de una o mas curvas son
llamados nodos del sistema I' = {T'; }?:1. Todos los demés puntos los llamaremos puntos
regulares. Finalmente si un nodo es el extremo de solo una curva es llamado extremo del
sistema de curvas, mientras que un nodo extremo de al menos dos curvas es llamado punto

esquina.

Definicion 3.1.4. Un sistema de Lyapunov a trozos I' se dice que es un sistema cerrado
de curvas si divide al plano complejo cerrado en dos conjuntos abiertos no vacios, fo y

Dy tal que I es la frontera de dichos conjuntos.

Sean I' y T sistemas de Lyapunov a trozos. Denotaremos por C(T") el dlgebra de Banach de
todas las funciones continuas ¢ en I' con la norma: ||¢||cry = méxer |o(t)[. H”(T'), donde
0 < v <1, denotard la coleccion de todas las funciones ¢ que satisfacen una condicién de

Holder con exponente v, esto s V tq, to € T

lp(t1) — p(ta)| < Alty — ta]”

con A una constante mayor que cero (que depende de ). H"*(T'xT"), donde 0 < v, u < 1,
se define como la coleccién de todas las funciones de dos variables ¢(t, 7), las cuales estédn

definidas en I x I y satisfacen la condicién de Holder:
ot 1) — @(t2, 72)| < Aflts — o] + |11 — 72|"] V(tj,7) €T x IV j=1,2.
A una funcién ¢ € H*(T") le asignamos la norma

[p(t1) — p(t2)]
CHu = ||1@llc + sup ————
llemnmll = llellom ST

H* provisto de esta norma forma un algebra de Banach.

Definicion 3.1.5. Sea I' un sistema de curvas de Lyapunov a trozos y ¢ una funcién
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definida e integrable en I'. Para ¢ > 0 y parat € I', sea I'c = {t € I" | |7 — t| > €¢}. El valor

principal de Cauchy de la integral:

(Sre)(t) == ! /F plr)dr _ lim 1/1“ 4,0(7')(?' contel

e T—1 e—0 71 T —

En caso de existir, es llamada la integral singular (o la integral singular de Cauchy) de la
funcién ¢ tomada a lo largo de I'. La funcién ¢ es referida como la densidad de la integral
dr

singular y la expresiéon = como el nicleo de Cauchy.

Lema 3.1.6. Sea T' un sistema de curvas de Lyapunov y suponga ¢ € H*(T') (0 < p < 1).

Entonces la integral singular (Sry)(t) existe para cada t punto regular en T

Demostracion. Un sistema de Lyapunov se compone de una cantidad finita de curvas asi
que basta probar la afirmacién para el caso en que I' es una curva abierta de Lyapunov y
t no es un extremo en I'.

[l [ Ay [

T—1 T—1 per—t

Dado que

_ Y

90(7-) gp(t) < A‘T t’ — A‘T _t|,u—1
T—t |7 —

El limite de la primer integral en la derecha existe y es igual a la integral impropia:

fF w. Considere la segunda integral, cortamos el plano complejo a lo largo de una

linea que una 7 =ty 7 = 0o y que caiga a la derecha de I'. Elegimos € suficientemente

pequeno tal que B(t,e) NT" = {t1,t2}. Considere a y b los puntos extremos de I'.

dr - _ b—t t—t
/reT—t:ln(T_t)LalHn(T_t):lt)a:lna—tHntg—t

Dado que [t] —t| = |[ta — t| =€,

t1 — 1

In
to —t

=ilarg(ty —t) —arg(te — t)] — iw
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cuando € — 0. Luego (Stp(t)) < 0o y se mostré que:

/r o(T)dr _ /F o(1) — p(t) dr + o(t) {lnb _i + m} )

T—1 T—1 a—

O

Corolario 3.1.7. Sea I' un sistema de curvas de Lyapunov cerrado y t € I' un punto

p(r)dr _ [o(r) —e(t)
/F—/Fd + mip(t).

T—1

/ dr )
= T1.
I"T*t

Demostracion. En la demostracion del corolario anterior ponga a = b. O

reqular, entonces:

En particular

Observacion 3.1.8. Elija t1,t2 € I' en una vecindad de un punto regular ¢ y sea el arco

arc(ti,t2) C I' con puntos finales ¢ y t2 conteniendo a t, se tiene que limy, s ¢, %‘ =1

Luego bajo las hipétesis del lema anterior [ %dT = lme, st 4t fF\(tl,tg) %d’]’
Por R(I") denotaremos el conjunto de todas las funciones racionales sin polos en la curva

I', note que por el Teorema de Runge R(I') es denso en C(I'). Para un sistema de curvas

cerrado I' sea R*(I") el conjunto de todas las funciones en R(T") con polos fuera de DIjE.

Teorema 3.1.9. Sea ' un sistema de curvas cerrado de Lyapunov a trozos, ry € RT(T),

r— € R(I'), y r—_(c0) = 0. Luego, para un punto requlart € I':
(Spry)(t) = re(t), (Srr-)(t) = —r—(t).

r4(1)=ry(t)

T .z sLe
— es una funcién analitica de 7 en fo .Luego

1 d
/ T :]_, tEF
m JpT—1

Demostracion.
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Se tiene cuando I' es cerrado.

(Ser)() = & [ D=l g 2O [ AT

T r—t T T—1

Sear(t)=(t—a) ™, a € DT yn €N, se tiene que:

r(r) —r(t) = n ey rT—a) = (t—a)"
T_t——kzo(t—a)k (r—a) F 1 = =

Luego

(Spr)(t) = ;,/FT(T} mAUF r(t)/r T or(t) 1+ r(t) = —r(0).

T—1 T T—1
OJ

Corolario 3.1.10. Sea I' un sistema de curvas cerrado de Lyapunov yr € R(T'). Entonces

para cada t € T regular, (Sir)(t) =r(t), donde (Sir)(t) = (Sr(Srr))(t).

Demostracion. Dado r € R(I"), se tiene una representacién como r = ry + r_ con ry €
RE(T) y 7—(00) = 0, aplicando el teorema anterior: (Srr)(t) = r4(t) —r—(¢), (SZr)(t) =
(Stra)(t) = (Ser_)(t) = 7 () + 7 (1) =

Teorema 3.1.11. Sea T y I' curvas de Lyapunov y 7 = a({) una funcién inyectiva de T'
en I'. Suponga que o/ () existe y satisface la condicidn de Holder en T, y no anula en T”.

Sipe HHT') con 0 < u <1, entonces:

REES
s
@F\_/
2
\‘
Il
—
o5,
~| e
—~
|2
AE
~R
Y
~

donde t = a(§).

Demostracion.
Pla(Q0'(Q) . [ Plo@lo(©)
Lo ae® - m ), Soree
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donde I, = {¢ € I"||¢ — £|} sobre la sustitucién de 7 = () en la integral, se tiene que

la integral derecha se puede escribir como:

lim @dr
t1—=t,ta—t F\(tl,tz) T —1

donde t; = a(&;) con j € 1,2 y &; son puntos de la interseccién de la curva I'' y el circulo

|¢ — &| = e. Una aplicacién de la formula de Taylor nos lo muestra. O
3.2. Acotamiento de los Operadores Integrales Singulares
en el espacio L,(I).

Para un sistema de curvas de Lyapunov I' | sea L,(I') con 1 < p < oo el espacio de

Banach de todas las funciones ¢ medibles en I las cuales son absolutamente integrables a

lellz, ) = ( / rgo<t>|p\dt|)’l’

Donde |dt| es la diferencial de la medida de arco. Por L (I') denotaremos el conjunto de

la p-ésima potencia.

todas las funciones medibles esencialmente acotadas en I,

ll¢lloo = esssulp lp(t)] =min{M >0 | |¢| <M ct.p}
te

Teorema 3.2.1. Sea un operador A es acotado en los espacios Lp,(I") y Ly, (I') con
1 <pg<pi <oo.Sipy<p<p1, entonces A es también acotado en L,(I'). Mds ain, la

norma del operador A cumple:

1Allp < 114l “[1All,

1=t , t
con o = "o —|—p1,0<t<1.
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Teorema 3.2.2. Si I es una curva cerrada de Lyapunov, el operador St es acotado en

los espacios Ly para cada p tal que 1 < p < oo.

Para la demostracién de este teorema necesitamos los siguientes dos resultados.

Lema 3.2.3. Sea Ty el circulo unitario |t| = 1 y suponga 1 < p < co. El operador Sy = Sr,

es acotado en el espacio L,(T").

Demostracion. Sea |t| =1y m =0,+£1,... por el teorema (3.1.9)
Sot™ = ™

para cada m > 0y St = —t" para cada m < 0. Pero {t"}>°_ forma una base
y m

—o0
ortogonal del espacio La(T'g) de Hilbert, y el operador Sy definido en este base es acotado en
Lo(T) y [|So]| = 1. Sea ahora p(t) = Z,{L_N ajt* un polinomio. Ponga ¢ (t) = Ziv:o apty
Y- (t) = Yoty ant®. Luego o = oy +o_, Sop = o1 —p_.. 0?+(S09)? = 2(p1 +¢2) =
250(p% — %) = 280(pSop).

1(S09)llp < 11280(0So9)llp + [l

tomando en cuenta [[¢2], = [[¢l13,: = [l9l] < llllzpll¥]]2p Obtenemos

106113, < 211Sollp /]l Sowll2p + 1113,

Si Sp es acotada en Ly(I'y) =

1Soll2p < (I1Solly + /1 + 115012 Iz
150llzp < N1Solly + 31+ 150l 3,
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Sp es acotado en todos los espacios Lan(I") con n € N.

[[Sol|2n+1 < [|Soll2n 4 /1 + [ISol[3x

Finalmente el teorema (3.2.1) nos dice que Sy es acotado en L,(I'g) para p tal que 2 <
p < 00. Sea 1 < p < 2, tenemos que ¢ = p(p — 1)~! > 2. Sean ¢(t) = fo:fN apt”,
o(t) = Yoo n bitF, tenemos:

N
| el = 3 aadi= [ So) 0ol
Lo k=—N Lo
con e, =2msik <0ye =—2msi k< 0. Esto nos muestra que Sy € Z(Ly(Iy)) y su

adjunto Sp* toman los mismos valores en el conjunto denso R(I'g) de L,(I'y). Luego Sy es

acotado en Ly(I'g) si 1 <p < 2. O

Lema 3.2.4. Sea I' una curva simple cerrada y t = [(z) un mapeo conforme del disco
unitario T en el dominio fo, el cual se supone acotado y cuya frontera es una curva de
Lyapunov I'. Luego

B'(¢) 1

SRl ToS S 7o R

con |¢| =1, |z| <1, admite una estimacion:

c
k(¢ 2)| < W

donde ¢ y p son constantes con 0 < u < 1.

Demostracion. Sean z,( € T; z = €™, ¢ = € y suponga 6y < 6, sin pérdida de

generalidad.

Tomaremos 6y — 6y < 5. Sea u := e™ con Oy <0 <01 yr=|u—C|l. Luego |du| = df < 2r.

Dado que la curva I' es Lyapunov, la derivada 3'(z) cumple en T una condicién de Holder
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con un exponente a, con 0 < o < 1, es decir;
|8 (u) — B'(2)] < Mr®
Luego

[(—=|
1B() — BC) — Bz — Q)| = <M /0 r22dr = My)z — ¢+

/ (B (u) — B(C))du

donde v es un arco circular que conecta z y (. Dado que para un mapeo conforme la

condicién '(¢)0 con ¢ € T se satisface, tenemos:

'ﬁ(C) — B(2)

’2M2>0
—Z

combinando las dos ultimas desigualdades tenemos lo deseado.

B(Q(= 0= BE) = BQOI _ Ml =l _ Myfz— ¢!
G-0BE -BOT -G -BQI = b

Ya podemos demostrar el teorema (3.2.2):

Demostracion. Dado que I' es una curva cerrada Lyaponnov existe una funcién uno-a-uno
diferenciable 7 = «(() que napea el circulo unitario I'g en I' tal que su derivada satisface

la condicién de Holder y no se anula en I'y. Ponga

e = <a(5/£<a(£) e £>

con &, ¢ € T'y. Del lema anterior (3.2.4):

C
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con 0 < XA < 1y cuna constante mayor que cero. El operador K definido en L,(I'g) con
1 < p < o0 por:

(KW)(€) = / K(E OW(O)C

To
es un operador integral singular débil, por lo tanto compacto. Sea A el operador lineal de
L,(T') en Ly(I'g) dado por (Ap)(¢) = ¢(a(¢)). A es uno-a-uno. por el teorema (3.1.11)
Srp = A™YHK + Sp) Ay para cada ¢ € R(I). Pero Sy es acotado en L,(I'g) en virtud del
lema (3.2.3) — Sr es acotado en Ly (T"). O

Corolario 3.2.5. Sea I' una curva de Lyapunov cerrada y sea ¢ € Ly(I') con 1 < p < oo.

Entonces el limite

i = [ £

e—0 71 I, T—1

existe para casi todo t € I' y es igual a (Srp)(t).

Demostracion. Elegimos ry, € R(I') con n € Ny ||r,, — ¢||, = 0 cuando n — oo. Luego
[1Srrn = Srellp =0

por el teorema (3.2.2), r, =}t + 1, conrt € RY(T), r, € R(I') y r;, (c0) = 0. Ponga
¢t =Proy ¢~ = Qre, donde Pr = (I 4+ Sr), Qr = 3(I + Sr). Por el teorema (3.1.9)

Prrp =15, Qrrn =1,y Hrff - cpiH — 0. Luego

/ rE()tkdt =0
T

con k=0,1,...

/ o ()t Rdt =0
r

conk=12,... =

/ et (t)thdt =0
r
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/ e~ ()t Fdt =0
I

Para ¢ = @1 (respectivamente ¢ = ¢~) el limite existe casi en todos los puntos ¢t € T

y es igual a ¢ (t) (respectivamente —p~(t)). Para completar la prueba resta notar que

p=9¢t+¢  ySrp =9t —¢. O

Corolario 3.2.6. Sea I' una curva abierta de Lyapunov. Luego el operador integral sin-

gular St es acotado en el espacio Ly(I') con 1 < p < 0.

Demostracién. Sea I' una curva cerrada de Lyapunov tal que I' C T. Por el teorema (3.2.2)

St es acotado en L,(I") con 1 < p < co. Entonces, con x(t) la funcién caracteristica del

conjunto I', concluimos que:

1Serlle, ) = IXSpxrlly, ) < ISplln, @7l

Para toda r € R(T"). O

Teorema 3.2.7. Sea I' un sistema de Lyapunov a trozos. Entonces el operador St es

acotado en el espacio L,(I") para cada p tal que 1 < p < oc.

Primero veremos el siguiente lema.

Lema 3.2.8. Sean I'1 y 'y dos curvas abiertas de Lyapunov las cuales tienen un punto
2o en comun. Suponga que las tangentes en zo no coinciden, entonces el operador Sr, r,

definido como:

(SFLFQ()O)(t) = 1/ de

i Jp, T—t

cont € I'y es acotado de Ly(I'1) en L,(I'2) con 1 < p < oo.

Demostracion. Primero suponga 'y y I's son segmentos rectos de linea. Sin pérdida de

generalidad asuma que zp = 0y I'; C [0,00). Elija un complejo ¢ tal que I'y este en el
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rayo Cy con 0 < y < co. Sea ¢ € L,y(I'1) una funcién y ¢ € Ly(I'2), una funcién que es

idénticamente cero en una vecindad del origen, con % + % =1.

Extendemos las funciones, toméndolas como la funcién cero en los rayos enteros [0, 00) y

i LT A=t

Cy respectivamente. Luego

=)

Hacemos el cambio de variable z = sy

=1 [ W@y & s "C'/ 78 My—cr P

d
|<r/ Sd o(sy)|dy

A esta ultima expresién le aplicamos la desigualdad de Holder con L,(I'2) y Ly(T'2):

YA ( s ko(sy)pdy)’l’ ( s \w<<y>1qczy);
—1el [ [mwp] bwuq]

ds
= |¢J? /0 T lel

SP|S—§

Dado que las funciones acotadas ¢ forman un subconjunto de Ly(I'2), la ultima desigualdad

muestra que el operador S, r, : L,(I'1) = Ly(I'2) es acotado.

Ahora considere el caso general. Sean GG; y Gy dos segmentos en las tangentes a las
curvas I'1 y Ty en el punto zp. Sea t = «(§) un napeo uno a uno de G = G; U G2 en
I' =T UT'9.Dado que nuestras curvas son de Lyapunov, la funcién «(&) puede escogerse

tal que su derivada satisfaga la condicién de Holder, y por lo tanto no se anula.

Considere los operadores Ay, : L,(I'y) — Ly(I'x), con k = 1,2 definido como (Axp)(§) =
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o(a(€)). Se tiene que
K= AQSFl,FzAl_l —5¢,,6,

es un operador integral con nicleo

K(EC) = &

(¢ 1
mi [a(() —a(§) (=€

con ( € G1 y & € Gy. Recordando que |k(&, Q)| < @,

K : L,(G1) — Lp(G2) es acotado. La afirmacién es consecuencia de la identidad Sr, r, =

AEI(K + SGl,Gg)Al- I

0 < X < 1, se tiene que

Ya podemos demostrar el teorema (3.2.7).

Demostracion. Sea I" = {I';}}7_; con las siguientes condiciones. I'; y I'y tienen a lo mas
un punto comun, un posible extremo tg, si I'; y I'y tienen a ¢y en comun, I'; UT', es de

Lyapunov o sus tangentes no coinciden en .

Probaremos que S, r, : Lp(I';) = Lp(T'x) es acotado. Para j = k se sigue del corolario
(3.2.6). Suponga j # k, si I'; y 'y, tienen un punto comin y la unién I'; U T, no es de
Lyapunov, entonces St, 1, es acotado por el lema anterior. Luego suponga que la unién si

es Lyapnov, entonces Sr; r, es acotado por el corolario (3.2.6) y tenemos:

1Sty el L, @) < ST re@ll, ;) < ST, redlllel Lpr;)

donde ¢ denota la funcién obtenida de una funcién ¢ € L,(I';) al extenderla como cero a

toda la curva I'j;. Esta ultima desigualdad implica que Sr, r, es acotado.

Finalmente, si I'; y I'y no tienen puntos en comtn Sr;,r, es un operador integral con

ntcleo continuo acotado. Denote por x; la funcién caracteristica de I'; C I'. Luego

Sr = Z XS Xkd
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| Srxrel |z, @y < 1St rellllellz, )
lo cual prueba que St estd acotado. O

Ejemplo 3.2.9. Se tiene que el teorema (3.2.7) no es necesariamente cierto para el caso

en que p =00 o p =1, aun si ' es la circunferencia unitaria. Se sigue de que

[e.9]

1
(tn ¢
Z:Q nin(n) )

es una funcién continua en I', mientras que la funcién conjugada

[e.9]

D

n=2

nin(n) (" +¢7)

es continua para t # 1 y no es acotada para t = 1.

Teorema 3.2.10. Si ' es un sistema de Lyapunov a trozos cerrado, se tiene que Slggp =

para ¢ € Ly(I") con 1 < p < oo.

3.3. El operador Integral Singular con peso.

Sea I' un sistema de curvas de Lyapunov, sean ¢y, ..., t,,, puntos en I'; sean también £y, ..., B,

numeros reales, y defina:
m

p(t) = TT It —tul™

k=1
L,(T, p) sera el espacio de Banach de todas las funciones medibles ¢ en I' para las cuales

wp € Ly(I"); la norma de Ly(T', p) estard dada por:

1
el = ool = ( / |so<t>\ppp<t>|dtr)

Se tiene que Loo(T') C Ly(T, p) si B > Sty Lyp(T,p) € La(T), si B <1 — 1.
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Lema 3.3.1. 5i G > _71 con k=1,...,m se tiene que el conjunto de funciones continuas

C(T) es denso en Ly(T, p).

Demostracion. Si B > —]% con k=1,...,mluego p € Li(T") y C(I') C Ly(T', p). Ahora
dada ¢ € L,(T', p) podemos aproximar la funcién ¢p € L,(I") por una sucesién de funciones
continuas 1),,, las cuales, se anulan en vecindades de los puntos t1, ..., t,,. Luego ¢, = ¥, p~"

son funciones continuas en I' y tenemos:

e = Palln, . = llop = ¥l L,y =nmsoc O

O

Corolario 3.3.2. Si g8 > —% con k =1,...,m entonces el conjunto R(I") es denso en el

espacio L, (T', p).

Demostracion. Para ver esto considere que C(I') esta metido y es denso en el espacio

L,(T', p), cada funcién continua puede aproximarse por funciones racionales como se desee.

O]

Corolario 3.3.3. Si B > —]% con k = 1,....m y si I'g es la circunferencia unitaria,

entonces el sistema de funciones lineales generado por {t*}2°__ (|t| = 1) es denso en el

—00

espacio L,(T', p).

Es sencillo describir funcionales en L,(T, p). Sea ¢ € L,(I',p) y ¢ € Ly(T, p~!), donde
1 <p<oo, % + % = 1. Luego por desigualdad de Holder:

/Ftpw(t)ldt! =/F90(t)p(t)¢(ﬂp_l(t)\dt! < lellz,@pll¥llLymp-1) (3.1)

y entonces el teorema de Riesz en el espacio L,(T', p) tiene la forma:

() = /F SOTDdt] = (,9)
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donde ¢ € Ly(T, p~ 1) v ||9]

Lxrp) = [[¥llz,r o1 Es decir Li(I', p) = Ly(T,p1)

3.4. St es acotado en L,(I', p)

El objetivo de esta seccién es obtener el siguiente resultado:

Teorema 3.4.1. Sea I' un sistema de curvas de Lyapunov y suponga p, 1, 32, ..., Bm SOn

numeros reales que cumplen 1 < p < o0, % < P <1-— % con k = 1,....m. Entonces

el operador singular Sr es acotado en el espacio Ly(T',p). Si I' es un sistema cerrado,

entonces 512“ =1

Primero demostraremos dos lemas.

=L cacd

Lema 3.4.2. Suponga to € I', 1 < p < 00, y sea o un real tal que 7 >

con

1% + % = 1. Luego el operador definido como

|7 — 70]* — |t — to]®
r T =t —to|*

(Bp)(t) = p(7)ldr|

cont €T es acotado en el espacio L,(I")

Demostracion. Suponga que 0 < a < % y sea ¢ un nimero real tal que a(p — 1) < pd <

min(p — 1,1 — ). Entonces, para ¢ € C(T'), la desigualdad de Holder implica que:

o< [ e 7 — tol?lip(r)ldr
T lt=tolT =ttt —tol Jr T —t]' 7T — ol

1 1
< / |7 — tol Pl (7) P|dT]\ * / |d7| “
—t—=to|* \Ur |r—t'=° e L

Luego, si # y v son numeros reales tales que g < 1, v < 1, 8+ v > 1, al sustituir

T —t=C((t —tg) se consigue

|d| c
< 3.2
/r TPl —toP = TP (3.2)
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Luego
[(Be)(t)] <

1
¢ ( T—t0|51”|<p(7')|p\d7’]>f’
r

It — to*P |7 — |~

y por lo tanto

il [ =it Tl "
Byll? <c¢ =c
B < 0 | = : [ P |

utilizamos ((3.2)) en la integral a la derecha

7)|PldT
Co o O g
I

|7 — to| 9P| — to|oP —

Sea ahora =% < a < 0. Ponga 8 = —a. Del modo probado el operador C definido como

|7 —to|? — |t — to|?

Cy)(t) = Y(7)|dT

) = [ e u(eldr]
es acotado en el espacio Ly(I'). Pero C* = B, luego B es acotado en L,(I"). O
Lema 3.4.3. Sean ti,...,t,, € ' y suponga p,aq, ..., son numeros reales tales que

1<p<oo,_71<ak<%conkzl,...,my%—i—%:l. Defina

m
k=1

cont € T. Luego A= h~1Sphl estd acotado en el espacio Ly(T').

Demostracion. Elija arcos abiertos I'y, C I' con t, € I'y, pero t; ¢ I'y si j # k. La distancia
entre dos puntos t; sera positiva. Ponga I'y = I'\ ;- 'y y denote por Ry al operador
definido por (Rip)(t) = xx(t)¢(t), donde x; es la funcién caracteristica del conjunto I'.

Luego el operador A puede representarse en la forma

A= iRj A (iRk> = Zm: R, ARy,
j=0 k=0

7,k=0
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resta probar que cada operador es acotado, para hacerlo consideramos cuatro casos:

1.- j = k # 0. Entonces Ry ARy, = gAif1I, donde

g(t) = xe(@h ()]t — ti]™, f(t) = xe(E)h(E)|t — |,

Ay = [t —tg| " Sp|t —ty|** 1. El operador Ay, — St es acotado en L,(I") por el lema (3.4.2)
y St lo es por el teorema (3.2.7). Luego A también es un operador acotado en L,(I"). Esto

y que f y g son funciones acotadas en I' implica que Ry ARy, es acotado en Ly(T").

2-k#j,k#0,35#0. En este caso

_ xi(®)

(RiARKe) ()] = 208

/ ph() | el 1R,

r, T—t —  7wdh(t)

donde d denota la distancia entre I'; y I'y. Dado que h € Ly(I') y h~1 € L,(I'), tenemos
que:

1R ARkl < (wd)~H A7 Iyl Bl lgll ]l

y entonces R; AR, esta acotado.
3-k#j,k=00j=0. Luego R;AR, = RjRARR;, con R = R; + Rj,. RAR es acotado
por el primer caso y R; AR, sera acotado.

4-k=j=0. RyARy es acotado por el teorema (3.2.7) O
Ya podemos demostrar el teorema

Demostracién. Note que pl es un isomorfismo isométrico de L, (I", p) en L,(T"). Luego Sr
esta acotado en Ly (T, p) si y solo si el operador pSrp~11 esta acotado en Ly (T'). Pero con

h = p~! se satisface el lema (3.4.3). O

Para lo que queda de la seccién considere I' = R y el peso dado por pe = [t —i|° [[1 [t —

tx|P%, donde t1, ..., t,, son m puntos en la recta real y 3, f1, ..., Bm son niimeros reales.
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Teorema 3.4.4. Sean p, [, 51,..., Bm tales que: 1 < p < o0, _?1 < B < 1 —% con

k=1,...m,y _71 <BH+Dg By <1-— %. Luego el operador singular integral Soo dado

por:

Sop)0) = 7 [ 2

o T —1

con —oo < t < 00 es acotado en Ly(R, pso).

Demostracion. Sea T el circulo unitario y ponga (x = (tx +)(tx — )%, o = 1, Bo =

1— % — B =311 Bry po = [1itp I€ — Ck|P* El operador definido por

_ 1 G+
(Be)(C) = (C—l)sO( >

es un operador lineal acotado de Ly(R, p) en L,(Ig, po). Dada ¢ € L,(R, ps) tenemos

1B, (ro.p0) /FO ’@ <Z Eg - 3)

con ¢ una constante mayor que cero. El operador B es invertible y
21 t+1
B7ly)(t) = —
B0 = 2o ()

Las hipétesis para p y los §i garantizan que 1 < p < 00, y % <Br<1-— %. Por el teorema

p

AOIC — Gl Plde = © / P (r)dr

(3.4.1), Sp = Sr, esta acotado en L,(I'g, po) y luego B~1SyB es acotado en L,(R, ps) Sea
¢ una funcién continuamente diferenciable con soporte finito definido en la recta real.

Aplicamos teorema de cambio de variable:

M) oo T—1

(B~'SoBy)(t) = W(tQ A /ro . 1<) (C ) )dc = 1/00 P gy (Ssotp) (t)

¢+1
¢—1

funciones ¢ es denso en L, (R, pso) se tiene que Sy es acotado en Ly (R, pso). O

La funcién <p< ) se anula en alguna vecindad de ( = 1. Dado que el conjunto de
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3.5. Operadores Singulares con nucleo débil

Sea k(t, ) una funcién medible en I' x I y que cumple con:
|k(t,7)| < clt — 77"

con ¢ constante y 0 < < 1. Una funcién con estas caracteristicas es llamada un nicleo
singular débil y

(To)(t) = /F k(L) p(r)dr

con t € I' serd el operador integral singular débil, y este es compacto en L,(I'). Con el

teorema (3.4.1) se puede ver que es compacto en L,(T', p).

Teorema 3.5.1. Si p, 1, ..., Bm satisfacen las propiedades del teorema (3.4.4), entonces

el operador T' es compacto en Ly(T', p).

Demostracién. Basta probar para el operador K = h™'ThI estd L,(I') donde h satisface

las hipétesis del lema (3.4.3) para n natural.

k(t,7), silt—7|>

3=

kn(t, ) =
0, si|t—7] <

3=

Denote por A, A, y K, los operadores con nticleos h =1 (t)k(t, 7)h(T)—k(t,7), R~ (t)kn(t, 7)h(T)—
kn(t,7) y h=Y(t)kn(t, 7)h(T) respectivamente. Dado que h € Ly(I'), h™1 € L,(T) y que

kn(t,7) es un nicleo acotado, se tiene que:

y consecuentemente, k,, y también A,, son compactos en L,(I"). Probaremos que lim,, || A—

Apllp = 0. Claramente A seria compacto, luego K lo seria en L,(I").
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Ponga M,, = A — A,, y sea my(t,7) el nicleo del operador M, Del lema (3.4.3)

o) = [

esta acotado en L,(I"). Con b(t,7) el nicleo de B se tiene que:

h=Y(t)h(T) 1

D () lar

[ (t,7)| < ent (e, 7). || Mallp < ent Bl

luego || M, ||, — 0 cuando n — oo. O

3.6. Dos teoremas del conmutador

Teorema 3.6.1. Sia es una funcion continua en I', entonces el conmutadorT = aSp—Sra

es compacto en Ly(T, p).

Demostracion. Si a € R(I'), entonces T es un operador integral con nicleo continuo,
luego compacto. Si a € C(I') es una funcién continua, elegimos a, € R(I") tal que |la —

anllcry —n—oo 0 luego T;, = a,Sr — Sra, es compacto y
1T = Tn|| < 2[|Srlllla = anllo)

= T es compacto en Ly (T, p). O

Teorema 3.6.2. Sean I'y y 'y dos sistemas a trozos de Lyapunov y sea 7 = «(() un
mapeo uno a uno de 'y en I'y con derivada o/ la cual satisface la condicion de Holder y

no se anula en I'y. Defina:
m

pr(t) =TT It = tel®, p2() = I 1€ — &I
k=1

k=1

tr = (&) y denote por Sr, y Sr, los operadores integrales en los espacios L,(I'1,p1) y
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L,(T'a, p2) respectivamente. Entonces
Sr, = BSFlel +T

donde T' es un operador compacto en L,(I's, p2) y B denota el operador lineal invertible

de Ly(T'1, p1) en Lyp(I'a, p2) dado por (By)(¢) = ¢(a(()).

Demostracion. Sea r € R(I's), ¢ = B~'r, y T = Sr, — BSp, B! luego

1 r(Q)d¢ 1 o(T)dT 1 ( 1 a'(€) )
Tr = - N = — d
0O =5 | e w frma® = i o e @) O%
y el nicleo de este operador es débil, T' es entonces compacto en L, (T2, p2) O

3.7. La formula de Poincaré-Bertrand

Teorema 3.7.1. Sean ¢ € Ly(T',p) ytb € Ly(T,p~t) con %—F% =1,1<p< oo Entonces:

/Fw(t)dt/r f(_T)th_ /ng(f)df Ff(_t)tdt

Demostracion. Sr es acotado en L,(T, p).p1(t) = [1%, |t — tx| ™% y tenemos que —% <

—Br <1— % = Sr es también acotado en L,(T', p~!). Para 7 € ' y ¢ variable en I' ponga:

S|=

p(r) il =t <
on(t) =
0 81T =t <

3=

Luego ||¢p — gon||Lp(p’p) — 0 y luego ||f — fn||Lp(r,p) — 0 cuando n — oo donde f(t) =

Jr %dv‘, fn=Jp QDT"—_(;)dT con 7 € I' y por la seccién anterior (ver (3.1)) nos da

/ () ft)dt = Mm [ o(t) fa(t)dt = lm [ o(t)dt / on(7)
r T I r

n—o00 n—oo T —1
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En la ultima desigualdad el orden de integracién puede ser cambiado y ¥(t)p,(t) =

©(t)1n(t), tenemos :

/w(t)f(t)dt:h'm p(r)dr %()dt /@(T)df Y 4
r —t r

n—oo Jp r7T r7—1
probando lo deseado.

O

Teorema 3.7.2. Suponga K(t,7) = k(t,7)|t — 7|7* donde k(t,7) € HNT xT) con 0 <

p <1, 0<X<1. Entonces si o € Ly(I',p) con 1 <p < oo

/T_tO/KtT dT—/FQO(T)dT/FIt((_tT

Note que las dos integrales de arriba no necesariamente conmutan, en efecto, si I' es una

curva de Lyapunov cerrada y ¢ una funcién en L,(I", p), entonces por el teorema (2.3.1)

2
= —7m2p(t
/t—to T—t ™ e(to)

con ty € I'. Mientras que:

e | e =

dado que el producto interior integral es igual a

1 / dt _/ dt 0
T—to\Jrt—te Jrt—1/)

Teorema 3.7.3. Sea o(t,7) € HNT xT') con 0 < X\ < 1 y sea to un punto regular del

sistema de curvas I'. La formula de Poincaré-Bertrand se satisface:

dr | —2 2 —dt — wp(to, t
/t—to/T—t /T/ t—to T—t) ™ p(to;fo)
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Demostracion.

/t—to/ T—t
[ / (Ct)yr. [ D)~ el / I ttony) [ [
Ft—t() T—t T t—to FT_ Ft—t() T—1

Usando los teoremas (3.7.1) y (3.7.2). Luego

/t—to/ T—t
/ / o(t, 7)dt / / dt
to,to dr Y
(t —to)(T —t) t—to rr—t Jr Jrt—to)(T—1)
2

Si I' es un sistema de curvas cerrado, la primera integral en el paréntesis cuadrado es —7°,

mientras que la segunda es cero.

Ahora suponga que el sistema de curvas I" no es cerrado. Basta considerar el caso en que

I" es una sola curva abierta.

Sea T una curva cerrada tal que I' C r y ponga IV = f\F es visible que en las integrales

[t [ o]

el orden de integracién puede ser cambiado.

El termino en los paréntesis cuadrados es igual a

Iy N




3.8. La integral singular en el espacio H*(T") 51

3.8. La integral singular en el espacio H*(I")

Teorema 3.8.1. Sea I' un sistema cerrado de curvas de Lyapunov. Entonces el operador
St estd acotado en el espacio H*(T') con 0 < pu < 1.
Demostracion. Por el teorema de Plemelj y Privalev, Sre € H#(I') para cada ¢ € H*(T').

Que Sr sea acotado en Lo(T") implica que, es un operador cerrado en el espacio H*(T).
Finalmente, dado que Sr estd definido en todo H#(I'), deducimos del teorema de la gréfica

cerrada que el operador St es acotado en H#(T'). O

Teorema 3.8.2. Sea I' un sistema de curvas de Lyapunov cerrado y sea a € H*(I") con

0 < u < 1. Entonces el conmutador T = aSt — Sta es compacto de HY en H*

3.9. Operadores relacionados con la integral singular de Cauchy

Sea t € T', se tiene que dt = hp(t)|dt|, hr = €r®) donde O (t) denota el angulo entre
la tangente a I' en el punto ¢ y el eje x, esta funcién esta definida en todos los puntos

regulares de I' y es continua acotada a trozos.

Teorema 3.9.1. Para el operador S} adjunto en el espacio Ly(T, p~ 1) tenemos:
St = —HpSrHrp (3.3)
donde Hr es el operador actuando en el espacio Lq(F,p_l) por la regla:
(Hre)(t) = hr(t)e(t)

Demostracion. Sea ¢ € Ly(T',p) y sea ¢ € Ly(T', p~t). Aplicar el teorema (3.7.1) nos da:

(Sre, ) = 7:i/rz,b(tﬂdt/r “0(71de

T —
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1
~ [ etrmc(rar] /

T

o
Wdt = (¢, —HrSrHr)
implican (3.3) )

Corolario 3.9.2. Sea I' una circunferencia, un arco circular, o un intervalo, entonces

S = Sy

Ejemplo 3.9.3. Sea I" un arco o un circunferencia. Luego 7 =ty + Re'?, dr = Re'?df =

i(T — to)|dT|R~!. En consecuencia h(7) = i(T —t9)/R:

(ka‘ﬁp)(t) _ _(z_%) /F i<T - tO)QO(T)dT _ 1/1; <P(7')d7' _ (SF(,D)(t)

TR2 T—1 i T—t

Ejemplo 3.9.4. Analogamente, si I" = [a, b], entonces |d7| = dr, hr(t) =1y Sf = Sr.

Teorema 3.9.5. Sea I' un sistema de curvas de Lyapunov y S} el adjunto del operador

Sr € ZL(Ly(T.p)). Luego T = S§ — Sr es compacto en Ly(T, p~1).

Demostracion. 1.— Suponga que I' es una curva Lyapunov cerrada, entonces existe una
funcién 7 = «(¢) que mapea la circunferencia unitaria I'yg uno a uno con I' y tiene derivada
o/, la cual satisface la condicién de Holder y se anula fuera de I'y. Del teorema (3.6.2)
sabemos que S = B71SyB + t;, donde T} es compacto, Sy = Sr,, y B es el operador
acotado invertible dado por (Bg)(¢) = ¢(a(¢)). Se tiene que B* = |#|B~! con 8 = o/
1’ _

y que (B~H* = |o/| B. En virtud del teorema (3.6.1) el conmutador Sp|a™ la™1|Sp es

compacto y debido al corolario (3.9.2) se tiene que S§ = So.

Luego SF‘_SF = ‘6/|Bils()|0/’B+T1*—BilsoB—Tl = ‘ﬁ/|’O/OB|BilsoB—Bil;S’()B—|—T2 =

T, donde (o' o B)(1) = &/ (B(7)) y T» es un operador compacto.

2.— Sea I' una curva Lyapunov abierta. Elegimos I' con v C ' y denote por £(t) con
t € T' la funcién caracteristica de I'. Entonces el espacio L,(I", p) puede ser identificado

con Lp(f‘, p) el cual consiste de todas las funciones de la forma £p con ¢ € Lp(f, ).
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Este subespacio es invariante bajo el operador A = £S;{I y tenemos Al L,(T,p) = Sr. Por
el paso 1, T = Slij — Sp es compacto. Pero A* = {(S; + T)&1 y por lo tanto Sf — St es

también compacto.

3.— Finalmente, consideramos el caso general, donde I' es un sistema Lyapunov de curvas
cerradas o abiertas I'1, ..., I',. Denote por §;(t) t € T la funcién caracteristica del conjunto
I'; (j=1,...,n) y sea R; el operador definid en Ly(I", p) como R; = {;I. Entonces Sp =
szzl R;Sr Ry, el operador R; = &;I con j # k tiene niucleo continuo, por lo tanto
compacto. La restriccién del operador R;SrR; al subespacio L,(I';, p) = R;(Ly(I',7ho))
coincide con Sr. Por lo que fue probado (R;SrR;)* = R;SrR; + 1 con un operador

compacto T}j. Luego S[. — St es compacto. O

3.10. La integral Singular con nicleo de Hilbert

Una integral relacionada a la integral singular de Cauchy es la integral singular de Hilbert,

dada por:

1 2
(Hp)(s) = 2/ cot Scp(a)da con 0 <s<2r (3.4)
T Jo

Esta integral es entendida en el sentido del valor principal de Cauchy. Puede verificarse
que (3.4) existe para cada s y para cada ¢ € H*[0,27] con 0 < p < 1, ademds satisface

©(0) = ¢(27). En este sentido

1 2

1 27 _
/ cot 2 Sgp(a)da = — cot
2 0 2 2 0

g — S

[p(0) = @(s)ldo

Sea Iy la circunferencia unitaria con representaciéon paramétrica t(s) = €% (0 < s < 27).

Entonces la diferencia entre % y %cot

o—

s
2es
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. Una manera de comprobar esto ultimo es expresar la cotangente en términos de e.

Finalmente al elegir ¢(s) := ¢[t(s)] = ¢(t) llegamos a la siguiente relacién:

(H)(s) = i(5t,9)(0) - 5 [ D0 ar 3.5)

Combinamos esto ultimo con los teoremas (3.4.1) y (3.8.1) y nos da:

Teorema 3.10.1. El operador H esta acotado e los espacios Ly(T'o,p) con 1 <p < ooy
HH*(To) con 0 < p <1,

Tomando en cuenta (3.4) y (3.5)

1 2
(H9)5) = ~o(5) + 5 [ ¢(o)do
T Jo
Ademss si ¢ € L,(T) tiene expresién en serie de Fourier () = >.°_¢cxt* con [t| = 1,

entonces

00 -1
(Sro)®) =3 ath = 3 otk
0

k=—oc0
oo -1
(Hp)(t) = ZZ epth —i Z et
k=1 k=—00

3.11. Proyecciones generadas por la integral singular

Aqui T serd un sistema a trozos de Lyapunov cerrado, entonces S? = I y Pp := %( I+ Sr),
Qr = 1(I—Sr) definen en L,(I", p) proyecciones complementarias, es decir: Pr—Qr = S,
PrQr = QrPr = 0, y sabemos que S = —HpSpHp con (Hrp)(t) = hr(t)e(t), luego:
P{ = HrQrHr, Qf = HrPrHr.

Definimos L} (T, p) := ImPr, i;(l“,p) := ImQr.

Sea ¢ € Ly(T, p) y considere la integral tipo Cauchy ®,(z) = o= Jr 20 qr con 2 € AV

21 T—2

Dado que ¢ € Li(T'), ®r(z) es una funcién analitica en D, tenemos ®,(c0) = 0 y los
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limites no tangenciales:

q);f(t) = lim . Dy(2), ©,(t) = lHm  Dy(2)
z—t,2€D] z—t,2€Dp
existen en casi todas partes en I' y son iguales a: F(t) = (Pry)(t), @, (t) = —(Qr)p)(t)
Ademds se tiene que una funcién ¢ € Ly(T',p) esta en el subespacio L, (T, p) (resp.

°

L, (T, p)) siy solo si Spp = ¢ (resp. Srp = —¢).

Al tomar: R(T) U L} (T, p) = R™(T), R(T')U i;(F,p) = R~ con R~(T") la coleccién de
funciones en R~ (T') tales que ¢(o0) = 0. De lo anterior podemos decir que L} (T, p) y

IQ/; (T, p) tienen a R (T") y R~ (T') como subespacios densos respectivamente.

Denotemos por Df, oD}y DT, ., D, las (maximas) componentes conexas de los con-
juntos DF y D respectivamente. Luego L; (Typ) y L; (T, p) pueden caracterizarse como

sigue:

Teorema 3.11.1. Para una funcion ¢ € Ly(T', p) las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:
i) g€ Ly (T, p);
i) I'n a; € D con tales que:

/WZO (3.6)
r (

T—aj)
j=1,..,k n=12 ..

iii) (3.6) se tiene para a; € D con j=1,...k.

Demostracion. La funciéon ®,(z) es analitica en D[ y puede ser por lo tanto expresada

en una serie de Taylor en una vecindad de cada a; € Dj_:

= (z—a;) T)dT
‘I)go(z) = Z 27“:3 /F (T(i<a)j—)l+1

=0

i) = iii)
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Sea ¢ € L; (T, p). Entonces Qr¢ = 0 y, consecuentemente, los limites no tangenciales ¢,
se anulan en casi todo punto en I'. El conocido teorema de unicidad de Luzin-Privalov nos
implica que ®,(2) = 0 en Dy, . Entonces si o € D; con j =1, ...,k son puntos arbitrarios,
obtenemos lo deseado.

ii1) = 41) Inmediata.

—_a )

it) = 1) De ®y,(2) =72, (z 2:; ) Jr (ngZC;ZTH se deduce que ®,(z) se aula idénticamente
J

en una vecindad de cada punto o y dado que ¢,(2) es analitica, obtenemos ®,(z) = 0

en D Luego Qry = 0, esto es ¢ = Prop € LI (T, p). O

El siguiente teorema se prueba de forma andloga.

Teorema 3.11.2. Para una funcion ¢ € Ly(I', p) las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:
i) ¢ € L, (L, p);

ii) I'n a;“ € Dj con tales que:

/FM =0 (3.7)

T—aj)

j=1...m n=12 ..

iii) (3.7) se tiene para aj € Dj conj=1,..,m.

Al expandir ¢,(z) en serie de Taylor en una vecindad de infinito, similar a lo ya probado,

obtenemos lo siguiente:

Teorema 3.11.3. Sea I' una curva cerrada de Lyapunov, entonces una funcion ¢ €

Ly(T, p) estd en L} (T, p) siy solo si
/¢@wa:o (3.8)
r

conn=0,1,2,...

A partir de ahora , denotamos por L, (T, p) el subespacio de todas las funciones de la forma

© = @1 +c¢, donde ¢ € L; (T, p) ¥ c es una constante. Ademas, sea LE (T") el conjunto de
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todas las funciones analiticas y acotadas en DIjE. Note que ng puede ser identificado con
el subespacio de todas las funciones ¢ € L (I") las cuales coinciden en casi todo punto con
las limites no tangenciales de una funcién ¢(z) analitica y acotada en Dri. De hecho por
un teorema de Fatou cada funcién ¢ € LE (T') posee un limite no tangencial lim ¢*(¢) en
casi todo punto de I' y la funcién cota pertenece a Lo (T"). Vice versa, debido al teorema
de unicidad de Luzin-Privalov la funcién ¢ € L (T') esta determinanda de manera tinica

por su funcién frontera p* € Loo(T).

Teorema 3.11.4. Se tiene lo siguiente:
LL(T) € LY (T, p), L(T) C L, (T, p).

Demostracion. Sea ¢ € LI (T'), entonces ¢ € Ly(T, p). Considere una sucesién de sistemas
de curvas de Lyapunov cerradas I';, C D, con n = 1,2,... aproximando al sistema de
curvas I' cuando n — oo. Sea S,(t) : Dff — fon mapeos conformes tal que f,(t) — t
con t € I' cuando n — oo. Entonces, para cada o € D y para N € N, defina f,(t) =

©(Bn(t))(t — a)~N. Dado que f, es analitica en Dilf, tenemos que:

/ ful(r)dr =0 (3.9)
T

Dado que f,(7) con n = 1,2, ... es una sucesién uniformemente acotada y converge a la

N en casi todo punto de I', por el teorema de Lebesgue podemos

funcién ¢(t)(t — o)~
intercambiar el limite n — oo con la integral (3.9). Luego, la funcién ¢ satisface (3.6) y
aplicando el teorema (3.11.1) se concluye que ¢ € L (T, p). Si ¢ € L (I'), entonces de

forma andloga la funcién p; = ¢ — p(00) satisface (3.7) y por lo tanto ¢ € L; (T,p) y

v e L, (T p)

Teorema 3.11.5. Sia, € LI (T) y a_ € L, entonces: PrayPr = a1 Pr, Qra_Qr =

a_Qr.

Demostracién. Sea r € R(T'), entonces ayPrr = ayry € LY (T), y del teorema (3.11.4)
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se deduce que PrayPrr = a4 Prr. Esto prueba la primer igualdad, de forma andloga:
a_Qrr =a_r_ € L (T). Dado que a_(c0)r_(c0) = 0, tenemos a_Qrr € L (T) y por lo

tanto Qra_Qrr = a_Qrr. O

Denote por C*(T") el conjunto de todos las funciones ¢ € C(I') que admiten una extensién
analitica en D y continua en Eljf. Los teoremas (3.11.1) y (3.11.2) implican inmediata-

mente que C*(T') € L (T, p), C~(T') C L, (T, p).



Capitulo 4

Ecuaciones Integrales Singulares

4.1. Operadores Singulares Abstractos

Definicién 4.1.1. Sea X un espacio de Banach, P € £ (X) una proyecciény Q@ =1 — P
la proyeccién complementaria. Un operador de la forma AP+ BQ o PA+ QB con A, B €
Z(X) se llama operador apareado.

Los operadores apareados AP + B(Q) y PB + QA son llamados traspuestos uno al otro,
mientras que AP + BQ y PA+ QB son llamados duales.

Considere el caso especial en el cual uno de los coeficientes es el operador identidad, por

ejemplo B = I. Entonces:
AP+ Q = (PAP + Q)(I + QAP) (4.1)
Dado que el operador (QAP)? = 0, el operador I + QAP es invertible y su inversa es:

(I +QAP) ' =1—-QAP (4.2)

99
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No es dificil notar que el operador PAP + ( es un &1 —operador o un operador invertible
por un lado en X si y solo su PAP restringido al subespacio ImP tiene la propiedad
correspondiente. Claramente, los argumentos anteriores son también validos con los papeles

de Py @ intercambiados:
PA+Q=(I+PAQ)(PAP + Q) (4.3)

(I +PAQ) ™' =T-PAQ (4.4)

Si Ay B son operadores invertibles. Ponga AP + BQ = BB~'(AP+ BQ) = B(B~'AP +

@), al aplicar la ecuacién (4.1) nos proporciona:
AP+ BQ = B(PB'AP + Q)(I + QB 'AP) (4.5)

Ponga AP + BQ = AP + AA~'BQ = A(P + A~'BQ), aplicamos (4.1) (se aplica asi:
A'BQ+ P = (QA~'BQ + P)(I + PA~'BQ)) nos proporciona:

AP+ BQ = A(P+ QA 'BQ)(I + PA™'BQ) (4.6)
Esto junto con los argumentos de arriba implican el siguiente resultado:
Teorema 4.1.2. 51 A€ ZL(X) y B € Z(X) son operadores invertibles entonces:
dimKer(AP + BQ) = dimKer(PB™YAP|ImP) = dimKer(QA™'BQ|ImQ)  (4.7)

dimCoker(AP + BQ) = dimCoker(PB~'AP|ImP) = dimCoker(QA ' BQ|ImQ) (4.8)

Relaciones analogas se pueden obtener para los operadores apareados PA + @QB. Luego
uno tiene las siguientes representaciones: PA+ QB = (I + PAB™'Q)(PAB™'P+Q)B y
PA+QB=(I+QBA'P)(P+QBA'Q)A, de donde se obtiene lo siguiente:

Teorema 4.1.3. Sea A € X (X) y B € £ (X) operadores invertibles y suponga AB =
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BA, entonces C1(AP + BQ)Cy = PA+ QB con Cy = (I + PAB™'Q)B™!, Cy = (I -
QAB~'P)B operadores invertibles.

Corolario 4.1.4. Sea A € Z(X) y B € £(X) operadores invertibles y suponga que
AB = BA. Entonces para que el operador AP + BQ sea un ®(®_)-operador o admita
una regqularizacion izquierda (derecha) es necesario y suficiente que el operador PA+ QB

tenga la propiedad correspondiente. Ademds uno tiene,

dimKer(AP+BQ) = dimKer(PA+QB), dimCoker(AP+BQ) = dimCoker(PA+QB).

Teorema 4.1.5. Sea A e £(X)yBe Z(X) con AB= BA.

a) Si KerAn KerB = {0}, entonces dimKer(AP + BQ) > dimKer(PA + QB)

b) Si hay dos operadores A’ y B en £ (X) tal que AA'+ BB =1 y si A’ y B' conmutan
con A y B, entonces: dimKer(AP + BQ) = dimKer(PA+ QB)

Demostracion. a) Sea (PA+ QB)p =0 con ¢ € X, entonces PAp = —QBy y dado que
PQ = QP = 0, vemos que PAp = @By = 0 (aplicando PPAp = PQBy = 0) Ponga
1 = By — Ap, luego Py = Bp y Qi) = —Ap. Por lo tanto (AP + BQ)y =0

Si ¢ =0, entonces ¢ € Ker N KerB y ¢ = 0, esto prueba a).
b) Si AA’+ BB’ = I, entonces KerAN KerB = {0} y por lo tanto se tiene por a) que si
x € KerA, (AA' 4+ BB')xz = z entonces BB'x = x

Veamos la desigualdad contraria. Sea APy + BQy = 0, ponga ) = B'Pp — A'Qyp. Es
sencillo ver que A = —Qy, By = Py y por lo tanto (PA+ QB)y = 0. Perosi v =0, —
¢ = 0y entonces dimKer(AP + BQ) > dimKer(PA+ QB). O

En lo sucesivo asumiremos que los coeficientes de los operadores apareados pertenecen
a alguna subdlgebra .# C Z(X) sujeta a la siguiente condicién: (A) El conmutador

[P,A] = PA— AP es compacto en X para cada operador A € .. Note que si la condicién
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(A) se satisface, los operadores [Q, A], PAQ, QAP son compactos también. Esto se sigue
de las identidades [Q, A] = [A, P], PAQ = P[A,Q] = [P, A]Q

Definicién 4.1.6. Un operador de la forma C := AP+ BQ +7T,donde A, B .# y T es

un operador compacto en X, es llamado un operador Singular Abstracto

Los operadores A y B son a veces referidos como los coeficientes del operador. M denotard
la coleccion de los operadores singulares en la forma del operador C. M es un algebra, al

ser lineal nos resta probar que el producto es cerrado.

Sean (1 = AP+ B1Q + 11 y Co = AP + BsQ + 15 dos operadores de M. Luego
C1Cy = AjA9P+ B1BoQ+T con T = A1[P, A9)P + B1[Q, B2)Q + A1 PB2Q + B1QAs P +
C1Ty +T1Co — Th'T» En vista de la propiedad (A) el operador T es compacto, por lo tanto
C1C5 esta en M.

El operador singular abstracto se dice que es un operador de tipo normal si sus coeficientes
son invertibles. Es inmediato que el producto de operadores de tipo normal es de nuevo

de tipo normal.

Teorema 4.1.7. Sea el dlgebra # que satisfaga la condicion (A). Entonces si el operador
singular C' es de tipo normal = el operador R = A~'P + B~1Q es un regularizador por

ambos lados para C.

Demostracién. Efectuando el producto de C'y R, obtenemos: RC = P+Q+T' =1+1T,
con 7" algiin operador compacto. Andlogamente al intercambiar papeles de A y A’ (resp.

By B') tenemos CR =1 + T" con algun operador T". O

Corolario 4.1.8. Bajo las hipdtesis del teorema anterior, C' es un ¢-operador

Demostracion. Inmediata. O

Corolario 4.1.9. Sean A1,By € £ (X) y AyBy € 4, entonces (A1 P + B1Q)(AsP +
B2Q) = A1 AsP + B1beQ + T donde T es un operador compacto.
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Demostracion. Inmediata. O

4.2. Operadores Integrales Singulares con Coeficientes Ra-

cionales

A lo largo de esta seccién y la siguiente I" denotara siempre un sistema a trozos de Lyapunov

cerrado y p sera la funcién peso:
m
o) = [T 1t t;1"
j=1

donde t; € T, _71<Bj<1—_?lconj:1,...,my1<p<oo.

i) Ejemplos importantes de operadores apareados en el espacio L, (I, p) son los operadores
de A=cl+dSry B=cl+Srd, donde ¢,d € Loo(T"). Los operadores A y B son llamados
operadores singulares integrales en el sistema de curvas I'. Estos se pueden escribir de la

forma:

A=aPr+bQr, B=Pra+ Qrb

donde a = ¢c+d, b = c—d, Pr = 3(I + Sr), Qr = (I — Sr) con: ||A|],||B|| >

el Lo @) PRI + 10l oo () [ 1 Q]

Para los operadores adjuntos A* y B*, actuando en Lq(F,p_l), con % + % = 1, tenemos
A* = Pia+ Qfb, B* = aP} + bQF. y en consecuencia, tomando en cuenta las relaciones
(Capitulo 2, seccién 2.11):

A* = Hr(Prb+ Qra)Hr (4.9)

B* = Hr(bPr + aQr)Hrp (4.10)

Las siguientes identidades nos seran de fundamental importancia:

(aPr +0Qr)(f+Pr+ f-Qr) = af+ Pr +bf_Qr (4.11)
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(Prf-+Qrf4+)(Pra+ Qrb) = Praf- + Qrbfy (4.12)

Aqui a,b € Loo(T) y f+ € LE(T). Estas identidades son consecuencia inmediata de las

relaciones vistas en el Capitulo 2 (Teorema (3.11.5)).

Estudiaremos ahora los operadores A y B para el caso en que a,b € R(T").
i1) Considere el operador:

Crox =t —=N)"Pr+Qr

donde n = +1,%2,... y A € I'. De (4.11) es sencillo ver que: Cp.\ = C v C_pnCpy = 1.
Si A € Dp, los factores en el lado izquierdo conmutan. Sin embargo si A € DF , los factores
a la izquierda no conmutan, pues el operador Cy.) no es invertible por la derecha. Luego,

tenemos:

ImCyx = {f € Lp(I', p)| (Prf)(A) = 0}
y por lo tanto ImCi.\ # Ly(T, p).

Teorema 4.2.1. El operador C,.» conn = 1,2,... es invertible si X € D y es invertible

solo por la izquierda si A € fo. La inversa (inversa izquierda) es C_p. .
Para A € fo tenemos

KeTC,n;)\Zf{(t—)\) 1—m,(t—A) 2—m,...,l—m (413)

dimKerC_,.\ = n, dimCokerCy,.\ =n (4.14)
Si A € I', entonces Cy.\ no son @ ni ®_- operadores y en particular, no son invertible

por un lado.

Demostracion. La primera parte del teorema se sigue de (4.12). Veamos (4.13). Suponga

C_nxp =0 con ¢ € Ly(T', p), esto es

Pro+(t=A)"Qre =0 (4.15)
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Del teorema (3.11.2), se puede ver que existe P,,_; polinomio de grado a lo mas n — 1 tal
que (t—AN)"Qro+ P,—1 € L; (T, p). Dejamos actuar Pr en ambos lados de (4.15) y vemos
que:

Pro =Py

Pnfl

1
Qre = =G 25 40 = Pt 1~ 5]

Tenemos lo deseado al escribir el polinomio como p,—1(t) = ag+ai(t —\) + ...+ an—1(t —
)\)"_1. Para terminar sea A\g € I' y suponga C),.), es un ®-operador. Dado que en cada
vecindad de A¢ hay puntos de A € D y A € DIJC concluimos que en cada vecindad el
operador Ci,., contiene ambos operadores invertibles Cy.\ (con A € Dy) e invertible por

un lado pero no por ambos (con A € D;\). Esto es una contradiccién del teorema (2.3.9)

del Capitulo 1. 0

El siguiente teorema es analogo.

Teorema 4.2.2. El operador Dy = Pr+ (1 — M7 1)"Qr con n =1,2,... es invertible si

AE fo e invertible por la izquierda si X € D La inversa (inversa izquierda) de D,y es
D_py=Pr+ (1 - X"H"Qr
Paran =1,2,..., y A € Dy tenemos:
kerD_p.\ = Llgt™t, gt™2, ..., gt™"} (4.16)

con g(t) = ﬁ — 1 ydimKerD_,.\ = n, dimCokerDy.x =n. Si X\ € I', entonces Dy

(n==+1,42,...) no son ni &4 ni ®_ y en particular no son invertibles lateralmente.

Note que Dp:y = DY,y conn = 1,2..., y A € C, el operador Pr(t = AN"4+Qx v Pr+
Qr(1 — Xt™1), los cuales son operadores duales de Cnx Yy Dp.x, respectivamente, pueden

ser estudiados andlogamente.
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Necesitaremos una representacién especial para las funciones racionales. Dada r € R(T),

esto es r racional sin polos en I'. Ademaés supondremos que r no tiene ceros en I'.

Sea r = Z—;, donde ¢; y g2 son polinomios. Denote por t;r con j = 1,..,kTy t; con
7 =1,...,k7 los ceros del polinomio q; € Dl'f y Dr, respectivamente, cada cero cuenta
segin su multiplicidad.

Andlogamente, sea Tj+ conj=1,.,1Ty T, conj=1,., [~ los ceros del polinomio g3 en

Dﬁ y Dy, respectivamente. Luego r puede representarse en la forma:
r=r_ttry (4.17)

donde o
[ (1 —t't))
+
[, (1 -7
k— _
Hj:l (t o t_j )

r(t) = —=

Hj:l(t - Tj_)

k =kT —IT y v € C. El entero & es llamado el indice de la funcién r y es denotado por

r—(t) =~

Indr. La representacién (4.17) es llamada factorizacién de la funcién r con respecto al

sistema de curvas de Lyapunov I'. Claramente ry y 1/ry son analiticas en D%.

Teorema 4.2.3. Sean a,b € R(I"). Entonces para que el operador A = aPr + bQr (resp.

B = Pra+ Qrb) sea un 4 o ®_ operador en Ly(T', p) es necesario y suficiente que:
a(t) #0, b(t) #0contel (4.18)

Si esta ultima condicidn se tiene, entonces A (resp. B) es invertible, solo por la izquierda, o

solo por la derecha , si el entero k = ind(a/b) es cero, positivo, o negativo respectivamente.

Sia(t) #0,0b(t) #0 y sic=c_tcy es la factorizacion de la funcion ¢ = a/b con respecto
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a T', entonces los inversos correspondientes o inversos laterales son:
AT = (' Pr+ - Qr)(t"Pr 4+ Qr)eZ bt (4.19)

B = (Prt + Qr)(PreZ! + Qrey) (4.20)

Demostracion. 1.— Suponga que (4.18) se satisface. Usamos la factorizacién ¢ = c_t"cy y

la identidad (4.11) tenemos que:
A =bc_(thcy Pr + ¢~ 'Qr) = be_ (t*Pr + Qr)(c Pr + ¢~'Qr) (4.21)
Los operadores be_I y ¢4 Pr + ¢Z*Qr son invertibles y
(be_I) ' =b"teZ'I, (4 Pr+c2'Qr) = ' Pr +c_Qr

Por el teorema (4.2.1), el operador t"Pr + Qr es solo invertible por la izquierda si k > 0
y si k < 0 es invertibles por la derecha. La inversa correspondiente es t*Pr + Qr. Esto y

(4.21) implican (4.19).
Aplicando la identidad (4.12) tenemos
B = (PFC_ + QFC_T_)(PFtN + QF)C+b

y esto nos da (4.20).
2.— Resta probar que la condicién (4.18) es una condicién necesaria para que A y B sean

q)+ O d_.

Sea A un ®-operador, considere el caso b = 1, y suponga que a(ty) = 0 para algin punto
to € T. Luego, a(t) = (t — to)u(t) y a(t) = (t~ — ty)v(t) con u,v € R(T). Usando las

relaciones vistas en el capitulo 2 (teorema (3.11.5)), nos da las siguientes representaciones
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para A:
A= (uPr+Qr)((t — to)Pr + IT) (4.22)

A= ((t_l — tal)Pf‘ -+ QF)(PFUPF + (t_l — tO_I)QF’UPF + QF) (4.23)

Si A es un ®-operador , entonces (4.22) implica que (¢t — to)Pr + Qr es también un
@, -operador. Por otro lado, si A es un ®_-operador, entonces (4.23) muestra que (t~! —
to)Pr + Qr es ®_- operador también. Esto sin embargo contradice los teoremas (4.2.1)

y (4.2.2).
Andlogamente se puede probar que Pr+bQr es un ®_-operador solo si b(t) # 0, cont € I.

Ahora considere el caso general: A = aPr+bQr, elegimos f, g € R(I") tales que f(t)g(t) #
0,cont €T, fae RT(T') y gb€ R (T). Entonces

A= NP+ foQr)(faPr + Qr)

A= g_l(gapr + Qr)(Pr + ngF)

Si A esun ¢ o ®_ operador, entonces faPr+ Qr y gaPr+ Qr son ®_-operadores. Como

fue probado antes, esto implica (4.18).

Finalmente, suponga B es un ® -operador, por el teorema (3.6.1), el operador 7' = A—B es

compacto en L, (T, p) y luego, A también es un ®..- operador, y esto nos da lo deseado. [

Teorema 4.2.4. Sean a,b € R(I") que satisfacen (4.18) y suponga que ¢ = c_t"cy es la

factorizacion de la funcién ¢ = a/b. Entonces si k = Ind(c) < 0,

Ker(aPp +bQr) = Z{g, gt, ..., gt =1} (4.24)
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donde g = ¢ — c_t". En caso de que r > 0:
Coker(aPr + bAr) = ZL(bc_,be_t, ..., be_t" 1) (4.25)
y la ecuacion aPry + bQre = f tiene solucion si y solo si
/Ff(t)b_l(t)cl(t)t_jdt =0 (4.26)

conj=1,...,K.

Demostracion. Sea A = aPr+bQr. Primero suponga que £ < 0. De (4.21) deducimos que
KerA = (C_T_le +c_Qr)Ker(t"Pr + Qr)
y del teorema (4.2.1) tenemos que:
KerA = 2{g1,92; - gjx|}

con gj = (' Pr +c_Qr)(t"1=7 —t77) con j = 1,..., |k|. Pero, g; = (c;'tIF=7 —c_t77) y
esto prueba (4.24).

Ahora sea k > 0. Entonces (4.21) implica que ImA = bc_Im(t"Ppr + Qr) y esto nos da
(4.25), dado que Im(t"Pr + Qr) consiste de todas las funciones ¢ € L,(I',p) para las
cuales Pro tiene un cero de orden a lo mas k en el punto ¢ = 0. Ademads, A es un inverso

lateral izquierdo y ®-operador, entonces Ay = f tiene solucion si y solo si

JRCmGlET (4.27)

con j =1,....m Aqui yi, ..., Ym son soluciones linealmente independientes de la ecuacién

adjunta homogénea A*y =0 en L, (T, p~1).
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Sean z; = Hr(c_'b='t7) con j = 1,..., & tomando en cuenta (4.9) tenemos que:
HrA*z; = (Prb+ Qra)c='b 177 = Pre='t ™7 + Qregt™ 7 =0

y entonces z; € KerA*. Pero las funciones z; son linealmente independientes, y dado que
dimKerA* = dimCokerA = k (por (4.25)), concluimos que m = k y z; = y; Vj. Mas
aun y;(t)|dt| = hr(t)eZ ()b~ (t)tI|dt] = cZ1 ()b~ (t)t 77 dt, y consecuentemente (4.26) y

(4.27) coinciden. Esto concluye la demostracién. O

El teorema siguiente se prueba de forma analoga.

Teorema 4.2.5. Dadas las condiciones del teorema anterior si k < 0, entonces
Ker(Pra+ Qrd) = Z{b~ et bl ..., b_lcjrlt‘“‘_l}.
Si k> 0, entonces
Coker(Pra + Qrb) = Z{Prc_, Pr(c_t), ..., Pr(c_t*"1)
y la ecuacion Prap 4+ Qrbw = f tiene solucion si y solo si
/F FOEM () — er ()T dt = 0

conj=1,...,K.

4.3. Operadores Integrales Singulares con Coeficientes Con-

tinuos

Nuestra primera preocupacion es definir el indice de una funcién continua a € C(T').
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Definicién 4.3.1. Suponga a(t) # 0 para t € I'. Si I es una curva cerrada de Jordén, el

indice de la funciéon a estara definido como el entero:

Ind(a) = % larg(a(t))]r

Aqui [.]r denota el incremento de la expresién en los corchetes como resultado de recorrer
I' en la direccién positiva (anti- horaria). Si I' consiste de n curvas cerradas I';, el indice

estard dado por:
n

Ind(a) = 5 > farg(a(®)lr,

=1

Se tienen las siguientes propiedades para Ind(a). 1.— Ind(a) = 5=[lna(t)lr = 5= [ din(a(t))
2.— Siaj.ap € C(T') y a1(t)aa(t) # 0Vt € T, entonces Ind(araz) = Ind(ar) + Ind(ag). 3.—
Sia,x € C(T') y mazer|x(t)/a(t)] < 1, entonces Ind(a + x) = Ind(a), en otras palabras
el mapeo G : C(I') - Z, G(a) = Ind(a) es continuo.

Finalmente el indice definido aqui coincide con el definido anteriormente para las funciones

racionales.
En lo sucesivo I' y p denotaran lo mismo que en la secciéon anterior.

Teorema 4.3.2. Sean a,b € C(I"). Entonces para que el operador A = aPr + bQr (resp.
A = Pra+Qrb) sea un &1 o _- operador en el espacio L,(I', p) es necesario y suficiente

que a(t) #0, b(t) #0 cont € T.

Si esto dltimo se cumple, entonces A es invertible, solo por la izquierda o solo por la
derecha si el entero k = Ind(a/b) es cero, positivo o negativo, respectivamente. Ademds,

dimKerA = max(—k,0), dimCokerA = maz(k,0).

Demostracion. Primero considere A = aPr + bQr. Suponga que a(t) # 0, b(t) # 0

se cumple. Elegimos r € R(I") la cual aproxima a ¢ = a/b lo suficiente, nombremos
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maxer|dt| < m donde d = (¢/r) — 1. Entonces ¢ = r(1 + d) y dado que ||Pr|| > 1,
de las propiedades 1 y 2 del indice tenemos que k = Ind(c) = Ind(r) Sea r = r_t"r, la

factorizacién de la funcién racional 7.

Suponga ahora que & > 0, entonces A = br_ (I + dPp)(ryPr +r_'Qr)(t"Pr + Qr). Los
primeros tres factores a la derecha son operadores invertibles (note que ||[dPr|| < 1). El
operador " Pr+ Qr es invertible si K = 0 y solo por la izquierda si k£ > 0 (teorema (4.2.1)).

Lo mismo es cierto para A.

Sea k < 0. Entonces el operador B = at™"Pr + bQr es invertible, dado que Indct™" = 0.
Pero B = A(t "Pr + Qr), luego A™! = (t *Pr + Qr)B~! es un inverso derecho de A.

Ademas, combinando los argumentos anteriores con el teorema (4.2.1) tenemos lo deseado.

Resta probar la necesidad de la condicién a(t) # 0, b(t) # 0. Suponga que A es un P-
operador, pero que a o b tenga al menos un cero en I'. Eliga funciones r1,7o € R(I") las
cuales aproximen lo suficiente a las funciones a y b en la norma uniforme. Las funciones

r1 y 72 se pueden escoger de manera que al menos una tenga un cero en I'.

Como ||r1Pr + roQr — A|| es suficientemente pequeno, 1 Pr + r2Qr es también un &®-

operador. Esto sin embargo contradice el teorema (4.2.3).

Finalmente, considere A’ = Pra+Qrb. Dado que A— A’ (con A = aPr+bQr) es compacto,
por el teorema (3.6.1) los operadores A y A’ son ambos ®.- operadores o no lo son,

IndA = IndA’.

Esto nos da la necesidad de a(t) # 0, b(t) # 0 para A’. Por otro lado si a(t) # 0, b(t) # 0,
del teorema (4.1.3) muestra que dimKerA = dimKer A’ y en consecuencia dimCoker A =

dimCokerA’. Esto implica todas las afirmaciones del teorema para el operador A’. O

Tomando a = b en el teorema (4.3.2), obtenemos:

Corolario 4.3.3. El operador de multiplicacion por una funcion continua a € C(T') dado
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por:

(ap)(t) = a(t)p(t)

cont € I' es invertible en el espacio L,(T', p) si y solo si a(t) # 0Vt €T

Corolario 4.3.4. La norma del operador de multiplicacion en L,(T', p) es igual a

= 3 t
llall = méx |a()]

Considere ahora operadores de la forma
A=aP+0Q+T (4.28)

Aquia,b e C(I') y T es un operador compacto en L,(T", p). Un operador de la forma (4.28)
es llamado operador integral singular en el sistema de curvas I'. Note que .Z = C(T)

satisface la condicién (A) de la seccién 3.2.

Definicién 4.3.5. Diremos que el operador (4.28) es de tipo normal si a(t) # 0, b(t) # 0
vtel

Sabemos ademds que la coleccién de los operadores de la forma (4.28) forma un &lgebra.

La funcion

1+0 1-0
5 + b(t) 5

A(t, ) = a(t) (4.29)

cont € I''y ©® = 41, dos variables independientes, serd referida como el simbolo del

operador A.

Este simbolo produce un homomofismo del dlgebra de todos los operadores de la forma

(4.28) en el dlgebra de todas las funciones de la forma (4.29).

Las condicién a(t) # 0, b(t) # 0 Vt € T' se cumple, si y solo si, el simbolo A(t,©) # 0
Viel'y © € {—1,1}.
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Finalmente, note que el operador integral singular (4.28) puede escribirse como A = ¢l +

dS + T, donde ¢ = @, d= @ y el stmbolo como A(t,©) = ¢(t) + Od(t).

Al considerar los teoremas (4.1.7) y (4.3.2) con el teorema (2.3.8) llegamos al siguiente

resultado:

Teorema 4.3.6. Un operador de la forma A :=aP +bQ+T es un &1 o ®_-operador en
L,(T,p), siy solo si, a(t) # 0, b(t) #0 Vt € I.

Demostracidn. Si esta ultima condicién se tiene, entonces A es un ®-operador en L, (T, p),
esto es Ind(A) = Ind(b/a), y el operador R = a ' Pr + b~ 'Qr es un regularizador por
ambos lados de A.

Ademas:
Teorema 4.3.7. Sea A un operador de la forma (4.28) en L,(I', p), entonces

méx |A(t,0)] < [|A]]
tel,0=-+1

Demostracion. Probaremos que |a(t)| < ||A|| V¢t € I'. Suponga lo contrario, es decir, existe

to € T tal que |a(ty)| > ||A||. Ponga A = ﬁ y considere el operador B = [ — \A.
Entonces [|[AA|| = |A|||4]| < 1, luego B es invertible y un ®-operador. Luego el operador
B+AT = (1—Xa)Pr+(1—Ab)Qr es un ®-operador también. Pero esto contradice la primer
afirmacién del teorema (4.3.2), dado que 1 — Aa(t) se anula en ty. Entonces |a(t)| < ||A]]

Vt € T'. Uno puede probar lo mismo para b(t), y esto nos da lo deseado. O
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4.4. Factorizacién de funciones continuas

Definiciéon 4.4.1. Sea I' un sistema cerrado a trozos de Lyapunov. Dada una funcién

continua a € C(I'), una representacién de la forma
a=a_t"ay (4.30)

es llamada una factorizacién de la funcién a con respecto a I' si k es un entero y si a+
posee una extensién analitica en D y continua en Difj—L tal que a4 (t) # 0 (con t € Diff) y
a_(t) #0 (cont € FE) Dado que Ind(as) = Ind(a—) = 0, el entero x esta determinado

unicamente por Ind(a).

En (4.30) el factor t® puede reemplazarse por cualquier factor de la forma:
[(t —t7)/(t =) (4.31)

donde t* € D%. Esto debe hacerse si0 e I' o 0o €T

En lo sucesivo denotaremos por C*(T) la cerradura del conjunto R*(T") en la norma de
C(I"). C*(I") forma una subdlgebra (cerrada) de C(I') y C*(T') es justo el conjunto de
todas las funciones continuas en I' con extensién analitica en D% y continuas en Dilé

Finalmente C~(I') denota la subélgebra de funciones a € C~(I') con a(co) = 0.

Definicién 4.4.2. Sea % un algebra de Banach, formada por todas las funciones continuas
tales que:

a) % contiene al conjunto R(T").

b) Sia € % y a(t) # 0 con t € T, entonces 1/a € %. Ponga %* = % n CH(),
U~ =unC (D).

Un 4lgebra que cumple las propiedades a) y b) y ademés tiene a R(I") como subconjunto

denso sera llamada R-algebra.
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El algebra % es llamada un algebra de descomposicién si se separa como suma directa de

sus subalgebras %+ y %~

Note que % es un élgebra de descomposicién si y solo si, St € Z(I"). En efecto, si Z es
un algebra de descomposicion, entonces Pr = %(I + Sr) es la proyeccién de % sobre % T
paralela a % . Ahora suponga que Sp € £ (%), entonces Pr(%) C % Ty Qr(%) C U-.
Pero dado que Pr + Qr = I, deducimos que Pr(%)=U"y Qr(%) = w-.

Lema 4.4.3. Sea # un dlgebra de Banach con identidad y sean Z* dos subdlgebras tal
que Z = A+ © X%~ . Denote por P la proyeccion de Z en #* y ponga Q =1 — P.

Sia€RX vy si
llal| < min(| P~ 1|QI ) (4.32)

entonces e + a admite una factorizacion
eta=(e+a_)(etay) (4.33)

con ax € A y (e +al' —e € ZF)

Demostracion. En virtud de (4.32), © + Pax = e tiene una tnica solucién = € Z. Se tiene

que, ¢ = e+ x4 con x4 € Z. Luego (4.33) nos da
(e+a)e+zy)=€e+a_ (4.34)

Similarmente, considere x* + Qxa = e Obtenemos que (e + z_)(e + a) = e + a4 con

- €A ,ay € X o equivalentemente
(e+ay)et+a)t=c+a_ (4.35)

Multiplicando estas dos ultimas expresiones, llegamos a a1 +x4+arx+ = x_+a_+x_a_.
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Pero dado que Z y %~ solo poseen el cero en comtin, ambos lados son cero. Luego:

(e+ay)et+zy)=(e+z_)(et+a_)=e (4.36)

En caso de que Z no sea conmutativa (de serlo la prueba termina), entonces (4.36) implica
que e + a4 es invertible por un lado. Para probar que son invertibles, note primero que
los argumentos anteriores aplican también al cambiar a por Aa con 0 < A < 1. Los
elementos at deben reemplazarse por funciones analiticas a1 (\) y el elemento e + a4 ()
(resp. e+ a—_(\)) es derecho (izquierdo) invertible para \. Pero e + a4 (0) = e es invertible

y entonces e + ax = e + a4 (1) es invertible. O

Teorema 4.4.4. Sea % un R-dlgebra. Entonces cada a € % con a(t) # 0 cont € T' admite

una factorizacion (4.30) con ax € U* si y solo si, % es un dlgebra de descomposicion.

Demostracion. Sea % un R-élgebra de descomposicién y a € % una funciéon que no se

anula en I'. Elija r € R(T") entonces para b = ar~! — 1 la desigualdad

18]l < min(|[P||7% QI (4.37)

se cumple, aqui P denota la proyeccién sobre %7 T Aplicando el lema anterior a las dlgebras
R=U, R" = Ut, % = U~ nos da una factorizacién de la funcién 1 + b, esto es ,
una representacién de la forma ar~' = b_by, donde by € % T, bi(t) # 0 con t € Diljf En
virtud de que |[a||cry < [lallz tenemos méxier |a(t)r~!(t) — 1] < [[b]|% < 1. De donde
r(t) # 0 con t € I, Ind(r) = Ind(a) = k. Luego la funcién r € R(T") se factoriza como

r=r_t"r,, con r4 € RT(T), r+(t) # 0. Obteniendo la factorizacién deseada para a.

Ahora probaremos la necesidad. Dada una funcién a € %, ponga b = €. Luego b(t) # 0
cont eI e Ind(b) = 0. Por lo tanto b admite una factorizacién como b = b_b,, dado que
Ind(b) = 0, el teorema de Shilov implica que ax = In(b+) € %, a_ € % . Pero luego

a=ay+a_. O
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Teorema 4.4.5. Sean a y b funciones continuas en I' y suponga a(t) # 0, b(t) # 0 con
t € . Ponga k = Ind(a/b) y sea a/b = c_t"cy la factorizacion de la funcion a/b. Entonces

el inverso lateral (resp. bilateral) del operador A = aPr+ bQr en el espacio L,(T', p) toma

la forma:
A7h = (P + Qr)(c; Pr+ ¢-Qr)eZ b (4.38)
Si k<0,
KerA = 2{g, gt, ..., gt""=1} (4.39)
con g = cjrl —c_t".
Si k>0
CokerA = L{bc_,bc_t,....bc_t*1} (4.40)

y la ecuacion Ap = f tiene solucion si y solo si,

/ FOV ) e )t dt = 0 (4.41)
r

conj=1,..,K.

Demostracion. Sea k = 0. Entonces A es invertible (teorema (4.3.2)). Probaremos que
ATl = (clle +c_Qr)c vt (4.42)

Se tiene que este operador es acotado en Ly(I',p). Sea r € R(I') una funcién racional.
Luego
(' Pr+c_Qr)c b Ar = (' Pr+ c—Qr) (cqry + o) (4.43)

donde r — + = Ppr, r_ = Qrr. Dado que ¢, ry € L;(I‘,p) yc lr_ e IO/;(I‘,p); la parte

derecha de (4.43) es igual a r.

Luego A1 Ar =r.
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Si k > 0, el operador puede representarse en la forma
A =blab~ " "Pr + Qr)(t"Pr + Qr)

y por lo que ya probamos el operador definido en (4.38) es el inverso izquierdo de A.

Ahora k < 0, luego el operador
B ="b(ab~ 't "Pr+ Qr) = A(t "Pr + Qr)
es invertible y el inverso B~! puede ser obtenido por (4.42).

La descripcion del ntcleo y las condiciones de solubilidad, pueden probarse de forma

andloga al teorema (4.2.4) (ver demostracién).

Nos falta probar (4.40) para x < 0. Ponga f; = bc_t/~! con j = 1, ..., k. Luego

/fj(t)bl(t)cil(t)tjdtz dt £ ()
r rt

y por lo tanto f; ¢ ImA. Esto combinado con la igualdad dimCokerA = x implican
(4.40). O

Escribimos el operador (aPr + bQr)™' = z(a™'Pr + b~ 'Qr)z~! con = bc_. En otra
notacién: Si A = gI + hSr con g,h € C(T), g?(t) — h%(t) # 0 en T, y la ecuacién g“_L—Z =
c_t*c, dauna factorizacién generalizada de (g+h)(g—h) ™!, entonces uno de los operadores

inversos de A (del lado que corresponda) estara dado por

9

h —1
= h2I_ 7 _thpr I

(gI +hSp)~' = e

conz = (g—h)c_

Para ilustrar considere:
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U € L,(T). Encuentre todas las funciones ¢ € L,(T') que satisfagan la relacién

3(t+1) 1 3(t+1) o(T)dr
h—T 2 o(4) + —senh — Ut 4.44
shom a1 af M+ sen 2t2+5t+2/ — ®) (4.44)

La funcién r(t) = 3(t + 1)(2t> + 5t + 2)~! se puede expresar como r(t) = No

1 1
EORNESE
es dificil ver que
coshr(t) + senhr(t)
cosh(t) — senhr(t)

c(t) =

admite la factorizacién c(t) = r_(t)c4(t), donde c_(t) = expﬁ € C(T), ci(t) =

epo% € CT(T). Aqui el indice es igual a cero, de la ecuacién (4.44)

ot) = cosh—0FD 1, 3+ 1) 1-t / T—1  W(r)dr
T

w24 5t+2 mi o it oo intyo | Porr i5r 12 1t

Los resultados probados se trasfieren en:

gltyett) + 1 [ 2B gy (4.45
y
gltett) + - [ HIEIE g (4.46)

con g y h continuas en el compacto R. g(co) = g(—00), h(co0) = h(—oc). Usando

B0 = e (557 (4.47)

nos da un isomorfismo entre los espacios Ly (T, p) y Lp(R, p) donde

BSgB™'=5,, BgB~'=gI (4.48)

A\ R
con g(¢) =g (z%) Aqui la ecuacién c(t) = c_(t) (i—ﬂ) c+(t) aparece como andloga de

la generalizacién de ¢, con ¢! e L, (R), cf € L} (R) y el operador ¢! Pre”! es acotado

en L,(R) para 1 < p < oo.
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Note que si para la funcién ¢ € C(R) la ecuacién

cr(if‘*é?) = ()¢5 ()

nos provee una factorizaciéon con respecto al circulo Iy, entonces c(t) = c_(t)t"c(t) con

c+(t) = ci (H2) nos da una factorizacién de ¢ con respecto al eje real.
+ \t—i

Teorema 4.4.6. Para que A (A1) definido como la parte izquierda de la ecuacion (4.45)

((4.46)) sea invertible por un lado en Ly(T', p) es necesario y suficiente que la condicidn

g(t)* = h(t)* # 0 (4.49)

cont € R se satisfaga. Sea (4.49) satisfecha, y la ecuacion

()= -0 (F51) et0

t+1

da una factorizacion de

Para k <0, A y A1 son invertibles por la derecha
KerA = Z{u,uz, ...,uz"'“'_l}

KerAy, = Z{v,vz, ..., vzl"‘_l}

_ 1
e, ') = Gumamermer

Las ecuaciones

I— xSpx LI (4.50)

conx = (g—h)c_ yy = (h—g)cs definen inversos derechos para A y Ay, respectivamente.
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Sik >0, Ay Ay son invertibles por la izquierda. Para que las ecuaciones Ap = & y

Ap = @1 tengan solucion es necesario y suficiente que ® y ®1 cumplan

/m O(t)z(t)\dt
oo (9(t) = h(t))e—(t)(t —7)

con —k <1<0

con —k <1 <0.

Demostracion. Es analoga a la del teorema anterior. O

El teorema anterior nos brinda un método efectivo para la resolucién de ecuaciones inte-

grales singulares.

Ejemplos

1.— Resolver

ﬁi&ww+ 6 /fw@“zwm

t2+4 mi(t2 4 4) s—t
' t2 4+ 10 6 [ o(s)ds
M@(t)+7ri/_oo(52—i—zl)(<s—t):\lj(t)
en L,(T, p).

Como c¢(t) admite la factorizacion

2416 t—dit+4i

£) = _
M=y T e

con indice cero. Las ecuaciones por lo tanto tienen solucién tnica por los lados derechos
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de ¥ y éstas son de la forma:

wayzijigwu)_wdt£&t+my/22i_2§j$f
y ) . -
) = ; 1 12‘1’“) - m /oo = 42')\(1;(8—)65)(5 -
respectivamente.
2.~ Resolver
tiiﬂw+ﬂﬁ{%%[:iﬁfszwﬁ) (4.52)
ﬁ‘ﬁ(” - /_Z s T Szj - = (4.53)

En la ecuacién (4.52) c(t) = 2L c_(t) = cp(t) =1, k = —1, KerA = f{ﬁ} Luego la

ecuacién se resuelve por el lado derecho y tiene solucién general

t 1 > p(s)ds a
e (t) m®+ﬂﬁ+ﬂlws—t+ﬁ+l

con o € C.

Para (4.53) tenemos c(t) = ¢, ¢_(t) = ¢, (t) = 1, k = 1, luego la ecuacién tiene solucién

Tt
oo W(t)

si y solo si f_oo e Hdt = 0. Si esto se satisface la solucién tiene la forma:

t—i ) o (s—10)(s—1)

o(t) tw(t) 1 /OO U(s)ds
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Lista de simbolos

R, C, N: el conjunto de los niimeros reales, complejos y naturales respectivamente.
Z(X,Y): el espacio de operadores lineales de X en Y. Cuando X =Y escribimos .Z(X).
ZA{ai, ag, ...}: el espacio lineal generado por los elementos ay, as, ...

lla||x: la norma en el espacio X.

||Al]: la norma de un operador.

X*: el espacio dual de X.

A*: el operador adjunto del operador A.

A|Xo: la restriccién del operador A al espacio X).

(z,y): el producto interno usual.

X @& Y: suma directa.

X x Y: producto cartesiano de dos conjuntos X y Y.

a(A): la dimensién de KerA.

B(A): la dimensién de CokerA.

sign&: el signo (= £1) del elemento &.
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LISTA DE SIMBOLOS

[A, B]: el conmutador AB — BA.
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