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Resumen

La técnica de inversién por pares, en inglés pairs trading, es una estrategia
de inversién neutral cuyos portafolios de mercado se construyen utilizando sélo
dos instrumentos A y B, usando una posicién larga (corta) de una unidad en A
y una posicién corta (larga) de y unidades en B. Para poder aplicar la técnica
es necesario que la serie s = log(p‘t“) - ylog(pf ), que en adelante sera llama-
da spread, sea estacionaria. En otras palabras, la técnica se lleva a cabo cuan-
do A y B son cointegrantes. Aqui p‘;‘ y pf son los precios en el tiempo t de Ay
B, respectivamente. Si usamos como regla ir largo en Ay corto en B cuando el
spread esta por debajo de su media y corto en A y largo en B cuando el spread
estd por encima de su media entonces el rendimiento en el intervalo de tiem-
po que inicia en t; y termina en t, (sin considerar comisiones) es precisamente
s(ty)—s(t1). Cuando el spread es estacionario éste muestra reversion a la media y
se pueden esperar ganancias entrando al mercado siempre que el spread se aleje

suficientemente de la media y saliendo al cruzarla.

El hecho de usar pares de activos en esta estrategia pareciera restrictivo. Po-
demos pensar, por ejemplo, que tenemos a nuestra disposicion el espacio de series
generado por las combinaciones lineales de los instrumentos basicos del merca-
do. Entonces, podemos aplicar la estrategia de inversién por pares en el espacio
resultante. Encontrar un par de portafolios apropiados para la estrategia equivale
a encontrar una combinacién lineal de instrumentos basicos que produzca una
serie estacionaria. Asi, lo que proponemos es generalizar la estrategia de inver-
sion por pares de manera que no soélo intervengan dos instrumentos basicos en el

mercado sino conjuntos con dos o mas elementos.






Abstract

Pairs trading is a market neutral strategy whose portfolios are constructed
using only two instruments A and B, using a long (short) position of a unit of A
and a short (long) position of y units of B. In order to apply this strategy it is
necessary that the series s = log(pf) —rlo g(pf), named spread, be stationary. In
other words, A and B must be cointegrating. Where p‘f and pf are the prices at
time t of A and B, respectively. If we use as a rule to go long in A and short in B
when the spread is below its mean, and short in A and long in B when the spread
is above its mean, then the return in the time interval starting at t; and ending in
t, (without considering comissions) is s(t5)—s(t;). When the spread is stationary
this shows a reversion to the mean and thus we can expect a revenue entering the
market whenever the spread goes far enough from the average and leaving when

crossing it.

The fact of using pairs of assets in this strategy seems restrictive. We can think,
for example, that we have at our disposal the series space generated by the linear
combinations of the basic market instruments. Then, we can apply the strategy of
pairs trading in the resulting space. Finding a pair of appropriate instruments for
the strategy is equivalent to finding a linear combination of assets that produces
a stationary series. Thus, we propose to generalize the strategy of pairs trading so
that not only two basic instruments in the market intervene but also two or more

elements.






Introduccion

En el mundo de las inversiones siempre ha existido un profundo interés en
conocer a detalle los movimientos del mercado, ya sea por intereses académicos,
para construir modelos matematicos, o por el deseo de construir estrategias de in-
version que sean redituables. Historicamente vemos que muchas estrategias que
fueron muy exitosas en su momento, poco a poco perdieron su capacidad para
generar ganancias por muchas razones: se crearon métodos o regulaciones para
contrarrestarlas, o simplemente la practica masiva de la misma anulé su capaci-
dad para generar ganancias. Asi, muchas veces, si algtin grupo de personas llega
a diseflar una nueva estrategia de inversién, no es comun que lo reporten en la
literatura; pues en este caso, hay mds un interés econdmico que cientifico y se

prefiere ocultar su existencia.

Una de las estrategias de la cual podemos encontrar bastante informacion
es el modelo de inversién por pares, que como su nombre lo indica, trabaja con
solo dos instrumentos del mercado. Se puede encontrar mds informacion de este
modelo en [Whi0O4], [Pol07] o [Ehr06]. Esta tesis estd enteramente basada en
el modelo de inversidn por pares, en sus partes tedrica y practica. Conoceremos
un poco de su historia en el Capitulo 1. En el Capitulo 2 se expone la forma de

ejecucién del modelo, que en resumen consta de tres pasos:

1. Identificacién de posibles pares cointegrantes.
2. Prueba de cointegracion.

3. Estrategia de inversion.



6 Introduccion

Una descripcion detallada de la estrategia de inversiéon por pares aparece en
[Vid04]. Lo realmente novedoso de esta tesis es que se implementaron algoritmos

para cada uno de los tres pasos ya mencionados.

La estrategia de inversidon por pares desde el inicio parecia un método res-
trictivo, en el sentido de que se trabaja con sélo dos instrumentos, asi es que nos
empezamos a plantear algunas preguntas como: {Necesariamente se debe traba-
jar con dos instrumentos?, ése tendria mayor maleabilidad si se hiciera uso de
tres o mas instrumentos? Es asi, que en el Capitulo 3 se generaliza la estrategia
de inversion por pares; donde se intenta hacer un simil con la estrategia de pares,
empezando con crear un algoritmo que pueda identificar posibles clanes cointe-
grantes, es decir, identificar un conjunto de clanes de tamafio mayor o igual a
dos que cumplan con la propiedad de ser cointegrantes. A partir de ahi, se crean
dos portafolios Ay B que en adelante actuaran como un par, continuando con los

pasos 2y 3 de la estrategia de inversién por pares.

Finalmente, el Capitulo 4 se divide en dos partes. En la primera se crea un
algoritmo que busca exhaustivamente subclanes cointegrantes de un clan arbi-
trario. Por ultimo, se explica un método para ajustar parametros de la prueba
de cointegracion introducidos en el Capitulo 2. Esto se hace por medio de un
algoritmo genético que ajusta estos parametros para que exista una mejor corre-
lacién entre esta prueba y otras pruebas de estacionariedad conocidas, como son
la prueba de Dickey-Fuller aumentada y la prueba de Pillip-Perron, de las cuales

se puede encontrar informacién en [MK98].



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo estd dividido en dos secciones. La primera da un recorrido breve
por los términos y conceptos de probabilidad necesarios para entender el modelo
de inversién por pares. Se hace a manera de informacién para las personas que
no tengan conocimientos de probabilidad y procesos estocasticos. En la segunda
seccién, mencionaremos algunos conceptos relacionados con finanzas de forma
muy puntual, para al final introducir con detalle el método de inversién por pares

que es la base de esta tesis.

1.1. Series de tiempo

Desde el punto de vista tedrico una serie de tiempo es una coleccion de varia-
bles aleatorias {X,}. Una coleccion de tales variables aleatorias ordenadas en el
tiempo es un proceso estocdstico. La palabra estocdstico es de origen griego y signi-
fica perteneciente al azar. Si se trata de una variable continua se denota la variable
por X(t), y si t es una variable discreta, es costumbre denotar la variable por X,.
Un ejemplo de variable aleatoria continua X(t) es el registro de un electrocar-
diograma. Ejemplos de variables aleatorias discretas son los datos de desempleo,
ofertas de dinero, cierre de precios de instrumentos financieros, entre otros. Aqui

solo vamos a considerar procesos discretos. Por lo tanto, sin motivo a confusién

7



8 Capitulo 1. Preliminares

usaremos cualquiera de las dos notaciones X, o X(t).

La estructura de probabilidad de la sucesién de variables aleatorias {X,} que-
da determinada por la distribucién conjunta del proceso estocastico. Se plantea,
sin embargo, la cuestion: si el tiempo T es un conjunto infinito, énecesitamos una
distribucion dimensionalmente infinita para definir la estructura de probabilidad
del proceso estocéstico? Kolmogorov en 1933 mostrd que cuando el proceso es-
tocastico satisface ciertas condiciones de regularidad, éste se describe por una
coleccién de distribuciones de dimension finita. Es decir, bajo ciertas condiciones,
la estructura probabilistica del proceso estocastico {X,} queda completamente
especificada por las distribuciones conjuntas F(X,.,...,X, ) para todos los valo-
res de n (enteros positivos) y cualquier subconjunto (t4,...,t,) de T. Una de las
condiciones de regularidad es la simetria, que consiste en que al reacomodar los
indices permanece invariante la distribucion. La otra condicion es la de compatibi-
lidad, es decir, la dimensién de la distribucién conjunta se puede reducir tomando

la distribucién marginal.

Usar distribuciones conjuntas para definir procesos estocasticos es apropiado
solo desde una perspectiva tedrica. En algunos casos, es posible y mucho mas
practico hacerlo en términos del primero y segundo momentos. Si para un t es-
pecifico, X, es una variable aleatoria, podemos denotar sus funciones de distribu-
cién y densidad con F(X,) y f(X,), respectivamente. Asi, la familia paramétrica

de densidades esta determinada por:

Media u, = E(X,)
Varianza af =var(X,)

Covarianza v, ;, = cov(X; ,X,,)

La distribucion de un proceso estocastico se caracteriza por su primer y segun-
do momentos, ambos como funciones de t. Note que si X (t) sigue una distribucién
normal, la distribucién de X (t) queda completamente caracterizada por su media

y varianza. Esto se conoce como proceso gaussiano.

El hecho de que los pardmetros desconocidos cambian con el tiempo t re-
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presenta un problema dificil. Hay un ntmero finito pero demasiado grande de
parametros a estimar. Sin embargo, tenemos s6lo una muestra de tamafio uno
en cada una de las variables aleatorias. Por ejemplo, si decimos que la tasa de
desempleo al final de esta semana es una variable aleatoria, tenemos sélo una
observacién de esta variable aleatoria particular en una semana. No hay forma
de conseguir otra observacion, por lo que tenemos lo que se llama una tinica rea-
lizacién. Esta caracteristica nos obliga a especificar algunos modelos altamente
restrictivos para la estructura estadistica del proceso estocastico. Dada una so-
la realizacién, necesitamos reducir el nimero de pardmetros u,, af, Tt,e, Para
t € T. Esto se puede hacer imponiendo la condicién de estacionariedad, donde se

restringe la heterogeneidad en el tiempo del proceso.

Estacionariedad. Una serie de tiempo se dice que es estrictamente estacio-
naria si la distribucion conjunta de X, ,...,X; es la misma que la distribucién
conjunta de X; 4,...,X; 1r para todo ty,...,t, y 7. La distribucion del proce-
so estacionario permanece sin cambios cuando es desplazada en el tiempo por
un valor arbitrario de 7. Asi, los pardmetros que caracterizan la distribucion del
proceso no dependen de t, en el lapso o lag 7. El concepto de estacionariedad es
dificil de verificar en la practica por que esta definido en términos de la funcién de
distribucion. Por esta razdn, el concepto de estacionariedad definido en términos

de los momentos se prefiere habitualmente.

Un proceso estocastico {X,,t € T} se dice estacionario de orden [-ésimo si

para cualquier subconjunto (ty,...,t,) de T y cualquier T los momentos son

l I, l Iy
E(Xé;---,th) = E(Xtiﬂ,...,th”),

donde l; + 1, + ...+, <[, tomando enteros positivos para [, ...,[,, y L.

Cuando [ =1, es decir, [; = 1, se tiene que E(X,) = E(X,;.) = u(constante),

y el proceso {X,} se dice que es estacionario de primer orden.

Cuando [ = 2, los posibles casos son (I; = 1, [, =0), (; =2,1, =0)y

(I; =1, I, =1). De acuerdo con los tres casos el proceso {X,} tendria los siguien-
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tes momentos:

E(X,) =E(X,;.) = u (una constante)

E(X?)=E(X?, )= o (una constante)

cov(X,, X)) = covX 1o Xty1e) = Ve, = Vo

donde t; —t, = 7. La media y la varianza de X, son constantes y la covarianza de
X, depende sdlo del lag o intervalo T = t; —t,, no de t; o t,. En estas condiciones
se dice que X, es estacionario de segundo orden. La estacionariedad de segundo
orden es también llamada débil, de sentido amplio o de covarianza estacionaria.
En el modelado de series de tiempo, la estacionariedad de segundo orden es co-
munmente la mas utilizada para estacionariedad. Esto se debe en parte al hecho
de que en un proceso estacionario normal (o gaussiano), estacionariedad de se-
gundo orden es equivalente a estacionariedad estricta, para mayor informacién
ver [MK98]. Si X, sigue una distribucién normal multivariada, ésta queda com-
pletamente caracterizada por el primero y segundo momentos, los dos conceptos
de estacionariedad estricta y estacionariedad débil son equivalentes (recordemos

caso n = 2). Para otras distribuciones esto no es asi.

Una de las formas mas simples de analizar series de tiempo no estacionarias
(que es lo mas comun) es volverlas estacionarias por diferenciacién; de [MK98]
se puede ver que si y, representa una caminata aleatoria, ésta no es estacionaria,

pero tal condicidon puede cambiarse diferenciando una vez, es decir, calculando

AYe =Yt —Yi-1-

Cuando las series no estacionarias se convierten en estacionarias al diferenciar
una vez, la serie se dice que es integrada de orden 1y se escribe por I(1). Sila serie
necesita ser diferenciada k veces para alcanzar estacionariedad, entonces la serie
es I(k). En nuestro ejemplo la variable y, es I(1). Algunas veces corremos con la
suerte de partir de una serie x, estacionaria, en tal caso escribimos que x, es I(0).

A las series I(k) con (k # 0) se les llama procesos diferencialmente estacionarios.

Cointegracion. A pesar de que dos series de tiempo son no estacionarias, es
posible que una combinacidon lineal especifica de ellas lo sea; es decir, las dos

series se mueven juntas en un tiempo dado. Los econometristas Engle y Granger
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propusieron para este fendmeno el término de cointegracion. Formalmente, sean
X;, ¥; dos variables I(1), se dice que son cointegradas si existe un numero f3,
llamado coeficiente de cointegracién, tal que y, — fBx, es I(0) y escribimos que x,
y ¥ son CI(1,1). Mas generalmente, si x; es I(b) y y; es I(d), entonces x; y y;
son CI(b,d) si y, —PBx, es I(d — b) con b > 0; esto significa que la ecuacion de
regresion

Ye = Bx¢+ Uy,

tiene sentido porque las variables x,, ¥, no se alejan mucho la una de la otra con
el tiempo. Asi, hay una relacién de equilibrio a largo plazo entre ellos. Si x, e y,
no son cointegradas, es decir, y, —3x; = u, es también I(1), entonces las series
seran divergentes con el tiempo para todo 3. En este caso, la relacion entre las
variables y,, x, que obtenemos mediante la regresion de y, vy x, seria espuria;

pero nosotros no abundaremos sobre el tema (ver [MK98]).

Ahora se hard un breve recorrido por un modelo que captura de manera 6p-
tima la nocién de cointegracién que fue desarrollado en 1981 por Granger, pro-
porciondndonos una interesante relacién entre cointegraciéon y el modelo que a
continuacién presentaremos, llamado modelo de correccion de errores que en ade-

lante abreviaremos por MCE.

Modelo de Correccion de Errores (MCE). Sean {x,}, {y,} series de tiempo
Y €, €y, procesos de ruido blanco. Las series {x,}, {y,} mantienen un MCE si

exiten constantes a,, a,, y y tales que, para todo t = 1,2,..., se tiene que

Yt = YVt1 = a_y(yt—l —YXe1)+ €y,

X=X = A (Yo —YX1) + Exps

donde el lado izquierdo de estas expresiones es el incremento de las series de tiem-
po en cada periodo. El lado derecho consta de dos partes, la parte de correccién
de error y la parte del ruido blanco, respectivamente. Veamos la parte de correc-
cién de error a,(y;—; —yx,—;) de la primera ecuacién. El término y,_; —yx,4
es representativo de la desviacion del equilibrio a largo plazo (el valor de equi-
librio es cero en este caso), y v es el coeficiente de cointegracion. La constante

a, es la tasa de correccién de error, indicativo de la velocidad de correcciéon pa-

Y
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ra mantener el equilibrio. Asi, conforme las series evolucionan en el tiempo, las

desviaciones del equilibrio provienen del ruido blanco.

Teorema 1.1 (Teorema de Representacion de Granger [Vid04]). Sean x,, y, dos
series de tiempo I(1). Ambas series son cointegrantes si y solo si ellas tienen una

representacion MCE.

Un enfoque mds directo del modelo de cointegracién es atribuido a Stock
y Watson, se denomina Modelo de Tendencias Comunes el cual presentaremos a

continuacion.

Modelo de Tendencias Comunes. La idea principal es que una serie de tiem-
po se expresa como una simple suma de dos series componente: un componente
estacionario y un componente no estacionario comun. Si las dos series cointegran,
entonces la composicion de cointegracién lineal actiia para anular los componen-
tes no estacionarios, dejando sélo los componentes estacionarios. Para ver esto

consideremos dos series de tiempo:

Ye = My, + €y
2 =N, +&,,

donde las componentes n, , n, son caminatas aleatorias (no estacionarias) de

Ye?
las dos series de tiempo, y ¢, , €, son las componentes estacionarias de las series
de tiempo. Por otra parte, si y,, z; son cointegrantes, entonces la combinacién
lineal y; — yz, debe ser estacionaria para alguna y apropiada. Expandiendo y

reorganizando términos tenemos

Ye—rz. =(ny, —yn, )+ (g, —7ve;,)

Si la combinacién en la anterior ecuacidén debe ser estacionaria, la compo-
nente no estacionaria debe ser igual a cero, implicando que n, = yn,, o sea
que el componente de tendencia de una serie debe ser un multiplo escalar del
componente de tendencia en la otra serie. Por tanto, para que dos series sean

cointegrantes, las tendencias deben ser idénticas salvo por un escalar.
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1.2. Conceptos de finanzas

En esta seccion se presenta el marco teérico que envuelve el modelo de inver-
sion por pares, sus modelos matemadticos, y claro estd, la interpretacion financiera

adecuada para comprender los préximos capitulos.

Modelo CAPM. CAPM es el acrénimo de Capital Asset Pricing Model, origi-
nalmente propuesto por William T. Sharpe. Es muy importante porque de él se
desprenden muchos otros modelos en el campo de finanzas. Aqui es donde se
formaliza la nocidn de un portafolio de mercado, el cual es un conjunto de activos

que actian como un medio integrado de inversion.

El modelo CAPM explica los rendimientos! de los activos como la suma de
dos componentes, uno es el componente de mercado o sistemadtico y el otro es el
componente residual o no sistematico. Mds concretamente, si r, es el rendimiento
del activo y r,, es del rendimiento del portafolio de mercado, la férmula que

relaciona los dos rendimientos es:
rp=Pry+ 0, (1.1)

donde, fr,, esla componente del rendimiento del mercado y la variable 6, es el
componente residual o rendimiento residual del portafolio. Mds especificamen-
te, 0, es la porcion del rendimiento de los activos que no es explicable por el

rendimiento del mercado.

Una vez establecida la separacidn de los rendimientos de los activos en dos
componentes, el modelo CAPM procede a elaborar una suposicién clave con res-
pecto a la relacién entre ellos. La aserciéon del modelo es que el componente de

mercado y el componente residual no estan correlacionados

La variable 8 es muy importante en este modelo y observemos que es realmen-
te la pendiente de la Ecuacién (1.1). Por lo tanto, esta puede ser estimada como
la pendiente de la linea de regresién entre los rendimientos del mercado y los

rendimientos de los activos. Aplicando la férmula de regresion estandar para la

!sea {p,, t € T} la serie de precios de un activo cualquiera, el i-ésimo rendimiento se define

como log(p;1) —log(p;) ~ pHIi:pi
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estimacién de la pendiente, tenemos que es la covarianza entre el rendimiento del
activo y el rendimiento del mercado dividido por la varianza de los rendimientos

del mercado, es decir,
B cov(rp, )

var(ry,)

Habiendo presentado el modelo CAPM, ahora tenemos la maquinaria reque-

rida para definir estrategias de mercado neutral.

Estrategias de Mercado Neutral. Son aquellas donde el rendimiento de la
estrategia no esta correlacionado con el rendimiento del mercado. Independien-
temente de si el mercado sube o baja, en tiempos buenos y malos, la estrategia
neutral del mercado se desempefa de manera estable y los resultados se logran
normalmente con una menor volatilidad?. Este resultado se logra mediante la

creacién de portafolios neutrales del mercado.

En el contexto del modelo CAPM, los portafolios de mercado neutral pueden
definirse como portafolios cuyo 3 es cero. Para examinar las implicaciones, apli-
quemos un valor 3 de cero a la ecuacién ( 1.1). Es facil ver que el rendimiento
del portafolio deja de tener un componente de mercado y estd completamente
determinado por 6,,, el componente residual. En el modelo CAPM, se supone que
el componente residual no esta correlacionado con los rendimientos del mercado,
por lo que el rendimiento del portafolio es neutral para el mercado. Por lo tanto,

un portafolio con 3 cero califica como un portafolio de mercado neutral.

Al trabajar con portafolios neutrales de mercado, podemos concentrarnos en
la prediccién y la negociacion de los rendimientos residuales. Dado que la media
sobre el rendimiento residual es cero, es razonable esperar un comportamiento
fuerte de reversion a la media® de la serie de tiempo residual. Este comportamiento
de reversion a la media puede entonces ser explotado en el proceso de predicciéon

del rendimiento.

Modelos de Factores. Los modelos de factores son usados para explicar las

caracteristicas de los rendimientos de los activos, donde todos los modelos com-

2La volatilidad es una medida de la frecuencia e intensidad de los cambios del precio de un
activo. En términos matematicos es lo mismo que la desviacion estandar.
3Alto grado de oscilacién sobre el valor medio.
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parten la caracteristica comun que pueden ser vistos como extensiones al modelo
CAPM. La premisa del modelo CAPM es que los rendimientos de los activos son
explicados casi por completo por el comportamiento del mercado global. Cada ac-
tivo es sensible al mercado en su propia forma caracteristica, y esta sensibilidad

se denomina beta.

En el modelo CAMP hay un solo factor explicativo y un valor de exposicién;
llamados, el rendimiento del mercado y el beta, respectivamente. Una extension
natural a esta idea seria tener multiples factores explicativos y valores de expo-
sicién. En este contexto de multiples factores explicativos, el rendimiento de un
activo seria entonces un agregado de las contribuciones de rendimientos de los

factores de exposicion.

El fundamento tedrico de los modelos de factores es proporcionado por la

teoria de arbitraje de precios (la APT) que explicamos a continuacion.

Teoria de Arbitraje de Precios o la APT [Vid04]. La teoria de arbitraje de
precios fue originalmente propuesta por Stephen A. Ross en 1976. De acuerdo a
la APT, si dos valores tienen exactamente los mismos factores de riesgo de expo-
sicién, entonces se espera que el rendimiento de los dos valores para un determi-
nado marco de tiempo sea el mismo. El rendimiento actual puede, sin embargo,
variar ligeramente debido a los diferentes rendimientos especificos para los dos

valores.

En el marco multifactor, un activo se caracteriza totalmente por su perfil ex-
presado mediante los factores de exposicién. La contribucion del rendimiento en
general del activo por cada factor es proporcional a la exposicién del activo a los
diferentes factores. El rendimiento total es el agregado de las contribuciones. Por
lo tanto, si la APT se resumiera en una frase, probablemente seria algo como es-
to: "Déme el perfil del factor de riesgo de una accidn, y le contaré todo acerca de
sus caracteristicas de riesgo y rendimiento". Mostraremos alguna terminologia y

notacion que rodea la APT.

Empezaremos primero con la exposicién a factores de riesgo. Siguiendo con
la idea de que la APT es una extensién del modelo CAPM, denotaremos las ex-

posiciones de los factores como (1, B, B3, ---, Br)- Si (11,79, 73, ..., 1) denota las
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contribuciones de rendimiento de cada factor, entonces el rendimiento del activo

se da como
r=Pry+ Borg+ Pars+ ..+ P+ 1,

donde r, es el rendimiento idiosincrasico o rendimiento especifico del activo que
no es explicable por los factores del modelo. Una de las suposiciones clave de la
APT es que el rendimiento especifico para una acciéon dada no estd correlacio-
nado con los rendimientos de los factores ni con los rendimientos especificos de

cualquier otra accidn.

Spread. Sean p‘?, pf los precios en el tiempo t de los instrumentos A y B,

respectivamente. El spread del portafolio A-B se define como:

log(p?) —ylog(p?).

Se refiere a la diferencia entre el precio de compra (venta) de una unidad del

instrumento Ay el precio de venta (compra) de y unidades del instrumento B.

Inversion por pares. La técnica de inversidn por pares se refind y popularizé
a mediados de los afios 1980’s, cuando el quant Nunzio Tartaglia conformé un
equipo de fisicos, matematicos y expertos en andlisis computacional con el objeti-
vo de identificar oportunidades de arbitraje en los mercados de capital. El llamado
Tartaglia Group dentro de Morgan Stanley, disefié un sistema de negociacién au-
tomatizado que incorporaba la habilidad e intuicidén de los inversionistas para
identificar oportunidades de arbitraje y lo empaqueté en un conjunto de reglas
simples de decisién que les permitia identificar pares de acciones cuyos precios se
movian conjuntamente. Mediante el empleo de dicha estrategia lograron obtener
en 1987 beneficios por 50 millones de ddlares. Gerry Bamberger quien era parte
del Tartaglia Group fue el responsable de popularizar el modelo de inversién por
pares y de implementarlo a través de la modelacién cuantitativa y la ejecucion

computacional.

La inversion por pares se define como una estrategia que consiste en identifi-
car dos activos con trayectorias de precios similares. Si los precios de los activos se
mueven conjuntamente, se asume que el spread entre estos, es decir, su distancia

relativa, presenta reversién a la media. Cuando el precio de uno de los activos



1.2. Conceptos de finanzas 17

se incrementa relativamente con respecto del “par”, la estrategia sugiere poner-
se corto* en el activo sobrevaluado y ponerse largo® en el activo subvaluado de

forma simultanea.

La inversion por pares ha despertado gran interés en la literatura en los afios
recientes, con lo cual se han generado un sinfin de metodologias para la iden-
tificacion de los pares y la construccidon de reglas de decisidén. La presente tesis
plantea la aplicacién del andlisis de cointegracién basado en un modelo de arbi-
traje estadistico para la identificacion de activos a fin de obtener un spread con

reversion a la media.

La clave del éxito en la inversion por pares radica en la identificacién de pa-
res de instrumentos financieros cointegrantes. En un estudio por Gatev et al., se
adopt6 un enfoque puramente empirico para este fin. Ellos metodoldgicamente
escogian pares basados enteramente en el movimiento de precios histdricos de
los activos. Ademas del conjunto de pares elegidos utilizando los precios histori-
cos, otro conjunto de pares fue creado haciendo emparejamientos aleatorios entre
los valores. Luego, se compararon las ganancias obtenidas con cada conjunto de
pares, donde los rendimientos generados por la metodologia de emparejamiento

fue mejor que el conjunto de pares de la muestra al azar.

Ahora ajustamos el modelo de cointegracién al logaritmo de los precios de los
activos. Supondremos que el logaritmo de los precios de los activos es una cami-
nata aleatoria (se lee como no estacionario). Esta suposicion es bastante estdndar,
se ha usado extensamente en modelos de valoracion de opciones con resultados
satisfactorios. Sean {log(pf‘)} y {log(pf )} series de tiempo no estacionarias, co-
rrespondientes a dos activos o instrumentos cointegrantes A y B respectivamente.

Aplicando el MCE (descrito en la Seccién 1.1) tenemos,

log(ph) —log(p? |) = aallog(p? ) —rlog(p? )1+ ¢a, (1.2)
log(pP)—log(p? ) = agllog(p? ) —rlog(p? )1+ ep. (1.3)

*Una posicién corta es una estrategia de inversién en la que el inversor vende acciones prestadas.
La expectativa del inversionista es que el precio de la accién disminuird con el tiempo, momento
en el cual él comprard las acciones en el mercado abierto y devolvera las acciones al corredor del
cual las tomd prestadas.

5Una posicién larga es la compra de una accién, con la expectativa de que el activo aumentard
de valor.
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Los parametros que determinan como Unico el modelo son el coeficiente de coin-
tegracién v y las dos constantes de la correccion de errores ay v ag. Por tanto, la
estimacién del modelo consiste en determinar valores apropiados para a,, ag y
y. El lado izquierdo de las ecuaciénes (1.2) y (1.3) son los rendimientos de los
activos en el periodo de tiempo actual. En el lado derecho, note la expresién para
el equilibrio a largo plazo, log(p‘;‘_l) —7lo g(pf_l), en ambas ecuaciones. En pa-
labras, es la diferencia a escala del logaritmo de precios. Por cierto, esto coincide
con lo que hemos llamado el spread, también note que los subindices para los
precios de los activos en la expresién para el equilibrio a largo plazo es t — 1. Por
tanto, el conocimiento de la realizaciéon pasada puede ser usada por nosotros pa-
ra darnos una prediccién de los incrementos en los logaritmos de los precios; es
decir, en los rendimientos. A pesar de que ambas poblaciones siguen un proceso
log-normal, uno puede ganar cierta previsibilidad en sus declaraciones sobre la

base de las realizaciones anteriores.

Ahora nos enfocaremos en la parte de cointegracion. Del Teorema de Repre-
sentacion de Granger, sabemos que la serie o g(p’;‘_l)—ylo g(p?_l) es estacionaria
y con media reversible. Hasta aqui, conocemos todo acerca de predecir series de
tiempo estacionarias. Si tan solo pudiéramos asociar la serie de tiempo del spread
a un portafolio, podriamos considerar negociar el portafolio basados en nuestra
prediccion de los valores de la serie de tiempo. Se procede a hacer exactamente
eso. Considere un portafolio con una accién larga de A y una accién corta de B.

El rendimiento del portafolio para un periodo de tiempo esta dada como

[log(p?,))—log(p)]—rllog(py, ) —Log(pP)].

Reorganizando los términos tenemos,

[log(p},)) —rlog(pf, )] —[log(py) —rlog(pf)] =spread,,; —spread,. (1.4)

Por tanto, el rendimiento del portafolio se calcula a partir del incremento del
valor del spread en el lapso de tiempo i. Lo que hemos hecho es asociar exito-
samente un portafolio con una serie de tiempo estacionaria. En la Seccién 2.2

daremos una interpretacién mas puntual del coeficiente de cointegracién v.
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La discusién hasta ahora describe brevemente como podriamos operar una
vez que conocemos dos activos que estan cointegrados. Pero, {como identifica-
mos pares de activos?, ¢{podemos comprobar que efectivamente son cointegran-
tes?, ¢podemos determinar el coeficiente de cointegracion? Respondemos a estas
preguntas en la Seccién 2.2. Ya una vez identificadas las parejas potenciales, se
verifica la hipétesis propuesta de que los pares de activos son, en efecto coin-
tegrantes basados en pruebas estadisticas a partir de datos histdricos. Luego se
construye una estrategia de inversidn que se discutira en la Seccién 2.3, por ahora

daremos una breve introduccidn.

La idea es tomar las decisiones de inversién basandonos en la oscilacion del
spread s(t) alrededor de su valor medio u . Para esto se fija un valor A > 0 y se

realiza alguna de las dos estrategias de inversién que se explican a continuacién.

Estrategia 1. Si en el momento ¢t se cumple que s(ty) —u < —A entonces se
compra® el portafolio. Si en lugar de esto se cumple que s(ty) — u > A entonces
se vende’ el portafolio. Se da por terminada la inversién en el primer instante t;
en el que el spread sufra reversion a la media. En esta estrategia el rendimiento

por inversion es:

log(p)—rlog(pt )= A

Estrategia 2. Se compra el portafolio cuando s, —u < —A 'y se vende cuando

S¢, —U4 > A. En este caso la ganancia es:

log(pf)—rlog(py) =2A.

La diferencia es que en la Estrategia 2 se hacen menos inversiones con mayor
ganancia. Esto ayuda a reducir las comisiones que se le pagan al intermediario.
Sin embargo, para un spread particular la mejor estrategia depende del spread
mismo y se determina haciendo simulaciones sobre registros histéricos. Ambas
estrategias se presentan con mayor detalle en el Capitulo 2, por ahora lo que nos

interesa es dar una idea de cdmo se determina A.

El pardmetro A se calcula como el valor que maximiza el rendimiento total

Largo en Ay corto en B
’Corto en Ay en largo B
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sobre los registros histoéricos recientes del spread considerando el nimero total de
inversiones realizadas. Asi, el valor de A depende de cada spread y se determina
mediante un proceso de simulacidn que se explica con detalle en el Capitulo 8 de

[Vid04]. En el Apéndice A se incluye el c6digo en R asociado al método.

Es muy importante entender que estas estrategias funcionan sélo cuando el
spread es estacionario. En la practica puede suceder que en cualquier momento el

spread deje de ser estacionario y las estrategias generen pérdidas irremediables.



Capitulo 2

Modelo de inversion por pares

En el Capitulo 1, mencionamos que la estrategia de inversién por pares se
divide en tres pasos, los cuales son: identificacion de los pares de activos, pruebas
de cointegracién y formulacion de las reglas de inversion. En este capitulo, nos
centraremos en cada uno de ellos, dando una idea general de cémo proceder en

este modelo.

2.1. Identificacion de pares de activos

En esta parte de la estrategia se filtran los pares de activos disponibles median-
te un proceso “rugoso” pero computacionalmente barato. En general, determinar
si un par de activos es cointegrante es un proceso computacionalmente costoso.
Asi, primero se aplica una técnica poco precisa para eliminar pares que de ma-
nera evidente no sean cointegrantes. Despues, con los pares restantes se aplican

métodos mucho mas finos de andlisis de cointegracion.

La parte tedrica contenida en esta seccién ha sido tomada de [Vid04, pags 85-
94, Cap 6]. Se han agregado demostraciones formales y comentarios no incluidos

en esta fuente.

La metodologia consiste en asociar con cada par de instrumentos una me-

21
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dida de qué tan distantes estan de ser cointegrantes. Asi, el proceso rugoso de
seleccidn de pares descarta aquellos cuya distancia es mayor que cierto umbral
pre-establecido. Por lo tanto, una adecuada eleccién de la medida de la distancia
es clave para el proceso de seleccidn de pares. Para escoger la medida de distancia,
se explotaran los nexos entre cointegracién, teoria de arbitraje de precios (APT)
y modelo de tendencias comunes. Vamos a empezar con el modelo de tendencias

comunes.

Tendencias comunes en el modelo de cointegracion

Sean las series de tiempo y; y 2, como en la ecuacién (2.1).

yt:rl}'t-'_g}’t

Zp =N, +&, 2.1
r}’H—l = n)’r+1 - n.)’t

donde n, yn, representan las tendencias comunes; ¢, , £, son las componentes

Yoo
estacionarias y especificas de las series de tiempo y r,, es la innovacion derivada
de la componente de tendencia comun de la serie y,. Recordemos de la Seccién
1.1, que si dos series cointegran entonces sus tendencias comunes deben ser idén-
ticas excepto por un escalar. Por tanto, si y; v z, son dos series de tiempo como
en la ecuacién (2.1) y ademads son cointegrantes, entonces las secuencias de in-
novacioén derivadas de las componentes de tendencia comun deben estar perfec-

tamente correlacionadas, es decir, cor(r ) = £1, ahora veamos por qué

Ye+1? rzt+1

esto es cierto

Las secuencias de innovacién de las series y, y 2, estan dadas por:

nJ’H—l - n)’r r}'t+1’

(2.2)

n —n, =r. .
Ze41 2t 241

De acuerdo al modelo, las tendencias comunes deben ser idénticas excepto por

un escalar, es decir, para los marcos de tiempo t y t + 1 debe suceder lo siguiente:
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n, =vyn,,
Ve 2t (23)

n)’t+1 = YnzH—l :

Luego, de las ecuaciones (2.2) y (2.3), se tiene
n.)/t+1 - n.)’t = Y(nZHl - nzt) (24)

rJ/t+1 = ert+1

Esto significa que las series r, | yr,  deben ser idénticas excepto por un esca-
lar, el cual sera llamado de ahora en adelante coeficiente de cointegracion. De la
Ecuacion 2.4, se deduce que el coeficiente de cointegracion se puede obtener me-
diante la realizacién de una regresion simple. Asi, el coeficiente de cointegracién

esta dado como:
cov(ry,r;)
’)/ =

var(r,)

La definicién del modelo de tendencias comunes se basa en que las compo-
nentes especificas deben ser series estacionarias. Por tanto, para que exista coin-
tegracion, es absolutamente necesario que la componente especifica sea estacio-
naria. Asi, la primera diferenciacién de la componente especifica no debe ser un
ruido blanco, porque si lo fuera, entonces la serie especifica seria una camina-
ta aleatoria, es decir, una serie no estacionaria. Esto contradice la condicién de

estacionariedad para la componente especifica.

Finalmente, concluimos que hay dos condiciones que necesitan ser satisfechas

para asegurar cointegracién en un modelo de tendencias comunes.

I Las secuencias de innovacién derivadas de las tendencias comunes de dos

series deben ser idénticas excepto por un escalar.

II Las componentes especificas de las dos series deben ser estacionarias.

Habiendo establecido el modelo de tendencias comunes, regresamos a la cues-
tién de la aplicacion de esto a los datos de activos. La aplicacion es posible sélo
si separamos las series de tiempo en componentes de tendencia comun y com-

ponente especifica/estacionaria. Para hacer esto, buscamos la teoria de arbitraje
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de precios (la APT) y establecemos una conexion entre la APT y el modelo de

tendencias comunes.

2.1.1. Modelo de tendencias comunes y la APT

Consideremos el logaritmo de los precios de los activos como la suma de una

caminata aleatoria y una serie estacionaria
log(price;) =n; +¢,, (2.5)

donde n, es una caminata aleatoria, y €, es la componente estacionaria. Diferen-
ciando el logaritmo de los precios de los activos se obtiene la secuencia de los
rendimientos. Por tanto, basados en la ecuacién (2.5), el rendimiento r, en el

tiempo t puede ser separado en dos partes

log(price,)—log(price, 1) =n,—n. 1+ (& —€,1)

— C S
re=r;+r;

donde r{ es el rendimiento debido a la componente de tendencia no estacionaria,

y r; es el rendimiento debido a la componente estacionaria.

Note que el rendimiento debido a la componente de tendencia es similara r,,
en la ecuacién (2.1) . Por lo tanto, el criterio de cointegraciéon puede reformularse
de la siguiente manera: si dos activos son cointegrantes, los rendimientos de sus
tendencias comunes deben ser idénticas excepto por un escalar. (Pero por qué
los activos deben tener rendimientos comunes?, ¢hay una razon financiera para
que esto exista entre activos? La respuesta es afirmativa, y la APT da explicacién
para esto. Recordando las discusiones anteriores sobre APT, los rendimientos de
los activos pueden ser separados en rendimientos del factor comun (rendimien-
tos basados en la exposicion de los activos a diferentes factores de riesgo) y los
rendimientos especificos (rendimientos especificos de los activos). Si dos activos
comparten el mismo perfil de exposicion a factores de riesgo, entonces los rendi-
mientos de los factores comunes para ambos activos deben ser los mismos. Esto

justifica por qué es razonable esperar que los activos tengan el mismo rendimiento
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en la componente comun.

Ahora estamos listos para establecer paralelismos entre el modelo de las ten-
dencias comunes y la APT. De acuerdo con la APT, los rendimientos de activos para
un periodo de tiempo pueden ser separados en dos tipos: rendimientos del factor
comun y rendimientos especificos. Correspondientes a la tendencia comun de la
innovacién y a la primer diferencia de la componente especifica en el modelo de
tendencias comunes. Para que la correspondencia sea valida, la diferenciacién de
los rendimientos especificos debe ser una serie de tiempo estacionaria. Alternati-
vamente, como se discutié anteriormente, los rendimientos especificos no deben
ser un ruido blanco. Pero APT es sélo un modelo y no puede proporcionarnos
garantia alguna sobre la serie de tiempo de los rendimientos especificos. Por lo
tanto, tendriamos que asumir que la serie de rendimientos especificos no sea un
ruido blanco. Sin embargo, es tranquilizador saber que esta suposicion se verifica
cuando se corren pruebas de cointegracién; la justificacién de esta suposicién la

veremos al final de la seccién.

Observacion. Un par de instrumentos con el mismo perfil de exposicién a
factores de riesgo satisface las condiciones necesarias para cointegracion seguin

el modelo de tendencias comunes.
Veamos que se cumplen las dos condiciones:

Condicién 1. Consideraremos dos instrumentos A y B con exposicién a vecto-
res de riesgo yx y X, respectivamente. Los vectores de exposicién de los factores
en este caso son idénticos excepto por un escalar. Denotemos los factores de ex-

posiciéon como

Activo A: yx = (yXq,YX9, Y X3, ..., YXy)

Activo B: x = (xq, X9, ...,X;)

Geométricamente, puede interpretarse que los vectores de factores de exposicién
de los dos activos apuntan en la misma direccidn; es decir, el dngulo entre ellos

€S cero.

Si b =(by,by,...,b,) es el vector de factores de rendimiento, y rzp“ y r;pec



26 Capitulo 2. Modelo de inversidn por pares

son los rendimientos especificos para los activos A y B, entonces los rendimientos
para los activos r, y rz estdn dados como
spec
g = Y(lel + X2b2 + beg +...+ xnbn) + I‘A

rg = (X1b1 +be2 +be3 +... +xnbn) + r;pec

Los rendimientos para los factores comunes para los activos son por tanto

rzf = Y(lel +be2 +X3b3 +... +ann)

r];f :x1b1+X2b2 +X3b3+...+xnbn

; .C c . s 1. .
Asi, TAf = ')’T‘Bf las sucesiones son idénticas excepto por un escalar. Esto satis-

face la primera condicion de cointegracion segin el modelo de tendencias comu-

nes.

Condicion 2. Ahora consideremos la combinacién lineal de los rendimientos

FA—YTp = (r;‘f _ },r;f) + (rzpec _ Yr;pec)

El lado izquierdo de la ecuacién representa el rendimiento de un portafolio
en largo de un activo A y corto de y veces un activo B. El lado derecho mues-
tra que este rendimiento es separable en un rendimiento de factor comtn y un

rendimiento especifico del portafolio. Por tanto

_cf spec
rport - rport + rport’ (26)
donde
of  _ cf cf
Tport =T4 —YTg
spec __ _spec ___spec
rport =Ty YT

Note que si los instrumentos A y B son cointegrantes, entonces el rendimiento

del factor comuin se convierte en cero. Adicionalmente, el rendimiento del porta-
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folio largo-corto puede ser también visto como el resultante de la diferenciacién
de la serie de tiempo del spread, tal como en la ecuacion (1.4). Basados en la
separacion del rendimiento de las series, la serie del spread puede ser también
representada como la suma de las dos componentes. Uno de ellos es el factor co-
mun del rendimiento integrado, el cual llamaremos el spread del factor comun.
El otro es el rendimiento integrado especifico, el cual puede ser llamado el spread

especifico. Escribiendo esto en forma de ecuacion, tenemos

spread” —spread” | = rf,ﬁrt 2.7)
spread,”* —spread,”’ = r;f)ict (2.8)
spreadfort —spreadf_ogt = Tport (2.9)

luego, de las Ecuaciones (2.6) y (2.9), se tiene que

spec

spreadfort —spreadf_o;t = (spreadtcf +spread,’*) — (spreadi1 +spread” ),

t
de donde, como spreadgor = spreadéf = spreadgpec = 0, entonces, para todo t,

t
spread?”" = spreadtcf +spread,”*

. . . c
Note que s1 los instrumentos son cointegrantes, entonces r / = 0. Por tanto,

port
spread? ot = spread,"’*‘, lo cual quiere decir que el spread del portafolio es el
mismo al spread debido a las componentes especificas. Adicionalmente, la serie
del spread debe ser estacionaria para que se dé la cointegracion. Esto seria verdad
si el spread debido al spread especifico fuera estacionario. El spread especifico se-
rd estacionario si la integracion del rendimiento especifico de los rendimientos
especificos individuales de los stocks es estacionario. Esto es ciertamente la supo-
sicién que hacemos cuando relacionamos APT con cointegracion. Por tanto, si esta
sucesion se lleva a cabo, tendremos satisfechas todas las condiciones necesarias

para cointegracién.

La medida de la distancia. Ahora estamos listos para definir la medida de
distancia que usaremos en lo que hemos llamado proceso “rugoso” de seleccién.
Recuerde que en los debates sobre el modelo de las tendencias comunes que la

condicién necesaria para la cointegracién es que las secuencias de innovacién
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derivadas de las tendencias comunes deben estar perfectamente correlacionados.
También se establecid que el rendimiento del factor comuin del modelo APT podria
interpretarse como las innovaciones derivadas de las tendencias comunes. Por lo
tanto, la correlacion entre las secuencias de innovacion es la correlacidon entre los
rendimientos de los factores comunes. La medida de la distancia que se propone
es:

cov(ry,rg)

Vvar(ryvar(rg) |

d(A,B) = [cor(ry, )| = |p| = (2.10)

Finalmente, concluimos que la perfecta alineacién de los vectores de exposi-

cién a factores, es decir, un angulo cero entre ellos, es indicativo de cointegracion.

Las pruebas de cointegracion validan la afirmacion: los rendimientos es-
pecificos no son ruidos blancos. Sean A y B dos instrumentos de un merca-
do arbitrario, supongamos que bajo una prueba de cointegracidon obtuvimos que
el spread especifico del par A-B es estacionario, este spread lo denotaremos por

spec  a- spec . . spec spec
spread;” . Sispread,” " es estacionario, entonces r,” — YTy
tacionario, dado que es la primera diferencia del spread y por la Ecuacién 1.4,
spec
'

es también es-

spec spec spec spec spec
tenemos r,” —y w1 —spread;”. Ahora, veamos que r," " y ry

no pueden ser ruidos blancos. Razonando por reduccién al absurdo supongamos

=spread

spec spec . . 7
que r Ap y er son en efecto ruidos blancos. Suponiendo esto podria pasar que

los rendimientos sean debidos a caminatas aleatorias, es decir, tanto r;”* como

spec
g

natas aleatorias son 8% y B2 respectivamente, es decir, se cumple que:

son las innovaciones de dos caminatas aleatorias, digamos que estas cami-

spec _ nA __ pA
TA _9t+i Gt

spec _ B B
g = ﬁt+i _ﬁt >

Por tanto,

spreadipec = 6? — y[jf,

lo cual quiere decir que var(spread;’*) = var(@f‘—yﬁf), pero por definicién de

caminata aleatoria se tiene que
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04 = FP(E) + Pt — 1) + ...+ (1)

BE=rFC(t)+r(t—1)+...+rP*(1)

donde, para t y t —i arbitrarios, los rendimientos rj‘p “(y rjp “(t —1) no es-
tan correlacionados, al igual que los rendimientos r;p “(Oy r;p “(t —1). Por otro
lado, dado que en la APT los rendimientos especificos de dos instrumentos no
estan correlacionados con los rendimientos especificos de cualquier otro instru-
mento, entonces r, - (t)yry - (t) no estdn correlacionados para cualquier t. Asi,

la varianza del spread especifico esta dada por:

t

t
var(spread,’*) = var Z rzpec(k) — yZ r;pec(k)
k=1 k=1

t t
= Z var(rj‘pec(k)) +v2 Z var(r;pec(k))
k=1 k=1
= tvar(rzpec(l)) + yztvar(r;pec(l))

=t [var(rzpec(l)) + yzvar(r;pec(l))] .

Los ruidos blancos son series de tiempo estacionarias, lo cual indica que sus va-
rianzas son constantes en el tiempo, en este caso se tiene que var(rzp “0) y
var(r;P*(1)) son constantes. Por tanto, concluimos que var(spread;’*") es una
variable que depende del tiempo t, es decir, no es constante, lo cual es absur-
do pues habiamos supuesto que el spread especifico era estacionario, es decir, de
varianza constante. Finalmente, concluimos que los rendimientos especificos en

efecto no son ruidos blancos como lo queriamos demostrar.

2.2. Prueba de cointegracion

Existen pruebas de cointegracién basadas fundamentalmente en el analisis de
raices unitarias [MK98]. Sin embargo una condicién importante que debe cum-
plir el spread es que presente una varianza muy grande ya que de eso depende el

monto de la ganancia que se puede esperar. Una cointegracion “perfecta” signifi-
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ca que los instrumentos que estamos usando son exactamente el mismo y nunca
vamos a observar que un instrumento se desvie del otro. Por esta razén, en prin-
cipio, decidimos no utilizar las pruebas conocidas sino hacer mas que pruebas de
cointegracion, pruebas del grado de reversidn a la media y otras caracteristicas
propias de las series cointegrantes. Incluso no pedimos reversion estricta a la me-
dia y permitimos que la media tenga “corrimientos” a lo largo del analisis de la
serie, para que la seleccion de pares de candidatos sea mucho mas flexible. De he-
cho, al analizar los pares de candidatos, podemos casi siempre esperar tener una
exposicién a un factor residual que causa el fenémeno del promedio movil que es
a lo que nos referimos con “corrimientos”, la implementacién para el calculo de

la media mdvil se encuentra en el Apéndice B.

En la seccién anterior, vimos cémo encontrar pares de instrumentos que posi-
blemente son cointegrantes, lo que hacemos ahora es construir una prueba mas
rigorosa de cointegracién. Supongamos que dos instrumentos Ay B, superaron el
filtro de buena alineacién de sus vectores de exposicidn a factores, sus precios en

el tiempo t son, p‘f y pf, respectivamente.

Lo primero que se debe hacer es encontrar una relacién lineal entre los loga-
ritmos de los precios de A y B, para esto se hace una regresién lineal, la cual nos
proporciona el coeficiente de cointegracion y, siendo asi tenemos que el spread de

precios ajustados esta dado por:

spread := log(pf)—ylog(p?). (2.11)

Al spread se le resta su media u, asi reversién a la media se transforma en

reversion a cero, y esto lo denotaremos por s, es decir,
s =spread —u, (2.12)

es el spread con media cero. De aqui en adelante cada vez que se mencione el
spread de dos instrumentos supondremos implicitamente que su media es cero.
También se calcula el promedio mévil del spread en la forma que se explica en
el Apéndice B, esto corresponde al suavizado de s que denotaremos por s,, y por

ultimo construimos lo que llamamos spread ajustado, sqq; := s —S;.
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La prueba para asegurar estacionariedad en el spread y concluir que los pares

cointegran debe pasar por los siguientes filtros:

1. Se debe asegurar que el spread tenga un minimo necesario de registros

historicos, el parametro A en el Algoritmo 2.1 controla esta situacion.

2. Se revisa que la variacidn entre el maximo de s; y su minimo no sea dema-

siado grande. En el Algoritmo 2.1, B es la variacién maxima permitida.

3. Una caracteristica fundamental en series estacionarias es una fuerte rever-
sién a la media, es por eso que se calcula la serie de intervalos de tiempo
entre reversiones. El tltimo intervalo se calcula como la diferencia entre el
momento del tltimo cruce y el final de la serie. Asi, las longitudes de los
intervalos primero y tltimo son sélo cotas inferiores de reversién, de hecho,
éstas no se pueden precisar sin tener mas registros del spread. Lo que al fi-
nal nos importa es que estas cotas no sean demasiado grandes. Finalmente,
si la tasa de reversion a la media es demasiado pequefia o si algtin lapso
de reversion es demasiado grande, entonces el par se descarta como coin-
tegrante, en el Algoritmo 2.1 se usan los pardmetros C y D para la cotas de

tasa y lapso de reversion a la media, respectivamente.

4. Se revisa que el percentil 90 en la serie de lapsos de reversién a la media
no se aleje mucho de cero. Como hay muy pocos datos en la serie, el riesgo
de sesgo se reduce recurriendo al remuestreo con reemplazo Bootstrap ver
en [DH97], donde buscamos estimar la distribucién de tiempo entre dos
cruces. El valor 90 se almacena en el pardmetro F y se puede cambiar por

cualquier otro valor entre 0 y 100.

5. Por tltimo, sean mean y sd la media y la desviacién estandar de la dis-
tribucién muestral del estadistico S (en este caso el estadistico seran los
percentiles que son medidas estadisticas de posiciéon que tienen la propie-
dad de dividir los términos de la serie en cien grupos iguales). Entonces,
si la distribucién es normal (que es cierto para muchos estadisticos, si el
tamafio de la muestra es n > 30), cabe esperar que el estadistico se en-

cuentre en el intervalo (mean — 2sd, mean + 2sd) el 95.45 % de las veces.
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Finalmente controlamos el limite superior del intervalo con la cota E como

en el Algoritmo 2.1.

Algoritmo 2.1 Prueba de estacionariedad

1: procedure STATIONARITYTEST(S, S;, Sqd;)
2 A:=100

3 B :=0.15

4: C:=0.08

5: D :=60

6 E:=25

7 F:=0.90

8 lengthSpread := La longitud de s

9 if lengthSpread < A then

10: return (FALSE)

11: diffSpread := max(s,) —min(s,)
12: if diffSpread > B then

13: return (FALSE)

14: cValue :=s44;[1]

15: pastCrossing :=0

16: geroCrossings :=[]
17: m := Numero de filas del vector s.ad justed
18: fori=2tomdo
$q¢j[1]=0 or
19: if | ((cValue > 0) and (s.4;[i] <0)) or | then
((cValue < 0) and (s44;[i] > 0))
20: i—pastCrossing se inserta al final de la lista zeroCrossings
21: pastCrossing =1
22: cValue =s,4;[1]
23: if i —pastCrossing > 0 then
24: i —pastCrossing se inserta al final de la lista zeroCrossings
25: n := Tamafio de zeroCrossings
26: rata := n/m
27: lapso := max(zeroCrossings)
28: if (rata < C or lapso > D) then
29: return (FALSE)
30: [:=1000
31: boot.samples := Matriz de tamafio [ x n, donde cada fila tiene un
remuestreo con reemplazamiento de zeroCrossings.
32: boot.bsp := Contiene el percentil 90 (F) de cada fila de boot.samples

33: mean = Media de boot.bsp
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34: sd = Desviacién estandar de boot.bsp
35: booting := mean + 2sd

36: if booting > E then

37: return (FALSE)

38: return (TRUE)
39: end procedure

Las parametros A, B, C, D y E en este momento tienen valores arbitrarios,
pero mas adelante, en la Seccién 4.2 daremos un método para encontrar el mejor

ajuste posible de acuerdo a pruebas de estacionariedad ampliamente probadas.

2.3. Estrategias de inversion

Hasta ahora hemos estudiado la forma de obtener pares de instrumentos coin-
tegrantes de un mercado dado. Recapitulando un poco, recordemos que se parte
de un mercado .# de n instrumentos. A este conjunto se le seleccionaron al azar
pares de instrumentos, los cuales eran filtrados por la medida de la distancia para
asegurar cierta alineacién entre estos, logrando asi, obtener un subconjunto
de ./, tal que |7| < n. Luego, con ayuda del Algoritmo 2.1, se filtran las parejas
en el conjunto & que son cointegrantes, obteniendo el conjunto 4, que contiene
pares de instrumentos cointegrantes. Note que, hasta ahora, dado un mercado
arbitrario, se logra identificar pares de instrumentos cointegrantes. Dado que se
quiere llevar a la practica todas estas teorias, es interesante conocer en términos
financieros, si un par cointegrante de 6 permite algtin movimiento en el mercado,

0 mas concretamente obtener alguna ganancia de él.

Es por esto que al nuevo conjunto % le aplicaremos un nuevo filtro, el cual,
permite conocer qué pares de instrumentos en ¥ entregan algiin porcentaje de
ganancia. Para lograrlo se implementan dos estrategias de inversidon que se pue-
den encontrar en el Capitulo 8 de [Vid04], cuyas implementaciones veremos en
las Secciones 2.3.1 y 2.3.2. Por ahora, vamos a definir algunos conceptos que son

necesarios para ambas estrategias.

Se trabaja con un afio financiero, que corresponde a 252 dias, donde a cada
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instrumento del mercado se le debe averiguar el historial de precios, el cual, para
nuestros propdsitos, minimamente debe tener por dia, los precios alto, bajo y
ajustado, para de esta forma tener tres series de tiempo, que corresponden a los

precios del afio en cuestién.

Supongamos que tenemos dos instrumentos Ay B que cointegran, es decir, la
pareja {A— B} C €, lo que se hace es descargar sus series de precios alto, bajo y
ajustado, es decir, al instrumento A, le corresponde su serie de precios alto ph‘;‘,
la serie de precios bajo plf y la serie de precios ajustada p?; e igualmente a B,
le corresponden las series de tiempo phf, plﬁg y pf para alto, bajo y ajustado,

respectivamente.

Ahora con ayuda de la ecuacién (2.11) se calcula el spread alto del par A—B,

de la siguiente manera:

spready, = log(ph‘;‘)—)/log(phf). (2.13)

Igualmente el spread bajo para el par A—B es:

spread; = log(plf)—)/log(pltB), (2.19

donde, claramente ¥ es el coeficiente de cointegracién del par A—B. El spread de
los precios ajustados es tal cual como en la ecuacion (2.11). Finalmente a cada una
de las series le aplicamos reversidn a cero, siguiendo la ecuacién (2.12), tenemos

que los spreads alto y bajo con los que vamos a trabajar son, respectivamente:

sh =spready — Uy,
sl =spread; — yy,

donde u;, v u;, corresponden a las medias de spread;, y spread;, respectivamente.
El spread con reversion a la media de los precios ajustados es tal cual como en la
ecuacién (2.12). Para usos de las dos estrategias de inversién que vamos a utilizar,
es necesario calcular también el spread suavisado de s como en el Apéndice B, es

decir, s, y también calcular el umbral A como en el Apéndice A.
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2.3.1. Primera estrategia de inversion
Se define un autémata determinista M1 = (Q, %, ¢,s, F), donde

» Q=1{0,1,2}, los elementos de Q son llamados estados;

= ¥ ={a,b,c,d}, es el alfabeto de entrada para el autémata, que en nuestro
caso tiene el siguiente significado:
a :sh[i] = s,[i]+ A, lo cual significa que, en el dia i, el spread alto, debe
estar como minimo una cantidad A mas arriba del spread suavizado.

b :sl[i] < s[i]— A, es decir, en el dia i, el spread bajo, debe estar como

minimo una cantidad A mas abajo del spread suavizado.

c:sl[i] <s([i], en el dia i, el spread bajo esta por debajo del spread suavi-
zado.

d :sh[i] > s,[i], se quiere que en el dia i, el spread alto este por encima del

spread suavizado..

= ¢ :Q x X — Q es la funcion de transicion. Intuitivamente, ¢ es una fun-
cién que indica a qué estado se debe mover en respuesta a una entrada, se

comporta de la siguiente manera:

N~ oS
N = =[Q
N = N o
N O O|o
O = Ol

Tabla 2.1: Funcion de transicién de M1

» k=0€Q, es el estado de inicio para el primer dia, para los otros 251 dias

del afio financiero, el estado inicial puede ser cualquier elemento de Q;

s F CQ, los elementos de F son llamados estados finales, no especificamos
cuales son los estados finales, porque en nuestro autémata cualquier ele-

mento en Q podra ser estado final.

Graficamente el automata M1 tiene este aspecto:
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d

Figura 2.1: Diagrama de M 1

Ahora, vamos a entender como M1 nos ayuda a encontrar las ganancias para
un par cointegrante dado. Consideremos las siguientes variables g, shigh y slow
que en principio se toman como cero, pues son sélo contadores. Supongamos que

estamos en un dia arbitrario i del afio, puede pasar lo siguiente:

Si estamos en el estado 0 y ocurre el evento a, se entra al mercado por arriba
inicializando la variable shigh = sh[i]. Por otro lado, si ocurre el evento b se entra

al mercado por debajo inicializando la variable slow = sl[i].

Si estamos en el estado 1 y ocurre el evento ¢, nos salimos del mercado y se

ejecuta el valor de la ganancia como: g = g +shigh—sl[i].

Y finalmente si estando en el estado 2 ocurre d, nos salimos del mercado y se

realiza el calculo de la ganancia asi: g = g +sh[i] —slow.

Al final del afio, es decir, cuando i = 252 se calcula la ganancia neta como:
ganancia = 100g,

lo multiplicamos por 100 para que quede en términos de porcentajes.

2.3.2. Segunda estrategia de inversion

Se define un autémata determinista M2 = (Q, %, ¢, s, F), donde

» Q=1{0,1,2}
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= ¥ ={a, b}, en este caso a y b se comportan igual que en el autémata M1

= :QxX—>Q eslafunciéon de transicion, cuyos movimientos se muestran

en la siguiente tabla:

N = oS
[S = N <
N DN NS

Tabla 2.2: Funcién de transicién de M2

» El estado inicial k y los estados finales F se definen tal cual como en M 1.

Figura 2.2: Diagrama de M2

Supongamos nuevamente que estamos en un dia i arbitrario del afio, y con-

sideremos las siguientes variables g, shigh y slow.

Igual que en la primera estrategia, si estamos en el estado 0 y ocurre el evento
a, se entra al mercado por arriba inicializando la variable shigh = sh[i]. Por otro
lado, si ocurre el evento b se entra al mercado por debajo inicializando la variable

slow =sl[i].

Ahora, si estamos en el estado 1 y ocurre el evento b, no nos salimos de mer-
cado, se empieza otra transaccién entrando por debajo del mercado y se ejecuta

el valor de la ganancia como g = g +shigh —sl[i] con slow = sl[i].
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Y finalmente si estando en el estado 2 ocurre a, cambiamos la posicién de
negociacion, es decir entramos por debajo, sin salirnos en ningin momento del
mercado. El valor de la ganancia en este punto es g = g + sh[i] —slow donde
shigh = sh[i].

Por ultimo, cuando i = 252 se calcula la ganancia neta como:

ganancia = 100g.



Capitulo 3

Generalizacion del modelo

inversion por pares

La idea que se propone en este capitulo, como su nombre lo indica, es gene-
ralizar el modelo de inversion por pares. Tomar s6lo dos instrumentos parece un
modelo restrictivo, seria interesante conformar portafolios sin limites en el niime-
ro de instrumentos que lo constituyen. Es por esto que proponemos tomar no sélo
dos instrumentos, sino un numero n arbitrario, para luego seguir con las ideas de

cointegracion vistas en el Capitulo 2 y establecer las estrategias de inversion.

3.1. Identificacion de clanes de activos.

Todas las pruebas de nuestros métodos se han hecho con el mercado de di-
visas, también llamado mercado Forex, sin embargo se puede utilizar cualquier
otro mercado. Utilizamos 122 instrumentos que son los que distribuye la compa-
fifa Londinense Oanda. No sélo se tienen intercambio de monedas sino también
metales preciosos y algunas materias primas. Nuestro objetivo principal es en-
contrar conjuntos de instrumentos, a los que en adelante llamaremos clanes, de
tamafio arbitrario n tal que ellos cumplan en principio la propiedad de ser coin-

tegrantes.

39
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Se tenderia a pensar que para hacer una busqueda exhaustiva de todos los

. . . 122
clanes cointegrantes, es posible generar un algoritmo que encuentre ( " ) clanes
para luego hacer las pruebas de cointegracién para cada uno de ellos. Aunque esto
parece 16gico, no es practico ya que aun para valores de n pequefios se requeriria

un tiempo de ejecuciéon demasiado grande.

Es por esto que necesitamos establecer un método de filtrado para eliminar
madsivamente clanes con poca posibilidad de ser cointegrantes. Recordemos que
en inversion por pares la forma de generar posibles pares cointegrates era obser-
vando que tan alineados estaban sus factores de exposicion; intentaremos ir por

esa direccion para encontrar clanes cointegrantes viables.

Si queremos clanes de tamafio n con n > 3, no es factible hablar de alinea-
cién entre factores de exposicién de los instrumentos que conforman el clan en
términos de la distancia definida en la Ecuacién (2.10). Para esto hacemos uso
del proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt que permite construir de una
lista arbitraria de vectores a;,...,a,, una lista ortogonal b4, ..., b,, que genere al

mismo subespacio.

Vamos a recordar un poco el proceso de Gram-Schmidt para comprender me-

jor la idea que queremos transmitir.

Teorema 3.1 (Proyeccion ortogonal de un vector sobre el subespacio generado
por una lista ortogonal). Sean V un espacio vectorial real o complejo con producto
interno, by, ...,b; algunos vectores ortogonales no nulos, v € V y l(by,...,b;) el
espacio generado por by,...,b; . Definimos los vectores u,w € V de la siguiente

manera:

uZZMbk, w=v—u (3.1

Entonces w L I(by,..., b;).

Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt. Sea V un espacio vectorial
real o complejo con producto interno y sean aj,...,a, €V . Se quiere construir
vectores ortogonales by, ..., b,, € V de tal manera que para todo j € {1,...,m},

el espacio generado por los vectores by,..., b; sea igual al espacio generado por
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los vectores ay, ..., a;, es decir,

l(bl, ey b]) = l(al,. . .,Clj).

La idea del proceso consiste en que en el j-ésimo paso se define el vector b; como
a; menos la proyeccion ortogonal del vector a; al subespacio generado por los vec-
tores by, ..., bj_;. Asi, en el j-€simo paso, suponemos que los vectores by, ..., b;_;

ya estan construidos y son ortogonales entre si. Buscamos b; de la forma

j—1
b] = aj _ij:kbk’
k=1

donde by )
Kok
PURI B 1 Sl
jok .
0 5 bk =0

Obteniendo asi que para todo j € 1,...,m los vectores ay,...,a; generan al
mismo subespacio que los vectores by, ..., b;. Ahora, daremos un par de corolarios

que son clave para nuestro ejercicio de aplicacidn,

Corolario 3.1 (Ortogonalizacién de Gram—Schmidt y dependencias lineales). Sean
{a;,...,ay} un conjunto de vectores en un espacio vectorial V y {by,..., by} el con-
junto obtenido de {ay,...,a,} al aplicar el proceso de ortogonalizacién de Gram-
Schmidt. Entonces para todo j € {1,...,m} las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1. a;€l(ay,...,aj—1)

Corolario 3.2. Partiendo de los mismos elementos introducidos en el enunciado del

Corolario 3.1, las siguientes dos condiciones son equivalentes:

1. Los vectores ay,...,a, son linealmente independientes.

2. Todos los vectores by, ..., b, son no nulos.
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En muchos libros el proceso de ortogonalizacion de Gram—Schmidt se estudia
solamente en el caso si los vectores originales ay,...,a,, son linealmente inde-
pendientes, pero preferimos trabajar en el caso general para tener presentes las
consecuencias que esto tiene y porque se acopla mas a lo que queremos hacer. Para
aterrizar la idea a nuestro modelo, supongamos que tomamos el clan XAU NZD,
CHF HKD y XAU SGD del mercado Forex, queremos ver si el clan es cointegrante,
para esto tomamos las series de tiempo de los rendimientos para estos instrumen-
tos en el afio 2015, luego se calculan los factores de exposicion de cada uno de los
rendimientos, de tal modo que se obtienen tres vectores de factores de exposicion,
digamos a4, a, y as, ya con estos vectores se procede a efectuar el proceso de or-
togonalizacién de Gram-Schmidt a a;, a, y as. Si by, b, y b; son los vectores que
se obtienen después de aplicar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt
y se da que b3 = 0 entonces por Corolario 3.1, a; es combinacion lineal de a; y a,,
es decir, hay una relacién de equilibrio a largo plazo entre ellos, dando indicios
de que el clan podria ser cointegrante, decimos “podria” porque realmente falta

hacer pruebas exhaustivas de cointegracion.

Bajo lo anterior, lo que hicimos fue generar un algoritmo que tome al azar n
instrumentos de los 122 que estan en el mercado Forex, formando un clan, a estos
n vectores le aplicamos el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt, y nos
cercioramos que al final del algoritmo b,, sea tal que ||b,,||= 0, hay que tener en
cuenta que es muy dificil en la practica que ||b,||= 0, es por esto que seremos mds

laxos, es decir, sélo pediremos ||b, ||~ 0, para esto creamos el siguiente algoritmo:

Algoritmo 3.1 Vector de Normas

1: procedure NORMVECTOR(f)

2 n = El nimero de instrumentos que tiene f

3 normVector =[]

4 for je{1,...,n} do

5: x = Vector de factores de exposicion del j-ésimo instrumentos
6 normVector[j] = ||x||

7 return NormVector

8: end procedure

De esta forma generamos el vector normVector de tamafio 122 que tiene en

cada entrada la norma de cada uno de los instrumentos o series de tiempo del
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merdado Forex, esto fue para conocer en que rangos se mueve la norma de cada
vector, en particular su media, de esto modo podria decirse que un vector de
norma casi cero es una fraccién muy pequeiia de la media de normVector, por
tanto un criterio para capturar un clan es que alguno de sus vectores en el proceso

de Gram-Schmidt, digamos v, sea tal que, para x € [0,100] se cumpla:

X
v < norma(normVector)—.
100

3.2. Spread para clanes

Supongamos que con los métodos de la seccién anterior se encontré un clan
I,1,...,1,, siguiendo las ideas de la Seccién 2.2, vamos a aplicar una regresion
multilineal a los instrumentos del clan para encontrar los coeficientes que los re-
lacionan, es decir, se encontrara el vector de cointegracién (y4,vs,---,Yr), donde

y1 =1, de tal forma que:

I, = Yol + Y3l + ...+ynr1n + u,

I; I; . .
donde cada r;, =log(p,') —log(p,_,;) parai € {1,2,...,n}, son los rendimientos
de los instrumentos I, 1I,,...,I,, respectivamente, y u es el error en la regresién
multilineal, cabe mencionar que y; = 1, pues es el coeficiente correspondiente a

la variable dependiente en la regresion.

Para estar en condiciones de aplicar el Algoritmo 2.1, tenemos que dar una
definicién de spread que sea consistente con lo que vimos para cointegracién por

pares. Sean Ay B dos portafolios definidos de la siguiente manera:

A= Z rilog(py),

7i>0
I
B:= > ylog(p;),
Yi<0

. I; . . .
siendo p,' el precio del instrumento I; en el tiempo t. Note que en A se han con-

centrado los instrumentos con constante de regresion positiva, y en B los demas
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instrumentos. El spread para el clan se define como:

A+B

Z?:l | Yi |

Ya que si se quiere invertir un capital C, para preservar la proporcion se debe
viC
n
Zi=1|Yi|

un periodo de tiempo, esta dado como:

spread := (3.2)

invertir en el instrumento I;, siendo asi, el rendimiento del portafolio para

t+j _
r, ~ =spread,,;—spread,

B i YiZOg(pﬁrj) > vilog(pr)
il il Il el
S, rillog(p,, ) —log(p)]
il +lval+-. + sl

n

Yi I .
- l i y—1 i
; T+ o ot o8 Pesy) —Log(pr)]

n C)’i Ii Ii
i emllog(p ) —log(p)]
a C

__ Ganancia total
Inversion

Habiendo definido el spread, se ejecuta la prueba de estacionariedad tal como
aparece en la Seccién 2.2 y las estrategias de inversion como en la Seccién 2.3
solamente definiendo el spread alto y bajo de la siguiente manera. Sea ph{" el
precio alto del instrumento I; en el tiempo t, y plf" el precio bajo del instrumento

I; en el tiempo t, definimos los portafolios altos como:

Ah:= " ylog(ph)
yi>0

Bh := Z yilog(ph{")
yi<0

y los portafolios bajos:

Al := Z rilog(ply)

yi>0

Bl := Z yilog(plf")

yi<0
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Ahora definimos el spread alto del par A—B como la méaxima diferencia, es decir,

Ah + Bl

spready, = —=——— (3.3)
Z?:l | Yi |
y el spread bajo del par A— B como la minima diferencia:
Al +Bh
spread; = (3.4)

Z?:l | Yi |

que son los andlogos de las Ecuaciones (2.13) y ( 2.14), respectivamente. El resto

del proceso continua tal cual como en la Seccién 2.3.






Capitulo 4

Otras implementaciones y

resultados

Este capitulo se divide en dos partes, la primera contiene dos métodos que
intentan encontrar subclanes cointegrantes de algiin clan dado. En la segunda
se dan las pautas necesarias para definir un algoritmo que ajusta los parametros
A,B,C,D vy E del Algoritmo 2.1 con el objetivo de maximizar la correlacion entre
una nueva medida de estacionariedad M, y la prueba de estacionariedad descrita
en la Seccién 2.2 del Capitulo 2. La medida de estacionariedad M, atn esta en
desarrollo, pero se ha probado determina de manera precisa la estacionariedad
de procesos ARIMA y caminatas aleatorias prefabricadas. También en esta misma
seccién se introducen las pruebas de estacionariedad usuales como la de Dickey-
Fuller aumentada y la de Phillips-Perron, que en adelante las abreviaremos por
ADF y PP, para igual con el mismo algoritmo encontrar su maxima correlacién con

la prueba de estacionariedad descrita en el Algoritmo 2.1.

47
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4.1. Busqueda de subclanes cointegrantes

El objetivo inicial de esta tesis, es encontrar clanes cointegrantes de tamafio

n 2 2. Por ejemplo, para n = 5 nuestros métodos determinan que el clan
./ ={EUR ZAR,NZD_CAD,EUR PLN,USD_TRY,FR40 EUR}

es cointegrante. La pregunta inmediata es, ¢existird un clan mds pequefio conte-
nido en ./ que también cointegre? Esto s6lo puede ocurrir en algunos casos, y
pueden haber varias circunstancias para que suceda. Retomando nuestro ejem-
plo, consideremos .« = {EUR_ZAR,EUR_PLN,FR40 EUR} C .& que resulta
ser de nuevo un clan cointegrante. Esto pudo deberse a que los coeficientes en la
regresién multilineal para BCO_USD y XAG_CAD con los que se establecid la co-
rrelacién de los instrumentos en ./ resultaron demasiado pequefios con respecto
a los demas, de tal forma que su aporte a la combinacién lineal es insignificante.
Asi, para encontrar sub-clanes cointegrantes en un clan cointegrante dado apli-

camos dos métodos distintos:

4.1.1. Subclan con mejor coeficiente de determinacién R>.

Desarrollamos un algoritmo para encontrar sub-clanes cointegrantes que to-
ma como entrada un clan cointegrante de tamafio arbitrario n, & = {I;, I, ..., I,}
y con rendimientos Z = {ry,1,,...,1,}, (parai € {1,2,...,n}, r; es el rendimien-
to de I;). Al conjunto £ se le aplica una regresion multilineal con el rendimiento

r; como dependiente, ademas se rescata de la regresién el valor R?, es decir,
Q117 = Qqply + Q33+ + Ayl + €7, (4.1)

donde a;; =1y se guarda el valor R%l.

Permutar el orden de los términos independientes en la Ecuacién (4.1) no

cambia en absoluto el valor de R%l,

diente por alguno de los independientes, por lo tanto, el préximo paso es calcular

pero si lo cambia permutar el término depen-
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la regresién multilineal:
Qgpl'y = Q1T + Aggl3 + -+ Agpl'y + €, (4.2)

donde a,, =1y se guarda el valor R%Z.

Se sigue asi sucesivamente hasta encontrar
Appln = Aplp + Qpalp + -0+ + ®n(n—1)"n—1 + €y, (4.3)

donde a,, =1y se guarda el valor Rfm.

Después de realizar estas n regresiones, se analiza cudl de las n combinaciones
entregé el mayor R?, y cudl el menor R?. Se realiza una gréfica en el plano eucli-
diano donde la abscisa representa el tamaiio del clan, y la ordenada representa
el valor del coeficiente de determinaciéon mayor en todas las n combinaciones.
Luego en la combinacién donde este el menor R?, se fija cual es la variable de-
pendiente y la eliminamos de %, y se vuelve a repetir el procedimiento con el

nuevo % de tamafio n — 1, hasta que el tamafio de % sea 2.

Pretendiamos que de la grafica final obtuviéramos el tamafio del sub-clan con
mejor R?, para tomar el coeficiente de determinacién como filtro en el proceso de
seleccion. Pero para todo n € {2,3,...,122} obtuvimos graficas como las siguien-

tes:
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Figura 4.2: Clanes de tamafio menor o igual a 15.
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Figura 4.4: Clanes de tamafio menor o igual a 122.
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Lo cual no sirve para buscar el tamafio del sub-clan 6ptimo. Asi, el coeficiente
de determinacién R? no es un buen filtro para este propésito, de hecho ahondando
un poco mas en la literatura, se tiene que Rjz._1 < R? para todo j = 2, donde
RJZ. representa el coeficiente de determinacién de una regresién multilineal de j

variables; y esto fue constatado con nuestro algoritmo.

4.1.2. Busqueda exhaustiva de subclanes

Aqui no sdlo se resuelve la pregunta que se planted al inicio de la seccidn, sino

que vamos un poco mas alld, supongamos que tenemos el clan
% ={GBP_CHF,CHF_HKD,AUD CHF,BCO_USD,XAG CAD}

donde el orden de sus instrumentos es muy importante, en este caso con nues-
tros métodos se tiene que ¥ no es cointegrante. Estamos interesados en conocer
si existe alguna combinacion entre los instrumentos de ¥ que sea un subclan
cointegrante. Habiendo definido el problema a solucionar, lo que se hace es una
busqueda exhaustiva de todos los subconjutos de €, para luego examinarlos con
el Algoritmo 2.1, y asi conocer cuales sub-clanes sobreviven a la prueba de esta-

cionariedad.

Para esto se desarroll6 el Algoritmo 4.1. A grandes rasgos hace los siguiente:
partiendo de un clan (clan en el algoritmo) dado de tamafio arbitrario n, se le
encuentran todas las (rll) combinaciones parai € {2,3,...,n}. Luego, a cada com-
binacién (que son subclanes de tamafio i), se le permuta el primer instrumento
con el j—ésimo instrumento, donde j € {1,2,...,i}, a este subclan de clan en
el algoritmo lo denotamos por x. Posteriormente, se encuentran los rendimien-
tos de x y se le realiza la regresién multilineal a estos, la regresién nos entrega
los coeficientes de la variables (rendimientos) independientes, que son los que se
usaran para definir el spread. Note que en la linea 8 del Algoritmo 4.1, en cada
combinacién del conjunto clan, s6lo se permuta la variable dependiente con cada
una de las variables independientes, pero no se permutan las varibles indepen-
dientes entre si, esto es porque como estd definido el spread en la Ecuacién 3.2,

el orden de las varibles independientes no altera su valor, e igualmente al hacer
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las regresiones multilineales de los rendimientos tampoco se altera el valor de los
coeficientes de regresion. Una vez calculado el spread, se calculan el spread suavi-
zado y el spread ajustado, que son las variables que requiere el Algoritmo 2.1 para
ejecutar la prueba de estacionariedad. Finalmente si el subclan x logra sobrevivir
al Algoritmo 2.1, se crea una tabla donde se imprime el subclan cointegrante x

con los respectivos coeficentes en la regresién multilineal de sus rendimientos.

Algoritmo 4.1 Busqueda de subclanes coitegrantes de un clan dado.

1: procedure SUBCLANES(clan)
2 n := Numero de instrumentos en clan
3 T := Tabla para guardar los subclanes de clan cointegrantes.
4: forie{2,...,n} do
5 X := Combinaciones de tamaiio i de los instrumentos de clan.
6 for y € X do
7 forje{1,...,i} do
8 x := Clan que se obtiene de permutar el instrumento 1
con el j—ésimo instrumentos de y
9: ¢ := Coeficientes de las variables independientes
en la regresion multilineal de los
rendimientos de x

10: s := Spread de x (Usando la Ecuacién 3.2)

11: s, := Spread suavizado (tal cual como en la Seccién 2.2)
12: Sadj := Spread ajustado (tal cual como en la Seccion 2.2)
13: nst := STATIONARITYTEST(s, S5, Sqq;)

14: if nst = TRUE then

15: Se le inserta a T el clan x y los coeficientes ¢

16: return T

17: end procedure

Para ejemplificar mejor la situacién, vamos a generar todos los subclanes coin-
tegrantes de €, los cuales presentamos en las siguientes tablas, para mayor com-
prensioén de ellas, se denota r; como el rendimiento del i—ésimo instrumento en
el subclan, y c; denota el coeficiente de la regresién multilineal del rendimien-
to r;, claro estd que el coeficiente r; = 1 para todo subclan, pues es la variable

dependiente en la regresién.
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r | o | e |
XAG_CAD | GBP_CHF | -0.06285
CHF_HKD | BCO_USD | -0.02911
XAG_CAD | CHF_HKD | 0.08406
AUD _CHF | BCO_USD | 0.11540
AUD _CHF | XAG_CAD | -0.01591
XAG CAD | AUD_CHF | -0.01672
XAG_CAD | BCO _USD | 0.03312

Tabla 4.1: Subclanes cointegrantes de % de tamafio dos.

| " | Iy | ] | Ca | C3

XAG CAD | CHF_HKD | GBP_CHF | 0.25746 | 0.21520
AUD _CHF | GBP_CHF | BCO_USD | 0.89777 | 0.06043
AUD CHF | GBP_CHF | XAG_CAD | 0.91308 | 0.03487
XAG CAD | AUD_CHF | GBP_CHF | 0.16017 | -0.20875
XAG CAD | BCO_USD | GBP_CHF | 0.03747 | -0.07099
AUD CHF | CHF _HKD | BCO_USD | -0.76730 | 0.09307
XAG CAD | AUD _CHF | CHF _HKD | 0.25562 | 0.28202
XAG CAD | BCO_USD | CHF_HKD | 0.03565 | 0.08680
AUD _CHF | BCO_USD | XAG_CAD | 0.11633 | -0.02799
XAG CAD | BCO_USD | AUD_CHF | 0.03666 | -0.03068

Tabla 4.2: Subclanes cointegrantes de 6 de tamafio tres.

| 1

| 15

|r4

| ¢

| e

[ ca

XAG_CAD | CHF _HKD | AUD_CHF | GBP_CHF | 0.33024 | 0.23327 | 0.08132
XAG_CAD | CHF _HKD | BCO_USD | GBP_CHF | 0.23586 | 0.02862 | 0.18566
AUD CHF | GBP_CHF | BCO_USD | XAG_CAD | 0.89976 | 0.05938 | 0.02796
XAG_CAD | AUD_CHF | BCO_USD | GBP_CHF | 0.13490 | 0.02932 | -0.19210
XAG_CAD | AUD_CHF | BCO_USD | CHF _HKD | 0.23938 | 0.01337 | 0.27048

Tabla 4.3: Subclanes cointegrantes de 6 de tamafio cuatro.

Finalmente se obtuvo con el Algoritmo 4.1, que la permutacién

¢’ = {XAG_CAD,CHF_HKD,AUD CHF,BCO _USD,GBP_CHF}

es un subclan cointegrante de ¥, note que el orden es muy importante, pues
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aunque % no es cointegrante, 6’ si lo es. Los coeficientes de cointegracion para
los rendimientos de %’son 0.31670, 0.21966, 0.01231 y 0.07642 para cada una

de las respectivas variables independientes.

A modo de conclusion, se puede observar en las Tablas 4.2 y 4.3 que algunas
constantes de cointegracién son muy cercanas a cero. Podria interpretarse que,
a menos que se invierta mucho dinero, los portafolios casi no van a tener los
instrumentos asociados, esto es lo que se supone, de todos modos hay que pensar

un poco en las consecuencias que este hecho conlleva.

4.2. Correlaciones entre pruebas de estacionariedad

Como ya mencionamos al inicio del capitulo, vamos a realizar un contraste
entre varias pruebas de estacionariedad ya existentes y la prueba de estacionarie-
dad descrita en el Algoritmo 2.1. Mediante un algoritmo genético se ajustaran los
parametros A, B, C, D y E del Algoritmo 2.1, para que haya una mejor correlaciéon
con la prueba de estacionariedad de Dickey-Fuller y la prueba de Phillips-Perron.
Finalmente, se encuentra la mejor correlacion con la medida de estacionariedad
M. Para entender mejor lo que vamos hacer, primer daremos un breve recorrido
por los conceptos de indice de correlacion, las pruebas de estacionariedad ADF,
PPy M,.

4.2.1. Indice de Correlacién

La correlacion estadistica determina la relacién o dependencia que existe en-
tre dos variables que intervienen en una distribucion bidimensional. Es decir, de-
terminar si los cambios en una de las variables influyen en los cambios de la otra.
En caso de que suceda, diremos que las variables estdn correlacionadas o que hay

correlacion entre ellas.

En caso de que se estén estudiando dos variables aleatorias X y Y sobre una
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poblacién; la correlacién se simboliza con la letra r, y su expresion esta dada por:

Oxy

r= s
OxOy

donde oy esla covarianza de (X,Y), ox y 0y son las desviaciones estdndar de

X y Y, respectivamente.

El valor del indice de correlacion r varia en el intervalo [—1,1]:

= Sir =1, existe una correlacidn positiva perfecta. El indice indica una de-
pendencia total entre las dos variables denominada relacién directa: cuando

una de ellas aumenta, la otra también lo hace en proporcién constante.

» Si 0 < r < 1, existe una correlaciéon positiva, entre mas cerca este r de
uno hay una fuerte relacidn lineal entre las variables X y Y; por el con-
trario si r esta muy proximo a cero, indica que las variables no estdn muy

relacionadas.
= Sir =0, no existe relacion lineal.
= Si—1 < r <0, existe una correlacién negativa.

= Sir = -1, existe una correlacién negativa perfecta. El indice indica una
dependencia total entre las dos variables llamada relacién inversa: cuando

una de ellas aumenta, la otra disminuye en proporcion constante.

4.2.2. Pruebas de estacionariedad ADF y PP

ADF y PP son ambas pruebas de raices unitarias, con la diferencia que PP
no es paramétrica. Estas pruebas se usan para determinar si una serie de tiempo
es estacionaria o no, en esta tesis no se ahondara en la teoria de ADF y PP los
detalles pueden consultarse en [MK98]. Para todos los algoritmos e implementa-
ciones que se han realizado, hemos utilizado el lenguaje de programaciéon R, el
cual es un entorno y lenguaje de programacién con un enfoque al analisis estadis-
tico, que proporciona muchas herramientas para el andlisis de series financieras.

En particular, R tiene el paquete tSeries, el cual ofrece las pruebas ADF y PP de
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estacionariedad para series de tiempo basadas en pruebas de hipétesis. Para la
prueba de estacionariedad ADE, tSeries tiene la funciéon adf.test, y para la prueba
de estacionariedad PP tSeries tiene la funcién pp.test, donde la hipdtesis nula y

alternativa son, respectivamente:

H, = La serie es no estacionaria,
(4.4)

H, = La serie es estacionaria.

Tanto la funcién adf.test, como pp.test, dada una serie de tiempo arbitraria,
proporcionan su respectivo p-valor. El p-valor es una probabilidad, por lo que
oscila entre 0 y 1. Se suele decir que valores altos de p no rechazan la hipétesis
nula o, dicho de forma correcta, no permiten rechazar la H,. De igual manera,
valores bajos de p rechazan la H,. Es importante recalcar que el valor de p no
permite aceptar una hipétesis; simplemente la rechaza o no la rechaza, es decir
que la tacha de verosimil (lo que no significa obligatoriamente que sea cierta,
simplemente que es mds probable de serlo) o no. A modo de ejemplo, si tenemos
la serie de tiempo s, y le aplicamos la prueba ADE es decir, adf.test(s) y esta
funcién nos entrega como p-valor el nimero 0.2, esto quiere decir que la serie s

tiene una probabilidad del 20 % de ser no estacionaria.

4.2.3. Medida de estacionariedad M,

Como ya vimos, el reconocimiento de cointegracién de series de tiempo pue-
de realizarse estableciendo la estacionariedad del spread, construido simplemente
como la regresion lineal de las series de tiempo participantes. Hay varias pruebas
estadisticas para investigar esto. Tradicionalmente, en inversion por pares se uti-
lizan las pruebas ADF y PB pero sélo funcionan bien cuando los spreads originales
son caminatas aleatorias. Al menos, con series de tiempo financieras no es una

suposicion razonable.

Se desarrolla una funcién denominada medida de estacionariedad de un spread
s, la cual denotaremos por M, := M(s). Donde se Hace una prueba extensa sobre
caminatas aleatorias w(a) de la forma w,, = a x w,_; + €,,, wy = €7 donde a es

cierto niimero positivo real y €,, es un ruido gaussiano aleatorio. Es muy conocido



58 Capitulo 4. Otras implementaciones y resultados

que este tipo de caminatas aleatorias son estacionarios si y solo si |a| < 1. Después
de varios intentos, la medida de estacionariedad se desarrollé de tal manera que
el promedio M (a) de M,,(a) sobre una gran cantidad de procesos w(a) con un a
fijo cumple que M(a) es creciente en a y M(1) = 1. La idea es aplicar la medida
de estacionariedad a un spread arbitrario s, deseando un resultado menor a 1 si

y sélo si s es una serie de tiempo estacionaria.

La funcién de clasificacion M, funciond bien para caminatas aleatorias cuan-
do se toma el promedio de miles de realizaciones de una misma caminata, pero
no cuando tomamos exactamente una realizaciéon de la misma. Por lo tanto, cons-
truimos varios miles de caminatas aleatorias y los usamos para determinar que si
M es inferior a 0.35, entonces con una certeza del 95 % podriamos asegurar que
la caminata es estacionaria. No sabemos realmente qué tanto se alejen los spreads
de ser caminatas aleatorias pero consideramos que este umbral es adecuado para
los propésitos de localizar clanes cointegrantes. Un célculo més preciso del tim-
bral deberia ser tomado mediante un proceso de simulacién que lo optimice en
términos de las ganancias totales. Seguramente este imbral sera dependiente del

mercado que estemos considerando.

Ahora,veamos explicitamente como se define la medida de estacionariedad
M, para un spread especifico s. Sea {S,} un proceso estocastico que tiene como
realizaciéon {s;}. En lo que sigue se asumird que 7 es fijo. Se define el siguiente

par de series de tiempo a partir de la realizacion {s,}.

t+7

1
= ; .5
‘=T ;s“ (43)
1 t+7T
T = - L 2
o =\ g ;(sl ef)2, (4.6)
de donde,

2 an T T

M = ls || = [var(e;)+var(o;)], 4.7)
(n—1)o2

el término var(e; ) mide la varianza de los promedios en ventanas de tamafio 7 de
los valores de la serie. En una serie estacionaria se espera que la varianza sea muy

pequefia. El segundo término, es decir, var(o;) corresponde a la variacién del
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. . .7 7 2 .
promedio de la desviacion estandar. La constante (n_”w sirve para obtener una
medida que no dependa ni de n ni de 7 y finalmente el valor de C es una constante

que vale 1,14758597, para que la caminata aleatoria tenga E(||x.||) = 1.

Los detalles de la medida de estacionariedad M, se han omitido, porque esta
medida es el resultado de la tesis de doctorado de Andrés Felipe Tellez Crespo.
La medida M, aun esta en desarrollo y se tuvo conocimiento de su existencia una
vez que ya teniamos implementado el Algoritmo 2.1, sin embargo resulté ttil para
afinar los parametros A, B, C, D y E de la prueba de estacionariedad descrita en la

Seccion 2.2, como veremos a continuacion.

4.2.4. Optimizacion de la correlacion

Ya habiendo definido el marco tedrico necesario para entender cémo vamos
a ajustar los parametros A,B,C,D y E del Algoritmo 2.1, procedemos a explicar
cémo logramos valores éptimos de estos parametros para que la prueba 2.1 tenga

una mayor correlacién con ADE PP y por ultimo con M;.

En principio se define de qué tamafo queremos el clan, digamos n, por tanto
de los 122 instrumentos que conforman el mercado con el que estamos traba-
jando, elegimos n instrumentos al azar, sin importar si cointegran o no, tampoco
nos va a importar tener una buena ganancia; esta va ser la forma de tener una
muestra aleatoria de clanes. Para que los resultados que se obtengan sean mas
veridicos, se aconseja tomar una muestra lo suficientemente grande, en nuestro
caso elegimos una muestra de 75,000 clanes. Luego de esto a cada clan se le
encuentra su spread como ya aprendimos en capitulos anteriores. Cada spread
como ya sabemos es en si una serie de tiempo, digamos s, de la cual buscamos
una serie de informacién que se va guardando en la Tabla 4.4 como mostramos a

continuacion:
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| Columna | Informacién |
C; Instrumento 1
Cy Instrumento 2
C, Instrumento n
Chs1 Coeficiente 2
Crio Coeficiente 3
Con Coeficiente n
Cop lengthSpread
Cont1 diffSpread
Conto rata
Con+s lapso
Contsa booting
CZrH—S Ms
Conte El p-valor de adf.test(s)
Cont7 El p-valor de pp.test(s)

Tabla 4.4: Muestra para optimizaciéon

La Tabla 4.4 realmente es una matriz de 75,000 filas y (2n+7) columnas,
donde cada fila contiene la informacién de un clan especifico. En las columnas
Cy, a Cy,44 se encuentran los valores de las variables lengthSpread, diffSpread,
rata, lapso y booting para cada spread, la forma de calcular estos valores es tal
como se indica en el Algoritmo 2.1. Considérese la i-ésima fila de la Tabla 4.4,
ademas de tener los valores Cy,,5[1], Conysli] ¥ Conyr[i]; se puede gracias a ella
hacer rapidamente la prueba de cointegracion descrita en la Seccidn 2.2 bajo los

parametros A,B,C, D, y E de la siguiente manera:

NST[i]=1siysolosi Cy,[i]=ZAA Cyppqli] <BA
Cony2li] = C A Cypysli] S D A
C2n+4[i] SE,

donde el rango de NST es {0,1}. La prueba de estacionariedad descrita en el
Algoritmo 2.1 y NST son exactamente lo mismo, solo que NST es la forma abre-

viada, por tanto si el spread de un clan especifico es aceptado por el Algoritmo
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2.1, entonces NST = 1. Tenga en cuanta que vamos a estar buscando los mejo-
res parametros A,B,C,D y E en NST para que exista una mejor correlacién entre

esta prueba y las demads pruebas usuales de estacionariedad.

Para hacer la optimizacion de la correlacion mediante el ajuste de los para-
metros ya mencionados vamos a usar un algoritmo genético, donde la funcién de
adaptacion se muestra en el Algoritmo 4.2. Si se quiere encontrar la mejor co-
rrelacién entre NST y M;; X debe tomar el valor de C,,, s, 0 si queremos hallar
la mejor correlacién entre NST y ADE X debe ser reemplazado por C,,,4; Y pOr
altimo, si queremos ver la mejor correlacién entre NST y PB simplemente X toma
el valor de C,,,,. La variable a en la funcién CORRELATION(A,B,C,D,E,X,a), en
el caso de M; es el mayor valor que le permitiremos a esta variable para concluir
estacionariedad, y en el caso de ADF y PB es el maximo p-valor que aceptare-
mos. Una vez establecida la funcidén de adaptacién, se define el dominio de los

parametros A, B, C, D, y E del Algoritmo 4.2, es decir,

(A,B,C,D,E) € [ay,ap] x [by,by] x [c1,c0] X [dy,dy] x [eq,e35], (4.8)

donde a;, b;,c;,d;,e; €R,coni=1,2.

Algoritmo 4.2 Funcién de adaptacion

1: procedure CORRELATION(A,B,C,D,E,X,a)

2 Y := Es un vector de 0’s y 1’s, tal que Y[i] =1 sii X[i] < a

3: NST := Esun vector de 0’s y 1’s, tal que NST[i] =1 sii (Cy,[i] = A)A
(Cona[i] S B) A(Conyali] = C) A(Copysli]l S DIA
(Canyali] < E)

4: return |cor(Y,NST)|

o

end procedure

Ya definidos los intervalos, en principio se elige al azar una poblacién de ta-
mafio arbitrario m, por ejemplo si m = 6, tendriamos seis quintuplas al azar de
4.8. Digamos que cada elemento de la poblacion inicial lo denotamos como Z;
para j € {1,2,...,m}, donde \ﬁ’j| = 5. Para cada j, con los pardmetros que hay
en &; se ejecuta la funcién de cointegracion NST, resultando un vector de 0’s 'y
1’s, de dimensién 75,000; luego se encuentra la correlaciéon entre Y y NST como

en el Algoritmo 4.2. De aqui la poblacién sucesora o nueva generacion, se obtiene
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de la poblacién actual (padres) por medio de cruce y mutacion entre los que tu-
vieron mejor correlacién. El proceso se sigue repitiendo sucesivamente hasta que
la correlacion permanezca inmovil por 100 generaciones o que ya hayan pasado

1000 generaciones con continuos cambios en la correlacidén.

Para obtener resultados reales de nuestra muestra, nos apoyamos en el pa-
quete Genetic Algorithms o GA de R, que se encarga por si solo de los procesos de
seleccién al azar de los parametros A, B, C, D y E de la funcién de adaptacion y de
crear todas las generaciones hasta obtener los parametros adecuados que maximi-
cen la correlacién entre NST y Y. A la funcion GA se le debe entregar la funcién
de adaptaciéon CORRELATION(A,B,C,D,E, X, a), donde tomamos el tamaifio de la

poblaciéon como m = 5 para los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.1. Si estamos interesados en encontrar la mdxima correlacion entre el
Algoritmo 2.1 y M, entonces a GA debemos decirle que X = Cs,, 5y supongamos que
a los pardmetros que queremos ajustar les damos la siguiente libertad de movimiento:
A €[70,200], B € [0.01,0.1], C € [0.001,0.1], D € [5,70], E € [20,40] y por
tltimo sea a = 0.34, siendo ast se tiene que max(cor(M,,NST)) = 0.4413323,

donde los pardmetros adecuados para que esto se de son:
(A,B,C,D,E)=1(133.2401,0.04612005,0.05329019, 38.93517, 32.9424)

Por otro lado, si se desea ajustar también el valor a, digamos a € [0,0.4], entonces
resulta que max(cor(M;, NST)) = 0.4494876, con a = 0.3978093 y

(A,B,C,D,E) = (128.4455,0.04558207,0.07801047, 36.2405, 35.74052)

en cualquiera de los dos casos, da una excelente correlacion.

Ejemplo 4.2. Ahora si deseamos encontrar la mdxima correlacién entre el Algoritmo
2.1 y PP entonces X en GA debe ser Cy,-. Por otro lado, supongamos que a = 0.2,
es decir, un clan se acepta como cointegrante si su p-valor es menor que 0.2 (existe

un porcentaje del 20 % de no estacionariedad) y ademds sea (A,B,C,D,E) € &, con
@ =[125,185] x [0.03,0.06] x [0.03,0.05] x [30,50] x [25,35]

Con esta informacion el algoritmo nos dice que la max(cor(PP,NST)) = 0.1872722



4.2. Correlaciones entre pruebas de estacionariedad 63

con (A,B,C,D,E) =(156.9009,0.04498385, 0.04203171,49.576633, 34.29693)

Ahora supongamos que a € [0,0.08], es decir, sdlo se aceptan un clan como
cointegrantes si su p-valor es menor o igual a 0.08, veamos hasta que punto se mejora
la correlacion y que valor debe tomar a para que esto se de. En este caso, se tiene
que max(cor(PPRNST)) =0.1678163 con a = 0.01078138 y

(A,B,C,D,E) =(147,2438,0.05695511,0.04062347, 48.08664, 34.90715).

Ejemplo 4.3. Finalmente, si queremos encontrar la mdxima correlacion entre el
Algortimo 2.1 y ADE entonces sea X = C,,,,¢. Supongamos que a = 0.05 e igual
como en el ejemplo anterior sea (A,B,C,D,E) € &, entonces, GA nos entrega el
siguiente resultado: max(cor(ADF,NST)) = 0.1714448 con

(A,B,C,D,E) =(140.1805,0.05925457,0.03871177,48.39294, 34.98984)

Si ajustamos también el pardmetro a, digamos a € [0,0.1], entonces la correla-
cién se mejora un poco: max(cor(ADF,NST)) = 0.1870343 con un excelente va-
lor de a de 0.03724387 y los siguientes nuevos paramétros en el Algoritmo 2.1:
(A,B,C,D,E)=(146.5592,0.05984317,0.03634506, 48.0684, 34.84543).






Apéndice A

Calculo del umbral A

#7
#7
#7
#7

#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7

Mbédulo para determinar el parametro la desviacidn Delta a
la media del spread que resulte dptima. En esta parte
seguimos el método descrito en la Seccidn "Nonparametric
approach" del libro de Ganapathy Vidyamurthy.

Suavizado de la funcidén de ganancias a partir del umbral
Delta

Calculo del valor del parametro $\lambda$ que aparece en
la ecuacidn 8.1 del texto de referencia. Seguimos la
técnica que se explica que se explica en la Seccidn
"Regularization" del libro. Lo Unico adicional que se
hizo fue hallar la derivada de la funcidn de costo 8.1 y
resolver el sistema que resulta de igualar todas las

derivadas parciales a cero.

@param y - Serie de tiempo con la funcidn de
probabilidad que el spread esté por encima de
Delta. Aqui Delta es la variable

independiente y se expresa como una fraccidn

65
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#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7
#7

de la desviacion estandard. Ver la Figura
8.2A del texto

@param 1 - Es el valor lambda que aparece en la funcidn
de costo (ec. 8.1)
@return - Una lista. que contiene
z - Es el vector z que minimiza la
funcidén de costo 8.1
cost - Costo de la solucidn z
costFit - Costo asociado al primer término
de 8.1 (Costo de ajuste).
costSmooth - Costo asociado al segundo

término de 8.1 (Suavidad del

ajuste)

smoothSolution <- function(y, 1) {

n <- length(y)

# Matriz asociada al sistema para localizar el optimo

a <- matrix(rep(0,n*n), nrow = n, ncol = n)

al1,1] <- 1+1

al1,2] <- -1

a[n,n] <- 1+1

aln,n-1] <- -1

for (i in 2:(n-1)) {
ali,i] <- 1+42%1
ali,i-1] <- -1
ali,i+1] <- -1

}

# Solucidn del sistema

sol <- solve(a,y)

# Calculo de los costos
costSmooth <- 0.0
for (i in 1:(n-1))
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costSmooth <- costSmooth + 1*(sol[i] - sol[i+1])x**2
costFit <- sum((y - sol)*%2)
return (list("z" = sol, "cost" = costFit+costSmooth,
"costFit" = costFit,

"costSmooth" = costSmooth))

b

require(graphics)

library(zoo)

#’ Calculo de Delta

#7

#’ Calcula la distancia a la media 6ptima para comprar el

#’ spread de dos pares cointegrantes.

#’ Se utiliza el método descrito en la Seccidn

#’ "Regularization" del libro de texto.

#7

#’ Qparam spread - Spread al que se le quiere

#? calcular el delta optimo.

#’ @param demoMode - Si se requieren o no

#? explicacidnes y graficas del

#° proceso.

#’ Qparam lambdaNBuckets - Namero de divisiones del umbral
#? delta para suavizar la funcién de
#? costo. Es el parémetro n de la

#? ecuacidén 8.1 en el libro de texto.
#? Sigue una escala logar’itmica.

deltaComputation <- function(spread, demoMode,

lambdaNBuckets = 80) {
# Calculo de la desviacidn
standardDeviation = sd(spread)
if (demoMode)
plot.zoo(as.zoo(spread), main=NA, ylab = "Spread")
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# Conteo de frecuencias por encima de los unbrales
rango <- max(abs(spread))/standardDeviation
stepDelta <- rango/lambdaNBuckets
xScale <- seq(0, rango, stepDelta)
rawCount <- rep(0, lambdaNBuckets)
for (i in 1:length(spread))
rawCount [round (1ambdaNBuckets*abs (spread[i])/
(rango*standardDeviation))] <-
rawCount [round (1ambdaNBuckets*abs (spread[i])/
(rango*standardDeviation))] + 1
if (demoMode)
plot.zoo(as.zoo(rawCount), main=NA, x=xScale, type="1",
ylab
xlab

"Conteo de valores por encima del umbral,

"Umbral lambda (como veces la desviacidn
standard)")

# Probabilidades de caer por encima de cada umbral
for (i in (length(rawCount)-1):1) {
rawCount [i] <- rawCount[i]+rawCount [i+1]
rawCount [i+1] <- rawCount[i+1]/(2*length(spread))
}
rawCount[1] <- rawCount[1]/(2*length(spread))
if (demoMode)
plot.zoo(as.zoo(rawCount), main=NA, x=xScale, type="1",
ylab = "Probabilidad",
xlab = "Umbral lambda (como veces la desviacidn
standard)")

# Conversidon de la funcidén de conteo a una forma
# estrictamente decreciente
for (i in 2:length(rawCount)) {

if (rawCount[i] == rawCount[i-1]) {

j=i
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while (j < length(rawCount) &&
rawCount[j] == rawCount[i-1])
j <- j+1
deltax <- (rawCount[j] - rawCount[i-1])/(j-i+1)
for (k in i:(j-1))
rawCount [k] <- rawCount[k-1] + deltax

}
if (demoMode)
plot.zoo(as.zoo(rawCount), main=NA, x=xScale,
type="1", ylab = "Probabilidad",
xlab = "Umbral lambda (como veces la desviacidn
standard)")

# Calculo de la funcidn de ganancias
profit = (rawCount * xScale[l:length(xScale)-1]) *
standardDeviation
if (demoMode)
plot.zoo(as.zoo(profit), main=NA, x=xScale, type="1",
ylab = "Ganancias",
xlab = "Umbral lambda (como veces la desviacidn
standard)")

# Calculo del valor 6ptimo de lambda en la ecuacidén 8.1 del
# texto Ganapathy Vidyamurthy
ldom <- seq(-4,12,0.25)
costl <- seq(-4,12,0.25)
for (i in 1:length(ldom)) {
1 <- exp(ldom[il)
result <- smoothSolution(rawCount, 1)
costl[il <- result$cost
}
if (demoMode)
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H OH H

plot(costl, x=1ldom, type="1", ylab = "Costo",
xlab="1log(lambda)")

equilibriumCost <- (max(costl)-min(costl))/30
equilibriumEntry <- findInterval(equilibriumCost, costl)
loptimal <- exp(ldom[equilibriumEntry])

result <- smoothSolution(rawCount, loptimal)

if (demoMode)

plot.zoo(as.zoo(result$z), main=NA)

revenue <- (result$z*xScale[l:length(xScale)-1]) *
standardDeviation
if (demoMode)
plot.zoo(as.zoo(revenue), main=NA, x=xScale, type="1",
ylab = "Ganancias",
xlab = "Umbral lambda (como veces la desviacidn
standard)")
maxUmbral = xScale[which.max(revenue)]

return (maxUmbral)

Quitando el siguiente comentario se ejecuta el ejemplo de

cdlculo de delta que aparece en el texto

cat("Delta = ", deltaComputation(rnorm(200, 0, 2), TRUE),
"veces la desviacidn estéandard")



Apéndice B
Promedio movil del spread

#’ Funcidn principal para suavizar
#’ @param spread - Spread al que se le quiere calcular el
#? suavizado.
suavizar = function (serie) {
#’ Funcidn para ignorar los valores muy altos de AIC
#’ Oparam xx - Seire de tiempo
#’ Oparam minOrden - Limite inferior de parémetros
#’ Oparam maxOrden - Limite superior de parametros
FiltroAIC = function (xx, minOrden=c(0,0),
max0rden=c(5,5)){
mejorAic = 1e9 #valor inicial de AIC
len = NROW(xx)
a=c()
for (p in minOrden[1] :maxOrden[1])
for (q in minOrden[2] :maxOrden[2]) {
if (p == 0 & q == 0)
next
fitl <- tryCatch(arima(xx, c(p, 0, q)),
error=function(err) FALSE,

warning=function(warn) FALSE)

71
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if (!is.logical(fit1)) {
fitlAic = fiti$aic
a=c(a,fitl1Aic)

}
return (min(a)+sd(a)*qnorm(0.6)) # selecciona el 10%
# menor de los datos
}

#’ Oparam xx

Serie de tiempo

#’ Oparam minOrden - Limite inferior de parémetros
#’ Oparam maxOrden - Limite superior de parametros
#’ Oparam umbral - Umbral para seleccionar AIC
BusquedaArima = function (xx, minOrden=c(0,0),
max0rden=c(5,5), trace=FALSE,
umbral=FiltroAIC(xx)) {
mejorAic = umbral
mejorpq = 25
len = NROW(xx)
for (p in minOrden[1] :maxOrden[1])
for (q in minOrden[2] :maxOrden[2]) {
if (p == 0 && q == 0)
next
fit1=FALSE
if ((p+q) < mejorpq)
fitl <- tryCatch(arima(xx, c(p, 0, q)),
error=function(err) FALSE,

warning=function(warn) FALSE)

if ('is.logical(fit1l)) {
fitlAic = fiti$aic
# me quedo con el mejor AIC
if (fitlAic < mejorAic) {
mejorAic = fitlhic
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mejorFit = fitl
mejorModel = c(p, q)
mejorpq = p*q
}
if (trace) {
ss = paste(sep="", "(", p, ",", q, "): AIC =
fitlAic)
print(ss)
}
}
else {
if (trace)
ss = paste(sep="", "(", p, ",", q, "): None")
print(ss)
}

¥
return(list(aic=mejorAic, fit=mejorFit,

model=mejorModel))

}

# Modelo con mejor AIC para la serie de tiempo

ARIMA_MODEL=BusquedaArima(serie)

# Modelo para generar parametros

fit3 <- arima(serie, c(ARIMA_MODEL$model[1], O,

ARIMA_MODEL$model[2]),
include.mean =
ARIMA_MODEL$fit$coef ["intercept"])

# Cambio el ruido de la observacidn

fit3$model$h=50

# Suavizado

sua=KalmanSmooth(serie, fit3$model, nit = QL)

return (as.xts(sua$smooth, order.by = index(serie)))

3
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