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RESUMEN

El grupo de series formales bajo la sustitucién, también conocido como el grupo de Nottingham,
es un objeto que ha llamado la atencién de la comunidad matematica debido a varias propie-
dades interesantes que cumple. En este trabajo hablamos sobre este grupo, algunos resultados
interesantes y unas generalizaciones.
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ABSTRAC

The group of formal powers series under substitution, also know like Nottingham group, is a
objet that has caught the attention of math community due many intersting properties that sa-
tisfies. In this work, we talk about this group, some interesting results and generalizations.



INDICE GENERAL




INTRODUCCION

En este trabajo, abordaremos teoremas interesantes que se relacionan con el grupo de Notting-
ham. Por ejemplo, un resultado nos dice que en el grupo de Nottingham sobre IF,, podemos
encajar cierta familia de grupos. El primer resultado con ésta filosofia fue hecho por Johnson en
[7]. El probé el siguiente resultado para char(R) = 0.

Proposicion. N (¢, R) contiene una copia de F,.

Aqui, NV (t,R) denota el grupo de Nottigham sobre R, un anillo conmutativo con 1. Después
Leedham-Green y Weiss probaron que cualquier p-grupo finito se encaja en N (t,[F,) y con
ayuda de esto, Camina ([1]]) prueba el siguiente resultado.

Teorema. Cualquier pro-p grupo con base numerable puede ser encajado en N (t,F ;) como un subgrupo
cerrado.

La demostracién del resultado de Johnson puede verse en [7] mientras que el resultado de
Camina se analiza en el capitulo 3.

El trabajo se divide de la siguiente manera:

En el capitulo 1, abordamos la teoria de campos locales, grupos profinitos y una forma de aso-
ciar una estructura de Lie a un grupo cualquiera a traves de filtraciones, las cuales son funciones
definidas en el grupo con imagen en los reales positivos.

En el capitulo 2, introducimos el objeto principal del trabajo, el grupo de Nottigham, el cual
es un grupo de series formales donde la operacion estd dada por la composicion de series con
coeficientes en un anillo conmutativo con identidad R. Vemos algunas propiedades que cumple
y calculamos la estructura de Lie asociada a una filtracién que aparece de manera natural en el
grupo. Esta filtracién es llamada profundidad.

En el capitulo 3, presentamos uno de los resultados mas interesantes sobre el grupo de Notting-
ham, el Teorema de Camina, ya mencionado arriba.

En el capitulo 4, desarrollamos tres ejemplo de generalizaciones al grupo de Nottigham y cal-
culamos las estructuras de Lie asociadas a una filtraciéon que generalizada la profundidad a estos
casos.
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CAPITULO

PRELIMINARES

En este capitulo veremos algunos resultados preliminares necesarios para el desarrollo de este
trabajo.

1.1 CAMPOS LOCALES
Los campos con los que trabajaremos son los IF,((X)) los cuales son campos locales. Por ello,
en esta seccion abordaremos la teoria necesaria de campos.
Sea F un campo y sea v : F* — Z un epimorfismo de grupos. Ponemos v(0) = +o0.
Definicién 1.1. Si v cumple

v(a+ B) > min{v(a),v(B)}, (1.1)

decimos que v es una valuacion discreta en F y a F lo llamamos campo de valuacion discreta.

Observacion 1.1. Hay una definicion mds general para una valuacion discreta en la que se pide que
la imagen de v sea un subgrupo aditivo de R que sea isomorfo a Z. (por ejemplo p~1Z). Sin embargo,
siempre podemos regresar al caso de la definicion haciendo la composicién de v con el isomorfismo.

Por cémo se define v tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 1.1. Sean
A={xeF|v(x) >0} (1.2)

I={xeF|v(x)>0} (1.3)
Entonces A es un anillo e I un ideal.
Demostracion. Tenemos que v(xy) = v(x) + v(y), entonces A es cerrado bajo el producto y por
la desigualdad es cerrado bajo la suma. Nétese que v(1) = v(xx™1) = v(x) +v(x71) =

v(x) —v(x) = 0, con lo que podemos ver que v(—1) = 0. Con esto tenemos que v(x) = v(—x),
es decir, hay inversos aditivos en A.

Que I sea ideal se sigue de que v es homomorfismo y la desigualdad (1.1). O
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Notese que a € A es invertible si y s6lo si v(a) = 0; con esto tenemos:

1. Si w € A estal que v(r) = 1, entonces I = (rt): si v(x) = v(y), entonces xy ! en F
tiene valuacion 0. Asi, existe un u € ker(v) tal que x = uy. En particular urr"(*) = x. Esto
prueba I = (7).

2. I es un ideal maximal de A. Mas aun, es el tnico ideal maximal y A es un dominio de
ideales principales. Para cada ideal | de A, existe un s € | de valuacién minima. Témese s
como generador y con el argumento anterior se tiene que | = (s). En particular, tomando
como generador a 77¥(*) tenemos que todo ideal de A es de la forma (7" y esta contenido
en [.

3. I es el tinico ideal primo en A. Esto por la forma de los ideales.

Definicién 1.2. Definimos

o Un anillo de valuacion discreta como un dominio de ideales principales Noetheriano que tiene un
tinico ideal primo.

e El campo residual de F como k, = A/ L

o Un elemento uniformizante (o primo) 7t como un generedor de 1.

Observacion 1.2. Tenemos lo siguiente
o A es anillo de valuacion discreta con I ideal maximal.
o Cualquier elemento uniformizante es no nilpotente.

e Dado un anillo de valuacién discreta A tenemos una funcion v asociada la cual definimos como
v(x) = nsiy sdlosi x = 7t"u, con u invertible. Esta funcion se extiende a una valuacion discreta
en Q(A) (el campo de cocientes de A) como v(a/b) = v(a) — v(b). Mis atin, si K es un campo
de valuacién discreta con Ay anillo de valuacién discreta, entonces Q(Ax) = K con la misma
valuacion.

Los campos (o anillos) de valuacién discreta los podemos dotar de una topologia asociada a
la valuacién. La topologia en F es la [-adica; esto es, {I"} forma sistema de bases para las
vecindades de 0. Con esto, podemos definir convergencia y sucesiones de Cauchy.

Definicién 1.3. Sea S = {x;} una sucesion en F.

1. Decimos que S convergea x € F si paratodon € IN, existeun M € IN, tal que si j > M, entonces
xi—x eI
]

2. Decimos que S es una sucesion de Cauchy si para todo n € IN, existe un m € IN, tal que si
j,i > m, entonces x; — Xj € I

Observacién 1.3. También podemos darle topologia a F mediante el valor absoluto dado por v. Defini-
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mos el valor absoluto asociado a v como |x| = a*™), para algiin a € (0,1). Lo importante de esto es que
ambas topologias coinciden, la topologia dada por | - | y la I-ddica. Esto puede verse por como se define el
valor absoluto, ya que |x — y| < €, implica |x — y| = a"*~Y) < ¢, lo que hace que x —y € IN, para N
tal que v(x —y) > Ny e > aV.

Proposicién 1.2. | - | como arriba es un valor absoluto en F.

La demostracion se sigue de la definicién de valuacién (p- 1)), salvo la desigualdad trian-
gular, la cual pasa primero por la siguiente desigualdad.

Definiciéon 1.4. Un valor absoluto que cumple |x + y| < sup{|x|, |y|} se llama no-arquimediano o
ultramétrico.

El valor absoluto | - |, asociado a v, es ultramétrico en F. Esto por la propiedad 1) de la Definicién
..

Si F es completo respecto a la topologia dada por | - | (o la I-adica), decimos que es un campo
de valuacién discreta completo.

Proposicién 1.3. La v estd unicamente determinada en un campo de valuacion discreta completo.

Esto se sigue del siguiente lema.

Lema 1.1. Dos topologias en F definidas por dos valuaciones discretas v1, vp coinciden si y sélo si
V1 = V.

Demostracién. Silas valuaciones son iguales, claramente se tiene que las topologias lo son.

Supongamos que las topologias son iguales. Sean 711 y 712, dos elementos uniformizantes para
V1 y 1y, respectivamente. Notese que a” — 0 siy s6lo si v(a) > 0. Entonces, v1(a) > 0siy s6lo
sivp(a) > 0. Por ello, v1(72) > 1y va(7ry) > 1.Sivy(7m2) > 1, tenemos vp(my 7, 1) > 0. Luego,
1/1(711712’1) > 0; estoes, v1 () < 1. Asi, v1(7r2) = 1. Por lo tanto, v; = v5. O

Definicién 1.5. Un campo local es un campo de valuacion discreta completo donde el campo residual es
finito.

Es un hecho que los campos con los que estamos trabajando, dada la topologia I—&dica, son
localmente compactos.

Proposicién 1.4. Sea K un campo de valuacion discreta. K es localmente compacto si y sélo si k, es
finito y K completo; es decir, es campo local.

Demostracién. Primero, nétese que I" es cerrado para cada n. Para ver esto, sea {a;} una suce-
sién en I" y supongamos que converge a a. Esto singnifica que existe un N tal que a; —a € I",
para todo i > N. Como g; € I" se tiene que a € I". Esto incluye a I’ = A.
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(=) SiK es localmente compacto, entonces es completo. Como sabemos I" forma un sistema
de vecindades para cero. Entonces I" es compacto para algtn n. Multiplicando por 7"
tenemos 71" (I") = A, lo que muestra que A es compacto. Asi A/ es discreto (si p es la
proyeccion al cociente, entonces p~!(a) = a + I es abierto) y compacto, por ello finito.

(<) De la Observacion (p. 2) las topologias coinciden. Por cémo se define la completa-
cién via la topologia I-ddica, tenemos que si A es el anillo de valuacién discreta de K,
BmA/I" = A es la cerradura de A en K. Como K = K por ser completo y A cerrado,

entonces A = A. Ademaés, A/I" es finito pues A/I" = Z;;} W A/ es decir, A es limite

inverso de conjuntos finitos, entonces es compactoﬂ Asi K es locamente compacto.

]

Teorema 1.1. Cualquier campo local de caracteristica p es isomorfo a un campo de series formales de
potencias en una variable con coeficientes en un campo finito.

La demostracién puede verse en [11] capitulo I, seccion 4, Teorema 8.

En la demostracion se obtiene mds, ya que las series de potencias a las que es isomorfo el campo
tiene coeficientes en el campo residual.

Sea L/F una extension finita de un campo de valuacién discreta completo F con valuacién vr.
Tenemos el siguiente resultado sobre la extensién y la valuacién vr.

Proposicién 1.5. La valuacion vy puede extenderse de manera tinica a una valuacion discreta en L,
v, de tal forma que L es completo. Ademds, el campo residual de F se puede ver como un subcampo del
campo residual de L.

La demostracién puede verse en Serre [10] capitulo 2 Proposicién 3.

La siguiente definicién la usaremos mds adelante.

Definicién 1.6. Decimos que la extension L/ F es totalmente ramificada si k; = kr.

1.1.1 EJEMPLOS

Sélo daremos los dos ejemplos mas importantes dentro de la teoria de campos locales.

En un campo local el valor absoluto se llama normalizado si |x| = g~"(*) con g la cardinalidad
del campo residual. Aqui tomaremos los ejemplos normalizados.

ISe ve en la seccién de grupos profinitos.
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EL CaMPO Q,

. . .. .. . . a
Consideremos p un primo fijo. Definimos sobre cada ntimero racional b

como

€ Q, la valuacioén v,

a a a

Vp (E) =, siy = ply; con (a’,p)=(¥,p) =1

Proposicién 1.6. v, definida como arriba es una valuacion en Q.

El anillo de valuacion discreta asociado a vy, en Q, es la localizacién Z ).

Observacién 1.4. Q no es completo respecto a vy. Denotemos por |x|, la norma dada por vy. Para ver
que no es completo, considere a entero, con 1 < a < p — 1, y defina x, = a?".

2
1. xy es de Cauchy: por el pequefio teorema de Fermat vemos que a¥ —a = pmy,a? —aP = pmy,...,

-1
a?’ —a?"" = pm,. Sumando obtenemos a? —a = pm, 0 a?" = pm + a. Entonces, elevando a la
N
p", tenemos

N

p N .
" =P = (pm)P" + ) (pi >(pm)pN_la’. (1.4)
i=1

. N+ N —
Cada sumando aporta almenos N potencias de p. Entonces, [a?” —a?" | < p~N.
2. xy no converge: supongamos que si y sea x el limite. Entonces,

x =limx; = limx;;1 = lim xf = (limx;)P = xP. (1.5)
Ademds |x — a|, = p~V*=%) < p=(0) = 1. Es claro que si |y|, < 1, p|y. Asi p|x — a. Por ,
x = 1 (no puede ser cero pues |x,|, = 1). Sea 1 —a = pb. Escribamos a = pb' + 1. Si b’ > 0,
entonces p < a. Si b’ <0, entonces a < 1. Ambas contradicciones.

La completaciéon de Q respecto a esta valuacion es el campo de los ntimeros p—4adicos denotado
Qy. El anillo de valuacion discreta asociado a Qy es el anillo de los enteros p—adicos denotado
por Z,.

De este ejemplo podemos ver que no hay una tinica manera de completar un campo de valua-
cién discreta.

EL CamMPO F,((X))

Consideremos K = IF((X)), las series de Laurent de cola finita con coeficientes en IF,. K es
un campo de valuacion discreta. La valuacion estd dada como sigue: Sia € K, entonces a =
Yi>na;X/, con a, # 0. Definimos v(a) = n.
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Proposicién 1.7. K con v es un campo de valuacion discreta.

Esta se sigue solo de la definicién de producto en K. Nétese que A = IF,[[X]] y por la Observa-
cion[L2)(p-B) Q(A) = Ey((X)).

A diferencia del ejemplo anterior, K es completo. Por ello v es la tinica valuacion en la que K es
completo.

1.1.2 OBSERVACIONES SOBRE [F,((X))

Denotemos, como antes, K = IF,((X)) y A = F,[[X]]. Sean H(FF,) = {¥;>1 aiX) | a1 # 0}y
Aut(A) el grupo de automorfismos de A. Es fécil ver que H(IF,) es un grupo bajo la sustitu-
cio

Proposicién 1.8. H(IF,) = Aut(A).

Demostracion. Que los elementos de H(IF,) son automorfismos de A se prueba en el capitulo
siguienteﬂ Sea f € Aut(A). Entonces, f queda completamente determinado por su accién en
X. Como f(X) € A, setiene f : X — }.;»q f;X/. Si fi = 0, entonces f es no es invertible, pues

el inverso tendria que mandar X +— Y ¢;X’, pero f 1o f : X+ ¢X? +...; es decir, mandaria a
algo que por lo menos empieza en la potencia cuadrada. Asi f; # 0. O

Sea Aut(K) el grupo de automorfismos de K, entonces

Proposicién 1.9. Aut(K) = Aut(A).

Demostracion. Por la Observacion[l.2](p.2) Q(A) = K. Entonces todo automorfismo de A puede
extenderse a uno en K. Si f € Aut(K) entonces podemos restringir a f|4 y como los automor-
fismos preservan la valuacion, entonces f|4(x) € A (se muestra abajo). N

Sea f € Aut(K) y defina vf como v¢(x) = v(f(x)). Entonces, vy es una valuacién en K y por
ser K completo tenemos que v = vy (Proposici(’)n (p. ). Se sigue que f preserva la valua-

cién, entonces f~1(I") = I"; es decir, f es continuo. Sea Aut.(K) el grupo de automorfismos
continuos de K, por lo anterior tenemos

Proposicién 1.10. Aut.(K) = Aut(K).

2La demostracién es andloga a la de la Proposicién (p. .
3La demostraci6n es analoga a la de inversos en la Proposici()n (p- .
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1.2 GRUPOS PROFINITOS Y PRO-p GRUPOS

El estudio de los grupos profinitos inicia en la Teoria de Galois: cuando uno trabaja con subex-
tensiones finitas de una extension de Galois, uno observa que el grupo de Galois de la extensiéon
puede construirse como limite inverso del sistema dado por los grupos de Galois de todas las
subextensiones finitas de la extensién. Como se sabe, tales grupos son finitos. Grupos construi-
dos como limites inversos de grupos finitos son llamados grupos profinitios. Todo lo visto en
esta seccion se puede consultar en [3].

1.2.1 GRUPOS PROFINITOS

Definicién 1.7. Un grupo topolégico que es Hausdorff, compacto y donde los subgrupos abiertos forman
una base para la topologia se llama profinito.

Observacién 1.5. Es claro que en un grupo topoldgico cualquier subgrupo que contiene un conjunto
abierto es abierto. Asi, la condicién de que los subgrupos forman una base para las vecindades de 1 es
equivalente a que cualquier conjunto abierto que contiene a 1 contiene un subgrupo abierto.

Proposicién 1.11. Sea G un grupo profinito. Entonces:

1. Cualquier subgrupo abierto de G es cerrado, tiene indice finito en G y contiene un subgrupo normal
abierto.

2. Un grupo cerrado es abierto si y solo si es de indice finito.
3. La familia de todos los subgrupos abiertos de G intersectan en {1}.
4. Una sucesion en G converge si y solo si es de Cauchy; es decir, G es completo.

Una sucesion {g;} es de Cauchy en G si para cada N < G abierto, existe un n = n(N) tal que
gigfl € N, para todo i,j > n.

Demostracion. 1. Las clases laterales forman una cubierta abierta de G. Por compacidad se
tiene el resultado.

2. Laida es por compacidad. El regreso, del hecho de que multiplicar es un isomorfismo en
un grupo topolégico.

3. Por compacidad y 1.

4. Por compacidad, existe una subsucesién convergente {g;, }. Sea g el limite. Sea N un sub-
grupo normal abierto de G. Entonces, la vecindad ¢N de g cumple que para todo ny,

gj. € §N, para todo k > n3. De la misma forma, existe un n; tal que g; € g;N, para todo
i,j > ny. Tomando n = max{ny, ju, }, tenemos que que g; € ¢;N = gN, parai,j > n.
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]

Tenemos una segunda definiciéon de grupo profinito, esta se basa en la construccién de limite
inverso.

Sea {G,} un sistema inverso de subgrupos finitos con la topologia discreta. Entonces , [T G,
tiene la topologfa producto y m Gy se vuelve un grupo topolégico.

Sea G una familia de subgrupos normales de G ordenados por la inclusién. Entonces, los cocien-
tes {G/N | N € G} forman un sistema inverso con las funciones definidas como [a]n — [a] 1,
tomar la clase del representante.

Proposicion 1.12. Si G es un grupo profinito, entonces, G es topologicamente isomorfo a l&n G/N,
donde el sistema es {G/N | N <G abierto}. A la inversa, el limite inverso de un sistema de grupos
finitos es un grupo profinito.

Demostracion. Sea D = I'&nG /N. Tenemos una la funcién | : G — [[G/N, dadapor | : g —
(§N)n. Como todos los subgrupos normales intersectan en 1 (Proposicién 3 (p. [7)), esta es
inyectiva. Tenemos J(G) < D. Sea (¢gyN) € D. Entonces cualquier coleccién finita de clases
gNN tiene interseccién no vacia. Como las clases son cerradas (N lo son) y son subconjuntos
de un espacio compacto G, tenemos que existe 1 # ¢ € NyqcgNN, N abiertos. De donde
J(g) = (gnN). Probaremos que | es continua.

Sean M < G abierto y
Um)= [ G/Nx J]{1} <J][G/N.

N#*M N>M

Entonces, los subgrupos U(M) N D forman una base para las vecindades de 1 en D y para cada
M, J7H({U(M)) = M, el cual es abierto en G. Como una funcién continua y biyectiva entre un
conjunto compacto y uno Hausdorff es un homeomorfismo, tenemos el resultado.

Para la inversa, consideremos una sistema inverso de grupos finitos { G, },c4, cada uno con la
topologia discreta. Entonces, [ ] G, es Hausdorff y por el teorema de Tychonoff es compacto. Si
1 € U es un abierto, entonces contiene un conjunto de la forma

ues) = H G X H{l}/

agES x€ES

para S C A finito, esto por como se define la topologia producto. Esto prueba que [] G, es
profinito. Todas las propiedades son heredables, sélo falta probar que D = ILn Gy es cerrado.

Sea ¢ € []Gx — D. Entonces existe un v > y en A, tal que 71,,(gy) # gu- Asi, §U(v, i) es una
vecindad abierta de gen [ G, y gU (v, #) N D = @. De lo contrario tendriamos un h = (h,) tal
que gy = hy = myu(hy) = 7y, (8v)- Es decir, [T Gy — D es abierto en [] G,. O
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EJEMPLO: LA COMPLETACION PROFINITA

Sea G un grupo y A una familia de subgrupos normales de G con indice finito. Como antes, la
familia {G/N | N € A} forma un sistema inverso de grupos finitos. Entonces,

Ga = lim G/N,
NeA

es un grupo profinito. N6tese que la funcién natural G — G4 tiene como kernel Nnea N =
K.

Proposicién 1.13. G/K se encaja como un subgrupo denso en G 4.

G4 es una completacién profinita de G. Cuando A son todos los subgrupos normales de G con
indice finito, decimos que G4 es la completacién profinita de G.

Un hecho que nos ayudard mas adelante es el siguiente .

Proposicién 1.14. Si G es un grupo profinito finitamente genemdoﬁy m > 1 entero, entonces G tiene
solo un niimero finito de subgrupos de indice m.

Demostracion. Supongamos que G es topologicamente generado por d elementos. Entonces, te-
nemos a lo més (m!) homomorfismos continuos de G en el grupo simétrico X, (con la to-
pologia discreta). Si H < G abierto tal que [G : H] = m, entonces la representacion de la
permutacién de G en las clases laterales derechas de H es continua, y la imagen inversa de una
permutacién es la interseccién de m conjuntos abiertos de la forma x ' Hy y H es exactamente
la imagen inversa en G de un punto estabilizador en X,,. Entonces, no hay mas que m(m!)?
posibilidades para H. O

1.2.2 PRO-p GRUPOS

Los pro-p grupos son los grupos profinitos que nos interesan por el resultado principal del
trabajo.

Definicién 1.8. Un pro-p grupo es un grupo profinito en el cual cualquier subgrupo abierto normal
tiene indice una potencia de p.

Observacion 1.6. De la definicion vemos que todo subgrupo abierto tiene indice una potencia de p, por
la Proposicion (p.[7).

Como un pro—p grupo es un grupo profinito, este se puede ver como limite inverso de grupos
finitos, pero de grupos finitos particulares.

“En el caso de grupos topoldgicos decimos que un grupo G es generado por X si G = (X)
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Proposicién 1.15. Un grupo topolégico G es un pro—p grupo siy sélo si G es topologicamente isomorfo
a un limite inverso de p—grupos finitos.

Demostracion. Si G es un pro—p grupo, entonces G = @ G/N (1.12 (p. ), donde los N son
subgrupos normales abiertos de G. Entonces tienen indice una potencia de p.

Para la inversa, supongamos que G = l'mae A Gy, con cada G, p—grupo finito. Entonces, G es
un grupo profinito (I.12] (p. [§)). Ahora, cualquier subgrupo abierto de G contiene un subgrupo
de la forma

G(S)=Gn (1‘[ G X ]’[{1}) ,

a¢gs xeSs

para algtin S C A finito. Como

[G:GITTIG

aES

esto implica que cualquier subgrupo abierto de G tiene indice igual a una potencia de p. O

EJEMPLOS

1. Los enteros p—adicos Z, forman un grupo profinito. Por como se define la completacion

_—

en Q, de vy, tenemos Z, = Z ) = I'&nZ/p”Z, es decir, son un pro—p grupo.

2. La pro—p completacién se define como tomar la completacién profinita para el conjunto
de todos subgrupos normales con indice una potencia de p.

3. Sea X un conjunto finito no vacio. El pro—p grupo libre en X se define como la pro—p
completacion del grupo libre en X H

Cerramos esta seccion con unos resultados que usaremos mas adelante.

Proposicién 1.16. Si G es pro—p grupo finitamente generado, entonces todo sugrupo de indice finito
en G es abierto.

La demostracién se puede ver en [3], Capitulo 1 Teorema 1.17.

Corolario 1.1. Cualquier homomorfismo de grupos de un pro— p grupo finitamente generado a un grupo
profinito es continuo.

SEste cumple con una propiedad unviersal, pero para ello necesitamos definir lo que se entiende como 1-
convergencia en un grupo, la cual es esencial para definir el anadlogo de grupos libres en grupos profinitos. Pero
para este caso es suficiente lo mecionado en el ejemplo.
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Demostracién. Sean G un pro—p grupo finitamente generado, H un grupo proﬁmto yf:G—H
un homomorfismo de grupos. Sea K < H un subgrupo abierto, entonces f~Y(K) es un subgrupo
de indice a lo mds [H : K] en G, asi por la Proposicién _ f~Y(K) es abierto en G. Como los
subgrupos abiertos forman una base para las vacindades de 1 en H entonces f es continuo. [J

Y como corolario de este resultado tenemos

Corolario 1.2. Si G es un pro-p grupo finitamente generado, cualquier automorfismo de G como grupo,
es un automorfismo topoldgico.

1.3 FILTRACIONES Y SERIES CENTRALES EN GRUPOS

Aqui estudiamos la forma de asociar una estructura de Lie a un grupo cualquiera.

Notacién: Usamos la notacién para los conmutadores c(a,b) = aba~'b~! (grupo), [A,B] =
AB — BA (algebra) y en un algebra de Lie denotamos el producto por (x,y) — [xy]. Para los
subgrupos usamos ¢(H,L) = ({c(h,1)|h € H,I € L}), donde (X) es el subgrupo generado por
X.

Definicién 1.9. Una filtracion en un grupo G es una funcion w : G — R U {400} que satisface lo
siguiente:

1. w(l) = +-o00.
w(g) > Oparatodo g € G.
w(gh™) = inf{w(g), w(h)}.
w(c(g h)) = w(g) +w(h).

Observacién 1.7. La condicion 3) implica w(g) = w(g™'). Lo cual se obtiene viendo que w(x~1) =
w(lx™) > w(x) =w@(x"1) 1) > w:x1).

Para r > 0 definimos los siguientes subconjuntos de G:
*Gr={geCluw(g)=r}
e G ={geGlulg) >r)

Observacién 1.8. Gy = G; = G, para todo r se tiene que G, C G,y sit > s, entonces G, C Gs y
G,;" C G es decir, las sucesiones {G;" } y { G, } son decrecientes.

Proposicion 1.17. G, y G; son subgrupos normales de G.
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Demostracién. La condicion 3) en la Definicién[1.9)(p. [1T) muestra que ambos son subgrupos de
G (pues w(gh™!) > inf{w(g),w(h)} > r (respectivamente > r)). Para ver que G, es normal,
tomese ¢ € Gy h € G, entonces, por ser w una filtracién, tenemos

w(ghg'h™) > wh) +w(g) >r+w(g) > (1.6)

Ast, ghg™'h! € G,f; esto es, ghg™! = xh € G,, para algtin x € G,". La misma cuenta muestra
que G, es normal en G (al tomar & € G;' cambia > por > en la desigualdad central de (p.

[12))). O

Estos grupos nos ayudaran a formar los bloques con los que construiremos una estructura de
Lie para G.

Definicién 1.10. Para r > 0, definimos

grw,r(G) = GT’/G;’_/ (1.7)
grw(G) = Zgrw,r(G)' (1.8)

Observacién 1.9. gr,, .(G) es un grupo abeliano. Ademds, si 7, : G, — gr,,,(G), es la funcién
cociente, entonces 7, (h) = m,(ghg™ '), para todo g € G.

La demostracion de la Proposicion[1.17)(p.[L1) mostré que c(g,h) € G, paratodo g € Gy todoh € G,,
de esto se siguen ambos hechos.

Ahora consideraremos a gr,, ,(G) como Z—médulo.
Proposicién 1.18. La funcion ¢, s : Gy X Gs — Gy, definida como ¢, 5(g,h) = c(g,h), induce una
funcion bilineal ¢, s : gr,, ,(G) X gr,, (G) — gr, ,15(G), definida como ¢, (g, h) = mrs(c(g, 1))

Antes de la demostraciéon unas identidades que serdn de utilidad.

Lema 1.2. Para cualesquiera g, h,x,y € G se tiene:
1) c(xy,z) = xc(y,z)x Le(x, z).
2) e(x,yz) = e(x,y)ye(x,2)y "

1 1

Demostracion. 1) c(xy,z) = xyzy a7 1z71 = x(yzy lz7Dx T (xzx~1z71) = xe(y,z)xe(x, 2)
2) Del hecho ¢(y, x) = (c(x,y)) !, obtenemos

c(x,yz) = (e(yz,x)) ™" = (ye(z, 1)y~ 'e(y, ) ™" = e(x,y)ye(x,2)y~".

Regresando a la proposicién:
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Demostracion. 1) ¢, s estd bien definida: sean 7,(¢) = 7,(h) y ms(a) = 715(b). Por el Lema
tenemos

mris(c(g,a)) = mris(c(xh,a)), donde x = gh~! € G/,
= 7Tr+s( x‘lc(x,a)),
= Trys(x B+ 7145(c(x,a)), gr,,s(G) es abeliano,
= my4s(c(h,a)), mys(c(x,a)) =0, porque c(x,a) € G,'.,.

De forma andloga (usando la parte 2 del Lemal[l.2) 7,45(c(g,a)) = 7r4s(c(g, b)) y con ambas
obtenemos 71,45(c(g,a)) = mr4s(c(h, b)).

2) Esbilineal: Sean g,h € G,y a,b € G, entonces

Tris(e(gh,a)) = mis(ge(h,a)g™e(g, a)),
= Tis(ge(h,a)g™l) + mrys(c(g, a)),
7Tr+s(c(g/a)) + 7T1’+S(C(h/a))'

Tris(c(g,ab)) = mris(c(g, a)ac(g, b)a” ),
Tris(e(g,a)) + Tris(ac(g, b)at),
= Trys(c(g,a)) + 7tris(c(g, b))

Por como esta definida ¢, s, esto prueba la proposicion. O

Observacion 1.10. Las funciones ¢,s se puede extender linealmente a ¢ : gr,(G) x gr,(G) —
gr,,(G), considerando a gr (G) como Z—médulo.

Definicién 1.11. Un anillo de Lie es un Z—mddulo en el cual hay un corchete de Li(ﬂ definido. Si
consideramos R-médulo, para un anillo R, donde hay un corchete de Lie definido, decimos que es una
R-dlgebra de Lie.

Teorema 1.2. gr (G) es anillo de Lie con [- -] :=¢(-, -) como corchete de Lie.

Como antes, un lema que nos ayudard en los célculos.

Lema 1.3. Sea G un grupo con elemento identidad e. Entonces, para cualesquiera x,y,z € G, tenemos

c(c(x,y),yzy‘l)c(c(y,z),zxz_l)c(c(z,x),xyx_l) =e.
Demostracion. Al desarrollar cada factor tenemos:

o c(c(x,y),yzy~t) = (xyx~lzx)(y x"lyz "yl = ABTL

c(e(y,z),zxz7 ") = (yzy~txy)(z 7y~ 'zx~'z7) = BCTL.

®Recuerde que un corchete de Lie es una funcién bilineal (a,b) — [ab] que satisface [aa] = 0 y la identidad de
Jacobi.
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o c(c(z,x),xyx™1) = (zaz7lyz) (x 1z lay~1z71) = CcA~L.

Entonces, c(c(x,v),yzy 1) e(c(y, z), zxz" He(e(z,x), xyx~ 1) = AB"IBC7ICA~! =e. O
Ahora la demostracion del teorema.

Demostracion. Sea A € gr,,(G). Por definicion A =}, A,. Demostraremos i) [AA] = 0y ii) que
[- -] satisface la identidad de Jacobi. La bilinealidad ya se tiene:

i) Por la bilinealidad de [- -], es suficiente probar que [A;A;] = 0y [A;As] = —[AsA,].
Sea ay, as tales que 7, (a,) = A,y ms(as) = As. Entonces,

[ArAr] = (7t (ar), e (ar)) = T2 (crr(ar, ar)) = m2r(e) = 0.

[ArAs] = Er,s(nr(ﬂr)/ TTs (as))/
= Tly4s (Cr,s (ﬂr/ as))/
= Tly4s (Cs,r(as/ ar)il)/
= _7Tr+s(cs,r(as; ar))/
= Es,r(ns(as)/ ﬂr(ﬂr))/
= —[AA/].

Por la bilinealidad de |- -] tenemos que [AA] = 0.

ii) Sean A,B,C € gr,(G). Denotemos J(A,B,C) := [[AB]C] + [[BC]A] + [[CA]B]. Es claro
que ] es trilineal, entonces es suficiente probar que J(Ay, Bs,Ct) = 0. Sean a, b, ¢ tales que
n.(a) = A,y andlogo para b y c. Denotemos A = r + s + t, entonces

J(Ay, Bs, Ci) = my(crysi(crs(a,b),c)) + ma(csity(csi(b,c),a))
+7tr(Ctyrs(cer(c,a), b)),
= 1a(cryst(crs(a,b),beb™1)) 4 1y (csprr(cs(b, c),cac™t))
+70a(Ctirs(crr(c,a),abat)),
= 1a(cryst(crs(a,b),beb™b) - csipr(csi(b,c),cac™) - crirs(crr(c,a), aba™t)),
= ma(c(c(a,b),bcb™1) - c(c(b,c),cac™t) - ¢(c(c,a),aba1)), por el lema,
= m(e) =0.

O
Esta es la manera en que podemos asociar una estructura de Lie a un grupo. Sin embargo, las

tiltraciones en las que nos enfocarémos son las “enteras”, las cuales abordaremos en la siguiente
seccion.

1.3.1 FILTRACIONES ENTERAS

Diremos que una filtracion w : G — R U {+oo} es enterasi w(G — {1}) C Z.
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Proposicién 1.19. Sea G un grupo. Tenemos una correspondencia uno a uno entre:
1) Filtraciones enteras,
2) Sucesiones decrecientes { Gy }eN de subgrupos de G tales que:
i) G =G.
ii) ¢(Gn, Gm) C Gugm-
Observacion 1.11. Una sucesion como en 2) debe ser de subgrupos normales:sig € Goyh € G = Gy,
entonces c(h,g) € G,11 C Gy = hgh™! = ¢(h,§)g € Gy. Es decir, G, <1 G.
Ahora la demostracion de la Proposicién [1.19

Demostracion. (=) Se sigue del la definicion de filtracion (1.9 (p.[11)) y la Observacion [1.8] (p.
11).

(<) Definimos w(g) = sup{n | § € G, }. Vamos a probar que w es una filtracion.

La parte 1y 2 de la Definicion[1.9] (p.[L1) son inmediatas, ademés de que w(g) = w(g™).
Sean m,n € IN y supongamos que m < n.Si g € G, yh € Gy, entonces g € Gy, y
gh™! € Gy. Estonosda w(gh™') > inf{w(g),w(h)}.Sin = +0 6 m = +oola desigualdad
es clara. Por la condicién ii) tenemos que ¢(g, h) € Gy y se tiene 4). Por construcciéon w
es entera.

]

Definicién 1.12. Una sucesion {Hy} de subgrupos de G que cumplen con la condicién 2 de la Pro-
posicion (p. la llamaremos serie fuertemente central. Si sélo satisface ¢(G, H;) C Hjyq, la
llamaremos serie central.

1.3.2 EJEMPLOS

amos dos ejemplos de serie central: La “serie central descendente”, la cual es fuertemente
D d los d tral: La “ tral d dente”, 1 1 es fuert t
central y de donde derivamos el nombre de las series, y la “serie de dimensién”.

Para ver un ejemplo de una filtracién no entera, ver la seccién 4.3 (p. [46) del capitulo 4.

EJEMPLO: SERIE CENTRAL DESCENDENTE

Definicién 1.13. Sea G un grupo. Definimos v1(G) = G y 71(G) = ¢(G, 1,-1(G)).
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Proposicién 1.20. Sea G un grupo. Entonces, {y,(G)} cumple con 2) de la Proposicion (p.[15).
Mis aiin, si { H, } también lo cumple, entonces v, (G) C H, para toda n € IN.

Demostracion. La condicién i) se sigue por definicién. Vamos a probar ii) por induccién en .
Sea m fijo. Entonces, para n = 1, tenemos

(G, 1m(G)) = <(1(G), 1m(G)) = Ym41(G) C Ym(G).

Esto también prueba que es una sucesién decreciente.

Supongamos el hecho para n > 1. Por el Lema [1.3|(p. [13) tenemos

c(7n(G), Ym(G)) c(e(G,11n-1(G)), 1m(G)),

c(c(1n-1(G), 7m(G)), G) - e(e(ym(G), G), 7n-1(G)),
C(’)’n+m 1(G) G) C(7m+1( )r Yn— 1(G))/
Yntm(G) - Ynim(G) = Ynm(G).

NN N

Ahora, si {Hy,} cumple 2) de la Proposicién (p- [19), entonces H; = 71(G). Supongamos
que v,(G) C Hy, para n > 1. Entonces,

’)’n+1(G) = C(G/ ’Yn—l(G)) C C<H1/ Hn) C Hn+1-

EJEMPLO: SERIE DE DIMENSION

Sea R un anillo conmutativo con 1y G un grupo. El anillo del grupo sobre R es el R-dlgebra

R[G] = { Y 48 | ag € R,Vg € Gy ag # 0, para un ntimero finito },
g€G

donde las operaciones estdn dadas por

(Z Dégg> + <Z /ng> =) (ag+Bg)g,

g€G geG g€eG

<g;? agg) (hezc ﬁhh) - lg (ghz—l “gﬁh) '

Definimos ¢ : R[G] — R, dado por &(}gcc #58) = Ygec @g, €l cual es un homomorfismo de
anillos.
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Definicién 1.14. ¢ es llamado homomorfismo de aumentacion y Ar(G) = ker(e) ideal de aumentacion.

Escribiremos A por Ag(G) y 1g por g en R[G]. Para g € G definimos

w(g) :=sup{k|g—1¢ A}

Observacion 1.12. w estd bien definida; esto porque G — U(R[G]), las unidades de R[G)]. Asi, para
todo g existeunn € IN tal que g —1 € A",

Proposicién 1.21. w es una filtracion entera en G.

Demostracion. Por definicion de w, es claro que w(1) = ooy w(g) > 0, para todo § € G.
Ademés, tenemos que w(g) = w(g~!). Esto se obtiene de que, si w(g) = n, entonces g~ — 1 =

g l(1—-g) €A
Supongamos que w(g) = ny w(h) = m, con m < n. Como {A"} es decreciente, g —1,h —1 €

A™. Entonces,
-1 =1)=gh'—1-(g-1)— (' -1) A",

conlo que gh™! —1 € A™. Asi,
w(gh™") = inf{w(g), w(h)}.
Sin = +o006m = +oo,la demostracion es la misma.
Con los mismos valores vemos que
g—1,h—1]ea™y

g—1Lh—1]=[gh]—[Lh] —[g—1,1] = [g h].

Por ser A"+ ideal, tenemos que [g, h]x € A", para todo x € R[G]. Tomando x = ¢ 'h~!
tenemos que ¢(g,h) —1 € A"™™ . Por lo que w(c(g, 1)) > w(g) + w(h). O

Definicién 1.15. Para n € IN, definimos
Dur(G) = {g € G|w(g) = n}
el n-ésimo subgrupo de dimension de G sobre R.

Por lo anterior, D,, g(G) es una serie fuertemente central y tenemos que v,(G) C D, r(G).

Problemas interesantes que aparecen sobre las series de dimension, y las potencias del ideal de
aumentacion, son el identificar a los D,, r(G), calcular A" /A"*! y describir la intersecién de los
A"



18

PRELIMINARES




CAPITULO

EL GRUPO DE NOTTINGHAM

En este capitulo definiremos el grupo de Nottingham, tema central en este trabajo.

Considere R un anillo conmutativo con identidad y sea N/ (t, R) C R[[t]] dado por

N(t,R):{t+a2t2+a3t3+...|aj€R} @.1)

Uno de los primeros en trabajar con este conjunto fue Jennnings en [6] quien prueba que bajo la
operacion dada por la substitucién (formal) forma un grupo, da una forma para el conmutador
y prueba los conjuntos N (t, R) := {t + ant™ + a,,1t"1...} forman una serie central. Ademas,
cuando R es un campo de caracteristica cero, encuentra una familia de grupos uniparamétricos
que generan a todo el grupo y que topolégicamente estd generado por los dos primeros grupos
de la familia.

Posterior al trabajo de Jennings, Johnson y su alumno York prueban varios resultados de la
estructura del grupo. El hecho de que es isomorfo a un limite inverso, que en el caso de que
R = F, nos dice que es un pro-p grupo.

2.1 PRIMERAS DEFINICIONES

Toda esta seccién sigue ideas de Jennings ([6]) y Johnson ([7]).

Sea R un anillo conmutativo con identidad. Considere
N(tR) := {t+a2t2+a3t3 +o-laj€ R} c R[[]].

Sia, B € N (t,R), definimos la operacion como af3 := a(p) (substitucién formal); esto es, si

x=t+Yaitlyp=t+Y bt/ entonces af = p+ Y a;p/. Asi obtenemos
o aff c N (t,R).

'Né6tese que es muy parecido a H(F,), salvo que aqui a; = 1. Ver (p. @
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o Siaf=t+Y, c]-tj , entonces los coeficientes del producto son

co = ap + by,
k—1

cr = ar + b + Za]'(l)j(bz,...,bk_l), conk > 2, (2.2)
i=

donde ¢; son polinomios.
Por ejemplo, la forma de los primeros coeficientes es
¢ =ay + by,
3 = az + b3 + a2(2b2),
¢y = ag + by + ax (b3 + 2b3) + a3 (3by),
c5 = as + bs + ax(2bybs + 2by) + a3(3b% + 3b3) + a4(4by).

En general, son de la forma

()‘bj(bz,...,bk,l) = Z bjlbjz“‘b]'kq' conl <j; <k-1
jitjatFjk1=k

La asociatividad de este producto es clara y tenemos un elemento neutro dado por 1 = ¢. Bajo
esta operacion el inverso de o = ¢ + } a;t/, si existiera, digamos 7 = t + }_x;t/, debe cumplir
anp = 1 = t. Por las identidades (2.2) se obtiene

0=ay+ xp,
k—1
0=a;+x+ Z ajpj(x2, ..., x_1), conk > 2. (2.3)
j=2
Tal sistema tiene solucién
Xy = —day,
k—1
X = —ag— Y ajpi(az, ..., a,_1), conk > 2. (2.4)
j=2

Por esto, 7 € N(t,R) y por construcciéon ayy = t = 1. Con esto garantizamos la existencia de
inversos derechos para cualquier elemento en A/ (#, R). Asi, 7 tiene un inverso derecho, digamos
7. Entonces,

na = na(l) = na(ny) = nlag)y =y =1. (2.5)
Es decir, 7 = a~!. Con esto hemos probado el siguiente resultado.

Proposicién 2.1. N (t, R) es un grupo con la operacion anterior.
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Tal grupo tiene un nombre especial.

Definicion 2.1. El grupo N (t, R) se llama el grupo de Nottingham sobre R. El grupo de Nottingham
cldsico es definido sobre R = Fp.

La siguiente observacion nos muestra otra forma de pensar en N (£, R).

Observacién 2.1. Como se vio en la seccién (p.[6), N'(t,R) C H(R) = Aut(R[[t]]); es decir,
podemos considerar a N (t, R) encajado en Aut(R[[t]]). Observe que la demostracion dada en Propo-
sicion (p. [6) funciona igual para el caso de un anillo R: sea & € N (R, t). Entonces, a define un
homomorfismo f como f(t) = a(t) = t + Y a;t/, y extendemos la accion de f a todo R{[t]]. Es claro que
f es un automorfismo por ser a invertibley fg — ¢(f(t)) = (go f)(¢).

2.1.1 FILTRACION EN N (t,R)

Para k € N, considere Ly := {t+ ¥, a;t'} C N(t, R). Hay una filtracion natural para N (t, R)
asociada a los Ly

Definicién 2.2. Definimos la «<profundidad» de « € N (t,R) como D(x) = ksiysélosia € Ly \ Lg,1.

Observacioén 2.2. Es claro que D(1) = oo y que D estd bien definida ya que dado un w, existe tinico
k, tal que & € Li/Liy1. Ademds, la definicion es equivalente a decir que D(a) = k si y sdlo si & =
t+ Yk ait!, con agq # 0.

Probaremos que D es, en efecto, una filtracién. Antes un lema que nos dice la naturaleza del
conmutador en este grupo dada la profundidad de los elementos.

Lema2l. Seana =t +at" ™+ ...y B=t+bt""1 + ... en N'(t,R). Entonces,
c(a,B) =t +ab(m —n)t" " L Q(a, B,m +n+1), (2.6)

donde Q(a, B, m 4+ n + 1) es una serie donde sus coeficientes son productos de los coeficientes de a y B y
D(t+Q(a,Bm+n+1) >m+n+1

Demostracion. Escribiremos Q = Q(a, B, n 4+ m + 1) y s6lo nos importa de éste termino que su
profundidad esté acotada por abajo. Al hacer el producto de « con B obtenemos

afp=p+aB)" "+ Y a(B) =p+a—t+ab(n+ 1)+ Q (2.7)
j>n+1
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Por las ecuaciones (p. , tenemos que a ! =t —at" T 4 ..., asi
afat=patrant —a 7t Fab(n 4+ 1) (@ )" L Q(a™Y),
= (“71 + B —t—ab(m+ 1) 4 Q) +t—atpab(n+ 1)L Q,
= B+ab(n —m)t"™ " L Q. (2.8)
Entonces,
c(a,B) = apu B,
= BB~ +ab(n —m)(p~H)" "+ Q(BT),
= t+ab(n —m)"" T L Q.

Proposicién 2.2. D es una filtracion entera en N (t, R).

Demostracion. 1) y 2) son inmediatos de la definicién de filtracion (p-[11)). 3) se sigue de las
ecuaciones 2.4 (p.20) y 2.7 (p.21); y 4) del lema anterior. O

Es claro que N (t,R)p = Ly. Asi, la sucesion { Ly, } neN es una serie fuertemente central y como
N Ly, = {t}, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.1. N (t, R) es residualmente nilpotente.

Sea Ny = N (t,R)/Ly. Denotamos [¢]k la clase de g en N y definimos ¢y 1 : N1 — Ny, por
¢r11([glkr1) = [8lk, para k > 0. Tenemos que ¢y estd bien definida por ser {Lj }; decreciente.
Asi, { Ny, ¢r} forma un sistema inverso.

Observacion 2.3. Cada clase [g]y contiene un tinico polinomio de grado alo mds k: six = t +ant? + ...
y B =t+byt>+..., entonces [a]; = [Bli siysdlosi D(af~') = k. Ahora, B~ tiene coeficientes

Xp = —b2.

-1
xj = —bj— Y bigi(by,...,bj_1).

i>2
Ast que a~! tiene coeficientes

Cy =y + X2 = ar — bo.
k—1
Ck =ax + xx + Z a14>l(x2, .. .,xk_l),
1>2
k—1

k—1 —
=a; — by — Z b]gb](bz, .. -/bkfl) + Z alcpl(xz, e ,xk,l).
j>2 I>2
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Observe que para tener D(xf~') = k + 1 es necesario que co = c3 = - - - = ¢ = 0. Esto implica que
ay = by. Sustituyendo en c3 se llega a 0 = ¢3 = az — by — by (2by) + ax(2by) = az — bs. Continuando
obtenemos que ¢; = 0 implica a; = b, para2 < j < k. Esto muestra que dos elementos a, B se relacionan
si coinciden hasta grado k.

Ponga M = @N .y sean ¥, : M — Ny, dadas por M. Entonces, podemos probar un resultado
de Johnson en [7], a saber, N (¢, R) es un limite inverso.

Proposicién 2.3. M = N (t,R)

Demostracién. Para cada k, sea 7ty : N(t,R) — N, la funcién cociente. Es claro que 73 =
@k © TTx41, asi por la propiedad universal de M, existe inico morfismo h : N (¢, R) — M, tal que

T = Proh.

e /1 esinyectiva: sea ¢ € N (t,R) tal que h(g) = 1. Entonces, para todo k, [t]x = ¢ (h(Q)) =
(g); es decir, g € Ly para todo k. Por el CorolarioR.1|(p.22), g = ¢.

e I es sobreyectiva: sea z € M. Entonces, ¥ (z) = t + zpt? + - - - + z;t* (el representante
de la clase), con z;x € R. Como ¢y = ¢y1 © Py41 y de la observaciéon anterior tenemos
que Pii1(z) — Yi(z) = zg4qt**!, para todo k. Definimos & = t 4 Y=, zjt/ y obtenemos
Pr(h(a)) = mp(a) = Py (z), para todo k. Asi h(a) = z.

]

Este resultado nos dird, al combinarlo con otro, que en el caso clasico (R = IFp), el grupo de Not-
tingham es un grupo profinito; es decir, N (¢, R) es un grupo topoldgico, Hausdorff , compacto
y donde Li nos da un sistema de bases para las vecindades de 1 = t.

Uno puede notar que la condicién de ser residualmente nilpotente implica que el grupo puede
encajarse en un limite inverso como arriba. Esto es importante por cémo se define la completa-

cién profinita de un grupo (ve (p-P)).

2.2 char(R) =0

Calcularemos el anillo de Lie asociado a D, usando la construccion vista en el capitulo 1 (p.
1)), dejando el caso de char = p para la siguiente seccion.

EL ANILLO DE LIE ASOCIADO A D

Seana, B € Lyycona = t+at" 1 4.y B =t+bt"+! ... Porlaecuacion.7(p.21) tenemos
que
afpt=t+(a—b)t"t 4. (2.9)
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Entonces, af~! € L, 11 siy s6losia = b. Asi, una clase en grp (N (t,R)) depende sélo del
coeficiente del término #"*1.

Consideremos T,,(a) = t + at™*! € L,. Abusando de la notacién, escribiremos T, (a) como la
clase de equivalencia en grp, ,,(N (£, R)).

Proposicion 2.4. {7, (a) | a € R} es un grupo abeliano y {t,(a) | a € R} = grp ,,(N(t,R))

Demostracion. Para a,b € R, tenemos

T (@) T (b) = £ + bt 4 a(t 4 b THymHL,
=t btm+1 4+ athrl’
=t+ (a+Db)t",
= Tyu(a+Db).
Se sigue que la multiplicacién es conmutativa, Ty (a) ™! = T, (—a) y 7, (0) = t es el neutro.
Asi, {t(a)la € R} C grp,,(N(t,R)) es un subgrupo. Pero como se mencion¢ arriba, una clase

s6lo depende del coeficiente de t"*1; esto es, para cada clase § € grp,, (N (t,R)) existe a € R,
unico, tal que ¢ = T, (a). Por ello se tiene la igualdad. O

Con esto, grp ,, (N (t,R)) = R{t" 1) y

(T (a), T (b)) = [e(Tm (), Tu (D)) ntm
=t +ab(m — n)" T
= Tuan(ab(m — n)) (2.10)

Observacion 2.4. En la ecuacion de arriba, denotamos [x|y la clase en grp, (N (t, R)). Esto porque
To(a) = [tn(a)]n, pero si cambiamos de clase, [Tn(a)]ﬁl # [tu(—a)]n, yaque ty(a) P =t —at" +...;
es decir, pueden aparecen mds términos al cambiar de clase.

Asi, grp (N (t,R)) es la suma directa de R{(#""!) conn > 1;

grp(N (L R)) = B R<t"“>ﬂ (2.11)

k>1
y el corchete de Lie esta dado por

[thrlthrl] — (n _ m)threrl. (2.12)

ZRecuerde que t! =1, en N(t,R)
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2.3 R=F,

En esta secciéon daremos algunos resultados sobre el grupo de Nottingham clésico, esto es,
cuando R = IF,,. La gran mayoria de los resultados e ideas se deben a Jennings [6], Johnson [7]
y Camina [1] y [2].

Sea D la filtracion natural en N (t,R) y Ly, los subgrupos dados por D. Entonces, como en la
secciOn anterior, tenemos que

g7, (N (t,R)) = L/ L1 = R(EFT),

y el conmutador estd dado por "1, #" 1] = (n — m)#" "+l Asi, para el caso de caracteristica
p, el corchete es cero sin = m mod p. Esto se relaciona con el primer dlgebra de Witt W; ésta
dlgebra se define sobre IF), con base {Ag,...A,_1} y el conmutador estad dado por

[Ai, Al = (i = j)Aiy,s

donde el subindice se toma mdédulo p. W tiene la siguiente estructura de graduada

Con esto, es claro ver que

grp(N (£ R)) = D Fy(Aj med p) @ v.
>0

Como se menciono antes, la Proposicién[2.3|(p.[23) y el siguiente resultado nos dan el hecho de
que N (£, R) es un pro-p grupo.
Proposicién 2.5. [N (t,R)/Ly| = p™ L.

Demostracién. Se sigue de que todo elemento en N'(t,R)/L,, es de la forma ¢ + 27;1 a jtj : O

Corolario 2.2. N(t,IF,) es un pro-p grupo.

También, al considerar al grupo de Nottingham como subgrupo de los automorfismos de IF, ((t))
obtenemos

Proposicion 2.6. [N (t,IF,((t))) : Aut(F,((t)))] =p—1

Demostracion. Se sigue de los automorfismos de IF,((t)) son los de la forma t — },,~q a,t" (ver

L12(p- @) 0
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En la siguiente seccién abordaremos los teoremas que llamaron mucho la atencién de los ma-
tematicos hacia este grupo. Tales resultado nos dicen que en el grupo de Nottingham podemos
encajar ciertos grupos. El primer resultado con ésta filosofia fue hecho por Johnson ([7]). El
probo el siguiente resultado para char(R) = 0.

Proposicién 2.7. N (t, R) contiene una copia de F;.

Después Leedham-Green y Weiss probaron que cualquier p-grupo finito se encaja en N (t,[F)
y con ayuda de esto, Camina ([1]) prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.1. Cualquier pro-p grupo con base numerablﬂ puede ser encajado en N (t,TF,) como un
subgrupo cerrado.

La demostracién del resultado de Johnson puede verse en [7] mientras que el resultado de
Camina se prueba en el siguiente capitulo.

3Decimos que G tiene base numerable si existe una base para las vecindades de 1 numerable.



CAPIiTULO

TEOREMA DE CAMINA

En este capitulo abordaremos la demostracién de un teorema de Camina en [1], uno de los
resultados més interesantes sobre el grupo de Nottingham. Ademads, usamos un resultado por
Lubotzky y Wilson presentado en [8].

Nota: Aqui p denota un primo cualquiera fijo y k un campo de caracteristica p. Ademads, usando
la Observacion2.1)(p. R1)), pensaremos a N (t,IF,) = N (t) como un subgrupo de Aut(F,((t))y

otras veces como el grupo de potencias formales bajo la sustitucién.

3.1 DOSsS TEOREMAS DE WITT

Tomaremos los resultados de Witt en [1] y los comentarios hechos por Camina sobre los mis-
mos.

En pocas palabras, los teoremas de Witt nos garantizan la posibilidad, y la forma, de construir
extensiones de campos de caracteristica p, en los cuales, los grupos de Galois son isomorfos a
p-grupos dados.

Sea k un campo de caracteristica p. Denotemos como k™ el grupo aditivo de k y k la cerradura

algebraica de k. Sea g : k" — k', el homomorfismo de grupos aditivos, definido por p(x) =
x? — x. Entonces, p(k) < k™. Witt probé lo siguiente:

Teorema 3.1 (Witt). Sea p(k) < G < k™ con [p(G) : G] < oo. Entonces,
Gal(k(p1(G))/k) = G/ (k).

Mis atin, para cualquier extension abeliana K de k de exponente p existe un grupo G tal que K =
k(p~H(G)).

Las siguientes dos observaciones son hechas por Camina en [1].

Observacién 3.1. .

Para el caso de un p-grupo cualquiera, Witt construye extensiones usando el caso abeliano (Teorema
y un proceso de induccion tomando las siguientes hipétesis:
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Hipétesis 1. Supongamos que P es un p—grupo finito con subgrupo de Fmttinﬂ ®(P) # @. Sea L un
subgrupo ciclico de P de orden p que satisface L < Z(P) N @ (P) (con Z(P) centro de P). Supongamos
que tenemos un isomorfismo M = Gal(K/k), para alguna extension K de k, donde M = P/ L. Entonces,
para construir una extension de Galois de k, con grupo de Galois isomorfo a P, hacemos lo siguiente:

1. Fijamos un conjunto de representantes de M en P de tal manera de que si M = {a,b,...},
entonces los representantes son {z,,zy, ... }. Con esto, definimos 1, p,--- € L tales que z,z, =

lopZap-
2. Tomemos un isomorfismo explicito | : M — Gal(K/k), a — x, b — .
3. Escojamos un caracter aditivo x de L; esto es, x : L — K, homomorfismo de grupos.
4. Elegimos un conjunto {dx|x € Gal(K/k)} C K tal que
X(lap) = 0x +x8y — 0y,  Vx,y € Gal(K/k). (3.1)

5. Elijamos v € K tal que p(6y) = (x — 1)7y, para todo x € Gal(K/k).

6. Resolvemos la ecuacion p(t) = vy, y adjuntamos la raiz 6 € K a K. La extension K=K(8)esla
buscada.

Adems, la representacion como producto cruzado de Gal(K/k) estd dada como sigue: sea f € Ly
h € Gal(K/k). Se definen f y wy, en Gal (K/k)

fO) =0+x(f), f=idl

wp(0) =046, wy(z) =h(z), VzeKk.
Nos referiremos a esta observacion como el método de Witt o algoritmo de Witt.
Denotemos con d(P) al ntimero de generadores de P y definimos N tal que [k : p(k)] = pN. En
caso de que [k : p(k)] = oo, ponemos N = oco. Con esto, Witt prueba lo siguiente.
Teorema 3.2 (Witt). Sea P un p—grupo finito y k un campo de caracteristica p. Entonces, hay una
extension de Galois K de k tal que Gal(T /k) = P siy sélo si d(P) < N.

Ahora la segunda observacion.

Observacion 3.2. .

o Al identificar P = Gal(K/k) y M = Gal(K/k) tenemos que el homomorfismo 7t : P — P/L =
M es restringir a K; esto es, T(f) = f|x, con f € Gal(K/k).

o Para k = F,((T)) las extensiones obtenidas por el método de Witt son totalmente ramificadas
siempre que supongamos que la extension abeliana con la que iniciamos la construccion lo es.

1Bl subgrupo de Frattini de un p-grupo es la interseccion de todos los subgrupos maximales.
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3.2 LEMAS

En esta seccién, probaremos unos resultados que nos ayudaran en la demostracién del teorema
de Camina.

Proposicién 3.1. Sean ¥ : F,((t)) — Fp((t))/9(Fp((t))) = A, lafuncion al cociente de IF , —espacios
vectoriales y
B={1}U{t/|—jeZ yj=0 mod p}.

Entonces ¥ (B) es una base para A como IF,—espacio vectorial.

Demostracion. Es claro que ¥ (B) es un conjunto linealmente independiente. Para probar que es

generador, nétese que t" = p(— Y0 t"7), para toda n € IN. Entonces, toda potencia positiva
es cero en el cociente. O

Observacién 3.3. Otra forma de escribir éste resultado es la siguiente: para todo x € Fp((t))\(F,(()))
existen X,y € Fp((t)) tales que x = X + p(u) y con v(X) < 0. Ademds, si v(X) < 0, entonces
v(X) #Z0 mod (p). Aqui v denota la valuacion normalizada de TF,((t)).

Ademis, si la raiz de vy, para p(X) = 7 en 6) de la Observacion 31| (p.[27), da una extension totalmente
ramificada, entonces v(7y) < 0.

El primer resultado que va en la direccién del teorema 2.1 (p. [26) es el siguiente.

Teorema 3.3 (Leedham-Green, Weiss). El grupo de Nottingham N (t,F,) = N contiene una copia
de cualquier p-grupo finito.

Demostracion. Sea P un p—grupo finito. Por el Teorema [3.2) (p.[28) y el Lema3.T| (p. 29), existen
una extension K del campo IF((t)) tal que P = Gal(K/TF,((t))). Como K es una extension finita
y totalmente ramificada (por Observacion[B.2)(p.[28)) de IF,((t)), se tiene, por Teorema([1.1|(p.[4),
que K = Fy((t)). Asi P < Aut(IF,((t))). Por la Proposicion 2.6| (p. 25), AV tiene indice p — 1 en
Aut(IF,((t))). Por el principio del palomar N'N P # {1}.Sea [N N P = p™, param < n, donde
|P| = p".Sim < n, entonces hay un g < p — 1 tal que gp™ = p", lo cual es una contradiccién si
g # 1. Entonces,n =my P < N. O

Para el siguiente lema vamos a suponer la siguiente hipétesis para poder demostrarlo.

Hipétesis 2. Supongamos que ]Fp((T)) es una extension finita y separable de IF,((T)) de grado p. Sea
vr la valuacion usual de IF,((T)); esto es, vr(T) = 1. Entonces, vt puede extenderse de manera tinica

A~ ~

a una valuacién de IF,((T)) con vp(T) = %

Esta hipétesis implica dos cosas:
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1. T debe tener una expresion, en T, delaforma T = Zij ajTj , donde aj€Fyyap # 0.

2. Para tal expresion, existe un u tal que a, es el primer coeficiente, en la expresion de T, tal
que u #0 mod p. De lo contrario, T seria una potencia de p en IF,((T)), lo cual nos dice
que la extension es inseparable, una contradiccion.

Lema 3.1. Bajo las condiciones de la hipétesis:

a) Si g € Gal(F,((T))/F,((T))) N N(T), y estd dado por §(T) = T + Ljsps1 0T/ y agyq # 0,
entonces u = k(p — 1) + p.

b) Seag € N(T) con g(T) =T + Yisnt1 ochj, a1 # 0,y 8(T) =T+ Lizms1 5]-T7, Bm+1 # 0.
También supongamos que u = q(p — 1) + p, con q > m. Entonces n = m.

Demostracion. a) Es claro que g(T) = T. Entonces V1endo aT =T(T)en Aut(]Fp((T))), tene-

mos que g(T) = g(T(T)) = (g0 T)(T) = vermpl Ast
Zaﬁi = Zai(f—i— Z DC]T])Z (3.2)
izp i>p j>k+1

Al desarrollar obtenemos

Zaﬁi = Zaﬁi—kO(T). (3.3)
Entonces, O(T) = 0.Si pmy ..., pm; son las potencias entre p y u en T(T), se tiene

I
O(T) = apag 1 T VP + Y meapm a1 TP + uayop T+ (3.4)

e=1
Aqui, el primer y tercer término que aparecen son los de menor grado en los que se garantiza

que sus coeficientes son no nulos. Para que O(T) = 0 es necesario que estos se anulen entre
si; es decir, (k+1)p = u + k, como queriamos.

b) Tenemos lo siguiente

T+ Y1 BT = g(T),
= (Ez>paT>
= Zz>p lg( )
T+Ypom b = T+Q(T, g p+k).

Recuerde que T = T(T T) y donde Q(T, g, p + k) es como en el Lema . (p. . El término
de menor grado del lado izquierdo es ﬁmHa’”“T’” (m+1) En el lado derecho, al desarrollar,

obtenemos a1 TV 4 yaya, T
Tenemos las siguientes posibilidades:
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a) Si apo, 1 THVP + uaye, 1 T+ = 0, entonces, por c6mo es i, 1 = g y como q > m, y

estos términos son los de menor grado, implica que ﬁm“a’;*l = 0. Contradiccién.

b) Si Birap ! TP+ =y, 1 T4, tenemos que p(m +1) = u+n, 6 pm+p —n =
u=gqg(p—1)+p.Asi,pm —n = q(p —1). También debe pasar que (n+1)p > (m+1)p,
de donde m < n (de lo contrario, se tendria el tercer inciso) lo que llevaa m(p — 1) =
pm —m > pm —n = q(p — 1). Contradiccion.

¢) Entonces, sélo tenemos ,Bmﬂazi“fp(m“) = Apyi1 T(+1p de donde obtenemos m =
.

]

Ya vimos que el grupo de Nottingham contiene un copia de cualquier p—grupo finito (p.
29)). Ahora, por razones que quedardn claras mas adelante, analizaremos, en términos de D,
doénde estan los elementos de los p-grupos. Para ello, empezaremos con el caso Cicliccﬂ Deno-
taremos por Dy la profundidad en NV (x).

Sea Cp un grupo ciclico de orden p. Usando el algoritmo de Witt (Observacion [3.1] (p. 27)) en
Cp, el cual cumple las hipotesis necesariaﬂ tenemos que existe una extensién K de IF,((t)) tal
que Gal(K/F,((t)) = Cp.

Recordemos cémo construimos a K: en la hipétesis de la Observacién3.1)(p.27) L = C,, enton-
ces necesitamos una extensién F/IF,((t) tal que Gal(F/F,((t))) = C,/L = {1}. Asi, podemos
usar F = IF,((t)). Entonces, el elemento 7, del inciso 5) del método de Witt (5| (p. 28)), se to-
ma en IF,((t))\p(F,((t))) ﬂ Al calcular una raiz 6, de v = p(X), en la cerradura algebraica
de F,((t)), y adjuntarla a IF,((t)), obtenemos IF,((t))(0) = K. Como nuestra extensién F es
totalmente ramificada, K = IF,((T)) para alguna T.

F,((T)) es una extension de Galois de grado p, asi que podemos extender la valuacion v de

Fy((t)) alF,((T)) de manera que v(T) = % (Ver Hip(’)tesis (p. ). Ademds, podemos escoger

el elemento 7, del método de Witt, de tal forma que v(y) = —n,conn € Ny (1, p) = 1| Como
©(0) = v, entonces v(p(0)) = v(y) = —n.

e Siv(f) >0, setiene —n = v(6” — 0) > inf{pv(0),v(0)} > v(0). Contradiccion.

e Entonces, v(0) <0y

— = v(0P(1—01P)) = pu(8) + v(1 — 6LP) (3.5)

2Camina en [T] atribuye este resultado a Weiss.

3El grupo de Frattini para este caso se define como ®(P) = P.

*De lo contrario la rafz 6 de p(X) = -y estarfa en F, ((t)).

>Podemos considerar a y 0 a 7, como en la Observacién 3.3 (p. . Esto porque si 6 es solucién a p(X) = 7,
entonces 0 — y lo es para 7 y ambas generan la misma extension.
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Ahora, v(0'"P) = (1 — p)v(0) > 0, entonces §' 7 € I, en la v extendida. Asi, 1 — 6177 es
invertible; es decir, de valuacion cero. Por esto, de la ecuacién obtenemos v(6) = — E.

p

Como (n,p) = 1, existen ¢,d € Z tal que cp — dn = 1. Usando que K = ]Fp((T)) =TF,((t))(8),

= Y a;0'tl. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que T = #4t, esto porque los
automorfismos de F,((T)) preservan la valuacion (ver seccion[1.1.2](p.[6)). Asi

v(T) = w(0%°) = dv(0) + cv(t) = —Tdn 4= —dntcp _ %

Es decir, K = F((T)), para T = 0%°.

Sea (g) = Gal(F,((T))/F,((t))). Entonces, (§) C N(T) pues g es de orden p en Aut(F,((T)))
(como en la demostracion de Teorema [3.3] (p.[29)). Por la tltima parte de la Observacién 3.1] (p.
podemos asumir que g(0) = 0 + 1. Entonces,

4 rd\ 4 /d\ T
T — 0 1dc: ‘Qd—z c J) =,
2(T) = (0') = 0+ 1) (;0() )t > ()
_ T+d£ ;.
1+x

y buscamos el minimo de esta expresion parax =1...4.

T
Asi, v <9x> =v(T)—xv(0) =
Esto se obtiene en x = 1; es decir, la menor potencia de T en la expresién de (g —id)(T) es T" "1,
con lo que tenemos el siguiente resultado.
Lema 3.2 (Weiss). Sea g el generador del grupo Gal(IF,((T))/F,((t))), entonces Dr(g) = n

Ahora vamos a probar que la profundidad no cambia en las extensiones. Para esto procedemos
por induccion en la potencia de la cardinalidad de un p—grupo. El caso n = 1 es el lema
anterior.

Sea P un p—grupo de orden p" y K una extensién de IF,((t)) que cumplen las Hipétesis (1| (p.
. Como P/L = Gal(K/F,((t))) y |P/L| < p", por induccion K = IF,((T)) y es totalmente

ramificada. Entonces, por el algoritmo de W1tt . (p. .) K = K(0) = F,((T T)), para una
variable T.

Si g € Gal(FF,((T))/F,((t))), entonces g € N'(T) por tener orden una potencia de p.

Ahora, por la Observacion [3.2] (p. tenemos que el homomorfismo al cociente P — P/L
induce un homomorfismo

70 Gal (Fy((T))/Fy((1))) — Gal(By((T))/Fp((t))), (3.6)

el cual es sélo restringir a F,((T)).
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Teorema 3.4. Sea g € Gal(le((?))/le((t))) con 1t(g) # id. Entonces, existe un vy, y por ello una
extension K = le((T)), tal que
Dr(7(g)) = D(g). (3.7)

Antes una observacion.

Observacién 3.4. Dado v € IF,((T)), como en el método de Witt, siempre podemos modificarlo para
que su valuacion sea tan pequefia como queramos.

Demostracién. Para esto, es suficiente sumar un elemento b, con valuacién muy pequefia, que
esté en la imagen de 7 : Fp((£)/9(F,((t)) = Ep((T))/9(F,((T))), funcién inducida por la
inclusién i : F,((t)) — F,((T)). Que esté en la imagen de i es para garantizar que sea solucién
de la ecuacion en el inciso 5) de la Observacion3.1](p.[27). Para ver que siempre podemos elegir
un elemento como éste, es necesario ver que la imagen de i tiene dimensi6n infinita como Fp-
espacio, esto por la base dada en el Lema 3.1] (p. 29). Para ver que la imagen tiene dimension
infinita, es suficiente ver que el kernel tiene dimensién finita. Para eso, veamos lo siguiente:

- E,((0) N p(E,((T))
L ker() = === "F, 1(®))

2. Dadoy € Fp((t)) Np(F,((T))), existen f € F,((t)) y u € Fy((T)) tales que f =y =
©(u). Esto quiere decir que u es raiz de la ecuacion f = p(X). Notese que u + j sigue
siendo raiz de la ecuacién para j € F,. Dado o € G = Gal(IF,((T))/F,((t))), tenemos
o(y) = y, no se altera la ecuacién, pero como u € F,((T)), c(u) debe ser raiz; es decir,
permuta las raices de la ecuacién. Asi o () = u + x,.

3. Definayy : G — [Fp,, como y(0) = x,. Es claro que es un homomorfismo.

4. La funcién y — ¥y es una transformacion lineal de IF ,-espacios, lo cual se obtiene de que ¢
lo sea.

5. ker(y — y) = @(F,((t))), pues la tinica manera de que y(c) = 0, para todo o € G, es que
we By ((8)).

~ ~

Asi, ker(i) C hom(G,TF), el cual es finito. Esto implica que ker (i) es de dimensién finita sobre
F,. [
P

Ahora la demostracion del teorema.

~

Demostracion. Supongamos que v es la valuacion de F,((T)) y la extendemos a IF,((T)) como

v(T) = 1/p. Como en la Observaci(’)n (p- , dado v € F,((T)), tenemos u, ¥ € F,((T))
tales que ¥ = 4 + p(u), con v(y) = —n, n € IN y n no multiplo de p.
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Por la observacion anterior (3.4), podemos escoger 7y tal que v(7y) < —Dr(g). Sea L = (I) como

~

en las Hipétesis (1| (p. . Entonces, podemos construir una T tal que IF,((T))(0) = IFP((T)) y
obtener que DT(T) = 1, como en el Lema 3.2/ (p. . Asi,

(TY=T+ ) ochj, &1 7 0.
j>n+1

Como la extension F,((T)) es de grado p, por Hipétesis 2| (p. IZEI), T=Yisp a;T, con a, # 0.
Como en el Lema [3.1] (p. 30), tenemos que el primer elemento no nulo y con indice no multiplo
de p, a,, cumple que u = n(p — 1) + p.

Ahora, si Dr(7(g)) = m, Dz(g) = n1 y como —n = v(y) < —Dr(g) = —m, entonces n > m,
con u = n(p —1) + p. Por la parte b) del Lema (p- B0), tenemos que m = ny; esto es,
Dr(r(g)) = Dz(g)- O

3.3 EL TEOREMA DE CAMINA

Ahora el tema central del trabajo.

Lubotzky y Wilson en [§] prueban lo siguiente.

Teorema 3.5 (Lubotzky y Wilson). Existe un pro-p grupo 2-generado en el cual todo pro-p grupo con
base numerable puede ser encajado.

Usando este teorema y el siguiente resultado obtenemos como corolario el Teorema (p.

26)

Teorema 3.6 (Camina). Cualquier pro-p grupo finitamente generado puede ser encajado como un sub-
grupo cerrado en N

Demostracion. Sea P un pro-p grupo finitamente generado por X = {x%,...,x"}; estoes P =
(X). Por la Proposicion [1.15) (p. P = @Pm, donde los P, forman un sistema inverso de p-

grupos finitos indexados por IN (Proposicién (p-))- Por el método de Witt, Py, se encaja en
F,((Tw)) y podemos contruir las extensiones de tal forma que IF,((T;;)) sea extensién propia

de Fy((Tyi1)).

Para cada x* € X, pongamos x* = (sj“) € lim, Py, con s% € P,. Usando el encaje P, —
N (Ty,), entonces s, +— 0%, € N(Ty,). Definamos f,, : N (T,,) — N(T), como ¢(Ty) — g(T); es
decir,

T+ Y aT = T+Y aT,
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donde N (T) es el grupo de Nottingham para alguna variable T. Es claro que los f;, son isomor-
fismos y que Dr(f(g)) = Dr,(g), para todo ¢ € N (Ty,). Entonces, cada generador x* define
una sucesion de elementos en N (T).

o (%) S I on fm(05) =y
M o 3 M M
P imP P, N (Tp) N(T)

Asi, {y%,} es la sucesion asociada a x* en N/ (T). Consideremos la sucesion

r:={(yk,...,v5)} en .\/\/(T) X 9 xN(T)J =: N(T)"".

r—uveces

Por el teorema de Tychonoff, N *" es compacto. Asi, I tiene una subsucesiéon Y = {(y,lni, e Y}

convergente. Sea z = (z!,...,z") = limY.Sea LP = LP(#y, ..., 1) el pro-p grupo libre en r ge-

neradores. Como P estd generado por r elementos, entonces, para cada h € P existe w € LP tal
que w(X) = w(x!,...,x") = h.

Definimos F : P — N (T) como F(h) = w(z). Veamos que F esta bien definida.
Antes, note que w : N'(T)*" — N(T) es continua. Para esto tenemos dos casos:
1. Si w es de longitud finita: la continuidad se sigue de que NV (T) es un grupo topoldgico.

2. Si w es de longitud infinitaﬁ tenemos que w es continua porque 7w, ow : N (T)*" —
N(T)/N(T)m lo son, para cada m.

Para ver que F estd bien definida, es suficiente ver que si w(X) = 1, entonces w(z) = 1. Pero
esto se sigue de la continuidad de w; si w(X) = 1, entonces

w(sk,...,sh,) = 1, luego
w(yh,...,v,,) = 1, paratodam, conlo que
W(Ypr - Yh,) = 1, asi

w(z) =w(limY) = limw(Y) = 1.
Por ello, F esta bien definida y es un homomorfismo. Por el Corolario|1.1|(p.[10) es continua.

Para la inyectividad, sea h # 1y h = w(X) € P. Entonces, F(h) = w(z) = limw(Y). Como
h#1,w(sh, ... s0) #1 para m grande, lo que implica w(y}ﬂ, ...yn) # 1, parala misma m. Asi,
Y; = (y}ni, .-+, Yp,) tiene profundidad Dr(Y;) = d;. Pero por el Teoremap., d=d;=diyj,
Vj > 0. Por lo tanto

Dr(E(h)) = Dr(w(z)) = Dr(limw(Y)) = lim D(w(Y)) = d.

Lo entendemos como un limite. Recordemos que los grupos profinitos son completos (Proposicién (p. )
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Entonces, F(h) # T en N(T); es decir, es inyectiva. Como P es compacto y N (T) Hausdorff,
un resultado clasico de topologia nos dice que una funcién continua entre un espacio compac-

to y uno Hausdorff tiene imagen compacta. Como N(T) es compacto (Definicién [1.7] (p. [7)),
entonces la imagen es cerrada. Se sigue que F(P) es cerrado. O

Corolario 3.1 (Camina). Cualquier pro-p grupo con base numerable puede ser encajado como un sub-
grupo cerrado de N'(T).



CAPIiTULO

GENERALIZACIONES

El grupo de Nottingham se puede generalizar a una variedad de contextos. En este capitulo
consideraremos tres generalizaciones: el caso de coeficientes y la variable no conmutativos, el
caso de una variable no asociativa y el caso de series de potencias con las potencias no nece-
sariamente enteros. En los tres casos demostramos que las series de potencias bajo sustituciéon
forman un grupo y calculamos su 4lgebra de Lie asociada. Ademads, probamos que en los pri-
meros casos, el grupo es residualmente nilpotente.

4.1 CASO NO CONMUTATIVO
Sean R un anillo no conmutativo con identidad y T una variable que no conmuta con algunos
elementos en R — {1,0}. Tenemos lo siguiente:

e Un monomio de grado 7 es una expresion de la forma agTa; TaT . . . Tay, con a; € R. Aqui
no excluimos las potencias de T, pues T" = 1T1T...1T1.
N——

n—uveces

e Dos monomios agTaTayT ... Ta, y boTb1TbyT ... Tby, soniguales sin = my aj = by, para
todok =0,...n.

e Un polinomio de grado n es una expresioén de la forma
a—+ EaioT“ld + Z”joTaleﬂjz + -+ Z”koT' .. Tay,
donde la sumas son finitas/[]
e Una serie formal es una suma infinita de la forma
a+ ZaiOTail + ZajoTaleajz +...,
donde la sumas son finitas.

Notacién: Sea I = (ig,...,in) € IN"t! un vector de indices. Diremos que I tiene longitud n,
denotado como |I| = n,si I € N"TL. Usaremos la notaciéon a;(T) := a;,Ta;,T...Ta;,, con
a;, € Ry Y= a1(T) indica una suma de monomios de grado k.

L Asi, los monomios de grado n, como Z-modulos, son isomorfos a RE®(n+1) o] producto tensorial sobre Z
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Con esta notaciéon dos monomios a;(T) y bj(T) son iguales siy sélosi | = I = (ip,...,in) y
a; = b;,paratodok =0,...n.

Como lo que nos interesan son las sustituciones, emplearemos la siguiente forma para abreviar-
las:seann,k € N,con1 <k <mn; I = (iy,...,in) y X1,. .. Xy algunas variables. Definimos

EII(T) [(Xl)]'l,. ey (Xk)]k] = IZiOT .. Tajl_lxlale .. Tajk_leajkT. -4,y Tain, (4.1)

donde jy,...,jx € {1,...,n} son distintos. Esto es, sustituimos X; en la posicién j;, | = 1,...k.
No es necesario que j; < jo < ... < ji aunque eso parece enfd.1]

Consideremos R[[T]] las series de potencias en la variable T; esto es, dado s € R[[T]], entonces
§ =a+ Yy>12(1|=n 41(T). Es claro que R[[T]] es un anillo (R-dlgebra) no conmutativo con 1, ya
que [T,1] = 0. Definimos N,:(T, R) de manera andaloga al grupo de Nottingham:

NnC(T,R) = {OC € RHT” ’ a=T+ 2 Z El[(T)}. (4.2)

n>2|I|=n

Tomemos la misma operacién que antes; sia, B € Nuc(T,R) ya = T + Y50 Y11=y a1(T), defi-

nimos af = a(B) = B+ L= X j1j—n a1(B), la cual es asociativa. Si p = T + }>0 X jjj=n by (T),
entonces, al desarrollar, obtenemos

B=pra-T+Y Yy ¥ [T 8 - 5 amibpn.. i)+

n>2|l|=n | I=11<r<...<n<n \veF|Jj|=n lJil=v
(4.3)
donde F C (N — {1})/, es el conjunto de todos los posibles grados.

Observacién 4.1. La ecuacién [4.3]se sigue de que

]
ﬂI(T+9) = aio(T+9)ai1 "'ainfl(T#_G)al’n - ﬂI(T) + 2 Z aI(T)[(Q)Vl""’(G)?’k]/
k=11<r<..<r<|I|
(4.4)
donde la suma sobre los r's son todos las posibles sustituciones que uno puede hacer de los by, en aj(T),
la suma de | son la cantidad de sustituciones que se estdn haciendo en aj(T), poresol <1 <n =|I|,y
la suma sobre los v son los grados de los monomios que se estdn sustituyendo.

Sea v = af. Denotemos por Ci, k > 1, la suma de todos los monomios de grado k en . Asi,

deducimos de la ecuacién [4.3| (p. B8) que

C= Y b(T)+ Y ai(T), (4.5)
J1=2 [1]=2
k=1
Ce=) b(T)+ Y a(T)+) >} )}, X Y. a(Dby (T, (b (T))r,].
|J|=k |I|=k s=2|J|=s1=1 Ji 1<r<...<r<s

Jiseees
[I[+X )| —1=k
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Vemos que |I| + Y |J.| — ! = k se debe a que cada vez que sustituimos un monomio de grado
|Je| sumamos su grado, pero esto nos cuesta un lugar, que se traduce en restar 1 al grado de
ar(T). Como sustituimos / monomios, restamos esta cantidad. Al final, igualamos a k, porque
buscamos | monomios cuyas suma grados satisfagan dicha ecuacion; esto es, que el resultado
sea de grado k.

Como antes, NV,(T, R) conjunto forma un grupo con la operacién de sustitucion.

Proposicién 4.1. N,,:(T, R) es un grupo con la operacion definida arriba.

Demostracién. La operacion es cerrada, asociativa y T juega el papel de neutro de la operacion.
Témese & € Nyc(T, R). Queremos encontrar un x = T + Y, Yy x;(T) para el cual ax = T. Por
la primera ecuacién en[4.5/(p.[38), obtenemos que los conjuntos de indices deben de ser iguales,
y si I = ], entonces —aj(T) = x(T). Para k > 2, se complica encontrar una forma explicita
de calcular los monomios necesarios, pero se puede hacer lo siguiente: de las ecuaciones 4.5/ (p.

B8), vemos que para k

— Y ai(T) + E(ap(T), k) (4.6)
|J|=k |1|=k

donde E(ay/(T), k) es la serie de grado k (todos sus monomios son de grado k), cuyos coeficien-
tes son productos de los coeficientes de ay;, donde I’ corre sobre los indices en « de longitud
< k —1, dada en la segunda ecuacién de (p- B8). Escriba — Y ;—xai(T) + E(ap(T),k) =
Y|N|=k en(T), después de simplificar, si fuera posible. Entonces, el inverso se halla haciendo

que {J's} = {N’'s} y xn(T) = —en(T). Por construcciéon ax = T. Del argumento dado por la
ecuacién (p-20) obtenemos que x = a~!, es el inverso. O

Tal vez no sea fécil calcular los inversos, pero podemos tener una idea de cémo son sus términos
de minimo grado distintos de T.

Observacion 4.2. De las ecuaciones uno obtiene que si « = T + Y ;—,a1(T) + ..., entonces

=T~ Yj1j=n @1(T) + ... Esto se sigue de que si no aparecen términos de grado menor a n, el
tercer término de la sequnda ecuacion en las ecuaciones[4.5]es cero.

Al igual que antes, definimos Ly := {T + ¥~ ¥j1j=n @1(T)} y Dnc(a) 1= nsiy slosia €
L,/L,+1,la «<profundidad» de a. Es claro que D,,.(T) = co. Probaremos que es una filtracién y
calcularemos el anillo de Lie asociado a ésta. Para tal efecto, es necesario conocer el comporta-
miento del conmutador en el grupo. El siguiente lema nos dice como es éste.

Lema4.1. Seana =T+ Y -, ar(T)+... yB =T+ Ljj=m bj(T) + ... Entonces,

=T+ ), ). Z{ﬂl T))el = by (T)[(ar(T))s]} + E(a, pm +n 1), (47)

Il=n mr=
1= |]|=m r=1
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donde E(a, B,n +m — 1) =: E € R[[T]] donde sus coeficientes son productos de los coeficientes de a y
B, y satisface Dy,(T + E) > m + n.

Demostracion. Seguiremos los mismos pasos de la demostracién del Lema 2.1] (p. 21). Por la

ecuacion 4.3 (p.
(af)a! ( +a—T+ ) Y Z”I ]+E’) a b

[|=n|]|=mr=

e Y ( Z Z i aI(T)[(b](T)),]> (™) +E'(a™h),

[11=n |j|=mr=1

= (ﬁ+w1T (Z |Z ibﬂ)[(al(ﬂ)s]) +E”) +
Jl=m |I|=ns=

(2 = ]+E"’)+E’,

[I|=n|]|=mr=

=B— ) ZZbJ S+ Y Y Zﬂl )il +E,

|J[=m |I|=n s= [I[=n|]|=mr=

=p+ ). )L Z{az )] = by (T)[(ar(T))s]} + E,

m|l|l=nr=
1 =m |1 =n =1

con E = E' + E" + E". Se sigue que,

c(a,p)=pp+ ), ) Z{az T))] = bp(T)[(ar(T))s]H(B™H) + E(B™Y)

m|ll=nr=
J]=m |1=n =1

=T+ ), ) Z{af )] = by (T)[(ar(T))s]} + E.

I|=nr=
[Ji=m1]=nr=1

Observacion 4.3. Dyc(c(a,B)) > n—+m~+1si Dyc(a) = ny Dyc(B) = m.

Con todo esto, tenemos el siguiente resultado, ya esperado, sobre D,,,.
Proposicion 4.2. Dy, es una filtracion en Nyo(T, R).

Demostracion. Por definiciéon Dy, cumple 1) y 2) de la definicién de filtracion (1.9] (p. [T1)). 3) se
sigue de la ecuacion 4.3| (p.38) y la Observacién[d.2)(p.[39); 4) se sigue del lema anterior (&.1] (p
B
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Es claro que Nyo(T,R)x = Lr y {Nuc(T, R)i }ren €s una serie central. Ademés, N Ly = {T}.
Tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.3. N,(T, R) es residualmente nilpotente.

Una ultima observacion sobre este caso.

Observacion 4.4. Hay dos subgrupos conocidos para este caso. Estos son al considerar series donde
todos los monomios tiene iiltimo coeficiente a, = 1y al considerar el primer coeficiente ag = 1.

4.1.1 ANILLO DE LIE ASOCIADO A D,

Antes, una observacion sobre las clases de equivalencia en Nyc(T, R)/ L.

Observacién 4.5. Ny(T,R)/Ly = {T + E;'(zz Yi11=j a1(T) }. Esto porque para que dos elementos
a, B € Nuc(T, R) estén relacionados, es necesario que Dyc(aB~1) > k. Asi, por las ecuaciones (p.
B8), y un desarrollo andlogo al de la Observacion [2.3] (p. 22)), uno obtiene que C; = --- = C = 0

implica que los indices en cada grado, hasta grado k, de a y B sean iguales, y que aj(T) = b;(T), con
Il=jy2<j<k

Asi,
grp (Nuc(T,R)) = Ly/Lyy = T+ Y ap(T) p = R®KF2), (4.8)
|I|=k+1
Entonces,
grp,. (Nuc(T,R)) = P REKT2), (4.9)
k>1

donde el corchete de Lie esta dado por

[(2 “I(T)) (Z bI(T))] X ) Z{ﬂf 1))} = b (T)[(ar(T))s]}.  (4.10)

I|l=n =m I|=n mr=
1 ] [1}=n |J]=mr=1

4.2 CASO NO ASOCIATIVO

Aqui trabajaremos con una variable x que es no asociativa. Llamaremos una palabra de longi-
tud n en x al producto, en alguna forma, de x consigo mismo 7 veces y la denotaremos como
wy (x). Al conjuntos de todas las palabras de longitud # lo denotamos como W,,. La palabra de
longitud cero es 1. Asi, tenemos que Wy = {x}, Wy = {x?}, W5 = {x(x?), (x*)x},...
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Un polinomio de grado # en x es una expresion de la forma

Y, Y. ajwwi(x), (4.11)

j:() ZUjEW]'

mientras que una serie es de la forma

Y. Y 4w wi(x). (4.12)

j=>0 YUJEWJ

Aqui no hacemos distincion sobre la finitud de la segunda suma, pues vemos que |W;| < oo,
para todo j.

ARBOLES BINARIOS PLANOS CON RAfZ Y POTENCIAS DE x

Definicién 4.1. Un drbol binario plano con raiz es una grdfica orientada con sélo una raiz y cada vértice
distinto a la raiz es trivalente; esto es, tiene una raiz y dos hojas. Decimos que v es un vértice (o punto)
interior de la grifica G si#{A € E(G) | {v} N A} > 1, donde E(G) es el conjunto de aristas de G.

Decimos que un arbol binario plano con raiz tiene n 4 1 hojas si el nimero de vértices inte-
riores es n. Por ejemplo, la imagen de abajo muestra dos arboles binarios planos con raiz de 3

De ahora en adelante llamaremos s6lo drboles o n—arboles a los drboles binarios planos con
raiz de n 4+ 1 hojas, donde cada hoja es un vértice no interior distinto de la raiz. Denotemos
como T} al conjunto de todos los n—arboles.

Proposicién 4.4. Hay una biyeccion entre Wy, 11 y T,

Tal relacion se da colocando en cada hoja la variable x y haciendo la multiplicacién de arriba
hacia abajo siguiendo la orientacién de las aristas hasta la raiz. La siguente imagen muestra un
ejemplo de como realizar el producto.
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Esta descripcion en efecto de los productos como drboles nos identifica perfectamente cada
monomio de grado n. Por ejemplo la siguiente imagen tenemos dos 3-arboles distintos y vemos
que sus respectivos monomios son distintos.

&~ () # x(z?)

. 1 (2n
El nimero de n—arboles es el n—ésimo nimero de Catalan, el cual es ¢, = Pt . Enton-
n n
ces, para cada n tenemos un nimero finito de monomios ménicos en x pues |Wy| = |T,,_1| =

Cp—1-

Tenemos una operacién basica en los arboles la cual es unir las raices para formar otro arbol
binario, esto se traduce en multiplicar sus respectivos monomios asociados. De la misma forma,
hacer sustitucién en los monomios; esto es w;(w; ), es “pegar” el arbol asociado a w; en cada hoja
de w;.

Como nos interesan las sustituciones usamos, como en la seccién anterior, la siguiente notacion:
Sea w una palabra (de alguna longitud), entonces w(x)[(A1)r,, ... (Ax)r] significa sustituir los
Ajen las “posiciones” riyconl <r; < longitud de w. Como w representa un arbol, entendemos
la “posiciéon” j como la j—ésima hoja contando de izquierda a derecha. Con esto tenemos

wn<x+9):wn(x)+lfl Y wa()[O)r,-- (0)r] (4.13)
=11<r<...<n<n

donde la primera suma significa el nimero de sustituciones.

Nos interesa son las series de potencias en la variable x. Sea R un anillo conmutativo con 1.
Definimos
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NyaRx) :={x+)Y_ Y agpwi(x)]|ag, €R} (4.14)

k>1 wre Wy
Entonces, al igual que antes, definimos la operacion de dos elementos & = x + Y= Yy e, 4iwi(X)
y B =x+ L Laew, bjwj(x) en Nna(R, x) como

ap=p+) ) awip)

i>2w;,eW;

:,B—f—z Z a;w; X—i-z 2 b]w](x) ,
iZZW,EWI- ]ZZWJEW]

=5+ ) ai<wi(x)+
i22w,-eW,»

i

Z Z Z Z b, . bjwn (x)[(w), (X)) r, - - (W), (x))r,]

I=1 \1<n<..<n<i \ji,i=z2 \wj €Wj, ..., wj, €W,
i
:,B+DC—X+ Z Z Z Z Z azb]wl(x)[(w](x))r] +... (4.15)
i>2 w,EWz- r=1 ]22 w]EW]-
(4.16)

El dltimo término que aparece en la tdltima linea es el sumando / = 1 de la suma en la linea
anterior.

Como antes, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.5. Ny (R, x) con la operacion definida por la sustitucion forma un grupo.

Demostracion. La operacion es asociativa y tiene como 1 a x. Para hallar al inverso usamos el
mismo argumento que en la Proposicién i.1] (p. 39). O

Observacién 4.6. Al igual que antes, six = x + Y, cw, anWn(X) + ..., entonces

ol =x— Y awn(x)+...

wn €Wy

Como vamos a calcular el anillo de Lie asociado a Dy 4, necesitamos conocer el conmutador del
grupo My (R, x). Este tiene una estructura similar al caso no conmutativo.

Lema 4.2. Sean o = x + Y >y Yuew, 4iW0i(X) Y =X+ Lisp Ywjew, bjw;(x). Entonces,

wn €W, w €Wy, \r=

cwp=x+ Y Y (”1aibjwz-<x>[<wj<x>>r1— ébjaiwj<x>[<wi<x>>s]) (4.17)
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Demostracion. La demostracion es seguir los mismos pasos que en la demostracién del Lema
(p-[39), s6lo usando la ecuacién (p-[4) junto a la observacién anterior (4.6). O

Definimos para cada k > 0, Ly = {& € Nya(R,x) | & = x + Yo, ew,,, Tr1Wis1(x)}, y el
andlogo a la «profundidad» en el grupo de Nottingham:

Dna(a) =ksiysolosia € Ly — L. (4.18)
Es claro que Dy 4 esta bien definido, pues sélo existe un k para el que se cumple

Proposicion 4.6. Dy 4 es una filtracién en Ny (R, x).

Demostracion. La propiedades de la Definicién [1.9] (p. [I1) se siguen por definicién 1) y 2), 3) de

la ecuacién (p-[4) y 4) del Lema [4.2] (p. [44). O

Para terminar esta seccion, vea que Ly = Nya(R, x)r y N Ly = {x}. Asi, por ser {Nna (R, %) }ren
una serie central, tenemos lo siguiente.

Proposicion 4.7. Nya(R, x) es residualmente nilpotente.

4.2.1 ANILLO DE LIE ASOCIADO A Dyy

Para cada k > 0,

grpy k(NNa(R X)) = Li/Lyq = {x+ Y. ak+1wk+1(x)} , (4.19)

Wi+1 €Wit1

es un R—modulo generado por Wy 1 (o por T). Denotemoslo por R(W..1). Entonces, el anillo
de Lie es

grpy, (NMNa(R, X)) = @D Li/ L1 = @D R(Wiey1), (4.20)
k>0 k>0

y el corchete de Lie esta dado por

[AB]= Y ) (2 a;bjw;(x i bja;jw;(x (x))s]> , (4.21)

wn €Wy wy €Wy,

donde A = Y, cw, anWn(x) € R{W,—1) Yy B = ¥, ew,, bW (x) € R(Wy,—1).
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4.3 POTENCIAS REALES
En este caso consideraremos potencias de ntimeros reales. Sea
So = {{aj}lajERy a1 =1<ay <asz<...— oo} (4.22)
Para cada elemento {a;} € Sco, definimos
Yo an i =t4 Y agt", (4.23)
j>1 >1
donde 4,; € R. Por simplicidad escribiremos a; = a,;.
Definimos el siguiente conjunto
NR(t) = {t + Za]-t"‘f | {Dé]'} € Soo} (4.24)

j>1

Al igual que antes, damos un producto en este conjunto. Sean «, 8 € NR(t), dados por a =

t+Yqatiyp=t+ Z]->1 bjtﬁf, entonces

wp=ap=pt Y ai(p)

i>1

Para desarrollar ()% es necesario la siguiente definicion.

Definicién 4.2 (Binomio de Newton Generalizado). Para « € R, definimos

(“> | a(a—n..].d(a—kﬂ)’ parak > 0.

Y con esto tomamos

(4.25)
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Usando esto

ap=p+) ai(p)

i>1

o
:,3+211i t—f—Zb]'t‘Bf) ,
i>1 i>1

=B+ a Z(f)tm_k (Zb]’fﬁ")k :

i>1 k>0 j>1

—ﬁ+2a12( )th (2 b .. tzuﬁn),

i>1 k>0 J1r--Jk
=B+). ) X ( ) ...b]-kt"‘i*’“rg(:1 Pir, entonces
1>1k>0]1, ,]k
ap=PB+a—t+) Y Y ( ) bt kL By (4.26)
i>1k>071,...,jk

Notemos que a; — k + Y5, Bj, — +oosii — 400, pues a; — +ooy también cuando k — +oo ya
que a; — k+ Y5, Bj, > a; — k+ kmin{b; } = a; +k(min{bj } —1). Asi, siempre podemos arre-
glar esta serie para que sea un elemento de NR(t). Entonces, tenemos un producto asociativo
con identidad 1 = t. Para hallar inversos, supongamos que X = t + ¥ x;t% € AR(t) es tal que
Xa = t. Entonces de tenemos

L k )
t_th_oc+X—t+ZZ Z ( )xiah---ajktel L YET

i>1k>0j1,...,Jk
0; 0 —k+Y)_
0=)Y ait"i+) xt"+) Y Y ( )xiuh ot Yi1 %, (4.27)
j>1 i>1 i>1k>0j1,....Jk
Aqui, los grados minimos son los de «a, y 6,, de cada parte. Igualandolos obtenemos x, = —a5.

Desptes, sustituyendo “hacia arriba”, obtenemos el sumando i = 2 en{4.27|es
y

_ k . _
Z Z ( ) —ap) a, .. a],ktfxz kY —aza%tz”@ Ty .

k>0]1, /]k

Lo que se hace, es comparar las potencias de grado menor, estas son 2ap — 1 y a3. La menor
igualamos con 63. Con esto tendremos ahora el sumando i = 3 del dltimo término de
Continuamos de la misma manera, tomando la menor potencia de ese sumando y comparando
lo con la menor de los sumandos conocidos, el cual siempre se puede elegir por como son las
sucesiones. Este proceso inductivo nos lleva a la construccién del inverso izquierdo para «. Por
un argumento andlogo al de la ecuacion 2.5 (p. obtenemos la existencia de inversos para
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este producto. Nétese que, como antes, el inverso siempre tiene la forma a ™! =t — ayt* + .. ..
Entonces, tenemos el resultado esperado.

Proposicion 4.8. N (t) junto con la operacion de sustitucion forma un grupo.

Al igual que antes, definimos en NR(#) la funcién «profundidad», DR, como
DR(t—i—at“—|—...) =a—1,

con « minimo tal que a # 0. Es claro que siempre existe tal « y la tinica manera en que no, es
que t +at* + --- = t. En tal caso DR(t) = +o0.

Proposicién 4.9. D es una filtracion en NR(t) con imagen R™.

Para probar esta proposicién necesitamos conocer la forma del conmutador.
Lema4.3. Sean A =t+at*+... y B =t+ btP +.... Entonces,
c(A,B) =t+abla—p)t*TF 14 . (4.28)

Demostracion. La demostracion es analoga a la del Lema [2.1| (p. 21). Por (p-[47) tenemos

AB=B+A-+ LT T < ) by By

i>1k>0jq,...
— B+ A—t+ aabt*™ 1+5+E,
(4.29)

donde E es la serie que queda al quitar el término de menor grado de la tltima serie de la
expresion de arriba. Como A~! =t — at* + ... tenemos que

ABA ' =BA '+ AAT - A 4 aab(ATH IR L E(ATY),
= (A‘l +B—t+B(—a)btP 1T L E ) +t— A b aabt P L ET L E(ATY),
= B+ab(a— )P L E+E +E, (4.30)

con E, E' y E” series que aparecen al desarrollar. Ponga Q = E + E’ + E”. Entonces, al multipli-
car por B~! a4.30|obtenemos

¢(A,B) =BB ' +ab(a—B)(B1) P+ QB! =t+abla— )P4

Ahora la demostracién de la Proposicién
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Demostracién. La propiedad 1y 2 de la Definicién[1.9) (p.[11) son inmediatas. 3 se sigue de como
definimos los inversos y la ecuacién (p-[47), y 4 del Lema anterior. O

Observacion 4.7. En esta generalizacion obtenemos N (R, t) < NR(t), lo cual no se garantiza en los
otros dos casos, por la naturaleza de la variable.

4.3.1 ANILLO DE LIE ASOCIADO A Dy
Es claro que, dado a € R=9, entonces

8 pg o (NR(1)) = Lo/ L = R (¢4, (4.31)

Con lo que obtenemos el anillo de Lie de DR

grp, (NR(H) = @ R(*H), (4.32)

x€R>0

y corchete [t*T1tH1] = (o — B)ta+FFL,
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CAPITULO

CONCLUSIONES

El trabajo deja muchas preguntas para futuras investigaciones sobre los temas que aparecen
aqui.

e En el capitulo 1, tenemos preguntas sobre el tipo de relaciones que hay entre dos anillos
de Lie asociados a filtraciones distintas.

e En el capitulo 2, las investigaciones recientes sobre el grupo de Nottingham y su relaciones
con teoria de nameros.

e En el capitulo 3, generalizaciones sobre los resultados aqui dados.

e En el capitulo 4, seguir el estudio de las diferentes generalizaciones que se trabajaron.
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