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RESUMEN

Si G es una gréfica simple entonces existen subgraficas C y R tales que C

es una grafica no bipartita, R es una gréfica bipartitay V(G) = V(C) U V(R)

con V(C)NV(R) = @. En este caso escribimos G = [C; R]. Esta descomposicién
no es unica. Ademds si G es una gréfica cuyo conjunto de vértices es V(G) =
{x1,...,x,} y cuyo conjunto de aristas es E(G) = {y1,...,ym}, entonces el ideal
téricode G es el ntcleo del morfismo de k-algebras

¢ klyr, ..., ym] — k[x1,..., x4

dado por ¢(yr) = x;x; donde y, = {x;,x;} y k esun campo. En [6] se caracte-
rizan las gréficas G = [C; R| cuyos ideales téricos son Intersecciones Completas
para cuando C esconexay R es 2- conexa. El objetivo de esta tesis es estudiar
las gréificas G = [C;R] cuyos ideales toricos son Intersecciones Completas para
cuando R es 1-conexa.






ABSTRACT

If G is a simple graph then there are subgraphs C and R such that C isa
non bipartite graph, R is a bipartite graph R and V(G) = V(C) U V(R) with
V(C)NV(R) = @. In this case we write G = [C;R]. This decomposition is not
unique. Also, if G is a graph whose vertex setis V(G) = {x1,...,x,} and whose
edge setis E(G) = {y1,...,ym}, then the toric ideal of G is the kernel of the
k-algebras morphism

¢ klyr, ..., ym] — klxy,..., x4

given by ¢(yr) = x;x; where y, = {x;,x;} and k is a field. The graphs

G = [C;R] whose toric ideals are Complete Intersections, C is connected and
R is 2-connected are characterized in [6]. The goal of this thesis is to study the
graphs G = [C;R] whose toric ideals are Complete Intersections when R is

1-connected.
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PREFACIO

Los ideales téricos son ideales generados por binomios (diferencia de monomios)
en un anillo de polinomios. El conjunto de puntos que se anulan en cada polinomio
de un ideal térico es una variedad térica afin. Las variedades téricas son una fami-
lia de variedades algebraicas caracterizadas por objetos combinatorios (poliedros
y abanicos). Las variedades téricas y los ideales téricos forman una drea muy ac-
tiva de investigacion. En su estudio hay una gran interaccién entre diversas areas
de las matematicas como: algebra conmutativa, combinatoria y geometria, para
mayor detalles ver [11], [16] y [42].

Una propiedad fundamental de las variedades en la Geometria algebraica es la
propiedad de Interseccion Completa. Algebraicamente, un ideal es una Intersec-
cién Completa si el nimero minimo de generadores es igual a su altura. Si un ideal
en un anillo de polinomios es una Interseccién Completa entonces su variedad afin
es una Interseccion Completa. El estudio de ésta propiedad en los ideales téricos
fue iniciado por Herzog en [23]], para ideales téricos asociados a curvas monomia-
les en espacios 3-dimensionales. Para una nota histérica sobre estos temas, ver la
introduccién y referencias de [19] y [30]. Otras referencias interesantes son [8], [10]
y [27]. Computacionalmente, decidir si un ideal térico es de Interseccién completa
es un problema que esté en la clase NP, ver [14], [28] y [37]. Por lo que es de interés
encontrar familias de ideales tdricos para las cuales existen algoritmos (que corren
en tiempo polinomial) que deciden si dichos ideales son intersecciones completas.
Se han encontrado este tipo de algoritmos para ideales téricos simpliciales (ver [5])
e ideales toéricos de curvas monomiales afines (ver [7]).

Por medio de su matriz de incidencia, a un objeto combinatorio (gréafica, matroide,
hipergrafica simple, gréfica orientada), le podemos asociar un ideal térico. Estos
ideales téricos han sido muy estudiados, ver las siguientes referencias: [9], [17],
[201], [21], [25], [26], [33], [35]], [38], [40] y [41]. Ademas, la propiedad de interseccién
completa se ha estudiado para ideales téricos asociados a graficas simples (ver [6]
y [20]), graficas orientadas (ver [18], [19], [20] y [34]) y matroides (ver [17]).

Las graficas para las cuales el conjunto de vectores caracteristicos de los ciclos in-
ducidos es una base para el espacio de ciclos sobre Z;, se llaman gréficas ani-
lladas. Las gréficas anilladas han sido estudiadas en otros contextos y con otras
aplicaciones (ver [1], [2] [3], y [31]). En [20] se prueba que estas graficas pueden ser
construidas por medio de sumas cliqué de vértices, aristas y/6 ciclos. Por lo tanto,
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sus bloques 2-conexos (subgraficas maximales sin vértices de corte) son 2-sumas
cliqué de ciclos, es decir, se pueden construir recursivamente empezando por un
ciclo e identificando una arista de un nuevo ciclo con una arista de la gréfica pre-
viamente construida.

Dada una grafica G, en [6] se da un algoritmo que en tiempo polinomial decide si
G es una intersecciéon completa (es decir, que si el ideal térico es una intersecciéon
completa). Ademads se prueba que si G es intersecciéon completa, entonces existen
subgréficas inducidas disjuntas R y C de G, talesque V(G) = V(R)UV(C), R
es una gréficas anillada bipartita y C satisface una de las siguientes condiciones:
C =®, C esuncicloimpar, C es una banda parcial impar 6 C estd formada por
dos ciclos impares disjuntos. En [6] también se da una caracterizacién combinatoria
efectiva para las graficas de intersecciéon completa para las cuales R es 2-conexo
y C es conexo. En esta tesis estudiamos las gréficas Interseccion Completa, para
las cuales R es 1-conexo.

Esta tesis se encuentra estructurada de la siguiente manera: en el primer Capitulo
se dan algunos conceptos y resultados basicos de Teoria de gréficas, Algebra Con-
mutativa y Geometria Algebraica, que se usardn en los siguientes capitulos. En el
segundo Capitulo se estudian los conceptos bésicos de variedades e ideales tori-
cos. En particular se exponen los resultados de [6] sobre ideales téricos asociados
a graficas que se utilizardn a lo largo de esta tesis. En el Capitulo 3 se encuentran
los principales resultados de esta tesis, es decir el estudio de gréficas G = [C; R]
intersecciones completas para cuando R es 1-conexa. Finalmente en el Apéndice,
se dan pruebas alternativas a algunos resultados del Capitulo 3.
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CAPIiTULO

PRELIMINARES

1.1 TEORIA DE GRAFICAS

1.1.1 DEFINICIONES BASICAS

Una gréfica simple es un par ordenado G = (V,E) de conjuntos finitos, donde
E es un conjunto de subconjuntos no ordenados de V de cardinalidad dos, los
elementos de V' se llaman vértices y los elementos de E aristas, si es necesario
se denotardn a los conjuntos Vy E por V(G) y E(G) respectivamente. En esta
tesis todas las graficas seran simples. Si V' es el conjunto vacio y por lo tanto E
también lo es, entonces la grafica G es la grafica vacia. Una gréfica con un vértice
y sin aristas es llamada trivial.

Dos vértices x1,xy € V son adyacentes ¢ vecinos si ¢ = {x1,x} € E, en este
caso decimos que x; esincidente a e. El conjunto de vecinos de un vértice v € V
es la vecindad de v en G y se denota por Ng(v). Ademads, el grado degg(v) de
un vértice v es el nimero de vecinos de v en G. Un vértice de grado cero es un
vértice aislado. Una gréfica completa es aquella en la que todos sus vértices son
adyacentes a pares.

Dadas dos gréficas G = (V,E) y H= (V/,E’), setiene que H es una subgrafi-
cade G si V! CV y E’ CE, ademas se dice que H es una subgrifica
inducidade G si {x1,x2} € E(H) para x1,x; € V(H) tal que {x1,x2} € E(G),
en este caso H se denota por G[V']. Dados v1,...,vs € V ala gréfica inducida
G[V\{vy,...,vs}] seledenotard por G\ {vy,...,0s}.

Una sucesion de aristas {xq, x2}, {x2, x3}, ..., {Xk, 11} es una caminata de lon-
gitud k de x; a x;,1 ysedenota por (x,...,xcr1), ademds x1,X; 1 son
los extremos de la caminata. Si los vértices x1,xp,...,x¢11 son todos distintos se
dice que la caminata es un camino. Dada una gradfica H un H-—camino es un
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camino P no trivial tal que los vértices de P coinciden con los vértices de H
tnicamente en los extremos del camino P. G es una gréfica conexa si dados dos
vértices a,b € V existe un camino con vértices extremos a, b. Si una gréﬁca no es
conexa, se dice que es disconexa. Una subgrafica maximal conexa de G es una
componente conexa de G. Un vértice v € V es un vértice de corte de G si el
numero de componentes conexas de G\ {v} es estrictamente mayor que el ntime-
ro de componentes conexas de G. Una arista de corte ¢ de una gréfica G es una
arista tal que, el nimero de componentes conexas de G \ e es mayor al namero de
componentes conexas de G. Una grafica 2-conexa es una grafica G = (V,E) tal
que |V| >2 y G\ X esconexaparatodo X C V tal que |X| < 2. Un bloque
es una subgrafica maximal conexa de G sin vértices de corte.

Un k-ciclo 6 ciclo es una caminata C = (xy,...,x;y1) de longitud k > 3 don-
de x; = x¢41 y los demads vértices son diferentes. La longitud del ciclo C es
su nimero de vértices y/o aristas. Un ciclo es par (impar) si su longitud es par
(impar). Dado un ciclo C = (x1,x2,...,X¢+1) una cuerda es una arista {x,, xs}
talque 1 <r <r+1<s<k+1.5 C no tiene cuerdas, entonces C esllamado
un ciclo primitivo ¢ inducido.

Un conjunto de subgraficas Gy,...,Gs de una gréfica G es una particiéon de G
si E(G))NE(Gj) =@ con i #j y E(G) = Ui_; E(G;). Una gréfica no vacia
es bipartita si su conjunto de vértices puede ser particionado en dos subconjuntos
disjuntos Vi, V, tales que toda arista de G tiene un extremoen V; y otro extremo
en V5. El nimero de componentes conexas bipartitas de G lo denotaremos por
b(G).

G esuna grafica completasi {x,y} € E(G) para cada par de vértices diferentes x
y y. Una grafica G eslasumacliquede Gy y G, si V(G) =V(G)UV(Gy) v
G[V(G1) N V(Gz)] = K es una gréfica completa. Ademas si |V (K)| = r, entonces
se dice que G esla r-suma cliquede G; y Go.

Definicién 1.1 [6, Definicién 5.2] Si v es un vértice de grado 2 tal que no per-
tenece a un triangulo, (es decir, Ng(v) = {uy,up} y {ug,u2} ¢ E) entonces la
contraccién de G en v, denotada por G es la gréfica con conjunto de vértices
V§ = (V\{uy,uz,v})U{u} donde u esun nuevo vértice y conjunto de aristas

ES = E([G\ {uy, u5,0}]) U {{x,u} | {x,u1} € E(G) 6 {x,uy} € E(G)}.
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Una grdfica G es anillada si cada bloque de G que no sea un vértice o una arista
se construye a partir de un ciclo afiadiendo sucesivamente H-caminos de longitud
al menos dos, que une graficas H ya construidas en dos vértices adyacentes. Equi-
valentemente una grafica es anillada si sus bloques 2-conexos se pueden construir
como sumas 2-clique sucesivas de ciclos.

1.1.2 ALGUNAS GRAFICAS ESPECIALES

Las siguientes graficas fueron definidas en [6] y se usan para clasificar a las graficas
cuyos ideales téricos son intersecciones completas.

Una gréfica theta con vértices extremos x,y es una grafica T con V(T) =
V(P1) UV(P,) UV (P3) donde Py, P, Ps son tres caminos de longitud mayor 6
igual a dos tales que V(P;) NV(P;) = {x,y} para 1<i<j< 3.La gréfica theta
T se dice que es par (impar) si los tres caminos son pares (impares).

Una rueda parcial impar es una grafica W con conjunto de vértices
V ={z1,...,2;,x} donde [V \ {x}] esun cicloimpar primitivo y existe al menos
un 1 < i <r talque {x,z} € E. Una rueda parcial impar es una CI-rueda-
parcial-impar si Ny (x) = {z1,2s,,...,25,} talesque 1 < sy < --- < s; donde
3,...,8¢ sonimparesy s, =2 0 Sy esimpar.

Una CI-rueda-doble es una gréfica conexa con conjunto de vértices V = {by, by }U
{z1,...,2/} donde C:= [V \ {b1,b2}] esun ciclo impar primitivo y su conjunto
de aristas es E = E(C) U {{bl, bz}, {bl,Zjl }, ey, {bl,Z]'s}, {b2/Zk1}/ ceny {bZ/Zkt}}/
donde s,t > 1, 1<j1 < ---<js<ky <---<ki<ry ji,....Js,k1,...,kt son
impares.

Una banda parcial impar es una grafica conexa cuyo conjunto de vértices es
V =V(C)UV(Cy), donde C; = (ay,...,ar,) ¥y Co = (by,...,by,) son dos ciclos
impares disjuntos, y su conjunto de aristas es E = E(C;) U E(C)U
{{aj, bi,}, .- {aj, b }}, donde 1<ji < <js<r, 1<k <---<ks<ra y
ji = ki(mod 2) paratodo 1 <i<s.

Una CI-vértice-banda es una grafica conexa cuyo conjunto de vérticeses V =
V(C)UV(C)U{c} donde C; = (ay,...,ar,) y Co = (b1,...,by,) son dos ciclos
impares disjuntos, y su conjunto de aristas es E = E(C;) U E(C)U
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{{all bil}/ {al/ biz}/ sy {all bik}/ {612, C}/ {arl,c}}, donde 1 < il < -0 < ik < 2,y
i1,...,1x impares.

1.2 ALGEBRA CONMUTATIVA

Decimos que un ideal I de un anillo R es generado por ay,...,a, sitodo
elemento de I es una R—combinacién lineal de estos elementos, en tal caso se
escribe I = (ay,...,a,). Sedice que G = {ay,...,a,} esun conjunto minimal de
generadores de I siningtn subconjunto propio de G genera al ideal I, y se dice
que G es minimo si |G| = min {|A| | A es un conjunto de generadores de I'}. El
producto de dos ideales I, | denotado por I] es el conjunto de todas las sumas
finitas ) a;b; donde cada a; € I ycada b; € J. Unideal I # R es primo si
ab € I implicaque a € I 6 b € R. El conjunto de los ideales primos de R es
el espectro de R y se denota por Spec(R). El radical de un ideal I es el ideal
VI={r € R|r™ ¢ I para algtin entero m > 1}, ademéds

vVi= () »
peSpec(R)
ICR
El radical de I también se denota por rad(I). Elideal I se dice irreducible si
no puede ser escrito como la interseccion de dos ideales diferentes de I, en caso
contrario el ideal es reducible. Una cadena ascendente (de ideales) de longitud
n es una sucesion finita estrictamente creciente de ideales Ip C I; C --- C I,. La
altura de un ideal primo p es el supremo de las longitudes de todas la cadenas
de ideales primos pg C p; C --- C py, = p que terminan en p y se denota por
ht(p), si I esunideal de R, su altura es:

ht(I) = min{ht(p) | I Cpyp € Spec(R)}.

Unanillo A esuna R—algebra si existe un homomorfismo de anillos ¢ : R — A.
Notemos que A tiene una estructura de R—moddulo compatible con su estructura
de anillo dada por r-a = ¢(r)a paratodos r € R 'y a € A.Sea F un subconjunto
de A, entonces se denota por R[F] al subanillo de A generadopor F y ¢(A).
En ocasiones R[F] esllamadola R—subdlgebra 6 R—subanillo de A generado
por F. Si F esfinitoy A = R[F], entonces se dice que A es una R—algebra
finitamente generada. Por otro lado, se dice que A esuna R—algebra finitasi A
es finitamente generada como un R—maddulo. Un homomorfismo de R—algebras
¢ esun mapeo ¢ tal que es un homomorfismo de anillos y un homomorfismo de
R—moédulos.
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ANILLOS DE POLINOMIOS

Sea R = k[xq,...,x,] unanillo de polinomios sobre un campo k. Un monomio de
R esun elemento de la forma x{'---xj" donde a; € N, y se denota por x” con
a=(ay,...,a,) € N". El soporte de x? es el conjunto supp(x*) = {x; | a; > 0}.
El conjunto de todos los monomios de R, denotado por Mon(R), es una k—base
para R, es decir, dado un polinomio f € R éste se puede expresar como una tinica
combinacién k—lineal de monomios. Un binomio en R es una diferencia de dos
monomios. Un binomio x* — x# es primitivo si no existe otro binomio x7 — x° tal
que x7|x* y x°|xP. Un ideal binomial es un ideal generado por binomios.

1.3 GEOMETRIA ALGEBRAICA AFIN

Sea R = k[x1,...,x,] el anillo de polinomios en n variables con coeficientes en
un campo k.

1. El espacio afin de dimensiéon n sobre k denotado por A} es el espacio
cartesiano que consiste de n copias de k, es decir A} := k.

2. Sea I unideal de R, lavariedad afinde I en k" es el subconjunto:

V(I):={aeck| f(a) =0 paratodo f €I} (1.1)

Un subconjunto V' de k" define unideal en R, de la siguiente forma:

Z(V):={f€R|f(a) =0 paratodo a€V} (1.2)

Proposicién 1.2 [22] Proposicién 1.2] Sea R = k[x1,...,x,] elanillo de polinomios
en n variables con coeficientes en el campo k, entonces se tienen las siguientes
propiedades

a) Dados I,] C R talesque I C ], setiene que V(J) C V(I).

b) Dados V,U C k™" talesque V C U, se tiene que Z(U) C Z(V).
c) Dados U,V C k", setiene Z(UUV)=Z(U)NZ(V).

d) Si V esuna variedad, entonces V(Z(V)) = V.
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e) Si A CR, entonces V(A) =V(I), donde I = (A).

f) Sea V C k" cualquier subconjunto, entonces V(Z(V)) = V, la cerradura
de V en latopologia de Zariski.

Proposicién 1.3 El siguiente conjunto
T, ={ACKk"'| A° esunavariedad afin en k"} (1.3)
forma una topologia para k". La cual llamaremos topologia de Zariski.

Demostraciéon. Sean Aj, Ay € T,, entonces A{ = V(I;) y A5 = V(D),
con Ij,I, ideales en R, estoimplica que (A;NAy)" = AJUAS = V(I;)U
V(L) ={ack" | f(a)g(a) =0paracada f € I, g € L} = V(I1]I;). Entonces
A1NA €T,

Ahora, si {Ay}s C %2, entonces A5 = V(I,) con [, unideal de R. De donde
(UsAd) = N AS = N V(L) = {a € k" | f(a) = Oparacada f € U, L} =
V(U Ix). Entonces U, Ay € T.. Finalmente @ = V(R) y k" = V(0). Por lo
tanto T, es una topologia. u

Definiciéon 1.4 Una variedad V C k" es irreducible si no es la unién de dos
subvariedades propias de V en k" .

Proposicién 1.5 Sea V C k" una variedad en k", entonces V es irreducible siy
s6losi Z(V) C R es un ideal primo.

Demostracién. (=) Sean f,¢ € R dos polinomios tales que fg € Z(V), en-
tonces V C V(fg) = V(f)UV(g), asi V = (VNV(f))U(VNV(g)). Pero
(VNV(f)) v (VNV(g)) son cerrados en la topologia de Zariskiy V es irredu-
cible, entonces podemos suponer (sin pérdida de generalidad) que V = VN V(f).
Lo que implica que V C V(f) y porlo tanto f € Z(V). Por lo tanto Z(V) es
primo.

(<)Sea P =7Z(V) C R unideal primo y supongamos que V = V;UV,, con
Vi, Vo C k" variedades, entonces P = Z(V;) NZ(V;). Dado que P es primo, se
tiene que P =Z(V;) 6 que P =Z(V;). Dedonde V(P)=V; 6 V(P)=V,. Por
lo tanto V' es irreducible. U

Teorema 1.6 (Nullstellesatz) [36, Teorema 6.102] Si I es un ideal de R =
k[x1,---,x4), donde k es un campo algebraicamente cerrado, entonces

V(1)) = V1
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El anillo de coordenadas de una variedad afin V C k" es k[V] := R/Z(V).
Los elementos de k[V] pueden ser interpretados como las funciones polinomiales
k—valuadasen V.

Observacion 1.7 [11, Pag 4] Existen subconjuntos abiertos (en la topologia de Za-
riski) de una variedad afin V' que son variedades afines en si mismos. En efecto,
sea V C C" una variedad afiny sea f € Clxy,...,x,]\ {0}. Definamos

Vii={aeV | f(a) #0} =V(f)'nVCV,

entonces Vy es un abierto de Zariski en V, y ademas es una variedad afin.






CAPIiTULO 2

IDEALES TORICOS Y
VARIEDADES TORICAS AFINES

2.1 IDEALES TORICOS Y CONJUNTOS TORICOS

Sea R = k[t1,...,t;] un anillo de polinomiosy S = k[x{",...x!] un anillo de

Laurent, ambos sobre el campo k. Paracada « = (a1,...,a,) € Z", denotamos
por x* el monomio IT', xi* en k[x{,...,xE]. Dada una matriz n x g, con
entradas enteras y columnas diferentes de cero D = (df)lgjgn le asociamos el

homomorfismo de k— algebras 1sisq

¢:R=k[ts,..., to] — klx™,..., x4 CS (2.1)

definido por ¢(t;) = x%, donde d; = (d},...,d") esla i—ésima columna de D,

es decir 1
d! dr

o) = 2% i=x - x (2.2)

El ntcleo de ¢ es el ideal térico asociado a Dy es denotado por Pp. Un ideal
térico Pp es de Intersecciéon completa si y(Pp) = ht(Pp), donde u(Pp) esla
cardinalidad de un conjunto minimo de generadores de Pp.

Los siguientes resultados relacionan ¢ con el homomorfismo o : Z7 — Z"
determinado por la matriz D en la base canénica de Z7 y Z".

Lema 2.1 [13] ¢(t*) = x¥(®) paracada a € Z9.

Demostracion. Si « = (ocl,...,ocq) entonces,

i P — A% _ dla; dla;
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— xlz? 1d11(x1 . . x%"?zl d?“i = (21 1 1 ’Z?:l dznai)_
di --- dg aq vl dla
Ademés y(a) =D, = : : = :
di - dg &g Yl dfw
Por lo tanto ¢(t%) = x¥(®). O

Proposicién 2.2 ¢ = t* — tP € ker(¢) siysélosi a — B € ker(¢).

Demostracién. (=)Sea g = t* —tP € ker(¢), entonces 0 = ¢(g) = ¢(t*) — ¢p(tP).
De donde ¢(t*) = ¢(t#). Por el Lema 2.1/tenemos que x¥® = x¥(A) lo que im-
plica que 0 = ¢(a) — ¢(B) = ¢(a — B). Por lo tanto a — B € ker(¢).

(<)Sea & — B € ker(yp), entonces (a) = p(B). Asique ¢(t*) = x¥(®) = x¥(F) =
¢(tP). De donde ¢(t* — tP) = 0. Por lo tanto t* — tf € ker ¢. O

El conjunto térico afin determinado por la matriz D es el conjunto:

1 1 n

d d
—{( an,...,alq---anq) EAZ | (a1,...,a0) € (K)"}. (2.3)
Ademas, si las entradas de D no son negativas, podemos definir

r={(a",...,a%)|ack"}. (2.4)

Proposicién 2.3 [11] Proposicién 1.1.11] Un ideal I C k[xq,...,x;] es térico siy
sOlo si es primo y generado por binomios.

2.2 VARIEDADES TORICAS AFINES Y CONJUNTOS
TORICOS

El toro de dimensién 1 es el subespacio abierto afin

(k)" = K"\ V(x1 -~ x,) C K", (2.5)
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su anillo de coordenadas es la localizaciéon de R = k[x1,...,x,] en el conjunto
multiplicativo de monomios, es decir k[x1,...,Xu]x..x, = {g§/m € k(V) | g € R
y m es un monomio en R} = k[x7, ..., x]. Este anillo es llamado el anillo de po-
linomios de Laurent.

Un toro T es un variedad afin isomorfa a (k*)", donde T hereda la estructura
de grupo del isomorfismo.

Definicién 2.4 [11] Definicién 1.1.3] Una variedad térica afin es una variedad afin
irreducible V que contiene un toro Ty =~ (k*)" como un conjunto abierto de
Zariski.

Proposicién 2.5 [11, Teorema 1.1.17] Una variedad afin es térica si y sélo si es la
variedad de un ideal térico.

2.3 IDEALES LATTICES Y ANILLOS DE SEMIGRU-
PO

Una lattice es un grupo abeliano libre de rango finito, entonces una lattice de rango
n esisomorfaa Z". Unsemigrupo es un conjunto S con una operacion binaria
asociativa tal que posee identidad. Un semigrupo afin es un semigrupo finita-
mente generado (tal que puede estar encajado en una lattice M ) cuya operacién
binaria ademads sea conmutativa. Un ejemplo de un semigrupo afin es IN" C Z".
Dada una lattice M y un subconjunto finito % € M se tiene el semigrupo afin
IN2( € M, ademas bajo isomorfismo todos los semigrupos afines son de la forma
anterior (ver [11]).

Dados A un grupo abeliano, k un campoy Q el semigrupo generado por un
subconjunto finito {aj,...,a,} C A, entonces el anillo de semigrupos k[Q] de Q
esla k—algebra con k—base {t* | a € Q} y multiplicacién definida por t*-t’ =
t*t?. Sea L la sublattice de Z" definida como el kernel del homomorfismo
grupos

f:z" - A

donde f(e;) = a; para i = 1,...,n. Entonces Z"/L C Ay Q = N"/ ~p,
con ~p larelacién de equivalencia sobre IN" dada por u ~y v & u—v € L.
Para mas detalles ver [29].
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Definicién 2.6 [29, Definicion 7.2] Si L es una lattice, entonces el ideal
Ip = (x*—xP | a,B € N"ya—pB € L) esllamado el ideal lattice asociado a L.

Proposicién 2.7 [11, Definicién 1.1.10] Un ideal térico es un ideal lattice primo.

Teorema 2.8 [29] Teorema 7.3] El anillo de semigrupo k[Q] es isomorfo al cociente
S/I;.

Proposicién 2.9 [29, Proposicion 7.5] La dimension de Krull de k[Q] es igual a
n—rango(L).

2.4 IDEALES TORICOS ASOCIADOS A GRAFICAS

Sea G = (V,E) una gréfica con conjunto de vértices V = {vy,...,v,}, con-
junto de aristas E = {ey,...,em}. La matriz de incidencia de G es la matriz
D¢ = (aij)uxm dada por

b — 1 siv e €j,
Y 0 en caso contrario

El homomorfismo de k-adlgebras asociado a Dg es denotado por ¢, es decir
oG : k[tl,. . .,tm] — k[xl,. . .,xn] dado por (PG(tk) = XiXj, donde ¢, = {Z)i, U]} €
E(G). Ademas, el dlgebra de aristas de la grifica G denotada por k[G] esla
imagen de el homomorfismo ¢g, entonces k(G| = k[x;x; | {v;,v;} € E(G)] C
klxi,...,x,). Alideal térico Pp. lo denotaremos por Pg. Entonces se tiene por
[42] que ht(Pg) = m —n+b(G), donde b(G) es el nimero de componentes
conexas bipartitas de G. Decimos que G es una interseccién completa si su ideal
térico P es de Intersecciéon completa.

Sea w = (v,v,...,0, = U;) una caminata cerrada par en G, con
ek, = {Uijfl,vi].}, entonces el binomio asociadoa w es:

r r
By 1= H by — H by -
I=1 I=1

El conjunto de aristas de w, se puede particionar en dos conjuntos
wt = {e;; | jesimpar} y w™ = {e; | jespar}. Las aristas de wt son llama-
das aristas impares del camino y las aristas correspondientes a w™ aristas pares.
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Observemos que en el caso de un camino cerrado par, la paridad de las aristas de-
pende unicamente del arista desde la que inicia el conteo. Un camino cerrado par
w = (eil,eiz,. . .,eizq) es primitivo si B, # 0 y no existe un subcamino cerrado
par € de w de longitud menor tal que et Cwt y € C w~. El camino w es
primitivo si y sélo si el binomio By, es primitivo (ver [35]).

Lema 2.10 [32, Lema 3.2] y [35 Teorema 2.1] Sea B, un binomio primitivo, en-
tonces una de las siguientes condiciones se cumple:

1. w es un ciclo par
2. w esta formado por dos ciclos impares con un tinico vértice en comun.

3. w estd formado por dos ciclos Cj,C; impares disjuntos unidos por dos
caminos que conectan un vértice v € V(Cy) y un vértice v € V(Cp).

El sumidero (sink) de un bloque B es un vértice en comun entre dos aristas pares
6 dos aristas impares de un camino w que pertenece al bloque B. En particular,
si e es una arista de corte de un camino primitivo, entonces e aparece al menos
dos veces en el camino y pertenece a w~ 6 w™, por lo tanto, ambos vértices de
e son sumideros (ver [35]]).

Definicién 2.11 [35] Definiciéon 4.4] y [32] Una cuerda f = {v1,v2} esllamada un
puente de una caminata primitiva w si existen dos diferentes bloques B, B, de
w tales que v; € By y v2 € By. Una cuerda es par (impar) si no es un puente y
separa el camino en dos caminos pares (impares).

Observacion 2.12 [35] En general, para una caminata par primitiva w puede exis-
tir al menos una cuerda f que separe a la caminta primitiva en dos caminatas pa-
res, pero puede existir otra caminata primitiva par w’ tal que w = w’, By, = By
y f separa w’ en dos caminatas impares.

Teorema 2.13 [35, Teorema 3.2] Sea G una graficay w una caminata cerrada par
de G. By es primitivo siy sélo si

1. Todo bloque de w es un ciclo o una arista de corte,

2. Cada arista multiple de la caminata w es una arista doble de la caminata y
una arista de corte de w,
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3. Todo vértice de corte de w pertenece a exactamente dos bloques y es un
sumidero para ambos bloques.

Corolario 2.14 [35, Corolario 3.3] Sea G wuna grafica y sea W wuna subgréfica
conexa de G. Lasubgrafica W es la grédfica de un camino w con By primitivo
siysolosi W satisface las siguientes condiciones:

1. W esun ciclo par 6
2. W no es 2-conexa y
a) Todo bloque de W es un ciclo 6 una arista de corte y

b) Todo vértice de corte de W pertenece a exactamente dos bloques y
separa la grafica en dos partes, el nimero total de aristas de los bloques
ciclicos en cada parte es impar.

Definicién 2.15 [15, Definiciones 1.1 y 1.2] Una matriz B con entradas en los en-
teros es llamada mixta si cada fila de B tiene por lo menos una entrada positiva
y una entrada negativa. Decimos que B es dominante si no contiene ninguna
submatriz mixta cuadrada. El méximo comun divisor de todo menor t x t de B
donde t < rank(B) es denotado por A¢(B).

Teorema 2.16 [15| Teorema 2.9] y [24, Teorema 1.1] Sea P4 unideal torico de altura
r ysean g; = x% — xPi € P4 con mcd(x%,xP) =1 para 1 <i<r.Si B denota
la matriz r X n cuya i—ésima fila estd dada por a; — B; para 1 < i <r, entonces

Py =(g1,...,8) siys6losi B esdominantey A,(B)=1.

Lema 2.17 [6, Lema 2.5] Sea B una matriz r X n con vectores columna cy,...,¢, €
Z'" tal que c; tiene a lo més una entrada distinta de cero para algin 1 <i < n,
denotemos por B’ alamatriz r x (n —1) cuyos vectores columna son cy,...¢;_1,
Cit+1,---,Cn . Entonces B es dominante siy sélo si B’ es dominante.

Teorema 2.18 [6, Teorema 3.4] Toda subgréfica inducida de una gréfica de Inter-
secciéon completa es de Interseccién completa.

Corolario 2.19 [6, Corolario 3.5] Una grafica es de Intersecciéon Completa si y s6lo
si cada una de sus componentes es de Interseccién Completa.
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Teorema 2.20 [6, Corolario 3.7] Sea G una gréfica de Interseccion Completa, en-
tonces

1. 2|E(G)|+4 <3|V(G)| si G es bipartita
2. 2|E(G)| < 3|V(G)| si G no es bipartita.

Corolario 2.21 [6, Corolario 3.9] Si G es una Interseccién Completa, entonces no
contiene a K3 como subgréfica.

Lema 2.22 [6, Lema 5.1] Sea G una gréfica con un vértice v de grado dos en G.
Sean Hj, H, dos subgraficas inducidas de G tales que v € V(H;), degp,(v) = 2
y b(H;\ {v}) = b(H;) para i = 1,2. Entonces, si G es una Interseccién
completa, se tiene que b(H \ {v}) =b(H) donde H = [V(H;) N V(H,)].

Proposicién 2.23 [6, Proposicion 5.3] Sea G una gréfica con un vértice v de grado
dos que no pertenece a un tridngulo en G. Si G es de Intersecciéon Completa,
entonces G5 (ver Definicion también lo es.

Teorema 2.24 [6, Teorema 5.7] Gréficas theta impares con vértices base no adya-
centes y graficas theta pares no son de Interseccién Completa.

Lema 2.25 [6, Lema 6.10] Sea G una 1-suma-clique o una 2-suma-clique de una
grafica H y una gréfica anillada bipartita R. Entonces, G es una Interseccion
Completa siy s6losi H es una Intersecciéon Completa.

Lema 2.26 [6, Lema 6.12] Sea W una rueda parcial impar. W es una interseccién
completa si y s6losi W es una Cl-rueda parcial impar.

Lema 2.27 [6, Lema 6.14] Sea G una gréfica conexa con V(G) = V(C) U {by, by}
donde C es un ciclo primitivo impar, {b1,b,} € E(G) y degg(b1), degg(ba) = 2.
Entonces, G es una interseccion completa siy s6lo si G es una CI-doble-rueda.

Lema 2.28 [6, Lema 6.16] Sea G una grafica conexa con V(G) = V(C) U {c}
donde C es una banda parcial impar. Entonces, G es una Interseccion Completa
siysélosi degc(c) =1 6 G esuna Cl-vértice-banda (ver seccién|1.1.2).
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Lema 2.29 [6, Lema 6.17] Sea G una grafica conexa con V(G) = V(C) U {cy, 2}
donde C es unabanda parcial impar, {c1,c2} € E(G) y c1,¢2 tienen grado > 2.
Entonces G es una Interseccion Completa si y s6losi G es una 2—suma-clique
de C yun 4-ciclo.

Observacion 2.30 [6] Seccion 6] Toda gréfica G tiene una particién (no necesaria-
mente tnica) de dos subgréficas inducidas C y R donde R es un gréfica bipartita
y V(C) =V(C)U---UV(Cs) donde Cy,...,Cs son ciclos primitivos impares.
En este caso denotaremos a G por [C;R|. Cuando G es bipartita se tiene que C
es la gréfica vacia.

Corolario 2.31 [20, Corolario 3.4] Si G es una gréfica bipartita, entonces G es una
Interseccion Completa siy sélosi G es una grafica anillada.

Teorema 2.32 [6, Teorema 6.5] Sea G = [C; R] una gréfica conexa de interseccién
completa. Entonces R es una gréfica anillada, mientras que C satisface una de
las siguientes condiciones: C = @, C es un ciclo impar, C es una banda parcial
impar 6 C estd formado por dos ciclos impares disjuntos.

Teorema 2.33 [6, Teorema 6.18] Sea G = [C;R] una gréfica conexa, donde R es
2-conexay C esconexa. Entonces G es una Interseccion Completa siy sélo si R
es una grafica anillada bipartita y se cumple una de las siguientes condiciones

1. C=0,

2. G esuna l—suma-clique de R con una de las siguientes graficas
a) una Cl-rueda parcial impar,
b) una 1-suma-clique de una banda parcial impar y una arista,
¢) una Cl-vértice banda,

3. G esuna2—suma-clique de R con una de las siguientes graficas
a) una Cl-rueda doble,

b) una banda parcial impar .



CAPIiTULO 3

GRAFICAS DE INTERSECCION
COMPLETA

Definicién 3.1 Si C es unabanda parcial impar, de tal forma que V(C) = V(Cy) U
V(Cy), donde C; y C son ciclos impares y s6lo hay una arista entre C; y C; en
C, entonces C esllamada una 1—banda parcial impar.

Lema 3.2 Sea G = [C;R] una gréfica de interseccién completa con C conexay
degc(x) > 2 paratodo x € V(C). Si existen dos vértices distintos z1,z; € V(C),
tales que no existen dos caminos con diferente paridad de z; a z, entonces C es
una 1-banda parcial impar donde la tnica arista entre sus ciclos es {z1,z5}.

Demostracién. Si existe un ciclo impar C; C C tal que zj,zp € C1, entonces
podemos suponer que C; = (a1,4a2,...,4r,a1) con zy =a; y zz = a;. De donde
£ = (ay,a2,...,4;) vy L2 = (a;,ai41,...,4,,41) son dos caminos con diferente
paridad. Lo cual es una contradiccién, asi que no existe tal ciclo impar. Entonces
por el Teorema C es una banda parcial impar y existen ciclos impares disjun-
tos Cp, Cs talesque V(C) = V(C) UV(C3). Como no existe un ciclo impar que
contenga a z; y z2, podemos asumir que C; = (by,...,by,), C3 = (c1,...,¢r3)
con z1 = by y zp = c1. Ademds C es conexa, entonces existe {b;,c;} € E(G). Si
i #1, entonces £ = (by,...,bi,cj,cji—q,...c1) y £ = (by,..., b, cjciz1,...,C1)
son dos caminos con diferente paridad de b; a c;1. Lo que implica que i = 1.
Similarmente j = 1. Por lo tanto la tinica arista entre C; y C3 es {c1,b1}. ]

Lema 3.3 Sea G = [C;R] una gréfica de Intersecciéon Completa con C conexa y
P1, P2, P3 tres caminosen R tales que Ng(C)N (U7, V(P))) = {x}!, x2, x5

donde P; = (x,x},...,x;") para 1 < i < 3. Si V(P)NV(P;) = {x} pa-
ra i # j entonces existe al menos un vértice v € V(P)\ {x]},x?, x5’} con

P:=G[V(P)UV(P,)UV(Ps)] tal que degp(v) = 2.
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Demostraciéon. Tomemos X = {x1 ,xz ,x3 >} y consideremos dos casos

1. degp(x') > 2 paracadal < i < 3. Supongamos que degp(v) > 3 para
todo v E V(P)\ {x]!, x32, x5 } entonces

21E(P)| = Y degp(v Y. degp(v) + Y degp(V) >

veV(P) UEV(P)\X veX

3([V(P)] =3) +2(3) = 3|V(P)[ -3,

entonces 2|E(P)|+4 > 3|V(P)| +1 > 3|V(P)|. Pero P C R es bipartita,
entonces por el Teorema se tiene que G no es de Interseccién Completa.
Lo que es una contradiccion.

2. Existe al menos un j € {1,2,3} tal que degp(x]r-j) =1:

Sean X' = {xr.f | degp(x rf) =1} € X y P/ = G[V(P)\ X'], entonces

Y = Np(X') C {&"7, 227!, 2271}, Supongamos que degp(v) > 3 para
todo v € V(P')\ (XUY) y degp/( ) > 2 paracada v € ((X\X)UY),
entonces

20E(P")| = ). degp(v) = Y. degpr(v) + ) degp (V) >

veV(P) veV(P)\(XUY) ve((X\X/)UY)
3(IV(P) = X\ X)UY]) +2((X\ X ) UY[) =3[V (P)] - (X\ X")UY].
Ademds [(X\X)UY|=|X\X|+|Y|=@B—|X|)+|X'| =3, asi
21E(P)|+4 =2 3|V(P)| — (X\XYUY|+4=3|V(P)|—-3+4>3|V(P)],

Pero P/ C R es bipartita. Entonces G no es de Intersecciéon Completa por el
Teorema Lo que es una contradiccién.

a

Lema 3.4 Sea G = [C;R] una graficacon C conexay Py, Py, P; tres caminos en
R tales que Ng(C)N (Ui, V(P)) = {x},x2,x3*}, donde P; = (x,x},...,x}")

para 1 <i<3. Si V(P;)NV(P) = {x} para 1<j<k<3, entonces G no es
de Interseccién Completa.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que si existe un
camino P/ quevade x a C, tal que V(P/) C V(P;) entonces V(P/) = V(P),
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paracada i € {1,2,3}.

Tomamos H := G[U?_V(P;) UV(C)], porel Lema existe x’ € U2_; V(P;) tal
que degp(x’) = 2. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que x' € V(Py).
Tomemos las subgréficas G; = H[V(C)UV(P1)UV(P2)] v G, = H[V(C)U
V(P1)UV(Ps)], entonces b(Gy) = b(Gy) = b(Gy \ x') =b(Gy\ x') =0 debido a
que ¥ ¢ CC V(G)NV(Gy) yv G;\ {x'} esconexapara i =1,2. Sin embargo
b(G3) =0y b(G3\x') =1 con G3 = G1NG, = H[V(C)UV(Py)]. Por lo tanto

G no es interseccién completa, por el Lema O
Lema 3.5 Sea G = [C;R| una grafica conexa tal que C es una banda parcial

impar con A = {y1,..., ¥y} € RN Ng(C) tal que | Ng(y;) NV(C) |> 2 para
toda 1 <i<r. Si G esunaInterseccion Completa entonces se cumple una de las
siguientes condiciones:

i)r=0y G=C.
ii) r=1y G[V(C)UA] esuna Cl-vértice-banda.

iii) r =2 y C esuna 1—banda parcial impar cuyos ciclos son C; = (x1,...,Xs,)
y C = (z1,...,25,) con {x1,z1} € E(G), Ng(y1)NV(C) = {x2,x5,},
Ne(y2) NV(C) = {22, 25} ¥ {y1,y2} & E(G).

Demostraciéon. Tomemos G; = G[V(C)U{y;}] paracada 1 < i < r. Por
el Lema G; es una Cl-vértice-banda. Supongamos que los ciclos de C son
Ci=(x1,...,%5), Co = (z1,...,2s,) talesque {x1,z1} € E(G), entonces Ng(y;) N
V(C) = {x2,x5,} 6 Ng(y;)) NV(C) = {z2,25,}. Si r > 3, podemos suponer
que Ng(y1) = Ng(y2) = {z2,25,}. Porlo que Glz1,22,2s,,41,Y2] contiene un
K>3 como subgrafica. Lo cual es una contradiccién por el Corolario Por lo
tanto r < 2. Si r = 0, entonces G = C, porque G esconexa.Si r = 1
entonces G[V(C) U A] es una Cl-vértice-banda. Ahora asumimos que r = 2,
como G no tiene un Kj3 como subgréfica, entonces Ng(y1) N V(C) = {xp, x5, }
y Ng(y2) NV(C) = {z2,25,}. Como Gy y Gy son Cl-vértice-bandas, entonces
Ng(C1)NV(C) = {z1} v Ng(C)NV(Cy) = {x1}. Por lo tanto C es una
1—banda-parcial-impar. Finalmente por el lema[2.29) {y1,y2} ¢ E(G).

Lema 3.6 Sea G = [C;R] una gréfica con C una 1- banda parcial impar cuyos
ciclosson C; = (x1,...,%s,) V¥ Co = (21,...,2s,). Si V(R) ={y1,y2} vy E(G) =
E(C1)UE(C) U {{y1, 22}, {y1, x5, }, {v2, 22}, {y2, 25, }, {x1,21} } entonces G esuna
Interseccion Completa.
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Demostracion. Se tiene que ht(G) = |E(G)| — |V(G)| +b(G) = (s1 +s2+5) —
(s1+52+2)+0=3. Sea E(G) = {e1,...,es5,4s5,4+5}, donde

({yl,ﬁQ} sii=1
{y1, x5, } sii=2
{y2,22} sii=3
{y2, 2, } sii=4
ei =< {x1,z1} sii=>5
{xi_s5, xi_4} si 6<i<s +4
{xs,, %1} sii=s1+5
{zi—s,—5,2i—5,—a} sis1+6<i<s+sr+4
| {zs, 21} sii=s;1+s2+5

Tomemos los caminos cerrados pares

('x]_l X2,Y1,Xsq, xl) sii=1
w; = (21/22/y2/ ZSzI Zl) sii=2

(X1,..., Xs;,X1,21, - ,25,,21,X1) S1i=3

donde w;, w, sondelongitud 4 y w3 esdelongitud s; + s, + 2. Sea el binomio
By, = x% —xPi con a;,B; € N*1"52*5  correspondiente al ciclo par w;, para
1 <i<3, ysea B lamatriz 3 x (s; +sp +5) con entradas enteras tal que la
i— ésima fila estd dada por a; — B;. Notemos que para j € {1,...,51 +s2 +5}\
{6,51+5,51+6,51 +52+5} la j—ésima columna tiene a lo més una tnica entrada
distinta de cero. Asi las tinicas columnas con mas de una entrada diferente de cero,
son las columnas de la siguiente submatriz de B,

1 =10 0
B=|(0 0 1 —1
1 1 1 1

La cual es dominante, entonces por el Lema B es dominante. Ademdas B
tiene a la identidad 3 x 3 como submatriz de donde A3(B) = 1. Finalmente
por el Teorema P; = (Bwl, Buw,, Bw3). Por lo tanto G es una Interseccién
Completa. U
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Lema 3.7 Sea M = (az‘j)lgign una matriz n x n, cuyas entradas son
1<j<n

-1 sij=i+1
ai]-: 1 Sij:i

0 en otro caso

Entonces la matriz M es dominante.

Demostracion. Por induccién sobre n. Si n = 1, entonces M es dominante.
Ahora supongamos que n > 2. Supongamos por contradiccion que M tiene una
submatriz cuadrada A que es mixta. Sea M’ la matriz que resulta al quitar la pri-
mera columna de M. Como la primera columna solo tiene una entrada diferente
de cero, entonces por el Lema podemos asumir que A es una submatriz de
M’'. Sea M" la matriz que resulta de borrar la primera fila de M’, entonces A
es una submatriz de M” porque el primer renglén de M’ solo tiene una entrada
diferente de cero. Pero M" tiene la misma estructura que M. Por hipétesis de
induccion M” es dominante. Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto M es
dominante. O

Lema 3.8 Sea G una gréfica conexa tal que V(G) = V(C;)UV(C) v V(Cy)N
V(C) = @ donde C; = (ajy,...,ar,) es un ciclo primitivo impary C, =
(b1,...,br,) es un ciclo primitivo par. Entonces G es de Interseccion Completa
siy s6lo si una de las siguientes condiciones se cumple:

a) E(G) = E(Cl) U E(Cz) U {{al,bl},{ai2,b1},...,{ais,bl}} donde
1=1i <ip <. <i5; ademds i3,...,i; son impares, mientras ip = 2
6 ip esimpar.

b) E(G) = E(Cl) U E(Cz) U {{ﬁlil,bl},...,{aisl,bl}, {ﬁljl,bz},...,{ajSZ,bz}}
con 1<iy <ip<-ov<igg S <jp<-or<jo KLY iyerrisy,jire- s
son impares.

Demostracién. (=) Como V(G) = V(C)UV(Cy) vy V(C)NV(Cy) = D en-
tonces G = [C;R] donde R = C, y C = Cy. De donde por el Teorema[2.33] G
es una l-suma clique de R = C; con una Cl-rueda parcial impar 6 una 2-suma
clique de R = C; con una Cl-rueda doble, poque C solo tiene un ciclo impar.
En el primer caso G satisface a), mientras que en el segundo caso G satisface b).
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(<) Primero supongamos que G satisface a), entonces G; = G[by U V(Cy)] es
una CI-rueda parcial impar. Asi por el Lema2.26, G; es una interseccién completa.
Ademdas G esla 1-suma clique de G; con C; enel punto by. Porel Lemam
G es interseccién completa, porque C; es una gréfica anillada.

Ahora, supongamos que G satisface b), entonces G, = G[{by, b2} UV (Cy)] esuna
Cl-rueda doble. Mientras que G esla 2-sumade G, y C, eslaarista {by,by}.
Asi por el Lema y el Lema G es interseccion completa, porque G, es
intersecciéon completa. U

Teorema 3.9 Sea G = [C;R] una grafica conexa con C conexa tal que no es el
vacio ni una 1-banda parcial impar. Sea £ = (z1,...,2) el camino mas corto en
R talque Ng(C)NV(R) CV(L). Si G esde Interseccion Completa, entonces L
es un camino sin cuerdas.

Demostracién. Por la minimalidad de £, se tiene que z1,z: € Ng(C). Supon-
gamos que existen i,j € {2,...,t —1} talesque i+1 < j y {z,z} € E(G).
Sin perdida de generalidad podemos suponer que el camino P = (z;,zi41, - - -,Zj)
no tiene cuerdas. Entonces existe z, € Ng(C) con i < a < j pues en caso
contrario Ng(C) N V(R) € V(L'), donde L' = (zy,...,z,2j,...,2), lo que con-
tradice la minimalidad de £. Ahora supongamos que z; ¢ Ng(C) y tomamos los
caminos Py = (z;...,z;,), P2 = (zi,...,23,) ¥y P3 = (2i,2j,...,25;) donde
fp=max{r | 1<r<iyz € Ng(C)}, p =min{r | i <r<ayz € Ng(C)},
js = min{r | j < ryz € Ng(C)}. Tenemos que ji,j»,j3 existen porque
z1,2za,2t € Ng(C). Pero la existencia de P;, P, y Ps; contradice el Lema
De donde z; € Ng(C). Similarmente z; € Ng(C). Ahora tomemos el ciclo
C1 = (zi,Ziy1,--+,2j,21) ¥ X, € Ng({z1}) N V(C) para I € {i,«,j}. Como R es
bipartitay P no tiene cuerdas, entonces C; es un ciclo primitivo par.

Como P no tiene cuerdas y C es par, entonces {z;,za} & E(G) o {z4,zj} ¢
E(G). Sin perdida de generalidad podemos suponer que {z;z,} ¢ E(G). Si
Xy, # X, entonces por el Lemaexiste un camino P’ entre x;. y Xxi, en
C tal que |V(P')| = |V(Py)| (mod 2) donde P; = (zj,zi11,...,24). Entonces
[V(P1)| = |V(P2)| = |V(P3)| (mod 2) donde P> = (zi,2j,2j-1,---,24) Y P3 =
(zi, xki,P’ , Xk, Za). Lo cual es una contradiccién por el Teorema De donde
Xp, = Xp,. Si {z,x,zj} € E(G), entonces existe una theta par formada por los
caminos (zj, Zi41,---,2a), (ZisZk;r Za), (zl-,z]-,za). Lo cual es una contradiccién
por el teorema Asi {z4,zj} ¢ E(G) y por un argumento similar al de que
Xy, = Xi,, obtenemos que xi, = xi. Dedonde x = xi, = x;, = Xg; € C. Pero C
es conexa, entonces por el Teorema[2.32} C es un ciclo impar o una banda parcial
impar. Por lo que existe un ciclo impar primitivo C' C C, tal que x € C’. Estono
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es posible por el Lema 3.8} porque C; es un ciclo primitivo par. Por lo tanto £ no
tiene cuerdas. O

Lema3.10 Si G es una gréfica bipartita de Interseccion Completa y H un ciclo
en G, entonces H = G[H] tiene por lo menos 4 vértices de grado 2.

Demostracién. Por contradiccion, supongamos que |X| < 3, donde X = {x €
V(H) | degp(x) < 2}. Entonces

A = Y degy(x) =
xeV(H)

Y degu(x) + Y degg(x) > 3(IV(H)| — [X]) +2/X]| = 3|V(H)| - |X].
xeV(H)\X xeX

Asique 2|E(H)| +4 > 3|V(H)|+4—3 > 3|V(H)|. Esto es una contradiccién por
el Corolario O

Teorema 3.11 Sea G = [C; R] una grafica de Intersecciéon Completa, con C conexa.
Donde By, By,...,B: son bloques diferentes de R tales que Ng(C) N V(B U
---UBy_1) = @. Si ay,...,a; son vértices diferentes tales que a; € V(B;_1) N
V(B;) para 2 <i<t, a3 € V(B1)NNg(C) v a;1 € V(B) N Ng(C), entonces
{aj,a;.1} € E(G) paracada 1 <i<t

Demostracién. Supongamos que existe i € {1,...,t} tal que {a;,a;11} ¢ E(G).
Como B; es un bloque de G, entonces B; es 2-conexa y existen dos caminos
disjuntos P;, P, en B; entre a; y a;;1. Podemos suponer que P; y P» no
tienen cuerdas. Como R es bipartita por el Lema[3.10] H; = G[P; U P,] tiene por
lo menos 4 vértices de grado 2. Asi podemos suponer que existe x € V(Pq) \
{a;,a; 11}, tal que degp, (x) = 2. Tomamos Hy = G[PyUB;U---UB;U---UB;U
C], entonces degp,(x) =2 y Hp\ x es conexa porque Ng(C)NV(Ui_; B) =
{a1,a;51} y By,..., Bt sonbloques de R. Estoimplica que b(Hy) =b(H;\x) =1,
b(Hy) = b(Hp \ x) = 0. Ademds H3 = Hi N Hy = Py, porloque b(H3) =1y
b(H; \ x) = 2. Lo cual es una contradiccién por el Lema O

Lema 3.12 Sea G = [R;C] una grafica de Intersecciéon Completa con C grafica
conexa no vacia. Sea L = (z1,...,z;) un camino en R sin cuerdas tal que
Ng(C)NV(L) = {z1,z+}, v | V(C) N Ng({z1,2+}) | = 2 entonces una de las
siguientes dos condiciones se cumple:
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i) zp,...,2z,—1 son puntos de corte en R.

ii) r =2, esdecir £ = (z1,22).

Demostracién. Supongamos que no se cumple ninguna de las dos condiciones.
Entonces existe i € {2,...,r —1} tal que z; no es un vértice de corte en R.
Supongamos que z; pertenece al bloque B. Tomemos iy = min{j |1 <]y z €
Bparaj<k<i} y ip=max{j|j<ry z € Bparai < k < j}. Entonces
i1 <i<ip Sii=1i361=1ip setieneque z;_1 ¢ B 6 zj41 ¢ B lo que implica
que z; es un vértice de corte en R. Porlo tanto i # iy y i # i. Ademads
zi,,Zi, € B son vértices de corte en R, entonces por el Teorema se tiene que
{zi,,zi,} € E(G). Lo cual es una contradiccién, porque £ no tiene cuerdas.

O

Proposicién 3.13 Sea G = [C;R] con C = (x1,...,Xr,Xx1) un ciclo impar sin cuer-
dasy R una grafica bipartita, tal que R = (z1,...,2¢) es un camino par sin cuer-
das.Con V(G) = V(C)UV(R) y E(G) = E(C)UE(R)U{{zj,, Xk, },-- -/ {Zjer Xk, } }
deformaque s >1y 1<j; <---<js <t sonimpares.Si G es de Interseccion
Completa entonces una de las siguientes condiciones se cumple

1. Todos los subindices ky, ..., ks son impares.

2. Existe A C {1,...,s} talque k; =2 paratodo i € A y k; esimpar para
todo j ¢ A.

Demostraciéon. Como ji,...,Js sonimpares, entonces Ng(z;) = {z;_1,z1:1}, es
decir degg(z;) =2 paracada [ par.

Debido a que G es de interseccién completa, por la Proposiciéon se tiene que
la gréfica simple Gp := G7, también es de Interseccion Completa, de forma in-
ductiva se tiene que las graficas simples G; := (G;_1)s, para 2 <i < (t—1)/2,
donde V(G;) = V(C)U{z1,23,...,20i11,22i12,- - - 2t} son de Intersecciéon Comple-
ta.Sea H := G(;_1)/, la cual es de Interseccion Completa. Tenemos que V(H) =
V(C)U{z} y E(H) = E(C)U{{z x },.... {z, xkg/}}. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que ki < kj < --- < ki, con s’ < s. De donde los subindices
kiks, ... ks sonimparesy kj =2 6 kj esimpar. Por lo tanto, G no satisface nin-
guna de las condiciones del enunciado, porque {ky,..., ks} = {k},... k.}.

O
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Proposicién 3.14 Sea G = [C;R] una gréfica conexa con C = (x1,...,%,,X1) un
ciclo primitivo impar, tal que R = (z1,...,2¢) esun camino par sin cuerdas con
V(G) = V(C)UV(R) y E(G) = E(C)UE(R) U {{zj,xx,},---,1{zj,, X} } donde
1< <jp < <js <t sonimpares. Silos subindices ki,..., ks son impares,
entonces la grafica G es de Interseccion Completa si y s6lo si ninguna de las
siguientes condiciones se cumple:

1. Existen vértices x;, € V(C) y zj, € V(R) no adyacentes y de grado mayor
igual a tres, tales que existen subindices a; < a < ay y B < B < By, tales
que para u,v € {1,2} distintos, se tiene:

a) {xx,.zjgt A%k zjg, b {%k, 2j,} € E(G) 6
b) {xkaz,zjﬁ}, {xka,Z]‘ﬁu }, {xkocl’zjﬁv} € E(G) .

2. Existen 7,6 € {1,. . .,1’} tales que kzy #ksy {Zje,ij} - NG(xky) ﬂNG(xké),
donde zj, # zj,.

Demostracién. (<) Observemos que que ht(G) = |[E(G)| — |V(G)| +b(G) =
(r+s+t—1)—(r+t)+0=s—1. Sea E(G) ={e1,...,er45++—1}, donde

{xki,zji} si1<i<s
{Xi s, Xi_s41} sis+1<i<s+r—1
e.
l {xr,x1} sii=s+r
{zios 1 Zir-si1} sis+r+1<i<s+r+t—1
Primero supongamos que ki < k < --- < ks, entonces para todo i € {1,...,s}

los ciclos w; = (xg,, .. s Xkpr B - ~/Zj,-/xk,-) son pares primitivos.

Sea el binomio By, = x% — xfi con a;,B; € N"+~1 correspondiente al ciclo
par w; ysea B lamatriz (s—1) x (s+7r+t—1) con entradas enteras tal que la
i— ésima fila estd dada por w; — B; y notemos que para i € {1,s,...,s+r+t—1}
la i—ésima columna tiene a lo més una tnica entrada distinta de cero, entonces
por el Teoremabasta ver que la submatrizde B, B’ = bf]- € M(s_1)x(s—2) que
consta de las columnas c¢j,...,cs_1 esuna matriz dominante.

En efecto, para k € {2,...,5s — 2}, notemos que la k—ésima fila de la matriz B’
tiene una entrada positiva y una negativa si y sélo si se toma la columna (k + 1),
por lo tanto una submatriz C = (c);; € Myx,; de B, es mezclada siy solo si esta
formada por las columnas ¢y, Ck,+1, - - -/ Cko+(p+1) Para ko € {2,...,s —2} fijo, es
decir g = p+1 y por lo tanto C no es una matriz cuadrada [15, Definicién 1.2],
es decir, no existe una submatriz mezclada de B’, porlo tanto B’ es dominante,
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lo que implica que B también es dominante por el Teorema Por lo tanto
PA - (Bwl,. . .,Bws_l) .

Ahora, supongamos que existen a,b € {1,...,s} talesque j, < j, v ky <ks y
ki < -+ < ky_q, entonces {zj,x;,} € E(G) pues en caso contrario los vértices
Za-1/Zjir Zjy Y Xk yr Xkor Xk, cumplen alguna de las condiciones de 1. Por otro lado,
si {zj, %} € E(G), debido a que ya se vio que {zj,x;,} € E(G) se tendria
la condici6n de 2. Entonces, sin perdida de generalidad se tiene que z; = z; vy
Xr, = Xk, Yy en este caso podemos considerar que G es una 2-suma-clique de
G' = G[V(C)U{zy,...,z4}] yelciclopar C" = (z4...,zj, Xk, ..., X,) entonces
por el Lema se tiene que G es de Interseccién Completa.

(=) Procedamos por induccién sobre |V(G)|.Si V(R) = {z1} se tiene que G
es de Interseccion Completa si y sélo si G es una rueda parcial impar, por lo
tanto G no cumple ninguna de las condiciones mencionadas en el enunciado.
Entonces supongamos que R = (z1,...,2z¢) con t > 3, si |V(G)| = 6, se tiene que
C = (x1,x2,%3,x1) v R = (z1,22,23), por el Corolarioel numero de aristas
de G debe ser menor 6 iguala 9 y debidoa que |E(G)| =r+ (t—1) +s donde
t,r =3 setiene que s < 4.

Es facil ver que si s < 3 con G de Interseccion Completa, ninguna de las con-
diciones del enunciado se cumplen. Por otro lado, no existe G de Interseccion
Completa con s = 4, en efecto, para este caso el conjunto de aristas de G debe
estar dado por E(G) = E(C) UE(R)U {{z1,x1},{z1, %3}, {23, x1}, {23, 23} } ypara
este caso es facil ver que G no es de Intersecciéon Completa.

Ahora supongamos que |V(G)| > 6 ysea A C {1,...,t} el subconjunto de los
subindices pares tales que para todo i € A existen subindices impares j, < i <
jn de forma que k,, >k, .Si A =@ claramente G es de Interseccién Completa
y ademds no cumple ninguna de las condiciones del enunciado.

Por otro lado, si A # @ tomemos j, < j; los subindices impares tales que k, > k;
Y Jqg—Jp = mint {jy — jm | jm < jm' Y ki > kyy}, definimos a:=j, +1y v:=z,
notemos que degg(v) = 2 y tomando la contracciéon de G en v, G’ := G§. Se
tieneque G’ = [C;R] con R = (Z],...,z}_,), donde z/_; corresponde al vértice
que resulta de la contraccién y
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ademaés

(Ha) €EG) = {{Zf""‘} N

{zj12, %1} € E(G)
Observemos que j, = a —1 y probemos que si a+1 < j; entonces Ng(z;) =
{zi-1,ziy1}, paratodo a+1 < i < j,;, en efecto, supongamos que existe x; €
V(C) tal que {z;,x¢} € E(G), si f <k, secontradice la minimalidad de j; — jp
pues i —j, < j;—jp, ysi kg <kp < f setieneque k; < f con —i < —j, entonces
Jq — i < jq — jp , 1o que también contradice la minimalidad de j; — j,.

Ahora, supongamos que a +1 < j;, y que la grafica G cumple alguna de las
condiciones del enunciado. Si G cumple la condicién 2. entonces existen 7y, €
{1,...,r} tales que I‘cv 7é'k5' y {zje,zjw} C Ng(xx,) N Ng(xg,) con zj, # zj,, su-
pongamos que jp < jo- Si jy < jp entonces {zi ,,z ,} C Ner(xk,) N Ne(xk,),
si jow < jp entonces {z; ,zi } € Ne/(xk,) N Ne/(xk,), si jo < jp < jg < je entonces
{Z;'e’z}wd} - N@'(xkv) N Ng,(xk,)- Por lo tanto, en cua‘lquier.caso, la grafica G’
cumple la condicién 2. lo que contradice la hipétesis de induccion.

Si G cumple la condicién 1. entonces existen vértices x;, € V(C) y zj, € V(R) no
adyacentes y de grado mayor igual a tres, tales que existen subindices a1 < & < &y
y B1 < B < Bo, tales que:

a) {x, 2} A%z b ¥k, 2j,} € E(G) ©
b) {xkazlzjlg}' {xkarzjﬁz }/ {xkalrzjﬁl} € E(G) .

Supongamos que se tiene el caso a). Si j; < jp, entonces {ka1 , Z;ﬁ_z}, {x¢,, 2!

]ﬁl_z}’
{xkaz,z;-ﬁfz} € E(G'), si jg, < jp entonces {xkal,z}ﬁ}, {xk“,Z;-ﬁl}, {xktxz’z;ﬁz} €
E(G'), si jg < jp y jg < jp, entonces {xklxl,z}ﬁ}, {kaz}ﬂl}r {xkazrz;52—2} €
E(G), si jg < Jp < Jg < jp entonces {xkal,z;'ﬁ,z}, {xka/Z}ﬁl ¥ {xk@rz;'ﬁfz} <
E(G’). Y de forma similar se tiene lo mismo para el caso b). Por lo tanto, en cual-

quier caso, la grafica G’ cumple la condicién 1. lo que contradice la hipétesis de
induccion.

Porlotanto j, =a—1y j, =a+1.Por otro lado, definamos s como el nimero
de aristas entre C y R y s’ como el nimero de aristas entre C y R’ y notemos
que
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s—s' = ‘NG(Za—l) N NG(Za—l—l) N V(C)’ 3.1)

Debido a que G es de Interseccién Completa, por hipétesis de induccion se tie-
ne que G’ no cumple ninguna de las condiciones del enunciado, por lo que G
tampoco cumple ninguna de las condiciones del enunciado a menos que:

A) s—¢>2

En este caso, por la ecuaci(’)nexisten al menos dos vértices distintos x;, x, €
V(C) tales que {x4,x.} C Ng(z,—1) N Ng(z,41) 0 equivalentemente
{z4-1,24+1} C Ng(x4) N Ng(x.), lo que corresponde a la condicién 2. Ahora
definimos las subgraficas Hj = {z4-1,2a, 2041, X4 }] y
H} = [{z4-1,24,2a41,Xe}] y observemos que b(H!) = 1 = b(H!\ z,)
para i = 1,2, sin embargo b(H') = 1 y b(H' \z,) = 2 con H :=
[{z4-1,2a,2441}] , por lo tanto G no es de Interseccion Completa, lo cual es
una contradiccién.

B) s—s'" =0 yexisten a1 <a—-1y 1<p <p<r talesque {x,,zs—1},
(X 2j, 1o A Xkr Zat1 ) € E(G).

En este caso se tiene que ap =a, B=a—1y Br =a+1 ydebido a que
a1 # 1, la grafica G tiene caminos L] = (xka,xk“_l,...,xkal,za_l), LY =
(Xka,Z]‘ﬁl,Zjﬂl_’_l,...,Za_l) y LY = (Xk,,Za+1,Za,Za—1) Y por otro lado, la gréfi-
ca G’ contiene a los caminos pares L} = (xkal,xkal,l,...,xl,z’l,z’z,...,z}ﬁl),

— / _ / /
Ly = (.Xkal,Xkal_A'_l,. . .,xka,z].ﬁl), L3 = (xkal,za_l,...,zjﬁl), por lo tanto, por

el Teorema se tiene que G’ no es de Interseccion Completa.
U

Lema 3.15 Sea G = (V,E) una grafica conexa con E(G) = {e1,...,em} vy a:=
ht(G), para i € {1,...,a} sean w; = (uj,uy,...,u; ) caminos primitivos pares

distintos con e = (uéjil,ufj).

Si existen p,q € {1,...,m} con p # g, tales que e, es un arista impar de los
ciclos wy,ws y e; es un arista par de los ciclos w,,ws, para r,s € {1,...,a}
distintos. Entonces G no es una Interseccién Completa.

Demostracién. Sea By, = x* — xPi con a;, Bi € N, el binomio asociado al ciclo
par w; y B = (b;) lamatriz a X m con entradas enteras tal que la i— ésima fila
estd dada por «; — B;.
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Como e, esun arista impar de los ciclos wy, ws y e; esun arista par de los ciclos
wy, ws, es decir, e, € w,wl y e, € w,,wy, con r # s, entonces podemos
suponer sin pérdida de generalidad que b,y =1 = b5y, y que byy = —1 = by, si
B’ esla submatriz 2 x 2 de B dada de la siguiente manera:

B/ — brp brq — 1 _1
bsp bsq 1 _1 !

entonces B’ es una matriz mixta cuadrada lo que implica que B no es dominante.

Por lo tanto G no es una Intersecciéon Completa por el Teorema U
Lema3.16 Sea G = [C;R] una grafica conexa con C = (xq,...,Xr,Xx1) un ci-

clo primitivo impar y R con un camino sin cuerdas £ = (z1,...,2¢) tal que
V(C)UV(L) € V(G) y E(C)UE(L)U {{x1,z1},..., {xk,2,}} € E(G). Si
existen subindices «, B,y € {1,...,s} tales que j, < jg <y kg < ko < kg,
{xka,z]-ﬁ} ¢ E(G), ko = kg (méd 2) = ky (méd 2) y ju = jg (mod 2) = j,
(méd 2), entonces G no es de Intersecciéon Completa.

Demostracion. Sean L1 = (Xkys Xkyt1s - - -0 Xkyr Zjos Zjo—1s - - .,z]-ﬁ),
Ly = (xka,xka_l,...,xkﬁ,zjﬁ) y L3 = (xk“,z]-a,z]-ﬁl .. .,z]-ﬁ) tres caminos disjuntos
en G. Tenemos dos casos. Si ky, = j, (mod 2) entonces L; es un camino impar
para i = 1,2,3 por lo que los caminos £;, £, y L3 forman una theta impar,
entonces por el Teorema G no es una Intersecciéon Completa. Por otro lado,
si ky # ju (mod2), el camino L; espar para i = 1,2,3, entonces los caminos £q,
Ly y L3 forman una theta par. Por lo tanto G no es una Interseccién Completa

por el Teorema O
Proposicién 3.17 Sea G = [C;R] una grafica conexa con C = (xq,...,%;, 1)

un ciclo primitivo impar y R = (z1,...,z¢) es un camino par sin cuerdas con
V(G) = V(C) U V(R) y E(G) = E(C) U E(R) U {{zh,xkl},. .y {st,xks}} donde
1<j1<ja<--<js <t sonimpares.Sea A ={i|1<i<syk; =2},si
A#@ con a=min Ay b= max A, entonces la grafica G es de Interseccién
Completa si y s6lo si alguna de las siguientes condiciones se cumple:

1. Si A # {z1} entonces G es la gréfica con aristas E(G) = {{x1,z1},
{x,,2j,}, - ¥k, 2j,} } UE(C)UE(R), donde kg € {2,7} paratodo B> a
y siexiste py >a tal que kp, > ky, 11 entonces {xz,zj, } € E(G) y ky =2
para todo v > p.
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Ademas, si existe q; € {2,...,5} tal que j; < ja, entonces kg =1, k, =7
paratodo v >a 6 k; >2 y ky, =2 paratodo 7y > a.

Finalmente si existe g2 € {2,...,s} tal que jg, 1 <jg <ja ¥ kg—1 > ky,
entonces j;, 1=1, ks, =1y k;, 1=3.

. Si A = {z1} entonces G es la gréfica con aristas E(G) = E(C) UE(R) U

{{Zl,xl},{Zl,X2},{Z]‘3,xk3},...,{Z]'S,xks}} donde k3 < --- < kg y ki €
{1,3,r} paratodo i >3.

Siexiste algin v € {3,...,s} talque j, >1 y k, =r entonces k; = r para
todo i € {3,...,r}.

Si existe un tinico J € {3,...,s} talque js > 1, ks =3 y k; > 3 paraalgtn
ne€{3,...,s} entonces {x3,z1} € E(G).

Si existen a,B € {3,...,s} tales que jusjp # 1, entonces ky =1, kg =3
con ju <jg 6 ko = kg con {x,,z1} € E(G).

Demostracion.

(=

) Debido a que G es de interseccion completa y a que A # @ por la Proposi-

ciéon se tiene que k; es impar para todo j ¢ A.

a) Primero supongamos que Ng(x2) NV(R) # {z1}.

Siexiste p € {a+1,...,s} talquek, # 2,7 y j, < j,. Tomemos las
subgréficas H] = G[V(C)U{zy,...,2;,}] y Hy = G[V(C)U{z;,,...,z,}],
observemos que degg(x,—1) = 2 con x,_; € V(H!) y ademds b(H} \
{x,-1}) = 0 = b(H}) para i = 1,2, sin embargo b(H') = 0 y b(H'\
{x,~1}) =1 con H' = H{ N H} C G[V(C)U{z;,}]|, lo que contradice el
Lema[2.22] Por lo tanto k; € {2,r} paratodo i > a.

Siexiste p1 > a tal que kp, > ky 1y {x2,2j, } ¢ E(G). Notemos que
kp, =7y kp +1 =2, entonces los caminos disjuntos E% = (xp, Zjyr - - "me)’
1 _ 1 _
L; = (xz,...,xkp1+1,z]-pl+1,...,sz1+1,sz1) y L3 = (xz,xl,xr,szl) forman
una theta impar, lo que contradice el Terorema Por otro lado, si existe
p2 > p1 tal que ky, = r los caminos disjuntos £? = (X1, Zj,yr -0 Zjy 10 )s
£% = (xr,szl,...,szﬁl) y £§ = (xr,xl,xz,z]'plﬂ) forman una theta impar,
lo que contradice el Teorema Por lo tanto, para todo p; > a tal que
kp, > kp 41 se tiene que {x5,zj, } € E(G) yademds Ng(zj;) NV(C) =
{x2} para todo i > p; . Supongamos que existen qi,q2 € {1,...,s} ta-



31

b)

les que j;, < jo <jg, y kg # 1, Si ks, = r, tomemos las subgréficas
H? = G[{xr,xr_l,...,xkql} U {z]-ql,...,z]-g_l,...,zjqz}] y H: =
G[{xkql,. e Xp_1,Xp, X1, X2} U {zqu,...,zja_l,zja}], con zj,_1 € V(H?) y ade-
mas degy(zj,—1) =2 para i =1,2. Entonces b(H?\ {z;,_1}) = 1 = b(H})
y b(H3 \l{zja,l}) = b(H3), sin embargo b(H?\ {zj,_1}) > b(H?) con
V(H?) =V(H?NH3) C {z]-a,z]-a_l,...,z]-ql,xkql,. .., X}, lo que contradice el

Lema[2.22, por lo tanto, para todos 41,42 € {1,...,s} tales que j;, < ja < jg,
y kg, # 1 setiene que kg, = 2.

Si 1 <jy <jJgp <jay 1<ky, <kg, entonces los caminos disjuntos
3 _ ) 3 )

‘Cl - (xqulxquJrl/ ce ’xk‘h’Z]ql)’ ‘62 - (xqulxqufll cees X1,21,4 0 rZ]ql) y

ﬁg = (xqu,zj%,z]'m_l, .. .,zqu) forman una theta impar con vértices extre-

mos no adyacentes, lo que contradice el Terorema Por lo tanto, para

todos q1,q92 € {1,...,s} talesque 1< j;, < jg, < ja setiene que kg < kg,.

Sijg, =1, kg, =1y kg > 3 tomemos las subgréficas H; = G[{xy, .. <o Xy FU
{z1}] y H = G[V(C)U{zj,,...,z;,}] porlotanto x4 € H} con degyys(x4) =

2 para i = 1,2, entonces , b(H;\ {x4}) = b(H}) y b(H3\ {xs}) =

0 = b(H3), sin embargo b(H®) < b(H®\ {x4}) con H®> = HYNH; =

G[{z1,...,xx, }], 1o que contradice el Lema @

Por otro lado, supongamos que Ng(x2) N V(R) = {z1}.

Siexiste u € {a+1,...,s} talque 3 <k, <r y j, > 1 tomemos las
subgraficas Hf = [V(C)U{z1}] y H = [{x1,..., 0, }U{zjp ...z} y
notemos que degg(xy) = 2 con x4 € V(H;) para i = 1,2 y ademads
b(H}!) =0 = b(H} \ {x4}) para i = 1,2, sin embargo b(H*\ {x4}) =1y
b(H*) =0 con H* = H}NH} = G[{xy,...,x,} U{z1}], lo que contradice
el Lema[2.22] Por lo tanto k; € {1,3,r} paratodo i tal que j; > 1.

Primero supongamos que existen «, 8 € {3,...,s} distintos, tales que ja, jg >
1y ki # kg, entonces ky, kg € {1,3,r}. Sin pérdida de generalidad su-
pongamos que kg = r, entonces k, € {1,3}, tomemos las subgraficas
Hy = [V(C)U{z1}] v H3 = [{xk, Xk 11,- - %} U{zj,, ..., 2j5}] y notemos
que degg(xs) =2 con x4 € V(H?) para i = 1,2 y ademés b(H) =0 =
b(Hy \ {x4}) y b(H3) = b(H3 \ {x4}), sin embargo b(H>\ {x4}) > b(H’)

con H> = H} NH5 = G[{xx,, X¢,+1,---, %+ }], 1o que contradice el Lema
Porlo tanto ko = kg 6 ko =1, kg =3 con ju < jp.

Ahora supongamos que existe un tnico v € {3,...,s} tal que j, > 1, es
decir, j; =1 paratodo i # . Entonces k, € {1,3,r}, supongamos que
k, =3 yque {x3,21} ¢ E(G), siexiste § € {3,...,s} tal que ks > 3,
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entonces por el lema[3.16para los vértices x1,x3, Xk, y j1,j, se tiene que G
no es de Intersecciéon Completa. Por lo tanto, § no existe y en caso contrario
{x3,21} € E(G).Si ky = r yexiste n € {3,...,5} talque 3 <k, <7,
tomemos las subgraficas HY = [V(C) U {z1}] y HS = [{xk,, Xk;41,---, X} U
{z1,22,...,2j,}] ynotemos que degg(x,—1) =2 con x,_1 € V(HY) para i =
1,2 y ademds b(H?) = 0 = b(HS\ {x,_1}) y b(HE) = 1= b(HS\ {2, 1}),
sin embargo b(H®\ {x,_1}) = 2 y b(H®) = 1 con H® = HSNHS =
G[{z1} N {xk;, Xk;41, .-, % }], 1o que contradice el Lema Por lo tanto
ky =r.

Observemos que si k, =1 no tenemos ningtn tipo de restriccion.

(<) Primero observemos que se tiene que ht(G) = |E(G)| — |V(G)| + b(G) =
(r+t—14s)—(r+t)+0=s—1.

Sea E(G) ={e1,.-.,€r,€r41, -+, €rts,€r1511,---,Crrstt—1}, donde

{xi, xi11} sil<i<r—1
o — {xr,x1} sii=r
{Z]‘ifr’xki—r} sir+1<i<r+s
{zi v s, Zir_sy1} sir+s+1<i<r+s+t—1.

1. Supongamos que G cumple la condicién 1, entonces para 1 < i <s—1
tomemos los ciclos pares w! dados por:

(

(Xkir Zjir + + -1 Zjirr Xk - 1 Xk;) si 1<i<a—-2
. 1=a-—1
(Zjy_1r e+ -1 Zjur Xky = X2, X3, -+, Xp, X1,2Zj,_ ;) Si P y
a—1 —
( ) . i=a-—1
Zi ey Zi X2, X1, Xpy 00, Xfe L 25 S1 Yy
ZUZ-IZ Ja—1 Jar s s Ty 7 Kg—17 "Ja-1 ko1 > 2
. i>a
(xki’zji""’zji+1’xki+1 = xi,) 51 y
kz :ki—l—l
. i>a
(% = X2,2j; = 2jy, g, Xy = Xpy X1, %2) S y
L ki < ki—l—l

. . 1 1 _ .
Sea el binomio B, = x% — xfi con al, B! € N"*~1F5, correspondiente al
1

1

ciclo par w;.
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Sea B! lamatriz s —1 x (r+s+t—1) con entradas enteras tal que la i—
ésima fila estd dada por a! — B! y notemos que ademds de las columnas
Cr42,.-.,Cr+s, alomasuna columna de las columnas ¢y, ¢, ¢, puede tener al
menos dos entradas distintas de cero, entonces la submatriz de B!, (B!) =
(b')ij € M(s_1)x(s—1) que consta de las columnas ¢, Cr42,...,Cr+s con k €
{1,2,7} esuna matriz con estructura diagonal, con ¢, = ¢,,; paraalgin 2 <
I < s entonces por el Lema@es dominante, lo que implica que B! también

es dominante por el Teorema 2.16|y por lo tanto P4 = (Bw%, ey Bwlil) .

. Supongamos que G cumple la condicién 2, entonces para este caso se tiene
que ky =2,j, =1 entonces definamos w := min {i | j; > 1}, by := min {i |
ki # 1,2} ypara 1 <i<s—1 tomemos los ciclos pares wlz dados de la
siguiente manera:

. ks=...=ky1=
2 (xllzll X2, eee, Xpy Xl) S1 .

wlz klo+1:...:ks:3or

(x1,21, .. 1 Zjygr Xy s+ x1) en caso contrario
. kbo - - klo—l -
(xl,Zl, cee X3, X2, xl) S1
2 k10—|—1 - - kS =
w2 =

(xz,zl,...,zjbo,xkho,...,xr,xl,xz) si ky, = ks

(xl,zl,...,zjbo,xl) si kbo =1 yjbo >1

W — (xki,zji,. 1 Zjir Xy - LX) st i#£1,2w
l I . .
(xl,zl,...,z]-i,xki,...,xl) si i=w

. . 2 2 _ .
Sea el binomio B, = x% — xPi con a?, 82 € N'**~1%5, correspondiente al
1

2

ciclo par wy.

Sea B? lamatriz s —1x (r+s+t—1) con entradas enteras tal que la i—
ésima fila estd dada por a? — f? y notemos que ademds de las columnas
Cr42,.-.,Cr+s, alomdasuna columna de las columnas ¢y, ¢y, ¢, puede tener al
menos dos entradas distintas de cero, entonces la submatriz de B?, (B?)' =
(bZ);j € M(S_l)x(s_l) que consta de las columnas ci,¢,42,...,¢r45 con k €
{1,2,r} esunamatriz con estructura diagonal, con ¢x = ¢,,; paraalgin 2 <
I <'s entonces por el Lema@es dominante, lo que implica que B> también

es dominante por el Teorema 2.16|y por lo tanto P4 = (Bw%, ey szq) .
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0

Notaciéon. Sea G = [C;R] una gréafica conexa con C = (xq,...,Xr,X1)

un ciclo primitivo impar y R una grafica bipartita, tal que R = (z1,...,2)

es un camino sin cuerdas con V(G) = V(C)UV(R) y E(G) = E(C)UE(R)U
Hzioxi b Aziox ) y 1 < j1 < j2 < --- < js <t entonces en ade-
lante se denotara al conjunto de vecinos de z; en V(C) por A; es decir,
A;i == Ng(z;;) N V(C), ademds se denotara al minimo y maximo de los subindi-
ces correspondientes a la vecindad de zj, en V(C) por a; := min {k; | x, € A;}
y b :=max {k; | x;, € A;}.

Lema3.18 Sea G = [C;R| wuna grifica conexa con C = (x1,...,%;,X7)
un ciclo primitivo impary R = (zj,...,2t) un camino sin cuerdas con V(G) =
VIOUVR) y EG) = EC) UER) U {z3 b5}y
1< <jp< - <js <tSiexisten 1 <ip <ip—1 < ip <5 tales que

Jiy = Jjiy—1 =1 (mod2) = ji, —ji,—1 y G es de Interseccion Completa, entonces las
siguientes condiciones se cumplen:

1. (1,r) = (min A,max A) con A= A;_1UA, UA;,_1UA;.

2. bi1 = Ajp—1-

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que j; 1 = j;, —
1 paral=1, 2 por el Teorema para I = 1,2 la grifica G, = G[V(C)U
{Z]'iqu zj, }] es de Interseccion Completa, entonces es una Cl-rueda-doble y por lo
tanto podemos suponer que « es impar paratodo a« € A. Sea G’ = G[V(C)U
{z]-l.rl,zjl.l,zjizfl,z]-iz}] subgréfica inducida de G y tomemos las subgraficas Hy =
G’ [V(C) U {Z]'irl’zjil }] y Hy =G ! [V(C) U {Z]'izfl’zjiz }]

1. Si (1,r) # (min A,max A) : Sin pérdida de generalidad supongamos que
max A < r, entonces degs/(xy) =2 con x, € V(H;) y b(H)) =0 =
b(H; \ {x;}) para I = 1,2, sin embargo b(H) =0 y b(H\{x}) =1
donde V(H) =V(H;NHy) CV(C)U {z]-i1 }. Entonces por el Lemay el
Teorema se tiene que G no es de Intersecciéon Completa, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto (1,7) = (min A, max A).

2. Si by < a;,—q1 : Notemos que degg (xb,-1+1) =2, Xy, +1 € H; y ademas
b(H;) = 0 = b(H; \ {Xbi1+1}) para | = 1,2, sin embargo, b(H) = 0 y
b(H\ {xp, +1}) = 1 donde V(H) = V(H; N H) = V(C). Entonces por el
Lema[2.22]y el Teorema se tiene que G no es de Interseccion Completa,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto b;, > a;,_1.

O
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Lema 3.19 Sea G = [C;R] una grafica conexa con C = (x1,...,%,,x1) un ciclo
primitivo impary R = (z1,...,2¢) un camino sin cuerdas tal que E(G) = E(C) U
E(R) U {{zj, xk, },--- Az, %k }} con 1 < j3 < jp < - < js <t Si G es

de Interseccion Completa, entonces para cualesquiera «, € {1,...,s} tales que
jo = ju—1 =1 (mod 2), jg—jp—1 =0 (mod2) con jg # jg_1, se cumplen las dos
siguientes condiciones:

1. xp ¢ A!;,lU.Aﬁ.
2. by1 <k<ay 6 k=ag paratodo k € {1,...,s} talque x; € Ag-1UAg .

Demostracion.

Sea G’ = G[V(C)U {z]-“_l,...,zja,. . .,zjﬁfl,...,zjﬂ}] subgrafica inducida de G.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que j,—1 = j. — 1, entonces, por
el Teorema las gréficas G, = G[V(C)U{zj,_,,z,}] v Gs = G[V(C)U
{zjﬁ_l, -+, Zjgt] son de Intersecciéon Completa, entonces G, es una CI-rueda-doble
y por lo tanto podemos suponer que k es impar para todo k€ A,_1 UA, y Gg
es una Cl-rueda-parcial impar y por lo tanto podemos suponer que k es impar 6
k=2 paratodo k € Ag_1 U Ag.

1. Primero supongamos que x; € Ag_1 U Ag.

Supongamos que existe g € {a —1,a} tal que |Ay] > 1y j; & {js—1./s},
entonces tomemos las subgraficas Hy = Gg y Hy = G’ [V(C)U{z;, }] ysea
¢ € {1,...,r} subindice par tal que a; < 1 < b;, entonces degc/(xy) = 2,
xy € V(H})NV(Hy) yademas b(H)) =0 = b(H| \ {xy}) para [ = 1,2,
sin embargo b(H') =0y b(H"\ {xy}) =1 donde V(H') = V(H] N H;) =
V(C). Entonces por el Lema y el Teorema se tiene que G no es de
Interseccion Completa, lo que es una contradiccion.

Supongamos que {ju, ja—1} N {jp,jp-1} # @, y tomemos G" = [V(C)U
{y1,y2}] la contraccion de G’ enlos vértices zj; ,11,...,2j,—1, entonces por
la Proposicion se tiene que G” esuna Cl-rueda doble, donde Ngr(y1) =
Ag1UAgU{y2} vy Ngr(y2) = ApU{y1} con p € {a —1,a}, lo que implica
que {x2} € Ngr(y1), lo que contradice que G” es una Cl-rueda doble.

Finalmente, si |Ay| =1 = [As_1| ¥ {jusja—1} N {jp,jp-1} = @, supongamos
que A,_1U Ay # {xp,x,} con p € {1,3}, entonces tomemos las subgrafi-
cas Hi = G'[V(C)U{z,_,,z,}] vy Hy = G'[V(C)U{zj,,...,z;,}]

sin perdida de generalidad, supongamos que x, ¢ A,_1 U A, entonces
x, € V(H/)NV(HY) yademds b(H,") =0 = b(H,'\ {x/}) para I = 1,2,
sinembargo b(H") =0y b(H"\ {x,;}) =1 donde V(H") = V(H{ NHy) =
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V(C). Entonces por el Lema y el Teorema se tiene que G no es de
Intersecciéon Completa, lo que es una contradiccién.

. Si xp ¢ Ag_1UAg, entonces k esimpar para todo k tal que x; € A con

A = A1 U Ay U Ag 1 U Ag. Supongamos que existe
we {i | x € Ag1UAg} tal que ko < by1 6 a4y < ke, Sea
Xk, € Ap-1 U Ag tal que 0 < [kw —kg| < [k —ki| con xi, € Ag 1 UAg y
consideremos dos casos:

a) ap < ko < by, y x¢, € Ay paraalgin p = a,& —1 : Tomemos
las subgraficas H; = G’[{ka,...,xk¢}U{zjﬁfl,...,zjﬁ}] y Hy =
G’ [{xa, .., xp,} U{z;,}] sea ¢ € {ap,...,by} subindice par tal que
xs € V(Hp) y notemos que degg(xs) = 2 y que b(H)) =1 =
b(H; \ {xs}) para I = 1,2, sin embargo b(H) < b(H \ {xs}) don-
de V(H) C {x¢,, ..., xp,} U{z,}, V(H) C {xa,,..., %, } U{z,} 6
V(H) € {xk, -, %,} U{z,}. Entonces por el Lema y el Teore-
ma se tiene que G no es de Interseccion Completa, lo que es una
contradiccion.

b) ko < ay_1 6 by < ko @ Supongamos sin pérdida de generalidad
que by < ko y tomemos las subgraficas H; = G’ [{ka,...,xk¢} U
{zjﬁ_l,...,zjﬁ}] y Hy=G'"[{xpp,- -, Xr, %1, o, Xap_ yU{Zj, 1, 2j, }], sea
¢ € {ky,..., ky} subindice par tal que ¢ > by, entonces degq/(xy) = 2,
xy € V(H])NV(Hy) yademas b(H;) = 1 = b(H; \ {xy}) para
| = 1,2, sinembargo b(H') < b(H'\ {xy}) donde V(H') = V(H; N
Hy) C {xk, ..., xx,} U{z;}. Entonces por el Lema2.22y el Teorema
se tiene que G no es de Intersecciéon Completa, Io que es una con-
tradiccion.

Por lo tanto x; ¢ Ag_1UAg yademds b, 1 < k <a, 6 k= ag para todo
ke{l,...,s} talque x; € Ag_1 U Ag.

U

Proposicién 3.20 Sea G = [C;R] una gréfica conexa con C conexa tal que
existe un vértice y € V(C) que no pertenece a ningun ciclo impar de C vy
R = (z1,...,2¢) un camino impar sin cuerdas tal que Ng(y) N V(R) = {z1, 2z}
Entonces G es de Intersecciéon Completa siy s6losi G es una banda parcial impar.

Demostracién. (<=) Se demostré en [6] que una banda parcial impar es de Inter-
seccién Completa.
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(=) Sean C; el camino dado por C; = (y,z1,...,21,y) debido a que R es un
camino impar se tiene que C; es un ciclo primitivo impar con (V(C) \ {y}) N
V(C1) = @, por [6, Proposicion 6.1] G tiene a los més dos ciclos disjuntos, lo que
implica que C\ {y} contiene un tnico ciclo primitivo impar C, y debido a que
V(C)U{y} C V(C) setiene que C es una Cl-rueda parcial impar 6 una Cl-rueda
doble.

Primero supongamos que C es una Cl-rueda doble, entonces V(G) = V(Cy) U
V(Cy) U{z} donde {y,z} € E(G) y z € Ng(C), entonces por [6, Proposicién
6.4, Lema 6.1] se tiene que G es una Cl-vértice banda, debido a que Ng(Cz) N
V(C1) = {y} de la definicién de CI-vértice banda se tiene que {y,z} ¢ E(G) lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto C es una Cl-rueda parcial impar, entonces
V(G) = V(C1) UV(C,) entonces por [6, Proposicion 6.4] se tiene que G es una
banda parcial impar. g

Lema 3.21 Sea G = [C;R] una grafica conexa tal que C es una banda parcial con
Ci1=(x1,...,%) v C2 = (y1,...,Yr,) sus ciclos imparesy R = (z1,...,2:) un
camino sin cuerdas. Entonces G es de Interseccion Completa si y sélo si una de
las siguientes condiciones se cumple:

1. t esimpar, Ng(C)NV(R) = {z1,z¢} ylacontraccionde G en z,...,z; 1
es una Cl-vértice banda.

2.t espar, Ng(C)NV(R) = {z1,z:} y Ng(z1) NV(C) = {x}, Ng(zt) N
V(C) ={y} con {x,y} € E(G).

3. t esimpar, Ng(R) N V(C) = {x2,x,,} con Ng({x2}) N V(R) = {z1,...,2},
Ng({xr,}) N V(R) = {zk,,,/---,2t} ylacontraccionde G en z3,z4,...,21 1
es una Cl-vértice banda.

4. t es impar, Ng(R)NV(C) = {x2,x,} con Ng({x2})NV(R) = {z},
Ng({xy,}) N V(R) = {z1,...,2¢} ylacontraccionde G en zy,z4,...,2;_1 €s
una Cl-vértice banda.

Demostracién. (=) Supongamos que existen 4,b € {1,...t} conla misma pari-
dad tales que z,;,z, € Ng(C)NV(R) y zj ¢ Ng(C) paracada j€ {a+1,...,b—
1} entonces podemos tomar la contracciéon de G en z,i1,...,z,_1, por lo que
sin pérdida de generalidad podemos suponer que existe « € {1,...,t —1} tal
que |Ng(zo) NV(C)| > 2, entonces por el Lema .26, G[V(C) U {z,}] debe ser
una Cl-vértice-banda. Por otro lado, si existen ¢,d € {1,...t} de paridad distinta
tales que z.,zg € Ng(C)NV(R) y z; € Ng(C) paratodo j € {c+1,...,d -1}
podemos tomar la contracciéon de G en z.yy,...,z5-1, por lo que sin pérdida
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de generalidad podemos suponer que existe d = ¢+ 1 entonces por el Lema
G[V(C)U{zc,zz}] debe ser una 2-suma cliqué de una banda parcial impar
con un ciclo. Por lo tanto Ng(z.) NV(C) = {x} y Ng(zs) NV(C) = {y} con

{x,y} € E(G).

Ahora, supongamos que existen ay,ap,a3 € {1,...,t} subindices impares tales
que Za,, Zay, Zas € Ng(C)NV(R) y zj & Ng(C) paratodo j € {a;+1,...,a;11—1}
para i = 1,2, entonces tomando la contraccion de G en zgy1,...,2q;,,-1, S€
tiene que G[V(C) N {z]}] con z| el vértice que se obtuvo de la contraccién, es
una CI-vértice banda, lo que implica que Ng({z,,}) N V(C) C {x2,x,,} para i =
1,2,3. Supongamos que x; € Ng({zs,}) " Ng({za;}) NV(C) y xj & Ng({za,})
con j € {2,r1} y tomemos los caminos impares L1 = (X}, Za;,---,2a,), L2 =
(x]-, Zags -, 2ay) Y L3 = (x]-, xl,x(rl_Hz),zaz), entonces los caminos L1, L5, L3
forman una theta impar con vértices extremos x; y z,; y por el Teorema se
tiene una contradiccién.

Entonces, dados a,b € {1,...,t} impares tales que z,z, € Ng(C)NV(R) y
zj ¢ Ng(C) paratodo j € {a+1,...,b—1} se puede suponer que zpy1 €
Ng(C)NV(C) entonces tomando la contraccion de G en z,41,...,2,_1, se tiene
que G[V(C)U{z,}] es una Cl-vértice banda, sin embargo G[V(C) U {z}, zp41}]
es una 2-suma cliqué de una banda parcial impar con una arista, es decir, Ng(z;) N
V(C) = {x2,x,} y por otrolado N¢({z},z5}) N V(C) = {x2,x3} lo cual es una
contradiccién. Entonces si z; € Ng(C) N V(R) se puede suponer que zj;1 €
Ng(C)NV(R).

Supongamos que f =3 y que z; € Ng(C) N V(R) entonces existen y; € V(C)

tales que {y1,y2},{y2,y3} € E(C) yque Ng(z;)) N V(C) ={y;} para i€ {1,2,3}
y notemos que Y1,Y2, Y3 son vértices que pertenecen maximo a dos ciclos genera-
dores de C. Entonces tomemos los ciclos generadores w; = (V;, zi, Zi+1, Yi+1,Zi+1)
para i = 1,2 y tomemos las aristas de G:

{vi, zi} sii=1,23

e = § {Yi-3,Yi—2} sii=4>5
{Zi—5rzi—6} sii= 6,7

Sea el binomio By, = x% — xfi con w;, B; € INIE(©)], correspondiente al ciclo par
w;. Sea B lamatriz s —1 x |E(G)| con entradas enteras tal que la i— ésima fila
estd dada por «; — ;.

Si y1,Y2,y3 pertenecen a un ciclo generador, digamos w3 = (y1,y2, Y3, P,y1), sea
B; la submatriz de B dada por las columnas cy,cy4,c5 y las tres primeras filas,
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entonces

es una submatriz mixta cuadrada de B, lo que implica que B no es dominante y
por el Teorema se tiene que G no es de Interseccion Completa.

Por otro lado, si y1,¥2,y3 pertenecen a dos ciclos pares, digamos w3, wy se tienen
dos posibilidades:

1. w3 = (y2, X', Pr,y1,y2), ws = (y2,X', P2, y3,y2) con eg = {y2,x'}. Sea B
la submatriz de B dada por las columnas c3,cy4,cs5,cg y las cuatro primeras
filas, entonces

-1 0
0 -1
-1 0
0 -1

SO O R
_— - O O

es una submatriz mixta cuadrada de B, lo que implica que B no es domi-
nante y por el Teorema se tiene que G no es de Interseccion Completa.

2. w3 = (Y2, %1, P3,y1,¥2), wa = (Y2,¥3, Pa, x5, y2) con eg = {yz, x|} y eg =
{y2, %5} y ws el ciclo generador que contiene a eg y e9. Sea B3 la subma-
triz de B dada por las columnas ¢, cy4,c5,c8,c9 y las cinco primeras filas,

entonces
1 -1 0 0 O
1 0 -1 0 O
Bb=10 -1 0 1 O
0 O 1 0 -1
0 O 0 1 -1

es una submatriz mixta cuadrada de B, lo que implica que B no es domi-
nante y por el Teorema se tiene que G no es de Interseccion Completa.

(«=) Primero supongamos que Ng(C)NV(R) = {z1,2z:}, y tomemos E(G) =
E(R)UE(C1) UE(C2) U {{z1,a},{zt, b}, {xj,, yx, }, - - -, {%j., Yk, } } entonces ht(G) =
[E(G)|—|V(G)|+b(G)=(r1+r+s+t—14+2)—(r1+r+t)+0=s+1.
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Sea E(G) = {e1,...,€r+r,+s+t+1}, donde

({le.,yk,,} si1<i<s

{Xi s, Xi_s41} sis+1<i<s+r—1

{xr,x1} sii=s+r

Wizs—ry Vies—r41} sis+r+1<i<s+ri+rn-1

{yr 1} sii=s+r+n

{Zics—r—ry Zics—ri—ry+1} Sis+r+r+1<i<s+rn+n+t-1
{z1,a} sii=s+ri+r+t

{2z, b} sii=s+r +rn+t+1

Y tomemos los ciclos pares w; dados por:

( . .
(Wkir Xjio Xji1s s X1 Vb Yhign =10+ Vi) si Isiss-1
(yks,st,XjS+1,. s Xy, X1, .,le,ykl,...,yl,yrz,...,yks) si i=s
. i=s+1
(z1,...,2t,b,a,21) si
t es par
) i=s+1
(le cee s 2ty xrll X1, X2, Zl) S1 .
L t es impar

Sea el binomio By, = x% — xPi con w;, B; € INE(G)l, correspondiente al ciclo par
w; ysea B lamatriz (s+ 1) x (JE(G)|) con entradas enteras tal que la i— ésima
tila estd dada por «; — ;.

1.

Si t es par: Notemos que sélo las columnas cj, ..., cs, ¢z con ¢y la columna

asociada a la arista {a,b} tienen al menos dos entradas distintas de cero,
. !/ AN

entonces la submatriz de B, B’ = (V');j € M5 1)x(s11) que consta de las

columnas cy,...,Cs, ¢, €S una matriz con estructura diagonal, entonces por

el Lema[3.7|es dominante, lo que implica que B también es dominante, por

el Teorema y por lo tanto Py = (By,,...,Bw,,,) -

Si t es impar: En este caso, s6lo las columnas cy,...,Cs41,Cs4p, tienen
al menos dos entradas distintas de cero, entonces la submatriz de B, B’ =
(b)ij € M(s41)x(s42) que consta de las columnas cy,...,Cs511,C54r, €S Una
matriz con estructura diagonal, entonces por el Lema es dominante, lo
que implica que B también es dominante, por el Teorema y por lo tanto

PA — (Bwll""BwS+l) .
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Por otro lado, si t es impar, Ng(R) NV(C) = {xp,x,,} con Ng({x2})NV(R) =
{z1,...,z1,}, No({xr,}) NV(R) = {Zki+1’ ...,z¢t} y la contraccion de G en
22,24, ---,%t-1 esuna Cl-vértice banda. Sea H = G[V(C) U{zx, Zg,41, -+ -/ Zky }] Y
k=G[{z_ -+ 2} U{x2} ytomemos G; la2-suma-cliquede H y K, debido
a que se acaba de probar que H es de Interseccion Completa, por el Lema
se tiene que G; es de Intersecciéon Completa, por lo tanto, por induccién, se tiene

que G es de Interseccion Completa. O]

Lema3.22 Sea G = [C;R] una grafica conexa tal que C = (xq,...,x) es un
ciclo primitivo impar y R contiene un camino sin cuerdas (zi,...,z:) tal que
b e V(R)NNg(C). Siexiste z; ¢ V(R)NNg(C) y G es de Interseccion Completa,
entonces {z;, b} ¢ E(G).

Demostraciéon. Podemos suponer que z1,z¢ € Ng(Cp) N V(R). Tomemos los
caminos L1 = (z;,...21), L2 = (z,b) v L3 = (z;,...,2¢) entonces por el Lema
se tiene que G no es de Interseccién completa, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto {z;, b} ¢ E(G).

O

Observacion 3.23 Debido al Lema anterior, si G = [C; R] es una gréfica conexa tal
que V(Cy)U{a} CV(C) CV(Cy)U{a,b} con C; = (x1,...,%,) ciclo primitivo
impary R = (z1,...,2) un camino sin cuerdas tal que |Ng(V(C)\ V(C1)) N
V(R)| =1 con Ng(C;)NV(R) = @, podemos tomar C' = C; y V(R') =
V(R)U{a,b} entonces G' = [C’;R] con C’ un ciclo primitivo impary R’ un
camino sin cuerdas y por lo tanto G es de Interseccion Completa si y s6lo si G’
cumple las condiciones de los Lemas 3.14]y [3.17






APENDICE

En este apéndice daremos demostraciones alternativas a algunos resultados de la
Seccién 3. Algunas de estas pruebas son constructivas y algunas otras podrian ayu-
dar para futuros resultados.

Lema 3.24 Sea G = [C;R] una grafica con C conexa y tres caminos en R: P; =
(x,x},...,x;") para i = 1,2,3, tales que V(P;)NV(Pj) = {x} para i # ] y

Ne(C)n (U, V(P)) = {x, x5, x32}. Si x ¢ Ng(C) entonces G no es de
Interseccién Completa.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, para i = 1,2,3 podemos suponer
que si existe un camino P/ quevade x a C, tal que V(P/) C V(P;) entonces
V(Pi,) = V(P).

Primero supongamos que existe un ciclo impar C" = (y1,Y2,...,ym) en C tal
que xi',x72,x7 € Ng(C'), entonces definamos H := G[U3_,V(P;) U V(C')]. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que y;; € V(C') tal que y;; € NG(x]r.j )
para j = 1,2,3, ademds podemos suponer que 1 =i} <ip < iz yque ip —i1 =
iz — iy (mod 2), sea p € {0,1} tal que p = i, —i; (mod 2) . Supongamos que
p = 0 (mod 2), entonces se tienen los siguientes casos:

1. p=0(mod2) y r1 = rp = r3(mod?2) : entonces la theta Hj con cuer-
das L1(H1) = (x,..., X1 Vi, = y1,Y2, - Vi), Lo(H1) = (x,...,x2,y;,) ¥
L3(Hy) = (x, .. .,x§3,yi3,yi3,1,. ..,Yi,) espar 6 impar.

>~

2. p=0(mod2) y r1 2 r3(mod?2): entonces r, = ry (mod2) 6 1
r3 (mod 2), sin pérdida de generalidad podemos suponer que ry = r3 (mod 2),
entonces la theta Hp con cuerdas £q(H;) = (x, x}_,. . .,x;z,yi2,yi2+1,. - Yi

)
Lo(Hp) = (x,x3,...,x5%,yi,) v La(Hz) = (x,x1, ..., X1 v1, Y, Ym—1, - -, Yis)
es par 0 impar.

3. p=20(mod2), r1 = r3(mod2) y r1 2 ry (mod?2) : Porel Lema[3.3|se tiene
que existe x' € U?_, V(P;) tal que degp(x’) = 2. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que x" € V(Ps,) con {s1,s2,s3} = {1,2,3}. Tomemos las
subgraficas G = H[V(C')UV(Ps,)UV(Ps,)] v Go = HIV(C') UV (Ps,) U
V(Ps,;)], entonces b(G1) = b(Ga) = b(G1 \ x') = b(G2 \ x') = 0 debido a

4
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que x' ¢ C' C V(G1)NV(Gy). Sin embargo b(G3) =0 y b(Gs\x') =1
con G3 = G1 NGy =H[V(C")UV(Ps,)].

Ahora, suponiendo que p =1 (mod 2) se tienen los siguientes casos:

1.

p =1 (mod2) y r1 = ry = r3 (mod?2) : Por el Lema [3.3]se tiene que
existe x” € U?_; V(P;) tal que degy(x") = 2. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que x” € V(Py ) con {s,s3,s5} = {1,2,3}. Tomemos las
subgréficas G} = H[V(C") UV (Pg,) UV(Py)] y G = H[V(C') UV (Py) U
V(Py )], entonces b(Gj) = b(Gy) = b(G} \ x") = b(G; \ x") =0 debidoa
que x”" ¢ C' C V(G}) NV(G)). Sin embargo b(G;) =0 y b(G,\x") =1
con Gz = G1 NGy =H[V(C)UV(Py)].

p =1 (mod?2), ri =r3(mod2) y r1 2 rp (mod?2): tomemos la theta
Hs con cuerdas L1(Hj3) = (x,x%,...,x?,yil = y1uY2---,Y,), Lo(Hz) =
(X, x%/- . -/xgzlyiz) y £3(H3) - (x/x%,/‘ . ‘/xgalyi3/yi3—1/ .. -/yiz)'

Por otro lado, supongamos que z; € NG(x]r.j )NV(C) para i = 1,2,3 no perte-
necen a un ciclo impar de C, entonces C es una banda parcial impar con ciclos
primitivos C; = (ay,...,4m,) y C2 = (b1,...,by,). Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que z1,zp € V(C1) y z3 € V(Cy) con zy # zp, tomemos
los vértices de C; de forma que zy = a1 y zp =a;, con 1 < jp y queelci-
co Gz = (x,x},...,x]",a1,.. Ay, X .,x3,x) es un ciclo par, supongamos que
z3 = by y definamos H' = G[U?_;V(P;) UV(C1) U V(C,)], entonces tenemos los
siguientes casos:

1.

Existe j # 1 tal que {bj,ay} € E(H') paraalgtn j' > j, : Entonces,sea £
el camino dado por (by,by,..., bj) 6 (by,bmy, .-, bj) de forma que al tomar
la theta Hy con cuerdas L1(Hy) = (x,x%,...,xgl,al,...,ajz), Lr(Hy) =
(x,23,...,x%,a;,) y L3(Hy) = (x,x%,...,x?,bl,ﬁ,b]-,aj/,aj/,l,...,a]-2) se sa-
tisface que |L£3(Hy)| = |£2(Hy)| (mod 2). Por otro lado, debido a que el ciclo
L1(Hy) U Ly(Hy) = C3 es par se tiene que |Lp(Hy)| = |£1(Hy)| (mod 2) 'y
por lo tanto Hj es una theta par 6 impar.

. Existe j # 1 tal que {bjay} € E(H') paraalgin 1 < j < jp : En-

tonces, de forma similar al caso anterior, tomemos £’ el camino dado por
(bl,bz,...,bj) 0 (bl,bmz,...,bj) de forma que al tomar la theta Hs con cuer-
das  Li(Hs) = (x,x},...,x0"a1,...,ap), Lo(Hs) = (x,x3,...,x%,
ajz,ajz_l,...,aj/) y L3(Hy) = (%, x%,...,x?,bl,ﬁ’, b]-,aj/) se satisface que
|L£3(Hs)| = |£2(Hs)| (mod 2). Por otro lado, debido a que el ciclo £1(Hs) U
Ly(Hs) = C3 es par se tiene que |Ly(Hs)| = |£1(Hs)| (mod 2) y por lo tanto
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Hs es una theta par 6 impar.

. Ng(C1)NV(C) = {1} vy Ng(z3) NV(C) = {b1} : Sea j’, tal que
apm € Ng(bp), y supongamos que 1 < j” < j,, entonces tomemos la
theta Hg con cuerdas L£1(Hg) = (x,x%,...,x?,al,az,...,a]-u), L>(Hg) =
(x,x%,...,xgz,ajz,ajZ_l,...,a]-u) y L3(Hg) = (x,x%,...,x?,bl,aju), debido
a que Lq(Hg) U Ly(Hg) = C3 es un ciclo par, se tiene que [L£1(Hg)| =
|L£2(Hg)| (mod 2), entonces si |L3(Hg)| = |£1(Hg)| (mod 2), se tiene que
Hg es una theta par 6 impar.

En caso contrario, supongamos que existe un vértice v € V(C,) tal que
degy(v) = 2, observemos que L£q(Hg) U L3(Hg) v L2(Hg) U L3(Hg) son
ciclos impares, entonces tomemos las gréficas G} = H'[V(Cy) UV (£1(He) U
L3(Hg))] y GY = H'[V(C2) UV (L2(Hg) U L3(Hg))], y de esta forma se tiene
que b(GY) — b(GY) = b(G}/\ {0}) — B(GY \ {0}) = 0, pero b(GY) — 0 y
b(G{\ {v}) =1 donde GY = G/ NG} = H'[V(Cy) UV (L3(Hs)].

Por otro lado, supongamos que todos los vértices de C, tienen grado mayor
iguala 3, y debidoaque Ng(C1) NV (Cy) = {b1} v Ng(z3) NV (Cy) = {b1}
se tiene que V(Cp) \ by C Ng(x]',x3?), sin embargo z1,z,z3 no estan en
ningun ciclo impar de C por lo tanto podemos suponer que V(Cy) \ by C
Ng(x}'), y por la simetrfa entre C; y C, se tiene que Ng(Cp) NV(Cp) =
{bl} y NG(Cz) N V(Cl) = {al} y ademads V(Cl) U V(Cz) \ {lll,bl} C
Ng(x7'), entonces todos los vértices de H" = G[{x'} UV (C;UGC,)] tie-
nen grado mayor 6 igual a tres, sin embargo degpn(x7') > |V(C; U Gy)| —
[{a1,b1}| > 4, esdecir H"” noes 3—regular y de esta forma G no es de
Interseccién Completa.

. NG(Cl)ﬂV(Cz) = {bl} y NG(Z3)QV(C2) = {bl} : Sea j//, tal que
ap € Ng(b1), y supongamos que j” > j», entonces tomemos la theta
H; 6 Hg con cuerdas Li(H7) = (x,x{,...,x{",a1,a,...,a;), L(Hy) =

X,X5,...,X2,0;,) Y 3(H7) = (x,x3,...,x3,byamap_q,...,a;,), O
(x, %3 2, 4j,) L3(Hz) (x, x3 i, j
£1(H8 = (x,x%,...,xgz,ajz,ajrl,...,al), Ez(Hg) = (x,x%,...,x?,al) y

)
L3(Hg) = (x,x%,...,x?,bl,aju,ajnﬂ,...,aml,al), debido a que £1(H7) U
)

Ly(Hy) = L£1(Hg) U Ly(Hg) = C3 es un ciclo par, se tiene que |£q(Hy)| =
|L2(Hy)| (mod 2) y |L£1(Hs)| = |L£2(Hg)| (mod 2), por lo tanto alguna
H; 6 Hg es una theta par 6 impar, salvo en el caso en el que

los ciclos Dy = (x,P3, x5, by, ap, ap_q, ..., a5, x5, Po,x) y
D, = (x, Pl,x?,al,aml,...,a]-//,bl,x§3,773,x) sean ambos impares. Si exis-

te algin v’ € V(C,) tal que degy(v') = 2, definimos las subgraficas
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G/ = H'[V(C)UV(Dy)] y GY = H'[V(C) UV(Dy)], entonces b(G}") =

b(Gy') = b(G{"\{v}) = b(Gy"\ {v}) =0, pero b(G3") =0 y b(G5"\ {0}) =
1, donde Gy = G}' NGy = H'[V(C) UV(P3) U {au}].

El siguiente Lema es un caso particular del Teorema 3.11]

Lema 3.25 Sea G = [C;R| una grafica de Intersecciéon Completa, con C conexa
que no es una 1— banda parcial impar ademés Bj,...,B; son bloques de R
y {a1,...,ai411} C V(R) tales que para 2 < i < t, a; € V(B;_1) N V(B;) son
vértices de corte. a1 € V(B1) y a;41 € V(By). Si {ay1,b1}, {ai41,02} € E(G) con
by,bp € V(C) y by # by, entonces {a;,a;.1} € E(G) paratodo 1 <i<t.

Demostracién. Supodngase que existe al menos un subindice i € {1,...,t} tal
que {a;,a;11} ¢ E, sea iy el subindice mds pequenio con esta caracteristica. Como
aj,, ai,+1 € Bj, y Bj, esunbloque, entonces existen dos caminos de a;, a a;,11 de
longitud mayor a uno con interior disjunto P; y P,. Por otro lado, debido a que
B;, es bipartita, los caminos P1,P, tienen la misma paridad p, ya que, en caso
contrario se tendria un ciclo impar. Ademads, sea P’ un camino mads corto de a;,

a a; en R y P” un camino més corto de a;;1 a aj,+1 en R. Por el Lema
existe un camino P entre by y b, tal que P3 = a;,P'a1b1Pbra;1P"a; 41 tiene
la misma paridad que P; y P,. Claramente el interior de Pz y el interior de Py

son disjuntos para k € {1,2}. Por lo tanto se tiene que [V(Py) UV (P,) UV (P3)]

contiene una theta graph par o impar. Por lo tanto, por el Teorema G noes
de Interseccién Completa. O

La demostracion del siguiente Lema describe los generadores del ideal térico Pg
del Lema 3.8

Lema 3.26 Sean C; = (ay,...,4,) un ciclo primitivo impary Cp = (by,...,b;,)
un ciclo primitivo par de G. Si G satisface alguna de las siguientes condiciones:

a) E(G) = E(Cy) U E(Cy) U {{al,bl},{aiz,bl},...,{ais,bl}} donde
1 <ip; <---<is5 ademds i3,...,i; son impares, mientras ip = 2 6 ip
es impar.

b) E(G) = E(Cl) U E(Cz) U {{ail,bl},...,{aisl,bl}, {ajl,bz},...,{ﬂjSZ,bz}}

con 1< <in< - <ig <KN<p<-<Jyu KT Y Uyeee,isy,lre-es]fsy
son impares.

entonces G es de Intersecciéon Completa.
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Demostracién. Primero veamos que ht(G) =| E(G) | — | V(G) | + b(G) =
(ri+r+4q)—(r1+rn)+0 =g donde g es el numero de aristas entre C; y
Co.

a) Si E(G) = E(Cl) UE(Cz) U {{bl,ail},. . .,{bl,ais}} donde i1 <ip < -+ < g
son impares, entonces ht(G) =s. Tomemos E(C1) = {x1,..., X}, Xrqj =
{bl,a,-j} para j=1,...,5 y E(C2) = {Xr, 4511, - -/ X, 45+, }. Ademads tene-
mos dos posibilidades:

ap € Ng(b1) N V(Cq): Entonces i, = 2, y tomemos los ciclos:

(bl,ail,...,a,-ybl) si k=1

( ...,a,-k+2,b1) si 2<k<$—2
(bl,ais,...,tlrl,lll,llz,bl) si k=s-—1
(bl,bz,...,brz,bl) si k=s

debido a que todos los i;s son impares, se tiene que los caminos que van de
a;, a a;, tienen longitud par, por lo tanto, el ciclo u; tiene longitud par,
paratodo k € {2,...,5s —2}. Ademas el ciclo u; tiene longitud (iz+1) y
el ciclo us_q tiene longitud (rq —is +4), las cuales son pares.

Sea B, = x% — xPx con ay, B € N1T72+, el binomio asociado al ciclo par
ug, para 1 <i<s. Sea B lamatriz s x (r; +7,+5) con entradas enteras tal
que la k— ésima fila estd dada por a; — B;. Supongamos que B tiene una
submatriz cuadrada mixta A. Notemos que para k € {1,3...,(r1 +2)} U
{(ri+s+1),...,(r1+s+r2)} la k—ésima columna tiene a lo mas una tinica
entrada distinta de cero. Entonces por el Lema A es una submatriz de

B = (bz’.].) 1<i<s € Mgy (s—1) cuyas entradas son
1<j<s—1

1 sij=iconie{l,...,s—1}

—1 sij=i+lconje{2,...,5-2}

TN si(i)=(1,2)6(3,f) = (s—1,1)
0  enotros casos

Sea B; la matriz que resulta de quitar las filas 1 y s de B. Como estas
columnas no tienen entradas positivas y negativas, entonces A es una sub-

matriz de B;. Ahora tomamos B, = (cij)1<i<5_2 la matriz que resulta de
1<j<s—2
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b)

borrar la primera columna de Bj. Por el Lema A es una submatriz de
By, porque la primera columna de B; sélo tiene una entrada diferenta de
cero. Pero

1 sij=iconie{l,...,s—2}
cj=4q—1 sij=i+1lconje{2,...,5—-3}

0 en otro caso

y por el Lema By es dominante. Lo cual es una contradiccién, por lo
tanto B es dominante. Ademds B tiene una matriz diagonal s x s cuyas
entradas diferentes de cero son 1 y —1, de donde As(B) = 1. Por lo tanto
Pc es interseccion completa por el Teorema :

ap ¢ Ng(b1) N V(Cq): Tomemos los ciclos:

S (bl,aik,...,aik+1,b1) si 1<k<5—1
T by, b b)) st k=s

Como i esimpar, entonces el ciclo vy es par, para todo k € {2,...,s — 1}.

Sea B, = x% —xPr con ay, Br € INIT"2FS el binomio asociado al ciclo
par uy, para 1 <i<s. Sea B lamatriz s X (r; +ry+5s) cuya k— ésima
fila estd dada por ay — By. Notemos que para k € {1,...,(r1 +1)} U{(r1 +
$),...,(r1+r+5s)} la k—ésima columna tiene a lo més una tnica entrada
distinta de cero. Si B’ = (bz/‘j) € M(s_1)x(s—2) €slamatriz que queda al quitar
estas columnas de B, asi como los renglones igual a cero obtenemos que

—1 sii=jconje{2,...,s—2}
bj=4q1 sii=j+lconje{l,...,s—2},
0 en otro caso

Por el Lema (3.7|1a matriz B’ es dominante. Por lo tanto por el Lema B
es dominante. Lo que demuestra que Pg = (By,, ..., By,).

Si E(G) = E(Cl) U E(Cz) U {{aillb“}""/{aisllb“}'{ah’bﬂ}""/
{aj, bp}} con {by,bg} € E(G), 1< i1 <ip <+ <y Sjh<jp<--<
Js, K1Y i1,-..,0s,/1,---,Js, Sonimpares, entonces ht(G) = s = s1 + s.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que « =1 y B =2, entonces
tomemos los ciclos:
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(b1,ai, -, 0, b1) si k=1
(bv,ai_,,---,a,b1) si 2<k<s;—1
wy = 4 (by, Bjiyy g s+ .,ajk+2_sl,b2) sio s;<k<s—2
(bl,ail,...,al,arl,...,a]-sz,bz,bl) si k=s—-1
\(bl,bz,...,brz,bl) si k=s1+s =5

debido a que todos los i;s, ji.s sonimpares, se tiene que los caminos que van
de a; a a;,, yde aj a aj  tienen longitud par, por lo tanto, el ciclo wy
tiene longitud par, para todo k € {1,...,s —2}, ademaés el ciclo w,_; tiene
longitud (i1 +r1 — Js,) + 3, la cual es par.

Sea el binomio B, = x* — xPr con ag, Br € IN®, correspondiente al ciclo
par wy, para 1 < i < s. Sea B lamatriz s x (r; + 7, +5) con entradas
enteras tal que la k— ésima fila estd dada por ay — Bx notemos que para
ke{l,...,ntu{(ri+s),(n+s1+1)u{(r1+s+2),...,(r1+r+s)} la
k—ésima columna tiene a lo mds una tinica entrada distinta de cero, entonces
por el Teoremabasta ver que la submatrizde B, B’ = (bl’.].) € My (s-1)

que consta de las columnas ¢y 1,...,Cr 45,1, Cry 45,42/ + - s Cr 4541 €5 domi-
nante, con:

—1 sii=jconje{2,...,s—1}
1 sii=j+1lconje{l,...,s1—2}U{s,...,s—1}
si(i=1,j=51—-1)6(i=s—-1,j=1)

4

0 en otro caso

notemos que para g € {2,...,5,...,5—2} la g—ésima fila tiene una entrada
positiva y una negativa si y s6lo si se toman las columnas (g —1) y 4. Y
la (s —1)—ésima fila tiene una entrada positiva y una negativa si y sélo si se
toman las columnas (s—1) y 1 6 (s—1) y (s —2). Por un argumento
similar a la prueba del Lema[3.7]se tiene que la matriz B’ es dominante y por
lo tanto B también lo es, lo que demuestra que P4 = (Byy,, .-, Bw,)-

O
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NOTACION

G\ {v1,...,vs}, Grafica inducida por V \ {vy,...,vs},]]

b(-), Namero de componentes bipartitas,

(k*)", Toro de dimensién 1,[10)

B, Binomio asociado a la caminata w,

Dg, Matriz de incidencia de G,[12]

E(-), Conjunto de aristas,

G, Contraccionde G en v,

I, Ideal lattice asociado a L,[12]

Mon(-), Conjunto de monomios,

Ng(+), Conjunto de vecinos de un vértice,

Pp, Ideal térico asociadoa D,

Pg, Ideal térico Pp,

R[], Subanillo generado por un conjunto,

Spec(-), Espectro de un anillo, [4]

V(-), Conjunto de vértices,

V¢, Complemento del conjunto de ceros de la funcién f,

[C; R], Gréfica con particion de dos subgréficas inducidas C y R,
[-], Subgréfica inducida,

A¢(+), Maximo comun divisor de todo menor ¢ x f de B,
I'*, Conjunto térico afin,

Ay, Espacio afin de dimension n sobre k,

Z(+), Ideal inducido por una variedad,

V(-), Variedad afin de un ideal en k",

T, Topologia de Zariski, [f]

u(-), Cardinalidad de un conjunto minimo de generadores de Pp,[9]
¢(t;), Homomorfismo de k-dlgebras definido por ¢(t;) = xdi,@
¢c, Homomorfismo de k-algebras asociado a la matriz D¢,
VI, Radical de un ideal, @

degc(+), Grado de un vértice,

ht(-), Altura de un ideal,

k-base, Base de un anillo de polinomios,

k[G], Algebra de aristas de la gréfica G,

w™, w~, Particién del conjunto de aristas de w, ,

o d} ar
xdz’ xll N xn’ ’@
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adlgebra, R—algebra,

R—subélgebra/R—subanillo, {4

finita,
finitamente generada, {4
homomorfismo, [4]

afin

conjunto térico, [10]

espacio afin,

semigrupo, [11]

variedad afin,

variedad torica afin,
anillo

de semigrupo

dimensién de Krull del,

de semigrupos,
espectro,
arista, [I]
de corte,
impar,

par, I3

banda parcial impar,
1—banda-parcial-impar,
binomio,
primitivo, 5

caminata,
extremos,
longitud,
camino, [I]
H-camino, [1]
primitivo,
puente,
Cl-rueda-doble,
Cl-vértice-banda,
ciclo,
4-ciclo,

k-ciclo,
cuerda,
par/impar,

impar, 2]

longitud,

par, 2]

primitivo/inducido,
contraccion, [2]

grafica

algebra de aristas,
2-conexa, 2|
anillada,
bipartita,
bloque,

sumidero (sink),
completa,
componente conexa, 2]
conexa, [2]
disconexa,
particion, 2]
simple,
trivial,
vacia, [I]

ideal
binomial,
cadena ascendente,
longitud,
generador, 4]
irreducible, {4
lattice,
minimo,
primo, 4
altura, [4]
producto, /4
radical,
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reducible, 4] vecindad,
torico,[9] 12 o
Interseccion Completa, [ Zariski, topologfa, 6

interseccién completa,

lattice,
Laurent, anillo de polinomios de, [17]
matriz
de incidencia,
dominante,
mixta, [14]
monomio, §
soporte, [

rueda parcial impar,
Cl-rueda-parcial-impar,

semigrupo, [11]
subanillo, 4
subgrafica,
inducida,
suma clique,
r-suma clique,

térico

ideal, [9]
theta, grafica,
toro, [T1]

toro de dimension 7,

vértice, [1]
adyacente,
aislado,
de corte,
grado,
incidente,
vecinos, [1]

variedad
afin,

anillo de coordenadas,
irreducible, [f]
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