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Director de la tesis: Dr. Miguel Alejandro Xicoténcatl Merino
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Resumen

El k-ésimo espacio de configuraciones ordenadas de una variedad Fk(M) consta de

todas las k-tuplas de puntos distintos en M . El grupo simétrico Σk actúa natural-

mente en Fk(M) y el espacio de órbitas Fk(M)/Σk es el espacio de configuraciones

desordenadas. Aunque han sido intensamente estudiados, la homoloǵıa de estos es-

pacios es desconocida excepto para casos especiales. C.F-Bödigheimer, F. Cohen y

L. Taylor nos dicen que la homoloǵıa de Fk(M)/Σk depende del número k y de los

números de Betti de la variedad M , en el caso en que M es una variedad compacta

y los coeficientes son un campo F, ya sea el campo Fp de los enteros módulo p o un

campo de carácteristica cero. Este trabajo tiene como próposito dar una exposición a

detalle de los resultados obtenidos por C.F-Bödigheimer, F. Cohen y L.Taylor sobre

los cálculos de la homoloǵıa de Fk(M)/Σk [8] y [10].
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Abstract

The k-th ordered configuration space Fk(M) of a manifold M consisting of all k-

tuples of distinct points in M . The symmetric group acts naturally in Fk(M) by

permutation of coordinates and the orbit space Fk(M)/Σk is the disordered confi-

guration space. Although intensively studied their homology is unknow except for

special cases. C.F-Bödigheimer, F. Cohen and L. Taylor tell us that their homology

depends on the Betti numbers of the manifold M , the dimension of M and the k

number, for the case where M is compact manifold and the coeficients are a field F,

either the field Fp with p elements, or a field of characteristic zero. The purpose of

this work is to give a detailed exposition of the results obtained by C.F-Bödigheimer,

F. Cohen and L. Taylor on the calculations of the homology of Fk(M)/Σk [8] and

[10].
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Introducción

El k-ésimo espacio de configuraciones ordenadas de una variedad Fk(M) consta de

todas las k-tuplas de puntos distintos en M , es decir,

Fk(M) := {(z1, . . . , zk | zi 6= zj para i 6= j}.

El grupo simétrico Σk actúa naturalmente en Fk(M) y el espacio de órbitas Fk(M)/Σk

es el espacio de configuraciones desordenadas.

Desde E. Fadell y L. Newirth [25] el estudio de los espacios de configuraciones ha

sido importante y estos aparecen en varios contextos tales como geometŕıa algebraica,

teoŕıa de nudos, topoloǵıa diferencial, planeación motriz, teoŕıa de homotoṕıa. Por

ejemplo, sabemos que el espacio Fk(R
2)/Σk es el espacio clasificante del grupo de

trenzas de Art́ın en k-cuerdas aśı como también el espacio Fk(R
n) es del mismo tipo

de homotoṕıa que el espacio de las k-ésimas operaciones del operad de n-cubitos,

el cual juega un rol importante en la teoŕıa de los espacios de n-lazos; más aún, el

espacio de configuraciones etiquetadas C(Rn;X) es del mismo tipo de homotoṕıa

que ΩnΣnX.

Aunque los espacios de configuraciones Fk(M)/Σk han sido intensamente estudiados

su homoloǵıa es desconocida, pero existen diversos trabajos que la describen para

casos especiales, ejemplo de ellos [3], [4], [13], [8], [14], [16], [19], [20], [21], [26], [29] y

[42] por mencionar algunos. Nuestra atención se restringe a los resultados obtenidos

por Bödigheimer-Cohen-Taylor [8] quienes nos dan una descripción de la homoloǵıa

de Fk(M)/Σk en el caso en que M es una variedad compacta y los coeficientes son

un campo F ya sea el campo Fp de los enteros módulo p o un campo de caracteŕıstica

11



Introducción

cero, tal descripción depende solamente de los números de Betti de la variedad M y

del número k.

El propósito de este trabajo es dar a detalle los resultados obtenidos por C.-F.

Bödigheimer, F. Cohen y L. Taylor sobre los cálculos de la homoloǵıa de Fk(M)/Σk.

Su método consiste en determinar H∗(Fk(M)/Σk;Fp) como parte de la homoloǵıa

de un espacio mucho más grande:

C(M,M0;X) =

(∐
k≥1

Fk(M) ×
Σk

Xk

)
/ ≈

donde M0 es una subvariedad, X es una espacio con un punto base x0 y la relación

≈ es generada por (z1, . . . , zk;x1, . . . , xk) ≈ (z1, . . . , zk−1;x1, . . . xk−1) si zk ∈ M0 o

xk = x0. Tales espacios C(M,M0;X) llamados “espacios de configuraciones etiqueta-

das” son una generalización natural de la construcción de May-Milgram y aparecen

en [6], [34] y [40] como modelos combinatorio de ciertos espacios de funciones.

El principal objetivo de esta Tesis es desarrollar la teoŕıa necesaria para probar los

siguientes resultados clásicos de [8] y [10].

Teorema 0.1 (Bödigheimer-Cohen-Taylor, 1989) Sean M una variedad com-

pacta de dimensión m y n ≥ 1. Supongamos que m + n es impar, a menos que

F = F2, entonces existe un isomorfismo de espacios vectoriales graduados

θ : H∗(C(M,M0;Sn);F) ∼=
m⊗
q=0

H∗(Ω
m−qSm+n;F)⊗βq

donde βq es el q-ésimo número de betti de H∗(M,M0;F)

El teorema anterior se cumple en particular cuando M0 = ∅ y a partir de esto,

podremos entonces determinar la homoloǵıa de los espacios de configuraciones des-

ordenadas Fk(M)/Σk.
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Introducción

Teorema 0.2 (Bödigheimer-Cohen-Taylor 1989) Sea M una variedad compac-

ta de dimensión m, entonces se cumple lo siguiente:

(i) Si F = F2 o m es impar, entonces para 0 < q < mk y n � 0 existe un

isomorfismo de espacios vectoriales

Hq(Fk(M)/Σk;F) ∼= Hq+2nk(C(M ;S2n);F)

∼=
m⊗
q=0

Hq+2nk(Ω
m−qSm+2n;F)⊗βq

(ii) Si F = F2 o m es par, entonces para 0 < q < mk y n � 0 existe un

isomorfismo de espacios vectoriales

Hq(Fk(M)/Σk;F(−1)) ∼= Hq+(2n+1)k(C(M ;S2n+1);F)

∼=
m⊗
q=0

Hq+(2n+1)k(Ω
m−qSm+2n+1;F)⊗βq

Donde F(−1) es la representación signo de F.

En particular cuando F = F2 se define una filtración por pesos del álgebra

C (H∗;n) =
m⊗
q=0

(H∗(Ω
m−qSm+n;F2))⊗βq ,

y se demostrará que el subespacio generado por los elementos de peso exactamente k

bajo una desuspensión coincide con la homoloǵıa de los espacios de configuraciones

Fk(M)/Σk.

Teorema 0.3 (Bödigheimer-Cohen-Taylor, 1989) Si M es una variedad com-

pacta, entonces existe un isomorfismo de espacios vectoriales graduados

θk : H∗(Fk(M)/Σk;F2) ∼= σ−knDk(H∗(M);n)

para toda n. Donde Dk(H∗(M);n) son los cocientes sucesivos de la filtración por

pesos, es decir, los elementos de peso exactamente k y σ−kn es la kn-desuspensión.
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Introducción

Los métodos que se exponen no son suficientes para determinar el producto en coho-

moloǵıa ni las operaciones de Steenrod.

Con el fin de cumplir nuestro objetivo dividiremos esta tesis en cuatro caṕıtulos.

En el caṕıtulo 1 recordaremos algunos resultados conocidos de teoŕıa de homotoṕıa,

tales como la construcción de May-Milgram CnX que emplea a los espacios de n-

cubitos; la relación que existe entre éste y el espacio de configuraciones etiquetadas

C(Rn;X) aśı como también el Teorema de aproximación de P. May y la descompo-

sición estable de Snaith. En la parte final recordaremos los resultados referentes a la

homoloǵıa de los espacios de lazos iterados ΩnΣnX y en vista de la importancia que

tiene en los teoremas anteriores, nos centraremos en el caso en que X = Sm y los

coeficientes son F2.

Mientras que en el caṕıtulo 2 introduciremos el espacio de configuraciones etiquetadas

C(M,M0;X) como una generalización natural de la construcción de May-Milgram

Cn(X) y estudiaremos sus propiedades más importantes. A saber, se presentará una

demostración de la descomposición estable de C(M,M0;X) análoga a la descompo-

sición estable de Snaith:

Q(C(M,M0;X)) ' Q

(∨
k≥0

Dk(M,M0;X)

)
,

donde los espacios Dk(M,M0;X) son los cocientes sucesivos de la filtración por lon-

gitud de configuraciones. Se exhibirán también las casifibraciones básicas que invo-

lucran a C(M,M0;X) y se probará que el espacio C(M,M0;X) puede interpretarse

como modelo combinatorio para un espacio de funciones. Finalmente se mostrará la

relación que existe entre los espacios Dk(M,M0;Sn) y los haces vectoriales canónicos

definidos sobre el espacio de configuraciones desordenadas Fk(M)/Σk.

En el capitulo 3 demostraremos el Teorema 0.1 que describe a la homoloǵıa de

C (M,M0;X) mediante un producto tensorial que involucra a H∗(M,M0), la dimen-

sión de la variedad M y la homoloǵıa de los espacios de lazos iterados Ωm−qSm+n.

A partir de aqúı, nos concentraremos en el caso en que F = F2. Notemos que cada

factor H∗ (Ωm−qSm+n) es un álgebra con pesos asociados a sus generadores, lo que

14
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induce una filtración por pesos en H∗ (Ωm−qSm+n). Más aún, se probará que el subes-

pacio generado por los elementos de peso k es isomorfo a la homoloǵıa del espacio

Dk (M,M0;Sn).

Finalmete en el caṕıtulo 4, a partir de la relación que existe entre Dk(M ;Sn) y los ha-

ces vectoriales canónicos sobre los espacios Fk(M)/Σk, se obtendráH∗(Fk(M)/Σk;F2)

mediante el isomorfismo de Thom, 0.3. En este capitulo también probaremos el Teo-

rema 0,2, lo que completa el caso general de F. Además se presentan algunos ejemplos

expĺıcitos de H∗(Fk(M)/Σk;F2) en el caso que M es una superficie cerrada orienta-

ble y no orientable; aśı como también para M el complemento de un nudo en R3.

Como mencionamos antes, en un campo de caracteŕıstica cero, el resultado principal

solamente se aplica cuando M es una variedad de dimensión impar, por lo que fina-

lizaremos recordardando un resultado más, que describe a la cohomoloǵıa racional

de Fk(M)/Σk cuando M es una superficie cerrada y orientable con un pinchazo [7].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo recordaremos algunos resultados de teoŕıa de homotoṕıa, los cuales

serán de utilidad a lo largo de este trabajo.

1.1. Casifibraciones

Una fibración p : B → E es un mapeo que tiene la propiedad de levantamiento de

homotoṕıas y en particular cumple que el homomorfismo

p∗ : πn(E, p−1(b)) −→ πn(B, b) (1.1)

es un isomorfismo para toda b ∈ B y toda n ≥ 1. Se tiene entonces la siguiente

sucesión exacta:

. . . −→ πn(F )
i∗−→ πn(E)

p∗−→ πn(B)
∂−→ πn−1(F ) −→ . . .

donde F := p−1(b) es la fibra sobre b y el morfismo de conexión ∂ se obtiene de

componer p−1 con el morfismo usual.

En virtud de lo descrito anteriormente A. Dold y R. Thom [23] introdujeron la

siguiente definición.

17



1.1. Casifibraciones

Definición 1.1 Un mapeo p : E → B se llama casifibración si para todo punto

b ∈ B y para toda x ∈ p−1(b) el morfismo inducido

p∗ : πn(E, p−1(b))→ πn(B, b)

(los grupos estan basados en x y b respectivamente) es un isomorfismo para toda

n ≥ 0.

Como un resultado inmediato tenemos la siguiente proposición.

Proposición 1.2 Sea p : E → B una casifibración y sean b ∈ B, e ∈ p−1(b) = F .

Entonces se tiene una sucesión exacta larga

. . . −→ πn(F )
i∗−→ πn(E)

p∗−→ πn(B)
∂−→ πn−1(F ) −→ . . . �

La sucesión anterior es llamada sucesión exacta larga de grupos de homotoṕıa de la

casifibración p : E → B.

Finalmente enunciamos un criterio que nos sirve para determinar cuando tenemos

una casifibración. Tal criterio nos será de utilidad en el siguiente caṕıtulo.

Consideremos un mapeo p : E → B, con B un espacio de Hausdorff, y supongamos

que B esta filtrado por los subespacios B0 ⊆ B1 ⊆ B2 ⊆ . . . ⊆ B y además sobre

cada diferencia Bi+1−Bi, p es un haz trivial, es decir, se tiene el siguiente triángulo

conmutativo:

Ei+1 − Ei
∼= //

p|Ei+1−Ei ''

(Bi+1 −Bi)× F

proy
vv

Bi+1 −Bi

donde Ei = p−1 (Bi), y en particular, p0 := p |E0 : E0 → B0 también es trivial.

Aśı para cualquier x ∈ B, la fibra p−1 (x) ∼= F .

Supongamos que además para cada i existe una vecindad abierta Ui de Bi en Bi+1 y

un retracto por deformación ri : Ui → Bi que se levanta a un retracto por deformación

18



Caṕıtulo 1. Preliminares

ri : p−1 (Ui)→ Ei, es decir, de modo que conmuta el siguiente diagrama:

p−1 (Ui)
ri //

p|p−1Ui
��

Ei

pi

��

Ui ri
// Bi

Aśı restringiendo las aplicaciones ri a cada fibra, obtenemos aplicaciones rxi : p−1 (x)→
p−1 (ri (x)).

Bajo las hipótesis anteriores, se tiene el siguiente resultado y su demostración puede

consultarse en [1, Teorema A.1.19].

Teorema 1.3 Si rxi : p−1 (x) → p−1 (ri (x)) es una equivalencia homotópica para

cada i y cada x ∈ Ui, entonces p : E → B es una casifibración. �

1.2. La construcción QX

Para esta sección supondremos que los espacios topológicos son compactamente gene-

rados. La demostraciones de los resultados de esta sección pueden verse por ejemplo

en [39, Sección 1.5].

Recordemos que si X y Y son dos espacios topológicos basados, entonces los espacios

de mapeos Map∗(X,ΩY ) y Map∗(ΣX, Y ) son homeomorfos por el mapeo de adjun-

ción entre los funtores Ω y Σ. Tal mapeo φ : Map∗(X,ΩY )→Map∗(ΣX, Y ) esta de-

finido por φ(f)(x∧s) := f(x)(s), cuya inversa esta dada por φ−1(f)(x)(s) := f(x∧s).

Dado un espacio basado X, para cada n definimos la inclusión:

σn : ΩnΣnX → Ωn+1Σn+1X

dada por la composición

σn := Ωnφ−1 (idΣn+1X) .

19



1.2. La construcción QX

Geometricamente, si identificamos a ΩnΣnX como el espacio Map∗(S
n,ΣnX), en-

tonces:

σn (f) := Σ(f) = f ∧ idS1 : Sn ∧ S1 = Sn+1 → ΣnX ∧ S1 = Σn+1X,

es decir, al tomar un punto x ∧ s ∈ Sn ∧ S1; σn (f) (x ∧ s) = f(x) ∧ s. En particular

σ0 : X → ΩΣX esta definida por σ0(x)(s) := x ∧ s. Aśı tenemos una sucesión de

inclusiones

X ↪→ ΩΣX ↪→ Ω2Σ2X ↪→ · · · ↪→ ΩnΣnX ↪→ Ωn+1Σn+1 ↪→ · · · .

Definición 1.4 Sea X un espacio topológico basado. Definimos

QX := Ω∞ (Σ∞X) = coĺım
n

ΩnΣnX.

Definición 1.5 Una familia P de espacios basados {Pn} junto con mapeos σn :

ΣPn → Pn+1 (donde los mapeos adjuntos σ̂n : Pn → ΩPn+1 no son necesariamente

una equivalencia homotópica débil) es llamado un pre-espectro, si los mapeos adjuntos

σ̂n son homeomorfismos, entonces decimos que P es un espectro e identificamos a

esta familia con el coĺımite (P = coĺım
n

Pn).

Observación 1.6 Q es un funtor en la categoŕıa de espacios basados, el cual se

obtiene al aplicar el funtor Σ∞ para obtener un espectro, seguido del funtor Ω∞ para

aterrizar de regreso en los espacios.

A continuación mencionaremos las principales propiedades de la construcción Q.

Teorema 1.7 Cada homotoṕıa de espacios basados X → Y induce una homotoṕıa

de mapeos basados QX → QY , por lo que el funtor Q es un funtor homotópico.

Además Q manda cuñas finitas en productos finitos i.e.

Q

(
n∨
i=1

Xi

)
∼=

n∏
i=1

QXi

�

20



Caṕıtulo 1. Preliminares

El teorema anterior se puede generalizar a cuñas infinitas y productos infinitos, usan-

do una aproximación CW para el producto infinito a través de todos los productos

de celdas finitas y usando el Teorema de Hilton-Milnor [28] y [36] para la segunda

equivalencia homotópica. Con esto tenemos

Q

(
∞∨
i=1

Xi

)
'
∞∏
i=1

Q (Xi) .

Teorema 1.8 Existe una transformación natural

X → QX

dada por el mapeo identidad de X en el nivel 0 del sistema de coĺımite para QX. Es

decir, para un mapeo de espacios basados f : X → Y se tiene el siguiente diagrama

conmutativo:

X
f

//

��

Y

��

QX
Qf

// QY

�

Al mapeo anterior, lo llamaremos mapeo de estabilización. Notemos que al pasar a

grupos de homotoṕıa se obtienen homomorfismos que van a los grupos de homotoṕıa

estables de X,

π∗ (X)→ π∗ (QX) = πs∗ (X) .

Finalmente el siguiente teorema nos dice que el espacio QX es un espacio de lazos

infinito.

Teorema 1.9 Sea X un espacio con punto base no degenerado, entonces

QX ∼= ΩQ (ΣX)

por lo que QX es un espacio de lazos infinitos. �
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1.3. La construcción de May-Milgram

1.3. La construcción de May-Milgram

Iniciamos por recordar la definición de1 espacio de n-cubitos. Denotamos por I al

intervalo [0, 1] ⊂ R.

Definición 1.10 Un n-cubito c, es un encaje af́ın c : In → In que preserva la

orientación y es de la forma c = f1 × . . . × fn, donde cada fi : I → I es un mapeo

de la forma fi (t) = (bi − ai)t+ ai con 0 ≤ ai < bi ≤ 1.

Denotemos por Cn(k) el espacio de k cubitos de dimensión n, el cual consta de

k-tuplas ordenadas de n-cubitos tales que los interiores de las imágenes son mutua-

mente disjuntos.

Cn(k) :=

 (c1, . . . , ck)

∣∣∣∣∣∣ Cada ci es un n− cubito.

int(ci) ∩ int(cj) = ∅ si i 6= j



Figura 1.1: k-tupla de cubitos de dimensión 2 que pertenece a C2(k)
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Definición 1.11 Sea X un espacio basado con punto base no degenerado. Definimos

el espacio:

CnX :=

(∐
k≥0

Cn(k) ×
Σk

Xk

)
/ ≈ .

donde ≈ es la relación de equivalencia generada por:

[〈c1 . . . , ck〉;x1, . . . , xk] ≈ [〈c1, . . . , ck−1〉 ;x1, . . . , xk−1]

si y sólo si xk = ∗ es el punto base

Observación 1.12 El espacio CnX esta filtrado por los espacios Fj(CnX) que son

la imagen de los mapeos[
j∐

k=0

Cn(k)×Xk ↪→
∞∐
k=0

Cn(k)×Xk → CnX

]

dados por la composición del mapeo de inclusión y del mapeo de identificación.

Las propiedades más importantes del espacio CnX que usaremos en el resto de este

trabajo son detalladas a continuación. El lector es referido a [30] para las demostra-

ciones.

Denotamos por T∗ a la categoŕıa de los espacios basados que son compactamente

generados, débilmente Hausdorff y con puntos bases no degenerados.

Proposición 1.13 La construcción Cn(−) es un funtor homotópico que preserva

coĺımites. �

Recordemos que el espacio ΩnΣnX = map∗(S
n,ΣnX) y que Sn puede verse como el

espacio In/∂In. El siguiente teorema es uno de los resultados principales de [30].

Teorema 1.14 (Teorema de aproximación de J.P. May) Para n ≥ 0, si X es

arco-conexo, entonces existe una equivalencia homotópica funtorial

αn : Cn (X)→ ΩnΣnX
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dada por:

αn[c1, . . . ck;x1, . . . , xk] ([u]) :=


[c−1
i (u)] ∧ xi si u ∈

◦
Im(ci)

∗ si u /∈
◦

Im(ci) para todo i ≤ k

donde [u] denota una clase en In/∂In = Sn. �

La demostración del teorema anterior requiere del uso del espacio En(X), cuya cons-

trucción y propiedades elementales damos a continuación.

Definición 1.15 Sea (X,A) una pareja cerrada en T∗. Definimos el subespacio

En(k;X,A) de Cn(k)×Xk por:

(〈c1, . . . , ck〉 ;x1, . . . , xk) ∈ En (k;X,A) ⇔
si xj /∈ A, entonces cj se puede

“extender′′

donde “extender” significa lo siguiente:

para 〈c1, . . . , ck〉 ∈ Cn(k) y dado 1 ≤ j ≤ k, decimos que cj = c′j × c′′j : I × In−1 → In

se puede extender si(
c′j (−1) , 1

)
× c′′j

(
In−1

)
∩ cs(In) = ∅ para todo s 6= j.

Aśı definimos el espacio

En (X,A) :=

(∐
k≥0

E(k;X,A)/Σk

)
/ ≈

donde ≈ es la restricción de la relación definida para el espacio Cn(X).

Teorema 1.16 Sea (X,A) una NDR-pareja en T∗. Si X es contráctil, entonces

En(X,A) es aesferico. Más aún, En(X,A) es contráctil si se cumple lo siguiente:

1. X es contráctil.

2. X es compacto, X es el cono de A o si n = 1.
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Figura 1.2: Configuración que no se extiende (a) y que si se extiende (b) en cj

�

Teorema 1.17 Sea (X,A) una NDR-pareja en T∗, y supongamos que A es arco-

conexo. Si π : X → X/A es la proyección canónica, entonces el mapeo πn : En (X,A)→
Cn−1 (X/A) es una casifibración con fibra CnA. �

La construcción del mapeo anterior es la siguiente manera:

Dado cualquier elemento en el espacio En(X,A) podemos representarlo de la siguien-

te forma:

[〈c1, . . . , ck, d1, . . . , dl〉 ;x1, . . . , xk, a1, . . . , al]

donde

xi ∈ X − A, aj ∈ A y los ci se pueden extender, para todo 1 ≤ i ≤ k; 1 ≤ j ≤ l.

Puesto que los ci se pueden extender tienen la forma ci = c′i × ci” y son tales que:

〈c′′1, . . . , c′′k〉 ∈ Cn−1 (k)

y también se tiene que π (aj) = ∗, aśı la función πn es la siguiente:

πn [〈c1, . . . , ck, d1, . . . , dl〉 ;x1, . . . , xk, a1, . . . , al] = [〈c′′1, . . . , c′′k〉 ; π (x1) , . . . , π (xk)]
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Definición 1.18 Definimos el espacio EnX como el espacio contraible En(CX,X)

donde CX denota el cono de X.

Teorema 1.19 Para X ∈ T∗ y n ≥ 1, existen mapeos πn : EnX → Cn−1ΣX y

αn : EnX → PΩn−1ΣnX tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

CnX
� � //

αn

��

EnX
πn //

αn
��

Cn−1ΣX

αn−1

��

ΩnΣnX �
�

// PΩn−1ΣnX // Ωn−1ΣnX

donde la la fila de abajo es la fibración de trayectorias y lazos de Ωn−1ΣnX y la fila

de arriba es una casifibración por el teorema anterior. �

El teorema anterior nos sirve para demostrar el Teroema 1.14.

Recordemos que el espacio de configuraciones ordenadas de una variedad M es el

conjunto de k-tuplas de puntos distintos en M , es decir,

Fk(M) := {(z1, . . . , zk) ∈Mk | zi 6= zj para i 6= j} ⊂Mk,

dotado de la topoloǵıa de subespacio. El grupo simétrico Σk actúa naturalmente por

permutación de coordenadas y el espacio de configuraciones desordenadas Fk(M)/Σk

es el espacio de órbitas. Los espacios de n-cubitos están estrechamente relacionados

con los espacios de configuraciones de Rn como nos muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.20 Para 1 ≤ n < ∞ y k ≥ 1, el espacio Cn(k) es homotópicamente

equivalente al espacio Fk(R
n) bajo una homotoṕıa que es Σk-equivariante. �

De manera natural podemos entonces definir el “espacio de configuraciones de puntos

distintos en M y etiquetas en X çomo una generalización del espacio CnX, de la

siguiente manera.

Definición 1.21 Dada una variedad M y X un espacio con punto base x0, definimos

el espacio de configuraciones de puntos distintos de M con etiquetas en X como el
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espacio

C(M ;X) =

(∐
k≥1

Fk(M) ×
Σk

Xk

)
/ ≈

donde la relación ≈ es generada por (z1, . . . , zk;x1, . . . , xk) ≈ (z1, . . . , zk−1;x1, . . . xk−1)

si xk = x0.

El estudio intensivo de tales espacios lo posponemos hasta el caṕıtulo 2, solo recor-

daremos los siguientes resultados que se obtienen del Teorema 1.20.

Corolario 1.22 Para X ∈ T∗ y n ≥ 1, el espacio C(Rn;X) es homotópicamente

equivalente al espacio Cn(X) por lo que también es homotópicamente equivalente a

ΩnΣnX. �

Recordemos que el espacio R∞ =
∞⋃
i=0

Rn es el espacio del coĺımite R1 ↪→ R2 ↪→ . . .

bajo las inclusiones estándar. Como Fk(M) es funtorial con respecto a encajes de

variedades, podemos definir

Fk(R
∞) := coĺım

n→∞
Fk(R

n).

Proposición 1.23 Sea X ∈ T∗, entonces el espacio C(R∞;X) es homotópicamente

equivalente a QX = Ω∞Σ∞X. �

1.4. La descomposición de Snaith

Sabemos que por el Teorema de aproximación de P. May, si X es compactamente

generado y debilmente Hausdorff el espacio Cn(X) es del mismo tipo de homotoṕıa

que ΩnΣnX (visto en la sección anterior). Con este resultado en mente, V. Snaith [41]

obtuvo una descomposición estable del espacio ΩnΣnX en cierta cuña
∨
k≥0

Dk(X,n)

formada por los cocientes sucesivos de la filtración dada en la Observación 1.12.

Recordemos que tal filtración esta formada por los subespacios Fj(CnX), que son la
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imagen del mapeo dados por la composición del mapeo de inclusión y del mapeo de

identificación [
j∐

k=0

Cn(k)×Xk ↪→
∞∐
k=0

Cn(k)×Xk → CnX

]
.

Denotamos por

Dk(X,n) := Fk(CnX)/Fk−1(CnX)

D(X,n) :=
∨
k≥0

Dk(X,n).

El resultado principal de [41] es el siguiente.

Teorema 1.24 (Teorema de descomposición de Snaith) El espacio ΩnΣnX es

del mismo tipo de homotoṕıa estable que el espacio D(X,n) =
∨
k≥0

Dk(X,n), es decir,

Q(ΩnΣnX) ' Q

(∨
k≥0

Dk(X,n)

)

Existen varias demostraciones elegantes del resultado anterior, nosotros incluiremos

una de éstas en el siguiente caṕıtulo, sobre un resultado un poco más general [17], a

saber, como se hizo notar al final de la sección anterior, los espacios de configuraciones

etiquetadas C(M ;X) son una generalización del espacio Cn(X), aśı que naturalmente

se demostrará que

Q(C(M ;X)) ' Q

(∨
k≥0

Dk(M ;X)

)
,

donde los Dk(M ;X) son los cocientes sucesivos de la filtración por longitud de con-

figuraciones.

1.5. La homoloǵıa de ΩnΣnX

En esta sección recordaremos la homoloǵıa de los espacios de lazos iterados ΩnΣnX

con coeficientes en un campo F de caracteŕıstica cero o el campo Fp de los enteros
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módulo p. Abordaremos el caso en que X = Sn y F = F2, que será el caso importante

para este trabajo, aśı como también recordaremos un resultado sobre la homoloǵıa

módulo 2 de QX.

Notemos que para cada n existe un mapeo ηn+1 : X → Ωn+1Σn+1X dado por el

adjunto de la función id : Σn+1X → Σn+1X. Ahora como la composición

Σn+1X
Σn+1η−→ Σn+1(Ωn+1Σn+1X)

e−→ Σn+1X

es la identidad de Σn+1X donde e es el mapeo de evaluación, entonces

η∗ : H∗X −→ H∗(Ω
nΣnX)

es un monomorfismo, por lo que es razonable pensar que H∗(Ω
n+1Σn+1X) debeŕıa

de ser un funtor libre de H∗X. En [18] F. Cohen describe a dicha homoloǵıa con

coeficientes en Fp a través de cierto funtor libre GWn.

En lo que sigue recordaremos las descripciones de la homoloǵıa del espacio Ωn+1Σn+1X

[15] en términos de la homoloǵıa reducida de X.

Empecemos con ΩΣX. Supongamos que R es un anillo y que H∗(X;R) es libre de

torsión. Entonces se tiene el siguiente resultado [11].

Teorema 1.25 (Bott-Samelson) Existe un isomorfismo de álgebras

T [H̃∗(X;R)] −→ H∗(ΩΣX;R).

Donde T [H̃∗(X;R)] denota el álgebra tensorial generada por H̃∗(X;R). �

Para n ≥ 2 frecuentemente en la homoloǵıa de ΩnΣn hay torsión, aśı que regular-

mente se describe esta homoloǵıa con coeficientes en un campo F.

Campo de caracteŕıstica cero. El caso simple para describir la homoloǵıa es

cuando F es un campo de caracteŕıstica cero, para esta descripción recordamos lo

siguiente.
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El álgebra tensorial T [V ] es un álgebra de Lie graduada con producto de Lie

[a, b] = a⊗ b− (−1)|a||b|b⊗ a,

donde V = H̃∗(X;R). Denotaremos como L[V ] a la sub-álgebra de Lie libre de T [V ]

generada por V .

Dado un módulo graduado M , se define σnM como el módulo graduado M donde

los nuevos grados se elevan en n, S[M ] denota el álgebra simétrica generada por el

módulo M y L[M ] es como antes. Entonces tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.26 Si F es un campo de caracteristica cero y n ≥ 1, entonces existe un

isomorfismo de álgebras

S[σ−nL[σnH̃∗(X;F) ] ] −→ H∗(Ω
n+1Σn+1X;F).

�

Campo de los enteros módulo p. Tomemos a F = Fp. Dado un módulo gradua-

do V denotaremos a T [V ] y L[V ] como antes. Escribiremos ξp[V ] para el espacio

vectorial en T [V ] generado por todas las p-ésimas potencias de los elementos de

grado par en L[V ] cuando p sea un primo impar, mientras que para p = 2 serán to-

das las p-ésimas potencias. Por ejemplo si X es una suspensión, entonces el módulo

de los elementos primitivos en H∗(ΩΣX;Fp) es precisamente L [V ] ⊕ ξp [V ] , con

V = H̃∗(X;Fp).

Definimos

Λn [V ] =

 σ−nL [σnV ]⊕ σ−nξ2 [σnV ] si p = 2

σ−nL [σ−nV ]⊕ σ−nξp [σnV ]⊕ σ−n+1ξp [σnV ] si p > 2

Si n ≥ 1, entonces Λn[H∗(X,Fp)] puede ser usado para describir los grupos de

homoloǵıa de Ωn+1Σn+1X. Nosotros solamente recordaremos esta descripción para

Ω2Σ2X, para n en general como lo mencionamos antes, se describe en [18] a través

de cierto funtor libre GWn.
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Si p = 2. Dada una base {λ} para Λ1[V ] con V = H∗(X;F2), definimos los elementos

Qa
1λ inductivamente por

(a) Q0
1λ = λ,

(b) Qa+1
1 λ = Q1(Qa

1λ) y

(c) El grado de Q1(x) es 1 + 2|x|.

Entonces:

Teorema 1.27 Existe un isomorfismo de álgebras

S[Qa
1λ | a ≥ 0, λ ∈ {λ}]←→ H∗(Ω

2Σ2X;F2).

Si p es un primo impar. Dada una base {λ} para Λ1[V ] con V = H∗(X;F2),

definimos los elementos Qa
1λ y βQa

1λ para alguna elección de λ como sigue:

(a) Q0
1λ = λ,

(b) Qa+1
1 λ = Q1(Qa

1λ)

(c) βQa
1λ es definido para toda Qa

1λ con a > 0 y

(d) los grados de Q1(x) y βQ1(x) estan dados por p− 1 + p | x | y p− 2 + p | x |
respectivamente.

Ahora definimos W1[V ] como el espacio vectorial cuya base esta dada por:

(1) λ ∈ {λ}.

(2) Qa
1λ para λ ∈ {λ}, con λ de grado impar y a > 0.

(3) βQb
1λ donde Qb

1λ es definido por (2) y b ≥ 1.
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Entonces

Teorema 1.28 Existe un isomorfismo de álgebras

Fp [W1 [H∗(X;Fp) ] ] −→ H∗(Ω
2Σ2X;Fp).

�

1.5.1. Homoloǵıa módulo 2 de ΩkSn

Los siguientes teoremas están basados en [2], [12], [24], [38], [19].

Existen operaciones de Dyer-Lashof en la homoloǵıa de ΩnX, que son naturales con

respecto a mapeos de espacios de n-lazos

Qi : HqΩ
nX → H2q+iΩ

nX, 0 ≤ i ≤ n− 1,

y son lineales para 0 ≤ i < n− 1. La suspensión de Freudenthal Ek : Sn → ΩkSn+k

induce un monomomorfismo en homoloǵıa, ya que la composición

Sk ∧ Sn → Sk ∧ ΩkSn+k → Sn+k

es una equivalencia homotópica.

Denotemos por xn a la imagen de la clase fundamental bajo Ek
∗ y por Ωn

0S
n a la com-

ponente del punto base. Denotemos porQIxn a la clase de homologiaQi1Qi2 . . . Qijxn,

si I = (i1, . . . , ij). La sucesión I es admisible si 0 < i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ ij; pondremos

`(I) = j y diremos que λ(I) ≤ q si ij ≤ q.

Teorema 1.29 Existe un isomorfismo de álgebras de Hopf

F2[QIxn]→ H∗(Ω
kSn+k;F2), n ≥ 1,

donde I corre sobre todas las sucesiones admisibles con λ(I) ≤ k − 1 y la sucesión

vaćıa I = ( ), en cuyo caso QIxn = xn. Todos los generadores QIxn son primitivos.

Si k = 0, la clase fundamental satisface la relación adicional x2
n = 0. �
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Ejemplo 1.30

B ΩSn+2 = ΩS(n+1)+1. Primero asociamos la clase fundamental xn+1 de grado

n + 1, lo siguiente es determinar las sucesiones admisibles I = (i1, i2, . . . , ir) con

λ(I) ≤ 1− 1 = 0. Podemos ver que la única sucesión admisible es la vaćıa ( ), por

lo tanto

H∗(ΩS
n+2;F2) ∼= F2[x],

con grado | x |= n+ 1.

B Ω2Sn+2. Procedemos como antes y asociamos la clase fundamental xn de grado

n, aqúı las sucesiones admisibles con λ(I) ≤ 2 − 1 = 1 son de la forma I = ( )

ó I = (1, 1, . . . 1), por lo que los generadores son yj = Qj
1(xn) = Q1Q1 · · ·Q1xn, para

j ≥ 0, aśı

H∗(Ω
2Sn+2;F2) ∼= F2[y0, y1, . . .],

con grados | yj |= (2j − 1) + 2jn.

B Ω3Sn+3. Hay una clase fundamental xn de grado n y las sucesiones admisibles

con λ(I) ≤ 3− 1 = 2 son

I =


(1, 1, . . . , 1)

(2, 2, . . . , 2)

(1, . . . , 1, 2, . . . , 2)

junto con la vaćıa. Denotamos a zij := Qi
1Q

j
2xn = Q1 · · ·Q1Q2 · · ·Q2xn con i, j ≥ 0,

entonces:

H∗(Ω
3Sn+3;F2) ∼= F2[zij | i, j ≥ 0],

con grados | zij |= 2i+j(n+ 2)− 2i − 1.

Siguiendo como antes podemos ver que

H∗(ΩS
n+3;F2) ∼= F2[u] con | u |= n+ 2.

H∗(Ω
2Sn+3;F2) ∼= F2[w0, w1, . . .] con | wi |= (2i − 1) + 2i(n+ 1)
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1.5.2. Homoloǵıa módulo 2 de QX

De acuerdo al comentario del inicio de esta sección, tenemos que para cada n los

mapeos

ηn : X → ΩnΣnX

inducen monomorfismos en homoloǵıa, luego el mapeo del coĺımite induce un mono-

morfismo

η∗ : H∗X → H∗QX,

por lo que de igual manera es razonable esperar que H∗QX sea un funtor libre

apropiado de H∗X.

P. May en [19] nos da una descripción de esta homoloǵıa con coeficientes en Fp, en

cierto funtor libre GWE, nosotros solamente recordaremos el caso de la homoloǵıa

módulo 2 de QX.

Teorema 1.31 Si X es arco-conexo, existe un isomorfismo de álgebras

F2 [QIx]→ H∗(QX;F2)

para I admisible y donde x corre sobre una base para H̄∗X. Si X es una suspensión,

entonces los elementos de QIx son primitivos. �

Observación 1.32 En virtud de los resultados anteriores, la homoloǵıa de ΩnΣnX

y de Q(X) con coeficientes en un campo de caracteŕıstica cero o en Fp se expresa en

términos de H̄∗X, de tal forma que H∗Ω
nΣnX y H∗Q(X) son funtores de H̄∗X, que

son naturales con respecto a mapeos de espacios.
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Caṕıtulo 2

El espacio de configuraciones

etiquetadas

En este caṕıtulo introducimos el espacio de configuraciones etiquetadas C(M,M0;X),

como una generalización natural de la construcción de May-Milgram C(Rn;X) '
ΩnΣnX y estudiamos sus propiedades más importantes. A saber, se describe la fil-

tración canónica por longitud de configuraciones y se presenta una demostración de

la descomposición estable de C(M,M0;X) análoga a la descomposición estable de

Snaith:

Q(C(M,M0;X)) ' Q

(∨
k≥0

Dk(M,M0;X)

)
,

donde los espacios Dk(M,M0;X) son los cocientes sucesivos de la filtración. Se ex-

hiben también las casifibraciones básicas que involucran a C(M,M0;X) y se prueba

que el espacio C(M,M0;X) puede interpretarse como modelo combinatorio para un

espacio de funciones. Finalmente se muestra la relación que existe entre los espacios

Dk(M,M0;X) y los haces vectoriales canónicos definidos sobre el espacio de con-

figuraciones desordenadas Fk(M)/Σk. Dicha relación sera esencial en los caṕıtulos

siguientes, para describir la homoloǵıa de los espacios de configuraciones.
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2.1. El espacio de configuraciones C(M,M0;X)

Definición 2.1 Definimos el espacio de configuraciones de puntos distintos en M,

modulo M0 y etiquetas en X como:

C(M,M0;X) :=

(∐
k≥1

Fk(M) ×
Σk

Xk

)
/ ≈

donde la relación ≈ esta dada por:

[m1, . . . ,mk;x1, . . . , xk] ≈ [m1, . . . ,mk−1;x1, . . . xk−1] si xk = x0 o mk ∈M0.

Observación 2.2 Una definición alterna para el espacio C(M,M0;X) se puede dar

de la siguiente manera:

Consideremos el conjunto de parejas (S, f), donde S es un subconjunto finito de M

y f : S → X, bajo la siguiente relación de equivalencia:

(S, f) ≈
(
S − {z} , f |S−{z}

)
si f(z) = x0 o z ∈M0.

Es claro que la construcción C(M,M0;X) puede verse como el espacio topológico

que consiste de las clases de equivalencia de parejas [S, f ]

Por otro lado, es claro que la construcción C(M,M0;X) es funtorial con respecto a

encajes de variedades h : (M,M0) → (N,N0) y mapeos basados de CW -complejos

f : (X, x0)→ (Y, y0). Mas aún, se tiene:

Teorema 2.3 Sean X y Y CW-complejos del mismo tipo de homotoṕıa y sean

(M,M0) y (N,N0) variedades del mismo tipo de isotoṕıa relativa, entonces:

1. C (W,W0;X) ' C (W,W0;Y ) para cualquier variedad W y subvariedad W0.

2. C (M,M0;Z) ' C (N,N0;Z) para cualquier espacio CW-complejo Z. �

Ejemplo 2.4 El mapeo de inclusión i : (M − ∂M,M0 − ∂M) → (M,M0) induce

una equivalencia homotópica C(M − ∂M,M0 − ∂M ;X)→ C (M,M0;X).
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Teorema 2.5 Sea U ⊂M0 un conjunto abierto de M , entonces

C (M − U,M0 − U ;X) ∼= C (M,M0;X)

Demostración

Definamos el siguiente mapeo

φ : C(M,M0;X)→ C (M − U,M0 − U ;X) dado por:

φ ([S, f ]) := [S ∩ (M − U) , f |S∩(M−U)].

El mapeo φ es la inversa del mapeo inducido por la inclusión

CX(i) : C (M − U,M0 − U ;X)→ C (M,M0;X) ,

teniéndose lo deseado. �

Finalmente notemos que C(M,M0;X) esta filtrado de manera natural por “longitud

de configuraciones”. Consideremos los siguientes subespacios cerrados de C(M,M0;X):

FkC(M,M0;X) = Ck(M,M0;X) =

(
k∐
j=1

Fj(M) ×
Σk

Xj

)
/ ≈, para k > 1.

Pongamos F0C(M,M0;X) igual al punto base y observemos que

F1C(M,M0;X) = (M/M0) ∧X.

entonces es válido el siguiente resultado y su demostración puede verse en [30, Teo-

rema 7.1.].

Teorema 2.6 Las inclusiones Fk−1C(M,M0;X)→ FkC(M,M0;X) son cofibracio-

nes. Denotaremos a sus cofibras por Dk = Dk(M,M0;X) a la que le llamamos la

construcción k-adica. �
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2.2. Descomposiciones estables y mapeos de Hopf

Recordemos que el espacio de configuraciones etiquetadas C(Rn;X) es del mismo

tipo de homotopia que ΩnΣnX y que por otro lado, es establemente equivalente al

wedge Dk(X,n) (ver Seccion 1.4) donde los espacios Dk(X,n) pueden verse como

los cocientes sucesivos de la filtración por longitud de configuraciones de C(Rn;X).

Este último resultado se puede generalizar del modo siguiente y su demostracion esta

tomada de [17].

Teorema 2.7 (Descomposición estable de Snaith.) El espacio C(M,M0;X) es

del mismo tipo de homotoṕıa estable que el espacio

D(M,M0;X) :=
∨
k≥0

Dk(M,M0;X),

es decir,

Q(C(M,M0;X)) ' Q

(∨
k≥0

Dk(M,M0;X)

)
.

Demostración

Emplearemos la siguiente notación:

Dk := Dk(M,M0;X) D :=
∨
k≤0

Dk(M,M0;X)

FjD :=

j∨
k=0

Dk(M,M0;X) FjC := FjC(M,M0;X)

Sabemos que cada espacio de configuraciones desordenadas Fk(M)/Σk es una km-

variedad; aśı podemos elegir un encaje de la unión disjunta C(M,S0) =
∐
k≥1

Fk(M)/Σk

en R∞, luego el espacio C(M,S0) cuyos elementos son los subconjuntos finitos de

M , es un subespacio de R∞.

Dado cualquier subconjunto finito S de M (i.e S ∈ C(M,S0)), definimos el conjunto

P (S) := {T | T ⊂ S y T 6= ∅}, notemos que por lo anterior, P (S) es un subconjunto
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finito de R∞. Definamos el mapeo

H : C (M,M0;X)→ C (R∞;D)

dado por

H ([S, f ]) = [P (S) , g] ∈ C(R∞;D)

donde

g : P (S)→ D esta definida por g (T ) = [T, f |T ]

y [T, f |T ] indica la clase de equivalencia en D. Claramente H es continua, más aún,

el mapeo H preserva la filtraciones del espacio C(M,M0;X), teniéndose el siguiente

diagrama conmutativo:

Fj−1C
H|Fj−1

//

i

��

C (R∞;Fj−1D)

i
��

FjC
H|Fj

// C (R∞;FjD)

donde el mapeo i es el inducido por la inclusión Fj−1D ↪→ FjD. Sea p el mapeo

inducido por colapsar el espacio Fj−1D a un punto en el espacio FjD. Como la

composición p ◦ j ◦H |Fj−1
(Fj−1 (C)) = {∗} , entonces existe una función φ : Dk →

C (R∞;Dk) de tal forma que el siguiente diagrama es conmutativo

Fj−1C
H|Fj−1

//

i

��

C (R∞;Fj−1D)

i
��

FjC
H|Fj

//

π

��

C (R∞;FjD)

p

��

Dk
φ

// C (R∞;Dk)

Por otra parte, la función φ es homotópica a la inclusión estándar Dk ↪→ C (R∞;Dk),

mientras que por la Proposición 1.23 podemos remplazar todos los espacios C (R∞;Z)
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por QZ, obteniendo el siguiente diagrama conmutativo

Fj−1C //

��

Q(Fj−1D)

��

FjC //

��

Q(FjD)

��

Dk
// Q(Dk)

Aplicamos el funtor Q al lado izquierdo para obtener el siguiente diagrama conmu-

tativo

Q(Fj−1C) //

��

Q(Fj−1D)

��

Q(FjC) //

��

Q(FjD)

��

Q(Dk) // Q(Dk)

donde la función de abajo es una equivalencia homotópica. Por el Teorema 2.6, el

mapeo Fj−1C ↪→ FjC → Dj es una cofibración, luego sabemos que el funtor Q

manda cofibraciones en casifibraciones, aśı el lado izquierdo del diagrama es una

casifibración. Puesto que F0C = F0D = ∗ y el mapeo de la parte inferior es una

equivalencia homotopica, entonces el mapeo Q(F1C)→ Q(F1D) induce isomorfismos

en los n-ésimos grupos de homotoṕıa para todo n ∈ N.

Ahora bien, de manera inductiva supongamos que

Q(Fj−1C)→ Q(Fj−1D)

es una equivalencia homotópica. Como el lado izquierdo del diagrama es una casi-

fibración, al aplicar la sucesión exacta del par en grupos de homotoṕıa nos da el
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siguiente diagrama conmutativo:

πn+1(Q(Dk))
∼= //

��

πn+1Q(Dk))

��

πn(Q(Fj−1C))
∼= //

��

πn(Q(Fj−1D))

��

πn(Q(FjC)) //

��

πn(Q(FjD))

��

πn(Q(Dk))
∼= //

��

πnQ(Dk))

��

πn−1(Q(Fj−1C))
∼= // πn−1(Q(Fj−1D))

aśı pues, por el lema del quinto Q(FjC) → Q(FjD) induce isomorfismos en los

n−ésimos grupos de homotoṕıa para toda n ∈ N, entonces Q(FjC) → Q(FjD) es

una equivalencia homotópica para todo j. Por lo tanto

C(M,M0;X) 's
∨
k≥0

Dk(M,M0;X).

�

Observación 2.8 Para cualquier encaje f : (M,M0)→ (N,N0), se tiene el siguien-

te diagrama conmutativo

C(M,M0;X) H //

C(f)

��

C(R∞;D(M,M0;X)) ' //

��

Q
(∨

k≥0Dk(M,M0;X)
)

��

C(N,N0;X)
H

// C(R∞;D(N,N0;X)) '
// Q
(∨

k≥0Dk(N,N0;X)
)

y además si aplicamos en el lado izquierdo el funtor Q se sigue preservando la con-

mutatividad, más aún, si precomponemos en el lado izquierdo con los mapeos de

estabilización, por el Teorema 1.8 obtenemos el siguiente diagrama conmutativo sal-

vo homotoṕıa.

41



2.3. Casifibraciones asociadas con C(M,M0;X)

C(M,M0;X) //

C(f)

��

Q(C(M,M0;X)) ' //

��

Q
(∨

k≥0Dk(M,M0;X)
)

��

C(N,N0;X) // Q(C(N,N0;X)) '
// Q
(∨

k≥0Dk(N,N0;X)
)

El resultado anterior junto con las propiedades del funtor Q = Ω∞Σ∞, en particu-

lar el Teorema 1.7 implican que para todo X arco-conexo existe una equivalencia

homotópica

Q (C (M,M0;X))→
∞∏
k=1

Q (Dk (M,M0;X))

componiendo con el mapeo de estabilización C (M,M0;X)→ Q (C (M,M0;X)) por

la izquierda y con la proyección en el primer factorQ (D1 (M,M0;X)) = Q (M/M0 ∧X)

por la derecha, obtenemos el mapeo de Hopf

h = h(M,M0) : C(M,M0;X)→ Q(M/M0 ∧X).

2.3. Casifibraciones asociadas con C(M,M0;X)

Sea N ⊂M una subvariedad de codimensión cero, es decir dimN = m, consideremos

la cofibración

(M,M0 ∩N)→ (M,M0)
Q−−→ (M,N ∪M0)

donde Q es el mapeo de parejas de la identidad de M . Estas inducen los siguientes

mapeos

C(N,N ∩M0;X)→ C(M,M0;X)
q→ C(M,N ∪M0;X).
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Teorema 2.9 Sea N ⊂ M una subvariedad de M de dimensión m, si la pareja

(M,N ∩M0) o el espacio X es conexo, entonces

C(N,N ∩M0;X)→ C(M,M0;X)
q→ C(M,N ∪M0;X)

es una casifibración.

Demostración

La base B = C(M,N ∪ M0;X) esta filtrada por los subespacios cerrados Bk :=

FkC(M,N ∪M0;X); denotemos a la fibra por F = C(N,N ∩M0;X).

Notemos que si e ∈ q−1 (Bk+1 −Bk) se puede representar de la forma

e = [z1, . . . , zk+1, z
′
1, . . . , z

′
l;x1, . . . , xk+1, x

′
1, . . . , x

′
l] ∈ q−1 (Bk+1 −Bk) ,

donde z1, . . . zk+1 ∈M −N y z′1, . . . z
′
l ∈ N . Definimos la función

tk : q−1 (Bk+1 −Bk)→ (Bk+1 −Bk)× F

dada por

tk (e) = ([z1, . . . , zk+1;x1, . . . , xk+1] , [z′1, . . . , z
′
l;x
′
1, . . . , x

′
l])

la cual define un homeomorfismo y hace el siguiente diagrama conmutativo:

q−1 (Bk+1 −Bk)
∼= //

q
))

(Bk+1 −Bk)× F

π1
uu

Bk+1 −Bk

es decir, tk es una fibración trivial, con fibra F .

Sea U una vecindad tubular cerrada de la pareja (N,N ∩M0) y sea r : M →M una

isotoṕıa que deja invariante a M0, N y M − U , además retrae exactamente a U en

N ∩M0; entonces, para cada k definimos

Uk = {b = [z1, . . . , zk+1;x1, . . . , xk+1] ∈ Bk+1 | zi ∈ U para algún i}.
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Esta es una vecindad abierta en Bk+1 que contiene a Bk y la isotoṕıa r induce las

retracciones

rk : Uk → Bk y r̄k : q−1(Uk)→ q−1(Bk)

tales que se cumple el siguiente diagrama conmutativo:

q−1 (Uk)
rk //

q

��

q−1 (Bk)

q

��

Uk rk
// Bk

Para cada b ∈ Uk con b = [z1, . . . , z
′
1, . . . ;x1, . . . x

′
1, . . .] tal que z1, z2, . . . ,∈ M − U

y z′1, z
′
2, . . . ∈ U − (N ∪M0), consideramos la restricción a las fibras

φb : F
t−1
k−→∼= q−1(b)

r̄k−→ q−1(r(b))
tk−→∼= F.

Veamos que φb es homótopica a la identidad.

Sea f = [z′′1 , . . . , ;x
′′
1, . . .] ∈ F. Tenemos que

t−1
k (f) = [z1, . . . z

′
1, . . . z

′′
1 , . . . ;x1, . . . , x

′
1, . . . , x

′′
1, . . .],

r̃kt
−1
k (f) = [r(z1), . . . r(z′1), . . . r(z′′1 ), . . . ;x1, . . . , x

′
1, . . . , x

′′
1, . . .],

notemos que r(zi) ∈M − U ⊂M −N aśı pues

tkr̃kt
−1
k (f) = [r(z′1), . . . , r(z′′1 ), . . . ;x′1, . . . x

′′
1, . . .] = φb(f).

Finalmente vemos que los z′i y x′i solamente dependen de b; por lo tanto si movemos

r(z′i) en N hasta N ∩M0, o si movemos sus etiquetados x′i en X hasta x0 se define

una homotoṕıa de φb, la cual termina con r̃k |F . Puesto que r̃k es homotopico a la

identidad, también lo es φb. Por el Teorema 1.3 se tiene lo deseado. �
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2.4. C(M,M0;X) como espacio de funciones

En esta sección interpretaremos al espacio C(M,M0;X) como modelo combina-

torio para un espacio de funciones, generalizando el resultado clásico de P. May

C (Rn;X) ' Cn (X) ' ΩnΣnX. A saber:

Supongamos que W es una m-variedad sin frontera que contiene a M . Por ejemplo,

W = M si M es una variedad cerrada o W = M ∪ ∂M × [0, 1) si M tiene frontera.

Denotemos por ṪW a la compactificación unipuntual fibra a fibra del haz tangente

TW. Este haz se puede definir de la siguiente forma:

Sea DxW el disco unitario en el espacio tangente TxW y sea Sx = DxW/∂DxW ;

entonces Ṫ es el haz asociado a TW con fibra Sx ∼= Sm sobre el punto x ∈ W.

Finalmente, consideremos el producto smash fibra a fibra del haz ṪW con el haz

trivial X → (W ×X)→ W, esto es:

ṪXW := ṪW ∧W (W ×X).

Este nuevo haz tiene fibra ΣmX = Sm ∧ X, con punto base ∞ ∧ x0 (o punto al

infinito). El resultado principal de esta sección es el siguiente:

Teorema 2.10 Si M/M0 o X es conexo, existe una equivalencia homotópica débil

γ : C(M,M0;X) −→ Γ(W −M0,W −M ;X)

donde Γ(W −M0,W −M ;X) denota el espacio de secciones del haz ṪXW definidas

en W −M0 y que mandan a W −M en el correspondiente punto al infinito.

Ejemplo 2.11 En el caso de un asa de indice q, esto es que

M = [0, 1]m y M0
∼= [0, 1]m−q × ∂ [0, 1]q ,

el teorema anterior implica que

C (M,M0;X) ' Ωm−qΣmX.

El caso q = 0 es el teorema de aproximación de P. May.
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Observación 2.12 De manera un poco mas general, en el Caṕıtulo 3 probaremos

que en el caso en que X = Sn, la homoloǵıa del espacio C(M,M0;Sn) esta dada por

H∗C(M,M0;X) ∼=
m⊗
q=0

H∗(Ω
m−qSm+n)⊗βq

donde βq = dimFHq(M,M0;F) es el q-esimo numero de Betti de (M,M0) y F es el

campo Fp con p elementos o un campo de caracteristica cero. Para este resultado se

requiere que m + n sea impar, a menos que F = F2, en cuyo caso el isomorfismo se

vale para todos m,n ≥ 1.

Ejemplo 2.13 Si G es un grupo de Lie compacto y conexo de dimensión g, se tiene

que

C(G;X) 'Map(G,ΣgX).

Ejemplo 2.14 Si M = Mg es una superficie de Riemman cerrada y orientable de

género g, entonces

C(M̄g;X) 'Map∗(Mg,Σ
2X)

donde M̄g = Mg − {m0}.

Para demostrar el resultado principal de la sección, necesitaremos el siguiente lema,

con el cual podremos definir un mapeo de

C (M,M0;X)→ Γ (W −M0,W −M ;X)

que es una equivalencia homotópica.

Lema 2.15 El espacio de configuraciones etiquetadas C(Dm, ∂Dm;X) es homotópi-

camente equivalente a (Dn/∂Dm) ∧X, es decir,

C (Dm, ∂Dm;X) ' ΣmX

Demostración

Recordemos que el espacio esta filtrado por los subespacios

FkC(Dm, ∂Dm) =

(
k∐
j=1

Fj(D
m) ×

Σk

Xj

)
/ ≈, para k > 1.
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F0C(Dm, ∂Dm) es el punto base y F1C(Dm, ∂Dm) = (Dm/∂Dm) ∧X.

Básicamente se trata de construir un retracto por deformación del espacio

C (Dm, ∂Dm;X)

en F1C(Dm, ∂Dm). Simplemente daremos la idea de la construcción, que será prin-

cipalmente dilatar el disco de manera continua, tal que todos los puntos excepto

alguno vayan a dar a la frontera.

Dada una configuración ξ = (z1, . . . , zk;x1, . . . , xk] ∈ C (Dm;X) fijémonos en la

k-tupla (z1, . . . , zk) ∈ Fk (Dm) .

Consideremos las siguientes distancias:

d1 (ξ) := distancia más cercana de {z1, . . . , zk} a
−→
0 ;

d2 (ξ) := segunda distancia más cercana de {z1, . . . , zk} a
−→
0 ó 1;

L :=


1− d2 (ξ) si

∣∣Dd1(ξ) ∩ {z1, . . . , zk}
∣∣ = 1

1− d1 (ξ) si
∣∣Dd1(ξ) ∩ {z1, . . . , zk}

∣∣ > 1

La idea es dilatar radialmente el disco una distancia L, de forma que los puntos que

se encuentren en Dd2(ξ) se muevan a velocidad amortiguada y los que se encuentren

fuera lo hagan a velocidad constante.

En la figura se muestran algunos casos para la retracción.
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�

Con ayuda del lema anterior, definimos un mapeo

γ : C (M,M0;X)→ Γ (W −M0,W −M ;X)

de la siguiente forma. Para cada ξ ∈ C (M,M0;X) y z ∈ W −M0, definimos γ (ξ) (z)

como la imagen de ξ bajo la composición

C (M,M0;X)→ C (W,M0 ∪ (W − int (D (z))) ;X) ∼= C (D (z) , ∂D (z) ;X)

∼= C (DzW,∂DzW ;X)
R−→ (DzW/∂DzW ) ∧X → Ṫ (W ) ∧W (W ×X) .

El primer mapeo es el cociente natural, el segundo mapeo es una escisión y el tercero

es el inducido por el mapeo exponencial del disco unitario DzW ⊂ TzW en una

vecindad de D(z) en W −M0. El mapeo R es un retracto por deformación de la

inclusión (DzW/∂DzW )∧X → C (DzW,∂DzW ;X) del lema anterior, mientras que

ultimo mapeo es la inclusión de la fibra. En la figura se muestra un ejemplo de este

mapeo.
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El siguiente teorema es una generalización del resultado de D. McDuff [34].

Teorema 2.16 Supongamos que (M,M0) o X es conexo, entonces γ es una equiva-

lencia homotópica.

Demostración

La demostración esencialmente esta contenida en [34, Teorema 1.4]. Lo esbozamos

en los siguientes pasos.

(1) Iniciamos por demostrar la suposición en el caso que (M,M0) sea un asa de

ı́ndice k, (
Dm, Dk × Sm−k−1

)
.

La afirmación es cierta para k = 0 pues por el lema anterior, podemos construir

mapeos de tal forma que el siguiente diagrama es conmutativo:

49



2.4. C(M,M0;X) como espacio de funciones

C (Dm, ∂Dm;X)
γ

//

'
��

Γ (Rm − ∂Dm,Rm −Dm;X)

'
��

ΣmX

'
**

Map∗
(
Dm

+ ,Σ
mX
)

'
��

ΣmX

Ahora consideremos para cada k = 1, 2, . . . ,m el subespacio

Imk := {
(
y1, ..., ym

)
∈ Im | yi = 0 ó 1 para algún i = k + 1, . . . ,m o yk = 1};

ponemos Hk := [0, 1]k−1 ×
[
0,

1

2

]
× [0, 1]m−k ⊆ Im. En la sucesión

(Hk, Hk ∩ Imk )→ (Im, Imk )→ (Im, Hk ∪ Imk )

el lado izquierdo es un asa de indice k, el lado derecho es un asa de indice k − 1.

Aplicamos el funtor C(−,−;X) y por el Teorema 2.9 se tiene una casifibración para

k = 1, . . . ,m−1 siX es arbitrario y para k = m siX es conexo. Aplicamos Γ(−,−;X)

a los complementos en W = Rm, teniéndose el siguiente diagrama conmutativo:

C (Hk, Hk ∩ Imk ;X)
γ

//

��

Γ (Rm − (Hk ∩ Imk ) ,Rm −Hk;X)

��

C (Im, Imk ;X)
γ

//

��

Γ (Rm − Imk ,Rm − Im;X)

��

C (Im, Hk ∪ Imk ;X)
γ

// Γ (Rm − (Hk ∪ Imk ) ,Rm − Im;X)

Donde la sucesión de la derecha es una fibración. Nótese que los espacios de en medio

son contraibles aśı que por inducción concluimos la afirmación para todas las asas

de ı́ndice k = 0, 1, . . . ,m− 1 si X es arbitrario y para k = m si X es conexo.
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(2) Para el caso (M,∂M) elegimos una descomposición en asas de M . Si adjuntamos

una nueva asa nos da una casifibración para C y una fibración para Γ y γ mapea

uno en el otro. Por inducción sobre el número de asas la afirmación se cumple para

(M,∂M).

(3) Para el caso (M,M0) con M0 ⊆ ∂M elegimos una subvariedad complementaria

L ⊆ ∂M , i.e. L∪M0 = ∂M y L∩M0 = ∂L = ∂M0. Adjuntemos un collar cerrado a

M , obteniendo M̄ = M ∪ (∂M × [0, 1]), y consideremos la sucesión

(
L̄, L̄ ∩ M̄0

)
→
(
M̄, M̄0

)
→
(
M̄, L̄ ∪ M̄0

)

con L̄ = L × [0, 1] y M̄0 = M0 × [0, 1]. La afirmación es cierta para el par del

lado derecho por (1) puesto que
(
M̄, L̄ ∪ M̄0

)
=
(
M̄, ∂M̄

) ∼= (M,∂M). Como

antes, la afrimación se sigue para
(
M̄, M̄0

)
' (M,M0) si demostramos esto para(

L̄, L̄ ∩ M̄0

)
=
(
L̄, ∂L̄

)
= (L, ∂L)× [0, 1] .

Para este caso usamos la sucesión

(L, ∂L)× [0, 1]→ (L, ∂L)× ([0, 2] , {2})→ (L× [0, 2] , ∂ (L× [0, 2])) .

La afirmación es cierta para el par del lado derecho por (1); también es cierta para

el par de en medio pues esto da espacios contraibles. Por lo tanto la afirmación se

sigue para el lado izquierdo.

(4) Para el caso de una subavariedad M0 ⊆ M remplazamos M0 por una vecindad

tubular y removemos el interior de esta vecindad. Por la invarianza bajo isotoṕıas y

la propiedad de escisión ambas manipulaciones dejan inalterado el tipo de homotoṕıa

de C. Pero ahora estamos en el caso (2) completando la demostración. �
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2.5. Haces vectoriales sobre espacios de configu-

raciones

En esta sección relacionaremos a los espacios Dk(M,M0;X) con los espacios de Thom

de los haces vectoriales canónicos sobre los espacios de configuraciones Fk(M)/Σk.

Para todo k existe un haz vectorial

ηk = ηk(M) : Rk ↪→ Fk(M)/Σk ×Σk
Rk → Fk(M)/Σk.

De acuerdo a los resultados de [18], cuando M = Rn el haz anterior tiene orden finito

φn,k, el cual se puede calcular a partir del siguiente número.

an,k = 2ρ(n−1)
∏

3≤p≤k

p[(n−1)/2]

donde p denota un primo impar y ρ(m) es el número de Adam’s de campos vec-

toriales, es decir, ρ(m) es el número de enteros positivos que son congruentes con

0, 1, 2 o 4 modulo 8. Teniendo el siguiente resultado principal

Teorema 2.17 Si n 6≡ 0 mod 4, entonces φn,k = an,k. Más aún si n ≡ 0 mod 4,

entonces an,k | φn,k y φn,k | 2an,k. �

La demostración del teorema anterior puede verse en [18] o de manera un poco más

detallada en [39]. Con estos hechos podemos acotar el orden del haz vectorial ηk para

M una variedad. A lo largo de este trabajo denotaremos al orden del haz ηk como

nk.

Veamos otros resultados importantes, que nos será de utilidad en los siguientes

caṕıtulos.

Sea ηk0 la restricción de ηk a Fk(M |M0)/Σk donde

Fk(M |M0) = {(z1, . . . , zk) ∈ Fk(M) | zi ∈M0 para al menos un i}.
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Teorema 2.18 El espacio de Thom asociado a la n-ésima suma de Whitney nηk =

ηk ⊕ . . . ⊕ ηk es homeomorfo al espacio Dk(M ;Sn), más aún el espacio de Thom

relativo a la n-ésima suma de Whitney de la pareja (ηk, ηk0) es homeomorfo al espacio

Dk(M,M0;Sn).

Demostración

Demostraremos el caso absoluto cuando M0 = ∅ el caso relativo se sigue de la misma

forma.

Consideremos a Sn = Rn∗ como la compactificación de Rn por un punto, el punto

base de la esfera. Tenemos que

Dk(M ;Sn) :=

(
k∐
j=1

Fj (M)×Σj
(Rn∗)j

)
/ ≈(

k−1∐
j=1

Fj (M)×Σj
(Rn∗)j

)
/ ≈

∼=
Fk(M)×Σk

(Rn∗)∧k

Fk(M)×Σk
{∗}

.

Donde ∗ es el punto base de Sn (el punto de compactificación). Recordemos que

X∧k ∼=
Xk

FatWk(X)
, entonces

(Rn∗)∧k ∼=
(Rn∗)× (Rn∗)× · · · × (Rn∗)(

{∗} × (Rn∗)k−1
)
∪
(
Rn∗ × {∗} × (Rn∗)k−2

)
∪ . . . ∪

(
(Rn∗)k−1 × {∗}

)
Consideremos ahora (Rn·k)∗ la compactificación por un punto de Rn·k, este punto lo

podemos pensar como el punto base de (Rn∗)∧k. De acuerdo a lo anterior podemos

ver que

Dk(M,Sn) ∼=
Fk(M)×Σk

(Rn·k)∗

Fk(M)×Σk
{∗}

donde ∗ es el punto de compactificación de Rn·k. Notemos que justamente el último

espacio es homeomorfo al espacio de Thom de la n-ésima suma de Whitney del haz

ηk. Por lo tanto tenemos lo deseado. �

En virtud de estos dos resultados se obtiene el siguiente:
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Corolario 2.19 Si M0 = ∅, tenemos que

Dk(M ;Snk) ∼= Σk·nk(Fk(M)/Σk)+.

De forma más general, existe una periodicidad

Dk(M ;Sn+nk) ∼= ΣknkDk(M ;Sn) para cualquier n ≥ 1.

Demostración

La primera afirmación es consecuencia de los dos teoremas anteriores, en efecto, por

el Teorema 2.17 la suma de Whitney nkη
k es un haz vectorial trivial de dimensión

nk · k sobre la base Fk(M)/Σk, luego el espacio de Thom de este haz es

Σk·nk(Fk(M)/Σk)+,

mientras que por el Teorema 2.18 el espacio de Thom del haz vectorial nkη
k es:

Dk(M ;Snk).

Para la segunda afirmación tenemos que

Th(nkη
k ⊕ nηk) = Σk·nkTh(nηk) ∼= Σk·nkDk(M ;Sn)

pues nkη
k es un haz vectorial trivial, luego por el teorema anterior

Dk(M ;Sn+nk) = Th((nk + n)ηk) = Σk·nkDk(M ;Sn).

�
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Caṕıtulo 3

La homoloǵıa de C(M,M0;Sn)

El propósito de de este caṕıtulo es describir a la homoloǵıa de C (M,M0;X) en el

caso que X = Sn, en términos de H∗(M,M0) y de la homoloǵıa de los espacios de

lazos iterados Ωm−qSm+n, (ver Teorema 3.1). A su vez, cada factor H∗ (Ωm−qSm+n) es

un álgebra con pesos asociados a sus generadores; extendiendo multiplicativamente

se induce una filtración por pesos en
m⊗
q=0

H∗ (Ωm−qSm+n). Más aún, en la Sección 3.2

se prueba que el subespacio generado por los elementos de peso k es isomorfo a la

homoloǵıa del espacio Dk (M,M0;Sn). En el caso M0 = ∅, el isomorfismo de Thom

permite obtener a partir de aqúı, la homoloǵıa de los espacios de configuraciones

Fk (M) /Σk en términos de la homoloǵıa deM . Finalmente veremos que los resultados

pudieron haberse obtenido de otra forma en el caso particular que M = G es un grupo

de Lie compacto y conexo.

3.1. El teorema principal

El propósito de esta sección es demostrar el siguiente resultado que describe a

H∗C (M,M0;Sn) en términos de los números de Betti de H∗ (M,M0) y de la ho-

moloǵıa de los espacios de lazos iterados Ωm−qSm+n. Todas las variedades M son
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suaves, compactas y tienen dimensión fija m. Las variedades M0 son compactas de

dimensión arbitraria y posiblemente vaćıas. Sea F el campo Fp de los enteros módulo

p o un campo de caracteŕıstica cero. H∗( ) denotará la homoloǵıa con coeficientes F

y βq = dimHq (M,M0;F ).

Teorema 3.1 Sea n ≥ 1 y supongamos que m + n es impar, a menos que F = F2.

Entonces

(a) Existe un isomorfismo de espacios vectoriales graduados

θ : H∗C(M,M0;Sn) ∼=
m⊗
q=0

H∗(Ω
m−qSm+n)⊗βq

(b) El primer mapeo de Hopf induce un monomorfismo

h∗ : H∗C(M,M0;Sn)→ H∗Q(M/M0 ∧ Sn).

Observación 3.2 En el resto de la sección supondremos que n ≥ 2. El resultado

también es válido para n = 1, pero por razones técnicas posponemos este caso hasta

la sección 3.3. Como se verá en la demostración, el isomorfismo θ depende de una

descomposición en asas y es natural con respecto encajes (M,M0) → (N,N0) que

respeten las descomposiciones en asas.

Demostración

Caso absoluto M0 = ∅.

Si M es una unión disjunta de M1

∐
M2, entonces C(M ;X) ∼= C(M1;X)×C(M2;X).

Por tanto podemos restringirnos a variedades conexas. Procederemos por inducción

sobre una descomposición en asas de M.

Iniciamos la demostración suponiendo que M es un m-disco Dm. De acuerdo al

Teorema 2.10 el espacio

C(Dm;Sn) ' ΩmSm+n,
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por lo que la afirmación (a) queda demostrada. La afirmación (b) es demostrada en

[19, Página 226] o puede verse el Teorema 3.11; aqúı necesitamos la hipótesis de que

m+ n sea par si F 6= F2.

Supongamos que (a) y (b) se cumplen para M . Si M̄ = M ∪D con D ∼= [0, 1]m un

asa de ı́ndice q en M , es decir D ∩M ∼= [0, 1]m−q × ∂[0, 1]q. Podemos suponer que

q ≥ 1, pues M es conexa. Consideremos la cofibración

(M, ∅)→ (M̄, ∅)→ (M̄,M) ' (Sq, ∗)

la cual induce la siguiente sucesión exacta en homoloǵıa

0→ Hq (M)→ Hq

(
M̄
)
→ Hq (Sq)→ Hq−1 (M)→ Hq

(
M̄
)
→ 0

teniéndose los siguientes casos:

I. Hq(M̄)→ H̃q(S
q) es un epimorfismo, i.e. βq(M̄) = βq(M) + 1;

II. Hq(M̄)→ H̃q(S
q) es cero, i.e. βq−1(M̄) = βq−1(M)− 1.

Caso I. Consideremos el siguiente diagrama

C(M ;Sn)
h(M)

//

��

Q(M+ ∧ Sn)

��

C(M̄ ;Sn)
h(M̄)

//

��

Q(M̄+ ∧ Sn)

��

Ωm−qSm+n ' C(M̄,M ;Sn)
h(M̄,M)

// Q(M̄/M ∧ Sn) ' Q(Sq+n)

donde h(−) son los mapeos de Hopf. El diagrama anterior es conmutativo por la

Observación 2.8, mientras que por el Teorema 2.9 la columna de la izquierda es una

casifibración y por el Ejemplo 2.11, C(M̄,M ;Sn) ' Ωm−qSm+n.
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Ahora bien, sabemos que la columna derecha es una fibración y como estamos ana-

lizando el caso en que H∗M̄ → H∗S
q es un epimorfismo, por la Observación 1.32 se

tiene que los mapeos H∗Q(M̄+∧Sn)→ H∗Q(Sq+n) también son epimorfismos, aśı la

sucesión espectral de Serre se colapsa. Debido a la hipótesis de inducción, tenemos

que la afirmación (b) es válida para M , es decir, h(M)∗ es un monomorfismo, por lo

que la sucesión espectral de Serre sobre el lado izquierdo también se colapsa.

Aśı pues tenemos que

H∗C(M̄ ;Sn) ∼= H∗C(M ;Sn)⊗H∗(Ωm−qSm+n)

∼=
m⊗
r=0

H∗(Ω
m−rSm+n)⊗βr(M) ⊗H∗(Ωm−qSm+n)

Con lo que se demuestra la afirmación (a) para M̄ ya que βq(M̄) = βq(M) + 1.

Para a afirmación (b), fijémonos en el E2-nivel de las sucesiones espectrales, entonces

h(M̄)∗ corresponde a h(M)∗ ⊗ h(M̄,M)∗. Como h(M)∗ y h(M̄,M)∗ son monomor-

fismos, entonces se cumple la afirmación (b) para M̄.

Caso II. Consideramos la sucesión de fibras generada por el anterior diagrama

Ωm−q+1Sm+n ' ΩC(M̄,M ;Sn)
Ωh(M̄,M)

//

��

ΩQ(M̄/M ∧ Sn) ' Q(Sq−1+n)

��

C(M ;Sn)
h(M)

//

��

Q(M+ ∧ Sn)

��

C(M̄, Sn)
h(M̄)

// Q(M̄+ ∧ Sn)

Notemos que por el Teorema 1.9, el espacio

Q(Sq−1+n) ' ΩQ(Σ(Sq−1+n) ' ΩQ(M̄/M ∧ Sn),

tal y como aparece en el diagrama.
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Para este caso necesitamos que n ≥ 2, pues con ello aseguramos la trivialidad

del sistema local de coeficientes en la sucesión espectral de Serre. Notemos que

H∗Q(Sq−1+n) → H∗Q(M+ ∧ Sn) es un monomorfismo debido a que en este caso el

mapeo H∗S
q−1 → H∗M es un monomorfismo, entonces la sucesión espectral de Serre

se colapsa en la columna de la derecha. Por otro lado el mapeo Ωh(M̄,M) puede ser

remplazado por Ωm−q+1E donde E es el mapeo de estabilización Sm+n → Q(Sm+n).

Por lo tanto tenemos que Ωh(M̄,M)∗ es un monomorfismo, luego la sucesión espec-

tral de Serre del lado izquierdo también se colapsa, por lo tanto

H∗C(M ;Sn) ∼= H∗C(M̄ ;Sn)⊗H∗(Ωm−q+1Sm+n).

Comparando con la serie de Euler-Poncaré y recordando que βq−1(M̄) = βq(M)

demostramos la afirmación (a) para la variedad M̄.

Para ver que h(M̄)∗ es un monomorfismo, obsevemos que:

1. Ambas son fibraciones principales.

2. H∗C(M̄ ;Sn) ∼= H∗C(M ;Sn)⊗
R
F, R = H∗(Ω

m−q+1Sm+n).

3. H∗Q(M̄ ∧ Sn) ∼= H∗Q(M+ ∧ Sn)⊗
R′
F, R′ = H∗Q(Sq−1+n).

Se sigue de la naturalidad la afirmación (b).

Caso relativo (M,M0)

Para tratar este caso, podemos suponer que M0 es parte de un collar abierto, es

decir, M0 = (∂M ∩M0)× [0, 1[. Para ver esto hagamos lo siguiente:

Remplacemos a M0 por una vecindad tubular a la que llamaremos M ′
0 (notemos que

M0 y M ′
0 tienen el mismo tipo de istoṕıa). Lo siguiente es remover el interior de M ′

0

para obtener M ′′
0 = M0− intM ′

0 y M ′′ = M − intM ′
0. Por la propiedad de escisión se

tiene que

C(M,M ′
0;Sn) ∼= C(M − intM ′

0,M0 − intM ′
0;Sn) = C(M ′′,M ′′

0 ;Sn).
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Como M ′′
0 se encuentra en ∂M ′′, entonces podemos adjuntar un collar abierto para

formar M ′′′ = M ′′∪(∂M ′′× [0, 1[), y el conjunto M ′′′
0 = M ′′

0 × [0, 1[, donde las parejas

(M ′′,M ′′
0 ) y (M ′′′,M ′′′

0 ) tienen el mismo tipo de isotoṕıa. El último par obtenido

(M ′′′,M ′′′
0 ) tiene la forma deseada y cumple que:

C(M,M ′
0;Sn) ∼= C(M ′′′,M ′′′

0 ;Sn),

por los resultados de la sección 2.1.

Para este caso también usaremos inducción sobre una descomposición en asas de

M0 ∩ ∂M . Para iniciar la inducción, usamos el caso absoluto cuando M0 = ∅.

Supongamos que las afirmaciones (a) y (b) son ciertas para la pareja (M,M0). Sea

M̄0 la unión de M0 ∪D con D ∼= [0, 1]m de tal forma que [0, 1]m ∼= (D ∩ ∂M)× [0, 1]

con D∩∂M ∼= [0, 1]m−1 una asa de dimensión m−1 y de indice q en M̄0∩∂M (para

0 ≤ q ≤ m− 1), es decir,

D ∩ ∂M ∩M0
∼= [0, 1]m−1−q × ∂[0, 1]q × {0}.

Consideremos la cofibración

(Sq, ∗) ' (D,D ∩M0)→ (M,M0)→ (M, M̄0),

entonces se tiene la siguiente sucesión exacta en homoloǵıa de parejas

0→ Hq+1(M,M0)→ Hq+1(M, M̄0)→ F→ Hq(M,M0)→ Hq(M, M̄0)→ 0

y de nuevo, tenemos los siguientes casos:

III. Hq(S
q)→ Hq(M,M0) es un monomorfismo, i.e. βq(M, M̄0) = βq(M,M0)− 1;

IV. Hq(S
q)→ Hq(M,M0) es cero, i.e. βq+1(M, M̄0) = βq+1(M,M0) + 1.

Caso III. Consideramos el diagrama
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Ωm−qΣm−qSq+n ' C(D,D ∩M0;Sn)
h(D,D∩M0)

//

��

Q(D/(D ∩M0) ∧ Sn) ' Q(Sq+n)

��

C(M,M0;Sn)
h(M,M0)

//

��

Q(M/M0 ∧ Sn)

��

C(M, M̄0;Sn)
h(M,M̄0)

// Q(M/M̄0 ∧ Sn)

Tenemos que H∗Q(Sq+m) → H∗Q(M/M0 ∧ Sn) es un monomorfismo, puesto que el

mapeo H∗S
q → H∗(M,M0) es un monomorfismo. También se tiene que h(D,D∩M0)

es un monomorfismo. Con estos argumentos, vemos que las afirmaciones (a) y (b)

para (M, M̄0) son ahora similares al caso II, con lo que concluimos este caso.

Caso IV. Primero removamos D′ =]0, 1[m−q−1×]0, 1[q×[0, 1[⊂ D de M . Llamemos

a N := M −D′ y consideremos el siguiente diagrama

C(N,N ∩ M̄0;Sn)
h(N,N∩M̄0)

//

��

Q(N/(N ∩ M̄0) ∧ Sn)

��

C(M, M̄0;Sn)
h(M,M̄0)

//

��

Q(M/M̄0 ∧ Sn)

��

C(M, M̄0 ∪N ;Sn)
h(M,M̄0∪N)

// Q(M/(M̄0 ∪N) ∧ Sn).

Notemos que la pareja (N,N ∩ M̄0) tiene el mismo tipo de isotoṕıa que la pareja

(M,M0), luego el mapeo h(N,N ∩ M̄0) es un monomorfismo por la hipótesis de

inducción.

En este caso el mapeo H∗Q(N/(N ∩ M̄0) ∧ Sn) → H∗Q(M/M̄0 ∧ Sn) es un mono-

morfismo, por lo que la sucesión espectral de Serre colapsa en ambos lados. Como

(M, M̄0∪N) es del mismo tipo de isotoṕıa que la asa ([0, 1]m, [0, 1]m−q−1×∂([0, 1]q×
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[0, 1])) de indice q + 1, se tiene que C(M, M̄0 ∪ N ;Sn) ' Ωm−q−1Sm+n. Luego las

afirmaciones (a) y (b) se siguen como en el caso I. �

3.2. La homoloǵıa de Dk(M,M0;Sn)

El Teorema 3.1 nos da un isomorfismo θ entre la homoloǵıa del espacio de configura-

ciones C(M,M0;Sn) y el producto tensorial de las homoloǵıas de los espacios de lazos

iterados Ωm−qSm+n, cada término es un álgebra con pesos asociados a sus generado-

res. Nuestro objetivo principal será demostrar que el isomorfismo θ preserva la filtra-

ción por pesos en la filtración por longitud de configuraciones de H∗C(M,M0;Sn).

En vista de esto, se obtendrá el siguiente resultado:

Teorema 3.3 Para n, k ≥ 1 existe un isomorfismo de espacios vectoriales graduados

θk : Dk(H∗;n)→ H∗Dk(M,M0;Sn).

Los espacios Dk(H∗;n) son los cocientes sucesivos de la filtración por pesos del álgebra

tensorial
m⊗
q=0

(H∗(Ω
m−qSm+n))⊗βq .

A partir de aqúı y con el isomorfismo de Thom nos permitirá obtener la homoloǵıa

de los espacios de configuraciones Fk(M)/Σk en términos de los números de Betti de

H∗M y el número k.

A lo largo de esta sección la pareja (M,M0) se mantendrá fija. Escribiremos C(n)

para el espacio C(M,M0;Sn), y H∗ para H∗(M,M0). Las demostraciones serán dadas

para el campo de los enteros módulo 2; F = F2, los resultados para F en general se

demuestran de manera similar y los presentaremos resultados similares en el siguiente

caṕıtulo.
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Definición 3.4 Definimos el álgebra graduada C (H∗;n) como el producto tensorial

del Teorema 3.1;

C (H∗;n) =
m⊗
q=0

(H∗(Ω
m−qSm+n))⊗βq ,

dicha álgebra solamente depende de m, n y β0, . . . βm.

Notemos que los factores H∗(Ω
m−qSn+m) se obtuvieron a partir de una descompo-

sición en asas de (M,M0) y con ello obtenemos información del álgebra C (H∗;n).

Por otro lado la homoloǵıa de los espacios de lazos iterados Ωm−qSn+m es el álgebra

F2[QIxn] con I = (i1, 12, . . . , ir) una sucesión admisible y QI = Qi1Qi2 · · ·Qir , donde

los Qi son las operaciones de Dyer-Lashof (ver Sección 1.5). Con esto en mente es

posible dar una descripción algebraica de C (H∗;n) y definir una función de peso ω

en cada generador como sigue.

Para cada clase α ∈ H∗(M,M0) elegimos un generador uα y le asociamos un grado

y un peso definido de la siguiente forma:

| uα |:=| α | +n.

ω(uα) := 1.

luego para cada uα y sucesión de ı́ndices I = (i1, i2, . . . , ir), asociamos un generador

adicional QIuα si la sucesión I es admisible, que en este caso significará que

0 < i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ir < m− |α| .

Recordemos que QI = Qi1Qi2...Qir , por lo que tenemos

|QIuα| = i1 + 2i2 + 4i3 + . . .+ 2r−1ir + 2r (|α|+ n) .

Definimos el peso de estos nuevos generadores como

ω (QIuα) := 2‖I‖ = 2r.

Notemos que no existen generadores adicionales de la forma QI(uα) cuando α ∈ Hm

o α ∈ Hm−1.
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Entonces C (H∗;n) es el F-álgebra asociativa y conmutativa generada por uα y QIuα

módulo las relaciones

1. uα+β = uα + uβ.

2. QIuα+β = QIuα +QIuβ.

3. u2
α = 0 si |α| = m.

El grado y peso lo extendemos linealmente a todos los monomios en C (H∗, n) po-

niendo

|v1 · v2| := |v1|+ |v2| ,

w(v1 · v2) := w(v1) + w(v2).

Ejemplo 3.5 Si H∗ = F2 esta concentrado en el grado ∗ = q, entonces asociamos el

generador xq+n de grado q+n (Notemos que por la relación (1) es el único generador

de la forma uα). Los generadores adicionales QI(xq+n), son aquellos cuya sucesión

de ı́ndices I = (i1, i2, . . . , ir) satisface:

0 < i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ir < m− |α| = m− q.

que son justamente las sucesiones admisibles para la homoloǵıa de Ωm−qSm+n de

acuerdo a la Sección 1.5, aśı pues por el Teorema 1.29

C (H∗;n) = F2[QI(xq+n)] ∼= H∗(Ω
m−qSm+n).

Por ejemplo, si (M,M0) es una asa de ı́ndice q, entonces por el Ejemplo 2.11,

C(M,M0;Sn) ' Ωm−qSm+n. Notemos que en este caso los generadores QIuα y sus

pesos fueron definidos usando primero los espacios de configuraciones etiquetadas y

su longitud de las filtraciones de acuerdo al Teorema 3.1.

Definición 3.6 Para el álgebra C (H∗;n) denotaremos a

Ck(H∗;n) = FkC (H∗;n)
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como el submódulo generado por todos los monomios de peso a lo más k. Con esto

obtenemos una filtración por pesos de C (H∗;n). Además, denotaremos por Dk(H∗;n)

al espacio vectorial graduado de los cocientes sucesivos de esta filtración, es decir:

Dk(H∗;n) := Ck(H∗;n)/Ck−1(H∗;n).

Notemos que una descomposición en asas de (M,M0) proporciona una base del es-

pacio vectorial H∗ = H∗(M,M0) y de acuerdo a esta descripción, nos proporciona

una base del álgebra C (H∗;n), además de acuerdo al Teorema 3.1 tenemos un iso-

morfismo de espacios vectoriales graduados

θ : C (H∗;n)→ H∗C(n).

Con el fin de demostrar el Teorema 3.3 necesitaremos ver que de hecho, cualquier iso-

morfismo graduado debe de preservar las respectivas filtraciones Ck(H∗;n) y H∗Ck(n)

aunque un rango se incremente en n. Esto junto con las descomposiciones estables

de la Sección 2.2 y la relación que existe entre los haces vectoriales canónicos de

Fk/Σk con los espacios Dk(M ;Sn), en particular la periodicidad del Corolario 2.19

terminarán la demostración. Para esto primero demostremos los siguientes lemas.

Lema 3.7 Sea r un entero tal que n > rm ≥ 2. Entonces las siguientes condiciones

se cumplen para toda k ≤ r :

(a) θ mapea Ck(H∗;n) a H∗Ck(n);

(b) Ck(H∗;n) y H∗Ck(n) se anulan en grados ≥ n(k + 1);

(c) La resticción θk : Ck(H∗;n)→ H∗Ck(n) es un isomorfismo.

Demostración

Notemos que la dimension de Qk
i (v) = Qi . . . Qi(v) (k veces) es

| Qk
i (v) |= (2k − 1)i+ 2k | v | .
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Determinemos los elementos de grado maximal en C2k(H∗;n) para ello tomemos un

elemento z ∈ C2k(H∗;n) y observemos lo siguiente:

(1) Si z = QI(uα), entonces |z| = i1 + 2i2 + . . . 2‖I‖−1i‖I‖ + 2‖I‖|uα| y como puede

verse la forma en que este grado sea maximal es que i1 = i2 = · · · = i‖I‖ = l sea el

mas grande que se pueda elegir lo cual sucede cuando l = m− |α| − 1; además como

|uα| = m+ i donde α ∈ Hi(M,M0), entonces i tiene que ser maximal, es decir,

i := máx{j < m− 1 | βj 6= 0}.

Ahora como w(z) = 2k se tiene que z = Qk
m−i−1(un+i) es de grado maximal.

(2) Si z =
l∏

j=1

QIj(vj) (por comodidad se permite que Ij sea la sucesión vaćıa, en tal

caso sólo nos dice que QIj(vj) = vj), entonces por la linealidad del grado tenemos

que cada factor tiene que ser maximal, por lo que si Ij 6= ∅ se debe tener que

Ij = (m− i− 1,m− i− 1, . . . ,m− i− 1) rj-veces donde rj = ‖Ij‖ y cada vj = ui+n.

Aśı pues

|z| =
l∑

j=1

|Qrj
m−i−1(ui+n)| =

l∑
j=1

[(2rj − 1)(m− i− 1) + 2rj(n+ i)]

=

(
l∑

j=1

2rj

)
(m+ n− 1)− l(m− i− 1)

= w(z)− l(m− i− 1)

= 2k − l(m− i− 1).

Para que lo anterior sea maximal se debe de tener que l = 1, luego z se ve como (1).

De lo anterior vemos que los elementos en C2k(H∗;n) de grado maximal, son aquellos

generados por elementos de la forma

Qk
m−i−1(un+i) para i := máx{j < m− 1 | βj 6= 0}.

En general, si k =
∑
κ∈K

2κ es la expansión 2-ádica de k, procediendo como antes,

vemos que los elementos de grado maximal en Ck(H∗;n) son los generados por los

elementos de la forma

v =
∏
κ∈K

Qκ
m−i−1(un+i)
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para i nuevamente maximal. Por lo tanto

| v | =
∑
κ∈K

((2κ − 1)(m− i− 1) + 2κ(n+ i))

=
∑
κ∈K

(2κ(m+ n− 1) + i+ 1−m)

= k(m+ n− 1) + card(K)(i+ 1−m) < k(n+ i)

dando una cota para el grado maximal. Estamos suponiendo que k ≤ r y de acuerdo

a la hipótesis rm < n esto junto con que i < m nos da

| v |< n(k + 1).

Recordemos que por el Teorema de la descomposición estable de Snaith (Sección 2.2)

H∗C(n) ∼=
⊕
j≥1

H̃∗Dj(M,M0;Sn)

y además sabemos que Dj(M,M0;Sn) es (jn− 1)-conexo debido al Teorema 2.18 y

de [37, Lema 18.1]. Por lo tanto θ(v) debe de estar en H∗Cj(n) para algún j < k+ 1,

pues de no ser aśı θ(v) seŕıa cero. Aśı hemos demostrado la afirmación (a).

Para demostrar (b) de acuerdo con el Teorema 2.18, Dj(M,M0;Sn) es el espacio de

Thom de un haz vectorial de dimensión nj sobre el espacio base Fk(M)/Σk que es

una variedad de dimensión mj, luego se tiene que

H∗Dj(M,M0;Sn) = 0 para ∗ > (m+ n)j.

Esto implica que

H∗Ck(n) ∼=
⊕
j≥k

H∗Dj(M,M0;Sn) = 0 para ∗ > (m+ n)k.

Adicionalmete el álgebra Ck(n) se anula en dimensiones ∗ > (m+ n)k por construc-

ción. De acuerdo a las hipótesis tenemos que n > mk, entonces n(k+ 1) > (m+n)k,

aśı hemos demostrado ambas afirmaciones de (b).
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Consideremos el siguiente diagrama obtenido por la restricción

C (H∗;n) θ
∼=

// H∗C(n)

Ck(H∗;n)
?�

OO

θk
// H∗Ck(n)

?�

OO

De acuerdo la parte (a) tenemos que el mapeo θk esta bien definido y es un mo-

nomorfismo, aśı que para la parte (c) solo resta mostrar la suprayectividad de θk.

Observemos primero lo siguiente:

Si v ∈ C (H∗;n) se tiene que n · w(v) ≤ |v|, por lo que si |v| < n(k + 1), entonces

v ∈ Ck(H∗;n) .

Procedamos ahora a demostrar la suprayectividad de θk. Sea z ∈ H∗Ck(n) y v =

θ−1(z), si |z| ≤ n(k+ 1) por la parte (b) el resultado es trivial, aśı pues supongamos

que |z| < n(k+1) pero en este caso de acuerdo a la observación anterior v ∈ Ck(H∗;n)

teniéndose lo deseado. �

Definición 3.8 Denotaremos por σkA al módulo graduado A donde los grados de

los nuevos elementos σk(a) aumentan por k. Al módulo graduado σkA le llamaremos

la k-ésima desuspensión de A.

Lema 3.9 Si F = F2 existe un isomorfismo de espacios vectoriales

t : σkDk(H∗;n)→ Dk(H∗;n+ 1).

Para F en general existe un isomorfismo σ2kDk(H∗;n) ∼= Dk(H∗;n+ 2).

Demostración

Una base de Dk(H∗;n) esta dada por los monomios

v = QI1(ui1) · . . . ·QIr(uir) con k = 2‖I1‖ + . . .+ 2‖Ir‖.
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Notemos que

|σ2‖I‖QI(ui)| = i1 + 2i2 + . . . 2‖I‖−1i‖I‖ + 2‖I‖|ui|+ 2‖I‖

= i1 + 2i2 + . . . 2‖I‖−1i‖I‖ + 2‖I‖|ui + 1|
= |QI(ui+1)|.

donde ui+1 es el generador asociado a ui en C (H∗;n+ 1). Ahora definiendo

t(σk(v)) := QI1(ui1+1) · . . . QIr(uir+1)

se tiene el isomorfismo deseado. �

Finalmente demostramos el resultado principal de esta sección.

Demostración del Teorema 3.3

Por simplicidad denotaremos a Dk(M,M0;Sn) como Dk(n).

Si n y k son tales que n > km ≥ 2, entonces el isomorfismo del Lema 3.7

θk : Ck(H∗;n)→ H∗Ck(n)

induce un isomorfismo en

θ̄k : Dk(H∗;n)→ H̃∗Dk(n).

Recordemos que en la Sección 2.5 denotamos por ηk al haz vectorial canónico sobre

Fk(M)/Σk cuyo orden es nk (el cual es finito por el Teorema 2.17) ahora bien, para

cualquier n, k ≥ 1 elegimos n′ tal que

1. n+ n′ > km, y

2. n′ es un multiplo del orden del haz ηk.

El caso trivial cuando m = k = 1 será excluido, aśı pues supongamos que km ≥ 2.
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Por (2) sabemos que n′ = l ·nk y de acuerdo al Corolario 2.19 tenemos los siguientes

homeomorfismos

Dk(n+ n′) ∼= Σk·nkDk(n+ n′ − nk) ∼= Σk·(2nk)Dk(n+ n′ − 2nk) ∼= · · ·
∼= Σk·(l·nk)Dk(n+ n′ − lnk)
∼= Σk·(n′)Dk(n)

Luego existe un isomorfismo

d : σkn
′
H̃∗Dk(n)→ H∗Dk(n+ n′).

Ahora bien, de (1) tenemos que n + n′ satisface las hipótesis del Lema 3.7, por lo

que existe un isomorfismo θk(n + n′) : Dk(H∗;n + n′) → H̃∗Dk(n + n′). Con ayuda

del Lema 3.9 y del siguiente diagrama

Dk(H∗;n)
θ̃k //

∼=σ−kn′

��

H̃∗Dk(n)

σ−kn′ (d)∼=
��

σ−kn
′
Dk(H∗;n+ n′)

∼=

σ−kn′ (θ̄k(n+n′))

// σ−kn
′
H∗Dk(n+ n′)

definimos un isomorfismo

θ̃k : Dk(H∗;n)→ H̃∗Dk(n)

concluyendo con la demostración del teorema. �

3.3. El caso n = 1

En esta sección demostraremos el Teorema 3.1 para el caso n = 1.

Teorema 3.10 Existe un ismorfismo de espacios vectoriales graduados

θ : H∗C(M,M0;S1) ∼=
m⊗
q=0

H∗(Ω
m−qSm+1)⊗βq .

Para m+ 1 impar si F 6= F2.
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Demostración

De acuerdo al Teorema de la descomposición estable de Snaith (Sección 2.2) y el Teo-

rema 3.3, definimos un isomorfismo θ a partir de los isomorfismos θ̄k y del dado por

la descomposición estable. Aqúı C̃ significa los elementos de C en grados positivos.

C̃ (H∗; 1) θ //

∼=
��

H̃∗C(M,M0;S1)

∼=
��⊕

k≥1

D̃k(H∗; 1)
∼=⊕

k≥1

θ̄k

//
⊕
k≥1

H∗Dk(M ;M0;S1)

�

3.4. Caso G grupo de Lie compacto y conexo.

En esta sección mostraremos que los resultados en los Teoremas 3.1 y 3.3 pueden

ser deducidos por otros medios en el caso que M sea un grupo de Lie G compacto y

conexo. La idea general es usar el modelo como espacio de funciones de C(G,Sn) '
Map(G,Sn+g) (como en el Ejemplo 2.13) y conocer tal homoloǵıa a partir de otras

ya conocidas. Para ello recordemos algunos resultados sobre la homoloǵıa del espacio

Map∗(X, Y ), en el caso en que Y es una n-esfera.

Los siguientes resultados estan basados en [22] en donde pueden consultarse las

demostraciones. Iniciamos por recordar la notación relevante.

Para cualquier espacio X definimos

d(X) ≤ r si Hq (X;Z) = 0 para todo q > r

b(X) ≥ s si Hq (X;Z) = 0 para todo q < s
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Definimos dp(X) y bp(X) similarmente pero usando homoloǵıa y cohomoloǵıa con

coeficientes en Fp. Definimos la longitud de X y la longitud módulo p de X por

l(X) := d(X)− b(X) + 1 y lp(X) := dp(X)− bp(X) + 1.

Con la notación anterior tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.11 Sea n ≥ 2 y sea X un CW-complejo conexo de tipo finito tal que

d(X) ≤ n− 1 y dp(X) + lp(X) ≤ n− 1. Si p = 0, 2 o n es impar, entonces

H∗ (Map∗ (X,Sn) ;Fp) ∼=
n−1⊗
i=1

H∗((Ω
iSn)βi(X);Fp)

como espacios vectoriales y el mapeo

φ : Map∗(X,S
n)→Map∗(X,QS

n)

que induce el mapeo de estabilización, es un monomorfismo en homoloǵıa módulo p.

En el caso en que p 6= 2 el isomorfismo es como álgebras. �

Corolario 3.12 Sea G es un grupo de Lie compacto y conexo de dimensión g y tal

que d(G) ≤ n− 1 y dp(G) + lp(G) ≤ n− 1. Si p = 0, 2 o n+ g es impar, entonces

H∗
(
Map∗

(
G,Sn+g

)
;Fp
) ∼= g−1⊗

q=0

H∗((Ω
g−qSn+g)βq(G);Fp)

como espacios vectoriales y el mapeo

φ : Map∗(G,S
n+g)→Map∗(G,QS

n+g)

es un monomorfismo en homoloǵıa módulo p. �

Con los resultados anteriores demostraremos el Teorema 3.1, en el caso especial en

que G es un grupo de Lie compacto y conexo.

Teorema 3.13 Sea G un grupo de Lie compacto y conexo de dimensión g y sea n

tal que d(G) ≤ n− 1 y dp(G) + lp(G) ≤ n− 1. Si p = 0, 2 o n+ g es impar, entonces

H∗C(G;Sn) ∼=
g⊗
q=0

H∗(Ω
g−qSn+g)⊗βq(G)
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Demostración

De acuerdo al Ejemplo 2.13 el espacio C(G;Sn) es una equivalencia homotópica a

Map(G;Sn+g). Consideremos el diagrama de las fibraciones de evaluación.

Map0(G;Sn+g)

��

// Map0(G;QSn+g)

��

Map(G;Sn+g) //

��

Map(G;QSn+g)

��

Sn+g E // QSn+g

Donde E es el mapeo de estabilización. Evidentemente la fibración del lado derecho

es principal y tiene una sección; por tanto el espacio total se descompone como

QSn+g ×Map0(G;QSn+g). Por otro lado, de acuerdo al corolario anterior el mapeo

superior es un monomorfismo en homoloǵıa y la homoloǵıa de la fibra del mapeo

izquierdo es conocida. Aśı tenemos que

H∗(Map(G,Sn+g)) ∼= H∗(Map∗(G,S
n+g))

⊗
H∗(S

n+g)

∼=
g−1⊗
q=0

H∗(Ω
g−qSn+g)⊗βq(G)

⊗
H∗(Ω

g−gSn+g)⊗βg(G)

∼=
g⊗
q=0

H∗(Ω
g−qSn+g)⊗βq(G)

teniéndose lo deseado. �

El Teorema 3.3 se deduce de manera análoga.
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Caṕıtulo 4

La homoloǵıa de Fk(M)/Σk

El propósito de este caṕıtulo es obtener la homoloǵıa con coeficientes en un campo

F = Fp de los espacios de configuraciones desordenadas Fk(M)/Σk. En vista del

caṕıtulo anterior, el subespacio generado por los elementos de peso k del álgebra

C (H∗;n) es isomorfo a la homoloǵıa del espacio Dk(M,M0;Sn) para cualquier n si

F = F2 y para F en general se requiere que m+n sea impar, en particular se cumple

cuando M0 = ∅. A su vez, en la Sección 2.5 vimos que Dk(M ;Sn) es el espacio

de Thom del haz vectorial canónico sobre el espacio Fk(M)/Σk, a partir de esto y

con el isomorfismo de Thom obtendremos H∗(Fk(M)/Σk;F2). En el caso general de

F presentaremos resultados análogos a los vistos en este trabajo, sin embargo los

resultados solamente son válidos cuando m es un número impar; cuando m es par se

obtiene la homoloǵıa con coeficientes en la representación signo F(−1).

Se presentan también algunos ejemplos expĺıcitos de las homoloǵıa de los espacios

Fk(M)/Σk en el caso en que M es una superficie cerrada orientable y no orientable;

aśı como también para M el complemento de un nudo en R3. Como mencionamos

antes, en un campo de caracteŕıstica cero, el resultado principal solamente se aplica

cuandoM es una variedad de dimensión impar, por lo que finalizaremos recordaremos
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un resultado sobre la cohomoloǵıa racional de Fk(M)/Σk cuando M es una superficie

cerrada y orientable con un pinchazo [7].

4.1. Caso F = F2

El siguiente resultado describe a la homoloǵıa sobre F2 de los espacios de configura-

ciones desordenadas, a partir de la homoloǵıa del espacio Dk(M,Sn).

Teorema 4.1 Si F = F2 y M es una variedad compacta, entonces existe un iso-

morfismo de espacios vectoriales graduados

θk : H∗Fk(M)/Σk
∼= σ−knDk(H∗(M);n)

para toda n.

Demostración

De acuerdo al ismorfismo de Thom aplicado a la la suma de Whitney n-veces del

haz canónico ηk : Fk(M)×Σk
Rk → Fk(M)/Σk, tenemos que

H̃∗+n·k(Th(nηk)) ∼= H∗(Fk(M)/Σk),

mientras que por el Teorema 2.18

σ−knH̃∗(Dk(M ;Sn)) ∼= H∗(Fk(M)/Σk)

y finalmente por el Teorema 3.3 se obtiene el ismorfismo deseado:

θk : H∗Fk(M)/Σk
∼= σ−knDk(H∗(M);n).

�

En las siguientes secciones determinaremos los rangos de la homoloǵıa módulo 2 de

los espacios de configuraciones desordenadas de algunos ejemplos espećıficos, para

esto hacemos la siguiente observación.
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Observación 4.2 De acuerdo al Lema 3.9, una base para el espacio vectorial gra-

duado Dk(H∗(M);n) está conformada por los monomios

v = QI1(ui1) · . . . ·QIr(uir) con k = 2‖I1‖ + . . .+ 2‖Ir‖.

Luego por el Teorema 3.3 y el anterior tenemos una base de la homoloǵıa de Fk(M)/Σk.

4.2. Caso F en general

Los resultados que hemos dado hasta el momento son válidos para el caso en que

F = F2. En esta sección trataremos el caso general de F = Fp.

A lo largo de esta sección X será un espacio compactamente generado débilmente

Hausdorff y con punto base no degenerado. Escribiremos F(−1) para el Σk-módulo

F, donde la acción de Σk esta dada por la representación signo, es decir, π(1) =

(−1)sign(π) para π ∈ Σk y definimos

H∗(Fk(M)/Σk;F(−1)) := H∗(S∗(Fk(M))⊗Σk
F(−1)).

donde S∗(X) denota el complejo de cadenas singulares de X.

Los siguientes resultados se encuentra basados en [10] y el resultado principal de la

sección es el siguiente

Teorema 4.3 (i) Si F = F2 o m es impar, entonces para n � 0 y 0 < q < mk

existe un isomorfismo de espacios vectoriales

Hq(Fk(M)/Σk) ∼= Hq+2nkC(M ;S2n)

∼=
m⊗
q=0

(Hq+2nk(Ω
m−qSm+2n))⊗βq

(ii) Si F = F2 o m es par, entonces para n� 0 y 0 < q < mk existe un isomorfismo

de espacios vectoriales

Hq(Fk(M)/Σk;F(−1)) ∼= Hq+(2n+1)kC(M ;S2n+1)

∼=
m⊗
q=0

(Hq+(2n+1)k(Ω
m−qSm+2n+1))⊗βq
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Antes de proceder con la demostración, introduciremos más notación y veremos

algunos resultados con la finalidad de demostrar el teorema anterior.

Sea V un espacio vectorial graduado sobre F con V concentrado en grado al menos

uno. Escribimos a

V ⊗k = V ⊗F . . .⊗F V

como un Σk-módulo, donde Σk actúa por permutación de coordenadas con la con-

vención de signo usual y aśı definimos

H∗(Fk(M)/Σk;V
⊗k) := H∗(S∗(Fk(M))⊗Σk

V ⊗k).

Observación 4.4 De las definiciones anteriores, tenemos los siguientes casos im-

portantes:

(i) Si V = F esta concentrado en un grado par digamos 2n, entonces V ⊗k = F

está concentrado en grado 2nk y Σk actúa trivialmente. Más aún se tienen los

siguientes isomorfismos:

H∗(Fk(M)/Σk) = H∗(S∗(Fk(M)/Σk)⊗ F)

∼= H∗(S∗(Fk(M))⊗Σk
F)

∼= H∗+2nk(S∗(Fk(M))⊗Σk
V ⊗k)

= σ−2nkH∗(Fk(M)/Σk;V
⊗k).

(ii) Si V = F esta concentrado en un grado impar digamos 2n+1, entonces V ⊗k =

F está concentrado en grado (2n+ 1)k y Σk actúa por la representación signo;

i.e. V ⊗k = F(−1) en grado (2n+ 1)k. Como en el ejemplo anterior tenemos el

siguiente isomorfismo:

H∗(Fk(M)/Σk;F(−1)) ∼= σ−(2n+1)kH∗(Fk(M)/Σk;V
⊗k).

(iii) De los ejemplos anteriores concluimos con los siguientes casos especiales:

H∗(Fk(M)/Σk) ∼= σ−2kH∗(Fk(M)/Σk; H̄∗(S
2)⊗k)

H∗(Fk(M)/Σk;F(−1)) ∼= σ−kH∗(Fk(M)/Σk; H̄∗(S
1)⊗k).
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Como en el Teorema 2.18, la siguiente proposición nos relacionará nuevamente los

espacios de configuraciones desordenadas Fk(M)/Σk con el espacio Dk(M ;X).

Proposición 4.5 Para k ≥ 1, existe un isomorfismo de espacios vectoriales

H∗(Fk(M)/Σk; (H̄∗X)⊗k) ∼= H̄∗Dk(M ;X).

Demostración

La demostración se encuentra en [43] simplemente la recordaremos. Sabemos que

existe una cofibración [19]

Fk(M)×Σk
FatWk(X)→ Fk(M)×Σk

Xk → Dk(M ;Sn).

Ahora, por el Teorema de Eilenberg-Zilber, existen los siguientes isomorfismos

H̄∗Dk(M ;X) ∼= H∗(S∗(Fk(M) )⊗Σk
S∗(X

k, FatWk(X) ) )

∼= H∗(S∗(Fk(M) )⊗Σk
(S∗(X, ∗) )⊗k )

Notemos que S∗(Fk(M)) es una Σk- cadena compleja libre sobre F y que además

como cadenas complejas sobre F, tenemos que existe un isomorfismo en homoloǵıa

g : H̄∗(X) ' S∗(X, ∗) dado por mandar una clase (eligiendo una base) a un ciclo

que lo represente, donde la cadena compleja H̄∗(X) está dotada con diferenciales

triviales. Aśı pues tenemos lo deseado. �

La siguiente proposición se puede comparar con el Lema 3.9 y a la periodicidad 2.19

de los espacios Dk(M ;Sn).

Proposición 4.6 Para k ≥ 1 y n ≥ 1, existe un isomorfismo de espacios vectoriales

H̄∗Dk(M ;X) ∼= σ−2nkH̄∗Dk(M ; Σ2nX).

Demostración

La demostración se sigue de la proposición anterior y del hecho que existe un iso-

morfismo como Σk-módulos

(H∗X)⊗k → (H∗+2Σ2X)⊗k �
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4.2. Caso F en general

Las proposiciones anteriores y la Observación 4.4 nos dice que la homoloǵıa del es-

pacio Fk(M)/Σk ya sea con la representación signo o la usual, está estrechamente

relacionada con la homoloǵıa de los Dk(M ;Sn), entonces nuevamente el cálculo de

la homoloǵıa de Fk(M)/Σk, es equivalente a calcular la homoloǵıa de los espacios

Dk(M ;Sn); mientras que por el Teorema de la descomposición estable 2.7 tal ho-

moloǵıa es parte de H∗C(M ;Sn); veremos que para n suficientemente grande, dicha

homoloǵıa se encuentra “separada”, permitiéndonos aśı encontrar H∗Fk(M)/Σk.

Lema 4.7 Para r ≥ 1 se tiene

1. Dk(M ;Sr) es (kr − 1)-conexo.

2. Hj(Dk(M ;Sr) = 0 si j > kr.

3. Si n es tal que 2n > km− r, entonces existen isomorfismos

HsDk(M ;Sr) ∼= Hs+2nkC(M ;S2n+r)

cuando HsDk(M ;Sr) es no cero.

Demostración

La demostración de (1) y (2) se siguen del Teorema 2.18 y de [37, Lema 18.1].

Procedamos a demostrar (3), notemos que por la Proposición 4.6

HsDk(M ;Sr) ∼= Hs+2nkDk(M ;S2n+r)

para s ≥ 1 y de acuerdo a (1) y (2) basta considerar a kr ≤ s ≤ k(m+ r).

Por la descomposición estable de Snaith 2.7 tenemos definidos los siguientes homo-

morfismos θsk

Hs+2nkDk(M ;S2n+r)

ik
**

θsk // Hs+2nkC(M ;S2n+r)

θ∼=
��⊕

j≥1

Hs+2nkDj(M ;S2n+r)
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Claramente θsk son monomorfismos. Para probar la suprayectividad notemos que por

la hipótesis se tiene que (k − 1)m < km < 2n+ r y aśı las siguientes desigualdades:

(k − 1)(m+ 2n+ r) = (k − 1)m+ (k − 1)(2n+ r) < k(2n+ r)

k(m+ 2n+ r) = km+ k(2n+ r) < (k + 1)(2n+ r)

por lo que

(k − 1)(m+ 2n+ r) < s+ 2nk < (k + 1)(2n+ r).

Luego por (1) y (2) si j 6= k, entonces

Hs+2nkDj(M ;S2n+r) = 0,

por lo que si v ∈ Hs+2nkC(M ;S2n+r) es no cero, entonces

w := θ−1(v) ∈ Hs+2nkDk(M ;S2n+r),

teniéndose lo deseado.

�

Demostración del Teorema 4.3

Por la Observación 4.4 sabemos que

Hq(Fk(M)/Σk) ∼= Hq+2k(Fk(M)/Σk;H∗(S
2)⊗k),

mientras que por la Proposición 4.5

Hq+2k(Fk(M)/Σk;H∗(S
2)⊗k) ∼= Hq+2kDk(M ;S2)

y por el lema anterior, para n� 0

Hq+2kDk(M ;S2) ∼= Hq+2nkC(M ;S2n).

Notemos que m+ 2n es impar, aśı que por el Teorema 3.1

Hq+2nkC(M,M0;S2n) ∼=
m⊗
q=0

Hq+2nk(Ω
m−qSm+2n)⊗βq ,
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Por lo tanto

Hq(Fk(M)/Σk) ∼=
m⊗
q=0

Hq+2nk(Ω
m−qSm+2n)⊗βq .

La parte (ii) del Teorema se demuestra de manera análoga recordando que por la

Observación 4.4

Hq(Fk(M)/Σk;F(−1)) ∼= Hq+k(Fk(M)/Σk;H∗(S
1)⊗k)

y teniendo en cuenta que en este caso m+ 2n+ 1 es impar. �

4.3. Homoloǵıa de configuraciones sobre superfi-

cies cerradas

Consideremos el caso en que M es una superficie. De acuerdo al Teorema 3.1 la

homoloǵıa módulo 2 de los espacios de configuraciones etiquetadas C(M ;Sn) esta

dada por el producto tensorial

H∗
(
Ω2Sn+2

)⊗β0 ⊗H∗ (ΩSn+2
)⊗β1 ⊗H∗ (Sn+2

)⊗β2
donde β0, β1 y β2 son los números de Betti de M . De acuerdo al Ejemplo 1.30,

tenemos que

H∗C(M ;Sn) ∼= F2[y0, y1, . . .]
⊗β0 ⊗ F2[x]⊗β1 ⊗ (F2[u]/u2)⊗β2 ,

donde y0, x y u son las clases fundamentales en grados n, n+1 y n+2 respectivamente

y yj = Qj
1y0 y notemos que | yj |= (2j − 1) + 2jn.

Los pesos de todos los generadores están dados por:

ω(u) = 1,

ω(xi) = i, para i = 1, 2, . . .

ω(yj) = 2j para j = 0, 1, 2, . . .
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Superficies orientables. Denotemos por Mg a una superficie cerrada, orientable

de género g. En este caso

βq(Mg) =


1 si q = 0, 2

2g si q = 1

0 si q ≥ 3.

por lo anterior tenemos que:

H∗C(Mg;S
n) ∼= F2[y0, y1, . . .]⊗ F2[x1, x2, . . . , x2g]⊗ F2[u]/u2

donde los grados y pesos de los generadores son:

| u |= n+ 2, ω(u) = 1,

| xi |= n+ 1, ω(xi) = 1,

| yi |= (2j − 1) + 2jn, ω(yj) = 2j.

Ahora por la Observación 4.2, una base de H̃∗Dk(Mg;S
n) consiste de todos los mo-

nomios de la forma

f = ue · xa11 · . . . · x
a2g
2g · yb11 · . . . · ybrr

para algún r ≥ 0, e = 0, 1 y ai bj ≥ 0, tales que

ω(f) = e+

2g∑
i=1

ai +
r∑
j=0

2jbj = k.

Por ejemplo, H̃qD2(Mg;S
n) es determinado por la siguiente tabla.

q Base Rango

2n y2
0 1

2n+ 1 x1y0, . . . x2gy0, y1 2g + 1

2n+ 2 uy0, x
2
1, . . . , xixj, . . . , x

2
2g 2g2 + g + 1

2n+ 3 ux1, . . . , ux2g 2g
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Aśı por el Teorema 4.1

HqF2(Mg)/Σ2 =



F2 si q = 0

(F2)2g+1 si q = 1

(F2)2g2+g+1 si q = 2

(F2)2g si q = 3

0 en otro caso.

En la siguiente tabla se muestran los rangos de H̃qD3(Mg;S
n) y de Hq−3nF3(Mg)/Σ3.

q = Base Rango

3n y3
0 1

3n+ 1 y0y1, xiy
2
0 (1 ≤ i ≤ 2g) 2g + 1

3n+ 2 uy2
0, xiy1, xixjy0 (1 ≤ i ≤ j ≤ 2g) 2g2 + 3g + 1

3n+ 3 uy1, uxiy0, xixjxk (1 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ 2g) 4
3
g3 + 2g2 + 8

3
g + 1

3n+ 4 uxixj (1 ≤ i ≤ j ≤ 2g) 2g2 + g

Finalmente la última tabla muestra el rango de HqFk(S
2)/Σk para k ≤ 10.

q k = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2

3 1 2 2 3 3 3 3 3

4 1 2 2 3 3 3

5 1 1 2 3 3 4

6 1 2 3 4

7 1 2 3

8 1 2

9 1 1
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Superficies no orientables

Denotemos por Ng a una superficie cerrada no orientable de género g. En este caso

βq(Ng) =


1 si q = 0, 2

g si q = 1

0 si q ≥ 3.

En este caso el Teorema 3.1 no da el siguiente isomorfismo

H∗C(Ng;S
n) ∼= F2[y0, y1, . . .]⊗ F2[x1, x2, . . . , xg]⊗ F2[u]/u2

y una base de H̃∗Dk(Mg;S
n) consiste de todos los monomios de la forma

h = ue · xa11 · . . . · x
a2g
2g · yb11 · . . . · ybrr

para algún r ≥ 0, e = 0, 1 y ai bj ≥ 0, tales que

ω(h) = e+

2g∑
i=1

ai +
r∑
j=0

2jbj = k.

Por ejemplo, H̃qD2(Ng;S
n) es determinado por la siguiente tabla.

q Base Rango

2n y2
0 1

2n+ 1 x1y0, . . . xgy0, y1 g + 1

2n+ 2 uy0, x
2
1, . . . , xixj, . . . , x

2
g

1
2
g2 + 1

2
g + 1

2n+ 3 ux1, . . . , uxg g

Luego por el Teorema 4.1

HqF2(Ng)/Σ2 =



F2 si q = 0

(F2)g+1 si q = 1

(F2)
1
2
g2+

1
2
g+1 si q = 2

(F2)g si q = 3

0 en otro caso.
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En la siguiente tabla se muestran los rangos de H̃qD3(Ng;S
n) y de Hq−3nF3(Ng)/Σ3.

q = Base Rango

3n y3
0 1

3n+ 1 y0y1, xiy
2
0 (1 ≤ i ≤ g) g + 1

3n+ 2 uy2
0, xiy1, xixjy0 (1 ≤ i ≤ j ≤ g) 1

2
g2 + 3

2
g + 1

3n+ 3 uy1, uxiy0, xixjxk (1 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ g) 1
6
g3 + 1

2
g2 + 4

3
g + 1

3n+ 4 uxixj (1 ≤ i ≤ j ≤ g) 1
2
g2 + 1

2
g

Finalmente la última tabla muestra el rango de HqFk(RP
2)/Σk para k ≤ 10.

q k = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 3 4 4 4 4 4 4 4

3 1 3 5 6 7 7 7 7 7

4 1 3 6 8 9 10 10 10

5 1 4 7 10 12 13 14

6 1 4 8 12 15 17

7 1 4 9 14 18

8 1 4 10 16

9 1 5 11

10 1 5

11 1
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4.4. Homoloǵıa de configuraciones sobre comple-

mentos de nudos

Sea M el complemento de un nudo en R3. Tomemos nuevamente a F = F2. Ahora

los números de Betti son los siguientes:

βq(M) =


1 si q = 0

1 si q = 1

1 si q = 2

0 en otro caso

De acuerdo al Teorema 3.1 y el Ejemplo 1.30 se tiene que

H∗C(M ;Sn) ∼= H∗(ΩS
n+3)⊗H∗(Ω2Sn+3)⊗H∗(Ω3Sn+3)

∼= F2[x]⊗ F2[yi | i ≥ 0]⊗ F2[zij | i, j ≥ 0]

con

| x |= n+ 2 ω(x) = 1

| yi |= (2i − 1) + 2i(n+ 1), ω(yi) = 2i

| zij |= 2i+j(n+ 2)− 2i − 1, ω(zij = 2i+j

Procediendo como antes se obtiene la siguiente tabla para HqF2(M)/Σk, y el rango

de HqFk(M)/Σk para k = 2, 3, 4.
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q Rango

k = 2 3 4

0 1 1 1

1 2 2 2

2 3 4 5

3 2 5 8

4 1 4 9

5 2 8

6 1 6

7 3

8 1

Por ejemplo, una base para H∗F2(M)/Σ2 es:

q = Base

0 z2
00

1 y0, z00, z10

2 xz00, y
2
0, z01

3 xy0, y1

4 x2

4.5. Cohomoloǵıa racional de espacios de configu-

raciones de superficies

En las secciones anteriores, estudiamos la homoloǵıa de los espacios de configuracio-

nes de una variedad M para los campos F = Fp o un campo de caracteristica cero,

sin embargo para una variedad de dimensión par los métodos descritos sólo funcionan

cuando F = F2. En esta sección recordaremos los resultados obtenidos en [7] y [10]

relativos a la homoloǵıa racional de configuraciones en una superficie de Riemman
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de género g con un agujero M̄g := Mg − {m0}. La idea es esencialmente la misma

que se ha usado en este trabajo; describir la cohomoloǵıa de Fk(M̄g)/Σk como parte

de la cohomoloǵıa de un espacio mucho mas grande C(M̄g, S
2n). Para ello usaremos

el modelo como espacio de funciones de C(M̄g, S
2n), a saber, Map∗(Mg, S

2n) y con

esto obtener una buena descripción de su tipo de homotoṕıa. Al examinar la sucesión

espectral de Serre de cierta fibración obtendremos la cohomoloǵıa de C(M̄g, S
2n) y

con ello la cohomoloǵıa de Fk(M̄g)/Σk.

Para una superficie de Riemman de género g, existe un mapeo

wg : S1 →
∨
2g

S1

con cofibra Mg y wg es definido por mandar el generador de π1(S1, ∗) a

[x1, x2][x3, x4] . . . [x2g−1, x2g]

donde los xi corren sobre una elección de generadores para π1

(∨
2g

S1, ∗
)

. Escribimos

ad : ΩX × ΩX → ΩX

para el conmutador [f, g] = fgf−1g−1. Sea

µg : (ΩX)g → ΩX

la multiplicación de lazos tomando un orden fijo. El siguiente lema se obtiene por

las definiciones anteriores.

Lema 4.8 Existe un diagrama conmutativo salvo homotoṕıa

[(ΩX)2]g
(ad)g

//

=

��

(ΩX)g

µg

��

Map∗

(∨
2g

S1, X

)
w∗g

// ΩX

donde w∗g es el “hom-dual”, es decir, w∗g(γ) = γ ◦ wg. �
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Por otro lado la cofibración S1 wg
//
∨
2g

S1 //Mg induce la fibración

Map∗(Mg, X) // Map∗(
∨
2g

S1, X) ∼= (ΩX)2g
w∗g

// Map∗(S1, X) = ΩX

para cualquier espacio X, luego tenemos la siguiente fibración

Ω2X // Map∗(Mg, X) // (ΩX)2g

Esta ultima fibración, nos servirá para describir la cohomoloǵıa de Map∗(Mg, X). A

partir de aqúı nos concentraremos en el caso en que X = S2n+2 y en lo que resta de

la sección H∗ siempre denotará la cohomoloǵıa racional.

Recordemos que existe un ismorfismo de álgebras de Hopf

H∗(ΩS2n+2)2g ∼= H∗(Sn+2 × ΩS4n+3) ∼= E[x1, . . . , x2g]⊗ P [y1 . . . y2g]

con |xi| = 2n+ 1 y |yi| = 4n+ 2 mientras que

H∗(Ω2S2n+2) ∼= H∗(ΩS2n+1 × Ω2S4n+3) = H∗(ΩS2n+1 × S4n+1) ∼= P [u]⊗ E[v]

con |u| = 2n y |v| = 4n+1, donde P [ ] y E[ ] denotan el álgebra polinomial y exterior

sobre Q respectivamente.

El siguiente lema determina todos los diferenciales en la sucesión espectral de Serre

de la fibración Ω2S2n+2 →Map∗(Mg, S
2n+2)→ ΩS2n+2.

Lema 4.9 Los únicos diferenciales de la sucesión espectral de Serre asociada a la

fibración Ω2S2n+2 →Map∗(Mg, S
2n+2)→ ΩS2n+2, son los siguientes:

d2n+1(u) = 0

d4n+2(v) = 2

g∑
i=1

x2i−1x2i.
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Demostración

Usando el Lema 4.8 en cohomoloǵıa se tiene que

(w∗g)
∗(u) = 0 y

(w∗g)
∗(v) = 2

g∑
i=1

x2i−1x2i.

Por otro lado tenemos el siguiente morfismo de fibraciones:

Ω2S2n+2 id //

��

Ω2S2n+2

��

Map∗(Mg, S
2n+2) //

��

PΩS2n+2

��

(ΩS2n+2)2g
w∗g

// ΩS2n+2

De la naturalidad se sigue que d2n+1(u) = 0 y d4n+2(v) = 2
g∑
i=1

x2i−1x2i. �

Finalmente demostramos el teorema principal de esta sección.

Teorema 4.10 Existe un isomorfismo de espacios vectoriales

H∗(C(M̄g, S
2n)) ∼= P [u, y1, . . . , y2g]⊗H∗(E[v, x1, . . . , x2g], d)

con |u| = 2n, |yi| = 4n + 2, |v| = 4n + 1, |xi| = 2n + 1 y el diferencial d esta dado

por d(v) = 2
g∑
i=1

x2i−1x2i.

Demostración

De acuerdo al Ejemplo 2.14 se tiene la siguiente equivalencia homotópica

C(M̄g, S
2n) 'Map∗(Mg, S

2n+2).

Por otro lado, el lema anterior implica que

E4n+3 = E∞ = H∗C(M̄g, S
2n),
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más aún, E4n+3 es un producto tensorial del álgebra polinomial P [u, y1, . . . , y2g] y

el modulo de homoloǵıa H∗(E, d) del álgebra exterior E = E[v, x1, . . . , x2g] con

diferencial d, lo cual demuestra el teorema. �

Denotamos por C (g, n) := P [u, y1, . . . , y2g]⊗H∗(E[v, x1, . . . , x2g], d). Definimos una

función por pesos en los generadores de C (g, n) de la siguiente forma:

w(v) = w(xi) = 1

w(u) = w(yi) = 2

y la extendemos linealmente a todos los monomios. Esto hace de C (g, n) un espacio

vectorial filtrado. Denotemos a esta filtración como FkC (g, n). Sabemos que el espa-

cio C(M̄g, S
2n) esta filtrado por longitud de configuraciones y que ésta a su vez define

una filtración H∗FkC(M̄g, S
2n) de H∗C(M̄g, S

2n). El siguiente resultado nos dice que

ambas filtraciones coinciden v́ıa el isomorfismo del teorema anterior, la demostración

es análoga a la del Lema 3.7 y por tanto la omitimos.

Teorema 4.11 Como espacios vectoriales

H∗FkC(M̄g;S
2n) ∼= FkC (g, n).

Más aún H∗(Dk(M̄g;S
2n)) es isomorfo al subespacio vectorial de C (g, n) generado

por todos los monomios de peso exactamente k al que denotaremos por Dk(g, n). �

Consideremos el haz vectorial canónico sobre Fk(M̄g)/Σk

ηk(M̄g) : Rk ↪→ Fk(M̄g)/Σk ×Σk
Rk → Fk(M̄g)/Σk.

De acuerdo al Teorema 2.17 este haz tiene orden finito, más aún, su orden es un

número par (ver [18]) y lo denotaremos por 2nk. Por el Teorema 2.19 se tiene que

Dk(M̄g;S
2n) ∼= Σ2nk·k(Fk(M̄g)/Σk)+,

con lo que finalmente obtenemos la descripción de la cohomoloǵıa racional de Fk(M̄g)/Σk:
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Caṕıtulo 4. La homoloǵıa de Fk(M)/Σk

Teorema 4.12 Existe un ismorfismo como espacios vectoriales graduados

H∗(Fk(M̄g)/Σk) ∼= σ−k·2nkDk(g, nk).

�
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4.5. Cohomoloǵıa racional de espacios de configuraciones de superficies
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