CENTRO DE INVESTIGACION Y DE
ESTUDIOS AVANZADOS DEL
INSTITUTO POLITECNICO
NACIONAL

UNIDAD ZACATENCO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS

La homologia de los espacios de
configuraciones

T E S I S
Que presenta
Nestor Colin Hernandez

Para obtener el grado de

Maestro en Ciencias

en la especialidad de Matematicas

Director de la tesis: Dr. Miguel Alejandro Xicoténcatl Merino

Ciudad de México Septiembre, 2017.






Agradecimientos

De manera muy especial quisiera agradecer al Dr. Miguel Alejandro Xicoténcatl Me-
rino por la paciencia, las ensenanzas, el tiempo y todo el apoyo que me brind6 para
concluir este trabajo. A mis sinodales Dr. Jests Gonzélez, Dr. Juan Manuel Burgos
y Dr. lakov Mostovoi por tomarse el tiempo de revisar la presente tesis, las atencio-
nes recibidas y sus valiosos comentarios, asi como también quiero agradecer al Dr.
Enrique Ramirez de Arellano quien en este tltimo ano me brindo el apoyo necesario
para poder terminar este trabajo. También quisiera agradecer a Isaac Ortigoza y
Cristhian Hidber por las valiosas charlas que tuvimos, algunas partes de esta tesis

fueron solventadas gracias a ello.

En lo personal quiero agradecer a mis padres José Colin y Catalina Hernandez por su
incondicional apoyo, quienes en todo momento buscaron que tuviera la comodidad
necesaria para poder realizar este trabajo. A Arely Ayala quien permanecié a mi lado
durante esta etapa, sin mencionar todo el apoyo y los bellos momentos que hemos
pasado. El habernos encontrado ha sido de lo mejor que ha sucedido en mi vida. A
mis amigos Adrian, Aarén, Alejandro, Carlos y Gemma con quienes he pasado gratos
momentos y quienes regalan a mi vida algo de ellos. A mis hermanos y familiares
que han estado al pendiente tanto de mi vida académica como de la personal, gracias

por su apoyo.

Agradezco a todo el personal administrativo del Departamento de Matematicas,

principalmente a Roxana Martinez, por la disposicion y ayuda mostrada.

Finalmente agradezco al CONACYT por la beca otorgada para la realizacién del

presente trabajo.






Resumen

El k-ésimo espacio de configuraciones ordenadas de una variedad Fy (M) consta de
todas las k-tuplas de puntos distintos en M. El grupo simétrico ¥, actia natural-
mente en Fj (M) y el espacio de érbitas Fy(M)/Xy es el espacio de configuraciones
desordenadas. Aunque han sido intensamente estudiados, la homologia de estos es-
pacios es desconocida excepto para casos especiales. C.F-Bodigheimer, F. Cohen y
L. Taylor nos dicen que la homologia de Fy(M)/%; depende del nimero k y de los
nimeros de Betti de la variedad M, en el caso en que M es una variedad compacta
y los coeficientes son un campo IF, ya sea el campo I, de los enteros médulo p o un
campo de caréacteristica cero. Este trabajo tiene como préposito dar una exposicion a
detalle de los resultados obtenidos por C.F-Bodigheimer, F. Cohen y L.Taylor sobre
los célculos de la homologia de Fj(M)/%y [8] y [10].






Abstract

The k-th ordered configuration space Fy(M) of a manifold M consisting of all k-
tuples of distinct points in M. The symmetric group acts naturally in Fj(M) by
permutation of coordinates and the orbit space Fj(M)/3 is the disordered confi-
guration space. Although intensively studied their homology is unknow except for
special cases. C.F-Bodigheimer, F. Cohen and L. Taylor tell us that their homology
depends on the Betti numbers of the manifold M, the dimension of M and the k
number, for the case where M is compact manifold and the coeficients are a field I,
either the field I, with p elements, or a field of characteristic zero. The purpose of
this work is to give a detailed exposition of the results obtained by C.F-Boédigheimer,
F. Cohen and L. Taylor on the calculations of the homology of Fj(M)/%; [8] and
[10].






Indice general

Agradecimientos
Resumen
Introduccién

1. Preliminares

1.1. Casifibraciones . . . . . . . . ...
1.2. La construccién QX . . . . . . . ..o
1.3. La construccién de May-Milgram . . . . . .. .. .. ... ... ...
1.4. La descomposicion de Snaith . . . . . . . .. ... 000
1.5. La homologia de Q2"¥"X . . . . . . . ...

1.5.1. Homologia médulo 2 de QFS™ . . . . . ... ... ... .. ..

1.5.2. Homologia médulo 2 de QX . . . . .. . ... ... ... ...

2. El espacio de configuraciones etiquetadas
2.1. El espacio de configuraciones C(M, My; X) . . . . . . .. .. ... ..
2.2. Descomposiciones estables y mapeos de Hopf . . . . . . ... ... ..
2.3. Casifibraciones asociadas con C(M, My; X) . . . . . . ... ... ...
2.4. C(M, My; X) como espacio de funciones . . . . . ... ... .....

2.5. Haces vectoriales sobre espacios de configuraciones . . . . . . . . . ..

3. La homologia de C(M, My; S™)
3.1. El teorema principal . . . . . . .. ..o

3.2. La homologia de Dy (M, My; S™) . . . . . . . ..o

11

17
17
19
22
27
28
32
34

35
36
38
42
45
52



Indice general

33. Elcason =1 . .. . . . . .
3.4. Caso G grupo de Lie compacto y conexo. . . . . . . ... .. .. ...
4. La homologia de Fy(M)/%
4.1. CasoF =Ty . . . . . . .
4.2. CasoFengeneral . . . . . . ... ...
4.3. Homologia de configuraciones sobre superficies cerradas . . . . . . . .
4.4. Homologia de configuraciones sobre complementos de nudos . . . . .
4.5. Cohomologia racional de espacios de configuraciones de superficies . .
Bibliografia

10

75
76
77
82
87
88

95



Introduccion

El k-ésimo espacio de configuraciones ordenadas de una variedad Fy (M) consta de

todas las k-tuplas de puntos distintos en M, es decir,

Fo(M) :={(z1,..., 2 | zi # 2, para i # j}.

El grupo simétrico ¥ actia naturalmente en Fj, (M) y el espacio de érbitas Fi.(M) /%y,

es el espacio de configuraciones desordenadas.

Desde E. Fadell y L. Newirth [25] el estudio de los espacios de configuraciones ha
sido importante y estos aparecen en varios contextos tales como geometria algebraica,
teoria de nudos, topologia diferencial, planeacion motriz, teoria de homotopia. Por
ejemplo, sabemos que el espacio Fi(RR?)/X; es el espacio clasificante del grupo de
trenzas de Artin en k-cuerdas asi como también el espacio Fj(R") es del mismo tipo
de homotopia que el espacio de las k-ésimas operaciones del operad de n-cubitos,
el cual juega un rol importante en la teoria de los espacios de n-lazos; mas aun, el
espacio de configuraciones etiquetadas C'(R™; X) es del mismo tipo de homotopia

que Q"¥X"X.

Aunque los espacios de configuraciones Fy(M)/%; han sido intensamente estudiados
su homologia es desconocida, pero existen diversos trabajos que la describen para
casos especiales, ejemplo de ellos [3], [4], [13], [8], [14], [16], [19], [20], [21], [26], [29] ¥
[42] por mencionar algunos. Nuestra atencién se restringe a los resultados obtenidos
por Bodigheimer-Cohen-Taylor [8] quienes nos dan una descripcién de la homologia
de Fj.(M)/% en el caso en que M es una variedad compacta y los coeficientes son

un campo I ya sea el campo I, de los enteros médulo p o un campo de caracteristica
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Introduccién

cero, tal descripcién depende solamente de los nimeros de Betti de la variedad M y

del numero k.

El propdsito de este trabajo es dar a detalle los resultados obtenidos por C.-F.
Bédigheimer, F. Cohen y L. Taylor sobre los célculos de la homologia de Fy(M)/%.
Su método consiste en determinar H,(Fj(M)/3x; F,) como parte de la homologia

de un espacio mucho mas grande:

C(M, My; X) = (HFk(M)ZX Xk) /=

k>1

donde M, es una subvariedad, X es una espacio con un punto base xy y la relacion
~ es generada por (z1,..., 2521, ..., Tk) = (21, .., 2k—1;T1,. .. Tk—1) Sl 2 € My 0
x), = xo. Tales espacios C'(M, My; X) llamados “espacios de configuraciones etiqueta-
das” son una generalizacion natural de la construccion de May-Milgram y aparecen

en (6], [34] y [40] como modelos combinatorio de ciertos espacios de funciones.

El principal objetivo de esta Tesis es desarrollar la teoria necesaria para probar los

siguientes resultados clasicos de [8] y [10].

Teorema 0.1 (Bodigheimer-Cohen-Taylor, 1989) Sean M wuna variedad com-
pacta de dimension m y n > 1. Supongamos que m + n es impar, a menos que

F =Ty, entonces existe un isomorfismo de espacios vectoriales graduados

01 H.(C(M, My; S™); F) 2 (R) H.(Qm=95m+n, F)@5

S

Il
o

q

donde 3, es el q-ésimo nimero de betti de H.(M, My; IF)
El teorema anterior se cumple en particular cuando My = () y a partir de esto,
podremos entonces determinar la homologia de los espacios de configuraciones des-

ordenadas Fi(M)/%y.

12



Introduccién

Teorema 0.2 (B6digheimer-Cohen-Taylor 1989) Sea M una variedad compac-

ta de dimension m, entonces se cumple lo siguiente:

(1)) St F = Fy o m es impar, entonces para 0 < ¢ < mk y n > 0 existe un

1somorfismo de espacios vectoriales

Hy(Fp(M) /3 F) = Hypou(C(M; S*"); )
> @ Hypon (U952 ) @Pa

q=0

(1)) Si F = Fy o m es par, entonces para 0 < q¢ < mk y n > 0 existe un

isomorfismo de espacios vectoriales

Hy(Fu(M)/E; F(=1)) = Hop@ni(C(M; S TF)

- Hq+(2n+1)k(
q=0

Qm—qu+2n+1; F)@Bq
Donde F(—1) es la representacion signo de IF.

En particular cuando F = Ty se define una filtracion por pesos del algebra

m
€ (Hosn) = QHL (" 15 Fy))#F,
q=0
y se demostrara que el subespacio generado por los elementos de peso exactamente k

bajo una desuspensién coincide con la homologia de los espacios de configuraciones

Teorema 0.3 (Bédigheimer-Cohen-Taylor, 1989) Si M es una variedad com-

pacta, entonces existe un isomorfismo de espacios vectoriales graduados
O : Ho(Fp(M)/Sk; Fy) & 0" @ (H,(M); n)

para toda n. Donde P(H.(M);n) son los cocientes sucesivos de la filtracion por

n

pesos, es decir, los elementos de peso exactamente k y o~ es la kn-desuspension.

13



Introduccién

Los métodos que se exponen no son suficientes para determinar el producto en coho-

mologia ni las operaciones de Steenrod.
Con el fin de cumplir nuestro objetivo dividiremos esta tesis en cuatro capitulos.

En el capitulo 1 recordaremos algunos resultados conocidos de teoria de homotopia,
tales como la construccién de May-Milgram C, X que emplea a los espacios de n-
cubitos; la relacién que existe entre éste y el espacio de configuraciones etiquetadas
C(R™; X) asi como también el Teorema de aproximacién de P. May y la descompo-
sicion estable de Snaith. En la parte final recordaremos los resultados referentes a la
homologia de los espacios de lazos iterados 2"Y" X y en vista de la importancia que
tiene en los teoremas anteriores, nos centraremos en el caso en que X = S™ y los

coeficientes son Fs.

Mientras que en el capitulo 2 introduciremos el espacio de configuraciones etiquetadas
C(M, My; X) como una generalizacién natural de la construccién de May-Milgram
Cy(X) y estudiaremos sus propiedades mas importantes. A saber, se presentard una
demostracién de la descomposicién estable de C(M, My; X) andloga a la descompo-

sicion estable de Snaith:

Q(C(M, My; X)) = Q <\/Dk(M7 Mo;X)) ;

k>0

donde los espacios Dy(M, My; X) son los cocientes sucesivos de la filtraciéon por lon-
gitud de configuraciones. Se exhibirdan también las casifibraciones bésicas que invo-
lucran a C'(M, My; X) y se probara que el espacio C' (M, My; X) puede interpretarse
como modelo combinatorio para un espacio de funciones. Finalmente se mostrara la
relacién que existe entre los espacios Dy (M, My; S™) y los haces vectoriales candnicos

definidos sobre el espacio de configuraciones desordenadas Fi(M)/Xy.

En el capitulo 3 demostraremos el Teorema 0.1 que describe a la homologia de
C' (M, My; X') mediante un producto tensorial que involucra a H.(M, M), la dimen-
sién de la variedad M y la homologia de los espacios de lazos iterados Q™ 25™+",
A partir de aqui, nos concentraremos en el caso en que I = IF5. Notemos que cada

factor H, (Qm™~95™*™) es un dlgebra con pesos asociados a sus generadores, lo que

14



Introduccién

induce una filtracién por pesos en H, (Q2™~95™*™). M4s atin, se probara que el subes-

pacio generado por los elementos de peso k es isomorfo a la homologia del espacio

Finalmete en el capitulo 4, a partir de la relacién que existe entre Dy (M; S™) y los ha-
ces vectoriales candnicos sobre los espacios Fi,(M) /Xy, se obtendrd H,(Fj,(M)/Xy; F2)
mediante el isomorfismo de Thom, 0.3. En este capitulo también probaremos el Teo-
rema 0,2, lo que completa el caso general de IF. Ademas se presentan algunos ejemplos
explicitos de H,(Fj(M)/3x; Fs) en el caso que M es una superficie cerrada orienta-
ble y no orientable; asi como también para M el complemento de un nudo en R?.
Como mencionamos antes, en un campo de caracteristica cero, el resultado principal
solamente se aplica cuando M es una variedad de dimensién impar, por lo que fina-
lizaremos recordardando un resultado mas, que describe a la cohomologia racional

de F},(M)/% cuando M es una superficie cerrada y orientable con un pinchazo [7].
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo recordaremos algunos resultados de teoria de homotopia, los cuales

seran de utilidad a lo largo de este trabajo.

1.1. Casifibraciones
Una fibracion p : B — E es un mapeo que tiene la propiedad de levantamiento de
homotopias y en particular cumple que el homomorfismo

pe: Tu(E,p 1 (b)) — T, (B, ) (1.1)

es un isomorfismo para toda b € B y toda n > 1. Se tiene entonces la siguiente

sucesion exacta:
o T(F) 5 1 (B) 25 10(B) - 1 (F) —> ...

donde F := p~!(b) es la fibra sobre b y el morfismo de conexién 9 se obtiene de

componer p~! con el morfismo usual.

En virtud de lo descrito anteriormente A. Dold y R. Thom [23] introdujeron la

siguiente definicion.

17



1.1. Casifibraciones

Definicién 1.1 Un mapeo p : E — B se llama casifibracion si para todo punto

b € B y para toda x € p~1(b) el morfismo inducido
ps: T(E,p~ (D) = (B, D)

(los grupos estan basados en x y b respectivamente) es un isomorfismo para toda

n > 0.

Como un resultado inmediato tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2 Sea p : E — B una casifibracion y sean b € B, e € p~1(b) = F.

Entonces se tiene una sucesion exacta larga

...—)Wn(F)i—*>7Tn(E)ﬁ>7Tn(B)i>7Tn_1(F)—>... |

La sucesion anterior es llamada sucesion exacta larga de grupos de homotopia de la

casifibracion p : E — B.

Finalmente enunciamos un criterio que nos sirve para determinar cuando tenemos

una casifibracion. Tal criterio nos sera de utilidad en el siguiente capitulo.

Consideremos un mapeo p : F — B, con B un espacio de Hausdorff, y supongamos
que B esta filtrado por los subespacios By C By € By, C ... C B y ademaés sobre
cada diferencia B;,; — B;, p es un haz trivial, es decir, se tiene el siguiente triangulo

conmutativo:

IR

Eiy1 — E; (Bis1 — Bi) x F

Biy1 — B;

donde E; = p~'(B;), y en particular, py := p |g,: Fy — By también es trivial.

Asf para cualquier x € B, la fibra p~! (z) = F.

Supongamos que ademas para cada 7 existe una vecindad abierta U; de B; en B;11 y

un retracto por deformacion r; : U; — B; que se levanta a un retracto por deformacion

18



Capitulo 1. Preliminares

7 : p~ L (U;) = Ej, es decir, de modo que conmuta el siguiente diagrama:

™

p N (U;)) ——— E;

pp1Ull lpi
U.

i ———— B

T
Asi restringiendo las aplicaciones 7; a cada fibra, obtenemos aplicaciones 7¢ : p~! (z) —

p~ (ri (x)).

Bajo las hipdtesis anteriores, se tiene el siguiente resultado y su demostracion puede

consultarse en [1, Teorema A.1.19].

Teorema 1.3 Si 77 : p~' (z) — p~ ' (r; (z)) es una equivalencia homotdpica para

cada t y cada x € U;, entonces p: E — B es una casifibracion. ]

1.2. La construcciéon QX

Para esta seccion supondremos que los espacios topoldgicos son compactamente gene-
rados. La demostraciones de los resultados de esta seccién pueden verse por ejemplo

en [39, Seccién 1.5].

Recordemos que si X y Y son dos espacios topoldgicos basados, entonces los espacios
de mapeos Map,(X,QY)y Map,(XX,Y’) son homeomorfos por el mapeo de adjun-
ci6én entre los funtores Q2 y ¥. Tal mapeo ¢ : Map.(X,QY) — Map.(XX,Y) esta de-
finido por ¢(f)(xzAs) := f(x)(s), cuya inversa esta dada por ¢~1(f)(z)(s) := f(zAs).

Dado un espacio basado X, para cada n definimos la inclusion:
op: QVENX — QHIYLX

dada por la composicion

on = Q"¢ (idsnirx) .

19



1.2. La construccién QX

Geometricamente, si identificamos a Q"%"X como el espacio Map,(S™, X" X), en-

tonces:
on (f) :=3(f) = f Nidg1 : S* A ST = 5" 5 X A ST =2X

es decir, al tomar un punto x A s € S" A S'; o, (f) (z A s) = f(z) A s. En particular
0o : X — QXX esta definida por oo(x)(s) := x A s. Asi tenemos una sucesién de

inclusiones

X S ONX 3 Q292X 3 o QPN X ey QRIS g L

Definicién 1.4 Sea X un espacio topologico basado. Definimos

QX = Q% (X*°X) = colimQ"E" X.

Definicién 1.5 Una familia P de espacios basados {P,} junto con mapeos oy, :
Y.P, — P,y (donde los mapeos adjuntos o, : P, — QP,1 no son necesariamente
una equivalencia homotdpica débil) es llamado un pre-espectro, si los mapeos adjuntos
0, son homeomorfismos, entonces decimos que P es un espectro e identificamos a

esta familia con el colimite (P = colim P,,).

Observacion 1.6 @) es un funtor en la categoria de espacios basados, el cual se
obtiene al aplicar el funtor X°° para obtener un espectro, sequido del funtor Q*° para
aterrizar de regreso en los espacios.

A continuaciéon mencionaremos las principales propiedades de la construccion Q).

Teorema 1.7 Cada homotopia de espacios basados X — Y induce una homotopia
de mapeos basados QX — QY , por lo que el funtor Q) es un funtor homotdpico.

Ademas () manda cunas finitas en productos finitos i.e.
Q (\/ xy-) ~ [ ex:
i=1 i=1

20



Capitulo 1. Preliminares

El teorema anterior se puede generalizar a cunas infinitas y productos infinitos, usan-
do una aproximacion C'W para el producto infinito a través de todos los productos
de celdas finitas y usando el Teorema de Hilton-Milnor [28] y [36] para la segunda

equivalencia homotépica. Con esto tenemos
i=1 i=1

Teorema 1.8 FEziste una transformacion natural
X =X

dada por el mapeo identidad de X en el nivel 0 del sistema de colimite para QX. Es
decir, para un mapeo de espacios basados f: X — Y se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

x 1 .y

L

Al mapeo anterior, lo llamaremos mapeo de estabilizacion. Notemos que al pasar a

grupos de homotopia se obtienen homomorfismos que van a los grupos de homotopia
estables de X,
7 (X) = 7 (QX) = 73 (X).

Finalmente el siguiente teorema nos dice que el espacio QX es un espacio de lazos
infinito.
Teorema 1.9 Sea X un espacio con punto base no degenerado, entonces
QX = QQ (XX)
por lo que QX es un espacio de lazos infinitos. |

21



1.3. La construccién de May-Milgram

1.3. La construccion de May-Milgram

Iniciamos por recordar la definicién del espacio de n-cubitos. Denotamos por I al

intervalo [0,1] C R.

Definicién 1.10 Un n-cubito c, es un encaje afin ¢ : I" — I™ que preserva la
orientacion y es de la forma c = fi X ... X f,, donde cada f; : I — I es un mapeo

de la forma f; (t) = (b; — a;)t +a; con 0 < a; < b; < 1.

Denotemos por 6, (k) el espacio de k cubitos de dimension n, el cual consta de
k-tuplas ordenadas de n-cubitos tales que los interiores de las imagenes son mutua-

mente disjuntos.

Cada c¢; es un n — cubito.

an k) = 1y
(k) () int(c;) Vint(c;) =0 si i 7 j

Figura 1.1: k-tupla de cubitos de dimensién 2 que pertenece a 65 (k)

G

G, G,

22



Capitulo 1. Preliminares

Definicién 1.11 Sea X un espacio basado con punto base no degenerado. Definimos

el espacio:

O X = (Hfgn(k) X X'f) |~

k>0
donde =~ es la relacion de equivalencia generada por:
[{e1. . er);ar, o xk] = [{c1y ooy Chot) 521y ooy Tt
st y solo si x, = * es el punto base

Observacién 1.12 El espacio C, X esta filtrado por los espacios F;(C,X) que son

la imagen de los mapeos

J 00
[[6.(k) x X* < [[%u(k) x X* - C. X
k=0

k=0

dados por la composicion del mapeo de inclusion y del mapeo de identificacion.

Las propiedades mas importantes del espacio C,, X que usaremos en el resto de este
trabajo son detalladas a continuacion. El lector es referido a [30] para las demostra-

ciones.

Denotamos por 7, a la categoria de los espacios basados que son compactamente

generados, débilmente Hausdorff y con puntos bases no degenerados.

Proposicién 1.13 La construccion C,(—) es un funtor homotépico que preserva

colimites. [ |

Recordemos que el espacio Q"3"X = map,(S™, X" X) y que S™ puede verse como el

espacio I"/0I". El siguiente teorema es uno de los resultados principales de [30].

Teorema 1.14 (Teorema de aproximacién de J.P. May) Paran >0, si X es

arco-conexo, entonces existe una equivalencia homotopica funtorial
a, : Cp(X) = Q'YX

23



1.3. La construccién de May-Milgram

dada por:
[ (W) Az si u € Im(c;)
@n[clv ce Cy Ty - >xk] ([U]) =
* si w ¢ Im(c;) para todo i < k
donde [u] denota una clase en 1™ /OI™ = S™. |

La demostracién del teorema anterior requiere del uso del espacio E,(X), cuya cons-

truccion y propiedades elementales damos a continuacién.

Definicién 1.15 Sea (X, A) una pareja cerrada en T.. Definimos el subespacio

En(k; X, A) de 6,(k) x X* por:

siz; & A, entonces c; se puede
(<Cla"'7ck>;$17"'7xk)Egn(k;X7A) ’ ¢ ’ !

“extender”
donde “extender” significa lo siguiente:

para {c1,...,cx) € Gu(k) y dado 1 < j <k, decimos que c; = ¢y x ¢ : I x I""h = I"

se puede extender si

(C;' (-1),1) x C;', (I" ) Ne(I") =0 para todo s # j.

Asi definimos el espacio

E, (X, A) = (]_[ E(k; X, A) /zk> / ~

k>0

donde =~ es la restriccion de la relacion definida para el espacio Cp(X).

Teorema 1.16 Sea (X, A) una NDR-pareja en T.. Si X es contrdctil, entonces

E.(X,A) es aesferico. Mas ain, E,(X,A) es contractil si se cumple lo siguiente:

1. X es contractil.
2. X es compacto, X es el cono de A o sin = 1.
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Figura 1.2: Configuracién que no se extiende (a) y que si se extiende (b) en c¢;

c C No interseca

Teorema 1.17 Sea (X, A) una NDR-pareja en T, y supongamos que A es arco-
conezxo. Sim: X — X/A esla proyeccion candnica, entonces el mapeo m, : E, (X, A) —

Ch_1(X/A) es una casifibracion con fibra C,A. |

La construccién del mapeo anterior es la siguiente manera:

Dado cualquier elemento en el espacio £, (X, A) podemos representarlo de la siguien-
te forma:
(e, oepdyy o dy) 52y, oo Tg, G,y e

donde

;€ X —A, a; € A ylos ¢ se pueden extender, para todo 1 <i<k; 1 <j5 <L

Puesto que los ¢; se pueden extender tienen la forma ¢; = ¢, X ¢;” y son tales que:
(cf,....c) € 6 (k)

y también se tiene que 7 (a;) = *, asi la funcién m, es la siguiente:

o l(cty sy dy, o d)) sy, ar, ) =[G T () T ()]
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Definicién 1.18 Definimos el espacio E,X como el espacio contraible E,(CX, X)
donde C'X denota el cono de X.

Teorema 1.19 Para X € T, y n > 1, existen mapeos w, : E,X — C,_1XX vy

ap : B, X — PO 1Y X tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

C,Xe—r-— s B, X —™ 5 0, 1%X

aynX —— POy ——— Qrriynx

donde la la fila de abajo es la fibracion de trayectorias y lazos de Q" '¥"X y la fila

de arriba es una casifibracion por el teorema anterior. |

El teorema anterior nos sirve para demostrar el Teroema 1.14.

Recordemos que el espacio de configuraciones ordenadas de una variedad M es el

conjunto de k-tuplas de puntos distintos en M, es decir,
Fu(M) = {(z1,...,21) € M" | 2; # z; para i # j} € M",

dotado de la topologia de subespacio. El grupo simétrico ¥, actia naturalmente por
permutacién de coordenadas y el espacio de configuraciones desordenadas Fy (M) /%y
es el espacio de érbitas. Los espacios de n-cubitos estan estrechamente relacionados

con los espacios de configuraciones de R como nos muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.20 Para 1 < n < oo y k > 1, el espacio €,(k) es homotépicamente

equivalente al espacio Fi,(R™) bajo una homotopia que es Y-equivariante. |

De manera natural podemos entonces definir el “espacio de configuraciones de puntos
distintos en M y etiquetas en Xc¢omo una generalizacion del espacio C, X, de la

siguiente manera.

Definicién 1.21 Dada una variedad M y X un espacio con punto base xqg, definimos

el espacio de configuraciones de puntos distintos de M con etiquetas en X como el
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espacio
C(M;X) = (H Fr(M) x X’“) |~
Xk
k>1
donde la relacion = es generada por (21, ..., 2k; 1y« o Tk) = (21, ooy 251, 1y -« - Tp—1)
St T = Xg.

El estudio intensivo de tales espacios lo posponemos hasta el capitulo 2, solo recor-

daremos los siguientes resultados que se obtienen del Teorema 1.20.

Corolario 1.22 Para X € T, yn > 1, el espacio C(R"; X) es homotépicamente
equivalente al espacio C,(X) por lo que también es homotépicamente equivalente a

QryrXx. |

o0
Recordemos que el espacio R™® = |J R" es el espacio del colimite R — R? — ...
i=0
bajo las inclusiones estandar. Como Fj (M) es funtorial con respecto a encajes de
variedades, podemos definir

Fr(R*) := colim Fi(R").

n—oo

Proposicién 1.23 Sea X € T,, entonces el espacio C(R*; X) es homotopicamente

equivalente a QX = Q°Y>*X. [ |

1.4. La descomposicién de Snaith

Sabemos que por el Teorema de aproximacién de P. May, si X es compactamente

generado y debilmente Hausdorff el espacio C,,(X) es del mismo tipo de homotopia

que Q"™ X (visto en la seccién anterior). Con este resultado en mente, V. Snaith [41]

obtuvo una descomposicién estable del espacio Q"¥"X en cierta cuna \/ Dy(X,n)
k>0

formada por los cocientes sucesivos de la filtracion dada en la Observacion 1.12.

Recordemos que tal filtracién esta formada por los subespacios F;(C,,X), que son la
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imagen del mapeo dados por la composicion del mapeo de inclusion y del mapeo de
identificacién '
J 00
[16.(k) x X* < [[6u(k) x X* — C. X | .
k=0

k=0

Denotamos por

D(X,n) = \/ Du(X,n).

k>0
El resultado principal de [41] es el siguiente.

Teorema 1.24 (Teorema de descomposicién de Snaith) FEl espacio Q"3"X es

del mismo tipo de homotopia estable que el espacio D(X,n) = \/ Dp(X,n), es decir,
k>0

QY X) =~ Q (\/m(x, n))

k>0

Existen varias demostraciones elegantes del resultado anterior, nosotros incluiremos
una de éstas en el siguiente capitulo, sobre un resultado un poco mas general [17], a
saber, como se hizo notar al final de la seccién anterior, los espacios de configuraciones
etiquetadas C'(M; X) son una generalizacién del espacio C, (X)), asi que naturalmente
se demostrara que

QC(M; X)) ~Q (\/ Dk<M;X>> ,

k>0

donde los Dy (M; X) son los cocientes sucesivos de la filtracién por longitud de con-

figuraciones.

1.5. La homologia de Q">"X

En esta seccion recordaremos la homologia de los espacios de lazos iterados Q"¥" X

con coeficientes en un campo I de caracteristica cero o el campo F,, de los enteros
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moédulo p. Abordaremos el caso en que X = S y F = IFy, que sera el caso importante
para este trabajo, asi como también recordaremos un resultado sobre la homologia

modulo 2 de QX.

Notemos que para cada n existe un mapeo 1,41 : X — QY"1 X dado por el

adjunto de la funcién id : X" X — Y"1 X, Ahora como la composicién
s+l x 2 Sttt x) Sy sty
es la identidad de ¥"*'X donde e es el mapeo de evaluacién, entonces
Ne : Ho X — H,(Q"Y"X)

es un monomorfismo, por lo que es razonable pensar que H,(Q""'X"T1X) deberfa
de ser un funtor libre de H,X. En [18] F. Cohen describe a dicha homologia con

coeficientes en I, a través de cierto funtor libre GW,,.

En lo que sigue recordaremos las descripciones de la homologia del espacio Q" 1Y+ X

[15] en términos de la homologia reducida de X.

Empecemos con Q¥X. Supongamos que R es un anillo y que H.(X; R) es libre de

torsién. Entonces se tiene el siguiente resultado [11].
Teorema 1.25 (Bott-Samelson) FEziste un isomorfismo de dlgebras
T[H.(X;R)] — H.(QLX:R).

Donde T[H,(X; R)] denota el dlgebra tensorial generada por H,(X; R). |

Para n > 2 frecuentemente en la homologia de 2" hay torsién, asi que regular-

mente se describe esta homologia con coeficientes en un campo F.

Campo de caracteristica cero. El caso simple para describir la homologia es
cuando I es un campo de caracteristica cero, para esta descripcién recordamos lo

siguiente.
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1.5. La homologia de Q"¥" X

El algebra tensorial T[V] es un algebra de Lie graduada con producto de Lie
[a,b] =a®b— (=1 @ q,

donde V = H,(X; R). Denotaremos como L[V] a la sub-dlgebra de Lie libre de T[V]

generada por V.

Dado un médulo graduado M, se define 6" M como el moédulo graduado M donde
los nuevos grados se elevan en n, S[M] denota el algebra simétrica generada por el

moédulo My L[M] es como antes. Entonces tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.26 St I es un campo de caracteristica cero y n > 1, entonces existe un

1somorfismo de dlgebras

Slo"L[o"H.(X;F)]] — H Q"2 X ).

Campo de los enteros médulo p. Tomemos a F = IF,,. Dado un médulo gradua-
do V' denotaremos a T[V] y L[V] como antes. Escribiremos £,[ V'] para el espacio
vectorial en T'[V'] generado por todas las p-ésimas potencias de los elementos de
grado par en L[V] cuando p sea un primo impar, mientras que para p = 2 seran to-
das las p-ésimas potencias. Por ejemplo si X es una suspension, entonces el modulo
de los elementos primitivos en H,(Q2XX;F,) es precisamente L[V ]| & &,[V ], con
V = H.(X;F,).

Definimos

o "L|o"V|®o " o™V s =2
NI R T EL it b
o "LioT"V] @ o ", [0"V] B o, [0"V] st p > 2
Si n > 1, entonces A,[H.(X,F,)] puede ser usado para describir los grupos de
homologia de Q"Y1 X . Nosotros solamente recordaremos esta descripcién para
0?¥2X, para n en general como lo mencionamos antes, se describe en [18] a través

de cierto funtor libre GW,,.
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Si p = 2. Dada una base {\} para A;[V] con V' = H,(X; ), definimos los elementos

Q¢ inductivamente por

(a) Q1A= A,
(b) QI"'A=Qu(Q1N) ¥

(c) El grado de Q1(x) es 1+ 2|z|.

Entonces:

Teorema 1.27 Eziste un isomorfismo de dlgebras

S[QIN ] a >0, € {\}] +— H.(QX?X;F,).

Si p es un primo impar. Dada una base {\} para Ai[V] con V = H,(X;Fs),

definimos los elementos QA y SQ{\ para alguna eleccién de A como sigue:

(a) QA=A
(b) QTN = Q1(Q1N)
(c) BQIA es definido para toda Q{A con a >0y

(d) los grados de Q(x) y fQ1(z) estan dados por p—1+p|x|yp—2+p| x|

respectivamente.

Ahora definimos W;[V] como el espacio vectorial cuya base esta dada por:

(1) Ae {\}.
(2) Q4X para A € {\}, con A de grado impar y a > 0.
(3) BQYX donde Q4 es definido por (2) y b > 1.
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Entonces

Teorema 1.28 FEziste un isomorfismo de dlgebras

F, (Wi [H.(X;F,)]] — H.(Q*22X;F,).

1.5.1. Homologia médulo 2 de QFS"

Los siguientes teoremas estan basados en [2], [12], [24], [38], [19].

Existen operaciones de Dyer-Lashof en la homologia de 2" X, que son naturales con

respecto a mapeos de espacios de n-lazos
Qi : HanX — H2q+iQnX, 0<1<n— 1,

y son lineales para 0 < ¢ < n — 1. La suspension de Freudenthal EF . §n — QFgntk

induce un monomomorfismo en homologia, ya que la composicion
SFA ST — Sk AQRSTE gtk
es una equivalencia homotodpica.

Denotemos por z,, a la imagen de la clase fundamental bajo E¥ y por Q7S™ a la com-
ponente del punto base. Denotemos por Qr, ala clase de homologia Q;, Qs, . . . Qi; Ty,
si I = (t1,...,4;). La sucesién I es admisible si 0 < 43 < iy < --- < 4;; pondremos

((I) = j y diremos que A\(I) < ¢sii; <gq.
Teorema 1.29 FEziste un isomorfismo de dlgebras de Hopf
FoQran) — H QS Fy),  n>1,

donde I corre sobre todas las sucesiones admisibles con \(I) < k — 1 y la sucesion

vacia I = (), en cuyo caso Qrx, = x,. Todos los generadores Qx, son primitivos.

Si k=0, la clase fundamental satisface la relacién adicional z2 = 0. |
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Ejemplo 1.30

> Q8"t2 = QS@FTVHL . Primero asociamos la clase fundamental x,,, de grado
n + 1, lo siguiente es determinar las sucesiones admisibles I = (iq,1s,...,1,) con
AI) <1—1=0. Podemos ver que la inica sucesion admisible es la vacia (), por

lo tanto

H,(QS"?,Fy) = Fyla],
con grado | x |=n+ 1.

> Q28"t2. Procedemos como antes y asociamos la clase fundamental x, de grado
n, aqui las sucesiones admisibles con \(I) < 2 —1 =1 son de la forma I = ( )
01=(1,1,...1), por lo que los generadores son y; = le(xn) = Q1Q1 - Qz,, para
J >0, ast

H*(Q2Sn+2; IFQ) = IFQ[y(b Y, - - ']7
con grados | y; |= (29 — 1) + 2/n.

> Q38"T3. Hay una clase fundamental x,, de grado n y las sucesiones admisibles

con \N(I) <3—1=2 son

(1,1,...,1)
I=¢ (2,2,...,2)
(1,...,1,2,...,2)

junto con la vacia. Denotamos a zij := Q 1Q4x, = Q1+ Q1Q2 - Qaxy, con i, j >0,

entonces:

H (Q*S™%: Fy) = Folzy | 4,5 > 0],
con grados | zi; |= 2" (n+2) — 2" — 1.
Siguiendo como antes podemos ver que

H,(QS™3; Fy) = Fylu] con |ul=n+2.
H.(Q2S™3, Fy) & Folwo, wy,...] con |w;|=(2"—=1)+2(n+1)
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1.5.2. Homologia mdédulo 2 de QX

De acuerdo al comentario del inicio de esta seccién, tenemos que para cada n los
mapeos

M= X = Q"3"X
inducen monomorfismos en homologia, luego el mapeo del colimite induce un mono-

morfismo

. H X — H.QX,
por lo que de igual manera es razonable esperar que H,QX sea un funtor libre

apropiado de H,X.

P. May en [19] nos da una descripcién de esta homologia con coeficientes en F,, en
cierto funtor libre GW E, nosotros solamente recordaremos el caso de la homologia

modulo 2 de QX.
Teorema 1.31 St X es arco-conezo, existe un isomorfismo de dlgebras

para I admisible y donde x corre sobre una base para H, X . Si X es una suspension,

entonces los elementos de Qrx son primitivos. |

Observacion 1.32 En virtud de los resultados anteriores, la homologia de Q"¥"X

y de Q(X) con coeficientes en un campo de caracteristica cero o en ), se expresa en
términos de H, X, de tal forma que H,Q"Y"X y H,Q(X) son funtores de H, X, que

son naturales con respecto a mapeos de espacios.
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El espacio de configuraciones

etiquetadas

En este capitulo introducimos el espacio de configuraciones etiquetadas C' (M, My; X),
como una generalizacion natural de la construcciéon de May-Milgram C(R™; X) ~
Q"¥" X y estudiamos sus propiedades mas importantes. A saber, se describe la fil-
tracién candnica por longitud de configuraciones y se presenta una demostracion de
la descomposicién estable de C'(M, My; X) andloga a la descomposicién estable de

Snaith:

Q(C(M, My; X)) = Q (\/Dk(Ma Mo;X)) )

k>0

donde los espacios Dy (M, My; X) son los cocientes sucesivos de la filtraciéon. Se ex-
hiben también las casifibraciones bésicas que involucran a C(M, My; X) y se prueba
que el espacio C'(M, My; X) puede interpretarse como modelo combinatorio para un
espacio de funciones. Finalmente se muestra la relacion que existe entre los espacios
Dy(M, My; X) y los haces vectoriales canénicos definidos sobre el espacio de con-
figuraciones desordenadas Fy(M)/Y. Dicha relacién sera esencial en los capitulos

siguientes, para describir la homologia de los espacios de configuraciones.
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2.1. El espacio de configuraciones C(M, My; X)

Definicién 2.1 Definimos el espacio de configuraciones de puntos distintos en M,

modulo My y etiquetas en X como:
C(M, My; X) = (HFk(M) X Xk> / ~
donde la relacion =~ esta dada por:

[Ma, ., ME Xy, T & [, Mg 1521, . D1 ST T = X9 0 my € M.

Observaciéon 2.2 Una definicion alterna para el espacio C(M, My; X) se puede dar

de la siguiente manera:

Consideremos el conjunto de parejas (S, f), donde S es un subconjunto finito de M

y f:S— X, bajo la siguiente relacion de equivalencia:

(S, f) = (S—A{z}, f ls—qz}) sif(z) =m0 0 z€ M.

Es claro que la construccion C(M,My; X) puede verse como el espacio topolégico

que consiste de las clases de equivalencia de parejas [S, f]

Por otro lado, es claro que la construccion C'(M, My; X) es funtorial con respecto a
encajes de variedades h : (M, My) — (N, Ny) y mapeos basados de CW-complejos
f (X, z0) = (Y, y0). Mas atin, se tiene:

Teorema 2.3 Sean X y Y CW-complejos del mismo tipo de homotopia y sean

(M, My) y (N, No) variedades del mismo tipo de isotopia relativa, entonces:

1. C(W,Wy; X) ~ C (W, Wy;Y) para cualquier variedad W y subvariedad W.
2. C' (M, My; Z) ~ C (N, No; Z) para cualquier espacio CW-complejo Z. |

Ejemplo 2.4 El mapeo de inclusion i : (M — OM, My — OM) — (M, M) induce
una equivalencia homotdpica C(M — OM, My — OM; X) — C (M, My; X).
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Teorema 2.5 Sea U C My un conjunto abierto de M, entonces

Demostracion

Definamos el siguiente mapeo
¢:C(M,My; X)) — C (M —U,My—U; X) dado por:
o([S, ) =[S (M =U), f [snar—v))-
El mapeo ¢ es la inversa del mapeo inducido por la inclusion
Cx(i):C(M—-U,My—U; X) = C (M, My; X),

teniéndose lo deseado. [ |

Finalmente notemos que C' (M, My; X) esta filtrado de manera natural por “longitud

de configuraciones”. Consideremos los siguientes subespacios cerrados de C' (M, My; X):
k
Fr,C(M, My; X) = Cr.(M, My; X) = (H F;(M) x Xj> / ~, para k > 1.
. Xk
7j=1

Pongamos FyC'(M, My; X) igual al punto base y observemos que

entonces es valido el siguiente resultado y su demostracién puede verse en [30, Teo-

rema 7.1.].

Teorema 2.6 Las inclusiones Fy,_1C(M, My; X) — EF,C(M, My; X) son cofibracio-
nes. Denotaremos a sus cofibras por Dy = Dy(M, My; X) a la que le llamamos la

construccion k-adica. [ |
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2.2. Descomposiciones estables y mapeos de Hopf

Recordemos que el espacio de configuraciones etiquetadas C'(R"; X) es del mismo
tipo de homotopia que Q2"X"X y que por otro lado, es establemente equivalente al
wedge Dy (X,n) (ver Seccion 1.4) donde los espacios Dy (X, n) pueden verse como
los cocientes sucesivos de la filtracién por longitud de configuraciones de C'(R™; X).
Este ultimo resultado se puede generalizar del modo siguiente y su demostracion esta

tomada de [17].

Teorema 2.7 (Descomposicién estable de Snaith.) FElespacio C(M, My; X) es

del mismo tipo de homotopia estable que el espacio

D(M, My; X) == \/ Di(M, My; X),

k>0
es decir,
Q(C(M, Mo; X)) ~ @ (\/Dk(M, Mo;X)> :
k>0
Demostracion

Emplearemos la siguiente notacién:

Dy = Dy(M, My; X) D= \/ Dp(M, M; X)

k<0

J
FiD :=\/De(M, My; X)  F;C = F;C(M, My; X)

k=0

Sabemos que cada espacio de configuraciones desordenadas Fj,(M)/X) es una km-

variedad; asi podemos elegir un encaje de la unién disjunta C'(M, S®) = [ Fn(M) /X
k>1

en R>, luego el espacio C(M,SY) cuyos elementos son los subconjuntos finitos de

M, es un subespacio de R*°.

Dado cualquier subconjunto finito S de M (i.e S € C(M, S°)), definimos el conjunto
P(S):={T|T c SyT+# 0}, notemos que por lo anterior, P(S) es un subconjunto
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finito de R*>°. Definamos el mapeo

H:C(M,My;X)— C(R>*;D)

dado por
H([S, f) = [P(5),9] € C(R*; D)

donde

g:P(S)— D esta definida por g(T)=[T, [ |r]

y [T, f |r] indica la clase de equivalencia en D. Claramente H es continua, més aun,
el mapeo H preserva la filtraciones del espacio C(M, My; X ), teniéndose el siguiente

diagrama conmutativo:

H|p

Fj_1C ———~— C(R™; F;_1D)

|

F,C ——~ C(R™; F;D)

donde el mapeo i es el inducido por la inclusiéon F;_;D < F;D. Sea p el mapeo
inducido por colapsar el espacio F;_;D a un punto en el espacio F;D. Como la
composicion pojo H |p,_, (Fj_1(C)) = {*}, entonces existe una funcién ¢ : Dy —

C (R*; Dy,) de tal forma que el siguiente diagrama es conmutativo

7y

H
Fj_lC _ s C (Roo’ ,Fj_lD)

7 %
H|p

F,C¢ ————— C(R™; F;D)

m p

Dy,

Por otra parte, la funcién ¢ es homotdpica a la inclusién estandar Dy, — C' (R*; Dy,),

mientras que por la Proposicién 1.23 podemos remplazar todos los espacios C' (R*; Z)
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por (QZ, obteniendo el siguiente diagrama conmutativo

FyiC ————— Q(F)_D)

FC ————— Q(FD)

Dy, Q(Dy,)

Aplicamos el funtor @) al lado izquierdo para obtener el siguiente diagrama conmu-

tativo

Q(Fj-10) ——— Q(F; 1 D)

Q(F;C) ———— Q(F;D)

Q(Dr) Q(Dr)

donde la funcién de abajo es una equivalencia homotépica. Por el Teorema 2.6, el
mapeo [;_;C — F;C — D, es una cofibracion, luego sabemos que el funtor @)
manda cofibraciones en casifibraciones, asi el lado izquierdo del diagrama es una
casifibracién. Puesto que FyC' = FyD = * y el mapeo de la parte inferior es una
equivalencia homotopica, entonces el mapeo Q(F1C') — Q(F;D) induce isomorfismos

en los n-ésimos grupos de homotopia para todo n € IN.

Ahora bien, de manera inductiva supongamos que

Q(F;1C) = Q(F;-1D)

es una equivalencia homotépica. Como el lado izquierdo del diagrama es una casi-

fibracion, al aplicar la sucesién exacta del par en grupos de homotopia nos da el
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siguiente diagrama conmutativo:

Tn1(Q(Dk)) - » M1 Q(Dy))

o

Tn(Q(Fj10)) ————— m(Q(Fj—1D))

™ (Q(F;C)) T(Q(F; D))

1%

T (Q(Dr))

Tn QD))

Wn—l(Q(Fj—lo)) — 71—n—l(Q(Fj—lD))

asi pues, por el lema del quinto Q(F;C) — Q(F;D) induce isomorfismos en los
n—ésimos grupos de homotopia para toda n € IN, entonces Q(F;C) — Q(F;D) es
una equivalencia homotoépica para todo j. Por lo tanto
C(M, My; X) ~=, \/ D(M, My; X).
k>0

Observacion 2.8 Para cualquier encaje f : (M, My) — (N, Ny), se tiene el siguien-

te diagrama conmutativo

O(M, My; X) —— C(R™; D(M, My; X)) —=— Q (V0 Di(M, M; X))

ol | |

C’(N, NOSX) g C(ROO§D(N> N0§X>) —= Q (\/kzo Dk(N> NO?X))

y ademdas si aplicamos en el lado izquierdo el funtor Q) se sigue preservando la con-
mutatividad, mas aun, si precomponemos en el lado izquierdo con los mapeos de
estabilizacion, por el Teorema 1.8 obtenemos el siguiente diagrama conmutativo sal-

vo homotopia.
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C<M7 M0§X) I Q(C(M7 MOaX)) ; Q (\/kzo Dk(Ma MO7X))

ol | |

C(N, No; X) ——— Q(C(N, No; X)) —=— Q (V40 Dr(N, No; X))

El resultado anterior junto con las propiedades del funtor () = 2°°3°° en particu-
lar el Teorema 1.7 implican que para todo X arco-conexo existe una equivalencia

homotépica

Q(C (M, Mo; X)) — [ @ (Di (M, My; X))

k=1

componiendo con el mapeo de estabilizacion C (M, My; X) — Q (C (M, My; X)) por
la izquierda y con la proyeccién en el primer factor @ (Dy (M, My; X)) = Q (M /My A X)

por la derecha, obtenemos el mapeo de Hopf

h = h(M, M) : C(M, My; X) = Q(M /My A X).

2.3. Casifibraciones asociadas con C(M, My; X)

Sea N C M una subvariedad de codimensién cero, es decir dimN = m, consideremos

la cofibracién

(M, My N) — (M, My) = (M, N U M)

donde @) es el mapeo de parejas de la identidad de M. Estas inducen los siguientes

mapeos

C(N,NN My X)— C(M,My; X) % C(M,N U My; X).
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Teorema 2.9 Sea N C M wuna subvariedad de M de dimension m, si la pareja

(M, N N M) o el espacio X es conexo, entonces
C(N,N N My; X) = C(M, My; X) % C(M, N U My; X)

es una casifibracion.

Demostracion
La base B = C(M,N U My; X) esta filtrada por los subespacios cerrados By :=
Fr,C(M, N U My; X); denotemos a la fibra por F' = C(N, N N My; X).

Notemos que si e € ¢7! (Bgy1 — By,) se puede representar de la forma
€= (21, s Zhs1, 2y 200, e Ty, 1] € ¢ (Brya — B)
donde z1,...2,01 € M — Ny z1,...2 € N. Definimos la funcién
te 1 ¢ (Bry1 — Bp) = (Bpy1 — Br) x F
dada por
tr(e) = ([z1, s Zka1; T1, o s Tha1) s (21, -5 2520, -+, 1))

la cual define un homeomorfismo y hace el siguiente diagrama conmutativo:

IR

¢~ (Bry1 — By) (Bit1 — B) X F

Biy1 — By,
es decir, t; es una fibracion trivial, con fibra F.

Sea U una vecindad tubular cerrada de la pareja (N, NN M) y sea r : M — M una
isotopia que deja invariante a My, N y M — U, ademas retrae exactamente a U en

N N My; entonces, para cada k definimos
U.={b=[z1,..., 2611, T1, - ., Tk+1| € Bry1 | z; € U para algun i}.
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Esta es una vecindad abierta en By, que contiene a By y la isotopia r induce las

retracciones
Tk - Uk — Bk y T q_l(Uk) — q_l(Bk)
tales que se cumple el siguiente diagrama conmutativo:

¢ (U) —— ¢ (By)

| K

Para cada b € U, con b = [z1,...,2},...;xq,... 20, ...] tal que z1,29,...,€ M —U
y 21, 2, ... € U — (N U M), consideramos la restriccién a las fibras
tt F
O F = 7' (0) ™ g7 (r(b) 2 F.

Veamos que ¢, es homotopica a la identidad.

Sea f=1[21,...,;2],...] € F. Tenemos que
) =z, 22D,
Tt (f) = [r(z0), o or (), (2], a2 2,

notemos que r(z;) € M —U C M — N asi pues

et () = (D), (2,2 ] = u(f).

Finalmente vemos que los z y 2 solamente dependen de b; por lo tanto si movemos

(2]

!) en N hasta N N My, o si movemos sus etiquetados z; en X hasta x se define

una homotopia de ¢, la cual termina con 7 |r. Puesto que 7 es homotopico a la

identidad, también lo es ¢;. Por el Teorema 1.3 se tiene lo deseado. |
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Capitulo 2. El espacio de configuraciones etiquetadas

2.4. C(M, My; X) como espacio de funciones

En esta seccién interpretaremos al espacio C(M, My; X)) como modelo combina-
torio para un espacio de funciones, generalizando el resultado clasico de P. May

C(R™X)~C,(X)~Q"S"X. A saber:

Supongamos que W es una m-variedad sin frontera que contiene a M. Por ejemplo,
W = M si M es una variedad cerrada o W = M U9M x [0,1) si M tiene frontera.
Denotemos por TW a la compactificacién unipuntual fibra a fibra del haz tangente

TW. Este haz se puede definir de la siguiente forma:

Sea D, W el disco unitario en el espacio tangente T,W y sea S, = D,W/0D,W;

entonces 1" es el haz asociado a TW con fibra S, = S™ sobre el punto = € W.
Finalmente, consideremos el producto smash fibra a fibra del haz TW con el haz
trivial X — (W x X)) — W, esto es:

TxW :==TW Aw (W x X).

Este nuevo haz tiene fibra ¥™X = S™ A X, con punto base oo A 2y (o punto al

infinito). El resultado principal de esta seccion es el siguiente:

Teorema 2.10 Si M /My o X es conexo, eziste una equivalencia homotdpica débil
v C(M, My; X) — T'(W — My, W — M; X)

donde T'(W — My, W — M; X)) denota el espacio de secciones del haz TxW definidas

en W — My y que mandan a W — M en el correspondiente punto al infinito.
Ejemplo 2.11 FEn el caso de un asa de indice q, esto es que
M =[0,1" y My=1[0,1]""7xa[0,1]7,
el teorema anterior implica que
C (M, My; X) =~ Qm 98" X,
El caso q = 0 es el teorema de aprozimacion de P. May.
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Observacion 2.12 De manera un poco mas general, en el Capitulo 3 probaremos
que en el caso en que X = S™, la homologia del espacio C(M, My; S™) esta dada por
H.C(M, My; X) = Q) H, (" 95m )
q=0
donde B, = dimyp H, (M, My; F) es el g-esimo numero de Betti de (M, M) y F es el
campo I, con p elementos o un campo de caracteristica cero. Para este resultado se
requiere que m + n sea impar, a menos que I = Iy, en cuyo caso el isomorfismo se

vale para todos m,n > 1.

Ejemplo 2.13 5i G es un grupo de Lie compacto y conezxo de dimension g, se tiene
que

C(G;X) ~ Map(G,¥9X).

Ejemplo 2.14 S5i M = M, es una superficie de Riemman cerrada y orientable de

género g, entonces

C(My; X) ~ Map.(M,,>*X)

donde M, = M, — {mg}.

Para demostrar el resultado principal de la seccion, necesitaremos el siguiente lema,

con el cual podremos definir un mapeo de
C(M,My; X) - T (W — My, W —M; X)
que es una equivalencia homotépica.

Lema 2.15 FEl espacio de configuraciones etiquetadas C(D™,0D™; X) es homotdpi-
camente equivalente a (D"/0D™) A X, es decir,

C(D™,0D™; X) ~ S X

Demostracion

Recordemos que el espacio esta filtrado por los subespacios

k
F.C(D™,0D™) = (H F;(D™) x Xj> / =, para k > 1.

j=1
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Capitulo 2. El espacio de configuraciones etiquetadas

FoC(D™,0D™) es el punto base y F1C(D™,0D™) = (D™/0D™) A X.

Basicamente se trata de construir un retracto por deformacién del espacio
c(D™,0D™ X)

en F1C (D™ 0D™). Simplemente daremos la idea de la construccién, que serd prin-
cipalmente dilatar el disco de manera continua, tal que todos los puntos excepto

alguno vayan a dar a la frontera.

Dada una configuracién & = (z1,..., 2 21,...,2) € C(D™; X) fijémonos en la

k-tupla (z1,...,2,) € F, (D™).

Consideremos las siguientes distancias:

ﬁ
dy (&) := distancia més cercana de {z1,...,2x} a 0;

ds (§) := segunda distancia més cercana de {z1,...,2;} a 0 6 1;

1—dy (5) si ‘Ddl(g)ﬂ{zl,...,ZkH =1
L=

L=di(§) si |Dayen{a....a}>1

La idea es dilatar radialmente el disco una distancia L, de forma que los puntos que
se encuentren en Dg,¢) se muevan a velocidad amortiguada y los que se encuentren

fuera lo hagan a velocidad constante.

En la figura se muestran algunos casos para la retraccion.
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Con ayuda del lema anterior, definimos un mapeo
v:C(M,My; X) =T (W — My, W — M; X)

de la siguiente forma. Para cada £ € C' (M, My; X) y z € W — M,, definimos v (£) (z)

como la imagen de £ bajo la composicion
C (M, My; X) — C (W, My U (W —int (D (2))); X) = C(D(2),0D (2); X)

~ C(D.W,0D,W; X) & (D.W/OD.W)Y A X — T (W) Aw (W x X).

El primer mapeo es el cociente natural, el segundo mapeo es una escision y el tercero
es el inducido por el mapeo exponencial del disco unitario D,W C T.W en una
vecindad de D(z) en W — Mj. El mapeo R es un retracto por deformacién de la
inclusion (D,W/OD,W)ANX — C (D,W,0D,W; X) del lema anterior, mientras que
ultimo mapeo es la inclusion de la fibra. En la figura se muestra un ejemplo de este

mapeo.
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Capitulo 2. El espacio de configuraciones etiquetadas

Cylexpy)

El siguiente teorema es una generalizacién del resultado de D. McDuff [34].

Teorema 2.16 Supongamos que (M, My) o X es conezo, entonces v es una equiva-

lencia homotopica.

Demostracion
La demostracién esencialmente esta contenida en [34, Teorema 1.4]. Lo esbozamos

en los siguientes pasos.

(1) Iniciamos por demostrar la suposicién en el caso que (M, M) sea un asa de
indice k,
(D™, DF x g™k 1)

La afirmacién es cierta para k = 0 pues por el lema anterior, podemos construir

mapeos de tal forma que el siguiente diagrama es conmutativo:
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C (D™ 0D™; X) —— T (R™ — dD™ R™ — D™; X)

Nl -

mX Map, (DT, ZmX)
Ahora consideremos para cada k = 1,2, ..., m el subespacio

nr ::{(yl,...,ym) cl™|y"=061paraalgini=k+1,...,moy" =1}

1
ponemos H* :=[0,1]"" x [O, 5] x [0,1]™7% C I'™. En la sucesién

(Hy, Hy NI — (I™, 1) — (I™, Hy U I

el lado izquierdo es un asa de indice k, el lado derecho es un asa de indice k — 1.
Aplicamos el funtor C'(—, —; X)) y por el Teorema 2.9 se tiene una casifibracién para
k=1,...,m—1si X esarbitrario y para k = m si X es conexo. Aplicamos I'(—, —; X)

a los complementos en W = R™, teniéndose el siguiente diagrama conmutativo:

C(Hp, HyN M X) —— T (R™ — (H, N I") ,R™ — Hy; X)

C(Im, I X) ! I'(R™ — ", R™ — '™ X))

C(I™ Hy Ul X) —— T (R™ - (H,UL"),R™ — I'"; X)

Donde la sucesién de la derecha es una fibracion. Notese que los espacios de en medio
son contraibles asi que por induccién concluimos la afirmaciéon para todas las asas

de indice £k = 0,1,...,m — 1 si X es arbitrario y para kK = m si X es conexo.

50
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(2) Para el caso (M, 0M) elegimos una descomposicion en asas de M. Si adjuntamos
una nueva asa nos da una casifibraciéon para C' y una fibraciéon para I' y v mapea

uno en el otro. Por induccién sobre el niimero de asas la afirmacion se cumple para

(M, OM).

(3) Para el caso (M, My) con My C OM elegimos una subvariedad complementaria
L COM,ie LUMy=0M y LN My= 0L = 0M,. Adjuntemos un collar cerrado a
M, obteniendo M = M U (OM x [0,1]), y consideremos la sucesién

con L = L x[0,1] y My = M, x [0,1]. La afirmacién es cierta para el par del
lado derecho por (1) puesto que (M,EUMO) = (M,(?M) ~ (M,0M). Como
antes, la afrimacion se sigue para (]\_4, ]\_40) ~ (M, M) si demostramos esto para

(LI M) = (L,0L) = (L.0L) x [0,1].

Para este caso usamos la sucesién

(L,0L) x [0,1] — (L, L) x ([0,2],{2}) — (L x [0,2],8 (L x [0,2])).

La afirmacién es cierta para el par del lado derecho por (1); también es cierta para
el par de en medio pues esto da espacios contraibles. Por lo tanto la afirmacién se

sigue para el lado izquierdo.

(4) Para el caso de una subavariedad My C M remplazamos My por una vecindad
tubular y removemos el interior de esta vecindad. Por la invarianza bajo isotopias y
la propiedad de escisiéon ambas manipulaciones dejan inalterado el tipo de homotopia

de C. Pero ahora estamos en el caso (2) completando la demostracion. |
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2.5. Haces vectoriales sobre espacios de configu-

raciones

En esta seccién relacionaremos a los espacios Dy (M, My; X') con los espacios de Thom

de los haces vectoriales candnicos sobre los espacios de configuraciones Fy (M) /Y.

Para todo k existe un haz vectorial

" =n" (M) RF — F,(M)/S), x5, RF = F.(M)/%.

De acuerdo a los resultados de [18], cuando M = R™ el haz anterior tiene orden finito
®n.k, €l cual se puede calcular a partir del siguiente nimero.
e = 9p(n—1) H pl=172]
3<p<k
donde p denota un primo impar y p(m) es el nimero de Adam’s de campos vec-
toriales, es decir, p(m) es el nimero de enteros positivos que son congruentes con

0,1,2 o 4 modulo 8. Teniendo el siguiente resultado principal

Teorema 2.17 Sin # 0 mod 4, entonces ¢, = any. Mds ain sin = 0 mod 4,

entonces n g | Gnk Y Ok | 200 k- .

La demostracién del teorema anterior puede verse en [18] o de manera un poco mas
detallada en [39]. Con estos hechos podemos acotar el orden del haz vectorial n* para
M una variedad. A lo largo de este trabajo denotaremos al orden del haz n* como

ng.

Veamos otros resultados importantes, que nos serd de utilidad en los siguientes

capitulos.
Sea nf la restriccién de n* a F(M | My)/3, donde
F.(M | My) ={(21,...,2) € Fx(M) | z; € My para al menos un i}.
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Capitulo 2. El espacio de configuraciones etiquetadas

Teorema 2.18 El espacio de Thom asociado a la n-ésima suma de Whitney nn* =
n* @ ... ®n* es homeomorfo al espacio Dy(M;S™), mds ain el espacio de Thom

relativo a la n-ésima suma de Whitney de la pareja (n*,nf) es homeomorfo al espacio

Dk<M7 M07 Sn)

Demostracion
Demostraremos el caso absoluto cuando My = () el caso relativo se sigue de la misma

forma.

Consideremos a S™ = R™ como la compactificaciéon de R™ por un punto, el punto

base de la esfera. Tenemos que

( E(M>><Ej(]Rn*)j)/% Fiu(M) x5, (R™)Ak

k—1 . o FkM sz *
(Hle(M)xEj(an*)J)/z (M) s, {4}

o,
=N

Dy(M;S™) =

Donde * es el punto base de S™ (el punto de compactificacién). Recordemos que
k
Nk o~ X
Fath(X )

, entonces

(R™) x (R™) x --- x (R™)
({*} x (Rn*)k_l) U (Rn* x {¥} x (Rn*)’“—Q) U...u ((IR”*)’H x {*})

(Rn*)/\k ~

Consideremos ahora (R™*)* la compactificacién por un punto de R™*, este punto lo
podemos pensar como el punto base de (R™)"*. De acuerdo a lo anterior podemos

ver que
F (M) x5, (R™F)*
Fk(M) XS {*}

donde * es el punto de compactificacién de R™*. Notemos que justamente el dltimo

I

Dy (M, S™)

espacio es homeomorfo al espacio de Thom de la n-ésima suma de Whitney del haz

n*. Por lo tanto tenemos lo deseado. |

En virtud de estos dos resultados se obtiene el siguiente:
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Corolario 2.19 Si My = 0, tenemos que
Dy (M; S™) =2 S5 (F (M) /) -
De forma mas general, existe una periodicidad
Dy(M; 8™y = $km D (M S™)  para  cualquier n > 1.
Demostracion
La primera afirmacion es consecuencia de los dos teoremas anteriores, en efecto, por

el Teorema 2.17 la suma de Whitney n,n* es un haz vectorial trivial de dimensién

ny - k sobre la base Fj,(M)/%y, luego el espacio de Thom de este haz es
SR (Fp(M)/58)
mientras que por el Teorema 2.18 el espacio de Thom del haz vectorial nyn* es:
Dy.(M; S™).
Para la segunda afirmacion tenemos que
Th(ngn® @ nn™) = SF™ Th(nn*) = $F™ Dy (M; S™)
pues n;n* es un haz vectorial trivial, luego por el teorema anterior

Dy(M; 8™ = Th((ny, + n)n™) = 5™ Dy (M; S™).

54



Capitulo 3

La homologia de C(M, My; S")

El propésito de de este capitulo es describir a la homologia de C' (M, My; X) en el
caso que X = S™ en términos de H,(M, My) y de la homologia de los espacios de
lazos iterados Q" 25™*"  (ver Teorema 3.1). A su vez, cada factor H, (295 ") es
un algebra con pesos asociados a sus generadores; extendiendo multiplicativamente
se induce una filtracién por pesos en é H, (Qm~98™*t). M4s atn, en la Seccién 3.2
se prueba que el subespacio generadcq)_gor los elementos de peso k es isomorfo a la
homologia del espacio Dy, (M, My; S™). En el caso My = 0, el isomorfismo de Thom
permite obtener a partir de aqui, la homologia de los espacios de configuraciones
Fi (M) /%) en términos de la homologia de M. Finalmente veremos que los resultados

pudieron haberse obtenido de otra forma en el caso particular que M = G es un grupo

de Lie compacto y conexo.

3.1. El teorema principal

El propédsito de esta seccion es demostrar el siguiente resultado que describe a
H.C (M, My; S™) en términos de los nimeros de Betti de H, (M, M) y de la ho-

mologia de los espacios de lazos iterados Q™ 95™*" Todas las variedades M son
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3.1. El teorema principal

suaves, compactas y tienen dimension fija m. Las variedades M, son compactas de
dimension arbitraria y posiblemente vacias. Sea I'' el campo I, de los enteros médulo
p o un campo de caracteristica cero. H,( ) denotard la homologia con coeficientes I

y B, = dim H, (M, My; F).

Teorema 3.1 Sea n > 1 y supongamos que m + n es impar, a menos que I = TFy.

Entonces

(a) Existe un isomorfismo de espacios vectoriales graduados

0 : H*C(M, Mo; Sn) = ® H*(Qm—qsm—i-n)@ﬁq

q=0
(b) El primer mapeo de Hopf induce un monomorfismo
hy : H.C(M, My; S™) — H.Q(M /My N S™).

Observacion 3.2 En el resto de la seccion supondremos que n > 2. El resultado
también es vdlido para n = 1, pero por razones técnicas posponemos este caso hasta
la seccion 3.3. Como se verd en la demostracion, el isomorfismo 6 depende de una
descomposicion en asas y es natural con respecto encajes (M, My) — (N, Ny) que

respeten las descomposiciones en asas.

Demostracion

Caso absoluto M, = 0.

Si M es una unién disjunta de M; [ [ My, entonces C(M; X) = C(My; X)x C(My; X).
Por tanto podemos restringirnos a variedades conexas. Procederemos por induccion

sobre una descomposicién en asas de M.

Iniciamos la demostracion suponiendo que M es un m-disco D™. De acuerdo al

Teorema 2.10 el espacio

C(D™;8") = Q5™
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por lo que la afirmacién (a) queda demostrada. La afirmacién (b) es demostrada en
[19, Pagina 226] o puede verse el Teorema 3.11; aqui necesitamos la hipétesis de que

m + n sea par si IF # Fs.

Supongamos que (a) y (b) se cumplen para M. Si M = M U D con D = [0,1]™ un
asa de indice ¢ en M, es decir D N M = [0,1]™~ 7 x 9]0, 1]2. Podemos suponer que

q > 1, pues M es conexa. Consideremos la cofibracion
(M, 0) — (M,0) — (M, M) ~ (57, %)
la cual induce la siguiente sucesion exacta en homologia
0— Hy (M) — Hy (M) — Hy (5% — Hy_1 (M) = Hy (M) =0

teniéndose los siguientes casos:

1. H (M) — H,(S%) es un epimorfismo, i.e. B,(M) = B,(M) + 1;

1. H,(M) — H,(5%) es cero, i.e. Bu_1(M) = By (M) — 1.

Caso I. Consideremos el siguiente diagrama

C(M;S™) e Q(M, A S™)
C(M; 57 e QUL A 5™)
Qm-agmen ~ C(81, M; 57y 2 (N /M A S7) = QST

donde h(—) son los mapeos de Hopf. El diagrama anterior es conmutativo por la

Observaciéon 2.8, mientras que por el Teorema 2.9 la columna de la izquierda es una

casifibracién y por el Ejemplo 2.11, C(M, M; S") ~ Qm-a5m+n,
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3.1. El teorema principal

Ahora bien, sabemos que la columna derecha es una fibracién y como estamos ana-
lizando el caso en que H,M — H,S% es un epimorfismo, por la Observacién 1.32 se
tiene que los mapeos H,Q(M, A S") — H,Q(S9*") también son epimorfismos, asf la
sucesiéon espectral de Serre se colapsa. Debido a la hipdtesis de induccién, tenemos
que la afirmacién (b) es valida para M, es decir, h(M), es un monomorfismo, por lo

que la sucesion espectral de Serre sobre el lado izquierdo también se colapsa.

Asi pues tenemos que

H,C(M;S") = H.C(M;S")  H,(Qma5m+n)
é H*(Qm—rSm+n>®/3r(M) ® H*(Qm—qu—i-n)
r=0

2

Con lo que se demuestra la afirmacién (a) para M ya que 3,(M) = B,(M) + 1.

Para a afirmacién (b), fijémonos en el E2-nivel de las sucesiones espectrales, entonces
h(M), corresponde a h(M), @ h(M, M),. Como h(M), y h(M, M), son monomor-

fismos, entonces se cumple la afirmacién (b) para M.

Caso II. Consideramos la sucesion de fibras generada por el anterior diagrama

Qm-atLgmin ~ OC(I, M; 57) LM QN /M A ™) ~ Qa1+

| l

C(M;S™) e Q(M, A S™)
(M, $") o QM A S")

Notemos que por el Teorema 1.9, el espacio
QST = QQ(R(ST") = QQ(M /M A S™),
tal y como aparece en el diagrama.
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Capitulo 3. La homologia de C' (M, My; S™)

Para este caso necesitamos que n > 2, pues con ello aseguramos la trivialidad
del sistema local de coeficientes en la sucesion espectral de Serre. Notemos que
H.Q(ST™ ") — H,Q(M, A S™) es un monomorfismo debido a que en este caso el
mapeo H,S9 ' — H,M es un monomorfismo, entonces la sucesién espectral de Serre
se colapsa en la columna de la derecha. Por otro lado el mapeo Qh(M, M) puede ser
remplazado por Q" 7' E donde E es el mapeo de estabilizacién S™ — Q(S™).
Por lo tanto tenemos que Qh(M, M), es un monomorfismo, luego la sucesién espec-

tral de Serre del lado izquierdo también se colapsa, por lo tanto
H,C(M;S™) = H,C(M;S™) ® H,(Qmattgmtny,

Comparando con la serie de Euler-Poncaré y recordando que 3, (M) = [,(M)

demostramos la afirmacién (a) para la variedad M.

Para ver que h(M), es un monomorfismo, obsevemos que:

1. Ambas son fibraciones principales.
2. H.C(M;S") = H,C(M;S")®F, R= H,(Qm-atigm+n)
R

3. H.Q(MAS") = HQM, AS™) ©F, R = H.Q(ST).

Se sigue de la naturalidad la afirmacién (b).
Caso relativo (M, M)

Para tratar este caso, podemos suponer que M, es parte de un collar abierto, es

decir, My = (OM N My) x [0, 1]. Para ver esto hagamos lo siguiente:

Remplacemos a M, por una vecindad tubular a la que llamaremos M (notemos que
My y M} tienen el mismo tipo de istopia). Lo siguiente es remover el interior de M
para obtener M/ = My —intM|y M" = M — int M. Por la propiedad de escision se

tiene que
C(M, M}; S™) =2 C(M —int My, Mg — int M; S™) = C(M", M{; S™).
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3.1. El teorema principal

Como M se encuentra en OM", entonces podemos adjuntar un collar abierto para
formar M"" = M"U(OM" x [0, 1]), y el conjunto My" = M{ x [0, 1], donde las parejas
(M", M) y (M", M}") tienen el mismo tipo de isotopia. El tltimo par obtenido

(M"™, M{") tiene la forma deseada y cumple que:
C(M, M,; S™) = C(M", My'; S™),
por los resultados de la seccién 2.1.

Para este caso también usaremos induccién sobre una descomposicién en asas de

My N OM. Para iniciar la induccién, usamos el caso absoluto cuando My = ().

Supongamos que las afirmaciones (a) y (b) son ciertas para la pareja (M, My). Sea
My la unién de My U D con D 22 [0, 1]™ de tal forma que [0,1]™ = (DNOM) x [0, 1]
con DNOM =2 [0,1]™ ! una asa de dimensién m — 1 y de indice ¢ en MyNOM (para
0<g<m-—1),es decir,

DNOMN M, 210,117 x 9[0,1]? x {0}.
Consideremos la cofibracion
(S, %) ~ (D, D N My) — (M, My) — (M, M),
entonces se tiene la siguiente sucesion exacta en homologia de parejas
0 — Hy1 (M, My) — Hyy (M, My) — F — H, (M, My) — H,(M, My) — 0

y de nuevo, tenemos los siguientes casos:

1. H,(S%) — H,(M, M) es un monomorfismo, i.e. 3,(M, My) = B,(M, My) — 1;

IV. H,(5%) — H (M, M) es cero, i.e. By1(M, My) = By1(M, My) + 1.

Caso III. Consideramos el diagrama

60



Capitulo 3. La homologia de C' (M, My; S™)

Qm-axm-agetn ~ (D, DN My; S™ 22 (D /(D 0 M) A S =~ Q(S4+7)

l |

C(M, My; S™) ML) Q(M /My A S")
C(M, My; 5™) M) Q(M/ My A S™)

Tenemos que H,Q(S9"™) — H,Q(M /My A S™) es un monomorfismo, puesto que el
mapeo H,S9 — H,(M, M) es un monomorfismo. También se tiene que h(D, DN M,)
es un monomorfismo. Con estos argumentos, vemos que las afirmaciones (a) y (b)

para (M, My) son ahora similares al caso II, con lo que concluimos este caso.

Caso IV. Primero removamos D’ =]0, 1[""971x]0,1[?x[0,1[C D de M. Llamemos

a N := M — D' y consideremos el siguiente diagrama

C(N, N N My; 7y XN o N /(N A ) A S™)
O(M, My; S”) — M) o0/ Ny A S™)
h(M,MoUN)

C(M, My U N; S™) Q(M/(MyU N) A S™).
Notemos que la pareja (N, N N M) tiene el mismo tipo de isotopia que la pareja
(M, My), luego el mapeo h(N, N N M;) es un monomorfismo por la hipdtesis de

induccidn.

En este caso el mapeo H,Q(N/(N N My) A S™) — H,Q(M/My A S™) es un mono-
morfismo, por lo que la sucesién espectral de Serre colapsa en ambos lados. Como

(M, MyUN) es del mismo tipo de isotopfa que la asa ([0, 1]™, [0, 1]™~91 x 9([0, 1] x

61



3.2. La homologia de Dy (M, My; S™)

[0,1])) de indice g + 1, se tiene que C(M, My U N;S") ~ Qm=9-15m+" T uego las

afirmaciones (a) y (b) se siguen como en el caso 1. [

3.2. La homologia de Dy (M, My; S™)

El Teorema 3.1 nos da un isomorfismo 6 entre la homologia del espacio de configura-
ciones C'(M, My; S™) y el producto tensorial de las homologias de los espacios de lazos
iterados Q™M 15™*" cada término es un algebra con pesos asociados a sus generado-
res. Nuestro objetivo principal serda demostrar que el isomorfismo 6 preserva la filtra-
cién por pesos en la filtracion por longitud de configuraciones de H,.C(M, My; S™).

En vista de esto, se obtendra el siguiente resultado:

Teorema 3.3 Paran,k > 1 existe un isomorfismo de espacios vectoriales graduados

Qk : .@k(H*,n) — H*Dk(M, MO;SH).

Los espacios Dy(H,;n) son los cocientes sucesivos de la filtracion por pesos del dlgebra

tensorial @ (H.,(QQm—a85m+n))@ha,
q=0

A partir de aqui y con el isomorfismo de Thom nos permitira obtener la homologia
de los espacios de configuraciones Fj,(M)/¥) en términos de los nimeros de Betti de

H.M y el nimero k.

A lo largo de esta seccion la pareja (M, My) se mantendra fija. Escribiremos C'(n)
para el espacio C'(M, My; S™), y H, para H,(M, My). Las demostraciones seran dadas
para el campo de los enteros modulo 2; F = 5, los resultados para I en general se
demuestran de manera similar y los presentaremos resultados similares en el siguiente

capitulo.
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Capitulo 3. La homologia de C' (M, My; S™)

Definicién 3.4 Definimos el dlgebra graduada € (H,;n) como el producto tensorial

del Teorema 3.1;
%(H*Q n) = ®(H*(meqsm+n))®ﬁq7

q=0

dicha dlgebra solamente depende de m, n y By, ... [Om-

Notemos que los factores H,(2™~2S™"™) se obtuvieron a partir de una descompo-
sicién en asas de (M, M) y con ello obtenemos informacién del algebra € (H.;n).
Por otro lado la homologia de los espacios de lazos iterados 2"~ 95™"t™ es el dlgebra
Fo[Qrxy,] con I = (i1, 1a,...,14,) una sucesién admisible y Q; = Q;, Qs, - - - Q;,., donde
los @; son las operaciones de Dyer-Lashof (ver Seccién 1.5). Con esto en mente es
posible dar una descripcién algebraica de €' (H,;n) y definir una funcién de peso w

en cada generador como sigue.

Para cada clase o € H,(M, My) elegimos un generador u, y le asociamos un grado

y un peso definido de la siguiente forma:

| uq |:=| @ | +n.
w(ug) == 1.
luego para cada u, y sucesién de indices I = (i1, 19, .. .,4,), asociamos un generador

adicional Qru, si la sucesién I es admisible, que en este caso significard que
0<ip<ix<...<i,<m-—|al.
Recordemos que Q; = @i, Qi,..Qi,, por lo que tenemos
|Qrua| =iy + 2ip +diz + ...+ 2771, + 2" (|a| +n).
Definimos el peso de estos nuevos generadores como
w (Qruy) = ol — or

Notemos que no existen generadores adicionales de la forma Q;(u,) cuando o € H,,

oa € H,_1.
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3.2. La homologia de Dy (M, My; S™)

Entonces €(H,;n) es el F-algebra asociativa y conmutativa generada por u, y Qi

modulo las relaciones

1. Uuaqp = uq + ug.

2. Qruayp = Qrua + Qrug.

3. u2 =0 si |af =m.

El grado y peso lo extendemos linealmente a todos los monomios en € (H,,n) po-

niendo

o1 - va] = |vr| + Jua

w(vy - vg) = w(vy) + w(vy).

Ejemplo 3.5 §i H, =I5 esta concentrado en el grado x = q, entonces asociamos el
generador xyiy, de grado g+n (Notemos que por la relacion (1) es el inico generador
de la forma u,). Los generadores adicionales Q(xqin), son aquellos cuya sucesion

de indices I = (1,19, ...,1,) satisface:
0<iy<ix<...<i,<m-—|a|=m-—q.

que son justamente las sucesiones admisibles para la homologia de Q™ 1S™+" de

acuerdo a la Seccion 1.5, asi pues por el Teorema 1.29
C(Hiin) = FoQr(wqen)] = H(Q"1S™).

Por ejemplo, si (M, M,) es una asa de indice q, entonces por el Ejemplo 2.11,
C (M, My; S™) ~ Qm=15™*" " Notemos que en este caso los generadores Qruy y sus
pesos fueron definidos usando primero los espacios de configuraciones etiquetadas y

su longitud de las filtraciones de acuerdo al Teorema 3.1.
Definicién 3.6 Para el dlgebra € (H,;n) denotaremos a
¢r(H.;n) = F,%(H,;n)
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Capitulo 3. La homologia de C' (M, My; S™)

como el submddulo generado por todos los monomios de peso a lo mas k. Con esto
obtenemos una filtracion por pesos de € (H.;n). Ademds, denotaremos por Py(Hy;n)

al espacio vectorial graduado de los cocientes sucesivos de esta filtracion, es decir:

Dr(He;n) == Cp(Hy;n)/Co1(Hisn).

Notemos que una descomposicién en asas de (M, My) proporciona una base del es-
pacio vectorial H, = H,(M, My) y de acuerdo a esta descripcién, nos proporciona
una base del édlgebra € (H,;n), ademas de acuerdo al Teorema 3.1 tenemos un iso-

morfismo de espacios vectoriales graduados

0:%(Hyn) — HC(n).

Con el fin de demostrar el Teorema 3.3 necesitaremos ver que de hecho, cualquier iso-
morfismo graduado debe de preservar las respectivas filtraciones 6y (H,;n) y H.Ci(n)
aunque un rango se incremente en n. Esto junto con las descomposiciones estables
de la Seccion 2.2 y la relacién que existe entre los haces vectoriales candnicos de
Fi /%y con los espacios Dy(M;S™), en particular la periodicidad del Corolario 2.19

terminaran la demostracién. Para esto primero demostremos los siguientes lemas.

Lema 3.7 Sea r un entero tal que n > rm > 2. Entonces las siguientes condiciones

se cumplen para toda k <1 :

(a) 0 mapea 6, (H;n) a H.Cy(n);
(b) 6.(H;n) y H.Cr(n) se anulan en grados > n(k + 1);
(¢) La resticcion O : €x(H.;n) — H.Cr(n) es un isomorfismo.
Demostracion
Notemos que la dimension de Q¥(v) = Q; ... Q;(v) (k veces) es
| Qi(v) |= (2 = 1)i+2" | v].
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3.2. La homologia de Dy (M, My; S™)

Determinemos los elementos de grado maximal en %o (H,;n) para ello tomemos un

elemento z € G5 (H,;n) y observemos lo siguiente:

(1) Si z = Qr(uq), entonces |z| = iy + 2ig + ... 2””‘_1i||IH + 21y, | v como puede
verse la forma en que este grado sea maximal es que i; = i3 = --- = |7 = [ sea el
mas grande que se pueda elegir lo cual sucede cuando [ = m — |a| — 1; ademés como

|ua| =m + i donde a € H;(M, My), entonces i tiene que ser maximal, es decir,
i:=max{j <m—1]|p; #0}.

Ahora como w(z) = 2F se tiene que z = Q% . | (u,;) es de grado maximal.

(2)Siz= IL[ Qr,;(v;) (por comodidad se permite que [; sea la sucesion vacfa, en tal
caso soélo no_s1 dice que Qp,(v;) = v;), entonces por la linealidad del grado tenemos
que cada factor tiene que ser maximal, por lo que si I; # () se debe tener que
Ii=(m—i—1,m—i—1,...,m—i—1) r;-veces donde r; = ||1;|| y cada v; = w1y,
Asi pues

= 2 1) = (2 = )om =i = 1)+ 290+ )

=1

(iQﬁ) (m4+n—1)—1I(m—1i—1)
2k

<

Para que lo anterior sea maximal se debe de tener que | = 1, luego z se ve como (1).

De lo anterior vemos que los elementos en @5 (H,;n) de grado maximal, son aquellos

generados por elementos de la forma

i(tnys) para ii=miax{j<m—1] 8 #0}.
En general, si £ = ) 2" es la expansién 2-adica de k, procediendo como antes,
rEK

vemos que los elementos de grado maximal en %} (H,;n) son los generados por los

elementos de la forma

v = HQm i—1 un-‘rl

rkeK
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Capitulo 3. La homologia de C' (M, My; S™)

para ¢ nuevamente maximal. Por lo tanto

lv] = Y (2°=1)(m—i—1)42%(n+1))

rkeK

= Y. (2"(m4+n—-1)+i+1—m)

= k(m+n—1)4card(K)(i+1—m) < k(n+1)
dando una cota para el grado maximal. Estamos suponiendo que k£ < r y de acuerdo

a la hipdtesis rm < n esto junto con que ¢ < m nos da
| v < n(k+1).
Recordemos que por el Teorema de la descomposiciéon estable de Snaith (Seccién 2.2)

H,C(n) = @QH.D;(M, My; S")

Jj=1

y ademads sabemos que D;(M, My; S™) es (jn — 1)-conexo debido al Teorema 2.18 y
de [37, Lema 18.1]. Por lo tanto 6(v) debe de estar en H,C;(n) para algin j < k+1,

pues de no ser asi f(v) seria cero. Asi hemos demostrado la afirmacién (a).

Para demostrar (b) de acuerdo con el Teorema 2.18, D;(M, My; S™) es el espacio de
Thom de un haz vectorial de dimensién nj sobre el espacio base Fj,(M)/¥y que es

una variedad de dimensién mj, luego se tiene que
H.D;(M, My;S") =0 para *> (m+n)j.

Esto implica que

H,Cy(n) = @DH.D;(M, My;S") =0 para * > (m +n)k.

>k

Adicionalmete el dlgebra %) (n) se anula en dimensiones * > (m + n)k por construc-
cién. De acuerdo a las hipétesis tenemos que n > mk, entonces n(k+1) > (m+n)k,

asi hemos demostrado ambas afirmaciones de (b).
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3.2. La homologia de Dy (M, My; S™)

Consideremos el siguiente diagrama obtenido por la restriccién

€(H,;n) ——— H,C(n)

o

J J

6r(Hn) — H,.Cr(n)

De acuerdo la parte (a) tenemos que el mapeo 6 esta bien definido y es un mo-
nomorfismo, asi que para la parte (c) solo resta mostrar la suprayectividad de 6.

Observemos primero lo siguiente:

Siv € €(H.;n) se tiene que n - w(v) < |v|, por lo que si |v| < n(k + 1), entonces
v E G (Hen) .

Procedamos ahora a demostrar la suprayectividad de 6. Sea z € H,Cx(n) y v =
071(2), si |z| < n(k+1) por la parte (b) el resultado es trivial, asi pues supongamos
que |z| < n(k+1) pero en este caso de acuerdo a la observacion anterior v € 65 (H,;n)

teniéndose lo deseado. [ |

Definicién 3.8 Denotaremos por oc*A al médulo graduado A donde los grados de
los nuevos elementos o*(a) aumentan por k. Al médulo graduado o*A le llamaremos

la k-ésima desuspension de A.
Lema 3.9 Si F = I, existe un isomorfismo de espacios vectoriales
t:o*D(H,yn) — Dp(Hyn +1).

Para I en general existe un isomorfismo o** Gy, (H.;n) = Dy(H,;n + 2).

Demostracion

Una base de Zx(H,;n) esta dada por los monomios

v = Qh (ull) et Q[r(uir) con k= 2"[1“ +...+ 2”ITH
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Capitulo 3. La homologia de C' (M, My; S™)

Notemos que

02M1Q; (1) = iy + 2 + ... 21714+ 2WH gy, | 4 2011
=iy + 20y + ... 211724 1 4 2180y 4 1
= |Qr(uis1)|.

donde w41 es el generador asociado a u; en € (H,;n + 1). Ahora definiendo

t(o"(v)) == Qr, (uiy41) - - .- Qr, (s, 41)

se tiene el isomorfismo deseado. [ |

Finalmente demostramos el resultado principal de esta seccién.

Demostracion del Teorema 5.3

Por simplicidad denotaremos a Dy(M, My; S™) como Dy (n).

Si n y k son tales que n > km > 2, entonces el isomorfismo del Lema 3.7
O : 6x(Hy;n) — H.Cr(n)

induce un isomorfismo en
O : Dr(Hyin) — ]:T*Dk(n)

Recordemos que en la Seccién 2.5 denotamos por n* al haz vectorial canénico sobre
Fi(M)/%) cuyo orden es ny (el cual es finito por el Teorema 2.17) ahora bien, para

cualquier n, k > 1 elegimos n’ tal que

I.n4+n">km,y

2. n’ es un multiplo del orden del haz n".

El caso trivial cuando m = k = 1 sera excluido, asi pues supongamos que km > 2.

69



3.3. Elcason=1

Por (2) sabemos que n’ = [-ny y de acuerdo al Corolario 2.19 tenemos los siguientes

homeomorfismos
Dip(n4n') = SF%Dy(n+n' —n) =2 SFCW D (n4n' —2ny) 2 -
>~ Yk Dy (n +n' — Inyg)
=~ $FM) Dy(n)

Luego existe un isomorfismo
d: 0" H,Dy(n) — H,Dy(n+n').

Ahora bien, de (1) tenemos que n + n’ satisface las hipétesis del Lema 3.7, por lo
que existe un isomorfismo Oy (n +n') : D(H,;n +n') — H,Dy(n +n'). Con ayuda

del Lema 3.9 y del siguiente diagrama

O

Di(Hyin) H,Dy(n)

o—kn' lN ngkn’ (d)

o P (Hyn+n) ———— o H,D(n +n')
o=k Ok (ntn'))

definimos un isomorfismo
O - D(Hy;n) — H,Dy(n)

concluyendo con la demostracion del teorema. ]

3.3. Elcason=1

En esta seccion demostraremos el Teorema 3.1 para el caso n = 1.

Teorema 3.10 Eziste un ismorfismo de espacios vectoriales graduados

0 : H,C(M, My; S*) = ®H*(meq5m+1>®ﬂq.

q=0

Para m + 1 impar si F # F.
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Demostracion
De acuerdo al Teorema de la descomposicién estable de Snaith (Seccién 2.2) y el Teo-
rema 3.3, definimos un isomorfismo @ a partir de los isomorfismos 6, y del dado por

la descomposicion estable. Aqui (gsigniﬁca los elementos de € en grados positivos.

€(H.:1) 6 H,C(M, My; S
@D, (H.; 1) = @D H,D(M; My; SV
k>1 Do =1

3.4. Caso G grupo de Lie compacto y conexo.

En esta secciéon mostraremos que los resultados en los Teoremas 3.1 y 3.3 pueden
ser deducidos por otros medios en el caso que M sea un grupo de Lie G compacto y
conexo. La idea general es usar el modelo como espacio de funciones de C(G, S™) ~
Map(G, S™9) (como en el Ejemplo 2.13) y conocer tal homologia a partir de otras
ya conocidas. Para ello recordemos algunos resultados sobre la homologia del espacio

Map,(X,Y), en el caso en que Y es una n-esfera.

Los siguientes resultados estan basados en [22] en donde pueden consultarse las

demostraciones. Iniciamos por recordar la notacion relevante.

Para cualquier espacio X definimos

d(X)<r si H(X;Z)=0 paratodo q>r

b(X)>s si Hy(X;Z)=0 paratodo ¢<s
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3.4. Caso G grupo de Lie compacto y conexo.

Definimos d,(X) y b,(X) similarmente pero usando homologia y cohomologia con

coeficientes en IF). Definimos la longitud de X y la longitud médulo p de X por
(X)) =d(X)=bX)+1 y [,(X):=d,(X)—b,(X)+1.
Con la notacién anterior tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.11 Sea n > 2 y sea X un CW-complejo conexo de tipo finito tal que
dX)<n—-1ydy(X)+1,(X)<n—-1.Sip=0,2 on es impar, entonces

n—1
H, (Map. (X, 5");F,) = Q) H(0'S")* ) F,)
i=1
como espacios vectoriales y el mapeo
¢ : Map.(X,S") = Map.(X,QS")

que induce el mapeo de estabilizacion, es un monomorfismo en homologia modulo p.

En el caso en que p # 2 el isomorfismo es como dlgebras. |

Corolario 3.12 Sea G es un grupo de Lie compacto y conexo de dimension g y tal
que d(G) <n—1yd,(G)+1,(G)<n—1. Sip=0,2 0o n+ g es impar, entonces

g—1
H, (Map, (G, S™9);F,) = Q) H.((Q95"9)%( )

q=0

como espacios vectoriales y el mapeo

¢ : Map, (G, S™) — Map.(G,QS™9)
es un monomorfismo en homologia maddulo p. |
Con los resultados anteriores demostraremos el Teorema 3.1, en el caso especial en
que G es un grupo de Lie compacto y conexo.

Teorema 3.13 Sea G un grupo de Lie compacto y conexo de dimension g y sea n

tal que d(G) <n—1yd,(G)+1,(G) <n—1. Sip=0,2 on+g es impar, entonces

g
H.C(G;S") = ® H,(Q9795m+9)86:(C)
q=0
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Capitulo 3. La homologia de C' (M, My; S™)

Demostracion
De acuerdo al Ejemplo 2.13 el espacio C'(G; S™) es una equivalencia homotépica a

Map(G; S™19). Consideremos el diagrama de las fibraciones de evaluacion.

Mapy(G; S™9) ——— Mapy(G; QS™9)

l l

Map(G; S™9) ——— Map(G; QS™9)

l |

qntyg E Q gntyg

Donde F es el mapeo de estabilizacion. Evidentemente la fibracion del lado derecho
es principal y tiene una seccion; por tanto el espacio total se descompone como
QS™9 x Mapy(G; QS™9). Por otro lado, de acuerdo al corolario anterior el mapeo
superior es un monomorfismo en homologia y la homologia de la fibra del mapeo

izquierdo es conocida. Asi tenemos que

H.(Map(G,5")) = H(Map.(G,5"7)) @ H.(S"T)
a g H,(Q9~987+9)®Ba(C) R H,(Q9~957+9)®Ps(G)
q=0

~ é H, (Qg—q5n+g)®ﬁq(0)

q=0

teniéndose lo deseado. [ |

El Teorema 3.3 se deduce de manera analoga.
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3.4. Caso G grupo de Lie compacto y conexo.
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Capitulo 4

La homologia de Fj.(M)/3;.

El propédsito de este capitulo es obtener la homologia con coeficientes en un campo
F = I, de los espacios de configuraciones desordenadas Fi(M)/%;. En vista del
capitulo anterior, el subespacio generado por los elementos de peso k del algebra
% (H.;n) es isomorfo a la homologia del espacio Dy(M, My; S™) para cualquier n si
I =T, y para [F en general se requiere que m +n sea impar, en particular se cumple
cuando My = (. A su vez, en la Seccién 2.5 vimos que Dy(M;S™) es el espacio
de Thom del haz vectorial canénico sobre el espacio Fj(M)/%y, a partir de esto y
con el isomorfismo de Thom obtendremos H,(Fi(M)/Xk; F2). En el caso general de
I presentaremos resultados analogos a los vistos en este trabajo, sin embargo los
resultados solamente son validos cuando m es un ntimero impar; cuando m es par se

obtiene la homologia con coeficientes en la representacién signo F(—1).

Se presentan también algunos ejemplos explicitos de las homologia de los espacios
Fi(M)/%) en el caso en que M es una superficie cerrada orientable y no orientable;
asf como también para M el complemento de un nudo en R?®. Como mencionamos
antes, en un campo de caracteristica cero, el resultado principal solamente se aplica

cuando M es una variedad de dimension impar, por lo que finalizaremos recordaremos
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4.1. Caso F =T,

un resultado sobre la cohomologia racional de Fy(M)/3 cuando M es una superficie

cerrada y orientable con un pinchazo [7].

4.1. Caso IF =T,

El siguiente resultado describe a la homologia sobre 5 de los espacios de configura-

ciones desordenadas, a partir de la homologia del espacio Dy (M, S™).

Teorema 4.1 St F = Iy y M es una variedad compacta, entonces existe un iso-

morfismo de espacios vectoriales graduados

O : H.Fy(M)/%), = 07" @ (H,(M);n)
para toda n.
Demostracion

De acuerdo al ismorfismo de Thom aplicado a la la suma de Whitney n-veces del

haz canénico n* : Fy,(M) xx, R¥ — F},(M)/34, tenemos que
H.opni(Th(nn")) & H(F(M) /%)),
mientras que por el Teorema 2.18
o " H.(Dy(M; S™)) 2 H.(Fy(M)/Zy)
y finalmente por el Teorema 3.3 se obtiene el ismorfismo deseado:

O : H (M) /%), = 0" @ (H.(M);n).

En las siguientes secciones determinaremos los rangos de la homologia mdédulo 2 de
los espacios de configuraciones desordenadas de algunos ejemplos especificos, para

esto hacemos la siguiente observacion.
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Capitulo 4. La homologia de Fi(M)/%

Observacion 4.2 De acuerdo al Lema 3.9, una base para el espacio vectorial gra-

duado P(H.(M);n) estd conformada por los monomios
V= Qh(uil) et er(uir) con k= QHIl” +...+ 2”er

Luego por el Teorema 3.3 y el anterior tenemos una base de la homologia de Fi,(M) /.

4.2. Caso I en general

Los resultados que hemos dado hasta el momento son validos para el caso en que

I = IF,. En esta seccién trataremos el caso general de ' = IF),.

A lo largo de esta seccién X sera un espacio compactamente generado débilmente
Hausdorff y con punto base no degenerado. Escribiremos F(—1) para el ¥;-mddulo
IF, donde la accién de X esta dada por la representacién signo, es decir, m(1) =

(—1)%9"(7) para m € ¥}, y definimos
H (Fe(M)/E;F(—1)) := Ho (S (Fr(M)) ®x, F(—1)).

donde S,(X) denota el complejo de cadenas singulares de X.

Los siguientes resultados se encuentra basados en [10] y el resultado principal de la

seccion es el siguiente

Teorema 4.3 (i) Si F = Fy 0o m es impar, entonces paran >0 y 0 < ¢ < mk
existe un isomorfismo de espacios vectoriales
Hy(Fp(M)/%;) = Hyr0uC(M; SQ”)
2 @) (Hyony (U957 F20) )@
q=0

(11) SiTF =Ty om es par, entonces paran > 0 y0 < g < mk existe un isomorfismo

de espacios vectoriales
Hq<Fk(M)/Zk7 F(_l)) = q+(2n+1)kC(M; SQn—l—l)
= Q (Hy(ant1yi(Qmm98m+2041)) @
q=0
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4.2. Caso IF en general

Antes de proceder con la demostracion, introduciremos mas notacién y veremos

algunos resultados con la finalidad de demostrar el teorema anterior.

Sea V un espacio vectorial graduado sobre ' con V' concentrado en grado al menos
uno. Escribimos a

V®k=V®]F.--®IFV

como un Y-modulo, donde X actia por permutacién de coordenadas con la con-

vencién de signo usual y asi definimos
H.(F(M)/2; V) = Ho(S.(F(M)) @5, V).

Observacion 4.4 De las definiciones anteriores, tenemos los siguientes casos im-

portantes:

(i) Si V =T esta concentrado en un grado par digamos 2n, entonces VO = T
esta concentrado en grado 2nk y X actua trivialmente. Mds aun se tienen los

siguientes isomorfismos:

H (F(M)/2g) = Ho(S.(Fe(M)/E) @ F)
= H(S.(F(M)) ®@g, )
= *+2nk(s*(Fk(M)) Qs V®k)
= o 7 H (FL(M))y; VEF).

(ii) SiV =T esta concentrado en un grado impar digamos 2n+1, entonces V& =
I estd concentrado en grado (2n+ 1)k y Xy, actia por la representacion signo;
i.e. VO* = F(—=1) en grado (2n+ 1)k. Como en el ejemplo anterior tenemos el

siguiente isomorfismo:

H,(Fi(M)/Si; F(=1)) =2 o~ GO (F(M) /55 V).

(iii) De los ejemplos anteriores concluimos con los siguientes casos especiales:

HAF(M)/S) = o2 H.(F(M)/Sy; H.(S2))
H(F(M)/SF(-1)) = o FH.(F(M)/Si; H.(S)).
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Capitulo 4. La homologia de Fi(M)/%

Como en el Teorema 2.18, la siguiente proposicion nos relacionard nuevamente los

espacios de configuraciones desordenadas Fj,(M)/%y con el espacio Dy (M; X).

Proposicion 4.5 Para k > 1, existe un isomorfismo de espacios vectoriales

Ho (Fp(M) /Sy (H X)) = H,Dp(M; X).

Demostracion
La demostracién se encuentra en [43] simplemente la recordaremos. Sabemos que

existe una cofibracién [19]
F(M) x5, FatWy(X) — Fp(M) x5, X* — Dy(M;S™).
Ahora, por el Teorema de Eilenberg-Zilber, existen los siguientes isomorfismos

H.Dy(M; X) = H,(S.(Fy(M))®s, Si(X* FatW,(X)))
= H.(S.(Fr(M)) ®x, (S.(X,%))%")
Notemos que S,.(Fi(M)) es una ¥j- cadena compleja libre sobre F y que ademas
como cadenas complejas sobre I, tenemos que existe un isomorfismo en homologia
g : H.(X) ~ S.(X,*) dado por mandar una clase (eligiendo una base) a un ciclo
que lo represente, donde la cadena compleja H,(X) estd dotada con diferenciales

triviales. Asi pues tenemos lo deseado. [ |

La siguiente proposiciéon se puede comparar con el Lema 3.9 y a la periodicidad 2.19

de los espacios Dy(M;S™).
Proposicion 4.6 Para k > 1 yn > 1, existe un isomorfismo de espacios vectoriales
H.Dy(M; X) = 072" H,Dy(M; ¥*" X).

Demostracion
La demostracion se sigue de la proposicién anterior y del hecho que existe un iso-

morfismo como X-mddulos

(H.X)®F 5 (H, 2 X2X)%F u
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4.2. Caso IF en general

Las proposiciones anteriores y la Observacion 4.4 nos dice que la homologia del es-
pacio Fy(M)/¥, ya sea con la representacion signo o la usual, estd estrechamente
relacionada con la homologia de los Dy(M;S™), entonces nuevamente el calculo de
la homologia de Fi(M)/%, es equivalente a calcular la homologia de los espacios
Dy (M; S™); mientras que por el Teorema de la descomposicién estable 2.7 tal ho-
mologia es parte de H,C'(M;S™); veremos que para n suficientemente grande, dicha

homologia se encuentra “separada”, permitiéndonos asi encontrar H,Fy(M)/Zy.

Lema 4.7 Parar > 1 se tiene

1. Dy(M;S") es (kr — 1)-conezo.

2. Hj(Dy(M;S") =0 sij> kr.

3. Sin es tal que 2n > km — r, entonces existen isomorfismos
H Dy(M;S") 2 Hyy 90, C(M; S

cuando HsDy(M; S™) es no cero.

Demostracion
La demostracién de (1) y (2) se siguen del Teorema 2.18 y de [37, Lema 18.1].

Procedamos a demostrar (3), notemos que por la Proposicién 4.6
HsDk(M7 ST) = Hs+2nka:(M; S2n+T)

para s > 1 y de acuerdo a (1) y (2) basta considerar a kr < s < k(m + 7).

Por la descomposicion estable de Snaith 2.7 tenemos definidos los siguientes homo-

morfismos 607

63
Hs+2nka<M; SQTH—T) s Hs+2nkC(M; SQ?H_T)

x %a

@ Hs+2nij<M; 52n+r>

Jj=1
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Capitulo 4. La homologia de Fi(M)/%

Claramente 6 son monomorfismos. Para probar la suprayectividad notemos que por

la hipdtesis se tiene que (k — 1)m < km < 2n + r y asi las siguientes desigualdades:

(k—1(m+2n+r)=(k—-1m+k—-12n+7r) <k@2n+r)
Em+2n+7r)=km+k@2n+7r) < (k+1)2n+7)

por lo que

(k—=1)(m+2n+r) <s+2nk < (k+1)2n+r).

Luego por (1) y (2) si j # k, entonces
Hs+2nij<M§ SQHH) =0,
por lo que si v € Hyy9,,C(M; S**7) es no cero, entonces
w = 0""(v) € Hyponu Di(M; 5?7,

teniéndose lo deseado.

Demostracion del Teorema 4.3

Por la Observacion 4.4 sabemos que
Hy(Fi(M)/Sr) 2 Hypor(Fi(M) /Sy Ho(S%)7F),
mientras que por la Proposicién 4.5
Hyor(Fi(M) [S; Ho(S%)¥%) 2 Hyyo Dy (M S%)
y por el lema anterior, para n > 0
Hy o Dy(M; S?) & Hy 0 O(M; S*™).

Notemos que m + 2n es impar, asi que por el Teorema 3.1

H 001, C(M, My; S*™) =2 ® H,y oo (0,57 20YP0.
q=0
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4.3. Homologia de configuraciones sobre superficies cerradas

Por lo tanto

Hy(F(M)/Sy) = Q) Hyponr (798200

q=0
La parte (ii) del Teorema se demuestra de manera andloga recordando que por la

Observacién 4.4
Hy(Fy(M)/S5; F(=1)) = Hypi (Fi(M) /S5 Ho(S)F)

y teniendo en cuenta que en este caso m + 2n + 1 es impar. [ |

4.3. Homologia de configuraciones sobre superfi-

cies cerradas

Consideremos el caso en que M es una superficie. De acuerdo al Teorema 3.1 la
homologia médulo 2 de los espacios de configuraciones etiquetadas C'(M; S™) esta

dada por el producto tensorial
H, (stn+2)®ﬁo ® H, (QSn+2)®51 © H, (Sn+2)®52

donde By, (1 y P2 son los nimeros de Betti de M. De acuerdo al Ejemplo 1.30,

tenemos que
H*C(M> Sn) = IFZ[y07 Y, - -]®ﬁ0 ® IFZ[:L']@/& X (FQ[U]/U2)®,827

donde ¥, x y u son las clases fundamentales en grados n, n+1 y n+2 respectivamente

v y; = Qlyo y notemos que | y; |= (27 — 1) + 2/n.
Los pesos de todos los generadores estan dados por:

w(x?) =i, para i=1,2,...

w(y;) =27 para j=0,1,2,...
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Capitulo 4. La homologia de Fi(M)/%

Superficies orientables. Denotemos por M, a una superficie cerrada, orientable

de género g. En este caso

1 si ¢g=0,2
Ba(Mg) =14 29 si ¢g=1
0 si g=>3.

por lo anterior tenemos que:
H*O(Mga Sn) = IFQ[y()a Y, - - ] & IF?[:ELZE% o 7‘7:29] ® ]FQ[U]/U2
donde los grados y pesos de los generadores son:

| u|=n+ 2, w(u) =1,
| i |=n+1, w(z;) =

1,
| yi = (27 = 1) +2n, w(y;) =27

Ahora por la Observacién 4.2, una base de ﬁ*Dk(Mg; S™) consiste de todos los mo-

nomios de la forma

_ e al azq bl b
J=utxlt )

para algin r > 0, e =0, 1y a; b; > 0, tales que

29 r
w(f) = e—l—Zai—l—Z?jbj = k.
i=1 =0

Por ejemplo, }NIqDQ(Mg; S™) es determinado por la siguiente tabla.

q Base Rango
2n ve 1
2n+1 | 1Yo, - - - TagY0, Y1 2g+1

2n + 2 uyo,x%,...,xixj,...,xgg 2¢° +g+1

2n+3 | uxy, ..., uTy 29
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4.3. Homologia de configuraciones sobre superficies cerradas

Asi por el Teorema 4.1

F, si qg=
(IFg)2o+! sl q=
HyF5(My) /35 = (F2)?°+9%1 si g =
(Fy)29 si g=
\ 0 en otro caso.

En la siguiente tabla se muestran los rangos de ﬁqu(Mg; S™) y de Hy_3,F5(M,)/Zs.

q= Base Rango

3n ve 1

3n+1 | youyr, vy (1 <i<2g) 29 +1

3n+2 | uyg, wiy, wixgye (1<i<j<2g) 29> +3g +1
3n+3 | uyr, uxyo, vixjrr (1<i<j<k<2g) §g3 +2g% + gg +1
3n+4 | urir; (1<i<j<2g) 29° + g

Finalmente la tltima tabla muestra el rango de H,Fy(S?)/3; para k < 10.

—
e}

© 00 N O Ot =W N = O

= e

— = =N

— = = =W

DN = |

— = NN = ot

NN W NN = =IO

NN N W N~ |

NN W W Ww N = = |00

[ B \C GV I VUGV GV (VN N e)
— NN W R R W W N =
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Capitulo 4. La homologia de Fy(M)/%

Superficies no orientables

Denotemos por IV, a una superficie cerrada no orientable de género g. En este caso

1 st ¢g=0,2
Bo(Ng) =4 g si qg=1
0 si qg=>3.

En este caso el Teorema 3.1 no da el siguiente isomorfismo
H,C(Ny; S™ = Falyo, v, - - -] ® Falwy, 2o, . . ., 2,] @ Folu] /Ju?
y una base de fI*Dk(Mg; S™) consiste de todos los monomios de la forma
ho=u-af" ..y bt yh

para algin r > 0, e =0, 1y a; b; > 0, tales que

29 r
w(h) = e—i—Zai +22jbj = k.
i=1 =0

Por ejemplo, Ifqug(Ng; S™) es determinado por la siguiente tabla.

q Base Rango
2n ve 1
2n+1 | z1yo,- .- TgY0, 1 g+1

2n+2 | uyo, a3, ..., vz, ..., T, 1?2 4141

2n+3 | ury,...,ur, g

Luego por el Teorema 4.1

F, si ¢g=20

(Fy)9+t sio¢g=1
HFy(Ny) /3 = (Fg)%g%%gﬂ si g=2

(F2)? sioq=3

0 en otro caso.

85



4.3. Homologia de configuraciones sobre superficies cerradas

En la siguiente tabla se muestran los rangos de fIqu(Ng; S™) y de Hy_3,F5(Ny)/%s.

q= Base Rango

3n Yo 1

3n+1 | yoy, zyg (1<i<yg) g+1

342 | uyg, iy, wirgye (1<i<j<g) 1 +3g+1
3n+3 | uyr, uxyo, viwjre (1<i<j<k<g) P39t +39+1
In+4 | uriz; (1<i<j<yg) 192+ 1g

Finalmente la tltima tabla muestra el rango de H, Fy(RP?)/%; para k < 10.

qglk=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 111111 1 1 1 1
1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 3 4 4 4 4 4 4 A4
3 1 35 6 7 7 7 17 7
4 1 3 6 8 9 10 10 10
5 1 4 7 10 12 13 14
6 1 4 8§ 12 15 17
7 1 4 9 14 18
8 1 4 10 16
9 1 5 11
10 1 5
11 1
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Capitulo 4. La homologia de Fy(M)/%

4.4. Homologia de configuraciones sobre comple-

mentos de nudos

Sea M el complemento de un nudo en R3. Tomemos nuevamente a F = F,. Ahora

los niimeros de Betti son los siguientes:

1 si ¢g=0
1 si =1
ﬁq(M) =
1 si g=2
| 0 en otro caso

De acuerdo al Teorema 3.1 y el Ejemplo 1.30 se tiene que

H.C(M;S") = H,(QS8"") @ H,(Q25""%) @ H,(Q35™3)
Folz] @ Faly; | ¢ > 0] @ Falzi; | 4,5 > 0]

I

con

|z |=n+2 w(z) =1
|y [= (2 =1 +2(n+1), wy)=2
| zij [= 27 (n+2) — 2" =1, w(zy =2

Procediendo como antes se obtiene la siguiente tabla para H Fy(M )/, y el rango

de H,F,(M)/%, para k = 2,3, 4.
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4.5. Cohomologia racional de espacios de configuraciones de superficies

q | Rango
k=2 3 4
0 1 1 1
1 2 2 2
2 3 4 5
3 2 5 8
4 1 4 9
5) 2 8
6 1 6
7 3
8 1
Por ejemplo, una base para H,Fy(M)/%; es:
q= | Base
0| 23
L' Yo, 00, 210
2 | z20, y(Q) ) 201
3| Yo,
4 | x?

4.5. Cohomologia racional de espacios de configu-

raciones de superficies

En las secciones anteriores, estudiamos la homologia de los espacios de configuracio-
nes de una variedad M para los campos I = I, o un campo de caracteristica cero,
sin embargo para una variedad de dimension par los métodos descritos solo funcionan
cuando I = 5. En esta seccién recordaremos los resultados obtenidos en [7] y [10]

relativos a la homologia racional de configuraciones en una superficie de Riemman
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Capitulo 4. La homologia de Fi(M)/%

de género g con un agujero M, := M, — {mo}. La idea es esencialmente la misma
que se ha usado en este trabajo; describir la cohomologfa de Fj,(M,)/%; como parte
de la cohomologia de un espacio mucho mas grande C' (]\719, S?m). Para ello usaremos
el modelo como espacio de funciones de C'(M,, S*"), a saber, Map.(M,, S*") y con
esto obtener una buena descripcién de su tipo de homotopia. Al examinar la sucesién
espectral de Serre de cierta fibracién obtendremos la cohomologia de C(M,, S*) y

con ello la cohomologfa de Fy(M,)/%}.

Para una superficie de Riemman de género g, existe un mapeo

wy : ' = \/S!
2g

con cofibra M, y w, es definido por mandar el generador de 71(S?, %) a
(21, z2)[T3, T4] - . . [Tag—1, T2y]
donde los z; corren sobre una eleccién de generadores para m; (;/S L *) . Escribimos
9
ad: QX x QX — QX
para el conmutador [f,g] = fgf 'g~!. Sea

1yt (QX)? — QX

la multiplicaciéon de lazos tomando un orden fijo. El siguiente lema se obtiene por

las definiciones anteriores.

Lema 4.8 Fuxiste un diagrama conmutativo salvo homotopia

(x)se — (Qx)

| X

Map., <\/51,X> — QX

29

donde w} es el “hom-dual”, es decir, w}(7y) = 7 o w,. |
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4.5. Cohomologia racional de espacios de configuraciones de superficies

Por otro lado la cofibracién S* —+\/S? M, induce la fibracién
29

Map.(M,, X) —— Map.(\/S", X) = (2X)2 —"" & Map.(S,, X) = QX
2g

para cualquier espacio X, luego tenemos la siguiente fibracion

PX ——— Map.(M,, X) —— (QX)%

Esta ultima fibracién, nos servira para describir la cohomologia de Map.(M,, X). A
partir de aquf nos concentraremos en el caso en que X = S?"*2 y en lo que resta de

la seccién H* siempre denotara la cohomologia racional.
Recordemos que existe un ismorfismo de algebras de Hopf
H*(QS5?12)29 o2 [1*(S™2 x QS %) = Blay, ..., 29,] @ Plys - . . Yo,
con |z;| =2n+ 1y |y;| = 4n + 2 mientras que
H*(Q28272) o2 [1* (8271 % Q2§4+3) = [ (QS¥"! x §4n+1) = Plu] @ E[v]

con |u| =2ny |v| =4n+1, donde P[]y E[] denotan el dlgebra polinomial y exterior

sobre () respectivamente.

El siguiente lema determina todos los diferenciales en la sucesién espectral de Serre

de la fibracién Q2S?"*2 — Map,(M,, S?"?) — Q52" +2,

Lema 4.9 Los unicos diferenciales de la sucesion espectral de Serre asociada a la

fibracion Q*S* 2 — Map,(M,, S*"+?) — QS*" 2 son los siguientes:

d2n+1 (U) =
g
d4n+2(U) =2 Z T2;—1T24-
i=1
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Capitulo 4. La homologia de Fi(M)/%

Demostracion

Usando el Lema 4.8 en cohomologia se tiene que
(wg)*(u) =0y

g
(wy)"(v) =2 Z X2i-102;-
i=1

Por otro lado tenemos el siguiente morfismo de fibraciones:

02.92n+2 id 02g2n+2

Map.(M,, S*"?) ——— PQS?"+2

(Qs2n+2)2g W Q‘SQn—i-Q
g
De la naturalidad se sigue que da,11(u) =0y dypia(v) =2 T9; 129 [ |
i=1

Finalmente demostramos el teorema principal de esta seccion.
Teorema 4.10 FEuxiste un isomorfismo de espacios vectoriales
H*(C(M,, S?™M)) = Plu,y, ...  Yog) @ Ho(Ev, 21, . .., Tg),d)
con |u| = 2n, g|yi] =4n+2, |v| =4n+ 1, |z;| = 2n + 1 y el diferencial d esta dado

por d(v) =2 xe; 1.
i=1

Demostracion

De acuerdo al Ejemplo 2.14 se tiene la siguiente equivalencia homotépica
C(M,, S*") ~ Map.(M,, S>"*?).
Por otro lado, el lema anterior implica que
Einis = Es = H'C(M,, S*),
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mas aln, Ey, 3 es un producto tensorial del dlgebra polinomial Plu,ys, ..., y2] ¥
el modulo de homologia H,.(E,d) del algebra exterior £ = Elv,z1,..., T, con
diferencial d, lo cual demuestra el teorema. |

Denotamos por € (g,n) := Plu,y1, ..., Y2q| @ H(Ev,z1,. .., 9], d). Definimos una

funcién por pesos en los generadores de € (g, n) de la siguiente forma:
w(v) =w(z;) =1

w(u) = wly;) =2

y la extendemos linealmente a todos los monomios. Esto hace de € (g,n) un espacio
vectorial filtrado. Denotemos a esta filtracion como F,% (g, n). Sabemos que el espa-
cio C'(M,, S*") esta filtrado por longitud de configuraciones y que ésta a su vez define
una filtracién H*F,C(M,, S*") de H*C(M,, S*"). El siguiente resultado nos dice que
ambas filtraciones coinciden via el isomorfismo del teorema anterior, la demostracion

es analoga a la del Lema 3.7 y por tanto la omitimos.
Teorema 4.11 Como espacios vectoriales
H*F,C(M,; S*™) = F,€(g,n).

Mds aiin H*(Dy(M,; S*™)) es isomorfo al subespacio vectorial de € (g,n) generado

por todos los monomios de peso exactamente k al que denotaremos por Zy(g,n). B

Consideremos el haz vectorial canénico sobre Fj,(M,)/%y,
n*(My) : R* < F(M,) /Sy, x5, R* — F(M,)/Sy.

De acuerdo al Teorema 2.17 este haz tiene orden finito, méas atin, su orden es un

nimero par (ver [18]) y lo denotaremos por 2ny. Por el Teorema 2.19 se tiene que
Dy.(My; 5°7) 2 S2H (B (M) /S +,
con lo que finalmente obtenemos la descripcién de la cohomologfa racional de Fy(M,) /Sy
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Teorema 4.12 Fuxiste un ismorfismo como espacios vectoriales graduados

H*(Fk<Mg)/Zk) = O'_k'2nk@k(g, nk)
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