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Abstract

A Markov-Feller process can be studied from the point of view of the semigroup of operators
theory, by a strongly continuous contraction semigroup associated to the process. In the
optimal control problems contained in this work we study, basically, the optimization of
a cost function and we exhibit an optimal control. We concentrate, particularly, on the
optimal stopping and impulsive control problems with dynamics given by Markov-Feller
processes, by dynamic programming we arrive to inequalities of variational type for optimal

stopping problems and quasi-variational type for impulsive control problems.



Resumen

Un proceso de Markov-Feller se puede estudiar desde el punto de vista de la teoria de
semigrupos de operadores, mediante un semigrupo de contraccién fuertemente continuo
asociado al proceso. En los problemas de control 6ptimo contenidos en este trabajo se es-
tudia, en pocas palabras, la optimizacién de una funcién de costo y se exhibe un control
optimo. Estudiamos en particular problemas de paro éptimo y de control impulsivo pa-
ra dindmicas dadas por procesos de Markov-Feller, que mediante programacién dindmica
equivalen a la resolucién de desigualdades variacionales para el caso de paros éptimos y

quasi-variacionales para control impulsivo.
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Capitulo 1

Introduccion

Un problema de control éptimo puede ser visto como un problema de optimizacién a través
del tiempo dentro del cual se desea optimizar (maximizar o minimizar) un funcional dado,
sobre un conjunto de reglas de decision también conocidas como controles o politicas de
control. Todo problema de control 6ptimo estd sujeto a ciertas restricciones, dentro de
las que destaca la dindmica asociada a un sistema dinamico, la cual puede ser a tiempo
discreto o a tiempo continuo y ademads puede ser deterministica o estocdstica, con espacio
de estados numerable o no numerable, etc. Es un hecho que las técnicas que se utilizan para
garantizar (y més aun para calcular de manera préctica) una politica éptima, resultan ser
muy variadas y esto se debe principalmente al tipo de dindmica con que estemos lidiando

y al tipo de funcional que estemos optimizando.

Dentro de los problemas de control éptimo se encuentran los problemas de tiempo de paro
y de control impulsivo. El primero de ellos consiste en decidir en que tiempo parar la
evolucién de un sistema en base a la optimizaciéon de una funciéon de costo o ganancia;
mientras que en el segundo, el controlador desea encontrar una sucesién de tiempos y otra
de “impulsos” o “discontinuidades” aplicados al estado del sistema, ambos con la finalidad

de optimizar, de nueva cuenta, cierto costo o una ganancia. Ambos problemas surgen de
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manera natural en diversas aplicaciones como en las finanzas, en la extracciéon de recursos
naturales, en problemas de produccién, en problemas de manufactura, etc. En las Secciones

4 y 5 mencionaremos de manera ilustrativa algunas de estas aplicaciones.

En esta tesis nos enfocaremos al estudio de modelos de tiempo de paro y de control impul-
sivo. En especifico, nuestra finalidad es dar condiciones suficientes a los datos del modelo
con la finalidad de poder garantizar la existencia y mostrar algunas caracterizaciones de
politicas de control éptima y del costo 6ptimo. Para tal fin, consideraremos una dindmica
general de tipo Markov-Feller y un funcional a optimizar (en ambos problemas) de tipo
descontado con horizonte de planeacion infinito. Nuestro estudio se basara en la técnica de
programacién dinamica, la cual consiste en relacionar nuestros problemas de control con un
problema de encontrar soluciones de desigualdades o ecuaciones funcionales. Para el tipo
de problemas que se abordan en este trabajo, el tipo de desigualdades que se tratan son
de tipo variacional y cuasi-variacional. De hecho, como se verd en las secciones siguientes,
las soluciones de estas desigualdades seran vistas como funciones limite de otras funciones

que son mas faciles de tratar.

Los problemas de tiempos de paro éptimo se han estudiado considerablemente en la lite-
ratura. Por ejemplo, véase Bensoussan y Lions [6, 5] en el caso de procesos de difusién no
degenerados, Menaldi [10] para el caso degenerado, Oksendal y Sulem [12] en procesos de
difusion tipo Lévy y en casos especiales de procesos generales de procesos de Markov-Feller,

ver Robin [14], Peskir y Shiryayev [13], y Stettner [15].

Por otro lado, los problemas de control impulsivo fueron introducidos por Bensoussan y
Lions (ver por ejemplo [6]) y posteriormente la teoria sobre estos modelos se ha extendido
considerablemente. Por ejemplo en difusiones con saltos tipo Lévy Oksendal y Sulem [12] y
Menaldi [11] hicieron un estudio detallado en este tipo de dindmicas, mientras Robin [14]

y Stettner [15] estudiaron un tipo especial de procesos de Markov-Feller.

El contenido de la tesis esta distribuido en 4 capitulos. A saber, en el Capitulo 2 se estudia



la teoria de semigrupos de contraccion de tipo continuo, abarcando al generador infinitesi-
mal y a la resolvente. Se prueban algunas de sus propiedades y se enuncia el Teorema de
Hille-Yosida. Todos estos temas antes mencionados son escenciales en el estudio del control
optimo de tiempos de paro y del control impulsivo analizados en capitulos subsecuentes.
Por otra parrte, en el Capitulo 3 presentamos al proceso de Markov-Feller que modelara
las dinamicas para los problemas de control bajo estudio y se da la relacién con los se-
migrupos de contraccién de tipo continuo. En el Capitulo 4 estudiamos el problema de
tiempo de paro 6ptimo. Para ello, se da una caracterizacién del costo 6ptimo mediante la
solucién maximal de una desigualdad variacional que surge de la ecuacion de programa-
cién dindmica. La solucién de esta ultima se vera como una funcién limite de soluciones de
ciertos problemas denominados 'penalizados’. Adicionalmente, se exhibe un control 6pti-
mo mediante la también llamada regién de continuacion y se prueba la desigualdad de
Lewy-Stampacchia. También se muestran algunas aplicaciones que ilustran los resultados.
El Capitulo 5 se refiere al estudio de los problemas de control impulsivo. Se describen las
trayectorias controladas y se define también el problema de control. Para obtener los re-
sultados de optimalidad, recurrimos a problemas de tiempo de paro 6ptimo auxiliares. En
este caso la ecuacion de programacion dinamica produce un problema de solucién maximal
de una desigualdad cuasi-variacional, cuya solucién estd dada como el limite de solucio-
nes de ecuaciones variacionales asociadas a los problemas de paro 6ptimo auxiliares antes
mencionados. Finalmente, se exhibe un control impulsivo 6ptimo mediante otro conjunto

de continuidad y se muestran algunas aplicaciones que ilustran los resultados.



Capitulo 2

Teoria de semigrupos de

operadores

2.1. Funciones en espacios de Banach

Sea E un espacio de Banach con norma denotada por ||| y / un intervalo en IR.

Dada una funcién u : I — E, decimos que tal funcion es continua en el punto ty de I si

lim [Ju(t) — u(to)| = 0.

t—to

Decimos que u es continua en I, si es continua en cada punto t de I. Denotamos por

C(I, E) al espacio vectorial de funciones continuas con dominio I e imagen en E.

Acerca de la continuidad de funciones en espacios de Banach, tenemos los siguientes resul-

tados analogos al caso de la continuidad de funciones escalares.
Proposicién 2.1.1. (a) Sea u € C(I, E), entonces la funcion t — ||u(t)|| es continua en

4
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R.

(b) Sea u € C(I,E), si f € E*, donde E* es el espacio dual de E, entonces t — f(u(t))

es continua.

(c) Sea I un intervalo compacto, entonces toda funcion u en C(I,E) es uniformemente

continua.

(d) Sea {un}new una sucesion en C(I,E) que converge uniformemente a una funcion u,

es decir,

limy, o0 sUpyey |Jun(t) — u(t)|| = 0. Entonces u € C(I, E).

Demostracion. (a) Sea t € IR. Consideremos una sucesién {t,}new en R tal que ¢, — ¢,

cuando n — oo. Por la desigualdad triangular de la norma se tiene que |||u(t,)|| —

Ju@®)[| < [lu(tn) — u(t)|], haciendo tender n a 0o, se concluye que que limy o0 [[u(tn)]] =

[u()]]-

(b) La funcién f(u(t)) es una composicién de funciones continuas y por lo tanto es continua.

(c) Seaue C(I,E)ye>0.Como I es compacto y u es continua, tomemos una cubierta

finita de N bolas abiertas con centros ti,...,txy € I y radios 61,...,0n € R tales
que

u(B(tn,0n)) C Blu(ty),e/2),Vn € {1,...,N}. (2.1)

Consideremos § = min{d,,/2 : n =1,...,N}. Sean t,s € I que satisfacen |t — s| < J,
entonces t € B(ty,, 0,/2) paraalginn € {1,..., N}, ademds |s—t,| < |[s—t|+ |t —t,| <
d 4+ 0,/2 < 6,. Tenemos pues que t,s € B(t,,d,), esto junto con (2.1) implican que
u(t), u(s) € B(u(tn),/2), y por lo tanto ||u(t) — u(s)|| < e. Luego u es uniformemente

continua.

Sea ¢ > 0yt € I. Consideremos N € IN de tal manera que para todo n > N,

Supger [|un(s) —u(s)|| < e/3. Ademds tomemos § > 0 tal que [t — s| < § impli-
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que ||un(t) —un(s)|| < €/3. De lo anterior si |t — s| < § entonces ||u(t) — u(s)| <

lw(t) — un ()| + lun(t) — wn(s)]] + [[un(s) — u(s)|| < e. Por lo tanto u es continua.

Sea u una funcién en C(I, E') que satisface

!#MMﬁ<m, (2.2)

entonces, se define la integral de Riemann [ ;u(t)dt en E, tal y como en el caso escalar y

diremos que u es integrable en I. Por la desigualdad triangular de la norma tenemos que

‘%u@ﬁngWMMﬁ.

Las siguientes propiedades tienen que ver con la integrabilidad en espacios de Banach, las

cuales son andlogas al caso de integrabilidad de funciones escalares:

Proposicién 2.1.2. (a) Sea I un intervalo compacto. Sea {uy}new una sucesion de fun-
ciones en C(I, E) que converge uniformemente en I a una funcion u. Entonces {un }neN
y u son integrables y se cumple

/u(t) dt = lim [ w,(t)dt. (2.3)
1

n—oo I

(b) Seauwe C(I,E) yty un punto interior de I, entonces

1 to+h

}Illi% 7 \ u(t) dt = u(to). (2.4)

Demostracion. (a) La funcién u es continua por ser limite uniforme de funciones continuas

y sabemos que toda funcién con dominio compacto es acotada, entonces las funciones
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u, Un, conn = 1,2,..., son acotadas. Ademas estas funciones son integrables, en efecto,
Jrllu@®)|] dt < [; M dt < M long(I), donde long(I) es la longitud del intervalo I y M
es una cota de u, por lo tanto u es integrable. El mismo argumento sirve para verificar

la integrabilidad de las funciones u,,.

Ahora probemos que es valido (2.3). Sea e >0y N € IN tal que

sup [[u(t) —un(t)|| <e
tel

, para todo n > N, entonces

/(u(t) (1)) dtH < / u(t) — un(8)]] dt <  long(1),
I I
para todo n > N. Lo anterior implica (2.3).

Ya que u € C(I,E), dado € > 0 consideramos d > 0 tal que |tg — s| < 0 implique
lu(to) —u(s)]] < e. Sea 0 < h < §, entonces si tg < t <ty + h, se tiene que |t — t| <

h < 4, por lo tanto

H; /:OJrhu(t) dt — u(to)

’ 1 to+h to+h
0

1
<! () — u(to)|| dt < / cdt <e.
h to h to

Luego limy, g % ft?Jrh u(t) dt = u(tp) en la norma de E. Si h < 0 tal que 0 <ty + h, se
puede verificar lo mismo con algunos ajustes en el argumento anterior. Por lo tanto se

tiene el resultado.

Sea I un intervalo abierto y sea u: I — E. Se dice que u es diferenciable en un punto tg

de I, si el limite

lim u(to + h) — u(to)
h—0 h
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existe en E. En caso de existir el limite anterior lo denotamos por %‘(to) o por u/(tg).

Decimos que u es diferenciable en I, si es diferenciable en cada punto tg de I.

Respecto a la diferenciabilidad tenemos los siguientes resultados, los cuales son una ex-
tension del Teorema Fundamental del Célculo de funciones escalares para funciones en

espacios de Banach.

Proposicién 2.1.3. (a) Toda funcion u: I — E diferenciable es continua.

(b) Siue C(I,E), entonces para cada ¢ € I, la funcion t — f(f u(s) ds es diferenciable en

I y ademds se cumple la igualdad

d t

i ). u(s)ds = u(t). (2.5)

(c) Siu es una funcién diferenciable en I yu' € C(I, E), entonces para cualquier par de

elementos a,b en I se tiene que

b
u(b) —u(a) = / u'(s) ds. (2.6)

Demostracion. (a) Sea g9 >0y t € I. Tomemos &y > 0 tal que |t — s| < Jp implica

u(t) — u(s)

t—s

- u/(t)H < eo. (2.7)

Tomemos ahora otro € > 0 y consideremos § = min{dy, m} >0.Sit—s|<d<

dp entonces se cumple (2.7) y esto implica
Ju(t) — u(s)|| < eolt — s+ ||u/(t)|| [t — 5| < eod + ||/ (2)]| 6 <e,

por lo tanto u es continua.
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(b) Por (2.4) tenemos

1 t+h t 1 t+h
ilzll% 7 </ u(s)ds — / u(s) ds) = }lll_% h/t u(s)ds = u(t).

Por lo tanto ¢ — fct u(s) ds es diferenciable y ademds es vélida la férmula (2.5).
(c) Sea F(s) = [’u/(t)dt entonces por el inciso anterior se tiene que F'(s) = /(s). Sea
G : I — F otra funcién tal que G'(s) = F'(s) = u/(s).

Dado L € E*, definimos la funcién gy, : I — IR como gr(s) := L(F(s)—G(s)). Tenemos

que

gr(s+h)—gr(s) L(F(s+h)—G(s+h))—L(F(s)—G(s))

h h
B F(s+h)—G(s+h) — F(s)+ G(s)
I A

Como L es continuo, F' y G son diferenciables en s, entonces existe el limite de la
expresion de arriba cuando h — 0 por lo que g7, es diferenciable. Adema&s se tiene
que g5 (s) = L(F'(s) — G'(s)) = L(0) = 0. Como gz, es una funcién real valuada con
dominio real deducimos que es una funcién constante para cada L € E*. Dado que E*
separa puntos de E debido al teorema de Hanh-Banach [vedse [7], Coroloario 6.8, p.
79] se sigue que F' — G es una funcién constante, de lo contrario existen s, € [ y un
funcional L € E* tal que gr(s) = L(F(s) — G(s)) # L(F(t) — G(t)) = gr(t). Luego
existe ¢ € E tal que F(s) = G(s) + ¢, pero 0 = F(a) = G(a) + ¢ por lo que ¢ = —G(a)
y luego F'(b) = G(b) — G(a). En particular con G = u obtenemos el resultado deseado.
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2.2. Operadores en espacios de Banach

Consideremos al espacio de Banach E.

Definicion 2.2.1. Sea D un subespacio lineal de E. Un operador lineal T': D — E es
acotado si existe una constante ¢ > 0 tal que ||T'f]| < c||f|| para todo f € D.

Cuando T es no acotado, vamos a considerar a su dominio DD como un subespacio denso

en F.

Por otra parte, sea L(FE) el espacio de operadores lineales acotados de E en E. Resulta ser

que L(E) es un espacio de Banach con la norma |-||*, dada por

IT|" = sup |Tf]| = sup |Tf]l, paratodo T e L(E).
feE\{0} [If]=1

Teorema 2.2.2. Sea u € C(I, E) integrable, entonces se cumple lo siguiente:

(a) Si T : E — E un operador lineal acotado, entonces la funcion t — Tu(t) es integrable

en I. Ademds se tiene que

T /I w(t) dt = / T(u(t)) dt. (2.8)

I

(b) Sea f € E*, entonces t — f(u(t)) es integrable y se cumple
f/lu(t) dt:/lf(u(t)) dt.

Demostracion. Probaremos solo el inciso (a) ya que el inciso (b) se demuestra de manera

similar.

Dado T : E — E un operador acotado, tenemos que ||T'(u(t))|| < C ||u(t)]|, para todo t € I,
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con C' > 0 constante. Luego [; | T(u(t))|| dt < [; C'llu(t)|] dt < oo, por lo tanto T'(u) es

integrable.

Por otro lado supongamos que [ es acotado y con extremos —oo < a < b < oo. Para
cualquier particiéon P = {a =ty < t; < ... < t, = b} de I y cualquier funcién u: I — E,
denotamos por S(u,P) a la suma Yy ., u(ty)(ty — ty—1); ademds, como S(u,P) € E,
tenemos

n n

T(S(u, P)) =T ultr)(tr —te1)) = > T(u(tr))(tr — tr1) = S(T(w),P).  (2.9)
k=1 k=1

Definimos A(P) = méax{ty — tx—1 : 1 < k <n}. Sea { P, }neN una sucesién de particiones
de I tal que A(P,) — 0, cuando n — oo. Por (2.9) y por el hecho de que T es continuo,

por ser acotado, obtenemos

/T(u(t))dt = lim S(T(u), P,) = lim T(S(u,P,)) =T (lim S(u,P,)) = T/u(t) dt.
I 1

n—oo n—0o0 n—o0

La igualdad anterior se cumple para cualquier intervalo acotado I. Consideremos ahora a

I con extremos —oco < a < b = co. Entonces

/at T(u(t)) dt = T/atu(t) dt,

para todo a < t < b. Tomando en cuenta la integrabilidad de T'(u) y de u sobre I,y
la continuidad de T, al hacer tender ¢ — oo obtenemos (2.9) con I = [a,o0). Los casos

restantes para a y b se justifican de manera similar. O

Sea I un intervalo y sea ® : [ — L(E). Decimos que ® es continua en un punto to de I si

Iim [[9(t)f — ®(to) f| =0, para todo f € E. (2.10)
0
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Si ® es continua en todo punto de I, diremos que es continua en I.

Una funcién @ : I — L(FE) se dice diferenciable en un punto to de I si existe una funcién
V: ] — L(F) tal que
D(to + h) — @(to)

lim
h—0

F- wo)fH o,

para todo f en E.

Denotaremos al operador ¥(tg) por %(to) 6 ®'(tg). Si @ es diferenciable en todo punto ¢

de I, diremos que es diferenciable en I.

El siguiente teorema nos dice que la formula de Leibniz se puede generalizar para las
funciones de operadores diferenciables. La demostracién es andloga al caso de funciones

escalares asi que se omitira.

Teorema 2.2.3. (a) Seanw:1 — E y ®: I — L(E) funciones continuas (resp. diferen-
ciables), entonces la funcion t — ®(t)u(t) es también continua (resp. diferenciable) en

1. En el caso diferenciable se satisface que

d de du
T (@()u(t) = T (u(t) + S(t) ().

(b) Sean ®,¥ : I — L(E) diferenciables en I, entonces la funcion t — Y (t)®(t) es dife-

renciable en I, y tenemos la formula

d dv de
S(UODH) = - (O(H) + (1) (1).

Dado un operador A : D(A) C E — E, su grafica esta dada por

Gr(A) = {(f,Af) e Ex E: f € D(A)}.
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Definicién 2.2.4. Sea A : D(A) C E — E un operador lineal con D(A) denso en E.

Decimos que A es un operador cerrado si su Gr(A) es un conjunto cerrado.

2.3. Semigrupos de operadores

Sea E un espacio de Banach.

Definicién 2.3.1. Una familia de operadores {T'(t)}+>0 tales que T'(t) € L(E), t > 0, es

un semigrupo de contracciones si satisface las siguientes condiciones:

(a) T(t+s) =T(t)T(s), para todo t,s > 0.

(b) IT@) fIl < [If]l, para todo f € E'yt > 0.
Decimos ademés que {T'(¢) };>0 es un semigrupo de contracciones continuo si
(c) im0 T(t)f = f, para todo f € E.

En adelante, en algunas ocasiones, nos vamos a referir a la familia {T'() }+>0 simplemente

como 1.

Las condiciones (a), (b) y (c) son llamadas propiedad de semigrupo, de contraccién y de
continuidad, respectivamente. Para un semigrupo de contraccién continuo 7', tenemos que
IT©)f = £Il < ITO)(f = TP + [T F — £ < |If = T@ I + [ T(2)f — ]| para todo
t > 0, de lo cual se sigue, al hacer tender t a cero, que T'(0)f = f, para todo f € E'y
por lo tanto 7'(0) = I, donde I es el operador identidad en L(E). Ademas para f € E'y
t> 5> 0 tenemos que [ T(5)f — T(s)f|l = [T(s)(T(t = 5)f — F)Il < |T(t = 8)f — ]| = 0
cuando s Tt (o, t — s | 0), luego la funcién ¢ — T'(t) f es continua por la izquierda, con el
mismo argumento se puede verificar que tal funcién es continua por la derecha también y

por lo tanto es continua.
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2.3.1. El generador infinitesimal

Definicién 2.3.2. Definimos al generador infinitesimal de un semigrupo {T'(t)}+>0 como
el operador denotado por A y con dominio D(A) == {f € E : limy % € E}, dado
por

Af = léﬁ’)l T(h)}J:—f7 para todo f € D(A). (2.11)
De la definicién anterior vemos que el generador infinitesimal es lineal, pero resulta que no

necesariamente es acotado. Sin embargo tiene otra propiedad més débil, el generador es un

operador cerrado densamente definido, como veremos més adelante.

En la siguiente proposicién se muestra que un semigrupo se relaciona con su generador
mediante una ecuacién diferencial, ademas esta ecuacién serd de ayuda para demostrar

algunos resultados posteriores.

Teorema 2.3.3. Sea A el generador infinitesimal del semigrupo {T'(t)}+>0. Entonces se

cumple lo siguiente:

(a) Si f € D(A) entonces T(t)f € D(A) para todo t > 0, la funcién t — T(t)f es

diferenciable en el intervalo (0,00) y ademds se satisface

d

ST(0)) = AT(1)] = T()AS. (2.12)

para todo t > 0.
(b) El generador A es un operador lineal cerrado y su dominio D(A) es denso en E.

Demostracion. (a) Primero probaremos que el semigrupo deja invariante al dominio del

generador, es decir, que para todo f € D(A) y t > 0 se tiene que T'(¢)f € D(A). Sean
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pues f € E'y t > 0, por la propiedad de semigrupo tenemos que

T(s)TE)f=TE)f _

S S

dado que T es de contraccion, tenemos

ot (L)

i

y como limg TS — Af, entonces limg o T(t)% = T(t)Af. De lo anterior se

S

concluye que T'(t)f € D(A) y ademés AT (t)f = T(t)Af, para todo f € Ey ¢t > 0.

Ahora probemos que t — T'(t) f es diferenciable en (0, c0). Ya vimos de la parte anterior
que t — T'(t)f es diferenciable por la derecha en (0,00) y que %T(t)f =ATt)f =
T(t).Af, mostremos pues que también es diferenciable por la izquierda; sean t > s > 0,
tenemos que

T -5/ -TOS .

—S

T(s)f—f

OAF =T(t5) ~T(947)

como 1" es de contraccién, tenemos que

R

<[P g s - .

Los términos del lado derecho en la tltima desigualdad tienden a cero cuando s tiende

a cero por la derecha porque f € D(A) y el semigrupo es continuo, por lo tanto

i LE=8)f ~TQO)f _
sJ0 —S

(t)Af,

lo cual demuestra que t — T'(t)f es diferenciable por la izquierda en (0, 00). Ademads
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se tiene que S-T(t)f = AT(t)f = T(t)Af.
Por lo anterior T'(t) f es diferenciable en (0,00) y se satisface la relacién (2.12).
Demostremos primero que A es cerrado. Sea { f,, }new una sucesién en D(A) y supon-

gamos que limy, oo fr = f v limy oo Afn = ¢, con f y g en E. Probaremos entonces

que f € D(A) y que Af =g.
Usando el Teorema fundamental del célculo (2.6) y la ecuacién (2.12), obtenemos

d

T(t)fn— fn= /0 E(T(s)fn) ds = /0 T(s)Afpds, Vit>0. (2.13)

Por otro lado, tenemos que limy, oo (T'(t) frn — fn) = T(t)f — f, por ser T(t) acotado

(continuo) para todo t > 0. Ademads

<t|Afa—gll, V=0,

/0 T(s) Afy ds — /0 T(s)gds /0 T(s)(Afy — g)ds| < /0 IT(s)(AS — )| ds

pero por hipétesis tenemos que lim,,, || Afn, — g|| = 0, por lo tanto

t t
lim T(s)Af,ds = / T(s)fds, Vit>D0.
0

n—oo 0

Luego, haciendo tender n — oo en (2.13) llegamos a que

t
7(0)f - f = [ T(s)gds,
0
mas ain, ya que s — 1'(s)f es continua tenemos por (2.4) que

TWf—f 1 _ _
lm ——=—= = lim — ; T(s)gds =T(0)g =g,

lo cual nos dice que f € D(A) y que Af = g. Por lo tanto el generador es cerrado.
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Ahora demostremos que D(A) es denso en E. Para este fin, considere f € E, y para

cada 6 > 0, defina
5/ s)f ds. (2.14)

Sabemos que limgs_.o fs = f, por lo tanto, la prueba se reduce a demostrar que fs €

D(A).

En efecto, usando (2.14) y (2.8), para cada 0 < h < ¢ tenemos

1 0 1 O+h
f5—(5/ fds—(s/OT(h—l—s)fds:é/h T(s)fds,

de donde se sigue que

T(h”;f —Js _ % (;L /:+hT(s)fds— ill/oéT(s)fds)
:(15(]1]/:+hT(s)fds}1L/oh ( )fds>
pero sabemos que limyyo & [77" T(s) f ds = T(6) f, y que limpjo L [* T(s)f ds = f, por
lo tanto
i T(h)f;f L %(T(&)f —f), en E. (2.15)

Lo cual implica que para cada § > 0, fs pertenece al dominio D(.A) del generador,

luego D(.A) es denso en E.

2.3.2. La resolvente

Definicién 2.3.4. Una resolvente de contracciones es una familia de operadores { Ry }a>0

tales que R, € L(E), a > 0, con las siguientes propiedades:
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(a) Ry — Rg = (8 — a)RyRg, para todo «, 3 > 0.

(b) [laRaf| < [IfIl, para todo f € E'y o> 0.

Decimos ademads que la familia { R, }4>0 es regular si

(¢) limy—y00 @Ry f = f, para todo f € E.

La relacién en la condicién (a) es conocida como la ecuacion resolvente y en particular nos
dice que Rg = Ro(I— (B8 —a)Rg) y luego Rg(E) C Ro(E) y por simetria Ro(E) C Rg(E),
es decir, que la imagen R, (FE) es independiente de o > 0. Notemos ademés que la propiedad
de contraccién (inciso (b)) la adquieren los operadores aR,. La propiedad de regularidad
implica que R, (F) es denso en E, pues todo elemento f € E es limite de elementos de la

forma aR,f € Ro(E).

Veremos en la siguiente proposicién que una resolvente de contracciones restringida a su
imagen es regular. Y ademas que la cerradura de la imagen es justamente el subconjunto

de E donde la resolvente es regular.

Proposicién 2.3.5. Sea {R,}o>0 una resolvente de contracciones y denotemos por D a
su tmagen. FEntonces se cumple:

(a) Para todo f € D se tiene que limgy_yoo @R f = f.

(b) Si F={f € E:limy o0 aRof = f} entonces D = F.

Demostracion. (a) Sea f € D, entonces f = Rgg, para algin g € E'y > 0. Luego, se

tiene

o (0]
aR.f = aRaRpg = T(RBQ — Rog) = 5
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Pero, cuando o — oo, se tiene que %_5 f — f, v por la propiedad de contraccién de la

resolvente tenemos H ai_ﬂRa g

‘ < ]a—iﬁ] llgll = 0, por lo tanto

i aRaf = Jim -t r - i S

R.g=f.

(b) Consideremos el conjunto F. Por el inciso (a) tenemos que D C F. Ademds F es
cerrado, en efecto, sea { f, }nen una sucesiéon en F tal que lim,_,~ f, = f, para algin

f € E. Entonces

laRof — fll < l[aRaf — aRafull + [|aRafn — full + [ fn — fl
<2 ||fn - f“ + ||aRafn - fn” )

luego tenemos que

limsup ||aRaof — f|| < 2| fu — f] —i—h’m_)sup laRofr — fall = 2| fn — [l

a—0o0

y como lim,_ o fr, = f concluimos que limsup,_, ||aRaf — f|| = 0. Por lo tanto
f € F, luego F es cerrado. De lo cual se sigue que D C F. La contencién F C D se

tiene porque todo elemento f de F es limite de elementos de la forma aR,f € D.

De la proposicién anterior se desprende una condicién necesaria y suficiente para que una

resolvente de contracciones sea regular, que establecemos en el siguiente corolario.

Corolario 2.3.6. Una resolvente de contracciones es reqular si y solo si su imagen es

densa en E.

Demostracion. Si {Rq}a>0 es regular ya sabemos que D es denso en E. Por otro lado

si D es denso en E, entonces por el inciso (b) de la proposicién anterior, tenemos que
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E=D={f¢cE:limy.oc aRaf = f}, por lo que la resolvente es regular. O
Ahora construiremos una resolvente de contracciones regular a partir de un semigrupo de
contracciones continuo, mediante la transformada de Laplace.

Sea {T'(t)}+>0 un semigrupo y considere @ > 0y f € E. La funcién t — e T (t)f es

continua y se tiene que

[ lemrasl aes [T etigra= Ly, (217)
0 0

es decir, t — e T'(t) f es integrable en [0, c0), luego existe la integral

/OO e T (t) f dt,
0

en F. Para a > 0 definimos al operador R, en E, como
o0
Rof = / T f dt, con f€E. (2.18)
0

De (2.17) R, estd bien definida para toda f € E siempre y cuando o > 0. Ademés, por la
linealidad de la integral y usando nuevamente (2.17), R,, es un operador lineal acotado en

E. Veamos que estos operadores forman una resolvente de contraccién regular.

Proposicién 2.3.7. Sea {T'(t)}+>0 un semigrupo de contracciones continuo. Entonces se

cumple lo siguiente:

(a) La familia {Ra}a>o0 definida en (2.18), es una resolvente de contracciones regular.

(b) Sea A el generador infinitesimal relacionado al semigrupo {T(t)}1>0. Entonces para
cada a > 0 el operador (o — A) es una biyeccion de D(A) en E. Ademds se cumple
la igualdad

Ra = (al — A)7L.
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Demostracion. (a) Tenemos que probar que {Rq}a>0 satisface las tres propiedades de la

Definicién 2.3.4.

(1) Tomemos f € E arbitrario y sean o, > 0. Si @ = f, la condicién se cumple

(3)

trivialmente, consideremos pues a # 3. La funcién ¢ — T'(¢)f es continua, luego

por (2.8) y por (2.18) tenemos que

RaRpf = / ()R f dt = / oot / BTt + 5)f dsdt,
0 0 0

para t fija hacemos el cambio de variable r = ¢t + s, y un cambio en el orden de

integracién, para obtener

RaRﬁf :/ e—at/ e—ﬁ(r—t)T(r)f dr dt :/ G_BTT(T)f/ eﬁt—at dt dr
0 t 0 0

= [ et T -y = [T re e e ar

1
= E(Raf — Rﬂf)

Como f es un elemento arbitrario en E, se tiene la igualdad que queriamos.

Sea v > 0. Por ser T'(t) acotado para todo ¢t > 0, tenemos que

laRaf| =

aAme‘anf&H:‘

/OO e *T(s/a)fds
0
< /0 T e |T(s/a) ] ds < /0 T e |71 ds = 171

Dado que T'(s /) f — f cuando o — ooy [le *T'(s/a) f|| < e~ % || f|| con [§ e™* || f|| ds <

00. Por convergencia dominada tenemos que
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lim aR,f = lim a/ e “T(s)fds= lim e *T(s/a)fds (2.19)
a—00 a—00 0 a—oo Jq
= / e lim T(s/a)fds = (/ e *ds)f =f. (2.20)
0 a—r00 0

(b) Primero demostraremos que (ol — .A) es un operador sobreyectivo para cada a > 0.
Sea f un elemento arbitrario de E. Lo que queremos es hallar un elemento en D(A)
tal que su imagen bajo (al — A) sea f y el candidato es R, f, veamos pues que

(al — A)Rof = f. Para cada h > 0, tenemos

T(WYRuf = /0 T e T (h)T() £ dt = /0 T et (h 4 1) fdt = eoh /h T et ft,
(2.21)

donde la primera igualdad se cumple debido a (2.8). Por lo tanto

T(WRaf — Raf = eah/

e~ MT(t) f dt — / e~ T (t)xdt
h 0

00 h
(e 1) /h =T (1) f dt — /0 e~ f dt,

luego

T(hRaf — Ra ah 1 [ 1
(h) }J: f_e - /h e tT(t)fdt—h/o e T (¢) f dt,

pero sabemos que limy, o e"";L—l = a, limp o fhoo e Tt fdt = Rafy
limp, 0 + foh e T () fdt = e T(t) fli=0 = f, por lo tanto
T(h)Raof — Raf B

I =aRyf — f.
i Y aRaf — f

Lo anterior implica que Rof € D(A) y AR.f = aRof — f, luego (ol — A)Rof = f,

para cada f € E. Por lo tanto (ol — A) es sobreyectiva para cada o > 0.
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Ahora probemos que (al — A) es inyectivo para cada o > 0. Sea f un elemento de
D(A) tal que (ol — A)f = 0. Consideremos la siguiente funcién u(t) == e~*T(t)f,

para todo t > 0, entonces se sigue de la relacién (2.12) que

d

a(u(t)) = —ae "T)f + e “T(t)Af = —e “T(t)(al — A)f =0,

por lo que u(t) es constante para todo ¢ > 0. Notemos que lim; g u(t) = e~ T (t) fli=o =
f,y por ser T(t) de contraccién tenemos que He_O‘tT(t)fH < e || f]], esto implica que

lim u(t) = lim e”“7T(t)f =0,

t—00 t—o00

y por ser u(t) constante y continua, deducimos que f = 0. Por lo tanto (al — A) es

inyectivo para cada « > 0.

Asi, hemos demostrado que el operador (ol —.A) es una biyeccién de D(.A) en E, para

cada a > 0, ademds (al — A)~! =R,.

2.3.3. Teorema de Hille-Yosida

A continuacion enunciaremos un teorema que nos brinda condiciones suficientes y necesarias
para que un operador lineal sea el generador infinitesimal de algiin semigrupo. Mientras que
el teorema posterior a este nos dice que es posible obtener un semigrupo de contracciones
continuo con base en una resolvente de contracciones regular. Ambos son parte del Teorema

de Hille-Yosida y puede hallarse una demostracién en [17] (Teorema 5.20, p. 458).

Teorema 2.3.8 (Hille-Yosida). Sea U un operador lineal definido en un espacio de Banach
E, con dominio D(U). Para que U sea el generador infinitesimal de algin semigrupo de

contracciones continuo es necesario y suficiente que U satisfaga las siguientes condiciones:
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(a) El operador U es cerrado y su dominio D(U) es denso en E.

(b) Para todo a > 0 la ecuacion (ol —U)f = g, tiene una unica solucion f € D(U) para

cualquier g € E; escribimos entonces f = (al —U)™g.
(¢) Para todo o >0, g € E, tenemos la desigualdad ||(aI —U)"'g|| < % ||g].

Teorema 2.3.9. Toda resolvente de contraccion reqular {Rx}x>o es la transformada de
Laplace de un dnico semigrupo de contraccion continuo. En particular la familia {Ra}a>0

definida en (2.18), cumple esta propiedad.



Capitulo 3

Procesos de Markov-Feller

3.1. Semigrupos de Feller

Sea O un espacio de Banach con base numerable. Consideremos al espacio conformado por
las funciones reales con dominio en O, continuas y que se desvanecen en el infinito, con la

norma uniforme

[fll =sup |f(z)], paratodo [ € Cux(O).
zeO

Definicién 3.1.1. Una familia {T'(¢)}+>0 de operadores lineales y acotados, definidos en

el espacio de Banach (Coo(O), [|[|,;); es un semigrupo de Feller si satisface lo siguiente.

(a) T(t)f € Cs(O) para todo f € Co(0O), ¢ > 0.
(b) T(s)T(t) = T(s +t), para todo s, ¢ > 0.

(©) IT@ ] < If]l, para todo t > 0y f € Coo(O).

(d) Timyo | T(t)f — |, para todo f € Cag(O).

(e) T(t)f > 0, para todo f > 0, h € Cs(O) (no negatividad).

25
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Podemos decir, pues, que un semigrupo de Feller es un semigrupo de contracciones continuo,

no negativo y definido sobre el espacio de Banach Co(O).

En el siguiente teorema mostraremos que cuando O es un espacio localmente compacto con

base numerable, la condicién (d) de la definicién anterior puede ser reemplazada por

(d) im0 |T'(¢) f(x) — f(x)], para todo x € Oy f € Cso(O) (continuidad puntual).

Teorema 3.1.2. Sea O un espacio localmente compacto con base numerable. Sea {T'(t)}+>0
un semigrupo de contracciones, no negativo, definido sobre Coo(Q). Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(d) Yimy_o || T(t)f — fl, para todo f € Cx(O).

(d’) limy—o |T'(t) f(z) — f(x)|, para todo x € O y f € Cxo(O).

Demostracion. Laimplicacion (d) = (d’) se tiene por el hecho de que |T(t) f(z) — f(z)| <
|T(t)f — fll, para todo t > 0, z € Oy f € Cx(O). Para la otra implicacién probaremos
que la transformada de Laplace del semigrupo {7'(¢)}+>0 es una resolvente de contraccién
regular, y por el Teorema 2.3.9 prodremos concluir que el semigrupo es continuo (fuerte-

mente).

Sea f € Cx(0), por la propiedad de contraccién del semigrupo tenemos que || 7(s)f| <

1£], luego
/0 e~ | T(s) ]| ds < /0 e[| ] ds < oo.

Entonces el operador

R.f = /000 e “T(s)fds,

estd bien definido, para todo f € Cx(O). Por la demostracién de la Proposicién 2.3.7(a) la
familia { Ry }a>0 es una resolvente de contraccién. Ademds, dado f € C(O) tenemos que

limgy oo e T (/) f(x) = et f(2), para todo z € O, y |€_tT(7f/Oé)f(£L')‘ < He‘tT(t/a)fH <
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e t]|f|l, donde la funcién t — e~! | f|| es integrable, entonces por el Teorema de conver-

gencia dominada tenemos

lim aR, f(z) = lim a/oo e **T(s)f(z)ds = lim OOeftT(t/a)f(gc) dt
_ / T lim T (o) f(z) dt = / T e f(2) dt = f(a), (3.1)

para todo x € O (convergencia puntual).

Para probar que la resolvente es regular, usaremos el Corolario 2.3.6, es decir, demostrare-
mos que el conjunto imagen D := R, (Cx(0O)), que recordemos no depende de «, es denso

en C(0).

El espacio dual C(O)* esta formado por las medidas finitas con signo en O (vease [7],
Apéndice C). Un corolario del Teorema de Hahn-Banach (vease [7], Corolario 6.14, p. 81),
nos dice que los elementos de la cerradura de un subespacio de un espacio normado, son
aquellos que se anulan en todo funcional lineal que anula al subespacio mismo. Entonces

*

si probamos que el elemento cero de Coo(O)* es el tinico que anula a D, tendremos que

D = Cso(0). Sea pues i1 € Cop(O)* tal que

o /(’) Rofdu =0, (3.2)

para todo f en Coo(O) vy a > 0. Por (3.1) sabemos que aR,f converge puntualmente a
f, cuando o — co. Ademds |aRq f(x)| < [[aRaof]| < ||f|l, por la propiedad de contraccién,
para todo x € O y a > 0, donde la funcién constante x — || f]| es p-integrable porque u es
una medida finita en O. Entonces por (3.2) y por el Teorema de convergencia dominada

tenemos que

0= lim aRafdM:/ lim aRafdu:/fdu7
OO[—}OO 10)

a—r00 (@)

para todo f en C(O), por lo que = 0. Por lo tanto D es denso en Cy(O). Luego la
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resolvente de contracciones { Ry }a>0 €s regular, es decir lim, oo @R f = f y por lo tanto

el semigrupo {T'(¢) }+>0 es continuo (fuertemente). O

3.2. Procesos de Markov-Feller

Sea O un espacio localmente compacto con base numerable y norma |-|. Sea Coo(O) el
espacio de funciones h : O — IR, continuas, que se desvanecen en el infinito, es decir,
limy 00 h(z) = 0, y sea ||-|| la norma uniforme dada por ||h| = sup,cp |h(z)|, para todo
h € Cx(0). La pareja (Coo(O), ||-||) conforma un espacio de Banach [vedse [7], Proposicién
1.7, p. 65].

Sea y(t,z) un proceso de Markov-Feller homogéneo definido en el espacio de probabilidad
filtrado (€2, F, {Ft}+>0,P) con espacio de estados O, cuya familia de operadores {®(t)}+>0

dada por
O(t)h(x) = Elh(y(t,x))], Vt>0,z€ O,h e Cx(0),

satisface las siguientes propiedades:

(a) ®(t)h € Cx(O) para todo h € Csp(O).
(b) ||®(¢)h|| < ||h|| para todo t > 0, h € C(O).
(c) ®(t)h > 0,81 h € Cx(O) y h > 0.

(d) lmy o ||®(t)h — h|| = 0, para todo h € Cs(O).

Observacién 3.2.1. Existen casos especiales de procesos de Markov-Feller que satisfacen
las propiedades (a)-(d); por ejemplo, véase [[3], seccién 3], en el caso cuando y(¢,x) es un

proceso de Lévy o [[2], seccién 1.4], para cadenas de Markov a tiempo continuo y(¢, z).
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Sea —Ap el generador infinitesimal del semigrupo {®,(t)}+>0, con dominio D(Ap) C
Coo(0), v {Ra}a>0 su resolvente asociado. Entonces, de la seccién anterior, se cumple
que D(Ap) es denso en Coo(O), Ra(Coo(O)) = D(Ap) y no depende de «, el operador
aI + Ag es biyectivo para todo a > 0, Ry = (aI + Ag)~! y tenemos la desigualdad

1
IRahll < — A,V h € Coo(O). (3-3)

Sea a > 0, sabemos que la familia {®4 () }+>0 definida sobre Coo(O) y dada por

o (t)h(z) = Eleh(y(t, 2))], (3.4)
paratodot >0,z € O, h € C(O), es nuevamente un semigrupo de Feller, en efecto, dado
que P, (t)h = e~ B (t)h se tiene inmediatamente que @ (t)h € Coo(O), || Pu(t)h|| < |1,
Do (t)h > 0si h >0y por dltimo [|[®q(t)h — h|| < ||e™**®(t)h — e~ *h| + |l **h — h| — 0

cuando t — 0. Sea —A, el generador asociado al semigrupo ®,, entonces D(A,) = D(A)

y tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.2. (a) Sea a > 0, entonces tenemos la desigualdad

126 (t)R]l < e |IA]. (3.5)

(b) Para cada o> 0 y > 0 se cumple la igualdad,
Aot = Ao + BI, (3.6)

donde I es el operador identidad en C(O).
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Demostracion. (a) Sea t > 0, tenemos que

|Pa(t)h(2)] < T [e™ [A(y(t,2))]] = e B[ |h(y(t, x))]

<e ' h].
Por lo tanto ||®q(t)h|| = supyecof{|Pa(t)h(z)|} < e ||
(b) Sea h € D(Aqn+p), notemos que
Darp(O)h(x) = B [T h(y(t,2))] = e Pq(t)h(2),
para todo t > 0y x € F, de donde obtenemos
h— G p(t)h

A h=lm———=1i ’
atpt =3 ¢ o ¢

pero e Bt =1 — Bt + o(t), entonces se tiene que

h — e Pt (t)h _h—(A-pBt+o(t)Pa(t)h _ h— qla(t)h By () — O(tt)q)a(t)h‘

t t

Sabemos que existe el limite del primer término de la expresién anterior y el limite de

BP(t)h— ﬂq)a(t)h cuando t — oo, por lo tanto existe el limite lim;_,o w

v luego

h € D(A,). Ademads se cumple que

o(t)

t10

<h—<11a(t)h

De la proposicién anterior deducimos que D(A,) = D(Ap) = D(A) y también R, =
(@I + Ag)~! = AZL. Ademés, para 8 > 0 tenemos Rq4sh = A;Jlrﬁh = (Aq + BI)7'h, es
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decir, {Ra+s}s>0 es la resolvente asociada al semigrupo {®,(t)}:>0, para cada a > 0.



Capitulo 4

Control de Tiempos de Paro

4.1. Problemas de tiempo de paro 6ptimo

Sea y(t,xz) un proceso de Markov-Feller definido como en el capitulo anterior. Vamos a
considerar una dindmica con evolucién dada por el proceso y(t, x) el cual se puede detener
en un tiempo aleatorio. A cada instante se produce un costo dado por una funcién f y
al detener la dindmica se produce un costo final dado por una funcién . El problema es

determinar un tiempo aleatorio de manera que se produzca un costo minimo.

Vamos a definir primero lo que es un tiempo de paro. Dado un espacio de probabilidad
filtrado (Q, F,{F:}+>0,IP), un tiempo de paro respecto a la filtracién {F;}+>0 es una va-
riable aleatoria 7 en el espacio de probabilidad (€2, F,IP), con valores en [0, 00| y tal que

se cumple la siguiente condicion

{r<tleF, V t>0.

32
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Denotamos por T al conjunto de todos los tiempos de paro
T == {7 : Tes tiempo de paro con respecto a {F;}i>0}.
Dadas dos funciones f y ¥ en Coo(O) y a > 0, consideramos la funcién de costo

sy =B | [ ot one i+ 1rettylrane ] (4.1)
0
y la funcién de costo éptimo
(x) = inf J(z, 7). (4.2)

Donde el infimo se toma sobre todos los tiempos de paro 7 € 7. Ademads, diremos que

7 € T es un tiempo de paro éptimo, si cumple lo siguiente:
w(z) = J(z,7), VxeO. (4.3)

4.2. Problema penalizado

Nuestro objetivo es dar una caracterizacién de la funcién de costo éptimo (4.2) y hallar un
tiempo de paro 6ptimo (4.3). Una forma natural de estudiar este problema es mediante los

problemas penalizados.

Dados «, € constantes positivas, f y ¥ en C(O), queremos resolver la siguiente ecuacién
no lineal

ue € D(AW) tal que Autie £ (ue — ) = . (4.4)

donde ()™ denota la parte positiva. En la siguiente proposicién demostraremos que esta

ecuacién tiene una tdnica solucién en C(O).

Proposicién 4.2.1. Sean f y ¢ funciones en C(QO). Entonces,
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(a) Para todo € > 0 existe una unica solucion u. € Cso(O) de la ecuacion (4.4).

(b) Si € D(A,), entonces se cumple:
0 < o) — uorle) <= | (F = Aath)* | (4.5)

para todo 0 < &’ < e, x € O.

(c) Se satisface la siguiente relacion:

t 1
Ue = Do (t)ue +/0 O, (s)[f — g(ua — )T ds, (4.6)
para todo t >0, € > 0.

Demostracion. (a) Primero vamos a reescribir la ecuacién (4.4) de la siguiente manera.
Dado € > 0, de la relacién (ue —¥)*t = ue — ue A9 (donde A denota al minimo entre

dos valores), se sigue de la misma ecuacién (4.4) que

VS VRS SR
Aaue‘f‘gus*f E(Us V) +€ue—f+€(ueA”¢), (4.7)

sin embargo por (3.6) tenemos que A, + %I = Au41/s, ademds como vimos en el
capitulo anterior, el generador A, /. : Dp(Aa) = Coo(O) es biyectivo y su inversa es

la resolvente R, 1/, por lo que

1
Ue = Roz—l—l/s(f + g(us A d})) (4'8)
Notemos que para todo h € Co(O), f—i—%h/\w € Coo(0), pues f,19 € Co(O). Entonces

definimos al operador T} : Co(O) — D(Ay), como

Toh = Reosre(f + %(h AY)), Vh e Ca(O).
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Asi, el problema de existencia de una tunica solucién del problema (4.4) se traduce
al problema de existencia de un unico punto fijo de T, que es lo que mostraremos a
continuacién. Como C,(O) es completo, basta probar que T; es de contraccién. Sean

g, h € Cso(O), por la linealidad de la resolvente tenemos que
1
T.h—T.g = gRaH/a(h AN —gAp),
y notemos que ||h A — g A || < ||h — g]|, lo cual junto con (3.3) nos da

1/e
T.h—T.g|| < h—
H € €g||_04—|—1/€H 9”7

como « > 0 resulta que 7T es de contraccion, luego tiene un tnico punto fijo u. €
Coo(0). Pero ademés por (4.8) tenemos que u. = Tru. € D(A,). Por lo tanto la

ecuacién (4.4) tiene una tnica solucién en D(A,).

(b) Supongamos que ) € D(A,) y sean 0 < &’ < e. Primero demostraremos que se cumple

la desigualdad 0 < u. — u.. En efecto, usando (4.7) y (3.6) tenemos

1 1
AaJrl/sus’ = Aa+1/z—:’+(1/€fl/5’)u€’ = AaJrl/z-:’ua’ + (6 - 8’) U’ (49)
1 1 1 1 1 1
= f - g(ugf — w)+ + gugl + <€ - 8,) Uegr = | — g(ugl — w)+ + gusl.
(4.10)

Entonces, como —1/&’ < —1/e, se tiene que
1 L1 1
Aa—&—l/a“s’ < f - g(us’ - ¢) + gus’ = f + g(us’ A ¢) (4'11)

Dado que la resolvente R 1. (el operador inverso de A, 1 /5), es un operador lineal

monétono, es decir, g < h implica Ryy1/:9 < Raq1/:h, de la desigualdad (4.11) se
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sigue que

1
Uer < Ra-i—l/a(f + g(us’ A ¢)) = Teuer.

Aplicando el operador T a la expresion anterior de manera iterativa, obtenemos las
desigualdades

U < Teugr < .00 < TE”ug/.

Como T es un operador de contraccidn, la sucesion {7 'u. }nenw converge, cuando

n — 00, al punto fijo u.. Por lo tanto tenemos que

ue < lim T 'uo = ue. (4.12)

n—oo

Es decir u.s < u. siempre que tengamos 0 < &’ < €.

Ahora queda por demostrar que ue(x) — uz(z) < e||(f — Aat) ]|, para todo = € O.

Para esto es suficiente probar que se cumple ||ue —u|| < e||(f — Aat) ]|, lo cual

probaremos a continuacién. Por (4.8) y dado que ¢ € D,(A,), tenemos

1
us — P = Ra—i—l/a(f + g(us A ¢)) - Ra-i—l/aAa-i-l/aw
~Rugye (74 Hue h ) = 20— A
R (7= 0= 0" = Aat ) £ Ry = Aat)

< Ra—i—l/e(f - Aa¢)+‘

Tomando en cuenta que R4 1/:(f — Aap)t > 0, deducimos que

(us - ¢)+ < Ra—l—l/a(f - Aoﬂl))-i_v (4'13)
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lo cual junto con (3.3) implica

1

H(ua - QZ))+H < 1/‘5 +a H(f - -Aaw)—i_H <e H(f - Aa¢)+“ . (4'14)
Por otra parte si uss > 9 entonces
0 <t — s <ue — P < (ue —Y)7". (4.15)

Mientras que si u. < ¢ entonces usando (4.4) obtenemos

Ao (ue — uer) = Ague — Aque = —%(u8 — )T+ é(ual — )T
1 +
= —— — <
8(u6 P)T <0,

luego por la monotonia de la resolvente obtenemos que 0 < u. — usr < R0 = 0. Por

lo tanto hemos probado que
0 < e —ue < (ue — )T

Finalmente por la desigualdad anterior y usando (4.15) y (4.14) llegamos a la desigual-
dad deseada

e — uer|| < H(us - @Z))—FH <e H(f - Aa¢)+H )

(c) Dado que u,. satisface la ecuacién (4.4), se tiene que

e = Ralf = 2 =) = [ Balo)lf = S0 = )" ds
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Con lo cual concluimos la prueba.

La solucién wu. del problema penalizado (4.4) puede interpretarse como un costo éptimo

del siguiente problema de control estocéstico [véase [14], p. 13],

ue(z) = nf{Jo(z,v) : v adaptado,0 < ev < 1}, donde

) (4.16)
Jolw,v) =B [ ¥yt 2)) + v(Ow(y(t, a)e e Ndsar]

Tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.2.2. Las soluciones penalizadas u. convergen puntualmente de forma de-
creciente y en norma, cuando € | 0, a una funcion ug € Coo(QO), es decir

limu: =ug (en Cx(O)). (4.17)

el0

Demostracion. Sean ¢ € Coo(O), 1 € D(Ay) y € > 0. Denotemos por ue(x, ) y us(z, 1))
a las soluciones de (4.16) correspondientes a v y v, respectivamente. De igual manera
denotamos a las funciones de costo por Jo(x,v, ) v Jo(x,l/,QZ) para todo z € O,y 0 <

ev < 1 adaptado.
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Sea x € O, tenemos que

e, ) = uel, §)] = [inf Jo(w,v,0) — inf Jo(w, v, )| < sup | Jo(w, v, 6)  Joa, v, D)
< s | [ fututn) - dlott )| tge 60 o
v 0
<l = ¢f|sup [/ T (pge i dt}
v 0

<l —of|E [sgp{/ooo p(t)e Jov(o)ds dt}]. (4.18)

Hacemos el cambio de variable 7(t) = fg v(s)ds, dr = vdt, con 7(0) =0y 7(t) — a cuando

t — 0o, donde 0 < a < 0o, entonces

/ v(t)e” Jov(®)ds qt = / e Tdr<1
0 0

con probabilidad 1 para todo v adaptado con 0 < v < 1/e. Luego

sup/ v(t)e™ Jov(s)ds g4 < 1,
0

14

usando este hecho junto con (4.18), obtenemos

‘Ue(xa¢) - ua(ﬂf,&)‘ < Hw - I/GH :

Por lo tanto

Jue () = ue(@)|| < [|¢ = |- (4.19)

Si 0 < ¢ < € entonces se tiene que us < u., definimos pues la funcién ug = lim. o u.,

(convergencia monétona puntual). De acuerdo con la notacién anterior, escribimos (1))
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en lugar de ug, v lo mismo con la funcién 1. Notemos que

}UQ(.’E,T,[J) - UO(%JJ)‘ = ’E}g(ué?(xaw) - ue(ﬂfa@)‘ = lim |u€(xa¢) - ui(l‘v&)'

el0

<-4

)

para todo x € O, lo cual es equivalente a

[uo () — uo ()] < |l — || - (4.20)

Por otro lado como 1) € D(A,) entonces es valida la desigualdad (4.5) con lo que obtenemos

|ue (@, 9) — u(z, )| = Jue(z,9) = Um uo(z,9)] = Um Jue(z, ) — uo(@,9)]

e'<ee’l0 e'<ee’ |0

<e|(f = A

para todo x € O, es decir

Jue () — uo(D)|| < e [|(f — Aatd) ]|, (4.21)

por lo que us(z/_z) converge a uo(z/_z) en norma cuando ¢ | 0, para todo ¢ € D(A), luego

ug(¥) € Cso(O).
Para el caso general 1 € Co(O) usamos las desigualdades (4.19), (4.20) y (4.21), para

obtener

e () — uo (V)1 < [Jue () — ue () || + [|ue(¥) — uo ()| + [Juo (1) — ()|
< || =¥ + e ||(f = Aa) || + ||v — ]| - (4.22)

Dado que D(A,) es denso en Co. (O), existe una sucesion ¢, € D(A,) tal que limy, o0 ||t0 — ¢y || =
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0, de lo cual se sigue que
liro [[ue (V) —uo(n)|| < 2|9 = ¢ull  Vn € IN. (4.23)
Por lo tanto, haciendo n — oo, se sigue que

h’fg us (1) = up(v) paratodo o € Co(O), (convergencia en norma). (4.24)
1>

Consideremos ahora el problema de hallar
u€ Cx(0) talque u<vy, y Ayu<f. (4.25)

A cualquier solucién del problema anterior le llamaremos subsolucion de la ecuacién varia-
cional (4.25). Como u no necesariamente pertenece a D(A,), consideramos la desigualdad

anterior en el sentido del semigrupo, es decir,

A< = (@) < Da(t)ulz) + /0 “o(s)f()ds, Vi0.xcO.  (4.26)

4.3. Caracterizacion del costo 6ptimo

El siguiente teorema muestra una caracterizacién del costo éptimo definido en (4.2), como
una subsolucién maximal del problema (4.25).
Teorema 4.3.1. Sean f,1) € Cx(O), entonces se cumplen las siguientes condiciones:

(a) Existe en Coo(O) el limite de las soluciones penalizadas ue, cuando € | 0, y dicho limite

es subsolucion mazimal de (4.25).
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(b) El costo optimo 4 dado por (4.2) es el limite de las soluciones penalizadas ue, cuando

e 10, es decir &= up con ug definida en (4.17).

(c) El primer tiempo de salida de la region de continuidad definido como
7(z) =inf{t > 0:a(y(t,z)) =¢Y(y(t,x))}, VzeO, (4.27)

es un tiempo de paro dptimo, i.e., u(x) = J(z, 7).
(d) Si € D(A,) entonces se cumple la desigualdad de Lewy-Stampacchia

fAA < Agti < f. (4.28)

Demostracién. (a) Ya vimos que existe el limite ug := lim. o u. en Co(O), veamos ahora
que ug es subsolucién maximal de (4.25). De (4.4), sabemos que Ayu: = f— %(ug —)",

luego por (4.6) se sigue que

) = Puluee) + [ ulf — (e =) (0 ds (4.29)

t
< B (tuc(z) + /0 Bals) f(z) ds, (4.30)

paratodot >0, x € O, € > 0. Como ®,(t) es de contraccidn, es acotado y tomando el
limite en la desigualdad anterior cuando ¢ | 0, llegamos a que Ajug < f en el sentido

del semigrupo (4.6).

Ahora probemos que ug < 1, para este fin usaremos la densidad de D(A,). Dado que
1 € Coo(O) tomamos una sucesion {y, }new € D(Aq) tal que lim,, o0 ||ty — || = 0

y denotemos por u.(1,) y us(¢) a las soluciones de (4.4) correspondientes a 1, y ¥
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respectivamente. Tenemos que

(o () — ) || < [[ (o () — e () || + |] (e () — e (1)) |
+ | e (@) = W) ||+ [ (o — ) | (4.31)

para todo € > 0, n > 1. Pero por (4.19), (4.14) y (4.24), el lado derecho de la desigual-
dad anterior converge a cero cuando ¢ | 0 y n — oo, por lo tanto (ug() — )" =00

equivalentemente ug(¢) < 1. Asi que up es una subsolucién de (4.25).

Finalmente mostremos que wug es la subsolicion maximal. Sea u una subsolucién de
(4.25). La desigualdad A,u < f, implica Aq4q/.u < f + %u, para todo € > 0. Mientras

que u < ¢ implica u A ¥ = u. Luego entonces
1
u < Rayi/elf + g(u AY)] = Teu, (4.32)

e iterando obtenemos u < Tou < ... < T7'u. Recordemos que T; es de contraccién y
que su punto fijo es la solucién penalizada u., entonces u < lim,,_yoc T/'u = u.. Por lo

tanto u < lim. | ue = ug, luego ug es la maxima subsolucién de (4.25).

(b) Sea T > 0 fijo. Para cualquier tiempo de paro 7 € T, de (4.6) y por la definicién del

semigrupo @, () en (3.4), tenemos que

TNA\T
we(z) < Do A T)ua(x) + /0 B (s) f(z) ds (4.33)

AT
= et T e~ UTAT),, T T .
—E{A F(y(t,a))d + 5@<Aﬂ>ﬂ, (4.34)

usando el teorema de convergencia monotona, al tomar el limite cuando € | 0 en la

expresion de arriba y tomando en cuenta que ug < 1, obtenemos

AT
up(z) < 1IB { /0 e f(y(t,z)) dt + e~ T D (y(r AT, x))] : (4.35)
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Ahora pasamos al limite cuando T' — oo para llegar a que
wo(z) < J(z,7), Vel (0),TeT, (4.36)

por lo tanto ug < @, con @ dado en (4.2).

Por otro lado, consideremos el tiempo de paro 7. dado por

Te :=1nf{t > 0: u(y(t,x)) > ¥(y(t,z))}. (4.37)
Nuevamente por (4.6), tenemos que

TeNT
us(z) =B {/0 ’ e f(z)dt + e T Dy (y(r AT, 2)) | . (4.38)

Ademds, se tiene que 0 < ¢’ < e implica u. > ul, y esto a su vez implica 7. < 7./, es
decir, € — 7. es decreciente. Definamos 7 = lim. o 7. < oo. Haciendo tender 7" — oo
y luego £ | 0 en (4.38) obtenemos ug(z) = J(x,79). Lo cual prueba que uy = 4,

observando la expresion (4.36).

Dado que u. > 4, se tiene que si t > 0 es tal que u(y(t,x)) = ¥(y(t,z)), entonces
ue(y(t,x)) > Y(y(t,z)) para todo x € O y por lo tanto 7 > 7.. Al tomar el limite

cuando € | 0, obtenemos 79 < 7.

Por otra parte, dado que € — 7. es decreciente se cumple tnicamente una de las dos
siguientes afirmaciones: la primera es que existe eg > 0 tal que 7. = 79 para todo

0 < e <egg, vy la segunda es tenemos que 7. < 79 para todo € > 0.

Si se cumple la primera afirmacién, entonces dado ¢ < g¢ tenemos que u.(y(7e,z)) >
Y(y(7e,x)) y como 7. = Ty entonces se tiene que u.(y(7o,x)) > ¥(y(m0,x)) y haciendo

e — 0 obtenemos u(y(1,x)) > ¥ (y(70,2)) lo cual implica que 79 > 7.

Si se cumple la segunda afirmacién, por ser y(¢,z) un proceso cuasi-continuo por la
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izquierda [véase [9], Proposicién 25.20, p. 501 |, y ya que 7 1 70 y 7 < 7o, se tiene que

lim. 0 y(72, ) = y(10, ), luego (y(10,x)) = im0 us(y(7e, z)) > ¥ (y(10,)) lo cual

quiere decir que 79 > 7. Por lo tanto mp = 7

Para probar que se cumple la desigualdad de Lewy-Stampachhia (4.28), interpretada

en el sentido del semigrupo (4.26) , consideremos la ecuacion lineal
1
Ve € D(Aa) tal que Aa—&—l/svs = g(f - Aaw)+' (4'39)
Note que, por (4.4) y (4.13), tenemos
1 L1 .
f—Aque = g(us —)T < gRa—i-l/s(f — Aah) T = v (4.40)
Tomando en cuenta que
o= [ Lo O)(f — Aap) T dt = T eta (et)(f — Aay) ™ dt
e — o € a+l/e o - 0 a o )

obtenemos lim. g v: = (f —Aq¥)" en Cso(O), mediante convergencia dominada. Luego

por (4.40) tenemos f — v. < Aque, que en el sentido del semigrupo se expresa como

e > Do (t)ue +/0 D (s)(f — ve)ds, (4.41)

haciendo € | 0 obtenemos
t t
02 (Ot [ Sao)(f ~ (f = Act))ds = Balt)i + [ @uls)(F A Aat)ds,
0 0
(4.42)

es decir, Aot > f AN Agt. La desigualdad Au < f ya la hemos probado gracias al

Teorema 4.1.3 (a) y (b), y por lo tanto se cumple (4.28).
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O]

4.4. Ejemplo: Tiempo 6ptimo de compra/venta de activos.

Un problema clésico de tiempo de paro puede ser formulado como el siguiente juego: asuma
que y(t, z) representa el precio de un activo financiero y sea K un precio de ejercicio (compra
o venta) del activo que el jugador pacta en el instante ¢ = 0. Supongamos que el jugador
tiene la libertad de parar el juego (realizar la compra/venta) en cualquier tiempo 7 y como

consecuencia, éste recibe la ganancia
J(z,7) =E[e"*F(y(z,T),K)],

para alguna funcién F : R2, donde y(z,0) = x (precio inicial de la accién) y donde
e~ > 0 representa un cierto factor de descuento (o > 0). En este caso, el jugador no
recibe ganancia alguna hasta no parar el juego. Una funcién F' que se usa frecuentemente
en la teorfa financiera, es aquella de la forma F(x,k) = (z — K)™ o F(x,k) = (K — )"
y el proceso y(t,z) es cominmente representado por medio de un movimiento browniano

geométrico de la forma

dy(t,z) = y(t,x)[rdt + dB(t)],

con «, 8 constantes dadas y B(t) un movimiento browniano estdndar, con condiciones

usuales para la existencia (fuerte o débil) y unicidad de una solucién.

De nuestros resultados anteriores, podemos ver que el costo 6ptimo sup.. J(x, 7) es la maxi-

ma subsolucién de la ecuacion variacional

max {52$2u//($)/2 + kzu'(z) —au , F—u} =0, x>0.
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El problema anterior se puede ver como un caso especial del problema de opciones Ame-
ricanas. Dicho problema tiene solucion explicita inclusive en dindmicas més generales, ver

por ejemplo Oksendal & Sulem [12], paginas 31 a 36.

4.4.1. Variante 1: Problemas de comienzo y parada éptimos

Asuma ahora que el jugador tiene la libertad de escoger dos tiempos: el primero de ellos,
71, es el tiempo de comienzo del juego y el segundo, 7o, es el tiempo de parada del juego,
por supuesto 7 < 79 y ambos se asumen ser tiempos de paro con respecto a la filtracién

del proceso y(+,x). Consideremos el siguiente costo

T2

J(.T, 71, 7—2) = E[/ eiatf(y(tv x(t)))dt + eian@(y(‘rﬂ Tl)) + eiamw(y(‘% 7—2))]7

T1

y sea u(x) := inf; ,, J(z, 71, 72) el costo éptimo. Entonces, de nuestra teorfa desarrollada
en las secciones anteriores, podemos verificar que si consideramos el conjunto de funciones

(u,v) € Cxo(O) tales que

u,v € Cx(0),
u <,
v < Dyt + /t D, (s)fds
u < e+v ’
u < Dy(t)u,

entonces este conjunto tiene una solucién maximal (@, ) y @ coincide con el costo éptimo

4. Ademds, el éptimo (7, 75) se puede obtener como

o= Wf{t>0 : a(y(t,z)) = e(y(t, x)) + 0(y(t, 2))},

To = 7A_+7A'097—ik,
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donde 6 es el operador de traslaciéon y 7 = inf{t > 0 : (t,x)) = ¢¥(y(t,x))}. Intuitiva-

o(y
mente, 75 es el primer tiempo posterior a 7 tal que 0 = .



Capitulo 5

Control impulsivo

5.1. Control impulsivo

En el problema de tiempo de paro éptimo, se decide entre parar o continuar con la evolucién
del sistema dindmico estocéstico y(t, z). Permitir que el sistema evolucione provoca un costo
f(y(t, z)), mientras que al detenerlo al tiempo 7 (variable aleatoria), se genera un costo final
dado por ¥ (y(7,x)). Ahora abordaremos el problema de encontrar de manera secuencial
tiempos 6ptimos de parada del sistema y en cada uno de ellos aplicar una discontinuidad
(impulso) al estado del sistema, misma que podamos controlar de manera Gptima. Este

tipo de problemas se pueden ver como una sucesion de tiempos de paro 6ptimo.

Sean O un espacio de Banach separable y y(t,z) un proceso de Markov homogéneo con
condicién inicial z € O. Consideremos un parametro de control k que pertenece a un

conjunto compacto K C O y una funcién de transicién dada por

i+ 1) = X(& (1), k), Vi=1,2,..., (5.1)

49
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donde X : O x K — O es una funciéon medible y continua en O x K con las siguientes

condiciones:

existe una sucesién {ky,}nen en K tal que

T X (. k)| = o0, (5.2)
y
| X (2, k)" < Cp(1 4 |2|™), VkeK,zeO, (5.3)

para todo m > 0, donde C), son constantes positivas. La condicién (5.3) es esencialmente

una propiedad de suavidad para la funcién de transicién X (€, k).

Vamos a referirnos a una politica de control impulsiva como una sucesion © = {7;, k;; 1 =
1,2,...} donde 7; es una sucesién de tiempos de paro tal que 7; — oo cuando @ — 0o y k;

es una secuencia de variables aleatorias con valores en K.

Al tiempo t = 7; el sistema tiene un impulso descrito por la funcién de transicién controlada
X con k = k; mientras que entre dos tiempos de paro consecutivos 7; > t < 7;41 el sistema

evoluciona conforme al proceso (no controlado), y(¢, z). Es decir,

2" (t,x) = y(t; 13, 2™ (13, 2)), st 7 <t <Tit1,

2 (i, x) = X (27 (1, x), ki),

(5.4)

donde y(t; s,x) es el proceso de Markov (continuo) con condicién inicial z al tiempo s y

7, el limite por la izquierda de 7;.

Si 7; = 741 entonces hacemos Ti1=Tiy (5.4) es consistente. Dado que 7; — 0o, cuando
i — 00, podemos construir el proceso z” (¢, x) mediante iteraciones de (5.4), para cualquier
control impulsivo 7 y condicién inicial x € O. Por lo tanto, la evolucién dinamica es un

proceso estocdstico que no es continuo (incluso no lo es en probabilidad), pero con limites
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por la izquierda y contino por la derecha.

Note que el control donde todos lo tiempos de paro son 7; = co, ¢ = 0,1,..., es valido y
significa que estamos manteniendo la condicion inicial sin alteracién, es decir, una decision

de no intervencién.

Dado un control m = {7, k;;i > 1}, a cada impulso k; le asociamos un costo estrictamente
positivo, al cual nos referiremos como costo por impulso y dado por la funcién I(z, k), mien-
tras que, como se mencioné arriba, f(z) representa el costo por permitir que la dindmica
z siga evolucionando. Asi pues, el costo total para un control m y condicién inicial z estd

dado por
J(z,7) = 1E[ /0 et £ (1)) i+ > e (), k)] (5.5)

y con costo éptimo

() = fr;f J(x,m), (5.6)

donde el infimo se toma sobre todos los controles impulsivos y z™(¢,x) tiene evolucién
construida mediante (5.4) con condicién inicial z. Las funciones f y [ se eligen de manera

particular dependiendo de la aplicacién.

Ademads, diremos que un control impulsivo 7 es 6ptimo si

5.2. Ecuaciones cuasi-variacionales

El principio de programacién dindmica nos conduce a resolver el siguiente problema: Dados

leC(OXK), (k) € Co(O) Yk € K, f € Cxo(O), f >0, hallar la subsolucién maximal
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de la desigualdad cuasi-variacional

u € Coo(O) tal que, u < Mu y Aqu < f, (5.8)

o equivalentemente, encontrar la subsolucién (no necesariamente maximal) de

u € Cx(0) tal que u < Mu, Agu<fy Agu=f en [u< Mul, (5.9)

donde — A, es el generador infinitesimal de y(¢,x) y M es el operador no lineal en C(O)

dado por
Mh(z) = frlgf{l(:z, k) + h(X(z,k))}, VzeO, (5.10)

Para resolver (5.8) definimos una sucesién de ecuaciones variacionales por induccién como

sigue: hallar la maxima sub-solucion de

u" € O (0) tal que u™t < Mu",  Au"T < f, (5.11)
para cualquier n > 0. Donde u? es tal que A,u’ = f.

En vista del Teorema 4.1.3, solo necesitamos ver que M mapea al espacio C(O) en si

mismo, para poder obtener la sucesién de solucinoes 4.

Una de las principales diferencias entre el control de tipo impulsivo y el de tipo continuo

es el costo positivo por impulso, es decir, requerimos que
l(x,k) >1lp>0, VxeO, keK, (5.12)

lo cual evita la acumulaciéon masiva de impulsos pues mientras mas impulsos, mayor es el
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coste que se paga. Como se mencioné en el problema (5.8), vamos a necesitar
leC(OXK), I(+k)eECx(0) VEkeK, [feCx(0)y flx)>0 VzeO, (513)

para estar en condiciones de establecer la sucesién (5.11).

Un papel importante lo lleva a cabo la funcién u°, la cual satisface A,u® = f, asf como la

funcién ug, la cual esta definida como la maxima subsolucién del problema

up € Co(0)  tal que  up < irﬁfl(-,k:), Aqup < f. (5.14)

Considere nuevamente el problema de méaxima subsolucién
u€ Cxo(0) tal que u < Mu, Ayju<f, (5.15)
bajo la condicién
existe 7€ (0,1] tal que rul(z) <wg(z), VzeO, (5.16)

sobre lo que comentaremos después.
En adelante supondremos que se cumplen las condiciones (5.2), (5.3), (5.12), (5.13) y (5.16).
Lema 5.2.1. El operador M definido en (5.10) mapea al espacio Co(O) en si mismo.

Demostracion. Sea h € C(O). Usando el hecho que supci l(-, k) € Cxo(O) y de (5.3),

tenemos que

M) = [t {1, k) + RO (o, ) < JiGe, )]+ [B(X (2, B))

< LG R+ Il < C + (R



54 Capitulo 5. Control impulsivo

para todo z € O y con C' > 0. Por lo que | Mh| < cc.

Sean (z,k) y (zn, kn)new en O X K tal que limy, o0 (2, k) = (x, k). Se tiene que limy, o0 U(zy, ky) =
Iz, k) y limy, 00 X (20, kn) = X (2, k). Por lo tanto la funcién (x, k) — l(z, k) + h(X (2, k))

es continua.

Sean x y {zp tnew en O tal que lim,,_, z, = x. Entonces
Mh(x,) < Uzp, k) + (X (2, k), VEk€EK,
lo cual implica

limsup Mh(z,) < l(x, k) + (X (x,k)), Vke K

y por lo tanto

lim sup Mh(z,) < i%f {i(z, k) + h(X (2, k) } = Mh(z). (5.17)

Por otra parte, por definicién de infimo sabemos que para todos ¢ > 0y z € O, existe

kE* = k*(z,¢) € K tal que

Mh(z) > l(x, k") + h(X (2, k")) — €. (5.18)

Luego, dados {z, }nen, z € O tales que z,, — z (en la norma de O), se tiene que

lim inf Mh(z,) > liminf (2, k) + Uminf A(X (z,, k) — €. (5.19)

n



5.2. FEcuaciones cuasi-variacionales 55

Usando la continuidad de los dos términos de la derecha y el hecho de que K es cerrado,

obtenemos

lim inf Mh(z,) > I(z, k) + h( X (x,kY)) —e > Mh(z) —e, Ve >0, (5.20)

para algin k% € K. Haciendo € — 0, deducimos que

lim inf Mh(z,) > Mh(zx). (5.21)
De (5.17) y de la desigualdad de arriba se sigue que lim, . Mh(x,) = Mh(x) y por lo
tanto Mh es una funcién continua.

Finalmente, tomemos una sucesion {z, Inen tal que |z,| — co. Luego, tomemos la sucesién

{km}men dada en la condicién (5.2). Asi,

[Mhaa)| = | fuf {1, k) + (X (2, )}

< Uzp, km) + W( X (xn, km)) VYVn,m > 1. (5.22)

Haciendo m — oo en el lado derecho de (5.22), y de la continuidad de X y de h obtenemos

que limy, o0 A(X (zy, km)) = 0.

Ademas, como [ € C(O x K) y K es cerrado, deducimos que

lim {(xn, km) = U(zn, k7), (5.23)

m—o0

para algin k* € K. De esta manera, haciendo m — oo en (5.22) y luego n — oo, se tiene
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que

lfm [Mh(zn)| = 0, (5.24)

n—oo

después de usar el hecho que (-, k) € Co(O), para todo k € K,
Esto prueaba que Mh € C(O) para todo h € Cs(O). O

Lema 5.2.2. El problema (5.11) tiene solucion para todo n > 1, ademds se tiene que la
sucesion de soluciones {u"}neN, es mondtona decreciente y cada una es no negativa, es
decir,

0<u"<u"! VnelN. (5.25)

Demostracion. Por el lema anterior y el Teorema 4.1.3, tenemos que M : Co (O) = Coo(O)

entonces el problema (5.11) tiene solucién u", para cada n € IN.

Probaremos ahora que el operador M es monétono. Como M preserva la suma de funciones
basta probar que h > 0 implica Mh > 0. Sea pues h € C(O) con h > 0y z € O, como

la funcién [ es no negativa, entonces tenemos
Iz, k) + h(X(x,k)) >0,

para todo k € K, luego, al tomar el infimo sobre k € K obtenemos que Mh(x) > 0, de lo

cual se sigue que M es un operador mondétono.

Para probar (5.25) procederemos por induccién. Sea u® € Dy(A,) tal que A,u’ = f, es

0:

decir u Rof. Por la monotonia de la resolvente se tiene que u" > 0 pues f > 0. Como

u! es subsolucién maximal del problema

v € Cx(O) tal que v < Mu®, Ayv < f, (5.26)
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entonces tenemos que u' < R, f = u’. Ademéds note que la funcién constante 0 € Coo (O)
es subsolucién del problema anterior, pues como u’ > 0y [ > lg > 0 entonces 0 < Mu° y

A,0=0< f, vy al ser u! subsolucién maximal se sigue que u' > 0.

n

Hemos probado que 0 < u! < u°, ahora supongamos que se cumple 0 < 4" < u”~! para

algiin n € IN y mostremos que también se cumple 0 < u"+ < ™.

Por la hipétesis de induccién y por ser u"! subsolucién de una ecuacién cuasivariacional
de la forma (5.11) deducimos que u"*! < Mu™ < Mu" !y A u™tt < f. Al ser u”

subsolucion maximal del problema
v e Co(O) tal que v< Mu™ L, Agv<f, (5.27)

concluimos que u"t! < u”. Ademds, como u™ > 0 tenemos que Mu™ > 0 y A, 0=0<f,

+1

como u" ! es maximal se sigue que " > 0. ]

De (5.25) definimos a la funcién w como el limite (mondtono y puntual) de la sucesién
{u"}nen,, es decir, u(x) = lim,,_, o u"(z). El siguiente teorema afirma que tal convergencia

se tiene también en norma y muestra una caracterizacion de wu.

Teorema 5.2.3. Se tiene que limy,_,o ||u, — ul] = 0.

Demostracion. Primero defina al operador no lineal v — u = T'(v), que asigna a v la

sub-soluciéon maximal del problema

u € Cxo(O) talque w< Mv, Ayu<f. (5.28)

El operador T es monétono (creciente), en efecto, sean u,v € Coo(O) tales que u < v.
Entonces Mu < Mw lo cual implica que T'(u) < Mwv y como T'(v) es maximal entonces

T(u) < T(v).
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El operador T es concavo, en efecto, sea 6 € [0,1] y u,v € Cs(O). Entonces 67 (u) < O Mu,
y (1-6)T(v) < (1—6)Mv, luego

0T (u) + (1 — )T (v) < OMu+ (1 —)Mv < M(Ou+ (1 —0)v),

donde la 1dltima desigualdad se da por las propiedades del infimo.

Ademas, como A, es lineal tenemos que A,[0T(u) + (1 — 0)T(v)] < 0f +(1—-0)f = f.

Esto implica que 07 (u) + (1 — 6)T'(v) es subsolucién de (5.28). En consecuencia

0T (u) + (1 —6)T(v) < T(fu+ (1 —0)v),
ya que esta ultima es la subsolucién maximal.

Por otro lado, la condicién (5.16) junto con las definiciones de ug y de T en (5.14) y (5.28)
nos dan que 7'(0) = ug > ru’, lo cual junto con la monotonia y concavidad de T implican

que

sio Tw)<u® y v—u<bo,

entonces T(v) —T(u) < O(1 —r)T(v),

(5.29)

con el mismo 0 < r < 1. En efecto, del primer renglén en (5.29), tenemos que 0+ (1—60)v <

u, luego entonces
T(u) >T(60+ (14 0)v) >0T(0)+ (1 —60)T(v). (5.30)

Asi, usando el hecho de que T(0) > ru’ y de nuevo del primer renglén de (5.29), concluimos
que

T(v) — T(u) < 0T (v) — 0T (0) < 6T (v) — Oru® < (1 — )T (v). (5.31)
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Por lo tanto, en vista de que u"*! = T(u™), podemos iterar (5.29) como sigue. De la

desigualdad A,T(u’) < f obtenemos que u! = T(u’) < Rof = u’, lo cual junto con
u” > 0 Vn € IN, también implica que 0 < v — u! < 4%, Asi, las condiciones del primer
renglén de (5.29) se satisfacen. Por tanto con 6 = 1 conseguimos 0 < u! —u? < (1 — r)ul.

Usando inductivamente la expresién (5.29) obtenemos con 6 = (1 — )"~ ! lo siguiente,
0<u" —u"™ < (1—7r)ud, (5.32)

después de notar que u" < u’. Luego, la sucesién {u"},en es de Cauchy en Coo(O) y por
lo tanto existe & € Coo(O) tal que u™ — 4, en norma. Pero como u™ — w puntualmente,

se tiene que u = u. ]

5.3. Caracterizacién del costo 6ptimo

El siguiente teorema nos muestra que el costo 6ptimo en (5.6) resulta ser subsolucién del

problema (5.8), asi como la existencia del control éptimo.

Antes de proceder con el teorema, vamos a suponer que para cada control impulsivo 7 existe
un espacio de probabilidad IP™, Q) tal que el proceso z™ (¢, z) es de Markov, denotamos por
FT al sigma &algebra generada por dicho proceso y por IE™ a la esperanza asociada a IP™,

S

véase [[14], p. 89].

Teorema 5.3.1. (a) La funcion limite u del Teorema 5.2.3, es el elemento maximal del

conjunto de funciones que satisfacen la desigualdad cuasi-variacional (5.15).

(b) Se tiene que u(x) = u(x), es decir, el costo dptimo 4 en (5.6) es subsolucion mazximal

de la desigualdad variacional (5.15). Ademds existe un control impulsivo éptimo.

Demostracion. (a) Procederemos por induccién. Sea v una funcién arbitraria en Coo(O)
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que satisface la desigualdad cuasi-variacional (5.15), entonces v < A;'f = u’. Supon-
gamos que se cumple v < u™ y probemos que se tiene v < u"*!. Dado que v satisface
la desigualdad cuasi-variacional (5.15) por la hipétesis de induccién y la monotonia
del operador M tenemos que v < Mv < Mu" y Ayv < f, es decir, v satisface la de-

+1

sigualdad variacional (5.11) para n, pero como u"*" es subsolucién maximal de dicha

desigualdad variacinal, obtenemos que v < u™*!. Por lo tanto v < 4™ para todo n > 0,

haciendo n — oo en la desigualdad anterior, llegamos a que v < u.

(b) Sea m = {7, k; : i > 1}. De las desigualdades u < Mu y Asu < f se sigue que

T1

u(z) < B u(y(n, z)) + /0 e (s, 2)) ds]

=E"[e " u(z" (] ,z)) + /OT1 e (2" (s,x)) ds]; (5.33)
e M2 (ry ,x)) < e (2" (T @), k1) + e (X (27 (1), x), k1))

=e U(Z"(r] ,x), k1) + e (" (11, ). (5.34)

Nuevamente usando A,u < f y u < Mu, obtenemos que
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e (2" (11, x)) <e *MIE[em T u(y(ry — 71, 2™ (11, 7))
N /0 S e f(y(s, 7 (m, ) d]
—e O BT [Ty (o7 (5 — 7y, 27 (11, 7))
. /0 T e (2 (s, 27 (m, 1)) d]
oM BT ey (7 (ry )
T /OTQTI e f(z" (11 + 5,2)) ds| FF]
-

T e (27 (5, ) + / e f(7(s,2)) ds|FT); (5.35)

T1

e u(2"(ry ,x)) <e (2" (1y ,x), ko) + e Tu(X (2" (1 ,x), k2))

=e U2 (13, x), k2) + e Pu(z" (1, 1)) (5.36)

Sustituyendo (5.34) en (5.33) y (5.36) en (5.35), obtenemos

u(z) < IE)’r[/OT1 e ¥ f(2"(s,x))ds + e (2" (1 ,x), k1) + e Tru(z" (1, x))] (5.37)

e (2" (,x)) §IEJ7T[/T2 e ¥ f(2"(s,x)))ds + e (2" (15 , x), k2) (5.38)

T1

+ e (2" (12, 2)) | FL ]
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Sustituimos (5.38) en (5.37) y usamos la propiedad de la esperanza iterada, entonces

tenemos que

u(z) <1E”[/072 e (2" (s, ) ds + e (T (7, @), k) + €T (7y 5 1), )

+ e (2" (e, x))]. (5.39)

De manera similar se llega a la desigualdad
T)

u(z) SIE”[/O ' e f(z"(s,x))ds + Z e T2 (1, x), k1) + e ™ u(2" (T, )]

(5.40)

Dado que 7, — oo cuando i — o0, se tiene que e~ — 0, cuando i — oco. Ademas

tenemos que |u(2™ (7, x))| < ||lu||, por lo tanto e~ *™u(z" (7, z)) — 0 cuando n — oo.

Asi pues, tomando el limite cuando n — oo en (5.40) llegamos a que

u(z) <IE7T[/0C>O e ¥ f(Z"(s,x))ds + Z e T2 (1, x), k)] = J(z, 7). (5.41)
i=1

Como 7 es un control impulsivo arbitrario concluimos que

u(z) < az). (5.42)

Ahora exhibiremos un control impulsivo 6ptimo como en (5.7). Definimos al control
impulsivo 7 = {7, ki o i > 1}, como el control donde los tiempos de paro 7; estan dados

por:
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ro=7 =mf{t >0:u(y(t,x)) = Mu(y(t,z))},

7 = inf{t > 0: u(y(t, 27 (f;i_1, 1)) = Mu(y(t, 2" (Fi_1,2)))}, (5.43)
=T+ Tic1, Vi>2,
y las variables de control aleatorias k; dadas mediante:
ki = argmin{l(y(7, x), k) + u(X (y(71,2), k) : k € K},
ki = argmin{l(y(7;, 2" (fi_1, %)), k) + w(X (y(7i, 2% (Fi-1, ), k)) : k € K}

arg ml’n{l(y(ﬁ — ’7A'Z',1, Zﬁ(ﬁfl,l‘)), k?) + U(X(y(’f'l - 721;1, Zfr(’f'i,h :E)), k‘)) :

ke K}, Vi>2.

Supongamos que 71 > 0, entonces u(z) < Mu(x) y luego por (5.9) se tiene que

u(r) = AL f(x), lo cual, en el sentido del semigrupo equivale a

u(z) = IE’AT[/OT1 e “f(y(s,x))ds+ e*aﬁu(y(ﬁ, x))]. (5.44)

Ademds, por las definiciones de 71 y k1 tenemos que

~ ~

u(y(1,2)) = Mu(y(t1,z)) = Wy(71,2), k1) + w(X (y(7] , 2), k1))

=17 (7], x), k1) + u(z™ (71, z)). (5.45)

Sustituyendo (5.45) en (5.44) llegamos a la igualdad,

u(z) = B[ /0 h e~ f (27 (s, ) ds + e (2T (7], ), k1) 4+ e Tz (71, x))]. (5.46)
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Si 71 = 0 entonces (5.46) se cumple trivialmente.

Supongamos ahora que 75 > 0, entonces u(z”(#1,7)) = A1 f(2™(71,2)) que en el

sentido del semigrupo nos da

A A ~ A 7—2 A
e‘“ﬁu(z’f(ﬁ,m)=e—“”IE“[/ e f(y(s, 2" (71,2))) ds + e Pu(y(7, 27 (71, 2))]
0
R T2—T1 . . .
=1E”[/ e MR (7 (s + 71, 2)) ds + e Pu(e (75, 2)) | F,
0

= ]Eﬁ[/T2 e f(27 (s, x))) ds + e u(2" (75, 2 ‘ (5.47)

71

mientras que por las definiciones de 7o, 7o y k2 obtenemos

E e (2" (75, 2))|FL] =E e “u(y(f, 2" (71, 2)))]
=IE" [~ Mu(y(72, 2" (71, 2)))]
—E7[e=21(y(7y — 1, 27 (71, 2)), k2)
+ e (X (y(To — 71, 27 (71, 1)), k2))]
=IE (e 21(27 (75, 2), ko) + e *u(2" (%2, x), ko) | L]
(5.48)

Sustituyendo (5.48) en (5.47) obtenemos la expresion,

e u( (7, 1)) =B / " 0 {2 (5, 2)) ds + U (7 7). o)

71

+ e (2" (7o, ), ko) | FT]. (5.49)
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Después sustituimos (5.49) en (5.46)

u(x) :]Efr[/OT1 e_asf(zﬁ(s, x))ds + e_aﬁl(zﬁ(%f, x), k1)

~ 7/;2 ~ A ~ ~ ~ A~ ~ ~
+ IE“[/ e f(27(s,2))ds + e (" (5, ), ko) + e TPu(2" (2, x), ko) | FL ]
71

~

A T2 A~ ~ ~ A~ ~ ~
:IE”[/ e f(2"(s,x))ds + e (2" (T ,x), k1) + e U (T, x), k2)
0

+ e 20 (2™ (1, 2))]. (5.50)

Siguiendo los pasos para llegar a la expresién (5.50) podemos obtener,

~

u(z) :IEﬁ[/(]Tn e f(2% (s, ) ds + Z e (2T (7, @), ky)
=1

+ e~y (27 (7, 1)) (5.51)

Y como en (5.41) al tomar el limite cuando n — co obtenemos
00 & . N
u(z) :IE”[/ e f(2"(s,x))ds + Z e (2" (1, ,x), ki)l
0 i=1

Por lo tanto u(x) = J(z,7) y luego u = 4. Ademds se tiene que 4 = J(z,7), es decir

el control impulsivo 7 es 6ptimo.
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5.4. Ejemplos

En esta seccién mostraremos de manera breve algunas aplicaciones de los problemas de
control impulsivo. Algunas referencias sobre estas aplicaciones, se pueden consultar por

ejemplo en en [5] o [12].

5.4.1. Problema de gestién de materias primas

Consideremos un problema de produccién a tiempo continuo en el que se tiene una fabrica
que produce un articulo determinado que estd compuesto por una serie de insumos o
materias primas para su fabricacién. Supéngase que el modelo de produccion del articulo

es conocido y esta dado por un proceso y(t, z) regido por la ecuacién diferencial estocédstica
dy(t,z) = b(y(t, 2))dt + o(y(t,2))dB(t), @ >0

donde B(t) es un movimiento browniano estandar b y o son funciones dadas que satisfacen
las condiciones usuales para garantizar la existencia (fuerte o débil) de la ecuacién anterior.
Considere ahora una sucesién de tiempos {71, 75 } en los que es “preciso” reabastecer la
materia prima asi como la cantidad “precisa” de materia prima {k;, k2---}, ambos para

solventar la produccién.

Denotando por m = {7, k1, T2, k2, - - } la sucesién de tiempos y abastecimientos a lo largo
del tiempo, se sigue entonces que el proceso de reabastecimiento de materia prima z7(-) se

rige por la siguiente dindmica

dz"(t,x) = —~ydy(t,7i,2"(15,2)) 75 <t <Tit1,

(rix) = 2= 2 (i1, ) + ki,

donde, como en secciones anteriores, y(t,s,z) representa el proceso y al tiempo ¢ con
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condicion inicial z al tiempo s.

Nuestra funcién a minimizar consiste en un costo de produccién/reabastecimiento a lo largo

del tiempo el cual es definido como

J(x,7) =TE" / e f (2™ (x,t))dt + Ze_o‘”ciki ,

0 i=1

donde f, ¢; representan la funcién de costo de produccién y el costo de abastecimiento por

unidad al tiempo 7;, respectivamente.

Este problema tiene solucion considerando a los tiempos éptimos de reabastecimiento de
materia prima asi como a la cantidad éptima de materia prima mediante las relaciones

(5.43) y (5.44), respectivamente.

5.4.2. Problema de mantenimiento y control de calidad.

Considere un problema de mantenimiento o reemplazamiento de maquinas a lo largo del
tiempo. Para fijar ideas, supongamos que tenemos un solo tipo de maquina y que su proceso
de deterioro estd dado a través de un proceso de Markov no decreciente y(t, z) y no negativo
L de tal manera que el deterioro de la maquina se mide de acuerdo al valor positivo que

tome el proceso, siendo el estado 0 el estado en el que la maquina esta nueva.

Considere ahora la sucesién m = {71, 7 - - } tales que 7; es el tiempo en el que la maquina
se reemplaza por una nueva. Definimos el proceso 27 (¢, z) como en (5.2) de tal manera que
la transicién X esta dada por X (z,k) = —x (observe que en este problema, el control k;

no es necesario).

Denotando por f(z) el costo por deterioro de la maquina y por ¢; el costo de una méaquina

Vea [5] para algunos casos especiales de dindmicas. También puede considerar para este tipo de dindmi-
cas un procesos de Lévy de tipo subordinador.
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nueva al tiempo 7;, deseamos minimizar el costo

J(x,7) =FE" /OO e (2™ (x,t))dt + Z e gy

0 i=1

a través de una sucesién éptima m = {7y, 7o -- } de tiempos de reemplazo.

De manera similar al ejemplo anterior, los tiempos 6ptimos se pueden calcular mediante la

relacién (5.43).
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