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Resumen.

Para un conjunto compacto E C C, la capacidad analitica y(FE) se define como el
supremo del modulo de las derivadas de las funciones en el punto al infinito, donde
el supremo se toma sobre todas las funciones analiticas f : C\ E — C cuyo modulo
estd acotado por 1. Dicha capacidad esta estrechamente relacionada con los conceptos
de singularidades removibles para funciones analiticas acotadas y la dimensién de
Hausdorff. Uno de los problemas que se tenia para dicha capacidad era que no se
sabia si era semiaditiva para conjuntos compactos arbitrarios, lo cual fue probado
en 2003 por Tolsa. Esta tesis tiene como propdsito exponer a detalle las propiedades
relevantes de la capacidad analitica, asi como la demostracion de la semiaditividad
hecha por Tolsa en [Tolsa].






Abstract.

For a compact set £ C C, the analytic capacity v(FE) is defined as the supremum
of the module of the derivatives of the functions at the infinity point, where the
supremum is taken over all the analytic functions f : C\ E — C whose module is
bounded by 1. This capacity is closely related to the concepts of removable singularities
for bounded analytic functions and the Hausdorff dimension. One of the problems with
this capacity was that it was not known if it had the property of being semiadditive
for arbitrary compact sets, which was proved in 2003 by Tolsa. This thesis has as
purpose to expose in detail the relevant properties of the analytic capacity, as well as
the demonstration of the semiadditive made by Tolsa in [Tolsa].






Introduccion.

En esta tesis se trabajara con la capacidad analitica, la cual se define para un
conjunto compacto F C C como

V(E) = sup | f'(c0)],

donde el supremo se toma sobre todas las funciones analiticas f : C\ E — C cuyo
modulo estd acotado por 1,y f/(00) = lim, . 2(f(2) — f(c0)). La capacidad analiti-
ca fue introducida por Ahlfors en 1947 con el objetivo de estudiar el problema de
Painlevé. Este problema consiste en caracterizar las singularidades removibles para
funciones analiticas acotadas (o simplemente removibles) en términos métricos y/o
geométricos. Ahlfors demostré que un conjunto compacto en el plano es removible si
y sblo si su capacidad analitica es igual a cero (Proposicién 1.2.3 en el capitulo 1).

En los anos cincuentas Vitushkin utilizé la capacidad analitica mientras estudiaba
la aproximacion uniforme de funciones analiticas por funciones racionales en conjuntos
compactos del plano; dando criterios para la aproximacién por funciones racionales
en términos de la capacidad analitica, y también para otra capacidad, la capacidad
analitica continua (definida en la ecuacién (1.1.3)). Mientras trabajaba en este pro-
blema, se pregunté si la capacidad analitica era semiaditiva; es decir, si existe una
constante absoluta c tal que para todos los conjuntos compactos E, F' C C se cumple
que

NEUF) < c(y(E) +~(F)).

Para conjuntos compactos, ajenos y conexos Suita probd la subaditividad de v en
1984, es decir él demostrd que la ecuaciéon anterior se cumple con ¢ = 1 en éste caso
particular. Atn no se sabe si la subaditividad (¢ = 1) se tiene para conjuntos arbitra-
rios compactos. Mientras que la semiaditividad (¢ > 1) de 7y para conjuntos compactos
arbitrarios fue probada en 2003 por Tolsa (Corolario 4.2.1 en el capitulo 4) usando
la comparacion entre la capacidad analitica y la capacidad v, (Definicién 3.1.1 en el
capitulo 3).

Otra contribucion de Vistushkin se conecta con el problema de Painlevé. Demostré que
hay conjuntos compactos con longitud positiva (o medida de Hausdorff 1-dimensional)
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6 Introduccion.

que son removibles, por ejemplo el conjunto de cuartos de esquina de Cantor (Ejem-
plo 1.4.14 del capitulo 1) y conjeturé que todos los conjuntos removibles son de esta
forma, a ésta se llamo la conjetura de Vitushkin y permanecié abierta por varios anos.

Dada una medida ;4 en C y una funcién f € L} (u), la transformada de Cauchy

(o el operador singular integral de Cauchy) se define como:

€.(:) = [ o fwda(w)

siempre que la integral tenga sentido. En 1977 Calderén probé que la transformada de
Cauchy es acotada en L?(u) para p igual a la longitud de arco en una grafica Lipschitz
(Teorema 2.4.3 del capitulo 2). Como consecuencia de éste resultado se obtiene que
cualquier conjunto rectificable con longitud positiva tiene capacidad analitica positi-
va, y por lo tanto es no removible. A éste resultado se le conoce como la conjetura
de Denjoy (Teorema 3.5.4 en el capitulo 3) y es equivalente a decir que cualquier
conjunto removible con longitud finita es puramente no rectificable. Mas atin, este
resultado es la soluciéon de una de las implicaciones de la conjetura de Vitushkin
para conjuntos de longitud finita. Tiempo después, Jones y Murai dieron un ejem-
plo explicito de un conjunto no-o-finito donde la conjetura de Vitushkin no se cumple.

El descubrimiento de Melnikov en 1995 de la relacion entre el kernel de Cauchy y
la curvatura de Menger es un factor de gran importancia en los avances del estudio
de la capacidad analitica y el problema de Painlevé. Melnikov de hecho encontré la
siguiente identidad (Véase ecuacién (2.2.1)):

1 1
:Z —_— 21,22,Z3€C

R(Zh 22, Z3)2 s€Ss (282 - Zsl)<zs3 - ZS1)’

donde S3 es el grupo de permutaciones de tres elementos y R(z1, 29, z3) represen-
ta el radio de la circunferencia que pasa por los puntos zp, 29, z3. El reciproco de
R(z1, 22, z3) es llamado la curvatura de Menger (Definicién 2.2.1 del capitulo 2). De
la ecuacién anterior, Melnikov y Verdera dedujeron una ecuaciéon (Véase ecuacion
(2.2.2) del capitulo 2) que relaciona la norma L?(u1) de la transformada e-truncada de
Cauchy con un métrico geométrico: la triple integral del cuadrado de la curvatura de
Menger con respecto a la medida p. Esta triple integral sera llamada la curvatura de
o (Definicién 2.2.4 en el capitulo 2).

Para conjuntos de longitud infinita, el problema de Painlevé ain no tiene una
solucion tan buena como para los conjuntos de longitud finita. Tenemos que confor-
marnos con la caracterizacién de los conjuntos removibles en términos de la nocién de
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curvatura de medidas. La cual es un corolario de la comparacion entre la capacidad
analitica y otra capacidad denotada como 7, (Teorema 4.0.1 en el capitulo 4). Esta
comparacion fue probada por Tolsa en 2003, y donde v, tiene una descripciéon cuan-
titativa en términos de medidas con crecimiento lineal (Definicién 2.1.1 en el capitulo
2) y curvatura finita. Otra consecuencia importante de la comparacién entre v y v, ,
es la semiaditividad de . Pues de la descripcion arriba mencionada de 7., se deduce
que es semiaditiva (Corolario 3.6.3 del capitulo 3). Luego, del hecho que v y 7, son
comparables (Teorema 4.0.1 en el capitulo 4), se deduce que vy también es semiaditiva
(Corolario 4.2.1 del capitulo 4). éste es el resultado principal de esta tesis.

En el Capitulo 1 se define la capacidad analitica, se calculan algunos ejemplos y
se demuestran algunas de sus propiedades més importantes, tales como la relacion
que tiene con el concepto de conjunto removible. Después se define la transformada
de Cauchy y el operador de Vitushkin. Ademas se ve la relacién que hay entre éstos
dos operadores y la capacidad analitica. Con ello se prueba la semiaditividad de ~
para dos casos particulares. Depués se ve la relacién que hay entre la medida de Haus-
dorff 1-dimensional y la capacidad analitica. Para concluir el capitulo se construye en
conjunto de cuartos de esquina de Cantor y se hace una estimacién de su medida de
Hausdroff 1-dimensional.

El segundo capitulo comienza con el concepto de medida de grado n y con una
serie de resultados acerca de los operadores de Calderén-Zygmund que usamos para
estudiar la transformada de Cauchy. Se define entonces el concepto de curvatura de
Menger y de curvatura de una medida. Ademas se demuestra el Teorema T1 para la
transformada de Cauchy. Por 1ltimo, en este capitulo se prueba que la transformada
de Cauchy es acotada en gréficas Lipschitz respecto a la norma L?(u1) con i la medida
de longitud de arco.

En el capitulo 3 se define a la capacidad v, y con ésta se demuestra la conjetura
de Denjoy. Ademas caracterizamos a 7, en términos de medidas g con crecimiento
lineal y con curvatura finita, o equivalentemente, en términos de la norma L?(u) del
operador singular integral de Cauchy C,. De ahi deducimos la semiaditividad de ;.
Por dltimo caracterizamos a la capacidad 74 en términos de un potencial.

Por dltimo, en el capitulo 4, demostramos la comparacién entre v y v,.. Como
corolario se obtiene la semiditividad de la capacidad analitica; ademas de las carac-
terizaciones y resultados que ya se tenian para v,.






Capitulo 1

Capacidad Analitica

En este capitulo introduciremos el concepto de capacidad analitica y algunas de sus
propiedades, asi como la relacién que tiene con los conjuntos removibles, la transfor-
mada de Cauchy, el operador de localizaciéon de Vitushkin y las medidas de Hausdorft.

1.1. Definicién y propiedades basicas de la capaci-
dad analitica

Definicién 1.1.1. Dado un conjunto compacto E C C definimos la familia de fun-
ciones:

Ad(E) = {f :C\E—C| f es analiticay |f| <1en C\ E}.

Cuando f € Ad(E) diremos que f es admisible para E.

Si f es admisible para E, entonces f es analiticia en el infinito, pues F es compacto
y [ es analitica y acotada en la componente conexa no acotada de C\ F; por lo tanto
oo es una singularidad removible de f. Por lo cual, podemos considerar la serie de
Laurent de f centrada en oo:

a a
f(z):ao+;1+z—§+...

donde f(o0) se define como ag y es igual a lim, ., f(z).

Claramente, f'(co) = a; y también:

f'(o0) = %/Ff(z)dz (1.1.1)
9



10 Capitulo 1. Capacidad Analitica

donde I' es cualquier curva rectificable que rodea a E con una orientacién negativa;
es decir como en las manecillas del reloj.

Cabe recalcar que en general f'(c0) # lim,_, f'(2). En su lugar, f'(c0) = ¢/(0)
con g(z) = f(1/z) es decir:

f'(00) = lim z(f(z) — f(c0)).

Z—00

Noétese que para cualquier conjunto compacto £ C C y para toda f € Ad(FE), se
tiene que
0 < [f'(00)] < o0.

Pues sea U, la componente conexa no acotada de (C\ E)U{oc}, como E es compacto
Us es simplemente conexa, por lo cual existe un biholomorfismo ¢ : B(0,1) — U, tal
que ¢(0) = ooy ¢'(0) > 0. Luego para toda f € Ad(FE), como f es holomorfa y Uy
es abierto, f no puede tomar un méximo en U, por lo cual f(U) C B(0,1). Asi,
por el Lema de Schwarz se tiene que |(f o ¢)'(c0)] < 1. Y como ¢'(0) > 0, entonces

Definicién 1.1.2. Dado un conjunto compacto E C C, definimos su capacidad
analitica como:

A(E) = sup{lf'(00)] : f € Ad(E)} (1.1.2)
Para cualquier conjunto A C C, definimos:
v(A) :=sup{y(F) : E C A es compacto}.
Asi que en principio podemos decir que v es una capacidad interior.

Ejemplo 1.1.3. La capacidad analitica de un punto es cero.

Sea zy € C, para cualquier f € Ad(zo) se tiene que [ es analitica y acotada en
C\{z0}; por lo cual zy es una singularidad removible de f, luego f es entera y acotada
en C por lo tanto; es constante y su derivada en cualquier punto es cero.

Cabe mencionar que para un conjunto compacto E C C, existe la llamada capa-
cidad analitica continua de F:

a(E) = sup{|f'(c0)| : f es continua en C, analitica en C\ E y || f||.o < 1}. (1.1.3)
Y si A C C es un conjunto arbitrario definimos

a(A) :==sup{a(F): E C A, E compacto}
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La importancia de esta capacidad yace en la teoria de aproximacion racional uniforme;
y aunque no la estudiaremos, Vistushkin se preguntaba si v y a son semiaditivas. Es
decir si existe una constante absoluta c tal que

VWEUF) < c(y(E) +7(F)).

Esto sera probado para 7 en el capitulo 4, relacionandola con otra capacidad llamada
v4; y aunque « también es semmiaditiva y los argumentos para probarlo siguen el
esquema de la prueba para -, la adaptacién no es trivial (Véase [Tolsa2]).

La frontera exterior de un conjunto compacto E C C es la frontera de la com-
ponente no acotada de C \ F y se denota como 0yE. Claramente 0yE C 0F, donde
OF es la frontera topoldgica clasica.

La siguiente Proposicion nos dice que la capacidad analitica es mondtona; inva-
riante bajo traslaciones y rotaciones; y que solo depende de la frontera exterior para
conjuntos compactos.

Proposicion 1.1.4. Las siguientes propiedades se cumplen:

(a) Si E C F, entonces
YE) <A(F).

(b) Para todos z, A € C:
A=+ AE) = \h(E)

con z+ AE:={weC:3Je€kE tal que w =z + Ae}.
(¢) Para todo E C C compacto:
V(E) =7(0E).
Demostracién.

(a) Como C\ F C C\ E, entonces Ad(E) C Ad(F) y por lo tanto v(E) < ~(F).

(b) Primero probemos que V w € C, y(E + w) = v(F).
Sea f € Ad(F) y I una curva cerrada, simple y rectificable que rodea a E con
orientacién negativa; y sea u : C — C el biholomorfismo u(z) = z — w. Asi tenemos:

f(o0) = —— / f)de= = [ Fou(2)dz = (fou)(co).

" 2mi T 2mi Jo
Como f € Ad(E) < fou € Ad(E + w), entonces:

V(E) = sup{|f'(c0)| : f € Ad(E)} = sup{|(f ou)'(c0)| : fou € Ad(E +w)}
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< sup{l¢'(c0)|: g € Ad(E+w)} =v(E +w) = v(F) < v(E + w).

La otra desigualdad y(E 4+ w) < v(E) se demuestra de forma analoga tomando el
biholomorfismo u™(z) = 2z + w.

Ahora probemos que V A € C, v(AE) = |A|7(E).
Sea f € Ad(E) y I' una curva cerrada simple y rectificable que rodea a E con orien-
tacion negativa y sea v : C — C el biholomorfismo v(z) = z/\. Asi tenemos:

=5 [ 1)z = 5 [ Foutent = (fou)(e0)
Como f € Ad(E) < fowv e Ad(\E), entonces:
AV (E) = sup{|(Af)'(00)| = f € Ad(E)} = sup{|(f o v)'(c0)] : fov € Ad(AE)}

< sup{|g'(00)| : g € Ad(AE)} = v(AE) = [A[Y(E) < v(AE).

La otra desigualdad v(AE) < |A|7(E) se demuestra de forma andloga tomando el
biholomorfismo v™1(z) = Az.

(c) Por definicién s6lo importa f’ en la componente no acotada de C \ E. 4

Proposicién 1.1.5. Sea E C C compacto. La familia de funciones admisibles para E
es una familia normal y el supremo en (1.1.2) es alcanzado. Ademds cualquier funcion
admisible f que lo alcance satisface f(oo) =0 si y(E) > 0.

Demostracioén.
Como toda f € Ad(FE) cumple que |f| < 1y f es analitica en C\ E, entonces Ad(FE) es
localmente uniformemente acotada en C\ E, luego por el Teorema de Montel Ad(E)
es una familia normal.
Por la definicién de v(E) podemos tomar una sucesion { fx} C Ad(E) tal que f;(c0) —
~v(E). Como Ad(E) es una familia normal, existe f € Ad(FE) tal que f, — f unifor-
memente en compactos de C\ E, por lo cual f'(c0) = v(E).
Para probar que f(oc) =0, si f es admisible y alcanza el supremo cuando y(E) > 0,
consideremos la funcion

g(Z) = Pf(x) © f(Z) = —f<Z)——f(OO)
1= f(o0)f(2)
Donde ¢(x)(2) = m es la transformacion de Mobius del disco unitario en si
1 — f(o0)z

mismo, recuerde que |f(c0)| < 1 ya que |f| <1y es analitica en el abierto Co, \ E'y
por lo tanto no puede alcanzar su maximo en dicho abierto.
Asi |g(z)| <1 paratodo z € C\ E y g(oco) = 0. Més aun:

oy TG~ J(e0) (o)
7o) = e S o) 1= /()P
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por lo cual g € Ad(E) y |¢'(c0)| > |f'(c0)| si v(E) = f'(c0) # 0. Esto ultimo es una

contradiccién pues f alcanzaba el supremo, por lo tanto f(co) = 0. n

Observacién 1.1.6. Como consecuencia de la Proposicion anterior, si v(FE) > 0
obtenemos una definicion equivalente para y(E) si en el supremo de (1.1.2) se pide

que f(o0) = 0.

Proposicién 1.1.7. Sea E C C compacto y conexo compuesto por dos o mds puntos.
Sea f un mapeo conforme de la componente conexa no acotada de Cy \ E al disco
unitario tal que f(oo) = 0. Entonces y(E) = |f'(c0)|.

Demostracion.
Sea U la componente conexa no acotada del complemento C., \ E. Como E es com-
pacto, conexo y diferente de un sélo punto, U es simplemente conexa. Por lo cual
existe el mapeo f de la hipé6tesis. Extendiendo f a toda C\ E como cero en donde
sea necesario, f es admisible para F y asi |f'(00)| < v(FE).
Si v(E) = 0 por la desigualdad de arriba |f'(c0)| = v(E) = 0.
Supongamos ahora v(E) > 0. Sea g € Ad(F). Por la Observacién 1.1.6, g(cc) = 0.
Luego gy o f~!: B(0,1) — B(0, 1) es analitica y fija el origen. Entonces por el Lema
de Schwarz

gluo S (=) < eI, V2 € BO,1) = |g()| < [f(2)], ¥ 2 € U.

Asi, para toda z € U:

1¢/(00)] = [ Hm. 2(g(2) — g(00))| = lim |2g(2)| < lim |2 (2)] = |'(00)] =

Z—00 Z—>00

V(E) = sup{lg'(0)] : g € Ad(E)} < |[f'(c0)].

Proposicion 1.1.8. La capacidad analitica de un disco es igual a su radio.
La capacidad analitica de un segmento de longitud  es igual a 1/4.

Demostracién.
.,

Consideremos el disco B(zo,7). La funcién f(z) = _*- es un mapeo conforme de

C\ B(zo,r) ala bola unitaria y ademés f(co) = 0. Luego por la Proposicién anterior
YE) = |f'(o0)| = .

Por la Proposicién 1.1.4 podemos tomar al segmento E = [—1/2,1/2] C R.
Como la funcién f(z) = (2 + 1/z)l/4 es un mapeo conforme de la bola unitaria a
C\ [=1/2,1/2] y f(o0) = 0, entonces por la proposicién anterior:
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A1/2,1/20) = 10 |21 ()] = i (2)2] = 1 “

Recordemos que el Teorema 1/4 de Koebe (véase [Conway| Capitulo 14 Teorema
7.8) asegura que si f : B(0,1) — C es analitica, inyectiva, f(0) = 0y f'(0) = 1,
entonces B(0,1/4) C f(B(0,1)). En la siguiente proposicién veremos una aplicacién
importante de este resultado a la capacidad analitica, el cual nos dice que la capacidad
analitica de un compacto E siempre es menor o igual que su diamtreo y si ademas F
es conexo entonces su diametro es a lo mas tan grande como cuatro veces su capacidad
analitica.

Proposicion 1.1.9. Si E C C es compacto, entonces:
v(E) < diam(FE).
Y si ademds E es un conjunto conexo, se tiene que

diam(E)/4 < ~(E).

Demostracién.
Como E es compacto estd contenido en un disco de radio r = diam(FE) y por la
Proposicién anterior al ser v monétona se tiene la desigualdad del lado derecho.
Para demostrar la desigualdad del lado izquierdo, sea U C C,, \ E la componente
conexa no acotada de C, \ F y considere el mapeo conforme f : U — B(0,1) con
f(o0) = 0. Como E es compacto existen 21, zo € E tales que |21 — 23| = diam(FE); asi
considere la funcion:

V(E)
z) =
=

E— E
Como v(E) < diam(E) y W(Z;?) C B(0,1) = ;(— 21 C C\ B(0,1) entonces

V(E) V(E) ,

B(0,1)) = = B(0,1). A . B(0,1 B(0,1

g( (7 )) f_l(B(O,l))_Zl U_Zl C (07 ) Slg (7 )—> (7 )eS
analitica e inyectiva, pues f~! lo es, ademds g(0) = 0. Por el Lema de Schwarz

19(2)] < 2] Tuego:

VB < If7H2) = zllel = W(E)] = |2 (2)] < |allz] = Mm |27 (2)] = +(E)
OV = L VB
= |g (O)| - ,12%0 ‘Z(ffl(Z) _ Zl)l

Como 2 no estd en el rango de f~1, y(E)/(z2 — 21) tampoco estd en el rango de g.
Por el Teorema 1/4 de Koebe B(0,1/4) C g(B(0,1)) por lo cual v(E)/|z2— 21| > 1/4,

sino y(E)/(z2 — z1) € g(B(0,1)) lo cual es una contradiccién.

=1.
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El siguiente corolario nos dice que los conjuntos compactos con capacidad analitica
nula tienen que ser totalmente disconexos.

Corolario 1.1.10. Sea E C C compacto. Si v(E) = 0, entonces E es totalmente
disconexo.

Demostracion.
Si diam(FE) = 0 entonces E es unipuntual y por lo tanto totalmente disconexo.
Supongamos diam(FE) > 0. Si E fuera conexo, por la Proposicién 1.1.9, v(E) # 0; lo
cual es una contradiccion, por lo que E no puede ser conexo. Ademas si E tuviera
una componente conexa F' diferente de un punto, entonces esta componente conexa F'
debe tener didmtero diam(F) > 0 y capacidad analitica y(F') > 0. Finalmente, como

v es mondtona y F' C E = v(F) > 0, lo cual es una contradiccién. -

Como vimos arriba, si £ C C es conexo, la capacidad analitica se puede calcular
facilmente si conocemos el mapeo conforme entre la componente conexa no acotada
de C\ E y el disco unitario; ademds tenemos la estimacién diam(E)/4 < v(E) <
diam(F). Pero para conjuntos totalmente disconexos es més dificil calcular su capa-
cidad analitica y atin faltan estimaciones como las anteriores.

Proposicién 1.1.11. (Regularidad exterior de 7). Sea { Ey,}n>0 una sucesion de con-
juntos compactos en C tales que E, 1 C E, para cada n, entonces:

v (ﬂ En) = lim 4(E,)

n>0

Demostracion.

Sea E = Ny>0E,. Como {7(F,)} es una sucesién decreciente acotada inferiormente
por cero, el limite del lado derecho existe. Ademas como V n, E C FE,, tenemos que
Y(E) < limy, oo Y(En).

Por la Proposicién 1.1.5, para cada n existe una funcién f,, € Ad(FE,) tal que f'(o0) =
v(Ey). Como la familia {f,} es acotada uniformemente por 1, usando el Teorema de
Montel, obtenemos que esta es una familia normal en C \ E. Por lo cual, existe una
subsucesion {f,, } que converge uniformemente en compactos de C\ E a una funcién
f, luego f € Ad(F). Por (1.1.1) y por la convergencia uniforme en compactos:

F(00) = lim f1, (00) = lim A(Ey,) = lim 7(E,).
k—o0 k—oo n—>00
Asi, como f es admisible para E tenemos: v(E) > |f'(c0)| = lim, 00 Y(E,). *

Corolario 1.1.12. Si E C C es compacto, entonces:

Y(E) = inf{y(U) : U es abierto y E C U}.
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Demostracioén.
Sea U abierto tal que £ C U. Como la capacidad analitica es monétona, y(E) < v(U)
y Y(E) < inf{y(U) : U es abiertoy E C U}.
Para cadan € N, sea U, := {x € C: |[x — y| < 1/n para algin y € E}.
Asi U, es abierto, E C U, C U, donde U, es compacto y ademés U, .1 C U, y
N,en Un = E. Por la proposicién anterior: v(E) = v((Uy) = Um0 7(Un).
Como la sucesion {y(U,)} es decreciente tenemos:

h’m fy(Un) = inf{fy(Un)} > inf{y(U) : U es abiertoy E C U}.

Y ya que y(U,) < 7(U,) = lim, s v(U,) > lim, o v(U,), entonces tendremos que
v(E) > inf{y(U) : U es abiertoy E C U}. 4

Proposicion 1.1.13. Para todo conjunto compacto E hay una funcion f admisible
para E tal que f'(00) = y(E). Dicha funcion es inica en la componente no acotada
de Coo \ E siy(E) > 0. A la funcion f se le llama funcion de Ahlfors de E.

Demostracion.
La existencia de la funcion f ya se probd en la Proposicion 1.1.5, asi que solo resta
probar la unicidad. Suponga que hay dos funciones admisibles fi, f, tales que f](o0) =

fo(00) =~(E) >0y fi(o0) = fo(oo) = 0. Luego f = htf € Ad(E), f'(c0) = y(E)

2
yf(OO)=0~Seag=f2_f,aSIquefl f—9y fo=f+g.

De estas igualdades y de la Ley del paralelogramo tenemos:

|f £ gl = fI* + g £2Re(fg) < 1= |fI* +1g]” < 1.
Usando el hecho que 1+ |f| < 2, deducimos:

Eg_ < 1'_Jf| ::(1'_’fwg _+|fD ’f’:>‘f‘+

\9\2

Si fi # fo cerca de oo, entonces g # 0 en la componente no acotada de C\ E' y

. . g
podemos considerar la serie de Laurent de 5 para z cerca de oo:

9(2) = Gn Oetl L on a, #0,n € NU{0}.

2 on zn+1

Como g(c0) =0y ¢'(00) =0, tenemos que n > 2.
Para € > 0 tome la funcion:
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Si € es suficientemente pequerio tal que |€a,2""!| < 1 en una vecindad acotada de E,
entonces deducimos que en esa vecindad

|fA(Z)| < |f(2)]+ leﬁz"_lg(? | < |f(2)] + ’9(5)‘

y como f(oo) = 0, por el principio del maximo |f(z)| < 1 en toda la componente no
acotada de C \ E.

Por otro lado,

<1

F(00) = f'(00) + elan|” > 7(E),

lo cual es una contradiccién pues f € Ad(E). 4

Cabe recalcar que por la demostracion de la Proposicion 1.1.11 las funciones de
Ahlfors f,, de los conjuntos E,, (para cada n € N, f, € Ad(E,) y f,(00) = v(E,)
convergen en compactos a la funcién de Ahlfors de ngO E,.

1.2. Conjuntos removibles y el problema de Pain-
levé

En esta seccién veremos la relacion entre un conjunto removible y su capacidad
analitica.

Definicién 1.2.1. Un conjunto compacto E C C se dice remowible para funciones
analiticas acotadas (o sélo removible) si para todo conjunto abierto Q0 que contiene a
E, cada funcion analitica acotada en Q\ E tiene una extension analitica a €.

Ejemplo 1.2.2. a) Sea E C C una coleccion finita de puntos, entonces E es removi-
ble.

Por un teorema de Riemann sabemos que toda funcion analitica y acotada en un
abierto menos un punto es analitica en todo el abierto; por lo cual se cumple que el
punto es una singularidad removible para funciones analiticas acotadas.

b) Si E es compacto, numerable, entonces es removible.
Como E C C es compacto, es completo. Por el Teorema de Baire si E2 no tiene puntos
aislados entonces E es no numerable, lo cual es una contradiccion. Luego E tiene al
menos un punto aislado zy. Aplicando el mismo razonamiento a E'\ {2}, obtenemos
que E\{zo} tiene al menos un punto aislado y podemos sequir por induccion y tendre-
mos que todos los puntos de E son aislados. Asi podemos proceder como en la primera
parte del ejemplo y concluir que E es remouvible.
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c¢) Un disco B(zo, 1) es no removible.
Basta considerar la funcion f(z) = 1/(z—zp) que es analitica y acotada en C\ B(zg, )
pero no se puede extender a toda B(zy,r) pues zo es un polo.

El problema de Painlevé consiste en caracterizar conjuntos removibles para
funciones analiticas acotadas en una forma métrico/geométrica. Por el siguiente re-
sultado, debido a Ahlfors, es equivalente trabajar conjuntos compactos con capacidad
analitica cero y conjuntos compactos removibles.

Proposicién 1.2.3. Sea E C C compacto. Lo siguiente es equivalente:

(i) E es removible para funciones analiticas acotadas.

(i1) Eziste un conjunto abierto Q@ O E tal que toda funcion analitica acotada en
O\ E tiene una extension analitica a S).

(i1i) Toda funcion analitica y acotada en C\ E es constante.
(i) 7(E) = 0.

Demostracion.

(1) = (i) Por definicién. (ii) = (iii) Dada f : C\ E — C analitica y acotada,
considerando su restriccién a 2\ E, por hipdtesis resulta que f se puede extender a
una funcion bien definida en €2 y en C. Asi que f es entera y por lo tanto constante
por el Teorema de Liouville.

(1ii) = (iv) Por definicién de capacidad analitica. (iv) = (iii) Sea £ C C compacto
con y(E) = 0. Suponga que existe una funcién analitica y acotada (sin pérdida de
generalidad podemos suponer acotada por 1, pues en otro caso basta dividirla entre
su cota superior) pero no constante f: C\ E — C, asi que f(o0) # f(z0) para algin
zp € C\ E. Considere la funcién

el = il )= =
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Veamos que |g| < 1 en C\ E. Como E es compacto, sin pérdida de generalidad
podemos tomar zp € C\ E tal que B(2,2) C C\ E. Siz € C\ (EUB(z,2)), entonces
2= 20l > 2= [g(2)] < (F()] + 1 (20))/2 < (14 1)/2 = 1.

Si z € B(zp,2) como g es analitica toma su maximo en z; € 9B(zp,2) por lo cual

9(2)| < L9zl < (If GOl + 1 (0)])/ |21 — 20 < (1 +1)/2 = 1.

Asi g € Ad(FE) y g(o0) = 0, luego

g(00) = lim (g(=) — 9(00)) = F(00) — (z0) # 0= (E) > 0,
lo cual es una contradiccion.
(73i) = (i7) Basta tomar 2 = C. Finalmente para (i7i) = (i), considere un subcon-
junto abierto 2 O F y una funcién f : Q\ E — C analitica y acotada. Tenemos que
demostrar que f se puede extender analiticamente a toda 2. Vamos a suponer que
Q) es conexo (de otra forma, consideramos cada componente conexa por separado).
Como y(F) = 0, por el Corolario 1.1.10 tenemos que E es totalmente disconexo, por
lo cual 2\ E es conexo. Tome I'y, T’y C Q curvas suaves que rodean a F, con 'y muy
cercana a F y considere un punto z; dentro de I'; pero afuera de I's. Por el desarrollo
de f en serie de Laurent:

1) = 1)+ fol2) eon () = o [ LD gy ooy = - L [ LWy,

21 Jp, w—z 27 Jp, w — 2

Como T'y, T’y son curvas homotdpicas en Q \ E a cualesquiera curvas que tengan a
z en el interior y en el exterior, respectivamente, entonces las funciones f; y fo no
dependen de las curvas I'y y I'y. Luego f; es analitica en Q y fo en C\ E. Més ain
como f; es acotada cerca de OF, pues es analitica en €2, fy también es acotada cerca
de OF; y por el principio de méximo en todo C\ E. Como f; se anula en oo, (iii)

implica que fo = 0 y por lo tanto f = f; es analitica en €. -

Una versién més fuerte de la implicacién (iv) = (i) serd probada més adelante y
la prueba evita el problema técnico de la construccién de las curvas I'y y I's.

Asi, que un conjunto compacto sea removible es lo mismo que decir que el conjun-
to tiene capacidad analitica igual a cero. Por lo cual el Corolario 1.1.10 implica que
todo conjunto removible debe ser totalmente disconexo. De alguna forma podemos
pensar que la capacidad analitica mide el tamano de un conjunto como singularidad
no removible para funciones analiticas acotadas.

El siguiente lema nos dice que si un conjunto es removible, las tinicas funciones
admisibles seran las constantes.
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Lema 1.2.4. Sea E C C compacto. Suponga que E C B(z,0). Sea f € Ad(E) y
considere la expansion en serie de Laurent de f centrada en zy:

o0 an
z) = — |z—2] >0
Entonces tendremos ¥V n € N, |a,| < né"'y(E).

Asi que f es constante siy(E) = 0.

Demostracion.
Suponga por simplicidad que zg = 0. La funcién

9(z) = <f<z> - —) _ Oy Oy

.1zj z z
]:

es analitica fuera de E y g(o0) = 0.

Como f es analitica en oo, Vn € N, a, = fz|:6 f(2)z""1dz por lo cual:

2mi Y|

n—1

1 n— 5 n
la,| < %/H—E‘Z‘ Yz = o (2m6) = J".

Asi para z € B(0,6) \ E:

n—1 n—1
g(2)| < ")+ ) T <ot Y et = e
=1 =1

Recuerde que g(oco) = 0. Si en el exterior de la bola g creciera mds de nd"~!, entonces
¢ tomaria su méximo en el abierto C \ E lo cual no puede pasar por el principio del
maximo. Por lo tanto

l9lloc <nd""" = g/né""" € Ad(E) = |an| = |g'(00)| < nd"~'y(E). *

Del lema anterior deducimos la siguiente propiedad que nos sera de gran utilidad
para la prueba de la semiaditividad de ~.

Lema 1.2.5. Sea E C C compacto. Suponga que f es admisible para E 1y satisface
f(o0) = 0. Entonces para todo z € C tal que dist(z, E) < %dz’am(E) cumple que:

V(E)
|f(2)] < CW-
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Mas ain si f'(co) =0, entonces

Donde ¢ = Zzozo(” +2) (%)n

Demostracion.
Sean 6 = diam(E) y 2o € E tal que E C B(zp, ). Consideremos la expansién en serie
de Laurent de f centrada en z:

|<Z il = V(B) i|z o (n—l—l)gﬂi%(n—kl)

|z—z0|” |z—zo| = |z — | |z — Z0] 7= 3"
VE) 2 V(E)
—(Mn+2)=c
|z—zo|;3”( ) |z — zo|

Maés aun si f'(o00) = a; = 0, entonces:

= né"y(E) v (E) 2"
< = —
\f(z)\_z |z — zo|" 2—20]2Z|z—z0|" (n+2) < |z—zo|2;3”(n+2)

n=2

1.3. La Transformada de Cauchy y el operador de
Vitushkin

En esta secciéon probaremos la semiaditividad de v para dos casos particulares
usando la transformada de Cauchy y el operador de localizacién de Vitushkin.

Definicién 1.3.1. La transformada de Cauchy de una medida finita (posible-
mente compleja) v en C con soporte compacto se define como:

1
:/g_zdu(g). (1.3.1)
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Recuerde por el bien de entender la notacion que la variacién total de v la deno-
tamos ||v|| := |v|(C) < oo y el soporte de v, supp(r) C C, es un compacto. Asi que
V' A C C con AN supp(v) = 0 se tiene que v(A) = 0.

Proposicion 1.3.2. St v es una medida compleja y de soporte compacto, entonces Cv
es localmente integrable en C respecto a la medida de Lebesque. Ademds la integral que
define la transformada de Cauchy es absolutamente convergente para casi todo punto
en C con respecto a la medida de Lebesque. Mds ain Cv es analitica en C\ supp(v),

Cr(oo) =0y (Cv)(oc0) = —v(C).

Demostracion.
Primero veamos que la integral que define la transformada de Cauchy es absoluta-
mente convergente para casi todo punto en C con respecto a la medida de Lebesgue
L2, es decir veamos que

dlv|(§)
€ — 2]

En efecto sabemos que si f > 0 en K con [, f(2)dL?(z) < oo entonces f(z) < oo
c.t.p. en K. Como

< oo para casi todo punto z € C con respecto a L.

dl(€) _ [ du() dlv|()
ez ie—a Y )+

basta probar que V K C C compacto se cumple [ [ d“;|Z| dL*(z) < 0.
Aplicando el teorema de Fubini tenemos que:

//(QV_| SRS // ffi d’V|(f)SM/(Cd|V|(§):M|1/](C)<OO

dL*(z)

>0

donde la iltima desigualdad se tiene ya que f X | o] < 00 para todo K C C compacto

y para toda £ € C (véase [Conway] Lema 13.2.6).

De los anteriores parrafos también se deduce que Cv es localmente integrable en C
respecto a la medida de Lebesgue.

Que Cv es analitica en C \ supp(v) se sigue al derivar bajo el signo de integral.
Como limg_,» 1/(§ — z) = 0 uniformemente en compactos que no contengan a z € C,
entonces Cv tiene una singularidad removible en infinito y Cr(oo) = 0.

Sea g(z) = Cr(1/z), entonces:

02 = | e t©) = (@) () = g0) =~ [dv(e) = —v(C). 8

Uno puede ver a la transformada de Cauchy como una herramienta para construir
funciones analiticas a partir de medidas (que no son analiticas), aunque las dificultades
se presentan al tratar de ver que las funciones asi construidas son acotadas.
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El siguiente corolario relaciona la capacidad analitica con la transformada de
Cauchy.

Corolario 1.3.3. Sea v una medida compleja con soporte compacto tal que v(C) # 0
y su transformada de Cauchy Cv es acotada en C\ E; donde E C C es un conjunto
arbitrario que contiene al soporte de v. Entonces v(E) # 0 y por lo tanto E no es
removible.

Demostracién.
Como Cv es acotada en C \ E, existe M > 0 tal que |Cv| < M = |Cv/M| < 1.
Como supp(v) C E = C\ E C C\ supp(v), entonces Cv/M € Ad(E).
| —v(©)] _ [(Cr)'(c0)]

Luego por la proposicion anterior: 0 < T 7 <~(E). 4

Para relacionar a la transformada de Cauchy con el operador de localizaciéon de
Vitushkin, en lo que resta de la seccion usaremos lo bésico de la teoria de distribuciones
que puede encontrarse en [Conway] seccién 18.5.

Definicién 1.3.4. Se define la transformada de Cauchy para una medida com-
pleja v con soporte compacto, como la convolucion de la funcién 1/z con v:

1
Cv=——xv.
z

Notese que toda medida v puede verse como distribucion bajo la formula ¢ —
[ ¢dv; y siv es una distribucidn arbitraria, también definimos

Cu(z) = (_é ) y) (z) = v (x__lz) |

Las igualdades en el siguiente teorema deben entenderse en el sentido de distribu-
ciones.

Teorema 1.3.5. St v es una distribucion en C con soporte compacto, entonces:

J(Cv) = —nv. (1.3.2)

_1

En particular si 0y es la Delta de Dirac en el origen, como Cdoy(z) = ﬁ‘t:o = —2,

1 _
entonces el kernel — es la solucion fundamental del operador O:
TZ

gi:&)
w4

También si f € L},.(C) (o mas generalmente si f es una distribucion) es analitica en

una vecindad de oo y f(oo) = 0, entonces:

C(0f) = —nf.
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La demostracién del teorema anterior es demasiado larga para la extensién de
esta tesis. Asi que recomendamos al lector consultar la referencia original [Conway]
Teorema 18.5.4 en donde se encontrarda una demostraciéon completa. Sin embargo,
podemos decir que la tltima parte del teorema indica que toda distribucion f o
funcién f € Li,.(C) que es analitica en una vecindad de co y se anula en oo es la

loc >
transformada de Cauchy de una tinica disribucién con soporte compacto, a saber %8 f.

Como consecuencia, si v es una distibucién que se anula en oo, es analitica en oo
y Ov = 0, entonces v = 0.

Recordemos que dada una distribucién v, su soporte denotado supp(v), es el com-
plemento del abierto més grande en donde v es igual a cero.

Proposicion 1.3.6. St v es una distribucion con soporte compacto, entonces Cv es
analitica en C\ supp(v) y ademds: Cv(oo) =0 y (Cv)'(00) = —(v, 1).

Donde (-, -) denota el apareamiento entre las distribuciones de soporte compacto y
las correspondientes funciones de prueba i.e. las funciones C*. Asi que (v, ¢) = v(9).
Por lo cual si v es una medida con soporte compacto en C

(Cv)'(o0) = =(v,1) = —v(C).
También denotaremos a la e-vecindad de un conjunto A como:

U(A) ={z € C| dist(x,A) < €}.

Demostracioén.
Por el teorema anterior, 9(Cv) = —7v; y como —m(v, ¢) = 0 si ¢ ¢ supp(v), entonces
Cv es analitica fuera del soporte de v.
Para probar que Cr(oco) = 0, tome r > 0 tal que supp(v) C B(0,r) ysea ¢ : C — R
una funcién radial C* tal que 0 < ¢ < 1. Mds atin, asuma que ¢ se anula en B(0,7/2)

yesigual a1l en C\ B(0,7). Sea k.(z) = gb(z)l para z € C. Como ¢ = 1en C\ B(0,7)
z

1 -
entonces v x — =vx k, en C\ B(0,2r) en el sentido de distribuciones.

Maés ain, corgo k.(z) es una funcion radial C*°, v x k,.(z) = (v, 7,k,) donde 7.k, (w) =
k.(w — z). Debido a que 7.k, — 0 cuando z — oo en C'*°, con la topologia de las fun-
ciones de prueba, es decir la funcién y sus derivadas convergen a cero uniformemente
en compactos,entonces (v, 7,k,) — 0 cuando z — 0.

Por todo lo anterior, Ci/(oc) — (% \ y> (00) = (_y ) %) (00) = (—v # k) (00) = 0.

Para ver que (Cv)'(c0) = —(v, 1) considere {9 }~o una aproximacién radial C'* de



1.3. La Transformada de Cauchy y el operador de Vitushkin 25

la identidad, luego supp(ve) C B(0,€) y [1.dL? =1 para todo € > 0.
Por la asociatividad y conmutatividad de la convolucién tenemos

%*CV:M*(—%*V) :_%*(wE*V>:C(wE*V)'

Asi C(¢, * ) es analitica en C \ U (supp(v)). Y como 9. x Cv — Cv converge unifor-
memente en compactos de C \ U (supp(v)) cuando € — 0, entonces C(¢ *x v) — Cv
converge uniformente en compactos de C \ U (supp(v)) y se anula en co. Por esto y
la ecuacién (1.1.1) tenemos que:

ltm(C(4. * ) (c0) = (Cv)(c).

e—0

Por otro lado, como . * v es una funcién C'*° y de soporte compacto, ella nos genera
la medida ¢.v(A) = [ 1 Ye(2)dv(z) en C finita y de soporte compacto, por lo cual
podemos aphcarle la Proposmlon 1.3.2,

€+ 9))(e0) = [ 10 xw) = (0 x0),1).
Usando el Teorema de Representacién de Riesz y que [¢dL? =1 = 19 (2) = 1,
concluimos que —((¢ * V), 1) = — (v, 1 x ) = — (v, 1). +

Definicién 1.3.7. Dada f € L},.(C) y p € C™ con soporte compacto, definimos la
funcion

Vo = f +—C(fTe). (133)

Dada una funcion fija ¢, llamamos a V,, el operador de localizaciéon de Vitush-
kin (asociado a ).

Debido a que O es lineal es facil ver que
Vot =V +Vy YV, C* acC.
Proposiciéon 1.3.8. Sea f € L}, (C) y ¢ € C* de soporte compacto, entonces:
1 _
Vof = ——ClsDf)
en el sentido de distribuciones.

Demostracion.
Por (1.3.3) y (1.3.2) tenemos que en el sentido distruibucional

0V, 1) = 13¢ + #0f + 20C(7Bp) = 07 =3 ( (D))
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Y como ¢ es de soporte compacto = ¢f, fOp v @O f son de soporte compacto, enton-
ces Vo f v %C (pdf) son analiticas en una vecindad de co y se anulan en co. Luego
por la tdltima parte del Teorema 1.3.5

—e(Zavi) = e (3 tewan)) = “tewan.
v =c(Zovs ) = Ze (3(Fewan) ) = Zetwan .

Observacién 1.3.9. St f = Cv, donde v es una medida o distribucion compleja de
soporte compacto, entonces por (1.3.2) y la proposicion anterior

Vo(Cv) = —C(pB(Cr)) = —Clp(-m) = Clov) (1.3.4)

Esta identidad fundamental justifica que V., sea llamado operador de localizacion (de
Vitushkin):Observe que Cv es analitica en C\ supp(v), por lo cual el soporte de v se
puede ver como el conjunto de singularidades de Cv. Por (1.3.4) se sigue que V,(Cv)
es analitica en el conjunto mas grande C\ supp(pv). Asi que las singularidades ahora
se localizan en supp(v) N supp(p).

Proposicién 1.3.10. Sea ¢ € C™ con soporte en una bola B, de radio r, con ||¢||s <
ca Y ||[Volle < cafr. Para cualquier funcion f € L .(C) se tienen las siguientes
propiedades:

(1) [|Voflloo < sl fxB,|loo, donde la constante cs sélo depende de cy.
(11) V, se anula en las funciones constantes, es decir V,f =0 si f = constante.
(iii) V,f es holomorfa fuera de supp(3f) N supp(y).

(v) Si f es acotada en B,, entonces V,f es continua donde f lo sea.

Demostracion.

(i) Por (1.3.3), ||V<pf||oo < ||90f||oo+%||c(f590)||oo Como supp(¢) C B,y ||¢]le < ca,
entonces ||¢f||co < cal|fXB,||oo- También para cualquier z € C:

_ 1 — 9
LB < | gl ) Botw)ldc ) <
1 2
1ol Vll | ) < ell e = Vo e < call 0, 1

(i) Sea f una funcién constante y ¢ € C'*° una funcién de prueba, por la Proposicién
1.3.8 tenemos

(Vef. ) = —C(01).0) = — [ (DN (0L )

™
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y como f es contante

-1
T

C(pdf)(2)d(2)d L% (2 / / af(& d(2)dL2(E)dL3(2) =0

(iii) Por la Proposicién 1.3.8, tenemos que OV, f = %5C(<p5 f) como distribuciones; y
por el Lema de Weyl (véase [Conway] Corolario 18.4.11) sabemos que V,,f es analitica
fuera del soporte de C(pdf) = supp(p) N supp(0f).

(iv) El resultado se obtiene tomando en cuenta que [ @‘g(g)dlﬁ depende continua-

mente de z pues f y dp son acotadas en B, obtenemos (iv). -

Proposicién 1.3.11. Sea Q C C abierto y E C C compacto con y(E) = 0. Entonces,
toda funcion f analitica y acotada en Q\ E se puede extender analiticamente a todo
el conjunto Q.

Nétese que no asumimos que E C €. En particular puede pasar que E N0 # (),
esta es la principal diferencia con la Proposicion 1.2.3.

Demostracion.
Asumiremos que €2 es acotado, pues si no lo fuera puedo considerar su imagen bajo
una transfomacién de Mobius que lo mande a un conjunto acotado y algin punto en el
complemento de Q que lo mande al infinito. Considere una rejilla de cuadrados {Q; }ier
en C cuya longitud de sus lados sea [(Q;) = [ para todo i € I. Sea {¢;}icr C C* una
particién de la unidad subordinada a los cuadrados {2Q); }ies, asi que supp(p) C 2Q);
para cada i € [ y ¥;c;0; = 1 en C. En particular esto significa que I es numerable y
que C C U;e20;.
Extendamos a f como cero en C\ (2 \ E), luego supp(f) C Q\ E. Como f se anula
fuera del conjunto acotado €2\ F, por la Proposicién 1.3.5 f = %C(gf); y ademads
Vi, [ es idénticamente cero excepto para un nimero finito de indices ¢ € I.
Asi dada una funcién de prueba ¢ € C*°, y dado que para cada £ € C hay solo una
i € I tal que ¢;(§) # 0, tenemos que:

(o) =@ =2 [ 109 ( 1 ) s acs) -
= [ [sen( Wz(@)as(z)dc?(s)dc?(z):
=) > [ ( )¢(z)d£2(£ ez = — [ > COfe) AL
—1<Zc<5fwi>,¢>

el
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Luego por la Proposicién 1.3.8:
1 _
f=—=Y COfe)=> VI (1.3.5)
T e il
Debido a que supp(df) C E U S, entonces para cada i € I:
supp(OV,,, f) C 2Q; N (E U Q).

Como consecuencia (usando el Lema de Weyl), si 20Q; N 02 = 0, entonces V,,, f es
analitica fuera de 20);NE. Debido a que V,, f se anula en oo, se sigue que ||V,,, f|]oo < 00
(por (i) de la Proposicién 1.3.10) y v(2Q; N E) < ~(E) = 0. Por la Proposicién 1.2.3
tendremos entonces que:

Vo f=0 si 2QinQ=0 = f= > V,f

i€1:2Q;NQAD

Por lo tanto (usando de nuevo el Lema de Weyl), f es analitica en Q \ Uy (92), pues
supp(0f) C EUOIN y C\ Uier(2Q; N (EUON)) = Q\ Uy (02). Puesto que [ es arbi-

trariamente pequeno resulta que f es analitica en todo (2. 4

En la siguiente Proposicién mostramos como el operador de localizacién de Vi-
tushkin se puede usar para probar la semiaditividad de la capacidad analitica para
dos casos particulares.

La notacién A < B significa que existe una constante ¢ > 0 tal que A < ¢B. También
decimos que A es equicomparable a B si A < B < Ay lo denotamos A ~ B.

Proposicién 1.3.12. (a) Para un conjunto compacto E C C y un disco o cuadrado
cerrado D C C, tenemos que:

VWEUD) < a(y(E)+~(D)).

Donde ¢, depende iunicamente de ¢, donde ||V¢|lo < ¢/r, para alguna ¢ € C* con
soporte en 2D tal que p =1 en una vecindad de D y r es el radio o longitud de D.

(b) Dados dos rectangulos cerrados E,S C C (no asumimos que sus lados sean
paralelos a los ejes), la siguiente desigualdad se satisface

V(RUS) < ea(v(R) +7(9)).

Donde co depende de una aproximacion por cuadrados para R y S.

Demostracion.
Sea f la funcion de Ahlfors de F U D. La cual es analitica en el complemento de
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D U F; asi que la extendemos a E U D como 0. Sea ¢ € C* con soporte en 2D tal
que ¢ = 1 en una vecindad de D, con ||Vy||w < ¢/r, donde 7 es el radio (o longitud
del lado) de D. Ahora sean f; = V,,f v fo = f — fi. Por la Proposicién 1.3.10 (i),
f1 es acotada por una constante ¢’; asi que también f, es acotada por una constante
. Por la Proposicién 1.3.10 (iii), f; es holomorfa fuera de supp(df) N supp(e) y
como supp(df) N supp(p) C (EUD)N2D C 2D, entonces f; es holomorfa fuera de
2D. Analogamente fy es holomorfa fuera de E. Asi tenemos que f/¢ € Ad(2D) y
fa/c" € Ad(E). Por lo cual, si ¢ = max(c, "), tendremos que:

YEUD) = |f'(00) = |(fi+ f2) (00)] < | fi(00)| + | f2(00)] < c(7(2D) + 7(E)).

Luego (a) se sigue de que v(2D) = 2v(D).

Considere ahora los rectangulos R, S. Sean Lg, [y las longitudes de los lados de R
y Lg,ls las de S. Asi que [r < Lr y lg < Lg. Asumamos primero que Lg = Mlgr y
Ls = Nlg, con M, N € N. Luego podemos escribir R = U, P, y S = U}, @Q;, donde
P; y @) son cuadrados de longitud [r y ls respectivamente. Tome funciones positivas
pi € C*, 1 <i< M, con supp(p;) C 2P; para cada ; y tales que Zi‘il vi <lenC,
SM wi=1en Ry |[|[Voilleo < ¢/lg. Sean 1h; € C> 1 < j < N funciones andlogas
para S. Sin perdida de generalidad supénga que lg > lg.
Definiendo ¥; = ¢;(1 — S22, ;) tendremos:

M N
> pi+> ;=1 en RUS.
i=1 j=1

Sea f la funcién de Ahlfors de RU S extendida como cero en RUS. Si f es analitica
en una vecindad del supp(y), entonces V,,f = 0, pues V,,f = %C(gp@f}. Luego, por
(1.3.5) en la demostracién de la proposicién anterior como distribuciones tenemos:

M N
J=Vau sy 5f = Vol +Y Vo f
i=1 j=1

Como f es acotada en C y por la Proposicién 1.3.10, se sigue que ||V, f||o < 00 para
© = @iy p = 1, entonces f = Zf\il Vo f + Zjvzl Vi5;f como funciones.

Mads atn, para una ¢ > 0, cV,, f es admisible para P; y también chfj f es admisible
para Q; pues ||[Yj]le < 1y ||[VY]lee < ¢/ls. Asi, usando el hecho que la capacidad
analitica de los cuadrados es comparable con su didmetro (Proposicién 1.1.9) y que
su didmetro es comparable con sus lados:

J=1

Y(RUS) =|f(c0) < ZV(QR') + Y 7(2Q;) < e(Mig + Nls) < c(v(R) +7(5))-
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Supongamos ahora que R y S son rectangulos arbitrarios. Sean M el entero més
pequeno tal que M > Lgr/lg y N el entero mas pequeno tal que N > Lg/ls. Sea Ry
un rectangulo que contiene a R cuya longitud de sus lados es [ y Mg, tambén sea
Sp un rectangulo que contiene a S cuya longitud de sus lados es lg y Nlg. Asi por lo
que ya probamos

Y(RUS) <7(ReUSo) < e(y(Ro) +7(5)) = y(R) +7(5)

donde la tltima desigualdad se da ya que y(R) ~ diam(R) ~ diam(Ry) ~ v(Ry) y
andlogamente para S'y Sp. 4

1.4. Relacion con medidas de Hausdorff

Empezaremos con las definiciones de medida de Hausdorff y dimensién de Haus-
dorff en R? con algunas de sus propiedades que ocuparemos.

Definicién 1.4.1. Dado s > 0 y 0 < ¢ < oo, para A C R? definimos la siquiente
medida exterior en RY

H3(A) = inf {Z diam(A;)* : A C | J A, diam(A;) < g} . (1.4.1)

Aungue nosotros trabajaremos con la métrica usual en R, dicha medida exterior de-
pende de la métrica con que se trabaje en R?, pues el didmetro se calcula con esta
métrica.

Ademds H3(A) > HE(A) si §d < e. Y como HE(A) < diam(A)*®, entonces dicha

cantidad es finita si A es acotado en RY.

La medida de Hausdorff s-dimensional de A es:

H¥(A) =sup H:(A) = lim H(A).

>0 e—0

Proposicién 1.4.2. Para todo s > 0 la medida H* en R? es Borel reqular, pero no
es una medida de Radon (pues no es localmente finita), excepto en el caso s = d.

La demostracion es un ejercicio clasico y recomendamos al lector consultarla en
[Mattila] Teorema 4.2.
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Es facil ver que HY coincide con la medida de conteo.
Ademas para s = d tenemos
2_d L4
a(d)

donde £? es la medida de Lebesgue clasica en R? y a(d) = £L4(B(0,1)) es la medida
de Lebesgue de la bola unitaria d-dimensional.

Asi, para el caso 1 dimensional, que es el mas relevante para el estudio de la capacidad
analitica, la medida H! coincide con la medida de Lebesgue de longitud £!.

H = (1.4.2)

En el caso ¢ = oo en (1.4.1), los conjuntos A; no tienen restriccién ni en los
didmetros ni en la cantidad. A HZ2 (A) se le llama contenido de Hausdorff s-
dimensional. Aunque esta no es una medida de Borel, es subaditiva. Ademas el
contenido de Hausdorff tiene algunas ventajas sobre la medida de Hausdorff, por
ejemplo: siempre es finita en conjuntos acotados y usualmente es mas sencillo de esti-
mar que la medida de Hausdorff. El contenido y la medida de Hausdorff s-dimensional
se relacionan de la siguiente manera, para cualquier > 0 se tiene:

HE(A) < Hi(A) < HH(A). (1.4.3)

Por lo cual

H(A)=0 & H(A)=0.

En efecto, por 1.4.3 se tiene la necesidad. Ahora suponga que H:_(A) = 0. Sea 0 <
e < 1. Por hipétesis para e° > 0 existe { By }xen una cubierta por bolas de A tales que
> ren diam(By)* < €% por lo cual diam(By,) < 0 para toda k € N. Luego

Hi(A) <) diam(By)* < &' = H(A) = lim H2(A) = 0

keN
Ademas si A C R se cumple que
HY(A) = LYA) = HL (A).

Ya que para cualquier subconjunto de los reales su volumen es igual a su longitud que
es igual a su diametro.

Mas adelante veremos que la capacidad analitica esta muy relacionada con el con-
tenido 1-dimensional de Hausdorff.

Para introducir la nociéon de dimensién de Hausdorff necesitaremos el siguiente
lema.
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Lema 1.4.3. Para 0 < s <t y A CR", tenemos
(i) Si H*(A) < oo, entonces H'(A) = 0.
(ii) Si H'(A) > 0, entonces H*(A) = oo.
Demostracion.

Claramente ambos enunciados son equivalentes, asi que sélo probaremos (i).
Por (1.4.1), existe una cubierta {A;} de A tal que diam(A4;) < ey Y. diam(A4;)® <

Hi(A)+1. Como 0 < t—sy diam(A;)/e <1, entonces (diam(A;)/e)t < (diam(A;)/e)*.
Luego

HE(A) <) diam(A;)' <) diam(A;)* < £ (HI(A) + 1),

Haciendo € — 0, si H*(A) < oo, tendremos H'(A) = 0. +

Corolario 1.4.4. Dado A C R? exziste un tinico sy € [0,00) tal que

(i) H*(A) = oo para toda s € [0, sp).
(i) H*(A) =0 para toda s € (sg,00).

Definicién 1.4.5. La dimension de Hausdorff de un conjunto no vacio A C R? se
define como

dimg(A) =sup{s > 0: H*(A) >0} =inf{s > 0: H*(A) < oo}.
Por definicion dimg(0) = 0. Del Corolario 1.4.4, dimg(A) = s.

Observaciéon 1.4.6. 1. Es facil ver que la dimension de Hausdorff es una funcion
monotona de conjuntos:

ECcF = dmyg(E)<dimy(F).

2. Como HUR?) es o-finita, del Lema 1.4.8 se sigue que dimg(A) < d para todos
los conguntos A C R Mds ain dimy(RY) = d.

3. Sis=dimg(A) entonces 0 < H*(A) < 0.

4. Si para A encontramos un s tal que 0 < H*(A) < oo, entonces s = dimgy(A).

Los resultados anteriores y mds pueden encontrarse en [Mattila] capitulo 4 o en
[Falconer]| capitulo 2.

El siguiente teorema es primer resultado que conecta medidas de Hausdorff con
capacidad analitica.
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Teorema 1.4.7. (Painlevé). Para todo conjunto compacto E C C, tenemos que
A(E) < HA(B).

En particular, si H'(E) = 0, entonces E es removible.

Demostracién.
Dado ¢ > 0, por definicién de contenido de Hausdorff, existe una cubierta {4;} de
E tal que > diam(4;) < HL (E) + e. Podemos reemplazar cada A; con una bola
abierta B; de radio r;, si es necesario ligeramente més grande que diam(A;), para que
E CUB;y>,ri <HL(E)+ 2. Como E es compacto podemos asumir que esta
familia de bolas es finita. Considere la curva I' = 0y(U;B;). Por (1.1.1), si f es la
funcién de Ahlfors de F, tendremos

1) =170l = g [ S| < Xgn [ )
<Z%/03d% Z“<H1 ) + 2.

Como € > 0 es arbitrario se sigue el teorema.
De (1.4.3) se sigue que si H!(FE) = 0, entonces E es removible. 4

La restricciéon de una medida g a un conjunto A C R? la denotaremos como | A.
Es decir, para B C RY, u| A(B) = u(AN B).

Proposicién 1.4.8. Si E C C es un conjunto compacto contenido en R, entonces
1 1
JHE) <A(B) < _H'(E).

Demostracion.
Por la regularidad exterior de la capacidad analitica (Proposicién 1.1.11) y por la
compacidad de F, asumiremos que E es una coleccién finita de intervalos disjuntos.
Asi, para todo € > 0 podemos construir una curva (o una familia de curvas) I' en
forma de rectdngulo que rodea a E tal que H'(T') < 2H!'(E) + . Procediendo de
manera analoga a la prueba del Teorema 1.4.7. Si f es una funcién admisible para F
y como H'(E) = H! (FE), tendremos que

60 = |5 [ 161

Recuerde que |f| < 1. Por lo cual, ¥(E) < HL (E)/x.
Para la otra desigualdad consideremos la funcién

12) = 500 LB = 5 [ o)

2 t—z

< S HLT) < Z(HA(B) +2).
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Observe que si z =z + iy ¢ E, entonces

Imf<z>:%/]Elmtizdﬂl<t)=%/EM++y2dﬂl(t).

Por lo tanto Imf(z) = 0 cuando y = 0; y de otra forma

1 || iy
Imf(2)| < 2/Rt2+y2dH (t) = 5"

Luego, f envia C\ £ a la franja |Im(z)| < 3.
o1
Considere la transformacion ¢(z) = ‘ e Note que ¢ es una transformacién con-
eZ
forme de la franja [Im(z)| < 7 en el disco unitario. Luego g = po f € Ad(E) y por la
Proposicién 1.3.6, f(oco) =0 = g(co) = ¢(0) = 0, asi tenemos que

/ Y R 90(f(2)) Y /
2(E) 2 14160 = i ()] = Jin 1) | 205D < 17001 0
Usando el resultado presentado en la Proposcicion 1.3.6, f/(oc0) = —H'(E)/2; y como
¢'(0) = 1/2 obtenemos v(F) > H(E)/4. 4

La proposicion anterior nos dice que los subconjuntos compactos contenidos en li-
neas rectas son removibles si y sélo si tienen longitud cero. La conjetura de Denjoy
es extender dicho resultado para subconjuntos de curvas rectificables, la cual proba-
remos en el capitulo 3.

Para la demostracion del siguiente teorema, y en lo sucesivo, ocuparemos el con-
cepto de cubo diadico.

Definicién 1.4.9. Para m € Z, D,, es la familia de cubos en R? de la forma
{z =(21,...,2q) € RY: k2™ <y < (ks + 1)27™ donde k; € Z para 1 < i < d},

los cubos de esta forma son llamados diddicos.
La familia de todos los cubos diddicos (también llamado latice diddico) se escribe

D=JDn (1.4.4)

meZ

Para cada m € 7 los cubos de D,, forman una particion de R. Dado QQ € D,,, hay
24 cubos de Dy,i1 que estan contenidos en Q, éstos son llamados hijos de Q.
También dado j > 0, D;(Q) denota la familia de cubos diddicos contenidos en Q
cuyos lados miden 2771(Q), donde I(Q) es la longitud de los lados de Q.
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Teorema 1.4.10. (Lema de Frostman) Sea 0 < s < d y considere un conjunto
compacto E C RY. Entonces H: (E) > 0 si y solo si existe una medida de Borel i no
trivial con soporte en E tal que p(B,) < r° para cualquier bola B, de radio r. Mds
atin, podemos encontrar p tal que u(E) > ¢ 'HE (E) con la constante ¢ dependiendo
solamente de la dimension de R?.

Demostracioén.
Supongamos primero que dicha medida p existe y veamos que HZ_(F) > 0. Considere
una cubierta | J; 4; D E y tome para cada ¢ un punto z; € A;. Como E C |J; 4; C
U, B(x;, diam(A;)) tenemos que

demmm >t Z (B (z, diam(A))) > ¢ Lu(E) > 0.

Tomando el infimo sobre todas las posibles cubiertas de F obtenemos
HE(E) > ctu(E) > 0.

Para la otra implicacion del teorema asuma que E esta contenido en un cubo diddico
(o. La medida p serd construida como el limite débil de medidas pu, con n > 0.
Definimos la primer medida como

L7 Qo
L4Qo)

Ahora definimos p,, a partir de p,_1 como sigue: si P € D, (Qg) y P es un hijo diddico
de Q € D, _1(Qo) (entonces escribimos P € Ch(Q)) definimos

o = Hi,(E)

H:(PNE)

- > rech(@) Ha(RN E) tn-1 (@) (45)

fin(P)

Asi, para n > 1 cada medida u, se anula en R?\ Qp, es absolutamente continua
respecto a la medida de Lebesgue y de la ecuacién (1.4.5) deducimos que

vV Q € Dy-1(Qo), Z pin(P) = pn1(Q) = Mn<Rd) = ,unfl(Rd»
PECH(Q)

Luego como V n € N, 1, (R?) = 119(R?) = po(Qo) = HE, < oo podemos definir y como
el limite débil de las medidas p,,. El hecho de que i tiene soporte en E se sigue de la
definicién de p, en (1.4.5), pues p,(P) = 0 si P € D,(Qp) no intersecta a F, como
consecuencia p,(P) = 0 para toda k > n, por lo cual supp(ux) C Us—nt1giam(qo)(E)
para toda k > n. Luego supp(i) C Us-n+14iam(q,)(F) para toda n > 0, lo que prueba
nuestra afirmacion.
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Ahora veamos que pu,(P) < H: (P N E) para todo P € D,(Qy). Esto se sigue por
induccién. Para n = 0:

Dy(Qo) = Qo = P = Qo = p10(Qo) = H(E) < H(E) = H(EN Qo).

Supongamos que se cumple para n — 1 y () es el padre diddico de P, entonces:

o 1(Q) SHLQNE) S 3 HL(RNE)

RECh(Q)

Por lo tanto de (1.4.5) se deduce que u,(P) < H5 (P N E) como se queria.
Como consecuencia para toda j > n,

pi(P) S HL (PN E) VP eDy(Qo).

Maés aun, por construccion, todos los cubos diddicos que no intersectan a () tienen
medida p; igual a cero.

Dado que toda bola abierta B, de radio r tal que 27" 1(Qg) < r < 27"(Qo) estd
contenida en una unién de a lo mas 2¢ cubos P, con longitud de lado 27"1(Qy),
tenemos que para todo j > n

2d 2d 2d
pi(By) < pi(P) < HL(PNE) <Y HE(Py) < 2%diam(Py)*;
k=1 k=1 k=1

y como diam(Py)? = 2(1(Qo)/2™)? = diam(Py) = 23/2(1(Qo)/2"!) < 2%/2r, entonces
Mj(Br) < 2(d+3/2)srs = ors.

Haciendo tender j — oo concluimos que u(B,) < cr®. Asi basta definir la medida
buscada como pu/c.
Ademds, al ser E C R? compacto, H: (E) < oo y como i es no trivial, existe una

constante ¢ tal que u(E) > ¢ 'H: (E). 4

Observacion 1.4.11. Como en el teorema anterior, probamos que para cualquier
compacto E C R? se cumple u(E) > ¢ YHE (E) y HE(E) > ¢ 'u(E), entonces

HE(E) ~sup{u(E) : w(B(z,r)) <r*V 2z e RLY r >0}
Teorema 1.4.12. Sea s > 1. Para todo compacto E2 C C, tenemos que
Y(E) 2 e(s)H3 (B)'*,

donde c(s) = ¢*=2 > 0 y ¢ es una constante absoluta (c(s) — 0 si s —1).
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Demostracion.
Supongamos que H5_ (E) > 0, por el Teorema 1.4.10 existe u medida de Borel con
soporte en E tal que u(E) > ¢ 'H: (E) y u(B(z,7)) < r® para toda z € C y para
todo r > 0. Considere la funcién f = Cpu, por la Proposicién 1.3.6, f(cc) = 0y
|f'(c0)| = u(E). Para estimar || f||o, dado cualquier z € C tenemos

cul < [ tggnt = [T (fus i > o) Y-

/0 T (B(e 1))t < /0 " min(u(E), 1/£°)dt.

Calculando la tltima integral tenemos

u(E)~4s 00 . 1
/ mmw+/ Ltdt = p(E)F + ——(u(E)
0 M(E)—l/s s—1

f
[1F1loo

V(E) > '{l;ﬁi' > 2 ; LBy > cS;

La siguiente proposiciéon resume lo que hemos visto en esta seccion de la relacién
entre la medida de Hausdorff y la capacidad analitica.

Por lo tanto || f||e < =25 u(E)'~%, luego

€ Ad(FE) y asi

SH(E) *

Proposicién 1.4.13. (i) Si dimy(E) > 1, entonces y(E) > 0.
(ii) v(E) < HL (E) < HY(E). En particular si dimy(E) < 1, entonces y(E) = 0.

Demostracion.
(i) Sea dimgy(F) > 1, luego para toda s < dimpy(FE), se tiene H*(E) = oo > 0. Por lo
cual HE (E) > 0, pues H*(A) =0 < H: (A) =0. Asi, para 1 < s < dimg(F), por el
Teorema 1.4.12 tenemos v(E) > c(s)H2 (E)Y* > 0.
(ii) Por el Teorema 1.4.7 (de Painlevé) y de (1.4.3) obtenemos v(E) < H! (E).
Ahora, para la segunda desigualdad sean A := {)_ diam(A,) : E C U, A} ¥
B. :={}_,, diam(B,,) : E C ,, Bm, diam(B,,) < ¢}.
Asi B. C A para todo € > 0, por lo cual:

f A<infB.Ve>0= H.L(E)=inf A< sup._,(inf B.) = H'(E). a

Gracias a la proposicion que acabamos de demostrar, podemos dar facilmente
algunos ejemplos de conjuntos removibles y no removibles:
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1. El conjunto de Mandelbrot ([Falconer| 14.2), su frontera y los conjuntos de Julia
que se generan a partir de los puntos en la frontera ([Falconer] 14.3) al tener
dimensién de Hausdorff igual a 2 son no removibles.

2. Las curvas de Koch ([Falconer| 15.3) y el triangulo de Sierpinski ([Falconer| 9.4)
al tener dimensién de Hausdorff en el intervalo (1,2) son no removibles.

3. El conjunto de Cantor clasico al tener dimensién de Hausdorff menor que uno
es removible.

Por lo concluido en la proposicion anterior resulta que la dimension 1 es la dimen-
sion critica conectada con la capacidad analitica. Mas ain debido a la Proposicion
1.4.13 uno se pregunta si es cierto que v(F) > 0 < HY(E) > 0.

La primera prueba de que esta conjetura es falsa la dio Vitushkin en 1960 al construir
un conjunto compacto de longitud positiva y capacidad analitica cero.

Ejemplo 1.4.14. Un ejemplo tipico de un conjunto E con capacidad v(E) = 0 y
longitud H'(E) > 0 es el llamado conjunto de Cantor de cuartos de esquina; éste se
construye de la siguiente manera: considere un cuadrado Q° con longitud de lado 1.
Ahora reemplace Q° por cuatro cuadrados Q},i = 1,...,4 con longitud de lado 1/4
contenidos en Q°, tal que cada Q} contenga un vértice diferente de Q°. Andlogamente,
en el siguiente paso cada Q) se reemplaza por cuatro cuadrados con longitud de lado
1/16 contenidos en Q} tal que cada uno contiene un vértice diferente de Q}. Asi ten-
dremos 16 cuadrados Q% con longitud de lado 1/16. Procediendo de manera inductiva
(véase Figura 1.1), tomando E, = Uil QryE =", E, E es el conjunto de
Cantor de cuartos de esquina.

“ 0o o o 0O
[ [N

O O 0o o
L o o [H
Q° Ey Eo E;

Figura 1.1: Se muestra el cuadrado @)y y a los conjuntos F, Fy y E3 que aparecen en
las primeras 3 etapas de la construccion del conjunto de Cantor de cuartos de esquina.

Como Zil Q) =1V n>1, donde l(QF) =47 es la longitud del lado de Q7,
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se deduce que

4n
H;—n+1/2 (E) S H;_n+1/2 (En) S Z dzam(@ﬁ) = 22n(2—2n+1/2) = 21/2.
k=1

Haciendo tender n — oo se sigue que H'(E) < 2/2,

Para probar que H'(E) > 0 usaremos el Lema de Frostman 1.4.10: considere
una medida de probabilidad v con soporte en E tal que pw(QF) = 4=" para toda i,n.
Sean z € E yr € RT tal que 1/4"™ < r < 1/4", entonces Bg(z,r) = B(z,7) N E
estd contenida en la union de a lo mas 4 cuadrados de longitud 1/4™ por lo cual
w(Be(z,r) < S0, u(QPFY) = 4(1/4™Y) < 4r.Ast p cumple que p(B(z,7)) < cr
para toda z € E y toda v > 0. Luego por la Observacion 1.4.11 se tiene que:

HYE)>HL(B) > ctu(B)=c'>0.

La prueba de que v(E) = 0 se ird desarrollando a lo largo de la tesis y se concluye
a partir del teorema principal del Capitulo 4 , que es la comparacion entre la capacidad
analitica y la capacidad .






Capitulo 2

La transformada de Cauchy y la
curvatura de Menger

En este capitulo explicaremos la relacién que hay entre la transformada de Cauchy
y la curvatura de Menger, usaremos esta conexién para demostrar el Teorema T1 (Ver
Teorema 2.3.2) para el operador integral singular de Cauchy, i.e. para C,,.
Ademés obtendremos una prueba del acotamiento en L? de la transformada de Cauchy
en graficas de funciones Lipschitz respecto a la medida de longitud de arco.

2.1. Preliminares

Aunque en la literatura clésica de los operadores de Calderén-Zygmund las medi-
das p con las que se trabaja son duplicadoras, es decir que existe una constante ¢ > 0
tal que u(B(x,2r)) < cu(B(z,r)), para la capacidad analitica esta condicién es muy
restrictiva, por lo cual trabajaremos con un tipo especial de medidas que satisfacen
una condicion de crecimiento superior.

Definicién 2.1.1. Una medida de Radon pu en R? se dice que tiene crecimiento de
grado n o que es de grado m si existe una constante cq tal que

w(B(z,r)) < cor™ Yo €RYr>0.

Si nos interesa hacer énfasis en la constante ¢y decimos que i tiene co-crecimiento de
grado n. Cuando n =1 decimos que u tiene crecimiento lineal.

Ejemplo 2.1.2. La medida de Lebesque L* (drea) en R* es de crecimiento de grado

dos pues L*(B(x,r)) = 7r.
También la medida de Lebesque L' (longitud) en R es de crecimiento lineal pues

41



42 Capitulo 2. La transformada de Cauchy y la curvatura de Menger

LYB(x,r)) = 27r.

Una medida p en C que no tiene crecimiento lineal es la siguiente:

_J 0 si0g A
“(A)—{ 1 si0eA

Luego para toda ¢ > 0 existen x, = 0,7, = 2% tales que pu(B(ze,r.)) =1> 5 = cr..

1
2
La medida 1-dimensional de Hausdorff en R? no es n-dimensional para ningin n,

pues HY(B(z,r)) = co. Mientras que la medida 2-dimensional de Hausdorff en R si
es n-dimensional para toda n € N, ya que H*(B(z,r)) =0 < r™.

Note que si p es de grado n no puede tener puntos masa.
Pues como V 2z € Cy r > 0, u({z}) < pw(B(z,r)) < cor”, luego haciendo tender
r — 0, tendremos que p({z}) = 0.

Definicién 2.1.3. Decimos que K(-,-) : R x R¥\ {(z,y) e R* x R?: 2z = y} — C
es un kernel Calderéon-Zygmund n-dimensional si existen constantes ¢ > 0 y
0 <n <1 tales que se cumplen las siquientes desigualdades para toda x,y € R% con
T F£y:

¢ [z —y

K <
|K(z,y)| < 5

m, ySZ |.ZU—J]/| S

, ) < e =al”
> K ) = K|+ 1K () = Ky, < p7 20

Dada una medida de Radon v en R?, posiblemente compleja, definimos

Tv(z) = /K(.ﬂ:,y)du(y), z € R\ supp(v).

Decimos que T' es un operador integral singular (SIO) con Kernel K(-,-).
Como la integral anterior puede no ser absolutamente convergente si x € supp(v)
consideraremos los siguientes operadores c-truncados T, ¢ > 0:

Tov(zx) = / K(z,y)dv(y), € C.
lz—y[>e
Observe que la integral del lado derecho converge absolutamente si ||v|] = |v|(RY) < oco.
Nosotros trabajaremos con el espacio de medidas de Borel reales finitas (o

complejas si estamos trabajando en el plano complejo) y lo denotaremos como M (R?),
éste es un espacio de Banach con la norma de la variacién total: ||v|| = |v|(R?).
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Cuando fijamos p € M(R?), dada f € L} (1) y tomando el producto (fu) en el
sentido distribucional, escribimos

T,f(z) = T(fu)(x) = / K (2, 9)f (9)du(y), = € R\ supp(fp)

Tefle) =) = [ Ko ) ft)iut)

La integral que define T.(fu)(x) es absolutamente convergente para toda z € R? si
por ejemplo, f € LP(u) para algin 1 < p < ooy u es de grado n. Pues si ¢ es el indice
conjugado de p tenemos que

c c? dp(y)
KN = / K () dpa(y) < / < / _dply)
Bl lz—y|>e |z—y|>e ‘1‘ - y‘nq €1 |z—y|>e ’[L’ - y’n

Una vez demostrado que

/| WY o (M) , (2.1.1)

z—y|>e |$ - y|n a R>0 R"

al ser 1 una medida n-dimensional, tendremos que

q B q
€7 R>0 R"

1K1 i

ue—

Asi, por la desigualdad de Holder
/| | Kz, )ILf Wdp(y) = (K flle ey < I Lege K Logue) < oo
r—yY|>€

Ahora demostremos (2.1.1), para ello separaremos el dominio de integracién en anillos
cuyos radios {0 }ren son estrictamente crecientes y tienden a oo:

du(y =
[ o= =Yy o)
le—y|>e |$ - y| S <|w—y|<bp41 ’95 - ?J’ S <|T—y| <61

k=

Puesto que limy_,0 p(B(x,k)) = o (Upen Bz, k) = , entonces para r; € N tal
que B(x,r1) () supp(p) # @ y &1 = pu(B(z,r1)) > 0, ex1ste un radio ry, > 7 tal que

w(C) = p(B(x,ry,)) < p(Blw,m)) < p(B(x,rn,)).
Ahora para g5 = pu(B(z, Ny))/2? existe un radio ry, > ry, tal que

pB(x,rvy)) Bz, 7))
22 - 22 ’

N((C) - :U'(B<‘T7TN2>> <
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Repitiendo este proceso inductivamente obtenemos una sucesién de radios {7y, }ren C
N tales que

BB, )

N(B<'T7TNk+1)) - M(B(ZL’,TNk)) < IM(C) - ,U,(B(ZL’,T’Nk)) < L2

Asi, tomando 0 = ry, para todo k € N, obtendremos que

p(B(x,0x41)) — u(B(w, 01))
/|z y|>e ’l’ ’n B Z 5n /k<$ y|<5k+1 Z n
/L JI 5k ( (ZE,R))
< < = =
Z n /{:2 = (R>p0 ) Z k2 =C (Sup R"

R>0

Nétese que la demostracion de (2.1.1) no depende del valor n.

Consideraremos los espacios débiles de Lebesgue LP>°(u) para 1 < p < oc.
Donde f € LP>®(pu) si

1l zpoe uy = sup Ml{z € RY: | f(2)] > AP < oo (2.1.2)
>

Decimos que T, : LP(1) — LP(p) es acotado en LP(yu) si los operadores T, . son
uniformemente acotados en LP(u) con respecto a € > 0. Andlogmanete respecto al
acotamiento de L'(u) en LV ().

También decimos que T es acotado de M(C) en L*°(u) si existe alguna constante
c tal que para toda v € M(R?) y toda X > 0,

p({z € RY: |Tw(z)| > A}) < @ uniformemente en € > 0
es decir ||Tov||p1000 < c||v|| uniformemente en € > 0.
Los operadores integrales singulares que son acotados en L?*(u) son llamados opera-
dores de Calderon-Zygmund.

La transformada de Cauchy es el operador integral singular en C asociado al kernel

1
K(z,y) = ——, =,y C.
y—x

Asi que la transformada de Cauchy de una medida de Radon p en C es
1
0= [ Kemautn) = [ Zduts) = (5 00) (@) 2 € €\ supni

A continuacién mencionaremos algunos teoremas esenciales para la demostracién
del Teorema T1 para la transformada de Cauchy y cuyas demostraciones pueden
encontrarse en [Tolsa| capitulo 2.
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Teorema 2.1.4. Sea p una medida de Radon en R* de grado n. Si T, es un operador
integral singular n-dimensional que es acotado en L*(u), entonces T es acotado de
M(RY) a LY ().

Mas aiin, dado € > 0 si T, es acotado en L*(u), entonces T. es acotado de M(R?)
a LY*°(n) con la cota dependiendo sdlo de de la constante de crecimiento cy y de

[T el

L2 (1)~ L2 () -

Demostracién.
Véase [Tolsa] Teorema 2.16. +

Definiciéon 2.1.5. Si T es un operador integral especial, definimos el operador ma-
ximal T, como:

T.v(z) = sup |T.v(x)| para v € M(RY),z € RY,
e>0

y el operador maximal é-truncado T, ; es

T.sv(x) =sup|Tiv(z)| para v € M(RY),x € R
e>4

También ponemos T, .f = T(fi) y Tyasf = Tis(f1t) para f € L, ().

Teorema 2.1.6. Sea 1 una medida de Radon en R? de grado n. Si T, es un operador
integral especial n-dimensional acotado en L*(u), entonces T), . es acotado en LP(p),
para p € (1,00) y T, es acotado de M(R?Y) a LV (u).

Demostracion.
Véase [Tolsa] Teorema 2.21. 4

Definicién 2.1.7. Dados «, 5 > 1 decimos que un cubo (0 bola) Q es («, B)-duplicador
si (@) < pu(Q), donde o es el cubo (bola) con en mismo centro que @ pero con
diametro adiam(Q).

Teorema 2.1.8. Sea p una medida de Radon en R? de grado n y T, un operador
integral especial n-dimensional. Sean 5 > 0 suficientemente grande (dependiendo sdlo
de d) y 0 > 0. Suponga que para todo cubo (2, B)-duplicador Q) eziste un subconjunto
Go C Q, con u(Gg) > 0u(Q) tal que T, es acotado de M(R?) a LY>®(u|Gg), con la
norma acotada uniformemente en Q). Entonces T, es acotado en LP(p) para 1 < p <
oo con su norma dependiendo solo de p y de las constantes anteriores.

Demostracién.
Véase [Tolsa] Teorema 2.22. 4

En pocas palabras el teorema anterior nos dice que si para todo cubo duplicador
existe una gran parte (en términos de u) donde T, es acotado de M(RY) a L1,
entonces 7T}, es acotado en LP(u) para 1 < p < oo.
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2.2. La curvatura de una medida

Definicién 2.2.1. Dados 3 puntos x,y,z € C distintos a pares, su curvatura de

Menger es:
1

R(z,y,2)
donde R(z,y,z) € R es el radio de la circunferencia que pasa a través de x,y,z (con

R(z,y,2z) = oo,c(x,y,2) = 0 si x,y,z estin sobre la misma linea). Si dos de los
puntos ,y, z coinciden, por conveniencia ponemos c(x,y, z) = 0.

c(x,y,z) =

Note que la curvatura de Menger es invariante bajo traslaciones y rotaciones, pues
el radio de la circunferencia no cambia al trasladar los tres puntos que la definen y
tampoco cuando los rotamos.

Dados z,y, z € C denotamos 7yz como el dngulo con vértice y y lados 4yt e 3.

Proposicién 2.2.2. Sean x,y,z € C puntos distintos a pares. Entonces

2dist(x, Ly ,) 45(z,y, 2)  2sinTyZ

R I [ T A P

donde L, . es la linea que pasa pory,z, S(x,y,z) es el drea del tridngulo con vérices
en x,y,z y Yz es el dngulo en el mismo tridngulo opuesto al lado z.

Figura 2.1: Se muestra la circunferencia I' que pasa a través de los puntos x, y, 2.

Demostracion.
Denotemos por I" a la circunferencia que pasa por x,y, z y por R su radio. Sea yy € I'
un punto opuesto a z € I, asi que el segmento con puntos finales yg, z es un diametro
de I'. Véase la Figura 2.1. En esta situacion, si y y ¢y estan en el mismo medio plano
determinado por la linea L, ., entonces Tyz = Tyoz. Si estan en diferente medio plano,
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entonces Tyz = ™ — Typz. Asi que en cualquier caso sinTyz = SinTyz.
Por otro lado, 722 es un dngulo recto pues 1, z son los puntos finales de un didmetro
de I', por lo cual
o |z —z] |z —2|
SINTYo 2 o — 2] o

Asi que
1 2sinTyoz  2sinTyZ

c(:v,y,z)zﬁ— lz—2  Jr—2z|’

Puesto que dist(x, L, ,) = |x — y|sinTyz, tendremos que

( ) 2dist(x, Ly )
C\T )= ——-.
T Tyl — 4
1

Finalmente, del hecho S(z,y, 2) = 5|y — z|dist(x, L, .), obtenemos que

(5,9, 2) = 45(x,y, z)
e |z —yllz — 2|y — 2| -

La relacién entre la curvatura de Menger, la transformada de Cauchy y la capaci-
dad analitica se origina de la siguiente identidad, descubierta por Melnikov:

Proposicién 2.2.3. Sean 21, 29, 23 € C puntos distintos a pares. Tenemos que

1
2 _ _ 2.2.1
C(217227Z3) Z (ng _ Zsl)<253 — 281)7 ( )

sES3

donde Sz es el grupo de permutaciones de 3 elementos.

Demostracion.
Tomemos a = zo — z1,b = 23 — 21, luego la suma del lado derecho de (2.2.1) es:

1 1 1 |a|?[b|?> — Re(ab)?
2R€ e + + — = 4 .
(ab (a —b)a b(b—ﬁ)) |al?[bf2[b — af?

-
Como arg(ab) = Z3z1 23, entonces

lal?|b]> — Re(ab)? = |al?[b*(1 — cos®z32123) = |a|?|b|*sin®Z221 23

Y ya que S(z1, 22, 23) = 3|21 — 23|dist(zo, L., ) = 3|21 — 23]|22 — 21|sinzaz1 23

tenemos |al?|b|2sin®z32123 = 45(21, 29, 23)%. +
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Definicién 2.2.4. Para una medida de Radon positiva p, escribimos

://c(x,y,z)2du(z)du(?/),

y definimos la curvatura de | como

) = [ @) = [ [ [ etwp2ldu)dnwuto)

A partir de aqui estaremos trabajando con medidas positivas sin hacer mencién
de ello a menos que se indique lo contrario.

La nocién de curvatura de una medida fue introducida por Melnikov. Veamos
algunos ejemplos.

Ejemplo 2.2.5. (a) Suponga que p es la medida de longitud de arco en una circun-
ferencia T de radio r. Asi para todo x,y,z € I', R(x,y,z) = r por lo cual

e =55 [ [ dntelduty) = (TP = ax* = ) = et

(b) Consideremos ahora i como la longitud de arco en un segmento L. Luego para
toda x € L tendremos que R(x,y,z) = 00, pues x,y,z se encuentran en la misma
linea, por lo cual ¢ (x) =0 = c*(u) = 0.

Calculemos ci(x) para x ¢ L. Por la invariansa en la rotacion y traslacion, sumiremos
que L estd contenido en el eje real y x pertenece al eje imaginario superior. Asi que
L =1a,b] cona,beR yx=(0,h). Entonces

I |>2dﬂi(2)d%i(y) - ([ de’L‘i(y))Q

como |z — y|*> = (0 — y)2 + (h — 0)2, la ltima integral es igual a

1 1 b a
’ mdy =5 arctanﬁ — arctan A

2

b a
Por lo tanto ¢,(x) = 4 tan— — arctan —
or lo tanto c;(x) arctan, — arctan o

Note que si a < 0 < b, entonces c..(x) — 47> cuando h — 0. Asi que la funcion ¢, no
es continua en C, pues si fuera continua que h — 0=z € L = ci(az) — 0. Por otra
parte, la ultima tgualdad nos dice que ci(x) < 47?2 para toda x € C.
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(c) En nuestro tercer ejemplo consideraremos el conjunto de Cantor de cuartos de
esquina E descrito en el Ejemplo 1.4.14. Sea p la medida de Hausdorff 1-dimensional
en E; vamos a probar que ci(a:) = 0o para toda x € E y por lo tanto ¢*(u) = oo.
Recuerde que E = (\,—, E,,, donde E, esta conformado por una unidn disjunta de
4" cuadrados QF con longitud de lado 47". Para n > 0 fijo, denotamos por Q,(z) al
cuadrado QP que contiene a x. Asi tenemos que,

AOES | / ey, =) dp(z)dp(2).
YEQk—1(2)\Qk (%) J 2€Qk—1(2)\[Qk (z)UQk (¥)]

n=1

Por la geometria del conjunto E, dado y € Qr_1(x) \ Qk(x), se cumple que

dist(z, L, ,) > inf{dist(z, L, .) : z € Qr_1(z) \ [Qx(x) U Qr(y)]} > 0.

Y dado que para toda z € Qp—1(x) \ [Qr(z) U Qk(y)] se tiene que

V2

[ = 2] < diam(Qx1(2)) = V2 UQk1(2)) = <~ UQk()),

entonces 1

c(z,y,2) > CW V2 € Qr1(2) \ [Qr(r) U Qr(y)],

para una constante C'.
Mas aiin, como u(QF) =4 -1(QF) =4-47% para 1 <i < 4%, entonces

H(Quer (@) \ [Qul@) U Quly)]) = 4- 475 — (4-47F 44475 =8 47F

(Qro1(2) \ Qr(z)) =4 -4 —4.47F =12.47F
Es decir p(Qy—1(2) \ Qx(2)) = u(Qu-1(2) \ [Qu(2) U Qu(y)]) = 47".

Por lo cual tenemos que

T e
) 2 CZ/ (@)\ Q& (2) Z(Qk(x))zdu(y) - Z (4_k) '

n=1YEQkr—1 k=1

Cuando uno integra tres veces respecto a u la identidad (2.2.1) obtenemos una
nueva identidad que relaciona la transformada de Cauchy de una medida con su
curvatura. Este resultado se encuentra en la siguiente proposicion la cual incluye el
concepto de curvatura e-truncada

(p) = / / /x_wacf(x,y,Z)2du(2)du(y)du(w)-

ly—z|>e

|lx—y|>e
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Proposiciéon 2.2.6. Sea p una medida finita de Radon en C con crecimiento cy-lineal.
Entonces tenemos

1CerellZ2 0y = 2(1) + O(1(C)), (2.2.2)

= -
donde |O(u(C))| < c2eu(C) y ¢ es una constante absoluta que no depende de ¢.

La identidad (2.2.2) es notable pues relaciona una nocién analitica (la transforma-
da de Cauchy de una medida) con una métrico-geométrica (curvatura).

Demostracién.

Tenemos que:
ICpal |2, =/ /u_y'xyixdu(y)
[ L) (L D = [ [ [ i

|z—z|>e
[ [ ) [ i g,

lz—z|>e |z—z|>€

2

dp(x) =

ly—z|>e ly—=|<e

Consideremos la primera integral ;. Permutando z, y, z y usando Fubini y la identidad
de Melnikov (2.2.1), por la simetria del dominio de integracién tenemos

1 dp(z1)dp(z2)dp(z3)
i) ] o D S

252 25y ) (%5 — 281)

‘21—23|>£

|zo—z3|>¢

i [ ] s st i) = 2

|Zl—23‘>6
|z2—z3|>e
Para estimar la integral I,, por las condiciones del dominio de integracion el lado con
)

vértices y, z es el mas corto en el triangulo con vértices z,y, z, por lo cual |z — y| <
clx — z|, luego

e [ [ o MR s [ [ [

|z—z|>e ly—z|<e

ly—=|<e
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integrando respecto a z y por el crecimiento lineal de p tenemos

/y_zsedu( z) = pu(B(y,e)) < cor = |L] <ccog//x - |y_x|(2x).

Para estimar la tltima integral separamos el dominio de integracion en anillos como
se hizo en (2.1.1) pero con n = 1, para obtener

/ dpy) o (Sup —“(B@’R))) (2.2.3)

z—y|>e |y - IL‘|2 € R>0 R

Asi, por (2.1.1) y usando nuevamente el crecimiento lineal de p, tenemos que

dpfr) o,
|I|<cce// < ec;Cu(C).
? ’ {z:|lz—y|>e} ’y - ZL’|2 ’

4

En el siguiente lema generalizamos la identidad (2.2.2) al caso donde se ten-
gan tres diferentes medidas. También ocuparemos el operador maximal radial
1-dimensional definido para cualquier medida compleja v y cualquier x € C como

Mpgv(x) = i;l}g m

Si p es una medida con crecimiento lineal fija, para f € LP(u) ponemos Mgf =
Mpg(fu), donde dicho operador es acotado en LP(u) con 1 < p < ooy de M(RY)
a LY>(u) (Véase [Tolsa] pag. 53); donde fu se entiende en el sentido distribucional

(fu)(A) = [, fdp.

Lema 2.2.7. Sea vy, 15, v3 medidas reales finitas de Radon en C. Entonces

%/Ca(%ﬂ@dusl :///xy|>s oz, y, 2)2dvi (2)dvs (y)dvs(2) + R.

|le—z|>e

ly—z|>e

donde
|R| < C’Z /MRVSQMRI/33dI/81

SES3

con C una constante absoluta.
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Demostracion.
Procediendo de manera analoga a la demostracion de la proposicién anterior, tenemos

que:
fetvaTTmb [ [ ... it

|lx—z|>e
///x—y|>a e / / [v’v—ylx o= L+ I (2.2.4)
|z—z|>e¢ lz—z|>e
ly—z|>e ly—z|<e

Como en la demostracion anterior, en el dominio de integracién I» tenemos que |z —
y| < c|lx — z|, por lo cual

dvs(2)dvy(y)dvy (z y,€))dve(y)dv (x)
]2 < C 5 5 .
lz—y[>e ly — x| lw—y|>e ly — |

ly—z|<e

Como .
c
T dvi(v) < = Mgy (y)
/x y|>e |y | 1( € '

deducimos que

o< e [ 2B D png)ny) < ¢ [ M) Muoslo)ivaty).

Permutando los indices 1,2, 3 en (2.2.4) y sumando sobre todas las posibles permuta-

ciones, usando la Proposicioom 2.2.1 terminamos. 4

2.3. El teorema 71 para el operador integral sin-
gular de Cauchy

En esta seccién probaremos el teorema T'1 para el operador integral singular de
Cauchy, para esto primero probaremos el siguiente lema.

Lema 2.3.1. Sea p una medida finita con co-crecimiento lineal en C, es decir,
w(B(x,r)) < cor.

Suponga que HCEuHiQ(H) < c1u(C) para todo € > 0. Entonces existe un subconjunto
G C C con p(G) > p(C)/4 tal que Cyc = L*(u|G) — L*(u|G) es acotada y cuya

norma estd acotada por arriba por una constante que depende solamente de ¢y y c1.
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Demostracion.
Debido a las hipétesis y a la Proposiciéon 2.2.6 tenemos que

1
1CrellZ2 ) = 6(3?(#) +0(u(C)) <ap@) =

C2(p) < e1p(C) +10(u(C))] < e1pa(C) + ecop(C) = eop(C).
Dada c3 > 0, sea
Ac={z e C:|Cu(z)| <csyci(x) < 3}

Como [ ci(v)du(x) = ¢*(n) < cau(C) y [ [Coprl*dp = ||Cepil 72,y < c1p4(C) tendremos
que p(A:) > p(C)/2 si ¢z se escoge suficientemente grande.

Queremos probar que el operador integral de Cauchy C,, 4. - es acotado en L?(u| A, ).
Para esto introduciremos un operador de curvatura auxiliar: dados x,y € A., considere

elkernel K (x,y) := [ ¢(z,y, 2)?du(z) y sea T el operador T f (z fK x,y) f(y)du(y).
Por el lema de Schur (Schur test) 7" es acotado en L?(u|A.), pues para toda x € A,

/ K(x,y)du(y / K(y,z)du(y // c(,y, 2)%du(2)dp(y) < c(x) < cs.

Por el Lema 2.2.7 aplicado a v; = fu para j = 1,2, 3, deducimos que dada una funcion
f real no negativa con soporte en A, tendremos que

tfietmban= [ [ [ ctw 2@ s @du()dnto)duo

|x—z|>e

ly—z|>e

~2Re [ (€. TCTw i+ O,

Por lo cual
e dn < s+ 5 [ ICmICAFmfidn+ el Flizgo,

Para estimar el primer termino del lado derecho usamos que T es acotada en L?(u| A.)
y que el soporte de f esta en A.:

KTF, O < Tzl fllz2g < ellf 11y

Para estimar la segunda integral, note que |C.u| < ¢3 en el soporte de f, entonces

/I(Csu)Cs(fu)fldu < 03/ C(f) fldp < esl|Ce(f)l| L2 |1 | 2w)
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Asi tenemos que

C3
IC(f N Z2) < el f1I72q0 + §||Ce(f#)||L2(u)||f||L2(u)

lo cual implica que |[C.(f)|| 20 < el fllz2en)-

Hasta ahora hemos probado el L?(y| A.) acotamiento de C, 4, . Si A. fuera indepen-
diente de ¢ podriamos poner GG := A, y terminariamos. Como éste no es el caso hay
que hacer un poco mas de trabajo. Sea G. := {z € C: C.cpu(z) < ey y ci(z) < 3}
donde ¢, es una constante suficientemente grande (con ¢4 > ¢3) que escogeremos aba-
jo. Por el Teorema 2.1.4 C. es acotado de M (C) en L*°(u| A.) y por el Teorema 2.1.6
C.. en acotado de M(C) en L' (| Ac) (con las cotas dependiendo sélo de ¢), es decir

p{r € Ac: Coep(w) > ca}) < @

4
Si ¢4 es suficientemente grande, el lado derecho de la desigualdad anterior no pasa de
w(C)/4 < u(A:)/2. Por lo tanto

p(G) 2 pl{r € A - Coaple) < ) > J(A) > 7u(C).

Sea G := (.., G-. Note que por definicién si € < ¢ entonces C, .yt > C, 50y por lo
cual G, C Gy, asi tenemos

p(G) = lim p(Ge) =

1
e—0 ZM(C)

Por el mismo argumento usado para A. se sigue que C, ¢, . es acotado en L*(u|G.)

(con la constante independiente de €) y por lo cual Cp,| es acotado en L*(u|G). +

Teorema 2.3.2. (T1) Sea p una medida de Radon en C con crecimiento lineal. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) C, es acotada en L*(u).
(b) Para todo € > 0 y todos los cuadrados @ C C,
ICuexallrzuie) < cn(2Q)?,
donde c es independiente de ¢.

(¢) Para todos los cuadrados Q) C C,

(ulQ) < ep(2Q).
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Demostracion.
(a) = (b). Es trivial pues xg € L*(p), luego

N

1
Cuexallzzmio) < Cuexallrzy < MlIxallzey = Mu(Q)2 < Mu(2Q)=.

Para probar (b) < (a) ocuparemos que [|Cct| Q|72 10y = IICuexal 720
En efecto pues

dp | Q(y) dp(y) Xe(y)du(y)
CE €Tr) = = et :C/L,E €T).
nlQ@ = [ / | xalx)

|x—y|>e Yy— z—y|>eNQ y—x y—x

(b) = (c) Aplicando (2.2.2) a la medida u|@Q, para todo € > 0 tendremos que

1
ECE(M 1Q) +O(u(Q)) = |IC-p| Q172 (u10) = ICucxallT2(uq) < r(2Q)

Como lo anterior sucede para toda e > 0, si O(u(Q)) > 0, entonces c*(u|Q) < cu(2Q).
Pero también si O(u(Q)) < 0 pues por la Proposicién 2.2.6

S3(1lQ) < Au2Q) ~ 0(u(Q) < *(2Q) ~ 10(u(Q))] < Eu(2Q) + ccon(Q)
< Pu(2Q) + ccop(2Q).

(¢) = (b) Andlogamente para toda € > 0 por (2.2.2) tenemos

A(nlQ) +0(uQ))

1 1
||CM,EXQ||%2(;LLQ) = ||CaMLQ||2L2(uLQ) = gcg(MLQ) +O0(u(Q)) < 6

<

H(2Q) + O(u(@)) < £en(2Q) +10(u(Q))] < en(2Q) + (@) < en(2Q).

=

(b) = (a) Se sigue de aplicar el Lema 2.3.1 y el Teorema 2.1.8. En efecto, dado
cualquier 8 > 0, considere un cuadrado (2, §)-duplicador @). Por hipdtesis tenemos

NG

€@l 10) = [ICuexallrzuie) < cn(2Q)7 < cB2u(Q)

uniformemente en € > 0. Por el Lema 2.3.1 aplicado a la medida p|@Q, deducimos
que existe un subconjunto Gg C @ con u(Gg) > p(Q)/4 tal que la transformada
de Cauchy es acotada en L?*(|Q) y por el Teorema 2.1.6 C, es acotado de M(C) en

LY*°(u]|Gg). Entonces por el Teorema 2.1.8 C,, es acotado en L*(p). +
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2.4. La Transformada de Cauchy en graficas Lips-
chitz

En esta seccion probaremos que la transformada de Cauchy es acotada en las
graficas de funciones Lipschitz. Para lo cual serd esencial el uso de la curvatura con
la identidad (2.2.2) y el Teorema T1.

Dados © = (z1,%2),y = (y1,%2), 2 = (21, 22) € C, el drea del tridngulo con vértices
en dichos puntos esta dada por

1
S(z,y,z) = 5’@1 —x1)(22 — 2) = (Y2 — 2)(21 — 71)],
por la Proposicion 2.2.2 tenemos

[(y1 — 1) (22 — 22) — (Y2 — 72) (21 — 71)]

c(x,y,z) =2
|z —yllz — z|ly — 2|
2 T X2 Y2 T2
:2!951—y1H371—21Hy1—21| 21— %1 Y1 — 1 (2.4.1)
|z —yllz — 2|y — 2| 21—

Sea I C R un intervalo y A : I — R una funcién Lipschitz. Considere tres puntos
X = (z,Ax)),Y = (y,Aly)), Z = (2, A(z)) con x,y,z € I.

Como A es una fumcién Lipschitz es diferenciable c.t.p. y por el teorema del valor
medio existen 0,,,0,.,0,. € I tales que

, Alz) — Aly) , Alz) — Al(z) , Aly) — A(z

Wity = A=Ay A ZAG) o A = AG)
T —y T —z y—z

por lo cual tenemos

|X —Y|P? i e X —ZI17 i e 1Y =211 g 12

—— =1+ (A(0 14+ (A(6 14+ (A0

Luego

X =YX = Z][[IY = Z]|

< (14 ||A]|%)%>.
lz -yl |v—z |y—2z|

Asi por la ecuacién (2.4.1) se tiene que

A(z) — A(z)  Aly) — Alz)
2 22— y—x
(1 +[1A7][%)%2 2=y

IN
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(2.4.2)

Ahora veamos como el Utimo termino del lado derecho de la ecuacidén anterior se
puede estimar en términos de || A”||», asumiendo que A’ es Lipschitz. Para simplificar
la notacién, para a < b , escribimos:

1 b
m[a,b}A' = - a/ A,(t)dt.

Esto es, m,; A’ es el promedio de A’ sobre el intervalo [a, b].
Suponga que z < y < z. Por el teorema fundamental del calculo tenemos que

A(z) — Alz) _ Aly) — Ax)

— IZA,_ T A/ 243

P g Mz A" — My (2.4.3)
y— / =Y / / £y / /
(Z_xmum +Z_xmm1) Mg A" = —— (M A" = Mz A)

Ahora, por el teorema del valor medio para A"y A” existen y < yg < 2y y < y1 < %o
tales que

A(z) — A(y) _ A

JA — Ay)| =
My, (y)] ‘ p—

<y>\ A (0) — X)) = 1Al — 9

< A |oo(z — ).

Y de manera andloga |mp A" — A'(y)| < ||A"]|(y — ).
Por lo tanto

[y A" = M A’ < [[A"oo(z = ) + 1[4l (y — ) = [[A"||oc (2 — ).
De esta estimacién y de (2.4.3) tenemos que
Alz) = Alz) _ Aly) — Alx)

zow =8 1 <|lAw = XY, 2) < 24|
2=y

Lo que hicimos fue estimar la curvatura de Menger de tres puntos en términos de
||A”||c. Integrando respecto a la medida de longitud de arco, uno puede acotar la
curvatura de la medida de longitud de arco en la grafica de A en términos de ||A”||x

A(LIA(I) < Al|A" 5L (AD)).
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Maés atn, resulta que podemos estimar la curvatura de la medida de longitud de arco
en términos de la primera derivada de A en lugar de la segunda. Para esto ocuparemos
la identidad de Plancherel:

| e = [ 1R P

donde f es una funcién suave y que decae rapidamente a cero cerca de oo para que
la integral exista y f(§) = [~ f(x)e *™"dx es la transformada de Fourier de f.

Lema 2.4.1. Sea A : R — R una funcién absolutamente continua tal que A’ € L*(R).
Entonces

Alz) = Alz) _ Aly) — Ax) |

/// =2 g dzdydx = 27°||A'||3 (2.4.4)
R3 =Y

_8ePJAE , -
1+ A2 —///R (z, A(2)), (y, A(y)), (2, A(2)))” dzdydx < 8 HA(QZ )

Demostracion.

Consideremos las nuevas variables h =y — x y k = z — x. Aplicando la identidad de
A(k —A A(h — A

Plancherel a f(z) = (k+ ) (z) _ (h+x) (v)

) k
es igual a:

, la triple integral en (2.4.4)

627rik§ -1 627rih§ -1 2

/ / /R k| AP dkande,

haciendo los cambios de variable u = k&, v = h& tenemos:

62mu -1 6271'111 -1

/ / /R - U:U U | |EA(E)[Pdkdhde,

y como m = 2mi€ f(f ), entonces usando de nuevo la identidad de Plancherel,

[ 1ea©pas - /

27m

— 1 !/ 2 _L 112
- W/\A(&H It = 1|4
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Por lo cual le triple integral en (2.4.4) es

2miu 1 627rw -1

e
] _

A2 u v '
47T2H HL2//RZ u—v dudv

Sea E(u) = (€*™ — 1)/u y haciendo el cambio de variable ¢t = v — v tenemos que la

ultima doble integral es
1= / /R 2
Sea f(u) = 6:“, entonces E(u) = 2isin(mu) f(u) = E(S) = f(f -Z)— f(g +5)y

como f(€) = —imrsgn(£—1/2) entonces E(&) = im(—sgn(E—1)+sgn()) = 2imx0,1)(§)-
Usando de nuevo Plancherel tenemos
2 1
dtd§ = / / 472
R J0O

2

dtdu.

E(u+t) — E(u)
t

2
dédt.

627rit£ -1

E(¢+t) - E(¢)
t

=/

Haciendo u = &t y aplicando la identidad de Plancherel a u obtenemos

1
I:47T2//
RJO

Finalmente (2.4.5) es una consecuencia directa de (2.4.2) y (2.4.4). 4

6271'1u -1
u

2 1
€|dedu = 47| | E| % / cde = 8.
0

Lema 2.4.2. Sea A : R — R una funcion Lipschitz y I’ C R? su grdfica. Sea I1 la
proyeccion ortogonal en el eje horizontal; y sea p la medida en ' dada por

1
VI [A(I()]

Entonces para cualquier intervalo I C R, se tiene

du(z)

~dH'[I'(2).

A(plIH(1)) < 1677 || A|5.L1 (D).

-1
1] A (T(2)) |2

de la curva I' con parametrizacién (u, A(u)), es decir H'(T') = [ /1 + |A(u)|?dw.

Demostracion.
Al ser la curvatura invariante bajo traslaciones, podemos asumir que I = [0,b] y

Notese que la medida p tiene crecimiento lineal y que es el reciproco
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A(b) = 0. Considere la funcién auxiliar Lipschitz A dada por

0 sizx < —b
~ ) A0+ A0) si—b<ax<0
Alw) = A(x) si0<z<b
0 siz>b

Entonces, como la medida de la imagen de p por II es la medida de Lebesgue en el
eje x, tenemos

2 o X,Y, 7) . . X
‘ ///H e (1+ |A/ I(X))]? )3/26”1 (Z)dH (Y)dH (X) <

/ / / ¢ ((@, @), (v, Aly), (= E<z>>)2 dedyd:

Al ser A funcién de Lipschitz, Aesde Lipschitz y por lo tanto absolutamente continua.
Asi por (2.4.5)

A(u|T7H(I)) < 82| A|[2..

Luego como ||A'||s < [|A"||o, entonces
’ b 2 A b / 1 0‘
A2 = [2, 1A (@) Pde < || Ao [2, < ||A]Jo2L (1)

Concluimos esta seccién con el siguiente teorema, el cual nos dice que la transfor-
mada de Cauchy es acotada en L?*(u), con p la medida 1-dimensional de Hausdorff
restringida a la grafica de una funcién Lipschitz.

Teorema 2.4.3. Sea A : R — R una funcion Lipschitz y I’ C R? su grdfica Lipschitz.
Considere la medida yu = H'|T'. Entonces la transformada de Cauchy C, es acotada
en L*(11) y la norma no excede una constante que depende sélo de || A||so-

Demostracion.
Usaremos el Teorema 2.3.2 (T1) que probamos en la seccién anterior. Asi que es
suficiente mostrar que existe alguna constante ¢ que depende sélo de ||A’||« tal que
para todo cuadrado Q C R

A(p]Q) < eu(2Q).
Sea @ tal que QN T # (). Por el Lema 2.4.2 tenemos

A(plQ) = M N Q) < (|| 4|0 HHQ) < (][4 ]]o0) 1(2Q).- -



Capitulo 3

La capacidad v+

En este capitulo estudiaremos la capacidad v, . La caracterizaremos en términos
de la transformada de Cauchy y también en términos de la curvatura. Probaremos la
semiaditividad de .. Por tltimo veremos que la capacidad 7, se puede caracterizar
en términos de un potencial.

3.1. Definiciéon y propiedades basicas de la capaci-
dad Y+

Definicién 3.1.1. La capacidad v, de un subconjunto compacto E C C es

14 (B) = sup{ju(E) : supp(yr) € (E), |[Callu(e) < 1.

donde p es una medida de Radon en C positiva con soporte en E.
Y la capacidad vy de un conjunto arbitrario A C C se define como

Y+ (A) :==sup{v+(E) : E C A, E compacto}.

Note que 7, se define como 7y en la Definiciéon 1.1.2, pero donde Cp juega el papel
de la funcién f holomorfa en C\ E'y u(E) > 0 juega el papel de | f'(c0)|. Por ejemplo,
en la Definicién 1.1.2 pediamos que ||f||z~@\z < 1 mientras que en la Definicién
3.1.1 pedimos que || f||pe(c) < 1 (para f =Cpu).

También observe que por la Proposicién 1.3.6, f'(c0) = (Cu)'(00) = —p(C) = —p(E);
y ademds sabemos que Cp es holomorfa en (C U {oo}) \ supp(p).
Por lo anterior podemos concluir que

YE)y <A(E). (3.1.1)

61
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En el siguiente capitulo probaremos la otra desigualdad v(E) < ¢, (E), pero por el
momento estudiaremos la capacidad .

Para £ C C compacto, definamos el siguiente subconjunto de las medidas de
Radon positivas en C

Ad(B) = {n = 0 supp(u) © B, [ICpl [ < 1}
Ast, 7 (E) = sup{p(E) : p € Ad(E)}.

La siguiente Proposicién nos dice que la capacidad v, es mondtona e invariante
bajo traslaciones y rotaciones. Es el equivalente a la Proposiciéon 1.1.4, salvo que
de la definicién de v; no es claro si 74 (F) = 74(E) 0 v+ (F) = v+(FE). La
ultima afirmacién es cierta, pero su prueba no es trivial, esta se sigue del hecho que

Y(E) =v(0E) y v~ 74

Proposicion 3.1.2. Sean E, F C C compactos. Entonces las siguientes propiedades
se cumplen:

(a) Si E C F, entonces v+ (E) < v (F).

(b) Para todos z, A € C:
V+(2 + AE) = A7+ (E)

con z+ AE :={z+ Xe:e € E}.

Demostracién.
La demostracién es practicamente idéntica a la de la Proposicion 1.1.4.
(a) Como F C F = Ad,(F) C Ad(F), entonces v+ (E) < v (F).
(b) Primero probaremos que V w € C, v (E) = v, (F + w).
Sea pu € Ady(F). Como

wE = [aue) = [ autz—w)= [ ) = (B,

con v,(A) = u(A—w),v A C C. Luego como supp(p) C E, entonces supp(v,) C E4w.

Ademads, como
dv dply —w d
[ u<y>’:wp/M’:wp/M‘:nwumw
T=Y| eeel) THW=Y| aeEl) TY

y como ||Cp|r=cy < 1, entonces ||Cvy||pec) < 1.
Por lo todo lo anterior, si p € Ady(F), entonces v, € Ad;(E + w), por lo cual

1+ (E) = sup{u(E) : p € Ady(E)} = sup{v, (B +w) : p € Ady(E)}

[[Cvul|Loe(c) = sup
reFE+w
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<sup{v(F+w):v e Ad(F+w)} =~ (F+w).

La desigualdad v, (E 4+ w) < v4(FE), se hace de manera andloga probando que si
v € Ad; (E + w), entonces la medida 1, (A) := v(A + w), para todo A C C cumple
que p, € Ady(E).

Ahora veamos que V A € C, 7. (AE) = |74 (E).

Sea pu € Ady(AE). Como

nOB) = [ au) = [ duva) = [ dn(e) = (),

con v,(A) .= p(AA), VA C C. Luego supp(p) C AE = supp (ﬁ> CFE.

R
/ )| / dp(\y) ‘
L= (C) ek r—=y % -y

b / du(Ay)‘ s
T — Ay TENE

reEAE

Ademas, como

e (5)

dp(\ 1
p/ u(\y) ‘__Sup

z€E |/\|(J7 - y) B |)‘| TEAE

d
/—My)‘ = |ICp| Lo (c) < 1.
T —y

Por todo lo anterior, si u € Ad;(AE), entonces P e Ad,(FE), por lo cual

R

7 O) = sup{(AE) 1 € AdLAB)} = Wsup { () o € AL (OE) |

< N sup{u(E) : v € Ad, (E)} = [\l (B).
La desigualdad |A|v4(E) < v4(AE), se hace de manera analoga probando que si
v € Ady(F), entonces la medida p,(A) := v(A/N), para todo A C C cumple que
A, € Ady(A\E). *

3.2. Suavizando el kernel de Cauchy por molifica-
cién .

Para algunos argumentos, el hecho de que el kernel truncado de Cauchy X‘Z|>€_71

no sea suave puede causar algunos problemas. Asi que, en esta seccion, suavizaremos

por molificacién a la funcién ——.
z
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Lema 3.2.1. Sea ¢ € L*°(C) una funcién radial no negativa con soporte en la bola
B(0,r), con norma L*(C) (respecto a la medida de Lebesque)igual a 1. Entonces la

funcion K(z) := (%1 * cp) (z)=[ %dﬁ%f) es continua y satisface

-1 '
Ke) == sil2r y 1Kk < 27rlglle

Demostracion.
Primero veamos que la funciéon K es continua. Sean x € C y {x,}nen € C una
sucesién que converge a x. Pongamos f(y) := ’71 y d = diam({zy}nen, ). Como

¢ € L>*(C), entonces ¢ es continua en C salvo un conjunto de medida cero, por lo
cual V y € C, fo(y) == f(y)e(xn —y) = f(y)p(z —y) cuando n — oo.

Ademids V y € C, | fu(y)| < [|lloo| f(¥)|XB(@r+a)(¥), Pues si |y — x| > r + d, entonces
|z, —y| > ]m—y[—|xn—x\ >(r+d —d=r= p(x,—y)=0.

Como [, 2 K 5 z‘
Lema 13.2.6), entonces ||| | f(¥)|X B(z,r+4)(y) €s integrable con respecto a la medida
de Lebesgue. Luego por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue tendremos

< oo para todo K C C compacto y para toda & € C (véase [Conway]

lim K(z,) = lm [ fu(y)dC2(y / f(y W)dL2(y) = K(x).
n—oo n—oo
—1
Ahora sean |xg| > r vy u(z) := —, entonces u(xg —§) = es holomorfa y por lo
Z E—

tanto arménica V € € B(0,r); por lo cual u(z) satisface la propiedad del valor medio
en B(z,r):

1

—/ u(z)dz V0 <1y <rtal que B(zp, 1) C B(xg,r).
0B(z0,r0)

u(z0) = 27

Asi se tiene que

K (o) = (ux ) (o) = / | PlEutro—acte) = / "Ro(R) / " u(o— Re)dBAR

_ /0 " Re(R)2r (% /6 . u(w)dw) dR = 2r /0 " Re(R)u(zo)dR

_ u(xo)/o ’ /0 Ro(R)ARA = u(wo)|| ¢l e = u(we) = —

Por 1ltimo, para cualquier z € C,

1 2r  plr—z|
K(2)| <o oo/ AL (¢ :/ Lz / / dRd#
) < lell B 12— ¢l © B(—z) (W] | |R€”|
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=2n(lr —z| — | —z|) < 27r. 8

Lema 3.2.2. Sea ¢ € L>®(C) una funcion radial no negativa con soporte en la bola
B(0,1) y con norma L*(C) (respecto a la medida de Lebesgue) igual a 1. Escribimos

1 T
()= =p(2), e C,
@ () 52¢<5> para
luego supp(p:) C B(0,€) y ||¢e||L1(c) = 1.

Sea CN6 el operador integral asociado al kernel — % w-. St v es una medida compleja
z

-1
y denotamos el kernel K. = — % ., entonces
z

~ -1 —1
Cole) = (Fverv) @) = (K @) = [ [ e pwalwyivty)
es una funcion continua que satisface

Cov() — Cor(w)] < CoMw(x) = Cpsup 1ALET)

up . (3.2.1)

donde C, depende solo de ¢. Como consecuencia, si i es una medida con crecimiento

lineal, la transformada de Cauchy C,, es acotada en LP(u) siy solo si é;he es acotada
en LP(n) uniformemente en € > 0; y Cp es acotada de M(C) a LY>(u) si y sdlo si
C.e es acotada en L1*°(u) uniformemente en e > 0.

Demostracioén.
Por el Lema 3.2.1, el kernel K. = — * . es continuo y por lo tanto uniformemente
z

continuo en compactos, ademds coincide con el kernel de Cauchy en C\ B(0,¢). Por
lo cual C.v es continua y satisface

Cov(z) — Covla) = / K.(z — y)dvly) - / Ly = / K. (z — y)dv(y).

\B(z,e) L — Y B(w,e)

Asi, se tiene que
Cev () = Cov ()] < [|Ke|oolV|(B(x,)) < ||Ke]|ooe Mpr().

Por el Lema 3.2.1,
2
| Kelloo < 2me]|e]|oo = ?H‘PHOO:

por lo que (3.2.1) se sigue con C, = 27||¢||sc-
La tltima parte del teorema se sigue de (3.2.1) aplicado a fpu, puesto que el operador
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maximal My es acotado en LP(u) y de M(C) a L*°(u) cuando pu tiene crecimiento

lineal(Vedse [Tolsa] pag. 53). +

Para trabajar con el siguiente ejemplo de un kernel del tipo K., ocuparemos la
Férmula de Cauchy Pompeiu, la cual nos dice que cualquier funcién f continua-
mente diferenciable en un dominio finito D cumple

b [0 e {10 326D

2w Jop € — 2
Ejemplo 3.2.3. Sea ¢ = 7~ XB(01 Veamos que

—1 '
—  si|z|>¢
z

= silz| <e

Se sigue facilmente que ¢ es una funcion radial no negativa con soporte en B(0,1),

1 T 1
0 € L*(C) y|lollryc) = 1. Luego ¢.(z) = 2 XBO.) <E> = X5, o ().
Como

-1, _ b Loy 1 —1/e?
(z ¢5)<z>—€zﬂ/3(oﬁ)£_zdﬁ (6) = W/B(Oﬁ)g_zd“f%

usando la Formula de Cauchy Pompeiu aplicada a la funcion f(z) = _—;, tendremos
5

— 1 _ 2
_i_TmfaB(O,s 56_/ d¢ szzeB(O £)

1 —1/e% . , e
—— ——dL
™ L(O,a) f -z (6) 1 —5/8

~5 faB(O,e) = dé siz € C\ B(0,¢)

Luego si z € B(0,¢):

—1 —5/5 L d& :L l( 1 —l)d _0
2mi OB os)f = 270 JaB(0,e) §€—=2) 2mi /83(0,5)2 §—z2 ¢ : .

YsizeC\ B(0,¢):

—1 —¢/e? 1 d(§) 1
— “SE (e = — S
2mi /63(0,5) §—=z © 2mi /aB(o,s) £(€—2) o

Asi se tiene lo deseado.
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Lema 3.2.4. Sean v una medida compleja, ¢ y CN6 como en el Lema 3.2.2. Para
0 <e <9, tenemos que

1Cov Il < NGl loe + Cl | Mav | (3.22)

y ltamb/[;én,
||C(5V||OO <— ||C€V||OO + C”||]\4RV||OO7 (323)
©

con C), = 127|¢||o y C) = 3C,.

Demostracion. )
Escribimos K, = — * . v K.5 = — * . * ¢s. Note que por las propiedades
z z

asociativas y conmutativas de la convolucion
K.sxv=(K.xv)*p; =C.l* ps.

Ademés, C.v € L*>(C), pues por el Lema 3.2.1:
Cov ()| = '/Ka(f - y)dV(y)’ < [Kel|oo|V|(C) < 2me|fv|| < oo.

Asi, como s € L}(C) y C.ve L>(C), por las propiedades de la convolucién se tiene
1Kes % v]loo = [ICov * @sllo0 < [|Cevllsclls]]Li(c) = ICv||o-

Dado que supp(is * <) C supp(ps) + supp(p:) C B(0,6) + B(0,e) C B(0,0 +¢), por
el Lema 3.2.1, K. 5(z) = —1/z si |z|] > ¢ + 0. Por lo cual

Koxvla) = Kervla)| < [ (Ko=) = Keglo — p)ldbl(o) <

le—y|<e+6

(1Ksllo0 = [[Keslloo)[V[(B(0, € 4 6)). (3.2.4)

De nuevo, por el Lema 3.2.1:
2
[1Ks]loo < 2mlls]loc = 1l
y
4
1 Keslloo < 2m(e+0)llee % ps]lo0 < 27(e+0)l[0s]loolle]lrr(e) < 4m0][05]l00 = [0l ]oo-
Asi, por (3.2.4),

o
[ K5 x v(z) = Keg x v(@)] < = lolloo|v|(B(0,20)) < 127[|p]oo| MRV |
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= |Cov(@)] = |Ks * v(z)| < 127l ool | Mav|oo + [ Ko # ().

Y como || Kz 5 % V||se < [|Cov/|| oo

ICsvlloe < 127|pf|oo| [Ma¥ [0 + [ Kz s * v]oe < 1270l |oo [ MAV[|oo + [|Cot|]oo-

Ahora, (3.2.3) se sigue debido a que por (3.2.1):
1CAr — Cov|| oo < CL| Mgyl ¥ X > 0.
Asi que
1Cs¥]loe < [ICsvlloc + Col|Mppllos ¥ [[Covlloe < [ICov]loc + Cl | My -

Luego, por (3.2.2):

1Csvlloe < [ICevlloe + 2C5|IMrv]|oe < [ICovlloc + 3C,|| Mpv|loo-

3.3. La regularidad exterior de .

Ahora probaremos la regularidad exterior de 7.

Proposiciéon 3.3.1. Sean E, C C, n > 1, una sucesion de conjuntos compactos tales

que E, 1 C E, para toda n € N. Para £ = ﬂneN E,, se tiene que

V+(E) = lim v, (E,).

Demostracién.
Como E, 1 C E, para toda n € N, por la Proposicién 3.1.2, la sucesién {74 (E)}nen
es decreciente y no negativa, por lo tanto es convergente.
También por la Proposicion 3.1.2,

V4 (E) < Mm v, (Ep).
Para probar la otra desigualdad, tome § > 0, por la definicién de 7, (F,) para cada
n € N, sea v, una medida positiva con soporte en FE, tal que v (E,) < v,(E,) +§
¥ |Cvs||Loo(cy < 1. Si consideramos la sucesién de medidas dadas por p, = v,|FE,
estas cumplen que supp(p,) C E'y pn(E) < v (E,) + 0 < v4(E1) + 0 para toda
n € N. Por lo cual existe ¢ un limite débil de una subsucesion { i, }ren donde p tiene
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soporte en E. Para verificar que ||Cp||L=(c) < 1 usaremos el truco de la molificacion:
consideremos a la funcién ¢ = 7 x 1), y para cada £ > 0 definimos

- 1
Celin, = Qe *Clip, = (7 * %) * oy -
Como ||Cpin, ||Le(c) < 1, se tiene que

ICetini |l (e) = |19z * Chiny || o) < [lellorol|Chiny Loy < 1.

Ademés, por la convergencia débil de {p,, breny a 1oy por la continuidad del kernel
-1
— * (., para todo z € C se tiene que

o (2) = (T oe) 2 ) > (T v ) wle) = Conte)

Como consecuen(na I1Coa| L) < 1.

Dado que 7 es localmente 1ntegrable en C (respecto a la medida de Lebesgue) y como
’71 * (. converge a *71 cuando £ — 0 uniformemente en compactos, entonces para casi
todo punto z € C

e—0

lim Cop(2) = lim (—1*%) (2 = Odu(e) = tiny [ —-du(e) = Culz).

Por lo cual ||Cp||peo(c) < 1y asi p € Ady(E).
Finalmente obtenemos

V() 2 p(B) = M fin, (EBn,) 2 Hm supy (By,) =0 = lm ;. (E,) — 4.

Y el resultado final se obtiene ya que § > 0 se tomé arbitrario. 4

3.4. Dualizacion de la desigualdad débil (1,1)

En esta seccién mostraremos algunos teoremas claves para conectar la capacidad
analitica y la capacidad 7, con el acotamiento L? de la transformada de Cauchy.

Dado un espacio Hausdorff localmente compacto X, sea Cy(X) el conjunto de
funciones de continuas en C que se anulan en co. Este es un espacio de Banach con
la norma del supremo esencial || - ||o. Sea M(X) el espacio de medidas complejas de
Radon, el cual es un espacio de Banach con la norma de la variacion total y ademas
es el espacio dual de Cy(X).
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Sean X,Y espacios de Hausdorff localmente compactos, T : M(X) — Co(Y) un
operador lineal acotado. Decimos que T* : M(Y) — Cy(X) es el transpuesto de T si

/T(y)da = /Tt(a)du Vve M(X),VoeMyY).

Recuerde que en (2.1.2) definimos el espacio de funciones L'* como aquellas que
cumplen:

[ f]|proe () = iulg)\,u({x cR%: |f(z)] > A}) < 0.
>

Teorema 3.4.1. Sean X,Y espacios de Hausdorff localmente compactos, p una me-
dida de Radon en X y T : M(X) — Co(Y) un operador lineal acotado, i.e. existe
B >0 tal que V v € M(X), ||Tv|lo < Bl|v||. Suponga que el operador transpuesto
T : M(Y) — Co(X) es acotado de M(Y) a LY>(u), es decir, existe una constante A
tal que

u({$€X:’TtV($)’>)\})§A@ VA>0

para toda v € M(X). Entonces para cada subconjunto de Borel E C X, con u(F) <
00, existe una funcion de Borel h (h es funcidn medible entre espacios de Borel) con
soporte en E y 0 < h <1, tal que

W(E) <2 / hdp = 2(h)(B) y |1 T(h)lle < 3A.

Demostracién.
Suponga que esto falla para un subconjunto de Borel £ C X, es decir E cumple:
u(E) < oo, V h funcién de Borel con supp(h) C Ey 0 < h < 1 se tiene que
w(E) > 2(hu)(E) 6 ||T(hp)||eo > 3A. Definimos los conjuntos

By={f:X —[0,1] : f es una funcién de Borel tal que
f=0en X\E v [ fdu=(Fu)(E) 2 u(E)/2},

By ={T(fu): f € Bo}, Ba={geCo(Y):|lgllc <3A}.

Asi, tenemos que By, By C Cy(Y) son disjuntos, pues las f € By no cumplen la
condicién p(E) > 2(fu)(E) por lo cual deben cumplir la otra condicion ||T'(f1)||eo >
3A, luego T'(fu) no puede estar en Bs.

Ahora veamos que Bj, By son conjuntos convexos.

Sean T'(fiu), T(fop) € By y 0 <t < 1. Como T es lineal (1 — t)T(f1p) + tT(fop) =
T(((1 =t)f1 + tfa)u), veamos que (1 —t)f; +tfs € Bp. Como 0 < f1, f» < 1y son
funciones de Borel que se anulan fuera de E, entonces 0 < (1 —t)f; +tf, <1 es una
funcién de Borel que se anula fuera de E, ademas

wE) ()

(E)
¢ =
2 + 2 2

/ (1= ) fu + th)du > (1— 1)
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Ahora sean g1,92 € By y 0 <t < 1. Claramente (1 — t)g; + tgo es continua pues g; y
g2 lo son, ademas

(1 =)g1 + tgalloc < (1= D)llg1lloc + g2l < (1 —1)3A +13A = 3A.

Asi By, By son conjuntos disjuntos y convexos de Cy(Y); y como By es un conjun-
to abierto (By = B(0,3A4)), por el Teorema de separacién de Hahn-Banach (véase
[Rudin2] Teorema 3.4), existe v € Co(Y)* = M(Y) tal que Rev(h) > Rev(g) para
toda h € By y g € Bs. Esto es equivalente a decir que

Re (/T(fu)du) > Re (/gdu) V feByVge B,.

Debido a que v € M(Y') y Y es un espacio compacto localmente de Hausdorff, existe
una funcién de Borel compleja h con |h(z)| =1V z € Y y tal que dv = hd|v| (véase
[Rudin] Teorema 6.12).

Asi dado € > 0, podemos tomar la funcion

1 €
Y
h( [|v]|

la cual cumple estar en By y ademas:

3A||v|| — Re (/gdu) - /3Ad|y| ~ Re (/ghd|u|) — Re (/(3A = gh)du)

< / |3A — ghl|d|v| = e.

Por lo cual concluimos que

sup Re (/ gdu) = 3A||v|].
geB2

Luego, para toda f € By se tiene que

Re (/ th(Z/)du) = Re (/ T(fu)dy) > 3Al|v||. (3.4.1)

Por la hipétesis de que T" es acotado de M (Y) a L1 (u), para A\ = 2A||v||/u(FE), se
tiene que
E
pl{r € X |T'v(@)] > o)) < Al - 248D,
por lo cual
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Sea f la funcién caracteristica del conjunto F = {z € X : |T'v(z)| < A}, asi que
f € By. Ademas se cumple que

[ 1w < [ @@ < ) < e
F
lo cual es una contradiccién con (3.4.1). +

El siguiente lema relaciona las estimaciones débiles (1,1) para el operador integral
de Cauchy con las estimaciones L, las cuales estan relacionadas con vy 7.

Lema 3.4.2. Sea p una medida de Radon con crecimiento lineal en C. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) La transformada de Cauchy es acotada de M(C) a LY (u).

(b) Para cualquier subconjunto de Borel E C C con pu(E) < 0o, existe una funcion
h con soporte en E, con 0 < h <1, tal que

u(B) <2 [hdn g €.y < ¥ > 0.

Donde la constante ¢ en (b) depende solamente de la norma de la transformada de
Cauchy de M(C) a LY(u)y conversamente.

Demostracion.
Para probar que (b) = (a) es suficiente demostrar que para cualquier medida compleja
v € M(C) y para cualquier A > 0,

gl

)\ Y

p({z € C: Re(Cv(z)) > A}) <

pues se demuestra de manera andloga que lo mismo sucede con la parte imaginaria
de C.v y por lo tanto se tiene (a).

Para ésto sea £ un subconjunto de Borel de {x € C: Re(C.v(z)) > A} con u(E) < oo.
Sea h una funcién con soporte en E que cumple las propiedades de la hipétesis en
(b). Luego tenemos que

W(E) <2 / hdp < 2 / Re (C”T(x)) h(x)dp(z) = §Re ( / (Cay)hdu)

_ _7236 (/Cg(hu)du) < C”:”.
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Ahora veamos que (a)=-(b). Podemos asumir que E es compacto, por la regularidad
interior de pu, V. A C C de Borel, u(A) = sup{u(K) : K € Ay K es compacto}.
Considere la funcién ¢ = 7w 'xpe1) y para cada ¢ > 0, el operador integral C.
asociado al kernel suave ’71 * e, como en la seccion 3.2. Si la transformada de Cauchy

es acotada de M(C) a L (u), entonces por el Lema 3.2.2, los operadores C. también
son acotados de M (C) a L'*°(u) uniformemente en . Estos también son acotados de
M(C) a Cy(C), con norma dependiendo de €.

~ ~t
Por otra parte, como los dos operadores C.,C. : M(C) — Cy(C), es facil ver con un
cambio de variable, que para cada ¢ > 0 el transpuesto de C. es —C.. Luego por el
Teorema 3.4.1, existe una funcién h. con soporte en F, donde 0 < h, < 1, tal que

M@SQ/m¢LY|@@mmm§c

Asi, dado que para todo x € E'y r > 0:

WMMamzé(ﬁmwmws/ dlul(y) = |ul(B(x, )

B(z,r)
= [[Mg(hep)llse < |[Mrpllo < c,
entonces por el Lema 3.2.4, deducimos que

[Cs(hep)lloo < ¢ V6 2 e

Definamos las medidas p,, := h1p, entonces p,, > 0y tiene soporte dentro de F para
toda n. Ademas estas medidas son uniformemente acotadas pues,

Mn(E):/Eh}LdMS/EdM:M(E)<OO-

Por lo cual existe una subsecuencia de medidas { i, }reny que converge débilmente a
una medida v > 0 con soporte en E' y acotada por u(E).
Ademas cumple v << pu. En efecto, sea A C C tal que pu(A) = 0, entonces

v(A) = lim [ du,, = lim [ haidp=0.
A

k—o00 k—o0 A "k

Luego, por el teorema de Radon-Nikodym, existe una funcién medible h > 0 tal que
v(A) = [, hdu, para todo conjunto A Borel medible. Por lo tanto

lim [ hadp= lim u, (A) =v(A) = / hdp.
k—oo J4 ™k k—o0 A
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Asi, h : C — [0, 1] es un limite débil estrella en L>°(u) de una subsucesién {h., }ren,
donde ¢, = n—lk — 0 cuando k — 0o, h tiene soporte en E 'y u(E) <2 [ hdp.

1
loc

Puesto que ||Cs(he,11)]|oe < ¢ para 8 > e, y el kernel de Cs esta en LL (), entonces

1Cs(hpt)|oe < ¢ ¥ 6> 0,

y por (3.2.1) se tiene que

11Cs(h)||oo < ¢ V6> 0.

4

Corolario 3.4.3. Sea E C C de Borel. Si E contiene al soporte de una medida no
cero de Radon 1, con crecimiento lineal y tal que el operador integral de Cauchy C,
es acotado en L*(u), entonces y(E) > v, (E) > 0.

Demostracién.
Por el Teorema 2.1.4, la transformada de Cauchy es acotada de M(C) a L' (u).
Luego por el lema anterior existe una funcién h no cero con 0 < h < yg y tal que
|Cc(hy)||Loe(c)y < c. Haciendo € — 0, tendremos que |C(h,)(z)| < ¢ para casi todo

h
punto z € C. Asi, e € Ad, E. Ademas, por hipétesis y por el lema anterior:
c

o< 8 < [ - (%) o)

Cc

por lo cual v (E) > 0. +

3.5. La conjetura de Denjoy

En esta seccién probaremos la llamada conjetura de Denjoy. Para ésto necesitamos
antes un par de lemas.

Lema 3.5.1. Sea F' C C, que satisface:

’fm(fc‘) — Im(w)

< F 5.1
Re(z)—Re(w)’_cF vV z,w € F, (3.5.1)

para una constante fija cp. Entonces F' esta contenido en la grafica de una funcion
Lipschitz A : R — R.
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Demostracion.
De (3.5.1), resulta que si z,w € F'y Re(z) = Re(w), entonces z = w, pues Im(z) =

Im(w). Por lo tanto podemos definir la funcién A : Re(F) — Im(F) C R como

A(Re(z)) = Im(z). Luego, por (3.5.1), se tiene que A es de Lipschitz con constante

menor o igual que cp. Mas ain, A se puede extender a una funcién Lipschitz A : R — R
mediante la féormula:

A(z) = inf{A(y) + cp|z — y| : y € Re(F)}.

Veamos que A es de Lipschitz. Sean x1, 75 € R y suponga sin pérdida de generalidad
que A(xy) > A(xq), entonces existen yy,y2 € Re(F) tales que

|A(21) — A(r2)| = Z(yl) + cplzr — | — g(?b) —cplrg —yo] <

A(yz) + cplrr — y2| — Aly2) — crlze — y2| < crllzy — Yol — |22 — 2| < cp|oy — 29|
Ademés A(z) = A(x) si z € Re(F). 4

Lema 3.5.2. Sea I' una curva rectificable y E C T con H'(E) > 0. Entonces eziste
un subconjunto compacto F C E con HY(F) > 0, el cual estd contenido en la grdfica
de una funcion Lipschitz (posiblemente rotada) A : R — R.

Demostracién.
Considere una parametrizaciéon g : [a,b] — C por longitud de arco de T, asi que
' = g([a,b]), g es diferenciable c.t.p. en [a,b] v |¢'(t)] = 1 para casi todo punto
t € [a,b]. Sea ty € (a,b) un punto donde ¢’ existe y suponga que ¢'(ty) = 1 (rotando
si es necesario), i.e. la tangente a g(ty) es horizontal. Como g es diferenciable en %,
existe un intervalo Iy C [a,b] que contiene a ty tal que |¢'(t) — ¢'(to)| < 1/20.
SeaG:={te€ ly:34g(t)yl|d(t)—1] <1/10}. Por la tultima parte del parrafo anterior
G es casi Iy, excepto en los puntos donde no existe ¢'(¢), por lo cual £1(G) > 0.
Para cada m > 1, considere el conjunto

s—1

Gm::{tEG:‘M—g'(t) gl—losz' |s—t|§%}.

Como G, C G para toda m € N, entonces U,,enG,, C G. Ademas si t € GG, entonces
g es diferenciable en t, luego para ¢ = 1/10 basta tomar m = min{n € N: 1/§ < n}
para que t € Gp,. Ast G = UpenGon ¥ G C Gga-

Como L'(G) > 0, entonces L!(G,,) > 0 para m suficientemente grande. Para dicho
m, considere un intervalo J C I de longitud 1/2m tal que £'(J N G,,) > 0. Observe
que si s,t € J NGy, entonces

‘9(8)—9(0 _1‘ - ‘9(8)—9(25) 111

—dq ") -1 < =+ —=-.
s_t s— 1t g +lg®-H=5+5=5
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Esto implica que

‘36(9(8)) - Re(g(t))‘ o L_4 v ‘Im(g(S)) —Img(®)| 1
s—t = 75 5 st =5
Por lo cual Im(g()) — Im(g(®)) .
m(g(s)) — Im(g 1 . .
Re(g(s)) — Re(g(t)) | =1 2T/ 0Gm

Debido al lema anterior, g(J N G,,) esta contenido en la gréafica de una funcién Lips-
chitz. Por lo tanto, al tomar un subconjunto compacto Fy C J N G,,, con LY(Fy) > 0

y haciendo F' = g(F}) obtendremos lo deseado. 4

Definicién 3.5.3. Un conjunto E C C se dice rectificable o contablemente rec-
tificable si es H'-casi todo contenido en una unién contable de curvas rectificables
(una curva rectificable es una curva de longitud finita). Es decir, existen curvas
rectificables Ty, i > 1, con HY(T;) < oo tales que

H! (E\UF) = 0.

Por otra parte, E C C se dice puramente no rectificable si intersecta cualquier
curva rectificable a lo mds en un conjunto de longitud cero. Es decir, si no tiene
subconjuntos rectificables de longitud positiva.

Teorema 3.5.4. (La conjetura de Denjoy). Sea I' C C una curva rectificable y
E C T compacto. Entonces y(E) > 0 si y sélo si H'(E) > 0.

Otra forma equivalente de decirlo es: para un conjunto rectificable E C C, v(E) > 0
si y sélo si H'(E) > 0.

Demostracion.
Recuerde que por la Proposicién 1.4.13, v(F) < HL (E) < H'(E). Por lo tanto sélo
tenemos que probar, para E C ' con H!'(E) > 0, entonces v(E) > 0. Por el Lema
3.5.2, existe un subconjunto compacto F' C E con H'(F') > 0 contenido en una grafi-
ca Lipschitz (posiblemente rotada). Puesto que, por el Teorema 2.4.3 la transformada
de Cauchy es acotada en L? respecto a la longitud de arco en esta grafica Lipschitz,
también es acotada en L*(H'|F). Por el Corolario 3.4.3, con p = H'|F, v, (F) > 0

y por lo tanto y(E) > v+ (E) > v+ (F) > 0.

De hecho, en la demostracion anterior se probd lo siguiente.

Corolario 3.5.5. Sea I' C C una curva rectificable y E C I' compacto. Entonces
v+ (E) >0 si y solo st H'(E) > 0.
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Concluimos esta secciéon con el siguiente corolario

Corolario 3.5.6. Sea E C C un subconjunto con longitud finita, H'(E) < oo. Si
v+ (E) =0, entonces E es puramente no rectificable.

Demostracion.
Sea I' C C una curva rectificable. Como 7, es monétona, v (ENT) <~y (E)=0y
por la conjetura de Denjoy, H!(E NT) = 0. Entonces E intersecta a cualquier curva
rectificable a lo més es un conjunto de longitud cero, por lo cual E es puramente no

rectificable. “

3.6. Semiaditividad de v,

En esta seccion demostraremos la semiaditividad de .. Recuerde que la notacién
A < B significa que hay una constante positiva ¢ tal que A < cB. Y A ~ B significa
ASBSA
También denotaremos por X(E) C M*(C), al conjunto de las medidas complejas
de Radon positivas, de medida finita con soporte en E y con crecimiento lineal, con
constante de crecimiento ¢y = 1, es decir u(B(z,7)) < r para todax € Cy r > 0.

Teorema 3.6.1. Para cualquier conjunto compacto E C C se tiene que

V+(E) = sup{p(E) : p € B(E), [|Ceptl| ooy <1V € > 0}
~ sup{p(E) : p € B(E), ||Copllf2(,) < u(E) ¥ e > 0}
~ sup{p(E) : p € B(E),*(p) < p(E)}
~ sup{p(E) : p € B(E), ||Cull 2200 < 1}

donde las constantes en las desigualdades no dependen del conjunto E tomado. Y con
Cullz2 ()= L2(0) = 3P0 [[CpuellL2 ()= L2 () -

Demostracion.
Definimos

1+(E) = sup(Ro) = sup{p(E) : p € M(C), pp = 0, supp(p) C (E), [|Cpullr=(c) < 1}

Sy = sup(Ry) = sup{p(E) : pp € B(E), ||Coptl|Loo(uy <1V € >0},

Sy 1= sup(Ry) = sup{u(E) : p € B(E), ||Ccpl T2y < u(E) V e > 0},
Sy 1= sup(Rs) = sup{u(E) : p € B(E), *(n) < (E)}

Sy = sup(Ry) = sup{p(E) : p € B(E), [[Cullr2u)>r20) < 1}

Demostraremos que v, (F) < S S S~ S35 S, Sy ().



78 Capitulo 3. La capacidad v,

Primero probemos que vy (F) < S;. Por definicién de 4 (F), para § > 0 sufi-
cientemente pequeno existe pu(E) € Ry, es decir u € M(C) positiva tiene soporte en
E y ||Cullre@) < 1, tal que v (F) < 0 4 p(E) < 2u(E). Si probamos que p tiene
crecimiento lineal y ||C.pt||poo(y < ¢ uniformemente en € > 0, entonces u(E)/c € Ry
por lo cual %RO C Ry y al tomar supremos podemos concluir que v, (F) < ¢Sj.
Primero probemos que p tiene crecimiento lineal. Dados x € C y R > 0, como para

1

cualquier compacto K C C se cumple que [ K Wdﬁ2(€) < 27M, donde x — K C

B(0, M) (véase [Conway] Lema 13.2.6), tenemos que

/ / i dL*(2)du(§) < 2mRu(E).
B(z,R) |z —¢]

Luego como [ o ﬁdﬁ%z) = foR Joomater ﬁd%l(z)dr, por el teorema de Fubini,

para casi todo r > 0,

//.: ! dH' (2)du(€) < oo. (3.6.1)

|z — ¢
, : . B af) _
Por la férmula de Cauchy Pompeiu, aplicada a f(z) = 1 por lo cual 5 0,
tendremos que
Q[ @), [ H©=1 sEeB@)
211 8B(a:,r)z_£ 0 Sl§¢B(JZ,T)
Por lo cual, usando de nuevo Fubini para dichos 7, se cumple que
1 f(z)
w(B(z,r :/ dufz/(—,/ —dz)dufz
( ( )) B(z,r) ( ) 2mi OB(z,r) Z—g ( )
1 dz dz
i )= [t <
/83(:v,r) (/6—2 Hl( ) 2mi OB (z,r) Hi( )271_2
1
o0 IC1(2)|Loo(cydz < 7 (3.6.2)

2m OB(z,r)

Por aproximacion, lo mismo sucede para todo » > 0 y por lo tanto se sigue que u
tiene crecimiento lineal. B

Para tratar con la norma L*(u) de C., usaremos el operador suavizado C. asociado con
el kernel ’71 * (me?) "1y B(0,¢)- Dado que p tiene soporte compacto, por las propiedades
asociativas y conmutativas de la convolucion tenemos la siguiente identidad:

~ -1
Cop= — x XB(O;—:) .1 — XB(O;) «CLL.
z e TE
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Esta igualdad se debe entender en el sentido distribucional y Cu como funcién de

L;,.(C). Como consecuencia, dado que
X B(0,e)
1C-pellpoe(cy < e e | pllz(e) = lICpll L0

si ||Cp||ree(cy < 1, entonces HgsﬂHLoo((c) < 1; y debido a la continuidad de C.p para
todo & > 0, afirmamos que ||Cp| L) < 1. Ya que, debido a la continuidad de dichas
funciones |(:’;u|’1(1, o0) debe ser un abierto en C o el conjunto vacio, pero si no fuera
el conjunto vacio, tendriamos que |5E,u\ > 1 en un abierto de C, lo cual contradice que

1Ceptll ooy < 1.
Como p tlene crecimiento lineal y es positiva, por el Lema 3.2.2, tenemos que

~ B(x,r
[|Copt(z) — Cepp()|| < CoMpp(x) = Cysup wB@,r)) <C,VzeC,

r>0 r

por lo cual ||Copt| ooy < 14+C,, = ¢, donde ¢ sélo depende de ¢. Con esto terminamos
la demostracién de 7+( ) S Sy

Demostremos ahora que S; S So. Sea p(E) € Ry, entonces p € ¥(E) y para todo
e > 0 se cumple ||Copt|o(n) < 1, por lo cual

IC.tlliz = [ ICen(o)Pduta) < u(E), ¥ e >0

Asi, Ry C Ry, y por lo tanto S7 < Ss.

Es facil ver que Sy ~ S3. Sea u(F) € Rs, entonces por la Proposicién 2.2.6,
tenemos que

1
1CrallZ2) = gfﬁ(ﬂ) +0(u(C)) = cZ(p) = 6[CepllL2() — O(W(E)) < p(E) + ccou(E),

para todo € > 0 donde ¢ es una constante absoluta y ¢y = 1. Asi

Ap) <eu(E), YVe>0 = ¢ (ﬂ> < u(E).

C2

Por lo cual éRg C R3 = 95 < 353, donde ¢y es una constante absoluta.
De manera anéloga, usando la Proposicién 2.2.6, se prueba que S3 < ¢355, donde c3
es una constante absoluta.
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Para demostrar que S5 < Sy, sea u(E) € Rs tal que S3 < 2u(FE). Luego por la
Proposicién 2.2.6 tendremos que

1
1CrellZ2) = 663(@ +0(u(C)) < cu(E),

uniformemente en € > 0 y con ¢ una constante absoluta. Por el Lema 2.3.1, existe
un subconjunto G C E con p(G) > u(E)/4 tal que Cy g« L*(u|G) = L*(1]G) es
acotada y cuya norma estd acotada por arriba por una constante absoluta c4. Por
lo tanto, la medida v = é,uLG tiene soporte en F, crecimiento lineal y satisface
[CV|| 20y 120) < 1, es decir v(E) € Ry. Ademds como v(E) > p(E)/4cy, entonces
4C4S4 > Sg.

Finalmente veamos que S3 < Sy. Sea ju(E) € Ry, entonces |[Cpl|r2(u)—r2(n) < 1.
Por el Teorema 2.1.4 se tiene que C. es acotado de M(C) a LY*(u) con la cota
dependiendo sélo de la constante de crecimiento co = 1y de ||T),||£2()—r2(u), €5 decir
de la constante 1. Por el Lema 3.4.2, existe una funciéon A con soporte en E y con
0 < h <1 tal que u(E) < 2(hp)(E) v ||Ce(hpt)||re) < c para todo € > 0, donde
¢ sélo depende de la norma de la transformada de Cauchy de M(C) a L“*°(u), es

h
decir de 1. Asi, la medida hu/c € Ad,(F), es decir (%) (E) € Ry y por lo tanto

(%H) (E) < 74(E). Luego p(E) < 2(hp)(E) < ¢y+(E) = Si < cy4.(E), con ¢ una

constante absoluta. "

Observacién 3.6.2. Recuerde que para una conjunto arbitrario A C C, v, (A) =
sup{v+(E) : E C A es compacto }. Por lo cual, se sigue que las caracterizaciones

en v4 obtenidas en el teorema anterior también se tienen para cualquier subconjunto
AcC.

Corolario 3.6.3. (Semiaditividad de ;) La capacidad vy es contablemente semiadi-
tiva en conjuntos de Borel. Esto es, st F;, 1 =1,2,..., es una familia contable o finita
de conjuntos de Borel, entonces

V4 (U Ez) < CZ%(EJ

Demostracion.
Primero veamos que sup{u(E) : pn € X(E), ||Cul|r2(w)—r2(n) < 1} es semiaditivo. Por
la semiaditividad de las medidas y las propiedades del supremo tenemos que

sup {M <U Ez) TpeX (U Ez) NCull L2y —r200) < 1} <
i=1 i=1
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sup {Z p(E;) :peX (U Ez) NCullz2 -2y < 1} <
=1

i=1

Y sup{u(E:) : p € B(E) |ICull 21200 < 13-
=1

Luego como por el teorema anterior Sy = v, se cumple que

Y+ <U Ez) < ¢y sup {H (U Ez) TpEX (U Ez) NCull 2y -2y < 1} <
=1

i=1 =1

[e.9]

e Y sup{u(E:) : i € BB, [1Cul 2120y S 1} < 1 Y ey (B) = CY 74 ().
i=1 i—1

=1

-

Concluimos esta seccion con la siguiente proposicion que nos servira en el proximo
capitulo.

Proposicién 3.6.4. Si v es una medida en C, entonces

o ({x € C:Cw(x) =sup|C(x)| > )\}) < C’M.

e>0 A

Demostracioén.
Sea G := {z € C: C,v(z) = sup..o|C-v(x)| > A}. Usando la notacién del Teorema
3.6.1, por definicién de Sy, para un £ > 0 suficientemente pequentio, existe u(G) € Ry
tal que Sy < 2u(G); y como por el Teorema 3.6.1, v, ~ Sy, entonces v, (G) < cu(G)
donde p € ¥(G) y la transformada de Cauchy es acotada en L?(x) con norma menor
o igual que 1. Luego, por el Teorema 2.1.6, el operador maximal de Cauchy C, es
acotado de M(C) a L"*°(yu), asi tenemos que

14(6) < en(G) = pl{r € C: Cove) > A < 1L

-

Observe que esta Proposicion en valida si reemplazamos v por v, una vez que
demostremos que vy = v, el cual es uno de los resultados principales de esta tesis.
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3.7. Teoria del potencial para v,

Una consecuencia importante del Teorema 3.6.1, es que la capacidad v, se puede
caracterizar en términos del siguiente potencial:

Uu(x) := Mpp(z) + c;(2)"/* = sup M + (//C(x, v, Z)Qdu(Z)du(y)) 1/2-

r>0
El resultado preciso es el siguiente.

Corolario 3.7.1. Es decir, para cualquier conjunto compacto EE C C, se tiene que
Y+ (E) ~ sup{u(E) : p € MT(C), supp(p) C E,U,(x) <1V x € E}.

donde M*(C) C M(C) es el conjunto de medidas complejas de Radon positivas y
finitas.

Demostracion.
Usaremos que por el Teorema 3.6.1:

7 (E) ~ sup{u(E) : pi € £(E), () < p(E)} = sup(Ry).

Sea p(E) € R3, veamos que existe una constante absoluta c tal que U,,(z) < 1 para
toda x € E. Como u € ¥(FE), entonces p tiene crecimiento 1-lineal, por lo cual

B
Mpgp(z) = supw < supi = 1.
r>0 r r>0 T

Como [ c;(x)du(x) = ¢*(u) < p(E), entonces ¢ (z) < 1 p-c.t.p. en E.

Ast, Uy(z) = Mpp(z) + ¢&(2)"?* <141 =2en E, por lo cual U,js(z) < 1en E.
Luego $R3 C Ry := {u(E) : p € M*(C), supp(p) C E,U,(z) <1V x € E}, por lo
tanto 3 sup(Rs) < sup(Rs).

Ahora sea p(E) € Rs. Como Uy(z) <1Vz € E = ci(:p)% <1V x € E, entonces
[ &(@)du(z) = A(p) < w(E).

Falta ver que p tiene crecimiento 1-lineal. Como U,(z) < 1V z € E = Mpp(x) =

B
supT>0M <1V az € E, entonces u(B(x,r)) <rVaxe EyYr>0.

Asi, u(E) € Ry = Rs C Rs, por lo tanto sup Rs < sup Rj. *

A continuacioén probaremos algunos lemas acerca de la curvatura. El siguiente
lema nos dice como la curvatura de Menger de tres puntos cambia conforme uno de
estos puntos se mueve.
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Lema 3.7.2. Sean x,y,z € C tres puntos distintos a pares y sea x' € C tal que
Az —y| < fa’ =yl < Al —y), (3.7.1)

donde A > 0 es una constante. Entonces

|z — ']

lc(z,y,2) — c(2,y, 2)| < (44 2A) (3.7.2)

|z —yllz — 2|

Demostracion.
Como x # y, por (3.7.1) tenemos que x’ # y. Si 2’ = z, entonces c(z’,y,z) = 0.
Recuerde que dist(x, L,,) es la distancia del punto z a la linea L,, que une a y con
z. En este caso (3.7.2) se sigue trivialmente ya que dist(z, L,,) < |z — z|:

2dist(x, L 2 9Ny — 7!
l9:2) — ol 2)| = (g 2) = et bod) o2 e o]
|z —yllz — 2| |z — y |z — yl|z — 2|

Para o’ # y y 2’ # z tenemos que

2dist(x, Ly,) 2dist(z', L)

|C<I7y7z) - C(J?l,y, Z)| =

z —ylle ==z Jo" —yll — 2

1 1

o —ylle =2 fa" —ylla" — 2]

|dist(z, L,,) — dist(x’, Ly,)|

+ 2dist(z’, L,
-yl 2] (&, Lyz)

=I+11.

Para estimar el termino I, note que |dist(z, L,.) —dist(z', L,.)| < |z —2'|, por lo cual

<o B2
=z —yllz — 2|

Por otro lado para el termino I/ tenemos que

2" —yll2" — 2| — |z — y||z — 2]

IT = 2dist(x', L,,) :
e =yl = 2l =yl - 2]

Ahora como
2" —yl|z" = 2| = [z —yllz — 2| = |(|]2" —y| — |z —y])|2’ — 2] + (]2" — 2| =[x — 2]) |z — y]|

<|&' — ||’ — 2| + |2 — z||]x — y|.

Usando que dist(2’, Ly,) < |2’ —y| y que dist(z2', L,.) < |2’ — z|, obtenemos que

IJ S 2’1: . xll < diSt(I/’ Lyz>|CL’/ — Z| 1 diSt(l‘/, Lyz)|x — y| )

[z —ylle = 2l|lo" —ylla" = 2| |o —yllz - zlf2" = yl|l2’ - 2]
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— 7! R W
<9 |z — 2| |z — 2| < (2+24) |z — 2| ‘
|z —yllz == o' —yllr - 2] |z = yllz — 2|
Asi, anadiendo las desigualdades obtenidas para I y I, obtenemos (3.7.2). *

Dadas dos medidas de Radon positivas v y p (sin puntos de masa positiva) y
x € C, escribimos

(o) = | / ) v ) = (o)

Noétese que ¢(z, i, v) es un objeto diferente de ¢(x,y, z).

El siguiente lema consiste en estimar la diferencia entre c(z,p,v) y c(2/, u,v)
cuando x y 2’ se encuentran lejos de los soportes de p y v.

Lema 3.7.3. Sean x,2’ € C y p,v medidas de Radon positivas en C. Sea r > 0 y
suponga que ' € B(x,r) y supp(p) U supp(v) C B(x,2r)¢. Entonces

e, ) — ela', 1, v)| < C(Mppa(e) Mar(2)? & (Map(a!) Mav(a')) .

Demostracién.
Es inmediato que Mru(z) =~ Mru(z') y Mrv(x) =~ Mgr(a2'), usando que p y v tienen
soporte lejos de x y 2’. Por lo tanto, Mru(x)Mgpv(x) = Mrpu(z")Mgr(z').
Dado que 2’ € B(x,r) = |r —2'| < r y como supp(p) C (B(z,2r))° = Vy €

supp(p), |m—y|>2r>7“:>—>| |ytambién |/ —y| > e —y|— |2 — x| >7r.
r—Yy

Entonces
r
o =yl < ol eyl <o —y| = (FH) 2=yl <2z —y

y también

|a:—y|S|x—x'|+|x'—y|9+|x’—y|=( +1) 2! — ] < 202’ — y.

|z — y|

Lo cual implica que
[z — ]
2
Asi por Holder y por el Lema 3.7.2 tenemos que

‘(// ol 2 dv(z)dply ) (// ey, 2)dv(=)dp(y >)

<2’ =yl <20z —yl.

/2
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(//Wny, ela’sy, 2 Hd%@@dw)UQS
I

Debido a que |z — y| > r para y € supp(p), separando el dominio de integracién en
anillos como en (2.1.1) con n = 1, se sigue que

/|9U—y|2 MR'M /|x—z|2 ) < MRV() (3.7.3)

Y asi se obtiene lo deseado. "

En el siguiente lema probaremos una especie de principio del maximo para c(x, u, v)
que serd necesario para obtener una nueva caracterizaciion de v, como la del Corolario

3.7.1.
Lema 3.7.4. Sean p y v medidas positivas de Radon tales que
Az, pv) < B V€ supp(v).

Entonces

zE€supp(v)

A(x, pu,v) < 28 + CyMgy(z) min (MR,u(x), sup MRp,(z)> vV zeC,

donde Cy es una constante absoluta.

Demostracién.
Sé6lo hay que probar la desigualdad cuando = ¢ supp(v). Sea r = dist(x, supp(v)) > 0
y sea x' € supp(v) tal que |z — 2’| = r. Entonces separamos ¢?(z, j1, ) como sigue:

Az, p,v) = A(x, u| Bz, 2r), v| Bz, 2r)) + (x, u| Bz, 2r), v| B(z, 2r)¢)

+c(z, p| B(w,2r)°, v | B(z,2r)) + (z, u| B(x,2r), v| B(x, 2r)%). (3.7.4)

Estimaremos cada uno de los términos del lado derecho por separado.
Para el primero, usando que por la Proposicién 2.2.2 c(z,y,2) < 2|z — 2|7t < 207!
para z € supp(v), obtenemos

A(x, p| B(z,2r),v|B(x,2r)) < %/ - /| - dv(z)du(y)

< 4M(B(:E,2r))y(B(x,2r))'

= 7"2
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Tenemos que

B(x,2 B(x,2
M < 2Mppu(z) v M < 2Mpv(z). (3.7.5)
Para el primer cociente, dado que B(x,2r) C B(',3r), podemos usar la estimacién
p(B(e.2r)) _ p(B(',3r)

T - r

< 3Mgu(z'). (3.7.6)
Por lo tanto obtenemos que
Az, p| B(z,2r),v|B(z,2r)) < eMgy(x) min(Mgu(z), Mpu(x')).

Para el segundo termino en (3.7.4), usando de nuevo la Proposicién 2.2.2; tenemos:

A (z, p| B(x, 2r),v|B(z,2r)°) < /_ » / v(z)du(y)

4
T d
|x—z|>2r |l’ - Zl
4

= u(B(x,Zr))/ dv(z).

|x—z|>2r |ZL’ - Z|2

Usando las estimaciones (3.7.5) y (3.7.6), y usando el hecho que por (3.7.3) la dltima
integral de arriba no excede cMgr(z), obtenemos de nuevo que

Az, u| B(z,2r), v|B(z,2r)Y) < cMpy(x) min(Mpu(z), Mgup(z')).

Para el tercer término en (3.7.4) procedemos andlogamente:

4
Aol Ba 2 B2 < [ [ dEau)
ly—z|>2r JzeB(z,2r) |$ - yl
4

—u(Ble2m) [ dn(y) < M (o) M),

ja—y|>2r |7

Tomando en cuenta que |z — y| ~ |2’ — y| en la integral de arriba, tenemos que

4 1
[ atmdwse | () < M)
|z—y|>2r |{L‘ y| |&/ —y|>c~1r |

' —yl?
y por lo tanto
Az, p| B(x,2r), v| B(x, 2r)) < cMgy(z) min(Mgu(z), Mpp(z')).

Finalmente, consideremos el tltimo termino en (3.7.4). Aplicando el Lema 3.7.3 a
p| B(x,2r)¢ v v| B(z,2r)°, obtenemos

\c(x, p| Bz, 2r), v| B(z,2r)%) — c(2, p| B(z, 2r)¢, v| B(x, 2r)9))|
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< (Mg (p| Bz, 2r)C) (@) Ma(v| B(x, 2r)C) () 2.

Por lo tanto
Az, p| Bz, 2r)C, v Bz, 2r)C) < 232(2', 1, v) + Mg (p| B(x, 2r)°) (z) Mgy ().
Dado que Mg (| B(z,2r)C)(z) ~ Mg(pu| B(z, 2r)°) ('), tenemos que
Mg(u B(x,2r)")(z) S min(Mgv(z), Mrr(z')),
por lo cual
Az, p| Bz, 2r)C, v Bz, 2r)C) < 232(2', 1, v) + Mgy (x) min(Mpy(z), Mpu(a')).

Usando todas las estimaciones obtenidas para los términos en (3.7.4) obtenemos lo
deseado. *

Corolario 3.7.5. Si 1 es una medida de Radon positiva tal que U, (x) < A para toda
x € supp(p), entonces
Ulzr)<cA VzeC,

donde ¢ es una constante absoluta.

Demostracion.
Dado que U,(z) < A = Mppu(x) < A para toda € supp(u), concluimos que para

y & supp(p),
uw(B(y,r)) < u(B(y',2r)) Yr>0,

donde ¢’ € supp(u) es el punto més cercano a y. Por lo cual, Mru(y) < 2A para toda
y € C. Por el Lema 3.7.4 con pu = v, como U,(z) < A = *(x,pu, u) < A% para toda

x € supp(p), se deduce que c(y, u, 1) < cA? para toda y € C. 4

Corolario 3.7.6. Para cualquier subconjunto compacto E C C se tiene que

Y4+ (E) ~ sup{u(E) : p € M*(C), supp(p) C E,U,(z) <1V z € C}.

Demostracion.
Se sigue de los Corolarios 3.7.1 y 3.7.5. Donde la constante ¢ > 0 del Corolario 3.7.5
se absorbe dentro del simbolo ~. -+

Teorema 3.7.7. Si u es una medida positiva de Radon en C, entonces

Y+({z € C:Uu(z) > A}) < c@ (3.7.7)
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Demostracion.
Considere los siguientes conjuntos de Borel

E={zeC:U,(z) >}, Ey={xreC:Mpu(zx) > \/2},

Ey={xeC: Mru(x) <A/2 y cu(x)> N2}

Como dado z € FE, entonces U,(x) = Mpu(x) + c,(x) > A; hay dos posibilidades:
la primera es que Mgu(z) > A\/2 y entonces z € F;. La segunda posibilidad es que
Mpgp(z) < A/2 pero como x € E, entonces ¢,(z) > A/2 por lo cual z € Es.

ASf, ECFE UE,=> ’}q.(E) < C(’)/+<E1) + ’Y+(E2))

No es dificil ver que Ll

Y4 (E) < N

En efecto, por el Teorema 3.6.1, v, (E) &~ Ss, asi tomemos v € ¥(E}) tal que 74 (E)) ~
l|v|| donde c*(u) < u(E) = c%(x) < 1 para toda x € C. Por el crecimiento lineal de
v, el operador maximal Mp es acotado de M(C) a L (v) (Véase [Tolsa] pdg. 53) y
por cual tenemos

Y+ (Ey) < cev(Ey) = cv({x € C: Mgu(z) > A/2}) < CHL/\H,
donde que la constante ¢ > 0 de la desigualdad de arriba no es la constante ¢ > 0 en
(3.7.7).
Ahora probaremos que
Y+ (E2) < CHL)\H'

Como en la parte de arriba tomemos v € X(Fs), tal que v, (Es) =~ ||v|| vy A(z) < 1
para toda z € C. Observe que ¢(u,v,v) < ||u|| = B||v||, donde 8 = ||u||/||v|]- Luego,
por la primera parte de la demostracion del Lema 2.3.1, existe un subconjunto cerrado
F C supp(v) tal que v(F) > ||v]|/4y *(z, u,v) < 28 para toda = € F.

Por lo tanto, ¢*(z, u, v|F) < 28V x € F y por el Lema 3.7.4, *(z, u, v| F) < cA+40
para toda x € C, pues Mpu(z) < A/2V z € supp(v) ya que v € X(Ey) y x € E.
Como = € Ey = \/2 < c,(x) = 1 < 2X\7I¢,(x) = 22713 (2, p, )2, Usando Fubini
tenemos que

C

B < [dlF) < 5 [ o ndeIP)e) = 5 [ vl

2
c c L
< 5 [+ aan < 5 (At + 0.

]
Y como v, (F) = ||v||, obtenemos que

[l el
Ey) < .
V+(E2) < 2 < \ + N, (By)
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Luego, si ||u||/A > ||u]]?/(A2y(F2)), entonces la desigualdad de arriba implica v, (Fy) <
2cox|pll, v si (|l /A < ||pl 2/ (A4 (E»)) también obtenemos lo deseado. 4

Ocuparemos el siguiente par de lemas para dar otra caracterizacion de v, en
términos del potencial U.

Lema 3.7.8. Sea v € M*(C). Sea Q C C un cuadrado cerrado con longitud de lado
d. Sea L un segmento cerrado de longitud §/2 paralelo a uno de los lados de @ y
concentrico con Q, es decir el centro de () es el punto medio del segmento L. Suponga
que v|Q = aH'|L con a > 0 una constante y v ((3Q) \ Q) = 0. Entonces existe una
constante absoluta c3 tal que para toda x,y € Q,
10 , 9
(z) < 9 2(y) + csmin(Mgv(x), Mgy (y))?.

Demostracion.
Dado que z € @, se tiene que supp(v|C\ %Q) C C\ B(z,2diam(Q)), por el Lema
3.7.3, para todo y € B(x,diam(Q)):

ucrza®) = e za)] S e (101\ (5Q) ) (0) S min(Mw(). M)

Por lo tanto,

10 ,
cim\%@(x) < ECZLC\%Q(?J) + emin(Mgv(z), Mr(y))?.

Por otra parte como V(%Q \Q) = 0y v|Q = aH'|L, entonces para todo z €
supp(H'|L) = L se tiene:

@3@ =) = [ [ oy Part i) —o

ya que c(x,y,z) = 0 pues z,y,z € L. Luego por el Lema 3.7.4 con 5 = 0, para toda
x € C tendremos que

ciLL(x) = *(x,v|L,v|L) < C1Mg(v|L)(z) min (MR(VLL)(Q:), sup MR(VLL)(2)>

z€supp(v|L)

S ClMR(VLL)(I)Q S ClMRV(l’)Q.

Ademas como para toda z € ) se cumple que:

aCy = aul’}relg2 MpH' (w) = ul]rég Mg(v|L)(w) < Mg(v|L)(x)
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y también

o LB R) _ R aHUDBER) ) <a

YVR>0
- R R~ wE R

por lo cual concluimos que Mz(v|L)(z)* ~ a? para toda = € Q.
Asi tenemos que

o) = ¢y (r) S Mr(v|L)(2)’ ~ a® = Mp(v|L)(y)*,

por lo tanto

CiL%Q(l’) < min(Mgv(x), Mgr(y))?.

Finalmente, sea cq el centro de (), usando la Proposicién 2.2.2 tenemos que

3 3 1
02 (3;" VI_§Q, VL(C \ 5@) < C/ZEL /t;gQ de(Z)dV(t),

ya que |z —t| = |cg — t| para z,t en el dominio de integracioén. Procediendo de igual
manera que en (3.7.3), tendremos que

¢ (eoiger(erie)) sve [ —toa

¢3q lcq — 1

v 3 )
< Hatn (v1(€15Q) ) (co) $ mi (o), M 5)*
Partiendo la integral como en la demostracién del Lema 3.7.4 y anadiendo las estima-

ciones que hicimos arriba, el resultado se sigue. *

Lema 3.7.9. Considere una rejilla de cuadrados con longitud de lado 6 > 0 en C con
lados paralelos a los ejes. Tome una coleccion finita de cuadrados cerrados {Q;}icr de
la rejilla. Para cada i € 1, sea L; el segmento cerrado de longitud §/2 concentrico con
Q; y paralelo al eje x. Sea E= UserL;. Sea ZO(E) el subconjunto de Z(E) de medidas

o de la forma =3, ;a;H" | L;. Entonces existe una medida v € ¥o(E) tal que

2 2
[ O 7

VIl + (@) esy Il + (1)
Cualquier medida v que cumpla la desigualdad anterior también satisface
) <lvl y Ula) > a

para toda x € E‘, donde cy > 0 es una constante absoluta.
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Demostracion. B
Primero recuerde que dada p € ¥o(F), tenemos que p es una medida positiva, finita
y de Radon con soporte en E tal que u(B(xz,r)) < r para toda z € Cy r > 0.
Ademds como pu = Yy, ;a;H'|L;, entonces para x € L; y r = 6/2 se tiene que
a;0/2 = pu(B(x,0/2)) < /2. Por lo cual a; < 1 para toda i € I.
Ahora E = |J,_, L; es compacto. Luego para toda p € So(E) se tiene que

i€l
”’“‘—”22 <l =D aH'|Li < card([)é <00 =
[l + () pore 2
IS

sup < card([)g < 0

peso(®) el 4 ()
Por lo cual v existe. N
Ahora suponga que v es maximal y v/2 € ¥,(F), entonces
2 2 2 2
v [v]|*/4 [v]] I w) o vl <)

= + ,
Wil +e2(w) — [lvll/2 +c*(v)/8 2 8§ ~ 4 1

por lo tanto ¢2(v) < 2||v||.

Por otro lado veamos que si x € E, entonces U,(x) > c¢4. Sea L; tal que z € L;.
Suponga que Mpr(x) < 1/20. Para cada A > 0, definimos la medida vy = v+ AH!| L;.
Afirmamos que si A es suficientemente pequeno, entonces

Mpn(y) <1 VyeB.

En efecto, si y € L;, tomando en cuenta que v = > _._, a;H'| L;, entonces para todo

R > 0:

el

v(B(y, R)) _ > icr aH' | Li(B(y, R)) < ézig @i _ deard(1)
R R ~2 R~ 2R

Por lo cual Mgr(y) < 1/5 para toda y € L;. Asi que para A > 0 suficientemente

pequena Mgy (y) < 1/4 para toda y € L;.

Ahora considere el caso cuando y € E\ L;. Si B(y,r)NL; = 0, entonces vy(B(y,r)) =

v(B(y,r)). De otra forma B(y, r) contiene algiun punto ¢y € L; y por lo tanto B(y,r) C

B(y',2r). Luego por los anélisis llevados a cabo arriba

V/\(Biny)) < VA<B(7?{’727")) < oMp(y) < %

En cualquier caso, Mgrra(y) < 1 = vi(B(y, R)) < R para toda y € Ev R >0.Es
decir vy € ¥o(E) para A > 0 suficientemente pequeno.
Por la definicién de v, la funcion

f()\)_ HV)\H2

Al + 2w
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satisface que f’(0) < 0 pues f alcanza un méaximo en A = 0. Observe que f(A) es
igual a
(Il +A6/2)*
||| +N0/2 + 2(v) + 3AE(HY | Li, v,v) + 3N2c2 (v, HY | Li, HY| L)

e sl /24 3230
v O]+ W) = Iv]12(6/2 + 32 (H! [ Ly, v, v))
Fo= (W + 207 |

Por lo que f/(0) <0 siy sélo si

o(|lvl| +¢*(v)) < [Iwl[(6/2 + 3¢*(H' [ Li, v, v)).
Es decir,
||V|| + 202(”) < 662(H1 LLiaya V)
17| — 6 '
Por lo cual ¢*(H'|L;,v,v)/d > 1/6. Luego existe un z’ € L; tal que ¢*(2’,v,v) > 1/3
pues H!'|L;(L;) = §/2. Por el Lema 3.7.8,

9 /1
Ci(l') > 1—0 (g — CgMRV(.T)Q) .
Si c3Mgv(x) > 1/6, entonces c2(x) > 3/20.

Hemos probado que si Mzv(z) < min(1/29,1/(6¢3)'/?), entonces c2(z) > 3/20 se

cumple y se sigue el lema. 4

Teorema 3.7.10. Para E C C compacto, se tiene que
V+(E) ~ Wf{|[ul| : p € MT(C), Uu(z) 21V x € E}

Donde o = imf{||p|| : p € MH(C), U,(x) > 1V x € E}, satisface supp(c) C E.

Demostracioén.
Sea € M*(C) tal que U,(x) = Mgru(z) + c,(z) > 1 para toda = € E. Dado que
Ec{zeC:U,zx)>1} C {x € C:U,(x) > 1/2}, por el Teorema 3.7.7, se tiene
que Y1 (E) < 2¢f|ul].
Falta demostrar que para cada ¢ > 0 existe una medida p € M*(C) tal que v, (F) >
c||p]| —¢, donde ¢ > 0 es una constante absoluta con y satisfaciendo Mppu(x)+c,(x) =
Uu(z) > 1 en E. Por la regularidad exterior de 7,4 en conjuntos compactos probada
en la Proposicién 3.3.1, existe 0 > 0 tal que v4(E) > vy (Uas(E)) — €, donde Uss(E) es
la 20-vecindad de E. Considere una rejilla de cuadrados de longitud 6 > 0 con lados
paralelos a los ejes. Sea {Q; }ics los cuadrados cerrados de la rejilla que intersectan a
FE (son un ndmero finito de cuadrados pues E es compacto). Para cada i € I, sea L;



3.7. Teoria del potencial para 7y, 93

el segmento cerrado de longitud §/2 cuyo punto medio es el centro de @; y paralelo
al cje z. Sea E = U,er Li- Note que E C Uss(E), por lo tanto v (E) > v, (E) —e.
Sea v € EO(E) la medida maximal del Lema 3.7.9 para el conjunto compacto E.
Dado que ¢2(v) < 2||v||, entonces por el Teorema 3.6.1, v, (E) > ¢||v||. Sabemos
que Mpv(z) + ¢,(z) > ¢4 para toda z € E, con ¢4 > 0. Vamos a demostrar que
ésto también se cumple para x € E, cambiando la constante ¢, por otra constante
¢, suficientemente pequena. Claramente con ésto terminamos la prueba del teorema,
pues basta tomar p = v/c,. Pues pu cumplird c||u|| — e < v4(E), luego tomando el
limite cuando ¢ tiende a cero, obtendremos una medida o que es el limite débil de las
medidas v que dependian de 0 (donde § — 0 si e — 0) y tales que supp(v) C Uss(E),
por lo cual supp(c) C E.

Sea x € E. Suponga que Mrv(x) < ¢5, donde ¢; > 0 es una constante mucho mas
pequena que ¢4 que serd fijada mas adelante. Sea (); un cuadrado de la rejilla tal que
x € Q. Por la definicién de v no es dificil ver que para y € L;, Mgv(y) < 4cs. Por lo
tanto para y € L;, ¢,(y) > ¢4 — 45 > ¢4/2, asumiendo que ¢5 > ¢4/8. Ahora por el
Lema 3.7.8

9 ([ 9 ([ c;
c(z) > 10 (ZA‘ - 03MRI/(x)2> > 10 (24 - 03c§> > 1—%,

si c5 se escoge suficientemente pequena. 4

Corolario 3.7.11. Sea E C C compacto. Entonces v(FE) = 0 si y solo si eziste
alguna medida pn € M+ (C) tal que U,(z) = oo para toda x € E.

Demostracién.
Si existe alguna medida p € M*(C) tal que U,(z) = oo para toda z € E, como
Ec{zeC:U,(x)> A} para toda A > 0, entonces por el Teorema 3.7.7 se tiene que

Y4(E) <y {z € C: Uy(z) > A} < c@, VA>0 = ~.(F)=0.

Suponga que 74 (F) = 0. Por el Teorema 3.7.10, para cada n € N existe una medida
pn, € MT(C) con [|p,]] < 27" y tal que Mpp,(z) + ¢4, () > 1 para toda = € E.
Si definimos g = > 0% | npu,, entonces ||u]| < S°°° n27" y como lim,, a0 (n277)" =
1/2 < 1, entonces la serie converge y por lo tanto p € M (C). Ademds para cada n,
Mpp(z) + cu(x) > n(Mppn(x) + ¢4, (z)) > n para toda x € E, es decir U, (z) = o0

para toda x € E. *

Cabe recalcar que la medida p en la prueba del corolario anterior se puede cons-
truir de tal forma que satisfaga U,(y) < oo para toda y € E°.
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En el Ejemplo 2.2.5 inciso (¢), vimos que para el conjunto de Cantor de cuartos
de esquina E y la medida y = H'|E, ¢ (x) = oo para toda = € E. Por el corolario
anterior concluimos que 74 (F) = 0 y una vez que hayamos probado que v, ~ 7,
podremos afirmar que v(E) = 0.



Capitulo 4

La comparacion entre vy v+, y la
semiaditividad de v

En este capitulo demostraremos el resultado principal esta tesis, demostraremos
la semiaditividad de la capacidad analitica. Para ello, primero vamos a demostrar la
equivalencia entre vy v,.

Teorema 4.0.1. Existe una constante absoluta ¢ > 0 tal que

Y(E) < ey (E)

para todo E C C compacto.
Como consecuencia

pues recuerde que en (3.1.1) se probd que v, (E) < vy(F).

4.1. Demostracion de v ~ v,

Para la demostraciéon del Teorema 4.0.1, que es un poco extensa, ocuparemos una
serie de resultados que probaremos a continuacion.

Proposicién 4.1.1. Sean E C C compacto con HY(E) < oo y f € Ad(E) tal que
f(o0) = 0. entonces existe una medida compleja v con soporte en E tal que f(z) =
Cv(z) para toda z ¢ E. Mds ain, esta medida satisface

lv(B(z,7))|<r VzeCyr>0,

y se puede escribir como v = bH'|E, donde b es una funcién medible tal que |b(z)| < 1
para toda z € F.

95
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Demostracion.
Debido a que H!'(E) < oo, dado € > 0, podemos cubrir a F con una familia de
conjuntos A.; con didmetro diam(A.;) < € y tales que >, diam(A.;) < H'(E) +e.
También podemos reemplazar cada A.; por una bola abierta B, ; centrada en ENA,;
de radio r.; < ¢, y de ser necesario ligeramente méas grande que diam(A.;), para que
ECU;B:iy Y ;rei < H'(E) + 2¢. Dado que E es compacto podemos asumir que
esta es una familia finita. Considere la curva (o la familia de curvas) I'. = 9(, B..:),
orientada de tal manera que el indice de la curva alrededor de cada z € |J; B.; sea 1.
Como f(o0) =0y f es holomorfa en oo, entonces para z € C\ |J, B.,;, tenemos que

flz) = —%/F %dw.

Tomemos la medida compleja

) g1,

271

dv.(w) = —

luego f(z) = Cr.(z) para z € C\ |, B...
Observe que

el = [ r}<—/dw<—z o= 3 s < HE) 22

aBE 12

Por lo cual la familia de medidas {vs}o<s<c de soporte compacto estd uniformemente
acotada, luego existe una sucesion ¢, — 0 tal que las medidas complejas v,, convergen
en el sentido débil estrella a una medida compleja v tal que supp(rv) C E'y ademds

f(z) = lim Cr,,(z) = lim /M:/dy—(z):&/(z) Vz¢gE.

k—oo k—o0 w—z w—z

Los argumentos para probar que |v(B(z,r))| < r, para toda z € C y r > 0, son muy
similares a los que usamos al principio de la demostracién del Teorema 3.6.1 cuando
@ es una medida positiva. En efecto, debido a que H'(E) < oo, E no puede contener
ninglin abierto y como |Cv(z)| = |f(z)] < 1 para toda z ¢ E, entonces ||Cv|| < 1.
Procediendo como en (3.6.1), V z € C por Fubini resulta que para casi todo r > 0:

1 . ) < o
//|£_Z|:de% (&)dlv|(w) < oo.

Para tales r, por Fubini (procediendo como en (3.6.2)):

M =| [ enogt] <

(4.1.1)
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Por aproximacion la misma estimacion se tiene para toda r > 0.

Para mostrar que v = bH!'|E, donde b es una funcién tal que |b(z)| < 1 para

toda z € E, es suficiente mostrar que |[v(A)| < H'|E(A) para cualquier subconjunto
medible A C E pues esto nos dice que |v| < H!'|E, por lo cual v < H!|E y por
el Teorema de Radon-Nikodym existe una funcién b medible tal que bH!'|E = v y
entonces b- H'|E=v < |v| <HI|E = [b| < 1.
Dado que v y H'|E son medidas de Radon, si mostramos que |v(U)| < H'|E(U)
para cualquier conjunto abierto U, habremos terminado. Para ésto, sea ¢ una funcién
continua tal que 0 < ¢ < xp y sea 0 = dist(supp(¢),C\ U) > 0. Asi, por la
convergencia débil estrella tendremos que

—1
/gpdu mb lim of(w)dw

T k—oo F

1
< —1i <—E
_277161520 dw /

Te; Nsupp(ep)

Ny

Por lo cual, si denotamos como [ a la familia de aquellos indices 7 tales que By, ; N
supp(p) # 0, se tiene que

‘/Sody = Zr%i - ZT% Zr‘fk = ) + 28 — ZT‘EW'

i€}, 7 Z%Ik ’Lﬁ]k
Para tratar con la tltima suma, afirmamos que si ¢ < 0/2, entonces E \ U C
Uigr, Aeri- Enefecto, siz € E\U, entonces existe unai tal que v € A, ;\U C B, ;\U.
Y dado que diam(B:, ;) = 2ex < 6 = B, ; N supp(p) = 0, entonces ¢ ¢ Ij.
Asi deducimos que H} (E\U) < > igr, Teni ¥ Por lo tanto

o

Como esto pasa para cualquier funcién arbitraria ¢ tal que 0 < ¢ < xy, por el teore-
ma de convergencia dominada de Lebesgue, |v(U)| < H| E(U). +

Ek zmsuPp(‘p)

<HYE)-HYE\U)=H(UNE).

En la proposicién que acabamos de probar, la suposicion de que F tiene longitud
finita es esencial. De hecho, dado un conjunto arbitrario £ C C compacto y f analiti-
ca y acotada en C\ E, puede no existir una medida yu tal que f = Cu. Por otra parte,
debido al Teorema 1.3.5, en el sentido de distribuciones, f = C(7~'0f), donde f esté
definida apropiadamente en E (poniendo f = 0 en E por ejemplo). Asi que f siempre
es la transformada de Cauchy de una distribucién, llamemosle 7710 f.

Haremos uso del siguiente lema de descomposicion de Whitney.



98 Capitulo 4. La comparacion entre v y v, y la semiaditividad de ~y

Lema 4.1.2. Si Q C RY es abierto y Q # RY, entonces Q0 se puede descomponer como
Q = ,;c; Qi, donde Q; coni € I son cubos diddicos cerrados con interiores disjuntos
tales que para algunas constantes R > 20 y Dy > 1, se tiene lo siguiente:

(i) 10Q; C Q para cada i € I.
(ii) RQ; N (C\ Q) # 0 para cada i € I.

(iii) Para cada cubo Q; hay a lo mds Dy cubos Q; tales que 100Q;N10Q; # 0. Ademds
para dichos cubos Q;, Q;, se tiene que [(Q;) =~ 1(Q;), donde I(Q) es la longitud
de algin lado de Q).

A los cubos Q; de la descomposicion anterior, se les llama cubos Whitney.

Demostracién.
Véase [Tolsa| Lema 2.23. 4

Lema 4.1.3. Sea E C C compacto. Entonces existe un conjunto abierto acotado €2
que contiene a I y una descomposicion de Whitney Q = J,.; Qi, donde los {Q;}ics
son cuadrados Whitney, con ), X14q; < cXq, tales que:

(a) 74() = 74 (E).
(b) ZieJ V+(EN2Q;) < ey (E).

(c) Sivyi(E) < cydiam(E), con ca > 0 suficientemente pequeno, entonces
1
diam(Q;) < 1—Odiam(E) Vield

Las constantes en (a) y (b) son absolutas.

Note que la condicién (a) implica que los cuadrados @; en el lema no son muy
grandes y la condicién (b) nos dice que no son muy pequenos. Es decir, que pertenecen
a una escala intermedia. La construccién de estos cuadrados es uno de los pasos claves
de la demostracion del Teorema 4.0.1.

Demostracién.
Por el Teorema 3.7.10 existe una medida o € M*(C) que satisface o(E) ~ v, (E) y
U,(z) > 1 para toda = € E. Sea A una constante con 0 < A\ < 1/100 que seré fijada
més adelante. Sea Q) C C el conjunto abierto Q) := {z € C: U,(z) > A}.
Note que E C €2y y por el Teorema 3.7.7 tenemos que

1+(2) < ONTlo(B) < OXy(B),
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Obviamente v, (E) < v.(Q)), pues E C Q,.

Sea Q) = J,c,; @i una descomposicién de Whitney de €2, donde {Q;}ics es la familia
usual de cuadrados de Whitney con interiores disjuntos, que satisfacen 20Q); C €2,
pQiN(C\ Q) # 0 (donde p > 0 es una constante absoluta fija) y >, ; X110, < cxa,-
Recuerde que en el Lema 4.1.2 habiamos descrito las propiedades que los cuadrados
Whitney satisfacen. Note que ahora algunas de las constantes descritas en el Lema
4.1.2 son diferentes. Si reemplazamos los cuadrados descritos en el Lema 4.1.2 por sus
hijos, obtenemos una nueva descomposiciéon de Whitney con las constantes 14 y 20

que pedimos ahora.

Veamos que (b) se obtiene si A se escoge suficientemente pequenia. Demostraremos
méas abajo que si x € F N 2Q; # () para algin i € J, entonces

Uslag,(x) = Mpo|4Qi(x) + 2 40, (x)"/* > 1/4, (4.1.2)

asumiendo que A es suficientemente pequena. Esto implica que £ N2Q; C {x € C:
Us|ag,(x) > 1/4}, luego por el Teorema 3.7.7 tendremos que

V+(EN2Q;) < co(4Q;).

Usando la superposicion finita de los cuadrados 4Q)i, deducimos que

D v (EN2Qi) < e o(4Q;) < ¢S(E) < ey, (E),

icJ e

y asi se sigue el inciso (b).

Ahora vamos a demostrar que (4.1.2) se obtiene para = € F N 2Q);. Sea z € p@Q; \ 1,
luego dist(z, Q;) =~ dist(09, Q;) ~ I(Q;) (donde I(Q);) es la longitud del lado de @Q;).
Dado que z ¢ Q, por definiciéon Mro(z) < U,(z) < A, se sigue que para cualquier
bola B con radio r(B) > 1(Q;)/4y BN2Q; # 0, se tiene que

(4.1.3)

donde la constante c¢3 depende de la descomposicion de Whitney (en particular, de la
constante p) y asumimos que A es muy pequena.
o(B)
En efecto, sea a; > 0 tal que a; A < ——. Como
! AR M= 9000 r(B) = r(B)

o(B) 1
<A< —.
-(B) = M 1000
Ahora para [(Q;)/4 < r(B) < M, como BN2Q; # 0, entonces B C B(z,dist(z,Q;) +
diam(2Q);) + r(B)) y como dist(z, Q;) ~ I(Q;) =~ diam(2Q;) ~ M podemos concluir

o(C)] < 00, existe M > 0

<

tal que para todo r(B) > M se cumple que
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que B C B(z,a3l(Q;)), donde ay es una constante que depende de p pues dist(z, Q;)
depende de p. Asi

o(B) _ 40(B)
"(B) = UQ)

o(B(z,a21(Q:)))

e NTION

< dasMpgo(z) < dag.

1
Por lo tanto, basta tomar A suficientemente pequena para que 4as\ < 1000 y C3:

max(ay, 4as).

Recuerde que U,(z) = Mgo(x) + ()2 > 1. Si Mgro(x) > 1/2, entonces
o(B(x,r))/r > 1/2 para alguna r < [(Q;)/4, pues las bolas centradas en x y de
radio mayor que [(Q);)/4 satisfacen (4.1.3). Puesto que, z € 2Q; N E y r < 1(Q;)/4 =
B(x,r) C 4Q;, deducimos que U, |40, (7) > Mp(o|4Q;)(x) > 1/2 = Uy, (x) > 1/4.
Asuma ahora que Myo(x) < 1/2, por lo cual ¢, (x) := c%(z)'/? > 1/2. Descomponga-
mos c2(x) =: ¢*(z,0,0) como sigue:

1/4 < *(z,0,0) = //c(x,y, 2)%do(2)do(y) =
A(w,0|4Q;, 04Q;) + 2¢*(z,0|4Q;, 0 |C\ 4Q;) + (7,0 |C\ 4Q;, 0| C \ 4Q;). (4.1.4)

Queremos ver que ¢, (40, () > 1/4 para poder concluir que U,|4q,(z) > 1/4.

Asi que, es suficiente mostrar que los ultimos dos términos en la descomposicion de

2

¢z (x) son suficientemente pequenos. Para el primer término, por la Proposicién 2.2.2,

tenemos que

4
roli@uole\iQ)s [ G gdeaety
1

— 40(4Q)) /t L et < 40(40)) / do(t).

ccvg; [t —|? fo—t]>4Qu)

Si dividimos el dominio de integracié en anillos, debido a que ¢ es positiva y como
o(B(x,r)) < czAr para toda r > [(Q;)/4, entonces

o0

1 1
/ ———do(t) = / o (t)
o> 1@ [t — = Jor Q0 <y y<onn 1@ |t —

= o(B(x, 2k+1l( i) > C3)\2k+1(l(§fi)> )

o( )
Z 22k ) SZ 22]@(@)2 :l(4Qi)'

k=0 k=0

Y ya que para Ry suﬁ(nentemente grande tal que 4Q; C B(z, Ry) se tiene que

0(4Q) _ o(B(zRo) _ o(BE:Ro) 1y 0y

1(4Q;) 1(4Q;) CRy - C
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Por lo tanto

Az, 0|4Q;, 0|C\ 4Q;) < e < e)? (4.1.5)

Ahora estimemos el otro término
g, (1) = A(x,0|C\ 4Qs, 0 |C\ 4Q;) = *(2,0|C\ 2pQ;, 0 |C \ 2pQ;)
+2¢ (2, 0|C\ 2pQs, 0 2pQ; \ 4Qs) + ¢ (z, 0|0 20Qi \ 4Q;, 0] 20Q; \ 4Q;).

Procediendo como en (4.1.5), se deduce que los ultimos dos términos de la igualdad

anterior son acotados por arriba, otra vez por cA?. Por lo cual de (4.1.4) y (4.1.5)
concluimos que

C§L4Q¢ (z) > A (x) — chC\ZPQi(x) — )2 (4.1.6)
Atin nos queda por analizar el término ¢2 1c\2p0; (%)- Puesto que z, z € pQ; y supp(a|C\
2pQ;) C C\ 2pQ;, por el Lema 3.7.3:
|62 10v0p0: (%) = 2120, (2)] < MR(0|C\ 2pQ:)(2) < cMpo(z) < e,
Asi,
Coler2p@s(2) < €o(2) S Us(2) SA = Golevzpq,(2) < (1 + )N
Luego como c2(z) > 1/4 y por (4.1.6), obtenemos

1
—eN > =
=16’

PMH

C¢27L4Q (z) >

si A es suficientemente pequeiia. Es decir, hemos probado que ¢, (40, (x) > 1/4.

Ahora probaremos (c), es decir diam(Q;) < ssdiam(E).
Es inmediato ver

1000 (F)
< — 2z E.
Us(z) < dist(z, E) veg
Pues como vimos en el Teorema 3.7.10, se cumple que supp(c) C E, por lo cual
o(B(z, R)) o(B(z, R)) o(E)
Mgo(x) =sup ————= < , = = ;
r ( ) R>% R - RZdistI()ac,E) dZSt(I, E) dZSt(.Z‘, E)

y también, por la Proposicion 2.2.2 |

o= ([ etwrimintn)” < (] [ o)
(/ / dzsth do(y)do(x )) m
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Por lo tanto, para € Q\ E tendremos

1000 (E)
A< Us() dist(z, E)

Como o(FE) ~ v4(FE) y por hipotesis v, (F) < cadiam(FE), si tomamos la constante co
suficientemente pequena, entonces
100 c

1 1
dist(z, F) < —0(E) < -y (E) < —diam(F) = sup dist(z, F) < —diam(E).

Como 2 es compacto, sea z € €) tal que

1 11
diam(Q2) < 2dist(z, F) + diam(E) < (E + 1) diam(E) = 1—Odiam(E).

Puesto que por construccion de los cubos Whitney 20Q); C €2 para cada i € I, entonces

11
20diam/(Q;) < diam(2) < Ediam(E).

-

En el siguiente lema construiremos, para todo conjunto compacto £ C C, dos
medidas, p (positiva) y v (compleja) adecuadas para la aplicaciéon de un Teorema
Tb (Teorema 4.1.9). Estas medidas no tendrén soporte en E sino en un conjunto
intermedio F' hecho de algunos cuadrados del Lema anterior. Para la demostracién

ocuparemos el siguiente teorema que en particular se cumple para familias de cubos
d
en R?.

Teorema 4.1.4. Sea B una familia de bolas abiertas o cerradas de un espacio métri-
co tal que sup{diam(B) : B € B} < oo. Entonces existe una subcoleccion finita o
numerable de bolas {B;}icr C B disjuntas a pares tales que | Jpeg B C U;er 5B

Demostracion.
Véase [Tolsa] Teorema 2.2. 4

Lema 4.1.5. Sea E C C un conjunto compacto con H'(OF) < oo y v(E) > 0. Sea
{Q.}ier la subfamilia finita de los cuadrados intermedios Q;, i € J, definidos en el
Lema 4.1.3 tales que v(E N 2Q;) # 0. Sea F' = J,c; Qi, asi que E C F. Suponga que

Y4 (E) < Y4 (E N 20Q;)
Y(E) T v(EN2Q;)

Entonces existe una medida positiva de Radon i y una medida compleja v, ambas con
soporte en F', y un conjunto H C F, tales que:

£0  Viel
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(a) ey (E) < u(F) < cay(E).

(b) v =bpu, con b una funion tal que ||b]|pooqu) < co.
(c) W(F)] =~(E).

(d) fF\H Covdp < cau(F).

(e) Si u(B(z,r)) > cor (para alguna constante grande cy), entonces B(x,r) C H.
En particular, u(B(z,7)) < cor para toda x € F\ H y toda r > 0.

(f) El conjunto H es de la forma H = ¢, B(wk, %), con

Z e < Beg p(F) =: ep(F).

kely
(9) Todos los cuadrados Q C C satisfacen
(Q)| < ¢ l(Q).

Las constantes cq, ¢y, cq Y cq son absolutas, mientras que cy puede ser escogida arbitra-
riamente grande y por lo tanto € > 0 arbitrariamente pequeno. Cabe mencionar que
la constante ¢, no depende de la funcion b y que el conjunto H depende de la eleccion
de la constante cy.

Demostracion.
Demostraciones (a), (b) y (¢). Usando las particiones de la unidad, sabemos que existe
{gi}ics una familia de funciones C* tales que para cada i € J, supp(g;) C 2Q;,

0< 09 <1y [|gillc < c/l(Qs); asi que Y ,.;9; = 1 en €, donde Q = J,.; Qi es el
conjunto abierto construido en el Lema 4.1.3

Sea f(z) la funcién de Ahlfors de E, con f(z) = 0siz € E. Debido a la Proposicién
4.1.1, existe una medida compleja vy con supp(ry) C OF tal que Cyy = f(z) para
z ¢ OE. Y como H'(OF) < 0o = L*(OF) = 0, podemos deducir que ||Cry| () < 1.
Mas ain, por la Proposicion 1.3.2 y la definicién de f se tiene que

vo(E)| = [1(0E)| = [v0(C)| = |(Cro)'(00)] = |f(00)| = 7(E).

Ahora definamos p. Para cada i € I, sea I'; una circunferencia con el mismo centro
que Q; y de radio v(E N 2Q);)/10. Observe que, por la Proposicién 1.1.9 tenemos

Y(EN2Q;) <v(2Q;) < diam(2Q;) = 2diam(Q);)

WE+)2QZ) < %diam (%) < diam (%) .
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Por lo tanto I'; C %QZ Asi definimos

icl
Y también .
= id Hl I
Ty f a3
Note que supp(v) C (J;e; I = supp(p) C F.
id
Tenemos que dv = bdj, con b = L?(FV()) en I';. Para estimar ||b]| ze<(,) veamos que,
para cada i € J, Z
IC(givo)(2)| < ¢ Vz¢& EN2Q;. (4.1.7)

En efecto, recuerde que por (1.3.4), C(givo) = V,,(Crp) (donde V, es el operador de
localizacién de Vitushkin) y entonces la desigualdad (4.1.7) se sigue por la Proposicién
1.3.10 inciso (i).

La desigualdad (4.1.7) implica que ¢ 'C(g;1p) € Ad(EN2Q;). Luego por la Proposicién
1.3.6 se tiene que

‘/gz’dVo

Por lo cual ||b][ze(,) < ¢y se ha probado (b).

|/ gidwo]
—Hl(Fi) <ec
(4.1.8)

= [(v0, 90)] = 1(Cgim0)) (00)] < ex(EN2Q:) = cH'(Ty) =

Por otro lado, como Ugidud < ey(EN2Q;) deducimos que [ g;dvy =0sii € J\I.
Y dadoque ), ;9i=1enQy F = J,; Qi, donde los Q; tienen interiores disjuntos,

entonces
Z / gidvy

el

(E) = [n(E)| = S (@)

il

= [v(F)],

lo que demuestra (c).

Resta demostrar (a). Por (4.1.8), la suposicién de VJ((E%) < VJ(QEEN?C?)) #0Viely

por la propiedad (b) del Lema 4.1.3, obtenemos lo siguiente:

Z/gidl/o < Z /gidVO

icl icl
E
< C’Zr((E)) ZEZI’H(E N2Q;) < cery(E),

donde ¢; es la constante del Lema 4.1.3. Note que v, (E) # 0 ya que v, (EN2Q;) # 0.
Al tomar ¢, = max(c, ¢;) obtenemos (a).

V(E) = |[w(E)| = <c) YEN2Q;) = cu(F)

iel
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Sea ¢y > 100¢, una constante fija. Dados x € F' y r > 0, decimos que B(x,r) es
un disco no-Ahlfors si u(B(z,r)) > cyr. Para un x € F fijo, si existe algin radio
r > 0 tal que B(x,r) es un disco no-Ahlfors, entonces decimos que x es un punto no
Ahlfors. Para cualquier x € F', escribimos

R(z) :=sup{r > 0: B(x,r) es un disco no-Ahlfors}.
Si z € F es un punto Ahlfors, ponemos R(z) = 0. Y decimos que R(z) es el radio
Ahlfors de z.

Observe que por el inciso (a) y la Proposicién 1.1.9; se tiene que
p(F) < cay(E) < ey (F) < codiam(F),

por lo cual
pu(B(x,r)) < p(F) < codiam(F) < 100¢,r < cor
para r > diam(F')/100. Por lo tanto, R(x) < diam(F')/100 para toda x € F.
Considere ahora el conjunto formado por discos no-Ahlfors

Hy = U B(z,R(x)).

z€F,R(x)>0

Como R(x) < diam(F")/100, por el Teorema 4.1.4 existe una familia disjunta de bolas
{B(zn, R(x1))}n tal que Hy C |, B(zh, 5R(z4)). Asi definimos

H =) B(xn,5R ().

Como para toda xp, € F se tiene que: 5R(zy) < bdiam(F')/100 < diam(F'), entonces
B(zp,R(zy)) C Fy por lo tanto H C F.

Dado que Hy C H, todos los discos no-Ahlfors estan contenidos en H. Por lo cual, si
B(z,r) es un disco no-Ahlfors, es decir pu(B(z,r)) > cor, entonces B(x,r) C H.

Por otro lado si x € F'\ H, entonces R(z) = 0, es decir z es un punto Ahlfors por lo
cual u(B(x,r)) < cor para toda r > 0. Asi hemos probado el inciso (e).

Puesto que pu(B(xp, R(z1))) > coR(zr) para toda h, entonces
>R < 3 u(Blan, Ri@)) = —u(H) < —u(F),
Co = Co Co

lo que implica (f).
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Ahora probemos (d), es decir fF\H C.vdp < cqu(F'). Para esto usaremos los ope-
radores suavizados C. que definimos en el Lema 3.2.2. Asi que considere una funcién
C* radial no negativa 1) con soporte en B(0,1) con norma L'(C) igual a 1, y sea C.
el operador asociado al kernel £ x ). También escribimos C,v(z) = sup,. |C-v(2)].

Recuerde que por definicién [Cry(2)| < 1 para toda z ¢ OE. Dado que L2(E) = 0,
ésto es cierto £2-c.t.p. z € C. Asi tenemos que

[IC-volliee = [t * Cuoll1e < ||Cwol|z < 1. (4.1.9)

Por el Lema 3.2.2 sabemos que C.1 es continua en C, de ahf se deduce que [C.vp(2)] <
1y Cip(z) < 1paratoda ze Cye>0.

Para estimar C,v, estudiaremos a la funcién C,(v — 14). Para ello probaremos las
siguientes estimaciones, donde definimos v; := v|Q;:

Co(vi — giv)(2) <c¢ ¥V z € C\ supp(v; — givp) (4.1.10)

y también
5 ¢ 1(Qi)p(Qi)
Clvi — gi S0
(V gV())(Z) dZSt(Z,2Q7;)2
Sea «; := v;—g;vo. Probemos la primera estimacién. Ya vimos en (4.1.7) que |C(g;10)(2)| <
1 para z ¢ supp(g;vp). Y también |C(v;)(2)| < 1 para z ¢ Ty, pues

VzeC\ 14Q;. (4.1.11)

1
Vi = I/LQi = m /gidVO CH! LFz‘a

)

donde por (4.1.7) m J gidvo < 1. Por lo tanto
Cai(2)] < [C(givo) ()| +IC(r) ()] S 1

para z & supp(a;) C T; U (2Q; NOE). En particular |Ca;(2)| < 1 para L2-c.t.p. z € C,
es decir
ICail[Loe(c) < e (4.1.12)

Por lo cual, para todo £ > 0,
[1Ccil| e = [Itbe * Cavil| e < [[Catil]roe S 1,

lo que prueba (4.1.10).

Para la segunda estimacién, hay que demostrar para toda z € C \ 14Q);,

Coevi(2)] < - (Q)mQi)

A 0. 4.1.13
= dist(z,2Q;)? i ( )
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Note que
supp(e;) C Ty U (EN2Q;) C 2Q; = diam(supp(ay)) < diam(2Q;) = 2v/21(Q;).
Y ademads por la definicién de v y de v;

1
a;(C) = o;(2Q;) = /(dVi_gidVO) = m/gz‘d%'fﬂl(n)—/%d% =0. (41.14)
Asuma primero que ¢ < dist(z,2Q);)/2. Como |Ca;(w)| < ¢ para toda w ¢ supp(o;)
implica que ¢ !'Ca; € Ad(supp(c;)), Cai(c0) = 0y (Cay)'(00) = —a;(C) = 0, entonces
por el Lema 1.2.5

c - diam(supp(a;))y(supp(a;))

) <
[Ca(w)] < dist(w, supp(a;))?

st dist(w, supp(a;)) > gdiam(supp(ai)).

Y debido a que, si dist(w,20Q);) > 5(Q);), entonces

dist(w, supp(c;)) > dist(w,2Q;) > 5l(Q;) = 5diam(2Q;) .

22 T 2V2

Sdiam(a) > ;diam(ai).

Es decir

c - diam(supp(a;))y(supp(a;))
dist(w, supp(a;))?

[Cai(w)| <

st dist(w,20Q);) > 51(Q;).

Por lo cual,

QT U (EN2Q))
[Cai(w)] < dist(w,2Q;)?

st dist(w,20Q);) > 51(Q;). (4.1.15)

Sea By, la bola concentrica con @); y de radio v(E) N2@Q;)/10 cuya circunferencia es
I';, luego por la Proposicién 1.1.4 inciso (c), v(I';) = v(Bg,). Asi por la Proposicién
1.3.12 inciso (a) tenemos que

HTU(EN2Q0) < 2(Bg,U(EN2Qy)) < c(1(Bo ) +7(F2Qy)) = c(+(Ts)+(E2Qy)).
Debido a la Proposicién 1.1.8, v(I';) = v(E N 20Q;)/10, entonces
YT U (EN2Q;)) < ey(EN2Q;).
Como I'; C %Qi y por la definicién de p se tiene que
(0 U(EN2Q)) < ev(EN2Q;) = cHHT) = cp(Qi). (4.1.16)
Si w € B(z,¢) (donde € < dist(z,2Q;)/2) con z € C\ 14Q);, entonces

dist(w,2Q;) > dist(z,2Q;) —e > diSt(ZZ’ 2Q:) > 12[(2@‘)

> 51(Qs)
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y también

3
dist(z,2Q;) < dist(w,20Q;) +¢ < §dist(2, 20Q;).
Luego por (4.1.15) y 4.1.16

- dzst(z,QQi)Q’

Haciendo la convolucién con 9., (4.1.13) se sigue para cuando ¢ < dist(z,20Q);)/2.
Solamente tenemos que verificar el caso cuando ¢ > dist(z,2(@);)/2. Suponga ahora
que este es el caso. Sea h = 1. * oy, asi que

a; = e * -1 x a; = C(hL?).
z

Por lo cual,

. e
Cai = ——dL ~ hoo
Co(2) < [ Eotac(e) <l /( =

Ahora hay que estimar [|Al| y fs

(€)-

upp(h) |512|d£2(§). Observe que, si denotamos [; :=

1(Q;) v a z; como el centro de @);, tenemos que
supp(h) C supp(v.) + supp(c;) C B(0,¢) + B(z;,2l;) = B(z;, ¢ + 21;).
Y como ¢ > dist(z,2Q;)/2 > 121;/2 = 6l; = € > [;, entonces

supp(h) C B(z, e +2l;) C B(z,e + 2l; + 2dist(z,2Q;)) C B(z,5e + 2l;) C B(z,Te).

Por lo cual,
(&) < ez,
/supp(h |£ |
pues por [Conway] Lema 13.2.6 , sabemos que fupp(h |£1Z|d[,2(§) < 2m(7¢e).

Ahora tratemos con ||h||« . Sea n; una funcién C'* con soporte en 3Q); y que es igual
a 1 en 2Q); y tal que |Vn;|| < ¢/l;. Tomando en cuenta que por (4.1.14), «;(2Q);) = 0,
entonces

= [ - widaute) = [(wule = w) = s — w))dan(©

- wa(é w) — (s — w)y(E)don(€) =: & / pu(E)mi(E)dan(€).

g3 g3

Mas abajo probaremos que

|C(pwnici)|| L) < € (4.1.17)
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Por ahora supongamos que esta estimacion es cierta. Dado que C(p,n;cv;) es analitica
en C\ supp(«;) y supp(ce;) C T'; U (E N 2Q;), podemos proceder de igual manera a
como se hizo en (4.1.7) y en (4.1.8) con C(p,n;;) en lugar de Cg;1p y obtener

‘/}%A@nxodax@\S<wantJufm2Qo>

Tomando en cuenta (4.1.16), tenemos que

& [ewom©ane)] < S Enzey) < 42
> e < SHAQ)
3

De las estimaciones anteriores podemos concluir que

CHQIMQ) _ ¢ 1(@)n(Q)

T :
Ccai(2)] < -2 = dist(z,2Q;)?

Resta probar (4.1.17). Como ya mencionamos arriba, argumentando como en (4.1.7)
tenemos que C(pynic;) = Vo (Cay). Ya vimos en (4.1.12) que Ca; es una funcién
acotada. Como supp(p.n;) C 3Q; (pues supp(n;) C 3Q;), por la Proposicién 1.3.10
inciso (i) es suficiente demostrar ||pwnilleo < ¢ ¥ [V (0wni)]loo < ¢/1;.

Para £ € 3Q);, como z; es el centro del cuadrado @);, entonces

C

|§_Zi|.

€~ al < diam(3Q0) = V3(3L) = 7 <

Y como 1. € C'™ es de soporte compacto, tenemos que

Wja( — w) — wa(zz - w)|
€ — il

Dado que supp(n;) C 3Q; y n; € C*, por la parte de arriba podemos concluir que
|[pwnillo < c.

Finalmente, aplicando la regla de la cadena y usando que ¢,(§) = ¥.(§ —w) — ¢,
tenemos que

< || Vie||s < c.

[V (0uwni)|loo < €l|Vuwlloo + [[0wX3q:l ool Villoo = €| VUelloo + |[0wX30: |00 Vil 005

y como ya vimos que ¢, es acotada y que por definicion ||Vn;||« < ¢/l;, entonces

C
ool [Vi|o0 < T

IV (wti)lloo < el[VYelloo + [lwXse:
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Ahora estamos listos para probar el inciso (d), es decir es decir
/ Covdp < cqu(F).
F\H

Como ya vimos que por (4.1.9) se deduce que é;yo(z) < 1 para toda z € C, y ya que
0 <g; <1, se tiene que

[ Cwins [ Cmdur [ Cw-man<pur\m+Y [ Cvi-gun)dn
F\H F\H F\H el JF\H
(4.1.18)

Recuerde que por (4.1.10) tenemos C, (v;— givo)(z) < ¢ para toda z € C\supp(v;—giro)
donde supp(v; — givo) C I'; U (E N 2Q;), por lo tanto C.(v; — givp)(2) < ¢ para toda
2 €C\ (Uie; I U (EN2Qy)).

Y como p = Y ,.; H'[T;, entonces p (C\ (U;e; I U (EN2Q;))) = 0. Por lo cual,

1C.(vi = giro) (2)|| ooy < c.
Para estimar la iltima integral usamos (4.1.11) y la parte de arriba:

Con—gwdn < curi) v [ GBS, 119

F\H 14Q;UH) dist(z,2Q;)

Sea N > 1 el entero mds pequefio tal que (14¥H1Q; \ 14VQ;) \
alglin zp € (14V71Q; \ 14V Q;) \ H fijo. Luego como supp(p) C F
tienen interiores disjuntos,

0, y tomemos

H +#
= User Qi v los @,

1 G 1
/;'\(146%UH) dlSt(Z7 2@1)2 ( ) ICZJ:V (14++1Q;\14%Q;)\ H dZSt(Z, 2Qz)2 ( )

Dado que para todo z € (14¥71Q; \ 14*Q;) \ H, se tiene que

l(l4in) . l(2Qi) l(14sz’) . 1(14Qi)

dist(z,20Q);) > >
ist(,2Q0) 2 2 - EE 5 L 2
implica que
2dist(z,2Q;) > (14F — 14)&1(@.) _ (1 _ 1 1(145+1Q,)
B 4R T\ 1y 14k l
1 1
> — — — ) (1451 Q;
- (14 14N) ( @)
lo cual también implica que
1 c

< .
dist(z,2Q;)? — 1(14++1Q;)?



4.1. Demostracion de v ~ v, 111

Luego
o 1 e 14k+1@
>/ T 0 e g s
=N 14k+1Q \14kQ W\H dZSt(Z 2@ 14 Q

p(B(z0, 21(1441Q,)))
CZ 0 4k+1@) ’

y como zp € F'\ H = u(B(zO,T)) < ¢or para toda r > 0, entonces

= (B 20 20(141Q;))) = ¢ (141'Q) _ cco =1
X TGy <2 I0rETgy G 2 1F

< CCp < CCp
TIANQ:) T UQi)
Asi por (4.1.19) obtenemos que

k=N

/ C.(vi — givo)dp < cp(14Q;).
F\H
Debido a la interseccién finita de los cuadrados 14Q); con ¢ € I, y a (4.1.18) tenemos

/ CN*(Vz — givo)dp < p(F\ H) + CZM(14Q1’) < cu(F). (4.1.20)
F\H iel
Por el Lema 3.2.2 y la definicién de C. se tiene que

ICov(2) — Cov(2)| < eMpu(2). (4.1.21)

Si z € F'\ H, por el inciso (b) tenemos que Mgzv(z) < ¢y Mpu(z) < cyco. Por lo cual,
(4.1.20) y (4.1.21) implican que [, , Cuv(2)dv(2) < cp(F).

Ahora probemos (g), es decir veamos que para todos los cuadrados R C C, se
cumple que |V(R)| < ¢,l(R). Para ello ocuparemos el siguiente par de lemas.

Lema 4.1.6. Sea R C C un cuadrado tal que existe un cuadrado Whitney Q;, con
i € J, que satisface RN 2Q; # 0 y I(R) < 41(Q;). Entonces

(R) < Gl(R),
donde ¢y es una constante absoluta suficientemente grande.

Demostracion.
Si R intersecta una tnica circunferencia I';, j € I, entonces

u(R) = H'(T; N R) < c(R)
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y asi habremos terminado.

Suponga ahora que R intersecta al menos dos circunferencias I'; y I';, 7, j' € I. Dado
quel’; C %Qj, se deduce que [(R) > }Ll(Qj). La suposicion RN2Q); # 0y [(R) < 41(Q;)
implican que R C 9Q);. Observe ahora que si (), es un cuadrado Whitney tal que
Qr N 9Q; # 0, entonces 1(Q;) ~ I(Q) (recuerde el inciso (iii) del Lema 4.1.2). En
particular, ésto pasa para (), = ();. Por lo cual, usando también la primera parte de
la demostracion, tenemos que

pR) < Y p@)= Y, HTWNQ)<e Y UQy)

E:QrN9Q;#0 E:QrN9Q: #D k:QrN9Q;#0D

Lema 4.1.7. Sea R C C un cuadrado tal que [(R) > 41(Q;) para cada cuadrado
Whitney Q; que satisfaga 2Q; N R # (). Sea Lr = {h € I : 2Q;, N OR # (}. Entonces

> U@Qn) < Cd(R).

heLpr

Demostracion.
Para cada cuadrado @y, h € Lg, se cumple que [(4Q5) < I(R), de lo cual se sigue
que H'(4Q, NOR) > ¢ t(Qy). Luego, por la intesreccién finita de los cuadrados Qp,,
obtenemos que
> UQK) <> H'(4QrNOR) < d(R).

heLpr heLr
4

Ahora si estamos listos para probar (g). Debido al Lema 4.1.6 podemos asumir
que [(Q;) < U(R)/4 si 2Q; N R # 0, pues de otra forma por el inciso (b), [V(R)| <
api(R) < apeol(R).

Como ya vimos que ||Cvp||pe(c) < 1, argumentando como en (4.1.1) deducimos

que |vo(R)| < cl(R). Asi que sélo tenemos que estimar la diferencia |v(R) — vo(R)|.

Sea {Q;}ier,, donde Ir C I es la subfamilia de cuadrados Whitney tales que
QiNR #0.Y sea {Q;}icyy, donde Jp C I es la subfamilia de cuadrados Whitney
tales que @); C R. Luego

[v(R) — w(R)| = <

V<U(QmR)> — (U(QmR))

i€lp i€l

(Ya)n(ye)

vl U @nR | -w| |J @nR) ]|+

ielg\Jr i€Ip\Jr
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= A+ B.
Primero trabajaremos con el término A, por la definicion de v tenemos que:
A< Y W)+ Y @R
’iGIR\JR iEIR\JR

Ahora tomemos en cuenta que por el inciso (b), |v|(T;) < ¢, H(T;). También debido a
que |Crp| < 1, argumentado como en (4.1.1), obtenemos que |vo(Q;NR)| < cH(D(Q;N
R)). Por lo cual,

A<e Y [H'T)+H@@QNR) <c > 1Qy).
i€IR\JR i€IR\JR

Note que si ¢ € Ig \ Jg, entonces Q; "R # 0y Q; € R. Por lo tanto, Q; N OR # 0.
Del Lema 4.1.7 deducimos que A < cl(R).

Ahora pongamos nuestra atencion en el término B; por la definicion de v y de T’

automaticamente se tiene que
= '/ <Z 9i — XUiEJRQi> dvo

Z/gldl/o—/ dl/o

i€Jp Uiep @i i€Jp
[
C

/ (zgi . 1) s
Qj \Uierr Qs jcp

i€Jgr

B—

+ =: By + Bs.

<y

Jj€JR

Consideremos primero el término By. Si ) .. 7 9i # 1 en Qj, escribimos j € Mg. En
este caso, como ) .., g; = 1 en Q, existe algiin h € I\ Jg tal que g, # 0 en Q;. Asi,
como supp(gn) C 2Qp, entonces 2Q,NQ; # 0, con Q, € R. Por lo cual, 2Q,NIR # 0,
es decir h € Lpg.

Para cada h € Ly hay a lo més ¢4 cuadrados Q; tales que 2Q, N Q; # (). Més aun,
para éstos cuadrados @; tenemos que [(Q;) < cl(Q). Luego por el Lema 4.1.7:

D Q) <ces > UQw) < C(R). (4.1.22)

JEMR he€Lpr
Asi,
jeMp |V Qi \icJg JEMp Qi ieJp

Por la definicién de vy tenemos que |v(Q;)| < cl(Q;), por lo cual

‘/Q ZgidVo < Z /ngidVO

JieJgr i€Jr

< Cl(Qj)v
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va que #{i € Jg : supp(g:) N Q; # 0} < ¢, y que por (4.1.8), | [ gidi| < cH'(T%).

Por lo tanto, usando (4.1.22), obtenemos
Bl S CZ(R)

Finalmente hay que estimar B;. Tenemos que

By < Z / gidvyg
C\UjespQj

i€Jpr
Observe que si By; # 0, entonces supp(g;) N (supp(vp) \ Ujes,Qj) # 0. Dado que
supp(g;) C 2Q;, entonces 2Q; N Qp # O para algin h € I\ Jg. Puesto que Q; C R
y Qn € R, deducimos que 2Q; NOR # 0 o Q, NIR # 0. Asi que i € Lr o h € L.
Tomando en cuenta que [(Q;) ~ [(Qp) y por el Lema 4.1.7, se obtiene

By<e ) UQ)+cd Y UQ)<dAR)+e Y Y UQw) < d(R).

i€Lp i€Jr hELR:QhQQQZqé@ h€eLpr iEI:th2Qi¢@

-

Continuemos con la demostracién del teorema principal de esta tesis.
Sea Dy el lattice diddico usual, es decir lo que denotamos como D en (1.4.4). Dado
w € C escribimos
D(w) = w + Dy.

Es decir, D(w) es una traslacion de Dy por el vector w. En lo que queda de éste
capitulo y demostracién, por un lattice diddico nos referimos a un lattice D(w), para
algin w € C.

Sean I, v,y H como en el Lema 4.1.5. Para abreviar la notacién, sea D un lattice
diddico fijo de la coleccién de lattices {D(w)}yec, es decir

D =D(w) para algin w € C fijo.

Recuerde que H = {J,o; B(wg, 1) C F, donde
)
S < Zu(F) = ().

Considere la familia de cuadrados diadicos Dy C D tal que R € Dy si existe alguna
bola B(xg,71), k € Iy, que satisface

B(xg,me) NR#£D vy 2r, <l(R) < 4ry. (4.1.23)
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Note que

U B c | R (4.1.24)

k’EIH RGDH

Tomemos un subfamilia de cuadrados maximales disjuntos { Ry }xecr,, de Dy, tal que

J n=U e

ReDy kel

y definimos el conjunto diadico excepcional Hp como

}Jf)ZZZ L_J f%k.

kely

Observe que (4.1.24) implica H C Hp. Ademés, como para cada bola B(zy, ry) hay a
lo més cuatro cuadrados R € Dy que satisfacen (4.1.23), obtenemos

S UR) <16 ) 1 < i—OM(F) = 16eu(F). (4.1.25)

kely kely

Ahora definamos al conjunto excepcional Tp. Si un cuadrado diddico R € D
satisface

w(R) > erlv(R)|, (4.1.26)

donde cr es una constante grande que serd escogida mas abajo, diremos que R € Dr.
Sea {Ry}rer, C Dr la familia de los cuadrados diddicos maximales de Dr, y por lo
tanto disjuntos, de Dr. El conjunto excepcional Tp es

Tp = U Ry.

kelr

Por lo tanto, si R € D es tal que pu(R) > cr|v(R)|, entonces R C Tp.

En el siguiente lema veremos que p(F\ (HpUTp)) es tan grande que es comparable
con u(F).

Lema 4.1.8. Si ¢y y cr son escogidas suficientemente grandes, entonces

1
v(Hp UTp)| < Slv(F)] gy u(Hp UTp) < iu(F),

< 1.

con 6, =1 —
CaCy
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Demostracion.
Sea {R}rery, la subfamilia de cuadrados maximales, y por lo tanto disjuntos de

{Ri}trery U{Rk}kery, asi que

HpUTp = U Ry.

kelyr

Como

W(HpUTp)| < D (Rl < D (R + > [v(Re)],

kelyr kely kelr

luego, por el Lema 4.1.5 inciso (g) y (4.1.26), tenemos que

SR+ D (R < ¢ D URE) + et Y p(Ry),

kely kelr kely kel

dado que supp(p) C F'y usando (4.1.25)

Cq Z I(Ry) + et Z p(Ry) < 16cyep(F) + cp' u(F) = (16¢4e + e ) u(F),

kely kel

y por el Lema 4.1.5 incisos (a) y (c) obtenemos
(16¢4e + e )u(F) < ca(16c,e + M) (F)|.
Asi que, si escogemos ¢ suficientemente pequeno y c¢r suficientemente grande:
1
V(Hp UTo)| < Slu(F)].
Por lo cual,
1
v(E\ (Hp UTp))| 2 [v(E)] = [v(Hp UTp)| 2 5v(F)|.
Luego, por el Lema 4.1.5 incisos (a),(c) y (b), tendremos

p(F) < calv(F)| < 2¢4|v(F\ (Hp U Tp))| < 2cacou(F\ (Hp U Tp)).

1
Por lo tanto, pu(F \ (Hp UTp)) < 1 u(F), con 6y =1 — 5 <1 *
CaCh

A continuaciéon enunciamos el Teorema Tb de Nazarov, Treil y Volberg, el
cual es una herramienta crucial para demostrar la equivalencia entre v y v.. Debido
a éste se hicieron todas las construcciones anteriores de v, u, H, Hp y Tp.
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Teorema 4.1.9. Teorema Tb de Nazarov, Treil y Volberg. Sea p una medida con
soporte en un compacto F C C. Suponga que existe una medida compleja v y, para
cada w € C, existen dos conjuntos Hp,), I'pw) C C hechos de cuadrados diddicos de
D(w) tales que

(a) Toda bola B, de radio r tal que ji(B,) > cor estd contenida en (), cc Hpw)-
(b) v =bu, donde b es una funcion tal que ||b||Ls(u) < cb.

(c) fC\H’D(w) C.vdp < cu(F), para toda w € C.

(d) Si Q€ D(w) es tal que Q € Tp), entonces p(Q) < cq|v(Q)|.

(e) (Hpw) U Tow)) < dop(F'), para toda w € C y algin 6o < 1.

Entonces existe un subconjunto G C F' tal que

(i) 1(G) = ™ u(F),
(i) p|G tiene co-crecimiento lineal,

(iii) la transformada de Cauchy es acotada en L*(u|G).

La constante ¢ y la cota para la norma L? dependen solamente de las constantes de
la hipdstesis.

Si aplicamos éste Teorema al Lema 4.1.5 obtenemos el siguiente resultado:

Lema 4.1.10. Sea E C C un conjunto compacto con H'(OF) < oo y v(E) > 0. Sea
{Qi}icr la subfamilia finita de los cuadrados intermedios Q;, i € J, del Lema 4.1.3
tales que v(£ N 2Q;) # 0. Sea F' = J,c; Qi. Suponga que

1+(E) _ 4 (EN2Q;)
Y(E) — v(EN2Q:)

Entonces existe una medida p con soporte en F y un conjunto G C F' tales que

#0 Viel.

(1) ¢V (E) < u(F) < cay(B) y w(F) < esp(G).
(2) w(GNB(z,r)) < cor para toda x € G yr > 0.

(3) La transformada de Cauchy es acotada en L*(u|G) con

1Cucl 2y 12mic) < Co-
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Las constantes c,, cg, c5, cg son absolutas.

Demostracion.
Podemos aplicar el Teorema Tb 4.1.9 al conjunto F'y a las medidas v y 4 que construi-
mos en el Lema 4.1.5, pues las siguientes hipdtesis del Teorema Tb 4.1.9 se cumplen:

(a) Se cumple por el inciso (b) del Lema 4.1.5, ya que por definicién, H C Hp(
para todo w € C.

(b) Se tiene por el inciso (b) del Lema 4.1.5

(¢) Como H C Hpy para todo w € C, entonces fC\HD( )C*yd,u < fC\H C.vdp y

por el inciso (d) del Lema 4.1.5 se tiene lo deseado.
(d) Se sigue de la definicién de Tp.

(e) Se prob6 en el Lema 4.1.8

Por todo lo cual tenemos que el resultado (1) se sigue del Lema 4.1.5 inciso (a) y del
Teorema Tb 4.1.9 inciso (i). También los resultados (2) y (3) se tienen por el Teorema

Tb 4.1.9 inciso (ii) y (iii) respectivamente. *
Los ultimos argumentos para probar el Teorema 4.0.1 son el siguiente par de lemas.

Lema 4.1.11. Sea E C C un conjunto compacto tal que H'(OF) < oo y v(E) > 0.
FExiste una constante absoluta B tal que si

(a) v+ (E) < codiam(E).

1+(E) _ 1+ (ENQ)
< 0 para todos los cuadrados () tales que y(ENQ) #0 y
V(E) = 2(EnQ) 7 Enez

diam(Q) < diam(FE)/10.

(b)

Entonces v(E) < By, (FE).

Demostracion.
Debido a los Lemas 4.1.3 y 4.1.10, existen conjuntos F, Gy una medida yu con soporte
en F' tales que los siguientes incisos se satisfacen:

(i) ECFy(E) = (F).
Pues v, (E) < ¢y, (F) debido a que v, () =~ v, (FE), por el Lema 4.1.3 inciso
(a), donde F' C .
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(i) p(F) ~ ~(E).

Se sigue del lema 4.1.10 inciso (1).
(ili) G C Fy u(G) = u(F).

Se sigue del lema 4.1.10 inciso (1).

(iv) pW(GNB(x,r)) < cor paratodaz € Gy r>0.Y [[Cucllr2ue)—r2me) < cs- Se
tiene por el Lema 4.1.10 incisos (2) y (3) respectivamente.

El inciso (iv) implica que c; ' i |G € B(F) y por el Teorema 3.6.1 se tiene que u(G) =
1| G(F) < ¢y (F). Luego por el inciso (iii) tendremos

T (F) > ¢ u(G) > ¢ tu(F),

Asi | por (ii), la desigualdad anterior y (i) se cumple que

V(E) < cu(F) < evy(F) < Byy(E). -
Lema 4.1.12. Sea E C C un conjunto compacto tal que H'(E) < oo. Eziste una

constante absoluta Ay tal que si v(EN Q) < Agy(E N Q) para todos los cuadrados
Q con diam(Q) < diam(E)/10, entonces y(F) < Aovy4+(E).

Demostracioén.
Supondremos que v(E) > 0, pues de otra forma el enunciado del lema es trivial.

Si v (E) > cadiam(E), entonces por la Proposicién 1.1.9 tendremos que v (F) >
cy(E) y hemos terminado si definimos Ay > ¢; .
Sea Ay = max(1,c;", B). Si 74 (E) < codiam(E), entonces también se cumple que
Y(E) < Agy4(E). Pues de lo contrario tendriamos que Ay < y(F)/v+(E), por lo cual

V(E)

1 (ENQ)

implica que

V+(E) < 1+ (ENQ)
WE) T AENQ)’
es decir se cumple la hipéstesis (b) del Lema 4.1.11.
Ademas por el Lema 4.1.3 inciso (c) se cumple la hipétesis (a) del Lema 4.1.11. Por

lo cual deducimos que v(E) < By, (F) < Agy+(E), lo que es una contradiccion. +

Nétese que cualquier constante Aq > méx(1,c,", B) funciona en el argumento del
Lema anterior. Asi que el Lema 4.1.12 se cumple para cualquier constante Ag sufi-
cientemente grande.
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Finalmente concluimos éste capitulo con la siguiente demostracion del Teorema
4.0.1, es decir probaremos la desigualdad v(E) < ¢y, (FE).

Demostracién.
Por la regularidad exterior de v, en conjuntos compactos (Proposicién 3.3.1),sid > 0

es suficientemente pequeno, entonces v, (U (E)) < 74(E) + ¢, donde € > 0 es una

constante arbitrariamente pequena.

Considere el conjunto compacto Ey hecho de todos los cuadrados diadicos cerrados
contenidos en el lattice diddico estandar Dy, con longitud de lado d/2 y que intersectan
a E (asumiendo que d es de la forma 27%). Vamos a probar mds abajo que y(FEp) <
cv+(E). De esta desigualdad, dado que E C Ey C Uy(E), obtendremos

Y(E) < Y(Bo) < ev:(Bo) < s (UalB)) < c(r4(E) +2),

y habremos terminado.

Para probar que vy(Ep) < ¢4 (Fp), vamos a probar por induccién en n que si R es un
rectangulo cerrado con lados paralelos a los ejes y didmetro diam(R) < 4"~'d, n > 0,
entonces

Note que si diam(R) < d/4, entonces R puede intersectar a lo més cuatro de los
cuadrados diddicos con longitud de lado d que forman a Ejy. En cualquier caso, como
los lados de R son paralelos a los ejes, es facil ver que R N Ey es un rectangulo R,
o un poligono que se puede descomponer como la unién de dos rectangulos cerrados
Rl,RQ con R1 N RQ 7é @

Para el primer caso probemos que para todo rectdangulo R; se cumple que diam(R;) <
v+ (Ry). Sea p la medida de longitud de arco en OR;, lo que implica que para todos
z,y,z € Ry, R(x,y,z) > L(R;)/2, donde L(R;) es el lado més grande de R;, pues
una circunferencia de radio menor que L(R;)/2 ya no toca a 3 puntos en la frontera
del rectangulo R;. Ademds 4z € X(R1) pues supp(fs) C Riy {(B(z,7)) < r para

16
toda x € C y r > 0. Por otra parte para toda x € C,

¢ (z) = //c(m,y,z)Qd (45) Wi (15) & < L(él)Q <u(£1)>2

implica que

2 <1ﬂ6) = /c?%(x)d <1_u6> (x) < L(ély (,U(fél)) .

L(él)Q (”(f?)f < T5

Por lo cual, c? <ﬂ) < %(Rl) si y sélo si (Ry) siy sdlo si

16



4.1. Demostracion de v ~ v, 121

; v si ponemos [(R;) como el lado més pequeno de Ry, entonces

(M(fél)>2 < L(Zil)Q

16 =7
podemos concluir que

pr)\? o LRY? 2(1Y < B(P).
Por lo tanto < implica que ¢ (16) < {5(R1); y por el Teorema 3.6.1

CﬁmﬂRQ:faRQSVARJ
Luego por La Proposicion 1.1.9 y la parte de arriba, tendremos que
Y(Ry) < diam(Ry) < Agyy (Ry),

asumiendo que Aj es suficientemente grande.

En el segundo caso, por la Proposicion 1.3.12 y usando lo que hicimos en el primer
caso, se tiene que

V(R U Re) < c(v(Ra) +7(R2)) < c(v4(Br) + 7+ (R2)) < 274 (Ri U Ry).

Veamos ahora que si (4.1.27) se cumple para todos los rectangulos R con diam(R) <
4™d, entonces también se cumple para un rectangulo R con dz’am(ﬁ) < 4", Sola-
mente tenemos que aplicar el Lema 4.1.12 al conjunto RN Ey. En efecto, tome un
cuadrado @ con diam(Q) < diam(ﬁ N Ey)/10. Por la hipédtesis de induccién tenemos

HQNENEy) < Apy+(Q N RN By),
pues RN @ es un rectangulo con didmetro < 4"d. Luego por el Lema 4.1.12

VRN Ey) < Ay (RN Ey).

Y de nuevo por el Lema 4.1.12 podemos concluir que y(Ey) < Aoy (E). +

Para concluir esta seccion, en donde se demuestra la equivalencia entre v y 7.,
deducimos los siguientes resultados.

Corolario 4.1.13. Un conjunto compacto EE C C es remouvible para funciones analiti-
cas acotadas si y solo si vy (E) =0

Demostracién.
Se sigue del Teorema 4.0.1 y la Proposicion 1.2.3. 4
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Corolario 4.1.14. Sea I' C C wuna curva rectificable y E C I' compacto. Entonces
v+ (E) > 0 si y sélo si H'(E) > 0.

Demostracion.
Se sigue de la conjetura de Denjoy (Teorema 3.5.4) y la Proposicién 1.2.3. 4

El siguiente corolario determina la removilidad de un conjunto en términos de la
curvatura de una medida.

Corolario 4.1.15. Un conjunto compacto EE C C es no removible para funciones
analiticas acotadas si y solo si contiene el soporte de una medida de Radon no cero
con crecimiento lineal y curvatura finita.

Demostracion.
Por la Proposicion 1.2.3, sabemos que E es no removible para funciones analiticas
acotadas si y sélo si y(E) > 0; y por el Teorema 4.0.1 esto pasa siy sélo si v, (E) > 0.
Luego por el Teorema 3.6.1 tenemos la siguiente caracterizacion de v, en términos de
la curvatura

V(E) = sup{p(E) : p € B(E), [|Cull 2 r2(0) < 1}
Por lo cual, E es no removible para funciones analiticas acotadas si y sélo si sup{u(FE) :
p € X(E), |[Cullr2(my—r2(u) < 1} > 0, de ahi se sigue el resultado. Con ésto concluimos

la demostracién del corolario sobre funciones analiticas acotadas. "

El siguiente corolario caracteriza a la capacidad analitica en términos del potencial
que definimos en la seccién 3.7.

Corolario 4.1.16. Para cualquier conjunto compacto 2 C C, se tiene que
V(E) ~ sup{u(E) : p € M*(C), supp(u) C E,U,(z) <1V z € E},

A(B) ~ inf{||ull : p € M¥(C), Unle) 21V a € B},

con MT(C) € M(C) el conjunto de medidas complejas de Radon positivas y finitas;
y donde el potencial lo definimos como

2/.7\1/2 w(B(z,r)) 2 2
Uplw) := Mpp(w) + ¢, (x) 77 = sup =— ==+ c(x,y, 2) du(z)duly) |
Demostracion.
Se siguen del Corolario 3.7.1, el Teorema 3.7.10 y el Teorema 4.0.1. 4

Corolario 4.1.17. Sea E C C compacto. Entonces y(E) = 0 si y sdlo si existe una
medida p € M*(C) tal que U,(z) = 0o para toda x € E.
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Demostracion.
Se sigue del Corolario 3.7.11 y de que y(E) = 0 si y sélo si v, (E) = 0. 4

Corolario 4.1.18. El conjunto de Cantor de cuartos de esquina tiene capacidad
analitica igual a cero. Por lo cual es un conjunto puramente no rectificable.

Demostracion.
En el Ejemplo 2.2.5 inciso (c¢) vimos que para el conjunto de Cantor de cuartos de
esquina £ y la medida = H'|E, ¢;(x) = oo para toda z € E. Del Corolario 3.7.11
concluimos que v, (F) = 0 y como v, ~ =, entonces y(E) = 0. Debido al Ejemplo
1.4.14 se tiene que H(E) < oo, luego por el Corolario 3.5.6, F tiene que ser puramente

no rectificable. "

4.2. Semiaditividad de la capacidad analitica

Por 1ltimo, el Teorema 4.0.1, es decir la equivalencia entre v y 7., implica el
siguiente corolario que es la semiaditividad de la capacidad analitica ~.

Corolario 4.2.1. Sea E C C un conjunto compacto. Y sean E;, con i > 1, conjuntos
de Borel tales que E = J;°, E;. Entonces

V(E) <ed (B,
i=1
donde ¢ es una constante absoluta.

Demostracion.
Por la equivalencia entre v y 7, (Teorema 4.0.1), y la semiaditividad de 7, (Corolario
3.6.3) tenemos que

VE) < ev4(E) < CZ’Y+(Ei) < OZW(Ez)

Con este resultado concluimos este trabajo de tesis.






Conclusion

La definiciéon de capacidad analitica de un compacto E nos indica que debemos
evaluar la derivada en el punto al infinito de todas las funciones analiticas y acotadas
definidas en C \ F; ésto se debe a que el infinito es el tinico punto que no pertenece
a ninguin compacto de C. Por lo anterior, la capacidad analitica sélo depende de la
frontera exterior del conjunto compacto E. Ademas de que es invariante bajo trasla-
ciones y rotaciones, pues estas son transformaciones que preservan el punto al infinito
y no afectan el médulo de la derivada. Por otra parte, la capacidad analitica de un
compacto F esta determinada por la funciéon de Ahlfors del conjunto E y también por
los mapeos conformes f de la componente conexa no acotada de (C\ E)U{oo} al disco
unitario tales que f(oo) = 0. Més atn, la capacidad analitica de cualquier conjunto
compacto y conexo es equicomparable a su didmetro, es decir v(E) ~ diam(F). De lo
cual se deduce que cualquier conjunto compacto con capacidad analitica nula debe ser
totalmente disconexo. Por lo tanto, todo conjunto removible tiene que ser totalmente
disconexo. Aunque todavia faltan estimaciones como las anteriores para los conjuntos
totalmente disconexos. Como para cualquier compacto E C C se tiene que F es remo-
vible si y sélo si y(E) = 0, podemos decir que la capacidad analitica mide el tamano
de un conjunto como singularidad no removible para funciones analiticas acotadas. Y
si ' es removible las tinicas funciones admisibles para E son las constantes.

La transformada de Cauchy se introduce como herramienta para construir fun-
ciones analiticas a partir de medidas (que obviamente no son analiticas); y asi poder
relacionar ciertas medidas con soporte en E con la capacidad analitica, pues la trans-
formada de Cauchy de dichas medidas seran funciones admisibles para E. También
se introdujo el operador de Vitushkin debido a la relaciéon que guarda con la transfor-
mada de Cauchy; ademas de que fue esencial en la prueba de la semiaditividad de ~
para dos casos particulares: un disco o cuadrado unién un compacto; y para la uniéon
de dos rectangulos cerrados.

También trabajamos con la de medida de Hausdorff y la dimensién de Hausdorff,
debido a que la capacidad analitica de un conjunto compacto depende de su dimension
de Hausdorff. En particular, la dimensiéon uno es la dimensién critica asociada con
la capacidad analitica, de aqui se concluye que si y(E) > 0, entonces H'(E) > 0.

125
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Pero por el ejemplo que desarrollamos del conjunto de cuartos de esquina de Cantor,
sabemos que hay conjuntos tales que y(E) = 0 pero H}(FE) > 0.

En el capitulo dos se introdujo la nocién de medida n-dimensional, que juega
un papel esencial en las estimaciones y que es menos restrictiva que el concepto de
medida duplicadora usado en la teoria clasica de operadores de Calderén-Zygmund. La
teoria de los operadores integrales singulares fue otra herramienta necesaria, aplicada
particularmente a la transformada de Cauchy. Al definir la curvatura de Menger y la
curvatura de una medida se vi6 la relacién que tienen con la transformada de Cauchy.
Gracias a esta relaciéon y al Teorema T1 pudimos demostrar que la transformada de
Cauchy es acotada en L*(11), donde  es la medida de longitud de arco restringida a
las graficas de funciones Lipchitz.

En el capitulo tres se definié a la capacidad v, como el supremo calculado sobre
todas las medidas con soporte en E y cuya transformada de Cauchy tiene norma
L>(C) acotada. El definir a v, como éste supremo de medidas es esencial para probar
su semiaditividad. Ademas, como la derivada en el punto al infinito de la transformada
de Cauchy (de una medida compleja con soporte compacto) es igual a menos la medida
de todo el espacio, la capacidad v, es menor o igual que la capacidad analitica.
Dicha capacidad v, también es invariante bajo traslaciones y rotaciones, ademas
es equicomparable con la capacidad v, de la frontera exterior de F; y cumple con
la propiedad de regularidad exterior. Con la ayuda de esta capacidad se probd la
conjetura de Denjoy para conjuntos rectificables (y(E) > 0 < H!(F) > 0). También
probamos que la capacidad v, (FE) estd determinada por las medidas complejas de
Radon positivas con soporte en F, crecimiento 1-lineal y cuya curvatura esta acotada
por su variacion total, o en su defecto si su transformada de Cauchy esta acotada por
uno en L? respecto a dicha medida. Usando éste resultado se obtuvo la semiaditividad
de 7, . Para finalizar el tercer capitulo se caracterizé a v, en términos de un potencial
que depende de la curvatura de Menger y del operador maximal radial 1-dimensional.
Dicha caracterizacién fue usada para probar la comparacion entre v y ..

En el ultimo capitulo se prob6é que 7 es equicomparable con v, para ésto el
Teorema Th de Nazarov, Treil y Volberg fue una herramienta esencial en dicha de-
mostracion. De la equicomparacion de las capacidades v y v, se sigue que ~ satisface
los resultados que ya se tenian para 7, ; y viceversa. Por lo tanto, se puede usar la
teoria del potencial para trabajar con la capacidad analitica. Por tltimo, se probd
la semiaditividad de 7, que era el objetivo principal de esta tesis, la cual se deduce
facilmente de la semiaditividad de v, y de la equicomparacién entre v y .
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