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Introduccion

Uno de los problemas mas recurrentes en la fisica es la de encontrar soluciones a la ecuacién
diferencial de segundo orden
d?y
dr?
con condiciones de contorno. Este problema es conocido en las matematicas como un problema de
Sturm-Liouville. La teoria desarrollada para estudiar propiedades de soluciones a este tipo de proble-
ma fue creada por J.C.F Sturm y J. Liouville entre los afios 1829-1840. Ademas de la gran importancia
en la fisica, tiene gran relevancia en las matemaéticas abstractas. En 2008 V.V. Kravchenko y R.M.
Porter [6] presentan un método para calcular los coeficientes funcionales en una representaciéon en
series de potencias y(z) = > ¢,(z)\" para las soluciones de la ecuacién de Sturm-Liouville, que se
conoce como Spectral Parameter Power Series (S.P.P.S). Esto generé mucho interés en desarrollar
mejores métodos de encontrar los eigenvalores de problemas espectrales.

+q(r)y = —Ar(z)y

La construccion de las Spectral Parameter Power Series se fundamenté en la teoria de las fun-
ciones pseudo-analiticas de L. Bers [1], que son funciones de una variable compleja. V.V Kravchenko
y S.Torba en [8], usaron funciones pseudo-analiticas de una variable en el espacio de nimeros hi-
perbdlicos en lugar de los complejos, lo cual permitié obtener resultados importantes para problemas
de Sturm-Liouville.

En este trabajo explicaremos los conceptos bésicos que se usan en [8]. Describiremos con deta-
lle los ntimeros hiperbdlicos y desarrollaremos la teoria de las funciones pseudo-analiticas para los
dos casos, nimeros complejos C (generados por 1,1) y nidmeros hiperbélicos I (generados por 1, j)
simultaneamente.

En el Capitulo 1, se daran varias formas de definir los nimeros hiperboélicos y se mostraran algunas
diferencias y semejanzas entre C y ID. En el Capitulo 2 se dara la definicion de diferenciabilidad en
D, y se daran las propiedades béasicas de las funciones pseudo-analiticas para los casos complejo e
hiperbdlico, escribiendo [E para denotar C 6 D, segtn el caso. Simplificamos la presentacion usando
un par generador en el sentido de Bers de la forma especial (f,k/f) donde k representa i 6 j y
f es una funcién escalar. En el Capitulo 3, se estudiara la integracién sobre curvas en E y un
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tipo de integracién especial llamada f-integracién (que se reduce al concepto de integracién en E
cuando f = 1). Luego definiremos las potencias formales en E y unas funciones asociadas a ellas.
En el Capitulo 4, se estudiaran operadores de transmutacién de un operador diferencial en otro.
Un operador de transmutacién asociado a las funciones pseudo-analiticas hiperbdlicas servira para
resolver problemas de Sturm-Liouville.



Capitulo 1

Numeros Hiperbdlicos

Los numeros hiperbédlicos (que tambien se han llamado nimeros dobles, birreales o duplex) forman
un sistema algebraico con propiedades andlogas a los niimeros complejos, pero con unas diferencias
importantes que permiten entender mejor ciertos operadores diferenciales [4, 8]. En este capitulo
veremos que los niimeros hiperbolicos aparecen de manera natural al tratar de definir una suma y un
producto componente a componente en R2. Hay muchas formas de definir niimeros hiperbdlicos, por
lo que construiremos varios modelos y mostraremos las equivalencias entre ellos. Aprovechandonos de
las diversas construcciones, demostraremos algunas de las propiedades de los niimeros hiperbdlicos.
Veremos las semejanzas y diferencias de las funciones elementales (polinomios, exponencial, etc.)
entre los nimeros complejos y los niimeros hiperbélicos.

1.1. Definicién de nimeros hiperbdlicos y construcciones.

La presentacién aqui se ha formulado combinando ideas de los trabajos [3, 4, 13, 14].

Definicién 1.1. El conjunto de los nimeros hiperbélicos, denotado por D := (R? +,®) tiene la
suma + usual, y el producto ® definido de la siguiente manera:

(a,b) ® (¢,d) := (ab,cd) para a,b,c,d € R.

Proposicién 1.2. El conjunto Dy es un anillo conmutativo con unidad. Ademds para (a,b), (c,d) €
Dy, se satisfacen las siquientes propiedades:

1. Neutro aditivo: Op, = (0,0);

2. Neutro multiplicativo: 1p, = (1,1);
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3. (a,b) ® (¢,d) =0 si y sdlo siab=0 y cd = 0;
4. Si (a,b) es invertible, entonces (a,b)™' = (a™1,b71);

5. (a,b)" = (a",b™) para cualquier n € Z.

1.2. Realizaciones de nuimeros hiperbdlicos.

En esta seccién veremos maneras alternativas de construir los niimeros hiperbdlicos.

Definicién 1.3. Se define el anillo D := (R? +,-) donde + es la suma usual, y el producto - es
definido por
(a,b) - (¢c,d) = (ac + bd,ad + cb) para todo a,b,c,d € R.

Proposicion 1.4. El conjunto D es un anillo conmutativo con unidad vy satisface las siguientes
propiedades:
1. Neutro aditivo Op = (0,0);
2. Neutro multiplicativo 1p = (1,0).

Definicién 1.5. Se define el niumero j := (0,1) € D, el cual es llamado la unidad hiperbdlica en D.

Claramente todo (a,b) € D se puede escribir de manera tnica como
(a,b) = (a,0) +j(b,0),
asi en vez de usar (a,b) usaremos el simbolo a + jb. Ademads se tiene

i2=1.

Sea A[X] el conjunto de polinomios 3n X con coeficientes en un anillo A. Aqui X representa un
simbolo indeterminado, y un polinomio en X es una expresioén de la forma p(X) = Zf\io a; X" donde
a; € A para todo i. Aunque X no tiene un valor, los polinomios se pueden multiplicar y sumar de
una forma natural, asi A[X] es un anillo [15].

Se escribe (p(X)) para el subconjunto de A[X]| de todos los miltiplos de p(X): el ideal generado
por p(a).
Consideramos A = R. El anillo cociente
RIX]

oo et - Ta b eR)
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tiene estructura de anillo de forma natural [15]. Aqui {a +bX + (X% —1)| a,b € R} significa la clase
de equivalencia de a + b.X.

Definicién 1.6. Se define Dy := (%, +, %) donde la suma y el producto son los usuales para

polinomios y espacios cociente (ver por ejemplo [15]).

Por ser X2 —1 un polinomio reducible, se tiene que Dy tiene divisores de cero. De hecho, cualquier
polinomio con factores de X — 1 o X + 1, al multiplicar por X +1 o X — 1 respectivamente, da cero
en DQ.

Sea Msyo C R?*? la coleccién de matrices con coeficientes reales

MM—{(Z b)\abeR}

Definicién 1.7. Definimos el anillo D3 = (Mjys, +, %) donde la suma y el producto son los usuales
para las matrices.

Notemos que un elemento A € D3 tiene inversa multiplicativa si y s6lo si det A # 0, es decir que

la] # 1b].

Teorema 1.8. Son isomorfos los anillos D, D1, Dy y Ds.

Demostracién: Usando el siguiente esquema
Dy —D-— Dg — Dy
se demostrara el teorema. Consideramos p; : D; — D definido por

a+b+.a—b
7 I

(a,b)

Claramente p; es un homomorfismo de anillos. Si p;(a,b) = 0 entonces a + b = — b =0 luego

a+b a—

®z<<;

a =0 = b. Por lo tanto kerp; = {0}. Sea G+ jb € D. Entonces (a,b) =

a
) € D, satisface

p1(a,b) = (a,b). Por lo tanto p; es isomorfismo.
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De manera andloga se muestra que las siguientes funciones son isomorfismos:

pQID d ]D)g,
a b
(a,b) —> (b a)
p3: D3 — Dy,
(Z 2) s bX +a

0

De ahora en adelante se usara el modelo D para denotar a los niimeros hiperbdlicos, a menos que
se especifique otro de los modelos.

Definicién 1.9. Se definen los nimeros hiperbolicos idempotentes ey, es € D mediante

1+] 1—j
e = .

La importancia de estos niimeros se vera en la siguiente proposicion y en el desarrollo de la teoria
de los nimeros hiperbdlicos.

Proposicion 1.10. Los elementos idempotentes e, es € D satisfacen las siguientes relaciones:

1. e1-e3 =0;

2. e1+ey=1;

3. e1—ey =173

4. e1” = ey yey” = ey;

5. aey1 +bes =0<=a=b=0;

6. Sea z =z + g3y € D. Entonces existen unicos a,b € R tales que z = aey + bey. Los valores
explicitos son a = x +y,b = x — y (Representacion idempotente);

7. Sea z = aiey + aseq, w = biey + boesy. Entonces se tiene lo siguiente:

a) z+w = (a; + by)er + (az + bo)ea;

b) Z--w = alblel + agbgez;
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c) 2" =ajer + bles para n € Z.

8. pi(a,b) = aey + beg donde py es el isomorfismo definido en el Teorema 1.10.

Por la importancia de la representacién idempotente la enunciamos en la siguiente forma,
r+jy=(r+y)er+ (x —y)ea. (1.1)
Un elemento a # 0 € A de un anillo A se dice divisor de cero si existe un elemento b # 0 tal que
ab = 0. El conjunto de divisores de cero lo denotamos como Z(A).
Lema 1.11. El conjunto de divisores de cero de los numeros hiperbdlicos es
Z(D) = ((Re1) U (Rez)) — {0} = {a+aj|ac R—{0}}
donde Re; = {ae;la € R} (i =1,2).

Demostracién: Se sigue directamente de la Proposicién 1.10 7 inciso b. O

Con la Proposicién 1.10 se vera que los polinomios con coeficientes hiperbdlicos tienen una forma
muy particular.

Lema 1.12. Sea p € D[X]. Entonces existen p1,ps € R[X] tales que para todo z = x + jy € D,
p(2) = pi(z +y)er + pa(z — y)ea.

N
Demostracién: Sea p(X) = Z e, X". Fijemos z = x + jy € D. Usando (1.1) existen a,b, a,, b, € R

n=0
tales que z = ae; + bes v ¢, = ay,e; + bpes. Usando la Proposicién 1.10 se tiene

p(z) = Z(anel + byez)(aeq + bea)"

n=0
N

= (ana™er + b,b"es)
0

n

p1(2a)er + pa(2b)eq
donde

=30 5) i =2 ()

n=0 n—=

Puesto que a = (x + y)/2,b = (x — y)/2, se sigue que py, pa son los polinomios buscados. 0



6 CAPITULO 1. NUMEROS HIPERBOLICOS

Corolario 1.13. Sea p € D[X]. Entonces las raices de p en D quedan determinadas por p1,ps € R,
ademds p tiene a los mds N1 Ny < N? raices (donde Ny, Ny es el grado de py,ps respectivamente) o
una infinidad de raices.

Demostracién: Sea p € D[X]. Por el Lema existen pi,ps € R[X] tales que p(z) = pi(z + y)er +
po(z — y)es. Supongamos que p(z) = 0. Entonces por la Proposicién 1.10, py(z +y) = pa(z —y) = 0.
Sean A;, Ay C R los conjuntos de raices de py, ps respectivamente. Asi x +y = a;,, + —y = a;, para
0 < j1 < Ny, 0 < j2 < Ny Esto determina « = (aj, +aj,)/2, y = (a;, — aj,)/2 y vemos que s6lo hay
N1 Ny combinaciones para z = x + jy. En el caso que p; 6 ps sea idénticamente cero entonces p tiene
una infinidad de raices.

Los siguientes ejemplos muestran que un polinomio con coeficientes hiperbdlicos puede tener una
cantidad finita 6 infinita de raices, o bien no tener raices.

Ejemplo 1.14. Sea p(z) = (1 +j)z* + (1 + j)z. Entonces p(z) = ((z + y)* + (z + y))e1 + Oea.
Asi el conjunto de soluciones de p, en forma idempotente, queda determinado por las combinaciones
de (z+y)=0y (r—y)eRoz=X1-j), NeR.

Ejemplo 1.15. Sea p(z) = 2% — j. Entonces la representacién idempotente es p(z) = ((z +y) —
1)e; + ((z — y)* + 1)ez lo cual no tiene solucién, pues (z — y)? + 1 no tiene solucién en los reales.
Ejemplo 1.16. Sea p(z) = @23 — jz, el cual tiene la representacién idempotente siguiente:
p(z) = (z +y)® — (x + y))e1 + (z — y)ea. Se tiene que las raices de p son la combinaciones de

(x+y)=0,1,—1y (x —y) =0, las cuales representan zy = 0, z; = % + %J y 23 = —% — %J

Las raices de un polinomio quedan determinadas por el anillo en donde se encuentran sus coefi-
cientes. Por ejemplo 2% + 1 € R[X] no tiene raices reales, sin embargo z? + 1 € C[X] tiene sus dos
raices en C. As{ es natural preguntarse si existen polinomios p € R[X] que no tengan raices reales,
pero cuando consideramos p € D[X] si tengan raices. Resulta que no puede pasar esto. Este resultado
no lo hemos encontrado en las fuentes consultadas.

Teorema 1.17. Sea p € R[X] C D[X]. Entonces p tiene una raiz en D si y solo si tiene una raiz
en R.

Demostracién: Sea z = z+jy y p(X) = ij:o a, X" con a, € R, por lo cual a,, = a,e, + a,es. Por
la formula explicita de p;, po dada en la demostracion del Lema 1.12, p; =py =py

X

p (§> =pi(z +yler + pa(z — y)ea.

Por tanto p(z) = 0 si y sélo si p1((xo + %0)/2) = 0 = pa((x0 — 10)/2). O
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Lo anterior indica que si p € R[X] lo consideramos como p € D[X], no se puede afirmar que las
dos versiones tengan las mismas raices. Lo ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.18. Sea p(X) = X2 — 1. Si lo consideramos en R[X], tiene dos raices 1, —1; pero si lo
consideramos en D[X] tiene cuatro raices 1,—1,j, —j.

Definicién 1.19. Sea z = a + jb € D. Se definen el conjugado hiperbdlico, la parte real y la parte
imaginaria de z mediante
Z:=a—jb, Rz:=aySz:=0

respectivamente.

El conjugado hiperbdlico satisface las siguientes relaciones:

Proposicion 1.20. Sea zq, 25 € D. Entonces

1. 21+ 22 = 21 + Zo;

__ 2tz Cxn . 2—Z .
Rz = y Sz = 52,

2 2

2. Cuando z = aey + bey se tiene Z = bey + aea;
3. Z1 %z = Z1* Za;

4. Z=2;

5. R (21 + 20) = Rz + Rzo;

6. S (21 + 22) = Sz1 + Szo;

7.

8.

R (jz) =Sz y S (Jz) = R=.

Demostraciéon: Las demostraciones salvo la nimero 2 son idénticas que en los niimeros complejos,
para demostrar 2 usamos que €; = e y €3 = ey y la propiedad 1. O

Lema 1.21. Sea p € D[X] con coeficientes reales. Supongase que p(zo) = 0. Entonces p(Zg) = 0.

Demostracién: Como 2" =Z" y 21 + 20 = Z1 + 22, se tiene p(Zy) = p(z0) = 0 = 0. O

Dado w € D jes posible encontrar zy tal que 2y = w? Veremos que no siempre se puede encontrar
tal zg. Consideremos el polinomio p(z) = 2" — w con w = aje; + bjeg y supongamos que tiene una
raiz zgp = age1 + bpez. Con lo visto anteriormente tenemos p(zp) = 0 si y sélo si z = w; usando la
representacion idempotente age; + bjes = a;e1 + byies, luego aff = a; y ag = by. Supongamos n par
y a1, by > 0 entonces la solucién es zy = /a;e; + {/biey, por otra parte si a; < 0 o by < 0 no existe
solucién. Ahora supongamos n impar; entonces siempre existe solucién la cual es zy = ae,+ /bres.

Ejemplo 1.22. La ecuacién 2™ = j solamente tiene solucién cuando n es impar, pues j =e; —ex y
su solucién es j.
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1.3. Convergencia.

Como D = (R?, +,-), dotamos a D con la norma usual en R?, es decir,
2l = lla+ bl := Va2

Con lo cual se tiene lo conocido sobre unicidad de limites, suma de limites, continuidad de funciones
etc. A diferencia de los nimeros complejos C en los cuales con la norma usual se tiene que |[zw]|| =
l|z]|[|w]|, vemos que en D no se tiene esta propiedad. Consideremos por ejemplo z = 1 + j: [|2?|| =
12 + 2j|| = v/8 # 2||1 +j||>. Sin embargo se tiene lo siguiente:

Lema 1.23. Sean z,w € D. Entonces ||zw|| < V2||z||||lw]|.
A menudo es mejor usar la representacion idempotente de los niimeros hiperbdlicos, y usar que

la convergencia en R? es entrada a entrada en esta reprentaciéon. Esto se puede demostrar pues
Zn = Ty + jyn converge si y solo si a, = x, + Yn, b, == x, — Yy, convergen.

Recordemos de los cursos de célculo que la funcién exponencial se puede expresar mediante un

limite A7
e® = lim (1 + —>
n

n—0o0

para x € R. Con esto definiremos la funcién exponencial en D.

Teorema 1.24. El siguiente limite existe para toda z = x + gy € D :
Z\"™ ..
lim <1 - —> = ¢” (coshy + jsinhvy) .
n— 00 n

Demostracién: Usando que z = = + jy = ae; + bey y la Proposicién 1.10 tenemos las siguientes
igualdades

aeq + be2>

(o)
= (1+ ) er + <1+%> e

— eel—l—eez

14 (1=
— oty -y
L[ (e +e? n ey —e?
= e —_— —
2 N

= ¢e”(coshy + jsinhy).

(1+%)n <e1+ez
- (0
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Si x,, + iy, converge en C donde i € C es la unidad imaginaria, se sigue que x,, + jy, converge donde
j € D es la unidad hiperbdlica. Sin embargo, una aparente generalizacién natural de este hecho para
series de potencias no es valida.

Ejemplo 1.25. Veamos que en general no se tiene que
“ Z(ak +ibg) 2" converge <= Z(ak + jbi) 2" converge.”

Sean a = 0,br = 1/k para todo k € Ny y sea z = 1. Entonces

k E—1
2

— if —1 , ~1)2
SE-Y i Y Spee

k par k impar

La cual converge pues la parte real e imaginaria son series alternantes cuyos términos decrecen a

cero. Pero si consideremos i
Zj Z 1 Z J
k k + k €.

k=0 k par k impar

la serie diverge.

Definiciéon 1.26. Dado z € D se define

exp(z) := lim (1 + %)n (1.2)

n—oo
Ejemplo 1.27. exp(j) = cosh 1 + sinh 1.

Proposicién 1.28. La funcion exponencial (1.2) cumple

1. Para x € R C DD se tiene exp(z) = e*;
exp(z) #0 V z € Dy

exp(z) € Z(D) y su inverso multiplicativo es exp(—=z);

Dado w = wye; + weey con wy,ws > 0, la ecuacion exp(z) = w tiene unica solucion, que es

In(wiwa) + An(wiwy )
2 2 :

Z g
Demostracién:

1. Como z = x + jO, cosh0 = 1, sinh0 = 0, se cumple que la exponencial hiperbdlica es una
extension de la exponencial real.
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2. Por la representacién idempotente exp(z) = e**Ve; +e” Yes y como la funcién exponencial real
e” no se anula por Proposicion 1.10 inciso 5 se obtiene el resultado.

3. Como exp(—z) = e @e; + e (*¥e, y como e; + ez = 1, multiplicando por exp(z) en su
forma idempotente se tiene el resultado.

4. Como exp(z) = e"Ye; + " Yeq entonces basta resolver la ecuacién
wie1 + woes = * Ve + e Ves.

o equivalentemente

z+y Y

w, =e y wy = e,

De donde se tiene el resultado.

Con esto podemos tener la siguiente proposicién y un andlogo de la férmula de Moivre para los
numeros hiperbdlicos.

Lema 1.29. Sea z,w € D. Entonces exp(z + w) = exp(z) exp(w). En particular se tiene

(coshy + gsinhy)" = coshny + jsinhny para n € Z.

Demostracion: Desarrollando el lado izquierdo de la igualdad tenemos

exp(z)exp(w) = e*(coshy+ jsinhy)e® (coshy; + jsinhy;)
= " ((coshy coshy; + sinh ysinhy;) + j (cosh ysinh gy, + sinh y coshy;))
= "™ (cosh(y + y1) + jsinh(y + y1))
= exp(z +v).

Como exp(jy) = coshy + jsinhy y exp(—jy) = coshy — jsinh y, se tiene que

expliy) +ep(=iy) gy, = OPUY) — exp(=iy)

hy —
coshy 5 %

El Lema 1.29 sugiere la siguiente definicion.
Definicién 1.30. Para z € D, se definen las funciones trigonométricas hiperbolicas

exp(jz) + exp(—jz) v sinhs— exp(jz) — exp(—jz)‘

2 2

coshz =




1.3. CONVERGENCIA. 11

Proposicion 1.31. Sea z € D. Entonces

o0

exp(z Z

k=0

Demostraciéon: Utilizando la representacién idempotente de z y la Proposicion 1.10, tenemos la
siguiente cadena de igualdades.

> Z > a61 + b82 > akel bkeg a b
;:E' ;: :E:( RO R )T oetee
=1 =1

k=1

1+5  1—j
+y T—yY
5 ¢ g

= e"(coshy + jsinhy).

Con esto se tiene tienen las siguientes relaciones de las funciones trigonométricas hiperbdlicas, las
cuales se demuestran de manera anéloga que en el caso de la funcién exponencial.

Proposicion 1.32. Para z € D,

1. Six € R C D entonces cosh x, sinh x coinciden con el coseno y seno hiperbdlico reales;

n

2. coshz = Z Z—';
n!

n par

n

. z
3. sinh z = g —
n!
n impar

4. exp z = cosh z + jsinh z;

5. cosh?z —sinh?z = 1.



12

CAPITULO 1. NUMEROS HIPERBOLICOS



Capitulo 2

Diferenciabilidad y
Pseudo-diferenciabilidad

En este capitulo se define la nocién de diferenciabilidad de funciones hiperbélicas. La diferencia-
bilidad en el sentido hiperbdlico corresponde a unas ecuaciones analogas a las ecuaciones Cauchy-
Riemann de la variable compleja y veremos algunas de sus consecuencias. Después se vera el concepto
de pseudo-diferenciabilidad tanto en niimeros en complejos como en nimeros hiperbdlicos.

2.1. Diferenciabilidad

En la siguiente seccion solamente trabajaremos en ID. Los conceptos son analogos a nociones bien
conocidas para los nimeros complejos C.

Definicién 2.1. Sea U € D abierto. Se dice que la funcion w: U — D es D-diferenciable en el
punto zo € U cuando existe el limite siguiente:
w'(z) = lim w(z) — w(zo)

Z—r20 z — Zz
2—20¢7Z (D) 0

(2.1)

El nimero w'(z) € D se llama la D-derivada de w en zy. Se dice que w es D-diferenciable en U
cuando lo es en cada punto de U. Claramente w(z) = constante es D-diferenciable y w'(z) = 0.

Notemos que a diferencia de los nimeros complejos C, los niimeros hiperbdlicos tienen divisores
de cero, por eso la necesidad de pedir que z — 2y € Z(ID) en (2.1). En el siguiente ejemplo se muestra
que puede existir la derivada en un punto donde la funcién no es continua, a diferencia de lo que se
tiene en las funciones de variable compleja.

13



14 CAPITULO 2. DIFERENCIABILIDAD Y PSEUDO-DIFERENCIABILIDAD

Ejemplo 2.2. Consideremos la siguiente funcién:

0 si 2| #lyloz=0,
w(z) = w(z +jy) =

1 en el caso contrario.
Calculando la derivada en zy = 0,
0
W) = tm PE) Yo, (2.2)
2—0 z z—=0 2
2¢7Z (D) 2¢7Z (D)

Sin embargo la funciéon w claramente no es continua en 0. En este ejemplo w no es D-diferenciable
en todo punto. Sea zy € Z(D) \ {0}. Entonces

w(z 1
w'(2) = lim (2) = HII(])
0 — —
z—z0¢Z (D) ZT Z—ZT);)Z(]D)) S

no existe.

Proposicién 2.3. Sea z = Te, + Jex y w(z) = wy(Z)er + wo(y)es, donde wy,ws son funciones real
valuadas. Entonces w'(z) = w'(Z)e; + wh(g)ea.

Demostracién: Dado z = Ze; + yea, define la correspondencia (z,y) <— (Z,7), entonces z —
20 <= & — Tg, Y — Yo. Usando los incisos 1 y 7c de la Proposicién 1.10 calculando el limite (2.1) se
tiene:

(w1(Z) — wi(Tp))er + (wa(§) — wa(o))ez

w'(z9) = lim T A :
2 r0d A(D) (Z — Zo)ex + (¥ — Yo)ez
— lim w1(9€2 —1~U1($0)el + 1fm w2(y2 —EUQ(yo)e%
=30 r — Xo Y=o Y—1Y

= wy(To)er + wh(fo)ez.

Ejemplo 2.4. Sea w(z) = 2" (n € N). Entonces w'(z) = nz""1.

Demostracién: Sea z = = + jy = Te; + yes. Entonces por el inciso 7c¢ de la Proposicion 1.10 se
tiene

2" = (Tey+ geq)”

= i”el + gj”ez.
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Por la proposicién anterior,

w'(z) = ni" ey +nj" ey
n—1

= n(Te; + yeq)
O

En el Ejemplo 2.2, se vio que la funcién w es D-diferenciable en (D— Z(D))—{0} pero no continua
en 0. El siguiente teorema muestra una relacién positiva entre D-diferencibilidad y continuidad.

Teorema 2.5. Sea U € D abierto y conexo. St w es D-diferenciable en todo U, entonces w es
continua en U.

Demostracidén: Sea z; € U. Como w es D-diferenciable en U, el limite (2.1) existe, asi para z — zy &
Z(D), se tiene

0= im (r— )BT i (w(e) — wiz)). (2.3)
Z—20 Z— 2 Z2—r20
z—20¢Z (D) z—20¢Z(D)

Falta ver el comportamiento de w(z) —w(zg) cuando z —zy € Z(D) y z— 29 — 0. Sea z, € Z(D) + 2,
tal que z — zp. Para cada n usando (2.3), con z, en lugar de zy, tomamos (, ¢ Z(D) + z, tal que
|G —2n| < 1/ny |w((,) —w(z,)| < 1/n. Observamos que ¢, € Z(D)+ 2o y que |(, — 20| — 0, entonces
usando (2.3) nuevamente w((,) — w(zy) — 0. Entonces

|w(zn) = w(z0)| < Jw(za) = w(Ga)] + [w(Ga) = w(z0)| = 0.
0

Teorema 2.6. (Condiciones de Cauchy-Riemann) Sea U C D wun conjunto abierto. Sea w €
CYU,R), con w(z) = u(z) + ju(z). Entonces w es D-diferenciable en U si y sdlo si

ou Ov ou Ov

- _ — = 2.4
Jor Oy Y oy Oz (24)
Ademds, cuando w es D-diferenciable,
ou 0v
e R adi 2.
YT br +J(‘9:1: (25)
Demostracién: Sea z = = + jy, entonces
w(z) —w(z) _ w@+jy) —ulzo —Jjyo) +J (v(z +jy) — v(zo + iyo))

Z — 2 ( —20) +J(y — wo)
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Como el limite 2.1 existe para toda trayectoria, en particular existe para Sz = yo y haciendo x — o,

se obtiene 9 P
, N .Ov
w'(2) = %(20) +Ja—y(20)-

De manera andloga calculando el limite 2.1 para la trayectoria 8z = ¢, haciendo y — yo y el hecho
que 1/j = j se obtiene
! (a0) = 22 (20) + 30 o).
Ay dy
Igualando parte real e imaginaria se obtiene el resultado. O

Ejemplo 2.7. La funcién exp hiperbdlica es D-diferenciable y exp’ z = exp z.

Demostracién: Por la definicién de la exponencial hiperbdlica 1.2 se tiene que exp € C*(U), como

J(e* coshy)
Ox

por (2.4) se tiene el resultado.

J(e” sinh y)
Ox

=e"coshy y = e”sinhy,

Corolario 2.8. Si w(z) = u(z + jy) + jv(z + Jy) € C*(U) es D-diferenciable, entonces
02 02 02 02
(7o) v=0 v (G=-ap) -0

Demostracidén: Se sigue de las ecuaciones de Cauchy-Riemann (2.4) y la igualdad de las derivadas
parciales mixtas.

2.2. Funciones pseudo-analiticas.

En esta secciéon se define una especie de derivada tanto en los complejos como en los nimeros
hiperbdlicos que dependerd de una funcién f real valuada, ya que en vez de tomar la base (1,k)
para R? sobre los niimeros reales, se toma (f, %) L. Bers en su trabajo [1] usa pares funciones
(F, G) que sean linealmente independientes, y demuestra las teoremas andlogos a los existentes en la
variable compleja como Teorema de Singularidades de Riemman, Teorema de Cauchy, Teorema de
identidad etc. Posteriormente tanto V. Kravchenko en [4], usa los resultados de Bers para estudiar
ecuaciones de Schrodinger, Dirac, Maxwell, Klein-Gordon etc, usando los nimeros complejos y los
numeros hiperbdlicos. Para tratar ambos sistemas de niimeros al mismo tiempo, en esta seccion E
representa a C 6 D, de manera similar k representa i 6 j respectivamente. Escribiremos para z € E

como z =z + ky (z,y € R).
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Definicién 2.9. Sea U C E abierto. Se define el operador diferencial d;: C*'(U) — E mediante

@:%@%—E@)

y el operador diferencial 9,: C'(U) — E mediante

9. = = (0, + K0, .

N | —

Nétese i* = —i, j° = j, por eso la ecuacién d:h = 0 es equivalente a las ecuaciones de Cauchy-
Riemann cuando E = C y a las ecuaciones (2.4) en el caso E = . Con esto se tiene lo siguiente.

Proposicién 2.10. Sea U C E un conjunto abierto y sea h € CY(U). Entonces h es E-diferenciable
sty solo si Ozh = 0.

Proposicién 2.11. Sean h,g € C'(E). Entonces

Oz(h+g) = 0:zh+ 0Ozy;
Oz(hg) = [fO=zg+ gOzh;
0.(h+g) = 0.h+0.g;
0.(hg) = [f0.9+ g0.h;
ozh = 0,h.

Durante el resto del capitulo fijamos f: U C E — R continua que no se anula y con esta
funciéon vamos a definir una especie de derivada que depende de f. Sea U C E un conjunto abierto
y w: U — K. Vemos que para z € U se tiene

k
w(z) = $()F(2) + 675

(2.6)

donde ¢(z) = ;’ZS) y ¥(2) = f(2)Sw(z). Toda funcién w tiene una representacién tnica de la forma

(2.6) con ¢, v real valuadas, que se llamara la f-representacion de w.

Definicién 2.12. [7] Una funcién w: U C E — E se dice que admite una f-derivada en z, cuando
existe el siguiente limite :

d(f)U](ZO) _ lim U)(Z) - 90(20>f<z) o ¢(Zo)fé) '
dz o 20d 2(E) 2T A

(2.7)
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dipw

Si el limite existe en todo z € U denotaremos la f-derivada como y diremos que w es

f-pseudoanalitica en U. Escribiremos

PS(y(U) := {w: U — E| w es f-pseudoanalitica}.

Notemos que cuando f = 1 se tiene que @(29) + kio(z9) = w(zp), entonces es concepto de f-
pseudoanalitica (2.7) coincide con el concepto de E-diferenciable y PSyy, corresponde a el conjunto
de funciones holomorfas en U.

Lema 2.13. Sea

k.
fz)

Entonces w es f-pseudoanalitica si y solo si w es E-diferenciable en el punto z = z.

= (p(z) = ¢(=0)) f(2) + (¥(2) — (=)

La f-representacion es util por el siguiente hecho.

Teorema 2.14. Sea w = ¢f + k% la. f-representacion de w. Entonces f € PSyy si y solo si
o, € CHUR) y

k
ezf + IDE? =0. (2.8)
o equivalentemente
k
szf - ¢z} = 0. (29)
Cuando w es f-pseudoanalitica, su f-derivada se da por las formulas
d(f)w k
= ©, . 2.10
1 P+ (2.10)
= 20.f (2.11)
k
= 29,—. 2.12
; 212

Demostracién: Por el Lema 2.13; w(zp)z = 0 si y s6lo si w es f-psedoanalitica en zy. Calculando
ws se tiene

k
w(z)z = ((W(z) —p(20)f(2) + (¥(2) - w(ZO))f_Z)>z
k

(
= (2)=f(2) + ((2) = ¢(20)) f(2)= + z/J(z)zm

+(06:) — 0e) ( )
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Evaluando en zy se obtiene (2.8), conjugando (2.8) se obtiene (2.9)puesto que f, ¢, psi son funciones
real valuadas. De manera andloga se tiene la representaciéon (2.10). Sustituyendo el valor de ¢, f

6 .k/ f de la ecuacion (2.9) en (2.10), se obtienen (2.11) y (2.12). O
Corolario 2.15. Sea w € PS(U). Entonces d(g—;w =0 si y sélo si p,1 son constantes.

Demostracién: (=) Si ¢, son constantes, para toda z € E, la f-representacion es w(z) =
c1f(2) 4+ cok/ f. Calculando la f-derivada en zy se tiene

d w(z) — a1 f(2) — gy 0
(f):iU(Z()) = Iim A _ i _0.
Z—20 — 220 —
z z—z0¢Z(E) %0 z—20¢Z(E) S

(<=) Supongamos que d(syw/dz = 0. Entonces por teorema anterior se tiene

dipw
0 = ——
dz

- 290zf
= @ f + K¢, f

Igualando partes reales y partes imaginarias, y como f no se anula se tiene ¢, = 0 = ¢, por la
convexidad de U se tiene ¢ = constante. Analogamente se obtiene el resultado para ). O

Corolario 2.16. Las funciones f, k/f son f-pseudoanaliticas.

Demostracidén: Se sigue de las f-representaciones f = 1f4+0k/f y k/f =0f+1k/f y del Corolario
2.15. 0

Fijemos 2o € E. Definamos w(z) = w(z) — p(20) f(2) + Yﬂ(zo)%- Como

d _
(f)w = lim (.U(Z) (.U(Zo)

=W (z
dz Sz 2 — 2 (20),

es decir w es E-diferenciable en 2 si y sélo si w es f-diferenciable. Asi Supongamos 2y en U C E.
Entonces

welz) =0 = we(zo) — p(z0) falz0) — (z0) (‘;‘) (20) = 0. (2.13)

Usando que Rw(zo) = 5(w(z0) + w(z0)) ¥y S(20) = 3¢ (w(z0) — w(z0)) entonces (2.13) se transforma

w(zo) + w(z) w(zo) —w(z0) | (1
we(z0) - (f> felen) — F (2o <f> (5) G0

z

z
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A su vez es igual a

w521 ) 1521 ) -

o)~ () =

Con esto como 2y € U era arbitrario se demuestra el siguiente lema.

Lema 2.17. Una funcién w = of + ¥ (k/f) es f-pseudoanalitica en U si y sdlo si w satisface la

ecuacion
wz — (%) w = 0. (2.14)

La cual es llamada ecuacion de Vekua principal determinada por f.

Vamos a suponer en el resto de este capitulo que f solamente depende de z. Entonces puede
(2.14) ser escrita de la forma :

Ozw — ﬁw = 0. (2.15)

Lema 2.18. Sea W = u+ kv. Entonces W satisface la ecuacion de Vekua principal (2.15) si y solo
S%

fO, (%u) = Oyv, (2.16)
%ax(fv) = Ko,u. (2.17)

Demostracién: Desarrollando la ecuacién (2.15) puede ser escrita como un sistema de ecuaciones
equivalentes

O:(u + kv) — %(u —kv) =0,

la cual es equivalente a
!

(Opu — k%0, (u + kv) — f?(u —kv) =0,

y a su vez a
(Opu — K*0yu) + (kd,v — k*Oyv) — f7u + kf7v =0.
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Igualando parte imaginaria, parte real y notando que k* = 1 tenemos el siguiente sistema de ecua-
ciones:

/
Optt — Oyv — f—u = 0,
f
f/
K*du+ 0,0+ —v = 0
f
De donde se obtiene el resultado. O
Haciendo ¢ = %, ¥ = fv las ecuaciones (2.16), (2.17), son equivalentes al siguiente sistema de
ecuaciones
'S 1
00 = 50 ¥ Do = 000 (2.18)
Si en vez de f tenemos % la ecuacién (2.15) tiene la forma
f/
0= —w = 0.
w + 5 fw
y si hacemos el procedimiento analogo tenemos que es equivalente
1
?ax(fu) = 0Oyv, (2.19)
1
[0, (—v) = Kk°0,u. (2.20)
f
En general no se tiene que la f-derivada d(c’l[—;w sea f-pseudoanalitica, pero existe la relacién entre

f-derivada y 1/ f-derivada cuando f solamente depende de x.
Teorema 2.19. Supongamos p,1 € C*(U,R) y w = of + ¢(k/1). Siw € PS(U) entonces

d(f)w
———c P U).
d> S(l/f)( )

Demostracién: Aplicando 0, a (2.8), tenemos

k k
Ozf + Uz (?) + oz f + (?)z =0

k k
(szf + sz? - (szfz + d)? <?)Z>

k k
Oazf + sz? = - (@zfz — 1, <?>Z> .
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Aplicando 05 a (2.10), usando la Proposicién 2.11, inciso 1 de la Proposicién 1.20 y lo anterior,

dgpw\ _ kY _ . _ o (K

Sustituyendo el valor de ¢, 1. (ecuaciones (2.11) y (2.12)) tenemos
dpwy  _ (dow) 2 (dow) f (k) _((dpw) f_ (dow) [ (K
dz )~ dz ) 2f dz ) 2k \ ) dz ) 2f dz ) 2k \ /-

(Ufk@‘

dz

1/f

Es decir satisface (2.15) por tanto es 1/ f-pseudoanaliltica. O

Definicién 2.20. Sean ¢, € C*(U,R) y w € PS()(U). Se define la derivada n-ésima (n € N) de
la siguiente forma:

0]
Wy~

dz

)

Y, — dw,

dz dz

[n] [n—1]
A Ay A

dzn dz dz(n=1) | °

Y se definen los conjuntos de funciones
Pl [ WY ¢ pglntly
() dz o I

Lema 2.21. Sea W € PSET}])(U) una solucion de la ecuacion de Vekua principal (2.15). Entonces la
derivada n-ésima de W esta dada por la formula

dw
—(2)2 = K"MW (2.21)
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Demostracién: Sea W = ¢f + ¢ (k/f). Entonces por el Teorema 2.14 se tiene

dpW k
donde ¢, 1 satisface (2.18). Calculando 0. se tiene
1 3
D.p = 3 (0:p + K*0y0)
171
Kk’ k
S Cas)
k3
= e 0,W) .
De manera analoga se tiene
k2
o0 = 1

2

Sustituyendo estos valores tenemos

dipW
(f) — k38yW

lo cual es (2.21) para n = 1.

Por definicion para poder calcular dgc]) W/dz? debemos calcular la 1/ f-derivada de k?’ayW, para
lo cual debemos encontrar la 1/ f-representacién. Dado que f no depende de y se tiene

1

k*0,W = (9
W <yw>f

+ (K*@)kf.

Como k*0,W es 1/ f-pseudoanalitica, entonces se deben satisfacer las ecuaciones (2.19),(2.20), donde

u=0yv= k28y90. Por lo que se tiene

1
20, (fo) =
70 (FOy0)

1
o 1) -

kzayay%
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Escribimos ¢ = d,¢/f v 1/; = fO,. Las ecuaciones anteriores son equivalentes a

.k -
aygp - ﬁazl/}7

y N
ayw - anxsb

Procediendo de manera andloga a n = 1, usando el Teorema 2.14 y la induccién se tiene el resultado.
O



Capitulo 3
Integracion y f-integracion.

En este capitulo se define la integral sobre curvas para funciones de una variable hiperbélica. Se
veran algunos resultados sobre la integracion y con esto podremos definir de manera andloga una f-
integral con respecto a una funcién escalar f. Cuando f es idénticamente 1, la f-integral se reduce a
la integral sobre curvas anterior. Esto permitira definir series de potencias formales correspondientes
a f, con las cuales se podran resolver ecuaciones del tipo Sturm-Liouville.

3.1. Integracion hiperbdlica.

Sea U C E un dominio. Sea w: U — E continua y sea v: [a,b] — U € C'[a,b] una curva
rectificable. Recordemos que cuando E = C, se define la integral de linea [10] de w a lo largo de
mediante

[t | W) (1)

Usaremos esta expresién para la definicién de fv w dz también cuando E = D, con w(~(¢))v'(t) indi-
cando la multiplicacién de D en lugar de C. De esta definicién cuando w(z) = u(z)+kv(z) (u(z),v(z) €
R) y z =z + ky (x,y € R), tenemos

[tz = [tute.pds -+ 1ot )i + k [Tutr. o)y + (s, ). (31)
g g v
Recordemos que k? = +1 es escalar.

Una de las integrales més representativas de la variable compleja es fw (1/2)dz donde v es la
circunferencia. En el siguiente ejemplo veremos el paralelismo entre C y D.

25
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Ejemplo 3.1. En este ejemplo exp representa la exponencial compleja é hiperbdlica dependiendo
de k.
2mi cuando k=1,
1
/ —dz =

-1 2 . .
z=1 no existe cuando k =]j.

La curva de integracién 2z = 1, significa v(t) = exp(kt), donde en el caso complejo t € [0, 27|
y en el caso hiperbdlico ¢ € (—o00,00). En ambos casos la curva es la trazada una sola vez para los
valores de ¢ indicados.

Teorema 3.2. Sea U C E un dominio y sea w: U — E continua. Supdngase también que w = ¢’,
donde g: U — E es E-diferenciable y «v: [a,b] — U es una curva C* por tramos. Entonces

/ w(2)dz = g(v(%)) — g(1(a)).

La demostracién es idéntica a la clésica para E = C, puesto que la regla de la cadena (go ) =
(¢’ o)~ es valida.

Teorema 3.3. Sea w E-diferenciable en un dominio simplemente conexo U. Entonces para toda
curva cerrada v C U:

s du _ 12dv —
1. 8i 9t = k', entonces %fvw dz = 0.

2. 8i % =2 entonces S [ wdz = 0.
Xz Y Y

Por tanto, si w es E-diferenciable, entonces j; wdz=0.

Demostracién: Por definicién de la integral (3.1) al inicio de esta seccién y por el teorema de Green,
se tiene

/ wdz = / (udz + K’vdy) + k / (udy + vdzx)
.,

_ // <k2@——> dxdy+k// (@——> dady.
inty inty 81‘ y

Tomando parte real e imaginaria, se obtiene el resultado. 0
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3.2. f-integracion.

De aqui en adelante U C E serd un dominio simplemente conexo. Lipman Bers definié junto con
la derivada con respecto a un par generador (F, G), una (F, G)-integral. Puesto que sélo nos interesa
un par generador (f,k/f), en el sentido Bers, fijamos una funcién f: U — R, como en el capitulo 2.
Se define un tipo de integral que depende de la funcién f y con esto se puede definir series potencias
formales las cuales son soluciones de un tipo de ecuaciones de Sturm-Liouville.

dipw

Supongamos que w es f-pseudoanalitica y que conocemos . Una pregunta natural es ;Po-

demos reconstruir w a partir de su f-derivada? Primero consideramos el problema de encontrar una
solucién a la ecuacién diferencial p, = @, 6 equivalentemente

0r = 2RD y p, = 2k*TP.
Si existe una solucién ¢(z,y), entonces dado que ¢, = ¢, tenemos
9,3 — k*0,R® = 0. (3.2)
Supongamos esta condicién (3.2) se cumple. Para x + ky € U y por el Teorema de Green se tiene

/ RPdx + kK*SPdy = / / (k*0,3® — 9,RP) dady = 0
inty

”
Esto es vélido para cualquier curva v C U que encierra una area. Entonces la funcién
p(z) =2 / (RPdz + K*SPdy) (3.3)
20

no depende de la curva que una 2 con z, y se verifica (tomando las derivadas 0,, 0, de las integra-
les)que

o= D=2 / R(Ddz) = 2 / R(podz) = 2R / e, (3.4)

20

Ahora se define un tipo de integral relacionada con la f-derivada.

Definicién 3.4. Seaw: U — E y seay: [a,b] — U una curva rectificable tal que y(a) = 2o, y(b) =
21. Se define la f-integral f7 w d(pyz de w como

/vw(z) dipyz = f(z0)R (/7 @};((;) dz) + f(tl)% (/V K3 f(2)w(2) dz) |
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Observemos que cuando f = 1, se reduce a la integral de linea ordinaria fﬂ/ w dz para [E.

Proposicion 3.5. Se tienen las siguientes propiedades de la f-integral.

L [, w(z) digpz = f (zﬁ%(fvz}’((j)) dz>—|—f(1;)<‘<fﬂ/f(z)w(z) dz).

2. Sea c € R. Entonces [ (cwi(2) +w2(z2)) dipyz = c [Lwi(z) dipz + [ wa(2) dipy2.

3. Sea ¢ # 0 € R. Entonces [ w(2) diepyz = [ w(2) dy)z.

4. [Lw(2) docpyz = [ w(2) dayp)z.

5. Sif=c(c#0€R), entonces [ w(2)dipz= [ w(z)dz.
Demostracién:

1. Se sigue del hecho que R(k’2) = 2.

2. Como R(z1 + 22) = Nz1 + Rao vy (21 + 22) = Sz1 + Sz, y —“’1;“’2 =8 422 flw +wy) =
fwy + fws, v puesto que la integral es lineal, se tiene el resultado.

3. Se sigue por la R-linealidad de la f-integral.

4. Como 1/k =k* y k* = 1 se tiene lo deseado.

5. Se sigue de 3 de esta proposicion.

Con el siguiente lema veremos la relacién entre la f-integral y f-diferenciabilidad, que es un
analogo al Teorema Fundamental del Calculo.

Lema 3.6. Sea w = ¢f + 1 (k/f) una funcion f-pseudoanalitica. Entonces

/Z: (d(é—;w) dipyz = w(z) — (20)f(2) = P(20) k

f(z)

En particular para toda curva cerrada v € U,

/— dpz = 0.
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Demostracién: Como w es f-pseudoanalitica, por la Definicién 3.4, por las ecuaciones (2.11), (2.12),
por el hecho k* = 1 y la ecuacién (4.10) se tiene

/ (d(cfi’;w) dpz = f(2)R (/ 2%(2)@) + %QR (/ 2wzdz>
(

k

= [(2) (#(2) = w(2)) + 7 ¥(2) = ¥(20))
k
(

= w(z) —¢(20)f(z) - ¢(20)f—2)-

U
Cuando 7 es una curva cerrada tenemos z = 2 y se obtiene la ultima afirmacion. O

Teorema 3.7. Sea w una funcion f-pseudoanalitica. Entonces fzzo w dpyz es una funcion (1/f)-
pseudoanalitica.

Definicién 3.8. Sea zy € U. Para cualquier a = ¢’ + ka” € E y m € Ny se definen las potencias
formales determinadas por f, ZT(,S)(CL,ZO;Z) con centro en zg, y con coeficiente a = o’ + ka” y con
exponente 0 como:

780 (a, 20 2) = d fT" (20) fTV (2) + ka” FV (20) OV (2). (3.5)
Las potencias formales con exponentes n = 1,2, ... son definidas mediante la férmula de recursién
n ? n—1
Z3(a, 20;2) = n / 0 Zyi (@203 Q) py-m) G- (3.6)

Notemos que Z. (a,z0;2) = a’Z,(T?)(l,zo; z) + ka" Z\ (k, 20; 2), es decir las potencias formales son
R-lineales en a.

Teorema 3.9. [1] La funcion fof)(a, 20; %) es una funcion FEVT pseudoanalitica.
Demostracién: Este resultado en una forma mas general es citado en [1, 4]. No daremos la demos-
tracion aqui.

En lo siguiente se denotara Z(()”)(a, 20; 2) como Z™(a, zy; z). Si queremos calcular Z™ (a, z; 2), el
siguiente diagrama nos dira la forma de hacerlo.

Z™ (a, zp; 2) nZ{n_l)(a, 20;2) <+ (n— 1)Z§n_2)(a, 20;2) 4 ...
(0)

A Zr(Ll_)l(a,Zo; Z) — Zn (CL, 205 Z)

donde las flechas indican la f(~1)"-integracién, con m el subindice de la potencia.
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Ejemplo 3.10. Por proposicién 3.5, inciso 3, podemos suponer que f(0) = 1. Entonces
200 = [ O i
20
(1) 2 FEV(C)
- (f(l ()éR( f( (m1)dc
20
kfOV" ()9 (/ FEVTOFQ) d<)>
20

e on([ o) sreon(f )

De manera analoga se tiene

20k, 7;2) = FOU ()R ( / Z dc) k()3 ( / NSt dc) .

. 2 , .
En general las expresiones generales para ZT(L_)Q(a, 2p; z) son mucho méas complicadas y no las
escribiremos aqui.

3.3. Series de potencias formales en caso hiperbdlico.

En esta seccién se veran series formales para funciones hiperbodlicas. Bajo ciertas circunstancias se
cumple que toda soluciéon de la ecuaciéon de Vekua principal se representa mediante series formales.
En esta seccién f dependerd de x, es decir, f(x+jy) = f(x+jy') y se escribird f(x). En lo que resta
del trabajo, se supondra E = D. La teorfa para E = C, estd en [1] mientras la teoria aqui desarrollada
se encuentra en [4].

Definicién 3.11. Definimos las funciones auxiliares para f

y luego

paran > 1.
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En particular cuando f =1, X}n) (x) = z". La funcién X}n)(az) nos ayuda a representar de una

manera sencilla las series de potencias formales. En [8] se definen otro par de funciones auxiliares,

que en nuestro caso coincide con X ((f/) n- Definimos

n

Z7(1,0:2) =Y (”)X“H') (2)(jy)"- (3.7)

- 2
=0

Proposiciéon 3.12. Sea z = x + jy. Entonces las series de potencias formales se calculan mediante
la siguiente férmula:

Zyla(1,0:2) = SOV @R (2" (10;2)) + VT
Z5,G,0:2) = fT @S (2N, 052) + VT

2 &
B W
o
N
3
\l—‘
]
Ny

Demostracién: Se demostrara solamente (3.8) usando induccién. La demostracién, para (3.9) es
andloga. Para n = 0, notamos que (3.7) se reduce a

Z9(1,0;2) = 1.
Se cumple (3.8) n = 0 puesto que por (3.5)
Z0(1,0;2) = V" (2).
Fijamos m,n, con n > 0 y supongamos que se cumple (3.8), es decir:
Zy)a(1,0;2) = fET @R (27(1,052)) + 3T (@) (127(1,0:2)).
Por la definicién (3.6) se tiene
Z5001,00) = (04 1) [ 280 (10:0) dfgmnn ¢
0

= (n+ 1)V @R ( /O TP ROR (27(1,0:0)) + 53 (27(1,0:C)) dc)

+Hn+ DV (@)S (/O R(.Z"(1,0;0) +if*TV" T ROS (27(1,0;¢)) dC) :
(3.10)

Se nota la que la integral no depende de la curva de 0 a z. Calculando la primera parte de la integral
(3.10) por la trayectoria y(t) =t 4 j2t (¢ € [0,z]), vemos que la parte real de la primera integral es

e [ (oo (35 (2 (2) oo

1=0



32 CAPITULO 3. INTEGRACION Y F-INTEGRACION.

+(2)s (; (1)x0 (g) <jt>") dt) -

Lo cual es equivalente a

(n+1) /02 (J”“”m_”(t)?lCE (

3
VR
=3
~~
-3

L,
—~
~
N—
N
SHES
N——
o
~
~—
\_/

Reordenando la segunda suma, se tiene

(n+1) /0 ) (“‘”’”"(t)% ('no (Z‘)X}”‘“(t) (%) (jt)i>

Para 7 = 0 se tiene .
(n+1) / PO X0 (1) = X (),

Para i > 0, integrando la primera parte de la integral (3.11) se tiene

u=(t), v=(n+1) (") P X 0),

= (3) o /0 (Z . 1)t"‘1X”-i+1<t>dt>
- (Z 0 ("7 )X - k) Z () >i-1xn-i“<t>dt><3.12>

=0

du=i(jt)™',  dv= (" + 1) X}”*l‘“)(t).
- (Z () (") -

Pero la segunda parte la integral (3.12) se cancela con la segunda parte de (3.11). De manera andloga
se calcula la segunda parte de la integral (3.10). Por lo tanto

Z00 (1,052) = FO T @R (L2711, 0;2)) + OV (@) (L2 (1,0;2))

m—n—1
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Esto es (3.7), con n + 1 en lugar de n. Por induccién sobre n, se tiene el resultado. O

Con esta proposicion y la R-linealidad de las potencias formales en sus coeficientes, se tiene el
siguiente teorema.

Lema 3.13. Sea a = a’ + ja”. Entonces

m

Z0 (a,0;2) = a' fOU",Z0(1,0:2) + 50" @, Z2(1,0; 2).

Ejemplo 3.14. Cuando f =1, a = da' +ja”,d’,a" € Ry z = x + jy entonces Z™(a,0; 2) = az".

El siguiente resultado es la clave para aplicar la teoria de las funciones pseudo-analiticas a la
solucion numérica de problemas de Sturm-Liouville. Un polinomio en potencias formales centrado en
Zp €s una suma finita

Teorema 3.15. [8] Sea f € C?*[—b,b] que no se anula. Sea W una solucidn de la ecuacion principal
de Vekua (2.15). Entonces existe una sucesion de polinomios en potencias formales centradas en cero
que converge uniformemente a W en [—b,b] x [—b, b].

Definicién 3.16. Se definen las familias de funciones canonicas {pg(x),vr(x)} asociadas a f (k €
Np) mediante

f(x)XJ(ck) cuando k es impar,

or(T) =
ﬁX((f/)f) cuando k es par,
1 x®  pando k es impar
T@ /s par,

Yr(r) =

f(a:)X}k) cuando k es par.

En términos de las funciones candnicas se definen los polinomios generalizados de onda correspon-
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dientes a f,

s (2.) = (77 oni@) ) ) (3.13)

)
(o) =% (3 (M) eunso)in) ) (3.14)
)

Von_1(z,y) =R Z (:L Un_i(2)(Gy)" |, (3.15)
U2n($a y) =S < (TZ) wn—z(x)(]yy) . (316)

Lema 3.17. Paran >0 y a = da' + jad”,

Z"(a,0;2) = a'tp, (2, y) + a"Un, (2, y) + 5 (a"vn, (2, y) + a'vpy (2, 7)) -

Demostracién: Usar las relaciones

F@)RZM(1,0:2) = uzar(2,y),  f(2)3.27(1,0;2) = uga(,y),

1

1
méﬁ*Z(")(l,O; 2) = vgn_1(z,y), 3.2 (1,0;2) = van(x, y).
T

f(x)

0

La importancia de la teoria desarrollada se muestra en el siguiente resultado que relaciona las
Yk, Y con soluciones de la ecuacion de Sturm-Liouville.

Teorema 3.18. [8] Sea ¢ € C([a,b],C) y sea A € C. Supongamos que existe una solucion f €
C?(a,b) de la ecuacidn

- af =0 (3.17)
en (a,b) tal que f(x) # 0 para todo x € [a,b]. Entonces la solucion general de la ecuacion
9" —ag=2Ag (3.18)

en (a,b) tiene la forma
g =191 + C2G2

donde ¢y, cy son constantes complejas arbitrarias,

g1 = Z m%k go = Z m%kﬂ
k=0 k=0
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y ambas series convergen uniformemente en [a,b] junto con la serie de sus primeras derivadas, las

cuales son
f/
(790% + 2k¢2k1)

00 )\k
r el
k=1

/!

’—iA—k r + (2k + 1)
92—k:0(2k+1)! f902k 2% | -

Las series de las sequndas derivadas convergen uniformemente en cualquier segmento [a1,bi] C (a,b).
Si q admite una extension continua a [a,b], entonces las funciones gy, gs admiten extensiones a

Clla, b].
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Capitulo 4

Operador de Transmutacién

En esta capitulo se explica cémo aplicar la teoria de funciones pseudo-analiticas hiperbdlicas para
resolver problemas de Sturm-Liouville. Esto se hace a través de las relaciones entre el operador 92 —8;
y el operador d/dx? + q(z). Se define un operador de transmutacién entre d/dx? + q(z) y d/dz?, que
es un operador integral tipo Volterra con kernel que es solucién a un problema de Goursat y que se
encuentra por medio de los polinomios generalizados de onda.

Todo el material de este capitulo se encuentra en [8] y las referencias que contiene.

4.1. Problema de Goursat

En esta seccion se define el problema de Goursat para 0/0z. Se exhibe la solucién general del
problema y varias formas de representarla. Se describe su relacién con el operador D’Alembertiano

Pu  u
Ou=—— —. 4.1
ox?  0y? (4.1)
De ahora en adelante se usara solamente el caso hiperbédlico de la teoria ya desarrollada.
Teorema 4.1. La ecuacion dzw = 0 en el cuadrado Sy := [—b, b] x [—b, b] tiene por solucion general

wz,y) = @ (%) oL+ (%) e (4.2)

donde U, ® € C'([-b,b],R) son arbitrarias.

37
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Demostracién: Por definicién de 05 se tiene
1

dzw = 5 (0r — jO,) w
- % ((wy — wy) €1 — (w, + w,) ez) (4.3)

en representacion idempotente. Haciendo el cambio 8 = 5% y a = 1’—;”’ (4.3) se transforma en
Ozw = wgey + wyes. (4.4)

Sea w(z) = &(x,y)e1 + n(z,y)ez. Entonces wg = £ger + nges v wy = {n€1 + Nue€2. Sustituyendo en
(4.4) se tiene por la Proposicién 1.10, incisos 1 y 4 , que

dxw = (Eper +npeq) e — (Ene1 — Nae2) €2
= &ger + nae2.

Por lo tanto
OGw =0 E=0yn,=0. (4.5)

De (4.5) y como S, es convexo entonces se tiene que £ depende solamente de «, y 7 depende solamente
de . Por lo tanto existen ®, ¥ € C'([—b, ], R) tales que

(o, ) = @(a) v nla, B) = ¥(B).

Problema de Goursat para 0/0s: Encontrar la solucién de la ecuacién diferencial
ozw =0 en S,
con las condiciones siguientes en las curvas caracteristicas r =y y ¢ = —y:
w(z,z) =e1P(z) + eV (0) y w(z, —z) = e1P(0) + e2¥(x)
donde ®, ¥ € C'[—b,b], son funciones escalares dadas.

Corolario 4.2. El problema de Goursat para 0/0s tiene una unica solucion, y la solucion es de la
forma 4.2.

Demostracion: Sea w; = ®e;+ V¥ e5 otra solucion del problema de Goursat. Entonces comparando
las soluciones en la diagonales y = £z se tiene

0= (®(z) — P1(x))er + (¥(0) — ¥1(0)ez 0= (2(0) — P1(0))er + (¥(z) — ¥y(x))eq,

de donde necesariamente ® = &, y W = U, O
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Corolario 4.3. Sean @,V funciones escalares definidas en [—b,b] que tienen series de potencias que
convergen uniformemente,

O(z) = ianx" y U(x)= ibn:v".
n=0 n=0

Entonces la solucion del problema de Goursat estd dada por

[e.9]

1
— 2" donde ¢, = —(a, b, 4.6
w(z) nzzoc z onde ¢ 2n(a e; + byez) (4.6)
Ademas se tiene
w[n](())
Cp =
n!

donde w! significa la derivada n-ésima hiperbélica de w.

Demostracion: Por el Teorema 4.1, la solucién del problema de Goursat viene dada por

_l’_ —
w(z,y) = @ (%) e + W (%) e

S (e () o (552) )

Por la proposicién 1.10 y como w!™ = J"Ow y w= de; + Ve,

w(0) = j"®"(0)ey + (—j)"¥"(0)e,
- (j%!%j) e + ((—j)”n!g—z) e

Como j" = e; + (—1)"ez, (—j)" = e2 + (—1)"eq, entonces j"e; = e; y (—j)"e2 = ez. Por tanto
wl(0) = nle,. 0

Ejemplo 4.4. Sea ®(z) = e” y ¥(z) = e~ *. En cualquier intervalo cerrado hay series de potencias
que convergen uniformemente
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Entonces por la Proposicién 1.10, los coeficientes en el enunciado del Corolario 4.3 son
1 /1 N (—=1)"
cn = — | —e e
on \nl " nl 2
1

2nnp!

sim es impar,

jﬁ sin es par.

Asi la solucién w del problema de Goursat esta dada por

n

wE) = ) Qin!ﬂzzi;!

n impar n par

= exp (g) e; + exp (%Z) €2.

Definicién 4.5. (Polinomios de onda) Sea z = x + jy. Se definen los polinomios de onda py,, pn, de
grado n como

=0

P, y) = (Z (7)o W) | (43)

1=0

pus(9) = R (Z (7)o <jy>i) (@7)

Cuando se tiene las hipétesis del Corolario 4.3, usando los polinomios generalizados de onda y el
hecho que 2" = py(x,y) + jp2(x,y) la solucién (4.6) se transforma en

w(z) =Y en (Puy(2,9) + ipna (@, 9)) -

n=0
Relacion de ecuacion de onda con la ecuacion de Vekua.
Teorema 4.6. Sea W € C*(U). Entonces

(D—fT")é)%W:O,
Wg—f—EW:0:>

d <|:1 _ (11/_/‘]3”> W =

En el caso particular fz = 0, W es D-diferenciable,

ORW =0,
Wg: 0 —
agsw = 0.
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4.2. Operador de transmutacién

En esta seccién se define el operador de transmutacién en que se basa el método para resolver

un problema de Sturm-Liouville. Operadores de transmutacién aparecen en los trabajos por ejemplo
(11, 12].

Definicién 4.7. Sean E, E’ espacios vectoriales y sean A, B: E' — E’ operadores lineales. Entonces
T definido en E tal que F; es invariante bajo T', se dice operador de transmutacion de los operadores
A, B si satisface las siguientes condiciones.

1. T es invertible, y T y su inversa 7! son continuas en F,

2. T satisface la ecuacién AT =TB en E;.

Teorema 4.8. Sea g € C([-b,b],R). Dadas ®,¥ € C?(b,—b) hay una solucién inica del problema
de Goursat para O — q

(0 —q¢)K(z,y) = 0,
K(z,z) = @(x),
K(x,—z) = Y(x),

en el cuadrado [—b,b] x [—b, b].

Consideremos el operador

L,=u"— qu. (4.9)
Dada ¢ supongamos que se puede encontrar f € C?[0,b] que no se anule tal que L,[f] = 0. Tomemos
/ 0 1 x
o(x) = f10) + —/ q(s) ds, (4.10)
2 2,
/
W) = L ;0). (4.11)

Con esto definimos K igual a la solucién del Teorema 4.8. Es necesario que f no se anule, porque
1/f aparece en los desarrollos de las potencias formales del Capitulo 3.

Definicién 4.9. Consideremos el operador de Volterra
Tylul(e) = uw) + | Kyl g)uty) dy

actuando en C[—0, b|.
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Teorema 4.10. [2, 9] El operador T cumple

1. Ty es un operador de transmutacion de Lo — X a Ly — A, para todo \ € C.

2. Ty[z*] = px, donde ¢y, es la funcidn candnica asociada a f.

En el teorema anterior, los operadores L, — A actian en C*[—b,b] C C°[—b, b].

Cada vez que tengamos la funcién real valuada Ky, tenemos tambien la funcién K, ,; construida
de la misma manera. Uno de los resultados principales de [8] es el siguiente.

Teorema 4.11. La funcion hiperbdlica
K;—j Ky (4.12)

es una solucion de la ecuacion de Vekua principal hiperbolica (2.15) en [—b, b] x [—b,b].

4.3. Procedimiento para problemas de Sturm-Liouville.

Consideremos el operador lineal L,: C?[0,b] — C[0,b] definido por
Lyu] =u" — qu (4.13)

Para construir el operador de transmutacién entre L, y Lo necesitamos unos teoremas de aproxima-
cién. Lo siguiente es un caso particular de [8, Proposicién 4.1].

Teorema 4.12. Para todo ¢ > 0 existe 6 > 0, con la siguiente propiedad. Supongamos que
Co,C1,y...,b1 ..., satisfacen

<9,

% (Kf(z,z) + Ky(z,—x)) — <cou0(x, r) + chu%,l(x, x))

n=1

1

S (Kp(z,2) — Ky(z, —2)) = Y bptigy (2, 7)

)
2 )

para todo x € [—b, b, donde los u,, son los polinomios generalizados de onda. Entonces para cualquier
x,y € [=b,b] x [—b,b],

K(z,y) — <cou0(x, y) + Z(cnu%_l(x,y) + by (z, y))) <€ (4.14)

n=1
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Teorema 4.13. [2] Los siguientes sistemas {ug,—1(x, ), usn(x, )} son linealmente independientes
y completos en C[—b,b] y CL[—b,b] respectivamente.

Con estos resultados se puede dar el algoritmo para construir la solucién al problema de Sturm-
Liouville siguiente

L,u] = A, u(0) = u(b) = 0. (4.15)

1. Dado g, encontrar f que no se anule en [0, b] tal que L,[f] = 0. La existencia de tal solucién es
explicada en [6], cuando se permite que f sea compleja-valuada.

)

2. Construir las funciones auxiliares X J(cn , X f?} como se explico en el Capitulo 3, luego las funciones

candnicas @y y por tltimo los polinomios generalizados de onda u,(x,y) asociados a f.

3. Fijar N. Encontrar la combinacién de coeficientes {b,} que minimice

sup |(®(x) — U(x)) — Z by, (T, x)

x€[—b,b]

donde ¥, ® estan dadas por (4.10),(4.11).

Notemos que ®(0) = ¥(0), lo cual justifica que no aparece la funcién ug en esta aproximacion. Por el
Teorema 4.13, la funciones ® + ¥, ® — ¥, que son los valores de K en las diagonales del cuadrado,
se pueden aproximar por combinaciones lineales de los polinomios generalizados de onda w,. Por
el Teorema 4.12, se obtienen aproximaciones de los valores de Ky en todo el cuadrado. Definimos
sx(x) = Ty[sin vAz], o sea,

sx(z) = sin vz + /_x K (z,y)sin VAy dy. (4.16)

Anteriormente a los trabajos [5, 8] era dificil encontrar K con suficiente precisién para poder evaluar
esta integral numéricamente. Por el hecho T ;[z*] = ¢} aplicado a la serie de potencias del seno,

sx(x) = sin Vz + Z by, Z (Z) On—k() / tF sin v\t dt.
n=1 k=1 -

Por el Teorema 4.10 , L,[s\] = sy, y obviamente se satisface la primera condicién de frontera
sx(0) = 0. Hay que encontrar para cudles A se tiene s)(b) = 0.
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4. Evaluar la funcién

sx(x) = sin Vz + Z bn, Z (Z) Pn—k / ¥ sin v\t dt.

n=1 k=1 -

como funcién de v/, y calcular sus ceros numéricamente. Estos son los eigenvalores que se
buscan.

Para estimar sy, se truncan las series a un numero finito de términos, se calculan las raices de
b L,k - . . .
f_bt sin v/t dt, las cuales se usan como aproximaciones a los eigenvalores del problema.

En [8] se explica que a diferencia de métodos anteriores, este método no pierde precisién para
valores grandes de A\ € R.

Todo lo anterior se hace con la teoria de funciones R-valuadas, con la excepcién de los polinomios
generalizados de onda {u,} que requieren a los niimeros hiperbélicos para su definicién.



Capitulo 5

Conclusiones

Este trabajo describe una forma recientemente descubierta para resolver problemas de Sturm-
Liouville con alta precisién. Este método se basa en la teoria de las funciones pseudo-analiticas
modificada para los nimeros hiperbdlicos en vez de los niimeros complejos. Hemos dado demostra-
ciones de muchos aspectos que no se encuentran explicitamente en las fuentes originales.

En particular hemos detallado propiedades del anillo de los nimeros hiperbélicos, la diferencia-
cién e integracién de funciones con valores hiperbélicos, la construccion de polinomios de onda y el
operador de transmutacién para un problema de Sturm-Liouville.
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