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1.1. Construcción de códigos lineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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Resumen

En esta tesis daremos un gran panorama de los códigos Reed-Muller generalizados. En
los caṕıtulos uno, dos y tres veremos su construcción vista como el cociente del anillo de
polinomios en varias variables sobre el ideal anulador de un subconjunto del espacio pro-
yectivo; la extracción de sus parámetros básicos a través del uso del álgebra conmutativa
y por último abordaremos una serie de ejemplos de dichos códigos, dando fórmulas de sus
parámetros aśı como el a-invariante y los generadores del ideal anulador asociado.

Los caṕıtulos cuatro y cinco tratan dos temas independientes, en el primero generali-
zaremos el producto de códigos a través de la inmersión de Segre y como dicho producto
hereda ciertas propiedades de cada uno de los elementos del producto. Por último daremos
una definición alterna a la distancia mı́nima de un código la cual da lugar a una nueva
manera de calcular dicho parámetro.
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Abstract

In this thesis we will give a great overview of the generalized Reed-Muller codes. In
chapters one, two and three we shall see its construction as the quotient of the ring of
polynomials in several variables over the vanishing ideal of a subset of the projective
space; the extraction of its basic parameters through the use of the commutative algebra.
In chapter three we will view a series of examples of such codes giving formulas of their
parameters, as well as the a-invariant and the generators of the associated vanishing ideal.

Chapters four and five deal with two independent themes, in the first we will generalize
the product of codes through the Segre embedding and as that product inherits certain
properties of each of the elements of the product. In the chapter five we will give an
alternative definition to the minimum distance of a code, which gives rise to a new way
of calculating this parameter.
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Introducción

La Teoŕıa de códigos es la rama de las matemáticas y de la computación que se ocu-
pa de la transmisión de información y detección de errores en la información recibida.
A grandes rasgos codificar es transformar información en una señal convenida para su
comunicación. Aśı, un código algebraico es aquel donde la transformación está dada por
cualquier transformación lineal inyectiva y la detección de errores está parametrizada por
una métrica definida en el espacio ambiente de dicha transformación. Nosostros estudia-
remos aquellos códigos dados por la siguiente estructura.

Definimos al d−ésimo código evaluación Reed-Muller generalizado Cd(X) como la
imagen de la siguiente función:

evd : Rd = K[x0, . . . , xn]d → K |X|, f 7→ (f(P1), . . . , f(P|X|)) (1)

donde K es un campo finito, X un subconjunto del n−ésimo espacio proyectivo Pn y
P1, . . . , P|X| la representación estándar de los puntos de X.

Este trabajo tiene tres objetivos principales.

El primero es definir y mostrar de una manera progresiva lo necesario para llegar a la
ecuación anterior y que de manera natural tengamos noción de cuáles son las propiedades
más importantes de Cd(X): su longitud, dimensión y distancia mı́nima y qué herramientas
usar para obtenerlas. Por herramientas nos referimos a conceptos y resultados de distintas
áreas como el álgebra conmutativa, geometŕıa algebraica y álgebra computacional.

El segundo objetivo es esclarecer con tres familias particulares de códigos evaluación
Reed-Muller como obtener para cada d los parámetros básicos de Cd(X) aśı como gene-
radores del ideal anulador de X y el a-invariante asociado.

El tercer objetivo es lo que llamo ir de lo particular a lo general y un análisis al-
terno, pues generalizaremos el concepto de código asociado a la inmersión de Segre como
producto directo de códigos y códigos proyectivos de Segre. Por otro lado atacaremos el

9
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problema de encontrar la distancia mı́nima (el parámetro más dif́ıcil de entender) de un
código Reed-Muller definiendo la distancia mı́nima de un ideal graduado, sus principales
propiedades y la equivalencia entre ésta distancia y la distancia mı́nima de un código
dando lugar a una nueva manera de calcular dicho parámetro y que pienso, es el resultado
más fuerte que se expondrá en ésta tesis.



Para ti Cocolito



12 INTRODUCCIÓN



Caṕıtulo 1

Códigos Lineales

Pensemos en la siguiente situación, el sujeto A quiere enviar un mensaje M al sujeto B,
el mensaje viajará a través de un canal (red telefónica, internet, transmisión satelital, etc.)
hasta llegar al sujeto B, la cuestión es la siguiente: ¿El mensaje enviado es el mismo que el
mensaje recibido? existen distintos factores que pueden modificar el mensaje (montañas,
tormentas o señales externas), a cualquier factor posible que evite que el mensaje M sea
igual al mensaje recibido M ′ se le llama ruido.

Si A denota un alfabeto y PA denota todas las posibles palabras con dicho alfabeto,
los mensajes M y M ′ los podemos ver como subconjuntos de PA, con estas condiciones
el ruido modifica palabras de PA en PA. En lo siguiente, al alfabeto A lo encajaremos
en un campo finito K y las palabras en Kn para algún n ∈ N por lo que una palabra x
representa un elemento de Kn y un mensaje M representa un subconjunto de Kn.

En la primera sección de este caṕıtulo nos enfocaremos en dar soluciones para aproxi-
mar el problema de recobrar M dado M ′. Dichas soluciones se les conoce como Códigos
Algebraicos, los cuales en principio deben contener cualquier posible palabra de M y me-
diante una métrica miden si las palabras de M ′ son lo suficientemente cercanas a las de M
para decidir si alguna palabra p′ ∈M ′ corresponde a una única palabra en M . La segunda
sección es mucho más técnica pues sólo es una recopilación de conceptos y resultados que
son necesarios en los siguientes caṕıtulos.

1.1. Construcción de códigos lineales

Definición 1.1.1 Sea Kn un K-espacio vectorial con K un campo con q elementos. Un
código lineal sobre un alfabeto K será un subespacio vectorial C de Kn.

1
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Por lo que, si |Kn| = qn entonces |C| = ql con l ≤ n. Si {g1, . . . ,gl} es una base para
C, entonces la matriz G = {gj}lj=1 ∈Mn×l(K) cuyas columnas son los vectores de la base,
se dice generatriz del código C, aśı la transformación G : K l → Kn tiene como imagen a
C.

Si m ∈M es una palabra que se quiere enviar, p = G(m) es la palabra codificada y es
la palabra que se enviará, es decir, trabajaremos con G(M) en vez de M . A continuación
describiremos las herramientas necesarias para determinar cuando una palabra recibida
p′ pertenece o no a G(M) o no hay manera de saberlo.

Definición 1.1.2 Sean x, y ∈ Kn, la distancia de Hamming entre x y y denotada por
d(x, y) es el número de posiciones en el cual x y y difieren. Es decir, si x = (x1, . . . , xn) y
y = (y1, . . . , yn):

d(x, y) = |{j : xj 6= yj}| . (1.1)

El peso de Hamming w(x) de x ∈ Kn es el número de coordenadas no cero de x y se
tiene que d(x, y) = w(x− y).

Teorema 1.1.3 La distancia de Hamming d : Kn×Kn → N es una métrica, por lo tanto
(Kn, d) es un espacio métrico.

Demostración. Sólo demostraremos la desigualdad del triángulo ya que las demás
propiedades son evidentes. Se tiene para cualesquiera s, t ∈ Kn la siguiente propiedad.

w(s) ≤ w(s− t) + w(t) (1.2)

Sea sj una coordenada de s con j fijo, si sj 6= 0 entonces sj − tj 6= 0 o sj = tj y en
cualquier caso siempre se contribuye con un uno por lo tanto lo anterior se cumple, aśı
poniendo a s = x− y y t = x− z tenemos: w(x− y) ≤ w(z − y) + w(x− z) por lo tanto

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y). (1.3)

Definición 1.1.4 La distancia mı́nima de un código C ≤ Kn se define como:

δ(C) = min d(x, y) (1.4)

tales que x 6= y ∈ C.

Si el código C es lineal y definimos el peso mı́nimo de un código C como

w(C) = min w(x− y) (1.5)
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tales que x 6= y ∈ C, entonces δ(C) = w(C). Un (n, l, δ(C))−código es un código de
longitud n, dimenśıon l y distancia mı́nima δ(C).

Si p′ es una palabra recibida y existe p ∈ C tal que d(p, p′) ≤ b δ(C)−1
2
c entonces la

palabra que quiso ser enviada es p, es decir, p es el único elemento en C que satisface
dicha desigualdad. En efecto, supongamos que existe ∃z ∈ C tal que d(p′, z) ≤ b δ(C)−1

2
c

luego

d(p, z) ≤ d(p, p′) + d(p′, z) ≤ bδ(C)− 1

2
c+ bδ(C)− 1

2
c ≤ δ(C)− 1 < δ(C) (1.6)

lo cual representa una contradicción.
Si d(p, p′) > b δ(C)−1

2
c ∀p ∈ C entonces el código no es capaz de saber que palabra se

quiso enviar.

Corolario 1.1.5 Un código es capaz de detectar y corregir b δ(C)−1
2
c errores.

Por lo que un buen código C debe tener distancia mı́nima lo más grande posible.
La siguiente proposición nos permite saber que tan grande puede ser δ(C) en términos

de su longitud y dimensión.

Proposición 1.1.6 Si C es un código lineal sobre Kn con dimKC = l y δ(C) = d,
entonces se cumple:

d ≤ n− l + 1 (1.7)

Ésta cota es conocida como la cota de Singleton para la distancia mı́nima
Demostración. Consideremos el subespacio lineal W ⊆ Kn definido por

W = {(a1, . . . , an) : ai = 0 ∀i ≥ d} (1.8)

Notemos que si a ∈ W entonces w(a) ≤ d− 1 por lo que W ∩ C = {0} y se sigue

l+(d−1) = dimKC+dimKW = dimK(C+W )+dimK(W∩C) = dimK(C+W ) ≤ n (1.9)

Definición 1.1.7 Los códigos en los que se cumple la igualdad l+d = n+1 son llamados
códigos de distancia máxima separable (DMS).

Un ejemplo de códigos con distancia máxima separable son los códigos de Reed-
Solomon:
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Ejemplo 1.1.8 Sea n = q − 1 y ξ ∈ F∗q un elemento primitivo del grupo multiplicativo
de Fq, es decir F∗q = {ξ, ξ2, . . . , ξn = 1}. Para algún natural l con 1 ≤ l ≤ n, consideremos
el siguiente espacio vectorial sobre Fq de dimensión l

Fl = {f ∈ Fq[x] : deg f ≤ l − 1} (1.10)

y la función evaluación ev : Fl → Fqn dada por

ev(f) := (f(ξ), f(ξ2), . . . , f(ξn)) (1.11)

Claramente ésta función es lineal e inyectiva porque un polinomio en Fl tiene a lo más
l − 1 ráıces y l − 1 < n. Por lo tanto

Cl =
{

(f(ξ), f(ξ2), . . . , f(ξn)) : f ∈ Fl
}

(1.12)

es un código de dimensión l. El peso de una palabra codificada c = ev(f) ∈ Cl con
c 6= 0 es

w(c) = n−
∣∣{i ∈ {1, . . . , n} : f(ξi) = 0

}∣∣ (1.13)

≥ n− deg f ≥ n− (l − 1)

Por lo que d ≥ n+ 1− l pero por la proposición anterior se cumple d ≤ n+ 1− l por lo
tanto d = n+ 1− l, aśı los códigos de Reed-Solomon son de distancia máxima separable
sobre Fq.

Hasta aqúı nos hemos dado cuenta que la distancia mı́nima juega un papel muy impor-
tante dentro de los códigos lineales y ya se tienen ciertas sospechas sobre la complejidad de
la misma. La naturaleza finita de los códigos hace que sus parámetros sean computables.
Para la dimensión y longitud existen programas eficientes que los determinan (Macau-
laey 2) pero para la distancia mı́nima se tiene otra historia. Mucho se ha trabajado en
encontrar otras caracterizaciones de δ(C) y generar algoritmos eficientes que la calculen
de manera directa como indirecta, ésta discusión la dejaremos pendiente por el momento.
Enseguida generalizaremos la noción de distancia mı́nima.

Definición 1.1.9 Dado un subcódigo D de C (D es un subespacio lineal de C), el soporte
de D, denotado por χ(D), es el conjunto de posiciones no cero de D, es decir,

χ(D) := {i : ∃ (a1, . . . , as) ∈ D, ai 6= 0}.

El r-ésimo peso generalizado de Hamming de C, denotado por δr(C), es el tamaño del
soporte más pequeño de un subcódigo r-dimensional, es decir,

δr(C) := mı́n{|χ(D)| : D es un subcódigo lineal de C con dimK(D) = r}.
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La primera observación a esta definición es que δ1(C) = δ(C). Recordemos que los
subespacios unidimensionales de C son aquellos generados por un elemento fijo de C y
que ∀λ 6= 0 ∈ K y ∀c ∈ C w(λc) = w(c) por lo que |χ(c)| = w(c) ∀c ∈ C y de esto se
sigue que δ1(C) = δ(C).

La segunda observación es el siguiente teorema:

Teorema 1.1.10 [36] Sea C un código (n,l,δ(C))-lineal. Entonces δr(C) ≤ n− l+ r para
r = 1, . . . , l y además tenemos:

1 ≤ δ(C) < δ2(C) < . . . < δr(C) ≤ n. (1.14)

Si r = 1 entonces recobramos la cota de Singleton para la distancia mı́nima. El peso
generalizado de Hamming a recibido mucha atención; vea [6, 12, 33, 36, 37] y las referencias
que se tienen en estas.

1.2. Anillos y módulos graduados

Ya que el objetivo principal de ésta tesis es hacer un análisis profundo de los códigos
Reed-Muller. En ésta sección recordaremos algunos conceptos y resultados básicos de
teoŕıa de módulos graduados pues son fundamentales para definirlos y entenderlos.

De ahora en adelante cuando hablemos de un anillo nos referiremos a un anillo con-
mutativo con identidad y en esta sección K representa cualquier campo.

Definición 1.2.1 Una graduación de un anillo R es una familia {Rd}d∈Z de subgrupos
Rd del grupo aditivo de R tales que R =

⊕
d∈Z

Rd y para todo d, e ∈ Z se tiene que

RdRe ⊂ Rd+e. Un anillo R se dice anillo graduado si posee una graduación {Rd}d∈Z.

En particular se tiene que R0R0 ⊂ R0, por lo que R0 es un anillo. Si para todo d < 0,
Rd = 0 entonces se dice que R es un anillo positivamente graduado. Un elemento
de Rd es llamado elemento homogéneo de grado d. Por lo tanto todo elemento de
R se puede escribir de manera única como una suma finita de elementos homogéneos. Al
conjunto de elementos homogéneos de R lo denotaremos por Rh

Ejemplo 1.2.2 Sea R = K[x0, . . . , xn] entonces R posee la siguiente graduación: Sea
d ≥ 0 definimos:

Rd := {f ∈ R : f =
∑
i

aix
i0
0 · · ·xinn , i0 + · · ·+ in = d y ai ∈ K ∀i} ∪ {0}
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y para d < 0 Rd :=< 0 >. A dicha graduación se le conoce como graduación estándar y
es el anillo es la graduación con la que se trabajará a lo largo de esta tesis a menos que
se diga lo contrario.

Definición 1.2.3 Sea R un anillo graduado. Un R-módulo M se llama módulo gra-
duado si existe una sucesión {Md}d∈Z de subgrupos aditivos de M, tal que M =

⊕
d∈Z

Md

y para todo d, l se cumple que RdMl ⊂Md+l.

Un submódulo N de M se llama submódulo homogéneo si N =
⊕
d∈Z

Nd en donde

Nd = N ∩Md para todo d; en particular un ideal I de R es un ideal homogéneo si

I =
∞⊕
d=0

I ∩Rd o si es generado por elementos homogéneos de R.

Como R0 es un anillo y R0Md ⊂ Md ∀d ∈ Z, entonces Md es un R0-módulo ∀d ∈ Z,
en particular si R0 es un campo entonces Md es un R0-espacio vectorial ∀d ∈ Z.

El módulo cociente M/N es también un A−módulo graduado con la siguiente gradua-
ción: (M/N)d = (Md +N)/N ∼= Md/Nd.

Si M =
⊕
d∈Z

Md y N =
⊕
d∈Z

Nd son R−módulos graduados, entonces la suma directa

(externa) M
⊕

N es un módulo graduado donde (M
⊕

N)d = Md

⊕
Nd ∀d ∈ Z, es una

graduación.

Definición 1.2.4 Sea M un R−módulo graduado. Para a ∈ Z definamos el módulo con
corrimiento a como M(a) := M , pero con graduación (M(a))d = Md+a

Definición 1.2.5 Sean M y N R−módulos graduados. Un homomorfismo graduado
es un homomorfismo φ : M → N tal que para todo d, φ(Md) ⊆ Nd

Lema 1.2.6 Si φ en un homomorfismo graduado entonces ker(φ) es un submódulo gra-
duado del dominio de φ.

Demostración. En efecto, sea B = ker(φ) demostremos que B =
⊕
d∈Z

Bd con Bd =

B ∩Md. Sea b ∈ B, como M =
⊕
d∈Z

Md entonces a =
∑n

j=1 aij aij ∈ Mij ∀j = 1, . . . , n

y {i1, . . . , in} ⊆ N además φ(b) =
∑n

j=1 φ(aij) = 0 y como φ(Mij) ⊆ Nij ∀j = 1, .., n y
N =

⊕
d∈Z

Nd entonces φ(aij) = 0 ∀j = 1, .., n luego aij ∈ B∩Mij ∀j = 1, .., n, aśı b ∈
⊕
d∈Z

Bd

y B ⊆
⊕
d∈Z

Bd. Claramente B ⊇
⊕
d∈Z

Bd, por lo tanto ker(φ) es un submódulo graduado.
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Definición 1.2.7 Sea M un R−módulo graduado. Decimos que M tiene una resolución
libre graduada finita (r.l.g.f) si existe la siguiente sucesión exacta:

0→Mt
φt−−→Mt−1

φt−1−−−−→ · · · φ2−−→M1
φ1−−→M0

φ0−−→M → 0 (1.15)

Donde los Mi’s son R−módulos graduados libres finitamente generados, es decir, de
la forma:

Mi
∼= R(α1i)⊕R(α2i)⊕ · · · ⊕R(αqi), αji ∈ Z (1.16)

y los φi son homomorfismos graduados, donde R(αji) es el R-módulo que se define
como R(αji)k = R(αji+k), R(αji) = ⊕

k∈Z
R(αji)k.

Teorema 1.2.8 [10] Cuando M es un módulo graduado sobre un álgebra graduada las
cual es generada sobre un campo por sus elementos de grado positivo se tiene que M
posee una r.l.g.f.

Corolario 1.2.9 Cuando R = K[x0, . . . , xn] e I es un ideal graduado el R−módulo R/I
tiene una r.l.g.f .
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Caṕıtulo 2

Códigos Reed-Muller Generalizados

Sea K cualquier campo y sea R = K[x0, . . . , xn] el anillo de polinomios en n + 1
indeterminadas. Como en el ejemplo 1.2.2 para cada d ≥ 0 definimos:

Rd := {f ∈ R : f =
∑
i

aix
i0
0 · · ·xinn , ai ∈ K, i0 + · · ·+ in = d ∀i} ∪ {0}.

Es fácil ver que ∀d Rd es un K-espacio vectorial de dimensión finita. Si I es un ideal
de R generado por polinomios en

⋃
d∈N0

Rd entonces para cada d ∈ N0 Id es un subespacio

de Rd por lo que tiene sentido pensar en los K-espacios vectoriales Rd/Id con d ∈ N0.

Recordemos que un código lo podemos pensar como un encaje lineal de un espacio
vectorial en un espacio ambiente, con esto en mente resultaŕıa interesante estudiar los
espacios Rd/Id bajo encajes en ciertos ambientes y ver que información relevante podemos
obtener haciendo uso de la teoŕıa que nos ofrece el álgebra conmutativa y computacional
pues sabemos que los anillos de polinomios son fuertemente estudiados en éstas áreas.

Los códigos Reed-Muller generalizados que introduciremos en este caṕıtulo son un tipo
de familia {Rd/Id}d∈N0 donde I es el ideal anulador de un subconjunto de un espacio pro-
yectivo. Mucho de lo que leeremos a continuación es un repaso de los conceptos necesarios
tanto para definir como para obtener información de dicha familia.

2.1. Espacios proyectivos

Definición 2.1.1 Sea K un campo, definimos el (n+ 1)−espacio af́ın como

An+1 = {(p0, . . . , pn) : pi ∈ K ∀i}

9
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y al n−espacio proyectivo Pn como An+1−{0} bajo la siguiente relación de equivalencia
(p0, . . . , pn) ∼ (λp0, . . . , λpn) para todo λ ∈ K distinta de cero. Para cada P ∈ An+1−{0},
[P ] denota un elemento en Pn.

Observación 2.1.2 Sea R = K[x0, . . . , xn], cada polinomio g ∈ R define una función
canónica g : An+1 → K la cual evalúa a cada punto de An+1 en g, sin embargo esta
función no pasa al proyectivo pues deja de estar bien definida. Sea f ∈ Rd para algún d > 0
entonces ∀λ ∈ K y ∀P ∈ An+1 se tiene que f(λa) = λdf(a), si P 6= 0 y pi es la primera
entrada no cero de P tenemos lo siguiente: (f/xdi )(λP ) = λdf(P )/(λpi)

d = f(P )/pdi
∀λ 6= 0, si pi = 1 entonces (f/xdi )(λP ) = f(P ) ∀λ 6= 0.

Proposición 2.1.3 Sea P ′ ∈ Pn. Existe un único representante P ∈ An+1 con primer
entrada pi = 1, es decir P = (0, 0, . . . , pi = 1, pi+1, . . . , pn) con pj ∈ K ∀j = i + 1, . . . , n,
a éste único representante se le conoce como la representación estándar de P ′.

Demostración. Sea P ′ ∈ Pn y (p′0, . . . , p
′
n) ∈ P ′, como sus entradas no son todas

cero existe una primera entrada tal que p′i 6= 0, multiplicando por p′i
−1 a (p′0, . . . , p

′
n),

tenemos el representante P = (0, 0, . . . , pi = 1, pi+1, . . . , pn) ∈ P ′, ahora veamos que P
es único: Sea (0, .., 1, bj+1, . . . , bn) otro representante de P ′ con dicha propiedad, entonces
existe λ 6= 0 ∈ K tal que (0, . . . , 0, p′i = 1, p′i+1, . . . , p

′
n) = (0, . . . , 0, λ, λbj+1, . . . , bn). Si

j < i entonces pj = λ 6= 0 lo cual contradice el hecho de que pi es la primer i-ésima
coordenada distinta de cero, si i < j implica bi = 0, se sigue que pi = 0 lo cual no puede
ser. Aśı i = j y por lo tanto λ = 1, es decir P es único.

Si f es un polinomio de R y P ∈ An+1 la representación estándar de algún punto
P ′ ∈ Pn evaluar f en P ′ se define como f(P ) lo cual es equivalente a evaluar P ′ en f/xdi ,
es decir, f(P ) = f/xdi (λP ) ∀λ 6= 0. Ésta equivalencia la hemos mencionado porque son
usadas en los art́ıculos que mencionaremos a lo largo de esta tesis; nosotros usaremos la
evaluación en la representación estándar únicamente por que su notación es más corta.

Definición 2.1.4 Sea T un subconjunto de polinomios homogéneos de R. Definimos el
conjunto de ceros de T en Pn como:

Z(T ) = {[P ] ∈ Pn : f(P ) = 0 ∀f ∈ T} .

Si I es el mı́nimo ideal homogéneo de R que contiene a T se tiene que: Z(I) =
Z(T ) y existen f1, . . . , fr polinomios homogéneos que pertenecen a I tales que Z(T ) =
Z(f1, . . . , fr).
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Lema 2.1.5 [7] Si V,W ⊂ Pn son conjuntos algebraicos, entonces también lo son V ∪W
y V ∩W .

Demostración. Supongamos que V = V (f1, ..., fs) y W = V (g1, ..., gt). Entonces
afirmamos que

1. V ∩W = V (f1, ..., fs, g1, ..., gt)

2. V ∪W = V (figj : 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t)

La primera igualdad es trivial. Enfoquémonos en la segunda igualdad, si [P ] ∈ V ,
entonces todos los f ′is se anulan en P y por consiguiente los productos figj’s se anulan en
dicho punto, de esto se sigue que V ⊂ V (figj), de manera análoga: W ⊂ V (figj) por lo
que V ∪W ⊂ V (figj).

Sea [P ] ∈ V (figj). Si [P ] ∈ V hemos terminado, si no, existe i tal que fi(P ) 6= 0 y
como fi([P ])gj([P ]) = 0 ∀j se tiene que [P ] ∈ W luego V (figj) ⊂ V ∪W .

Del lema anterior se sigue que la colección de conjuntos algebraicos de Pn define una
topoloǵıa bajo conjuntos cerrados conocida como la Topoloǵıa de Zariski.

Para cada ideal homogéneo de R hemos asociado un conjunto en Pn el cual es cerrado
bajo la topoloǵıa de Zariski. De igual manera, dado X ⊂ Pn definimos su ideal anulador IX
como el ideal generado por el conjunto

{
f ∈ Rh : f(P ) = 0 ∀[P ] ∈ X

}
, al anillo graduado

R/IX se le conoce como el anillo coordenado de X.

En Geometŕıa Algebraica Clásica se estudia el v́ınculo entre la estructura topológica
de Pn y la estructura algebraica de R = K[x0, . . . , xn] (cuando K es un campo alge-
braicamente cerrado) bajo conjuntos algebraicos e ideales anuladores . Aunque este tema
es bastante interesante, lamentablemente cuando K es un campo finito, la topoloǵıa de
Zariski resulta ser la topoloǵıa discreta pues en general, los puntos resultan ser conjuntos
algebraicos, de hecho para cualquier campo K y [P ] ∈ Pn junto con su representación
estándar (p0, . . . , pn):

{[P ]} = V (pjxi − pixj) (2.1)

Aśı que no hay mucho de que hablar topológicamente cuando el campo es finito, sin
embargo, En el Caṕıtulo 3 y Secciones 3.2 y 3.3 veremos que los generadores de ideales
anuladores de variedades proyectivas sobre sus cerraduras algebraicas nos dan información
de los generadores de ciertos ideales sobre los campos iniciales.
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2.2. Códigos evaluación Reed-Muller

Sea K un campo, X un subconjunto finito de Pn, si [P1], . . . , [P|X|] son los puntos de
X con P1, . . . , P|X| su representación estándar. La función evaluación

evd : Rd = K[x0, . . . , xn]d → K |X|, f 7→ (f(P1), . . . , f(P|X|)) (2.2)

define una función lineal (ver la Observación(2.1.2) y Proposición (2.1.3)) de K-
espacios vectoriales.

Definición 2.2.1 Cuando K es un campo finito la imagen de evd, denotada por CX(d),
define un código lineal que llamaremos código evaluación Reed-Muller generalizado de
orden d.

Como ya sabemos, por un código lineal nos referimos a un subespacio vectorial de
K |X|. El kernel de evd es precisamente (IX)d. Por lo que hay un isomorfismo entre los
espacios vectoriales

(R/IX)d 'K CX(d). (2.3)

Los elementos de CX(d) que no son cero pueden ser interpretados como polinomios
homogéneos de grado d que no se anulan en todo X. Por eso estamos interesados en
la estructura algebraica del ideal IX , sus generadores, y la dimensión como K−espacio
vectorial de cada una de sus componentes homogéneas, aśı como la cardinalidad de X; re-
cordemos que los parámetros básicos de CX(d) son su longitud |X|, dimensión dimKCX(d)
y distancia mı́nima δ(CX(d)) la cual se denota también como δX(d).

Definición 2.2.2 Sea R = K[x0, . . . , xn] el anillo de polinomios e I un ideal homogéneo
de R. La función de Hilbert de I es:

HI(d) := dimKRd/Id, d = 0, 1, 2, . . .

En estos términos, para cada d ∈ N el código Reed-Muller CX(d) tiene dimensión
HI(d).

Proposición 2.2.3 Consideremos a R = K[x0, . . . , xn], una base para Rd es:

Xd = {xi00 · · ·xinn : ij ∈ N 3 i0 + · · ·+ in = d} (2.4)

y la dimensión de Rd es
(
n+d
d

)
.
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Demostración. Sea xi00 · · ·xinn ∈ Xd, asociándole la d−tupla

ad = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i0

, . . . , n, . . . , n︸ ︷︷ ︸
in

)

y a su vez asociándole a ad la d−tupla:
bd = (0 + 1, 0 + 2, . . . , 0 + i0, . . . , j+ (i0 + · · ·+ ij−1 + 1), . . . , j+ (i0 + · · ·+ ij), . . . , n+

(i0 + · · ·+ in−1 + 1), . . . , n+ (i0 + · · ·+ in = d))
Obtenemos que la cantidad de elementos de la forma bd son todas las combinaciones

posibles de tomar d elementos de d+ n elementos, es decir
(
n+d
d

)
.

Proposición 2.2.4 Sea

0→Mt
φt−−→Mt−1

φt−1−−−−→ · · · φ2−−→M1
φ1−−→M0 → 0 (2.5)

una sucesión exacta de K-espacios vectoriales de dimensión finita, entonces

t∑
i=0

(−1)idimK(Mi) = 0 (2.6)

Demostración. Procedamos por inducción sobre el número n = t+ 1 de K-espacios
vectoriales involucrados en la sucesión.

a. Para t = 1 y n = 2 tenemos la sucesión 0→M1
φ1−−→M0 → 0 Donde ker(φ1) = 0 y

Im(φ1) = M0, luego M1
∼= M0 por lo que

dimK(M0)− dimK(M0) = 0 (2.7)

Supongamos que la fórmula se cumple para n = t espacios, es decir

0→Mt−1
φt−1−−−−→ · · · φ2−−→M1

φ1−−→M0 → 0 (2.8)

b. Demostremos que se cumple para n = t+ 1 espacios. Sea

0→Mt
φt−−→Mt−1

φt−1−−−−→ · · · φ2−−→M1
φ1−−→M0 → 0 (2.9)

Haciendo M = φ2(M2) = ker(φ1) obtenemos la sucesión exacta

0→Mt
φt−−→Mt−1

φt−1−−−−→ · · ·M2
φ2−−→M → 0 (2.10)
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con t espacios, luego por hipótesis de inducción:
∑t

i=2(−1)idimK(Mi) = dimK(M),
pero M1/M ∼= φ1(M1) = M0, por lo que dimK(M) = dimK(M1)− dimK(M0) luego

t∑
i=0

(−1)idimK(Mi) = 0 (2.11)

La fórmula anterior se conoce como la fórmula de Poincaré y nos dice que que la
dimensión de espacios vectoriales es una función aditiva.

Definición 2.2.5 Sea R cualquier anillo y Spec(R) = {P ⊂ R : P es ideal primo deR}
el espectro R. Una cadena de Spec(R) es una sucesión ordenada (bajo la inclusión) de
elementos de Spec(R), la longitud de una cadena finita es su número de elementos. La
dimensión de Krull de R se define como:

dimR := sup{longitudes de cadenas de Spec(R)}

Teorema 2.2.6 (Hilbert)[29] Sea R = K[x0, . . . , xn] e I un ideal homogéneo de R tal
que dim(R/I) = k. Entonces existe un polinomio hI(x) ∈ Q[t] de grado k − 1 (el grado
del polinomio cero es −1) tal que HI(d) = hI(d) para d� 0.

Observación 2.2.7 Dado X un subconjunto no vaćıo de Pn, hemos definido una sucesión
de códigos {CX(d)}d∈N0, la cual a su vez define una sucesión de enteros {HX(d)}d∈N0

donde HX(d) := HIX (d). Por el teorema de Hilbert-Serre la sucesión {HX(d)}d∈N0 diverge
si dimR/I > 1 o es constante a partir de d suficientemente grande, como CX(d) ≤ K |X| ∀d
entonces HX(d) ≤ |X| ∀d luego 0 ≤ dim(R/IX) ≤ 1.

Proposición 2.2.8 [1, 25, 20, 23, 5] Sea I = IX entonces I = ⊕∞r=γXIr con IγX 6= 0 y
γX es el grado más pequeño de las componentes homogéneas no triviales de I. Existe un
elemento llamado el a- invariante de X (o el a-invariante del ideal IX) denotado por aX
que satisface lo siguiente:

1. HX(d) = dimK Rd =
(
n+d
d

)
si y sólo si d < γX .

2. 1 = HX(0) < HX(d) < HX(d+ 1) < |X| para 0 ≤ d < aX .

3. 1 < δ(CX(d+ 1)) < δ(CX(d)) para 0 ≤ d < aX .

4. HX(d) = |X| para d > aX .

5. El anillo R/I es un anillo Cohen-Macaulay cuya dimensión de Krull es 1.
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El número reg(R/I) := aX + 1 es llamado el ı́ndice de regularidad o regularidad de
R/IX y es el mı́nimo entero tal que HX(d) = hX(d) = |X|.

Corolario 2.2.9 dim(R/IX) = 1 si X es no vaćıo.

La utilidad del inciso 3 en nuestro caso particular: {CX(d)}d∈N0 , es que estudia su efi-
ciencia, pues para d ≥ aX + 1: CX(d) = K |X| y por la cota de Singleton (ver Ec.(1.1.6)):
CX(d) es un código de distancia mı́nima δ(CX(d)) = 1, el cual es inservible pues no detec-
ta ni corrige errores. Por otro lado, debido a la naturaleza computacional de los códigos
evaluación, aX nos da una cota para generarlos.

Recordemos que una resolución graduada libre de R/IX es una sucesión exacta de la
forma:

0→ ⊕R(−αir)βir → · · · → ⊕R(−αi1)βi1 → R→ R/IX → 0

restringiendo a la componente d de la sucesión y usando la fórmula de Poincaré obtenemos
la fórmula general para la función de Hilbert de IX :

HX(d) =

(
m− 1+d

d

)
+

r∑
j=1

(−1)j
∑
i

βij

(
m− 1+d− αij

d− αij

)
(2.12)

Es decir, en términos de una resolución libre graduada finita (r.l.g.f) podemos recobrar
la dimensión de CX(d). Macaulay 2 es un programa computacional que entre muchas cosas
calcula una resolución libre graduada finita (r.l.g.f) cuando se conocen los generadores de
IX , por lo que es muy importante esta ecuación a la hora de generar códigos.

2.3. Bases de Gröbner

Como ya sabemos K[x] es un D.I.P y por el algoritmo de la división saber si f ∈ K[x]
pertenece a un ideal dado I, es equivalente a saber si el residuo de dividir a f por el
polinomio generador de I es cero o no. Estos resultados son valiosos para el anillo R =
K[x0, . . . , xn], pues aunque R no es D.I.P y por lo tanto no es Dominio Euclideano, si que
es finitamente generado y preguntarnos si dado f ∈ R y un conjunto finito de polinomios
{f1, . . . , fm} ¿es siempre posible escribir a f como combinación de {f1, . . . , fm} más un
polinomio r tal que si es distinto de cero, entonces f no pertenece a I (análogo a como pasa
con el algoritmo de la división en K[x])?. La respuesta es si, si el conjunto {f1, . . . , fm}
satisface ciertas propiedades. 1Ésta sección esta dedicada a mostrar los resultados más

1Para todos los detalles de esta sección vea la referencia [7]
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importantes de la generalización del Algoritmo de la División en el anillo de polinomios
en varias variables y como dicho algoritmo nos ayuda a saber si dado un polinomio f ∈
K[x0, . . . , xn] pertenece o no, a un ideal fijo I.

En esta sección R siempre denota el anillo de poliniomios K[x0, . . . , xn] y para cada
α = (α0, . . . , αn) ∈ Zn+1

≥0 , x
α denota al monomio xα0

0 · · · xαn
n ∈ R.

Definición 2.3.1 Un orden monomial ≺ en R es cualquier relación ≺ en Zn+1
≥0 , o equi-

valentemente, cualquier relación en el conjunto de monomios xα, α ∈ Zn+1
≥0 , satisfaciendo:

≺ es un orden total en Zn+1
≥0 .

Si α ≺ β y γ ∈ Zn+1
≥0 , entonces α + γ ≺ β + γ.

≺ es un buen orden en Zn+1
≥0 .

Si ≺ es un orden monomial y α, β ∈ Zn+1
≥0 escribiremos xα ≺ xβ si α ≺ β.

Ejemplo 2.3.2 (Orden Lexicográfico). Sean α, β ∈ Zn+1
≥0 . Decimos que α ≺lex β si la

entrada no cero más a la izquierda del vector β − α ∈ Zn+1 es positiva. Ésta relación se
conoce como orden lexicográfico y es un orden monomial para R.

Ejemplo 2.3.3 (Orden Lexicográfico Inverso Graduado). Sean α, β ∈ Zn+1
≥0 . Deci-

mos que α ≺grevlex β si

|α| =
n∑
i=0

αi < |β| =
n∑
i=0

βi, o

|α| = |β| y la entrada no cero más a la derecha de β − α ∈ Zn+1 es negativa

Ésta relación se conoce como Orden Lexicográfico Inverso Graduado (grevlex) y es un
orden monomial en R.

Sea ≺ un orden monomial en R, si f ∈ R es un polinomio distinto de cero, f =∑r
i=1 a1x

αi con ai ∈ K∗ y xαr ≺ . . . ≺ xα1 , al monomio ĺıder xα1 de f se le denota por
in≺(f) y a α1 se le conoce como el grado de f .

Teorema 2.3.4 (Algoritmo de la División en K[x0, . . . , xn]).
Sea ≺ un orden monomial en R y F = {f1, . . . , fs} una s− tupla ordenada de polino-

mios. Entonoces cada f ∈ R puede escribirse como

f = h1f1 + · · ·+ hsfs + r,

tal que
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hi ∈ R y in≺(hifi) � in≺(f) ∀i = 1, . . . , s.

r ∈ R y r = 0 o r es combinación lineal de monomios con coeficientes en K, tal que
ningún monomio es divisible por ningún in≺(f1), . . . , in(fs).

A r se le llama el residuo de dividir f por F .

Como veremos en el siguiente ejemplo, r no siempre es único:

Ejemplo 2.3.5 Sea f1 = xy+ 1, f2 = y2− 1 ∈ K[x, y] con el orden lexicográfico. Dividir
a f = xy2 − x por F = {f1, f2} resulta:

xy2 − x = y(xy + 1) + 0(y2 − 1) + (−x− y)

Pero
xy2 − x = x(y2 − 1) = xf2 (2.13)

Recordemos que la información que queremos obtener del algoritmo de la división es,
si dado f ∈ R e I un ideal de R junto con un conjunto de generadores de I: {f1, . . . , fs}
¿es posible saber si f no está en I si y solo si el residuo de dividir a f por {f1, . . . , fs} es no
cero?. En el Ejemplo 2.3.5 la ecuación 2.13 muestra que f ∈ 〈f1, f2〉 aunque el residuo de
dividir a f por {f1, f2} sea distinto de cero y a simple vista este ejemplo puede destrozar
el objetivo que buscamos, pero no perdamos la calma, esto sólo quiere decir que no todos
las conjuntos generadores de un ideal I son buenos en este sentido. Por lo que nuestro
siguiente objetivo es encontrar buenos conjuntos generadores de I.

Definición 2.3.6 Sea I un ideal de R junto con un orden monomial ≺. Definimos el ideal
inicial de I como:

in≺(I) = 〈in≺(f) : f ∈ I〉

Proposición 2.3.7 Sea I un ideal de R.

in≺(I) es un ideal monomial (un ideal generado por monomios).

Existen g1, . . . , gt ∈ I tales que in≺(I) = 〈in≺(g1), . . . , in≺(gt)〉.

Definición 2.3.8 A un subconjunto de I como en la proposición anterior se le conoce
como base de Gröbner.

Corolario 2.3.9 Sea G = {g1, . . . , gt} una base de Gröbner de un ideal I. Entonces I =
〈G〉.
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Demostración. Es una consecuencia de la proposición anterior y del algoritmo de la
división.

El corolario anterior nos dice que todo ideal I de R contiene una base de Gröbner
y que dicho conjunto es un conjunto generador de I, y bueno, resulta que las bases de
Gröbner de I son conjuntos generadores que se comportan bien bajo el algoritmo de la
división:

Teorema 2.3.10 Sea G = {g1, . . . , gt} una base de Gröbner de un ideal I ⊂ R y sea
f ∈ R. Entonces existe un único r ∈ R que satisface lo siguiente

Ningún monomio de r es divisible por ningún elemento de {in≺(g1), . . . , in≺(gt)}.

Existe g ∈ I tal que f = g + r

En particular, r es el residuo de dividir a f por G no importando el orden que se le de a
los elementos de G. Por lo que f ∈ I si y solo si el residuo de dividir a f por G es cero.

Lema 2.3.11 Si I es un ideal de K[x0, . . . , xn] tal que in≺(I) es primo, entonces I tam-
bién es primo.

Demostración. Para esta prueba utilizaremos fuertemente el Teorema 2.3.10.
Sean f, g ∈ K[x0, . . . , xn] no cero tales que fg ∈ I. Śı G = {g1, . . . gt} es una base de

Gröbner de I entonces rfrg ∈ I donde rf y rg son los residuos de dividir a f y g por G
respectivamente. Si rfrg = 0 es claro que f ∈ I o g ∈ I, si rfrg 6= 0 el monomio in≺(rfrg)
pertenece a in≺(I) pero sabemos que existen mf y mg monomios pertenecientes a la
combinaciones lineales que definen a rf y rg respectivamente tales que in≺(rfrg) = mfmg

y como in≺(I) es un ideal primo mf ∈ in≺(I) o mg ∈ in≺(I) lo cual contradice que rf
sea el residuo de dividir a f por G o que rg sea el residuo de dividir a g por G.

Definición 2.3.12 Sean f , g ∈ K[x0, . . . , xn] polinomios no cero

Si el grado de f es α y el grado de g es β, entonces sea γ = (γ1, . . . , γn) con
γi = max(αi, βi). Definimos el mı́nimo común múltiplo de in≺(f) y in≺(g) como xγ

y para referirnos a el usamos la siguiente notación: LCM(LM(f), LM(g)) := xγ.

El S-polinomio de f y g es la combinación

S(f, g) =
xγ

in≺(f)
· f − xγ

in≺(g)
· g (2.14)

Teorema 2.3.13 (Criterio de Buchberger′s). Sea I un ideal de K[x0, . . . , xn] entonces
un conjunto generador de I G = {g1, . . . gt} es base de Gröbner de I si y sólo si, para
cualesquiera pares disjuntos (gi, gj) el residuo de dividir a su correspondiente S−polinomio
S(gi, gj) por G (en algún orden) es igual a cero.
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En la sección anterior definimos para un subconjunto X ⊆ Pn la familia de códigos
Reed-Muller generalizados {Cd(X)}d∈N0 e hicimos la observación de que los elementos no
cero de Cd(X) pueden ser interpretados como polinomios que no se anulan en todo X,
por el Teorema 2.3.10, es suficiente estudiar los residuos de dichos polinomios bajo alguna
base de Gröbner G. Más aún, si se conocen los generadores de IX , bajo el algoritmo de la
división se puede extraer una base de Gröbner de IX y aśı encontrar una base para cada
CX(d). Por lo cual ésta sección es tan importante, las bases de Gröbner son el método
computacional para generar dichos códigos.



20 CAPÍTULO 2. CÓDIGOS REED-MULLER GENERALIZADOS



Caṕıtulo 3

Familias de Códigos Reed-Muller
Generalizados

Sea X ⊆ Pn junto con IX su ideal anulador, en el caṕıtulo anterior dejamos claro que
la información que define a cada elemento de la familia {CX(d)}d∈N0 es:

1. La longitud de CX(d), es decir, el número de elementos de X.

2. Un conjunto generador de IX y la fórmula general para la función de Hilbert de IX
(vea Eq.(2.12)), ambas para encontrar una base de CX(d) y su dimensión.

3. El ı́ndice de regularidad de IX : reg(R/IX), el cual da una cota para generar códigos
detectores de errores.

4. La distancia mı́nima δ(CX(d)) cuando d < reg(R/IX).

En este caṕıtulo mostraremos fórmulas de los parámetros básicos e ı́ndice de regulari-
dad de tres familias de códigos Reed-Mulller generalizados en términos de los parámetros
de una familia ya muy estudiada: {CPn(d)}d∈N0 . Para cada d ∈ N0, a CPn(d) se le conoce
como Código Reed Muller Clásico de orden d.

3.1. Códigos Reed-Muller clásicos

En esta sección recordaremos cuales son los parámetros básicos de los códigos Reed-
Muller clásicos. Los detalles del siguiente teorema se encuentran en la referencia [34].

Teorema 3.1.1 Sea K = Fq un campo finito y sea CPn(d) el código clásico Reed-Muller
de grado d en el conjunto Pn. Entonces

21
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1. Su longitud es: |Pn| = qn+1−1
q−1

2. Su dimensión esta dada por la fórmula general de la función de Hilbert:

HPn(d) =
∑

i=d mod q−1
0<i≤d

(
n+1∑
j=0

(−1)j
(
n+ 1

j

)(
i− jq + n

i− jq

))
(3.1)

y el ideal anulador de Pn esta dado por:

IPn =
〈
xqixj − xix

q
j , i < j : i, j = 0, 1, . . . , n

〉
⊆ K[x0, . . . , xn] (3.2)

3. El ı́ndice de regularidad es

reg(R/IPn) = n(q− 1) + 1 (3.3)

4. Su distancia mı́nima:

δPn(d) =

{
(q − `+ 1) qn−k−1 if d ≤ n(q − 1),

1 if d ≥ n(q − 1) + 1,
(3.4)

donde 0 ≤ k ≤ n− 1 y ` son los únicos enteros que satisfacen d = k(q − 1) + ` con
1 ≤ ` ≤ q − 1.

Demostración. Vea [34] para las otras partes. Nosotros sólo vamos a probar la parte 1.
Recordemos que Pn se definió como Kn+1 − {0} bajo la relación de equivalencia ∼

(Definición 2.1.1). Aśı que Kn+1 − {0} se puede ver como la unión disjunta de todas las
clases de equivalencia bajo ∼ . Si K es un campo finito con q elementos se tiene que:

qn+1 − 1 = |Kn+1 − {(0, . . . , 0)} |

=

∣∣∣∣ ⋃
P∈Pn

P

∣∣∣∣ =
∑
P∈Pn

|{(Q0, . . . , Qn) : ∃λ ∈ K∗ tal que (Q0, . . . , Qn) = λ(P0, . . . , Pn)}|

= |Pn|(q − 1)

y se sigue que |Pn| = qn+1−1
q−1 .

Ejemplo 3.1.2 Sea K el campo F8. Si X = P2, entonces los parámetros del código clásico
Reed-Muller CX(d) de grado d están dados por

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
|X| 73 73 73 73 73 73 73 73 73 73 73 73 73 73 73

HX(d) 3 6 10 15 21 28 36 45 52 58 63 67 70 72 73
δX(d) 64 56 48 40 32 24 16 8 7 6 5 4 3 2 1

La regularidad de S/IX es 15 y el a-invariante es 14.
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Definición 3.1.3 Usando la notación del teorema anterior definimos el toro proyectivo
como el subconjunto Tn de Pn dado por

Tn = {[P0, . . . , Pn] ∈ Pn : P0 · · ·Pn 6= 0} (3.5)

Observación 3.1.4 El toro proyectivo Tn es un grupo abeliano bajo la multiplicación
entrada a entrada e isomorfo a (K∗)n.

Enseguida recordaremos quienes son los parámetros básicos del código Reed-Muller
generalizado sobre un toro proyectivo.

Proposición 3.1.5 [9][24][30] Si Tn es el toro proyectivo en Pn y CTn(d) es el código
clásico Reed-Muller de grado d asociado a Tn entonces para CTn(d) tenemos los siguiente:

1. Su longitud es: |(K∗)n| = (q − 1)n

2. Su dimensión esta dada por la fórmula general de la función de Hilbert:

HTn =

bd/(q−1)c∑
j=0

(−1)j
(
n

j

)(
n+ d− j(q − 1)

n

)
(3.6)

y el ideal anulador de Tn esta dado por:

IPn =
〈
xq−1i − xq−10 : i = 1, . . . , n

〉
⊆ K[x0, . . . , xn] (3.7)

3. El ı́ndice de regularidad es

reg(R/ITn) = n(q− 2) (3.8)

4. Su distancia mı́nima:

δTn(d) = (q − 1)n+1−(k−2)(q − 1− l) (3.9)

para todo d < reg(R/ITn) donde 0 ≤ k y 1 ≤ l ≤ q − 2 son los únicos enteros tales
que d = k(q − 2) + l.
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3.2. Código asociado a la inmersión de Veronese

Definición 3.2.1 Para m,n > 0 dados, sean M0,M1, . . . ,MN (N =
(
m+n
m

)
− 1) todos

los monomios de grado n que pertenecen K[X0, . . . , Xm] con K un campo. Definimos la
inmersión n-ésima de Veronese como la función

ρn : Pm −→ PN

P = [p0, . . . , pm] 7→ [M0(P ), . . . ,MN(P )]

Proposición 3.2.2 La inmersión n-ésima de Veronese está bien definida y es inyectiva.
En particular, si K es un campo con q elementos entonces |ρn(Pm)| = |Pm| = qm+1−1

q−1 .

Demostración. Sean P = [p0, . . . , pm], Q = [q0, . . . , qm] ∈ Pm.

a) Como ∃l tal que pl 6= 0 entonces Xn
l (P ) = pnl 6= 0, aśı no todas las entradas de

ρn(P ) son cero. Ahora supongamos que P = Q, entonces existen P ′, Q′ ∈ Am+1 y
λ 6= 0 tales que Q′ = (q′0, . . . , q

′
m) = λ(p′0, . . . , p

′
m) = λP ′ con λ ∈ K∗, se sigue que

ρn(Q) = λnρn(P ) = ρn(P ).

b) Sean P,Q ∈ Pm tales que ρn(P ) = ρn(Q) entonces existe ∃λ 6= 0 tal que

p0
i0 · · · pmim = λq0

i0 · · · qmim

con i0 + · · ·+ im = n.

Sin pérdida de generalidad supongamos que p0 6= 0 entonces pn0 = λqn0 implica
q0 6= 0. Sea λ′ = q0

p0
∈ K∗ entonces q0 = λ′p0 y

pn−10 = λλ′qn−10 (3.10)

Por hipótesis
pn−10 pi = λqn−10 qi ∀i = 0, . . . ,m

usando la ecuación (3.10) se tiene

λλ′qn−10 pi = λqn−10 qi ∀i = 0, . . . ,m. Por lo que qi = λ′pi ∀i = 0, . . . ,m, demostrando
que P = Q.

Teorema 3.2.3 Sea S = ρn(Pm) un subconjunto de el espacio proyectivo PN sobre un
campo K con q elementos. Si CS(d) denota el código Reed-Muller generalizado de grado
d asociado a S, entonces lo siguiente se satisface.
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1. La longitud del código CS(d) es qm+1−1
q−1 .

2. Para cada d ≥ 0, la dimensión de CX(d) es

HS(d) = HPm(nd) (3.11)

y si n ≤ q el ideal anulador de S esta dado por

IS = 〈IS(2), IS(r + 1)〉 ⊂ K[Y0, . . . , YN ] (3.12)

Donde r = q−l
n

y l ∈ [0, n− 1] es tal que l ≡ q mod n.

3. El ı́ndice de regularidad asociado a CX(d) es

reg(RN/IS) =

{
am+1−j

n
+ 1 si am + 1 ≡ j mod n y j > 0

am+1
n

si am + 1 ≡ 0 mod n
(3.13)

Donde am denota el a−invariante de Rm/IPm.

4. la distancia mı́nima es δS(d) = δPm(nd) ∀d ≥ 0.

Demostración.

El inciso 1 se sigue de la proposición anterior.

Para probar 2 es suficiente ver que (RN/IS)d ∼=K (Rm/IPm)nd. Sea f ∈ (RN)d,
definimos el K−morfismo

ϕ : (RN)d → (Rm)nd

f 7→ ϕf := f(M0, . . . ,MN)

Notemos que si xi00 · · ·ximm es de grado nd podemos reescribirlo como producto de d
monomios de grado n, luego ϕ es epimorfismo. Sea f un polinomio homogéneo tal que
f ∈ (IS)d y [Q] ∈ Pm entonces ϕf ([Q]) = f(M0([Q]), . . . ,MN([Q])) = f(ρn([Q])) = 0
por lo que ϕ induce un K−isomorfismo

ϕd : (RN/IS)d → (Rm/IPm)nd

ϕd es epimorfismo pues ϕ es epimorfismo. Para ver que ϕd es un monomorfismo,
sea f ∈ (RN)d tal que ϕf ∈ (IPm)nd y sea [P ′] ∈ S entonces ∃[P ] ∈ Pm tal que
ρn([P ]) = [P ′] luego f([P ′]) = f(ρn([P ])) = ϕf ([P ]) = 0. Por lo que f ∈ (IS)d.
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Ahora probaremos que la Ecuación (3.12) se satisface. Sea K la cerradura algebraica
de K y sea S la cerradura algebraica de la variedad de Veronese, i.e., la imagen de
Pm(K) bajo la función ρn : Pm(K)→ PN(K), y sea IS el ideal anulador de S.

Este resultado es una generalización del caso m = 1

Ya que IS = ⊕d≥2(IS)d, con el fin de probar la afirmación del teorema es suficiente
demostrar que

(IS)d =
N∑
i=0

Yi(IS)d−1 (3.14)

para todo d ≥ 3 y d 6= r + 1. Donde Yi(IS)d−1 := {Yif |f ∈ (IS)d−1} es subgrupo de
(IS)d. Consideraremos dos casos: a) 3 ≤ d ≤ r y b) d ≥ r + 2.

Pero primero haremos un paréntesis para explicar una serie de resultados necesarios
para la prueba.

Si d es cualquier entero tal que nd < q + 1, desde que IPm =< (IPm)q+1 > entonces
ϕf = 0 para todo f ∈ (IS)d por lo que ϕf ∈ (IPm(K))nd luego f ∈ (IS)d (donde ϕf
fué definida algunos párrafos antes), demostrando que (IS)d ⊆ (IS)d.

Ya que IS =< (IS)2 > entonces para todo d ≥ 3, se tiene (IS)d =
N∑
i=0

Yi(IS)d−1.

• d = 3. Sea f ∈ (IS)3, ya que f ∈< (IS)2 >: f =
∑
i

g1,if2,i con g1,i ∈ (RN)1,

f2,i ∈ (IS)2. Aśı

f =
N∑
i=0

Yif
′
2,i f ′2,i ∈ (IS)2 ∀i ∈ 0, . . . , N (3.15)

es decir, f ∈
N∑
i=0

Yi(IS)2

• d = 4. Sea g ∈ (IS)4

f =
N∑

i=0,j=0

YiYjg2,(i,j) =
N∑
i=0

Yi(
N∑
j=0

Yjg
′
2,(i,j)) g2,(i,j), g

′
2,(i,j) ∈ (IS)2 ∀i, j ∈ [0, N ]

(3.16)

Como
N∑
j=0

Yjg
′
2,(i,j) ∈ (IS)3, g ∈

N∑
i=0

Yi(IS)3.
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De manera inductiva podemos probar que (IS)d =
N∑
i=0

Yi(IS)d−1.

a) 3 ≤ d ≤ r. Es decir, 3n ≤ nd ≤ q − l < q + 1.

Sea W =
N∑
i=1

Yi(IS)d−1 y W =
N∑
i=1

Yi(IS)d−1, si {fi}i una base para el K−espacio

vectorial W , entonces {fi ⊗K 1}i es una base para el K−espacio vectorial
W⊗KK por lo tanto dimKW = dimKW⊗KK, ademásW⊗KK 'K W = (IS)d,
se sigue que dimK(IS)d = dimK(IS)d = dimKW , por lo tanto W = (IS)d.

b) d ≥ r + 2. Como q−l
n

+ 1 ≤ d− 1, tenemos q + (n− l) ≤ n(d− 1), por lo tanto
q+1 ≤ n(d−1) < nd. Aśı si f ∈ (IS)d entonces ϕf ∈ (IPm)nd =< Xq

iXj−XiX
q
j ,

0 ≤ i < j ≤ m > y aśı ϕf =
∑

0≤i<j≤m
gij(X

q
iXj −XiX

q
j ) donde gij’s son formas

de grado nd− (q + 1). Ya que n(d− 1) ≥ q + 1, i.e, nd− (q + 1)̇ ≥ n los gij’s
pueden escribirse como: gij = M0hij(1) + · · · + MNhij(N), donde los Ml son
monomios de grado n y los hij(l) son formas de grado nd− (q + 1)− n. Aśı

ϕf =
∑
i,j

N∑
l=0

Mlhij(l)(X
q
iXj −XiX

q
j )

Note que para todo i, j, l, la forma hij(l)(X
q
iXj −XiX

q
j ) ∈ (IPm)n(d−1). Por lo

tanto ϕf = M0Hi0+· · ·+MNHiN con Ml monomios en las variables X0, . . . , Xm

de grado n y Hij ∈ (IPm)n(d−1). Se sigue que f = Y0λi0(Hi0)+ · · ·+YNλiN(HiN)
donde cada λij(Hij) está en (IS)d−1 y es tal que ϕλij(Hij) = Hij. Del argumento

anterior se concluye que f ∈
N∑
i=0

Yi(IS)d−1.

Para probar 3, supongamos que am+1 ≡ j mod n con 0 < j < n sea d = am+1−j
n

,

entonces HS(d+ 1) = HPm(n(d+ 1)). Como n(d+ 1) = am + 1− j+n y n− j̇ > 0,
se sigue que n(d + 1) > am y por lo tanto HS(d + 1) = s. Además, como j > 0, se
tiene que am + 1− j < am + 1 por lo que HS(d) = HPm(nd) = HPm(am + 1− j) < s.
De la definición del a-invariante se sigue que d = aS. El caso j = 0 es similar ya
que si d = am+1

n
− 1, entonces HS(d) = HPm(nd) = HPm(am + 1 − n) < |Pm| = s,

y HS(d + 1) = HPm(n(d + 1)) = HPm(am + 1) = |Pm| = s, demostrando que
as = am+1

n
− 1.

Sea f ∈ (RN)d un polinomio homogéneo de grado d, y sea M0, . . . ,MN todos los mo-
nomios de grado n en las variables X0, . . . , Xm. Entonces f(M0, . . . ,MN) ∈ (Rm)nd.

Sea Pm = {P1, . . . , Ps} y Qi = vn(Pi) = [M0(Pi), . . . ,MN(Pi)] ∈ S, i = 1, . . . , s. Si
Z = (f(Q1), . . . , f(Qs)) ∈ CS(d), entonces
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Z = (f(M0, . . . ,MN)(P1), . . . , f(M0, . . . ,MN)(Pm1)) (3.17)

pertenece a CPm(nd) aśı δm(nd) ≤ w(Z). La otra desigualdad se sigue por el iso-
morfismo inducido por la función ϕ entre los K-espacios vectoriales (RN)d/(IS)d
y (Rm)nd/(IPm)nd.

Ejemplo 3.2.4 Sea K = F8 y ρ2 : P2 → P5 la inversión de Veronese de grado 2 con
S = ρ2(P2).

Como reg(R2/IP2) = 15 de la ecuación 3.13 se tiene que reg(R5/Is) = 8.

Los parámetros básicos de {CS(d)}0≤d≤8 por Teorema 3.2.3 y tabla del Ejemplo
3.1.2 son

d 1 2 3 4 5 6 7 8
|S| = |P2| 73 73 73 73 73 73 73 73

HS(d) = HP2(2d) 6 15 28 45 58 67 72 73
δS(d) = δP2(2d) 56 40 24 8 6 4 2 1

Ya que reg(R5/IS) ≡ 0 mod 2 por el Teorema 3.2.3 IS =< (IS)2, (IS)5 >.

3.3. Código asociado a la inmersión de Segre

Definición 3.3.1 Sea Pn y Pm el espacio proyectivo sobre un campo K, se define la
inmersión de Segre como:

ψ : Pn × Pm −→ PN

([a0, . . . , an], [b0, . . . , bm]) 7→ [a0b0, . . . , a0bm, a1b0, . . . , a1bm, . . . , anb0, . . . , anbm] (3.18)

donde N = n + m + nm. La imagen de ψ es una variedad algebraica conocida como
la variedad de Segre.

Proposición 3.3.2 ψ está bien definida y es inyectiva. En particular, si K es un campo
finito |ψ(Pn × Pm)| = |Pn||Pm|.
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Demostración. Veamos que ψ está bien definida, es claro que ψ no se anula en todos
los puntos de su imagen. Sean α, β ∈ K∗, entonces

ψ([αa0, . . . , αan], [βb0, . . . , βbm]) = [. . . , αβaibj, . . .] =

αβ[. . . , aibj . . .] = ψ([a0, . . . , an], [b0, . . . , bm]).

ψ es inyectiva, sean A = [a0, . . . , an], B = [b0, . . . , bm], C = [c0, . . . , cn] y D =
[d0, . . . , dm] tales que ψ(A,B) = ψ(C,D), esto es (. . . , aibj, . . .) = λ(. . . , cidj, . . .) para
algún λ ∈ K∗, podemos hallar un bk 6= 0 y un dj 6= 0, entonces, en particular tenemos

que bkai = λdjci ∀ i = 0, . . . , n, i.e., ai =
λdj
bk
ci y esto nos dice que A = C, se procede de

manera análoga para mostrar que B = D, por lo que ψ es inyectiva.

Proposición 3.3.3 Si K es un campo algebraicamente cerrado, el ideal anulador de
ψ(Pn × Pm) es 〈zijzkl − zilzkj〉 en el anillo de polinomios K[z00, . . . , znm].

Demostración. Vea [19]

Teorema 3.3.4 Sea X = ψ(Pn × Pm) un subconjunto de el espacio proyectivo PN sobre
un campo K con q elementos. Si CX(d) denota el código Reed-Muller generalizado de
grado d asociado a X, entonces lo siguiente se satisface.

1. La longitud del código CX(d) es ( q
n+1−1
q−1 )( q

m+1−1
q−1 ).

2. Para cada d ≥ 0, la dimensión de CX(d) es

HX(d) = HPn(d)HPm(d) (3.19)

Y el ideal anulador de la variedad de Segre es de la forma

IX = 〈(IX)2, (IX)q+1〉 (3.20)

3. El ı́ndice de regularidad asociado a CX(d) es:

reg(RN/IX) = max{reg(Rn/IPn), reg(Rm/IPm)} (3.21)

4. La distancia mı́nima es δX(d) = δPn(d)δPm(d) ∀d ≥ 0.

Demostración. Para este teorema usaremos la siguiente notación:K denota la cerradura
algebraica deK y Rn = K[x0, . . . , xn], Rm = K[y0, . . . , ym], RN = K[z00, . . . , znm] denotan
los anillos de polinomios correspondientes a Pn, Pm, PN y Rn = K[x0, . . . , xn], Rm =
K[y0, . . . , ym], RN = K[z00, . . . , znm] son los anillos de polinomios correspondientes a
Pn(K), Pm(K), PN(K).
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El inciso 1 se sigue de la proposición anterior.

Probemos 2: Sea B = K[x0y0, . . . , xnym] ⊂ K[x0, . . . , xn, y0, . . . , ym] el álgebra gra-
duada dada por:

Bd =

〈∑
I,J

aI,Jx
IyJ |aIJ ∈ K, |I| = |J | = d ≥ 0

〉
K

entonces el epimorfismo
θ : (RN)d → Bd

f 7→ θf := f(x0y0, . . . , xnym)

es tal que ker θ = (IX)2(RN)d−2. De la proposición 3.3.3 se tiene que (IX)2 =
〈zijzkl − zilzkj〉K por lo que (IX)2(RN)d−2 ⊆ ker θ.

Probemos que ker θ ⊆ (IX)2(RN)d−2. Sea {Qij} una base de Gröbner de 〈(IX)2〉
entonces cada Qij es homogéneo de grado 2 y sea f ∈ ker θ, usando el algoritmo de la
división f =

∑
i,j fijQij +r donde fij ∈ (RN)d−2 y ningún monomio de r es divisible

por in≺(Qij), como zijzkl ∈ in≺(〈(IX)2〉) entonces alguno de los Qij dividen a cada
zijzkl pero como son del mismo grado {zijzkl} ⊆ {in≺(Qij)} luego r =

∑
i,j aijz

d
ij

y se sigue que
∑

i,j aij(xiyj)
d = θ(r) = θ(f) = 0 por lo que aij = 0 ∀i, j, es decir,

r = 0.

Sea π ◦ θ la transformación lineal suprayectiva

(RN)d
θ→ Bd

π→ Bd/Vd

f → θf → θf + Vd

Entonces (IX)d = ker(π ◦ θ). Donde Vd = (IPn)d(Rm)d + (IPm)d(Rn)d ⊂ Bd y

(IPn)d(Rm)d =

〈∑
i

fi(x)f ′i(y) : fi(x) ∈ (IPn)d, f
′
i(y) ∈ (Rm)d

〉
K

(3.22)

(IPm)d(Rn)d =

〈∑
i

g′i(y)gi(x) : g′i(y) ∈ (IPm)d, gi(x) ∈ (Rn)d

〉
K

(3.23)

Si f ∈ ker (π ◦ θ) entonces θf ∈ Vd. En este caso θf =
∑

i(fi(x)f ′i(y) + gi(x)g′i(y))
y f (ψ (A,B)) = θf (A,B) = 0 ∀ A ∈ Pn , B ∈ Pm. Probando que f ∈ IX(d).

Si f ∈ (IX)d, θf (A,B) = 0 ∀A ∈ Pn, B ∈ Pm, entonces ∀λ ∈ K∗ ∀a = (a0, . . . , an) ∈
An+1 con algún ai 6= 0 y ∀b = (b0, . . . , bn) ∈ Am+1 con algún bj 6= 0 θf ((λa, λb)) =
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θf (λ(a, b)) = 0 y cuando a = 0 o b = 0 θf (λa, λb) = 0 ∀λ ∈ K por lo que θf (D) =
0 ∀D ∈ Ps (s = n + m + 1) luego θf ∈ IPs y por el teorema 3.1.1 ecuación 3.2 se
tiene lo siguiente

θf (x, y) =
∑

0≤i<j≤n

fij(x, y)(xi
qxj − xjqxi) +

∑
0≤i<j≤m

gij(x, y)(yi
qyj − yjqyi)+∑

0≤i≤n
0≤j≤m

hij(x, y)(xi
qyj − yjqxi) (3.24)

Donde fij(x, y), gij(x, y), hij(x, y) son polinomios homogéneos de grado 2d−(q+1).
Sea a ∈ An+1 y b ∈ Am+1

θf (x, b) =
∑

0≤i<j≤m

fij(x, b)(xi
qxj − xjqxi) +

∑
0≤i≤n
0≤j≤m

hij(x, b)(xi
qbj − bjqxi) (3.25)

θf (a, y) =
∑

0≤i<j≤m

gij(a, y)(yi
qyj − yjqyi) +

∑
0≤i≤n
0≤j≤m

hij(a, y)(ai
qyj − yjqai) (3.26)

Notando que los polinomios xi
qbj − bjqxi, aiqyj − yjqai no son homogéneos, se sigue

que hij(x, y) es el polinomio cero, aśı:

θf (x, y) =
∑

0≤i<j≤n

fij(x, y)(xi
qxj − xjqxi) +

∑
0≤i<j≤m

gij(x, y)(yi
qyj − yjqyi) (3.27)

Consideraremos los siguientes casos:

• 2d < q + 1. Como θf tiene grado 2d en K[x, y] y θf ∈ IPs es combinación de
polinomios de grado q + 1 > 2d entonces θf = 0.

• d < q + 1, q + 1 < 2d.

Los polinomios gij(a, y)(yi
qyj − yj

qyi), fij(x, b)(x
q
ixj − xqjxi) son homogéneos

de grado d y los polinomios gij(a, y), hij(a, y) son polinomios homogéneos de
grado d − (q + 1) o son el polinomio cero, de la hipótesis d < q + 1 dichos
polinomios son el polinomio 0 por lo que θf (x, y) ∈ Vd.
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• d ≥ q + 1.

En este caso θf (x, y) =
∑
fij(x, y)(xi

qxj−xjqxi)+
∑
gij(x, y)(yi

qyj−yjqyi) don-
de fij(a, y), gij(x, b), son polinomios homogéneos de grado d y fij(x, b), gij(a, y)
son polinomios homogéneos de grado d− (q + 1) por lo que:

fij(x, y) = f ′ij(y)f ′′j (x) f ′ij(y) ∈ (Rm)d, f
′′
ij(x) ∈ (Rn)d−(q+1)

gij(x, y) = g′ij(x)g′′j (y) g′ij(x) ∈ (Rn)d, f
′′
ij(y) ∈ (Rm)d−(q+1)

θf (x, y) =
∑

(f ′′ij(x)(xi
qxj − xjqxi))f ′ij(y) +

∑
(g′′ij(y)(yi

qyj − yjqyi))f ′ij(x)

Ya que f ′′ij(x)(xi
qxj − xjqxi) ∈ (IPn)d y g′′ij(y)(yi

qyj − yjqyi) ∈ (IPm)d, θf ∈ Vd.

Aśı (RN)d/(IX)d ∼=K Bd/Vd. Más aún: Bd/Vd ∼=K (Rn/IPn)d ⊗K (Rm/IPm)d (el iso-
morfismo natural). Tomando dimensiones se tiene que HX(d) = HPn(d)HPm(d).

Ahora probemos que IX = 〈(IX)2, (IX)q+1〉. Sea f ∈ (IX)d

• Si d < q + 1. θf = 0, luego f ∈ (IX)2(RN)d−2, aśı f ∈ 〈(IX)2, (IX)q+1〉
• Si d > q + 1.

Basta demostrar que (IX)d ⊂ W , donde W :=
∑

i,j zij(IX)d−1.

Sabemos que θf (x, y) =
∑

(f ′′ij(x)(xi
qxj − xj

qxi))f
′
ij(y) +

∑
(g′′ij(y)(yi

qyj −
yj
qyi))f

′
ij(x) =

∑
f ′′ij(x)f ′ij(y)(xi

qxj − xj
qxi) +

∑
g′′ij(y)f ′ij(x)(yi

qyj − yj
qyi) y

como los polinomios f ′′ij(x), f ′ij(y), g′′ij(y), f ′ij(x) son de grado positivo pode-
mos reescribir a θf (x, y) =

∑
i,j xiyjmi,j(x, y) con mi,j(x, y) ∈ (IPs)2d−2 por lo

que f(z) =
∑

i,j zijMi,j(z) con Mi,j(z) ∈ (IX)d−1, es decir, f ∈ W .

El inciso 3 se sigue de 2.

Por último probemos el inciso 4: Sea f ∈ (RN)d y sea X = {C11, . . . , Cl1l2} con

l1 = qn+1−1

q−1 , l2 = qm+1−1
q−1 y Cij = ψ(Ai, Bj) con Ai ∈ Pn, Bj ∈ Pm.

Sea Λ = evd(f) = (f(C11), . . . , f(Cl1l2)) = (f(ψ(A1, B1)), . . . , f(ψ(An, Bm))) =
(θf ((x, y)(A1, B1), . . . , θf (x, y)(An, Bm)).

Como θf (x, y) =
∑
xIyJ ∈ Bd, para cada A ∈ Pn y B ∈ Pm en la representación

estándar:

θfA(y) = θf (A, y) ∈ (Rm)d, θfB(x) = θf (x,B) ∈ (Rn)d
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Para cada i ∈ [1, l1], Λi = (θfAi
(B1), . . . , θfAi

(Bl2)) ∈ CPm si l = | {i : Λi 6= 0} | > 0.

Desde que w(Λi) ≥ δPm(d) con Λi 6= 0, entonces w(Λ) ≥ lδPm(d).

De manera similar sea Γj = (θfBj
(A1), . . . , θfBj

(Al1)) ∈ CPn , para cada j = 1, . . . , l2.

Sea Γj 6= 0, si l < δPn(d) entonces w(Γj) ≤ l < δPn(d) lo cual no puede ser.

Como δPn(d) < l entonces δPn(d)δPm(d) ≤ w(Λ), ∀Λ 6= 0 ∈ CX(d), es decir,
δPn(d)δPm(d) ≤ δX(d).

Sea Ω1 = (g(A1)), . . . , g(Al1) ∈ CPn(d) con w(Ω1) = δPn(d) y g(x) ∈ (Rn)d y
Ω2 = (h(B1)), . . . , h(Bl2) ∈ CPm(d) con w(Ω2) = δPm(d) y h(y) ∈ (Rm)d. Ya que θ
es una transformación lineal suprayectiva, existe F ∈ (RN)d tal que

(gh(A1, B1), . . . , gh(Al1), Bl2) = (F (ψ(A1, B1)), . . . , F (ψ(Al1 , Bl2))) := Ω ∈ CX(d)

y w(Ω) = δPn(d)δPm(d).

Probando que δX = δPn(d)δPm(d)

Ejemplo 3.3.5 Sea K = F4 = {0, 1, a, a2}, ψ : P1 × P1 → P3 la inmersión de Segre. En
este caso, los elementos de la variedad de Segre son:

X =


(0, 0, 0, 1) , (0, 0, 1, 0) , (0, 1, 0, 0) , (1, 0, 0, 0) , (0, 0, 1, a) ,

(0, 0, 1, a2) , (0, 0, 1, 1) , (0, 1, 0, a) , (1, a, a, a2) , (1, 0, a, 0) ,
(1, a2, a, 1) , (1, 1, a, a) , (1, a, 0, 0) , (1, a2, 0, 0) , (1, 1, 0, 0) ,

(0, 1, 0, a2) , (1, a, a2, 1) , (1, 0, a2, 0) , (1, a2, a2, a) , (1, 1, a2, a2) ,
(0, 1, 0, 1) , (1, a, 1, a) , (1, 0, 1, 0) , (1, a2, 1, a2) , (1, 1, 1, 1)


Del teorema (3.3.4) reg(R3/IX) = reg(R1/IP1) = 4, IX esta generado por:

z10z01 − z00z11, z401z11 − z01z411, z00z301z11 − z00z411, z200z201z11−
−z00z10z311, z300z01z11 − z00z210z211, z410z11 − z10z411, z00z310z11−
−z00z411, z200z210z11 − z00z01z311, z300z10z11 − z00z201z211, z400z11−

−z00z411, z400z01 − z00z401, z400z10 − z00z410


y los parámetros básicos de {CX(d)}d≤4 son

d 1 2 3 4
|X| = |P1|2 25 25 25 25

HX(d) = HP1(d)2 4 9 16 25
δX(d) = δP1(d)2 16 9 4 1
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3.4. Código asociado a una gráfica bipartita completa

Definición 3.4.1 Una gráfica G consiste en un conjunto no vaćıo V de p puntos junto
con un conjunto prescrito E de q-parejas de distintos puntos de V . Cada par x = {u, v}
de puntos en E es una ĺınea de G, y se dice que x une a u con v.

Al conjunto E se le conoce como el conjunto de aristas de la gráfica G y a V su conjunto
de vértices y algunas veces se refiere a una gráfica como G(V,E).

Escribiremos x = uv y diremos que u y v son puntos adyacentes (algunas veces de-
notado por u adj v). También si v se encuentra en la ĺınea x, decimos que v y x son
incidentes.

Definición 3.4.2 Una gráfica G es etiquetada cuando los p puntos se distinguen uno del
otro por nombres, tales como v1, . . . , vp y sus q-aristas también se distinguen: x1, . . . , xq.

Definición 3.4.3 Sea G una gráfica etiquetada, con p puntos y q aristas. Entonces se
define la matriz de incidencia B = [bij] de tamaño p× q como la matriz cuyas entradas
bij = 1 si vi y xj son incidentes y bij = 0 en otro caso.

Definición 3.4.4 Sea r ≥ 2 un entero. Una gráfica G = (V,E) es r-partita si existe
una partición de V en r conjuntos independientes que llamamos clases, tales que para
cualquier par de vértices en alguna clase se tiene que no son adyacentes. Para r=2 en vez
de decir 2-partita, decimos bipartita.

Una gráfica r-partita donde cada par de vértices de distintas clases es adyacente se
llama una gráfica r-partita completa, para r = 2 será gráfica bipartita completa.

Definición 3.4.5 Sea K un campo y Kn,m una gráfica bipartita completa, definimos la
variedad algebraica parametrizada por la matriz de incidencia de la gráfica Kn,m como:

X = {[t1tn+1, t1tn+2, . . . , t1tn+m, t2tn+1, t2tn+2, . . . , t2tn+m, . . . tntn+1, tntn+2, . . . , tntn+m]
: ti ∈ K∗ for all i = 1, . . . ,m+ n} ⊆ Pmn−1

Y de hecho se puede escribir como

X = {[1, α1, α2, . . . , αm−1, β1, β1α1, β1α2, . . . , β1αm−1, β2, β2α1, β2α2, . . . , β2αm−1, . . . ,
βn−1, βn−1α1, βn−1α2, . . . , βn−1αm−1] : β1, . . . , βn−1α1, . . . , αm−1 ∈ K∗}

Observación 3.4.6 Sean

X1 = {[1, β1, . . . , βn−1] : β1, . . . , βn−1 ∈ K∗} (3.28)

X2 = {[1, α1, . . . , αm−1] : α1, . . . , αm−1 ∈ K∗} (3.29)

y X como en la definición anterior. Si ψ es la inmersión de Segre restringida al conjunto
X1 ×X2 ⊂ Pn−1 × Pm−1 → Pmn−1. Entonces ψ(X1 ×X2) = X.
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Teorema 3.4.7 Sea Pmn−1 el espacio proyectivo sobre un campo K con q elementos y
X ⊆ Pmn−1, X1 ⊂ Pn−1 y X2 ⊂ Pm−1 como en la observación anterior. El código Reed-
Muller generalizado de orden d asociado a X: CX(d) satisface lo siguiente

1 La longitud del código CX(d) es (q − 1)n−1(q − 1)m−1

2 Para cada d ≥ 0, la dimensión de CX(d) es

HX(d) = HX1(d)HX2(d) (3.30)

Más aún la fórmula general de la función de Hilbert asociada a X1 y X2 esta dada
por:

HX1(d) =

(
n− 1 + d

d

)
+

n−1∑
j=0

(−1)j
(
n− 1

i

)(
n− 1 + d− i(q − 1)

d− i(q − 1)

)
(3.31)

y

HX2(d) =

(
m− 1 + d

d

)
+

m−1∑
j=0

(−1)j
(
m− 1

i

)(
m− 1 + d− i(q − 1)

d− i(q − 1)

)
(3.32)

respectivamente.

3 El ı́ndice de regularidad asociado a la famila {CX(d)}d∈N0 es

reg(R(m−1)(n−1)/IX) = max{reg(R(n−1)/IX1), reg(R(m−1)/IX2)} (3.33)

donde

reg(R(n−1)/IX1) = (n− 1)(q− 1)− n + 1 (3.34)

y

reg(R(m−1)/IX2) = (m− 1)(q− 1)−m + 1 (3.35)

4 La distancia mı́nima es δX = δX1(d)δX2(d)

Demostración.

El inciso 1 se sigue de que la inmersión de Segre en inyectiva y que |X1| = (q−1)n−1

y |X2| = (q − 1)m−1.
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Probemos 2. Sean CX1(d) y CX2(d) los códigos Reed Muller de orden d asociados a
X1 y X2 respectivamente, como ya sabemos CX1(d) ' (K[x0, . . . , xn−1])d/(IX1)d y
CX2(d) ' (K[y0, . . . , ym−1])d/(IX2)d. La fórmula se sigue del isomorfismo

K[z00, . . . , z(m−1)(n−1)]d/(IX)d ' K[x0, . . . , xn−1]d/(IX1)d⊗KK[y0, . . . , ym−1]d/(IX2)d
(3.36)

El cual se probará en el siguiente caṕıtulo (vea el Teorema 4.1.6). La demostración
de las fórmulas 3.31 y 3.32 se encuentran en [24].

El inciso 3 es una consecuencia del isomorfismo en 3.36 y la prueba de las fórmulas
3.34 y 3.35 se encuentran en [24].

El inciso 4 se sigue de que X = ψ(X1×X2) junto con el teorema 3.3.4 inciso 4.

Ejemplo 3.4.8 Sea K2,3 la gráfica bipartita completa.
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a6

Figura 3.1: K2,3

La matriz de incidencia asociada a K2,3 está dada por.

B =


1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1


Si K = F5 la longitud del código CX(d) es |X| = (5−1)2+3−2 = 64, como la regularidad

deX1 yX2 para este ejemplo es 3 y 6 respectivamente del teorema anterior reg(R2/IX) = 5.
La siguiente tabla muestra los parámetros básicos de la familia {CX(d)}d≤5
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d 1 2 3 4 5 6
|X| 64 64 64 64 64 64

HX(d) 6 18 40 52 60 64
δX(d) = δP1(d)2 ? ? 4 3 2 1
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Caṕıtulo 4

Algunas Generalizaciones de los
Códigos de Segre

Dado Xi ⊂ Pni , i = 1, 2 la imagen de X1 ×X2 bajo la inmersión de Segre ψ (vea ec.
3.18) denotada por X, se le llama Producto de Segre de X1 y X2. La inmersión de Segre es
usada en geometŕıa algebraica entre varias aplicaciones para mostrar que el producto de
variedades es también una variedad proyectiva, vea [19, Lecture 2]. En Teoŕıa de Códigos
es usada para estudiar los pesos generalizados de Hamming de algunos productos de
códigos (definición 1.1.9 y [33]) y lo que veremos en esta sección.

Los productos de Segre han sido estudiados por muchos autores; vea [10, 25, 21].
Nosotros daremos pruebas de dos resultados para los cuales no encontramos referencias
(vea el Lemma 4.1.3 y el Teorema 4.1.6). Todos los demás resultados de esta sección se
encuentran en la bibliograf́ıa.

Cuando K es un campo finito, un elemento de la familia de códigos Reed-Muller gene-
ralizados {CX(d)}d∈N lo llamaremos Código proyectivo de Segre. Nosotros estudiaremos
los parámetros básicos y el segundo peso generalizado de Hamming de dichos códigos. El
resultado principal expresa los parámetros básicos de CX(d) en términos de los paráme-
tros de CX1(d) y CX2(d), además mostramos que CX(d) es el producto directo de CX1(d)
y CX2(d) (vea el Teorema 4.2.1); esto quiere decir que el producto directo de dos códigos
Reed-Muller proyectivos de grado d es de nuevo un código Reed-Muller proyectivo de
grado d.

Fórmulas para los parámetros básicos de códigos Reed-Muller afines y proyectivos son
conocidas para varias familias [4, 32, 8, 20, 13, 22, 14, 26, 25, 17, 9, 34]. Ya que los
códigos Reed- Muller afines pueden considerarse como códigos Reed- Muller proyectivos
[18], nuestros resultados pueden ser aplicados para obtener fórmulas expĺıcitas de los
parámeteros básicos de CX(d) si CX1(d) está en una de esas familias y CX2(d) está en otra
de éstas familias o ambos están en la misma familia.

39
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Como una aplicación recobramos algunos resultados de códigos Reed-Muller sobre la
variedad de Segre y sobre el toro proyectivo [14, 15, 24, 25]. En efecto, si X1 = Pn1 y
X2 = Pn2 , usando el Teorema 4.2.1 recobramos la fórmula de la distancia mı́nima de
CX(d) dada en la sección 3.3. Si K∗ = K \ {0} y Xi es la imagen de (K∗)ni , bajo la
función (K∗)ni → Pni−1, x → [x], llamamos a Xi a toro proyectivo en Pni−1. Si Xi es
un toro proyectivo para i = 1, 2, usando el Teorema 4.2.1 recobramos la fórmula de la
distancia mı́nima de CX(d). En ambos casos las fórmulas de los parámetros básicos de
CXi

(d), i = 1, 2, están dadas en [34, Theorem 1] y [9, Theorem 3.5], respectivamente.
También recobramos fórmulas para el segundo peso generalizado de Hamming dadas en
[15, Theorem 5.1] y [24, Theorem 3] (vea el Corolario 4.2.5).

4.1. Producto directo de códigos

Sea C1 ⊂ Ks1 y C2 ⊂ Ks2 dos códigos lineales sobre un campo finitoK y seaMs1×s2(K)
el K-espacio vectorial de todas las matrices de tamaño s1 × s2 con entradas en K.

El producto directo (también llamado producto Kronecker ) de C1 y C2 denotado por
C1⊗C2, está definido como el código lineal que consiste de todas las matrices de tamaño
s1 × s2 en las cuáles las filas pertenecen a C2 y las columnas a C1; vea [27, p. 44]. El
producto directo de códigos usualmente tiene distancia mı́nima pequeña pero son fáciles
de decodificar y pueden ser útiles en ciertas aplicaciones; vea [28, Chapter 18].

Denotamos el producto tensorial (en el sentido multilineal) de C1 y C2 [10, p. 573] por
C1 ⊗K C2. Como se probará en el Lemma 4.1.3, otra manera de ver el producto directo
de C1 y C2 es como el producto tensorial.

Teorema 4.1.1 [35, Theorems 2.5.2 and 2.5.3] Sea Ci ⊂ Ksi un código lineal de longitud
si, dimensión li, y distancia mı́nima δ(Ci) para i = 1, 2. Entonces C1⊗C2 tiene longitud
s1s2, dimensión l1l2, y distancia mı́nima δ(C1)δ(C2).

Teorema 4.1.2 [37, Theorem 3(d)] Sea C1 ⊂ Ks1 y C2 ⊂ Ks2 dos códigos lineales y sea
C = C1⊗C2 su producto directo. Entonces

δ2(C) = mı́n{δ1(C1)δ2(C2), δ2(C1)δ1(C2)}.

Recordemos que para cualquier campo K hay un isomorfismo vec : Ms1×s2(K) → Ks1s2

de K-espacios vectoriales dado por vec(A) = (F1, . . . , Fs1), donde F1, . . . , Fs1 son las filas
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de A. Considere la función bilineal ψ0 dada por

ψ0 : Ks1 ×Ks2 −→ Ms1×s2(K)

((a1, . . . , as1), (b1, . . . , bs2)) 7−→


a1b1 a1b2 . . . a1bs2
a2b1 a2b2 . . . a2bs2

...
...

...
as1b1 as1b2 . . . as1bs2

 .
La inmersión de Segre esta dada por

ψ([a], [b]) = [(vec ◦ ψ0)(a, b)]

donde a = (a1, . . . , as1) y b = (b1, . . . , bs2).
El siguiente lema no es dif́ıcil de probar y seguramente se conoce una equivalencia de

su formulación; pero no pudimos encontrar una referencia con la correspondiente prueba.

Lema 4.1.3 Hay un isomorfismo T : C1 ⊗K C2 → C1⊗C2 de K-espacios vectoriales tal
que T (a⊗ b) = ψ0(a, b) para a ∈ C1 y b ∈ C2.

Demostración. Fijamos li = dimK(Ci) para i = 1, 2. Usando la propiedad universal
del producto tensorial [10, p. 573], ψ0 induce una función lineal

T : C1 ⊗K C2 −→ C1⊗C2, tal que,

a⊗ b 7−→ ψ0(a, b)

para a ∈ C1 y b ∈ C2. Por [29, Fórmula 5, p. 267] y el Teorema 4.1.1 se tiene que C1⊗KC2

y C1⊗C2 tienen dimensión l1l2 por lo que es suficiente probar que T es inyectiva. Sean
{α1, . . . , αl1} y {β1, . . . , βl2} bases de C1 y C2, respectivamente y sea γ en el kernel de T .
Entonces

γ =
∑

λi,jαi ⊗ βj
con λi,j en K ∀i, j. Entonces

T (γ) = λ1,1T (α1 ⊗ β1) + · · ·+ λ1,l2T (α1 ⊗ βl2) +

λ2,1T (α2 ⊗ β1) + · · ·+ λ2,l2T (α2 ⊗ βl2) +
...

λl1,1T (αl1 ⊗ β1) + · · ·+ λl1,l2T (αl1 ⊗ βl2).

Si αi = (αi,1, . . . , αi,s1), βj = (βj,1, . . . , βj,s2) para i = 1, . . . , l1, j = 1, . . . , l2, tenemos

T (γ) =


(λ1,1α1,1β1 + · · ·+ λ1,l2α1,1βl2) + · · ·+ (λl1,1αl1,1β1 + · · ·+ λl1,l2αl1,1βl2)
(λ1,1α1,2β1 + · · ·+ λ1,l2α1,2βl2) + · · ·+ (λl1,1αl1,2β1 + · · ·+ λl1,l2αl1,2βl2)

...
(λ1,1α1,s1β1 + · · ·+ λ1,l2α1,s1βl2) + · · ·+ (λl1,1αl1,s1β1 + · · ·+ λl1,l2αl1,s1βl2)

 .
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Ya que T (γ) = (0), usando que los βi’s son l.i tenemos

λ1,jα
>
1 + · · ·+ λl1,jα

>
l1

= 0 for j = 1, . . . , l2.

Luego λi,j = 0 ∀i, j y γ = 0.

Definición 4.1.4 [10, p. 304] Sean A = ⊕d≥0Ad, B = ⊕d≥0Bd dos álgebras estándar
sobre un campo K. El Producto de Segre de A y B se define como el álgebra graduada:

A⊗S B := (A0 ⊗K B0)⊕ (A1 ⊗K B1)⊕ · · · ⊂ A⊗K B,

El álgebra del producto tensorial de A y B esta graduada por

(A⊗K B)p :=
∑
i+j=p

Ai ⊗K Bj.

Ejemplo 4.1.5 [3, p. 161] El producto de Segre (resp. producto tensorial) de Rn1 y Rn2

es
Rn1 ⊗S Rn2 ' K[{xiyj| 0 ≤ i ≤ n1, 0 ≤ j ≤ n2}]

(resp. Rn1 ⊗K Rn2 ' K[x0, . . . , xn1 , x0, . . . , xn2 ]). Notemos que los elementos xiyj tienen
grado normalizado 1 como elementos de Rn1 ⊗S Rn2 y grado total 2 como elementos de
Rn1 ⊗K Rn1 .

El siguiente resultado es muy conocido si X1 y X2 son conjuntos algebraicos proyec-
tivos; vea [10, Exercise 13.14(d)]. Sin embargo David Eisenbud señaló que el resultado es
válido en general. Nosotros damos una prueba del caso general.

Teorema 4.1.6 Sea K un campo. Si X1, X2 son subconjuntos de los espacios proyectivos
Pn1, Pn2, respectivamente, y X ⊆ PN (N = n1 +n2 +n1n2) es el producto de Segre de X1

y X2, entonces lo siguiente se satisface:

(a) (Rn1/IX1)d ⊗K (Rn2/IX2)d ' (RN/IX)d como K-espacios vectoriales para d ≥ 0.

(b) (Rn1/IX1)d ⊗S (Rn2/IX2)d ' (RN/IX)d como ágebras estándar graduadas.

(c) HX1(d)HX2(d) = HX(d) para d ≥ 0.

(d) reg(RN/IX) = máx{reg(Rn1/IX1), reg(Rn2/IX2)}.

(e) Si ρ1 = dim(Rn1/IX1) y ρ2 = dim(Rn2/IX2), entonces

deg(RN/IX) = deg(Rn1/IX1) deg(Rn2/IX2)

(
ρ1 + ρ2
ρ1

)
.
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Demostración.

(a) Sea xα ∈ (Rn1)d y yβ ∈ (Rn2)d entonces existen lij ∈ N0 tales que xαyβ =
(x0y0)

l00 · · · (xn1yn2)
ln1n2 . Definimos la función K−bilineal

σ : (Rn1)d × (Rn2)d → (RN)d

(xα, yβ) 7→ (z00)
l00 · · · (zn1n2)

ln1n2

note que para cada monomio zγ = (z00)
γ00 · · · (zn1n2)

γn1n2 ∈ (RN)d los monomios

xγ1 = x
γ00+···+γ0n2
0 · · ·xγn10+···+γn1n2

n1 ∈ (Rn1)d y yγ2 = y
γ00+···+γn10

0 · · · yγ0n2+···+γn1n2
n2 ∈

(Rn2)d son tales que σ(xγ1 , yγ2) = zγ. entonces σ induce una función K−bilineal

σ : (Rn1/IX1)d × (Rn2/IX2)d → (RN/IX)d

Si f ∈ (IX1)d, g ∈ (IX2)d y c ∈ X entonces hay a ∈ X1 y b ∈ X2 tales que
σ(f, g)(c) = σ(f, g)(ψ(a, b)) = f(a)g(b) = 0 luego σ esta bien definida.

Para mostrar (a) vamos a probar que ((RN)d, σ) satisface la propiedad universal del
producto tensorial (Rn1/IX1)d ⊗K (Rn2/IX2)d.

Sea φ : (Rn1/IX1)d× (Rn2/IX2)d →M una función K−bilineal con M un K-espacio
vectorial, entonces el K−morfismo

φ : (RN)d/(IX)d →M

zγ 7→ φ(xγ1 , yγ2)

Está bien definido y hace conmutar el siguiente diagrama

(Rn1/IX1)d × (Rn2/IX2)d (RN)d/(IX)d

M

σ

φ
φ

Obviamente φ es única para φ. Para probar que φ está bien definida, sea h ∈ (IX)d
y (f, g) ∈ (Rn1)d × (Rn2)d tales que σ(f, g) = h. Si ∃a ∈ X1 tal que f(a) 6= 0
entonces el polinomio f(a)g(y) = σ(f, g)(ψ(a, y)) = h(ψ(a, y)) ∈ (Rn2)d es tal que
f(a)g(b) = σ(f, g)(ψ(a, b)) = h(ψ(a, b)) = 0 para todo b ∈ X2 luego g ∈ (IX2)d,
análogamente f ∈ (IX1)d si ∃b ∈ X2 tal que g(b) 6= 0, aśı que (f, g) = (0, g) o
(f, g) = (g, 0) luego ψ(h) = ψ(0) = ψ(f, g) = 0. Si h1, h2 ∈ RN satisfacen que
h1 − h2 ∈ IX entonces ψ(h1 − h2) = ψ(0) = 0 por lo que ψ(h1) = ψ(h2).

Los ı́tems (b) a (e) se siguen directamente de (a) y su prueba.
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4.2. Parámetros básicos de los códigos proyectivos de

Segre

En esta sección estudiaremos los códigos proyectivos de Segre y sus parámetros básicos;
incluyendo el segundo peso generalizado de Hamming. Se demuestra que el producto
directo de códigos Reed-Muller generalizados son códigos proyectivos de Segre. Después
daremos algunas aplicaciones.

Teorema 4.2.1 Sea K un campo finito, sea Xi ⊂ Pni para i = 1, 2, y sea X el producto
de Segre de X1 y X2. Lo siguiente se cumple.

(a) |X| = |X1||X2|.

(b) dimK(CX(d)) = dimK(CX1(d)) dimK(CX2(d)) para d ≥ 1.

(c) CX(d) es el producto directo CX1(d)⊗CX2(d) de CX1(d) y CX2(d) para d ≥ 1.

(d) δ(CX(d)) = δ(CX1(d))δ(CX2(d)) para d ≥ 1.

(e) δ2(CX(d)) = mı́n{δ1(CX1(d))δ2(CX2(d)), δ2(CX1(d))δ1(CX2(d))} para d ≥ 1.

(f) δ(CX(d)) = 1 para d ≥ máx{reg(Rn1/IX1), reg(Rn2/IX2)}.

Demostración.

(a): Es claro por que la inmersión de Segre es inyectiva (vea la proposición 3.3.2 ).

(b): Ya que (Rn1)d/(IX1)d ' CX1(d), (Rn2)d/(IX2)d ' CX2(d), y (RN)d/(IX)d ' CX(d),
los resultados se siguen de Theorem 4.1.6.

(c): Dado f ∈ (RN)d, las entradas de evd(f) pueden reescribirse como:

evd(f) = (f(P1,1), f(P1,2), . . . , f(P1,n2) , → Γ1 (4.1)

f(P2,1), f(P2,2), . . . , f(P2,n2), → Γ2

...
...

...
...

f(Pn1,1), f(Pn1,2), . . . , f(Pn1,n2)) → Γn1

↓ ↓ ↓
Λ1 Λ2 · · · Λn2

donde Γ1, . . . ,Γn1 y Λ1, . . . ,Λn2 son vectores fila y vectores columna, respectivamen-
te. Aśı evd(f) puede verse como la matriz de tamaño n1×n2. Ahora mostraremos que
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Γi ∈ CX2(d) y Λ>j ∈ CX1(d) ∀i, j. Definimos los siguientes polinomios hQi
∈ (Rn2)d

y gRj
∈ (Rn1)d como

hQi
= f(αi,1 · y1, αi,1 · y2, . . . , αi,1 · yn2 ,

αi,2 · y1, αi,2 · y2, . . . , αi,2 · yn2 ,
...

αi,n1 · y1, αi,n1 · y2, . . . , αi,n1 · yn2),

gRj
= f(x1 · βj,1, x1 · βj,2, . . . , x1 · βj,n2 ,

x2 · βj,1, x2 · βj,2, . . . , x2 · βj,n2 ,
...

xn1 · βj,1, xn1 · βj,2, . . . , xn1 · βj,n2).

Observe que f(Pij) = hQi
(Rj) = gRj

(Qi). Notando las igualdades

Γi = (f(Pi1), f(Pi2), . . . , f(Pis2)) =

(hQi
(R1), hQi

(R2), . . . , hQi
(Rs2)) = ev2

d(hQi
),

Λ>j =
1

(βj,`j)
d
· ev1

d(gRj
),

para i = 1, . . . , s1 y j = 1, . . . , s2, tenemos que Γi ∈ CX2(d) y Λ>j ∈ CX1(d)
para todo i, j. Esto prueba que CX(d) puede verse como un subespacio lineal de
CX1(d)⊗CX2(d). Por la parte (b) y el Teorema 4.1.1 loa códigos lineales CX(d) y
CX1(d)⊗CX2(d) tienen la misma dimensión. Por lo tanto estos espacios son iguales.

(d): Del Teorema 4.1.1 y la parte (c), se tiene δ(CX(d)) = δ(CX1(d))δ(CX2(d)) para
d ≥ 1.

(e): Se sigue una vez más por el Teorema 4.1.2 y la parte (c).

(f): Se sigue del Teorema 4.1.6(d).

Observación 4.2.2 Este resultado nos dice que el producto directo de códigos Reed-
Muller proyectivos es de nuevo un código Reed-Muller proyectivo.

Definición 4.2.3 Si K∗ = K \ {0} y Xi es la imagen de (K∗)ni+1 bajo la función
(K∗)ni+1 → Pni , x→ [x], llamamos a Xi un toro proyectivo en Pni .
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Nuestro teorema principal da una amplia generalización de la mayoŕıa de los resultados
en [14, 15, 24, 25].

Observación 4.2.4 Si X1 = Pn1 y X2 = Pn2, usando el Teorema 4.2.1 recobramos la
fórmula de la distancia mı́nima de CX(d) dada en [25, Theorem 5.1], y si Xi es un
toro proyectivo para i = 1, 2, usando el Teorema 4.2.1 recobramos la fórmula de la dis-
tancia mı́nima de CX(d) dada en [14, Theorem 5.5]. En ambos casos las fórmulas de los
parámetros básicos de CXi

(d), i = 1, 2, están dados en [34, Theorem 1] y [9, Theorem 3.5],
respectivamente. También recobramos las fórmulas para el segundo peso generalizado de
Hamming de algunos códigos Reed-Muller proyectivos que surgen de gráficas bipartitas
completas dadas en [15, Theorem 5.1] y [24, Theorem 3] (vea Corolario 4.2.5).

Resulta que la fórmula dada en el Teorema 4.2.1(e) es una generalización de gran
alcance del siguiente resultado.

Corolario 4.2.5 [15, Theorem 5.1] Sea X el producto de Segre de dos toros proyectivos
X1 y X2. Entonces el segundo peso generalizado de Hamming de CX(d) esta dado por

δ2(CX(d)) = mı́n{δ1(CX1(d))δ2(CX2(d)), δ2(CX1(d))δ1(CX2(d))}.

Definición 4.2.6 Si X es parametrizado por monomios tv1 , . . . , tvs , decimos que CX(d)
es un código proyectivo parametrizado de grado d.

Corolario 4.2.7 Si CXi
(d) es un código proyectivo parametrizado de orden d para i =

1, 2, entonces también lo es su correspondiente código proyectivo de Segre CX(d).

Demostración. Es suficiente ver que si X1 y X2 son parametrizados por tv1 , . . . tvs

y wu1 , . . . wur , respectivamente, entonces X es parametrizado por tviwuj , i = 1, . . . , s,
j = 1, . . . , r.



Caṕıtulo 5

Distancia Mı́nima

Sea R = K[x0, . . . , xn] el anillo de polinomios sobre un campo K con la graduación
estándar e I 6= 0 un ideal homogéneo con dimensión de Krull k.

Definición 5.0.8 El grado o multiplicidad de R/I es el entero positivo

deg(R/I) :=

{
(k − 1)! ĺımd→∞HI(d)/dk−1 si k ≥ 0

dimKR/I si k = 0

Sea Fd el conjunto de todos los divisores de R/I que no pertenecen a I de grado d ≥ 0:

Fd := {f ∈ Rd : f /∈ I, (I : f) 6= I}, (5.1)

donde (I : f) = {h ∈ R : hf ∈ I}. Notemos que F0 = ∅.
El objetivo principal de este caṕıtulo es estudiar la función δI : N→ Z la cual llamamos

función distancia mı́nima de I. Si I es un ideal primo, entonces Fd = ∅ ∀d ≥ 0 y δI(d) =
deg(R/I). Demostraremos que δI generaliza la función distancia mı́nima de códigos Reed-
Muller sobre campos finitos. Ésta formulación algebraica da una nueva herramienta para
estudiarlos.

Definición 5.0.9 Sea R un anillo y M un R−módulo y sea r ∈ R − {0}, si existe
x ∈ M − {0} tal que rx = 0 entonces decimos que r es un divisor de cero de M , si
∀x ∈M − {0} se tiene que rx 6= 0 entonces decimos que r es un elemento regular de M .

Definición 5.0.10 Sea R un anillo y M un R−módulo. Sea x ∈ M , definimos el ideal
anulador de x como:

ann(x) := {r ∈ R : rx = 0}

47
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Definición 5.0.11 Sea R un anillo e I un ideal de R. Para cada f ∈ R definimos el ideal
cociente de I respecto a f como (I : f) = {h ∈ R : hf ∈ I}. Notemos que f es un divisor
de cero de S/I si y solo si (I : f) 6= I.

Definición 5.0.12 Sea R un anillo conmutativo con identidad y M un R-módulo, defi-
nimos el conjunto de primos asociados de M como:

Assoc(M) := {P ∈ Spec(R) : P = ann(x) para algún x ∈M }

Proposición 5.0.13 [11] Sea R un anillo conmutativo Noetheriano con identidad y M
un R-módulo finitamente generado, si C es la familia de todos los ideales anuladores de
elementos de M entonces los elementos de Assoc(M) son elementos maximales de C y
Assoc(M) es un conjunto finito.

Corolario 5.0.14 Si R es un anillo Noetheriano conmutativo con identidad, I un ideal
de R y Z(R/I) denota el conjunto de divisores de cero de R/I entonces

Z(R/I) =
m⋃
i=1

pi

Donde p1, . . . , pm son los primos asociados de R/I

Definición 5.0.15 Sea R un anillo y P ∈ Spec(R), definimos la altura de P , denotada
por ht(P ), como el supremo de longitudes de todas las cadenas primas descendentes de
P . Para un ideal propio de R, definimos la altura de I, como ht(I) := ı́nf{ht(P ) : P ∈
Spec(R) & I ⊆ P}.

Proposición 5.0.16 Sea R un anillo Noetheriano e I un ideal propio de R. El conjunto
de ideales primos minimales sobre I coincide con el conjunto de ideales primos minimales
de Assoc(R/I). Por lo que ht(I) = mı́n{ht(P ) : P ∈ Assoc(R/I)}

Teorema 5.0.17 [2] Sea R un anillo conmutativo Noetheriano con identidad e I un ideal
de R. Entonces existen q1, . . . , qm ideales primarios de R tales que

I = q1 ∩ · · · ∩ qm

Y
I 6= q1 ∩ · · · ∩ q̂i · · · ∩ qm

∀ 0 ≤ i ≤ m
Al conjunto {q1, . . . , qm} se le llama descomposición primaria irredundante de I y

satisface que Assoc(R/I) = {p1 = rad(q1), . . . , pm = rad(qm)}.
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Proposición 5.0.18 ([16], Lemma 5.3.11, [31])Si I es un ideal de R y I = q1 ∩ · · · ∩ qm
es una descomposición primaria irredundante, entonces:

deg(R/I) =
∑

ht(qi)=ht(I)

deg(R/qi).

Definición 5.0.19 La regularidad de R/I, denotada por reg(R/I), es el mı́nimo entero
r ≥ 0 tal que HI(d) = hI(d) ∀d ≥ r.

Si R es un anillo Cohen-Macaulay y dim(R/I) = 1, entonces reg(R/I) es la regularidad
de Castelnuovo-Mumford de R/I en el sentido de poner[7]. Si dim(R/I) = 0, entonces
reg(R/I) es el mı́nimo entero tal que md ⊂ I

Definición 5.0.20 (la huella de un ideal). Sea ≺ un orden monomial en R y sea I un
ideal no cero de R.

Un monomio xa ∈ R se dice monomio estándar de R/I con respecto a ≺ si xa /∈ in≺(I)
. El conjunto de monomios estándar, denotado por ∆≺(I) lo llamaremos la huella de R/I.

Definición 5.0.21 Sea ≺ un orden monomial de R y f ∈ R un polinomio homogéneo
de grado d tal que in≺(f) ∈ ∆≺(I), entonces decimos que f es un polinomio estándar de
R/I.

Observación 5.0.22 La imagen de los polinomios estándar de grado d bajo la función
canónica R → R/I es igual a Rd/Id y la imagen de ∆≺(I) es una base de R/I como
K−espacio vectorial. En particular si I es graduado, entonces HI(d) es el número de
monomios estándar de grado d.

Lema 5.0.23 Sea I un ideal de R y G = {g1, . . . , gr} un conjunto generador de I, enton-
ces

∆≺(I) ⊆ ∆≺(in≺(g1), . . . , in≺(gr))

Si G = {g1, . . . , gr} es una base de Gröbner de I (vea el caṕıtulo 2 y sección 2.3 de ésta
tesis) la igualdad se cumple.

Demostración. Sea xa ∈ ∆≺(I). Si xa /∈ ∆≺(in≺(g1), . . . , in≺(gr)), entonces xa =
xcin≺(gi) para algún i entonces xa = in≺(xcgi), con xcgi ∈ I, una contradicción. Si G es
una base de Gröbner de I, se sigue de su definición.

Lema 5.0.24 Sea G = {g1, . . . , gr} una base de Gröbner de I. Si para algún i, la variable
xi no divide a in≺(gj) para todo j, entonces xi es valor regular de R/I.
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Demostración. Asuma que xif ∈ I. Por el algoritmo de la división f = g+ r con g ∈ I
y r = 0 o r 6= 0 y in≺(r) ∈ ∆≺(I). Si r 6= 0 entonces xiin≺(r) ∈ in≺(I) pero xi es regular,
aśı que in≺(r) ∈ in≺(I) lo cual es una contradicción.

Corolario 5.0.25 Si xi es un divisor de cero de R/I para todo i entonces xi pertenece a
alguno de los monomios iniciales de gj para algún j.

Teorema 5.0.26 Si I es un ideal graduado de R entonces R/I y R/in ≺ (I) tienen la
misma función de Hilbert por lo tanto el mismo grado y regularidad.

Lema 5.0.27 Sea Pn el espacio proyectivo de dimensión n sobre un campo K y X un
subconjunto finito de Pn y sea [P ] ∈ X con P = (p0, . . . , pn). Entonces el ideal anulador
de [P ] es un ideal primo de la forma

I[P ] = 〈pjxi − pixj : i 6= j ∈ {0, . . . , n}〉 (5.2)

Y reg(R/I[P]) = 1, más aún ht(I[P ]) = n y IX =
⋂

[P ]∈X I[P ] es la descomposición primaria
de IX . En particular IX es un ideal radical.

Demostración.

Primero probaremos la igualdad en (5.2). Es claro que

〈pjxi − pixj : i 6= j ∈ {0, . . . , n}〉 ⊆ I[P ]

para la otra contención probaremos que existe un subconjunto de {pjxi − pixj : i 6=
j ∈ {0, . . . , n}} que es base de Gröbner de I[P ] bajo el siguiente orden.

Dados α, β ∈ Zn+1
0 α ≺ β si |α| < |β| o |α| = |β| y la primera entrada no cero más a

la izquierda de β−α es negativa. Notemos que bajo este orden x0 ≺ x1 ≺ . . . ≺ xn.

Sin pérdida de generalidad supongamos que p0 = 1 aśı que para todo i ∈ {1, ..., n}
xi − pix0 pertenece a I[P ] y es distinto de cero por lo que xi = in≺(xi − pix0) ∈
in≺(I[P ]). Vamos a probar que {x1, . . . , xn} es un conjunto generador de in≺(I[P ]), en
efecto, dado que in≺(I[P ]) es el ideal generado por los monomios ĺıderes de polinomios
en I[P ] y que I[P ] es homogéneo, es suficiente probar que para cada polinomio no
cero f ∈ (I[P ])d con d ∈ N, in≺(f) ∈ 〈x1, . . . , xn〉, aśı supongamos lo contrario, que
existe f ∈ (I[P ])d tal que in≺(f) = xd0 para algún d, pero para cualquier conjunto de

ı́ndices {j0, ..., jn} tales que j0 + · · · + jn = d se tiene que xji0 ≺ xjii ∀i ∈ {1, . . . , n}
luego xd0 ≺ xj00 x

j1
1 · · · xjnn lo que implica que f = axd0 lo cual contradice al hecho de

que f ∈ I[P ]. Luego in≺(I[P ]) = 〈x1, . . . , xn〉 y se sigue que {xi − pix0}i 6=0 es base de
Gröbner de I[P ].
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Por el Teorema 5.0.26
reg(R/I[P]) = reg(R/in≺(I[P]))

y como (in≺(I[P ]))1 = 〈x1, . . . , xn〉K entonces

HR/in≺(I[P ])(1) =

(
n+1

1

)
− n = (n+ 1)− n = |X|

luego reg(R/I[P ]) = 1.

Ahora probemos que ht(I[P ]) = n. Ya que I[P ] es un ideal primo, comencemos con
probar que cada elemento de la siguiente cadena es un ideal primo de R:

P0 ⊂ P1 ⊂ P2 ⊂ . . . ⊂ Pn

donde
P0 = 0

P1 = 〈xn − pnx0〉

P2 = 〈xn − pnx0, xn−1 − pn−1x0〉

...

Pn = 〈xn − pnx0, xn−1 − pn−1x0, . . . , x1 − p1x0〉 = I[P ]

Notemos que para cada i ∈ [1, n] el conjunto ordenado:

Gi = {xn − pnx0, xn−1 − pn−1x0, . . . , xn−(i−1) − pn−(i−1)x0}

es base de Gröbner de Pi, es decir, in≺(Pi) = 〈xn, . . . , xn−(i−1)〉. En efecto, sea
i 6= 0, por el Critero de Buchberger′s (Teorema 2.3.13) es suficiente probar que para
cualesquiera s 6= t en el intervalo [n− (i−1), n] el residuo de dividir al S−polinomio
S(xs − asx0, xt − atx0) = atx0xs − asx0xt por Gi es cero. Si as = 0 o at = 0 es
claro, aśı supongamos as 6= 0, at 6= 0 y s > t, por el algoritmo de la división
atx0xs − asx0xt = atx0(xs − asx0) − asx0(xt − atx0). Se sigue que para todo i > 0
Gi es base de Gröbner de I luego in≺(Pi) = 〈xn, . . . , xn−(i−1)〉 ∈ Spec(R) y por
el Lema 2.3.11, Pi ∈ Spec(R) ∀i ∈ {1, ..., n} por lo tanto n ≤ ht(I[P ]) y como
R/I[P ] ' K[x0] bajo el homomorfismo f 7→ res(f)G1 donde res(f)G1 es el residuo
de dividir a f por G1 dim(R/I[P ]) = 1, además se tiene que para cualquier ideal
I y anillo R ht(I) + dim(R/I) ≤ dim(R), en nuestro caso tenemos lo siguiente
ht(I[P ]) + 1 ≤ n+ 1 luego ht(I[P ]) = n.
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Lema 5.0.28 Sea Y = {[P ], [Q]} ⊆ Pn. Lo siguiente se cumple:

1. regR/IY = 1

2. Existe h ∈ R homogéneo de grado 1 tal que h(P ) 6= 0 y h(Q) = 0.

3. Para cada d ≥ 1 existe f ∈ Rd tal que f(P ) 6= 0 y f(P ) = 0.

4. Si X ⊆ Pn con al menos dos elementos y d ≥ 1 entonces existe f ∈ Rd tal que
f /∈ IX y (IX : f) 6= IX .

Demostración.

1. Por la proposición 2.2.8 HY (0) = 1 < HY (1) y como |Y | = 2 entonces reg(R/IY) = 1

2. Consideremos la función

ev1 : R1 → K2, f 7→ (f(P ), f(Q)).

Por la parte 1, ev1 es sobre aśı que ∃h ∈ R1 tal que (h([P ]), h([Q])) = (1, 0)

3. Se sigue 2 tomando f = hd

4. Si |X| ≥ 2 sean [P ] 6= [Q] ∈ Xentonces para cada d ≥ 1 sea f como en 3, notemos
f /∈ IX y f ∈ I[Q], como I[Q] ∈ Assoc(R/IX) por el corolario 5.0.14 f es un divisor
de cero de R/IX luego (IX : f) 6= IX .

Proposición 5.0.29 Existe un entero r ≥ 0 tal que

|X| = δX(0) > δX(1) > . . . > δX(d) = δX(r) = 1 ∀d ≥ r

Demostración. Supongamos que δX(d) > 1, es suficiente probar que δX(d) > δX(d+
1). Sea g /∈ IX , si VX(g) := {[P ] ∈ X : g(P ) = 0} entonces el peso de hamming de
(g(P1), . . . , g(P|X|) es |X| − |VX(g)|, si además g es tal que

|VX(g)| = máx{|VX(f)| : evd(f) 6= 0; f ∈ Rd}

Entonces δX(d) = |X| − |VX(g)| ≥ 2 aśı que existen [P ], [Q] ∈ X distintos tales que
g(P ), g(Q) 6= 0. Por el lema anterior existe h ∈ R1 tal que h(P ) 6= 0 y h(Q) = 0 luego
hg ∈ Rd+1 es tal que hg /∈ IX con al menos |VX(g)|+1 ceros, se sigue que δX(d) > δX(d+1)
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5.1. Calculando el número de ceros usando el grado

En esta sección daremos una fórmula del grado para calcular el número de ceros que
un polinomio homogéneo tiene en cualquier subconjunto finito de un espacio proyectivo
sobre cualquier campo.

Definición 5.1.1 Sea R un anillo e I ⊆ R un ideal, decimos que I es no-mixto si todos
sus primos asociados tienen la misma altura.

Definición 5.1.2 Sea R un anillo y I un ideal de R. Decimos que I es un ideal radical
si coincide con su radical, es decir, rad(I) = I.

Ejemplo 5.1.3 Sea X ⊂ Pn un subconjunto finito del n−espacio proyectivo sobre un
campo. Del lema 5.0.27 IX es un ideal radical no mixto de R.

Lema 5.1.4 Sea I ⊂ R un ideal graduado radical no mixto de R. Si f ∈ R es homogéneo,
(I : f) 6= I y A es el conjunto de todos los primos asociados de R/I que contienen a f ,
entonces ht(I) = ht(I, f) y

degR/(I, f) =
∑
p∈A

degR/p.

Demostración. Si f es un divisor de cero de I entonces f ∈
⋃

p∈Assoc(R/I) p por lo que el

conjunto A 6= ∅ y f ∈
⋃

p∈A p, por la proposición 5.0.13 para todo p ∈ A: I ⊆ (I, f) ⊆ p,
por la proposición 5.0.18 y el hecho de que I es no-mixto: ht(I) = ht(I, f) = ht(P ) para
todo p ∈ A, más aún, como para cualquier p ∈ A, p es minimal para I (vea la proposición
5.0.18), también lo es para (I, f) aśı A ⊆ Assoc(R/(I, f)), más aún, el conjunto de primos
asociados de R/(I, f) que tienen altura igual a ht(I) es A. Sea

(I, f) = q1 ∩ · · · ∩ qr ∩ q
′

r+1 ∩ · · · ∩ q
′

t (5.3)

una descomposición irredundante de (I, f). Donde rad(qi) = pi, A = {p1, . . . pr}, y
ht(q

′
i) > ht(I) para i > r. Asumamos que Assoc(R/I) = {p1, . . . pm} con m ≥ r, co-

mo I es un ideal radical, entonces I =
⋂m
i=1 pi. Probaremos la siguiente igualdad

p1 ∩ · · · ∩ pm = q1 ∩ · · · ∩ qr ∩ q
′

r+1 ∩ · · · ∩ q
′

t ∩ pr+1 ∩ · · · ∩ pm (5.4)

La inclusión ” ⊇ ” es clara por que pi ⊇ qi ∀i ∈ {1, . . . ,m}. La desigualdad ” ⊆ ” se
sigue, notando el lado derecho de la ecuación (5.4) es igual a (I, f) ∩ pr+1 ∩ · · · ∩ pm y
consecuentemente contiene a I =

⋂m
i=1 pi. Notemos además que rad(q

′
j) = p

′
j 6⊂ pi ∀i, j y

qj, pj 6⊂ pi∀i 6= j luego (R−pi)∩pj, (R−pi)∩p
′
j 6= ∅ ∀i 6= j por lo que (pj)pi = (p

′
j)pi = Rpi

aśı que Ipi =
⋂

(pj)pi = (pi)pi = (qi)pi y por lo tanto pi = Ipi ∩ R = Iqi ∩ R = qi, de la
ecuación (5.3) y la proposición 5.0.18 se sigue el Lemma.



54 CAPÍTULO 5. DISTANCIA MÍNIMA

Lema 5.1.5 Sea X un subconjunto finito de Pn. Si f 6= 0 ∈ Rh entonces

|VX(f)| =

{
degR/(IX , f) si (IX : f) 6= IX

0 si (IX : f) = IX

Demostración. Por el lema 5.0.27 los primos correspondientes a su descomposición
primaria son {I[Q]}[Q]∈X y son tales que regR/I[Q] = 1 ∀[Q] ∈ X, sea A el conjunto de
ideales I[P ] tales que f ∈ I[P ] entonces f(P ) = 0 si y solo si I[P ] ∈ A por lo que

|VX(f)| =
∑

[P ]∈VX(f)

1 =
∑
I[P ]∈A

1 =
∑
I[P ]∈A

degR/I[P ]

Si (IX : f) 6= IX por el lema 5.1.4 |VX(f)| = degR/(I, f). Si (IX : f) = IX entonces f es
regular luego f /∈

⋃
[P ]∈X I[P ] por lo que VX(f) = ∅ y |VX(f)| = 0.

5.2. La función distancia mı́nima de un ideal gradua-

do

En esta sección estudiaremos la función distancia mı́nima δI de un ideal graduado I
y mostraremos que generaliza la función distancia mı́nima de un código Reed-Muller. El
siguiente resultado se usa para acotar el número de ceros de polinomios sobre campos
finitos y estudiar sus propiedades generales

Lema 5.2.1 Sea I un ideal no mezclado de R y ≺ un orden monomial sobre R. Si f ∈ Rh

y (I : f) 6= I entonces

degR/(I, f) ≤ R/(in≺(I), in≺(f)) ≤ degR/I

y degR/(I, f) < degR/I si I es un ideal radical no mezclado tal que f /∈ I

Demostración. Sea J = (I, f) y L = (in≺(I), in≺(f)).
Primero mostraremos que dim(R/L) = dim(R/I). Como f ∈ Z(R/I) e I es no

mezclado para todo p ∈ Assoc(R/I) dim(R/I) = dim(R/p), aśı escogemos p tal que
f ∈ p luego I ⊂ J ⊂ p y obtenemos dim(R/J) = dim(R/I) pero por el teorema 5.0.26
R/J y R/L tienen misma función de Hilbert por lo que dimR/J = dimR/L luego

dim(R/J) = dim(R/L) = dim(R/I)

Sea G = {g1, . . . , gr} una base de Gröbner de I entonces G ∪ {f} genera a J = (I, f) y
por el lema 5.0.23 tenemos que

∆≺(J) ⊆ ∆≺(in≺(g1), . . . , in≺(gr), in≺(f)) = ∆≺(L)
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Probemos que ∆≺(L) ⊆ ∆≺(I). Sea m ∈ ∆≺(L) entonces ningún monomio del conjunto
{in≺(g1), . . . , in≺(gr)} lo divide, luego m ∈ ∆≺(I). Aśı

∆≺(J) ⊆ ∆≺(L) ⊆ ∆≺(I)

Por lo que
0 ≤ HJ(d) ≤ HL(d) ≤ HI(d) ∀d ≥ 0 (5.5)

Se sigue de que dim(R/J) = dim(R/L) = dim(R/I), la definición del grado y de la
ecuación (5.5) que

degR/J ≤ degR/L ≤ degR/I

Si I es un ideal radical no mixto y f /∈ I entonces existe un ideal primo minimal de I tal
que f /∈ p, del lema 5.1.4 deg(R/(I, f)) < deg(R/I).

Observación 5.2.2 Si I es un ideal no mezclado de R de dimensión 1 entonces (I : f) =
I si y sólo si dim(R/(I, f)). Recordemos que (I : f) = I si y solo si f es elemento regular
de R/I: Como (I, f) ⊃ I entonces dimR/(I, f) ≤ dimR/I. Sean q0 ⊇ q1 ideales primos
sobre (I, f), entonces I ⊂ (I, f) ⊆ q1 ⊆ q0. Si q1 6= q0 entonces q1 es minimal sobre I
pues dimR/I = 1 luego f no es regular #c, se sigue que dimR/(I, f) = 0. En este caso
puede que deg(R/(I, f)) < deg(R/I).

Corolario 5.2.3 Sea X ⊂ Pn un conjunto finito, ≺ un orden monomial de R y IX el
ideal anulador de X. Si f ∈ Rh es divisor de cero de IX entonces

|VX(f)| = deg(R/(IX , f)) ≤ deg(R/IX) ≤ deg(R/(in≺(IX), in≺(f))) ≤ deg(R/IX)

y deg(R/(IX , f)) < deg(R/IX) si f /∈ IX .

Definición 5.2.4 Definimos la función distancia mı́nima de I como δI : N → Z dada
por:

δI(d) =

{
deg(R/I)−máx{deg(R/(I, f)) : f ∈ Fd}
deg(R/I) si Fd = ∅

Donde Fd = {f ∈ Rd : f /∈ I y (I : f) 6= I}.

Sea I como en la definición anterior, ≺ un orden monomial de R, G una base de Groebner
de I y ∆≺(I) la huella de I. Si ∆≺(I)∩Rd = {xa1 , . . . , xan} y F≺,d = {f =

∑
λix

ai : f 6=
0, λi ∈ K, (I : f) 6= I}, usando el algoritmo de la división podemos escribir:

δI(d) = deg(R/I)−máx{deg(R/(I, f)) : f ∈ Fd}

= deg(R/I)−máx{deg(R/(I, f)) : f ∈ F≺,d} (5.6)
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Teorema 5.2.5 Sea I es un ideal graduado no mezclado de R, ≺ es un orden monomial
de R y G una base de Gröbner de I. Si ∆≺(I)pd es el conjunto de polinomios estándar de
grado d, entonces

δI(d) = mı́n{deg(R/(I : f)) : f ∈ Rd − I}
= mı́n{deg(R/(I : f)) : f ∈ ∆≺(I)pd}

Demostración. La segunda igualdad se cumple por el algoritmo de la división f ∈ Rd−I
si y sólo si el residuo de dividir a f por G es h ∈ ∆≺(I)pd aśı que (I : f) = (I : h).

Probaremos la primera igualdad.

Si Fd = ∅. δI(d) = deg(R/I), como cada f ∈ Rd − I satisface que (I : f) = I
entonces mı́n{deg(R/(I : f)) : f ∈ Rd − I} = deg(R/I) = δI(d).

Si Fd 6= ∅. Sea f ∈ Fd, usando que I es no mixto no es dif́ıcil ver que dim(R/I) =
dim(R/(I : f)) = dim(R/(I, f)); además hay sucesiones exactas:

0→ (I : f)/I → R/I → R/(I, f)→ 0

0→ (I : f)/I → R/I(−d)
f−→ R/I → R/(I, f)→ 0

Recordemos que R/I(−d) es la graduación de R/I inducida por el corrimiento −d
(vea 1.2.4).Notemos que el morfismo R/I(d)→ R/I inducido por la multiplicación
por f es graduado. Por la aditividad de la función de Hilbert tenemos:

dimK(I : f)/I(i) = HI(i)−H(I:f)(i) = HI(i− d)−HI(i) +H(I,f)(i) ∀i ≥ 0 (5.7)

Por definición de δI(d) es suficiente mostrar la siguiente igualdad

deg(R/(I : f)) = deg(R/I)− deg(R/(I, f)) (5.8)

Suponiendo que la igualdad en la ecuación (5.8) tendŕıamos que δI(d) = deg(R/I)−
máx{deg(R/(I, f)) : f ∈ Fd} = deg(R/I) −máx{deg(R/I) − deg(R/(I : f)) : f ∈
Fd} = mı́n{deg(R/(I : f)) : f ∈ Rd − I}.
Regresando a la prueba de la ecuación (5.8).

Si dimR/I = 0 usando la ecuación (5.5) tenemos∑
i≥0

HI(i)−
∑
i≥0

H(I:f)(i) =
∑
i≥0

HI(i− d)−
∑
i≥0

(i) +
∑
≥0

H(I,f)(d)

como
∑

i≥0HI(i− d) =
∑

i≥0HI(i) se tiene que

deg(R/(I : f)) = dimKR/(I : f) =
∑
i≥0

H(I:f)(i) =
∑
i≥0

HI(i)−
∑
i≥0

H(I, f)(i)

= dimKR/I − dimKR/(I, f) = deg(R/I)− deg(R/(I, f))
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Si k = dimR/I − 1 por el teorema de Hilbert-Serre: HI , H(I:f), H(I,f) son poli-
nomios de grado k para i� 0. Entonces, dividiendo por ik y tomando ĺımites
cuando i→∞ la igualdad de la ecuación (5.8) se cumple.

Definición 5.2.6

fpI(d) =

{
deg(R/I)−máx{deg(R/(in≺(I), xa) : xa ∈ ∆≺(I)d si ∆≺(I)d 6= ∅}
deg(R/I) si ∆≺(I)d

Ahora veremos el resultado principal de este caṕıtulo

Teorema 5.2.7 Sea ≺ un orden monomial de R e I un ideal homogéneo no mezclado con
dimR/I ≥ 1 tal que ti es un divisor de cero de R/I para todo i = 0, . . . , n. Lo siguiente
se cumple

(i) Fd 6= ∅ para d ≥ 0.

(ii) δI(d) ≥ fpI(d) para d ≥ 1

(iii) deg(R/(I, xa)) ≤ deg(R/(in≺(I), xa)) ≤ deg(R/I) para cualquier xa ∈ ∆≺(I)d.

(iv) fpI(d) ≥ 0

(v) δI(d) ≥ δI(d+ 1) ≥ 0 para todo d ≥ 1

(vi) Si I es un ideal radical y sus primos asociados están generados por formas lineales,
entonces hay un entero r ≥ 0 tal que

δI(1) > δI(2) > . . . > δI(r) = δI(d) = 1 para d ≥ r (5.9)

Demostración.

(i) Ya que dimR/I ≥ 0 sabemos que existe l ∈ {0, . . . , n} tal que xdl /∈ I y como xl es
divisor de cero lo es también xdl por lo que (I : xdl ) 6= I, luego xdl ∈ Fd

(ii,iv) Como Fd 6= ∅, sea F ∈ Fd tal que

δI(d) = deg(R/I)− deg(R/(I, f))

Asumamos que F es combinación lineal de monomios estándar de R/I respecto a
≺. El lema 5.2.1 nos dice que

degR/(I, F ) ≤ R/(in≺(I), in≺(F )) ≤ degS/I
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Donde in≺(F ) es un monomio estándar de R/I De la definición de fpI(d) tenemos
las siguientes desigualdades

deg(R/(I, F )) ≤ deg(R/I)− fpI(d) ≤ deg(R/I)

−deg(R/I) ≤ −deg(R/I) + fpI(d) ≤ −deg(R/(I, F ))

0 ≤ fpI(d) ≤ deg(R/I)− deg(R/(I, F )) = δI(d)

(iii) Por el lema 5.0.24 cualquier monomio estándar de grado d es divisor de cero de R/I,
por el lema 5.2.1 tenemos las desigualdades en (iii).

(v) Como Fd 6= ∅ y δI(d) ≥ 0 tomemos F ∈ Fd tal que

deg(R/(I, F )) = deg(R/I)− δI(d)

Hay h ∈ S1 tal que hF /∈ I porque de otro modo el ideal maximal m = 〈x0, . . . , xn〉
seŕıa un primo asociado de R/I, una contradicción al hecho de que I es un ideal
radical no mezclado de dimR/I ≥ 1. Si hF ∈ I ∀h ∈ R1 entonces xl ∈ ann(F )
para todo l ∈ {0, . . . , n} luego m ⊆ ann(F ), por lo que m = ann(F ) y se sigue que
m ∈ Assoc(R/I) con dimR/m = 0. Lo cual contradice una vez más que I es no
mezclado de dimensión mayor o igual que uno. Como F es divisor de cero de R/I
también los es hf ∈ Fd+1 y además

ht(I) = ht(I, F ) = ht(I, hF )

tomando funciones de Hilbert en la sucesión exacta

0→ (I, F )/(I, hf)→ R/(I, hF )→ R/(I, f)→ 0

obtenemos

dimK(I, F )/(I, hf)(d)−H(I,hF )(d) +HI,f (d+ 1) = 0

luego
H(I,hF )(d) ≥ H(I,F )(d+ 1)

y
deg(R/(I, hF )) ≥ deg(R/(I, F )) = deg(R/I)− δI(d)

Por lo que

máx{deg(R/(I, g)) : g ∈ Fd+1} ≥ deg(R/(I : hF )) ≥ deg(R/I)− δI(d)

y aśı
δI(d) ≥ deg(R/I)−máx{deg(R/(I, g)) : g ∈ Fd+1} = δI(d+ 1)
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(vi) Por el lema 5.2.1 δI(d) ≥ 1 para d ≥ 1. Asumamos que δI(d) > 1. Por (v) es suficiente
mostrar que δI(d) > δI(d+1). Sea F ∈ Fd tal que deg(R/(I, F )) = deg(R/I)−δI(d)
y sean p1, . . . , pm los primos asociados de I entonces por el lema 5.1.4 tenemos

δI(d) = deg(R/I)− deg(R/(I, F )) =
m∑
i=1

deg(R/pi)−
∑
j:F∈pj

deg(R/pj) ≥ 2

Aśı que hay pk, pl tales que F /∈ pk ∪ pl. Como I es no mezclado existe h ∈ pk − pl
tal que h es homogéneo de grado 1. Entonces hF /∈ I por que h /∈ pj y como hF es
divisor de cero de I entonces (I : hF ) 6= I. Notando que F /∈ pk y hF ∈ pk por el
lema 3.1

deg(R/I) − δI(d) = deg(R/(I, F )) =
∑

j:F∈pj deg(R/pj) <
∑

k:hF∈pk deg(R/pk) =

deg(R/(I, hF )) ≤ deg(R/I)− δI(d+ 1).

Corolario 5.2.8 Si I es un ideal Cohen-Macaulay libre de cuadrados y monomial, en-
tonces hay un entero r ≥ 0 tal que

δI(1) > δI(2) > . . . > δI(r) = δI(d) = 1 para d ≥ r



60 CAPÍTULO 5. DISTANCIA MÍNIMA



Resultados, discusión, conclusiones y
perspectivas

El gran logro de este trabajo es la maduréz y exploración de resultados referentes a
teoŕıa de códigos a través del álgebra conmutativa y geometŕıa algebraica clásica. Ya que
lo expuesto no es más que el seguimiento de mi tesis de licenciatura “Introducción a la
Teoŕıa de Códigos Evaluación”.

Siendo más concreta, ésta tesis contiene el material necesario para introducirse a la
teoŕıa de códigos algebraicos de manera natural y progresiva. Más aún, contiene ejemplos
y demostraciones que ayudan al lector a reforzar las definiciones y teoremas clave para su
estudio.

Para lectores más experimentados en el tema podrán encontrar ideas y demostraciones
de resultados de gran interés como lo es la generalización de los códigos de Segre, la cual
da una perspectiva diferente de estudiar un código, es decir, para cada código algebraico
podŕıamos definir una descomposición de Segre y obtener de manera independiente cada
uno de sus parámetros con la idea de disminuir la complejidad de su cálculo, a lo cual se
siguen las siguientes preguntas: ¿es posible definir para cada código una descomposición
de Segre?, ¿de existir dicha descomposición, que tan dif́ıcil seŕıa obtenerla? y por último
¿estaŕıamos reemplazando un problema con otro problema más dif́ıcil de calcular?.

Sin dejar de lado el último caṕıtulo, la construcción de la distancia mı́nima de un ideal
y la correspondencia con la distancia mı́nima de su código asociado, es un gran resultado
ya que como hemos mencionado antes, su naturaleza algebraica da nuevas herramientas
para su cálculo. Recordemos que es el parámetro más dif́ıcil de calcular en el sentido que
a diferencia de la dimensión y longitud, no teńıamos la gran variedad de resultados que
ayudan a su cálculo.
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