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Resumen

En esta tesis daremos un gran panorama de los codigos Reed-Muller generalizados. En
los capitulos uno, dos y tres veremos su construccién vista como el cociente del anillo de
polinomios en varias variables sobre el ideal anulador de un subconjunto del espacio pro-
yectivo; la extraccion de sus parametros basicos a través del uso del dlgebra conmutativa
y por ultimo abordaremos una serie de ejemplos de dichos codigos, dando férmulas de sus
parametros asi como el a-invariante y los generadores del ideal anulador asociado.

Los capitulos cuatro y cinco tratan dos temas independientes, en el primero generali-
zaremos el producto de codigos a través de la inmersion de Segre y como dicho producto
hereda ciertas propiedades de cada uno de los elementos del producto. Por ultimo daremos
una definicion alterna a la distancia minima de un cddigo la cual da lugar a una nueva
manera de calcular dicho pardmetro.
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Abstract

In this thesis we will give a great overview of the generalized Reed-Muller codes. In
chapters one, two and three we shall see its construction as the quotient of the ring of
polynomials in several variables over the vanishing ideal of a subset of the projective
space; the extraction of its basic parameters through the use of the commutative algebra.
In chapter three we will view a series of examples of such codes giving formulas of their
parameters, as well as the a-invariant and the generators of the associated vanishing ideal.

Chapters four and five deal with two independent themes, in the first we will generalize
the product of codes through the Segre embedding and as that product inherits certain
properties of each of the elements of the product. In the chapter five we will give an
alternative definition to the minimum distance of a code, which gives rise to a new way
of calculating this parameter.
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Introduccion

La Teoria de codigos es la rama de las matematicas y de la computacion que se ocu-
pa de la transmisién de informacion y deteccion de errores en la informacién recibida.
A grandes rasgos codificar es transformar informacién en una senal convenida para su
comunicacion. Asi, un cédigo algebraico es aquel donde la transformacién estd dada por
cualquier transformacién lineal inyectiva y la deteccién de errores esta parametrizada por
una métrica definida en el espacio ambiente de dicha transformacién. Nosostros estudia-
remos aquellos codigos dados por la siguiente estructura.

Definimos al d—ésimo cédigo evaluacion Reed-Muller generalizado Cy(X) como la
imagen de la siguiente funcion:

eva: Ry= Klzo, ..., x.)a — KX f= (f(P),..., f(Px)) (1)

donde K es un campo finito, X un subconjunto del n—ésimo espacio proyectivo P" y
Py, ..., Px la representacion estdndar de los puntos de X.

Este trabajo tiene tres objetivos principales.

El primero es definir y mostrar de una manera progresiva lo necesario para llegar a la
ecuacion anterior y que de manera natural tengamos nocion de cudles son las propiedades
més importantes de Cy(X): su longitud, dimensién y distancia minima y qué herramientas
usar para obtenerlas. Por herramientas nos referimos a conceptos y resultados de distintas
areas como el algebra conmutativa, geometria algebraica y dlgebra computacional.

El segundo objetivo es esclarecer con tres familias particulares de codigos evaluacion
Reed-Muller como obtener para cada d los pardmetros basicos de Cy(X) asi como gene-
radores del ideal anulador de X y el a-invariante asociado.

El tercer objetivo es lo que llamo ir de lo particular a lo general y un analisis al-
terno, pues generalizaremos el concepto de cédigo asociado a la inmersion de Segre como
producto directo de cédigos y codigos proyectivos de Segre. Por otro lado atacaremos el
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problema de encontrar la distancia minima (el parametro més dificil de entender) de un
cédigo Reed-Muller definiendo la distancia minima de un ideal graduado, sus principales
propiedades y la equivalencia entre ésta distancia y la distancia minima de un codigo
dando lugar a una nueva manera de calcular dicho parametro y que pienso, es el resultado
mas fuerte que se expondra en ésta tesis.
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Capitulo 1

Cddigos Lineales

Pensemos en la siguiente situacién, el sujeto A quiere enviar un mensaje M al sujeto B,
el mensaje viajard a través de un canal (red telefénica, internet, transmisién satelital, etc.)
hasta llegar al sujeto B, la cuestién es la siguiente: ; El mensaje enviado es el mismo que el
mensaje recibido? existen distintos factores que pueden modificar el mensaje (montanas,
tormentas o sefiales externas), a cualquier factor posible que evite que el mensaje M sea
igual al mensaje recibido M’ se le llama ruido.

Si A denota un alfabeto y P4 denota todas las posibles palabras con dicho alfabeto,
los mensajes M y M’ los podemos ver como subconjuntos de P4, con estas condiciones
el ruido modifica palabras de P4, en P4. En lo siguiente, al alfabeto A lo encajaremos
en un campo finito K y las palabras en K™ para algin n € N por lo que una palabra x
representa un elemento de K™ y un mensaje M representa un subconjunto de K™.

En la primera seccion de este capitulo nos enfocaremos en dar soluciones para aproxi-
mar el problema de recobrar M dado M’. Dichas soluciones se les conoce como Cdodigos
Algebraicos, los cuales en principio deben contener cualquier posible palabra de M y me-
diante una métrica miden si las palabras de M’ son lo suficientemente cercanas a las de M
para decidir si alguna palabra p’ € M’ corresponde a una tinica palabra en M. La segunda
seccion es mucho mas técnica pues solo es una recopilacion de conceptos y resultados que
son necesarios en los siguientes capitulos.

1.1. Construccién de cédigos lineales

Definicién 1.1.1 Sea K" un K-espacio vectorial con K un campo con ¢ elementos. Un
cédigo lineal sobre un alfabeto K serd un subespacio vectorial C' de K™.
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Por lo que, si |K"| = ¢" entonces |C| = ¢! con | < n. Si {g,,...,g} es una base para
C, entonces la matriz G = {g;},_, € M, (K) cuyas columnas son los vectores de la base,
se dice generatriz del cédigo C, asf la transformacién G : K! — K™ tiene como imagen a

C.

Si m € M es una palabra que se quiere enviar, p = G(m) es la palabra codificada y es
la palabra que se enviard, es decir, trabajaremos con G(M) en vez de M. A continuacién
describiremos las herramientas necesarias para determinar cuando una palabra recibida
p’ pertenece o no a G(M) o no hay manera de saberlo.

Definicién 1.1.2 Sean z,y € K", la distancia de Hamming entre z y y denotada por
d(x,y) es el nimero de posiciones en el cual x y y difieren. Es decir, si x = (x1,...,2,) v
y= (1, yn):

dz,y) = {j: z; # s} (1.1)

El peso de Hamming w(x) de x € K™ es el nimero de coordenadas no cero de x y se
tiene que d(z,y) = w(x — y).

Teorema 1.1.3 La distancia de Hamming d : K™ x K™ — N es una métrica, por lo tanto
(K™, d) es un espacio métrico.

Demostracion. Sélo demostraremos la desigualdad del tridngulo ya que las demas
propiedades son evidentes. Se tiene para cualesquiera s,t € K" la siguiente propiedad.

w(s) <w(s—t) 4+ w(t) (1.2)

Sea s; una coordenada de s con j fijo, si s; # 0 entonces s; —t; # 0 0 s; = 1; y en
cualquier caso siempre se contribuye con un uno por lo tanto lo anterior se cumple, asi
poniendo a s =x —y y t = x — 2z tenemos: w(zx —y) < w(z — y) + w(zr — z) por lo tanto

d(z,y) < d(z,z)+d(z,y). (1.3)
|
Definicién 1.1.4 La distancia minima de un cédigo C' < K™ se define como:
d(C) = min d(z,y) (1.4)
tales que = # y € C.
Si el céddigo C' es lineal y definimos el peso minimo de un cédigo C' como

w(C) = min w(x —y) (1.5)
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tales que z # y € C, entonces 0(C') = w(C). Un (n,l,6(C))—cédigo es un codigo de
longitud n, dimension [ y distancia minima 6(C').

Si p’ es una palabra recibida y existe p € C tal que d(p,p’) < L(S(CQ)_IJ entonces la
palabra que quiso ser enviada es p, es decir, p es el Unico elemento en C' que satisface
dicha desigualdad. En efecto, supongamos que existe 3z € C' tal que d(p/, z) < L%J
luego

dp.2) < dipp) (5 < | N0 0 M <s0) -1 <a0) )

J+1

lo cual representa una contradiccion.
Si d(p,p) > LMJ Vp € C entonces el cédigo no es capaz de saber que palabra se

2
quiso enviar.

5(C)—1
2

Corolario 1.1.5 Un cddigo es capaz de detectar y corregir | | errores.

Por lo que un buen cédigo C' debe tener distancia minima lo méas grande posible.
La siguiente proposicién nos permite saber que tan grande puede ser §(C') en términos
de su longitud y dimensién.

Proposicién 1.1.6 Si C es un cédigo lineal sobre K™ con dimxgC = 1 y 6(C) = d,
entonces se cumple:
d<n—-1+1 (1.7)

Esta cota es conocida como la cota de Singleton para la distancia minima
Demostracion. Consideremos el subespacio lineal W C K™ definido por

W ={(a,...,a,) :a; =0Vi>d} (1.8)

Notemos que si a € W entonces w(a) < d — 1 por lo que W NC = {0} y se sigue

I+(d—1) = dimg C+dimgW = dimy (C+W)+dimg(WNC) = dimg (C+W) <n (1.9)
]

Definicién 1.1.7 Los c6digos en los que se cumple la igualdad [4+d = n+ 1 son llamados
codigos de distancia maxima separable (DMS).

Un ejemplo de cédigos con distancia maxima separable son los cédigos de Reed-
Solomon:
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Ejemplo 1.1.8 Sean = ¢— 1y { € F; un elemento primitivo del grupo multiplicativo
de Fy, es decir IF; = {£,€%,...,&" = 1}. Para algtin natural [ con 1 <[ < n, consideremos
el siguiente espacio vectorial sobre F, de dimension [

Fi={f €F,[a] : deg f <11} (1.10)

y la funcién evaluacién ev : F; — F," dada por

ev(f) = (F(€), f(€)...., f(€")) (1.11)

Claramente ésta funcion es lineal e inyectiva porque un polinomio en Fj tiene a lo méas
[ —1raices y | —1 < n. Por lo tanto

es un c6digo de dimension . El peso de una palabra codificada ¢ = ev(f) € C) con
c#0es

w(e)=n—|{ie{l,...,n}: f(&) =0} (1.13)
>n—degf>n—(l-1)

Por lo que d > n+1—1 pero por la proposicion anterior se cumple d < n+1—1 por lo
tanto d = n + 1 — [, asi los cédigos de Reed-Solomon son de distancia méaxima separable
sobre [F,.

Hasta aqui nos hemos dado cuenta que la distancia minima juega un papel muy impor-
tante dentro de los codigos lineales y ya se tienen ciertas sospechas sobre la complejidad de
la misma. La naturaleza finita de los codigos hace que sus parametros sean computables.
Para la dimensién y longitud existen programas eficientes que los determinan (Macau-
laey 2) pero para la distancia minima se tiene otra historia. Mucho se ha trabajado en
encontrar otras caracterizaciones de §(C) y generar algoritmos eficientes que la calculen
de manera directa como indirecta, ésta discusion la dejaremos pendiente por el momento.
Enseguida generalizaremos la nocién de distancia minima.

Definicién 1.1.9 Dado un subcédigo D de C' (D es un subespacio lineal de C'), el soporte
de D, denotado por x(D), es el conjunto de posiciones no cero de D, es decir,

x(D):={i:3(a,...,as) € D, a; # 0}.

El r-ésimo peso generalizado de Hamming de C, denotado por §,(C), es el tamano del
soporte méas pequeno de un subcddigo r-dimensional, es decir,

0,(C) := min{|x(D)| : D es un subcédigo lineal de C' con dimg (D) = r}.
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La primera observacién a esta definicién es que 6;(C') = §(C'). Recordemos que los
subespacios unidimensionales de C' son aquellos generados por un elemento fijo de C' y
que VA # 0 € K y Ve € C w(Ae) = w(c) por lo que |x(c)] = w(c) Ve € C'y de esto se
sigue que 0,(C) = 6(C).

La segunda observacion es el siguiente teorema:

Teorema 1.1.10 [36] Sea C un cédigo (n,l,6(C))-lineal. Entonces 6,(C) < n—I1+r para
r=1,...,1 y ademds tenemos:

1 <6(C) <62(C) < ... <4,(C) <n. (1.14)

Si r = 1 entonces recobramos la cota de Singleton para la distancia minima. El peso
generalizado de Hamming a recibido mucha atencién; vea [6, 12, 33, 36, 37] y las referencias
que se tienen en estas.

1.2. Anillos y médulos graduados

Ya que el objetivo principal de ésta tesis es hacer un andlisis profundo de los codigos
Reed-Muller. En ésta seccién recordaremos algunos conceptos y resultados basicos de
teoria de modulos graduados pues son fundamentales para definirlos y entenderlos.

De ahora en adelante cuando hablemos de un anillo nos referiremos a un anillo con-
mutativo con identidad y en esta secciéon K representa cualquier campo.

Definicién 1.2.1 Una graduacién de un anillo R es una familia { R4 }4ez de subgrupos

R, del grupo aditivo de R tales que R = @ Ry y para todo d, e € Z se tiene que
dez
R4R. C Rji.. Un anillo R se dice anillo graduado si posee una graduacién {R;}aez.

En particular se tiene que RqyRy C Ry, por lo que Ry es un anillo. Si para todo d < 0,
Ry = 0 entonces se dice que R es un anillo positivamente graduado. Un elemento
de Ry es llamado elemento homogéneo de grado d. Por lo tanto todo elemento de
R se puede escribir de manera tinica como una suma finita de elementos homogéneos. Al
conjunto de elementos homogéneos de R lo denotaremos por R"

Ejemplo 1.2.2 Sea R = Klzg,...,x,] entonces R posee la siguiente graduacién: Sea
d > 0 definimos:

Rd::{fER:f:Zaixéo---xf@",@'o—l—---—i-in:dyaiEKW}U{O}
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y para d < 0 Ry :=< 0 >. A dicha graduacion se le conoce como graduacién estandar y
es el anillo es la graduacién con la que se trabajara a lo largo de esta tesis a menos que
se diga lo contrario.

Definicién 1.2.3 Sea R un anillo graduado. Un R-médulo M se llama médulo gra-

duado si existe una sucesion {My}qez de subgrupos aditivos de M, tal que M = @ M,
dez
y para todo d, | se cumple que RyM; C My..

Un submédulo N de M se llama submdédulo homogéneo si N = @ N, en donde
dez
Ny, = N N M, para todo d; en particular un ideal I de R es un ideal homogéneo si

I =& IN R, o sies generado por elementos homogéneos de R.
d=0
Como Ry es un anillo y RyMy; C My Vd € 7Z, entonces My es un Ry-mddulo Vd € Z,

en particular si Ry es un campo entonces My es un Ry-espacio vectorial Vd € Z.

El médulo cociente M/N es también un A—mdédulo graduado con la siguiente gradua-
cién: (M/N)d = (Md + N)/N = Md/Nd.

SiM =@ Mgy N =& Ny son R—mddulos graduados, entonces la suma directa
dez dez
(externa) M @ N es un médulo graduado donde (M @ N)y = My Ny Vd € Z, es una

graduacion.

Definicién 1.2.4 Sea M un R—moddulo graduado. Para a € Z definamos el médulo con
corrimiento a como M (a) := M, pero con graduacion (M(a))q = Mgy,

Definicién 1.2.5 Sean M y N R—modulos graduados. Un homomorfismo graduado
es un homomorfismo ¢ : M — N tal que para todo d, ¢(My) C Ny

Lema 1.2.6 Si ¢ en un homomorfismo graduado entonces ker(¢) es un submddulo gra-

duado del dominio de ¢.

Demostracién. En efecto, sea B = ker(¢) demostremos que B = @ By con By =

dez
BN M, Seab € B, como M = @ M, entonces a = Z?Zl ai; a;; € M;; ¥j =1,...,n
deZ
y {i1, .. i} € Noademds ¢(b) = 77 #(a;;) = 0y como ¢(M;;)) € N;; Vj=1,.,ny
N = @ Ny entonces ¢(a;,) =0Vj=1,..,nluegoa; € BAM;, Vj=1,..,n,asib e P By
dez. dez
y B C @ By. Claramente B O € By, por lo tanto ker(¢) es un submédulo graduado. m
dez dez




1.2. ANILLOS Y MODULOS GRADUADOS 7

Definicién 1.2.7 Sea M un R—moddulo graduado. Decimos que M tiene una resolucién
libre graduada finita (r.l.g.f) si existe la siguiente sucesién exacta:

O%Mt&Mt—l LI ¢2\M1 il My il M —=0 (1.15)

Donde los M;’s son R—moddulos graduados libres finitamente generados, es decir, de
la forma:

M; = R(an;) @ R(ag:) @ -+ @ Rlag), aj €Z (1.16)

y los ¢; son homomorfismos graduados, donde R(ca;;) es el R-mddulo que se define
como R(aji)k = R(Oéji_;,_k), R(Oéji) = kEBZR(OZjZ')k.

Teorema 1.2.8 [10] Cuando M es un mddulo graduado sobre un dlgebra graduada las
cual es generada sobre un campo por sus elementos de grado positivo se tiene que M
posee una 1.1.g.f.

Corolario 1.2.9 Cuando R = Klzg,...,x,] e I es un ideal graduado el R—mddulo R/
tiene una r.l.g.f .
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Capitulo 2

Cdédigos Reed-Muller Generalizados

Sea K cualquier campo y sea R = Klzg,...,x,] el anillo de polinomios en n + 1
indeterminadas. Como en el ejemplo 1.2.2 para cada d > 0 definimos:

Rd;:{feR:f:Zaixéo---xiL” ,a; € K ig+ -+ +1, =dVi} U{0}.

Es facil ver que Vd R4 es un K-espacio vectorial de dimensién finita. Si I es un ideal

de R generado por polinomios en [ J R, entonces para cada d € Ny I; es un subespacio
deNg
de Ry por lo que tiene sentido pensar en los K-espacios vectoriales R;/1; con d € Ny.

Recordemos que un cédigo lo podemos pensar como un encaje lineal de un espacio
vectorial en un espacio ambiente, con esto en mente resultaria interesante estudiar los
espacios R4/1; bajo encajes en ciertos ambientes y ver que informacién relevante podemos
obtener haciendo uso de la teoria que nos ofrece el dlgebra conmutativa y computacional
pues sabemos que los anillos de polinomios son fuertemente estudiados en éstas areas.

Los cédigos Reed-Muller generalizados que introduciremos en este capitulo son un tipo
de familia { Ry/1;}4en, donde I es el ideal anulador de un subconjunto de un espacio pro-
yectivo. Mucho de lo que leeremos a continuacién es un repaso de los conceptos necesarios
tanto para definir como para obtener informacién de dicha familia.

2.1. Espacios proyectivos

Definicién 2.1.1 Sea K un campo, definimos el (n + 1)—espacio afin como

APt = {(po,---,pn) : pi € K Vi}

9
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y al n—espacio proyectivo P como A" —{0} bajo la siguiente relacién de equivalencia
(Pos- -+, Pn) ~ (ADo, - - -, Ap,) para todo A € K distinta de cero. Para cada P € A" —{0},
[P] denota un elemento en P™.

Observacion 2.1.2 Sea R = Klxo,...,x,], cada polinomio g € R define una funcion
candnica g : A" — K la cual evalia a cada punto de A" en g, sin embargo esta
funcion no pasa al proyectivo pues deja de estar bien definida. Sea f € Ry para algin d > 0
entonces VA € K y VP € A" se tiene que f(\a) = Mif(a), si P # 0 y p; es la primera
entrada no cero de P tenemos lo siquiente: (f/xd)(AP) = Xf(P)/(A\ps)¢ = f(P)/p?
VA #£0, sip;i =1 entonces (f/z8)(AP) = f(P) VA # 0.

Proposicién 2.1.3 Sea P’ € P". Existe un tnico representante P € A" con primer
entrada p; = 1, es decir P = (0,0,...,p;, = 1,pit1,...,pn) conp; € KVj=i+1,...,n,
a éste unico representante se le conoce como la representacion estdndar de P'.

Demostracién. Sea P’ € P" y (p,...,p,) € P’, como sus entradas no son todas
cero existe una primera entrada tal que p, # 0, multiplicando por p;_l a (ph,...,ph),
tenemos el representante P = (0,0,...,p; = 1,pi1,...,pn) € P, ahora veamos que P
es unico: Sea (0, ..,1,bj41,...,b,) otro representante de P’ con dicha propiedad, entonces
existe A # 0 € K tal que (0,...,0,p; = L,pi.y,...,p) = (0,...,0,\, Abj41,...,by,). Si
J < i entonces p; = A # 0 lo cual contradice el hecho de que p; es la primer i-ésima
coordenada distinta de cero, si ¢ < j implica b; = 0, se sigue que p; = 0 lo cual no puede
ser. Asi ¢ = j y por lo tanto A = 1, es decir P es tinico. ®

Si f es un polinomio de R y P € A™"! la representacién estdndar de algiin punto
P' € P" evaluar f en P’ se define como f(P) lo cual es equivalente a evaluar P’ en f/x¢,
es decir, f(P) = f/z4(AP) YA # 0. Esta equivalencia la hemos mencionado porque son
usadas en los articulos que mencionaremos a lo largo de esta tesis; nosotros usaremos la
evaluacion en la representacion estandar tinicamente por que su notacion es mas corta.

Definicién 2.1.4 Sea 7" un subconjunto de polinomios homogéneos de R. Definimos el
conjunto de ceros de T en P" como:

Z(T) = {[P| € P": f(P)=0Vf€T}.

Si I es el minimo ideal homogéneo de R que contiene a T se tiene que: Z(I) =
Z(T) y existen fi,..., f, polinomios homogéneos que pertenecen a I tales que Z(T)

Z(f1y s fr)
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Lema 2.1.5 [7] Si V,W C P" son conjuntos algebraicos, entonces también lo son VUW
yVnw.

Demostracién. Supongamos que V = V(f1,...,fs) y W = V(g1, ..., g:). Entonces
afirmamos que

1. VﬂW:V(fly---;fmgl;-n’gt)

La primera igualdad es trivial. Enfoquémonos en la segunda igualdad, si [P] € V,
entonces todos los f/s se anulan en P y por consiguiente los productos f;g;’s se anulan en
dicho punto, de esto se sigue que V' C V(fig;), de manera analoga: W C V(fig;) por lo
que VUW C V(fig;)-

Sea [P] € V(fig;). Si [P] € V hemos terminado, si no, existe i tal que f;(P) # 0y
como f;([P])g;([P]) = 0 Vj se tiene que [P] € W luego V(fig;) CVUW. =

Del lema anterior se sigue que la coleccién de conjuntos algebraicos de P" define una
topologia bajo conjuntos cerrados conocida como la Topologia de Zariski.

Para cada ideal homogéneo de R hemos asociado un conjunto en P” el cual es cerrado
bajo la topologia de Zariski. De igual manera, dado X C P" definimos su ideal anulador I'x
como el ideal generado por el conjunto { feR: f(P)=0V[PleX }, al anillo graduado
R/Ix se le conoce como el anillo coordenado de X.

En Geometria Algebraica Clésica se estudia el vinculo entre la estructura topoldgica
de P" y la estructura algebraica de R = K|xo,...,z,| (cuando K es un campo alge-
braicamente cerrado) bajo conjuntos algebraicos e ideales anuladores . Aunque este tema
es bastante interesante, lamentablemente cuando K es un campo finito, la topologia de
Zariski resulta ser la topologia discreta pues en general, los puntos resultan ser conjuntos
algebraicos, de hecho para cualquier campo K y [P] € P" junto con su representacién
estdndar (po, . ..,pn):

{[PI} = V(pjwi — pix;) (2.1)

Asi que no hay mucho de que hablar topolégicamente cuando el campo es finito, sin
embargo, En el Capitulo 3 y Secciones 3.2 y 3.3 veremos que los generadores de ideales
anuladores de variedades proyectivas sobre sus cerraduras algebraicas nos dan informacion
de los generadores de ciertos ideales sobre los campos iniciales.
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2.2. (Cdbdigos evaluacion Reed-Muller

Sea K un campo, X un subconjunto finito de P", si [Py}, ..., [Px|| son los puntos de
X con Py, ..., Px| su representacién estandar. La funcion evaluacion
evd:Rd:K[x07"'7xn]d_>K|X‘7 fH(f(P1)77f(P|X‘)) (22)

define una funcién lineal (ver la Observacién(2.1.2) y Proposicién (2.1.3)) de K-
espacios vectoriales.

Definicién 2.2.1 Cuando K es un campo finito la imagen de evy, denotada por Cx(d),
define un cddigo lineal que llamaremos cddigo evaluacion Reed-Muller generalizado de
orden d.

Como ya sabemos, por un cddigo lineal nos referimos a un subespacio vectorial de
KXI. El kernel de evy es precisamente (Ix)q. Por lo que hay un isomorfismo entre los
espacios vectoriales

Los elementos de C'x(d) que no son cero pueden ser interpretados como polinomios
homogéneos de grado d que no se anulan en todo X. Por eso estamos interesados en
la estructura algebraica del ideal Iy, sus generadores, y la dimensién como K —espacio
vectorial de cada una de sus componentes homogéneas, asi como la cardinalidad de X; re-
cordemos que los pardmetros basicos de C'x (d) son su longitud | X |, dimensién dimxCx (d)
y distancia minima §(Cx(d)) la cual se denota también como dx(d).

Definicién 2.2.2 Sea R = K|z, ..., x,] el anillo de polinomios e I un ideal homogéneo
de R. La funcién de Hilbert de I es:

H[(d) = dimKRd/Id, d:O,1,27...

En estos términos, para cada d € N el cédigo Reed-Muller Cx(d) tiene dimensién
H(d).

Proposicién 2.2.3 Consideremos a R = K|xq, ..., x,], una base para Ry es:
Xg={al---ai»:i; €N 3 ig+ - +i, =d} (2.4)
y la dimension de Ry es (”;d).
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Demostracién. Sea z---zi» € X, asociandole la d—tupla

y a su vez asociandole a a4 la d—tupla:
ba=(0+1,0+2,...,0+4g,...,5+(io+--+i-1+1),...,5+ G0+ +15),...,n+
(lo+ - +ip1+1),....,n+ g+ +1i, =d))
Obtenemos que la cantidad de elementos de la forma by son todas las combinaciones
posibles de tomar d elementos de d 4+ n elementos, es decir (";rd). [ ]
Proposicion 2.2.4 Sea

0— M, 2 My, 21 o 25 0 25 My — 0 (2.5)

una sucesion exacta de K-espacios vectoriales de dimension finita, entonces

t

> (=1)idimg (M;) = 0 (2.6)

1=0

Demostracion. Procedamos por induccién sobre el nimero n = t+ 1 de K-espacios
vectoriales involucrados en la sucesion.

a. Parat =1y n =2 tenemos la sucesién 0 — M; %L My — 0 Donde ker(¢1) =0y
Im(¢1) = My, luego My = My por lo que

Supongamos que la formula se cumple para n = t espacios, es decir

0— M,y 22 o 20 0 2 My — 0 (2.8)

b. Demostremos que se cumple para n =t + 1 espacios. Sea

0— M, -2 Moy 25 25 My 25 My — 0 (2.9)

Haciendo M = ¢5(Ms) = ker(¢;) obtenemos la sucesién exacta

0— M, 2 M, 25 o My -5 M — 0 (2.10)
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con t espacios, luego por hipétesis de induccion: Y0_, (—1)'dimg (M;) = dimg (M),
pero My /M = ¢1(M;) = My, por lo que dimg (M) = dimg (M) — dimg (M) luego

zt:<_1)idimK(Mi) =0 (2.11)
|

La formula anterior se conoce como la formula de Poincaré y nos dice que que la
dimension de espacios vectoriales es una funcion aditiva.

Definicién 2.2.5 Sea R cualquier anillo y Spec(R) = {P C R : P es ideal primo deR}
el espectro R. Una cadena de Spec(R) es una sucesién ordenada (bajo la inclusién) de
elementos de Spec(R), la longitud de una cadena finita es su nimero de elementos. La
dimensién de Krull de R se define como:

dimR := sup{longitudes de cadenas de Spec(R)}

Teorema 2.2.6 (Hilbert)[29] Sea R = K|xo,...,x,] e I un ideal homogéneo de R tal
que dim(R/I) = k. Entonces existe un polinomio hi(z) € Q[t] de grado k — 1 (el grado
del polinomio cero es —1) tal que Hy(d) = h;(d) para d > 0.

Observaciéon 2.2.7 Dado X un subconjunto no vacio de P™, hemos definido una sucesion
de codigos {Cx(d)}aen,, la cual a su vez define una sucesion de enteros {Hx(d)}aen,
donde Hx(d) := Hy,(d). Por el teorema de Hilbert-Serre la sucesion {Hx (d) }aen, diverge
sidimR/I > 1 o es constante a partir de d suficientemente grande, como Cx(d) < KX vd
entonces Hx(d) < |X| ¥d luego 0 < dim(R/Ix) < 1.

Proposicién 2.2.8 [1, 25, 20, 23, 5] Sea I = Ix entonces I = @2 I, con I, # 0y

vx es el grado mds pequeno de las componentes homogéneas no triviales de I. FExiste un
elemento llamado el a- invariante de X (o el a-invariante del ideal Ix ) denotado por ax
que satisface lo siquiente:

1. Hx(d) =dimg R; = (”:l“d) sty sélo si d < yx.

2. 1=Hx(0) < Hx(d) < Hx(d+1) < |X| para 0<d < ax.
3. 1<8(Cx(d+1)) <d6(Cx(d)) para 0 <d<ax.

4. Hx(d) = |X| para d > ax.

5. El anillo R/I es un anillo Cohen-Macaulay cuya dimension de Krull es 1.
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El nimero reg(R/I) := ax + 1 es llamado el indice de regularidad o regularidad de
R/Ix y es el minimo entero tal que Hx(d) = hx(d) = |X]|.

Corolario 2.2.9 dim(R/Ix) =1 si X es no vacio.

La utilidad del inciso 3 en nuestro caso particular: {Cx(d)}aen,, €s que estudia su efi-
ciencia, pues para d > ax + 1: Cx(d) = KXy por la cota de Singleton (ver Ec.(1.1.6)):
Cx(d) es un cédigo de distancia minima 6(C'x(d)) = 1, el cual es inservible pues no detec-
ta ni corrige errores. Por otro lado, debido a la naturaleza computacional de los cédigos
evaluacion, ax nos da una cota para generarlos.

Recordemos que una resolucién graduada libre de R/Ix es una sucesion exacta de la
forma:

0= OR(—ay)m = - = ®R(—an)’ = R— R/Ix —0

restringiendo a la componente d de la sucesién y usando la formula de Poincaré obtenemos
la férmula general para la funcién de Hilbert de [Ix:

H (d) = (m - d”d> £y > (m o O‘”’) (2.12)

=1

Es decir, en términos de una resolucion libre graduada finita (r.1.g.f) podemos recobrar
la dimensién de C'x (d). Macaulay 2 es un programa computacional que entre muchas cosas
calcula una resolucién libre graduada finita (r.l.g.f) cuando se conocen los generadores de
Ix, por lo que es muy importante esta ecuacién a la hora de generar codigos.

2.3. Bases de Grobner

Como ya sabemos K [z] es un D.I.P y por el algoritmo de la divisién saber si f € K|x]
pertenece a un ideal dado I, es equivalente a saber si el residuo de dividir a f por el
polinomio generador de I es cero o no. Estos resultados son valiosos para el anillo R =
K|z, ..., z,], pues aunque R no es D.I.P y por lo tanto no es Dominio Euclideano, si que
es finitamente generado y preguntarnos si dado f € R y un conjunto finito de polinomios
{f1,---, fm} les siempre posible escribir a f como combinacién de {f,..., f,,} més un
polinomio 7 tal que si es distinto de cero, entonces f no pertenece a I (andlogo a como pasa
con el algoritmo de la division en K|[z]|)?. La respuesta es si, si el conjunto {fi,..., fi}
satisface ciertas propiedades. IEsta seccién esta dedicada a mostrar los resultados méas

IPara todos los detalles de esta seccién vea la referencia [7]
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importantes de la generalizacién del Algoritmo de la Divisién en el anillo de polinomios
en varias variables y como dicho algoritmo nos ayuda a saber si dado un polinomio f €

K|z, ..., z,] pertenece o no, a un ideal fijo I.
En esta seccién R siempre denota el anillo de poliniomios K|z, ..., x,] y para cada
1 .
a = (ag,...,an) € ZL5H, x denota al monomio z(° - -- 25" € R.
Definicién 2.3.1 Un orden monomial < en R es cualquier relacion < en Z’;ng, 0 equi-

valentemente, cualquier relacién en el conjunto de monomios %, a € Z2}', satisfaciendo:

= < es un orden total en ZZ}".

» Sia<fByyeZll, entonces o+ < f+1.

= < es un buen orden en Z%{'.

Si < es un orden monomial y «, 5 € Z’;ng escribiremos 2% < 27 si a < .

Ejemplo 2.3.2 (Orden Lexicografico). Sean «, 5 € Z%l. Decimos que o <, [ si la

entrada no cero més a la izquierda del vector § — a € Z"! es positiva. Esta relacién se
conoce como orden lexicografico y es un orden monomial para R.

Ejemplo 2.3.3 (Orden Lexicografico Inverso Graduado). Sean «, 5 € Z“;gl. Deci-

mMos que & < greviex [ S
n n
ol =Y <18 =38, o
i=0 i=0

la| = |8] y la entrada no cero més a la derecha de 8 — o € Z"*! es negativa
Esta relaciéon se conoce como Orden Lexicografico Inverso Graduado (grevlex) y es un

orden monomial en R.

Sea < un orden monomial en R, si f € R es un polinomio distinto de cero, f =
Yoryaiz® con a; € K*y % < ... <z, al monomio lider ' de f se le denota por
in(f) y a ay se le conoce como el grado de f.

Teorema 2.3.4 (Algoritmo de la Division en K|x,...,x,]).
Sea < un orden monomial en Ry F'={f1,..., s} una s —tupla ordenada de polino-
mios. Entonoces cada f € R puede escribirse como

f:hlfl+"'+hsfs+ra

tal que



2.3. BASES DE GROBNER 17
» hy € Rying(hif;) 2ins(f)Vi=1,...,s.

s r € Ryr=0o0r es combinacion lineal de monomios con coeficientes en K, tal que
ningin monomio es diwvisible por ningin in<(f1),...,in(fs).

A r se le llama el residuo de dividir f por F.
Como veremos en el siguiente ejemplo,  no siempre es inico:

Ejemplo 2.3.5 Sea f; = zy+ 1, fo = y*> — 1 € K[z, 3] con el orden lexicografico. Dividir
a f=uazy*—xpor F ={f, fo} resulta:

xy’ —x =yley+1) +0(y* — 1) + (—z — )

Pero
vy’ —r =2y — 1) =afs (2.13)

Recordemos que la informacion que queremos obtener del algoritmo de la divisién es,
si dado f € R e I un ideal de R junto con un conjunto de generadores de I: {fi,..., fs}
;es posible saber si f no esté en I siy solo si el residuo de dividir a f por {f1,..., fs} esno
cero?. En el Ejemplo 2.3.5 la ecuacién 2.13 muestra que f € (f1, fo) aunque el residuo de
dividir a f por {f1, fo} sea distinto de cero y a simple vista este ejemplo puede destrozar
el objetivo que buscamos, pero no perdamos la calma, esto sélo quiere decir que no todos
las conjuntos generadores de un ideal I son buenos en este sentido. Por lo que nuestro
siguiente objetivo es encontrar buenos conjuntos generadores de [.

Definicién 2.3.6 Sea I un ideal de R junto con un orden monomial <. Definimos el ideal
inicial de I como:

in<(I) = (in<(f) : f € 1)
Proposicién 2.3.7 Sea I un ideal de R.
w in(I) es un ideal monomial (un ideal generado por monomios).

w Ezisten g1, ...,q; € I tales que in(I) = (in<(g1),-..,in<(g))-

Definicién 2.3.8 A un subconjunto de I como en la proposiciéon anterior se le conoce
como base de Grobner.

Corolario 2.3.9 Sea G = {¢1,...,q:} una base de Grébner de un ideal I. Entonces I =
(G)-
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Demostracion. FEs una consecuencia de la proposicién anterior y del algoritmo de la
divisién. m

El corolario anterior nos dice que todo ideal I de R contiene una base de Grobner
y que dicho conjunto es un conjunto generador de I, y bueno, resulta que las bases de
Grobner de I son conjuntos generadores que se comportan bien bajo el algoritmo de la
division:

Teorema 2.3.10 Sea G = {¢1,...,q:} una base de Grébner de un ideal I C R y sea
f € R. Entonces existe un unico r € R que satisface lo siguiente

» Ningin monomio de r es divisible por ningin elemento de {in<(g1),...,in<(g:)}.
» Friste g€ [ tal que f=g+7r

En particular, v es el residuo de dividir a f por G no importando el orden que se le de a
los elementos de G. Por lo que f € I si y solo si el residuo de dividir a f por G es cero.

Lema 2.3.11 Si [ es un ideal de K|z, ..., x,| tal que in(I) es primo, entonces I tam-
bién es primo.

Demostracion. Para esta prueba utilizaremos fuertemente el Teorema 2.3.10.

Sean f,g € K|xo,...,x,] no cero tales que fg € I. SI G = {g1,...9:} es una base de
Grobner de I entonces r¢r, € I donde 7 y ry son los residuos de dividir a f y g por G
respectivamente. Si rpr, = 0 es claro que f € [ o g € I, si ryry # 0 el monomio in(rry)
pertenece a in.(I) pero sabemos que existen my y m, monomios pertenecientes a la
combinaciones lineales que definen a ry y r, respectivamente tales que in-(rsr,) = mpm,
y como in-(I) es un ideal primo my € ins(I) o my € in(I) lo cual contradice que 7/
sea el residuo de dividir a f por G o que r, sea el residuo de dividir a g por G. =

Definicién 2.3.12 Sean f, g € K|z, ..., x,] polinomios no cero

» Si el grado de f es a y el grado de g es 3, entonces sea v = (7V1,...,7,) con
vi = maz(ay, 5;). Definimos el minimo comtn multiplo de in-(f) vy in<(g) como x7
y para referirnos a el usamos la siguiente notacién: LCM (LM (f), LM(g)) := z7.

» El S-polinomio de f y g es la combinacién
x7 x7

() i)

Teorema 2.3.13 (Criterio de Buchberger's). Sea I un ideal de K|[xy,...,x,] entonces
un conjunto generador de I G = {g1,...g:} es base de Grébner de I si y sdlo si, para
cualesquiera pares disjuntos (g;, g;) el residuo de dividir a su correspondiente S—polinomio
S(gi, g;) por G (en algin orden) es igual a cero.

S(f,9) =

g (2.14)
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En la seccion anterior definimos para un subconjunto X C P" la familia de codigos
Reed-Muller generalizados {Cy(X)}aen, € hicimos la observacion de que los elementos no
cero de Cy(X) pueden ser interpretados como polinomios que no se anulan en todo X,
por el Teorema 2.3.10, es suficiente estudiar los residuos de dichos polinomios bajo alguna
base de Grobner G. Més aun, si se conocen los generadores de Ix, bajo el algoritmo de la
divisién se puede extraer una base de Grobner de [x y asi encontrar una base para cada
Cx(d). Por lo cual ésta seccién es tan importante, las bases de Grobner son el método
computacional para generar dichos codigos.
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Capitulo 3

Familias de Cdédigos Reed-Muller
Generalizados

Sea X C P" junto con Ix su ideal anulador, en el capitulo anterior dejamos claro que
la informacién que define a cada elemento de la familia {Cx(d)}4en, es:

1. La longitud de Cx(d), es decir, el nimero de elementos de X.

2. Un conjunto generador de Ix y la formula general para la funcién de Hilbert de Iy
(vea Eq.(2.12)), ambas para encontrar una base de C'x(d) y su dimensién.

3. El indice de regularidad de Iyx: reg(R/Ix), el cual da una cota para generar cédigos
detectores de errores.

4. La distancia minima §(Cx(d)) cuando d < reg(R/Ix).

En este capitulo mostraremos formulas de los parametros basicos e indice de regulari-
dad de tres familias de cédigos Reed-Mulller generalizados en términos de los parametros
de una familia ya muy estudiada: {Cpn(d)}4en,. Para cada d € Ny, a Cpn(d) se le conoce
como Codigo Reed Muller Clasico de orden d.

3.1. Cdbdigos Reed-Muller clasicos

En esta seccién recordaremos cuales son los pardmetros basicos de los codigos Reed-
Muller clésicos. Los detalles del siguiente teorema se encuentran en la referencia [34].

Teorema 3.1.1 Sea K =T, un campo finito y sea Cpn(d) el cddigo clasico Reed-Muller
de grado d en el conjunto P™. Entonces

21
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. n n+1l__
1. Su longitud es: |P"| = qul

2. Su dimension esta dada por la formula general de la funcion de Hilbert:
n+1 . .
An+1\[i—jg+n
Hold) = (Z(—w( O )) (31)
i=d mod g—1 \j=0 J J4

0<i<d

y el ideal anulador de P" esta dado por:

Ipn = (afaj —xal, i <j: 4,7=0,1,...,n) C Klzo, ..., 2] (3.2)
3. El indice de reqularidad es
reg(R/Ipn) =n(q—1) 4+ 1 (3.3)
4. Su distancia minima:
_Jla=0+1)¢" " ifd<n(g-1),
O (d) = { 1 ifd>n(g—1)+1, (3-4)

donde 0 < k <mn—1y{ son los inicos enteros que satisfacen d = k(q — 1) + £ con
1<i<qg-—1.

Demostracién. Vea [34] para las otras partes. Nosotros sélo vamos a probar la parte 1.
Recordemos que P™ se definié como K™™' — {0} bajo la relacién de equivalencia ~

(Definicién 2.1.1). Asi que K™ — {0} se puede ver como la unién disjunta de todas las

clases de equivalencia bajo ~ . Si K es un campo finito con ¢ elementos se tiene que:
qn+1 —-1= |Kn+1 - {<07 s 70)} ‘

U P': > H(Qo, ..., Q) INE K* tal que (Qo,...,Qn) = AN(FPo, ..., P}

Pepn pepn
(R .
y se sigue que [P"| = £——1

q—1 -

Ejemplo 3.1.2 Sea K el campo Fs. Si X = P2, entonces los parametros del cédigo clésico
Reed-Muller Cx(d) de grado d estan dados por

d |1]2]3|4]5]6]|7|8]9]t0]11]12]13]14]15
X[ (73 (737373737373 |73 |73 |73 73|73 |73[73 |73
Hx(d) | 3|6 |10|15|21|28|36 4552|5863 67|70 7273
Sx(d) |64|56|48(40 (3224168 |7 |6 |5 | 4|3 |21

La regularidad de S/Ix es 15 y el a-invariante es 14.
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Definicién 3.1.3 Usando la notacién del teorema anterior definimos el toro proyectivo
como el subconjunto T de P" dado por

T" = {[Py,..., P, €P": Py--- P, # 0} (3.5)

Observacion 3.1.4 El toro proyectivo T™ es un grupo abeliano bajo la multiplicacion
entrada a entrada e isomorfo a (K*)™.

Enseguida recordaremos quienes son los parametros basicos del cédigo Reed-Muller
generalizado sobre un toro proyectivo.

Proposicién 3.1.5 [9//24][30] Si T™ es el toro proyectivo en P™ y Crn(d) es el cddigo
clasico Reed-Muller de grado d asociado a T™ entonces para Cyn(d) tenemos los siguiente:

1. Su longitud es: |[(K*)"| = (¢ — 1)™

2. Su dimension esta dada por la formula general de la funcion de Hilbert:

e Ld/(zq:m(_l)j (n) (n +d —ﬁj(q - 1)) (36)

=0 J
y el ideal anulador de T" esta dado por:

Ipn:<x3_1—x3_1: i=1,...,n) C Klzg,...,, (3.7)

3. El indice de reqularidad es
reg(R/Im) = n(q —2) (3.8)
4. Su distancia minima:
orn(d) = (¢ — 1) (g —1-1) (3.9)

para todo d < reg(R/Im) donde 0 < k y 1 <1< q—2 son los unicos enteros tales
que d =k(q—2)+1.
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3.2. (Cddigo asociado a la inmersion de Veronese

Definicién 3.2.1 Para m,n > 0 dados, sean My, My,..., My (N = (m;:") — 1) todos
los monomios de grado n que pertenecen K|[Xj, ..., X,,] con K un campo. Definimos la
inmersién n-ésima de Veronese como la funcion

pn P — PV
P=1po,....pm] = [Mo(P), ..., My(P)]

Proposicién 3.2.2 La inmersion n-ésima de Veronese estd bien definida y es inyectiva.
. . m+1_
En particular, si K es un campo con q elementos entonces |p,(P™)| = |P™| = qq_—ll

Demostracién. Sean P = [po,...,pm],Q = [qo,--.,q¢n] € P™.

a) Como 3l tal que p; # 0 entonces X]'(P) = p" # 0, asi no todas las entradas de
pn(P) son cero. Ahora supongamos que P = @, entonces existen P', Q' € A™T! y
A # 0 tales que Q' = (¢}, ...,4,,) = ANpp,---,P,,) = AP’ con A € K*, se sigue que
Pn(Q) = A" pp(P) = pn(P).

b) Sean P,Q € P™ tales que p,(P) = p,(Q) entonces existe I\ # 0 tal que

10

P D™ = A" - g™
con ig + -+ + Uy =N

Sin pérdida de generalidad supongamos que py # 0 entonces pj = A¢gj implica
go # 0. Sea \' = Z—g € K* entonces qy = Npo vy

Pt = ANgy ! (3.10)

Por hipétesis
7

pe'pi= Ay Yi=0,...,m

usando la ecuacién (3.10) se tiene
Mg pi =AMy tqi Vi=0,...,m.Porloqueg = \Np; Vi =0,...,m, demostrando
que P = Q.

Teorema 3.2.3 Sea S = p,(P™) un subconjunto de el espacio proyectivo PV sobre un
campo K con q elementos. Si Cs(d) denota el cédigo Reed-Muller generalizado de grado
d asociado a S, entonces lo siguiente se satisface.
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4.

. La longitud del codigo Cs(d) es

Para cada d > 0, la dimension de Cx(d) es
Hs(d) = Hpm(nd) (3.11)
y sin < q el ideal anulador de S esta dado por
Is = (Is(2),Is(r+ 1)) C K[Yy,...,Yn] (3.12)
Donder:qT_l ylel0,n—1] es tal que l = q mod n.
El indice de regularidad asociado a Cx(d) es

am+1—j . . .
mtJ 4+ 1 sia,+1=j5 modn >0
reg(Ru/I5) = { PO

n

(3.13)

st apy+1=0modn

Donde a,, denota el a—invariante de R, /Ipm.

la distancia minima es ds(d) = épm(nd) Vd > 0.

Demostracion.

El inciso 1 se sigue de la proposiciéon anterior.

Para probar 2 es suficiente ver que (Ry/Is)a =k (Rm/Ipm)na. Sea f € (Ry)a,
definimos el K —morfismo

@ (RN>d — (Rm)nd
[0y =f(My,...,My)

Notemos que si xf{’ -+~ z'm es de grado nd podemos reescribirlo como producto de d
monomios de grado n, luego ¢ es epimorfismo. Sea f un polinomio homogéneo tal que

f € (Is)ay [Q] € P™ entonces o([Q]) = f(Mo([Q]), ..., Mn([@]) = f(pa([Q])) = 0

por lo que ¢ induce un K —isomorfismo
wa: (By/Is)a = (R /Ipm)nd

g es epimorfismo pues ¢ es epimorfismo. Para ver que ¢4 es un monomorfismo,
sea f € (Rn)a tal que @ € (Ipm)uq v sea [P'] € S entonces 3[P] € P™ tal que
pn([P]) = [P'] Tuego f([P']) = f(pn([P])) = ¢([P]) = 0. Por lo que f € (Is)a.
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Ahora probaremos que la Ecuacién (3.12) se satisface. Sea K la cerradura algebraica
de Ky sea S la cerradura algebraica de la variedad de Veronese, i.e., la imagen de
P™(K) bajo la funcién p,, : P™(K) — PY(K), y sea I5 el ideal anulador de S.

Este resultado es una generalizacién del caso m = 1

Ya que Is = @g>2(Is)a, con el fin de probar la afirmacion del teorema es suficiente
demostrar que

(Is)a = ZYi(IS)d—l (3.14)

(2

para todo d > 3y d # r+ 1. Donde Y;(Is)4—1 := {Yif|f € (Is)a—1} es subgrupo de
(Is)4. Consideraremos dos casos: a) 3<d <ryb)d>r-+2.

N
=0

Pero primero haremos un paréntesis para explicar una serie de resultados necesarios
para la prueba.

Si d es cualquier entero tal que nd < ¢ + 1, desde que Ipm =< (Ipm),41 > entonces
¢y = 0 para todo f € (Is)a por lo que vy € (Ipm(z))na luego f € (Ig)a (donde ¢y
fué definida algunos parrafos antes), demostrando que (Is)q C (Ig)a-

N
Ya que Ig =< (Ig)2 > entonces para todo d > 3, se tiene (I5)g = Y. Yi(Ig)a-1-
i=0

o d =3 Sea [ € (Ig)s, ya que f €< (Ig)2 > [ = > g1ifaq con gi; € (Rn)1,
f27i € ([g)g. ASf

N
f=>Yifs; fri€(Ig)aVi€0,...,N (3.15)
i=0

N
es decir, f € Y Yi(lg)a

=0
e d=4.Sea g € (Ig)s

N N N
f= Z Yz‘Y}QZ,(iJ) = ZYz( Y}g;,(i,j)) gQ,(i,j)agé,(i,j) S (I§)2 Vi, j € [OaN]
1=0,j=0 i=0 j=0

(3.16)

; Yi(Ig)s.

N
Como _ Yjgy ;i) € (Is)s, g €
j=0 =0
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N
De manera inductiva podemos probar que (I5)s = > Yi(I5)d—1-
i=0

a) 3<d<r.Esdecir,3n<nd<q—-1<q+1.

N N
Sea W = > Yi(Is)g—1 y W = > Yi(l5)4—1, si {fi}; una base para el K—espacio
i=1 i=1

vectorial W, entonces {fi ®Kk 1}; es una base para el F—_espacio_ vectorial
W&k K porlo tanto dimgxW = dimzW @k K, ademas WRg K ~x W = (Ig)q4,
se sigue que dimg (Is)q = dimg(Is)a = dimgW, por lo tanto W = (Ig)a.

b) d > r+2. Como %l—f—l < d -1, tenemos q + (n — 1) < n(d — 1), por lo tanto
q+1<n(d—1) <nd. Asisi f € (Is)q entonces @y € (Ipm)ng =< X X; - X; X7,

0<i<j<m>yasipy= >  gy(X/X; - X;X]) donde g;;’s son formas
0<i<j<m

de grado nd — (¢ +1). Yaque n(d — 1) > g+ 1, i.e, nd — (¢+ 1) > n los g;;’s
pueden escribirse como: g;; = Moh;;(1) + -+ + Myh;j(N), donde los M; son
monomios de grado n y los h;;(l) son formas de grado nd — (¢ + 1) — n. Asi

N
pr=> > Mhi()(X]X; — X;X7)

ij 1=0

Note que para todo i, 7,1, la forma hy;(1)(X{X; — X; X) € (Ipm)n(a—1). Por lo
tanto oy = MoHo+- - -+ My H;n con M; monomios en las variables X, ..., X,,
de grado ny H;j € (Ipm)n@a—1)- Se sigue que f = Yoio(Hio) +- -+ Yy in (Hin)
donde cada \;j(H;j) estd en (Is)a—1 y es tal que py ;) = Hy;. Del argumento

N
anterior se concluye que f € > Y;(Is)g-1.
i=0

Para probar 3, supongamos que a,,+1=j modn con0 < j<n sea d= %H,

entonces Hg(d+1) = Hpm(n(d+1)). Como n(d+1) =ap, +1—j+n yn—3j >0,
se sigue que n(d + 1) > a,, y por lo tanto Hs(d + 1) = s. Ademds, como j > 0, se
tiene que a,, + 1 —j < a,, + 1 por lo que Hg(d) = Hpm(nd) = Hpm(a, +1—7) < s.
De la definicién del a-invariante se sigue que d = ag. El caso j = 0 es similar ya
que si d = 22+ — 1, entonces Hs(d) = Hpm(nd) = Hp, (ay + 1 —n) < [P"] = s,
y Hs(d+ 1) = Hpm(n(d + 1)) = Hpm(a, + 1) = |[P™| = s, demostrando que
as = “WT“ — 1.

Sea f € (Ry)q un polinomio homogéneo de grado d, y sea My, ..., My todos los mo-
nomios de grado n en las variables Xy, ..., X,,. Entonces f(My,..., My) € (Ry)na-
Sea P = {Pla--'aps} y Ql :/Un<Pz) = [Mo(R),,MN(Pl)] € S, 7, = 1,...,8. Sl
Z = (f(Ql)? ey f(Qs)) S CS(d)7 entonces



28 CAPITULO 3. FAMILIAS DE CODIGOS REED-MULLER GENERALIZADOS

Z = (f(My,...,My)(P)),..., f(My,...,Myn)(Pn,)) (3.17)

pertenece a Cpm(nd) asi 0,,(nd) < w(Z). La otra desigualdad se sigue por el iso-
morfismo inducido por la funcién ¢ entre los K-espacios vectoriales (Ry)a/(Is)q

y (Rm)nd/([Pm)nd-

Ejemplo 3.2.4 Sea K = Fg y py : P2 — P° la inversién de Veronese de grado 2 con
S = pQ(]P)Q)

Como reg(Ry/Ip2) = 15 de la ecuacién 3.13 se tiene que reg(R5/15) = 8.

Los pardametros basicos de {Cg(d)}o<a<s por Teorema 3.2.3 y tabla del Ejemplo

3.1.2 son
d 112131456178
|S | = \IP’Q\ 3173173737373 73|73
Hg(d) = HPZ(Qd) 6 | 1528 |45 |58 |67 |72]73
ds(d) = dp2 (2d) 561401241 8 | 6 |4 | 2|1

Ya que reg(Rs/Is) = 0 mod 2 por el Teorema 3.2.3 Ig =< (Ig)2, (Is)s >.

3.3. Cbdigo asociado a la inmersion de Segre

Definicién 3.3.1 Sea P" y P™ el espacio proyectivo sobre un campo K, se define la
inmersion de Segre como:

Y P x P — PN
([ao, C. ,an], [bo, .. 7bm]) — [aobg, . ,aobm,albo, . ,albm, . ,Clnbo, C ,anbm] (318)

donde N = n + m + nm. La imagen de 1) es una variedad algebraica conocida como
la variedad de Segre.

Proposicion 3.3.2 v estd bien definida y es inyectiva. En particular, st K es un campo
finito |(B" x P™)| = B[P,
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Demostracion. Veamos que ¢ estd bien definida, es claro que ¢ no se anula en todos
los puntos de su imagen. Sean «, § € K*, entonces

Y([aag, . .., aan], [Bbo, ..., Bby)) =[...,aBab;,...] =

Oéﬂ[ .. ,aibj - ] = 1/1([@0, o ,an], [bo, “o ,bm])

Y es inyectiva, sean A = [ag,...,a,|, B = [bo,...,by], C = [co,...,ch]l ¥y D =
o, ..., dn] tales que ¥(A,B) = ¢¥(C,D), esto es (...,a;bj,...) = (..., cd;,...) para
algin A € K*, podemos hallar un b; # 0 y un d; # 0, entonces, en particular tenemos
que bra; = Adjc;Vi =0,...,n, ie., a; = %jci y esto nos dice que A = C, se procede de
manera analoga para mostrar que B = D, por lo que 9 es inyectiva. m

Proposicién 3.3.3 5i K es un campo algebraicamente cerrado, el ideal anulador de
(P x P™) es (zijzim — zuzkj) en el anillo de polinomios K[zoo, - . ., Zum)-

Demostracién. Vea [19] =

Teorema 3.3.4 Sea X = (P x P™) un subconjunto de el espacio proyectivo PV sobre
un campo K con q elementos. Si Cx(d) denota el cidigo Reed-Muller generalizado de
grado d asociado a X, entonces lo siquiente se satisface.

. ;7. n+1l__ m+1__
1. La longitud del cddigo Cx(d) es (© = D)4 = .

2. Para cada d > 0, la dimension de Cx(d) es

Hy(d) = He (d) Hpn (d) (3.19)

Y el ideal anulador de la variedad de Segre es de la forma

Ix = ((Ix)2; (Ix)g+1) (3.20)

3. El indice de reqularidad asociado a Cx(d) es:

reg(Rn/Ix) = max{reg(R,/Ipn), reg(Rm /Ipm)} (3.21)
4. La distancia minima es 0x(d) = dpn(d)dpm(d) ¥Yd > 0.

Demostracién. Para este teorema usaremos la siguiente notaciéon: K denota la cerradura
algebraicade Ky R, = Klzo, ..., 2], R = K[Yo,- -, Ym], Bnv = K200, - - -, 2nm| denotan
los anillos de polinomios correspondientes a P*, P, PY y R, = Klxg,..., 2|, Rpm =
K[Yo,---Yml, Bn = K[200,- -, 2Zum] son los anillos de polinomios correspondientes a

P"(K), P"(K), PN (K).
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El inciso 1 se sigue de la proposicion anterior.

Probemos 2: Sea B = K[zoyo, - -, TnYm| C K[zo,. .., 20, Yo, .., Ym] €l dlgebra gra-
duada dada por:

By = <ZaI7JnyJyaIJ ek, |I|=|J]=d> 0>
K

1,J

entonces el epimorfismo
0: (RN)d — Bd
[ =0 = f(zoyo,- -\ Tnlm)
es tal que kerf = (Ix)a(Ry)a—2. De la proposicién 3.3.3 se tiene que (Ix)y =
(zij201 — Zazrj) K POr 1o que (Ix)z(Ry)a—2 C ker.

Probemos que kerf C (Ix)2(Rn)4—2. Sea {Q;;} una base de Grébner de ((Ix)2)
entonces cada ();; es homogéneo de grado 2 y sea f € ker 0, usando el algoritmo de la
division f =}, ; fijQi; +r donde fi; € (Ry)4-2 ¥ ningin monomio de r es divisible
por in<(Q;), como z;;z, € in<(((Ix)2)) entonces alguno de los @);; dividen a cada
22w pero como son del mismo grado {z;zu} C {in<(Q;;)} luego r = Z auzd
y se sigue que >, s a;;(z zy;)% = 0(r) = 0(f) = 0 por lo que a;; = 0 V4,7, es de01r
r=0.

Sea 7 o 6 la transformacién lineal suprayectiva
0
(RN)d — Bd l) Bd/Vd

=00+ Vy
Entonces (Iy)q = ker(m o 0). Donde Vg = (Ipn)g(Rm)a + (Ipm)a(Rn)a C Ba 'y

<Zgz 9)gi(2) : g.(y) € (Tem)a. gi<x>e<Rn>d> (3.23)

Si f € ker (7w o #) entonces 0y € V. En este caso 0y = ) _.(fi(x) f/(y) + 9:(x)g;(y))
y f(¥ (A B)) = (A B)=0V AeP", BeP™ Probando que f € Ix(d).

]]P’" Zfz z ) (I]P’")d, fz,(y) S (Rm)d> (3'22)

K

_[[P?m

Sife(Ix)a 07(A B)=0VAeP" BeP™ entonces VA € K* Va = (agp,...,a,) €
A" con algin a; # 0y Vb = (b, ...,b,) € A" con algtin b; # 0 0;((\a, )\b)) =
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0r(A(a,b)) =0y cuando a =00 b =0 8(Aa,\b) = 0 VA € K por lo que 0¢(D) =
0VD € P (s =n+m+ 1) luego §; € Ips y por el teorema 3.1.1 ecuacién 3.2 se
tiene lo siguiente

Op(x,y) = Y Filey)@ie; —ae) + > gi(e,y) W:y; — v+

0<i<j<n 0<i<j<m

> b y) (@ity; — y) (3.24)
0<i<n
0<j<m

Donde fi;(z,y), ¢i(z,y), hij(x,y) son polinomios homogéneos de grado 2d—(¢+1).
Sea a € A"y b e AmHl

Op(z,b) = Y fislw, b)(wfe; — %) + Y hyj(a,b) (2% — b%;)  (3.25)
0<i<j<m (g)<§z§n
xjsm

Or(a,y) = > gila )y —yiv) + D hijla,y)(a%y; — y;a;)  (3.26)
0<i<j<m 0<i<n
0<j<m

Notando que los polinomios x;9b; — b,;%;, a;%y; — y,;%a; no son homogéneos, se sigue
que h;;(x,y) es el polinomio cero, asi:

Op(e,y) = > fuley)(@le; —afe) + Y gyl y)(wily — ') (327)

0<i<j<n 0<i<j<m

Consideraremos los siguientes casos:

e 2d < g+ 1. Como 6 tiene grado 2d en Kz,y| y 0 € Ips es combinacién de
polinomios de grado ¢ + 1 > 2d entonces 0; = 0.

e d<qg+1,qg+1<2d.
Los polinomios g;;(a, y)(vi%; — ¥;%¥:), fij(x,0)(x]w; — xfx;) son homogéneos
de grado d y los polinomios g¢;j(a,y), hi;j(a,y) son polinomios homogéneos de
grado d — (¢ + 1) o son el polinomio cero, de la hipétesis d < ¢ + 1 dichos
polinomios son el polinomio 0 por lo que 6¢(x,y) € Vj.
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e d>q+1.

En este caso 07 (z,y) = 2 fij(z, y) (i —x00:)+ > gi5 (€, y) (4:y;—y;"y:) don-
de fi;j(a,y), gij(x,b), son polinomios homogéneos de grado d 'y f;;(z,b), gi;(a,y)
son polinomios homogéneos de grado d — (¢ + 1) por lo que:

fis(xoy) = L) f (x)  fi(y) € (Rm)a, fli() € (Rn)a—(qr1)
9ii(z,y) = g;(x)g] () gi;(x) € (Ru)a, [15(y) € (Rm)a—(q+1)

Or(x,y) =D (@) @iy — %)) f3(y) + (95 W) (ity; — v5%9:)) £ ()
Ya que fii(z)(zr; — x;%;) € (Ipn)a y 955 (y) (W% — y;%:) € (Ipm)a, 05 € Va.

Asi (RN)d/([X)d g[( Bd/Vd. Mas aun: Bd/Vd %K (Rn/jpn)d XK (Rm/[IPm)d (el iso-
morfismo natural). Tomando dimensiones se tiene que Hx(d) = Hpn(d)Hpm(d).

Ahora probemos que Ix = ((Ix)2, (Ix)g+1). Sea f € (Ix)q

e Sid<q+1.6;=0,luego f € (Ix)2(RN)d—2, asi f € ((Ix)2, (Ix)g+1)

e Sid>qg+1.
Basta demostrar que (Ix)q C W, donde W := Z” 2ii(Ix)d-1-
Sabemos aue (s, ) = ()t — 291 (0) + S0l () s —
yityi)) fis(x) = 322 fi5(@) fi;(y )(931 ; —%q%) + 2093 W) @) (Wi — yi%i) Y

como los pohnomlos (x), (), 9i5(y), fi;(x) son de grado positivo pode-
mos reescribir a Qf(x,y) = Z” xy;m; (@, y) con m; ;(x,y) € (Ips)24—2 por lo
que f(z) = >, ;2 M; j(2) con M;;(z) € (Ix)a-1, es decir, f € W.

El inciso 3 se sigue de 2

Por dltimo probemos el inciso 4: Sea f € (Ry)a y sea X = {Ciy,...,Cy,} con
L = i qm+1 ! y CZ] - ¢(Ai7 Bj) con 4; € P, Bj SR

q—1 7

Sea A = eva(f) = (f(cll)v"'7f(cl1l2)) = (f(W(A1, Br), - f(¥(An, Br))) =
(05 ((2,9)(Ar, By), ..., 0p(2,y)(An, Bn))-

ly =

Como 0(x,y) = > 'y’ € By, para cada A € P* y B € P™ en la representacion
estandar:

Ora(y) = 0;(A,y) € (Bin)a, Oy () = 0;(x, B) € (Bn)a
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Para cada i € [1,01], Ay = (07, (B1),...,07, (Bi,)) € Cpm sil = |{i: A; #0}| > 0.
Desde que w(A;) > dpm(d) con A; # 0, entonces w(A) > l0pm(d).

De manera similar sea I'; = (QfBj(Al), . ,QfBj(All)) € Cpn, paracadaj =1,..., 1.
Sea I'; # 0, si | < dpn(d) entonces w(I';) <1 < dpn(d) lo cual no puede ser.

Como dpn(d) < [ entonces dpn(d)dpm(d) < w(A), VA # 0 € Cx(d), es decir,
S () () < G (d).

Sea (4 = (g9(A1)),...,9(Ay) € Cpn(d) con w(Sd) = dpn(d) y g(z) € (Rp)a y
Qo = (h(By1)),...,h(By,) € Cpm(d) con w(€y) = dpm(d) vy h(y) € (Rn)a- Ya que 0
es una transformacion lineal suprayectiva, existe F' € (Ry)q tal que
(gh(Ala Bl)7 B 7gh(Al1)7 Bl2) - (F(¢(A17 Bl))? ey F(l/}(Alu Bl2))) =Q¢€ OX<d)
Probando que dx = dpn(d)dpm (d)
|

Ejemplo 3.3.5 Sea K = F, = {0,1,a,a?}, ¥ : P! x P! — P? la inmersién de Segre. En
este caso, los elementos de la variedad de Segre son:

(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,1,0,0), (1,0,0,0), (0,0,1,a),

(0,0,1,a%),(0,0,1,1),(0,1,0,a), (1,a,a,a?®),(1,0,a,0),

X = (1,a%a,1),(1,1,a,a),(1,a,0,0),(1,a?0,0),(1,1,0,0),
(0,1,0,a%),(1,a,a 1),(1,0,a%0),(1,a% a* a),(1,1,a* a?),

( ,1,0,1),(1,a,1,a),(1,0,1,0),(1,a2,1,a2),(1,1,1,1)

Del teorema (3.3.4) reg(Rs/Ix) = reg(Ry/Ip1) = 4, Ix esta generado por:
210201 — 200<11, 2611211 - 20121117 200281211 - Zoozfp 2(2)02(2)1211—
—2002102%7 28’0201211 - 2002%021217 ZiloZn - 21021117 2002%0211—
— 200211 2302%0211 — 20020121 230210211 - 2002812%1, 230211—
—2002111, 230201 - 200231, 230210 - Zoozfo

y los pardmetros basicos de {Cx(d)}q<4 son

P2 [25|25|25]25
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3.4. (Cddigo asociado a una grafica bipartita completa

Definicién 3.4.1 Una grafica G consiste en un conjunto no vacio V' de p puntos junto
con un conjunto prescrito F de g-parejas de distintos puntos de V. Cada par x = {u, v}
de puntos en F es una linea de GG, y se dice que = une a u con v.

Al conjunto E se le conoce como el conjunto de aristas de la grafica G y a V' su conjunto
de vértices y algunas veces se refiere a una grafica como G(V, E).

Escribiremos = uv y diremos que u y v son puntos adyacentes (algunas veces de-
notado por u adj v). También si v se encuentra en la linea z, decimos que v y x son
incidentes.

Definicién 3.4.2 Una grafica GG es etiquetada cuando los p puntos se distinguen uno del
otro por nombres, tales como vy,...,v, y sus g-aristas también se distinguen: xi, ..., z,.

Definicién 3.4.3 Sea GG una gréfica etiquetada, con p puntos y ¢ aristas. Entonces se
define la matriz de incidencia B = [b;;] de tamano p X ¢ como la matriz cuyas entradas
b;j =1 siv; y z; son incidentes y b;; = 0 en otro caso.

Definicién 3.4.4 Sea r > 2 un entero. Una grifica G = (V, E) es r-partita si existe
una particién de V' en r conjuntos independientes que llamamos clases, tales que para
cualquier par de vértices en alguna clase se tiene que no son adyacentes. Para r=2 en vez
de decir 2-partita, decimos bipartita.

Una grafica r-partita donde cada par de vértices de distintas clases es adyacente se
llama una grafica r-partita completa, para r = 2 serd grafica bipartita completa.

Definicién 3.4.5 Sea K un campo y K, ,, una gréafica bipartita completa, definimos la
variedad algebraica parametrizada por la matriz de incidencia de la grafica k&, ,, como:

X ={[titns1. titnsos o tilngm, totngrs tatnga, o totpgm, -+ bntpgrs tntnga, - - o s tntngm)
t; € K* forall i =1,...,m+n} C P!

Y de hecho se puede escribir como

X = {[17 ayp, g, ..., 0p_1, 51751041,51042, - 751Oém—1, ﬁ2752a17 ﬁzOéz, e ,5204m—1, sy
671—17 Bn—lala 671—10527 K 7ﬁn—lo~/m—1] : 61a s 7671—1041’ e 0y S K*}

Observacién 3.4.6 Sean
Xl:{[17ﬁ17"'7ﬂnfl] :517---7ﬁn71 EK*} (328)
XQ:{[17a17-"7am—1] 01, .., O GK*} (329)

y X como en la definicion anterior. St 1 es la inmersion de Segre restringida al conjunto
X1 x Xo C Pl x Pt — Pl Entonces (X x Xp) = X.
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Teorema 3.4.7 Sea P™~1 el espacio proyectivo sobre un campo K con q elementos y
X CcPmt X, Cc Pl oy Xy C P como en la observacion anterior. El cédigo Reed-
Muller generalizado de orden d asociado a X : Cx(d) satisface lo siguiente

1 La longitud del cédigo Cx(d) es (¢ — 1) (g —1)"!
2 Para cada d > 0, la dimension de Cx(d) es

Hx(d) = Hx,(d)Hx,(d) (3.30)

Mads aun la formula general de la funcion de Hilbert asociada a X1 y Xs esta dada

por:
Hy, (d) = (n ol d) nS (n - 1) (n - clz " j(q__i(f)_ 1)) (3.31)

]=0

Hy,(d) = (m _; i d) + mzl(—l)j (m . 1) (m —;jiq——i(f)_ 1>> (3.32)

respectivamente.

3 El indice de reqularidad asociado a la famila {Cx(d)}aen, e€s

reg(Rm-1)(m-1)/Ix) = max{reg(Rn-1)/Ix, ), reg(Rm-1)/Ix,) } (3.33)
donde
reg(Ron/Ix,) = (n— 1fa—1) —n+1 (3:34)
Y
reg(Rm-1)/Ix,) = (m = 1)(q = 1) —m +1 (3.35)

4 La distancia minima es 0x = dx,(d)dx,(d)

Demostracion.

El inciso 1 se sigue de que la inmersién de Segre en inyectiva y que | X;| = (¢—1)""!
y [Xe| = (¢—1)""L
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Probemos 2. Sean Cx, (d) y Cx,(d) los cédigos Reed Muller de orden d asociados a
X; y X, respectivamente, como ya sabemos Cy, (d) ~ (K|[zo,...,Zn-1])a/(Ix,)a ¥
Cx,(d) ~ (K[yo,- - Ym-1])a/(Ix,)a- La férmula se sigue del isomorfismo

K[Z[)Oa e :Z(m—l)(n—l)]d/(IX)d = K[%, e 7xn71]d/(IX1>d®KK[y0> - 7ymfl]d/([X2)d
(3.36)

El cual se probard en el siguiente capitulo (vea el Teorema 4.1.6). La demostracién
de las férmulas 3.31 y 3.32 se encuentran en [24].

El inciso 3 es una consecuencia del isomorfismo en 3.36 y la prueba de las férmulas
3.34 y 3.35 se encuentran en [24].

El inciso 4 se sigue de que X = ¢(X1 x X2) junto con el teorema 3.3.4 inciso 4.
n

Ejemplo 3.4.8 Sea K3 la grafica bipartita completa.

(%1 V2
as
aq Qg

U3 V4 Us

Figura 3.1: K3

La matriz de incidencia asociada a K3 esta dada por.

111000
000111
B=11001200
010010
001001

Si K = F5 lalongitud del cédigo Cx (d) es | X| = (5—1)*"372 = 64, como la regularidad
de X y X, para este ejemplo es 3 y 6 respectivamente del teorema anterior reg(Rs/Ix) = 5.
La siguiente tabla muestra los pardmetros basicos de la familia {Cx(d)}a<s
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d 112[3[4]5]6

X 646464646464
Hx(d) 6 | 1840526064
Sx(d)=om(d)Z] 7 [ 2[4 3] 2]1

37
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Capitulo 4

Algunas Generalizaciones de los
Cddigos de Segre

Dado X; C P", i = 1,2 la imagen de X; x X5 bajo la inmersién de Segre 1 (vea ec.
3.18) denotada por X, se le llama Producto de Segre de X7 y X5. La inmersién de Segre es
usada en geometria algebraica entre varias aplicaciones para mostrar que el producto de
variedades es también una variedad proyectiva, vea [19, Lecture 2]. En Teoria de Cddigos
es usada para estudiar los pesos generalizados de Hamming de algunos productos de
codigos (definicion 1.1.9 y [33]) y lo que veremos en esta seccién.

Los productos de Segre han sido estudiados por muchos autores; vea [10, 25, 21].
Nosotros daremos pruebas de dos resultados para los cuales no encontramos referencias
(vea el Lemma 4.1.3 y el Teorema 4.1.6). Todos los demds resultados de esta seccion se
encuentran en la bibliografia.

Cuando K es un campo finito, un elemento de la familia de cédigos Reed-Muller gene-
ralizados {Cx(d)}4en lo llamaremos Cédigo proyectivo de Segre. Nosotros estudiaremos
los parametros basicos y el segundo peso generalizado de Hamming de dichos cédigos. El
resultado principal expresa los pardmetros bésicos de C'x(d) en términos de los pardme-
tros de Cx, (d) y Cx,(d), ademas mostramos que C'x(d) es el producto directo de Cx, (d)
y Cx,(d) (vea el Teorema 4.2.1); esto quiere decir que el producto directo de dos c6digos
Reed-Muller proyectivos de grado d es de nuevo un codigo Reed-Muller proyectivo de
grado d.

Férmulas para los pardmetros basicos de codigos Reed-Muller afines y proyectivos son
conocidas para varias familias [4, 32, 8, 20, 13, 22, 14, 26, 25, 17, 9, 34]. Ya que los
cddigos Reed- Muller afines pueden considerarse como cédigos Reed- Muller proyectivos
[18], nuestros resultados pueden ser aplicados para obtener férmulas explicitas de los
pardameteros bésicos de C'x(d) si Cx, (d) estd en una de esas familias y Cx, (d) estd en otra
de éstas familias o ambos estdn en la misma familia.

39
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Como una aplicacién recobramos algunos resultados de codigos Reed-Muller sobre la
variedad de Segre y sobre el toro proyectivo [14, 15, 24, 25]. En efecto, si X; = P™ y
Xy = P, usando el Teorema 4.2.1 recobramos la formula de la distancia minima de
Cx(d) dada en la seccién 3.3. Si K* = K \ {0} y X; es la imagen de (K*)™, bajo la
funcién (K*)" — P~! x — [z], llamamos a X; a toro proyectivo en P"~1. Si X; es
un toro proyectivo para ¢ = 1,2, usando el Teorema 4.2.1 recobramos la férmula de la
distancia minima de Cx(d). En ambos casos las férmulas de los pardmetros bésicos de
Cx,(d), i = 1,2, estdn dadas en [34, Theorem 1] y [9, Theorem 3.5], respectivamente.
También recobramos férmulas para el segundo peso generalizado de Hamming dadas en
[15, Theorem 5.1] y [24, Theorem 3] (vea el Corolario 4.2.5).

4.1. Producto directo de cdédigos

Sea Cy C K*'y Cy C K* dos c6digos lineales sobre un campo finito K y sea Mg, xs, (K)
el K-espacio vectorial de todas las matrices de tamano s; X sy con entradas en K.

El producto directo (también llamado producto Kronecker ) de Cy y Cy denotado por
Ch ® (Y, esta definido como el cédigo lineal que consiste de todas las matrices de tamano
s1 X $9 en las cudles las filas pertenecen a Cy y las columnas a Ci; vea [27, p. 44]. El
producto directo de cédigos usualmente tiene distancia minima pequena pero son faciles
de decodificar y pueden ser tiles en ciertas aplicaciones; vea [28, Chapter 18].

Denotamos el producto tensorial (en el sentido multilineal) de C y Cs [10, p. 573] por
C1 ®k (5. Como se probara en el Lemma 4.1.3, otra manera de ver el producto directo
de C y 5y es como el producto tensorial.

Teorema 4.1.1 [35, Theorems 2.5.2 and 2.5.3] Sea C; C K*® un cddigo lineal de longitud
si, dimension l;, y distancia minima 6(C;) para i = 1,2. Entonces Cy ® Cy tiene longitud
8182, dimension lyly, y distancia minima 6(C1)0(Cy).

Teorema 4.1.2 [37, Theorem 3(d)] Sea Cy C K*' y Cy C K* dos cddigos lineales y sea
C = C,®Cy su producto directo. Entonces

5o(C) = min{d, (C1)85(Ca), 82(C1 )81 (Ca) Y.

Recordemos que para cualquier campo K hay un isomorfismo vec: M, s, (K) — K*®1%2
de K-espacios vectoriales dado por vec(A) = (Fy,..., Fy,), donde Fy, ..., Fy, son las filas
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de A. Considere la funcion bilineal 1y dada por

Yo K X K2 — My, s, (K)

a1b1 (llbg Ce a1b82

a261 a2b2 c. a2bs
(a1 as), (bry. o b)) Vs | , :

as,b1 as,ba ... a4 bs,

La inmersion de Segre esta dada por

¥([a], [b]) = [(vec o 1) (a, b)]

donde a = (ay,...,as,) y b= (b1,...,bs,).
El siguiente lema no es dificil de probar y seguramente se conoce una equivalencia de
su formulacién; pero no pudimos encontrar una referencia con la correspondiente prueba.

Lema 4.1.3 Hay un isomorfismo T: C1 @k Cy = C1 @ Cy de K-espacios vectoriales tal
que T'(a ® b) = 1o(a,b) para a € Cy y b € Cy.

Demostracién. Fijamos [; = dimg(C;) para i = 1,2. Usando la propiedad universal
del producto tensorial [10, p. 573], ¥ induce una funcién lineal

TZCl®KCQ — 01@02, talque,
a®b — Yo(a,b)

paraa € Cy y b € Cy. Por [29, Férmula 5, p. 267] y el Teorema 4.1.1 se tiene que C @ Cy
y C1 ® O tienen dimension [4ls por lo que es suficiente probar que 71" es inyectiva. Sean
{ag,...;an} vy {B1,..., B} bases de C y Cy, respectivamente y sea «y en el kernel de 7.

Entonces
Y= Z Aijoi @ fBi

con \;; en K Vi,j. Entonces

Ty) = MiT (a1 ®@B1)+ -+ A pT(oq ® B,) +
AT (o ® Br) + -+ + A, T ® B,) +

/\ll,lT(Oéll & 51) + -+ )\ll,lgT(ah & 612).
Sia; = (n,...,0s), Bi = Bj1,---Bjs) parai=1,....0;, j=1,... 1y, tenemos

(MaiafBr+ -+ Mparaf,) + -+ N 1B+ + Ay noa, 16)

() (Aaa12B1 + -+ Mpaiaf,) + -+ (N aau 261 + -+ My i,00, 201)
)= .

()\1,10[1,8151 + e + )\l,lgal,sl/Bb) + e + (All,lall,slﬁl + e + All,lg()éll,81/6l2>
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Ya que T'(y) = (0), usando que los f;’s son L.i tenemos

Al,jalT—i----jL)\lhjalTl =0forj=1,... 1.
Luego \;; =0Vi,jyy=0. m

Definicién 4.1.4 [10, p. 304] Sean A = Gg>0Aq, B = Ba>0Bg dos algebras estandar
sobre un campo K. El Producto de Segre de A y B se define como el algebra graduada:

A®SBI: (A0®KBO)@<A1®KB1)@ CA@KB,
El dlgebra del producto tensorial de A y B esta graduada por
(A ®K B)p = Z A,L ®K Bj.
i+j=p

Ejemplo 4.1.5 [3, p. 161] El producto de Segre (resp. producto tensorial) de R,,, y R,,
es
Rm ®s Rm = K[{xiyj|0 <1<n;,0<)< n2}]

resp. R,, ®x R,, ~ Klxg,...,x,,,Zo,...,T,,|). Notemos que los elementos x;y,; tienen
1 2 1 2 Yj

grado normalizado 1 como elementos de R,, ®s R,, v grado total 2 como elementos de

R, @k Ry, .

El siguiente resultado es muy conocido si X; y X5 son conjuntos algebraicos proyec-
tivos; vea [10, Exercise 13.14(d)]. Sin embargo David Eisenbud senial6 que el resultado es
valido en general. Nosotros damos una prueba del caso general.

Teorema 4.1.6 Sea K un campo. Si X1, X5 son subconjuntos de los espacios proyectivos
P P2 respectivamente, y X C PN (N =n1+ng+ning) es el producto de Segre de X,
y Xo, entonces lo siguiente se satisface:

(a) (Ru,/Ix,)a @K (Rn,/Ix,)a =~ (Rn/Ix)a como K-espacios vectoriales para d > 0.
(b) (Ruy/Ix,)a®s (Rny/Ix,)a >~ (Rn/Ix)a como dgebras estindar graduadas.

(¢) Hx,(d)Hx,(d) = Hx(d) para d > 0.

(d) reg(Ry/Ix) = max{reg(R,, /Ix, ), reg(Rn, /Ix,)}

(e) Sip =dim(R,,/Ix,) vy ps =dim(R,,/Ix,), entonces

deg( R /Ix) = deg(Rus /Ix) dog(Run ) (”1 " ”2) |

P1
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Demostracion.

(a) Sea 2% € (Rp)a v ¥° € (R,,)a entonces existen l;; € Ny tales que z%y” =
(20Y0)™0 - - - (X, Yny )'™m2. Definimos la funcién K —bilineal

0 (Rny)ax (Ruy)a— (Rn)d
(xa’ yﬁ) = (ZOO)lOO s (zmnz)lnlw

note que para cada monomio 27 = (200)" -+ (Znyny )2 € (Ry)q los monomios
_ 700+“'+70n2 ’Yn10+"'+'}/n1n2 o Yoo+ +'Yn10 70n2+'“+'7n1n2
a7 = 1z SR € (Rn)a y ¥ = o CYna €

(R,,)q son tales que o(a7,y??) = 27. entonces o induce una funcién K —bilineal

[ ( n1/IX1)d X (an/IX2>d — (RN/IX>d
(

Si f € (Ix))a, g € (Ixy,)a y ¢ € X entonces hay a € X; y b € X, tales que
a(f,g9)(c) =0a(f,g9)(¥(a,b)) = f(a)g(b) = 0 luego & esta bien definida.
Para mostrar (a) vamos a probar que ((Rx)aq,7) satisface la propiedad universal del

producto tensorial (R, /Ix,)d @k (Rn,/Ix,)d-
Sea ¢ : (Ry, /Ix,)a X (Rn,/Ix,)a — M una funcién K —bilineal con M un K-espacio
vectorial, entonces el K —morfismo

¢ (Bw)a/(Ix)a — M
e CONTD
Esta bien definido y hace conmutar el siguiente diagrama

(R, /Ix,)a X (Rny/Ix,)a —2— (Ry) d/ Ix)a

Obviamente ¢ es tnica para ¢. Para probar que ¢ estd bien definida, sea h € (Ix)a
v (f,9) € (Rp)a X (Rny)a tales que o(f,g) = h. Si Ja € X; tal que f(a) # 0
entonces el polinomio f(a)g(y) = o(f,9)(¥(a,y)) = h(¥(a,y)) € (Rn,)q es tal que
F(@g(b) = o(f,9)(w(a,b)) = h(w(a,b)) = 0 para todo b € X, liego g € (Ix,)a
andlogamente f € (Ix,)a si 3b € Xj tal que g(b) # 0, asf que (f,g) = (0,7) o
(f,9) = (3,0) luego ¥(h) = ¥(0) = ¥(f,g) = 0. Si hi,hy € Ry satisfacen que
hy — hy € Iy entonces ¥(hy — hy) = 1(0) = 0 por lo que 1(hy) = ¥(ha).

Los items (b) a (e) se siguen directamente de (a) y su prueba.
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4.2. Parametros basicos de los cédigos proyectivos de
Segre

En esta seccion estudiaremos los codigos proyectivos de Segre y sus pardametros basicos;
incluyendo el segundo peso generalizado de Hamming. Se demuestra que el producto
directo de codigos Reed-Muller generalizados son cédigos proyectivos de Segre. Después
daremos algunas aplicaciones.

Teorema 4.2.1 Sea K un campo finito, sea X; C P™ para i = 1,2, y sea X el producto
de Segre de X1 y Xo. Lo siguiente se cumple.

(a) |X] = X1 Xs].

(b) dimg(Cx(d)) = dimg(Cx, (d)) dimg (Cx, (d)) para d > 1.

(¢c) Cx(d) es el producto directo Cx,(d) @ Cx,(d) de Cx,(d) y Cx,(d) para d > 1.
(d) 6(Cx(d)) = 0(Cx, (d))5(Cx,(d)) para d > 1.

(¢) 02(Cx(d)) = min{d1(Cx, (d))02(Cx; (d)), 02(Cx, (d))01(Cx, ()} para d > 1.
(f) 0(Cx(d)) =1 para d = méx{reg(Ry, /Ix,),reg(Rn,/Ix,)}-

Demostracion.

(a): Es claro por que la inmersién de Segre es inyectiva (vea la proposicién 3.3.2 ).

(b): Ya que (Rn,)a/(Ix,)a = Cx,(d), (Rny)a/(Ix;)a = Cx,(d), y (Bn)a/(Ix)a = Cx(d),
los resultados se siguen de Theorem 4.1.6.

(c): Dado f € (Rn)aq, las entradas de evy(f) pueden reescribirse como:

eva(f) = (f(Pa), f(Pi2),--oy [(Piny), — 1T (4.1)
f(P2,1>7 f(P2,2)7~'7 f(PQ,n2>7 _>F2

f(Pm,l)’ f(Pnl,Q)v R f(Pm,m)) — Fm

1 \J \J
A Ay e Ay,
donde I'y, ..., Ty, ¥ Ay, ..., A, son vectores fila y vectores columna, respectivamen-

te. Asi evy(f) puede verse como la matriz de tamano ny Xny. Ahora mostraremos que
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I; € Cx,(d) y A] € Cx,(d) Vi, j. Definimos los siguientes polinomios hq, € (Rn,)d
Y 9r, € (Rn,)a como

hQi = f(Oém YL, Q1 Y2, QG Yng,
Q2 Y1, Q2 Y2, - -, QG2 Yny,
Oéi,n]_ : Z/l, ai,nl : y27 s 7ai,n1 : yTLQ)?
gr, = f(@x1-Bj1, %1 B2 %1 Biny,
Zo - Bj,l,xQ : ﬁj,?a R I ﬁj,nzv
Ty e 6]',17 Tpy - ﬁj,% ey Tyt 5j,n2)'

Observe que f(P;j) = hq,(R;) = gr,(Q;). Notando las igualdades

Fi = (f(le)af(Pﬂ)a’f(stz)):

(hQi(Rl)’ hQi(R2)7 ERRR) hQi(RSQ)) = eVZ(hQi),
1
AT = e,
] (ﬁj,fj )d d(gRJ )
para i = 1,...,81y j = 1,...,59, tenemos que I'; € Cx,(d) y AjT € Cx,(d)
para todo i,j. Esto prueba que Cx(d) puede verse como un subespacio lineal de
Cx,(d) ® Cx,(d). Por la parte (b) y el Teorema 4.1.1 loa cddigos lineales Cx(d) y
Cx, (d) ® Cx,(d) tienen la misma dimensién. Por lo tanto estos espacios son iguales.

(d): Del Teorema 4.1.1 y la parte (c), se tiene §(Cx(d)) = §(Cx,(d))d(Cx,(d)) para
d>1.

(e): Se sigue una vez mas por el Teorema 4.1.2 y la parte (c).

(f): Se sigue del Teorema 4.1.6(d).

Observacion 4.2.2 Este resultado nos dice que el producto directo de codigos Reed-
Muller proyectivos es de nuevo un codigo Reed-Muller proyectivo.

Definicién 4.2.3 Si K* = K \ {0} y X; es la imagen de (K*)"™' bajo la funcién
(K*)Mitl — Pri g — [x], lamamos a X; un toro proyectivo en P™i.
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Nuestro teorema principal da una amplia generalizacion de la mayoria de los resultados
en [14, 15, 24, 25).

Observacién 4.2.4 Si X; = P™ y Xy = P2, usando el Teorema 4.2.1 recobramos la
formula de la distancia minima de Cx(d) dada en [25, Theorem 5.1], y si X; es un
toro proyectivo para i = 1,2, usando el Teorema 4.2.1 recobramos la formula de la dis-
tancia minima de Cx(d) dada en [14, Theorem 5.5]. En ambos casos las formulas de los
pardmetros bdsicos de Cx,(d), i = 1,2, estdn dados en [34, Theorem 1] y [9, Theorem 3.5],
respectivamente. También recobramos las formulas para el sequndo peso generalizado de
Hamming de algunos codigos Reed-Muller proyectivos que surgen de grdficas bipartitas
completas dadas en [15, Theorem 5.1] y [24, Theorem 3] (vea Corolario 4.2.5).

Resulta que la férmula dada en el Teorema 4.2.1(e) es una generalizacién de gran
alcance del siguiente resultado.

Corolario 4.2.5 [15, Theorem 5.1] Sea X el producto de Segre de dos toros proyectivos
X1 y Xo. Entonces el sequndo peso generalizado de Hamming de Cx(d) esta dado por

05(Cx (d)) = min{d, (Cx, (d))d2(Cx, (d)), 02(Cx, ()01 (Cx, (d)) }-

Definicién 4.2.6 Si X es parametrizado por monomios t", ...t decimos que Cx(d)
es un codigo proyectivo parametrizado de grado d.

Corolario 4.2.7 Si Cx,(d) es un cddigo proyectivo parametrizado de orden d para i =
1,2, entonces también lo es su correspondiente cddigo proyectivo de Segre Cx(d).

Demostracion. Es suficiente ver que si X; y X5 son parametrizados por t*1, ... t"%
y w', ... w", respectivamente, entonces X es parametrizado por tYiw"i, i = 1,...,s,
j=1...,7. m




Capitulo 5

Distancia Minima

Sea R = K|xy,...,z,] el anillo de polinomios sobre un campo K con la graduacién
estandar e I # 0 un ideal homogéneo con dimension de Krull k.

Definicién 5.0.8 El grado o multiplicidad de R/ es el entero positivo

T dim R T Sik=0

Sea Fq el conjunto de todos los divisores de R/I que no pertenecen a I de grado d > 0:

Fom{f R f¢1 (D AT, 65.)
donde (I: f)={h € R:hf € I}. Notemos que Fy = 0.

El objetivo principal de este capitulo es estudiar la funcién 6; : N — Z la cual llamamos
funcién distancia minima de I. Si I es un ideal primo, entonces Fy =0 Vd > 0y §;(d) =
deg(R/I). Demostraremos que d; generaliza la funcién distancia minima de c6digos Reed-
Muller sobre campos finitos. Esta formulacién algebraica da una nueva herramienta para
estudiarlos.

Definicién 5.0.9 Sea R un anillo y M un R—mdédulo y sea r € R — {0}, si existe
x € M — {0} tal que rx = 0 entonces decimos que r es un divisor de cero de M, si
Vo € M — {0} se tiene que rz # 0 entonces decimos que r es un elemento regular de M.

Definicién 5.0.10 Sea R un anillo y M un R—médulo. Sea z € M, definimos el ideal
anulador de z como:

ann(z) :={r € R:rz =0}

47
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Definicién 5.0.11 Sea R un anillo e I un ideal de R. Para cada f € R definimos el ideal
cociente de I respecto a f como (I : f) ={h € R:hf € I}. Notemos que f es un divisor
de cero de S/Isiysolosi (I:f)#1.

Definicién 5.0.12 Sea R un anillo conmutativo con identidad y M un R-mddulo, defi-
nimos el conjunto de primos asociados de M como:

Assoc(M) := {P € Spec(R) : P = ann(z) para algin x € M }

Proposicién 5.0.13 [11] Sea R un anillo conmutativo Noetheriano con identidad y M
un R-maodulo finitamente generado, si C es la familia de todos los ideales anuladores de
elementos de M entonces los elementos de Assoc(M) son elementos mazimales de C y
Assoc(M) es un conjunto finito.

Corolario 5.0.14 Si R es un anillo Noetheriano conmutativo con identidad, I un ideal
de R y Z(R/I) denota el conjunto de divisores de cero de R/I entonces

m

Z(R/1) = Jps

i=1
Donde py, ..., pm son los primos asociados de R/I

Definicién 5.0.15 Sea R un anillo y P € Spec(R), definimos la altura de P, denotada
por ht(P), como el supremo de longitudes de todas las cadenas primas descendentes de
P. Para un ideal propio de R, definimos la altura de I, como ht(I) := inf{ht(P) : P €
Spec(R) & I C P}.

Proposicién 5.0.16 Sea R un anillo Noetheriano e I un ideal propio de R. El conjunto
de ideales primos minimales sobre I coincide con el conjunto de ideales primos minimales

de Assoc(R/I). Por lo que ht(I) = min{ht(P): P € Assoc(R/I)}

Teorema 5.0.17 [2] Sea R un anillo conmutativo Noetheriano con identidad e I un ideal
de R. Entonces existen qq, ..., qn tdeales primarios de R tales que

I=q N Nam

IT#FqN--NgiNdm

Vo<i<m
Al conjunto {qi,...,qm} se le llama descomposicion primaria irredundante de I y
satisface que Assoc(R/I) = {p1 =rad(q1),...,pm = rad(qm)}.
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Proposicién 5.0.18 ([16/, Lemma 5.3.11, [31])Si I es un ideal de R y I =qiN---Nqp,
es una descomposicion primaria rredundante, entonces:

deg(R/T) = ) deg(R/a).

ht(a,)=ht(I)

Definicién 5.0.19 La regularidad de R/I, denotada por reg(R/I), es el minimo entero
r >0 tal que H;(d) = h;(d) Yd > r.

Si R es un anillo Cohen-Macaulay y dim(R/I) = 1, entonces reg(R/I) es la regularidad
de Castelnuovo-Mumford de R/I en el sentido de poner[7]. Si dim(R/I) = 0, entonces
reg(R/I) es el minimo entero tal que m® C I

Definicién 5.0.20 (la huella de un ideal). Sea < un orden monomial en R y sea [ un
ideal no cero de R.

Un monomio 2% € R se dice monomio estdndar de R/I con respecto a < si 2® ¢ in<(1)
. El conjunto de monomios estandar, denotado por A< (/) lo llamaremos la huella de R/I.

Definicién 5.0.21 Sea < un orden monomial de R y f € R un polinomio homogéneo
de grado d tal que in<(f) € A(I), entonces decimos que f es un polinomio estdndar de
R/I.

Observacion 5.0.22 La imagen de los polinomios estandar de grado d bajo la funcion
canénica R — R/I es igual a Ry/I; y la imagen de A(I) es una base de R/I como
K —espacio vectorial. En particular si I es graduado, entonces Hy(d) es el niumero de
monomios estandar de grado d.

Lema 5.0.23 Sea I un ideal de R y G = {4g1,-..,9,} un conjunto generador de I, enton-
ces

A(I) € Ax(in<(g1), - -, in<(gr))

Si G =A{q1,...,9-} es una base de Grébner de I (vea el capitulo 2 y seccion 2.3 de ésta
tesis) la igualdad se cumple.

Demostracién. Sea z® € A_(I). Si 2 ¢ A-(in<(¢1),...,in<(g,)), entonces z% =
x¢in(g;) para algin i entonces x* = in-(x°g;), con x°g; € I, una contradiccién. Si G es
una base de Grobner de [, se sigue de su definiciéon. m

Lema 5.0.24 Sea G = {q1,..., 9.} una base de Grébner de 1. Si para algin i, la variable
x; no divide a in-(g;) para todo j, entonces x; es valor reqular de R/I.
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Demostracion. Asuma que z;f € I. Por el algoritmo de la division f = g+rcong € [
yr=0o0r#0yins(r) € As(I). Sir # 0 entonces z;in<(r) € in<(I) pero x; es regular,
asi que in(r) € in<(I) lo cual es una contradiccién. m

Corolario 5.0.25 Si z; es un divisor de cero de R/I para todo i entonces x; pertenece a
alguno de los monomios iniciales de g; para algin j.

Teorema 5.0.26 Si [ es un ideal graduado de R entonces R/I y R/in < (I) tienen la
misma funcion de Hilbert por lo tanto el mismo grado y reqularidad.

Lema 5.0.27 Sea P" el espacio proyectivo de dimension n sobre un campo K y X un
subcongunto finito de P* y sea [P] € X con P = (po,...,pn). Entonces el ideal anulador
de [P] es un ideal primo de la forma

Iipy = (pja; — piz; i # j € {0,...,n}) (5.2)

Yreg(R/Lip) = 1, mds aidn ht(Ijp) =ny Ix = (\pex L[p) s la descomposicidn primaria
de Ix. En particular Ix es un ideal radical.

Demostracion.

» Primero probaremos la igualdad en (5.2). Es claro que

(pjxl—plx]zsé] 6{0,,n}) g[[P}

para la otra contencién probaremos que existe un subconjunto de {p;z; — p;x; : i #
J €10,...,n}} que es base de Grobner de I;p] bajo el siguiente orden.

Dados «a, 8 € Z§™ a < Bsi |a| < |8| o |a| = || y la primera entrada no cero més a
la izquierda de S — « es negativa. Notemos que bajo este orden xyp < 1 < ... < x,,.

Sin pérdida de generalidad supongamos que py = 1 asi que para todo i € {1,...,n}
x; — piro pertenece a Ip) y es distinto de cero por lo que z; = inz(x; — pixg) €
in-({p). Vamos a probar que {z1,...,2,} es un conjunto generador de in(I[p)), en
efecto, dado que in-(I[p)) es el ideal generado por los monomios lideres de polinomios
en Ijp; y que Ijp; es homogéneo, es suficiente probar que para cada polinomio no
cero f € (Ijp))q con d € N, ino(f) € (x1,...,,), asi supongamos lo contrario, que
existe f € (Ijp))q tal que inL(f) = zd para algin d, pero para cualquier conjunto de
indices {jo, ..., jn} tales que jo + - - + j, = d se tiene que xé" < xzz Vie{l,...,n}

luego zd < z’x)" -+ - 29 lo que implica que f = azd lo cual contradice al hecho de
que f € Ijp). Luego in(Ijp]) = (x1,...,,) ¥ se sigue que {x; — p;To}izo €s base de

Grobner de Ijpy.
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s Por el Teorema 5.0.26
reg(R/Ijp)) = reg(R/in(Ijp)))

y como (in({ip)))1 = (z1,...,%n) k entonces

n+1
Haotiop® = ("T) =0 = (40 =0 = 1]

luego reg(R/Iip) = 1.

= Ahora probemos que ht(Ijp)) = n. Ya que I;p] es un ideal primo, comencemos con
probar que cada elemento de la siguiente cadena es un ideal primo de R:

PcCcPCPhPC...CP,

donde
POZO

Pl - <xn - pnx0>

P2 - <$n — PnTo, Tn—1 — pn71x0>

Pn = <l'n — Pnlo, Tpn—1 — Pn—1Lgy..., L1 — p1x0> = [[P]

Notemos que para cada i € [1,n] el conjunto ordenado:

Gi = {Tn — PnT0, Tn1 — Pn1T0, - -+, Tp—(i-1) — Pn—(i-1)T0 )

es base de Grobner de P, es decir, ins(P;) = (%n,...,Tp_(i—1)). En efecto, sea
i # 0, por el Critero de Buchberger’s (Teorema 2.3.13) es suficiente probar que para
cualesquiera s # t en el intervalo [n— (i — 1), n| el residuo de dividir al S—polinomio
S(zs — aswo, Ty — apTo) = GToTs — ATy POr G; es cero. Siag = 0 0 ay = 0 es
claro, asi supongamos as, # 0, a; # 0y s > t, por el algoritmo de la divisién
QGToTs — AsToTy = aTo(Ts — aso) — aso(Ty — arxp). Se sigue que para todo i > 0
G; es base de Grobner de I luego ins(P;) = (Tp,...,Tn_(i—1)) € Spec(R) y por
el Lema 2.3.11, P, € Spec(R) Vi € {1,...,n} por lo tanto n < ht(Ijp)) y como
R/I1p) ~ K[zo) bajo el homomorfismo f +— res(f)9 donde res(f)9" es el residuo
de dividir a f por G, dim(R/Ijp)) = 1, ademads se tiene que para cualquier ideal
I y anillo R ht(I) + dim(R/I) < dim(R), en nuestro caso tenemos lo siguiente
ht(Iip) +1 < n+ 1 luego ht(Ijp)) = n.
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[ |

Lema 5.0.28 Sea Y = {[P],[Q]} C P". Lo siguiente se cumple:

1. regR/Iy =1

2. Existe h € R homogéneo de grado 1 tal que h(P) # 0 y h(Q) = 0.

3. Para cada d > 1 eziste f € Ry tal que f(P)#0 y f(P)=0.

4. 51 X C P" con al menos dos elementos y d > 1 entonces existe f € Ry tal que

félxy(Ux:f)#Ix.

Demostracion.

1. Por la proposicién 2.2.8 Hy (0) = 1 < Hy (1) y como |Y| = 2 entonces reg(R/ly) =1

2. Consideremos la funcion

evi: Ry — K*, fe (f(P), f(Q))-
Por la parte 1, ev; es sobre asi que 3h € Ry tal que (h([P]), h([Q])) = (1,0)

3. Se sigue 2 tomando f = h?

4. Si |X| > 2 sean [P] # [Q] € Xentonces para cada d > 1 sea f como en 3, notemos
[ & Ixy f € I, como Iig € Assoc(R/Ix) por el corolario 5.0.14 f es un divisor
de cero de R/Ix luego (Ix : f) # Ix.

Proposicion 5.0.29 FEuxiste un entero r > 0 tal que
|X| = 5)((0) > (SX(l) >0 > (Sx(d) = 5x(’l“) =1Vvd>r

Demostracién. Supongamos que dx(d) > 1, es suficiente probar que dx(d) > dx(d+
1). Sea g ¢ Ix, si Vx(g) := {[P] € X : g(P) = 0} entonces el peso de hamming de
(g(P1), ..., 9(Px)) es | X| = [Vx(g)|, si ademds g es tal que

Vx(9)] = max{|[Vx ()| : eva(f) # 0; f € Ra}

Entonces dx(d) = |X| — |Vx(g)| > 2 asi que existen [P],[Q] € X distintos tales que
g(P),g(Q) # 0. Por el lema anterior existe h € Ry tal que h(P) # 0y h(Q) = 0 luego
hg € Rqy1 es tal que hg ¢ Ix con al menos |Vx(g)|+1 ceros, se sigue que dx(d) > dx(d+1)
u
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5.1. Calculando el niimero de ceros usando el grado

En esta seccion daremos una féormula del grado para calcular el nimero de ceros que
un polinomio homogéneo tiene en cualquier subconjunto finito de un espacio proyectivo
sobre cualquier campo.

Definicién 5.1.1 Sea R un anillo e I C R un ideal, decimos que I es no-mixto si todos
sus primos asociados tienen la misma altura.

Definicién 5.1.2 Sea R un anillo y I un ideal de R. Decimos que I es un ideal radical
si coincide con su radical, es decir, rad(I) = I.

Ejemplo 5.1.3 Sea X C P" un subconjunto finito del n—espacio proyectivo sobre un
campo. Del lema 5.0.27 Ix es un ideal radical no mixto de R.

Lema 5.1.4 Sea I C R un ideal graduado radical no mixto de R. Si f € R es homogéneo,
(I:f)#1 y A es el conjunto de todos los primos asociados de R/I que contienen a f,
entonces ht(1) = ht(I, f) y

degR/(I, f) = degR/p.

peA

Demostracion. Si f es un divisor de cero de I entonces f € UpE Assoc(R/1) P POT lo que el
conjunto A # Dy f € UpeAp, por la proposicién 5.0.13 para todo p € A: I C (I, f) Cp,
por la proposicién 5.0.18 y el hecho de que I es no-mixto: ht(I) = ht(I, f) = ht(P) para
todo p € A, més atin, como para cualquier p € A, p es minimal para I (vea la proposicién
5.0.18), también lo es para (I, f) asi A C Assoc(R/(I, f)), mas ain, el conjunto de primos
asociados de R/(I, f) que tienen altura igual a ht(I) es A. Sea

([mf):qlm"'mqrmq;—&-lﬂ"'mq; (53)

una descomposicién irredundante de (I, f). Donde rad(q;) = pi, A = {p1,...p:}, ¥
ht(q;) > ht(I) para i > r. Asumamos que Assoc(R/I) = {p1,...pm} con m > r, co-
mo [ es un ideal radical, entonces I = (), p;. Probaremos la siguiente igualdad

plﬂ---ﬂpm:qlﬁ---ﬂqrﬂq;Hﬂ---ﬂq;ﬂpT+1ﬁ---ﬂpm (5.4)

La inclusion ” O 7 es clara por que p; D q; Vi € {1,...,m}. La desigualdad ” C 7 se
sigue, notando el lado derecho de la ecuacién (5.4) es igual a (I, f) N p,p1 N~ NPy v
consecuentemente contiene a I = (., p;. Notemos ademds que rad(q;-) = p; Z p; Vi, jy
a5, P & PiVi # j luego (R—p;)Np;, (R—p;)Np; # O Vi # j por lo que (py)y, = (p))p; = Ry,
asi que I, = ((1j)p, = (Pi)p; = (qi)p; v por lo tanto p; = [,, "R = I, N R = q;, de la
ecuacién (5.3) y la proposicién 5.0.18 se sigue el Lemma. m
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Lema 5.1.5 Sea X un subconjunto finito de P*. Si f # 0 € R" entonces

degR/(IX,f) St (IX : f) 7& [X

Vx(1)I = {0 si (I : f) = Ix

Demostracion. Por el lema 5.0.27 los primos correspondientes a su descomposicion
primaria son {Ijg)}jgjex ¥ son tales que regR/Ijg) = 1 V|Q] € X, sea A el conjunto de
ideales Ijp tales que f € Ijp) entonces f(P) = 0 siy solo si Ijp) € A por lo que

Vx(Hl= > 1= 1= Y degR/Ip
[PleVx(f) I[p]EA I[p]G.A

Si (Ix : f) # Ix por el lema 5.1.4 |Vx(f)| = degR/(I, f). Si (Ix : f) = Ix entonces f es
regular luego f ¢ U[P}ex Iip) por lo que Vx(f) =0y [Vx(f)|=0. m

5.2. La funcion distancia minima de un ideal gradua-
do

En esta seccién estudiaremos la funcion distancia minima ; de un ideal graduado I
y mostraremos que generaliza la funcién distancia minima de un cédigo Reed-Muller. El
siguiente resultado se usa para acotar el nimero de ceros de polinomios sobre campos
finitos y estudiar sus propiedades generales

Lema 5.2.1 Sea I un ideal no mezclado de R y < un orden monomial sobre R. Si f € R"
y (I:f)#1 entonces

degR/(1, f) < R/(in<(I),in<(f)) < degR/I
ydegR/(I, f) <degR/I si I es un ideal radical no mezclado tal que f ¢ 1
Demostracién. Sea J = (I, f)y L= (ins(I),in<(f)).
Primero mostraremos que dim(R/L) = dim(R/I). Como f € Z(R/I) e I es no
mezclado para todo p € Assoc(R/I) dim(R/I) = dim(R/p), asi escogemos p tal que

f €pluego I C J C py obtenemos dim(R/J) = dim(R/I) pero por el teorema 5.0.26
R/J y R/L tienen misma funcién de Hilbert por lo que dimR/J = dimR/L luego

dim(R/J) = dim(R/L) = dim(R/I)

Sea G = {g1,...,9,} una base de Grobner de I entonces GU {f} genera a J = (I, f) y
por el lema 5.0.23 tenemos que

AL(J) € Ac(in<(g1)s - in<(gr),in<(f)) = A<(L)
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Probemos que AL(L) C AL(I). Sea m € AZ(L) entonces ningtin monomio del conjunto
{in<(g1),...,in<(g.)} lo divide, luego m € A(I). Asi

AL(J) € Ax(L) € AL(I)

Por lo que
0< H;(d) <Hp(d) < Hid) Yd>0 (5.5)
Se sigue de que dim(R/J) = dim(R/L) = dim(R/I), la definicién del grado y de la
ecuacién (5.5) que
degR/J < degR/L < degR/I

Si I es un ideal radical no mixto y f ¢ I entonces existe un ideal primo minimal de I tal
que f ¢ p, del lema 5.1.4 deg(R/(1, f)) < deg(R/I). m

Observacion 5.2.2 Si I es un ideal no mezclado de R de dimension 1 entonces (I : f) =
I siy sélo sidim(R/(1, f)). Recordemos que (I : f) =1 siy solo si f es elemento regular
de R/I: Como (I, f) D I entonces dimR/(I, f) < dimR/I. Sean qo 2 q; ideales primos
sobre (I, f), entonces I C (I, f) C q1 C qo. Si q1 # qo entonces q1 es minimal sobre I
pues dimR/I =1 luego f no es reqular #., se sigue que dimR/(I, f) = 0. En este caso
puede que deg(R/(1, f)) < deg(R/I).

Corolario 5.2.3 Sea X C P" un conjunto finito, < un orden monomial de R y Ix el
ideal anulador de X. Si f € R" es divisor de cero de Ix entonces

Vx (f) = deg(R/(Ix, [)) < deg(R/Ix) < deg(R/(in<(Ix),in<(f))) < deg(R/Ix)
y deg(R/(Ix, [)) < deg(R/Ix) si f & Ix.

Definicién 5.2.4 Definimos la funcién distancia minima de I como ¢; : N — 7Z dada
por:

5y(d) = L dea(B/T) —mix{deg(R/(1.])) : | € Fa}
' deg(R/1) si Fy=10

Donde Fy={f€Rs: f¢ Ty (:f)#I}.

Sea I como en la definicién anterior, < un orden monomial de R, G una base de Groebner
de I'y AL(I)lahuellade I. Si AL(I)N Ry ={z™,...;a"}y Foa={f =D Na% : f #
0, \; € K, (I:f)+# I}, usando el algoritmo de la divisién podemos escribir:

01(d) = deg(R/I) — méx{deg(R/(I, f)) : [ € Fa}
=deg(R/I) —max{deg(R/(I,f)) : f € F<a} (5.6)
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Teorema 5.2.5 Sea I es un ideal graduado no mezclado de R, < es un orden monomial
de R y G una base de Grébner de I. Si AL(I)Y es el conjunto de polinomios estindar de
grado d, entonces

07(d) = min{deg(R/(I : f)): f € Ra— 1}
— min{deg(R/(I: f)) : f € AL(T)2}
Demostracion. La segunda igualdad se cumple por el algoritmo de la divisién f € Ry—1
si y sélo si el residuo de dividir a f por G es h € AL(I)5 asi que (I : f) = (I: h).
Probaremos la primera igualdad.
Si Fq = 0. 6;(d) = deg(R/I), como cada f € Ry — I satisface que (I : f) =
entonces min{deg(R/(I : f)) : f € Rq — I} = deg(R/I) = 6;(d).

Si Fyq # 0. Sea f € Fy, usando que I es no mixto no es dificil ver que dim(R/I) =
dim(R/(I : f)) =dim(R/(I, f)); ademds hay sucesiones exactas:

0—=:f)/JIT—-R/I—=R/(I,f)—0

0= (I:f)/T— R/I(-d) L R/T— R/(I,f) =0

Recordemos que R/I(—d) es la graduacién de R/I inducida por el corrimiento —d
(vea 1.2.4).Notemos que el morfismo R/I(d) — R/I inducido por la multiplicacién
por f es graduado. Por la aditividad de la funcién de Hilbert tenemos:

Por definicién de d;(d) es suficiente mostrar la siguiente igualdad
deg(R/(I : f)) = deg(R/I) — deg(R/(I, [)) (5.8)

Suponiendo que la igualdad en la ecuacién (5.8) tendriamos que 07(d) = deg(R/I)—
méax{deg(R/(I, f)) : f € Fa} = deg(R/I) — méx{deg(R/I) — deg(R/(I : f)): f €
Fa} =min{deg(R/(I: f)): f € Ry —I}.

Regresando a la prueba de la ecuacién (5.8).

Si dimR/I = 0 usando la ecuacién (5.5) tenemos
S H(i) =Y Hup(i) =Y Hi(i—d)=> (i)+ Y Hqpl(d)
i>0 i>0 i>0 i>0 >0
como Yo Hr(i —d) =, Hi(i) se tiene que
deg(R/(I: f)) = dimxR/(I: f) =Y Hup(i) =Y Hi(i) = > Hl, f)(i)

i>0 i>0 i>0

= dimgR/I — dimgR/(I, f) = deg(R/I) — deg(R/(I, f))
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Si k =dimR/I — 1 por el teorema de Hilbert-Serre: Hy, H(r.py, H(; 5y son poli-
nomios de grado k para i > 0. Entonces, dividiendo por i* y tomando limites
cuando i — oo la igualdad de la ecuacion (5.8) se cumple.

Definicién 5.2.6

) deg(R/I) — max{deg(R/(in<(I),z%) : 2* € AL(I)q st AL(1)g # 0}
fpitd) = {deg(R/[) si AL(D)g

Ahora veremos el resultado principal de este capitulo

Teorema 5.2.7 Sea < un orden monomial de R e I un ideal homogéneo no mezclado con
dimR/I > 1 tal que t; es un divisor de cero de R/I para todo i = 0,...,n. Lo siguiente
se cumple

(i) Fa# 0 para d > 0.

(ii) 6r(d) > fpr(d) para d > 1
(i4) deg(R/(I,2%)) < deg(R/(in<(I),z*)) < deg(R/I) para cualquier z* € A(I)q.
(iv) fpr(d) >0

(v) 5;(d) > 67(d+1) > 0 para todo d > 1

(vi) Si I es un ideal radical y sus primos asociados estdn generados por formas lineales,
entonces hay un entero r > 0 tal que

0r(1) > 67(2) > ...>6;(r)=0;(d) =1 parad>r (5.9)

Demostracion.

(i) Ya que dimR/I > 0 sabemos que existe [ € {0,...,n} tal que xf ¢ I y como z; es
divisor de cero lo es también x{ por lo que (I : x{) # I, luego x{ € Fy

(ii,iv) Como Fy # 0, sea F € F, tal que
o1(d) = deg(R/I) — deg(R/(I, f))

Asumamos que F' es combinacion lineal de monomios estandar de R/I respecto a
<. El lema 5.2.1 nos dice que

degRR/(I, F) < R/(in(I),in<(F)) < degS/I
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Donde in-(F) es un monomio estdndar de R/I De la definicién de fp;(d) tenemos
las siguientes desigualdades

deg(R/(I, F)) < deg(R/I) — fpr(d) < deg(R/I)
—deg(R/I) < —deg(R/I) + fpi(d) < —deg(R/(I, F'))
0 < fpi(d) < deg(R/T) — deg(R/(I, F)) = 6r(d)

Por el lema 5.0.24 cualquier monomio estandar de grado d es divisor de cero de R/I,
por el lema 5.2.1 tenemos las desigualdades en (iii).

Como Fy # 0y 6;(d) > 0 tomemos F € Fy tal que
deg(R/(I, F)) = deg(R/T) — 6,(d)

Hay h € S tal que hF ¢ I porque de otro modo el ideal maximal m = (xq, ..., x,)
serfa un primo asociado de R/I, una contradiccién al hecho de que I es un ideal

radical no mezclado de dimR/I > 1. Si hF € I Vh € R; entonces z; € ann(F)
para todo [ € {0,...,n} luego m C ann(F), por lo que m = ann(F) y se sigue que
m € Assoc(R/I) con dimR/m = 0. Lo cual contradice una vez mas que / es no
mezclado de dimensién mayor o igual que uno. Como F' es divisor de cero de R/I

también los es hf € Fyiq v ademas
ht(I) = ht(I1, F) = ht(I, hF)
tomando funciones de Hilbert en la sucesion exacta

0— (I,F)/(I,hf)— R/(I,hF)— R/(I,f)—0

obtenemos
dimg (I, F)/(I,hf)(d) — Hapr)(d) + Hp(d+1) =0
luego
Hnpy(d) > Heppy(d+ 1)
y
deg(R/(I,hF)) > deg(R/(I, F)) = deg(R/T) — 3(d)
Por lo que

max{deg(R/(I,9)) : g € Fasa} = deg(R/(I : hF)) = deg(R/I) — 6,(d)

y asi
d1(d) > deg(R/T) — méx{deg(R/(I,q)) : g € Far1} = 6;(d+ 1)
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(vi) Porellema5.2.1d;(d) > 1 parad > 1. Asumamos que d;(d) > 1. Por (v) es suficiente
mostrar que 07(d) > d;(d+1). Sea F' € Fy tal que deg(R/(I, F)) = deg(R/I)—d;(d)
y sean Py, ..., P, los primos asociados de I entonces por el lema 5.1.4 tenemos

0r(d) = deg(R/I) — deg(R/(I, F')) = Zdeg(R/m) = Y deg(R/p;) =2

J:Fep;

Asi que hay pg, p; tales que F' ¢ pp Up;. Como I es no mezclado existe h € py, —
tal que h es homogéneo de grado 1. Entonces hF' ¢ I por que h ¢ p; y como hF es
divisor de cero de I entonces (I : hF') # I. Notando que F' ¢ py y hF' € p;. por el
lema 3.1

deg(R/I) — 6;(d) = deg(R/(I, F)) = > pep, deg(R/P;) < X pnpey, deg(R/pr) =
deg(R/(I,hF)) < deg(R/I) — 6;(d+1).

Corolario 5.2.8 Si I es un ideal Cohen-Macaulay libre de cuadrados y monomial, en-
tonces hay un entero r > 0 tal que

0r(1) > 67(2) > ... >6;(r) =07(d) =1 para d>r
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Resultados, discusion, conclusiones y
perspectivas

El gran logro de este trabajo es la maduréz y exploracion de resultados referentes a
teoria de cédigos a través del dlgebra conmutativa y geometria algebraica clasica. Ya que
lo expuesto no es mas que el seguimiento de mi tesis de licenciatura “Introduccién a la
Teoria de Cédigos Evaluacion”.

Siendo ma&s concreta, ésta tesis contiene el material necesario para introducirse a la
teoria de codigos algebraicos de manera natural y progresiva. Més atin, contiene ejemplos
y demostraciones que ayudan al lector a reforzar las definiciones y teoremas clave para su
estudio.

Para lectores mas experimentados en el tema podran encontrar ideas y demostraciones
de resultados de gran interés como lo es la generalizacién de los codigos de Segre, la cual
da una perspectiva diferente de estudiar un codigo, es decir, para cada cédigo algebraico
podriamos definir una descomposicion de Segre y obtener de manera independiente cada
uno de sus parametros con la idea de disminuir la complejidad de su calculo, a lo cual se
siguen las siguientes preguntas: ;es posible definir para cada cédigo una descomposicion
de Segre?, ;de existir dicha descomposicién, que tan dificil seria obtenerla? y por tdltimo
jestarfamos reemplazando un problema con otro problema mas dificil de calcular?.

Sin dejar de lado el iltimo capitulo, la construccién de la distancia minima de un ideal
y la correspondencia con la distancia minima de su cédigo asociado, es un gran resultado
ya que como hemos mencionado antes, su naturaleza algebraica da nuevas herramientas
para su célculo. Recordemos que es el parametro més dificil de calcular en el sentido que
a diferencia de la dimensién y longitud, no teniamos la gran variedad de resultados que
ayudan a su célculo.
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