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Resumen

El objetivo de esta tesis es desarrollar en extenso la teoría expuesta por Minoru Nakaoka
en el artículo Cohomology theory of a complex with a transformation of prime period and
its applications para calcular el anillo de cohomología del cociente de un complejo sim-
plicial por una acción cíclica de orden primo. Mediante el uso de los grupos especiales de
cohomología se da una descripción de la imagen del homomorfismo cociente y en el caso
de los productos cíclicos de orden primo se da una descripción detallada de su anillo de
cohomología y su estructura como módulo sobre el álgebra de Steenrod.

Abstract

The aim of this thesis is to develop extensively the theory exposed by Minoru Nakaoka
on his article Cohomology theory of a complex with a transformation of prime period
and its applications for computing the cohomology ring of the quotient of a simplicial
complex by a prime cyclic action. By means of the special cohomology groups is given
a description of the quotient homomorphism image and in the case of cyclic products
of prime order is given a detailed description of its cohomology ring and its structure as
module over the Steenrod algebra.
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Introducción

Las relaciones entre la homología, y cohomología, del espacio total y de órbitas de la
acción de un grupo finito fueron estudiadas intensamente a principios del siglo XX, por
ejemplo Floyd en [1] introduce el uso del transfer, que permite calcular la homología y
cohomología del espacio de órbitas, bajo la acción de un grupo finito G, por medio del
uso de un homomorfismo opuesto al homomorfismo de la proyección natural, específi-
camente, si π : K → K/G denota la función proyección del complejo simplicial K en su
espacio de órbitas y σ es el homomorfismo σc =

∑
gc en C(K), el complejo de cadenas,

existe un isomorfismo
µ : C(K/G,L/G) → σC(K,L)

tal que µ(πc) = σc para toda cadena c ∈ C(K/G,L/G) y a su vez este isomorfismo induce
un isomorfismo en homología (con coeficientes en un campo F de característica 0 o prima
a |G |) llamado transfer:

µ∗ : H∗(K/G,L/G; F) → H∗(K,L; F)G

y por dualidad, un isomorfismo en cohomología

µ∗ : H∗(K,L; F)G→ H∗(K/G,L/G; F)

véase Bredon [2], Capítulo 3.

Por otra parte, sea W un complejo simplicial y t una función simplicial. Richardson y
Smith en [3] analizan la homología del espacio de órbitas cuando t es de periodo finito e
introducen la noción de grupo especial de homología, lo que permite describir por com-
pleto la homología módulo p del p-ésimo producto cíclico de W . Posteriormente Liao en
[4] determina el grupo de cohomología del p-ésimo producto cíclico de la n-esfera así
como la estructura algebraica de las potencias reducidas.

En [5] Nakaoka anuncia resultados que permiten describir la cohomología del espacio
de órbitas bajo t cuando t es de periodo primo p y presenta la cohomología del p-ésimo
producto cíclico de W así como su estructura multiplicativa y de módulo sobre el álgebra
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de Steenrod, generalizando los resultados en [4]. Luego los resultados obtenidos en [5] le
permiten calcular la cohomología del tercer producto simétrico de esferas [6]. Finalmente,
Nakaoka en [7] desarrolla de manera sistemática, dentro del contexto de cohomología
simplicial, la teoría que da lugar a los resultados en [5]. Usando los grupos especiales de
cohomología describe relaciones entre la cohomología del complejo simplicial W y de su
espacio de órbitas Wt , además de describir la estructura multiplicativa y de módulo sobre
el álgebra de Steenrod.

El objetivo del presente trabajo es revisar a detalle la teoria expuesta en [7].
En el primer capítulo se desarrolla la teoría básica; en la sección 1.1 se presentan los

grupos especiales de cohomología y la sucesión de Richardson-Smith. Los grupos espe-
ciales de cohomología juegan un papel importante para lograr una descomposición del
grupo de cohomología del espacio de órbitas, pues se verá que el homomorfismo π∗ tiene
como imagen un grupo especial de cohomología (I∗ = π∗ : H∗(Wt,W′t ;G)�σH∗(W,W′;G)).
En la sección 1.2 se definen homomorfismos básicos que servirán de conexión entre los
grupos especiales de cohomología, un homomorfismo tipo transfer φ0 y morfismos µ y ν
obtenidos a partir del homomorfismo de conexión γρ en la sucesión exacta de Richardson-
Smith. La relación de estos homomorfismos con las potencias reducidas de Steenrod
(p ≥ 3) o cuadrados de Steenrod (p = 2) y el homomorfismo de Bockstein son objeto
de estudio en la sección 1.3. Finalmente, en la sección 1.4 se introduce el concepto de
casi regularidad para una terna (W,W′,t). Se verá que cuando esta propiedad se cumple se
tiene que

σH∗(W,W′∪F;Zp) = σN∗(W,W′∪F;Zp)+ κσH∗(W,W′;Zp) (∗)

donde σN∗(W,W′∪F;Zp) es el kernel de ατ, un homomorfismo en la sucesión exacta de
Richardson-smith, y κσ es un homomorfismo tal que I∗φ∗0 = κσ.

Sea X(K) el p-ésimo producto de un complejo simplicial K y t la transformación dada
por t(x1,x2, . . . ,xp) = (x2, . . . ,xp,x1). Sean B(K) y d(K) el espacio de órbitas de X(K) y el
espacio de órbitas de su subcomplejo de puntos fijos D(K) (B(K) es el p-ésimo producto
cíclico de K). Entonces (∗) toma la forma (componiendo con I∗−1)

H∗(B(K),d(K);Zp) = Nr(B(K),d(K);Zp)+φ
∗
0 Hr(X(K),D(K);Zp) (∗∗)

donde Nr(B(K),d(K);Zp) es el kernel del homomorfismo π∗. Más aún la descomposición
es una suma directa como se probará en la sección 2.5. Para garantizar tal descomposición
se verifica, en la sección 2.2, que la terna (X(K),∅,t) es casi regular. En la sección 2.3 se
introducen los homomorfismos Es cuyas imagenes, en un cierto rango, constituirán el
kernel del homomorfismo π∗ como se verá en la sección 2.4. Luego, la descomposición
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(∗∗) describe por completo la estructura aditiva y multiplicativa en H∗(B(K),d(K);Zp),
pues una base para H∗(B(K),d(K);Zp) esta constituida por elementos de la forma Es(x)
y φ0(y) y los posibles productos copa entre ellos se calculan en la segunda parte de la
sección 2.5, así como la acción de las potencias (o cuadrados) de Steenrod y el homomor-
fismo de Bockstein. En la sección 2.6 se dan fórmulas que permiten expresar a cualquier
elemento φ0(y) o Es(x) en término de los elementos básicos de la descomposición (∗∗).
Finalmente en la sección 2.7 se da el cálculo explicito de la cohomología del producto
cíclico de esferas.
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1 | Cohomología de espacios de órbitas

En este capítulo se presentará la teoría básica que, bajo ciertas condiciones, permitirá
calcular la cohomología de espacios de órbitas de un complejo simplicial bajo una trans-
formación de orden primo. Específicamente, en el Capítulo 1 se introducirán los grupos
especiales de cohomología y se desarrollará la relación que tienen respecto al homomor-
fismo cociente inducido por la transformación. En el Capítulo 2 se presentarán homo-
morfismos esenciales para dar una descripción adecuada del kernel del homomorfismo
cociente y en la sección 4 se darán condiciones bajo las cuales tal descripción se cumple.
Finalmente, en la sección 3 se darán propiedades que determinarán la interacción de las
potencias o cuadrados de Steenrod con los homomorfismos presentados en la sección 2.

1.1. El grupo especial de cohomología

Sea W un complejo simplicial finito, y sea t : W →W una transformación periodica de
periodo primo p. Supongamos que t satisface las condiciones

a) t es simplicial

b) Si un simplejo es enviado en sí mismo por t, todos sus puntos quedan fijos.

Se puede ver fácilmente que el conjunto F = F(t) de puntos fijos bajo t forman un sub-
complejo de W . Sea W′ un subcomplejo arbitrario de W invariante bajo t, y sea G un
grupo abeliano. t da origen a una función de cocadenas t# en el grupo Cr(W,W′;G) de
r-cocadenas del par (W,W′) con grupo de coeficientes G. Sean σ y τ los morfismos de
cocadenas definidos por

σ =

p−1∑
j=0

t# j
, τ = 1− t#

respectivamente. Dado que la mayoría de los resultados involucran relaciones entre σ y τ
acordemos denotar alguna de estas funciones por ρ y la otra por ρ̄.
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1.1. El grupo especial de cohomología

Observación 1.1.1.

ρρ̄ = 0

Pues
(
1− t#

) ©­«
p−1∑
j=0

t# jª®¬ = ©­«
p−1∑
j=0

t# jª®¬
(
1− t#

)
=

p−1∑
j=0

t# j
−

p−1∑
j=0

t# j+1
= 0

Si denotamos por ρ−1Cr(W,W′;G) y ρCr(W,W′;G) al kernel e imagen, respectiva-
mente, del morfismo ρ : Cr(W,W′;G)→Cr(W,W′;G) entonces

{
ρ−1Cr(W,W′;G),δ

}
y

{
ρCr(W,W′;G),δ

}
1 son complejos de cocadenas y por tanto podemos definir los

grupos de cohomología de ρ−1Cr(W,W′;G) y ρCr(W,W′;G), llamados el grupo ρ−1

especial de cohomología y grupo ρ especial de cohomología con coeficientes en G,
denotados ρ−1Hr(W,W′;G) y ρHr(W,W′;G), respectivamente.

La sucesión

0→ ρ−1Cr(W,W′,G)
i
→ Cr(W,W′,G)

ρ
→ ρCr(W,W′,G) → 0

donde i es el homomorfismo de inclusión, es una sucesión exacta de morfismos de
cadenas. Y por tanto existe una sucesión exacta larga de grupos de cohomología
como en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.2. La siguiente sucesión es exacta

· · · → ρ−1Hr(W,W′;G)
αρ
−→ Hr(W,W′;G)

βρ
−→ ρHr(W,W′;G)

γρ
−→ ρ−1Hr+1(W,W′;G) → · · ·

donde αρ y βρ son los homomorfismos inducidos por i y ρ respectivamente. γρ es el
homomorfismo de conexión tal que γρ([ρu]) = [δu]. A esta sucesión se le conoce como la
sucesión de Richardson-Smith.

A continuación daremos condiciones suficientes para que el ρ−1 grupo especial de coho-
mología coincida con el ρ̄ grupo especial de cohomología; primero veamos que todo ele-
mento de ρ−1Cr(W,W′;G) es suma de un elemento en ρ̄Cr(W,W′;G) más una cocadena
sobre los puntos fijos.

Sea Π el grupo cíclico de orden p generado por t. Es claro que Π opera libremente
sobre la base del grupo de r-cadenas enteras Cr(W,W′∪F). Sea Ωr = Ωr(W,W′∪F) una
Π base libre para Cr(W,W′∪F).

1En estos complejos de cocadenas δ es la restricción o cociente respectivamente de la cofrontera de
Cr (W,W ′;G)
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Cohomología de espacios de órbitas

Lema 1.1.3. Se cumple lo siguiente:

(i) τ−1Cr(W,W′;G) = σCr(W,W′;G)+Cr(W′∪F,W′;G)

(ii) σ−1Cr(W,W′;G) = τCr(W,W′;G)+Cr(W′∪F,W′; pG)2

Demostración. Observemos que si u ∈ ρ−1Cr(W,W′;G) entonces u es una cocadena que se
evalua en sumas de r-simplejos de W que no están en W′, en particular si x ∈ Cr(W,W′)
se tiene que

x =
∑

σ∈W (r)\W ′(r)
kσσ =

∑
σ∈(W (r)\W ′(r))−F(r)

kσσ +
∑

σ∈F(r)−W ′(r)
kσσ

y entonces u se puede expresar como una suma de cocadenas u = u1 + u2, donde u1 :
Cr(W,W′∪F) → G y u2 : Cr(W′∪F,W′) → G.

Demostración de (i): Sea u ∈ τ−1Cr(W,W′;G), entonces τu = τu1 = 0 y en particular pa-
ra cada x en Ωr : (1 − t#)(u1(x)) = u1(x) − u1(t#(x)) = 0 y así u1(x) = u1(t#(x)) = · · · =
u1

(
tp−1
# (x)

)
. Definamos la cocadena v ∈ Cr(W,W′ : G) por v(x) = u1(x) y v(t j

#(x)) = 0 para
todo x ∈ Ωr y j , 0.

Luego, por la definición de σ es claro que u1 = σv y como v ∈ Cr(W,W′;G) entonces
u1 ∈ σCr(W,W′;G). Por tanto τ−1Cr(W,W′;G) ⊂ σCr(W,W′;G)+Cr(W′∪F,W′;G).

Recíprocamente, si σu+ v ∈ σCr(W,W′;G)+Cr(W′∪ F,W′;G) entonces τ(σu+ v) =
τσu+ τv = τv = v(x)− v(t#x) = v(x)− v(x) = 0. Y por tanto se cumple (i).

Demostración de (ii): Sea u ∈ σ−1Cr(W,W′;G) y consideremos u = u1 + u2 como en la
observación. Tenemos lo siguiente:

σu(x) = ©­«
p−1∑
j=0

t# jª®¬u(x) =
p−1∑
j=0

u
(
t j
#(x)

)
=

p−1∑
j=0

(
u1

(
t j
#(x)

)
+u2

(
t j
#(x)

))
=

p−1∑
j=0

u1

(
t j
#(x)

)
+ pu2(x) = 0

y por tanto ∀ x ∈ Ωr :
∑p−1

j=0 u1

(
t j
#(x)

)
= 0 y ∀ x ∈ Cr(W′∪ F,W′) : pu2(x) = 0. Por tanto

u2 ∈ Cr(W′∪F,W′; pG). Luego, definimos v por:

v
(
ti
#x

)
=

p−1∑
j=i

u1
(
t j
# x

)
2
pG denota al subgrupo {g ∈ G | pg = 0}.
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1.1. El grupo especial de cohomología

para todo x en Ωr y i = 0, . . . ,p−1. Es claro entonces, por la definición de τ, que τv = u1.
Por tanto u1 ∈ τCr(W,W′;G) y σ−1Cr(W,W′∪F;G) ⊂ τCr(W,W′;G)+Cr(W′∪F,W′; pG).

Recíprocamente, si τu+ v ∈ τCr(W,W′;G)+Cr(W′∪F,W′; pG), entonces σ(τu+ v) =
στu+σv = σv = pv = 0. Por tanto se cumple (ii). �

Teorema 1.1.4.

(i) Si F ⊂W′, entonces para todo G: ρ̄Hr(W,W′;G) = ρ−1Hr(W,W′;G).

(ii) Si G es un campo de característica q, no divisor de p, entonces para todo W′

ρ̄Hr(W,W′;G) = ρ−1Hr(W,W′;G)

Demostración. Para (i) observemos que si F ⊂W′ entonces Cr(W′∪F,W′;G) =Cr(W′∪
F,W′; pG)= 0. De modo que ρ̄Cr(W,W′;G)= ρ−1Cr(W,W′;G) y por tanto ρ̄Hr(W,W′;G)=
ρ−1Hr(W,W′;G).

Para (ii) observemos que Cr(W′∪F,W′; pG)= 0 cuando G es de característica q y q - p.
Y, con la misma hipótesis, Cr(W′∪F,W′;G) = pCr(W′∪F,W′;G) = σCr(W′∪F,W′;G).
Por tanto ρ̄Hr(W,W′;G) = ρ−1Hr(W,W′;G). �

Lema 1.1.5. Si F ⊂W′ ó G es un campo de característica q, no divisor de p:

αρ̄βρ = ρ
∗

donde ρ∗ : Hr(W,W′;G) → Hr(W,W′;G) es el homomorfismo inducido por ρ.

Demostración. Sea ρ′# el morfismo inducido por ρ correstringido a su imagen. Entonces
a nivel de cocadenas tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Cr(W,W′;G) ρCr(W,W′;G)

Cr(W,W′;G)

ρ′#

ρ#
i

Como ρHr(W,W′;G) = ρ̄−1Hr(W,W′;G) por el Teorema 1.1.4, el diagrama inducido en
cohomología es el siguiente:

Hr(W,W′;G) ρHr(W,W′;G)

Hr(W,W′;G)

βρ

ρ∗
αρ̄

que es lo que se quería demostrar. �
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Cohomología de espacios de órbitas

Definición 1.1.6. Sea Qρ : Cr(W,W′;G)→Cr(W,W′;G) la función de cocadenas definida
por:

Qσ = identidad,

Qτ =

p∑
j=2
(−1) j

(
p
j

)
τ j−2.

Lema 1.1.7. pρ =Qρρ
2

Demostración.

Veamos que σ2 = pσ

σ2 =
©­«

p−1∑
j=0

t# jª®¬
(p−1∑

i=0
t#i

)
=

p−1∑
j=0

p−1∑
i=0

t# j+i
=

p−1∑
j=0

(p− j−1∑
i=0

t# j+i
+

p−1∑
i=p− j

t# j+i
)

=

p−1∑
j=0

(p−1∑
i= j

t#i
+

p+ j−1∑
i=p

t#i
)
=

p−1∑
j=0

(p−1∑
i= j

t#i
+

j−1∑
i=0

t#i
)
=

p−1∑
j=0

(p−1∑
i=0

t#i
)
= p

p−1∑
i=0

t#i
= pσ

Veamos que Qττ
2 = pτ

Qττ
2 =

p∑
j=2
(−1) j

(
p
j

)
τ j−2τ2 =

p∑
j=2

(
p
j

)
(−1) jτ j =

p∑
j=2

(
p
j

)
(−τ) j

=

p∑
j=0

(
p
j

)
(−τ) j −(1− pτ) = (1− τ)p−(1− pτ) = t#p

−(1− pτ) = pτ.

�

Teorema 1.1.8. Sea a un elemento de ρ−1Hr+1(W,W′;G) contenido en la imagen de γρ.
Entonces p(a) = 0.

Demostración. Primero veamos que para toda cocadena u ∈Cr(W,W′;G) tal que δρu = 0,
existe una cocadena v ∈ Cr(W,W′;G) tal que pδu = δρ̄v.

Si ρ = τ: Como τδu = 0 se sigue por el Lema 1.1.3 que existen v ∈ Cr(W,W′;G) y
w ∈ Cr(W′∪F,W′;G) tales que δu = σv +w. Entonces por el Lema 1.1.7 se tiene
que

pδu = pσv+ pw = σ2v+ pw = σ(δu−w)+ pw = σδu−σw+ pw = σδu = δσQσu

5



1.1. El grupo especial de cohomología

Si ρ= σ: Como σδu = 0, por el Lema 1.1.3 existen v ∈Cr(W,W′;G) y w ∈Cr(W′∪
F,W′;G) tales que δu = τv+w y pw = 0. Entonces por el Lema 1.1.7 se tiene

pδu = pτv+ pw =Qττ
2v =Qττ(δu−w) =Qττδu = δτQτu.

Notemos que en ambos casos la cocadena v =Q ρ̄u cumple la condición deseada.

Ahora, si a ∈ ρ−1Hr+1(W,W′;G) ∩ γp(ρHr(W,W′;G)), existe u en Cr(W,W′;G) tal que
a = γρ[ρu] = [δu] y como a ∈ ρ−1Hr+1(W,W′;G) se tiene que ρδu = δρu = 0. Luego como
pδu = δρ̄Q ρ̄u por el desarrollo anterior, entonces pa = [δρ̄Q ρ̄u] = γρ[ρρ̄Q ρ̄u] = γρ[0] =
0. �

Teorema 1.1.9. Sea G un campo de característica q, no divisor de p. Entonces, para
todo r, el homomorfismo αρ es inyectivo y su imagen es ρ̄∗Hr(W,W′;G). Más aún todo
elemento de ρHr(W,W′;G) está representado como βρ(a) donde a ∈ Hr(W,W′;G).

Demostración. Por el Teorema 1.1.8, el morfismo γρ : ρHr−1(W,W′;G)→ ρ−1Hr(W,W′;G)
es trivial para toda r , luego αρ es inyectivo y βρ es sobreyectivo. Además por el Lema
1.1.5 se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Hr(W,W′;G)

ρ−1Hr(W,W′;G) Hr(W,W′;G)

βρ̄ ρ̄∗

αρ

De donde se sigue que la imagen de αρ es ρ̄∗Hr(W,W′;G) y como βρ es sobreyectivo todo
elemento de ρHr(W,W′;G) está representado como βρ(a) donde a ∈ Hr(W,W′;G). �

Denotemos por Wt al espacio de órbitas de W respecto a t, O(W,t), y sea π : W→Wt la
función cociente. Entonces Wt tiene estructura de complejo simplicial; sus vértices son las
órbitas de los vértices, [v], y los simplejos de Wt son simplejos de la forma ([v0], . . . ,[vn])

donde (v0, . . . ,vn) es un simplejo en W . De esta forma π es una función simplicial y las
imagenes correspondientes de los subcomplejos W′ y F son subcomplejos de Wt . Deno-
temoslos por W′t =O(W′,t) y Ft =O(F,t) respectivamente.

Como se menciono en la introducción, el estudio de los grupos de cohomología espe-
ciales es relevante para el estudio cohomológico de Wt porque la imagen del homomor-
fismo inducido π∗ resulta ser un grupo de cohomología especial. Esto se establece en el
siguiente lema.
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Lema 1.1.10. Se tienen los siguientes isomorfismos:

π#′ : Cr(Wt,W′t ;G) ≈ τ−1Cr(W,W′;G)

π# : Cr(Ft ;G) ≈ Cr(F;G)

Demostración. Como π : W →Wt es una función simplicial, la función inducida corres-
pondiente en cocadenas π# : Cr(Wt,W′t ;G) → Cr(W,W′;G) es inyectiva, pues si π#u = 0
entonces uπ# = 0 y así u = 0. Además τuπ# = uπ# − uπ#t# = uπ# − uπ# = 0. Por tanto
Im π# ⊂ τ−1Cr(W,W′;G).

Más aún, si v ∈ τ−1Cr(W,W′;G) definimos u ∈ Cr(Wt,W′t ;G) por u(π(x)) = v(x) para
todo x ∈ Ωr , pues v(x) = v(t#(x)) = · · · = v

(
t#p−1
(x)

)
. Por tanto τ−1Cr(W,W′;G) ⊂ Im π#.

Por otra parte notemos que Ft = {π(x) | x ∈ F} = {{x} | x ∈ F} ≈ F. Por tanto π# :
Cr(Ft ;G) ≈ Cr(F;G) es claramente una biyección. �

Una consecuencia inmediata de este lema es el siguiente teorema.

Teorema 1.1.11. Si I∗ es el homomorfismo inducido por π, se tienen los isomorfismos:

I∗ : Hr(Wt,W′t ;G) ≈ τ−1Hr(W,W′;G),

π∗ : Hr(Ft ;G) ≈ Hr(F;G).

Más aún notemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

τ−1Cr(W,W′;G)

Cr(Wt,W′t ;G) Cr(W,W′;G)

i#π# ′

π#

y por tanto lo es el diagrama correspondiente en cohomología:

τ−1Hr(W,W′;G)

Hr(Wt,W′t ;G) Hr(W,W′;G)

ατI∗

π∗

es decir:

Corolario 1.1.12. ατ I∗ = π∗.

Finalmente, el Teorema 1.1.9 para ρ = τ implica lo siguiente

Teorema 1.1.13. Bajo las mismas hipótesis que el Teorema 1.1.9, el homomorfismo π∗ es
inyectivo y su imagen es σ∗Hr(W,W′;G).
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1.2. Homomorfismos básicos

Denotemos por η : G→ Gp a la proyección natural η(g) = g mód p. Entonces se veri-
fica la siguiente observación:

Observación 1.2.1. ηQρρCr(W,W′ ∪ F;G) ⊂ ρ̄Cr(W,W′ ∪ F;Gp), donde Gp denota al
cociente G/pG

Pues si u ∈ Cr(W,W′∪F;G) entonces

ρηQρρ(u) = ρ[Qρρ(u)]mod p = [Qρρ
2(u)]mod p = [pρ(u)]mod p = 0.

Así que ρηQρρ(u) ∈ ρ−1Cr(W,W′∪ F;G) y además ρ−1Cr(W,W′∪ F;Gp) = ρ̄Cr(W,W′∪
F;Gp), por el Lema 1.1.3. Por tanto ηQρρCr(W,W′∪F;G) ⊂ ρ̄Cr(W,W′∪F;Gp)

De la observación anterior se sigue que ηQρ induce un homomorfismo

Qρ
′ : ρHr(W,W′∪F;G) → ρ̄Hr(W,W′∪F;Gp)

Sean εσ = 1 y ετ = −1, definamos el homorfismo ψρ̄ por ψρ̄ = ερQ′ρ, entonces

ψρ̄ : ρHr(W,W′∪F;G) → ρ̄Hr(W,W′∪F;Gp).

Lema 1.2.2.

(i) ετQττ ≡ εσQσσ = σ mód p.

(ii)

{
Qτσ ≡ 0 mód p si p ≥ 3
Qτσ = σ si p = 2.

Demostración.

(i) ετQττ = (−1)©­«
p∑

j=2
(−1) j

(
p
j

)
τ j−2ª®¬τ =

p∑
j=2
(−1) j+1

(
p
j

)
τ j−1

≡ (−1)p+1τp−1 pues p
���� (p

j

)
para todo j < p

= (−1)p−1(1− t#)p−1 = (t#−1)p−1

≡

p−1∑
j=0
(−1)p− j−1

(
p−1

j

)
t# j
, y como

(
p−1

j

)
≡ (−1) j mód p,

≡

p−1∑
j=0
(−1)p−1t# j

= σ = εσQσσ mód p
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(ii) Qτσ =

p∑
j=2
(−1) j

(
p
j

)
τ j−2σ =

(
p
2

)
σ ≡

{
0 mód p si p ≥ 3
σ mód p si p = 2.

La segunda igualdad se da porque τσ = 0.

�

Lema 1.2.3.

(i) ψτ (ψσ) envía a un elemento de σHr(W,W′∪ F;G) (τHr(W,W′∪ F;G)) represen-
tado por σu (τu) al elemento de τHr(W,W′∪F;Gp) (σHr(W,W′∪F;Gp)) repre-
sentado por σu.

(ii)

{
ψσψτ = 0, si p ≥ 3,
ψσψτ = η∗, si p = 2. Donde η∗ es el homomorfismo inducido por η.

Demostración.

(i) • ψτ[σu] =
[
εσQ′σσu

]
= [εσηQσσu] = η∗ [εσQσσu] = η∗[σu].

• ψσ[τu] =
[
ετQ′ττu

]
= [ετηQττu] = η∗ [ετQττu] = η∗[σu].

(ii)

ψσψτ[σu] = ψσ (η∗[σu]) = η∗[ετQτσu] =

{
0, si p ≥ 3,
η∗[σu], si p = 2,

por el Lema 1.2.2.

�

Lema 1.2.4. (i) ψργρ = γρ̄ψρ̄ (ii) ψσβτ = η∗βσ (iii) ασψτ = η∗ατ.

Demostración.

(i) ψργρ,γρ̄ψρ̄ : ρHr(W,W′ ∪ F;G) → ρHr+1(W,W′ ∪ F;Gp). Sea [a] ∈ ρHr(W,W′ ∪
F;G), entonces existe una cocadena u ∈ Cr(W,W′∪F;G) tal que [a] = [ρu], luego:

ψργρ[ρu] = ψρ[δu] = [ερ̄ηQ ρ̄δu]

y por otra parte

γρ̄ψρ̄[ρu] = γρ̄
(
[ηερQρρu]

)
= γρ̄

[
ρ̄ηερ̄Q ρ̄u

]
=

[
ηερ̄Q ρ̄δu

]
donde la segunda igualdad se cumple por el Lema 1.2.2 (i).
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(ii) ψσβτ,η∗βσ : Hr(W,W′∪F;G) → σHr(W,W′∪F;Gp) y

ψσβτ[u] = ψσ[τu] = η∗[σu]

y por otra parte
η∗βσ[u] = η∗[σu].

(iii) ασψτ,η∗ατ : σHr(W,W′∪F;G) → Hr(W,W′∪F;Gp) y

ασψτ[σu] = ασ(η[σu]) = η∗[σu]

mientras que
η∗ατ[σu] = η∗[σu].

�

Definición 1.2.5. Definimos los homomorfismos µ y ν como:

µ = I∗−1γτγσ I∗ : Hr(Wt,W′t ∪Ft ;G) → Hr+2(Wt,W′t ∪Ft ;G)

ν = I∗−1ψσγσ I∗ : Hr(Wt,W′t ∪Ft ;G) → Hr+1(Wt,W′t ∪Ft ;Gp)

Obsérvese que por el Lema 1.2.4 (i), ν = I∗−1γτψτ I∗.

Teorema 1.2.6. (i)

{
ν2 = 0, si p ≥ 3,
ν2 = η∗µ, si p = 2.

(ii) µν = νµ.

Demostración.

(i) ν2 = I∗−1ψσγσψσγσ I∗ = I∗−1ψσψτγτγσ I∗ =

{
0, si p ≥ 3,
η∗µ, si p = 2,

donde la segunda

igualdad se cumple por el Lema 1.2.4 (i) y la última por el Lema 1.2.3 (ii).

(ii) µν = I∗−1γτγσ I∗I∗−1ψσγσ I∗ = I∗−1γτψτγτγσ I∗ = I∗−1γτψτ I∗I∗−1γτγσ I∗ = νµ la se-
gunda igualdad está dada por 1.2.4 (i).

�

Ahora, notemos que si a ∈ Hr(W,W′;G) entonces a = [u] para algún u ∈ Cr(W,W′;G)
y se tiene que ρu ≡ ρ

(
u
��
W−F

)
mód p, pues para todo elemento x de F

ρu(x) =

{
0 si ρ = τ

pu si ρ = σ
≡ 0 = ρu

��
W−F(x) mód p,
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y además si [u] = [u′] entonces u′ = u+ δw para algún w ∈ Hr−1(W,W′;G) así que ρu′ =
ρu+ ρδw = ρu+ δρw y por tanto [ρu′] = [ρu]. Esto garantiza que la función κρ definida a
continuación es un homomorfismo

Definición 1.2.7. Sea κρ : Hr(W,W′;G) → ρHr(W,W′∪ F;Gp) el homorfismo definido
por κρ[u] = [ηρu].

Observación 1.2.8. (i) αρ̄κρ = ρ∗0 , (ii) ψσκτ = κσ,
donde ρ∗0 : Hr(W,W′;G) → Hr(W,W′∪F;Gp) es el homomorfismo inducido por ρ.

Pues si u′ ∈ Cr(W,W′∪F;G) es tal que u ≡ u′ mód p, entonces

(i) αρ̄κρ, ρ∗0 : Hr(W,W′;G) → Hr(W,W′∪F;Gp) y

αρ̄κρ[u] = αρ̄[ρu′] = [ρu′] ∈ Hr(W,W′∪F;Gp),

mientras que
ρ∗0 [u] = η∗[ρu] = [ρηu] = [ρu′].

(ii) ψσκτ, κσ : Hr(W,W′;G) → σHr(W,W′∪F;Gp) y

ψσκτ[u] = ψσ[τu′] = [σu′] = κσ[u],

la segunda igualdad se cumple por el Lema 1.2.3 (i).

Definición 1.2.9. Definimos el morfismo transfer φ : Cr(W,W′;G) → Cr(Wt,W′t ;G) por

φu(π∗x) = σu(x)

para todo u ∈ Cr(W,W′;G) y x un simplejo de W .

Lema 1.2.10. (i) δφ = φδ. (ii) π#φ = σ.

Demostración. Sea ∂ el operador de frontera. Entonces

(i) δφu(πx) = φu(π#∂x) = σu(∂x)

= δσu(x) = σδu(x)

= φδu(πx).

(ii) π#φu(x) = φu(π#x) = σu(x).

�
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Lema 1.2.11. φ induce un homomorfismo

φ∗ : Hr(W,W′;G) → Hr(Wt,W′t ;G),

y como ηφCr(W,W′;G) ⊂ Hr(Wt,W′t ∪Ft ;Gp), se induce un homomorfismo:

φ∗0 : Hr(W,W′;G) → Hr(Wt,W′t ∪Ft ;Gp).

Demostración. φ induce el homomorfismo φ∗ por la propiedad (i) del Lema 1.2.10 y
podemos verificar que ηφCr(W,W′;G) ⊂ Hr(Wt,W′t ∪Ft ;Gp) como sigue:

Si u ∈ Cr(W,W′;G) entonces φu ∈ Cr(Wt,W′t ;G) y ηφu ∈ Cr(Wt,W′t ;Gp). Además, si
{x} ∈ Ft entonces ηφu({x}) = ησu(x) = ηpu(x) ≡ 0. �

Veamos ahora que φ∗ satisface lo siguiente

Lema 1.2.12. (i) I∗φ∗0 = κσ (ii) j∗φ∗0 = η∗φ
∗

donde j∗ : Hr(Wt,W′t ∪ Ft ;Gp) → Hr(Wt,W′t ;Gp) es el homomorfismo inducido por la
inclusión.

Demostración. Sea u ∈ Cr(W,W′;G) un cociclo, entonces:

(i) Haciendo uso del Lema 1.2.10 se tiene: I∗φ∗0 [u] = [ηπ
#φu] = [ησu] = κσ[u].

(ii) El siguiente diagrama conmuta, pues j∗φ∗0 [u] = j∗[ηφu] = [ηφu] y η∗φ∗[u] = [ηφu].

Hr(W,W′;G) Hr(Wt,W′t ∪Ft ;Gp)

Hr(Wt,W′t ;G) Hr(Wt,W′t ;Gp)

φ∗0

φ∗ j∗

η∗

�

Lema 1.2.13. La composición Cr(W ;G)
δ
→Cr+1(W ;G)

τ
→Cr+1(W ;G) se anula en coca-

denas v ∈ Cr(W ;G) que se anulan en simplejos fuera de F.

Demostración. Sea c un (r +1) simplejo de W y sea

∂c =
∑

i

αi xi +
∑

j

β j y j

donde αi y β j son coeficientes enteros, los xi son r simplejos de W − F y los y j de F.
Entonces

τδv(c) = v(τ∂c) = v(∂c)− v(∂tc)

=
∑

i

αi(v(xi)− v(t xi))+
∑

j

β j(v(y j)− v(ty j)) = 0

ya que y j = ty j y v(xi) = v(t xi) = 0. �
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Recordemos que la sucesión exacta de la tripleta (W,W′∪F,W′) define un morfismo de
conexión δ∗ : Hr(W′∪F,W′;G)→Hr+1(W,W′∪F;G) tal que δ∗[v]= [δv̄] para toda clase
[v] ∈ Hr(W′∪F,W′;G), donde v̄ es un cociclo en Cr(W,W′;G). Más aún, la elección de la
cocadena v̄ se da por un proceso zig-zag y la clase [δv̄] es independiente del representante
v̄ elegido en el proceso. Supongamos entonces que tal cocadena v̄ se anula en simplejos
fuera de F. Si b ∈ Hr(W′∪ F,W′;G) está representado por el cociclo v, entonces la co-
cadena v̄ de Cr(W,W′;G) cumple que τδv̄ = 0, por el Lema 1.2.13, y entonces el cociclo
δv̄ ∈ Cr+1(W,W′∪F;G) es un cociclo en τ−1Cr+1(W,W′∪F;G) = σCr+1(W,W′∪F;G) y
este define una clase de cohomología [δv̄] ∈ σHr+1(W,W′∪F;G). Más aún por el proceso
zig-zag la clase [δv̄] es independiente de la elección del representante v tomado para b.
Esto nos garantiza la existencia de los siguientes homomorfismos:

Definición 1.2.14.
Sea ϑ : Hr(W′∪ F,W′;G) → σHr+1(W,W′∪ F;G) el homomorfismo definido por
ϑ[v] = [δv̄].

Sea ϑρ : Hr(W′∪F,W′;G) → ρ̄Hr+1(W,W′∪F;Gp) el homomorfismo definido por

ϑτ = η∗ϑ y ϑσ = ψτϑ.

Como una consecuencia inmediata de la definición y del Lema 1.2.3 tenemos que

Lema 1.2.15. (i) ψτϑτ = ϑσ. (ii) ψσϑσ =

{
0, si p ≥ 3,
ϑτ, si p = 2.

Consideremos el siguiente diagrama con columnas exactas:
...

...

Hr−1(W′∪F,W′;G) ρ̄Hr(W,W′∪F;Gp)

Hr(W,W′∪F;G) Hr(W,W′∪F;Gp)

Hr(W,W′;G) ρHr(W,W′∪F;Gp)

Hr(W′∪F,W′;G) ρ̄Hr+1(W,W′∪F;Gp)

...
...

ϑρ

δ∗ αρ

η∗

j∗ βρ

κρ

i∗ γρ

ϑρ
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Entonces se cumple lo siguiente

Lema 1.2.16. (i) αρϑρ = η∗δ∗. (ii) βρη∗ = κρ j∗. (iii) γρκρ = −ϑρi∗.

Demostración.

(i) αρϑρ,η∗δ∗ : Hr−1(W′∪F,W′;G)→Hr(W,W′∪F;Gp) y si [u] ∈ Hr−1(W′∪F,W′;G)
entonces:

αρϑρ[u] =

{
ατη∗ϑ[u] = η∗[δu] = [ηδu], si ρ = τ,

ασϑσ[u] = ασψτϑ[u] = ασψτ[δu] = [εσQσηδu] = [ηδu], si ρ = σ.

y en cualquier caso αρϑρ[u] = η∗δ∗[u].

(ii) βρη∗, κρ j∗ : Hr(W,W′∪F;G) → ρHr(W,W′∪F;Gp) y βρη∗[u] = βρ[ηu] = [ηρu] y
por otra parte κρ j∗[u] = κρ[u] = [ηρu].

(iii) γρκρ,−ϑρi∗ : Hr(W,W′;G) → ρ̄Hr+1(W,W′∪F;Gp). Sea [u] ∈ Hr(W,W′;G), si u =
u1+u2 donde u1 ∈ Cr(W,W′∪F;G) y u2 ∈ Cr(W′∪F,W′;G) entonces ηρu = ηρu1,
así que γρκρ[u] = γρ[ηρu1] = [ηδu1] y ϑρi∗[u] = ϑρ[u] = [ηδu2], luego

γρκρ+ϑρi∗[u] = [ηδu1]+ [ηδu2] = [ηδ(u1+u2)] = [ηδu] = 0.

Por tanto γρκρ = −ϑρi∗.

�

Observación 1.2.17. ϑτπ∗ = I∗η∗δ∗

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama

Hr(W′t ∪Ft,W′t ;G) Hr+1(Wt,W′t ∪Ft ;Gp)

Hr(W′∪F,W′;G) σHr+1(W,W′∪F;Gp)

η∗δ
∗

π∗� I∗�

ϑτ

El diagrama es conmutativo, pues si [u] ∈ Hr(W′t ∪Ft,W′t ;G) entonces I∗η∗δ∗[u]= [π#ηδu]
= [ηδuπ#] = ϑτ[uπ#] = ϑτπ

∗[u]. Además I∗ y π∗ son isomorfismos por el Teorema 1.1.11
�

Teorema 1.2.18. (i) µφ∗0 = −νδ
∗π∗−1i∗. (ii) νφ∗0 =

{
0, si p ≥ 3,
η∗δ
∗π∗−1i∗, si p = 2.
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Demostración.

(i) µφ∗0 = I∗−1γτγσ I∗φ∗0 = I∗−1γτγσκσ por el Lema 1.2.12

= −I∗−1γτϑσi∗ = −I∗−1γτψτϑτi∗ por los Lemas 1.2.15 y 1.2.16

= −I∗−1γτψτ I∗I∗−1ϑτi∗ = −νI∗−1ϑτi∗ definición de ν

= −νI∗−1ϑτπ
∗π∗−1i∗ = −νη∗δ∗π∗

−1i∗ por la Observación 1.2.17

= −νδ∗π∗−1i∗.

(ii) νφ∗0 = I∗−1ψσγσ I∗φ∗0 = I∗−1ψσγσκσ = I∗−1ψσ(−ϑσi∗) = −I∗−1ψσψτϑτi∗

=

{
0, si p ≥ 3,
−I∗−1η∗ϑτi∗ = −I∗−1η∗I∗η∗δ∗π∗−1i∗ = η∗δ∗π∗−1i∗, si p = 2.

�

Definición 1.2.19. Sea Γρs : Hq(W′∪F,W′;G) → ρ̄Hq+s(W,W′∪F;Gp) (s > 0) el homo-
morfismo definido por:

Γ
ρ
2α+1 = (γργρ̄)

αϑρ, Γ
ρ
2α+2 = (γργρ̄)

αγρϑρ̄.

Estos homomorfismos satisfacen las siguientes propiedades:

Lema 1.2.20.

(i) γρ̄Γ
ρ
s = Γ

ρ̄
s+1,

(ii) Si p ≥ 3 entonces ψσΓ
σ
2α+1 = ψτΓ

τ
2α+2 = 0, ψσΓ

σ
2α+2 = Γ

τ
2α+2, ψτΓ

τ
2α+1 = Γ

σ
2α+1,

(iii) Si p = 2, ψρΓ
ρ
s = Γ

ρ̄
s .

Demostración.

(i) γρ̄Γ
ρ
s =

{
γρ(γργρ̄)

αϑρ = (γρ̄γρ)
αγρ̄ϑρ = Γ

ρ̄
s+1, si s = 2α+1,

γρ̄(γργρ̄)
αγρϑρ̄ = (γρ̄γρ)

α+1ϑρ̄ = Γ
ρ̄
s+1, si s = 2α+2.

(ii) Verifiquemos que tanto ψσΓσ2α+1 como ψτΓτ2α+2 se anulan

ψσΓ
σ
2α+1 = ψσ(γσγτ)

αϑσ

= (γτγσ)
αψσϑσ por el Lema 1.2.4

= 0, por el Lema 1.2.15.
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y para ψτΓτ2α+2,

ψτΓ
τ
2α+2 = ψτ(γτγσ)

αγτϑσ

= (γσγτ)
αψτγτϑσ por el Lema 1.2.4

= (γσγτ)
αγσψσψτϑτ por los Lemas 1.2.4 y 1.2.15

= 0.

Veamos ahora que ψσΓσ2α+2 = Γ
τ
2α+2:

ψσΓ
σ
2α+2 = ψσ(γσγτ)

αγσϑτ

= (γτγσ)
αψσγσϑτ por el Lema 1.2.4

= (γτγσ)
αγτψτϑτ por el Lema 1.2.4

= (γτγσ)
αγτϑσ por el Lema 1.2.15

= Γτ2α+2.

Finalmente verifiquemos que ψτΓτ2α+1 = Γ
σ
2α+1:

ψτΓ
τ
2α+1 = ψτ(γτγσ)

αϑτ

= (γσγτ)
αψτϑτ por el Lema 1.2.4

= (γσγτ)
αϑσ por el Lema 1.2.15

= Γσ2α+1.

(iii) Desarrollemos primero el caso impar

ψρΓ
ρ
2α+1 = ψρ(γργρ̄)

αϑρ = (γρ̄γρ)
αψρϑρ =

{
(γτγσ)

αϑτ = Γ
ρ̄
2α+1, si ρ = σ,

(γσγτ)
αϑσ = Γ

ρ̄
2α+1, si ρ = τ.

donde la segundad igualdad es consecuencia del Lema 1.2.4 y la última del Lema
1.2.15. Similarmente para el caso par se tiene

ψρΓ
ρ
2α+2 = ψρ(γργρ̄)

αγρϑρ̄ = (γρ̄γρ)
αγρ̄ψρ̄ϑρ̄ =

{
(γσγτ)

αγσϑτ = Γ
ρ̄
2α+2, si ρ = τ,

(γτγσ)
αγτϑσ = Γ

ρ̄
2α+2, si ρ = σ.

�

Cuando p = 2 se tiene una variación de la sucesión exacta de Richardson-Smith, como
lo demuestra el siguiente teorema.
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Teorema 1.2.21. La siguiente sucesión es exacta

· · · → Hr−1(Wt,W′t ∪Ft ;G2)
j∗ν
−→ Hr(Wt,W′t ;G2)

π∗

→ Hr(W,W′;G2)
φ∗0
→ Hr(Wt,W′t ∪Ft ;G2) → · · ·

y además π∗ j∗φ∗0 = σ
∗.

Demostración. Nótese que σ = τ con coeficientes en G2. Además, por el Teorema 1.1.4
se tiene que σ−1Hr(W,W′∪ F;G2) = σH(W,W′∪ F;G2). Entonces, en vista de la Defini-
ción 1.2.5, del Corolario 1.1.12 y los Lemas 1.2.10 y 1.2.12, el diagrama en la Figura 1.1
(véase la siguiente página) resulta ser conmutativo. También el renglón inferior es exacto
(Teorema 1.1.2) y los morfismos I son isomorfismos (Teorema 1.1.11), por tanto es sufi-
ciente mostrar que el morfismo j∗ : τHr(W,W′∪F;G) → τHr(W,W′;G) es isomorfismo.

Consideremos el diagrama usual de complejos de cadenas con renglones exactos

0 Cr(W,W′∪F;Z2) Cr(W,W′;Z2) Cr(W′∪F,W′;Z2) 0

0 Cr(W,W′∪F;Z2) Cr(W,W′;Z2) Cr(W′∪F,W′;Z2) 0

j# i#
τ# τ#

j#

τ#

i#

y notemos que el homomorfismo τ# de la derecha es trivial. Luego aplicando el funtor
HomZ2( ;G2) se obtiene el siguiente diagrama conmutativo de renglones exactos

0 Cr(W,W′∪F;G2) Cr(W,W′;G2) Cr(W′∪F,W′;G2) 0

0 Cr(W,W′∪F;G2) Cr(W,W′;G2) Cr(W′∪F,W′;G2) 0

0 Cr(W,W′∪F;G2) Cr(W,W′;G2) Cr(W′∪F,W′;G2) 0

j#

τ

i#

τ τ=0
j#

τ

i#

τ τ=0
j# i#

del cual es evidente que j# : τCr(W,W′∪ F;G2) → τCr(W,W′;G2) es inyectivo. Nótese
también que en el diagrama anterior la columna de la izquierda es exacta pues σ = τ
(Teorema 1.1.4). Sea a ∈ τCr(W,W′;G2), es decir, existe b ∈Cr(W,W′;G) tal que τ(b)= a,
entonces i#(a) = i#τ(b) = τi#(b) = 0 porque el homomorfismo τ de la derecha es trivial
entonces, por la exactitud del renglón, existe c ∈ Cr(W,W′ ∪ F;G2) tal que j#(c) = a.
Luego, j#τ(c) = τ j#(c) = τ(a) = τ(τ(b)) = 0 implica que τ(c) = 0, pues j# es inyectivo
y, por la sucesión exacta de la columna izquierda, existe d ∈ Cr(W,W′∪ F;G2) tal que
τ(d) = c, esto es, c ∈ τCr(W,W′∪F;G2) y j#(c) = a. Por tanto j∗ es isomorfismo.

Finalmente la igualdad π∗ j∗φ∗0 = σ
∗ es consecuencia inmediata del Lema 1.2.10. �
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1.2. Homomorfismos básicos
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1.3. Relación con las operaciones cohomológicas

En esta sección se explora la interacción de los morfismos φ∗0 , µ y ν con las potencias
reducidas de Steenrod (o cuadrados de Steenrod) y el homomorfismo de Bockstein que se
denotarán respectivamente como:

Ps : Hr(X,A;Zp) → Hr+2s(p−1)(X,A;Zp) p ≥ 3
Sqs : Hr(X,A;Z2) → Hr+s(X,A;Z2) p ≥ 2
∆p : Hr(X,A;Zp) → Hr+1(X,A;Zp)

Las hipótesis impuestas a la transformación simplicial t garantizan que es posible defi-
nir un orden localmente simple en W invariante bajo t de tal manera que el orden inducido
es localmente simple en Wt . De esta forma los homomorfismos t∗ y π son homomorfismos
preservadores de orden. Una consecuencia inmediata de este hecho es el siguiente lema.

Lema 1.3.1. Sean u,v ∈ C∗(W,W′;G), entonces

t#i
(u ^ v) = t#i

u ^ t#i
v, π#(φu ^ φv) = π#φu ^ π#φv.

Lema 1.3.2. Sean u,v ∈ C∗(W,W′;G), entonces

(i) σ(u ^σv) = σu ^σv.

(ii) τ(u ^σv) = τu ^σv.

(iii) φ(u ^σv) = φu ^ φv.

Demostración.

(i) σ(u ^σv) =

p−1∑
i=0

t#i ©­«u ^
p−1∑
j=0

t# j
v
ª®¬

=

p−1∑
i=0

©­«t#i
u ^

p−1∑
j=0

t# j
v
ª®¬

=

p−1∑
i=0

t#i
u ^

p−1∑
j=0

t# j
v

= σu ^σv.
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1.3. Relación con las operaciones cohomológicas

(ii) τ(u ^σv) = (1− t#)(u ^σv)

= (u ^σv)− t#(u ^σv)

= u ^σv− t#u ^ t#σv

= u ^σv− t#u ^σv

= (u− t#u)^σv

= τu ^σv.

(iii) π#φ(u ^σv) = σ(u ^σv) por el Lema 1.2.10

= σu ^σv

= π#φu ^ π#φv por el Lema 1.2.10

= π#(φu ^ φv)
y por tanto, por el Lema 1.1.10, φ(u ^σv) = φu ^ φv.

�

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es:

Teorema 1.3.3. Sean a, b ∈ H∗(W,W′;G) entonces φ∗0 (a ^σ∗b) = φ∗0 (a)^ φ∗0 (b)

Teorema 1.3.4. Sean a, b ∈ H∗(W,W′;G) entonces

ν(φ∗0 a ^ φ∗0 b) = 0, µ(φ∗0 a ^ φ∗0 b) = 0

Demostración. Es suficiente verificar que γσ I∗(φ∗0 ^ φ∗0 b) = 0. Supongamos que u es un
cociclo que representa a a y v un cociclo que representa a b, entonces, después de reducir
coeficientes módulo p,

φ(u ^σv) = φu ^ φv es un cociclo que representa a φ∗0 (a)^ φ∗0 (b),
σ(u ^σv) = πφ(u ^σv) es un cociclo que representa a I

(
φ∗0 (a)^ φ∗0 (b)

)
,

δ(u ^σv) = γσσ(u ^σv) es un cociclo que representa a γσ I
(
φ∗0 (a)^ φ∗0 (b)

)
,

pero δ(u ^σv) = 0 pues tanto u como v son cociclos. Por tanto γσ I∗(φ∗0 ^ φ∗0 b) = 0. �

Corolario 1.3.5. Sean ai ∈ H∗(W,W′;G) donde i = 1, 2, . . . , k y k ≥ 2, entonces

ν(φ∗0 a1 ^ φ∗0 a2 ^ · · ·^ φ∗0 ak) = 0 y

µ(φ∗0 a1 ^ φ∗0 a2 ^ · · ·^ φ∗0 ak) = 0.

La demostración del siguiente teorema hace uso de la naturalidad de los morfismos v y
µ, su demostración se encuentra en el artículo de Nakaoka [7]:
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Teorema 1.3.6. Sean a, b ∈ H∗(Wt,W′t ∪Ft ;G) y α,β ≥ 0. Entonces

(i) µα(a)^ µβ(b) = µα+β(a ^ b),

(ii) η∗µα(a)^ ν(b) = (−1)dim aµαν(a ^ b),

(iii) ν(a)^ ν(b) =

{
0, si p ≥ 3,
η∗µ(a ^ b), si p = 2.

Consideremos el siguiente diagrama

Hr(W,W′;Zp)

Hr(W′∪F,W′;Zp)

Hr(Wt,W′t ∪Ft ;Zp) Hr+1(W,W′;Zp)

Hr(W′t ∪Ft,W′t ;Zp)

Hr+1(Wt,W′t ∪Ft ;Zp)

∆p
i∗φ∗0

∆p φ∗0

π∗

δ∗

donde los morfismos ∆p son los Bockstein de conexión asociados a la sucesión exacta

corta (no escisiva) de coeficientes 0→Zp
p
→Zp2→Zp→ 0. Nótese que π∗ es isomorfismo

(comparar con el Lema 1.1.10). Entonces se tiene

Teorema 1.3.7. φ∗0 ∆p−∆pφ
∗
0 = δ

∗π∗−1i∗.

Demostración. Sean a ∈ Hr(W,W′;Zp) y u ∈ Cr(W,W′;Z) con δu ≡ 0 mód p tal que
[u] = a. Entonces existe v ∈ Cr+1(W,W′;Z) tal que δu = pv. Sea u = u1 + u2 donde u1 ∈

Cr(W,W′∪F;Z) y u2 ∈ Cr(W′∪F,W′;Z). Entonces

φu = φu1+φu2

= φu1+ π
#−1

σu2

= φu1+ pπ#−1
u2

= φu1+ pu′2 donde u′2 = π
#−1

u2 ∈ Cr(W′t ∪Ft,W′t ;Z).

Entonces δφu = δφu1+ pδu′2 y como δφu = φδu = pφv se tiene que

φv =
1
p
δφu1+ δu′2.
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Además φ∗0 ∆p(a) = [φv] y δ∗π∗−1i∗(a) = [δu′2] y φu ≡ φu1 mód p. Por tanto[
1
p
δφu1

]
= ∆pφ

∗
0 (a).

�

Teorema 1.3.8. (i) ∆pv+ v∆p = µ, (ii) µ∆p = ∆pµ.

Demostración. Sea a ∈ Hr(Wt,W′t ∪ Ft ;Zp) y u ∈ Cr(Wt,W′t ∪ Ft ;Z) con δu ≡ 0 mód p
y a = [u]. Entonces existe un cociclo v ∈ Cr+1(Wt,W′t ∪ Ft ;Z) tal que δu = pv. Como
πu, πv ∈ τ−1C∗(W,W′ ∪ F;Z) tomemos u0 ∈ Cr(W,W′ ∪ F;Z) y v0 ∈ Cr+1(W,W′ ∪ F;Z)
tales que πu = σu0 y πv = σv0, entonces φu0 = π

−1σu0 = u y φv0 = π
−1σv0 = v. Luego

σ(δu0− pv0) = δσu0− pσv0 = δπφu0− pπφv0

= δπu− pπv = π(δu− pv) = 0.

Además σδv0 = δσv0 = δπφv0 = δπv = πδv = 0. Luego por el Lema 1.1.3 existen cociclos
u1 ∈ Cr+1(W,W′∪F;Z) y v1 ∈ Cr+2(W,W′∪F;Z) tales que

δu0− pv0 = τu1, (A)

δv0 = τv1. (B)

Entonces τ(δu1+ pv1) = δτu1+ pτv1

= δ(δu0− pv0)+ pτv1

= δδu0− p(δv0− τv1) = 0.

Así que existe una cocadena y1 ∈ Cr+2(W,W′∪F;Z) tal que

δu1+ pv1 = σy1 (C)

y aplicando φ a ambos lados de (C), tenemos:

φ(δu1+ pv1) = φσy1

φδu1+ pφv1 = pφy1

1
p
δφu1+φv1 = φy1

1
p
δφu1 = φy1−φv1. (D)

Luego tenemos el siguiente análisis a nivel de cocadenas:
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Como πu = σu0, I∗(a) está representado por σu0 mód p
por (A), γσ I∗(a) está representado por δu0 ≡ τu1 mód p

por el Lema 1.2.3 y (C), ψσγσ I∗(a) está representado por σu1 mód p y
γτγσ I∗(a) está representado por δu1 = σy1 mód p.

Entonces ν(a) = I∗−1ψσγσ I∗(a) está representado por φ(u1) mód p y
µ(a) = I∗−1γτγσ I∗(a) está representado por φ(y1) mód p.
Por otra parte, ∆p(a) está representado por v mód p y

I∗∆p(a) está representado por σv0 mód p.
Por (B), γσ I∗∆p(a) está representado por δv0 = τv1.

Entonces, ν∆p(a) = I∗−1ψσγσ I∗∆p(a) está representado por φ(v1) mód p.

Entonces (i) se sigue de (D).
Por (i) y usando que ∆2

p = 0 se tiene que

µ∆p = (∆pv+ v∆p)∆p = ∆pv∆p

y ∆pv∆p = ∆p(µ−∆pv) = ∆pµ

por tanto, µ∆p = ∆pµ, lo cual prueba (ii). �

El siguiente resultado se prueba en el artículo de Nakaoka [7] a partir tan sólo de los
axiomas que caracterizan a los cuadrados y las potencias de Steenrod.

Teorema 1.3.9.

(i) Sea p ≥ 3, entonces

Psµ− µPs = µpPs−1, Psν = νPs

(ii) Sea p = 2, entonces
Sqsν− νSqs = ν2Sqs−1

Corolario 1.3.10.

(i) µPs =

s∑
k=0
(−1)k µk(p−1)Ps−k µ, si p ≥ 3,

(ii) νSqs =

s∑
k=0

νk Sqs−kν, si p = 2.
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Demostración. Demostremos ambas propiedades por inducción. Para (i) es claro que
µP0 = µ y utilizando la hipótesis inductiva tenemos

µPs+1 = Ps+1µ− µpPs por el Teorema 1.3.9

= Ps+1µ− µp−1

(
s∑

k=0
(−1)k µk(p−1)Ps−k µ

)
= Ps+1µ+

s∑
k=0
(−1)k+1µ(k+1)(p−1)Ps−(k+1)+1µ

= Ps+1µ+

s∑
k=1
(−1)k µk(p−1)Ps+1−k µ+ (−1)s+1µ(s+1)(p−1)+1

=

s+1∑
k=0
(−1)k µk(p−1)Ps+1−k µ.

Por tanto, µPs =
∑s

k=0(−1)k µk(p−1)Ps−k µ para todo s natural y esto prueba (i).
Para (ii) es claro que ν = νSq0 = ν0Sq0v = v y usando la hipótesis inductiva

νSqs+1 = Sqs+1ν− ν2Sqs

= Sqs+1ν− ν

(
s∑

k=0
νk Sqs−kν

)
= Sqs+1ν−

s∑
k=0

νk+1Sqs−kν

= Sqs+1ν+

s+1∑
k=1

νk Sqs+1−kν

=

s+1∑
k=0

νk Sqs+1−kν.

�

Corolario 1.3.11. (i) µφ∗0 Ps = Psµφ∗0 si p ≥ 3. (ii) νφ∗0 Sqs = Sqsνφ∗0 si p = 2.

Demostración. Para demostrar (i), por el Teorema 1.2.18 (i) µφ∗0 = −νδ
∗π∗−1i∗, entonces

µφ∗0 Ps = −νδ∗π∗−1i∗Ps = Ps(−vδ∗π∗−1i∗) = Psµφ∗0 .

Mientras que para (ii) usemos que por el Teorema 1.2.18 (ii) νφ∗0 = η∗δ
∗π∗−1i∗, entonces

νφ0 Sqs = η∗δ
∗π∗−1i∗Sqs = Sqs(η∗δ

∗π∗−1i∗) = Sqsνφ∗0 .

�
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La demostración del siguiente teorema se encuentra en el artículo de Nakaoka.

Teorema 1.3.12.

(i) φ∗0 Ps −Psφ∗0 = µ
p−1Ps−1φ∗0 , si p ≥ 3.

(ii) φ∗0 Sqs − Sqsφ∗0 = νSqs−1φ∗0 , si p = 2.

Corolario 1.3.13. Si p = 2, entonces φ∗0 Sqs − Sqsφ∗0 = µSqs−2φ∗0 + Sqs−1νφ∗0 .

Demostración.
µSqs−2φ∗0 = ν

2Sqs−2φ∗0 = Sqs−1νφ∗0 − νSqs−1φ∗0

y usando el Teorema 1.3.12

µSqs−2φ∗0 = Sqs−1νφ∗0 −φ
∗
0 Sqs + Sqsφ∗0

y por tanto (podemos cambiar los signos porque p = 2)

φ∗0 Sqs − Sqsφ∗0 = µSqs−2φ∗0 + Sqs−1νφ∗0 .

�

Corolario 1.3.14.

(i) Psφ∗0 =

s∑
k=0
(−1)k µk(p−1)φ∗0 Ps−k , si p ≥ 3.

(ii) Sqsφ∗0 =
∑s

k=0 ν
kφ∗0 Sqs−k .

Demostración. Procedamos por inducción sobre s en ambos casos.

(i) Es claro que P0φ∗0 = (−1)0φ∗0 y utilizando la hipótesis inductiva

Ps+1φ∗0 = φ
∗
0 Ps+1− µp−1Psφ∗0

= φ∗0 Ps+1− µp−1

(
s∑

k=0
(−1)k µk(p−1)φ∗0 Ps−k

)
= φ∗0 Ps+1+

s∑
k=0
(−1)k+1µ(k+1)(p−1)φ∗0 Ps+1−(k+1)

= φ∗0 Ps+1+

s+1∑
k=1
(−1)k µk(p−1)φ∗0 Ps+1−k

=

s+1∑
k=0
(−1)k µk(p−1)φ∗0 Ps+1−k .
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(ii) Es claro que Sq0φ∗0 = ν
0φ∗0 y usando la hipótesis inductiva

Sqs+1φ∗0 = φ
∗
0 Sqs+1− νSqsφ∗0

= φ∗0 Sqs+1− ν

(
s∑

k=0
νkφ∗0 Sqs−k

)
= φ∗0 Sqs+1+

s∑
k=0

νk+1φ∗0 Sqs+1−(k+1)

= φ∗0 Sqs+1+

s+1∑
k=1

νkφ∗0 Sqs+1−k

=

s+1∑
k=0

νkφ∗0 Sqs+1−k .

�

1.4. Regularidad y casi-regularidad

Definición 1.4.1. Diremos que la terna (W,W′,t) es casi regular en dimensión r si la
siguiente sucesión es exacta para ρ = σ y τ.

Hr(W,W′;Zp)
ρ∗0
−→ Hr(W,W′∪F;Zp)

βρ̄
−→ ρ̄Hr(W,W′∪F;Zp).

Por otra parte, diremos que (W,W′,t) es regular en dimensión r si la siguiente sucesión es
exacta para ρ = σ y τ

Hr(W,W′;Zp)
ρ∗

−→ Hr(W,W′;Zp)
ρ̄∗

−→ Hr(W,W′;Zp)

y además el homomorfismo j∗ : Hr(W,W′∪F;Zp) → Hr(W,W′;Zp) es inyectivo.

Teorema 1.4.2. Si (W,W′,t) es regular en dimensión r, entonces es casi regular en di-
mensión r.

Demostración. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Hr(W,W′;Zp) Hr(W,W′∪F;Zp) ρ̄Hr(W,W′∪F;Zp)

Hr(W,W′;Zp) Hr(W,W′∪F;Zp)

Hr(W,W′;Zp)

ρ∗0

ρ∗

βρ̄

j∗ αρ

ρ∗0

ρ̄∗
j∗
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Sea a ∈ ker βρ̄, entonces a ∈ Hr(W,W′∪F;Zp) y como ρ̄∗ j∗(a)= j∗αρβρ̄(a)= 0 se sigue
que j∗(a) ∈ ker ρ̄∗ y por hipótesis existe b ∈ Hr(W,W′;Zp) tal que j∗(a) = ρ∗(b). Luego
j∗(a− ρ∗0(b)) = j∗(a) − j∗ρ∗0(b) = ρ

∗(b) − ρ∗(b) = 0 y como j∗ es inyectivo se sigue que
a = ρ∗0(b). �

Denotemos por ρNr(W,W′∪F;Zp) al kernel del homomorfismo αρ̄ : ρHr(W,W′∪F;Zp)→

Hr(W,W′∪F;Zp). Entonces

Teorema 1.4.3. Si (W,W′,t) es casi regular en dimensión r, se cumple que

ρ̄Nr+1(W,W′∪F;Zp) = γρρNr(W,W′∪F;Zp)+ϑρi∗Hr(W,W′;Zp)

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama, cuyo triángulo de la izquierda es
conmutativo pero el cuadrado anticonmutativo por el Lema 1.2.15:

Hr(W,W′∪F;Zp) ρHr(W,W′∪F;Zp) ρ̄Hr+1(W,W′∪F;Zp)

ρ̄Hr(W,W′∪F;Zp) Hr(W,W′;Zp) Hr(W′∪F,W′;Zp)

βρ̄

αρ̄ γρ

i∗

κρ
ρ∗0

ϑρ

Sea a ∈ ρ̄Nr+1(W,W′∪F;Zp) entonces a = γρ(b) para algún b ∈ ρHr(W,W′∪F;Zp), lue-
go como βρ̄(αρ̄b) = 0 existe c ∈ Hr(W,W′;Zp) tal que αρ̄(b) = ρ∗0(c). Sea d = b− κρ(c),
entonces

αρ̄(d) = αρ̄(b)−αρ̄κρ(c) = αρ̄(b)− ρ∗0(c) = 0

así que d ∈ ρNr(W,W′∪F;Zp). Por otra parte

a = γρ(b) = γρ(d+ κρ(c)) = γρ(d)+γρ(κρ(c)) = γρ(d)−ϑρi∗(c)

y por tanto ρ̄Nr+1(W,W′∪F;Zp) ⊂ γρρNr(W,W′∪F;Zp)+ϑρi∗Hr(W,W′;Zp).
Finalmente la inclusión γρρNr(W,W′ ∪ F;Zp) + ϑρi∗Hr(W,W′;Zp) ⊂ ρ̄Nr+1(W,W′ ∪

F;Zp) es evidente por el Teorema 1.1.2 y la anticonmutatividad del cuadrado del dia-
grama. �

Teorema 1.4.4. Si (W,W′,t) es regular en dimensión r, entonces se cumple que

ρ̄Nr+1(W,W′∪F;Zp) = γρρNr(W,W′∪F;Zp) ⊕ ϑρi∗Hr(W,W′;Zp)

y además γρ : ρNr(W,W′∪F;Zp) → ρ̄Nr+1(W,W′∪F;Zp) es inyectivo.
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1.4. Regularidad y casi-regularidad

Demostración. Es suficiente probar que γρ(a)+ ϑρi∗(b) = 0 implica que a = 0 cuando
a ∈ ρNr(W,W′∪F;Zp) y b ∈ Hr(W,W′;Zp).

Como γρ(a − κρ(b)) = γρ(a) − γρκρ(b) = γρ(a)+ ϑρi∗(b) = 0 existe un elemento c ∈
Hr(W,W′∪F;Zp) tal que a− κρ(b) = βρ(c). Además, como αρ̄(a) = 0, se tiene que

ρ∗(c) = αρ̄(βρ(c)) = αρ̄(a− κρ(b)) = −αρ̄(κρ(b)) = −ρ∗0 (b)

Entonces ρ∗(b+ j∗(c)) = j∗ρ∗0(b)+ j∗ρ∗(c) = j∗(ρ∗0(b)+ ρ
∗(c)) = j∗(ρ0

∗(b) − ρ0
∗(b)) = 0.

Luego, por hipótesis existe un d ∈ Hr(W,W′;Zp) tal que b+ j∗(c) = ρ̄∗(d). Entonces a−
κρ(ρ̄(d) − j∗(c)) = βρ(c) y como κρ ρ̄

∗ = 0 y κρ j∗ = βρ por el Lema 1.2.16 se sigue que
a = 0. �

Teorema 1.4.5. Si (W,W′,t) es casi regular en dimensión r, entonces tenemos que

ρHr(W,W′∪F;Zp) = ρNr(W,W′∪F;Zp)+ κρHr(W,W′;Zp).

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

ρHr(W,W′∪F;Zp) Hr(W,W′∪F;Zp) ρ̄Hr(W,W′∪F;Zp)

Hr(W,W′;Zp)

αρ̄ βρ̄

κρ ρ∗0

Sea a ∈ ρHr(W,W′∪F;Zp). Entonces, como βρ̄αρ̄(a)= 0, existe por hipótesis un elemento
b ∈ Hr(W,W′;Zp) tal que αρ̄(a) = ρ∗0(b). Sea c = a− κρ(b), se tiene entonces

αρ̄(c) = αρ̄(a)−αρ̄κρ(b) = αρ̄(a)− ρ∗0(b) = 0.

Por tanto c ∈ ρNr(W,W′∪F;Zp) y entonces a = c+ κρ(b) como se deseaba.
�
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2 | Cohomología de productos cíclicos

En este capítulo se desarrolla la teoría expuesta en el capítulo 1 cuando t es la transfor-
mación dada por t(x1,x2, . . . ,xp) = (x2,x3, . . . ,xp,x1) en Kp. Esta transformación verifica
la propiedad de casi regularidad, sección 2.2, lo que permite dar una descomposición del
kernel de π∗, sección 2.4, y dar una descripción completa del anillo de cohomología, y
como módulo sobre el álgebra de Steenrod, para productos cíclicos en la sección 2.5.

2.1. Productos cartesianos y productos cíclicos

Sea K un complejo simplicial finito, denotemos por X(p)(K) al p-ésimo producto car-
tesiano de K y supongamos que K tiene un orden local simple. Entonces X(p)(K) es un
complejo simplicial considerando que:

Sus vértices son los puntos a = (a1,a2, . . . ,ap) donde ai ∈ K para todo i = 1, . . . ,p.

Un conjunto de (n+1)-vértices ai = (ai
1,a

i
2, . . . ,a

i
p) de X(p)(K) forman un n-simplejo

si
a0

j ,a
1
j , . . . ,a

n
j

están contenidos en un simplejo de K y además a0
j ≤ a1

j ≤ · · · ≤ an
j respecto al orden

en K . Esto induce un orden entre los vértices de X(p)(K); a0 < a1 < · · · < an.

Sea t :X(p)(K)→X(p)(K) la función dada por t(x1,x2, . . . ,xp)= (x2, . . . ,xp,x1). Es claro que
t es una transformación periódica de periodo p. Más aún, se verifica directamente de la
definición de t y X(p)(X) que

t es simplicial,

Si t(σ) = σ, entonces t |σ = 1σ y

t preserva el orden definido en X(p)(K).
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2.1. Productos cartesianos y productos cíclicos

Es decir t satisface las condiciones supuestas en el Capítulo 1 y por tanto podemos aplicar
la teoría desarrollada considerando W = X(p)(K), W′ = ∅, F =D(p)(K) := {(x,x, . . . ,x) | x ∈
K}. El espacio de órbitas bajo la acción de t, O(X(p)(K),t) es el p-ésimo producto cíclico
de K , denotado porB(p)(K). Además denotemos por d a la imagen de F bajo la proyección
π : X(p)(K) → B(p)(K), entonces π :D(p)(K) → d(p)(K) es un homeomorfismo. En lo que
sigue consideraremos un primo fijo por lo que omitiremos el subíndice (p).

Sea d : K→ X(K) la función diagonal. Sea d∗ : Hr(X(K);G) → Hr(K;G) el homomor-
fismo inducido por d. Entonces para cada a ∈ Hr(K;G) y 1 ∈ H0(K;Z) se tiene

d∗(a×1× · · · ×1) = a ^ 1^ · · ·^ 1 = a

En particular d∗ es sobre. Denotemos por d∗0 : K →D(K) a la función d restringida a su
imagen, entonces d0 es un homeomorfismo y d∗0 : Hr(D(K),G)→ Hr(K;G) es un isomor-
fismo. Luego, por conmutatividad del diagrama,

Hr(X(K);G) Hr(D(K);G)

Hr(K;G)

i∗

d∗ d∗0

≈

se sigue que i∗ es sobre. Entonces por la sucesión exacta del par (X(K),D(K)) se obtiene
el siguiente Teorema

Teorema 2.1.1. La sucesión

0 −→ Hr(X(K),D(K);G)
j∗
−→ Hr(X(K);G)

i∗
−→ Hr(D(K);G) −→ 0

es exacta. Más aún, d∗0 i∗ = d∗ y d∗0 : Hr(D(K);G) ≈ Hr(K;G).

Sea G un campo y seaΩ∗(K;G) una base homogenea para el espacio vectorial H∗(K;G).
Luego el producto cruz:

b1× b2× · · · × bp
(
b j ∈ Ω

∗(K;G)
)

es un elemento de H∗(X(K);G). Más aún, el Teorema de Künneth en cohomología con
coeficientes en un campo establece que existe un isomorfismo:⊕

q1+···+qp=r

p⊗
i=1

Hqi (X;G) −→ Hr(X p;G).
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Cohomología de productos cíclicos

Por tanto, una base para Hr(X(K);G), cuando G es un campo, como lo supondremos en
el resto del capítulo, está dada por:

Br(Ω∗(K;G)) =
{
b1× b2× · · · × bp

���b j ∈ Ω
∗(K;G);

∑p
j=1 qi = r

}
donde dim b j = q j . De esta base es conveniente distinguir los términos “diagonales” de
los que no son. Para esto definamos

B′′r(Ω∗(K;G)) = {b× b× · · · × b | b ∈ Ω∗(K;G); pq = r }

donde dim b = q. Y sea

B′r(Ω∗(K;G)) = Br(Ω∗(K;G))−B′′r(Ω∗(K;G)).

Finalmente, denotemos por V ′r(Ω∗(K;G)) y V ′′r(Ω∗(K;G)) a los subespacios vectoriales
generados por B′r(Ω∗(K;G)) y B′′r(Ω∗(K;G)) respectivamente.

Como consecuencia de la conmutatividad graduada del producto cruz en cohomología
se tiene que, para el homomorfismo t∗ : Hr(X;G) → Hr(X;G) inducido por t,

t∗(b1× b2× · · · × bp) = (−1)q1(q2+···+qp)(b2× b3× · · · × bp× b1)

y por tanto los subespacios vectoriales V ′r(Ω∗(K;G)) y V ′′r(Ω∗(k;G)) son t∗-invariantes.
Definamos la siguiente relación entre los elementos de B′r(Ω∗(K;G)):

u ∼ v si y solo si existe algún i ∈ {0, . . . ,p−1} tal que v = ±t∗i(u)

Es claro que ∼ es una relación de equivalencia sobre B′r(Ω∗(K;G)). Sea B′t
r(Ω∗(K;G))

un conjunto de representantes de B′r(Ω∗(K;G))/∼ . Dado que p es primo, el conjunto
B′t

r(Ω∗(K;G)) satisface:{
t∗ j(w)

��w ∈ B′t
r(Ω∗(K;G)), 0 ≤ j < p−1

}
es una base para V ′r(Ω∗(K;G)),

Todo elemento de B′t
r(Ω∗(K;G)) es de la forma ±w donde w ∈ B′r(Ω∗(K;G)).

Es obvio que ρ̄∗ρ∗ = 0 y más aún el siguiente teorema establece que, salvo un elemento
diagonal, el kernel de ρ̄∗ es la imagen de ρ∗.

Teorema 2.1.2. Sea G un campo, y sea a ∈ Hr(X(K);G) tal que ρ̄∗a = 0. Entonces existen
x, y ∈ Hr(X(K);G) tales que a = ρ∗x + y, donde y es combinación lineal de elementos
diagonales para una base de H∗(K;G). Si r no es divisible por p, no existe tal elemento
diagonal.
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2.1. Productos cartesianos y productos cíclicos

Demostración. Como a ∈ Hr(X(K);G), entonces a = a′+ a′′ donde a′ ∈ V ′r(Ω∗(K;G)) y
a′′ ∈ V ′′r(Ω∗(K;G)). Luego como ρ̄∗(a) = 0 entonces ρ̄∗a′ = 0 y ρ̄∗a′′ = 0. En particular
el elemento a′ se puede escribir como

a′ =
p−1∑
i=0

∑
b∈B′t

r (Ω∗(K;G))
ci

bt∗i(b)
(
ci

b ∈ G
)

porque
{
t∗ j(w)

��w ∈ B′t
r(Ω∗(K;G)), 0 ≤ j < p−1

}
es una base para V ′r(Ω∗(K;G)).

Caso 1: ρ̄ = τ. Entonces τa′ = (1− t∗)a′, esto es,

τa′ =
p−1∑
i=0

∑
b∈B′t

r (Ω∗(K;G))
ci

bt∗i(b) −
p−1∑
i=0

∑
b∈B′t

r (Ω∗(K;G))
ci

bt∗i+1
(b) = 0.

Entonces para todo b ∈ B′t
r(Ω∗(K;G)): ci

bt∗i+1(b) = ci+1
b t∗i+1(b) implica que c0

b =

c1
b = · · · = cp−1

b . Luego, sea

u =
∑

b∈B′t
r (Ω∗(K;G))

c0
bb.

Entonces es claro que σu = a′.

Caso 2: ρ̄ = σ. Entonces σa′ =
∑p−1

j=0 t∗ ja′ y esto es,

p−1∑
j=0

p−1∑
i=0

∑
b∈B′t

r (Ω∗(K;G))
ci

bt∗ j t∗i(b) =
p−1∑
j=0

p−1∑
i=0

∑
b∈B′t

r (Ω∗(K;G))
ci

bt∗ j+i
(b) = 0.

Entonces para todo b ∈ B′t
r : c0

bb+ c1
bb+ · · ·+ cp−1

b b = 0 y como b , 0 se tiene que
c0

b + c1
b + · · ·+ cp−1

b = 0. Luego,

u =
p−1∑
i=0

∑
b∈B′t

r (Ω∗(K;G))

©­«
i∑

j=0
c j

b
ª®¬ t∗i(b)
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Cohomología de productos cíclicos

satisface que

τu = (1− t∗)u =
p−1∑
i=0

∑
b∈B′t

r (Ω∗(K;G))

©­«
i∑

j=0
c j

b
ª®¬ t∗i(b)− ©­«

i∑
j=0

c j
b
ª®¬ t∗i+1

(b)


=

p−1∑
i=0

∑
b∈B′t

r (Ω∗(K;G))

©­«
i∑

j=0
c j

b−

i−1∑
j=0

c j
b
ª®¬ t∗i(b)


=

p−1∑
i=0

∑
b∈B′t

r (Ω∗(K;G))
ci

bt∗i(b).

Esto es, τu = a′.

Por tanto en cualquier caso a = ρ∗x + a′′. Además es claro que si r no es divisible por p,
entonces B′′t

r(Ω∗(K;G)) = ∅ y por tanto no existe el elemento diagonal a′′. �

Corolario 2.1.3. Sea G un campo y supongamos que r no es divisible por p. Entonces la
sucesión

Hr(X(K);G)
ρ∗

−→ Hr(X(K);G)
ρ̄∗

−→ Hr(X(K);G)

es exacta.

2.2. (X(K), t) es casi regular
Abreviemos (X(K),∅,t) por (X(K),t), el objetivo de esta sección es demostrar que (X(K),t)

es casi regular en toda dimensión, lo que nos permitirá dar una descripción explicita del
kernel del homomorfismo π.

Teorema 2.2.1. (X(K),t) es regular en dimensión r no divisible por p.

Demostración. Es consecuencia inmediata del Teorema 2.1.1 y el Corolario 2.1.3. �

Lema 2.2.2. Sea a ∈ Hpq(X(K),D(K);Zp) tal que βρ̄a = 0 y j∗a es combinación lineal de
elementos diagonales para una base de H∗(K;Zp). Entonces a = 0.

Demostración. Sea n = dim(K).
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2.2. (X(K), t) es casi regular

Caso 1: q = n. Consideremos el siguiente diagrama

ρHpn(X(K),D(K);Zp)

Hpn(X(K),D(K);Zp) Hpn(X(K),D(K);Zp)

Hpn(X(K),Zp) Hpn(X(K);Zp) ρ̄Hpn(X(K),D(K);Zp)

αρ̄

ρ∗

βρ

j∗
j∗ βρ̄

ρ∗

Como βρ̄(a) = 0, por la sucesión exacta de Richardson-Smith, existe un elemento b ∈
ρHpn(X(K),D(K);Zp) tal que αρ̄(b) = a y como el homomorfismo

γρ : ρHpn(X(K),D(K);Zp) → ρ−1Hpn+1(X(K),D(K);Zp)

es trivial, existe un elemento c ∈ Hpn(X(K),D(K);Zp) tal que βρ(c) = b. Luego por con-
mutatividad ρ∗(c) = a.

Sea j∗(c) = c′+ c′′ donde c′ ∈ V ′(Ω∗(K;Zp)) y c′′ ∈ V ′′(Ω∗(K;Zp)). Entonces

j∗(a) = j∗ρ∗(c)

= ρ∗ j∗(c)

= ρ∗(c′)+ ρ∗(c′′)

= ρ∗(c′)

porque ρ∗(c) es o bien cero (cuando ρ = τ), o bien pc (cuando ρ = σ), en cualquier
caso el resultado es cero módulo p. Entonces j∗(a) ∈ V ′(Ω∗(K;Zp)) pero también j∗(a) ∈
V ′′(Ω∗(K;Zp)) por hipótesis, así que j∗(a) ∈ V ′(Ω∗(K;Zp)) ∩V ′′(Ω∗(K;Zp)) implica que
j∗(a) = 0 y como j∗ es un homomorfismo inyectivo, a = 0.

Caso 2: q < n. Denotemos por Kq al q-esqueleto de K , sea g : Kq ↪→ K la inclusión y
G = g×g× · · · ×g (p veces g). Sea Ω∗(K;Zp) una base de H∗(K;Zp). Como el homomor-
fismo inducido g∗ : Hq(K;Zp) → Hq(Kq;Zp) es inyectivo, existe una base Ω∗(Kq;Zp) de
H∗(Kq;Zp) que contiene a todos los elementos g∗(b) tal que b ∈ Ω∗(K;Zp) y dim b = q.
Luego, es claro que G∗

(
V ′′pq(Ω∗(K;Zp))

)
⊂ V ′′pq(Ω∗(Kq;Zp)).

Veamos que G∗ : V ′′pq(Ω∗(Kq;Zp))→V ′′pq(Ω∗(K;Zp)) es un homomorfismo inyectivo.
Considérese el monomorfismo

ξ : V ′′pq(Ω∗(K;Zp)) −→
⊗

p Hq(K;Zp)

b× · · · × b 7−→ b⊗ b⊗ · · · ⊗ b
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y denotemos también por ξ al monomorfismo correspondiente para el esqueleto Kq. En-
tonces el siguiente diagrama conmuta

V ′′pq(Ω∗(K;Zp))
⊗

p Hq(K;Zp)

V ′′pq(Ω∗(Kq;Zp))
⊗

p Hq(Kq;Zp)

ξ

G∗
⊗

p g
∗

ξ

Además, como g∗ es un homomorfismo inyectivo, también lo es
⊗

p g
∗ y por tanto G∗ es

inyectivo.
Luego, en el diagrama

Hpq(X(K);Zp) Hpq(X(K),D(K);Zp) ρ̄Hpq(X(K),D(K);Zp)

Hpq(X(Kq);Zp) Hpq(X(Kq),D(Kq),Zp) ρ̄Hpq(X(Kq),D(Kq),Zp)

G∗

j∗ βρ̄

G∗ G∗

j∗ βρ̄

se tiene que βρ̄(a) = 0 por hipótesis y entonces βρ̄G∗(a) =G∗βρ̄(a) = 0 y como j∗G∗(a) =
G∗ j∗(a) ∈ V ′′pq(Ω∗(Kq;Zp)) se puede aplicar el caso anterior a G∗(a) de donde se sigue
que G∗(a)= 0. Entonces G∗ j∗(a)= j∗G∗(a)= 0 y como G∗ es un homomorfismo inyectivo
en V ′′pq(Ω∗(K;Zp)) y j∗(a) ∈ V ′′pq(Ω∗(K;Zp)), se sigue que j∗a = 0 y por tanto a = 0. �

Teorema 2.2.3. (X(K),t) es casi regular en dimensión r = pq (divisible por p).

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

Hpq(X(K);Zp) Hpq(X(K),D(K);Zp) ρ̄Hpq(X(K),D(K);Zp)

Hpq(X(K);Zp) Hpq(X(K),D(K);Zp)

Hpq(X(K);Zp)

ρ∗0

ρ∗

βρ̄

j∗ ρ̄∗
αρ

ρ̄∗ j∗

Sea a ∈ Hpq(X(K),D(K),Zp) tal que βρ̄(a) = 0. Entonces ρ̄∗ j∗(a) = j∗ ρ̄∗(a) = j∗αρβρ̄(a) =
0, así que existe un par de elementos x, y ∈ Hpq(X(K);Zp) tales que j∗(a) = ρ∗(x)+ y
donde y es una combinación lineal de elementos diagonales de una base para H∗(K;Zp),
por el Teorema 2.1.2. Entonces j∗(a) = j∗ρ∗0 (x)+ y, y por tanto j∗(a− ρ∗0 (x)) = y. Luego,
βρ̄(a − ρ∗0 (x)) = βρ̄(a) − βρ̄ρ

∗
0 (x) = 0 y por el Lema 2.2.2 a − ρ∗0 (x) = 0 y por tanto a =

ρ∗0 (x). �
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2.3. Los homomorfismos Γρs

Finalmente, uniendo los Teoremas 2.2.1 y 2.2.3 se sigue la casi regularidad de (X(K),t):

Teorema 2.2.4. (X(K),t) es casi regular en toda dimensión.

2.3. Los homomorfismos Γρs

Definición 2.3.1. Sea Γρs la composición Γρs d∗0
−1, esto es

Hq(K;Zp) Hq(D(K);Zp)

ρ̄Hq+s(X(K),D(K);Zp)

d∗0
−1

Γ
ρ
s

Γ
ρ
s

El objetivo de esta sección es probar que los homomorfismos

Γ
ρ
s : Hq(K;Zp) → ρ̄Hq+s(X(K),D(K);Zp)

son inyectivos para 1 ≤ s ≤ (p−1)q, Teorema 2.3.7.
En la Sección 2.2 se probó que (X,t) es casi regular en toda dimensión, así que por el

Teorema 1.4.3

ρ̄Nr+1(X(K),D(K),Zp) = γρρNr(X(K),D(K);Zp)+ϑρi∗Hr(X(K);Zp)

donde ρNr(X(K),D(K);Zp) es el kernel de αρ̄ : ρHr(X(K),D(K);Zp) −→Hr(X(K),D(K);Zp).

Lema 2.3.2. Para todo r

ρ̄Nr+1(X(K),D(K),Zp) = γρρNr(X(K),D(K),Zp)+Γ
ρ
1 Hr(K;Zp).

Demostración. Es suficiente ver que Γρ1 Hr(K;Zp)= ϑρi∗(X(K);Zp), por el Teorema 1.4.3.
Consideremos el siguiente diagrama

Hr(K;Zp) ρ̄Hr+1(X(K),D(K);Zp)

Hr(D(K);Zp)

Hr(X(K);G)

Γ
ρ
1

d∗0
−1

Γ
ρ
1

i∗

Como i∗ y d∗0
−1 son sobreyectivos, Teorema 2.1.1, i∗(Hr(X(K);G)) = d∗0

−1(Hr(K;Zp)) y
por definición Γρ1 =

(
γργρ̄

)0
ϑρ = ϑρ. Por tanto Γρ1 Hr(K;Zp) = ϑρi∗(X(K);Zp). �
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Sea Sn la n-esfera. Recordemos que sus grupos de cohomología son:

Hq(Sn;Zp) =

{
Zp si q = 0, n,
0 en otro caso.

Observación 2.3.3. Γρs H0(Sn;Zp) = 0.
Porque el generador de H0(X(K);G) está dado por 1×· · ·×1 donde 1 es el generador de

H0(K;Zp). Entonces ρ(1×· · ·×1) está representado por un cociclo cargado por la diagonal
y por tanto κρ(1× · · · ×1) = 0. Luego, por el Lema 1.2.16 se tiene que ϑρi∗(1× · · · ×1) =
−γρκρ(1× · · · ×1) = 0. De esta forma Γρ1 (H

0(K;Zp)) = 0 y aplicando alternadamente γρ̄ y
γρ a Γρ1 (H

0(K;Zp)) se tiene que Γρs H0(Sn;Zp) = 0.

Lema 2.3.4.
ρNnp(X(Sn),D(Sn);Zp) = Γ

ρ̄
n(p−1)H

n(Sn;Zp).

Demostración. Veamos primero que ρNn(X(Sn),D(Sn);Zp)= 0. Aplicando sucesivamente
el Lema 2.3.2 y usando los valores de los grupos de cohomología de Sn tenemos:

ρNn(X(K),D(Sn);Zp) = γρ̄ ρ̄Nn−1(X(Sn),D(Sn);Zp) pues Hn−1(Sn;Zp) = 0
= γρ̄γρρNn−2(X(Sn),D(Sn);Zp) pues Hn−2(Sn;Zp) = 0

...

= γρ̄γρ · · ·γρ′︸       ︷︷       ︸
n−1 γ’s

ρ′N1(X(Sn),D(Sn);Zp) ρ′ es ρ o ρ̄ dependiendo de n

= γρ̄γρ · · ·γρ′
(
γρ̄′ ρ̄

′N0(X(Sn),D(Sn);Zp)

)
pues Γ ρ̄

′

1 H0(Sn;Zp) = 0

como H0(X(Sn),D(Sn);Zp) = 0, por la sucesión exacta del par, el inicio de la sucesión
exacta larga de Richardson-Smith es:

0
γρ′
−→ ρ̄′H0(X(Sn),D(Sn);Zp)

αρ′
−→ H0(X(Sn),D(Sn);Zp) −→ 0

de modo que ρ̄′H0(X(Sn),D(Sn);Zp) = 0 y por tanto ρ̄′N0(X(Sn),D(Sn);Zp) = 0. Finalmen-
te esto implica que

ρNn(X(K),D(Sn);Zp) = γρ̄γρ · · ·γρ′
(
γρ̄′ ρ̄

′N0(X(Sn),D(Sn);Zp)

)
= 0.

Veamos ahora que ρNnp(X(Sn),D(Sn);Zp) = Γ
ρ̄
n(p−1)H

n(Sn;Zp).
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Como Hnp−r(Sn;Zp) = 0 para todo r ≤ np− (n+ 1) podemos aplicar sucesivamente el
Lema 2.3.2:

ρNnp(X(Sn),D(Sn);Zp) = γρ̄ ρ̄Nnp−1(X(Sn),D(Sn);Zp)

= γρ̄γρρNnp−2(X(Sn),D(Sn);Zp)

= γρ̄γργρ̄ ρ̄Nnp−3(X(Sn),D(Sn);Zp)

=
...

= γρ̄γρ · · ·γργρ̄︸          ︷︷          ︸
n(p−1)−1 γ’s

(
γρρNn(X(Sn),D(Sn);Zp)+Γ

ρ
1 Hn(Sn;Zp)

)
= γρ̄γρ · · ·γργρ̄︸          ︷︷          ︸

n(p−1)−1 γ’s

Γ
ρ
1 Hn(Sn;Zp) pues ρNn(X(Sn),D(Sn);Zp) = 0

= Γ
ρ̄
n(p−1)H

n(Sn;Zp).

�

Lema 2.3.5. ρHnp(X(Sn),D(Sn);Zp) = ρNnp(X(Sn),D(Sn);Zp) = κρHnp(X(Sn);Zp) ≈ Zp

y además κρ es un isomorfismo.

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

ρHnp(X(Sn),D(Sn);Zp) Hnp(X(Sn),D(Sn);Zp) ρ̄Hnp(X(Sn),D(Sn);Zp)

Hnp(X(Sn),D(Sn);Zp) Hnp(X(Sn);Zp) Hnp(X(Sn);Zp)

αρ̄ βρ̄

j∗

j∗

βρ

ρ∗

ρ∗0κρ

Como ρHnp+1(X(Sn),D(Sn);Zp) = ρ̄Hnp+1(X(Sn),D(Sn);Zp) = 0 se tiene que βρ y βρ̄ son
sobreyectivos por la sucesión de Richardson-Smith. Sea en el generador de Hn(Sn;Zp),
entonces Hnp(X(Sn);Zp) ≈ Zp está generado por en × en × · · · × en. Además, como t∗(en ×

en× · · · × en) = en× en× · · · × en, se tiene que ρ∗(en× en× · · · × en) = 0. Entonces j∗ρ∗0 = ρ
∗

es trivial y entonces, por el Teorema 2.1.1, αρ̄κρ = ρ∗0 es trivial. Pero, como βρ = κρ j∗ es
sobreyectivo, también lo es κρ. Por tanto αρ̄ es trivial y βρ̄ es inyectivo. Finalmente, como
βρ̄ es sobreyectivo por la sucesión de Richardson-Smith, βρ̄ es un isomorfismo y también
κρ, en vista de que j∗ es isomorfismo. �

Teorema 2.3.6. Existe un entero módulo p, χρ,n . 0 tal que

κρ(en× en× · · · × en) = χρ,nΓ
ρ̄
n(p−1)(en).

38



Cohomología de productos cíclicos

Demostración. Por el Lema 2.3.5, κρ(en × en × · · · × en) ∈ ρNnp(X(K),D(K);Zp) y por el
Lema 2.3.4 Γ ρ̄n(p−1)(en) es el generador de ρNnp(X(K),D(K);Zp). Por tanto κρ(en × en ×

· · · × en) = χρ,nΓ
ρ̄
n(p−1)(en) para algún χρ,n . 0 mód p. �

Teorema 2.3.7. El homomorfismo Γρs : Hq(K;Zp) −→ ρ̄Hq+s(X(K),D(K);Zp) es inyectivo,
para 1 ≤ s ≤ (p−1)q.

Demostración. Es suficiente probar que Γ ρ̄q(p−1) : Hq(K;Zp) −→ ρHpq(X(K),D(K);Zp) es

inyectivo. Sea a ∈ Hq(K;Zp) tal que Γ ρ̄q(p−1)(a) = 0. Supongamos, para llegar a una con-
tradicción que a , 0.
Caso 1: q = dim K = n. Por representabilidad de Brown y el hecho de que el n-esqueleto
de K(Z,n) es Sn, existe una función f : K→ Sn tal que f ∗(en) = a. Sea F : X(K) → X(Sn)

definida por F = f × f × · · · × f . Como f ∗d∗0 = d∗0 F∗ se sigue por el Teorema 2.3.6 y la
naturalidad de γρ, ϑρ y κρ que:

Γ
ρ̄
n(p−1)(a) = Γ

ρ̄
n(p−1)( f

∗en)

= F∗Γ ρ̄n(p−1)(en) porque d∗0
−1 f ∗ = F∗d∗0

−1

= χ−1
ρ,nF∗κρ(en× en · · · × en) por el Teorema 2.3.6

= χ−1
ρ,nκρF∗(en× en× · · · × en) por naturalidad de κρ

= χ−1
ρ,nκρ(a× a× · · · × a).

Y por tanto κρ(a × a × · · · × a) = 0 por hipótesis. Luego, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

Hpn(X(K),D(K);Zp) Hpn(X(K);Zp) Hpn(D(K);Zp)

ρHpn(X(K),D(K);Zp)

j∗

βρ κρ

i∗

Por la sucesión exacta del par y el hecho de que Hpn(D(K),Zp) ≈ Hpn(K;Zp) = 0 se tiene
que j∗ es sobre, luego, existe un elemento b ∈ Hpn(X(K),D(K);Zp) tal que j∗(b) = a×a×
· · · × a y

βρ(b) = κρ j∗(b) = κρ(a× a× · · · × a) = 0.

Como existe una base de H∗(K;Zp) que contiene a a y j∗(b) es un elemento diagonal para
tal base, se sigue por el Lema 2.2.2 que b= 0, entonces a×a×· · ·×a = 0 y por tanto a = 0.
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Caso 2: q < n. Sea g : Kq ↪→K la inclusión del q-esqueleto y G :X(Kq)→X(K) la función
G = g×g× · · · ×g. Luego, por hipótesis:

Γ
ρ̄
q(p−1)(g

∗a) = G∗Γ ρ̄q(p−1)(a) = 0

y entonces por el caso 1, g∗a = 0. Y como g∗ : Hq(K;Zp) −→ Hq(Kq;Zp) es inyectivo se
sigue que a = 0. �

Definición 2.3.8. Definamos el homomorfismo

Es : Hq(K;Zp) −→ Hq+s(B(K),d(K);Zp) (s > 0)

como

E2α+1 = µ
αδ∗π∗−1d∗0

−1, E2α+2 = µ
ανδ∗π∗−1d∗0

−1
(para α ≥ 0).

Observación 2.3.9. Es = I∗−1
Γτs .

Verifiquemos primero la igualdad cuando s es impar:

E2α+1 = (I∗
−1γτγσ I∗)αδ∗π∗−1d∗0

−1

= I∗−1
(γτγσ)

αI∗δ∗π∗−1d∗0
−1

= I∗−1
(γτγσ)

αϑτπ
∗π∗−1d∗0

−1 por 1.2.17

= I∗−1
(γτγσ)

αϑτd∗0
−1

= I∗−1
Γ
τ
2α+1,

y en el caso par:

E2α+2 = (I∗
−1γτγσ I∗)ανδ∗π∗−1d∗0

−1

= I∗−1
(γτγσ)

αI∗νδ∗π∗−1d∗0
−1

= I∗−1
(γτγσ)

αI∗I∗−1γτψτ I∗δ∗π∗−1d∗0
−1 por definición de ν

= I∗−1
(γτγσ)

αγτψτϑτππ
∗−1d∗0

−1 por 1.2.17

= I∗−1
(γτγσ)

αγτψτϑd∗0
−1 por definición de ϑτ

= I∗−1
Γ
τ
2α+2 por el Lema 1.2.15.

Observación 2.3.10.

E2α+2 = νE2α+1 (α ≥ 0), Es+2α = µ
αEs (s > 0).
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Pues por el Teorema 1.2.6

E2α+2 = µ
ανδ∗π∗−1d∗0

−1
= νµαδ∗π∗−1d∗0

−1
= νE2α+1,

y por otra parte

Es+2α =

{
µs′−1+ανδ∗π∗−1d∗0

−1 = µαµs′−1νδ∗π∗−1d∗0
−1 = µαEs, si s = 2s′,

µα+s′δ∗π∗−1d∗0
−1 = µαµs′δ∗π∗−1d∗0

−1 = µαEs, si s = 2s′+1.

Teorema 2.3.11. El homomorfismo Es : Hq(K;Zp) −→ Hq+s(B(K),d(K);Zp) es inyectivo
para 1 ≤ s ≤ (p−1)q.

Demostración. Es consecuencia directa de la Observación 2.3.9 y los Teoremas 1.1.11 y
2.3.7 para ρ = τ. �
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2.4. El kernel de π∗

Lema 2.4.1. Si r no es divisible por p

ρ̄Nr+1(X(K),D(K);Zp) = γρρNr(X(K),D(K);Zp) ⊕ Γ
ρ
1 Hr(K;Zp).

Más aún γρ : ρNr(X(K),D(K);Zp) −→ ρ̄Nr+1(X(K),D(K);Zp) y Γρ1 son inyectivos.

Demostración. Por los Teoremas 1.4.4 y 2.3.7

ρNr+1(X(K),D(K);Zp) = γρ̄ ρ̄Nr(X(K),D(K);Zp) ⊕ Γ
ρ
1 Hr(X(K),D(K);Zp)

pues como se observó en la demostración del Lema 2.3.2, ϑρi∗ y Γ
ρ
1 tienen la misma

imagen, y γρ es inyectivo. Además por el Teorema 2.3.7, Γρ1 es inyectivo. �

Lema 2.4.2. Sea x ∈ Hq(K;Zp), entonces

κρ(x× x× · · · × x) ∈ ρN pq(X(K),D(K);Zp).

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

ρHnp(X(K),D(K);Zp) Hnp(X(K),D(K);Zp)

Hnp(X(K);Zp) Hnp(X(K);Zp)

αρ̄

j∗

κρ
ρ∗0

ρ∗

Entonces j∗αρ̄κρ(x× x× · · · × x) = j∗ρ∗0 (x× x× · · · × x)

= ρ∗(x× x× · · · × x)

= 0,

y como j∗ es inyectivo, αρ̄κρ(x× x× · · · × x) = 0. �

Lema 2.4.3. Si ρN pq(X(K),D(K);Zp) =
⊕pq−1

s=q Γ
ρ̄
pq−sHs(K;Zp) entonces la componente

en Γ ρ̄
(p−1)qHq(K;Zp) de κρ(x× x×· · ·× x) es χρ,qΓ

ρ̄
(p−1)q(x), donde χp,q es el entero módulo

p del Teorema 2.3.6.

Demostración. Sea g : Kq ↪→K la inclusión del q-esqueleto y G = g×g×· · ·×g. Entonces

G∗
(
κρ(x× x× · · · × x)

)
= κρ(g

∗x×g∗x× · · · ×g∗x)

= χρ,qΓ
ρ̄
(p−1)q(g

∗x).
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la última igualdad se cumple en vista del Teorema 2.3.6.

Por otra parte, si κρ(x× x× · · · × x) =
pq−1∑
s=q

Γ
ρ̄
pq−syρ,s con yρ,s ∈ Hs(K;Zp), entonces

G∗κρ(x× x× · · · × x) = G∗
(pq−1∑

s=q

Γ
ρ̄
pq−s(yρ,s)

)
=

pq−1∑
s=q

Γ
ρ̄
pq−s

(
g∗yρ,s

)
pero Hs(Kq;Zp) = 0 si s > q

= Γ
ρ̄
q(p−1)g

∗(yρ,q).

Por tanto se tiene que Γ ρ̄q(p−1)χp,qg
∗(x) = Γ ρ̄q(p−1)g

∗(yρ,q). Y como Γ ρ̄q(p−1) y g∗ son inyecti-
vos, χρ,q x = yρ,q. �

Teorema 2.4.4. ρ̄Nr(X(K),D(K);Zp) =

r−1⊕
s=

⌊
r+p−1

p

⌋ Γρr−sHs(K;Zp)

donde bxc denota la función parte entera.

Nótese que todos los homomorfismos Γρr−s en este rango son inyectivos por el Teorema
2.3.7. A esta descomposición directa de ρNr(X(K),D(K);Zp) se le llamará canónica.

Demostración. Inducción sobre r . Para todo r < 0 ambos términos son cero. Así que
supongamos que se cumple la igualdad para r ≤ r0 y probemos la igualdad para r = r0+1.
Caso 1: r0 no es divisible por p

Por el Lema 2.4.1 se tiene

ρ̄Nr0+1(X(K),D(K);Zp) = γρρNr0(X(K),D(K);Zp) ⊕ Γ
ρ
1 Hr0(K;Zp)

= γρ

©­­­«
r0−1⊕

s=
⌊
r0+p−1

p

⌋ Γ ρ̄r0−sHs(K;Zp)

ª®®®¬⊕ Γ
ρ
1 Hr0(K;Zp)

=

r0−1⊕
s=

⌊
r0+p−1

p

⌋ Γρr0−s+1Hs(K;Zp) ⊕ Γ
ρ
1 Hr0(K;Zp)

=

r0⊕
s=

⌊
r0+p
p

⌋ Γρr0−s+1Hs(K;Zp).

43



2.4. El kernel de π∗

Como γρ es inyectiva en ρNr0(X(K),D(K);Zp), por el Lema 2.4.1, se preserva la suma
directa en la tercera igualdad y la última igualdad se cumple porque p - r0 y entonces⌊

r0+ p
p

⌋
=

⌊
r0
p
+1

⌋
=

⌊
r0−1

p
+1

⌋
=

⌊
r0+ p−1

p

⌋
.

Caso 2: r0 = pq para algún entero q. Veamos entonces que se cumplen:

(I) ρ̄N pq+1(X(K),D(K);Zp) =

pq∑
s=q+1

Γ
ρ
pq−s+1Hs(K;Zp).

(II) La descomposición en (I) es directa.

(I) Por el Lema 2.3.2 y la hipótesis inductiva

ρ̄N pq+1(X(K),D(K);Zp) = γρρN pq(X(K),D(K);Zp)+Γ
ρ
1 Hpq(K;Zp)

= γρ

(pq−1∑
s=q

Γ
ρ̄
pq−sHs(K;Zp)

)
+Γ

ρ
1 Hpq(K;Zp)

=

pq∑
s=q

Γ
ρ
pq−s+1Hs(K;Zp).

Veamos que Γρ
(p−1)q+1Hq(K;Zp) ⊂

pq∑
s=q+1

Γ
ρ
pq−s+1Hs(K;Zp).

Por el Lema 2.4.2, para todo x ∈ Hq(K;Zp), κρ(x× x× · · ·× x) ∈ ρN pq(X(K),D(K);Zp).
Luego por el inducción, κρ(x× x×· · ·× x) ∈

⊕pq−1
s=q Γ

ρ̄
pq−sHs(K;Zp). Sean yρ,s ∈ Hs(K;Zp)

(s = q, q+1, . . . , pq−1) tales que κρ(x× x× · · · × x) =
∑pq−1

s=q Γ
ρ̄
pq−s(yρ,s).

Por el Lema 2.4.3
χρ,qΓ

ρ̄
(p−1)q(x) = Γ

ρ̄
(p−1)q(yρ,q)

y entonces

χρ,qΓ
ρ̄
(p−1)q(x) = κρ(x× x× · · · × x)−

pq−1∑
s=q+1

Γ
ρ̄
pq−s(yρ,s).

Aplicando γρ a ambos términos

χρ,qΓ
ρ
(p−1)q+1(x) = γρκρ(x× x× · · · × x)−

pq−1∑
s=q+1

Γ
ρ
pq−s+1(yρ,s).
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Por otra parte, por el Lema 1.2.16

γρκρ(x× x× · · · × x) = −ϑρi∗(x× x× · · · × x)

= −ϑρd∗0
−1d∗(x× x× · · · × x)

= −ϑρd∗0
−1
(x ^ x ^ · · ·^ x)

= −Γ
ρ
1 (x ^ x ^ · · ·^ x).

Entonces

χρ,qΓ
ρ
(p−1)q+1(x) = −

pq∑
s=q+1

Γ
ρ
pq−s+1(yρ,s), donde yρ,pq = x ^ x ^ · · ·^ x.

Por tanto Γρ
(p−1)q+1Hq(K;Zp) ⊂

pq∑
s=q+1

Γ
ρ
pq−s+1Hs(K;Zp).

(II) Supongamos que
pq∑

s=q+1
Γ
ρ
pq−s+1(as) = 0 donde as ∈ Hs(K;Zp).

Se tiene Γ
ρ
1 (apq) = ϑρd∗0

−1
(apq) por definición de Γρ1

= ϑρi∗(apq ×1× · · · ×1) porque d∗(apq ×1× · · · ×1) = apq

= −γρκρ(apq ×1× · · · ×1) por el Lema 1.2.16.

Entonces, por hipótesis, γρ
κρ(apq ×1× · · · ×1)−

pq−1∑
s=q+1

Γ
ρ̄
pq−s(as)

 = 0.

Luego, por la sucesión exacta de Richardson-Smith, existe bpq ∈ Hpq(X(K),D(K);Zp)

tal que

κρ(apq ×1× · · · ×1) = βρ(bpq)+

pq−1∑
s=q+1

Γ
ρ̄
pq−s(as). (A)

Aplicando j∗αρ̄ a ambos lados de (A)

j∗αρ̄κρ(apq ×1× · · · ×1) = j∗αρ̄βρ(bpq)+ j∗αρ̄
pq−1∑

s=q+1
Γ
ρ̄
pq−s(as)

j∗ρ∗0 (apq ×1× · · · ×1) = j∗ρ∗(bpq)+ j∗αρ̄γρ̄
©­«

pq−2∑
s=q+1

Γ
ρ
pq−s−1(as)

ª®¬+ j∗αρ̄ϑρ̄d∗0
−1
(apq−1)

ρ∗(apq ×1× · · · ×1) = ρ∗ j∗(bpq)

45



2.4. El kernel de π∗

porque αρ̄γρ̄ = 0 y j∗αρ̄ϑρ̄d∗0
−1 = η∗ j∗δ∗d∗0

−1 = 0 por las sucesiones exactas de Richardson-
Smith y del par respectivamente. Entonces ρ∗((apq × 1× · · · × 1) − j∗(bpq)) = 0 y por el
Teorema 2.1.2 existen x, y ∈ Hpq(X(K);Zp) tales que

(apq ×1× · · · ×1)− j∗(bpq) = ρ̄
∗(x)+ y

donde y es combinación lineal de elementos diagonales para una base de H∗(K;Zp). Apli-
cando κρ a la igualdad y reagrupando términos

κρ(y) = κρ(apq ×1× · · · ×1)− κρ j∗(bpq)− κρ ρ̄
∗(x)

= κρ(apq ×1× · · · ×1)− βρ(bpq) (B)

pues κρ ρ̄∗ = 0 y κρ j∗ = βρη∗ por el Lema 1.2.16.
Luego de (A) y (B)

κρ(y) =

pq−1∑
s=q+1

Γ
ρ̄
pq−s(as). (C)

Como y es combinación lineal de elementos diagonales, digamos y =
∑

j y j × y j × · · · ×

y j donde las y j varian sobre una base de H∗(K;Zp). Por el Lema 2.4.3 la componente
de κρ(y j × y j × · · · × y j) en Γ ρ̄

(p−1)qHq(K;Zp) es χρ,qΓ
ρ̄
(p−1)q(y j) (Aquí se usa la hipótesis

inductiva ρN pq(X(K),D(K);Zp) =
⊕pq−1

s=q Γ
ρ̄
pq−sHs(K;Zp)). Pero por (C),

κρ(y) =
∑

j

κρ(y j × · · · × y j) =
∑

j

χρ,qΓ
ρ
(p−1)q(y j) = 0

pero las y j corren sobre los elementos de una base de H∗(K;Zp) y, por tanto, los elementos
Γ
ρ
(p−1)q(y j) son linealmente independientes, pues Γ(p−1)q es inyectivo, así que y j = 0 para

todo j en la descomposición de y. Luego y = 0 y por (B)

κρ(apq ×1× · · · ×1) = βρ(bpq)

y por (A)
pq−1∑

s=q+1
Γ
ρ̄
pq−s(as) = 0

Entonces por hipótesis inductiva Γ ρ̄pq−s(as) = 0 para todo q+1 ≤ s ≤ pq−1 y esto implica
que también Γρ1 (apq) = 0. �
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Teorema 2.4.5. Para cada x ∈ Hq(K;Zp) existe un único sistema de (p− 1)q elementos
{yρ,s(x)} (s = q, q+1, . . . , pq−1) con yρ,s(x) ∈ Hs(K;Zp) tal que:

κρ(x× x× · · · × x) =
pq−1∑
s=q

Γ
ρ̄
pq−s(yρ,s(x)).

donde yρ,q(x) = χρ,q x y χρ,q es el entero módulo p del Teorema 2.3.6.

Demostración. Para todo x ∈ Hq(K;Zp), κρ(x× x× · · · × x) ∈ ρN pq(X(K),D(K);Zp) y por
el Teorema 2.4.4

ρN pq(X(K),D(K);Zp) =

pq−1⊕
s=q

Γ
ρ
pq−sHs(K;Zp).

Entonces

κρ(x× x× · · · × x) =
pq−1∑
s=q

Γ
ρ̄
pq−syρ,s(x).

Los elementos yρ,s(x) son únicos por la descomposición directa de ρN pq(X(K),D(K);Zp)

y además, por el Lema 2.4.3, yρ,s = χρ,s x. �

Teorema 2.4.6. Dado x ∈Hq(K;Zp), existe un único sistema de (p−1)q elementos {yρ,s(x)}
(s = q+1, q+2, . . . , pq) con yρ,s(x) ∈ Hs(K;Zp) que satisface la ecuación

pq∑
s=q

Γ
ρ
pq−s+1(yρ,s(x)) = 0,

donde yρ,q = χρ,q x. Más aún los yρ,s(x) coinciden con los del Teorema 2.4.5 y yρ,pq(x) =
x ^ x ^ · · ·^ x.

Demostración. Por el Teorema 2.4.5

κρ(x× x× · · · × x) =
pq−1∑
s=q

Γ
ρ̄
pq−s(yρ,s(x)).
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Aplicando γρ a ambos lados de la ecuación se obtiene

γρκρ(x× x× · · · × x) = γρ
pq−1∑
s=q

Γ
ρ̄
pq−s(yρ,s(x))

−ϑρi∗(x× x× · · · × x) =
pq−1∑
s=q

Γ
ρ
pq−s+1(yρ,s(x)) por Lema 1.2.16

−Γ
ρ
1 (x ^ x ^ · · ·^ x) =

pq−1∑
s=q

Γ
ρ
pq−s+1(yρ,s(x)).

Entonces
pq∑

s=q

Γ
ρ
pq−s+1(yρ,s(x)) = 0.

Luego, supongamos que {yρ,s(x)} y { ȳρ,s(x)} satisfacen la ecuación. Entonces

pq∑
s=q+1

Γ
ρ
pq−s+1

(
yρ,s(x)− ȳρ,s(x)

)
= 0.

Como
⌊

pq+1+p−1
p

⌋
= q + 1, esta suma es la descomposición canónica del elemento 0 ∈

ρ̄N pq+1(X(K),D(K);Zp) y por tanto yρ,s(x) − ȳρ,s(x) = 0 para q+ 1 ≤ s ≤ pq. Así que la
descomposición es única. �

Definición 2.4.7. Denotemos por Nr(B(K),d(K);Zp) el kernel del homomorfismo π∗ :
Hr(B(K),d(K);Zp) −→ Hr(X(K),D(K);Zp) inducido por π.

Como I∗ : Hr(B(K),d(K);Zp) ≈ τ−1Hr(X(K),D(K);Zp) y ατ I∗ = π∗ entonces kerπ =
kerατ I∗ ≈ kerατ. Por tanto I∗ : Nr(B(K),d(K);Zp) ≈ σNr(X(K),D(K);Zp).

Teorema 2.4.8. Nr(B(K),d(K);Zp) =

r−1⊕
s=

⌊
r+p−1

p

⌋ Er−sHs(K;Zp).

Demostración. Consecuencia inmediata del Teorema 2.4.4 para ρ = τ. �

En vista del Lema 1.2.12, los equivalentes para los Teoremas 2.4.5 y 2.4.6 para ρ = σ
y ρ = τ respectivamente son los siguientes:
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Teorema 2.4.9. Sea x ∈ Hq(K;Zp), entonces existe un único sistema de (p−1)q elementos
{yσ,s(x)} (s = q, q+1, . . . , pq−1) con yσ,s(x) ∈ Hs(K;Zp) tales que

φ∗0 (x× x× · · · × x) =
pq−1∑
s=q

Epq−s(yσ,s(x))

y se cumple que yσ,q(x) = χσ,q x.

Teorema 2.4.10. Sea x ∈ Hq(K;Zp), entonces existe un único sistema de (p−1)q elemen-
tos {yτ,s(x)} (s = q+1, q+2, . . . , pq) donde yτ,s ∈ Hs(K;Zp) que satisface la ecuación

pq∑
s=q

Epq−s+1(yτ,s(x)) = 0.

donde yτ,q(x) = χτ,q(x) y yτ,pq(x) = x ^ x ^ · · ·^ x.

2.5. Cohomología de p-productos cíclicos

Teorema 2.5.1. Para toda r,

Hr(B(K),d(K);Zp) = Nr(B(K),d(K);Zp) ⊕ φ
∗
0 (V
′r(Ω∗(K;Zp))).

El kernel de φ∗0 : V ′r(Ω∗(K;Zp)) −→ Hr(B(K),d(K);Zp) es τ∗V ′r(Ω∗(K;Zp)).

Demostración. Los Teoremas 2.4.8 y 2.4.9 implican que

φ∗0 (V
′′r(Ω∗(K;Zp))) ⊂ Nr(B(K),d(K);Zp). (A)

Por el Teorema 1.4.5 para ρ = σ se tiene

σHr(X(K),D(K);Zp) = σNr(X(K),D(K);Zp)+ κσHr(X(K);Zp)

y como I∗ : Nr(B(K),d(K);Zp) ≈ σNr(X(K),D(K);Zp), componiendo con I∗−1 se tiene

Hr(B(K),d(K);Zp) = Nr(B(K),d(K);Zp)+φ
∗
0 Hr(X(K),D(K);Zp)

= Nr(B(K),d(K);Zp)+φ
∗
0 (V
′r(Ω∗(K;Zp))) por (A).

Ahora probemos que la descomposición es directa. Supongamos que c+ φ∗0 (b) = 0 donde
c ∈ Nr(B(K),d(K);Zp) y b ∈ V ′r(Ω∗(K;Zp)). Consideremos el siguiente diagrama

σHr(X(K),D(K);Zp) Hr(X(K),D(K);Zp) τHr(X(K),D(K);Zp)

Hr(B(K),d(K);Zp) Hr(X(K);Zp) Hr(X(K);Zp)

ατ

j∗

βτ

I∗
κσ

φ∗0

σ∗

σ0
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Como ατ I∗(c) = π∗(c) = 0 se tiene que

σ∗(b) = j∗σ∗0 (b) = j∗ατκσ(b)

= j∗ατ I∗φ∗0 (b)

= − j∗ατ I∗(c) = 0.

Por el Teorema 2.1.2 existe un elemento d ∈ V ′r(Ω∗(K;Zp)) tal que b = τ∗(d), pues
b ∈ V ′r(Ω∗(K;Zp)) y los espacios V ′r(Ω∗(K;Zp)) y V ′′r(Ω∗(K;Zp)) son t-invariantes. En-
tonces c+φ∗0 (τ

∗d) = 0 pero, por el Lema 1.2.12, φ∗0τ
∗ = I∗−1κστ

∗ = 0 y por tanto c = 0.
Obsérvese que tomando c = 0 en el argumento anterior se concluye que

kerφ∗0
��
V ′r (Ω∗(K;Zp))

⊂ τ∗(V ′r(Ω∗(K;Zp))).

La otra contención es obvia. �

Sea G un campo. Sea Rr(X,A;G) el rango del grupo Hr(X,A;G). Entonces

Teorema 2.5.2. Rr(B(K),d(K);Zp)=


r−1∑

s=
⌊
r+p−1

p

⌋ Rs(K;Zp)

+
1
p

[
Rr(X(K);Zp)−Rr/p(K;Zp)

]
donde Rr/p(K;Zp) = 0 si p - r.

La unión del conjunto
{
Er−s(b)

��� ⌊ r+p−1
p

⌋
≤ s ≤ r −1, b ∈ Ω∗(K;Zp) y dim b = s

}
y el con-

junto
{
φ∗0 (w) |w ∈ B′t

r(Ω∗(K;Zp))
}

es una base para Hr(B(K),d(K);Zp).

Demostración. Por el Teorema 2.5.1

Hr(B(K),d(K);Zp) = Nr(B(K),d(K);Zp) ⊕ φ
∗
0 (V
′r(Ω∗(K;Zp)))

y por el Teorema 2.4.8

Nr(B(K),d(K);Zp) =

r−1⊕
s=

⌊
r+p−1

p

⌋ Er−sHs(K;Zp).

Claramente {Er−s(b) | b ∈ Ω∗(K;Zp) y dim b = s} es una base para Er−sHs(K;Zp) para⌊
r+p−1

p

⌋
≤ s ≤ r −1, pues los homomorfismos Er−s son inyectivos, además

{Er−s(b) | b ∈ Ω∗(K;Zp) y dim b = s} = Er−s{b ∈ Ω∗(K;Zp) | dim b = s}

y {b ∈ Ω∗(K;Zp) | dim b = s} es base para Hs(K;Zp). Luego,��{Er−s(b) | b ∈ Ω∗(K;Zp) y dim b = s}
�� = Rs(K;Zp).

50



Cohomología de productos cíclicos

Por otra parte
{
φ∗0 (w) |w ∈ B′t

r(Ω∗(K;Zp))
}

es un conjunto linealmente independiente en
φ∗0 (V

′r(Ω∗(K;Zp))), por el Teorema 2.5.1, y como φ∗0 es una transformación lineal

dimφ∗0 (V
′r(Ω∗(K;Zp))) = dim(V ′r(Ω∗(K;Zp)))−dim(τ∗V ′r(Ω∗(K;Zp)))

donde τ∗ : V ′r(Ω∗(K;Zp)) −→ V ′r(Ω∗(K;Zp)) también es lineal. Entonces

dimτ∗V ′r(Ω∗(K;Zp)) = dimV ′r(Ω∗(K;Zp))−dim(kerτ∗)

así que dimφ∗0 (V
′r(Ω∗(K;Zp))) = dimkerτ∗.

Veamos que kerτ∗ =
〈{

b+ t∗(b)+ · · ·+ t∗p−1(b) | b ∈ B′t
r(Ω∗(K;Zp))

}〉
Abreviemos B′t

r(Ω∗(K;Zp)) por B′t
r . Si u =

p−1∑
j=0

∑
b∈B′t

r

c j
bt∗ j
(b) ∈ kerτ∗ entonces

u− t∗u =
p−1∑
j=0

∑
b∈B′t

r

c j
bt∗ j
(b)−

p−1∑
j=0

∑
b∈B′t

r

c j
bt∗ j+1

(b) = 0.

esto implica que c1
b = c0

b, c2
b = c1

b, . . . , cp
b = cp−1

b y por tanto cp−1
b = cp−2

b = · · · = c1
b = c0

b, i.e.

u =
∑

b∈B′t
r

c0
b

p−1∑
j=0

t∗ j
(b).

Por tanto kerτ∗ ⊂
〈{

b+ t∗(b)+ · · ·+ t∗p−1(b) | b ∈ B′t
r(Ω∗(K;Zp))

}〉
, y la inclusión inversa

es obvia. Además {b+ t∗(b)+ · · ·+ t∗ j−1(b) | b ∈ B′t
r(Ω∗(K;Zp))} es linealmente indepen-

diente, pues ∑
b∈B′t

r

cb

p−1∑
j=0

t∗ j
(b) = 0 implica que cb = 0 ∀b ∈ B′t

r .

Por tanto dimφ∗0 (V
′r(Ω∗(K;Zp)))= |B′t

r(Ω∗(K;Zp))| y
{
φ∗0 (w) |w ∈ B′t

r(Ω∗(K;Zp))
}

es una
base para φ∗0 (V

′r(Ω∗(K;Zp))). Finalmente

|B′t
r
(Ω∗(K;Zp))| =

1
p
|B′r(Ω∗(K;Zp))|

donde B′r(Ω∗(K;Zp)) = Br(Ω∗(K;Zp))−B′′r(Ω∗(K;Zp)). Y como

|Br(Ω∗(K;G))| =
��{b1× b2× · · · × bp | b j ∈ Ω

∗(K;G),
p∑

j=1
q j = r, dim b j = q j}

��
= Rr(X(K);Zp)��B′′r(Ω∗(K;G))

�� = ��{b× b× · · · × b | b ∈ Ω∗(K;Zp), pq = r,dim b = q}
��

= Rr/p(K;Zp)
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se sigue que

|B′t
r
(Ω∗(K;Zp))| =

1
p

[
Rr(X(K);Zp)−Rr/p(K;Zp)

]
.

�

Observación 2.5.3. δ∗ : Hr−1(d(K);Zp) −→ Hr(B(K),d(K);Zp) es inyectivo para todo
r > 1.

Pues por el Teorema 2.3.11, E1 es inyectivo y E1 = δ
∗I∗−1d∗0 , entonces δ∗ es inyectivo

para todo r > 1.

Lema 2.5.4. La sucesión

0 −→ Hr−1(d(K);Zp)
δ∗

−→ Hr(B(K),d(K);Zp)
j∗
−→ Hr(B(K);Zp) −→ 0

es exacta para r > 1. Además j : H1(B(K),d(K);Zp) → H1(B(K);Zp) es isomorfismo.

Demostración. Es consecuencia inmediata de la observación anterior en la sucesión exac-
ta del par. �

Teorema 2.5.5. Sea r ≥ 1, entonces

Rr(B(K);Zp) =

r−2∑
s=

⌊
r+p−1

p

⌋ Rs(K;Zp)+
1
p

[
Rr(X(K);Zp)−Rr/p(K;Zp)

]
.

La unión del conjunto { j∗Er−s(b) |
⌊

r+p−1
p

⌋
≤ s ≤ r −2, b ∈ Ω∗(K;Zp), dim b = s} y el con-

junto {φ∗(w) |w ∈ B′t
r(Ω∗(K;Zp))} es una base para Hr(B(K);Zp).

Demostración. Por el Teorema 2.5.1

Hr(B(K),d(K);Zp) = Nr(B(K),d(K);Zp) ⊕ φ
∗
0 (V
′r(Ω∗(K;Zp)))

y aplicando j∗ : Hr(B(K),d(K);Zp) −→ Hr(B(K);Zp) a ambos términos de la igualdad

j∗Hr(B(K),d(K);Zp) = j∗Nr(B(K),d(K);Zp) ⊕ j∗φ∗0 (V
′r(Ω∗(K;Zp)))

Hr(X(K);Zp) = j∗
©­­­«

r−1⊕
p=

⌊
r+p−1

p

] Er−sHs(K;Zp)

ª®®®¬⊕ φ
∗(V ′r(Ω∗(K;Zp)))

=

r−2⊕
p=

⌊
r+p−1

p

] j∗Er−sHs(K;Zp) ⊕ φ
∗(V ′r(Ω∗(K;Zp))).
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La última igualdad se da porque j∗ se anula en E1 por el Lema 2.5.4 y es inyectivo sobre
los demás sumandos. De esta descomposición es inmediato, por el Teorema 2.5.2, que la
unión del conjunto { j∗Er−s(b) |

⌊
r+p−1

p

⌋
≤ s ≤ r−2, b ∈Ω∗(K;Zp), dim b= s} y el conjunto

{φ∗(w) |w ∈ B′t
r(Ω∗(K;Zp))} es una base para Hr(B(K);Zp). �

Estructura multiplicativa y módulo sobre el álgebra de
Steenrod

El objetivo de esta subsección es describir el anillo de cohomología H∗(B(K),d(K);Zp)

así como la acción de las potencias (o cuadrados) de Steenrod y del homomorfismo de
Bockstein. En virtud del Teorema 2.5.2 es suficiente con analizar la acción de estos ho-
momorfismos en los elementos de la forma φ∗0 (x) y Er−s(x).

Teorema 2.5.6. Sea x j ∈ H∗(K;Zp) para j = 1, 2, . . . , p. Entonces

(I) ∆pφ
∗
0 (x1× · · · × xp) = φ

∗
0∆p(x1× · · · × xp)−E1(x1 ^ · · ·^ xp).

(II) Cuando p ≥ 3 o p = 2 se tiene respectivamente:

(i) Psφ∗0 (x1× · · ·× xp) = φ
∗
0 Ps(x1× · · ·× xp)+

s∑
j=1
(−1) j+1E2 j(p−1)Ps− j(x1 ^ · · ·^ xp).

(ii) Sqsφ∗0 (x1× x2) = φ
∗
0 Sqs(x1× x2)+

s∑
j=1

E j Sqs− j(x1 ^ x2).

Demostración. Por el Teorema 1.3.7

φ∗0∆p−∆pφ
∗
0 = δ

∗π∗−1i∗

∆pφ
∗
0 = φ

∗
0∆p− δ

∗π∗−1i∗

= φ∗0∆p− δ
∗π∗−1d∗0

−1d∗

y δ∗π∗−1d∗0
−1d∗(x1× · · · × xp) = δ

∗π∗−1d∗0
−1
(x1 ^ · · ·^ xp)

= E1(x1 ^ · · ·^ xp).

53



2.5. Cohomología de p-productos cíclicos

(II)

(i) Psφ∗0 (x1× · · · × xp) =

s∑
j=0
(−1) j µ j(p−1)φ∗0 Ps− j(x1× · · · × xp) por el Corolario 1.3.14

= φ∗0 Ps(x1× · · · × xp)+

s∑
j=1
(−1) j µ j(p−1)φ∗0 Ps− j(x1× · · · × xp)

= φ∗0 Ps(x1× · · · × xp)+

s∑
j=1
(−1) j+1µ j(p−1)−1νδ∗π∗−1i∗Ps− j(x1× · · · × xp)

= φ∗0 Ps(x1× · · · × xp)+

s∑
j=1
(−1) j+1E2 j(p−1)Ps− j(x1 ^ · · ·^ xp),

donde la tercera igualdad se cumple por el Teorema 1.2.18.

(ii) Por el corolario 1.3.14, Sqsφ∗0 =

s∑
j=0

ν jφ∗0 Sqs− j . Entonces

Sqsφ∗0 (x1× x2) =

s∑
j=0

ν jφ∗0 Sqs− j(x1× x2)

= φ∗0 Sqs(x1× x2)+

s∑
j=1

ν jφ∗0 Sqs− j(x1× x2)

= φ∗0 Sqs(x1× x2)+

s∑
j=1

ν j−1η∗δ
∗π∗−1i∗Sqs− j(x1× x2) por el Teorema 1.2.18

= φ∗0 Sqs(x1× x2)+

s∑
j=1

E j Sqs− j(x1 ^ x2).

La última igualdad se cumple porque

E j =

{
µανδ∗π∗−1d∗0

−1 = ν2ανδ∗π∗−1d∗0
−1 = ν j−1δ∗π∗−1d∗0

−1, si j = 2α+2,
µαδ∗π∗−1d∗0

−1 = ν2αδ∗π∗−1d∗0
−1 = ν j−1δ∗π∗−1d∗0

−1, si j = 2α+1.

�

Teorema 2.5.7. Sea x ∈ H∗(K;Zp)

(I) (i) ∆pE2α+1(x) = −E2α+1(∆px)

(ii) ∆pE2α+2(x) = E2α+3(x)+E2α+2(∆px)

54



Cohomología de productos cíclicos

(II) (i) PsE2α+1(x) =
s∑

j=0

(
α

s− j

)
E2(s− j)(p−1)+2α+1P j(x)

(ii) PsE2α+2(x) =
s∑

j=0

(
α

s− j

)
E2(s− j)(p−1)+2α+2P j(x)

(iii) SqsEα+1(x) =
s∑

j=0

(
α

s− j

)
Eα+1+s− j Sq j(x) (s, α ≥ 0)

Demostración.

(I) (i) Como ∆pδ
∗ = −δ∗∆p

∆pE1(x) = ∆pδ
∗π∗−1d∗0

−1
(x) = −δ∗π∗−1d∗0

−1
∆p(x) = −E1∆p(x).

Luego, por el Teorema 1.3.8,

∆pE2α+1 = ∆pµ
αE1 = −µ

αE1∆p(x) = −E2α+1∆p(x).

(ii) ∆pE2α+2(x) = ∆pνE2α+1(x) por la Observación 2.3.10

= (µ− ν∆p)E2α+1(x) por el Teorema 1.3.8

= µE2α+1(x)− ν∆pE2α+1(x)

= E2α+3(x)+ νE2α+1(∆px) por (I) (i)

= E2α+3(x)+E2α+2(∆px).

(II) (i) Inducción sobre s+α

◦ Si s+α = 0 entonces s = α = 0, entonces P0E1(x) = E1P0(x).

◦ Supongamos que se cumple (i) para s+α ≤ l. Sea s+α = l +1.

� Si α = 0 (s = l +1)

l+1∑
j=0

(
0

s− j

)
E2(s− j)(p−1)+2α+1P j(x) = E1Pl+1(x)

y por otra parte

PsE2α+1(x) = Pl+1E2α+1(x) = Pl+1E1(x) = E1Pl+1(x).
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� Si α ≥ 1

PsE2α+1(x) = PsµE2α−1(x)

= µPsE2α−1(x)+ µpPs−1E2α−1(x) por el Teorema 1.3.9

= µ

s∑
j=0

(
α−1
s− j

)
Eβ−2P j(x)+ µp

s−1∑
j=0

(
α−1

s−1− j

)
Eβ−2pP j(x)

=

s∑
j=0

(
α−1
s− j

)
EβP j(x)+

s−1∑
j=0

(
α−1

s−1− j

)
EβP j(x)

=

s−1∑
j=0

[(
α−1
s− j

)
+

(
α−1

s−1− j

)]
EβP j(x)+

(
α−1
s− s

)
EβPs(x)

=

s∑
j=0

(
α

s− j

)
EβP j(x),

donde β = 2(s− j)(p−1)+2α+1.

(ii)
PsE2α+2(x) = PsνE2α+1(x) = νPsE2α+1(x)

= ν


s∑

j=0

(
α

s− j

)
E2(s− j)(p−1)+2α+1P j(x)

 por (II) (i)

=

s∑
j=0

(
α

s− j

)
E2(s− j)(p−1)+2α+2P j(x).

(iii) Inducción sobre s+α

� Si s+α = 0, entonces s = α = 0 y SqsEα+1(x) = E1(x),

� Si α = 0, s > 0

s∑
j=0

(
0

s− j

)
E1+s− j Sq j(x) = E1Sqs(x) = SqsE1(x).
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� Si α = 2α′ > 0

SqsEα+1 = SqsE2α′+1 = SqsµE2α′−1

= Sqsν2E2α′−1 por el Teorema 1.2.6

= (ν2Sqs−1+ νSqs)νE2α′−1 por el Teorema 1.3.9

= ν2Sqs−1Eα + νSqsEα

= ν2
s−1∑
j=0

(
α−1

s−1− j

)
Eβ−2Sq j + ν

s∑
j=0

(
α−1
s− j

)
Eβ−1Sq j

=

s−1∑
j=0

(
α−1

s−1− j

)
EβSq j +

s∑
j=0

(
α−1
s− j

)
EβSq j

=

s∑
j=0

(
α

s− j

)
EβSq j,

donde β = α+ s− j +1.

� Si α = 2α′+1

SqsEα+1 = SqsE2α′+2 = SqsνE2α′+1

= ν2Sqs−1E2α′+1+ νSqsE2α′+1

= ν2 ©­«
s−1∑
j=0

(
α−1

s− j −1

)
Eβ−2Sq jª®¬+ ν ©­«

s∑
j=0

(
α−1
s− j

)
Eβ−1Sq jª®¬

=

s−1∑
j=0

(
α−1

s− j −1

)
EβSq j +

s∑
j=0

(
α−1
s− j

)
EβSq j

=

s∑
j=0

(
α

s− j

)
EβSq j,

donde β = α+ s− j +1.

�

Teorema 2.5.8. Sean x, y, xα, yβ ∈ H∗(K;Zp)

(i) φ∗0 (x1× x2× · · · × xp)^ φ∗0 (y1× y2× · · · × yp) =

p∑
j=1
(−1)εjφ∗0

(
(x1 ^ y j)× (x2 ^ y j+1)× · · · × (xp ^ y j−1)

)
,

donde ε j =
(
1+

∑p
α=1 dim yα

) (∑ j−1
α=1 dim yα

)
+

∑p−2
α=0

∑p
β=α+2(dim yα+ j)(dim xβ).
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(ii) Es(x)^ φ∗0 (x1× x2× · · · × xp) = 0 para s ≥ 1.

(iii) Es(x)^ Et(y) = 0 para s,t ≥ 1.

Demostración.

(i) φ∗0 (x1× · · · × xp)^ φ∗0 (y1× · · · × yp)

= φ∗0
(
(x1× · · · × xp)^σ(y1× · · · × yp)

)
por el Teorema 1.3.3

=

p−1∑
j=0

φ∗0

(
(x1× · · · × xp)^ t∗ j

(y1× · · · × yp)

)
=

p−1∑
j=0
(−1)ξjφ∗0

(
(x1× · · · × xp)^ (y j+1× · · · × y j)

)
=

p∑
j=1
(−1)ξj−1φ∗0

(
(x1× · · · × xp)^ (y j × · · · × y j−1)

)
=

p∑
j=1
(−1)ξj−1+θ jφ∗0

(
(x1 ^ y j)× (x2 ^ y j+1)× · · · × (xp ^ y j−1)

)
.

donde ξ j es la potencia de −1 obtenida al aplicar t∗ j a y1×· · ·× yp y θ j es la potencia
de −1 que se obtiene al distribuir el producto copa sobre los productos cruz.

Como t∗(a1× · · · × ap) = (−1)dima1(dima2+···+dimap)(a2× · · · × a1), el valor de ξ j es

j∑
α=1

dim yα

©­­­«
p∑
β=1
β,α

dim yβ

ª®®®¬ ≡
j∑

α=1

dim yα

©­­­«
p∑
β=1
β,α

dim yβ

ª®®®¬+dim y2
α +dim yα

 mód 2

=

j∑
α=1

dim yα
©­«

p∑
β=1

dim yβ +1ª®¬
=

( j∑
α=1

dim yα

) (
1+

p∑
α=1

dim yα

)
.

Por otra parte, de la fórmula (a×b)^ (c×d) = (−1)(dim b)(dimc)(a ^ c)× (b^ d) se
deduce que el valor de θ j es (α+ j se toma módulo p)

p−2∑
α=0

p∑
β=α+2

(dim yα+ j)(dim xβ).
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(ii) En vista de las propiedades de productos de clases relativas:

E1(x)^ φ∗0 (x1× · · · × xp) = δ
∗π∗−1d∗0

−1
(x)^ φ∗0 (x1× · · · × xp)

= j∗δ∗π∗−1d∗0
−1
(x)^ φ∗0 (x1× · · · × xp)

= 0 porque por el Lema 2.5.4 j∗δ∗ = 0.

Además, como E2α+2 = νE2α+1 y Es+2α = µ
αEs (s > 0, α ≥ 0), por la Observación

2.3.10, el resultado se sigue aplicando µ o ν sucesivamente.

(iii) E1(x)^ E1(y) = δ
∗π∗−1d∗0

−1
(x)^ δ∗π∗−1d∗0

−1
(y)

= j∗δ∗π∗−1d∗0
−1
(x)^ δ∗π∗−1d∗0

−1
(y)

= 0 porque por el Lema 2.5.4 j∗δ∗ = 0.

Luego, por el Teorema 1.3.6 y las fórmulas de la observación 2.3.10 se tiene que
µα(a)^ µβ(b) = µα+β(a ^ b) y

η∗µ
α(a)^ ν(b) = (−1)dimaµαν(a ^ b),

de estas igualdades se sigue el resultado.

�

2.6. Fórmula de Reducción

En los siguientes resultados x ∈ Hq(K;Zp).

Teorema 2.6.1.

(i) Sea p ≥ 3, entonces yσ,s(x) =

{
yτ,s(x), si pq− s es par,

0, si pq− s es impar.

(ii) Sea p = 2, entonces yσ,s(x) = yτ,s(x) para todo s.

Demostración. Por el Teorema 2.4.5

κρ(x× · · · × x) =
pq−1∑
s=q

Γ
ρ̄
pq−s(yρ,s(x)),
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en particular

κτ(x× · · · × x) =
pq−1∑
s=q

Γ
σ
pq−s(yτ,s(x))

ψσκτ(x× · · · × x) =
pq−1∑
s=q

ψσΓ
σ
pq−s(yτ,s(x)) luego, por el Lema 1.2.20

κσ(x× · · · × x) =



pq−1∑
s=q

pq−s par

Γ
τ
pq−s(yτ,s(x)), si p ≥ 3,

pq−1∑
s=q

Γ
τ
pq−s(yτ,s(x)), si p = 2.

Y el Teorema 2.4.5 para ρ = σ establece que

κσ(x× · · · × x) =
pq−1∑
s=q

Γ
τ
pq−s(yσ,s(x))

Luego, igualando término a término se sigue el resultado. �

Corolario 2.6.2. χσ,q ≡ χτ,q para todo p y q. También yσ,q+1(x) = 0.

Demostración. Para p = 2 es inmediato que χσ,q ≡ χτ,q pues son los únicos coeficientes
no nulos. Para p ≥ 3, tomando q = s en el Teorema 2.6.1 se tiene que pq− s = q(p−1) es
par y por tanto

χσ,q x = yσ,q(x) = χτ,q x

luego, tomando un elemento no nulo x, como el generador de Hq(Sq,Zp), se garantiza que
χσ,q ≡ χτ,q.

Por otra parte, tomando s = q + 1 en el Teorema 2.6.1 y como pq − s = pq − q − q =
(p− q)q−1 es impar se sigue que yσ,q+1(x) = 0. �
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Teorema 2.6.3. Si p ≥ 3 y pq− s es impar, yτ,s(x) = ∆pyσ,s−1(x)

Demostración.

∆pφ
∗
0 (x× · · · × x) = ∆p

(pq−1∑
s=q

Epq−s(yσ,s(x))

)
por el Teorema 2.4.9

=

pq−1∑
s=q

pq−s par

∆pEpq−syσ,s(x) por el Teorema 2.6.1

=

pq−1∑
s=q

pq−s par

Epq−s+1yσ,s(x)+
pq−1∑
s=q

pq−s par

Epq−s∆pyσ,s(x) por el Teorema 2.5.7.

Por otra parte

φ∗0∆p(x× · · · × x) = φ∗0
©­«

p−1∑
j=0

t∗ j
(∆px× x× · · · × x)ª®¬ por la fórmula de Cartan

=

p−1∑
j=0

φ∗0 t∗ j
(∆px× x× · · · × x)

=

p−1∑
j=0
(t jφ0)

∗(∆px× x× · · · × x)

=

p−1∑
j=0

φ∗0 (∆px× x× · · · × x)

= pφ∗0 (∆px× x× · · · x)

= 0.

Por el Teorema 2.5.6, ∆pφ
∗
0 (x1 × · · · × xp) = φ

∗
0∆p(x1 × · · · × xp) − E1(x1 ^ · · ·^ xp), en-

tonces, por el Teorema 2.4.10,

∆pφ
∗
0 (x× · · · × x)−φ∗0∆p(x× · · · × x) =

pq−1∑
s=q

Epq−s+1(yτ,s(x))

y sustituyendo las expresiones anteriores

pq−1∑
s=q

pq−s par

Epq−s+1yσ,s(x)+
pq−1∑
s=q

pq−s par

Epq−s(∆pyσ,s(x)) =
pq−1∑
s=q

Epq−s+1(yτ,s(x))
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Entonces,

pq−1∑
s=q

pq−s par

Epq−s+1yσ,s(x)+
pq−1∑
s=q

pq−s par

Epq−s(∆pyσ,s(x)) =
pq−1∑
s=q

pq−s impar

Epq−s+1(yτ,s(x))+
pq−1∑
s=q

pq−s par

Epq−s+1(yτ,s(x))

=

pq−1∑
s=q

pq−s impar

Epq−s+1(yτ,s(x))+
pq−1∑
s=q

pq−s par

Epq−s+1(yσ,s(x)),

pq−1∑
s=q

pq−s par

Epq−s+1yσ,s(x)−
pq−1∑
s=q

pq−s par

Epq−s+1(yσ,s(x)) =
pq−1∑
s=q

pq−s impar

Epq−s+1(yτ,s(x))−
pq−1∑
s=q

pq−s par

Epq−s(∆pyσ,s(x)),

0 =
pq−1∑
s=q

pq−s impar

Epq−s+1(yτ,s(x))−
pq−1∑
s=q

pq−s par

Epq−s(∆pyσ,s(x)).

La segunda igualdad se da por el Teorema 2.6.1. Entonces

0 =
pq−1∑
s=q

pq−s impar

Epq−s+1(yτ,s(x))−
pq−1∑
s=q

pq−s par

Epq−s(∆pyσ,s(x))

=

pq−2∑
s=q

pq−s par

Epq−s(yτ,s+1(x))−
pq−2∑
s=q

pq−s par

Epq−s(∆pyσ,s(x))

=

pq−2∑
s=q

pq−s par

Epq−s
(
yτ,s+1(x)−∆pyσ,s(x)

)
=

pq−2∑
s=q

pq−s par

Epq+1−(s+1)
(
yτ,s+1(x)−∆pyσ,s(x)

)
.

Obsérvese que
⌊

pq+1+p−1
p

⌋
= q + 1, así que la sumatoria anterior es la descomposición

canónica del elemento 0 ∈ N pq+1(B(K),d(K);Zp). Luego, por el Teorema 2.4.8, se tiene
que yτ,s+1(x) = ∆pyσ,s(x) si pq− s es par. �
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Lema 2.6.4.

(i) Eq(p−1)+2(x) =

q
2−1∑
j=0
(−1)q/2+ j+1E2 j(p−1)+2Pq/2− j(x) si p ≥ 3 y q es par.

(ii) Eq(p−1)+p+1(x) =
(q−1)/2∑

j=0
(−1)(q+1)/2+ j+1E2 j(p−1)+2P(q+1)/2− j(x) si p ≥ 3 y q es impar.

(iii) Eq+1(x) =
q−1∑
j=0

E j+1Sqq− j(x) si p = 2.

Demostración. Sea x̄ = x×1× · · · ×1. Entonces

µPsφ∗0 (x̄) =
s∑

j=0
(−1) j µ j(p−1)Ps− j µφ∗0 (x̄) por el Corolario 1.3.10

=

s∑
j=0
(−1) j µ j(p−1)µφ∗0 Ps− j(x̄) por el Corolario 1.3.11

=

s∑
j=0
(−1) j+1µ j(p−1)νδ∗π∗−1i∗Ps− j(x̄) por el Teorema 1.2.18

=

s∑
j=0
(−1) j+1µ j(p−1)νδ∗π∗−1d∗0

−1Ps− j(x)

=

s∑
j=0
(−1) j+1E2 j(p−1)+2Ps− j(x).

Pero por la dimensión de x̄ y el Corolario 1.3.5 se tiene que
µPq/2φ∗0 (x̄) = µ

(
φ∗0 (x̄)^ φ∗0 (x̄)^ · · ·^ φ∗0 (x̄)

)
= 0, si q es par,

µP(q+1)/2φ∗0 (x̄) = 0, si q es impar.

y entonces 

q/2∑
j=0
(−1) j+1E2 j(p−1)+2Pq/2− j(x) = 0, si q es par,

(q+1)/2∑
j=0
(−1) j+1E2 j(p−1)+2P(q+1)/2− j(x) = 0, si q es impar.

Esto prueba (i) y (ii).
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(iii) νSqsφ∗0 (x̄) =
s∑

k=0
νk Sqs−kνφ∗0 (x̄) por el Corolario 1.3.10

=

s∑
k=0

νkνφ∗0 Sqs−k(x̄) por el Corolario 1.3.11

=

s∑
k=0

νk+1φ∗0 Sqs−k(x̄)

=

s∑
k=0

νkδ∗π∗−1i∗Sqs−k(x̄) por el Teorema 1.2.18

=

s∑
k=0

Ek+1Sqs−k(x).

Por otra parte νSqqφ∗0 (x̄) = ν(φ
∗
0 (x̄)^ φ∗0 (x̄)) = 0, por el Corolario 1.3.5, y por tanto

q∑
k=0

Ek+1Sqq−k(x) = 0.

�

En vista del corolario 2.6.2 denotemos por χq a χq,τ ≡ χq,σ.

Lema 2.6.5.

(i) Eq+1(x) =
2q∑

s=q+1
E2q−s+1(yσ,s(x)) para p = 2.

(ii) Eq(p−1)+2(x) = −χ−1
q

©­«
pq∑

s=q+1
Epq−s+2(yσ,s(x))

ª®¬.

(iii) Eq(p−1)+p+1(x) = −χ−1
q

pq∑
s=q+1

Epq−s+p+1(yσ,s(x)).

Demostración.

(i) Por el Teorema 2.4.10 para todo x ∈ Hq(K;Zp) existe un único sistema {yτ,s(x)} de
elementos, s = q+1, . . . , pq, donde yτ,s(x) ∈ Hs(K;Zp) y

∑pq
s=q Epq−s+1(yτ,s(x)) = 0.
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Entonces

−Eq+1(yτ,q(x)) =
2q∑

s=q+1
E2q−s+1(yτ,s(x)),

−χτ,qEq+1(x) =
2q∑

s=q+1
E2q−s+1(yτ,s(x)) por el Teorema 2.4.5,

Eq+1(x) =
2q∑

s=q+1
E2q−s+1(yτ,s(x)) porque χτ,q . 0 mód 2

=

2q∑
s=q+1

E2q−s+1(yσ,s(x)) por el Teorema 2.6.1.

(ii) Por el Teorema 2.4.6 los elementos yσ,s(x) satisfacen
pq∑

s=q

Γ
σ
pq−s+1(yσ,s(x)) = 0

componiendo con I∗−1γτ se tiene

I∗−1γτ

pq∑
s=q

Γ
σ
pq−s+1(yσ,s(x)) = 0,

pq∑
s=q

I∗−1γτΓ
σ
pq−s+1(yσ,s(x)) = 0,

pq∑
s=q

Epq−s+2(yσ,s(x)) = 0 por el Lema 1.2.20.

Entonces

Eq(p−1)+2(χσ,q x) = −
pq∑

s=q+1
Epq−s+2(yσ,s(x)),

Eq(p−1)+2(x) = −χ−1
σ,q

pq∑
s=q+1

Epq−s+2(yσ,s(x)).

(iii) Nuevamente, por el Teorema 2.4.6 los elementos yσ,s(x) satisfacen

pq∑
s=q

Γ
σ
pq−s+1(yσ,s(x)) = 0
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componiendo con una sucesión de p gammas; γτ · · ·γσγτ y luego con I∗−1 se tiene

γτ · · ·γσγτ

pq∑
s=q

Γ
σ
pq−s+1(yσ,s(x)) = 0,

pq∑
s=q

Γ
τ
pq−s+p+1(yσ,s(x)) = 0,

I∗−1
pq∑

s=q

Γ
τ
pq−s+p+1(yσ,s(x)) = 0,

pq∑
s=q

Epq−s+p+1(yσ,s(x)) = 0.

Entonces

Eq(p−1)+p+1(χσ,q x) = −
pq∑

s=q+1
Epq−s+p+1(yσ,s(x))

Eq(p−1)+p+1(x) = −χ−1
σ,q

pq∑
s=q+1

Epq−s+p+1(yσ,s(x)).

�

Teorema 2.6.6.

(i) Sea p ≥ 3, entonces yσ,s(x) = (−1) j χqP j(x) si s = q+2 j(p−1) y 0 en otro caso.

(ii) Sea p = 2, entonces yσ,s(x) = Sqs−q(x).

Demostración.

(i) Si q es par, por los Lemas 2.6.4 y 2.6.5 se tiene

q/2−1∑
j=0
(−1)q/2+ j+1E2 j(p−1)+2Pq/2− j(x)+ χ−1

q

pq∑
s=q+1

Epq−s+2(yσ,s(x)) = 0,

donde la primera suma corre sobre los homomorfismos E2 a Eqp−q−2(p−1)+2 y la
segunda de E2 a Epq−q+1, en ambos casos los valores en los subíndices no exceden el

valor pq−q+1. Y como
⌊

pq+2+p−1
p

⌋
= q+1, la suma es la descomposición canónica

del 0 ∈ N pq+2(X(K),d(K);Zp)=
⊕pq+1

s=q+1 Epq+2−sHs(K;Zp). Entonces, igualando los
correspondientes términos en Epq+2−s, se tiene

(−1)q/2+ j+1Pq/2− j(x)+ χ−1
q yσ,q+(p−1)(q−2 j)(x) = 0
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y entonces yσ,s(x) = 0 si s− q . 0 mód 2(p−1). Esto prueba (i) cuando q es par.

Si q es impar por los Lemas 2.6.4 y 2.6.5 se tiene

(q−1)/2∑
j=0
(−1)(q+1)/2+ j+1E2 j(p−1)+2P(q+1)/2− j(x)+ χ−1

q

pq∑
s=q+2

Epq−s+p+1yσ,s(x) = 0

pues, por el Corolario 2.6.2 yσ,q+1 = 0. La primera suma corre de E2 a E(q−1)(p−1)+2
y la segunda de Ep+1 a Epq−q+p−1, en ambos casos el subíndice no excede pq+ p−

q − 1 y como
⌊

pq+p+1+p−1
p

⌋
= q + 2, la suma combinada es la descomposición de

0 ∈ N pq+p+1(B(K),d(K);Zp). Luego

(−1)(q+1)/2+ j+1P(q+1)/2− j(x)+ χ−1
q yσ,q+(p−1)(q+1−2 j)(x) = 0

y entonces yσ,s(x) = 0 si s−q . 0 mód 2(p−1). Esto prueba (i) cuando q es impar.

(ii) De los lemas 2.6.4 y 2.6.5 se tiene

q−1∑
j=0

E j+1Sqq− j(x)−
2q∑

s=q+1
E2q−s+1(yσ,s(x)) = 0.

Como el subíndice en el homomorfismo E no excede q en ambos casos y
⌊

2q+1+1
2

⌋
=

q + 1, la suma es la descomposición del elemento 0 ∈ N2q+1(B(K),d(K);Z2). Por
tanto

Sqs−q(x)− yσ,s(x) = 0.

�

Corolario 2.6.7. χq = (−1)q/2 si q es par.

Demostración. Cuando j = q
2 en el Teorema 2.6.6 (i) se tiene

yσ,pq(x) = (−1)q/2χqPq/2(x), pues s = q+ q(p−1) = pq

y, tomando un elemento x no nulo, de yσ,pq(x) = x ^ · · · ^ x = Pq/2(x) se tiene que
χq = (−1)q/2. �
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Corolario 2.6.8.

(i) Sea p ≥ 3 entonces

yτ,s(x) =


(−1) j χqP j(x), si s = q+2 j(p−1),
(−1) j χq∆pP j(x), si s = q+2 j(p−1)+1,
0, en otro caso.

(ii) Si p = 2, yτ,s(x) = Sqs−q(x).

Demostración. Es consecuencia directa de los Teoremas 2.6.1, 2.6.3 y 2.6.6. �

Del Teorema 2.6.6 y 2.4.9 se tiene que

Teorema 2.6.9 (Fórmula de reducción). Sea x ∈ Hq(K;Zp), entonces

(i) φ∗0 (x× x× · · · × x) = χq
∑

0≤ j<q/2(−1) j E(p−1)(q−2 j)P j(x) si p ≥ 3.

(ii) φ∗0 (x× x) =
∑q−1

j=0 Eq− j Sq j(x) si p = 2.

Del Corolario 2.6.8 y el Teorema 2.4.10 se tiene que

Teorema 2.6.10 (Fórmula de reducción). Sea x ∈ Hq(K;Zp), entonces

(i) Si p ≥ 3

E(p−1)q+1(x)=
∑

0< j≤q/2
(−1) j+1E(p−1)(q−2 j)+1P j(x)+

∑
0≤ j<q/2

(−1) j+1E(p−1)(q−2 j)∆pP j(x).

(ii) Eq+1(x) =
∑q

j=1 Eq− j+1Sq j(x) si p = 2.

Observación 2.6.11. Como consecuencia del corolario 2.6.8 se puede adoptar al sistema
de (p− 1)q elementos {yτ,s(x)} del Teorema 2.4.10 como la definición de las potencias
reducidas o cuadrados de Steenrod respectivamente.

2.7. Productos cíclicos de esferas

Sea en el generador de Hn(Sn;Zp) y sea

as = j∗Es−n(en) ∈ Hs(B(Sn);Zp)
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para n+2 ≤ s ≤ np. Sea 1 ≤ q ≤ p y {α1, · · · ,αq} un conjunto de q enteros distintos módulo
p. Pongamos

gnq(α1,α2, · · · ,αq) = φ
∗(x1× · · · × xp) ∈ Hnq(B(Sn);Zp)

donde x j =

{
en, si j ≡ αi para algún i ∈ {1, . . . ,q},
1, en otro caso.

Teorema 2.7.1. as y gnq(α1,α2, . . . ,αq) son elementos no cero de H∗(B(Sn);Zp),

gnq(α1, . . . ,αq) = ±gnq(β1, . . . , βq)

si y sólo si existe un entero k tal que {α1+ k,α2+ k, . . . ,αq + k} = {β1, β2, . . . , βq} y, salvo
signo, existen

(p
q

)
/p elementos gnq(α1,α2, . . . ,αq) linealmente independientes para q < p.

H∗(B(Sn);Zp) es generado por los elementos 1, as (n+2 ≤ s ≤ np) y gnq(α1, . . . ,αq) para
1 ≤ q ≤ p − 1 y todo conjunto {α1,α2, . . . ,αq}. Más aún gnp(1,2, . . . ,p) = χnanp donde
(χn . 0 mód p).

Demostración. Por el Teorema 2.5.5 una base para Hr(B(K);Zp) (r ≥ 1) está dada por la
unión del conjunto{

j∗Er−s(b)
��� ⌊r + p−1

p

⌋
≤ s ≤ r −2, b ∈ Ω∗(K;Zp), dim b = s

}
y el conjunto

{
φ∗(w) |w ∈ B′t

r(Ω∗(K;Zp))
}
. Para K = Sn, r está limitado por r ≤ pn y la

unión de los conjuntos del primer tipo es

{ j∗Es−n(en) | n+2 ≤ s ≤ np} = {as | n+2 ≤ s ≤ np}.

Además gnp(α1, . . . ,αq)= φ
∗(x1× x2×· · ·× xp) donde x1× x2×· · ·× xp ∈ B′t

nq(Ω∗(Sn;Zp))

si 1 ≤ q ≤ p−1 y

gnq(1, . . . ,p) = φ∗(en× · · · × en)

= j∗φ∗0 (en× · · · × en)

= j∗
pq−1∑
s=q

Epq−s(yσ,s(x)) por el Teorema 2.4.9 con q = n y x = en.

= j∗
pn−1∑
s=n

Epn−s(yσ,s(en)) donde yσ,n(en) = χσ,nen ∈ Hn(Sn;Zp)

= j∗Epn−n(χnen) por el Teorema 2.6.6 y la estructura de H∗(Sn;Zp)

= χn j∗Epn−n(en)

= χnapn.

�
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Teorema 2.7.2.

(i) ∆pgnq(α1, . . . ,αq) = 0; ∆pan+2α+1 = 0, ∆pan+2α+2 = an+2α+3.

(ii) Psgn(1) = (−1)s+1an+2s(p−1) si s , 0, Psgnq(α1, . . . ,αq) = 0 si q > 1 y s , 0.
Psan+2α+1 =

(α
s

)
an+2s(p−1)+2α+1, Psan+2α+2 =

(α
s

)
an+2s(p−1)+2α+2.

(iii) Sqsgn(1) = an+s, Sqsan+α+1 =
(α

s

)
an+α+s+1.

Demostración.

(i) ∆pgnq(α1, . . . ,αq) = ∆p j∗φ∗0 (x1× · · · × xp)

= j∗∆pφ
∗
0 (x1× · · · × xp)

= j∗(φ∗0∆p(x1× · · · × xp)− δ
∗π∗−1

(x1 ^ · · ·^ xp)) por 1.3.7

= j∗φ∗0∆p(x1× · · · × xp) = 0.

La penúltima desigualdad se da por la sucesión exacta del par, j∗δ∗ = 0, y la última
se obtiene al aplicar la fórmula de Cartan.
Por otra parte

∆pan+2α+1 = ∆p j∗E2α+1(en) = j∗∆pE2α+1(en) = − j∗E2α+1(∆pen) = 0

donde la tercera igualdad se da por el Teorema 2.5.7.

Finalmente

∆pan+2α+2 = ∆p j∗E2α+2(en)

= j∗∆pE2α+2(en)

= j∗(E2α+3(en)+E2α+2(∆pen)) por el Teorema 2.5.7

= j∗E2α+3(en)

= an+2α+3.

(ii) Psgn(1) = Psφ∗(en×1× · · · ×1)
= j∗Psφ∗0 (en×1× · · · ×1) por el Teorema 2.5.6 y fórmulas de Cartan;

= j∗
φ∗0 Ps(en×1× · · · ×1)+

s∑
j=1
(−1) j+1E2 j(p−1)Ps− j(en ^ 1^ · · ·^ 1)


= j∗

[
(−1)s+1E2s(p−1)(en)

]
= (−1)s+1 j∗E2s(p−1)(en)

= (−1)s+1an+2s(p−1).
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Si q > 1 y s , 0

Psgnq(α1, . . . ,αq) = Ps j∗φ∗0 (x1× · · · × xp)

= j∗(Psφ∗0 (x1× · · · × xp)), aplicando el Teorema 2.5.6;

= j∗
φ∗0 Ps(x1× · · · × xp)+

s∑
j=1
(−1) j+1E2 j(p−1)Ps− j(x1 ^ · · ·^ xp)


= j∗

[
φ∗0 Ps(x1× · · · × xp)

]
pues x1 ^ x2 ^ · · ·^ xp = 0 (q > 1)

= 0 por fórmulas de Cartan.

Psan+2α+1 = j∗PsE2α+1(en)

= j∗
s∑

j=0

(
α

s− j

)
E2(s− j)(p−1)+2α+1P j(en) por el Teorema 2.5.7

= j∗
(
α

s

)
E2s(p−1)+2α+1(en)

=

(
α

s

)
an+2s(p−1)+2α+1.

Psan+2α+2 = j∗PsE2α+2(en)

= j∗
s∑

j=0

(
α

s− j

)
E2(s− j)(p−1)+2α+2P j(en) por el Teorema 2.5.7

= j∗
(
α

s

)
E2s(p−1)+2α+2(en)

=

(
α

s

)
an+2s(p−1)+2α+2.

(iii) Sqsgn(1) = j∗Sqsφ∗0 (en×1)

= j∗
φ∗0 Sqs(en×1)+

s∑
j=1

E j Sqs− j(en ^ 1)
 por el Teorema 2.5.6

= j∗Es(en) = an+s .
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Sqsan+α+1 = j∗SqsEα+1(en)

= j∗


s∑
j=0

(
α

s− j

)
Eα+1+s− j Sq j(en)

 s,α ≥ 0 por el Teorema 2.5.7

= j∗
(
α

s

)
Eα+1+sSq0(en)

=

(
α

s

)
an+α+s+1.

�

Teorema 2.7.3. Sea p ≥ 3, entonces gn(1)^ gn(1)=

{
2
∑(p−1)/2

k=2 g2n(1,k), si n es par,

0 si n es impar.
Sea p = 2, entonces gn(1)^ gn(1) = a2n.

Demostración.

gn(1)^ gn(1) = j∗φ∗0 (en×1× · · · ×1)^ j∗φ∗0 (en×1× · · · ×1)
= j∗

[
φ∗0 (en×1× · · · ×1)^ φ∗0 (en×1× · · · ×1)

]
= j∗


p∑

j=1
(−1)εjφ∗0 ((en ^ y j)× (1^ y j+1)× · · · × (1^ y j−1))

 por 2.5.8

= j∗
©­­­«

p∑
j=2

φ∗0 (en× · · ·1× · · · × en︸︷︷︸
j◦

×· · · ×1)
ª®®®¬

=

p∑
j=2

g2n(1, j)

= 2
(p−1)/2∑

k=2
g2n(1, j)

donde (y1× · · · × yp) = (en×1× · · · ×1) y ε j = (1+n)
(∑ j

α=1 dim yα

)
≡ 0 mód 2.

Si p = 2, el análisis anterior implica que gn(1)^ gn(1) = g2n(1,2) que coincide con a2n

en vista de la última afirmación del Teorema 2.7.1. �
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Conclusiones

En el presente trabajo se desarrolló la teoría presentada por Nakaoka en [7], enmarcada
en la teoría de cohomología simplicial. Es importante notar que la introducción de los
grupos especiales de cohomología para estudiar la cohomología del espacio de órbitas
es eficaz, pues permite entender la imagen del homomorfismo cociente y más aún bajo
la condición de casi regularidad permite también hacer una descripción del kernel de tal
homomorfismo.

En el segundo capítulo se aplicó la teoría desarrollada en el capítulo 1 al caso específico
de productos cíclicos de orden primo. En este caso es posible dar una descripción comple-
ta del kernel del homomorfismo cociente, lo que implica una descomposición directa de
los grupos de cohomología del espacio de órbitas en términos de imágenes de morfismos
que dependen sólo del espacio original y esto permite entender totalmente la estructura
multiplicativa y como módulo sobre el álgebra de Steenrod.

Finalmente, la descripción completa que se hace de la cohomología de espacios de
órbitas es de gran utilidad para determinar otros espacios cocientes, por ejemplo el tercer
producto simétrico de esferas, como el mismo Nakaoka muestra en [7].
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Listado de símbolos

Símbolo Descripción Pág.
t Transformación periódica de periodo primo 1
σ Homomorfismo de cocadenas 1+ t#+ · · ·+ t#p−1 1
τ Homomorfismo de cocadenas 1− t# 1
ρ Denota a una de las funciones σ o τ mientras que ρ̄ denota a la otra 1
ρ−1Cr (W,W ′;G) Kernel del homomorfismo ρ 2
ρCr (W,W ′;G) Imagen del homomorfismo ρ 2
ρ−1Hr (W,W ′;G) Grupo ρ−1-especial de cohomología 2
ρHr (W,W ′;G) Grupo ρ-especial de cohomología 2
αρ Homomorfismo de la sucesión exacta de Richardson-Smith 2
βρ Homomorfismo inducido por ρ en la sucesión de Richardson-Smith 2
γρ Homomorfismo de conexión en la sucesión de Richardson-Smith 2
ρ∗ Homomorfismo en cohomología inducido por ρ 4
Qρ Homomorfismo de cocadenas tal que pρ =Qρρ

2 5
Wt Espacio de órbitas del complejo simplicial W bajo la acción de t 6
π Función cociente W →Wt 6
Ft Espacio de órbitas del subcomplejo de puntos fijos de W 6
I∗ El homomorfismo π∗ correstringido a su imagen 7
π∗ Homomorfismo en cohomología inducido por π 7
η Función de reducción de coeficientes módulo p 8
ψρ̄ Homomorfismo entre los grupos ρ y ρ̄-especiales de cohomología 8
µ Homomorfismo I∗−1γτγσ I∗ 10
ν Homomorfismo I∗−1ψσγσ I∗ 10
κρ Homomorfismo Hr (W,W ′;G) → ρHr (W,W ′∪F;Gp) 11
φ∗ Homomorfismo inducido en cohomología por el transfer φ 12
φ∗0 Homomorfismo φ reducido módulo p 12
ϑρ Homomorfismo Hr (W ′∪F,W ′;G) → ρ̄Hr+1(W,W ′∪F;Gp) 13
Γ
ρ
s Homomorfismo Hq(W ′∪F,W ′;G) → ρ̄Hq+s(W,W ′∪F;Gp) 15

ρNr (W,W ′∪F;Zp) Kernel del homomorfismo αρ̄ 27
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Listado de símbolos

Símbolo Descripción Pág.
K Un complejo simplicial finito 29
X(p)(K) p-ésimo producto cartesiano de K 29
D(p)(K) Espacio de puntos fijos de X(p)(K) 30
d Imagen de la proyección π : X(p)(K) →B(p)(K) 30
B(p)(K) Espacio de órbitas de X(p)(K) bajo la acción de t 30
d Función diagonal d : K→ X(K) 30
d∗ Homomorfismo inducido en cohomología de la función diagonal d. 30
d∗0 Función d correstringida a su imagen 30
Ω∗(K;G) Base homogénea para el espacio vectorial H∗(K;G) 30
Br (Ω∗(K;G)) Base para Hr (X(K);G) 31
B′r (Ω∗(K;G)) Subconjunto de elementos no diagonales en Br (Ω∗(K;G)) 31
B′′r (Ω∗(K;G)) Subconjunto de los elementos diagonales en Br (Ω∗(K;G)) 31
V ′r (Ω∗(K;G)) Espacio vectorial generado por B′r (Ω∗(K;G)) 31
V ′′r (Ω∗(K;G)) Espacio vectorial generado por B′′r (Ω∗(K;G)) 31
B′t

r (Ω∗(K;G)) Subbase de V ′r (Ω∗(K;G)) 31
Γ
ρ
s Homomorfismo Γρs d∗0

−1 36
χρ,n Entero módulo p no nulo tal que κρ(en× en× · · · × en) = χρ,nΓ

ρ̄

n(p−1)(en) 38
Es Homomorfismo I∗−1

Γτs 40
yρ,s(x) Sistema de (p−1)q elementos en la descomposición de κρ(x× x×· · ·× x) 47
Nr (B(K),d(K);Zp) Kernel de π∗ : Hr (B(K),d(K);Zp) → Hr (X(K),D(K);Zp) 48
Rr (X,A;G) Rango del grupo Hr (X,A;G) 50
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