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Resumen

El objetivo de esta tesis es desarrollar en extenso la teoria expuesta por Minoru Nakaoka
en el articulo Cohomology theory of a complex with a transformation of prime period and
its applications para calcular el anillo de cohomologia del cociente de un complejo sim-
plicial por una accién ciclica de orden primo. Mediante el uso de los grupos especiales de
cohomologia se da una descripcion de la imagen del homomorfismo cociente y en el caso
de los productos ciclicos de orden primo se da una descripcion detallada de su anillo de
cohomologia y su estructura como médulo sobre el dlgebra de Steenrod.

Abstract

The aim of this thesis is to develop extensively the theory exposed by Minoru Nakaoka
on his article Cohomology theory of a complex with a transformation of prime period
and its applications for computing the cohomology ring of the quotient of a simplicial
complex by a prime cyclic action. By means of the special cohomology groups is given
a description of the quotient homomorphism image and in the case of cyclic products
of prime order is given a detailed description of its cohomology ring and its structure as
module over the Steenrod algebra.
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Introduccion

Las relaciones entre la homologia, y cohomologia, del espacio total y de 6rbitas de la
accion de un grupo finito fueron estudiadas intensamente a principios del siglo XX, por
ejemplo Floyd en [1] introduce el uso del transfer, que permite calcular la homologia y
cohomologia del espacio de orbitas, bajo la accién de un grupo finito G, por medio del
uso de un homomorfismo opuesto al homomorfismo de la proyeccién natural, especifi-
camente, si 7 : K — K /G denota la funcién proyeccion del complejo simplicial K en su
espacio de orbitas y o es el homomorfismo oc =} gc en C(K), el complejo de cadenas,
existe un isomorfismo

u:C(K/G,L/G)— oC(K,L)

tal que u(mc) = oc para toda cadena ¢ € C(K/G,L/G) y a su vez este isomorfismo induce
un isomorfismo en homologia (con coeficientes en un campo F de caracteristica O o prima
a |G|) llamado transfer:

w. : H(K/G,L/G;F) — H.(K,L;F)°
y por dualidad, un isomorfismo en cohomologia
u*: H*(K,L;F)° —» H*(K/G,L/G;F)

véase Bredon [2], Capitulo 3.

Por otra parte, sea W un complejo simplicial y # una funcion simplicial. Richardson y
Smith en [3] analizan la homologia del espacio de 6rbitas cuando ¢ es de periodo finito e
introducen la nocién de grupo especial de homologia, lo que permite describir por com-
pleto la homologia médulo p del p-ésimo producto ciclico de W. Posteriormente Liao en
[4] determina el grupo de cohomologia del p-ésimo producto ciclico de la n-esfera asi
como la estructura algebraica de las potencias reducidas.

En [5] Nakaoka anuncia resultados que permiten describir la cohomologia del espacio
de orbitas bajo ¢t cuando ¢ es de periodo primo p y presenta la cohomologia del p-ésimo
producto ciclico de W asi como su estructura multiplicativa y de médulo sobre el dlgebra
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de Steenrod, generalizando los resultados en [4]. Luego los resultados obtenidos en [5] le
permiten calcular la cohomologia del tercer producto simétrico de esferas [6]. Finalmente,
Nakaoka en [7] desarrolla de manera sistematica, dentro del contexto de cohomologia
simplicial, la teoria que da lugar a los resultados en [5]. Usando los grupos especiales de
cohomologia describe relaciones entre la cohomologia del complejo simplicial W y de su
espacio de Orbitas W;, ademas de describir la estructura multiplicativa y de médulo sobre
el dlgebra de Steenrod.

El objetivo del presente trabajo es revisar a detalle la teoria expuesta en [7].

En el primer capitulo se desarrolla la teoria bdsica; en la seccion 1.1 se presentan los
grupos especiales de cohomologia y la sucesion de Richardson-Smith. Los grupos espe-
ciales de cohomologia juegan un papel importante para lograr una descomposicién del
grupo de cohomologia del espacio de 6rbitas, pues se verd que el homomorfismo 7* tiene
como imagen un grupo especial de cohomologia (I* = n* : H*(W,;,W/; G)=c H*(W,W’; G)).
En la seccion 1.2 se definen homomorfismos basicos que servirdn de conexién entre los
grupos especiales de cohomologia, un homomorfismo tipo transfer ¢, y morfismos py v
obtenidos a partir del homomorfismo de conexion vy, en la sucesion exacta de Richardson-
Smith. La relacién de estos homomorfismos con las potencias reducidas de Steenrod
(p = 3) o cuadrados de Steenrod (p = 2) y el homomorfismo de Bockstein son objeto
de estudio en la seccién 1.3. Finalmente, en la seccioén 1.4 se introduce el concepto de
casi regularidad para una terna (W, W’,¢). Se vera que cuando esta propiedad se cumple se
tiene que

cH* (W, W' UF;Z,) = o N*(W,W' U F;Z,) + ko H"(W,W'; Z,,) (%)

donde cN*(W,W'UF ;Zp) es el kernel de @, un homomorfismo en la sucesién exacta de
Richardson-smith, y k, €s un homomorfismo tal que I*¢} = k-

Sea X(K) el p-ésimo producto de un complejo simplicial K y ¢ la transformacién dada
por t(x1,x2,...,Xp) = (x2,...,Xp,x1). Sean B(K) y d(K) el espacio de orbitas de X(K) y el
espacio de orbitas de su subcomplejo de puntos fijos D(K) (B(K) es el p-ésimo producto
ciclico de K). Entonces (*) toma la forma (componiendo con / *_1)

H*(B(K),0(K);:Zp) = N (B(K),0(K); Zp) + ¢, H"(X(K), D(K): Z)p) (%)

donde N"(B(K),d(K);Z,) es el kernel del homomorfismo 7*. M4s atn la descomposicién
es una suma directa como se probard en la seccién 2.5. Para garantizar tal descomposicion
se verifica, en la seccidn 2.2, que la terna (X(K),0,¢) es casi regular. En la seccion 2.3 se
introducen los homomorfismos E cuyas imagenes, en un cierto rango, constituirdn el
kernel del homomorfismo 7* como se verd en la seccién 2.4. Luego, la descomposicién



(+*) describe por completo la estructura aditiva y multiplicativa en H*(B(K),d(K);Z)),
pues una base para H*(B(K),d(K);Z,) esta constituida por elementos de la forma Ey(x)
y ¢,(y) y los posibles productos copa entre ellos se calculan en la segunda parte de la
seccidn 2.5, asi como la accidn de las potencias (o cuadrados) de Steenrod y el homomor-
fismo de Bockstein. En la seccién 2.6 se dan férmulas que permiten expresar a cualquier
elemento ¢,(y) o E¢(x) en término de los elementos basicos de la descomposicion (xx).
Finalmente en la seccidn 2.7 se da el cdlculo explicito de la cohomologia del producto
ciclico de esferas.
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1 | Cohomologia de espacios de orbitas

En este capitulo se presentard la teoria basica que, bajo ciertas condiciones, permitira
calcular la cohomologia de espacios de 6rbitas de un complejo simplicial bajo una trans-
formacion de orden primo. Especificamente, en el Capitulo 1 se introducirdn los grupos
especiales de cohomologia y se desarrollard la relacion que tienen respecto al homomor-
fismo cociente inducido por la transformacion. En el Capitulo 2 se presentardn homo-
morfismos esenciales para dar una descripcion adecuada del kernel del homomorfismo
cociente y en la seccion 4 se dardn condiciones bajo las cuales tal descripcion se cumple.
Finalmente, en la seccién 3 se dardn propiedades que determinardn la interaccion de las
potencias o cuadrados de Steenrod con los homomorfismos presentados en la seccién 2.

1.1. El grupo especial de cohomologia

Sea W un complejo simplicial finito, y sea f : W — W una transformacion periodica de
periodo primo p. Supongamos que ¢ satisface las condiciones

a) t es simplicial
b) Si un simplejo es enviado en si mismo por 7, todos sus puntos quedan fijos.

Se puede ver facilmente que el conjunto F = F(¢) de puntos fijos bajo ¢ forman un sub-
complejo de W. Sea W’ un subcomplejo arbitrario de W invariante bajo ¢, y sea G un
grupo abeliano. ¢ da origen a una funcién de cocadenas ¢ en el grupo C"(W,W’;G) de
r-cocadenas del par (W,W’) con grupo de coeficientes G. Sean o y 7 los morfismos de

cocadenas definidos por
p-1
O'ZZI#J, r=1-1"
Jj=0

respectivamente. Dado que la mayoria de los resultados involucran relaciones entre oy 7
acordemos denotar alguna de estas funciones por p y la otra por p.



1.1. El grupo especial de cohomologia

Observacion 1.1.1.

= pp=0
p=l p=l p=1 p-1
Pues 1—t#) Zt#’ - M (1"#):Zf#]‘zf#m=0
J=0 j=0 j=0  j=0

» Si denotamos por »'C"(W,W’;G) y PC"(W,W’;G) al kernel e imagen, respectiva-
mente, del morfismo p : C"(W,W’; G) — C"(W,W’; G) entonces {#"C"(W,W’;G),5}
y {PC’(W, W’;G),6 }1 son complejos de cocadenas y por tanto podemos definir los
grupos de cohomologia de »'C"(W,W’;G) y C"(W,W’;G), llamados el grupo p!
especial de cohomologia y grupo p especial de cohomologia con coeficientes en G,
denotados »"H"(W,W’;G) y PH"(W,W’; G), respectivamente.

m La sucesion
0— 7"C'(W,W.G) 5 C"(W,W',G) 5 oC"(W,W',G) — 0

donde i es el homomorfismo de inclusidn, es una sucesion exacta de morfismos de
cadenas. Y por tanto existe una sucesion exacta larga de grupos de cohomologia
como en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.2. La siguiente sucesion es exacta

o H (W, W G) ~2s HE(W, W5 G) Lo oHE(W, W5 G) s o HH (W, W5 G) — -

donde a, y B, son los homomorfismos inducidos por i y p respectivamente. vy, es el
homomorfismo de conexion tal que y,([pu]) = [du]. A esta sucesion se le conoce como la
sucesion de Richardson-Smith.

A continuacién daremos condiciones suficientes para que el #~' grupo especial de coho-
mologia coincida con el # grupo especial de cohomologia; primero veamos que todo ele-
mento de »"'C"(W,W’;G) es suma de un elemento en #C"(W,W’;G) més una cocadena
sobre los puntos fijos.

Sea IT el grupo ciclico de orden p generado por t. Es claro que Il opera libremente
sobre la base del grupo de r-cadenas enteras C,(W,W’ U F). Sea Q, = Q,(W,W' U F) una
IT base libre para C,(W,W' U F).

"En estos complejos de cocadenas & es la restriccién o cociente respectivamente de la cofrontera de
C"(W,W’";G)
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Lema 1.1.3. Se cumple lo siguiente:
(i) T'IC"(W,WG)=cC"(W,W,G)+C" (W UF,W';G)

(ii) c'Cr(W,W,G) =<C"(W,W;G)+C" (W UF,W'; ,G)

Demostracion. Observemos que si u € »'C"(W,W’; G) entonces u es una cocadena que se
evalua en sumas de r-simplejos de W que no estdn en W’, en particular si x € C,(W,W’)
se tiene que

X = Z koo = Z koo + Z koo

ceWN\ W) o—e(W(r)\W’(r))—F(r> oeFr) W)

y entonces u se puede expresar como una suma de cocadenas u = u; + up, donde u; :
CWWUF)>Gyuy:C,(WUF,W)—G.

Demostracion de (i): Sea u € 'C"(W,W’;G), entonces tu = Tu; = 0 y en particular pa-
ra cada x en Q,: (1 — ") (u1(x)) = ur(x) —ui(te(x)) = 0y asf u1(x) = u(tg(x)) = --- =
up (tg_l(x)). Definamos la cocadena v € C"(W,W’ : G) por v(x) = u1(x) y v(t#(x)) =0 para
todoxe€Q,yj#0.

Luego, por la definicién de o es claro que u; = ov 'y como v € C"(W,W’; G) entonces
uy € cC"(W,W’;G). Por tanto ='C"(W,W’;G) c cC"(W,W’;G)+ C" (W' U F,W’; G).

Reciprocamente, si cu+v € cC"(W,W';G)+ C" (W' U F,W’;G) entonces T(ocu+v) =
Tou+1v =1V =v(x)—v(tsx) = v(x) —v(x) = 0. Y por tanto se cumple (i).

Demostracion de (ii): Sea u € o”'C"(W,W’;G) y consideremos u = u; + up, como en la
observacion. Tenemos lo siguiente:

p-1 p-1
ou(x) = Zt#j u(x) = Zu (t#(x))
j=0 j=0
=5 () + s (500)
j=0
p—1

up (ti(x)) + puy(x) =0
=0

~

y por tanto Vx € Q, : Z;.:é u (ti(x)) =0y VYxeC(WUF,W): pus(x) = 0. Por tanto
u € C"(WUF,W; ,G). Luego, definimos v por:

p—1

v(thx) = Z u (tix)

J=i

2 ,G denota al subgrupo {g € G|pg = 0}.
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paratodo x en Q, yi =0,...,p— 1. Es claro entonces, por la definicién de 7, que 7v = u;.
Por tanto u; e 7C"(W,W;G) y o' C"(W,W'UF;G) c < C"(W,W';G)+C" (W' UF,W’; ,G).

Reciprocamente, si tu+v € 7C"(W,W’;G)+ C" (W' U F,W’; ,GG), entonces o (Tu+v) =
otu+ov =ov = pv = 0. Por tanto se cumple (ii). |

Teorema 1.1.4.
(i) Si F c W', entonces para todo G: PH"(W,W';G) =, H"(W,W’;G).
(ii) Si G es un campo de caracteristica q, no divisor de p, entonces para todo W’

PH'(W,W';G) = 0" H (W, W';G)

Demostracion. Para (i) observemos que si F C W’ entonces C" (W U F,W’;G) = C" (WU
F,W’; ,G)=0.De modo que °C"(W,W;G) =" C"(W,W;G) y por tanto PH (W, W’;G) =
" H (W,W;G).

Para (ii) observemos que C" (WU F,W’; ,G) = 0 cuando G es de caracteristicag y g { p.
Y, con la misma hipétesis, C" (W' U F,W’;G) = pC" (W' UF,W';G) =cC" (W' U F,W';G).
Por tanto s H"(W,W’;G) = "' H (W,W’;G). O
Lema 1.1.5. Si F ¢ W’ 6 G es un campo de caracteristica g, no divisor de p:

asPBp = P
donde p* : H' (W,W’;G) —» H"(W,W’;G) es el homomorfismo inducido por p.

Demostracién. Sea p™* el morfismo inducido por p correstringido a su imagen. Entonces
a nivel de cocadenas tenemos el siguiente diagrama conmutativo

G
Cr(W,W';G) —2— oC"(W,W";G)

T |

C"(W,W';G)

Como pH"(W,W’;G) = o' H"(W,W’;G) por el Teorema 1.1.4, el diagrama inducido en
cohomologia es el siguiente:

H' (W, W' G) —s oH" (W, W';G)

S, I

H (W,W';G)

que es lo que se queria demostrar. O
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Definicion 1.1.6. Sea Q,, : C"(W,W’;G) — C"(W,W’; G) la funcién de cocadenas definida
por:

O = identidad,
p
0=y /(7)o
j=2 /

Lema 1.1.7. pp = Qp,o2

Demostracion.

= Veamos que 02 = po

j=0 i=0 j=0 i=0 j=0 \ i=0 i=p—j
p—-1 (p—1 p+j—1 p—1 (p—1 -1 p—-1 (p—1 p—1
= ( '+ t#l): ( '+ t#l): ( t#l):pZt#l:pa'
j=0 \i=j i=p j=0 \i=j i=0 j=0 \i=0 i=0
= Veamos que Q.72 = pt
0=y 1y(MJere = Y (Pcayei = 3 ) oy
=2 J =AY =2V
p » _
= (j)<—r)J—<1—pr)=(1—T>P—(1—pr>:r#”—(l—m>:pr.
=0

O

Teorema 1.1.8. Sea a un elemento de ¢ H™"\(W,W’; G) contenido en la imagen de y,.
Entonces p(a) = 0.

Demostracion. Primero veamos que para toda cocadena u € C"(W,W’;G) tal que 6 pu =0,
existe una cocadena v € C"(W,W’;G) tal que pou = 6pv.

= Si p=71:Como 76u =0 se sigue por el Lema 1.1.3 que existen v € C"(W,W’;G) y
we C" (W UF,W;G) tales que 6u = ov +w. Entonces por el Lema 1.1.7 se tiene
que

Su=pov+pw =0 +pw =0 (Su—w)+pw = 06u—ow+pw = 06u = 55Quu
p
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= Sip=0:Comoocdu=0,porel Lema 1.1.3 existenv e C"(W,W;G)yw e C"(W'U
F,W’;G) tales que 6u = tv+w 'y pw = 0. Entonces por el Lema 1.1.7 se tiene

pou = prv+pw = QTT2V =Q.7(6u—w)=Q.:7éu=0671Q-uU.

Notemos que en ambos casos la cocadena v = Q5u cumple la condicion deseada.

Ahora, si a € 7' H™ {(W,W';G) Ny,(°PH"(W,W’;G)), existe u en C"(W,W’;G) tal que
a=y,lpul = [6u] y como a € "' H™*'(W,W’; G) se tiene que pdu = 6pu = 0. Luego como
pou = 6pQsu por el desarrollo anterior, entonces pa = [0pQsu] = yp[ppQsul = y,[0] =
0. O

Teorema 1.1.9. Sea G un campo de caracteristica q, no divisor de p. Entonces, para
todo r, el homomorfismo «, es inyectivo 'y su imagen es p*H"(W,W’;G). Mds aiin todo
elemento de PH"(W,W’; G) estd representado como f8,(a) donde a € H"(W,W’;G).

Demostracion. Por el Teorema 1.1.8, el morfismo y,, : PH ~L(W,W';G)— r"H (W,W;G)
es trivial para toda r, luego a, es inyectivo y 8, es sobreyectivo. Ademads por el Lema
1.1.5 se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

H'(W,W';G)

PH"(W,W';G) H (W,W’";G)

De donde se sigue que laimagen de @, es p*H" (W,W’; G) y como S, es sobreyectivo todo
elemento de PH"(W,W’; G) estd representado como S,(a) donde a € H"(W,W’; G). O

Denotemos por W; al espacio de 6rbitas de W respecto at, O(W,t),ysean: W — W, la
funcidn cociente. Entonces W; tiene estructura de complejo simplicial; sus vértices son las
Orbitas de los vértices, [v], y los simplejos de W; son simplejos de la forma ([vg],...,[v.])
donde (vg,...,v,) es un simplejo en W. De esta forma x es una funcién simplicial y las
imagenes correspondientes de los subcomplejos W’y F son subcomplejos de W;. Deno-
temoslos por W/ = O(W’,t) y F; = O(F,t) respectivamente.

Como se menciono en la introduccion, el estudio de los grupos de cohomologia espe-
ciales es relevante para el estudio cohomolégico de W; porque la imagen del homomor-
fismo inducido 7* resulta ser un grupo de cohomologia especial. Esto se establece en el
siguiente lema.
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Lema 1.1.10. Se tienen los siguientes isomorfismos.:

™ CT(W,W/;G) =~ T'C"(W,W;G)

7 C"(F;;G) ~ C"(F;G)
Demostracion. Como m: W — W, es una funcién simplicial, la funcién inducida corres-
pondiente en cocadenas il C"(W.,W/;G) — C"(W,W’;G) es inyectiva, pues si 7tu=0
entonces umy = 0y asi u = 0. Ademas tuny = uny — unyty = uny —uny = 0. Por tanto
Im 7* c 7'C"(W,W’; G).

Mis atin, si v € 7'C"(W,W’;G) definimos u € C"(W,,W/;G) por u(n(x)) = v(x) para

todo x € Q,, pues v(x) = v(t*(x))=--- = v(t#p_l(x)). Por tanto 7'C"(W,W’;G) c Im n*.

Por otra parte notemos que F, = {n(x)|x € F} = {{x}|x € F} = F. Por tanto 7" :
C"(F;;G) = C"(F; G) es claramente una biyeccion. O

Una consecuencia inmediata de este lema es el siguiente teorema.
Teorema 1.1.11. Si I es el homomorfismo inducido por n, se tienen los isomorfismos:
I':H (W,W/;G)~ ' H (W,W;G),
7* :H'(F;;G)~ H'(F;G).
Mis atn notemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

I CN (W, W', G)

G) il

Cr(WlaW;; CF(W’ WI’ G)

y por tanto lo es el diagrama correspondiente en cohomologia:

' H(W,W;G)

G) us

H (W, W/; H (W,W’;G)

es decir:
Corolario 1.1.12. o, I" = n".
Finalmente, el Teorema 1.1.9 para p = 7 implica lo siguiente

Teorema 1.1.13. Bajo las mismas hipotesis que el Teorema 1.1.9, el homomorfismo n* es
inyectivo y su imagen es c*H"(W,W’; G).



1.2. Homomorfismos basicos

1.2. Homomorfismos basicos

Denotemos por 77 : G — G, a la proyeccion natural 77(g) = ¢ mod p. Entonces se veri-
fica la siguiente observacion:

Observacion 1.2.1. nQ,rC"(W,W' U F;G) c pC"(W,W' U F;G)), donde G, denota al
cociente G/pG
Pues si u € C"(W,W’U F; G) entonces

,DT]QpP(M) = p[Qpp(u)]modp [Qpp (u)]modp [pp(u)]modp =0.

Asi que pnQ,p(u) € p'C"(W,W' U F;G) y ademds »"'C"(W,W U F;G,) = PC"(W,W' U
F;Gp), por el Lema 1.1.3. Por tanto nQ,,C"(W,W' U F;G) C pPC"(W,W' UF;G))

De la observacion anterior se sigue que nQ,, induce un homomorfismo
Q, :PH' (WW' UF;G) — pH" (W,W' UF;G))
Sean €, = 1y & = —1, definamos el homorfismo ¢; por ¢; = epQ;,, entonces
Y PH (WW UF;G) — PH' (W,W UF;G,).
Lema 1.2.2.
(i) €0:7=€,0,0 =0 mod p.

. |1Qr0=0 médp sip>3
(ii)

Qrc=0 sip=2.
Demostracion.
P
) &Qrr=(-1) Z( 1)]( ) T=> (- 1>f“( ) -

j=2
— (_1)p+1Tp—1 p do i
= pues p i paratodo j < p

=Yty oy

1\ . .
( 1P~ 1(17] )t#], y como (pj )E(—l)’ méd p,

—_ O

N~

(—l)p_lt#j =0 =€,0,0 mod p
=0

~
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p 7 .
j j 0 d >3
@) Q=Y (-1 (I?)T,-za _ (p)a _ [0 médp sip>
= J 2 o médp sip=2.

La segunda igualdad se da porque 7o = 0.

Lema 1.2.3.

(i) Yr (Vo) envia a un elemento de cH"(W,W’ U F;G) (tH" (W,W’ U F;G)) represen-
tado por ou (tu) al elemento de TH"(W,W' U F;G,) (c H'(W,W' U F;G,)) repre-
sentado por ou.

(i) Yoy =0, sip=3,
ii
Yol =10+,  si p=2.Donde n, es el homomorfismo inducido por 1.

Demostracion.

() o Y[ou]= [EO'Q:TO-M] = [&nQooul =n.[é-Qrou] = n.oul.
® Yoltul = [GTQ;T”] = [&nQ.tu] = n.[&Q.7u] = n.foul.

(i1)
0, sip >3,
Uolou] =¥, (mfoul]) =n.eQrou] = ‘ por el Lema 1.2.2.
nlou], sip=2,
O
Lema 1.24. (D) Yoy, =v¥p (ii) Yo Br = N:Bor (iii) agr = nsar.
Demostracion.

Q) YpYp v 1 PH (W,W U F;G) — pH Y (W, W’ U F;G),). Sea [a] € PH"(W,W’' U
F'; G), entonces existe una cocadena u € C"(W,W’ U F'; G) tal que [a] = [pu], luego:

‘»//p'yp[pu] = '7[’/)[5“] = [GﬁnQp(su]
Yy por otra parte
yawsloul = v5 ([n€,Qppul) = v5 | PnesQpu| = [n€s0p6u]

donde la segunda igualdad se cumple por el Lema 1.2.2 (i).



1.2. Homomorfismos basicos

(1) Yo PP - H(WW UF;G)— cH (WW UF;Gp,)y

Yo Pelul = Yo[Tu] = n.lou]
Yy por otra parte
1+Bo[u] = n.foru].
(iil) agyr.nar : cH (W,W UF;G) — H (WW/ UF;G,)y

agrloul = ag(loul) = n.lou]

mientras que

nwac[ou] = n.foul.

Definicién 1.2.5. Definimos los homomorfismos y y v como:
p=I"yyo I : H(W,W/ UF,;;G) — H (W, W/ UF;;G)
v=1"Yoy, I" : H(W,W/UF;G) — H ™ (W,,W/UF;G,)

Obsérvese que por el Lema 1.2.4 (i), v = I* 'y g, I*.

_[vr=0, sip >3, .
Teorema 1.2.6. (i) (ii) v =vpu.
Vv2=nuu,  sip=2.

Demostracion.

: 2 x—1 * x—1 s 0, si p= 3,
Q) vo=I" Yoyc¥oysl =1" Ysry:ysl = ] donde la segunda
N« S1p =2,
igualdad se cumple por el Lema 1.2.4 (i) y la dltima por el Lema 1.2.3 (ii).
(i) pv= I*_IYTYUI*I*_IQIIJ’YUI* = I*_lyrl/’TYTVJI* = I*_lyrwrl*l*_l')’r'yvl* =vulase-
gunda igualdad estd dada por 1.2.4 (i).

O

Ahora, notemos que si a € H (W,W’;G) entonces a = [u] para algin u € C"(W,W’;G)

y se tiene que pu = p ( madd p, pues para todo elemento x de F'

”|W—F

0 sip=1 .
pu(x) = _ =0= pu|W_F(x) mod p,
pu sip=0o

10
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y ademds si [u] = [u’] entonces u’ = u + 6w para algin w € H'~'(W,W’; G) asi que pu’ =
pu+pdw = pu+Jdpw y por tanto [pu’] = [pu]. Esto garantiza que la funcion «, definida a
continuacién es un homomorfismo

Definicién 1.2.7. Sea «, : H'(W,W’;G) — rH"(W,W’'U F;G)) el homorfismo definido
por kp[u] = [npu].

Observacién 1.2.8. (1) @z, = p}, (i) Yo kr = Ko,
donde p; : H"(W,W’;G) —» H"(W,W' U F;G),) es el homomorfismo inducido por p.

Pues siu’ € C"(W,W/UF;G) es tal que u =u’ mobd p, entonces
@) a/pr,p;‘ CH (WW;G)— HWWUF;G,)y
apkplu] = aplpu’] = [pu'] € H'(W,W UF;G),),

mientras que
pylul = n.lpul = [pnu] = [ou'].

(i) Yoke ke H(WW',G) > cH (W,W UF;Gp)y
Vokelu] = Yo[tu'] = [ou'] = ko [ul,
la segunda igualdad se cumple por el Lema 1.2.3 (i).
Definicién 1.2.9. Definimos el morfismo transfer ¢ : C"(W,W’;G) — C"(W;,W/;G) por
ou(m.x) = ou(x)
para todo u € C"(W,W’;G) y x un simplejo de W.
Lema 1.2.10. (i) 6¢ = ¢6. (ii) i = o

Demostracion. Sea 0 el operador de frontera. Entonces

(1) Sou(nx) = pu(ngdx) = ocu(0x)
= dou(x) = odu(x)
= ¢pdu(mx).

(ii) 7 pu(x) = pu(myx) = ou(x).

11
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Lema 1.2.11. ¢ induce un homomorfismo
¢* : H'(W,W',G) —» H (W;,W/;G),
y como ngC"(W,W';G) c H'(W,,W/U F;;G,), se induce un homomorfismo:
¢, H' (W.W';G) — H' (W,,W;UF;;G)).

Demostracion. ¢ induce el homomorfismo ¢* por la propiedad (i) del Lema 1.2.10 y
podemos verificar que n¢C"(W,W’;G) Cc H"(W;,W; U F;; G,) como sigue:

Siu € C"(W,W’;G) entonces ¢u € C"(W;,W/;G) y nou € C"(W;,W/;Gp). Ademds, si
{x} € F; entonces nou({x}) = nou(x) = npu(x) = 0. O

Veamos ahora que ¢* satisface lo siguiente

Lema 1.2.12. (i) I"¢; = ko (ii) j o) = n.¢"
donde j* : H' (W;,W/ U F;;G,) — H (W;,W/;G,,) es el homomorfismo inducido por la
inclusion.

Demostracion. Seau € C"(W,W’;G) un cociclo, entonces:

(i) Haciendo uso del Lema 1.2.10 se tiene: "¢ [u] = [nn*pu) = [nou] = k- [u].

(i) Elsiguiente diagrama conmuta, pues j*¢ [u] = j*[ndu] = [npu] y n.¢*[u] = [ndu].

H'(W,W';G) N H (W,,W/UF;;G,)
/| |
H (W, W/;G) —L— H"(W,W/;G,)
O

Lema 1.2.13. La composicion C"(W;G) 2, C™\(W;G) 5 C™*\(W;G) se anula en coca-
denas v € C"(W;G) que se anulan en simplejos fuera de F.

Demostracion. Sea c un (r + 1) simplejo de W y sea
dc = Zaix,- + Zﬁjyj
i J

donde @; y B; son coeficientes enteros, los x; son r simplejos de W —F y los y; de F.

Entonces
76v(c) = v(tdc) = v(dc)—v(dtc)
= > ai(v(x) = v(tx) + Y Bi(v(y) = v(ty;) =0
i J
yaque y; =ty; y v(x;) = v(tx;) =0. O

12
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Recordemos que la sucesion exacta de la tripleta (W, W’ U F,W’) define un morfismo de
conexién 6* : H' (W UF,W’;G) — H™*(W,W’'UF;G) tal que 6*[v] = [6¥] para toda clase
[vle H' (W UF,W’;G), donde v es un cociclo en C"(W,W’; G). Mas atn, la eleccion de la
cocadena v se da por un proceso zig-zag y la clase [6V] es independiente del representante
v elegido en el proceso. Supongamos entonces que tal cocadena v se anula en simplejos
fuera de F. Si b e H'(W U F,W’;G) esta representado por el cociclo v, entonces la co-
cadena v de C"(W,W’; G) cumple que 76V = 0, por el Lema 1.2.13, y entonces el cociclo
67 € C"Y(W, W’ U F;G) es un cociclo en T'C"*{(W,W/ U F;G) = cC"™*'(W,W' UF;G) y
este define una clase de cohomologia [67] € o H"*(W,W’ U F;G). Mis atin por el proceso
zig-zag la clase [6V] es independiente de la eleccion del representante v tomado para b.
Esto nos garantiza la existencia de los siguientes homomorfismos:

Definicion 1.2.14.
» Sea ¥ : H'(WUF,W;G) — cH*'(W,W U F;G) el homomorfismo definido por
Hv] = [oV].
» Sead,: H' (W UF,W;G) — sH™ " (W,W UF;G,) el homomorfismo definido por
P =n0 y o =Y 0.

Como una consecuencia inmediata de la definicion y del Lema 1.2.3 tenemos que
) . 0, sip=>3,

Lema 1.2.15. (i) Y9, =Y. (ii) Yoy =
Py, sip=2.

Consideremos el siguiente diagrama con columnas exactas:

H (W UF,W';G) —%— sH'(W,W' UFG,)
5" a,
H' (W,W'UF;G) —X— H"(W,W UF;G,)
i By
H' (W, W';G) ——~— pH"(W,W’'UF;G,)
it Yp

o,
H (WUFW';G) —— sH"™ "\ (W,W UF;G))

13
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Entonces se cumple lo siguiente
Lema 1.2.16. (i) o, = n.6". (ii) Bpm« = Kpj ™. (iii) ypkp = —0pi".
Demostracion.

(i) a,¥p,n.6" H YW UF,W;G) — H (W,WUF;G,)ysilu]le H ' (WUF,W;G)
entonces:

arn.Iu] = n.[ou] = [noul, sip=r1,

a’pﬁp[”] = { .
oy (u] = ag¥: 9 u] = ag[ou] = [€,Qonoul = [nou], sip=o.

y en cualquier caso a,¥,[u] = 1.6*[u].

(i) Bonskpj” : H'(WW UF;G) = PH'(WW' UF;G)) y Bpn«lu] = Bolnul = [npul y
por otra parte k,j*[u] = k,[u] = [npu].

(iii) y,kp,—0pi* : H'(W,W';G) — PH (W, W’ UF;G,). Sea[u] € H'(W,W';G), siu=
uy+upy donde u; € C"(W,WUF;G)yup € C"(WUF,W’;G) entonces npu = npuy,
ast que v kplul = yplnpur] = [nour]y 9,i*[u] = 9,[u] = [nouz], luego

Yokp +Dpi" [u] = [nour] + [nouz] = [n6(uy +u2)] = [néu] = 0.

Por tanto y,k, = —9,i".

Observacion 1.2.17. ¢, 7% = I"n,.6*

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama

H' (W UF,WG) —22s H™*\ (W, W/ UF,;G,)

| .|

H' (W' UF,W'.G) —2 o H™*'(W,W UF;G,)

El diagrama es conmutativo, pues si [u] € H" (W, U F,,W/; G) entonces I*n.6*[u] = [r"néu]

= [nduny| = O [uny] = 9.7 [u]. Ademds I y m* son isomorfismos por el Teorema 1.1.11
m]

0, sip >3,

Teorema 1.2.18. (i) ¢ = —v&* i, (ii) v¢, = |
no T, sip=2.

14
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Demostracion.

@) pg =" yye ' = I yeyoks por el Lema 1.2.12
— _I*—lyTﬁo_l-* — _I*—l
= —I*_lyszTI*I*_]ﬁTi* = —yI""'9,i* definicién de v

Vet Ol por los Lemas 1.2.15y 1.2.16

= vl = —yns*n*Tli* por la Observacion 1.2.17

w_x—1 ek
.

=—vonm

(ii) v = I Woyo g = I o yoke = I o (—001") = 1" Yoty 04"
0, sip >3,

- —I*_ln*ﬁri* = —I*_ln*l*n*é*ﬂ*_li* = n*é*ﬂ*_li*’ si p= 2.

O

Definicion 1.2.19. Sea I:f :HI(W'UF,W';G) — pHI**(W,W UF;G)) (s > 0) el homo-
morfismo definido por:

1——;20%1 = (Yp¥p)" ), 1:gcwrz = (Yo7p) 705
Estos homomorfismos satisfacen las siguientes propiedades:
Lema 1.2.20.
(i) ypl% =T% |,

. : TOo _ 7 _ To _TT 7 _T0
(ii) Sip =3 entonces Yo I3, =y¢15 =0 Yol7 =17, o 15, =17,

(iii) Sip=2, y, % =T

Demostracion.
@) TP = {Vﬁ(VPVﬁ)aﬂp =(vpyp) vy = l:fﬂ, sis=2a+1,
pls = il )
VoY) o0 = (Vpyp) 05 =T0 |, sis=2a+2.

(i) Verifiquemos que tanto 17 ., como ¢, 17, se anulan

‘ﬁo‘l:gaﬂ = Yo (Yoy:) O
= (VYo ) WeOs por el Lema 1.2.4
=0, por el Lema 1.2.15.

15
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y para I3,

¢Tf£a+2 = wT(YTyU)ayTﬂU
= (Yoro) ey 0o

= (Yo¥o) Yolo: 0
=0.

To _TT .
Veamos ahora que ¥, ['7 F2a Py

t//(r 2042 = =Ye(Yoye) Vol

:(7770-) '700'70' T
= (VoY) Yl

= (7770')077190'

=r
_'r20+2

. . _T
Finalmente verifiquemos que ¢.I7 | =

Uel Gy = Ue(yeye) O
= (Yoyo) Yoy
= (Yov:)" Vo
= F‘T

2a+1°

(iii) Desarrollemos primero el caso impar

wp_2a+1 Yo(¥pYp) 0o = (V570) ¥ p—{

porel Lema 1.2.4
por los Lemas 1.2.4y 1.2.15

por el Lema 1.2.4
porel Lema 1.2.4
por el Lema 1.2.15

2a+1'

por el Lema 1.2.4
porel Lema 1.2.15

(yTYU) Uy 2a+l’ si p=0,
(Yoy:)¥ 0y = 20+1’ sip=r1.

donde la segundad igualdad es consecuencia del Lema 1.2.4 y la dltima del Lema

1.2.15. Similarmente para el caso par se tiene

‘/’;OFQCHQ wp(Ypr) Yo p—(')’p?’p)a)’pwp {

Yoy Yol =Ty sip=T,
(V1Yo )"y = F§a+2’ sip=o.

O

Cuando p = 2 se tiene una variacién de la sucesion exacta de Richardson-Smith, como

lo demuestra el siguiente teorema.

16
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Teorema 1.2.21. La siguiente sucesion es exacta

5

o « ¢
o H (W, W U F;Go) 25 H (W, W3 Ga) 5 HY(W,W'3Ga) = H (W, W, UF;G) — -+
y ademds " j* ¢ = 0.

Demostracion. Noétese que o = T con coeficientes en G,. Ademds, por el Teorema 1.1.4
se tiene que o H"(W,W U F;G,) = cH(W,W’'U F;G,). Entonces, en vista de la Defini-
cién 1.2.5, del Corolario 1.1.12 y los Lemas 1.2.10 y 1.2.12, el diagrama en la Figura 1.1
(véase la siguiente pdgina) resulta ser conmutativo. También el renglon inferior es exacto
(Teorema 1.1.2) y los morfismos / son isomorfismos (Teorema 1.1.11), por tanto es sufi-
ciente mostrar que el morfismo j* : TH" (W,W U F;G) — tH"(W,W’; G) es isomorfismo.
Consideremos el diagrama usual de complejos de cadenas con renglones exactos

0 «— C,(WWUF,Z) ]% C,(W,W",Z») —— C,WUFW'Zy) «<——— 0
# #

il il il

0 «— C,(WWUF,Z) T C,(W,W",Z») " C,WUFWZy) «<—— 0

y notemos que el homomorfismo 7% de la derecha es trivial. Luego aplicando el funtor
Homgz,(_;G>) se obtiene el siguiente diagrama conmutativo de renglones exactos

-H .
0 —— C'(W, W UF:Ga) ——s C"(W,W":G,) —2—s C"(W UF,W':G,3) —> 0
I I [0
-H .
0 — C'(W,W' UF;Ga) —— C"(W,W’;Ga) ——s C"(W UF,W’;Ga) —> 0

I _# L [

0 — C"(W,2W'UF;Ga) —— C"(W,W’;G>) —s C" (W' UF,W’;G3) —> 0

del cual es evidente que j* : tC"(W,W’ U F;G,) — C"(W,W’;G,) es inyectivo. Nétese
también que en el diagrama anterior la columna de la izquierda es exacta pues o = 7
(Teorema 1.1.4). Seaa € TC"(W,W’; G,), es decir, existe b € C"(W,W’; G) tal que 7(b) = a,
entonces i*(a) = i*1(b) = 7i*(b) = 0 porque el homomorfismo 7 de la derecha es trivial
entonces, por la exactitud del renglén, existe ¢ € C"(W,W’ U F;G») tal que j*(c) = a.
Luego, j*1(c) = 7j*(c) = 7(a) = 7(7(b)) = 0 implica que 7(c) = 0, pues j* es inyectivo
y, por la sucesion exacta de la columna izquierda, existe d € C"(W,W’ U F;G») tal que
7(d)=c, estoes, c € TC"(W,W UF;G>) y j*(c) = a. Por tanto j* es isomorfismo.
Finalmente la igualdad 7*j*¢; = 0" es consecuencia inmediata del Lema 1.2.10. O

17



o Y P ? i*v
oo —2 H™Y W, W/ UF;;Gy) —— H' (W, W!;G,) —— H'(W,W';Gs) —— H'(W,,W/UF;;G,) — -

=1 H'(W,W/UF;G») =7
T H Y W,WUF;G,) =|I =7 =|1d ' H'(W,W'UF;G>)
Yr
i T'TH' (WW/ UF;G)) i
.\.*

oo B THT W, WUF;Ga) — 2 HY(W,W'3Ga) —s H'(W,W';G) —2—s H'(W,W';Gy) ——> -

Figura 1.1: Diagrama conmutativo para la prueba del Teorema 1.2.21.

1.2. Homomorfismos basicos
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1.3. Relacién con las operaciones cohomolégicas

En esta seccion se explora la interaccion de los morfismos ¢, ¢y v con las potencias
reducidas de Steenrod (o cuadrados de Steenrod) y el homomorfismo de Bockstein que se
denotaran respectivamente como:

PS: Hr(X,A,Zp) N Hr+2s(p—l)(X,A;Zp) p > 3
Sq*: H'(X,A;Zy) —» H ™ (X,A;Z) p=2
Ay H'(X,A;Z,) — H(X,A;Z,)

Las hipétesis impuestas a la transformacion simplicial ¢ garantizan que es posible defi-
nir un orden localmente simple en W invariante bajo ¢ de tal manera que el orden inducido
es localmente simple en W;. De esta forma los homomorfismos #* y 7 son homomorfismos
preservadores de orden. Una consecuencia inmediata de este hecho es el siguiente lema.

Lema 1.3.1. Sean u,v € C*(W,W’;G), entonces
t#i(u — V)= - t#iv, 1 (pu — ¢v) = 1" pu — 1 .
Lema 1.3.2. Sean u,v € C*(W,W’;G), entonces
(i) o(u—ov)=0u— ov.
(ii) T(u— ov)=71TU— OV.

(iii) ¢(u — ov) = du — ¢Pv.

Demostracion.
p-l p-l
@) cu—ov)=> lu<d My

i=0 =0
p-1f p—1

= | u Y My
i=0 =0
p-l p-l

= t#lu — t#]v
i=0 j=0

=0U— oV

19



1.3. Relacién con las operaciones cohomolégicas

(ii) T — ov)=(1=u— ov)
=(u— ov)—t'(u— ov)
=u—ov—1tu—itovy
=u—ov—1tu—ov

=(u—t'u)— ov

=TU~— OV.

(iii) m*¢p(u— ov)=o(u—ov)  porel Lema 1.2.10
=0u-~—ovy
= 1" du — 7" pv por el Lema 1.2.10
=7 (¢u — ¢v)

y por tanto, por el Lema 1.1.10, ¢(u — ov) = ¢u — ¢v.

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es:
Teorema 1.3.3. Sean a, b € H*(W,W’;G) entonces ¢,(a — o*b) = ¢ (a) — ¢;(b)

Teorema 1.3.4. Sean a, b € H*(W,W’;G) entonces

Wgia— 60)=0.  p(gla—§b)=0

., . . * * * —

Demostracion. Es suficiente verificar que y,I"(¢, — ¢,b) = 0. Supongamos que u es un
cociclo que representa a a y v un cociclo que representa a b, entonces, después de reducir
coeficientes médulo p,

¢(u— ov) = gu — ¢v esun cociclo que representa a ¢ (a) — ¢, (b),
o(u— ov)=np(u— ov) esun cociclo que representa a I(¢(a) — ¢ (b)),
6(u — ov) =y,0(u — ov) esun cociclo que representa a v I (¢ (a) — ¢ (b)),

pero 6(u — ov) = 0 pues tanto u como v son cociclos. Por tanto y,I*(¢; — ¢;b) =0. O

Corolario 1.3.5. Sean a; € H*(W,W’;G)dondei=1,2, ..., ky k > 2, entonces

v(gjar — djar — - — ¢lax) =0y
wg ar — ¢yaz — -+ — ¢ ax) = 0.

La demostracion del siguiente teorema hace uso de la naturalidad de los morfismos v y
U, su demostracion se encuentra en el articulo de Nakaoka [7]:
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Teorema 1.3.6. Sean a, b € H*(W;,W/U F;;G) y @8 > 0. Entonces
(i) u*(a) — pP(b) = u**Fla — b),
(ii) n.p(a) — v(b) = (1) uv(a — b),
0, sip >3,
(iii) v(a) — v(b) =
n.pu(a—b), sip=2.

Consideremos el siguiente diagrama

H (W,W';Z),)
¢ r
H W UFW'Zp)
H (W;,W/ U F;;Z,) t H (W, W' Z,)
H" (W, UF,W/;Z,)
Ap 5

H™ (W, WU FZp)

donde los morfismos A, son los Bockstein de conexion asociados a la sucesion exacta

.. ) p . )
corta (no escisiva) de coeficientes 0 —» Z, — Z,» — Z, — 0. Notese que 7 es isomorfismo
(comparar con el Lema 1.1.10). Entonces se tiene

Teorema 1.3.7. Ay —Apgy = &l

Demostracion. Sean a € H"(W,W’";Z,) y u € C"(W,W’;Z) con éu =0 mdd p tal que
[¢] = a. Entonces existe v € C’“(W,W’;Z) tal que ou = pv. Sea u = u; +up donde u; €
C(WWUF;Z)yu, € C"(WUF,W';Z). Entonces

¢u = duy + duy
= du, +7r#_10'u2
= ¢u; +p7r#_1u2
= ¢u; + pus donde u)y = 7y € C" (W, UF,W/,Z).

Entonces d¢u = dpu +p(5u’2 y como d¢u = ¢pdu = pdv se tiene que

1
¢v = ;6¢u1 +0uy.
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1.3. Relacién con las operaciones cohomolégicas

Ademds ¢FAp(a) = [¢v] y s li*(a) = [6u}]y pu = ¢u; mdd p. Por tanto

1
l—6¢u1] = Ay, ().
p

Teorema 1.3.8. (i) Apv+VvA, =, (ii) pAp = App.

Demostracion. Sea a € H (W;,W/ U F;;Z,) y u € C"(W,W; U F;;Z) con 6u =0 moéd p
y a = [u]. Entonces existe un cociclo v € C"*\(W,,W/ U F;;Z) tal que du = pv. Como
nu, 7v € T'C*(W,W’ U F;Z) tomemos ug € C"(W,W' UF;Z) y vo € C"*'\(W,W U F;Z)

1 1

tales que mu = oug y mv = ovg, entonces pug =1 ocuy=uy ¢vo =n_ ovy = v. Luego

o (dug — pvg) = doug — povy = O dug — prdvy

= onu—pnrv =na(éu—pv) =0.

Ademads odvy =60 vy = ompvy = onv = mdév = 0. Luego por el Lema 1.1.3 existen cociclos
u € C"HYW,W'UF;Z)y v € C'*?(W,W’ UF;Z) tales que

ouy—pvo = Tuy, (A)
ovy = TV]. (B)
Entonces 7(8uy + pvy) = 8tuy + prvy

= 0(6ug — pvo) + ptvy
= d66ug— p(dvg—1vy) =0.

Asi que existe una cocadena y; € C"*2(W,W’ U F;Z) tal que
Sui +pvi =oyi ©)
y aplicando ¢ a ambos lados de (C), tenemos:

¢(0uy +pvi) = oy
douy +pévi = pdyi

1
—0¢uy + vy = dy1
p
1
];5¢M1 = ¢y1—dv1. (D)

Luego tenemos el siguiente andlisis a nivel de cocadenas:
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Cohomologia de espacios de 6rbitas

Como mu = ougy, I*(a) estd representado por oug maod p
por (A), yoI*(a) estd representado por Sug = Tu; mod p
porel Lema 1.2.3 y (C), ¥,y,1"(a) esta representado por ou; méod py
v:Yo1*(a) estd representado por du; = oy; méd p.
Entonces v(a) = I* ',y 1"(a) estd representado por ¢(u;) méd py
w(a) = I* Yy y,I"(a) estd representado por ¢(y;) méd p.
Por otra parte, A,(a) estd representado por v méd p 'y
I*Ap(a) estd representado por ovg méd p.
Por (B), ys1"A,(a) estéd representado por 6vo = Tv.

Entonces, vA,(a) =1 ovel *Ap(a) estd representado por ¢(vi) madd p.

Entonces (i) se sigue de (D).
Por (1) y usando que A127 = 0 se tiene que

HA, = (Apy +VvApA, = ApvA,

y ApvA, = Ap(—Apv) = App
por tanto, uA, = A,u, lo cual prueba (i1). O

El siguiente resultado se prueba en el articulo de Nakaoka [7] a partir tan s6lo de los
axiomas que caracterizan a los cuadrados y las potencias de Steenrod.

Teorema 1.3.9.

(i) Sea p > 3, entonces
PSpu—puP* = P P57, P’y =vP?

(ii) Sea p =2, entonces 1
s—

Sq°v—vSq® =v*Sq

Corolario 1.3.10.
N
(i) uP = ) (=1 PPk sip > 3,
k=0
N

(i) vSq¢® = Z vESq* kv, sip=2.
k=0
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1.3. Relacién con las operaciones cohomolégicas

Demostracion. Demostremos ambas propiedades por induccion. Para (i) es claro que
uPY =y y utilizando la hipétesis inductiva tenemos

uPs = Pl — P PS por el Teorema 1.3.9

s
— PS+1,Ll _ /lp—l Z(_1)kluk(p—1)l_)s—klJ
k=0

N
— Ps+1'u+Z(_1)k+l'u(k+1)(p—1)Ps—(k+1)+1#
k=0

s
— Ps+1'u + Z(—l)kﬂk(p_l)Ps+l_k/l + (_1)s+1#(s+1)(p—1)+1
k=1
s+1

— Z(—l)kﬂk(p_l)Ps+l_k/l.
k=0

Por tanto, uP* = Zizo(—l)k w1 ps=k ) para todo s natural y esto prueba (i).
Para (ii) es claro que v = vSq” = v?S¢v = v y usando la hipétesis inductiva

quS+l — SqS-I-IV_VZSqS

N
— qu+lv_ v (Z VkSqS_kV)

k=0
N
— qu+lv _ Z Vk+ISqS—kV
k=0

s+1
— qu+lv + Z Vkqu+1—kV
k=1
s+1

_ Z VkSq 1Ky,
k=0

Corolario 1.3.11. (1) ug;P* = P'ug;sip = 3. (ii) vé;Sq* = Sq’ vy sip =2.
Demostracion. Para demostrar (i), por el Teorema 1.2.18 (i) ug; = —v&*n*~1i*, entonces
ug, PP = —y&* P = PS(—vs i) = Pug;.

Mientras que para (ii) usemos que por el Teorema 1.2.18 (ii) v¢; = n.6*m*~1i*, entonces

v$,Sq’ = 0.8 70 i*Sq* = Sq*(n.5*n* i) = Sq've,.
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Cohomologia de espacios de 6rbitas

La demostracion del siguiente teorema se encuentra en el articulo de Nakaoka.
Teorema 1.3.12.

(i) P —P*¢* = puP~1P~1g" sip > 3.

(ii)) ¢;8q° = Sq°¢p; = quS_ld):, sip=2.

. . _ % * —2 g% —1 %
Corolario 1.3.13. Si p =2, entonces ¢,Sq* —Sq’ ¢ = uSq* ~¢; +Sq* " v¢;.
Demostracion.

-2 % _ 2 =2 g% _ -1 * =1 g%
uSq’ g =vSq ¢  =8Sq" vg, —vSq' T §,
y usando el Teorema 1.3.12
uSq’ 24y = Sq"" v — ;54" + Sq°¢;

y por tanto (podemos cambiar los signos porque p = 2)

* K S gk _ §—2 4% s—1 *
¢ Sq —Sq° ¢, = uSq” ", +Sq" v,
Corolario 1.3.14.

N
(@) Py = > (=D NP sip > 3,
k=0

(i) Sq°¢; =i ¢, Sq"*.
Demostracion. Procedamos por induccion sobre s en ambos casos.
(i) Es claro que P0</)(;k = (—1)0¢: y utilizando la hipétesis inductiva

PHl(p: — (]5:Ps+1 _'up—lpsgb:
K
— ¢:Ps+l _ ,Llp_l Z(—l)k,uk(p_l)(b(;kps_k
k=0

S
= ¢;Ps+l n Z(‘DkH/J(kH)(p_l)(]S:PHl_(kH)
k=0
s+1

— ¢:Ps+1 + Z(_l)kﬂk(p_l)(ﬁ:PSJrl_k
k=1

s+1

— Z(_l)kuk(p—l)(p:Ps+l—k.
k=0
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1.4. Regularidad y casi-regularidad

(i1) Es claro que S qogbo* = v0¢;‘ y usando la hipétesis inductiva
qu+l¢(;k — ¢3<qu+1 —VS(]S(ﬁ:
N
— ¢:qu+1 —y (Z ngb(;kqu_k)

k=0

s
:¢;qu+1+ka+l¢:qu+l—(k+l)
k=0
s+1
:¢;qu+l+zvk¢(;ksqs+l—k
k=1
s+1

— Z Vk¢;qu+1—k.
k=0

1.4. Regularidad y casi-regularidad

Definiciéon 1.4.1. Diremos que la terna (W, W’ t) es casi regular en dimension r si la
siguiente sucesion es exactaparap =0y T.

o Bs
H'(W,W';Z,) —> H'(W,W'UF;Z,) — sH" (W,W' U F;Z,).

Por otra parte, diremos que (W,W’,t) es regular en dimensidn r si la siguiente sucesion es
exactaparap=0yT

H (W W':Z,) > H' (W.W'Z,)) 2 B (W. W' Z,)
y ademads el homomorfismo j* : H"(W,W'UF;Z,) — H"(W,W’;Z,) es inyectivo.

Teorema 1.4.2. Si (W,W’,t) es regular en dimension r, entonces es casi regular en di-

mension r.

Demostracion. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

o 5
H (W, W'Z,) —2s H(W,W' UF;Z,) —25 sH'(W,W' UF;Z,)

S b

H (W,W";Z,) ——> H"(W,W'UF;Z,)

H (W,W';Z,)
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Cohomologia de espacios de 6rbitas

Sea a € ker 3, entonces a € H'(W,W'UF;Z,) y como 5" j*(a) = j*a,Bs(a) = 0 se sigue
que j*(a) € kerp* y por hipétesis existe b € H"(W,W’;Z,) tal que j*(a) = p*(b). Luego
j*(a=py(b)) = j*(a) - j*py(b) = p*(b) — p*(b) = 0 y como j* es inyectivo se sigue que
a = py(b). O

Denotemos por PN"(W,W’'UF;Z,) al kernel del homomorfismo a; : PH"(W,W' UF;Z,) —
H"(W,W'UF;Z,). Entonces

Teorema 1.4.3. Si (W,W’,t) es casi regular en dimension r, se cumple que
PN (W, W UFZ,) =y, N (W, W' U F3Z,) + 9,0 H' (W, W3 Z,)

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama, cuyo tridngulo de la izquierda es
conmutativo pero el cuadrado anticonmutativo por el Lema 1.2.15:

H'(W,W'UF;Z,) «—— pH"(W,W'UF;Z,) —2 sH"™\(W,W' UF;Z,)

g l (po\ KPT . @,T

PH"(W,W' UF;Z,) H (WW'Z,) ———> H" (W UF,W';Z,)

Sea a € AN"M(W,W’ U F;Z,) entonces a = y,(b) para algin b € PH"(W,W’ U F;Z,), lue-
go como B(asb) = 0 existe ¢ € H'(W,W';Z,,) tal que a;(b) = py(c). Sea d = b— «k,(c),
entonces

ap(d) = ap(b) — azk,(c) = as(b) — py(c) =0
asi que d € PN"(W,W' U F;Z,). Por otra parte
a= yp(b) = Vp(d + Kp(c)) = yp(d) + Vp(Kp(C)) = Vp(d) - ﬂpi*(c)

y por tanto AN" "YW, W/ U F;Z,) C y,#N"(W,W’' U F;Z,) + 0 ,i* H (W, W', Z,).
Finalmente la inclusién y,N"(W,W’' U F;Z,,) + 9,i"H (W,W';Z,,) C AN (W, W' U
F;Z,) es evidente por el Teorema 1.1.2 y la anticonmutatividad del cuadrado del dia-
grama. O
Teorema 1.4.4. Si (W,W',t) es regular en dimension r, entonces se cumple que

PN (W, W UF;Z,) =y,PN" (W,W UF;Z,) @0, H (W,W';Z,)

y ademds vy, : PN"(WW' UF;Z,) — AN I (W, W' U F;Z,) es inyectivo.
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1.4. Regularidad y casi-regularidad

Demostracion. Es suficiente probar que y,(a) + ¢,i*(b) = 0 implica que a = 0 cuando
a€PN'(WW UF;Z,)y be H (W,W:Z,).

Como y,(a— kp(b)) = yp(a) = ypko(b) = yp(a) + 9,i*(b) = 0 existe un elemento ¢ €
H"(W,W'UF;Z,) tal que a — k,(b) = By(c). Ademds, como az(a) = 0, se tiene que

p'(c) = ap(Bp(c)) = apla—kp(b)) = —ap(kp(b)) = —p()

Entonces p*(b+ j*(c)) = j*py(b) + j*p*(c) = j*(py(b) + p*(c)) = j*(po™(b) = po™ (b)) = 0.
Luego, por hipdtesis existe un d € H"(W,W’;Z,) tal que b+ j*(c) = p*(d). Entonces a —
kp(p(d) = j*(c)) = Bp(c) y como k,p* =0y k,j* = B, por el Lema 1.2.16 se sigue que
a=0. m|

Teorema 1.4.5. Si (W,W’,t) es casi regular en dimension r, entonces tenemos que
PH(W,W' UF:Z,) = PN" (W, W’ U F:Z,) + k,H (W, W'; Z,).
Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

@5

PH" (WW'UF;Z,) H (W,W'UF;Z)p,) ﬁ PH"(W,W UF;Z))

Ko /ps

H (W,W';Z,)

Seaa € PH"(W,W UF;Z,). Entonces, como S5a;(a) = 0, existe por hipétesis un elemento
be H"(W,W';Z,) tal que a;(a) = pj(b). Sea ¢ = a— k,(b), se tiene entonces

ap(c) = ap(a) —apk,(b) = ap(a) — py(b) = 0.

Por tanto ¢ € PN"(W,W’' U F;Z,) y entonces a = ¢ + k,(b) como se deseaba.
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2 | Cohomologia de productos ciclicos

En este capitulo se desarrolla la teoria expuesta en el capitulo 1 cuando ¢ es la transfor-
macion dada por #(x1,x2,...,Xp) = (X2,X3,...,Xp,x1) en K”. Esta transformacién verifica
la propiedad de casi regularidad, seccion 2.2, lo que permite dar una descomposicion del
kernel de 7, seccidn 2.4, y dar una descripcion completa del anillo de cohomologia, y
como moédulo sobre el dlgebra de Steenrod, para productos ciclicos en la seccién 2.5.

2.1. Productos cartesianos y productos ciclicos

Sea K un complejo simplicial finito, denotemos por X,)(K) al p-ésimo producto car-
tesiano de K y supongamos que K tiene un orden local simple. Entonces X(,)(K) es un
complejo simplicial considerando que:

= Sus vértices son los puntos a = (aj,as,...,a,) donde a; € K paratodoi=1,...,p.

= Un conjunto de (n+1)-vértices a' = (a},d5,...,a,,) de X(,)(K) forman un n-simplejo
si
0 1 n

a;,a;,....d;

estan contenidos en un simplejo de K y ademads a? <a Jl <0 < a;.‘ respecto al orden

1

en K. Esto induce un orden entre los vértices de X,)(K); a’<a' <. <ad.

Seat: X(,)(K) — X(,)(K) la funcién dada por #(x1,x2,. . .,Xp) = (x2,...,Xp,Xx1). Es claro que
¢t es una transformacion periddica de periodo p. Mas aun, se verifica directamente de la
definicién de ¢ y X(,)(X) que

= ¢ es simplicial,
= Sit(o0)=0,entonces t|, =1,y

= ¢ preserva el orden definido en X,)(K).
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2.1. Productos cartesianos y productos ciclicos

Es decir ¢ satisface las condiciones supuestas en el Capitulo 1 y por tanto podemos aplicar
la teorfa desarrollada considerando W = X(,(K), W' = 0, F = D(,)(K) := {(x,x,...,x)|x €
K}. El espacio de 6rbitas bajo la accién de ¢, O(X(,)(K),?) es el p-ésimo producto ciclico
de K, denotado por B,)(K). Ademds denotemos por d a laimagen de F bajo la proyeccion
72 X(p)(K) — B, (K), entonces 7 : Dy,)(K) — () (K) es un homeomorfismo. En lo que
sigue consideraremos un primo fijo por lo que omitiremos el subindice (p).

Sead : K — X(K) la funcién diagonal. Sea d* : H"(¥(K); G) — H"(K; G) el homomor-
fismo inducido por d. Entonces para cada a € H'(K;G)y 1 € H*(K;Z) se tiene

d'(ax1x---xXl)=a—=1—--—1=a

En particular d* es sobre. Denotemos por d; : K — D(K) a la funcién d restringida a su
imagen, entonces dy es un homeomorfismo y d; : H"(D(K),G) — H'(K; G) es un isomor-
fismo. Luego, por conmutatividad del diagrama,

H'(X(K);G) S SN H"(D(K);G)

N4

H'(K;G)

se sigue que i* es sobre. Entonces por la sucesion exacta del par (X(K),D(K)) se obtiene
el siguiente Teorema

Teorema 2.1.1. La sucesion
0 — H'(X(K),D(K):G) 2= H'(X(K):G) - H'(D(K);G) —> 0
es exacta. Mds aiin, dyi* = d* y d; : H'(D(K);G) ~ H'(K; G).

Sea G un campo y sea Q*(K; G) una base homogenea para el espacio vectorial H*(K; G).
Luego el producto cruz:

byxbyx---xb, (b;jeQ'(K;G))

es un elemento de H*(¥(K);G). Mas atn, el Teorema de Kiinneth en cohomologia con
coeficientes en un campo establece que existe un isomorfismo:

& ®Hq’(X G) — H'(X";G).

qi+-t+qp=r i=
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Por tanto, una base para H"(¥(K);G), cuando G es un campo, como lo supondremos en
el resto del capitulo, esta dada por:

B"(Q*(K;G)) = {bl Xbyx -+ xby|bj € Q(K;G); Xl qi = r}

donde dimb; = g;. De esta base es conveniente distinguir los términos “diagonales” de
los que no son. Para esto definamos

B" (Q'(K;G))={bxbx---xb|beQ*(K;G);pqg=r}
donde dimb =g¢q. Y sea
B"(Q*(K;G)) = B"(Q*(K;G)) - B" (Q*(K;G)).

Finalmente, denotemos por V" (Q*(K;G)) y V"' (Q*(K;G)) a los subespacios vectoriales
generados por B (Q*(K;G))y B"" (Q*(K;G)) respectivamente.

Como consecuencia de la conmutatividad graduada del producto cruz en cohomologia
se tiene que, para el homomorfismo t* : H"(X;G) — H"(X;G) inducido por ¢,

(b1 xbyX -+ X by) = (=1) 1@+ ) (hy X by X -+« X by X by)

y por tanto los subespacios vectoriales V"' (Q*(K;G)) y V""" (Q*(k; G)) son t*-invariantes.
Definamos la siguiente relacion entre los elementos de B (Q*(K; G)):

u ~v siy solo si existe algin i € {0,...,p—1} tal que v = £*(x)

Es claro que ~ es una relacion de equivalencia sobre B” (Q*(K;G)). Sea B/ (Q*(K;G))
un conjunto de representantes de B”"(Q*(K;G))/~. Dado que p es primo, el conjunto
B/ (Q*(K; G)) satisface:

= {r/(w)|w e B/(Q"(K;G)),0 < j < p—1} es una base para V"' (Q*(K; G)),
» Todo elemento de B/ (Q*(K;G)) es de la forma +w donde w € B" (Q*(K; G)).

Es obvio que p*p* = 0 y més aun el siguiente teorema establece que, salvo un elemento
diagonal, el kernel de p* es la imagen de p*.

Teorema 2.1.2. Sea G un campo, y sea a € H (X¥(K); G) tal que p*a = 0. Entonces existen
x, y € H(X(K);G) tales que a = p*x +y, donde y es combinacion lineal de elementos
diagonales para una base de H*(K;G). Si r no es divisible por p, no existe tal elemento
diagonal.
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2.1. Productos cartesianos y productos ciclicos

Demostracion. Como a € H"(X(K);G), entonces a = a’ +a” donde a’ € V" (Q*(K;G)) y

=k /1

a’ € V""(Q*(K;G)). Luego como p*(a) = 0 entonces p*a’ =0y p*a” = 0. En particular
el elemento a’ se puede escribir como

p—1
a = Z Z c;)t*'(b) (CZ € G)
i=0 beB;" (Q*(K;G))

porque {t*j(W) |W e B (Q"(K;G)),0<j<p- 1} es una base para V" (Q*(K; G)).

Caso 1: p = 7. Entonces 7a’ = (1 —t*)d’, esto es,

-1 -1
Ta = le Z cé)t*i(b) - I’Z,J Z c;;t*i+1(b) =0.

i=0 beB!"(Q*(K:G)) i=0 beB!"(Q*(K:G))

Entonces para todo b € B;"(Q*(K;G)): cit**!(b) = ¢i*1+*"*!(b) implica que ¢! =

l:

S

_ .p-1
e=Cp Luego, sea

u= Z cgb.
beB!" (Q(K:G))

Entonces es claro que ou = a’.

Caso 2: p = o. Entonces oa’ = Zj:é ta y esto es,

p—1p-1 o p—1p-1 o
Z Z Z ch I (b) = Z Z Z ¢l *7*(b) = 0.
=0 i=0 beB/" (Q*(K;G)) =0 i=0 beB/" (Q*(K;G))

Entonces para todo b € B": c2b+ céb+ et cg_lb =0y como b # 0 se tiene que

0 p-1

b by = 0. Luego,

D+cy+-te

p-1 i

DDV DIA O

i=0 beB/" (Q*(K:G)) \ j=0
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satisface que

p—1 [ i i
_ _ j i J i+1
Tu=1-1"u= Z Zcb t*'(b) - c, [t (D)

i=0 beB;"(Q*(K;G)) [\ /=0 Jj=0
p-1 (i i

_ J J | i

= c,= ) |t (D)
i=0 beB;"(Q*(K;G)) |\ /=0 j=0
p-1

ci (D).

[

i=0 beB!" (Q*(K:G))

Estoes, tTu=a'.

Por tanto en cualquier caso a = p*x +a”. Ademas es claro que si r no es divisible por p,
entonces B, (Q*(K;G)) = 0 y por tanto no existe el elemento diagonal a”. O

Corolario 2.1.3. Sea G un campo y supongamos que r no es divisible por p. Entonces la
sucesion

H'(X(K):G) 25 H'(X(K):G) 2> H'(X(K):G)

€s exacta.

2.2. (X(K),t) es casi regular
Abreviemos (¥X(K),0,t) por (X(K),?), el objetivo de esta seccion es demostrar que (¥X(K),)
es casi regular en toda dimension, lo que nos permitird dar una descripcion explicita del

kernel del homomorfismo 7.

Teorema 2.2.1. (X(K),t) es regular en dimension r no divisible por p.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema 2.1.1 y el Corolario 2.1.3. O

Lema 2.2.2. Sea a € H?4(X(K),D(K);Z,) tal que Bza =0y j*a es combinacion lineal de
elementos diagonales para una base de H*(K;Z,,). Entonces a = 0.

Demostracion. Sea n = dim(K).
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2.2. (X(K),t) es casi regular

Caso 1: g = n. Consideremos el siguiente diagrama

PHP"(X(K). D(K):Z,)

p*

HP"(X(K),D(K); Zp) HP"(X(K),D(K);Zp)
/ \
J
HP"(X(K),Z)) L HP"(X(K);Zp) PHP"(X(K),D(K);Z))

Como B;(a) = 0, por la sucesion exacta de Richardson-Smith, existe un elemento b €
PHP"(X(K),D(K);Z)) tal que a3(b) = a y como el homomorfismo

¥Yp 1 PHP"(X(K),D(K); Z,) — ¢ H" 1 (X(K),D(K); Z,)

es trivial, existe un elemento ¢ € H”"(X(K),D(K);Z,) tal que B,(c) = b. Luego por con-
mutatividad p*(c) = a.
Sea j*(c) = ¢’ +c¢” donde ¢’ € V'(Q*(K;Z,)) y ¢” € V'(Q*(K;Z,)). Entonces

J @)= p(c)

=p'j ()

=P () +p'()

=p'(c)
porque p*(c) es o bien cero (cuando p = 1), o bien pc (cuando p = o), en cualquier
caso el resultado es cero médulo p. Entonces j*(a) € V'(Q*(K;Z,)) pero también j*(a) €
V"(Q*(K;Z,)) por hipétesis, asi que j*(a) € V'(Q*(K;Z,))NV"(Q*(K;Z),)) implica que
Jj*(a) =0y como j* es un homomorfismo inyectivo, a = 0.

Caso 2: g < n. Denotemos por K7 al g-esqueleto de K, sea g : K¢ < K la inclusién y
G=gxgx---xg (pveces g). Sea Q*(K;Z,) una base de H*(K;Z,). Como el homomor-
fismo inducido g* : HY(K;Z,) — H%(K%;Z,) es inyectivo, existe una base Q*(K9;Z,) de
H*(K%;7Z,) que contiene a todos los elementos g*(b) tal que b € Q*(K;Z,) y dimb = q.
Luego, es claro que G* (V"P1(Q*(K;Z),))) € V"PU(Q*(K9;Zy)).

Veamos que G* : V"P1(Q*(K?;Z,)) — V"P1(Q*(K;Z,)) es un homomorfismo inyectivo.

Considérese el monomorfismo

EVPUQNK;Zy)) — ®p HY(K;Z,)
bx---Xb +—> bb®---Q®b
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y denotemos también por ¢ al monomorfismo correspondiente para el esqueleto K9. En-
tonces el siguiente diagrama conmuta

VUQH(K:Z,) —— @), HU(K:Z,))

G*l l@,, g

144 %k é‘:
VP QK Z,) —— ®pH‘7(Kq;Zp)
Ademds, como g* es un homomorfismo inyectivo, también lo es (X) » g" y por tanto G* es
inyectivo.
Luego, en el diagrama

HP(X(K): Zy) < HPI(X(K),D(K):Z,) B PHPI(X(K),D(K); Z)p)

I I I
HP(X(K?); Zp) - HPI(X(K),D(K1),Zp) £, PHPI(X(K?),D(K),Z))

se tiene que B5(a) = 0 por hipétesis y entonces B;G*(a) = G*Bs(a) =0y como j*G*(a) =

G*j*(a) € V'"P1(Q*(K4;Zp)) se puede aplicar el caso anterior a G*(a) de donde se sigue

que G*(a) =0. Entonces G*j*(a) = j*G*(a) =0y como G* es un homomorfismo inyectivo

en V"PUQ*(K;Zp)) y j*(a) e V'"PI(Q*(K;Z)p)), se sigue que j*fa=0yportantoa=0. O

Teorema 2.2.3. (X(K),t) es casi regular en dimension r = pq (divisible por p).

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

HP(X(K): Zy) —2s HPIE(K), DK );Z,) —2s pHPIE(K),D(K): Z,y)

S T, b

HP(X(K);Z,) HPI(X(K),D(K);Zp)

HP(X(K); Zp)

Sea a € HP(X(K),D(K),Z,) tal que B5(a) = 0. Entonces p*j*(a) = j*p*(a) = j*a,fs(a) =
0, asi que existe un par de elementos x, y € HP4(X(K);Z,) tales que j*(a) = p*(x)+y
donde y es una combinacién lineal de elementos diagonales de una base para H*(K;Z,),
por el Teorema 2.1.2. Entonces j*(a) = j*p;(x) +y, y por tanto j*(a — p;(x)) = y. Luego,
Bsla—py(x)) = Bs(a) — Bsp;(x) =0y por el Lema 2.2.2 a— p;(x) = 0y por tanto a =
P;(x). O
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2.3. Los homomorfismos '}

Finalmente, uniendo los Teoremas 2.2.1 y 2.2.3 se sigue la casi regularidad de (X(K),?):

Teorema 2.2.4. (X(K),t) es casi regular en toda dimension.

2.3. Los homomorfismos I'¥

Definicién 2.3.1. Sea I'} la composicién T¥d* ™!, esto es

x—1

HY(K;Zp) L HI(D(K);Zp)
T "
PHT(X(K),D(K);Zp)
El objetivo de esta seccion es probar que los homomorfismos
IV HYK;Z,) — PH" (X(K),D(K);Z,)

son inyectivos para 1 < s < (p—1)q, Teorema 2.3.7.
En la Seccién 2.2 se probd que (X,1) es casi regular en toda dimension, asi que por el
Teorema 1.4.3

PN"H(X(K), D(K),Zp) = ¥,PN"(X(K),D(K); Z) + i H (¥(K); Z,)
donde PN"(¥(K),D(K);Z,) es el kernel de a5 : PH" (¥(K), D(K); Z,,) — H" (X(K),D(K); Z,).
Lema 2.3.2. Para todo r
AN (X(K),D(K),Zp) = 7,PN"(X(K),D(K),Z,) + TV H" (K Zp).

Demostracion. Es suficiente ver que l"f H"(K;Zp) =9,i"(X(K);Z)p), por el Teorema 1.4.3.
Consideremos el siguiente diagrama

H(K:Z,) i PH™ (X(K), D(K):Z,)

x—1 =
\do Fﬁ)/

H'(D(K): Zyp)

H'(X(K); G)

Como i* y d;‘_l son sobreyectivos, Teorema 2.1.1, i*(H"(X(K);G)) = d;‘_l(H’(K;Zp)) y
por definicién T = (y,¥5)’ 9, = 9. Por tanto TVH' (K3 Z,) = 8,i*(X(K);Z,)- O
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Sea S" la n-esfera. Recordemos que sus grupos de cohomologia son:

Z, siq=0,n,

0 en otro caso.

HY(S";Z,) = {

Observacién 2.3.3. TYH(S";Z,) = 0.

Porque el generador de H(¥(K); G) esta dado por 1 x---x 1 donde 1 es el generador de
HY(K; Zyp). Entonces p(1x---x 1) estd representado por un cociclo cargado por la diagonal
y por tanto k,(1 x---x 1) = 0. Luego, por el Lema 1.2.16 se tiene que ¢,i*(1x---x 1) =
—YpKkp(1X---x1) =0. De esta forma Flp(HO(K;Zp)) = 0y aplicando alternadamente y; y
yp aT?(H(K;Z,)) se tiene que IY H(S™;Z,) = 0.

Lema 2.3.4.
PN"P(X(S"),D(S");Z)) = FS@_I)H”(S”;ZP).

Demostracion. Veamos primero que P N"(X(S"),D(S8");Z,) = 0. Aplicando sucesivamente
el Lema 2.3.2 y usando los valores de los grupos de cohomologia de S” tenemos:

PN"(X(K),D(S");Z,) = y;pN"1(X(S"),D(S");Z,) pues H' ' (8":Z,) =0
= ¥5y,PN"2(X(S"),D(S");Z,) pues H"*(5";2,) =0

=YY Y P’NI(X(S”),E(S”);ZP) o’ es p o p dependiendo de n
| ——
n—1vy’s
VYo Y (yp—,ﬁ’NO(%(S”),D(S”);Zp)) pues T HO(S",Z,) = 0

como HO(%(S”),D(S”);ZP) = 0, por la sucesién exacta del par, el inicio de la sucesion
exacta larga de Richardson-Smith es:

02 & HO(X(S"). D(S™): Z,) > HOE(S"),D(S"): Zy) — 0

de modo que 2’ HO(X(S"),D(S"); Z,) = 0 y por tanto »’ NO(X(S™),D(S");Z,,) = 0. Finalmen-
te esto implica que

PN"(E(K)LDS S Zy) = ¥y (1F NS DS R Z,)) = 0.

Veamos ahora que PN"P(X(8"),D(S");Z,) = Ff(p_l)H"(S”;Zp).

37



2.3. Los homomorfismos '}

Como H"P7"(8";Z,) = 0 para todo r < np —(n+ 1) podemos aplicar sucesivamente el
Lema 2.3.2:

PN"P(X(S"),D(S"); Zp) = PN~ (X(S"), D(S"); Z,)
= ¥5Y,PN"P2(X(S"),D(S"); Zp)
=57, YsPN" 3 (X(5"),D(S"); Z,)

= V570 ¥ (VN R (S DS Zy) + TP H' (5",
R S——
n(p-1)-1 ’y’S

=YY VpYp FfH”(S”;Zp) pues PN"(X(S"),D(5");Z,) =0
~— ———
n(p-1)-1 ’)/’S

= r’f(p_l)Hn(Sn,Zp)

O
Lema 2.3.5. ~PH"P(X(S"),D(8");Z),) = PN"P(X(S"),D(S");Zp) = k,H'P(X(S"); Zp) = Z)
y ademds K, es un isomorfismo.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

PHMP(X(S™),D(S"):Zy) —2s H™P(X(S™),D(S");Zy) —2s PHP(X(S™),D(S"):Z,)

N

HP(X(S"), DS Zy) ——— HP(X(S":Z,) ————— HP(X(S"):Z,)

Como pH™*1(X(S"),D(S");Z,) = AH™(X(S™),D(S"); Z,) = O se tiene que B, y B son
sobreyectivos por la sucesién de Richardson-Smith. Sea e, el generador de H"(S";Z),),
entonces H"P(X(S");Z,) ~ Z,, estd generado por e, X e, X - -- X e,. Ademds, como t*(e, X
enX- - Xep)=e,Xe, X Xep, setiene que p*(e, X e, X---Xe,) =0. Entonces j*p; = p*
es trivial y entonces, por el Teorema 2.1.1, @k, = p; es trivial. Pero, como B, = k,j" es
sobreyectivo, también lo es «,. Por tanto a/;; es trivial y 55 es inyectivo. Finalmente, como
Bj es sobreyectivo por la sucesion de Richardson-Smith, 55 es un isomorfismo y también
K,, en vista de que j* es isomorfismo. O

Teorema 2.3.6. Existe un entero modulo p, x,, # 0 tal que

Kp(en Xep X - Xep)= Xp,nrf(p_l)(en)-
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Demostracion. Por el Lema 2.3.5, kp(e, X €, X -+ X e,) € PN"P(X(K),D(K);Zp) y por el
Lema 2.3.4 F,’l)(p__l)(en) es el generador de PN"P(X(K),D(K);Zp). Por tanto k,(e, X e, X

e Xey) = )(p,nl“fl)(p_l)(en) para algin y,, #0 mdd p. O

Teorema 2.3.7. El homomorfismo Tt : H1(K;Z,) — pHI**(X(K),D(K);Z,) es inyectivo,
paral <s<(p-1)g.

Demostracion. Es suficiente probar que I“Z 1) HY(K;Z,) — PHPY(X(K),D(K);Z)) es
inyectivo. Sea a € H1(K;Z,) tal que 1"5 (p_l)(a) = 0. Supongamos, para llegar a una con-
tradiccion que a # 0.

Caso 1: ¢ = dim K = n. Por representabilidad de Brown y el hecho de que el n-esqueleto
de K(Z,n) es S", existe una funcion f : K — S" tal que f*(e,) =a. Sea F : ¥(K) — X(S")
definida por F' = fX fX---X f. Como f*d; = d F" se sigue por el Teorema 2.3.6 y la
naturalidad de y,, ¥, y «, que:

L@ =T0 _ (fen)

*1P x—1 px % gx—1
=F Fﬁ(p_l)(en) porque ' f* = F*d;
= Xp_,rle*Kp(en X ey e Xey) por el Teorema 2.3.6
= X,;,ylleF*(en X e, X Xep) por naturalidad de &,

:)(;;lkp(aXax---Xa).

Y por tanto k,(a X aX---Xxa) =0 por hipétesis. Luego, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

HP(¥(K).D(K):Z,) —L—s HPMX(K):Z,) — > HP"(D(K):Z,)
Bp
PHM(X(K),D(K):Z,)
Por la sucesién exacta del par y el hecho de que H”"(D(K),Z,) ~ H""(K;Z,) = 0 se tiene
que j* es sobre, luego, existe un elemento b € H”"(X(K),D(K);Z,) tal que j*(b) = axaXx

...Xay
Bo(b) = k,j (b) = kp(axax---xa) =0.

Como existe una base de H*(K;Z,) que contiene a a'y j*(b) es un elemento diagonal para
tal base, se sigue por el Lema 2.2.2 que b =0, entonces axaXx---xa =0y por tanto a = 0.
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2.3. Los homomorfismos '}

Caso2: g <n.Seag: K7 K lainclusion del g-esqueleto y G : X(K?) — X(K) la funcién
G = gxgXx---xg.Luego, por hipotesis:

5 o N _ _
o8 @ =G Ty, (@) =0

y entonces por el caso 1, g*a = 0. Y como g* : H/(K;Z,) — H9(K%;Z),) es inyectivo se
sigue que a = 0. O

Definicién 2.3.8. Definamos el homomorfismo
E;: HY(K;Z,) — HY"™(B(K),>(K);Zp) (s>0)
como
Erpr1 = y“é*n*_ldg"_l, Erpin = ,u“vé*n*_ld:_l (para a > 0).

Observacién 2.3.9. E, = I"'T7.
Verifiquemos primero la igualdad cuando s es impar:

Ergsl = (I*_l'yT')/O-I*)a(S*T[*_Id:_I
— I*_l(yTYU)wl*é*ﬂ*_ld(T_l
=I" (yeye) '™ por 1.2.17
= I (reye) " Bedy
— I*—IFT

2a+1°

y en el caso par:

Esorr = (I yryo ) ve*n* ™ dy™!
— I*_l(’)/T’}/a-)al*V(S*ﬂ'*_ld:_l

= I ey ) I T e 5 por definicién de v
= I (yeye) yelrOemn ™ d) ! por 1.2.17

S S OV CoOVAR ¥ por definicion de 9,
_ I*—ll—ng por el Lema 1.2.15.

Observacion 2.3.10.

Erqs2 = vEr441 (a = 0)’ Egioq = /laEs (S > 0)
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Pues por el Teorema 1.2.6
Eryin = ,uavé*n*_ldg_l = v,u"(i*n*_ld:_l =vErq+1,
y por otra parte

ES+2(I _ ’us/_l+a'vé'*ﬂ_*—1d(>)k—l — ﬂaﬂs’_lvd*ﬂ.*—ld;—l — /JQES’ Sis= 2S/,
Ma/+s’6*ﬂ_*—ld(>)k—l — ﬂaﬂs’5*ﬂ*_ldg_l — /JaEs, sis=2s+1.
Teorema 2.3.11. El homomorfismo E, : H1(K;Z,) — H7"*(B(K),d(K);Z)) es inyectivo
paral <s<(p-1)q.

Demostracion. Es consecuencia directa de la Observacion 2.3.9 y los Teoremas 1.1.11 y
237 parap=r. O
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2.4. El kernel de rn*

2.4. El kernel de &*
Lema 2.4.1. Si r no es divisible por p
AN (X(K), D(K); Zp) = y,PN" (X(K),D(K); Z,) @ T H'(K; Z)).
Mas aiin y, : PN"(X(K),D(K); Z),) — ﬁN’”(f(K),D(K);Zp) y Flp son inyectivos.
Demostracion. Por los Teoremas 1.4.4y 2.3.7
PN (X(K),D(K); Zp) = ypoN" (X(K), D(K); Z,) @ T H'(X(K), D(K); Z,)

pues como se observo en la demostracion del Lema 2.3.2, 9,i" y Ff tienen la misma
imagen, y y, es inyectivo. Ademds por el Teorema 2.3.7, 1"'10 es inyectivo. O

Lema 2.4.2. Sea x € H1(K;Z,), entonces
Kp(x XxX---xx) € PNPIX(K),D(K);Z)).
Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

PH"(X(K),D(K);Z,) —2— H"™(X(K),D(K);Z,)

T T

H"P(X(K);Z)) T H"P(X(K);Z))

Entonces Jrapkp(x X x XX x) = j pr(x X x XX X)

=p (X XXX+ XX)

=0,
y como j* es inyectivo, @zK,(x X x X -+ X x) = 0. O
Lem_a 2.4.3. Si PNPI(X(K),D(K);Z)) = @ﬁzq_l F_fq_SHS(K;Zp) entonces la componente
en I“(F;_l)qu(K;Zp) de k,(xXxX---XXx)es Xp,qF(”p_l)q(x), donde x4 es el entero médulo
p del Teorema 2.3.6.

Demostracion. Sea g : K9 — K lainclusion del g-esqueletoy G = g x g X--- X g. Entonces

G (kp(xXx XX X)) = Kkp(g XX g x X"+ X g"x)

P .
= Xoal(,1),(87 %)
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la ultima igualdad se cumple en vista del Teorema 2.3.6.
pg-1
Por otra parte, si k,(xXxX---Xx) = Z I“I’,’q_syp,s con y,s € H*(K;Z,), entonces

s=q

pq—1
Z pg— s(yps))

pq-1
= Z [h—s (8 Yps) Pero H' (K%, Z,) =0sis > g
s=q

= Fp18 Oa):

G Kp(X XXX+ XXx)=

1 0 * — Y * Y * . T
Por tanto se tiene que Fq(p_ Xpa8 (x)= Fq(p_ 8 (Ypq)- Y como Fq(p_ 1) Y & son inyecti
VOS, XpgX = Ypg- O

r—1

Teorema 2.4.4. PN'(X(K).D(K):Zy) = ) T H(K;Z,)

5= { r+p-1 J
p

donde | x| denota la funcion parte entera.

Nétese que todos los homomorfismos I'Y_; en este rango son inyectivos por el Teorema
2.3.7. A esta descomposicién directa de PN"(X(K),D(K);Z,) se le llamara candnica.

Demostracion. Induccién sobre r. Para todo r < 0 ambos términos son cero. Asi que
supongamos que se cumple la igualdad para r < ry y probemos la igualdad parar =ro+1.
Caso 1: ry no es divisible por p

Por el Lema 2.4.1 se tiene

AN (X(K), D(K); Zp) = 7PN (X(K), D(K); Z,) @ TV H" (K Z,)
ro—1
| @ iz |,
\‘r0+p lJ
P
ro—1
D T KZ T2,

ro+p-1
Sl° |

@ ro— s+1Hs(K;ZP)'
+I)J
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Como vy, es inyectiva en PN"(X(K),D(K);Z,), por el Lema 2.4.1, se preserva la suma
directa en la tercera igualdad y la dltima igualdad se cumple porque p 1 ro y entonces

)32

Caso 2: ry = pq para algin entero g. Veamos entonces que se cumplen:

P

ro+p—1|

Pq
M) NP EK).DK)Z) = Y Th L H (KAL)
s=q+1

(II) La descomposicién en (I) es directa.
(D) Por el Lema 2.3.2 y la hipdtesis inductiva
PNPTL(X(K),D(K); Zp) = ¥ NPU((K), DK )3 Zp) + TY HP(K 3 Z,)

+TPHP(K;Z,)

pg-1
=Yp ( Z ng—sHS(K;Zp)
s=q

Pq

— P .

- Z I_‘pq—s+1PIS(I{’ZP)'
s=q

pq
Veamos que 7\ H(K;Z,) C Z o H (K Z,).
s=q+1
Por el Lema 2.4.2, para todo x € HY(K;Zp), kp(x X x X -+ X x) € PNPI(X(K),D(K); Z)).

Luego por el induccidn, k,(x X xX---Xx) € @fﬁ;l I, sH*(K;Zp). Sean y,, € H(K;Z,)
q 0

(s=q,q+1,...,pqg—1) tales que k,(x XX X+ X x) = Zf:;I Lo s(Vos)-
Por el Lema 2.4.3
5

g —
Xpal (1)) = T 1) Vo)
y entonces
- pq_l -
,\/p,ql“(’;_l)q(x) = Kp(X XXX X X) = Z I“I’,Jq_s(yp,s).
s=q+1
Aplicando vy, a ambos términos
pq-1
XP»QF(F;—l)qH(x) = YpKp(X XXX+ X X) = F]fq—sﬂ (Vp.s)-
s=q+1
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Por otra parte, por el Lema 1.2.16

YpKp(X XX XX X) =~ pi*(xXxx---xx)
= —d " d"(x X x X X X)
= —0,d (x—x— - —x)

= TP(x— X — = x).

Entonces
Pq
0 _ ve _
Xp’qr(p—l)qﬂ(x) - Z : qu_ﬁl(yp,s), donde yppq = X — X — - —x.
s=q+1

g
Por tanto 'Y HY(K;Zp,) C Z rr H*(K;Zp).

(p—Dg+1 pg—s+1
s=q+1
pq
(IT) Supongamos que Fﬁq_sﬂ(as) =0 donde a; € H*(K;Z)).
s=g+1
Se tiene I (ayy) = ¥yd; “Napg) por definicién de T
=i (apg X 1x---x1) porque d*(apy X 1 X+ X 1) =a,,

= —Ypkp(apg X1 x---x1) por el Lema 1.2.16.

pg-1
Entonces, por hipétesis, v, {Kp(apq X1Ix--x1)— Z ng_s(as)} =0.
s=q+1

Luego, por la sucesion exacta de Richardson-Smith, existe b,, € HP9(X(K),D(K);Z,)
tal que

pq-1
Ko(pg X 15X 1) = By(bpy) + Z 8, (ay). (A)
s=q+1
Aplicando j*a; a ambos lados de (A)
pg-1
J Ko (apg X 1x -+ X 1) = " aaBo(bpg) + "5 D Thy_y(as)
s=q+1
pq-2 |
J oy (apg X 1X---x 1) = j*p*(bpg) + j* a5yp Flfq_s_l(as) +j as0sd] " (apg-1)
s=q+1

P (apg X 1+ X1) = p*j"(bpg)
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porque a;y; =0y j az05d; =n,j*6 d; ~1 = 0 por las sucesiones exactas de Richardson-
Smith y del par respectivamente. Entonces p*((a,q X 1 X ---x 1) = j*(bpq)) = 0 y por el
Teorema 2.1.2 existen x, y € HP4(X(K);Z,) tales que

(apqx 1 X"'Xl)_j*(bpq) :,5*()6)4')?

donde y es combinacioén lineal de elementos diagonales para una base de H*(K;Z,). Apli-
cando «, a la igualdad y reagrupando términos

Kp(Y) = Kp(apg X 1 X=X 1) =Kpj" (bpq) — kpp(x)
= Kp(Apg X 1 X+ X 1) = B,(bpq) (B)

pues k,p" =0y k,j* = Bon. por el Lema 1.2.16.

Luego de (A) y (B)
pg-1
k()= ) Thyslay). (©)
s=q+1
Como y es combinacion lineal de elementos diagonales, digamos y = 3; y; X y; X -+ X

yj donde las y; varian sobre una base de H*(K; Zp) Por el Lema 2.4.3 la componente
de kp(y; X y; X ---Xy;)en F(p g HY(K;Zp) es xpql (p 1)q(y]) (Aqui se usa la hipdtesis

inductiva PNP4(X(K),D(K); Z,) = @pq IFI’fq sH*(K;Z,)). Pero por (C),

Ko0) = D o0y X X)) = ) Xiay ) () = 0
J J

pero las y; corren sobre los elementos de una base de H*(K';Z),) y, por tanto, los elementos

F{’p g (y;) son linealmente independientes, pues I',_1), es inyectivo, asf que y; = 0 para

todo j en la descomposicion de y. Luego y =0y por (B)
Kp(apg X 1 X=X 1) = B,(bpq)

y por (A)
pg-1

> Thyesla) =0

s=q+1

Entonces por hipétesis inductiva ng_ s(as) =0paratodo g+1 <s < pg—1y estoimplica
que también 1"'10 (apq) = 0. O
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Teorema 2.4.5. Para cada x € H1(K;Z,) existe un tinico sistema de (p—1)q elementos
{Vos(X)} (s=q, g+ 1, ..., pg—1) con y,(x) € H*(K;Z,) tal que:

pg—1
Kp(X X XXX x) = Z 2, (yps(%)).
§=q

donde Y, 4(X) = XpqX Y Xpq €s el entero modulo p del Teorema 2.3.6.

Demostracion. Paratodo x € HY(K;Zp), kp(x X x X -+ X x) € PNPI(X(K),D(K);Z,) y por
el Teorema 2.4.4

pg—1
PNPI(E(K).D(K):Zy) = (D Ty s H' (K- Z,).
5=q

Entonces
pg-l
Kp(X XXX XX)= Z ng—syp,s(x)~
s=q

Los elementos y,(x) son tnicos por la descomposicion directa de PNP4(X(K),D(K);Z)
y ademds, por el Lema 2.4.3, y, s = x,sX. O

Teorema 2.4.6. Dado x € HY(K;Z),), existe un tinico sistema de (p—1)q elementos {y,s(x)}
(s=q+1,q+2, ..., pq) cony,s(x) € H(K;Z,) que satisface la ecuacion

Pq
Z 1—‘[l?q—s+1 (yP,S(x)) =0,
S:q

donde y,, = xpgX. Mds aiin los y,(x) coinciden con los del Teorema 2.4.5'y y, pq(x) =
X — X — ot — X,

Demostracion. Por el Teorema 2.4.5
pg-1

Kp(X XXX XX)= Z Fﬁq_‘v(yp,s(x)).
s=q
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Aplicando y,, a ambos lados de la ecuacion se obtiene

pg-1
Yokp(x XX XX X) =y D Tho (ps(x))
s=q
pg-1
— i (XX XX+ XXx) = Fﬁq_sﬂ(yp,s(x))
s=q
rq—1

TP(x—x— e x) = Z T2 i Gps()).
s=q

Entonces
pq

Z rgq—sﬂ(yp,s(x)) =0.

§=q

por Lema 1.2.16

Luego, supongamos que {y,(x)} y {J,s(x)} satisfacen la ecuacion. Entonces

Pq

Z 1—‘Sq—s+l (yPaS(x) - yp,s(x)) =0.

s=q+1

Como {MJ
)4

ﬁNpq”(X(K),D(K);Z,,) y por tanto y,  (x) — y,s(x) =0 para g +1 < 5 < pq. Asf que la

descomposicion es tnica.

Definicién 2.4.7. Denotemos por N"(B(K),b(K);Z,) el kernel del homomorfismo 7™ :
H"(B(K),2(K);Z,) — H"(X(K),D(K);Z,) inducido por 7.

Como 1" : H"(B(K),2(K);Z,) =~ 7'H (X(K),D(K);Z,) y a.I* = n* entonces kerm =

=g+ 1, esta suma es la descomposicion candnica del elemento 0 €

kera I = kera.. Por tanto I" : N"(B(K),d(K);Z),) = o N"(X(K),D(K); Z)).

r—1

Teorema 2.4.8. N'(B(K),d(K);Z,) = EB E,_ H*(K:Z,).

| rtp-1
’_{ P J

Demostracion. Consecuencia inmediata del Teorema 2.4.4 para p = 7.

En vista del Lema 1.2.12, los equivalentes para los Teoremas 2.4.5 y 2.4.6 para p = o

y p = T respectivamente son los siguientes:
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Teorema 2.4.9. Sea x € H(K;Z,), entonces existe un tinico sistema de (p—1)q elementos
{Vos(X)} (s=q, q+1, ..., pg—1) con y,s(x) € H(K;Z),) tales que

pq-1
(]5;()6 XXX X x) = Z qu—s(ya',s(x))

s=q
y se cumple que Y 4(X) = XoqX.

Teorema 2.4.10. Sea x € HY(K;Z,), entonces existe un inico sistema de (p—1)q elemen-
tos {yrs(x)} (s=q+1,g+2, ..., pq) donde y.; € H*(K;Z,) que satisface la ecuacion

pq
Z qu—s+l (y‘r,s(x)) =0.

§=q

donde yT,q(‘x) = XT,q(-x) y yT’pq(-x) =X~ X — "~ X.

2.5. Cohomologia de p-productos ciclicos

Teorema 2.5.1. Para toda r,

H'(B(K),0(K); Zp) = N"(B(K),0(K); Zp) & ¢, (V" (Q*(K; Zp))).
El kernel de ¢; : V' (Q*(K;Zp)) — H"(B(K),2(K);Zp) es TV (Q*(K;Zp)).
Demostracion. Los Teoremas 2.4.8 y 2.4.9 implican que

¢, (V" (Q(K;Zp))) € N'(B(K),2(K); Zp). (A)

Por el Teorema 1.4.5 para p = o se tiene

oH' (X(K),D(K);Zp) = o N"(X(K),D(K); Zp) + ko H' (¥(K): Z)y)
y como I* : N"(B(K),d2(K);Z,) ~ o N"(X(K),D(K);Z,), componiendo con I*! se tiene

H'(B(K),0(K);Zp) = N (B(K),0(K): Zp) + ¢, H' (X(K),D(K); Z)y)
= N"(B(K).0(K);Zp) + ¢, (V' (Q*(K3Zp)))  por (A).

Ahora probemos que la descomposicién es directa. Supongamos que ¢ + ¢’ (b) = 0 donde

c e N'(B(K),dK);Z,)y b e V'"(Q*(K;Z,)). Consideremos el siguiente diagrama

e H(X(K),D(K):Zy) —> H'(X(K).D(K);Zp) —2> TH"(X(K),D(K): Z,)

H' (B(K),0(K);Zp) ¢——— H'(X(K);Zp) — T H'(X(K):Zp)
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Como a:I*(c) = n*(c) = 0 se tiene que

o’ (b) = ]*U:(b) = j arky(b)
=j aI"¢,(b)
=—j*a.I"(c)=0.
Por el Teorema 2.1.2 existe un elemento d € V'"(Q*(K;Z,)) tal que b = t7(d), pues
beV'"(Q"(K;Zp)) y los espacios V" (Q*(K;Z,)) y V"' (Q*(K;Z,)) son t-invariantes. En-

tonces ¢ + ¢;(7*d) = 0 pero, por el Lema 1.2.12, ¢77* = I* k1% =0y por tanto ¢ = 0.
Obsérvese que tomando ¢ = 0 en el argumento anterior se concluye que

ker ¢,

V’r(Q*(K;Zp)) c T*(V,r(Q*(Ka Z[))))

La otra contencién es obvia. m]

Sea G un campo. Sea R,(X,A;G) el rango del grupo H"(X,A;G). Entonces

r—1

I

Teorema 2.5.2. R.(B(K)2(K):Zp) = | D RU(K:Zp)|+— [RX(K):Zy)— Ryp(K:Z,)]
p

donde R ;,(K;Z,) =0 sip{r. s=| 2 |

p

La union del conjunto {E,_S(b) {%J <s<r-1,beQ(K;Zy)y dimb = s} y el con-
junto {¢:(w) |w e B;r(Q*(K;Zp))} es una base para H (B(K),5(K);Z,).

Demostracion. Por el Teorema 2.5.1
H"(B(K),5(K);Z,) = N (B(K),D(K); Z,) ® ¢, (V" (Q (K Z))))

y por el Teorema 2.4.8

r—1

N'(B(K)DK):Zy) = D EsH'(K:Z,p).
=[]

Claramente {E,_4(b)|b € Q*(K;Z,) y dimb = s} es una base para E,_;H*(K;Z,) para

{%J < s <r—1, pues los homomorfismos E,_g son inyectivos, ademds
{E—s(b)|be Q" (K;Zy) y dimb = s} = E,_{be Q" (K;Z,)| dimb = s}
y{b € Q*(K;Z,)| dimb = s} es base para H*(K;Z,). Luego,

{E,_s(b)|be Q' (K;Z,) y dimb = s}| = R(K;Z).
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Por otra parte {gb(’)‘(w) |lw e B/"(Q*(K ;Zp))} es un conjunto linealmente independiente en
¢s (V" (Q*(K;Zp))), por el Teorema 2.5.1, y como ¢; es una transformacién lineal

dim ¢ (V" (Q"(K;Zp))) = dim(V"" (Q"(K;Zp))) — dim(7* V" (Q* (K Z))))
donde 7* : V" (Q*(K;Z,)) — V" (Q*(K;Z,)) también es lineal. Entonces
dim7*V"(Q(K;Zp)) = dim V" (Q*(K;Zp)) — dim(ker 7*)

asf que dim ¢ (V"' (Q*(K;Zy))) = dimker ™.
Veamos que ker7* = ({b+ *(b)+---+P D) |b e B,”(Q*(K;Zp))}>

p—1
Abreviemos B;" (Q*(K;Z,)) por B;". Siu = Z Z ci)t*’ (b) € kert* entonces
Jj=0 beB]"
p-1 o p-1 o
u=ru=2, 2, =2, ), ) =0,
J=0 beB;" J=0 beB;"
: : 1,0 2_ .1 p_ p-1 p=1 _ p2_ _ 1_.0;
esto 1mphca que ¢, =Cp, €y =Cpy ..., Cp =Cp Y POT tanto €, =€, = =c,=cp, 1€
p—1
_ 0 #J

"= Z N 1 (b)

beB!"  j=0

Por tanto ker7* C {{b+1*(b) +---+1*P"1(b) | b € B/ (Q*(K;Z,))} ), y la inclusién inversa
es obvia. Ademds {b+1*(b)+---+ 17 (b)|b e B;"(Q*(K;Z,))} es linealmente indepen-
diente, pues
p-1

Z ¢p Y 17 (b)=0implica que ¢, =0Vb e B,".

beB”  j=0
Por tanto dim ¢ (V"' (Q*(K;Zy))) = | B; (Q* (K Zp))| y {gb:(w) |we Bl’r(Q*(K;Zp))} es una
base para ¢ (V" (Q*(K;Z)))). Finalmente

B (K:Z,))] = })|B"<Q*(K;zp>>|

donde B (Q*(K;Z,)) = B"(Q*(K;Z,)) - B""(Q*(K;Zp)). Y como

P
|B/(Q"(K;G))| = [{b1x by -+ x by |b; € Q°(K;G), )" g =r,dimb; = g;}]
= R (X(K);Zy) /=]
|B""(Q*(K;G))| = [{bxbx---xb|be Q" (K;Zp), pg = r,dimb = g}|

= Rr/p(K;Zp)
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se sigue que
"o 1
1B/ (Q(K:Zp))| = | R (X(K);Zp) ~ Ry (K3 Zp)] -
O

Observacion 2.5.3. 6" : H’_l(b(K);Zp) — H"(B(K),d(K);Z,) es inyectivo para todo
r>1.

Pues por el Teorema 2.3.11, E; es inyectivo y E; = 61 *_1d;‘ , entonces 0 es inyectivo
para todo r > 1.

Lema 2.5.4. La sucesion
0 — B (0(K):Zp) > H' (BK)D(K ) Zp) > H'(B(K); Zp) — 0
es exacta parar > 1. Ademds j : Hl(%(K),b(K);Zp) — Hl(%(K);Zp) es isomorfismo.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la observacion anterior en la sucesion exac-
ta del par. O

Teorema 2.5.5. Sea r > 1, entonces

r=2
ROKIZ)= Y, RKZ) 7 [REKZ) =Ry (KiZ,).

r+p-1
S=|—
=5

La union del conjunto {j*E,_y(b) | {H;%IJ <s<r-2,beQ*(K;Z,),dimb=s}y el con-
Junto {¢*(w)|w € B;"(QQ*(K;Z,))} es una base para H (B(K);Z,).

Demostracion. Por el Teorema 2.5.1
H'(B(K),2(K); Zp) = N"(B(K),0(K); Zp) & ¢, (V" (@ (K3 Zp)))
y aplicando j* : H"(B(K),>(K);Z,) — H"(B(K);Z,) a ambos términos de la igualdad
JTH (B(K),0(K);Zp) = j*N"(B(K),0(K ) Zy) @ " ¢, (V" (Q'(K;Zp)))

r—1

H'(X(K)Z)=j°| D EH(K:Z) |@¢ (V' (Q(K;Z,y)))

p:{r+Z71 ]

r=2
- EB JE—sH (K3 Zy) ® ¢" (V" (Q* (K3 Zp))).

pz{wrg—l ]
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La ultima igualdad se da porque j* se anula en E; por el Lema 2.5.4 y es inyectivo sobre
los demas sumandos. De esta descomposicion es inmediato, por el Teorema 2.5.2, que la

unioén del conjunto {j*E,_(b) | {%J <s<r-2,beQ*(K;Z,),dimb= s}y el conjunto
{¢*(w)|w € B]"(Q*(K;Z,))} es una base para H' (B(K); Z)). O

Estructura multiplicativa y médulo sobre el algebra de
Steenrod

El objetivo de esta subseccién es describir el anillo de cohomologia H*(B(K),d(K);Z,)
asi como la accién de las potencias (o cuadrados) de Steenrod y del homomorfismo de
Bockstein. En virtud del Teorema 2.5.2 es suficiente con analizar la accion de estos ho-
momorfismos en los elementos de la forma ¢;(x) y E,—s(x).

Teorema 2.5.6. Sea x; € H*(K;Z,) para j =1, 2, ..., p. Entonces
(1) Apdy(x1 X+ Xxp) = @1 Ap(x1 X+ X xp) = E1(x] — - -+ — Xp).

(II) Cuando p > 3 o p =2 se tiene respectivamente:

N
(i) PP, (x1 X+ Xxp) = P*(xy X ><xp)+Z(—l)/“Ezj(p_])Ps‘f(xl — e Xp).
=1

S
(ii) Sq°¢,(x1 X x2) = ¢ Sq* (x1 ><x2)+ZEqus_j(x1 — X2).
=1
Demostracion. Por el Teorema 1.3.7
BN, —Appl =6 m" i
Apd =i A, — "
* % _x—1 gx—1 g%
= ¢*A,— 5 d
5*71*_1d:_1d*(x1 XX Xp) = 5*77*_1d:_1(x1 — e Xp)

= El(xl — e xp).
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(1)

N
@) Psqﬁ:;(xlx---xxp):Z(—l)j,uj(p_l)qﬁ:;PS_j(xlX---Xxp) por el Corolario 1.3.14
j=0

S
= gy P (1 XX )+ ) (=1 P0G P Gy xxxy)
j=1
s . . .
= ¢ P (x1 X+ X Xp) + Z(—l)f“pf(p_l)_lvé*ﬂ*_li*Ps_J(xl X X Xp)
j=1

S
= Gy P (1 X X )+ ) (I Epjp ) P e ),
j=1

donde la tercera igualdad se cumple por el Teorema 1.2.18.

S
(i) Por el corolario 1.3.14, Sq¢* ¢, = Z v/ ¢Zqu_j . Entonces
=0

N

Sq° ¢ (x1 X x2) = Z ngb:qu_j(x] X X2)
j=0
N

= §75q" (x1 Xx2)+ ) vI§78q 7 (x1 X x)
j=1

= ¢,8q" (x1 X x2) + Z Vi 8 i S ™ (x) X x2) por el Teorema 1.2.18
i=1

J
s

= ¢,Sq"(x1 X x2) + ZEqus_j(xl — X2).
j=1
La tltima igualdad se cumple porque
E {,u”vé*n*_ldg‘_l = vzavd*ﬂ*_ldg‘_l = vj_lé*n*_la’;‘_l, st j=2a+2,
j =

,u“é*ﬂ*_ld(’;_l = v2“(5*ﬂ*_1d:_1 = vj_lé*ﬂ*_ld;‘_l, sij=2a+]1.
Teorema 2.5.7. Sea x € H*(K;Z))
(1) (i) ApErar1(x) = —Exq1(Apx)

(ii) ApE2a+2(x) = E2a+3(x) + E2a+2(Apx)
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. . 04 .
(1) (i) P'Ex1(¥)= D | = | Eats jyip-nyszas1 P(x)

=0\
N a )
(ii) P’Eyq42(x) = .y Ex(s—j)(p-1)+20+2P7 (x)
=0
s o .
(iii) Sq°Eq41(x) = s—j Eoi145-j5¢’ (x) (s, 2 0)
=0

Demostracion.
(I) (@) Como A,6" =—-6"A,
ApEN(x) = Ap0™ 7 T () = 6" T AT Ap(x) = —E1Ap(x).
Luego, por el Teorema 1.3.8,

ApEre+1 = Apu” Ey = =" E1Ap(x) = —=Ezq114p(X).

(ii) ApErq+2(x) = ApvEra+1(x)  por la Observacion 2.3.10
= (u—vAp)Er.+1(x) porel Teorema 1.3.8
= uErq11(x) = VA, Ezq41(x)
= E20+3(x) + vE2e+1(Apx)  por (I) (i)
= Epq+43(X) + Ezq42(Apx).

(I (1) Induccidn sobre s +
o Sis+a =0 entonces s = @ = 0, entonces PYE;(x) = E; P°(x).
o Supongamos que se cumple (i) para s+a </[.Seas+a =1+ 1.

o Sia=0@(G=I+1)

[+1 0 |
Z (S _j)EZ(S—j)(p_1)+za+1P-/ (x) — E1P1+1(x)
j=0

y por otra parte

P Ezgs1(x) = P Esgir(x) = PE (%) = E1 P (x).
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o Sia>1

PSE2a+l(X) = PS/JEZ(L'—I(X)
= (P Erq_1(x) + i’ P ' Eyq_1(x) por el Teorema 1.3.9

K s—1
a-1 . a-—1 .
_ J 4 J
—#Z(S_j)Eﬂ—zP (x)+ Z(S_l_j)Eﬁ—sz (x)
j=0 j=0
a—1
s—J

[ (-1 -1 . -1
(C;—j) * (s(jl—j)] EpP(x)+ (C;—s)EﬁPs(x)

v~
Il
— o

s—1
)EﬁPJ(x) + Z (SC_YI ! )EﬁPf(x)
j=0

Il
~.
w1 |
(e}

a

.)Eﬁpj(x),

s—=J

~.
Il
(=)

donde B=2(s—j)(p—1)+2a+1.

(i1)
P*Erq12(x) = P'vEyg41(x) = vP Esq11(x)

K o .
Erts—ivp—1142a+1 P’ m G
V[}Z_;} (S_ j) 2s-j)(p-1+2a+1P! (x)| - por () (i)

N a j
= NE2(s—j)(p-D+2a+2 P (X).
=0\ 7/

(iii) Induccién sobre s+«
o Sis+a=0,entonces s=a =0y S¢°Ey+1(x) = E1(x),

o Sia=0,5s>0

Z (S?j)EHs—quj(X) = E15q°(x) = S¢*E;(x).
j=0
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o Sia=2a">0
Sq¢° Eq+1 =S¢ Exor+1 = Sq° uE2q -1
= Sq*v*Esq—1  por el Teorema 1.2.6
= (v2Sq¢* ' +vS¢*)VE»_1  por el Teorema 1.3.9
=v2S¢* 'E, +vSq°E,
o

1 K
~1 . —1 .
v? @ NEg-2Sq’ +v E @ . |Eg-15¢’
— s—1-j = s—J

J:
a-—1 Vo -1
|EgSq’ + ( )E Sq’
S—l—J) g ; s=j)"

donde B=a+s—j+1.
o Sia=2a +1
Sq¢°Eq1 = Sq Exqr42 = S¢°VE2y 41
=v2Sq* Eyors1 +vSq° Eaari

s—1 K
2 a—l . a—l .
= E Eg »Sq’ |+ Eg_1Sq’
v . (s—j 1) B-20¢ 4 : (s—j) B-10¢

Jj=0 Jj=0
s—1 o — _ K a—1
- Z ( )Eﬂqu + Z ( )EﬁSqf
= AN im0\
S

donde B=a+s—j+1.

Teorema 2.5.8. Sean x, y, x,, yg € H*(K;Z),)

(i) @ (X1 XXX+ XXp) — @ (V1 X Y2 X+ X yp) =

P
Z(—1)€j¢§ ((e1 = )X (2 = yja1) XX (xp = ¥j-1)) s
j=1

donde €; = (1 +XP_ dimya) ( {:1 dimya) + ZZ_%) ZZ:Q+2(dimya+j)(dimxﬁ).
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(ii) Eg(x) — ¢;(x1 Xx2X-+-Xxp) =0 paras > 1.
(iii) E¢(x) — E(y)=0para s,t > 1.
Demostracion.

(i) br(x1 XX xp) = b (y1 X+ X yp)
= ¢ ((x1 XX xp) — o (y1 X---Xyp)) porel Teorema 1.3.3
P

—

[

&) (¢ xxp) = £ ¢ x )

N~
- o

(=1D)% @ ((x1 X+ X xp) = (yje1 X=X ¥)))

M= 1D

(D5 ¢% ((x1 X -+ X Xp) — (¥ X+ X yjo1))
i

~
Il

M=

(D507 (1 — ¥j) X (X2 = Y1) XX (X — yju1))-

~.
Il
—

donde &; es la potencia de —1 obtenida al aplicar S ay X yp Y 6} eslapotencia
de —1 que se obtiene al distribuir el producto copa sobre los productos cruz.

Como t*(a; X ---Xa,) = (—ydimar(dimayt--+dimap) (g, » ... x gy), el valor de £jes

J p J p
Zdimyw Z dimyg [ = Z dim y, Zdimyﬁ +dimy§ +dimy,| mo6d2
a=1 B=1 a=1 B=1

B#a B#

Por otra parte, de la férmula (a x b) — (¢ xd) = (-=1){4mDUAme) (5 _ o) x (b — d) se
deduce que el valor de 6; es (a + j se toma modulo p)

p=2 p
Z Z (dim yg.+)(dim xg).

a=0p=a+2
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(1i1) En vista de las propiedades de productos de clases relativas:

Ei(x) — @1 (x1 XX xp) = 8" 7 7 () — 47 (x) X+ X xp)
= j*é*n*_ldg_l(x) — (X1 X+ X xp)

=0 porque porel Lema2.54 j*6" = 0.

Ademds, como Erq42 = VE2q+1 Y Esi20 = HYEs (s > 0, @ > 0), por la Observacion
2.3.10, el resultado se sigue aplicando u o v sucesivamente.

(i) E\(x) = Er(y) = 8" " dy ™ () = 6"7° 1y (y)
— j*é*ﬂ'*_ldg_l(X) — 5*7T*—1d:—1(y)
=0 porque por el Lema 2.5.4 j*§* =0.

Luego, por el Teorema 1.3.6 y las férmulas de la observacion 2.3.10 se tiene que
p(a) — pP(b) = p**Pla — b)y

Nt (@) — v(b) = (=1)"™uv(a — b),

de estas igualdades se sigue el resultado.

2.6. Férmula de Reduccién
En los siguientes resultados x € HY(K;Z)).

Teorema 2.6.1.

Vrs(X), si pg—s es par,

(i) Sea p > 3, entonces y,s(x) =
0, si pq — s es impar.

(ii) Sea p =2, entonces yq 5(x) = yr5(x) para todo s.

Demostracion. Por el Teorema 2.4.5

rq-1
Kp(x X+ Xx) = Z ng—s()’p,s(x)),
s=q
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en particular

pg—1

k(X xx) = D T (ves(x))
s=q

pg-1
Woke(X X+ X X) = Z Yol ((yrs(x))  luego, por el Lema 1.2.20
s=q
pq-1
Z r;q—s(yT,s(x))’ sip >3,
5=q
KO'(XX"'X)C) — { pg—s par
pa-1
Z r;q—s(y-r,s(.X)), si p= 2.
5=q

Y el Teorema 2.4.5 para p = o establece que

pg—1
Ko(XX-++Xx)= Z F;q_s(ya',s(x))
s=q

Luego, igualando término a término se sigue el resultado. O
Corolario 2.6.2. y,, = xrq paratodo py g. También y; 4.1(x) = 0.

Demostracion. Para p = 2 es inmediato que x4 = x4 pues son los unicos coeficientes
no nulos. Para p > 3, tomando g = s en el Teorema 2.6.1 se tiene que pg—s =g(p—1) es
par y por tanto

XogX = )’O',q(x) = XtgX

luego, tomando un elemento no nulo x, como el generador de H9(59,Z,), se garantiza que

Xog = Xtg-
Por otra parte, tomando s = g+ 1 en el Teorema 2.6.1 y como pg—s=pg—q—q =
(p—q)g—1 es impar se sigue que Y, 44+1(x) = 0. O
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Teorema 2.6.3. Si p >3y pg—s esimpar, yrs(x) =Apyqs—1(x)

Demostracion.

pg—1

Apdr(x X+ Xx)=A, Z qu_s(ya,s(x))) por el Teorema 2.4.9
s=q

pq-1
= ApEp —syss(x)  por el Teorema 2.6.1
pq-s par
pq-1 rq-1
= Z Epg—si1Yos(x) + Z Epg—sApyss(x)  porel Teorema 2.5.7.
pg-s par pq-s par

Por otra parte

p—1
G Ap(x XX X) = ¢, t*j(Apx XxX---xXx)| porlaférmula de Cartan
j=0
p-1
= ¢:t*j(Apx><x><---><x)
j=0
p-1
= > (1) (Apxx x -+ X )
j=0
p-1

Por el Teorema 2.5.6, Ap7 (x1 X -+ X xp) = ¢y Ap(x1 X+ X xp) = E (X1 — -+ — Xxp), en-
tonces, por el Teorema 2.4.10,

pg-1
Ap¢:(x XX x) - ¢;Ap(x XX x) = Z qu—s+1(y‘r,s(x))
s=q
y sustituyendo las expresiones anteriores
pq-1 pq-1 rq-1
Z qu—sﬂ)’o‘,s(x) + Z qu—s(Ap)’O',s(x)) = Z qu—s+l()’r,s(x))
$=q $=q s=q

pq—_s par pq—_s par
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Entonces,
rq-1 rq-1 pg-1 pg-1
> Epgss1Yos()+ Y Epg s(Apyos(0) = D Epg st (es(0) + D Epgosa1 (yrs(x))
pq-s par pg-s par pq—ss:i?npar pq-s par
pq-1 pg-1
= > Epgsn1 s + D Epgsi1 (%),
pq—ss:nqnpar pg—s par
pq—1 pg-1 pq—1 pq-—1
Z qu—s+l)’0',s(x) - Z qu—s+1 (yO',S(x)) = Z qu—s+1(yr,s(x)) - Z qu—s(Ap)’O',s(x)),
pg-s par pa—s par pq—sszi(r]npar pg-s par
pg-1 pg-1
0= > Epgy1(rs(0) = ) Epgs(Apyos(x).
pq-s impar Pq-—s par

La segunda igualdad se da por el Teorema 2.6.1. Entonces

pq-1 pq-1
0= Z E PG s+1(J’Ts(x)) ZE Dq— s(Ap)’O's(x))
pPq— s1mpar Pq spar
pq-2 pq—2
= > Epgesess1 ()= ) Epgs(Apyios(x))
pq-s par pq-s par
pq=2
= > Epges (et (0) = Apyors(x)
pqy_sqpar
pg-2
= Z pg+1—(s+1) yTS+1(x) Apya's(x))
pq—s par
Obsérvese que {%J = g+ 1, asi que la sumatoria anterior es la descomposicion
canénica del elemento 0 € NP4*1(B(K),d(K);Z,). Luego, por el Teorema 2.4.8, se tiene
que yrs+1(x) = Apygs(x) si pg—s es par. o
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Lema 2.6.4.
-1

2
(i) Eqp-1)+2(x) = Z(_l)q/2+]+1E2j(p—l)+2Pq/2_J(x) sip=3yqespar
=0
(4-1)/2 | |
(ii) E p—1)ep+1(x) = —D) @D R P2 () sip > 3y g es impar:
q(p—1)+p Jj(p—1)

s
q-1 !

(iii) Egr1(x)= Y Ejs1Sq*7 (x) sip=2.
Jj=0
Demostracion. Sea x = x X 1xX---x 1. Entonces
S
PP gl (%) = Z(_nf @ P=VP5I (%) por el Corolario 1.3.10

J=0

= Z(—l)juj("_l)y¢;Ps_j(i) por el Corolario 1.3.11
=0

N
= Z(—l)j“yj(p_l)vci*zr*_li*PS_j(X) por el Teorema 1.2.18
j=0
s . . .
— Z(_1)J+lluj(p—1)v6*7r*—ld:—lps—](x)
j=0

S
= Z(_1)j+1E2j(p—l)+2Ps_J(x)-
=0

Pero por la dimension de x y el Corolario 1.3.5 se tiene que

HPII7 (%) = 1 (87(F) = 4(8) = -+ = 63(D)) =0, si g es par,

,uP(q”)/qu;()E) =0, si g es impar.
y entonces
q/2 . .
N By 2P0 =0, siges par,
$J=0

@2 |
Z (—1)J+1E2j(p_1)+2P(‘1+1)/2_1 (x)=0, sigesimpar.
=0

Esto prueba (i) y (ii).
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N
(iii) vSq (%) = Z vkSq* v (%) por el Corolario 1.3.10
k=0

N
= Z vkvqﬁ;"qu_k()E) por el Corolario 1.3.11

k=0
s

— Z Vk+1¢;qu_k()E)
k=0

[

ves*n*li*Sq* % (%)  por el Teorema 1.2.18
0

kel

@ |l

= Ek+lsqs_k(x)~

=
o

Por otra parte vS§q‘¢;(X) = v(¢,;(¥) — ¢;(x)) = 0, por el Corolario 1.3.5, y por tanto

4q
2 ExnSq(x) = 0.
k=0

En vista del corolario 2.6.2 denotemos por x4 a Xqr = Xq.0-

Lema 2.6.5.
2q
(i) Egni(0)= )" Eagsi1(yos(x)) para p=2.
s=q+1

Pq
(i) Eqp-1v2(0) = =x5"| D Epg-ss2(ios(0)) |
s=q+1

Pq
(ii) Eqp-1epr1() = =x5" D Epgsipsi (os(X)).

s=g+1

Demostracion.

(i) Por el Teorema 2.4.10 para todo x € HY(K;Z,) existe un tnico sistema {y-(x)} de
elementos, s =g +1, ..., pq, donde y;(x) € H(K;Z,) y Y52, Epg—s+1(yr,s(x)) = 0.
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Entonces
2q

- q+1(yT,q(x))= Z E2q—s+1(yr,s(x))’

s=q+1
2q
~XrgEq+1(x) = Z Erg-s+1(yzs(x)) porel Teorema 2.4.5,

s=q+1
2q

Egii(x)= Y Ezg s1(yes(x))  porque yry 20 mod2
s=q+1

2q
= Z Ery s11(yos(x)) porel Teorema 2.6.1.
s=q+1
(i1) Por el Teorema 2.4.6 los elementos y, (x) satisfacen

Pq
Z r;-q—s+l(y0',S(x)) =0
s=q

componiendo con I*~'y; se tiene

Pq

r Yr Z F;-q_ﬁl (Vos(x)) =0,
s=q
P4
x—1 o
Z 1 yTqu_S+l(yO—,S(‘x)) =0,
s=q

pq
Z Epg—s+2(yos(x)) =0 porel Lema 1.2.20.
s=q

Entonces

Pq
Egp-1y02(Xog®) == D Epg-s2(Yor (%),

s=q+1

pq
Eq(p—1)+2(x) = _Xo_-,lq Z qu—s+2(y0',s(x))-

s=qg+1

(iii) Nuevamente, por el Teorema 2.4.6 los elementos y, ) satisfacen

Pq
> (es(x) =0
s=q
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componiendo con una sucesion de p gammas; y; -+ yo¥. y luego con 1 *~1 ge tiene

Pq
Y YoVt Z ng_s“(yozs(x)) =0,

s=q
Pq

Z F;q—s+p+](y0',s(x)) =0,

S=q

Pq
x—1
f Z r;q—s+p+l(y0',s('x)) =0,
s=q

Pq
Z Epg—sipt1(Yo,s(x)) = 0.
s=q

Entonces

Pq
Eq(p—l)+p+1(/\/0',qx) == Z qu—s+p+1(y0',s(x))
s=q+1

Pq
Ey(p-1)+p+1(x) = —)(;,lq Z Epg—sipr1(Yos(X))-

s=q+1

Teorema 2.6.6.
(i) Sea p > 3, entonces yo,(x) = (=1) x,P/(x) si s = q+2j(p—1) y 0 en otro caso.
(ii) Sea p =2, entonces yys(x) = Sq*~1(x).

Demostracion.

(1) Si g es par, por los Lemas 2.6.4y 2.6.5 se tiene

q/2-1 Pq
DD B P )+ g D Epgesia(es(x)) =0,
j=0 s=qg+1

donde la primera suma corre sobre los homomorfismos E> a E ,_; o2(p-1)+2 Y la

segunda de E; a Ej,; 441, €n ambos casos los valores en los subindices no exceden el
pg+2+p-1
p

del0 e NP‘“Z(%(K),D(K);ZP) = @fgil E,q+2-sH*(K;Z,). Entonces, igualando los

correspondientes términos en E,,.2_g, se tiene

valor pg—¢g+1.Y como { J =¢g+1, la suma es la descomposicién canénica

(_1)q/2+j+lpq/2—j(x) + X;ly(r,q+(p—l)(q—2j)(x) =0
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y entonces Yy 5(x) =0si s—g 0 mdd 2(p —1). Esto prueba (i) cuando ¢ es par.
Si g es impar por los Lemas 2.6.4 y 2.6.5 se tiene

(g=1)/2

P4
Z (_1)(q+1)/2+1+1EZj(p—1)+2P(q+l)/2_J(x) + X;l Z qu—s+p+1y0',s(x) =0
j=0 s=q+2

pues, por el Corolario 2.6.2 ys 411 = 0. La primera suma corre de E> a E(y_1)(p-1)+2

y la segunda de E,,; a E},;_+p-1, €n ambos casos el subindice no excede pg +p —

pq+p+1+p—1
p

0 € NPT PYI(B(K),0(K); Z,). Luego

g—1y como { J = g+ 2, la suma combinada es la descomposicion de

(=D FDRHH PR () 4y Yo g (p-1ig1-27)(X) =0

y entonces y,s(x) =0sis—¢g £0 mdd 2(p—1). Esto prueba (i) cuando g es impar.

De los lemas 2.6.4 y 2.6.5 se tiene

q—-1 2q
ZEj+1Sqq_J(x)— Z E2q—s+1(y0',s(x)) =0.

j=0 s=q+1

T 2g+1+1
Como el subindice en el homomorfismo E no excede g en ambos casos 'y {qTJ =

g+ 1, la suma es la descomposicién del elemento 0 € N2 (B(K),d(K);Z»). Por
tanto

S¢* (%) = Yors (%) = 0.

Corolario 2.6.7. yx, = (—1)7/2si q es par.

Demostracion. Cuando j = % en el Teorema 2.6.6 (i) se tiene

Yopg(X) = (=1)7%x,P1%(x),  puess=qg+q(p—1)=pq

y, tomando un elemento x no nulo, de ys pg(x) =x — .-+ — x = P%/%(x) se tiene que
Xq = (-1)4/2, o
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Corolario 2.6.8.

(i) Sea p > 3 entonces

(1) xq P (x), sis=q+2j(p-1),
Vrs(x) = (—l)j)(quPj(x), sis=qg+2j(p—-1)+1,
0, en otro caso.

(i) Sip=2, yrs(x)=S8q""9(x).
Demostracion. Es consecuencia directa de los Teoremas 2.6.1, 2.6.3 y 2.6.6. O
Del Teorema 2.6.6 y 2.4.9 se tiene que
Teorema 2.6.9 (Férmula de reduccion). Sea x € HY(K;Z,), entonces
(i) $i(xXx XX X) = xg Yosjcqa(—1Y Epoiyg—2jP/(x) sip=3.
(ii) ¢ (xXx)= Z]q.;é Eq_quj(x) sip=2.
Del Corolario 2.6.8 y el Teorema 2.4.10 se tiene que
Teorema 2.6.10 (Férmula de reduccién). Sea x € HY(K;Z,), entonces

(i) Sip>3

E(p-1)g+1(x) = Z (=1 Epotyg—2jye1 P/ (x) + Z (=1 Epryg—2j)Ap P/ (x).
0<j<q/2 0<j<q/2

(ii) Eg1(x)= X Eg-j15¢'(x)  sip=2.
Observacion 2.6.11. Como consecuencia del corolario 2.6.8 se puede adoptar al sistema

de (p — 1)g elementos {y.s(x)} del Teorema 2.4.10 como la definiciéon de las potencias
reducidas o cuadrados de Steenrod respectivamente.

2.7. Productos ciclicos de esferas

Sea e, el generador de H"(S";Z,) y sea

as = j*Es—n(en) € Hs('sB(Sn);Zp)
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paran+2<s<np.Seal <g<py{ai,--,a,} unconjunto de g enteros distintos médulo
p. Pongamos

gnq(a'laCYZ,' i ,aq) =@ (xy % Xxp) € an(%(sn);zp)

dond en, Sij=aq;paraalginie{l,...,q},
onde x; =
/ 1, en otro caso.

Teorema 2.7.1. a; y guy(a1,@2,. . .,a,) son elementos no cero de H*(B(S");Z,),

gnq(a’lv . -’a'q) = ignq(ﬁla .. ~a:8q)
si'y solo si existe un entero k tal que {ay + k,ax +k,...,ay+k} = {B1,62,....84} ¥, salvo
signo, existen (’; )/ p elementos gng(a1,aa,...,a,) linealmente independientes para q < p.
H*(B(S");Z,) es generado por los elementos 1, a; (n+2 < s <np)y gng(an,...,ay) para
1 < g <p-1ytodo conjunto {ay,a,...,a,}. Mds ain g,,(1,2,...,p) = xnanp donde
(xn #0 mdd p).

Demostracion. Por el Teorema 2.5.5 una base para H"(B(K);Z,) (r > 1) estd dada por la
unién del conjunto
r+p—1

{j*Er_saa)\ { p

y el conjunto {¢*(w) |we Bt’r(Q*(K;Zp))}. Para K = §", r estd limitado por r < pn y la
unién de los conjuntos del primer tipo es

| <s<r-2beQ(K;Z,),dimb = s}

{J'Es_n(en)|n+2 <s <np}={as|n+2 <s < np}.

Ademads g,,(a1,...,aq) = ¢*(x1 X X2 X---X X)) donde x1 Xx2 X - - - X x, € B/"(Q*(S";Z)))
sil<g<p-1ly
gﬂq(la- .p) = (]5*(6” XX ey)
:j*¢:(enx"'xen)
pq-1
=" Z Epg—s(Yos(x)) porel Teorema2.49cong=ny x=e,.

s=q
pn—1

= ]* Z Epn—s(ya',s(en)) donde yO’,n(en) = Xonén € Hn(Sn,Zp)

S=n

— j*Epn—n(Xnen) por el Teorema 2.6.6 y la estructura de H*(S";Zp)
= )(nj*Epn—n(en)

= XnQpn-
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Teorema 2.7.2.
(i) Apgnq(a'l,~ . -aa’q) =0; Apan+2a'+l =0, Apan+2tyz+2 = dp+2a+3-

(ii) P*gy(1)= (—1)S+lan+2s@_1) sis#0, Pguylar,...,ap)=0sig>1ys+#0.
Psan+2a+l = ((:)an+2s(p—l)+2a+1: Psan+2a'+2 = (Z)an+2s(p—l)+2a/+2-

(iii) qugn(l) = dp+s, quan+a/+l = ((;)an+a+s+l-
Demostracion.
(1) Apgnq(a'l,-naaq) :Apj*¢:(xlx“‘xxp)
= JTAp#, (X1 X+ X xp)
= (@ Ap(x1 X - X xp) = 8" (x1 — -+ — x,)) por 1.3.7
= J  Ap(x1 X+ X xp) = 0.
La penultima desigualdad se da por la sucesion exacta del par, j*6* =0, y la Gltima
se obtiene al aplicar la formula de Cartan.
Por otra parte
Apanizas1 = Dpj Ergri(en) = j*ApEsas1(en) = —j Ezas1(Ape,) =0
donde la tercera igualdad se da por el Teorema 2.5.7.

Finalmente

Aptnioa+r = Apj Ergia(en)
= j*ApE2(1+2(en)
= j (Eza+3(en) + E2q+2(Apey)) por el Teorema 2.5.7
= j Ezq+3(en)

= An+2a+3-

() P’gn(1)=P'¢p*(e x1x---x1)
= j'P'¢; (e, x 1 x---x 1) por el Teorema 2.5.6 y férmulas de Cartan;

N
=" [#iP (enx 1%+ X 1)+Z(—1)j+1E2j(p_1)Ps_j(en ele 1)
=)

= J* [ Exgpory(en)]
= (_1)AY+1]‘*E2s(p—l)(en)

= (=1 aps25(p-1)-
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Sig>1ys#0

Psgnq(a'la- . ~9aq) = st*qﬁ:(xl X Xxp)

= j*(P*¢,(x1 X -+ X X)), aplicando el Teorema 2.5.6;

s
= J* (P:PS(X] oo Xxp)+Z(_1)J+1E2j(p—1)Ps_](X1 — e xp)
=

:J‘* [¢:Ps(xl)<-.»)<xp)] puesxlv)Qv...vxp:O (q> 1)

=0 por férmulas de Cartan.

Psan+2(x+l :j*PSE2(1+1(en)

)
» a .
=] Z . Eys—j)p-1)+20+1P’(e,) por el Teorema 2.5.7
j=0 '/

L[
=7\ Erg(p-1)+2a+1(€n)

J
(01
= s An+2s(p—1)+2a+1-

Psan+201+2 = j*PSEZLHZ(en)
N
o a ,
=] Z ( _)Ez(s_j)(p_l)+2a+2PJ(en) por el Teorema 2.5.7
=0\
e
(S)Ezs(p—l)+2a+2(€n)

=]
(07
= g An+2s(p—1)+2a+2-

(i)  Sq°gn(1) =j"Sq ¢ (enx 1)
S
=j | ¢;5q (enx 1)+ ZEqus—j(en — 1)| por el Teorema 2.5.6
Jj=1

= j*Es(en) =dpts.
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Sq*ansar1 = j SG Eqr1(en)
S

= Z @ _ Ea+1+s—quj(en) s,a >0 porel Teorema 2.5.7
=\ Y

| a
’ ( s )Ea+1+sSC]0(en)

j
a
= An+a+s+1-
S

(r-1/2 :
2 1,k), sinespar,
Teorema 2.7.3. Sea p > 3, entonces g,(1) — gn(1) = Ziz " 82n(LLK) P
0 si n es impar.

Sea p =2, entonces g (1) — g,(1) = ay,.

Demostracion.

gn(l)"’gn(l):j*¢:(€n><IX"'XI)Vj*¢§(enx]x...xl)
=" [grlenx 1x-+-x1) — gr(enx 1%+ x1)]

P
= Z(_I)Ej¢:((en — y))X(1 = yjs1) X+ x(1—yj_1))| por2.5.8

J=1

p
:j* Z¢:(€nx...1x...x e X"'Xl)
= ——

;o

J

(p=1)/2

=2 Z gan(1,))

k=2

donde (yy XX yp) = (enx 1%+ x 1)y € :(1+n)(2i=1dimya) =0 mod 2.
Si p =2, el andlisis anterior implica que g,(1) — g,(1) = g2,(1,2) que coincide con ay,
en vista de la ultima afirmacion del Teorema 2.7.1. m|
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Conclusiones

En el presente trabajo se desarroll6 la teoria presentada por Nakaoka en [7], enmarcada
en la teoria de cohomologia simplicial. Es importante notar que la introduccién de los
grupos especiales de cohomologia para estudiar la cohomologia del espacio de orbitas
es eficaz, pues permite entender la imagen del homomorfismo cociente y mds atn bajo
la condicién de casi regularidad permite también hacer una descripcién del kernel de tal
homomorfismo.

En el segundo capitulo se aplico la teoria desarrollada en el capitulo 1 al caso especifico
de productos ciclicos de orden primo. En este caso es posible dar una descripcion comple-
ta del kernel del homomorfismo cociente, lo que implica una descomposicion directa de
los grupos de cohomologia del espacio de 6rbitas en términos de imdgenes de morfismos
que dependen sélo del espacio original y esto permite entender totalmente la estructura
multiplicativa y como médulo sobre el dlgebra de Steenrod.

Finalmente, la descripciéon completa que se hace de la cohomologia de espacios de
orbitas es de gran utilidad para determinar otros espacios cocientes, por ejemplo el tercer
producto simétrico de esferas, como el mismo Nakaoka muestra en [7].
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Listado de simbolos

Simbolo

t

o

T

P

PICT (W, W5 G)
PC"(W,W’;G)
PTH"(W,W';G)
PH"(W,W’;G)
@p

Bp

'Yp

o

Op

Wi

T

F;

I

1
PN (W, W' UF;Z,)

Descripcion
Transformacion periédica de periodo primo

-1
Homomorfismo de cocadenas 1+ ¢ + - -« + #
Homomorfismo de cocadenas 1 — ¢

Denota a una de las funciones o~ o T mientras que p denota a la otra

Kernel del homomorfismo p

Imagen del homomorfismo p

Grupo p~!-especial de cohomologia

Grupo p-especial de cohomologia

Homomorfismo de la sucesién exacta de Richardson-Smith

Homomorfismo inducido por p en la sucesion de Richardson-Smith

Homomorfismo de conexién en la sucesién de Richardson-Smith
Homomorfismo en cohomologia inducido por p

Homomorfismo de cocadenas tal que pp = O, ol

Espacio de 6rbitas del complejo simplicial W bajo la accién de ¢
Funcién cociente W — W,

Espacio de 6rbitas del subcomplejo de puntos fijos de W

El homomorfismo 7* correstringido a su imagen

Homomorfismo en cohomologia inducido por &

Funcién de reduccién de coeficientes médulo p

Homomorfismo entre los grupos p y p-especiales de cohomologia
Homomorfismo 7* !y .y, I*

Homomorfismo I* 'y I*

Homomorfismo H"(W,W’;G) — pH" (W, W UF;G))
Homomorfismo inducido en cohomologia por el transfer ¢
Homomorfismo ¢ reducido médulo p

Homomorfismo H"(W' U F,W’;G) — sH"*{(W,W' U F;G),)
Homomorfismo H4(W'UF,W’;G) — pHI**(W,W' U F;G),)
Kernel del homomorfismo a;
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Listado de simbolos

Simbolo

K

X(p)(K)
Dp)(K)

)

Bp)(K)

d

g

dy

Q*(K;G)
B"(Q(K;G))
B (Q*(K;G))
B""(Q'(K;G))
V'(Q(K;G))
V'"(Q(K;G))
B["(Q*(K;G))
ry

Xp.n

ES

Yp,s(x)
N"(B(K),>(K);Zp)
R.(X,A;G)

Descripcion

Un complejo simplicial finito

p-ésimo producto cartesiano de K

Espacio de puntos fijos de X(,)(K)

Imagen de la proyeccion 7 : X(,,)(K) — B(,)(K)
Espacio de orbitas de X(,,)(K) bajo la accién de ¢
Funcién diagonal d : K — X(K)

Homomorfismo inducido en cohomologia de la funcién diagonal d.

Funcién d correstringida a su imagen

Base homogénea para el espacio vectorial H*(K; G)

Base para H" (¥(K); G)

Subconjunto de elementos no diagonales en B (Q*(K; G))
Subconjunto de los elementos diagonales en B (Q*(K; G))
Espacio vectorial generado por B (Q*(K;G))

Espacio vectorial generado por B”" (Q*(K;G))

Subbase de V" (Q*(K; G))

Homomorfismo Iy d; -

Entero médulo p no nulo tal que k,(e, X e, X---Xe,) = Xp’nl—f(p—l)(en)

Homomorfismo /*~'T'7

Sistema de (p—1)q elementos en la descomposicion de k,(x X xX---X x)

Kernel de n* : H"(B(K),>(K);Z,,) — H" (X(K),D(K); Z,)
Rango del grupo H" (X, A;G)
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40
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