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Abstract

En esta tesis se exponen de forma detallada los resultados del articulo Type d’homotopie des
treillis et treillis des sous-groupes d’un groupe fini, escrito por Charles Kratzer y Jacques
Thévenaz en 1985, explicando en forma extendida los detalles técnicos contenidos en los

resultados del mismo.
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Capitulo 1

Resultados previos

Este capitulo es una recopilacion de definiciones y resultados ttiles para facilitar la fluidez

de los capitulos posteriores.

1.1 Posets y complejos simpliciales asociados

Definicién 1.1. Un conjunto parcialmente ordenado o poset' se define como un par (P, <),
donde P es un conjunto y < es una relacién binaria tal que cumple las condiciones de

reflexividad, antisimetria y transitividad para todos los elementos en P.

Definicién 1.2. El complejo simplicial |E| asociado a un poset E es un complejo simplicial
donde hay un vértice por cada elemento de E, y por cada cadena finita no vacia generada
por la relacion en E se tiene un simplex cuyos vértices son los que representan a los

elementos en dicha cadena.

Ejemplo 1.3. Si E es el conjunto de subgrupos del grupo simétrico S3 bajo la relacion

de contencion, tendremos que el poset sera

P ={5,((1,2,3)),((1,2)),((1,3)),((2,3)), 1},

tPara evitar el cambio innecesario entre nombres del mismo concepto, durante todo el trabajo se usara

la palabra poset cuando nos refiramos a un conjunto parcialmente ordenado.



cuyos ordenes son de la forma S3 > M > 1, con M cualquiera de los subgrupos propios

de S3. Esto da lugar al complejo simplicial

| P |: {(537 <(17 27 3)>7 1)7 (537 <(1> 2)>7 1)7 (537 <(17 3)>> 1)7 (537 <(27 3)>7 1)7 }7

que puede entenderse como el espacio dado por cuatro tridngulos cuya interseccion es

Unicamente un lado de cada uno:

(1,2,3)

(1,3)

Definicién 1.4. Dados dos posets (X, <x), (Y, <y) se define una funcion creciente entre

posets como una funcién f: X — Y tal que si x1, 29 € X cumplen que x; <x x5, entonces

fla1) <y f(z2).

Cabe mencionar que de una funcion creciente f entre posets podemos obtener una funcién

continua entre los complejos simpliciales inducidos de los posets involucrados, denotada

/1.

Lema 1.5. Si X x Y es el producto de los posets X y Y, entonces
| X x Y| |X| x [Y].

Prueba. Usando las proyecciones sobre cada entrada, el resultado es claro. (seccién 1, p.

102 en [2]) O



1.2 Reticulas semimodulares y modulares

Definicién 1.6. Una reticula semimodular (superiormente) es una . .
reticula que cumple que para todo a,b € L, con a A b < a, entonces C:L " \:/ b
b<<aVb. o=
Dicha definicion puede adaptarse para una reticula semimodular @ /f\ b i)
inferiormente, si para cualesquiera a,b € L tales que a es maximal en . .

aV b, se tiene a A b es maximal en b (p. 37, [7]).

Definicién 1.7. Una reticula modular es una reticula que cumple ser semimodular tanto

superior como inferiormente.

Definicién 1.8. Una reticula geométrica L es una reticula que cumple ser semimodular
y que cumple que para cualquier elemento x € L — {0}, z es el supremo de una familia de
elementos minimales de L.

Teorema 1.9. Definimos por r(x) la funcién de rango de una reticula finita semimodular

superiormente L. Dados elementos x,y € L, se tiene que
rlzVy)+r@Ay) <r()+ry).

Prueba. Léase el teorema 2.27 del capitulo 2, seccién 2B, p. 47 de [3]. n

Teorema 1.10. Sea r(z) la funcién de rango de una reticula modular finita L. Dados

elementos x,y € L, se tiene que
rizVy)+r(eAy) =r()+ry).

Prueba. Léase el teorema 2.27 del capitulo 2, seccién 2B, p.48 de [3]. O

tDados elementos a,b € L, la notacién a < b indica que no existe un elemento ¢ € L tal que a < ¢ < b.
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1.3 Teoria de grupos y médulos

Teorema 1.11. Si G es un grupo nilpotente finito y ||G|| = p{* - p3? - ... pL*, sean Sy, los
subgrupos de Sylow de G del primo p;. Luego G = 5, X Sp, X -+ X Sp, .

Prueba. Léase el teorema 3 de la seccién 6.1, p. 191 en [5]. O
Teorema 1.12. Si GG es un grupo nilpotente finito y K < G es un subgrupo maximal de
G, entonces K < @G.

Prueba. Léase la proposicién 7 de la seccién 6.1, p. 193 en [5]. n

Definicién 1.13. Se define por el subgrupo de Frattini, denotado ®(G) como la inter-
seccién de los subgrupos maximales de G. Més generalmente, se denotard por ®(H,G) a

la interseccién de todos los subgrupos maximales de G tales que contienen a H.

Nétese que en la definicién 1.13, (1, G) = O(G).
Teorema 1.14. Si G = H; X Hy X - -+ X Hy, luego ®(G) = ®(Hy) x -+ x D(Hy,).

Prueba. Léase el lema 9.4 de la seccién 9, p. 30 de [9]. O

Teorema 1.15. Si G es un p-grupo, entonces G/®(G) es un grupo abeliano elemental.

Prueba. Léase el teorema 9.6 de la seccién 9, p. 31 de [9)]. O

Teorema 1.16. Si G es nilpotente, entonces G/®(G) es un producto de grupos abelianos

elementales.

Prueba. Por ser G nilpotente, por el teorema 1.11, G = S, X Sp, X - X S, . Por el

teorema 1.14, tenemos que

Esto implica que




y por el teorema 1.15, podemos concluir que cada uno de los factores es producto de grupos

abelianos elementales, concluyendo el resultado.

O
Teorema 1.17. Sea M un médulo semisimple. Si End(M) es un campo, M es un médulo
simple.
Prueba. Léase el corolario 4 de la seccién 3, p. 53 de [12]. O

Teorema 1.18. Sea A un anillo y S un A-mdédulo simple finito. Denotamos por D al anillo
opuesto de End(S), el cual es un campo. Si M es un A-mdédulo finito, las afirmaciones

siguientes son equivalentes:
i) Existe un conjunto I tal que M = S,
ii) El médulo M es la suma directa de una familia de submédulos isomorfos a S.
iii) El médulo M es la suma de una familia de submédulos isomorfos a S.
iv) Existe un espacio vectorial V' sobre el campo D tal que el A-médulo M sea isomorfo

aS®pV.

Prueba. Léase la proposicién 1 de la seccion 4, p. 57 de [12]. O

1.4 Topologia de espacios

Por convencién, durante toda la tesis, se definird a la esfera S~ como S~! = 0, puesto

que ésto tiene sentido con respecto a la definicion dada de esfera en dimensiones mayores.

Definicién 1.19. Dado un espacio topolégico X, se define como el cono sobre X, denotado
por C(X) a
(X x[0,1]ux)/{z x {1} ~*, V2 € X}.

En caso de que la punta del cono sea conocida y de relevancia, se denotara por C(X,p)

donde p sera dicha punta.



Gracias a la forma en que es definido el cono en 1.19, si aplicamos esta construccién sobre
el espacio vacio, tendremos que el conjunto de relaciones también sera vacio, implicando

que el espacio resultante sea C(()) = () LI x = %, puesto que @ x [0, 1] U = QL * = x.

Definicién 1.20. Si X es un espacio topoldgico, definimos la suspension de X como

D X = (X x[0,1] UsgUsy)/{(21,0) ~ (22,0) ~ g, (21,1) ~ (22, 1) ~ %1 V 21,70 € X}

La definicién dada por el autor de la suspensiéon a considerarse para el entendimiento de

su trabajo es distinta, pero equivalente a la dada en 1.20:

Definicién 1.21. SiY =Y, UY; es tal que X =Y; NY; y si cada Y; es un cono sobre X,

entonces Y es la suspensiéon de X.

En el caso particular de la suspensién de S™!, en ambos casos > S™1 = S% = x U+, pues

en la definicién 1.20,

Z@ = (0 x [0,1] Uso Ux1)/{(x1,0) ~ (x2,0) ~ *q, (x1,1) ~ (x2,1) ~ %1 V 21,29 € 0},
sin embargo, al no haber elementos en (), el conjunto de relaciones es vacio también, y
como ) x [0,1] = 0, el espacio termina siendo >_ () = () Ll *q L %; = %o LI %; = SC.

Para la definicién dada en 1.21, los Y; deben ser conos sobre (), implicando que Y] = #; y

Y, = *,, ¥ su interseccién sea (), por lo que Y = Y; U Y, = #; L %9 = S°.

Lema 1.22. La suspension de una esfera de dimension n es una esfera de dimension n+ 1.

Prueba. Léase las proposiciones 4.4.2 y 4.4.4 en la seccién 4.4 , en ps. 114 y 115 respec-

tivamente, de [6], considerando la definicién 1.21. O

Definicién 1.23. Dados dos espacios topolégicos X7, X, si se tienen V) = C(X;) X Xo y
Yy = X x C(X3) (con el concepto de cono dado en 1.19), entonces Y = Y] Ux, xx, Yo €s
el join de los espacios X y X5, denotado por X; * Xos.



Vi=C0)x Xy =+xXy =Xy y Yo =0xC(X3) = 0.
Luego Y =Y, UY, = X, UD = X,

En el caso del join, si por ejemplo, X; = (), entonces| X, x X, \

Sin embargo, en el caso de si X; = X, = (), tendremos X, = X1

que Y1 =C0)x0 =0y Y, =0xC(0) =0, por lo

que Y =Y, UYo=0UD=0.

Teorema 1.24. Dadas dos esferas S™ y S™ con n, m enteros positivos, S™ S" = Sntm+l,
Prueba. Léase la explicacion en p. 173 de [6]. O

El resultado a continuacién estd descrito en el articulo [1], detallado en las notas posteriores
al teorema 3.4.

Teorema 1.25. Sea L = [0, 1] una reticula modular finita, y L = (0,1). Sea 0 = ag <
a; < -+ < ap,_, < a, = 1 una cadena maximal en L. Definimos m; como el nimero
de complementos de a; en [0,a;41]. Si x(L) es la caracteristica reducida de Euler de L,

entonces

€)= (=1 [T e



Capitulo 2

Introduccion

La siguiente seccién esta dedicada a los resultados esenciales de los articulos de Kratzer y

Thévenaz en [1] y Quillen en [2].

Durante la siguiente seccién, se entendera a E' como un poset finito, y a |E| como el com-
plejo simplicial asociado a F. Sabiendo que de las funciones entre posets se puede inducir
una funcion entre sus complejos simpliciales asociados, podemos aplicar a los posets con-

ceptos topoldgicos y asi se enunciaran posteriormente.

Teorema 2.1. Si E posee un elemento mdzximo a, entonces |E| es un cono de punta a,

implicando que E es contractil.

Prueba. Debido a que tenemos al elemento maximo a, cualquier cadena maximal de F
estd dominada por a, por lo que podemos ver todos los vértices de los simplices en |E|
estan conectados al vértice asociado al elemento a, implicando que podemos ver a |E|

como
(1B = {a}l x [0.1]]_[{a}) /IE - {a}] x {1} ~ {a},
donde claramente esto es homotdpico a un cono, cuya punta es a.

En particular, todo cono es contractil, bajo la homotopia que contrae su base hasta la

punta a través de los segmentos que unen a dicha punta, haciendo que |F| ~ {a} = *. O



Teorema 2.2. Si f,g: E — F son dos funciones de posets tales que f(x) > g(x) para

todo x € E, entonces |f| ~ |g|.

Prueba. (Boceto de la prueba dada por el Dr. Najib Idrissi-Kaitouni).

Para que |g| =~ | f], necesitamos obtener una funcién H : |E| %[0, 1] — |F| tal que H(z,0) =
91(2) y que H(z,1) = | f|(2).

Sea I = {0 < 1} el poset cuyos tnicos dos elementos ({0,1}) componen su tnica cadena
(0 < 1). Consideremos el poset producto £ x I con el orden cartesiano. Sea h: Ex [ — F

una funcién de posets asignando h(0,z) = g(z) y h(1,z) = f(z).

Notemos que h es una funcion creciente: si x,y € E con z < y,

h(0,z) = g(z) < g(y) = h(0,y)

por ser g una funcién creciente, y de forma andloga con los elementos h(1,x) y h(1,y)

usando la propiedad creciente de la funcién f.
Si (0,2) < (1,y),
h(0,z) = g(z) < f(z) < f(y) = h(L,y),
obteniendo nuevamente que el orden se preserva, siendo éstos los tinicos casos de orden de

E x1.

Observando a los objetos asociados a dichos posets y funciones, tenemos que
H:=|h|: |[ExI|—|F|,

y como |E x| = |E|x|I| = |E| x [0, 1] por el lema 1.5, tendremos que la funcién inducida
H: |E| x [0,1] — |F| puede entenderse como la homotopia buscada, pues es una funcién

continua tal que H(z,0) = |g|(z) y H(z,1) = |f|(z) tal como requeriamos. O

Teorema 2.3. Sea f: F — F una funcién creciente y a € f(F). Si z < f(z) > a para
todo xz € E, entonces |E| tiene el tipo de homotopia de un cono de punta a. En particular,

FE es contractil.

fRecuérdese que el orden que se tiene para un producto de posets X x Y es (z,y) < (2/,y') si y s6lo

siz<x2'yy<vyy.



Prueba. Por el teorema 2.2, como z < f(x) para todo z € E, |1g| ~ |f|, teniendo
entonces que |X| ~ |f(F)|. Sin embargo, notemos que |f(E)| es justamente homotdépico
a un cono de punta a, pues f(E) posee al elemento a, y por hipdtesis a < f(x) para
todo x € F, haciéndolo un minimo. Tenemos asi las condiciones para el teorema 2.1,

evidenciando que |E| ~ C(FE,a).

Por otra parte, como |f| =~ |cte,| por hipétesis, por transitividad de la homotopia obte-
nemos que |cte,| ~ |1g|, haciendo asi que la funcién |1g| sea nulhomotdpica, y por tanto,

que |F| sea contréctil. O

Definicién 2.4. Dado un poset E, sea y € E. Se definirdan por las fibras de y a los
conjuntos f/y = {z € B | f(z) <y} y )\ = {z € E |y < f(2)}.

Teorema 2.5. [Quillen] Sea f: F — F una funcién creciente. Para y € F', consideremos
la fibra f/y. Si f/y es contractil para todo y € F, entonces f es una equivalencia

homotépica.

Prueba. La prueba de dicho resultado esta descrita en el articulo mencionado por Quillen

en [2], en p. 103. L

El teorema 2.5 se utilizard esencialmente para el caso de una inclusién i: F — F. Para
y € E, |i/y| facilmente puede verse que es homotdpico a un cono de punta y, siendo éste
su elemento maximal por como fue definido el conjunto, pudiendo aplicar el teorema 2.1.
Por tanto, para poseer las hipétesis del teorema, lo 1inico que seré necesario es comprobar

si las fibras i/y son contractiles para los elementos y € F' — E.

Teorema 2.6. Sea F = [0,1] un conjunto ordenado finito y £ = (0,1). Sea A un
subconjunto de E tal que (0,a) es contrictil para todo a € A. Entonces la inclusién

E — A — F es una equivalencia homotépica.

Prueba. Sea M el conjunto de los elementos maximos de A. Notemos que el proceso
puede probarse si consideramos la inclusion £ — M < E, pues al repetirse este proceso de

considerar los elementos maximos y verificar que al quitarlos se genera una equivalencia
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homotopica, podemos aplicar la cadena hasta obtener todo el conjunto A de la siguiente
forma:

E+~ (E-—M)«~ (E—M)+ (E—M3)«> -+ FE—A

Donde cada M; es la unién del conjunto de los elementos méaximos de A — M;_; y los M,
con k < i (Mg = ) por convencién, M; = M), y dado que E es una reticula finita por

hipétesis, tendremos que M,, = M,,,; = A para algin n < oo.

Notemos que si consideramos la inclusion £ — M — E s6lo necesitamos verificar que si
ye€ M =FE— (FE— M), entonces i/y es contractil. Como dos elementos en M no son
comparables por ser maximales, todo elemento x < y pertenecera a £ — M, de modo que
i/y = (0,y), y por hipdtesis, dichos conjuntos son contractiles. Por tanto, por el teorema
2.5, E — M es contractil, y realizando la serie de equivalencias homotodpicas, vemos que
E — A — FE es una composicién de equivalencias homotdpicas, obteniendo asi la prueba

del teorema. O

Teorema 2.7. Sean a,z € L tales que a V2 = 1. Si ¢ es un complemento de a A z en

[0, z], entonces ¢ es un complemento de a en [0, 1] = L.

Prueba. Ya que a > a A x, luego cVa > cV(aAzx) =z,
por ser ¢ el complemento de a A z en [0,z]. De lo anterior
obtenemos que (¢Va)Va =aVe>aVuz queen el lado
derecho es 1 por hipétesis, luego ¢V a = 1.

Por otra parte, si ¢ A a = «, claramente « < ¢ < x y

tendriamos que

O=cA(ahz)=(cha)ANz=aAz =«

Pues ¢ es complemento de a A x, por tanto ¢ A a debe ser 0, y

por consecuente, ¢ ser complemento de a. O
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Teorema 2.8. Sea L = [0,1] una reticula finita y L = (0,1). Si existe a € L sin

complementos en L, entonces L es contractil.

Prueba. Sea X = {r € L | aVx = 1}. Es ficil ver que si x € X, a A z no tiene
complementos en [0, x|, pues de tenerlos, por el teorema 2.7 podriamos construir uno para

a, que por hipdtesis, no tiene.

Probaremos por induccién sobre la cardinalidad de L que para todo x € X, (0,x) es
contractil siempre que exista un elemento a que no posea complementos. Esto con el fin

de que L — X — L sea una equivalencia homotopica.

El caso base es trivial, dado que si || L|| = 1, al ser a el tinico elemento en L, éste no posee
complementos, ademds de que es claro que X = (), y por vacuidad se cumple nuestro

requisito.

Procediendo a la prueba de induccién, al notar que a A z no tiene complemento en [0, ],
podemos aplicar la hipdtesis de induccién y afirmar que (0, x) es contractil. Por lo anterior,
podemos afirmar por el teorema 2.5 que L — X — L es una equivalencia homotépica, por

lo que el resultado se reduce a probar que L — X es contractil.

Para probar que L — X es contractil, notemos primero que a € L — X, pues si ocurriera
lo contrario, a V a = 1, teniendo asi que a = 1, y 1 ¢ L (pues L = L — {0,1}), por lo
que no puede estar en X. Igualmente, si y € L — X, entonces y Va € L — X, pues de lo
contrario, estarfamos afirmando que (yVa)Va =yVa = 1, implicando que originalmente
y ¢ L— X. Luego, y,a € L — X, teniendo asi que y <y V a > a. De esta forma podemos
aplicar el teorema 2.3 y probar asi que L — X es contractil, y por tanto que L también lo

sea. O

El reciproco de la proposicion anterior no es cierta. Kratzer y Thévenaz tienen un con-

traejemplo para la reciprocidad considerando la siguiente reticula:

12



Claramente |L| ~ [0, 1], por lo que es contractil, y todos
los elementos tienen complementos: las parejas {D, A},

{B, E} y {C, F} son complementos mutuos.

13



Capitulo 3

Pivotes y tipos de homotopia

En la siguiente seccién se considerard a L = [0, 1] una reticula finita, denotaremos L =
(0,1), que es la reticula L sin su supremo 1 e fnfimo 0. Si a € L, denotaremos por a' al
conjunto de complementos de @ en L. En el caso de esta seccién, supondremos que a*
sera no vacio para cualquier a, pues en otro caso, por el teorema 2.8 tendremos que L sera

contractil.

Si ¢ € at denotaremos por [0,a]® a la imagen de la funcién f: [c,1] — [0, a] dada por

f(z) =z Aa.

Lema 3.1. [0,a]*={be€ [0,a] | (bVc)Aa=0b}

Prueba. Sea A = {b € [0,a] | (bVc)ANa = 0b}. Sib e |0,a]° entonces por definicién
existe © € [¢,1] tal que x Aa =b. Como b < xy ¢ < x, entonces bV ¢ < x, de donde

(bVe)ANa <z Aa=b>b. Ahora, recordando que b = = A a, tenemos que

zAha<(xAa)Ve
(xNa)Na<((xANa)Vec)Aa

b<(bVe)Aa

14



Por lo que teniendo ambas contenciones, implicamos la igualdad b = (b V ¢) A a. Esto

conduce a afirmar que [0, a]® C A.

Reciprocamente, si b = (bV ¢) A a, es claro que bV ¢ € [e, 1], por tanto (bV ¢) Aa € [0, a,
implicando A C [0,al¢ y al tener las dos contenciones, podemos afirmar la contencién

deseada A = [0, al°. O

Denotaremos por (0,a)¢ = [0,a|°—{0,a}. Dado que ¢ € a', entonces tenemos que a € ¢+,
por lo que el conjunto [0,c]* tiene sentido. Para ¢ € a' podemos definir los siguientes

conjuntos:

e L/ =L'NL=1L —{0,1}

Lema 3.2. Dada una reticula L = [0,1] y L =L —{0,1},seaa € Ly c € a*.

a) Six=ux,Vx, €L, entonces tenemos que z, = A a.

b) Siz=u1x,Va. €L, entonces z,=rAayz.=2zAec.

¢) El conjunto parcialmente ordenado L. es isomorfo al producto [0,a]¢ x [0, c]®.
Prueba. (a) Por pertenecer x, a [0,al, se tiene que z, = u A a < a; por otra parte,
o < x, V x. = x, por tanto x, < x A a. Por el lema 3.1, nuevamente por ser z, € [0, a]°,
z, = (x4 V ¢) Aa. Ahora, z. € [0, c], por lo que z, < ¢, implicando entonces x = x, V x, <

z, V ¢, de donde tenemos que x A a = (x, Vx.) Aa < (z, V) Aa = x,. Teniendo ambas

desigualdades, podemos concluir la identidad z, = x A a.

(b) El caso de x, = x A a es idéntico al inciso (a). El caso x. = x A ¢ nuevamente es el

inciso (a), cambiando los papeles de a por los de ¢ y viceversa.
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(¢) Consideremos la funcién f: [0,a]® x [0,c]* — L. dada por (2., z.) — T4 V 2.. Dicha
funcién es sobreyectiva por como fue construido el conjunto L.. La inyectividad de dicha
funcién estd dada por el inciso (b), ya que prueba que los elementos z, y . son tnicos

para un x dado.

Para verificar la cuestién del orden, si consideramos (m, n), (x,y) € [0, al® x [0, c|*, se tiene
que (m,n) < (z,y) siy solosim <z yn <y, implicando mVn < xVy por lo que al
aplicar f, f((m,n)) =mvn <z Vy= f((z,y)), viendo asi que el orden se preserva a

través de f. n

Notese que en el caso del lema 3.2, el inciso a nos forza la estructura de z, pero no la
de z., y en el inciso b nos forza la de ambos. En el caso de 3.2a, también tenemos que

z. = x A ¢, pero no tenemos la unicidad de esta estructura, por ser [0, c|* C [0, ¢].
Definicién 3.3. Sea L' = |J.,. L.. Se dice que a € L es un pivote si cumple las
condiciones siguientes:

e El conjunto [0, a]® no depende del elemento ¢ € at.

e Dados dos elementos distintos ¢, d € a*, dichos elementos no son comparables bajo

el orden de L.

o Sizy,...,zn €L conx < a9 <x3<---< Ty, entonces existe un elemento ¢ € a*

tal que z; € L para todo 1 <i < n.

Si at = (), se considerard a a como pivote.

Teorema 3.4. Sean F y F dos conjuntos ordenados tales que cada uno posee un elemento
supremo 1 y un elemento fnfimo 0. Sean £ = FE — {0,1}, FF = F — {0,1} y G =
(E x F)—{(0,0),(1,1)}. Luego, |G| tiene el tipo de homotopfa de Y (| E| * | F]).

Prueba. Sean X = {(a,b) € G |a <1} yY = {(a,b) € G| b < 1}. Notemos que
| X| tiene el tipo de homotopia de un cono de punta (0, 1) con base | X NY], ya que (0,1)
es un infimo de X y es posible aplicar el resultado 2.1 en este poset. De forma andloga,

podemos ver que |Y| es un cono de punta (1,0) con base | X NY.
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Como |X| y |Y]| se pueden deformar a conos con base | X N Y|, por la definicién de

suspension dada, tendremos que

IXUY|=|X|UlY|~C(XnY][,(0,1)uC(|XNY|,(1,0)) = Z (1XNY]),

pero como G = X UY, entonces |G| =) (| X NY|).

Por tanto, la pieza faltante de la pueba serd ver que

| X NY|=|E|«|F|. Para ello, sean (1,0)
U={(a,b) e XNY |a>0}
V={(a,b) e XNY | b> 0}

Se tiene que U UV = X NY, y consecuentemente (0,1)

U|uV|=|XNY].

Ademss, es claro que por la construccién de dichos espacios, U = E x (F — {1}) y
V = (E—{1}) x F, por lo que, al tener ambos F' — {1} y E — {1} sus respectivos infimos
0, |U| = |E| x C(F,0) y |V| = C(F,0) x |F|. Lo anterior, junto con que |U| N |V| =
[UNV|=|E x F|=|E| x |F|, usando la definicién 1.23 implica | X NY| = |E|*x|F|. O

Corolario 3.5. |L.| tiene el tipo de homotopia de > (](0,a)¢| * (0, ¢)?]).

Prueba. Por el inciso (c¢) del lema 3.2, tenemos que L. = [0, a]*x [0, c]* por lo que podemos

aplicar el teorema 3.4, y ver que

|Le| = 1[0,a) x [0, ] = {(0,0), (1, 1) }| = (][0, a]*| * ][0, c]])

Los siguientes resultados serviran posteriormente para la prueba de 3.9.
Lema 3.6. Una unién finita de complejos simpliciales | J,.; X; tiene el tipo de homotopia

de un bouquet \/,.; X; si para todo J C I con ||J|| > 2, se tiene que (.., X; es contractil.

jeJ
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Prueba. Procediendo por induccién sobre la cardinalidad de I, el caso base serda con
|I]] = 2 y es trivial ver que es cierto, ya que al ser contréctil la interseccién, el espacio
X; U X5 resulta homotépico a (X7 — X3 N Xy) V (X — X7 N X3y), que es homotdpico a
X1V Xy Seak €lyJ=1-{k}. Porhipétesis de induccion, {J,c; X; es un bouquet,
por lo que sélo necesitamos ver que también (| J s X ;) U X}, también lo sea. Es claro que
(Ujes X5)UXg = U, (X;UXy). Considerando que la unién de los complejos simpliciales
vuelve a ser un complejo simplicial, al espacio (J;c;_ {k}(XZ» U X%) puede aplicarsele la
hipdtesis de induccién y y con ello probariamos que éste termina siendo homotépicamente

equivalente a [ ; X;. O

Proposicién 3.7. Sea L = [0, 1] una reticula finita, L = (0,1) y a € L. Para b,c € a' se

define ~ -
be =1z EL |2 =12,V 2, T4 € 0,a]°, z.€[0,c]}

y L. = L. —{0,1}. Entonces, la inclusién Us.cear Lo = L es una equivalencia ho-

motopica.

Prueba. La prueba de este teorema se basa en probar que las inclusiones en el siguiente

diagrama son equivalencias homotopicas:

L

AN

J

Ly ={xz € L|x A a posee un complemento en [0, z]}

A

J

Ly={x €L, | existebe€ at: zAaec|0,a}

AN

Ly=Ly—{x€Ly| *ANa=0yparatodoc€ at,x¢]0,c]}

N

— /.
L4 - LJb,CEULL Lb,c’

Sea Ly = {x € L | A a posee un complemento en [0, z]}. Notemos que si y € L — L,
entonces (0, y) es contractil por el resultado 2.8, entonces tenemos un conjunto de elemen-

tos (L — Ly) tales que (0,y) es contractil, por lo que por la proposicién 2.6, tenemos que
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L —(L—Ly)= L; — L es una equivalencia homotdpica.

Sea Ly = {x € L; tal que existe b € a* con x A a € [0,a)’}. Consideremos y € Ly — Lo,
y el conjunto y\i = {x € Ly | x > y}. Como y € Ly, y A a poseerda un complemento ¥
en y, y por tanto podemos reescribir y como y = (y A a) V . Notemos que si a V y = 1,

tendriamos que 7 € at, pues recordando que 7 < y es complemento de y A a (en y),

O=WwAa)ANyF=WAY) Na=FAa,

pero como y € [y, 1], podemos ver que y A a € [0,a]? por definicién de este conjunto, de

donde obtenemos que y € Lo, resultando en una contradiccién, pues y € L — Lo.

Luego aVy < 1lyalser (§Va)Aa=aé€ |0,a]’ para todo b € a*, se ve claramente que
aVy € Ly Ademds, como y Aa < a, se tiene que y = (yAa)Vy < aVyporlo que

aVy € y\i. Queriendo mostrar que y\¢ es contractil, tenemos que para todo x € y\i,
r>(xNa)Vy<aVy.

Yaquez >z ANayy <y < xyesto permite la desigualdad izquierda; para la derecha

sblo es necesario ver que z A a < a. Por tanto sélo falta ver que z = (z Aa) Vg € y\i.

Primeramente veamos que z € Ly: como x Aa < z, luego z Aa < zAa; por otra parte, por
la identidad izquierda tendremos que x > z resultando en que z A a > z A a, obteniendo
de las dos desigualdades * Aa = 2z Aa. Como x € y\i C Ly, x Aa =z Aa € [0,a]’ para
algin b € at, obteniendo asf que z € Ly. Para verificar la contencién solicitada, es claro

que y < x por definicién de y\i, por lo que
z=(@ANa)Vy=>(yAha)Vy=y

obteniendo que z € y\i, y por consecuente podemos aplicar el resultado 2.3, y asi ver que
(0,y) es contractil. Aplicando ahora el teorema 2.6 sobre la inclusién Ly < L1, como
para todo y € L; — Lo el conjunto y\i es contréactil, Ly = Ly — (L; — L) < L; es una

equivalencia homotdpica.
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Consideremos ahora F = {z € Ly | # Aa = 0 y paratodo ¢ € a*,z ¢ [0,c]} y sea
Ly = Ly — E. Consideremos y € E y ahora y\i = {z € L3 | + > y}. Tenemos que
aVy # 1, pues de serlo, y € a*t, y como y € [0,y|, implicard y ¢ E, contrario a lo

supuesto. Es claro que si x € y\i, teniendo que x,a > = A a,
r>(xANa)Vy<aVy,

por lo que deseamos ver que a V ¥y, (x Aa) Vy € y\i. Para ver que a Vy € y\i, es claro
que se tiene que aVy > vy, por lo que deseamos ver que también pertenece a L. Para ver

esto, veamos que
e aVye L porque (aVy)Aa=a posee un complemento en [0,a V y] (que es y).

e aVy € Ly porque existe un elemento a € at tal que (a Vy) Aa=a € [0,a]* (que

es cualquier complemento).

e aVy¢ FE porque (aVy)Aa=a+#0, por lo que la otra condicién no es necesaria,

de verificar,
implicando que aVy € L3 = Ly — E.

Para ver que z = (x A a) Vy € y\i, es trivial notar que se tiene z > y, por lo que la parte
necesaria es verificar que z € L3. Para ello, primero veamos que estd contenido en los

conjuntos previos. Notemos antes que y A a = 0, pues y € F, luego:
e (xAa)Vy€ Ly porque
(xANa)Vy)hNa=(zANa)V(yNa)=xANa

tiene complemento en [0, (z A a) V y| (que es y).

e (xAa)Vy € Ly porque existe un elemento b € a* tal que

(xAa)Vy)Aa=(xAa)V(yAa)=2Vacl0a]

(que es el mismo que cumple la condicién para que x € Ly).

e (tANa)Vy€ Ly = Ly — E porque si

(xANa)Vy)Na=(zANa)V(yNa)=xzNa=0,
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por ser ¢ € L, para algin ¢ € a* se tiene que x € [0, ¢], y por consecuente y < z < ¢,

lo que es contrario a que y € E. Entonces t Aa#0y (x Aa)Vy € Ls.

Por lo anterior, a V y, (x A a) Vy € y\i, implicando que las desigualdades mencionadas
son véalidas para aplicar el resultado 2.3, haciendo y\i contractil, y con ello obteniendo las
condiciones para aplicar el teorema 2.6, por lo que L3 = Ly — E < L5 es una equivalencia

homotopica.

Sea Ly = Uy ecqr Ly Seay € Ly — Ly y sea § un complemento de y A a en [0,y] (el
cual existe porque y € Ly C L;). Nétese que por considerar y € Ly, automdaticamente

yAa € Ly, pues g es el complemento de y AaAa=yAaen[0,y]. SiyAa=0 entonces

!
c,c)

y =179 € [0,c] para un ¢ € a*, pues y € L3, de donde obtenemos que y = 0V § € L

contradiciendo que y ¢ Ly.

Luego, necesariamente y A a > 0. Como y € Ly, luego y A a € [0,a]’® para cierto b € a™,
implicando la pertenencia y A a € Ly, ademdas de que al ser distinto de cero, no puede
pertenecer a F, y consecuentemente, y Aa € L3 = Ly — E. La pertenencia a Lo implicara
también y Aa € Ly, pues dicho b implica (por definicién del conjunto) la iltima contencién
(yAa)V0 = yAa € Ly, y por consecuente, podamos afirmar yAa € i/y = {z € Ly | z < y}.
Queremos ver que i/y = {x € Ly | * < y} es contractil como en los casos anteriores.

Notemos que para todo = € i/y, es facil ver que
r<(yNa)Vz>yAa,

por lo que sélo queda verificar que z = (y Aa) Vx € i/y.

Claramente y Va < z Aa, pues y A a < z por la estructura de z, y y Va > z A a, porque
y > y A a,r. De ambas contenciones, tendremos que z A a = y A a. Por otra parte, como
x €1/y C Ly, tenemos © = x, V ., con z, < ay x. < ¢. Como z, <xAa<yAa (pues

x € i/y implica que x < y), entonces
z=(yNa)Ve=((yNa)Va,) V.= (yANa)V

y esta estructura de z muestra que como yAa € [0, a]b por su pertenencia a Ly, y z. € [0, c|,

z € L, ., por lo que z € Ly, y por tanto, z € i/y. u
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Lema 3.8. Dada una reticula finita L = [0,1] sea L = (0,1), a € L y ¢ € a*. Entonces la

inclusion i: L. — L es una equivalencia homotépica.

Prueba. Por el teorema 2.5, y la especificaciéon dada de cémo se aplicara en el caso de las
inclusiones, sélo necesitamos ver que si y € L) — L., entonces y\i = {z € L. | © > y} es
contrictil. Para ello, notemos que y = y, V y. con y, € [0,a]°y y. € [0, ¢, por definicién
del conjunto L. Por el lema 3.2 y la nota que le sucede, podemos afirmar que y, =y A a

y darle a y. la estructura y. = y A ¢ por conveniencia.

Veamos que y, V ¢ # 1. Como y, € [0,al¢, podemos ver a y, = z Aa, con z > ¢ (por
la definicién dada para este conjunto al inicio de esta seccién)x. Nétese que z # 1, sino
tendremos que y, = a, implicando y = y,Vy. > a, por lo que y € [a, 1] y consecuentemente
y A c € [0, ¢, implicando que y. € [0, c|* contradiciendo que y € L.. Por tanto, y, V ¢ <

z < 1, y de esto se sigue que y, V ¢ € y\i.

Para concluir, nétese que y\i tiene el tipo de homotopia de un cono de punta y, V ¢, ya

que para z € y\i, tenemos las desigualdades
T=TuVTe2Ys VT LYV,

pues el elemento involucrado en ambas desigualdades cumple que y,Vz,. € L. por definicién
de L., al igual que cumple la desigualdad y, V z. > y, V y. > y implicando y, V z. € y\i.
Por lo anterior, aplicando el teorema 2.1, tendremos que efectivamente es un cono, pero
mas importante atn, es contractil, obteniendo lo necesario para ahora aplicar el teorema

2.5 como se queria en un principio. O
Teorema 3.9. Sea L = [0,1] una reticula finita, L = (0,1) y a un pivote de L. Luego,

|L| tiene el tipo de homotopia de \/ ... (3-(](0,a)| *[(0,¢)?]))

Prueba. La prueba esta dividida en ver que L puede verse como la unién de los espacios
L' con ¢ € at, para luego aplicar el teorema 3.6 sobre dicha unién, para terminar viendo

que es un bouquet de las suspensiones de interés.

Siat = (), entonces L es contractil, pues al no tener complementos en la reticula, podemos

aplicar el teorema 2.8. Por otra parte, un bouquet indexado por un conjunto vacio es un
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punto, implicando la obviedad de este caso.

Consideremos entonces at # ). Como a es un pivote, tenemos que [0,a]® = [0, a]® para
cualesquiera b, ¢ € a*, de donde tenemos que para los conjuntos ng, tendremos las igual-

dades Ly, = L. = L. Por tanto, la inclusion L' = (J.c,. L. = L es una equivalencia

cea
homotopica por el teorema 3.7. De la tercera condicion del concepto de pivote, tenemos
que cualquier simplex en |L/|, estard contenido en algin |L’| (pues al estar cualquier cadena
de L' contenida en algin L., el simplex asociado a la cadena en cuestién estard contenido

en el complejo asociado a dicho L]). Esto implica que |J,,.|L.| = |L'].

Ahora deseamos aplicar el teorema 3.6 en |L'| = .., .|LL|, sea J C a*, con ||J| > 2.
Debemos ver que T' = () .,. L. es contréctil, para tener las hipétesis del teorema. Sea
Z ={x €T |aVzx <1} Veremos que Z es un conjunto contractil, y posteriormente

probaremos que la inclusion ¢: Z — T' es una equivalencia homotopica.

Para lo primero, deseamos ver que si x € Z, entonces a V x € Z. La condiciéon de
(xVa)Va=uzVa<1es clara, entonces queremos verificar que x V a € L para todo
c € J. Nétese que para dicho z, ¥ = x,V . con 7, € [0,a]°y z. € [0, c], para algin ¢ € a™,
pues € Z C T. De esto se tiene que a Vx = (aV x,) V. =aV z., y como a € [0,a]
(considerando el elemento 1 € [c,1]), nos muestra que x V a € L., y generalizando esta
construccién, podemos ver que xVa € T. Ahora, Z es contractil porque para todo z € 7,
se tiene

r<aVzZ>a,
pues los tres elementos estan en Z.

Asi, para concluir que T es contractil, queda ver que i: Z < T es una equivalencia
homotépica. Para ello, utilizamos los teoremas 2.5 y la nota sobre inclusiones que le
sucede en el conjunto T'— Z. Sea pues y € T'— Z y definimos i/y = {z € Z | = < y}.
La idea es ver que éste ultimo conjunto es contréctil. Como y ¢ Z, entonces a Vy = 1,
por la definicién de Z. Si y, = a Ay = 0, entonces y € a*, e implicard que para ¢ € J,
Y =YVYy. = ye € L., pues y. € [0, c], lo que implicara que ¢ = y, pues los complementos de

un pivote (en este caso a) no son comparables, y por consecuente, J = {y}, contradiciendo
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que ||J|| > 2. Por tanto, y, = a Ay > 0, y como y, = y, V 0, pertenece a todos los L,

Yo € Z. Finalmente, i/y es contractil porque para todo = € i/y, se tiene que
TS Yo VT2 Y

y YoV € i/y. Esto es facil de ver, pues si z € i/y, pues en todo L/, x puede descomponerse
de la forma z, V z. donde z. € [0, ¢]*, por lo que, considerando que y, V& = (y, V x,) V x,
como y, V x, € [0,a], junto a la pertenencia z. € [0, c]?, y, Vx € L para cualquier ¢ € a™.

Esto implica la equivalencia homotépica deseada.

Finalmente el resultado se concluye de aplicar el teorema 3.6 en conjunto con el corolario

3.5, pues:

LI~ | L~ [ D o0,a)[0,0)) = \/ D (10,a)] % [(0,¢)")).

cEat cEat cEat

]

Noétese que si (0,a)¢ = 0, es necesario que (¢, 1) = @, pues el primer conjunto es imagen
del segundo a través de la funcién f(x) = x A a. Mds ain, como a es un pivote, para
cualesquiera b, ¢ € a*, (0,a)° = (0,a)® = 0, por lo que para cualquier b € a*, (b,1) =0, o
lo que es equivalente, [b, 1] = {b, 1}, implicando ademé&s que todos los complementos de a

sean maximales.

Esto implicarfa que [0,a]® = {0,a} para cualquier b € a*, pues b Aa = 0 (por ser b
complemento de a), y 1 A a = a. Por tanto, en este caso particular, la tinica parte de
la prueba que se verfa afectada si (0,a)® = (), son las identidades L;, = L. = L, sin
embargo

Lz7c:{xei,x:xQch|xa€{0,a},xc € [0,c]} = L

c,c?

y por tanto la identidad seguira siendo la misma, pues los conjuntos seguiran siendo no
vacios. Por lo anterior, el resto de la prueba puede continuarse, y el teorema puede

aplicarse con el caso (0, a)¢ = ().
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Capitulo 4

Reticulas semimodulares y

modulares

Con el propésito de poder aplicar el teorema 2.4, Kratzer y Thévenaz adaptaron dicho
resultado a una reticula que cumpla las condiciones que resultan de interés. Por tanto, es
necesario proceder a una adaptacion de ciertos resultados sobre reticulas semimodulares

y modulares.

Para las reticulas finitas de este capitulo, denotaremos por r(z) a la funcién que define la
longitud de las cadenas entre el elemento minimal (denotado 0) y z, como se considerd
en el teorema 1.9. Igualmente las notaciones usadas en el capitulo 3 seran nuevamente

consideradas para esta parte de la tesis.
Proposicién 4.1. Sea L = [0, 1] una reticula semimodular finita y a € L.
a) Sic € at satisface que r(a) + r(c) = r(1), entonces [0, c]* = [0, ] y [0, a]* = [0, a].

b) Si r(a) + r(c) = r(1), para todo ¢ € at, entonces dos complementos distintos de a no

son comparables.
c¢) Si a es maximal y r(a) + r(c) = r(1) para todo ¢ € a', entonces a es un pivote.

d) Si L es modular y si a es maximal, entonces a es un pivote.
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Prueba.

a)

Probaremos la doble contencién. Es trivial notar que [0,c]* C [0,¢]. Siy € [0,c], es

claro que y <y Vay que y < ¢, por lo que (y Va) A c>y. Notemos que
(yva)Ve=yV(aVe)=yVv1li=1

Por lo que, junto a la funcién de rango dada por la semimodularidad (descrita en 1.9),

tenemos que r((y Va) Ac)+r((yVa)Ve) <r(yVa)+r(c) que puede verse como
r()+r((yVvVa)Ae)<r(yVa)+rc)

Por otra parte, al ser y < ¢, y ¢ Aa = 0 por ser complementos, y Aa < c/Aa = 0, luego

r(yVa)+ryAa) <r(y)+r(a) sereduce ar(y Va) <r(y)+r(a).

Sumando ambas desigualdades y usando que r(a) + r(c) = r(1), obtenemos

r((yVa)Ae) <r(y)

lo que implica que, junto a la cota y < (y V a) A ¢, se ve forzada la identidad y =
(y Va) A ¢,y debido al lema 3.1, se obtiene que [0,¢] C [0, ¢]* implicando la igualdad
entre ambos. Para probar el caso [0,a]® = [0,al, se prueba de forma andloga a la del

caso [0, c] = [0, ¢]”.

Como 7(a) +r(c) = r(1) para todo ¢ € a*, esto implica que cualesquiera dos elementos
b,c € a* cumplen que r(b) = r(c), por tanto si b < ¢, al tener la misma longitud sus

cadenas, b necesariamente debe ser c.

Por los incisos (a) y (b), tenemos las primeras dos condiciones de los pivotes. Para

probar la tercera condicién, notemos primero que por el lema 3.2 y el inciso (a),
Le=L.={ze€lL|x,Va,; 2s=2Na, v.=xAc}.

Como a es un elemento maximal, con la ecuacién r(a) + r(c) = r(1) obtenemos que
teniendo (1) = r(a) + 1 por la maximalidad de a, entonces r(c) = 1, implicando que

para todo ¢ € a*, éste es minimal. De lo anterior, obtenemos que
r(z.) =r(xAec) <r(c) =1,
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por lo que los elementos x. sélo pueden ser ¢ 6 0, por estar en la cadena 0 < c.

Procediendo entonces para probar la tercera condicién de los pivotes, necesitamos ver
que para cualquier cadena en L' = |J . L., existe un ¢ € a* tal que toda la cadena

esté contenida en L.

Para ello, consideremos = = 2, V2, € Lecon 2. = cy y = Yo Vyq € Lg, con ¢,d € a* y
¢ # d. Queremos probar que si z <y, entonces y € L.. Si y; = 0, la contenciéon y € L.

es trivial, por lo que consideraremos y; = d. Como ¢ < x <y, luego y, Ve < y,Vy = y.

Notemos que y, < ¥, V ¢, pues si y, V ¢ = y,, entonces ¢ < y, < a, implicando que
c € [0,a], por lo que a V ¢ = a, que significarfa que ¢ ¢ a't, contradiciendo nuestra

hipétesis inicial.

Supongamos y, A d = 0, ya que como y, Ad € [0,d] = {0,d},| y, Ve y
si yo A d = d, implicaria que d < y, < a, obteniendo asi que yTa / Il
dVa = a, contradiciendo que d € a*. Entonces, teniendo y, Ad = 0 NS

podemos aplicar la propiedad de semimodularidad con ¥, y d: como YaNd

|
Yo Nd = 0 < d, entonces y, <y, Vd = y, concluyendo que y, es 0

maximal en [0, y].

Por tanto, esto forza la identidad y, V ¢ = y, considerando la cadena recién obtenida

Yo <YY Yo <YaVC< Y.
Como L es modular, para los elementos ¢ € a* tenemos que (por 1.10):
r(a)+r(c)=r(aVe)+ranc) =r(1)+r0)=r(1).

De la igualdad anterior obtenemos las hipdtesis necesarias para aplicar los incisos (a), (b)

y (c), obteniendo con el inciso (¢) que a necesariamente es pivote.

O

Corolario 4.2. Con las hipétesis ¢) o d), de la proposicién 4.1, y siendo L = (0, 1), se
tiene que |L| >~V 1 (321(0,a)])
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Prueba. Notese que por cualquiera de los incisos (¢) o (d), se implican los incisos (a) y
(b).
Por la parte (a) de la proposicién, (0,a)¢ = (0,a). Debido a que en la prueba de 4.1

obtenemos que [0,c¢] = {0,c}, luego (0,¢) = ), por lo que aplicando el teorema 3.9,

tenemos que

V (a0, <10.099) = V(31001 +h) =V (Fl0,a)))

c€at c€at c€at
obteniendo asi lo deseado. ]
Teorema 4.3. Sea L = [0,1] una reticula modular finita y definamos L = (0,1). Sea

0=ay<a, <---<a,, <a, = 1 una cadena maximal en L. Sea m; el nimero de
complementos de a; en [0,a;41] y m = HZ:OI m;. Entonces se tiene que L tiene el tipo de

homotopia de un bouquet de m esferas de dimension n — 2.

Prueba. Aplicaremos induccién sobre n. Sin = 1, necesariamente L = {0, 1}, implicando
que L =0, luego |L| = 0, y al ser 0 < 1 la tnica cadena, luego el tinico complemento de
ao = 0 es 1, por tanto m = mg = 1 y como ) también es denotado por S~! por convencién,

se cumple la base de induccién.

Para proceder si n > 1, notemos primero que, por el teorema 4.1d), el elemento a = a,_4
es un pivote por estar en una reticula modular y ser un elemento maximal. Por tanto,
aplicando el corolario 4.2, obtenemos que |L| = \/ .. > (|(0,a)|), y podemos aplicar la
hipétesis de induccién sobre (0, a), usando la misma cadena salvo que ahora el maximal

que haria de pivote seria a,_1, y asi obtener el resultado deseado.

m
Invirtiendo el orden de la reticula, se puede aplicar el teorema, y es claro que tendra el
mismo tipo de homotopia, pero para aplicar el teorema, éste cambiara los valores m; por

los valores s; que serén el nimero de complementos de a; en [a;_1, 1], y su producto, que

denotaremos por s, sera igual al m obtenido en el caso de la reticula original.
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Ejemplo 4.4. Consideremos una reticula finita L = [0, 1] con las condiciones del teorema

4.6 cuyas cadenas maximales son de longitud 2, ||[L]| =n >4, ysea L = L — {0,1}

Notemos que todos los elementos son complementos entre si, salvo consigo 1

mismos, el supremo y el infimo. Las cadenas que componen esta reticula b, / ‘ T\ -

seran de la forma N 1 J/
O=ag<b;<ay=1. 0

Por una parte, sabiendo que L puede verse como la unién disjunta de los b; elementos que
componen a L mayores a 0 y menores a 1, tendriamos que su complejo simplicial asociado,

|L], es la unién disjunta de n — 2 puntos, que puede verse como el join de n — 3 esferas S°
(= {p1,p2}).

Por otra parte, para cualquier elemento b € L, todos los elementos en L — {b} seran com-
plementos de b, implicando que m; = n — 3. Para m notemos que el inico complemento
de 0 en [0,b] serd b justamente, por lo que mg = 1, y por tanto m = n — 3. Como b es
pivote por ser maximal (por el teorema 4.1, d), aplicando el corolario 4.2, tenemos que,

recordando que Y St =« Lk = SY

2=V (I0n) =\ 8°=\/ s

cebt cebt

Proposicién 4.5. Sea L = [0,1] una reticula finita semimodular y L = (0,1). Sea

¢: L — L donde () es el supremo de todos los elementos minimales de [0, x]. Entonces:
a) E =1 (L) es una reticula geométrica.

b) Si £ =1(L), entonces ¢: L — FE es una equivalencia homotépica.
Prueba. a) Sia,b € E, notemos que en A = [0,a V b] las familias de minimales que son
dominadas por a y por b pertenecen a A. Como dichas familias son dominadas por a

y b, el menor elemento que domina a ambas familias es el menor elemento que domina

aayabalavez que es por definicion a V b. Al ser a V b el minimo elemento que

29



domina a todos los minimales de [0,a V b] y a la vez el elemento méaximo de [0, a V b,

por unicidad es el supremo que domina a dichas familias, luego ¥(a V b) = a V b.

Notemos que para todo elemento minimal z € L, ¥(x) = x, por ser el supremo en
[0, 2] = {0,2}. Por tanto, por construccién de 1, sabemos que todo punto de E es el
supremo de la misma familia de minimales en E, que la de L. Denotemos por a N b
al méximo elemento que es dominado por a y b al mismo tiempo. Supongamos que
anNb<aen E. Luego, existe un elemento m < a minimal con m £ b, ya que de otra
forma, todos los elementos minimales de a serian dominados por b, y por consecuente
a < b, pues ambos son iméagenes de ¢, implicando que a N'b = a, cosa que supusimos
no cierta. Luego, por dicha descripcién de m, aNb < (aNb)Vm < a, pero al no haber

elementos entre a N'b y a por hipétesis, se sigue la identidad (a Nb) V m = a.

Como m es minimal y no es dominado por b, luego b A m = 0, por tanto b A m < m,
y por la condicién de reticula semimodular de L, tenemos que b < bV m. Ademds,
mVb<aVb, pues m < a por como se definid m, y mvVb>aVb yaquemVb>by
mVb>mV(anb) = a. De esto se implica que mVb=aVb, y comob<mVb=aVb,

entonces se cumple la semimodularidad de FE.

Cabe mencionar que por el segundo parrafo, m € E, y que para cualesquiera a,b € E,
por el primer parrafo a\VVb € E. El tinico elemento faltante por verificar su pertenencia

a E es b Am =0, pero es trivial que 1(0) = 0.

Notemos que si i: E — L es la inclusion, es evidente que 9 o i = idg. Luego, como
i o1 cumple que i(¢(x)) < x para todo z € L por como fue definido, esto implica que

101 ~ 1, por tanto obtenemos que hay una equivalencia homotopica entre £ y L.

O

Proposicién 4.6. Sea B un espacio vectorial de dimension n sobre un campo finito de ¢

elementos. Sea L una reticula de subespacios de V 'y L = L —{0,V}. Entonces L tiene el

tipo de homotopia de un bouquet de q(g) (= qnm{l)) esferas de dimension n — 2.

Prueba. Dado el teorema 4.3, lo inico necesario para obtener el resultado es calcular el
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nimero m; de subespacios complementos de un subespacio W; de dimensién ¢ dentro de

un espacio de dimensién Wi, .

Si consideramos un espacio W;;; (de dimensién i 4 1), el nimero de subespacios de di-
mensién 1 que contiene es justamente el niimero de vectores que posee dividido entre el

nuimero de vectores que pertenecen al mismo espacio vectorial.

Al ser vectores de tamaio 7, tenemos un total de ¢"*! — 1 vectores no nulos contenidos
en W;.1, sin embargo, un espacio vectorial generado por un vector genera a ¢ — 1 vectores
distintos del cero, por tanto el nimero de subespacios vectoriales de dimensién 1 en W,
es (¢ —1)/(qg — 1). Calculando de la misma forma, podemos obtener que el niimero
de subespacios de dimensién 1 que contiene W; C W; 1 es (¢ — 1)/(q¢ — 1), por lo que el

nimero de subespacios que servirdan de complemento a W; en W, serd justamente

¢t —-1—-("-1) ¢@-1)

qg—1 qg—1

Si aplicamos este calculo para una cadena de subespacios, el nimero m resulta ser

n—1 )
=0

obteniendo asi el resultado deseado. O
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Capitulo 5

Reticulas de subgrupos de grupos

finitos

Consideremos un grupo finito G, y L(G) la reticula de subgrupos de G. Sea L(G) = (1,G),
es decir, la reticula de subgrupos propios de GG. El propdsito es ver bajo qué condiciones

L(G), o més generalmente, (H, G) es contractil (siendo H < G).

Lema 5.1. Si ®(H,G) # H, entonces (H,G) es contractil.

Prueba. Sea & = &(H,G). Si K € (H,G), veamos que ¢ V K < G: retomando la

definicion de ®, ® = (" ac(u,e) A, vemos que si K es maximal, ® < K < G, y en caso de
A maximal

no serlo, existe un K’ maximal tal que K < K’ < G, por tanto & < K’ < G.

Por lo anterior & V K € (H,G), y como por hipétesis H # & se tiene que ¢ € (H,G),
podemos afirmar que para todo K € (H,G),

K<KV®>d,

que, aplicando el teorema 2.3, nos prueba que (H,G) es contréctil. ]

Proposicién 5.2. Sea NG, H <Gy X = N-H. Si (X,G) es contrictil, entonces
(H,G) también lo es. En particular, L(G) es contractil si L(G/N) lo es.
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Prueba. Procederemos por induccién sobre el orden de G. Consideremos el conjunto
A={Z€ (HG)|Z-N=G}. Sean Z € Ay X' = (ZNN)-H. Probaremos que
[ [X,G] = [X',Z] donde f(U)=UNZyg: X' Z] — [X,G] donde g(V) =V - N son
funciones inversas la una de la otra. Notemos que como V € [X', Z], V < Z, y por tanto

ZNV =V, ,ycomo ZNN < (ZNN)-H=X"<V, podemos ver que
flgV)=(V-NynZ=ZnV)-(ZNN)=V-(ZNN)=V
Luego, veamos que como U € [X,G], entonces N < N - H =X < U, por tanto
gflU))=UNZ)-N=U-N)Nn(Z-N)=UnG=U
Por tanto dichas funciones son la inversa la una de la otra. Teniendo esto, podemos afirmar

que [X,G] y [X', Z] son reticulas equivalentes.

Por hipétesis del teorema, (X, G) es contractil, por lo que (X', Z) también lo es, por las
biyecciones anteriores. La hipdtesis de induccién puede aplicarse sobre el grupo Z, pues
ZNN<Z,ycomo Z € (H,G), H < Z, haciendo que se pueda aplicar sobre Z considerando
X'"=(ZNN)- H. Esto implica que como (X', Z) contractil, entonces (H, Z) también lo

sera para los Z € A.

Notese que al principio de la induccién, el conjunto A es necesariamente vacio, implicando

que el caso base se cumple por vacuidad.

Por la proposicién 2.6, (H,G) — A — (H, G) es una equivalencia homotdpica, ya que, por
la hip6tesis de induccién, vimos que (H, Z) es contractil para todo Z € A. Sin embargo,
(H,G) — A es contréctil justamente debido a que para todo T' € (H,G) — A, al tenerse
queT ¢ A H<T -N<GyT-Ne(H,G) —A(puesT-N-N =T-N < G), por tanto,

T<T-N>N-H=X,

y consecuentemente, (H,G) es contractil.

Para ver que L(G) es contractil si L(G/N) lo es, considérese el caso donde H es el grupo
trivial, luego justamente (H,G) = (1,G) = L(G), implicando que ambos grupos tengan
la misma reticula, y como en este caso X = 1- N = N, entonces L(G/X) = L(G/N) =
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(N,G) = (X,G), pues cada grupo de la forma K/N < G/N puede asociarse a dicho
K < G para obtenerse una biyeccién entre dichas reticulas, considerandose el primer

teorema de isomorfismos. O
Corolario 5.3. Sean N y M dos subgrupos normales de G con N < M. Si ®(N, M) # N,
entonces L(G) es contractil.

Prueba. Sea Z € (N,G) un subgrupo maximal, y sea ® = ®(N, M).

Sid-Z =G, como & < M, entonces
- (ZNM)=(P-2)N(P-M)=GN((P-M)=GNM =M.

Como M'=ZNM < M, si M’" # M, entonces existe un maximal K € (N, M) tal que
M’ < K, entonces ¢ - M’ < K < M (pues & < K por definicién del grupo de Frattini),
pero vimos en la ecuacién previa que ® - M’ = M, por tanto M’ = M. De lo anterior se

deduce que Z > M > &, por lo que G = & - Z = Z, contradiciendo que Z € (N, G).

Por tanto ® - Z = Z ya que Z es maximal, implicando que & < Z. De lo anterior,
N < ® < ®(N,G) (teniendo por hipétesis que N < @), lo que prueba que ®(N,G) # N,
y por el lema 5.1 , implica que (N, G) sea contréctil, y por tanto, por el caso particular

de la proposicién 5.2, L(G) lo sea también. ]
Proposiciéon 5.4. Sean G y H dos grupos de 6rdenes primos relativos entre ellos. FEn-

tonces |L(G x H)| tiene el tipo de homotopia de > (| L(G)| * |L(H)|).

Prueba. Claramente por la proposicién 3.4, lo inico que resta probarse para validar este
resultado es L(G x H) = L(G) x L(H). Sin embargo, al ser (|[H||, ||G||) = 1 por hipdtesis,

las reticulas de ambos grupos son ajenas, por tanto se tiene la identidad deseada. O
Proposicion 5.5. Sea GG un grupo nilpotente y H < G.
a) Si H < G no es normal en G, entonces (H, G) es contractil.

b) Si H <G y G/H no es producto de grupos elementales abelianos, entonces (H,G) =
L(G/H) es contractil.
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¢) StH<1Gy G/H =[];_, C2i.l entonces |(H,G)| = |L(G/H)| tiene el tipo de homotopia

de un bouquet de m esferas de dimensién n — 2 donde m = Hizl pi(Qi) yn=>y . _,n;.

Prueba. a) Como G es nilpotente, por el teorema 1.12, todo subgrupo maximal de G
es normal, por tanto, al ser ®(H,G) una interseccién de grupos maximales de G,
®(H,G) <G, por lo que H # ®(H,G), implicando por el lema 5.1 que (H,G) sea

contractil.

b) Como G es nilpotente, por el teorema 1.16, G/®(H,G) es un producto de grupos
abelianos elementales. Luego, como G/H no lo es, ®(H,G) # H y consecuentemente

(H,G) es contractil por 5.1.

¢) Como la selecciéon de H en este resultado no es relevante, sin pérdida de generalidad
sea H = 1. Sea P, = () el p-subgrupo de Sylow de G. Por el teorema 4.6, es claro

que L(P;) es homotdpicamente equivalente a un bouquet de pf ) esferas de dimensién
n; — 2. Luego, por el resultado 5.4, aplicindose sobre todos los p-subgrupos de Sylow,
obtenemos de esto conjuntamente con el teorema 1.24, que nuestro resultado final serd

justamente el que queremos.
O

Ejemplo 5.6. Para hacer evidente la afirmacién 5.5¢), consideremos el caso particular
con G = Cj' x Cp2, pues de este se puede inferir inductivamente dicha operacién para

una cantidad mayor de factores primos:

Gl =ICp < Gzl = Y (Cp o =32 |V sm 72« ) 52 |
(%) ()

pq Po
pero sabiendo que el join de un wedge de espacios es justamente el wedge de dichos join,

tenemos que

oI RVEEE TRV B Sl AV RVERSR e I
(") ("2) () \ (%)

Py V2 V) V)

TCI’} es el producto de n copias de Z,,

35



y al hacer las operaciones pertinentes, se obtiene el resultado:

Z \/ Sn1+n273 _ \/ (Z(Sn1+n273)> _ \/ (Sn1+n272) )
ni n2
PS 2 )Pg : ) Py P2 by ‘P2
Habiendo realizado estas operaciones con un G con sélo dos divisores primos, podemos
proceder al caso general donde GG posee una cantidad arbitraria finita de factores primos,

(%)

i .

concluyendo de la misma forma que n =Y ;n; y que [} p
Lema 5.7. Sea N un subgrupo normal de Gy H € N*.
a) [1, N7 es la reticula de subgrupos de N que son invariantes por H.

b) Si N es abeliano, [1, N]* es la reticula de subgrupos de N que son normales en G.

¢) La funcién [H,G] — [1, N]¥ dada por X — X N N es un isomorfismo de reticulas. En

particular, un complemento de un subgrupo normal abeliano minimal es maximal.

d) La aplicacién [N,G] — [1, H] dada por X + X N H es un isomorfismo de reticulas
donde [1, H|N = [1, H]

e) Si N es un subgrupo normal abeliano minimal y si N - K = G, con K # G, entonces

K es un complemento de N.

Prueba. Sea T la reticula de subgrupos de N que son invariantes a H. Si X € [H, G|,
entonces X NN € T ya que X N N es normal en X, por lo que lo serd igualmente
con H < X. Sean entonces las funciones ¢: [H,G] — T y ¢: T — [H,G| dadas por
o(X)=XNNyy)=Y- -H. Como H normaliza a Y € T (por definicién de T),

entonces Y - H es un subgrupo.

Notemos pues, que las funciones son inversas mutuamente: si X € [H,G] como H < X y

H - N = G por ser complemento de N, luego
V(X)) =(XNN)-H=(X-H)N(N-H)=XN(N-H)=XnG=X;

por otra parte, si Y € T, como Y < Ny HN N = 1 por ser H complemento de N,
entonces:

o)=Y -HNN=YNN)-(HNN)=Y - -1=Y.
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Por definicién, [1, N]J# es la imagen de ¢, como se describié en el capitulo 2, y dado que
T es la imagen de dicha funcién, T' = [1, N]¥ | demostrando asf los incisos (a) y la primera

parte de (c).

Si N es abeliano, claramente para todo Y € [1, NJ¥ Y <N, y como Y < H por definicién
de [1, N]#, luego Y < H - N = G, por tanto esto prueba (b).

El caso particular de (c) se obtiene de ver que, teniendo el isomorfismo ¢: [H, G] — [1, N]¥,
si N es minimal, [1, N]! = {1, N}, por lo que [H,G] = {H,G}, implicando que no existe

otro subgrupo entre H y G, lo que justamente es la definicién de subgrupo maximal.

Para ver (d), consideremos las funciones a: [N, G| — [1, H|, dada por o(X) = X N H,
p:[1,H] — [1,G/N], dada por B(Y) = (Y - N)/N y ~v: [N,G] — [1,G/N] dada por
v(X) = X/N. Es trivial notar que v es un isomorfismo de reticulas, y que, recordando
que G/N = H, [ también lo es. De lo anterior, obtendremos que « también lo serd si

probamos que o a = . Pero esta identidad es clara porque para X > N,

EOQ<X):(XHJI\?)-N: (X.N);(H-N) :X;G:%:

v(X),

por lo que « serd un isomorfismo. Ademds, esto implicara que, por definicién del conjunto

[1, H]Y como la imagen de la funcién «, [1, H] = [1, H]7.

Para probar (e), nétese que al ser minimal NV, las tinicas posibles opciones para K NN son
ser 1 6 N, ysi KNN = N, implicaria que N < K, y por consecuente G = K - N = K,
contradiciendo que K sea un subgrupo maximal de G. Por ello K N N = 1, y junto con

que K- N =G, K € N*. O

Teorema 5.8. Sea N un subgrupo normal abeliano de GG. Supongamos que N es semisim-

ple como ZG-médulo (G actiia por conjugaciéon sobre N). Entonces N es un pivote de
L(G).
Prueba. Si N no posee complementos en GG, por convencion de la definicion, es un pivote.

Si Nt # (), primero notemos, para verificar la primera condicién de pivote, que por el
lema 5.7b), [1, N]¥ es independiente de H, por ser el conjunto de subgrupos normales a

G, haciéndolo un conjunto invariante de H.
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Para ver la segunda condicién, ésta clara, pues si H € N+, entonces:

[N] - 4]
INNH|

Gl

Gl =N - H| = s
]

= |N| - |H| = |H| =

por lo que para cualesquiera dos complementos H, K, si H < K, por el orden de ambos,

implicard que H = K.

Para la tercera condicién, recordemos que Ly = {X = M-K | M € [1, N]", K € [1,H]},y
que L', = Ly’ —{1,G}. Consideramos los complementos Hy, Hy,...,H, € Nty X; € Ly,
(1 <i < n)tales que X,, < X,, 1 < -+ < Xy < X;. Queremos ver que todos los X;

pertenecen a un mismo L (H € N1) para verificar la tercera condicién.

Para ello, lo probaremos por induccién. Para el caso con n = 1 es trivial. Consideremos
entonces la cadena de n elementos. Tenemos que por hipétesis de induccion, para cualquier
cadena de longitud n — 1 elementos, éstos pertenecen a un mismo L’;, por lo que podemos
reducir el problema a ver que dada una cadena {X;}12 ., solo es necesario probar que
alguno de los elementos de la cadena pertenezca al L, comun de los demds. Supongamos
entonces que X; € Ly, parai = 2,...,ny que X; € L. Por el lema 3.2, tenemos que
X;=M; K/, con M; € [I, NJ! y K| < H', parai =2,...,n. Igualmente X; = M; - K,
con M; € [1, N]# pero con K, € H.

Noétese que todo elemento de H' puede escribirse de la forma h' = ¢(h) - h, con h € H, y
c(h) € N, pues G = N - H. Mas ain, la funcién ¢: H — N es un 1-cociclo, por el teorema
17.3 de [10]. Luego entonces, a cada subgrupo K; < H’ le corresponde un subgrupo
K; < H,yaque K ={h-c(h) | h € K;}.

Veamos que si h € Ky, ¢(h) -h € Ki < M; - Ky (pues K} < X5 < Xj), implicando que, al
tenerse que M; N Ky = {1} (pues My € Ny K; € H), ¢(h) € M.

Ahora M, € [1,N]", por lo que M; < G, por el lema 5.7b). De esto M; es un sub-ZG-
modulo de N, y como éste 1ltimo es semisimple, una de las propiedades de la semisimpli-

cidad es que existird un médulo complemento P para M; tal que N = M; x P.

Debido a lo anterior, ¢ puede verse como ¢ = ¢; X ¢g, con ¢1: H — My y co: H - P

1-cociclos (lo cual puede verificarse viendo la funcién ¢ en su descomposicién entrada a
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entrada). Como c(Ky) C My, se tiene que cal,, = 0, ¥ ci1lg, = c|g,. Sea entonces

H" = {ci(h) - h | h € H}.

Como ¢; es un cociclo, H” es un subgrupo de GG. Ademas, es complemento de N, ya que,
recordando que c¢(h) € N para todo h € H, para los elementos en N - H”, éstos pueden
verse de la forma (n-c(h)™")-(c(h)-h) =n-hconn € N, porlo que |N - H"| = ||N - H||.
Para verificar que NN H"” = 1y ver que efectivamente es un complemento, sia € NN H",
por pertenecer a H”, a = c¢(h)-h para algin h € H. Como c(h)™'-(c(h)-h) = h € N, luego
h € NNH = {1}, lo que forza h = 1, implicando que a = 1, por lo que N N H" = {1}.

Ahora, siguiendo el hecho de que ¢y, = [y, , para i > 2,
K!'={ci(h)-h|he K;} ={c(h)-h|heK;}=K.

Luego X; = M;-K| = M;-K[' € L. Més atin, si consideramos a K{ = {c1(h)-h | h € K},
entonces K| < M; - Ky, pues claramente si n € K7, luego n = ¢;(h) - h para cierto h € K7,

y recordando que ¢1(K7) < My, entonces ¢;(h) - h € M - Kj.

Queriendo ver que M; - K; = M; - KY, notemos que |K}| = |K;|. De no ser cierto,
significaria que existen hy, hy € K distintos tales que ¢;(hy) - hy = ¢1(hs) - ho, implicando
que c1(hy) ™t - ei(hy) = hy - b, Como ¢y (ha)™ - ci(h1) € My y hy - hy' € K1, observando
que M; < Ny K; < H, y éstos son complementos, M; N K; = {1}, por lo que h; = ha,
contradiciendo la suposicién. Luego por cada elemento de K; hay uno de K/ implicando

que tengan la misma cardinalidad.

Aparte, podemos ver que K{'NM; también es {1}, pues de existir un elemento a € K{NMj,
a = c1(h) - h para cierto h € K; por pertenecer a K7, pero como ¢;(h) € M, entonces
c1(h)™'-(c1(h)-h) = h € My, pero nuevamente como M; < N,y h € H, el tinico candidato

posible para h es 1.

Considerando los dos parrafos anteriores, tenemos que, como M, K < M; - K,

M, - K| = [ My - [Kq| ML) [KT] MG KT
|My N K| 1 |M, N K|

= |M1 : Killv

viendo de esta igualdad de cardinalidades que M; - K7 = M; - KY. Como K] < H” por
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su misma construccién, esto implica que K < H” para i = 1,2,...,n, verificando asi la

tercera condicion de pivote, probando el teorema. O

Corolario 5.9. Sea N un subgrupo normal abeliano de G. Entonces |L(G)]| tiene el tipo
de homotopia de \/ ;e (3(|(1, N)H| % |L(G/N)|)). Ademés L(G) es contréctil si N no

es semisimple como ZG-médulo.

Prueba. Si N es semisimple, por el teorema 5.8, N es pivote y por tanto aplicando el
teorema 3.9 y tendremos que, considerando que (1, H)™ = (1, H) = L(G/N) por el lema
5.7d),
@)=\ (M sam™)) =\ (30 (M7« |LE/N))
HeN+t HeNL

Si N no tiene complementos, por convencion, /N es pivote y nuevamente podemos concluir

de la misma forma que el caso anterior.

Si N no es semisimple como ZG-médulo, veamos que L(G) y (1, N)# son contractiles para
concluir. Sea J el radical del ZG-moédulo N. Ya que N es finito y no es semisimple, J # 0

(haciendo que (1, N)* sea contréctil por el lema 5.1).

Por otra parte, al ser J la interseccién de los maximales de N, entonces es caracteristico
en él, y al ser N normal en G, cualquier automorfismo por conjugacién de elementos de GG
se puede restringir a un automorfismo de N, haciendo que la propiedad de caracteristico

de J lo fije, implicando que J < G.

Como N posee al menos un complemento (por hipétesis del caso), si J posee un com-
plemento C, entonces C' = G/J, y C contendra un complemento H de N. Notemos que
C NN e [1,N] pues H va a normalizar a dicho subgrupo, ya que N <Gy H < C. Al
tener la existencia de C' N N, esto implica que éste subgrupo es complemento de J en N,

pues JNCNN=1NN=1y
JUCNN)=(JUN)N(JUN)=GNN = N,

pero la existencia de un complemento de J en N no puede ocurrir, ya que esto implicaria

que N sea un semimoédulo, ya que existen dos médulos en N tales que N = (J,C N N),
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por lo que J no puede poseer complementos en [1, G|, implicando que L(G) sea contractil,

por el teorema 2.8. O

Para los resultados siguientes, se consideran en algunos casos grupos G solubles. Si
1=Nog<Ny<Nyq---<aN;, =G

es una cadena principal de un grupo G, si H < G, se define H = Hy<H<Hy<---<1H,, =G
la cadena de términos distintos de la cadena de H - N;. También se denota R; = N, el
mayor N; tal que H - N; = H; y L; = N, el menor N; tal que H - N; = H;. De lo anterior,
es claro que Lo =1, N,y1 =Ly v R, =G.

Teorema 5.10. Sea 1 = Ny << Ny << Ny < -+ - <4 Ny = G una cadena principal de un grupo

resoluble G. Sea m; el nimero de complementos de N;/N;_; en G/N;_; (1 <i<s—1).

a) |L(G)| tiene el tipo de homotopia de un bouquet de my - mg - -+ - ms_; esferas de

dimension s — 2.

b) C es un complemento de H; en [H, G| siy s6lo si C' es un complemento de L; en [1, G]

yC>H.

c) Hy es un pivote de [H, G|

Prueba. Las afirmaciones b, ¢ son herramientas para probar a, por lo que para ello,
primero se da una convencién: como Ry C H (pues Ry es el mayor N; tal que H = H - N;),
al pasar al cociente, éste resulta irrelevante, por lo que podemos suponer el caso Ry = 1, lo
que implica que L; sea un subgrupo minimal, por la maximalidad de la cadena principal,

y abeliano, pues al ser resoluble, L1 /Ry = L1/1 = L, es abeliano.

b) (<) Si C € L{ contiene a H, entonces
C-H=C-HIL=C-L)H=G-H=G
y como C' > H,
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(=) Si C € Hi en [H,G], entonces, como C € [H,G], C > H, y por tanto
CL1:CHL1:CH1:G
y de esto se sigue que C' € Li por el lema 5.7¢).

Para ver la primera condicién de pivote, es claro que (H, Hy) = (No, N7) = 0, luego

(H, H,)® también lo serd, por lo que dicho conjunto es independiente de C'.

Para la segunda condicién, nétese que los complementos de H; son los complementos
de Ly por (a). De esto, podemos ver que el orden de los complementos de L; es el
mismo para todos (como se realizé en 5.8), por lo que si dos complementos de L,

fueran comparables, tendrian que ser el mismo elemento.

Para verificar la tercera condicion, sea Z; < Zy < --- < Z,, una cadena de subgrupos
en [H,G|. Por el lema 3.2, podemos reescribirlos como Z; = (Z; N Hy) - (Z; N C;) para
Ci S [’IlL y Zz ﬁHl € [H,Hl]c.

Como (H, H)¢ es vacio, Z; N H s6lo puede ser H o H,. Sea r el valor del indice
més grande tal que Z; N H y definamos C' = C,. (si r no existiera, podemos considerar

cualquier C;). El propdsito de esta seleccién es probar que para todo 1 <1i < m,

Sit <r, Z; < Z., <, porlo que Z; " C = Z;, obteniendo lo deseado. Si i > r,
Z; > H, y utilizando el isomorfismo f: [Hy, G| — [H, C] del lema 5.7d) con Z;, tenemos
Yf(Z) = fYZ;nC) = (Z;NnC) - Hy, pero la composicién de f con su inversa
implican que Z; = (Z; N C) - Hy, haciendo claro que Z; € L, para los ¢ > r. Por tanto

se cumple la tercera condicién de pivote, probando asi el enunciado.

Procediendo por induccién, nétese que para el caso base n = 1, H - L1 = G. Por el
lema 5.7¢), H es maximal, pues L; es un subgrupo normal abeliano minimal, por lo
que |(H,G)| =0 = S~'. Por otro lado, m; = 1, pues H es el uinico complemento de L,

contenido en H, lo que implica que en el caso general, m,, = 1.

Sin > 1, por hip6tesis de induccion |(H, G)| es homotépico a un bouquet de mgy-mg - - -

m, esferas de dimension n — 3. Recordemos que m; es el nimero de complementos de
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H, en [H,G], y por (a), dichos complementos lo son también de L; en [1,G], por lo

que por el lema 5.7¢), éstos son maximales.

Luego, por (b), H; es pivote y podemos aplicar el teorema 3.9, obteniendo que
(H,G) =\ > (I(HH)=|(H,C)"])
CeH{

Y como (H, H;)¢ es laimagen de (C, G) por interseccién con H; (usando el lema 5.7¢)),
entonces es vacfo, por ser C' maximal, implicando que |(H, H;)¢| = |@| = 0. Por otra
parte, (H,C)#1 = (H,C) = (H;,G) por 5.7d), por lo que, al realizar el join definido
en 1.23 con éste espacio y un espacio vacio, nuevamente queda el espacio |(H,C)|,
y al realizar dicha suspensién, sabiendo que por hipdtesis de induccién, su complejo
simplicial asociado es homotdpico a un bouquet de esferas de dimensién n — 3 dichas
esferas se volveran esferas de dimensién n — 2 (por 1.22). Luego tendremos un wedge
indexado por los m; complementos de H; en [H, G|, de bouquets de mg - mg3 - -+ - m,

esferas de dimension n — 2, lo que es equivalente a decir que tendremos un bouquet de

My Mg+ ---- m,, esferas de dimensién n — 2.

]

Corolario 5.11. Sea 1 = Ny < Ny < --- < Ny = G una cadena principal de un grupo

resoluble G. Sea m; el numero de complementos de N;/N;_1 en G/N;—1 (1 <i <s—1).

Entonces |L(G)| tiene el tipo de homotopia de un bouquet de m; - mgy - ... ms_; esferas de

dimension s — 2.

Prueba. Utilicese el teorema 5.10 considerando el caso H = 1. O

Corolario 5.12. Sea 1 = Ny I N; <--- < Ny = (. Una cadena principal de un grupo

resoluble G y H un subgrupo de G. Si existe j tal que N;_y < (H - N;_1) N N; < Nj,

entonces (H,G) es contrdctil. En particular, (H,G) es contractil si H estd contenido

propiamente entre dos términos consecutivos de una cadena principal.

Prueba. Si H-N;_y = H-Nj;, entonces (H-N,;_1)NN; = N;, contradiciendo la hipétesis.

Luego, H-N;_; < H-Nj para algun j, y usando la notacion del teorema 5.10, N;_; = R;_;

y N; = L; para cierto ¢.
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Si C' es un complemento de L;/R;_1 en G/R;_; (esto es, C/R;_y - L;/R;—1 = G/R;_1 y
C/R,_1NL;/R;_1 =1/R;_1) y si C contiene a H, que implicaria que contenga al producto
Hi—l =H- Ri—l =H- Nj—l; entonces

Nj—l < (H'Nj_l)ﬂNj SCmNj :OmLi:Ri_l :Nj_l,

lo cual no tiene sentido, ya que afirma que N;_; < N;_;. De lo anterior, esto afirma
que L;/R;_1 no tiene complementos en G/R;_1, lo que implica que m; = 0, y al utilizar
el teorema 5.10, |(H,G)| es homotépico a un bouquet de m = 0 esferas, lo que hace

automdaticamente a (H,G) contractil. O

Teorema 5.13. Sea 1 = My < M; <--- < M, = G una cadena de subgrupos normales de
G. Para 1 <i < r supongamos que M;/M;_; es abeliano (por tanto G es resoluble), que
M;/M;_; es semisimple como Z[G/M;_1]-médulo y que M;/M; 1 posea un complemento
en G/M;_;. Entonces L(G) no es contractil.

Prueba. Procedamos por induccién sobre r. Si r = 1, entonces G = M;/My, = G/1
serfa semisimple como Z[G/1]-médulo, pero al ser abeliano por hipétesis (los M;/M;_; son

abelianos), actuarfa trivialmente sobre si mismo, por lo que serfa sélo un Z-médulo.

Esto obliga, que al ser un Z-moédulo y semisimple, es suma directa de Z-subméddulos
irreducibles, pero los médulos irreducibles de Z son los generados por los niimeros primos.
Luego G es una suma de grupos abelianos elementales, implicando que por la proposicién

5.5¢) no sea contractil.

Sir > 1, My = M;/My = M;/1 es abeliano, y por el teorema 5.8 es un pivote. Por
el teorema 5.9, |L(G)| ~ \/HeMlJ-<Z(|(17M1)H| « |[L(G/My)|)), y hipétesis de induccién,
L(G/M,) = (M, @) no es contractil, por lo que sélo resta probar que (1, M;)" no lo sea,
ya que, en caso contrario, tendriamos el join con un punto, haciendo que tengamos que

|(1, M) |%|L(G/M,)| =~ C(|L(G/M,)|) =~ *, y esto conllevaria a que | L(G)| sea contractil.

Por el lema 5.7b),(1, M;)™ es la reticula de sub-ZG-médulos de M;. Como M; es semisim-
ple por hipétesis, todos los sub-ZG-moédulos de M; seran semisimples, implicando que

(1, M;)" es una reticula de componentes isotipicas de M;. Por la proposicién 3.4, sélo

44



sera necesario ver que cada una de las componentes no es contractil, pues al ser un médulo

semisimple, M; puede verse como suma de ZG-moddulos irreducibles.

Ahora, si M = €, S es un ZG-médulo isotipico, y si Endz¢(S) = F, entonces F' debe ser
un anillo con divisién finito, y por consecuente, un campo finito (por el pequeno teorema

de Wedderburn). Luego, como M cumple que

Endza(M) = @ Endzq(S) = P F,

k
y por el teorema 1.18 M sera equivalente a un F-espacio vectorial V' de dimensién finita,
y generalizando la estructura de M a las reticulas de sub-ZG-mdédulos (1, M), implica
que éstos son equivalentes a espacios vectoriales, por tanto, por el teorema 4.6, (1, M;)*

no es contractil.

O

Teorema 5.14. Sea G un grupo resoluble, 1 = Ny < N; <IN, J--- N = (G una cadena
principal de Gy 1 = My I M; < M, <--- < M, = G una cadena caracteristica maximal

de GG. Las condiciones siguientes son equivalentes
i) L(G) es contractil.
i) X(L(G)) = x(L(G)) =1 =0.
iii) Existe 1 <1i <s—1 tal que N;/N;_; no posee complementos en G/N;_;.
iv) Existe 1 <i <r —1 tal que M;/M;_1 no posee complementos en G/M;_;.
v) Existe un subgrupo caracteristico de G sin complementos en G.
vi) Existe un subgrupo normal de G sin complementos en G.
vii) Existe un subgrupo de G sin complementos en G (en el sentido de reticulas).
Prueba. Es claro que si tenemos (v), entonces dicho grupo al ser caracteristico es normal,

por lo que se cumple (vi) y el mismo subgrupo hace cumplir (vii). A su vez, por el teorema

2.8, (vii) implica (7).
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Por otra parte, |L(G)| es homotépico a un bouquet de Y(L(G)) esferas. Por ello, si es
contrictil, Y(L(G)) = 0, haciendo que (i) implique (i7), y si x(L(G)) = 0, un bouquet
de cero esferas es justamente un punto por convencién, por lo que (ii) implica (i) y por

consecuente (i) es equivalente a (7).

Noétese que por el corolario 5.11, (i) es equivalente a (iii), pues de tener todos los N;/N;_4

complementos en G/N;_1, implicaria que m; # 0 para ¢ =0,1,...,s, y no serfa contractil.

Luego, por la proposicién 5.13, (i) implica (iv). Como M; es caracteristico en G, M;/M; 1
lo serd en G/M;_;. Al ser la cadena caracteristica una cadena maximal, M;/M; ; es
minimal en G/M;_;. Por otra parte, como es caracteristico, es normal en G/M;_1, lo que
lo hace un Z[G/M;_1]-médulo. Ya que pertenece a una cadena caracteristica maximal, su
radical debe ser trivial, pues el radical de un grupo es caracteristico, y de no ser trivial el
radical de M;/M;_4, la hipdtesis de maximalidad de la cadena se contradiria, por lo que

M;/M;_1 es semisimple.

Finalmente, (iv) implica (v), ya que, si M;/M,_; no posee complementos en G/M;_1, M;

tampoco los tendra. O

El teorema anterior no tiene reciproco, ya que si |L(G)| es homotdpico a un bouquet de
esferas de la misma dimensién, esto no implica que el grupo sea resoluble. Por ejemplo,
recordando que Aj es el grupo alternante de 5 elementos, |L(Ajs)| es homotépico a un

bouquet de 60 circulos, pero es sabido que As no es resoluble.

Més atn, para el caso de G = PSL(F7), el grupo simple de orden 168, se tiene que
H(|L(G)]) # 0, y que Hy(|L(G)]) # 0, ademés de cumplir que x(L(G)) = 0. Entonces, no
solamente |L(G)| no es un bouquet de esferas equidimensionales, sino que las condiciones

(1) y (i7) no se cumplen (pues Hy = my # 0).

Por lo anterior, no tiene sentido el teorema si G no es resoluble.

46



Referencias

1]

[9]

C. Kratzer, J. Thévenaz, Type d’homotopie des treillis et treillis des sous-groupes d’un

groupe fini (Francés), Comment. Math. Helv. 60 (1985), no. 1, 85-106.

D. Quillen, Homotopy properties of the poset of nontrivial p-subgroups of a group, Adv.
in Math. 28 (1978), no. 2, 101-128.

M. Aigner Combinatorial Theory, Classics in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin,
1997.

C. Kratzer, J. Thévenaz, Fonction de Mobius d’un groupe fini et anneau de Burnside

(Francés), Comment. Math. Helv. 59 (1984), no. 3, 425-438

D. S. Dummit and R. M. Foote, Abstract algebra, third edition, Wiley, Hoboken, NJ,
2004.

R. Brown, Topology and groupoids, third edition, Booksurge, N. Carolina, 2006.

M. Stern, Semimodular lattices: theory and applications, Encyclopedia of mathematics

and its applications; v 73. Cambridge University Press, Cambridge, 1999.

B. A. Davey and H. A. Priestley, Introduction to Lattices and Order, second edition.
Cambridge University Press, Cambridge, 2002.

K. Doerk and T. Hawkes, Finite soluble groups, de Gruyter Expositions in Mathemat-
ics, vol. 4, Walter de Gruyter & Co., Berlin, 1992.

[10] B. Huppert, Endliche Gruppen I (Alemén), Springer Verlag, Berlin, 1967.

47



[11] J.-P. Serre, Représentations linéaires des groupes finis (Francés), Hermann, Paris,

1967.

[12] Bourbaki, N. Eléments de mathématique. Algébre. Chapitre 8. Modules et anneaux
semi-simples. (Francés) Second revised edition of the 1958 edition. Springer, Berlin,

2012.

48



