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Matemáticas

Director de Tesis: Dr. Miguel A. Xicoténcatl Merino
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Resumen

En este trabajo se calcula la cohomoloǵıa de BDiff(K), el espacio clasificante del

grupo de difeomorfismos de la botella de Klein. Para ésto, analizamos la sucesión

espectral asociada a la fibración

BDiff0(K) // BDiff(K) // B(Z2 × Z2)

y demostramos que colapsa en la página E∗,∗2 . Más aún, demostramos que BDiff(K)

es del mismo tipo de homotoṕıa que BZ2×BO(2). Posteriormente, consideramos la

construcción de Borel

EDiff(K) ×
Diff(K)

Fq(K)/Σq

del espacio de configuraciones Fq(K)/Σq y probamos que es un espacio de Eilenberg-

MacLane K(Γq(K), 1), donde Γq(K) := π0Diff(K; q) es el grupo modular de K con

q puntos marcados. Aśı, cada uno de estos espacios K(Γq(K), 1) tiene asociada de

manera natural una fibración cuya sucesión espectral de Serre en cohomoloǵıa mód 2

colapsa en el término E∗,∗2 . Finalmente, usando este hecho calculamos la cohomoloǵıa

mód 2 de Γq(K).
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Introducción

Un problema importante en topoloǵıa es el de clasificar variedades diferenciables.

Dadas dos variedades diferenciables F y M , una forma de construir una tercera a

partir de ellas es mediante el uso de la estructura de haces fibrados diferenciables.

Entonces, un problema igualmente importante es el de determinar el conjunto de

clases de isomorfismo de F−haces, es decir de haces fibrados diferenciables con fibra

F y espacio base M

π : E −→M.

El grupo estructural de tales haces es Diff(F ), el grupo de difeomorfismos de F

equipado con la topoloǵıa C∞. El problema anterior se puede formular en términos

de teoŕıa de homotoṕıa. A saber, si BDiff(F ) denota el espacio clasificante de Diff(F ),

es bien sabido que existe una biyección{
Clases de isomorfismo

de F -haces sobre M

}
←→ [M,BDiff(F )]

donde el lado derecho denota el conjunto de clases de homotoṕıa de mapeos de M en

BDiff(F ). Por lo tanto, es de vital importancia determinar el tipo de homotoṕıa de

Diff(F ) y BDiff(F ). En esta misma dirección, el grupo Diff(F ) está estrechamente

relacionado con las clases caracteŕısticas de F−haces, ya que estas son precisamente

los elementos de la cohomoloǵıa del espacio clasificante BDiff(F ) [29].

Por ejemeplo, si F = Sg es una superficie cerrada, orientada de género g, las

clases caracteŕısticas de Sg−haces orientados están dadas por la cohomoloǵıa de

BDiff+(Sg), el espacio clasificante del grupo de difeomorfismos de Sg que preservan

orientación. El caso g ≥ 2 fue estudiado por Morita [27]. Para g ≥ 2, es un resultado

vii
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clásico [11] que Diff0(Sg) ∼= ∗ y por lo tanto H∗(BDiff+(Sg)) = H∗(Γ(Sg)), donde

Diff0(Sg) es la componente de la identidad de Diff+(Sg) y Γ(Sg) = Diff+(Sg)/Diff0(Sg)

es el grupo modular de Sg. El caso g = 1 (cuando Sg es el toro T ) es especial y la

cohomoloǵıa racional de BDiff+(T ) fue calculada por Morita en [28] y puede ser

expresada en términos de formas modulares. Es bien sabido que Γ(T ) = SL2(Z) [13]

y la sucesión exacta corta de grupos

1 // Diff0(T ) // Diff+(T ) // SL2(Z) // 1

induce una fibración de espacios clasificantes

BDiff0(T ) // BDiff+(T ) // BSL2(Z).

Earle-Eells [11] y Gramain [16] demostraron que la inclusión T ⊂ Diff0(T ) es una

equivalencia homotópica, por lo tanto BDiff0(T ) ' BT = CP∞ × CP∞. En conse-

cuencia la sucesión espectral de Serre asociada a la fibración anterior tiene la forma

E∗,∗2 = H∗ (SL2(Z) ; R[x, y]) ⇒ H∗(BDiff+(T ) ; R)

donde |x| = |y| = 2 y la cohomoloǵıa de SL2(Z) se considera con coeficientes no

triviales. En el caso en que R = Q o Zp con p primo diferente de 2, 3, Morita

demostró [28] que la sucesión espectral se colapsa y calculó H∗(BDiff+(T )) con

dichos coeficientes. Posteriormente, Furusawa, Tezuka y Yagita [15] interpretaron

los resultados en términos de formas modulares y calcularon H∗(BDiff+(T ) ; Zp)
con p = 2, 3.

De manera análoga, si Ng es una superficie cerrada no orientable de género g,

las clases caracteŕısticas de Ng−haces están dadas por la cohomoloǵıa de BDiff(Ng),

donde Diff(Ng) es el grupo de todos los difeomorfismos de Ng. Similarmente al caso

orientable, Earle-Eells [11] y Gramain [16] demostraron que

Diff0(Ng) '


SO(3) si g = 1

SO(2) si g = 2

∗ si g ≥ 3.

Más aún, en el caso g = 1, Diff0(N1) = Diff(N1). Luego, para g = 1 la cohomoloǵıa

de BDiff(N1) coincide con la cohomoloǵıa de BSO(3) y para g ≥ 3 se tiene que

H∗(BDiff(Ng)) = H∗(Γ(Ng)).



ix

Uno de los objetivos de este trabajo es estudiar la cohomoloǵıa de BDiff(K),

el espacio clasificante de los difeomorfismos de la botella de Klein K, adaptando

el método de Morita para calcular H∗(BDiff+(T )). En este caso consideramos la

sucesión exacta corta

1 // Diff0(K) // Diff(K) // Γ(K) // 1

donde el grupo modular Γ(K) es isomorfo a Z2 × Z2. La sucesión exacta anterior

induce una fibración de espacios clasificantes cuya sucesión espectral de Serre (con

coeficientes locales) tiene la forma

E∗,∗2 = H∗
(
B(Z2 × Z2) ; H∗(Diff0(K) ; R)

)
⇒ H∗(BDiff(K) ; R)

Dado que Γ(K) es finito, la cohomoloǵıa con coeficientes en Q no provee información

por lo que en su lugar estudiamos la cohomoloǵıa entera de BDiff(K). con este

propósito obtenemos la estructura de álgebra del término E∗,∗2 y demostramos que

E∗,∗2 = E∗,∗∞ . Más aún, existe una inclusión natural i : Z2 × O(2) → Diff(K), la cual

es una equivalencia homotópica y como consecuencia BDiff(K) es del mismo tipo de

homotoṕıa que BZ2×BO(2). Usando la equivalencia homotópica Diff(K) ' Z2×O(2)

y el espacio de configuraciones desordenadas Fq(K)/Σq de K, construimos espacios

de Eilenberg-MacLane K(π, 1) para π = Γq(K), el grupo modular de la botella de

Klein con q puntos marcados. Finalmente, usamos estos espacios K(Γq(K), 1) para

calcular la cohomoloǵıa mód 2 de Γq(K).

La presente tesis está estructurada como sigue. En el caṕıtulo 1 recordamos la

definición de haces de superficies y de clases caracteŕısticas, aśı como su relación con

los grupos modulares. También exponemos con más detalle el procedimiento usado

por Morita para obtener la cohomoloǵıa racional de BDiff+(T ). En el caṕıtulo 2

estudiamos la sucesión espectral de Serre asociada a la fibración

BDiff0(K) // BDiff(K) // BΓ(K)

que converge a la cohomoloǵıa entera de BDiff(K), en particular identificamos el

término E∗,∗2 con H∗(Z2 × Z2 ; Z[x]), donde la cohomoloǵıa se considera con coefi-

cientes locales. En este mismo caṕıtulo, calculamos la cohomoloǵıa de Z2 × Z2 con

coeficientes triviales en Z y no triviales en Z, aśı como los productos cup que nos
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permiten describir la estructura multiplicativa de E∗,∗2 . Finalmente demostramos que

la sucesión espectral colapsa en el término E∗,∗2 .

En el caṕıtulo 3 exhibimos una inclusión i : Z2 × O(2) → Diff(K) que induce

una equivalencia homotópica entre BZ2×BO(2) y BDiff(K) y presentamos algunos

ejemplos de K−haces que pueden ser detectados por clases caracteŕısticas mód 2.

Finalmente, en el caṕıtulo 4 demostramos que el espacio total de haz

Fq(K)/Σq
// EDiff(K) ×

Diff(K)
Fq(K)/Σq

// BDiff(K)

es un espacio de Eilenberg-MacLane K(Γq(K), 1) el cual puede ser usado para cal-

cular la cohomoloǵıa mód 2 de Γq(K). Usando la equivalencia homotopica Diff(K) '
Z2×O(2), probamos también que el espacio anterior es homotópicamente equivalente

a

E
(
Z2 ×O(2)

)
×

Z2×O(2
Fq(K)/Σq.

y que su cohomoloǵıa depende solo de la cohomoloǵıa del espacio de configuraciones

desordenadas Fq(K)/Σq y de la cohomoloǵıa de BZ2 ×BO(2).



Caṕıtulo 1

Clases Caracteŕısticas de Haces de

Superficies

En este caṕıtulo recordaremos los conceptos básicos con los que estaremos tra-

bajando a lo largo de esta tesis.

1.1. Haces de superficies.

Si F es una variedad C∞, entonces para fines de este trabajo un F−haz será

siempre un haz fibrado suave cuyas fibras son difeomorfas a F . Un problema fun-

damental en topoloǵıa es el de determinar el conjunto de clases de isomorfismos de

F−haces

π : E →M

sobre una variedad dada M . El grupo estructural de tales haces es Diff(F ), el grupo

de difeomorfismos de F equipado con la topoloǵıa C∞. Más aún, si BDiff(F ) denota

el espacio clasificante, es bien sabido que existe una biyección{
Clases de isomorfismos

de F -haces sobre M

}
←→ [M,BDiff(F )]

donde el lado derecho denota el conjunto de clases de homotoṕıa de mapeos de M

en BDiff(F ). Luego, el problema de determinar a todos los F−haces sobre M (no

1
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isomorfos entre śı) es equivalente a describir el conjunto [M,BDiff(F )], lo cual no

es sencillo en general. En tal situación es natural buscar métodos para determinar

si dos F−haces sobre la misma base son isomorfos entre śı. Una posibilidad es usar

clases caracteŕısticas de F−haces. A continuación recordamos la definición.

Definición 1.1. Sea A un grupo abeliano y k un entero no negativo. Suponga-

mos que a todo F−haz π : E → M se le puede asociar una clase de cohomoloǵıa

α(π) ∈ Hk(M ;A) del espacio base, la cual es natural con respecto a mapeos de

F−haces. Entonces decimos que α(π) una clase caracteŕıstica de F−haces, de grado

k y coeficientes en A.

En la definición anterior, que α(π) sea natural significa que para cualquier mapeo

de F−haces

E1

π1
��

f // E2

π2
��

M1
f //M2

se tiene α(π1) = f ∗(α(π2)).

Usando el lenguaje de los espacios clasificantes, si α ∈ Hk(BDiff(F ) ; A) es la

clase asociada al F−haz universal

F // EDiff(F ) ×
Diff(F )

F // BDiff(F )

y si f : M → BDiff(F ) es el mapeo clasificante de un F−haz dado π : E → M ,

entonces se tiene que α(π) = f ∗(α). En otras palabras las clases caracteŕısticas son

elementos en H∗(BDiff(F ) ; A). De la definición se sigue que si dos F−haces sobre la

misma base π1 : E1 → M y π2 : E2 → M satisfacen α(π1) 6= α(π2), entonces dichos

haces no son isomorfos. Es claro entonces que el grupo Diff(F ) está estrechamente

relacionado con las clases caracteŕısticas de F−haces.
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1.2. El grupo modular.

El grupo de difeotoṕıa de F que denotamos por D(F ), es el grupo formado por

las componentes arco conexas de Diff(F ), es decir

D(F ) := π0(Diff(F )).

En el caso en que F sea una superficie orientable S, se define el grupo modular (ó

grupo de difeotoṕıa orientado) de S como: π0(Diff+(S)), donde Diff+(S) denota el

grupo de difeomorfismos de S que preservan orientación. Si S es una superficie no

orientable, el grupo modular es por definición π0(Diff(S)). En ambos casos denotare-

mos al grupo modular de S por Γ(S). Existe además una versión del grupo modular

con puntos marcados (ver por ejemplo [29]). A saber, si {x1, . . . , xq} es un subcon-

junto finito de puntos distinguidos en S, denotamos por Diff+(S; q) al subgrupo de

difeomorfismos de S que preservan orientación y dejan invariante a dicho conjunto

de puntos, en el caso en que S sea orientable y en tal caso se define el grupo modular

de S con q puntos marcados como:

Γq(S) := π0Diff+(S; q).

En el caso no orientado, consideramos el subgrupo Diff(S; q) de todos los difeomor-

fismos de S que dejan invariante al conjunto de puntos distinguidos y definimos

Γq(S) := π0Diff(S; q)

Es importante recordar que trabajar con superficies tiene sus ventajas, pues es bien

sabido que si f, g : S → S son homeomorfismos homotópicos de una superficie

compacta S (distinta del anillo cerrado o del disco cerrado) entonces son isotópicos

([2] y [13]). Más aún, existe una equivalencia entre el concepto de homeomorfismos y

difeomorfismos para superficies: todo homeomorfismo de una superficie compacta es

isotópico a un difeomorfismo de la superficie ([30], [34]). Los grupos modulares han

sido estudiados desde varios puntos de vista pues se relacionan con diversas ramas de

la matemáticas como la teoŕıa de espacios de Teichmuller y la teoria de 3−variedades

(ver [29]). A continuación ilustramos su relación con los haces de superficies.

Recordemos que el grupo modular Γ(S) de una superficie orientable es por defi-
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nición el cociente

Γ(S) = Diff+(S)/Diff0(S)

donde Diff0(S) es la componente de la identidad de Diff+(S). Ahora bien, si Sg

denota a la superficie compacta orientable de genero g, entonces Earle-Eells [11] y

Gramain [16] demostraron que:

Diff0(Sg) '


SO(3) si g = 0

S1 si g = 1

∗ si g ≥ 2.

Por otro lado, la sucesión exacta corta de grupos topológicos

Diff0(Sg) // Diff+(Sg) // Γ(Sg)

induce una fibración a nivel de espacios clasificantes

BDiff0(Sg) // BDiff+(Sg) // BΓ(Sg)

cuya cohomoloǵıa se puede estudiar mediante la sucesión espectral de Serre. Notemos

que si g ≥ 2 entonces H∗(BDiff+(Sg)) = H∗(Γ(Sg)). En el caso g = 1, el calculo

de la cohomoloǵıa racional de BDiff(S1) fue llevado a cabo por Morita [28] y será

revisado brevemente en la siguiente sección.

El caso no orientable se trata de manera similar. A saber, si Ng es la superficie

no orientada de genero g, Earle-Eells [11] y Gramain [16] también demostraron que:

Diff0(Ng) '


SO(3) si g = 1

SO(2) si g = 2

∗ si g ≥ 3.

De manera similar, la sucesión exacta corta

Diff0(Ng) // Diff(Ng) // Γ(Ng)
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induce la fibración

BDiff0(Ng) // BDiff(Ng) // BΓ(Ng)

Similarmente al caso orientable, se tiene que H∗(BDiff(Ng)) = H∗(Γ(Ng)) para

g ≥ 3. El caso g = 2, N2 = K es la botella de Klein y el proposito de este trabajo es

estudiar la cohomoloǵıa del espacio clasificante BDiff(K) basandonos en el método

de Morita para calcular H∗(BDiff+(S1)).
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1.3. Clases caracteŕısticas de haces de Toros.

En esta sección describimos el argumento del art́ıculo de Morita [28] en el cual nos

basamos para calcular H∗(BDiff(K) ; Z). El objetivo de dicho art́ıculo es determinar

clases caracteŕısticas sobre Q para T−haces, con T = S1 × S1 el toro, en otras

palabras calcular H∗(BDiff+(T ) ; Q) usando la sucesión espectral de Serre.

Recordemos que Γ(T ) = SL2(Z) (ver [13]). Luego tenemos una sucesión exacta

corta de grupos

Diff0(T ) // Diff+(T ) // SL2(Z)

que induce una fibración

BDiff0(T ) // BDiff+(T ) // BSL2(Z) = K(SL2(Z), 1).

Por otro lado, notemos que T actúa sobre śı mismo por traslación y por tanto

puede ser considerado como un subgrupo de Diff0(T ). Earle-Eells [11] y Gramain

[16] prueban que la inclusión T ⊂ Diff0(T ) es una equivalencia homotópica lo cual

implica que BDiff0(T ) ' CP∞ × CP∞. Por lo tanto, si R es un anillo conmutativo

con identidad, entonces H∗(BDiff0(T ) ; R) = R[x, y] con |x| = |y| = 2.

Ahora bien, el termino E∗,∗2 de la sucesión espectral asociada a la fibración anterior

con coeficientes en R es

E∗,∗2 =
∞⊕
s=0

Hs(SL2(Z) ; R[x, y])

donde el sistema de coeficientes locales es no trivial. Recordemos que SL2(Z) tiene

la siguiente presentación (ver [31]):

SL2(Z) =
〈
α, β|α4 = α2β−3 = 1

〉
con

α =

(
0 1

−1 0

)
, β =

(
0 1

−1 1

)
.

Es fácil probar que la acción de SL2(Z) en R[x, y] está dada por
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α(x) = −y α(y) = x

β(x) = x− y β(y) = x.

Por otro lado, es bien sabido que la abelianización de SL2(Z) es Z12, es decir el

kernel de la suprayección natural SL2(Z) −→ H1(SL2(Z) ; Z) es un grupo libre en

2 generadores F2 (ver [31]). Luego la composición del morfismo restricción con el

transfer

H∗(SL2(Z) ; Z) res //

×12
))

H∗(F2 ; Z) tr // H∗(SL2(Z) ; Z)

es mutiplicación por 12. Más aún el siguiente par de resultados aparecen en [28].

Proposición 1.1. Si s ≥ 2, entonces Es,∗
2 = Hs(SL2(Z) ; R[x, y]) es aniquilado por

12. En particular si R = Q ó Zn con (n, 12) = 1, entonces

Es,∗
2 = 0

para s ≥ 2.

Demostración. Como Hs(F2 ; R[x, y]) = 0 para s ≥ 2, el primer resultado se sigue

de la proposición III.10.1 de [7]. Ahora bien, si R = Q ó Zn con (n, 12) = 1, tenemos

que 12 es invertible y por lo tanto res es monomorfismo, lo cual implica la segunda

parte.

Corolario 1.2. Si R = Q ó Zp con p primo diferente de 2 ó 3, entonces

Hn(BDiff+(T ) ; R) ∼= Eo,n
2 ⊕ E

1,n−1
2 .

Observemos que en el caso R = Q, H∗(BDiff+(T ) ; Q) está dado en térmi-

nos de H0(SL2(Z) ; Q[x, y]) = Q[x, y]SL2(Z) = Q y H1(SL2(Z) ; Q). El cálculo de



8 1. Clases Caracteŕısticas de Haces de Superficies

H1(SL2(Z) ; Q) fue llevado acabo por Morita [28] usando herramientas elementales

de álgebra lineal. En el caso R = Zp, con p 6= 2, 3 se debe considerar también los

invariantes H0(SL2(Z) ; Zp[x, y]) = Zp[x, y]SL2(Z), los cuales resultan ser no triviales

en este caso. A continuación citaremos los resultados principales de [28].

Teorema 1.3. La cohomoloǵıa racional del espacio clasificante de Diff+(T ) es:

H
n (
BDiff+(T ) ; Q

)
=



0 si n 6= 1 mód 4

Q2m−1 si n = 24m+ 1

Q2m+1 si n = 24m+ 5, 24m+ 9,

24m+ 13, 24m+ 17

Q2m+3 si n = 24 + 21.

Teorema 1.4. mód 2 y 3 torsión, tenemos que

Hn

(
BDiff+(T ) ; Z

)
=



torsión si n ≡ 0 mód 4

grupo libre abeliano de rango si n ≡ 1 mód 4

indicado en el teorema anterior

0 si n ≡ 2, 3 mód 4.
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1.4. Clases caracteŕısticas de K−haces.

Denotemos por K a la botella de Klein y recordemos que existe una biyección{
Clases de isomorfismos

de K-haces sobre M

}
←→ [M,BDiff(K)]

sin embargo describir cualquiera de los dos conjuntos anteriores es un problema no

trivial. Un método alternativo para determinar cuando dos K−haces con el mismo

espacio base no son isomorfos es encontrar clases caracteŕısticas de K−haces. Por

lo tanto debemos describir a H∗ (BDiff(K) ; R), para esto adoptaremos el método

desarrollado por Morita en [28] (ver la sección 1.3). En dicho art́ıculo los puntos

más importantes son el hecho de que se conoce el grupo modular del toro, Γ(T ) =

SL(2,Z) y la acción de SL(2,Z) en el anillo de cohomoloǵıa H∗(BDiff0(T );R) ∼=
H∗(CP∞ × CP∞;R) = Z[x, y].

Sabemos que el grupo modular de K es Γ(K) = Diff(K)/Diff0(K) ∼= Z2 × Z2.

Recordemos que la botella de Klein K es el cociente de S1 × I bajo la relación de

equivalencia que identifica (x, 0) con (x, 1) donde x es el conjugado de x y denotemos

por C ′ a la curva representada por S1 × 1
2

(ver figura 1.1). Sea f ∈ Diff(K) el

difeomorfismo que refleja S1 × I/ ∼ en C ′ y h ∈ Diff(K) el difeomorfismo que se

obtiene al hacer un giro de Dehn a lo largo de C ′. Lickorish prueba [20] que las clases

de los homeomorfismos f y h generan a Γ(K), es decir Γ(K) = Z2 × Z2 = 〈[f ], [h]〉
(ver también [17]).

Consideremos la siguiente sucesión exacta corta de grupos topológicos

Diff0(K) // Diff(K) // Γ(K) ∼= Z2 × Z2 . (1.1)

Al tomar espacios clasificantes, obtenemos la fibración

BDiff0(K) // BDiff(K) π // BΓ(K) ' B(Z2 × Z2) (1.2)

cuya cohomoloǵıa (con coeficientes en un anillo conmutativo con identidad R) se

puede estudiar mediante la sucesión espectral de Serre. Más aún, Earle-Eells [11] y
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Figura 1.1: Generadores de π1(K).

Gramain [16] probaron que Diff0(K) ' S1, de donde se sigue que BDiff0(K) ' CP∞.

Luego el término E∗,∗2 de la sucesión espectral está dado por:

E∗,∗2 = H∗
(
B(Z2 × Z2) ; H∗(CP∞ ; R)

)
,

la cohomoloǵıa de B(Z2 × Z2) con coeficientes locales en la cohomoloǵıa de la fi-

bra BDiff0(K) ' CP∞. Notemos que con coeficientes en Q no se obtiene mucha

información pues al ser Z2 × Z2 finito se tiene

H∗ (B(Z2 × Z2) ; Q) = H∗ (Z2 × Z2 ; Q) =

Q ∗ = 0

0 otro caso.

El cálculo de la cohomoloǵıa de BDiff(K), aśı como su tipo de homotoṕıa serán

objeto de estudio de los caṕıtulos siguientes. A saber demostraremos que:

Teorema 1.5. La cohomoloǵıa de BDiff(K), con coeficientes en un anillo conmuta-

tivo con identidad R, es isomorfa a la cohomoloǵıa de BZ2 ×BO(2), es decir

H∗ (BDiff(K) ; R) ∼= H∗ (BZ2 ×BO(2) ; R) .



Caṕıtulo 2

La Cohomoloǵıa de BDiff(K).

En este caṕıtulo estudiamos la sucesión espectral de Serre asociada a la fibración

BSO(2) // BDiff(K) // B(Z2 × Z2)

que converge a la cohomoloǵıa entera de BDiff(K), el espacio clasificante del grupo

de difeomorfismos de K. En la sección uno identificamos el término E∗,∗2 de la sucesión

espectral, a saber

E∗,∗2 = H∗(B(Z2 × Z2) ; Z[x]),

donde la cohomoloǵıa de B(Z2 × Z2) se considera con coeficientes locales. En la

sección dos usamos cohomoloǵıa de grupos para dar expĺıcitamente la forma del

término E∗,∗2 y en la sección tres se calculan todos los productos cup, obteniendo aśı

la estructura multiplicativa del término E∗,∗2 . En particular, se prueba que E∗,∗2 está

generado por seis clases como álgebra bigraduada. Finalmente, en la sección cuatro

usamos esta presentación expĺıcita para probar que no existen diferenciales y por lo

tanto E∗,∗2 = E∗,∗∞ .

2.1. La sucesión espectral.

Recordemos que el grupo modular de la botella de Klein es

Γ(K) = Diff(K)/Diff0(K)] = Z2 × Z2,

11
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y que generadores expĺıcitos fueron dados por Lickorish [20] y Hamstrom [17] (ver

sección 1.4). Pasando a espacios clasificantes obtenemos la fibración

BDiff0(K) // BDiff(K) // B(Z2 × Z2) (2.1)

cuya cohomoloǵıa se puede estudiar mediante la sucesión espectral se Serre. Por

otro lado, el grupo SO(2) actúa en K por rotaciones y por lo tanto puede verse como

subgrupo de Diff0(K). Más aún , Earle-Eells [11] y Gramain [16] demostraron que la

inclusión SO(2) ⊂ Diff0(K) es una equivalencia homotópica y por lo tanto el espacio

BDiff0(K) es del mismo tipo de homotoṕıa que CP∞. Entonces, el término E∗,∗2 de

la sucesión espectral asociada a 2.1 es:

E∗,∗2 = H∗
(
B(Z2 × Z2) ; H∗(CP∞ ; Z)

)
,

la cohomoloǵıa de B(Z2 × Z2) con coeficientes locales en la cohomoloǵıa de la fibra

BDiff0(K) ' CP∞. Ahora bien,

H∗
(
B(Z2 × Z2) ; H∗(CP∞ ; Z)

) ∼= H∗eq
(
E(Z2 × Z2) ; H∗(CP∞;Z)

)
donde H∗eq

(
E(Z2 × Z2) ; H∗(CP∞;Z)

)
denota la cohomoloǵıa equivariante de la

cubierta universal de B(Z2 × Z2) con coeficientes en el π1(B(Z2 × Z2))−módulo

H∗(CP∞ ; Z) (ver [33] caṕıtulo V I). Como B(Z2 × Z2) es un K(Z2 × Z2, 1), enton-

ces

H∗eq
(
E(Z2 × Z2) ; H∗(CP∞;Z)

) ∼= H∗
(
Z2 × Z2 ; H∗(CP∞ ; Z)

)
luego

E∗,∗2 = H∗
(
Z2 × Z2 ; H∗(CP∞ ; Z)

)
= H∗

(
Z2 × Z2 ; Z[x]

)
,

donde |x| = 2 y la cohomoloǵıa se considera con coeficientes no triviales. Dado que

Z[x] =
⊕∞

n Z · xn

Ep,q
2 =

Hp(Z2 × Z2 ; Z
〈
xn
〉
) si q = 2n

0 si q es impar
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donde Z
〈
xn
〉

es el Z−módulo libre de rango 1 con base xn. Para continuar debemos

hacer expĺıcita la acción de Z2 × Z2 sobre Z[x]. Recordemos que K es el cociente de

S1 × S1 bajo la relación de equivalencia (z, 0) ∼ (z, 1). Los generadores usuales de

Γ(K) son las clases de los difeomorfismos h, f : K→ K donde h es el giro de Dehn a

lo largo de la cuva S1 × 1
2

que denotamos por C ′ y f(z, t) = (z, 1− t) es la reflexión

con respecto a C ′ (ver [20]).

Lema 2.1. La acción de Z2 × Z2 =
〈
h, f

〉
en el anillo H∗

(
BDiff0(K) ; Z

)
= Z[x]

está dada por h · x = x y f · x = −x .

Demostración. Sea x0 el punto base de K y recordemos que π1(K, x0) =
〈
α, β

∣∣αβα−1β =

1
〉
, donde α y β son los lazos que se muestran en la figura 2.1.

Figura 2.1: Generadores de π1(K).

Consideremos el mapeo Diff0(K)→ K dado por evaluación en x0. Gramain prueba

en [16] que el morfismo inducido en grupos fundamentales

π1(Diff0(K), id)→ π1(K, x0)

es inyectivo y es un isomorfismo sobre el centro de π1(K, x0):

π1(Diff0(K), id) ∼=
〈
α2
〉 ∼= Z.
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Sabemos que la acción de Z2 × Z2 =
〈
h, f

〉
en Diff0(K) está dada por conjugación

Diff0(K) −→ Diff0(K)

φ 7−→ hφh−1

φ 7−→ fφf−1

y su efecto en grupo fundamental se obtiene al evaluar en x0. Esto es, si γ es el

generador canónico de π1(Diff0(K), id) entonce f · γ es, abusando de la notación,

f ◦ γ ◦ f−1 que visto como elemento en π1(K, x0) es

f ◦ γ ◦ f−1(x0) = f ◦ γ(x0) pues f(x0) = x0

= f(α2)

= α−2 pues f(α) = α−1,

como α−2 equivale a γ−1 tenemos que f · γ = γ−1. Mediante un análisis similar se

sigue que h · γ = γ. Por lo tanto, la acción de h y f en Diff0(K) ' S1 está dada por

conjugación y la identidad (salvo homotoṕıa), respectivamente.

Usando el haz universal S1 → ES1 → BS1, obtenemos que la acción de h y f en

π2(BS1) = π1(S1) = Z está dada por h · 1 = 1 y f · 1 = −1. Del Teorema de

Hurewicz se sigue que H2(BS1) = Z y la acción en H2(BS1) es h ·1 = 1 y f ·1 = −1.

Finalmente del Teorema de Coeficientes Universales para cohomoloǵıa

0 −→ Ext(H1(BS1),Z) −→ H2(BS1;Z) −→ Hom(H2(BS1),Z) −→ 0

se obtiene que h · x = x y que f · x = −x.

Por lo tanto, la acción de Z2 × Z2 en xn es trivial si n es par y está dada

por h · xn = xn y f · xn = −xn si n es impar. En consecuencia, el cálculo de la

estructura aditiva del término E∗,∗2 se reduce a calcular la cohomoloǵıa de Z2×Z2 con

coeficientes en Z−trivial y con coeficientes en Z̃ = Z× Z(−1) donde Z(−1) denota

la representación signo. En la siguiente sección se llevaran acabo estos cálculos y

exhibimos generadores expĺıcitos para los grupos de cohomoloǵıa. Dichos generadores

se usan en la secciones posteriores para describir la estructura multiplicativa de E∗,∗2 .
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2.2. El término E∗,∗2 .

Para poder describir al término E∗,∗2 de la sucesión espectral primero debemos

calcular la cohomoloǵıa de Z2 × Z2 con coeficientes triviales en Z y con coeficientes

torcidos Z̃, es decir calcular H∗(Z2×Z2 ; Z) y H∗(Z2×Z2 ; Z̃). Esto se puede hacer

usando un complejo doble o bien construyendo una resolución proyectiva expĺıcita

para Z2 × Z2. Usaremos este último procedimiento ya que nos permitirá encontrar

generadores expĺıcitos los cuales se usarán en las secciones 2.3 y 2.4 para describir

la estructura multiplicativa de E∗,∗2 y el colapso de la sucesión espectral.

Denotamos por G al grupo Z2, es decir: G = Z2 = 〈t | t2 = 0〉 y consideramos la

resolución proyectiva canónica F → Z de Z como ZG−módulo trivial:

· · · // ZG · e4
t+1 // ZG · e3

t−1 // ZG · e2
t+1 // ZG · e1

t−1 // ZG · e0
// Z.

Entonces F ⊗F → Z es una resolución proyectiva de Z sobre Z[G×G]. Recordemos

que ZG⊗ ZG ∼= Z[G×G], donde el isomorfismo está dado por g ⊗ g′ 7→ (g, g′). Aśı

tenemos que

(F ⊗ F )n = ZG · e0 ⊗ ZG · en ⊕ ZG · e1 ⊗ ZG · en−1 ⊕ · · · ⊕ ZG · en ⊗ ZG · e0

∼= Z[G×G] · e0,n ⊕ Z[G×G] · e1,n−1 ⊕ · · · ⊕ Z[G⊗G] · en,0

donde ZG·ei⊗ZG·en−1 se identifica con Z[G×G]·ei,n−i mediante ei⊗en−i 7→ ei,n−i. Es

decir (F⊗F )n es el Z[G×G]−módulo libre de rango n+1 y base e0,n, e1,n−1, . . . , en,0.

Las siguientes proposiciones describen los diferenciales de la resolución proyectiva

F ⊗ F → Z.

Proposición 2.2. En la Z[G×G]−base de (F ⊗ F )2n+1, el diferencial

∂2n+1 : (F ⊗ F )2n+1 → (F ⊗ F )2n
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está dado por

∂2n(ei,2n+1−i) = [(t, 1) + (1, 1)]ei−1,2n+1−i + [(1, t)− (1, 1)]ei,2n−1

si i = 2m con m = 0, 1, . . . , n. Para i = 2m+ 1 con m = 0, 1, · · · , n, se tiene:

∂2n+1(ei,2n+1−i) = [(t, 1)− (1, 1)]ei−1,2n+1−i − [(1, t) + (1, 1)]ei,2n−i.

Demostración. En efecto, abusando de la notación

∂2n+1(ei,j) = ∂ei ⊗ ej + (−1)|ei|ei ⊗ ∂ej.

Luego, si i = 2m con m = 0, . . . , n

∂2n+1(ei,2n+1−i) = ∂ei ⊗ e2n+1−i + ei ⊗ ∂e2n+1−i

= (t+ 1)ei−1 ⊗ e2n+1−i + ei ⊗ (t− 1)e2n−i

= tei−1 ⊗ e2n+1−i + ei−1 ⊗ e2n+1−i + ei ⊗ te2n−i − ei ⊗ e2n−i

= (t, 1)ei−1,2n+1−i + (1, 1)ei−1,2n+1−i

+ (1, t)ei,2n−i − (1, 1)ei,2n−i

= [(t, 1) + (1, 1)]ei−1,2n+1−i + [(1, t)− (1, 1)]ei,2n−j

De manera similar si i = 2m+ 1 con m = 0 . . . , n

∂2n+1(ei,2n+1−i) = [(t, 1)− (1, 1)]ei−1,2n+1−i − [(1, t) + (1, 1)]ei,2n−i.

Proposición 2.3. En la Z[G×G]−base de (F ⊗ F )2n, el diferencial

∂2n : (F ⊗ F )2n → (F ⊗ F )2n−1,

está dado por

∂2n(ei,2n−i) = [(t, 1) + (1, 1)]ei−1,2n−i + [(1, t) + (1, 1)]ei,2n−i−1
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si i = 2m con m = 0, 1, . . . , n. Para i = 2m− 1 con m = 1, · · · , n, se tiene:

∂2n(ei,2n−i) = [(t, 1)− (1, 1)]ei−1,2n−i − [(1, t)− (1, 1)]ei,2n−i−1.

Demostración.

Similar a la proposición anterior.

Aplicando el funtor HomZ[G×G](−,Z) a F ⊗ F obtenemos

· · ·Hom ((F ⊗ F )2n+1,Z) Hom ((F ⊗ F )2n,Z)δ2noo Hom ((F ⊗ F )2n−1,Z) · · ·δ2n−1
oo .

Como cada f ∈ HomZ[G×G] ((F ⊗ F )n,Z) está determinado por los valores que toma

en la Z[G×G]−base de (F ⊗ F )n, tenemos que

HomZ[G×G] ((F ⊗ F )n,Z) ∼=
n⊕
k=0

(Z)k ∼= Zn+1,

donde (Z)k denota simplemente el k−ésimo sumando Z, el isomorfismo está dado

por f 7→ (f(e0,n), . . . , f(en,0)) . Entonces el complejo de cocadenas anterior se ve

como:

· · · Z2n+2oo Z2n+1δ2noo Z2nδ2n−1
oo · · ·oo

Proposición 2.4. El operador cofrontera δ2n : Z2n+1 → Z2n+2 está dado por:

Z2n+1 −→ Z2n+2

(x0, . . . , x2n) 7−→ (0,−2x1, 2x1,−2x3, 2x3, . . . ,−2x2n−1, 2x2n−1, 0).

Mientras que el operador cofrontera δ2n+1 : Z2n+2 → Z2n+3 está dado por:

Z2n+2 −→ Z2n+3

(x0, . . . , x2n+1) 7−→ (2x0, 0, 2x1 + 2x2, 0, . . . , 2x2n−1 + 2x2n, 0, 2x2n+1).
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Demostración. Primero determinamos a δ2n. Sea f ∈ HomZ[G×G]((F ⊗ F )2n,Z). El

homomorfismo δ2nf ∈ HomZ[G×G]((F ⊗F )2n+1,Z) está determinado por sus valores

en la Z[G×G]−base de (F ⊗ F )2n+1. Para i = 2m con m = 0, . . . , n

δ2nf(e2n+1−i
i ) = f (∂2n+1(ei,2n+1−i))

= f ([(t, 1) + (1, 1)]ei−1,2n+1−i) + f ([(1, t)− (1, 1)]ei,2n−i)

= [(t, 1) + (1, 1)]f(ei,2n+1−i) + [(1, t)− (1, 1)]f(ei,2n−i)

= 2f(ei−1,2n+1−i).

En el caso i = 2m+ 1 con m = 0, . . . , n se tiene

δ2nf(ei,2n+1−i) = f (∂2n+1(ei,2n+1−i))

= f ([(t, 1)− (1, 1)]ei−1,2n+1−i)− f ([(1, t) + (1, 1)]ei,2n−i)

= [(t, 1)− (1, 1)]f(ei,2n+1−i)− [(1, t) + (1, 1)]f(ei,2n−i)

= −2f(ei,2n−i).

Luego

∂2n (x0, . . . , x2n) = (0,−2x1, 2x1,−2x3, 2x3, . . . ,−2x2n−1, 2x2n−1, 0) .

De manera similar, si f ∈ HomZ[G×G]((F⊗F )2n+1,Z) entonces δ2n+1f ∈ HomZ[G×G]((F⊗
F )2n+2,Z) está dado por

δ2n+1f(ei,2n+2−i) = f (∂2n+2(ei,2n+2−i))

= f ([(t, 1) + (1, 1)]ei−1,2n+2−i) + f ([(1, t) + (1, 1)]ei,2n+2−i−1)

= [(t, 1) + (1, 1)]f(ei−1,2n+2−i) + [(1, t) + (1, 1)]f(ei,2n+1−i)

= 2f(ei−1,2n+2−i) + 2f(ei,2n+1−i)

si i = 2m con m = 0, . . . , n+ 1. En el caso en que i = 2m− 1 con m = 1, . . . , n+ 1,

se tiene
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δ2n+1f(ei,2n+2−i) = f (∂2n+2(ei,2n+2−i))

= f ([(t, 1)− (1, 1)]ei−1,2n+2−i)− f ([(1, t)− (1, 1)]ei,2n+2−i−1)

= [(t, 1)− (1, 1)]f(ei−1,2n+2−i)− [(1, t)− (1, 1)]f(ei,2n+1−i)

= 0.

Luego se sigue que

δ2n+1 (x0, . . . , x2n+1) = (2x0, 0, 2x1 + 2x2, 0, . . . , 2x2n−1 + 2x2n, 0, 2x2n+1)

Proposición 2.5. La cohomoloǵıa de Z2 × Z2 con coeficientes en Z trivial es:

H∗(Z2 × Z2 ; Z) =


Z si ∗ = 0

(Z2)n+1 si ∗ = 2n

(Z2)n si ∗ = 2n+ 1

Demostración. Recordemos que

H2n(Z2 × Z2 ; Z) =
Ker(δ2n)

Im(δ2n−1)
.

De la definición de δ2n tenemos que (x0, · · · , x2n) ∈ Ker(δ2n) si y solo si x1 = x3 =

· · · = x2n−1 = 0 y el resto de las variables x2, . . . , x2n son independientes. Luego

Ker(δ2n) ∼=
n⊕
k=0

(Z)2k
∼= Zn+1.

Por otro lado, (x0, . . . , x2n) ∈ Im(δ2n−1) si y solo si existe (y0, . . . , y2n−1) tal que

(x0, . . . , x2n) = (2y0, 0, 2(y1 + y2), 0, . . . , 2(y2n−3 + y2n−2), 0, y2n−1)
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como yi + yi+1 puede tomar cualquier valor en Z, se sigue que

Im(δ2n−1) ∼=
n⊕
k=0

2(Z)2i.

Por lo tanto

H2n(Z2 × Z2 ; Z) ∼= (Z2)n+1.

De manera análoga, recordemos que

H2n+1(Z2 × Z2 ; Z) =
Ker(δ2n+1)

Im(δ2n)
.

De la definición del operador cofrontera δ2n+1 tenemos que (x0, . . . , x2n+1) ∈ Kerδ2n+1

si y solo si x0 = x2n+1 = 0 y x2 = −x1, x4 = −x3, . . . , x2n = −x2n−1 si y solo si

(x0, . . . , x2n+1) = (0,−y1, y1,−y3, y3, . . . ,−y2(n+1)−1, y2(n+1)−1, 0). Luego

Ker(δ2n+1) = Zn.

Por otro lado, (x0, . . . , x2n+11) ∈ Im(δ2n) si y solo si existe (y0, . . . , y2n) tal que

(x0, . . . , x2n+1) = (0,−2y1, 2y1,−2y3, 2y3, . . . ,−2y2(n+1)−1, 2y2(n+1)−1, 0). Luego

Im(δ2n) ∼= (2Z)n.

Por lo tanto

H2n+1(Z2 × Z2 ; Z) ∼= (Z2)n.

Para 0 ≤ i ≤ n, denotamos por α2n
i : (F ⊗ F )2n → Z al morfismo de Z[G ×

G]−módulos dado por

α2n
i (ej,2n−j) =

1 si j = 2i

0 en otro caso.

Bajo el isomorfismo HomZ[G×G] ((F ⊗ F )2n , Z) ∼= Z2n+1 se tiene que:
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α2n
i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

donde el 1 aparece en el lugar 2i. Además es claro que α2n
i ∈ Ker(δ2n), luego

[α2n
i ] ∈ H2n(Z2 × Z2 ; Z) es un generador para el i+ 1 sumando.

De manera análoga, para 0 ≤ i ≤ n−1, denotamos por α2n−1
i : (F ⊗F )2n+1 → Z

al morfismo dado por

α2n+1
i (ej,2n+1−j) =


1 si j = 2i+ 1

−1 si j = 2i+ 2

0 en otro caso.

Entonces, bajo la identificación HomZ[G×G] ((F ⊗ F )2n+1, Z) ∼= Z2n+2 tenemos:

α2n+1
i = (0, . . . , 0, 1,−1, 0, . . . , 0)

donde el 1 aparece en el lugar 2i + 1 y el −1 en el lugar 2i + 2. Se sigue que

α2n+1
i ∈ Ker(δ2n+1) y que [α2n+1

i ] ∈ H2n+1(Z2×Z2 ; Z) es un generador para el i+ 1

sumando.

Ahora calculamos H∗
(
Z2 × Z2 ; Z̃

)
, donde recordemos que Z̃ = Z ⊗ Z(−1) y

Z(−1) denota la representación signo. Notemos que

HomZ[G×G]

(
(F ⊗ F )n , Z̃

)
∼= Zn+1 ∼=

n⊕
k=0

(Z)i

donde de nuevo el isomorfismo está dado por f → (f(e0,n), . . . , f(en,0)) y (Z)k es el

k−ésimo sumando Z. El complejo de cocadenas

· · ·Hom
(

(F ⊗ F )2n+1, Z̃
)

Hom
(

(F ⊗ F )2n, Z̃
)

δ̃2noo Hom
(

(F ⊗ F )2n−1, Z̃
)
· · ·δ̃2n−1

oo

se ve como

· · · Z2n+2oo Z2n+1δ̃2noo Z2nδ̃2n−1
oo · · ·oo
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Proposición 2.6. El operador cofrontera δ̃2n : Z2n+1 → Z2n+2 está dado por:

Z2n+1 −→ Z2n+2

(x0, . . . , x2n) −→ (−2x0, 0, 2x1 − 2x2, 0, . . . , 0, 2x2n−1 − 2x2n, 0).

El operador cofrontera δ̃2n+1 : Z2n+2 → Z2n+3 está dado por:

Z2n+2 −→ Z2n+3

(x0, . . . , x2n+1) −→ (0, 2x1, 2x1, 2x3, 2x3, . . . , 2x2n+1, 2x2n+1).

Demostración. Primero determinamos a δ̃2n. Sea f ∈ HomZ[G×G]

(
(F ⊗ F )2n , Z̃

)
,

el homomorfismo δ̃2nf ∈ HomZ[G×G]

(
(F ⊗ F )2n+1 , Z̃

)
está completamente deter-

minado por sus valores en la Z[G × G]−base de (F ⊗ F )2n+1. Para i = 2m con

m = 0, . . . , n se tiene que

δ̃2nf(ei,2n+1−i) = f(∂2n+1ei,2n+1−i)

= f ([(t, 1) + (1, 1)]ei−1,2n+1−i) + f ([(1, t)− (1, 1)ei,2n−i])

= [(t, 1) + (1, 1)]f(ei−1,2n+1−i) + [(1, t)− (1, 1)]f(ei,2n−i)

= 2f(ei−1,2n+1−i)− 2f(ei,2n−i).

En el caso en que i = 2m+ 1 con m = 0, . . . , n, tenemos

δ̃2n (ei,2n+1−i) = f (∂2n+1ei,2n+1−i)

= f ([(t, 1)− (1, 1)]ei−1,2n+1−i)− f ([(1, t) + (1, 1)]ei,2n−i)

= [(t, 1)− (1, 1)]f (ei−1,2n+1−i)− [(1, t) + (1, 1)]f (ei,2n−i)

= 0

Luego

δ̃2n(x0, . . . , x2n) = (−2x0, 0, 2x1 − 2x2, 0, . . . , 0, 2x2n−1 − 2x2n, 0).

Por otro lado y de manera similar si f ∈ HomZ[G×G] ((F × F )2n+1 , Z), entonces
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para i = 2m con m = 0, . . . , n+ 1

δ̃2n+1f (ei,2n+2−i) = f (∂2n+2ei,2n+2−i)

= f ([(t, 1) + (1, 1)]ei−1,2n+2−i) + f ([(1, t) + (1, 1)]ei,2n+2−i−1)

= [(t, 1) + (1, 1)]f (ei−1,2n+2−i) + [(1, t) + (1, 1)]f
(
e2n+1−i
i

)
= 2f

(
e2n+2−i
i−1

)
.

Si i = 2m− 1 con m = 1, . . . , n+ 1 tenemos que

δ̃2n+1f (ei,2n+2−i) = f (∂2n+2ei,2n+2−i)

= f ([(t, 1)− (1, 1)]ei−1,2n+2−i)− f ([(1, t)− (1, 1)]ei,2n+2−i−1)

= [(t, 1)− (1, 1)]f (ei−1,2n+2−i)− [(1, t)− (1, 1)]f (ei,2n+1−i)

= 2f
(
e2n+1−i
i

)
Luego

δ̃2n+1(x0, . . . , x2n+1) = (0, 2x1, 2x1, 2x3, 2x3, . . . , 2x2n+11, 2x2n+1).

Proposición 2.7. La cohomoloǵıa de Z2 × Z2 con coeficientes en Z̃ es

H∗(Z2 × Z2 ; Z̃) =

(Z2)n si ∗ = 2n

(Z2)n+1 si ∗ = 2n+ 1

Demostración. Recordemos que

H2n(Z2 × Z2 , Z̃) =
Kerδ̃2n

Imδ̃2n−1
.

De la definición de δ̃2n tenemos que (x0, . . . , x2n) ∈ Ker(δ̃2n) si y solo si x0 =

0, x1 = x2, . . . , x2n−1 = x2n si y solo si (x0, . . . , x2n) = (0, y1, y1, . . . , yn, yn) con

y1, . . . , yn ∈ Z. Luego

Ker(δ̃2n) ∼= Zn.
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Por otro lado (x0, . . . , x2n) ∈ Im(δ̃2n−1) si y solo si existe (y0, . . . , y2n−1) tal que

(x0, . . . , x2n) = (0, 2y1, 2y1, 2y3, 2y3, . . . , 2y2n−1, 2y2n−1). Luego

Im(δ̃2n−1) = (2Z)n.

Por lo tanto:

H2n(Z2 × Z2 ; Z̃) ∼= (Z2)n.

De manera similar recordemos que

H2n+1(Z2 × Z2 ; Z̃) =
Ker(δ̃2n+1)

Im(δ̃2n)
.

De la defición de δ̃2n+1 tenemos que (x0, . . . , x2n+1) ∈ Ker(δ̃2n+1) si y solo si x1 =

x3 = · · · = x2n+1 = 0 y x0, x2, . . . , x2n son variables independientes. Luego

Ker(δ̃2n+1) ∼=
n⊕
k=0

(Z)2k
∼= Zn+1.

Por otro lado (x0, . . . , x2n+1) ∈ Im(δ̃2n) si y solo si existe (y0, . . . , y2n) tal que

(x0, . . . , x2n+1) = (−2y0, 0, 2(y1 − y2), 0, . . . , 0, 2(y2n−1 − y2n), 0). Como yk − yk+1

puede tomar el valor de cualquier entero, se sigue que

Im(δ̃2n) ∼=
n⊕
k=0

2(Z)2k
∼= (2Z)n+1

Luego tenemos que:

H2n+1(Z2 × Z2 ; Z̃) ∼= (Z2)n+1.

Para 0 ≤ i ≤ n − 1, denotamos por β2n
i : (F ⊗ F )2n → Z̃ al morfismo de

Z[G×G]−módulos dado por
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β2n
i (e2n−j

j ) =


1 si j = 2i+ 1

1 si j = 2i+ 2

0 en otro caso.

Bajo la identificación HomG×G

(
(F ⊗ F )2n, Z̃

)
∼= Z2n+1 se tiene que:

β2n
i = (0, . . . , 0, 1, 1, 0, . . . , 0)

donde el 1 aparece en la entrada 2i+ 1 y 2i+ 2. Tenemos que β2n
i ∈ Ker(δ̃2n), más

aún [β2n
i ] ∈ H2n(Z2 × Z2 , Z̃) es un generador para el i+ 1 sumando Z2.

De manera análoga, para 0 ≤ i ≤ n, denotamos por β2n+1
i : (F ⊗ F )2n+1 → Z̃ al

morfismo de Z[G×G]−módulos dado por

β2n+1
i (e2n+1−j

j ) =

1 si j = 2i

0 en otro caso.

Bajo la identificación HomZ[G×G]

(
(F ⊗ F )2n+1, Z̃

)
∼= Z2n+2 tenemos:

β2n+1
i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

donde el 1 aparece en el lugar 2i. Tenemos que β2n+1
i ∈ Ker(δ̃2n+1), más aún

[β2n+1
i ] ∈ H2n+1(Z2 × Z2 , Z̃) es un generador para el i+ 1 sumando Z2.

Recordemos de la sección 2.1 que el término E∗,∗2 de la sucesión espectral está

dado por:

Ep,q
2 =


Hp(Z2 × Z2 ; Z) si q ≡ 0 mód 4

Hp(Z2 × Z2 ; Z̃) si q ≡ 2 mód 4

0 si q es impar.

Luego, como consecuencia de las proposiciones 2.5 y 2.7, el término E∗,∗2 tiene la

siguiente forma:
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Z 0 (Z2)2 Z2 (Z2)3 (Z2)2 (Z2)4 (Z2)3 (Z2)5 (Z2)4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·

0 Z2 Z2 (Z2)2 (Z2)2 (Z2)3 (Z2)3 (Z2)4 (Z2)4 · · ·

0 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·

Z 0 (Z2)2 Z2 (Z2)3 (Z2)2 (Z2)4 (Z2)3 (Z2)5 (Z2)4

...
...

...
...

...
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2.3. La estructura multiplicativa de E∗,∗2 .

En esta sección se describe la estructura multiplicativa del término E∗,∗2 con el

objetivo de facilitar el calculo de el término E∗,∗∞ . Para comenzar, de la solución

afirmativa del problema de realización de Nielsen para superficies no orientadas (ver

[19]), sabemos que la sucesión exacta corta

1 // Diff0(K) // Diff(K) // Γ(K)

s
��

// 1

se escinde y por lo tanto la fibración de espacios clasificantes

BDiff0(K) // BDiff(K) π // BΓ(K),

s
��

admite una sección. De aqúı se sigue que π∗ : H∗(BΓ(K);Z) → H∗(BDiff(K);Z) es

inyectivo.

Proposición 2.8. Para todo p ≥ 0 se tiene que Ep,0
∞ = Ep,0

2 .

Demostración. En efecto. Recordemos, ver [24], que la composición

Hp(BΓ(K);Z) = Ep,0
2 � Ep,0

3 � · · ·� Ep,0
∞ = F pHp ⊂ Hp(BDiff(K);Z)

es el homomorfismo π∗ : (BΓ(K);Z) → H∗(BDiff(K);Z). El resultado se sigue de

que π∗ es inyectivo.

Por otro lado (ver [18] págs. 306-307), H∗(Z2 × Z2;Z) es el anillo de polinomios

sobre los enteros en tres clases λ, µ, ν de grado 2, 2 y 3, respectivamente, sujetas a

las relaciones

2λ = 2µ = 2ν = 0, y a ν2 + λ2µ+ λµ2 = 0,

por lo que conocemos parte de la estructura multiplicativa de E∗,∗2 . El siguiente

paso es describir por completo la estructura multiplicativa de E∗,∗2 con el objetivo
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de obtener más información sobre los diferenciales d2. Para esto debemos entender

los productos cup:

Hp (Z2 × Z2 ; Z)⊗Hq (Z2 × Z2 ; Z) ∪ // Hp+q (Z2 × Z2 ; Z)

Hp
(
Z2 × Z2 ; Z̃

)
⊗Hq

(
Z2 × Z2 ; Z̃

)
∪ // Hp+q (Z2 × Z2 ; Z)

Hp (Z2 × Z2 ; Z)⊗Hq
(
Z2 × Z2 ; Z̃

)
∪ // Hp+q

(
Z2 × Z2 ; Z̃

)

Denotamos por G a G × G = Z2 × Z2 y por F a F ⊗ F (donde F → Z es la

resolución proyectiva canónica de Z), el producto cup ∪ (ver [7] ) se define como la

composición

Hp(G;M)⊗Hq(G;N)

∪ **

× // Hp+q(G×G;M ⊗N)

d∗

��
Hp+q(G;M ⊗N)

donde × es el producto cruz y d : G → G × G es el morfismo diagonal. A nivel

de cocadenas, si ∆ : F → F ⊗ F es una aproximación diagonal, entonces µ ∪ ν =

(µ× ν) ◦∆ ∈ HomZG(F,M ⊗N) donde µ ∈ HomZG(F,M) y ν ∈ HomZG(F, N).

Antes de continuar recordemos que ZG · ei ⊗ ZG · ej ∼= ZG · (ei ⊗ ej) ∼= ZG · ei,j
y bajo este isomorfismo (tk, tl)ei,j = (tk, tl)ei ⊗ ej = tkei ⊗ tlej. De manera similar

ZG·ei,j⊗ZG·em,n ∼= Z(G×G)·(ei,j⊗em,n), y bajo este isomorfismo (tk, tl, tr, ts)(ei,j⊗
em,n) = (tk, tl)ei,j ⊗ (tr, ts)em,n. Notemos que (F⊗ F)n = (F0⊗ Fn)⊕ · · · ⊕ (Fn⊗ F0)

donde

Fi ⊗ Fj ∼=
k=i,l=j⊕
k=0,l=0

ZG · ek,i−k ⊗ ZG · el,j−l ∼=
k=i,l=j⊕
k=0,l=0

Z(G×G) · (ek,i−k ⊗ el,j−l).

Debemos encontrar una aproximación diagonal

∆ : F→ F⊗ F.



2.3. La estructura multiplicativa de E∗,∗2 . 29

Consideremos la aproximación diagonal usual para Z2 (ver [1]) dada por:

λ : F −→ F ⊗ F
ei 7−→

∑i
j=0 ej ⊗ tjei−j,

y el “switch-map”τ :

τ : F⊗ F = F ⊗ F ⊗ F ⊗ F −→ F⊗ F = F ⊗ F ⊗ F ⊗ F
a⊗ b⊗ c⊗ d 7−→ (−1)|b| |c|a⊗ c⊗ b⊗ d.

Lema 2.9. El mapeo τ conmuta con ∂, es decir

τ ◦ ∂ = ∂ ◦ τ.

Demostración. Notemos que

τ
(
(tk, tl, tm, tn)ei,j ⊗ ep,q

)
= (tk, tm, tl, tn)τ (ei,j ⊗ ep,q)

con (tk, tl, tm, tn) ∈ G×G. Entonces basta verificar que en los elementos de las bases

de F× F se cumple que τ ◦ ∂ = ∂ ◦ τ . Por un lado tenemos que

τ ◦ ∂ (ei,j ⊗ ep,q) = τ
(
∂ei,j ⊗ ep,q + (−1)i+jei,j ⊗ ∂ep,q

)
= τ

(
(∂ei ⊗ ej + (−1)iei ⊗ ∂ej)⊗ ep,q

)
+ τ

(
(−1)i+jei,j ⊗ (∂ep ⊗ eq + (−1)pep ⊗ ∂eq)

)
= τ

(
∂ei ⊗ ej ⊗ ep,q + (−1)iei ⊗ ∂ej ⊗ ep,q

)
+ τ

(
(−1)i+jei,j ⊗ ∂ep ⊗ eq + (−1)i+j+pei,j ⊗ ep ⊗ ∂eq

)
= (−1)jp∂ei ⊗ ep ⊗ ej ⊗ eq + (−1)i+jp−pei ⊗ ep ⊗ ∂ej ⊗ eq

+ (−1)i+jpei ⊗ ∂ep ⊗ ej ⊗ eq + (−1)i+j+p+jpei ⊗ ep ⊗ ej ⊗ ∂eq.

Por otro lado

∂ ◦ τ (ei,j ⊗ ep,q) = ∂
(
(−1)jpei,p ⊗ ej,q

)
= (−1)jp

(
∂ei ⊗ ep + (−1)iei ⊗ ∂ep

)
⊗ ej,q

+ (−1)jp(−1)i+pei,p ⊗
(
∂ej ⊗ eq + (−1)jej ⊗ ∂eq

)
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= (−1)jp∂ei ⊗ ep ⊗ ej ⊗ eq + (−1)jp+iei ⊗ ∂ep ⊗ ej ⊗ eq
+ (−1)jp+i+pei ⊗ ep ⊗ ∂ej ⊗ eq + (−1)jp+i+p+jei ⊗ ep ⊗ ej ⊗ ∂eq

Por lo tanto τ ◦ ∂ = ∂ ◦ τ.

Ahora consideremos la composición ∆ = τ ◦ (λ⊗ λ).

Proposición 2.10. La composición

∆ = τ ◦ (λ⊗ λ) : F −→ F⊗ F

es G−equivariante con respecto al morfismo diagonal d.

Demostración. Debemos demostrar que:

τ ◦ (λ⊗ λ)
(
(tk, tl)ei,j

)
= d(tk, tj)τ ◦ (λ⊗ λ) (ei,j) .

Por un lado

τ ◦ (λ⊗ λ)
(
(tk, tl)ei,j

)
= τ ◦ (λ⊗ λ)

(
tkei ⊗ tlej

)
= τ

(
λ(tkej)⊗ λ(tlej)

)
= τ

(
(tk, tk)λ(ei)⊗ (tl, tl)λ(ej)

)
= τ

((
(tk, tk)

i∑
r=0

er ⊗ trei−r

)
⊗

(
(tl, tl)

j∑
s=0

es ⊗ tsei−s

))

= τ

((
i∑

r=0

tker ⊗ tr+kei−r

)
⊗

(
j∑
s=0

tles ⊗ ts+lei−s

))

=

r=i,s=j∑
r,s=0

(−1)(i−r)stker ⊗ tles ⊗ tr+kei−r ⊗ ts+lej−s.

Por otro lado

d(tk, tl)τ ◦ (λ⊗ λ)(ei,j) = (tk, tl, tk, tl)τ (λ(ei)⊗ λ(ej))
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= (tk, tl, tk, tl)τ

((
i∑

r=0

er ⊗ trei−r

)
⊗

(
j∑
s=0

es ⊗ tsej−s

))

= (tk, tl, tk, tl)

r=i,s=j∑
r=0,s=0

(−1)(i−r)ser ⊗ es ⊗ trei−r ⊗ tsej−s

=

r=i,s=j∑
r=0,s=0

(−1)(i−r)stker ⊗ tles ⊗ tr+kei−r ⊗ ts+lej−s.

Por lo tanto ∆ es un G−mapeo con respecto a d.

Proposición 2.11. El morfismo ∆ : F→ F⊗ F es una aproximación diagonal.

Demostración. Por la proposición anterior, resta probar que ∆ preserva la aumen-

tación y que ∆∂ = ∂∆. Como ∆ es un G−mapeo y

∆(e0,0) = τ (λ(e0)⊗ λ(e0)) = τ(e0,0 ⊗ e0,0) = e0,0 ⊗ e0,0

entonces

ε (e0,0) = 1 = ε′ (e0,0 ⊗ e0,0) = ε′ (∆(e0,0))

donde ε : F→ Z y ε′ : F⊗ F→ Z son las aumentaciones. Por otro lado:

∆ ◦ ∂ (ei ⊗ ej) =
(
∂ei ⊗ ej + (−1)iei ⊗ ∂ej

)
= τ

(
λ(∂ei)⊗ λ(ej) + (−1)iλ(ei)⊗ λ(∂ej)

)
= τ

(
∂λ(ei)⊗ λ(ej) + (−1)iλei ⊗ ∂λ(ej)

)
= τ ◦ λ (λ(ei)⊗ λ(ej))

= ∂ ◦ τ (λ(ei)⊗ λ(ej))

= ∂ ◦∆ (ei ⊗ ej) .

Como ∆ es un G−mapeo y ∂ es un G−mapeo o bien un (G × G)−mapeo según

corresponda, se sigue que ∂ y ∆ conmutan. Luego ∆ es una aproximación diagonal.
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Usando la aproximación diagonal ∆ : F→ F⊗ F y las bases que se introdujeron

en la sección 2.2, procedemos a calcular los productos cup involucrados. Notemos

que como ZG−módulos Z⊗ Z̃ = Z̃ y que Z̃⊗ Z̃ = Z.

Proposición 2.12.

1. A nivel de cociclos, el producto cup

H∗ (Z2 × Z2 ; Z)⊗H∗(Z2 × Z2 ; Z) ∪ // H∗(Z2 × Z2 ; Z)

está dado por:

α2n
i ∪ α2m

j = α
2(n+m)
i+j

α2n
i ∪ α2m−1

j = α
2(n+m)−1
i+j

α2n−1
i ∪ α2m−1

j = −α2(n+m)−2
i+j+1 − α2(n+m)−2

i+j+2

2. A nivel de cociclos, el producto cup

H∗
(
Z2 × Z2 ; Z̃

)
⊗H∗(Z2 × Z2 ; Z̃) ∪ // H∗(Z2 × Z2 ; Z)

está dado por:

β2n
i ∪ β2m

j = α
2(n+m)
i+j+1 + α

2(m+n)
i+j+2

β2n
i ∪ β2m−1

j = −α2(n+m)−1
i+j

β2n−1
i ∪ β2m−1

j = α
2(n+m)−2
i+j

3. A nivel de cociclos, el producto cup

H∗ (Z2 × Z2 ; Z)⊗H∗(Z2 × Z2 ; Z̃) ∪ // H∗(Z2 × Z2 ; Z̃)

está dado por:

α2n
i ∪ β2m

j = β
2(n+m)
i+j

α2n
i ∪ β2m−1

j = β
2(n+m)−1
i+j
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α2n−1
i ∪ β2m

j = β
2(n+m)−1
i+j+1 + β

2(m+n)−1
i+j+2

α2n−1
i ∪ β2m−1

j = −β2(n+m)−2
i+j

Demostración. Demostramos el caso

α2n−1
i ∪ β2m

j = β
2(n+m)−1
i+j+1 + β

2(m+n)−1
i+j+2 .

Debemos calcular

α2n−1
i ∪ β2m

j (el,2m+2n−1−l)

con 0 ≤ l ≤ 2m+ 2n− 1. Por un lado

α2n−1
i ∪ β2m

j (el,2m+2n−1−l) = α2n−1
i × β2m

j (∆ (el,2m+2n−1−l))

= α2n−1
i × β2m

j (τ (λ(el)⊗ λ(e2m+2n−i−l))) .

Notemos que α2n−1
i × β2m

j (ex1,x2 ⊗ ex3,x4) = 0 excepto en los casos

e2i+1,2n−1−(2i+1) ⊗ e2j+1,2m−(2j+1),

e2i+1,2n−1−(2i+1) ⊗ e2j+2,2m−(2j+2),

e2i+2,2n−1−(2i+2) ⊗ e2j+1,2m−(2j+1),

e2i+2,2n−1−(2i+2) ⊗ e2j+2,2m−(2j+2).

Por otro lado observamos que módulo multiplicación por algún elemento de G×G o

un entero, ex1,x2 ⊗ ex3,x4 es un sumando de ∆ (el,k)⇐⇒ l = x1 + x3, y k = x2 + x4.

Por lo tanto los elementos donde α2n−1
i × β2m

j es no cero son sumandos de

∆
(
e(2i+1)+(2j+1),2m+2n−1−(2i+1)−(2j+1)

)
,

∆
(
e(2i+1)+(2j+2),2m+2n−1−(2i+1)−(2j+2)

)
,

∆
(
e(2i+2)+(2j+2),2m+2n−1−(2i+2)−(2j+2)

)
.

Entonces debemos considerar tres elementos de la base de (F⊗F)2m+2n−1. Al evaluar

en estos tres elementos se tiene que:
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α2n−1
i ∪ β2m

j

(
e(2i+1)+(2j+1),2m+2n−1−(2i+1)−(2j+1)

)
=

=
(
α2n−1
i × β2m

j

)
◦∆

(
e(2i+1)+(2j+1),2m+2n−1−(2i+1)−(2j+1)

)
=
(
α2n−1
i × β2m

j

)
◦ τ

[(2i+1)+(2j+1)∑
r=0

(1, tr)er,(2i+1+2j+1−r)

⊗
2m+2n−1−(2i+1)−(2j+1)∑

s=0

(1, ts)es,(2m+2n−1−2i−1−2j−1−s)

]
=
(
α2n−1
i × β2m

j

) (
(−1)(2j+1)(2n−1−(2i+1))e2i+1,2n−1−(2i+1) ⊗ (t, 1)e2j+1,2m−(2j+1)

)
= (−1)2m(2n−1)1⊗ 1

= 1

Similarmente

α2n−1
i ∪ β2m

j

(
e(2i+1)+(2j+2),2m+2n−1−(2i+1)−(2j+2)

)
=

=
(
α2n−1
i × β2m

j

) (
(−1)(2j+2)(2n−1−2i−1)e2i+1,2n−1−(2i+1) ⊗ (t, 1)e2j+2,2m−(2j+2)

)
+
(
α2n−1
i × β2m

j

) (
(−1)(2j+1)(2n−1−2i−2)e2i+2,2n−1−(2i+2) ⊗ (1, t)e2j+1,2m−(2j+2)

)
= (−1)2m(2n−1)1⊗ 1− (−1)2m(2n−1)(−1)⊗ (−1)

= 0

y

α2n−1
i ∪ β2m

j

(
e(2i+2)+(2j+2),2m+2n−1−(2i+2)−(2j+2)

)
=

=
(
α2n−1
i × β2m

j

) (
(−1)(2j+2)(2n−1−2i−2)e2i+2,2n−1−(2i+2) ⊗ (1, t)e2j+2,2m−(2j+2)

)
= (−1)2m(2n−1)(−1)⊗ (−1)

= 1
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Luego se sigue que α2n−1
i ∪ β2m

j es tal que

e2(i+j+1),2m+2n−1−(2(i+j+1)) 7−→ 1

e2(i+j+2),2m+2n−1−(2(i+j+2)) 7−→ 1

y el resto de elementos de la base son mapeados a cero. Por lo tanto

α2n−1
i ∪ β2m

j = β2m+2n−1
i+j+1 + β2m+2n−1

i+j+2 .

El resto de los casos en cada inciso se demuestra de manera similar.

Notación:

Para q ≡ 0 ( mód 4 ) y p fijos, denotemos por αp,qi ∈ E
p,q
2 a la clase de cohomo-

loǵıa que corresponde al generador [αpi ] ∈ Hp (Z2 × Z2 ; Z). Aqúı i corre de 0

a n si p = 2n o bien de 0 a n− 1 si p = 2n+ 1.

Similarmente, para q ≡ 2 ( mód 4 ) y p fijos, denotemos por βp,qi ∈ Ep,q
2 a la

clase de cohomoloǵıa que corresponde al generador [βpi ] ∈ Hp(Z2 × Z2 ; Z̃).

Donde i corre de 0 a n− 1 si p = 2n o bien de 0 a n si p = 2n+ 1.

La estructura multiplicativa del término E∗,∗2 se sigue de la proposición anterior

y está dada por:

α2n,q
i ∪ α2m,q′

j = α
2(n+m),q+q′

i+j

α2n,q
i ∪ α2m−1,q′

j = α
2(n+m)−1,q+q′

i+j

α2n−1,q
i ∪ α2m−1,q′

j = −α2(n+m)−2,q+q′

i+j+1 − α2(n+m)−2,q+q′

i+j+2

β2n,q
i ∪ [β2m,q′

j = α
2(n+m),q+q′

i+j+1 + α
2(m+n),q+q′

i+j+2

β2n,q
i ∪ β2m−1,q′

j = −α2(n+m)−1,q+q′

i+j

β2n−1,q
i ∪ β2m−1,q′

j = α
2(n+m)−2,q+q′

i+j
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α2n,q
i ∪ β2m,q′

j = β
2(n+m),q+q′

i+j

α2n,q
i ∪ β2m−1,q′

j = β
2(n+m)−1,q+q′

i+j

α2n−1,q
i ∪ β2m,q′

j = β
2(n+m)−1,q+q′

i+j+1 + β
2(m+n)−1,q+q′

i+j+2

α2n−1,q
i ∪ β2m−1,q′

j = −β2(n+m)−2,q+q′

i+j

Más aún, no es dif́ıcil demostrar la siguiente proposición

Proposición 2.13. Las siguientes clases generan multiplicativamente al término

E∗,∗2 :

α2,0
0 , α2,0

1 ∈ E
2,0
2

α3,0
0 ∈ E

3,0
2

β1,2
0 ∈ E

1,2
2

β2,2
0 ∈ E

2,2
2

α0,4
0 ∈ E

0,4
2 .

Demostración. Se sigue de las tablas de multiplicar anteriores.
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2.4. El colapso de la sucesión espectral.

En esta sección demostramos que la sucesión espectral de Serre se colapsa. No-

temos que E∗,∗2 = E∗,∗3 y recordemos que el término E∗,∗2 está generado multiplica-

tivamente por las clases α2,0
0 , α2,0

1 , α3,0
0 , β1,2

0 , β2,2
0 , α0,4

0 . Por lo tanto, para determinar

d3 : E∗,∗3 → E∗,∗3 es suficiente conocer su efecto en los generadores. Es claro que

dr(α
2,0
0 ) = dr(α

2,0
1 ) = dr(α

3,0
0 ) = 0 para todo r ≥ 2. Más aún en la sección 3.1

mostramos que la sucesión exacta

1 // Diff0(K) // Diff(K) // Z2 × Z2
// 1 (2.2)

se escinde y por lo tanto, la fibración

BDiff0(K) // BDiff(K) π // BΓ(K).

s
��

(2.3)

posee una sección. Esto implica que d3(β1,2
0 ) = d3(β2,2

0 ) = 0. Luego, resta calcular

d3(α4,0
0 ).

Z 0 (Z2)2 Z2 (Z2)3 (Z2)2 (Z2)4 (Z2)3 (Z2)5 (Z2)4

α2,0
0

α2,0
1

α3,0
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·

0 Z2 Z2 (Z2)2 (Z2)2 (Z2)3 (Z2)3 (Z2)4 (Z2)4 · · ·

β1,2
0 β2,2

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·

α0,4
0

Z 0 (Z2)2 Z2 (Z2)3 (Z2)2 (Z2)4 (Z2)3 (Z2)5 (Z2)4

...
...

...
...

...

d3

Figura 2.2: Página E∗,∗2 asociada a la fibración 2.3.

Notemos que la inclusión SO(2) ⊂ Diff0(K) descrita en la sección 2.1 se extiende
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a una inclusión de O(2) en Diff(K), la cual manda una reflexión fija r ∈ O(2) en la

involución f . Luego tenemos el siguiente morfismo de sucesiones exactas cortas

Diff0(K) // Diff(K) // Z2 × Z2

SO(2) //

OO

O(2)

OO

// Z2

?�

i2

OO

donde i2 : Z2 → Z2 × Z2 es la inclusión en el segundo factor. Al pasar a espacios

clasificantes tenemos el mapeo de fibraciones:

BS1

��

' // BDiff0(K)

��
BO(2)

��

// BDiff(K)

��
BZ2

Bi2 // B(Z2 × Z2)

el cual induce un mapeo entre sucesiones espectrales. La sucesión espectral asociada

a la fibración de la izquierda es más simple de describir. La página E2 está dada por:

E∗,∗2 = H∗ (BZ2 ; H(CP∞ ; Z))

= H∗(Z2;Z[x])

donde |x| = 2 y la acción de Z2 = 〈r〉 en x está dada por r · x = −x. Recordemos

que

H∗(Z2 ; Z) =


Z si ∗ = 0

0 si ∗ es impar

Z2 si ∗ es par

Usando la resolución F , denotamos por

α2n
0 : F2n = ZG · e2n −→ Z

e2n 7−→ 1

al cociclo que genera a H2n(Z2 ; Z). Similarmente
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H∗(Z2 ; Z̃) =

Z2 si ∗ es impar

0 en otro caso

y denotamos por

β
2n−1

0 : F2n−1 = ZG · e2n−1 −→ Z
e2n−1 7−→ 1

al cociclo que genera a H2n−1(Z2 ; Z̃). La figura 2.3 muestra la página E∗,∗2 asociada

a la fibración

BS1 // BO(2) // BZ2 (2.4)

Usando la aproximación diagonal λ : F → F ⊗ F se pude demostrar fácilmente

la siguiente proposición.

Proposición 2.14.

1. A nivel de cociclos el producto cup

H∗(Z2 ; Z)⊗H∗(Z2 ; Z) ∪ // H∗(Z2 ; Z)

está dado por α2n
0 ∪ α2m

0 = α2n+2m
0 .

2. A nivel de cociclos el producto ∪

H∗(Z2 ; Z̃)⊗H∗(Z2 ; Z̃) ∪ // H∗(Z2 ; Z)

está dado por β
2n−1

0 ∪ β2m−1

0 = α2n+2m−2
0 .

3. A nivel de cociclos el producto ∪

H∗(Z2 ; Z)⊗H∗(Z2 ; Z̃) ∪ // H∗(Z2 ; Z̃)

está dado por α2n
0 ∪ β

2m−1

0 = β
2(n+m)−1

0 .
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Notación: Para q ≡ 0 ( mód 4 ) sea α2n,q
0 ∈ E2n,q

2 la clase en cohomoloǵıa que corres-

ponde a la clase [α2n
0 ] ∈ H2n(Z2 ; Z). Similarmente para q ≡ 2 (mód 4 ) sea β

2n−1,q

0 ∈
E2n−1,q

2 la clase en cohomoloǵıa que corresponde a la clase [β
2n−1

0 ] ∈ H2n−1(Z2 ; Z̃).

Proposición 2.15. La pagina E∗,∗2 asociada a la fibración 2.4 está generada multi-

plicativamente por:

α2,0
0 ∈ E

2,0
2

β
1,2

0 ∈ E
1,2
2

α0,4
0 ∈ E

0,4
2

Demostración. Es consecuencia de la proposición 2.14.

Z 0 Z2 0 Z2 0 Z2 0 Z2 0

ᾱ2,0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·

0 Z2 0 Z2 0 Z2 0 Z2 0 · · ·
β̄1,2 β̄3,2 := ᾱ2,0 · β̄1,2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 · · ·

ᾱ0,4

Z 0 Z2 0 Z2 0 Z2 0 Z2 0

...
...

...
...

...

d3 = 0

Figura 2.3: Página E∗,∗2 asociada a la fibración 2.4

Consideramos el mapeo

γ : F −→ F ⊗ F
en 7−→ e0 ⊗ en
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el cual es un mapeo de cadenas compatible con i2, es decir γ(t−) = i2(t)γ(−).

Proposición 2.16. Los morfismo inducidos por i2 en cohomoloǵıa:

i∗2 : H∗(Z2 × Z2 ; Z) −→ H∗(Z2 ; Z)

e

i∗2 : H∗(Z2 × Z2 ; Z) −→ H∗(Z2 ; Z)

están dados por

i∗2([α2n
i ]) =

[α2n
0 ] si i = 0

0 en otro caso

e

i∗2([β2n−1
i ]) =

[β
2n−1

0 ] si i = 0

0 en otro caso

respectivamente.

Demostración. Se sigue de la defición de morfismo inducido usando γ y la definición

de los cociclos correspondientes.

Corolario 2.17. El morfismo inducido en fibraciones por i2 : Z2 ↪→ Z2×Z2, induce

un morfismo entre sucesiones espectrales que denotamos por i∗2

i∗2 : E∗,∗2 → E∗,∗2

y que a nivel de generadores multiplicativos está dado por

α2,0
0 7−→ α2,0

0

α2,0
1 7−→ 0

α3,0
0 7−→ 0

β1,2
0 7−→ β

1,2

0

β2,2
0 7−→ 0

α0,4
0 7−→ α0,4

0
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Demostración. Se sigue de la proposición anterior.

Ahora bien, es un resultado clásico que la cohomoloǵıa entera de BO(2) (ver [6]

y [14]) es:

H∗ (BO(2) ; Z) =
Z[v2, v3, p4]〈

2v2, 2v3, v2p4 + v2
3

〉
donde los sub́ındices indican el grado de cada generador. Como la fibración 2.4 se

escinde dr(α
2,0
0 ) = dr(β

1,2

0 ) = 0 para todo r ≥ 2. Por otro lado sabemos que

H5 (BO(2) ; Z) = Z2

y de la sucesión espectral tenemos que

E
3,2

∞ = H5 (BO(2) ; Z) = Z2,

luego E
3,2

4 = Z2. Por lo tanto

d3 : E
0,4

3 −→ E
3,2

3

es cero y en particular d3(α0,4
0 ) = 0. Por lo tanto dr(α

0,4
0 ) = 0 para todo r ≥ 2.

Proposición 2.18. En la sucesión espectral asociada a la fibración

BDiff0(K) // BDiff(K) // BΓ(K)

para todo r ≥ 2

dr(α
0,4
0 ) = 0.

Demostración. Notemos que

β1,2
0 ∪ β

2,2
0 = α3,4

0 = α3,0
0 ∪ α

0,4
0 .

Como d3

(
β1,2

0 ∪ β
2,2
0

)
= 0, entonces

0 = d3

(
α3,0

0 ∪ α
0,4
0

)
= α3,0

0 ∪ d3(α0,4
0 ).
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Por otro lado

i∗2(α0,4
0 ) = α0,4

0 =⇒ i∗2
(
d3α

0,4
0

)
= d3i

∗
2

(
α0,4

0

)
= d3(α0,4

0 ) = 0,

luego d3(α0,4
0 ) ∈ Ker(i∗2) =

〈
α2,0

1 ∪ β
1,2
0 = β3,2

1

〉
⊂ E

3,2

3 , donde

i∗2 : (Z2)2 = E3,2
3 −→ E

3,2

3 = Z2.

Entonces hay dos posibilidades: d3(α0,4
0 ) = 0 ó d3(α0,4

0 ) = α2,0
1 ∪ β

1,2
0 . Si pasa esto

último se tiene que

0 = α3,0
0 ∪ d3(α0,4

0 ) = α3,0
0 ∪ α

2,0
1 ∪ β

1,2
0 ,

pero

α3,0
0 ∪ α

2,0
1 ∪ β

1,2
0 = α5,0

1 ∪ β
1,2
0 = β6,2

1 6= 0.

Por lo tanto d3(α0,4
0 ) = 0. Como la fibración se escinde d5(α0,4

0 ) = 0, luego

dr(α
0,4
0 ) = 0 para todo r ≥ 2.

Proposición 2.19. La sucesión espectral asociada a la fibración

BDiff0(K) // BDiff(K) // Γ(K)

se colapsa en la página E∗,∗2 , es decir

E∗,∗2 = E∗,∗∞ .

Demostración. Se sigue de que dr(α
2,0
0 ) = dr(α

2,0
1 ) = dr(α

3,0
0 ) = dr(β

1,2
0 ) = dr(β

2,2
0 ) =

dr(α
0,4
0 ) = 0 para todo r ≥ 2.

A pesar de que la sucesión espectral que converge a H∗ (BDiff(K) ; Z) se colapsa

en la página E∗,∗2 , no es posible deducir de ella la cohomoloǵıa de BDiff(K) puesto

que existen problemas de extensión, sin embargo sugiere que H∗ (BDiff(K) ; Z) =

H∗ (BZ2 ×BO(2) ; Z). En el sigiente caṕıtulo demostraremos que BDiff(K) tiene el

mismo tipo de homotoṕıa que BZ2 ×BO(2).
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Caṕıtulo 3

El tipo de homotoṕıa de BDiff(K)

En el caṕıtulo anterior demostramos que la sucesión espectral que converge a

H∗(BDiff(K) ; Z) se colapsa en la página E∗,∗2 , es decir E∗,∗2 = E∗,∗∞ . Sin embargo,

debido a problemas de extensión no es posible calcular la cohomoloǵıa entera de

BDiff(K) a partir del término E∗,∗∞ . El morfismo entre sucesiones espectrales inducido

por la inclusión de Z2 en el segundo factor de Z2 × Z2 y la página E∗,∗∞ sugieren

que H∗(BDiff(K)) = H∗(BZ2 × BO(2)) (ver sección 2.4). En la sección 1 de este

caṕıtulo demostramos que en efecto BDiff(K) es del mismo tipo de homotoṕıa que

BZ2 × BO(2). En la sección 2 se describen ejemplos sencillos de K−haces cuya no

trivialidad es detectada por clases caracteŕısticas en la cohomoloǵıa de BDiff(K) con

coeficientes en Z2.

3.1. El tipo de homotoṕıa de BDiff(K) .

Recordemos que la botella de Klein K es el cociente de S1 × I bajo la relación

de equivalencia (z, 0) ∼ (z, 1), el grupo Γ(K) está generado por las clases de los

difeomorfismos h y f donde f es reflexión y h es el giro de Dehn a lo largo de la

curva S1 × 1
2

(denotada por C ′) respectivamente. Denotamos por h : K → K al

difeomorfismo dado por h(z, t) = (−z, t), es decir al mapeo antipodal en las fibras

de K, ver figura 3.1. Es fácil ver que h y h son isotópicos y por lo tanto definen el

mismo elemento en Γ(K) .

45
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Figura 3.1: El difeomorfismo h.

Por otro lado, para 0 ≤ t ≤ 2, sea Rt : K→ K el difeomorfismo “rotación”dado por

Rt(z, s) = (z, s+ t) (ver figura 3.2). Notemos que

{Rt | 0 ≤ t ≤ 2} ≈ SO(2).

Más aún, Gramain [16] demostró que el mapeo

SO(2) −→ Diff0(K)

eiθ 7→ R θ
π

es una equivalencia homotópica. Notemos que h tiene orden dos, conmuta con f ,

con las rotaciones Rt y además f ◦Rt ◦ f = R−t.

Figura 3.2: Los difeomorfismos Rt.

Proposición 3.1. El grupo Z2 ×O(2) es un subgrupo de Diff(K).
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Demostración. Los difeomorfismos h, f, Rt determinan una inclusión Z2 × O(2) ⊂
Diff(K).

Teorema 3.2. Los espacios BZ2×BO(2) y BDiff(K) son del mismo tipo de homo-

toṕıa.

Demostración. La inclusión Z2 × O(2) ⊂ Diff(K) de la proposición anterior induce

el siguiente diagrama conmutativo

SO(2)

��

' // Diff0(K)

��
Z2 ×O(2) //

��

Diff(K)

��
Z2 × Z2 Z2 × Z2

s

cc

donde la sección de la derecha mapea a los generadores (1, 0) y (0, 1) de Z2×Z2 en los

difeomorfismos h y f respectivamente. Pasando a espacios clasificantes obtenemos

un mapeo de fibraciones

BSO(2) ' //

��

BDiff0(K)

��
BZ2 ×BO(2) //

��

BDiff(K)

��
B(Z2 × Z2) B(Z2 × Z2)

s

cc

el cual, mediante la sucesión exacta en homotoṕıa, implica que

πi (BZ2 ×BO(2)) ∼= πi (BDiff(K))

para todo i ≥ 0. Por lo tanto BZ2 ×BO(2) es débilmente equivalente a BDiff(K) y

por el teorema de Withehead concluimos que BZ2 ×BO(2) ' BDiff(K).
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Corolario 3.3. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Tenemos que

H∗(BDiff(K) ; R) ∼= H∗(BZ2 ×BO(2) ; R).

Demostración. Por el teorema anterior BDiff(K) y BZ2×BO(2) son del mismo tipo

de homotoṕıa, luego estos dos espacios tienen los mismos grupos de cohomoloǵıa.

En el caso en que R = Z2 tenemos:

Hp(BDiff(K) ; Z2) =

(Z2)(n+1)2 si p = 2n

(Z2)(n+1)(n+2) si p = 2n+ 1

y cuando R = Z tenemos:

Hp(BDiff(K) ; Z) =


Z+ (Z2)2n(n+1) si p = 4n

(Z2)2n(n+1) si p = 4n+ 1

(Z2)2(n+1)2 si p = 4n+ 2 o p = 4n+ 3
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3.2. Ejemplos de K-haces

Esta sección contiene ejemplos de K−haces cuya no trivialidad es detectada por

clases de cohomoloǵıa de H∗(BDiff(K);Z2). Recordemos que BDiff(K) ' BZ2 ×
BO(2) y para nuestros propósitos consideremos al espacio proyectivo RP∞ y a la

grassmanniana de 2−planos de R∞, denotada por G2(R∞), como representantes

homotópicos de BZ2 y BO(2) respectivamente, es decir BDiff(K) ' RP∞×G2(R∞).

Los espacios S∞ y la variedad de Stiefel de 2−planos de R∞, denotada por V2(R∞),

serán los representantes homotópicos de EZ2 y EO(2) respectivamente. Denotamos

por ζ al Z2 ×O(2)-haz universal

Z2 ×O(2) // S∞ × V2(R∞) // RP∞ ×G2(R∞)

y por ζ(K) al K−haz

K //
(
S∞ × V2(R∞)

)
×

Z2×O(2)
K // RP∞ ×G2(R∞).

Recordemos que la cohomoloǵıa módulo dos de BDiff(K) está generada por tres

clases: x1, ω1 y ω2, donde x1 es inducida por el factor BZ2 y ω1, ω2 por el factor

BO(2). Abusando de la notación, x1 también denotara al generador de H∗(BZ2;Z2)

aśı como ω1 y ω2 también denotaran a los generadores de H∗(BO(2);Z2).

3.2.1. K-haces sobre S1.

Existen, hasta por isomorfismo, cuatro K−haces con espacio base S1, los cuales

han sido descritos en [22] y son: el haz trivial, S1 ×
f
K, S1 ×

h

K y el haz S1 ×
fh

K. A

continuaciń explicamos que clases de H∗
(
BDiff(K) ; Z2

)
detectan estos haces.

1. Consideremos el mapeo

i1 : RP1 −→ RP∞ ×G2(R∞)
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que es inclusión en la primera coordenada y constante en la segunda y el cual

induce el siguiente diagrama conmutativo

Z2 ×O(2)

��

Z2 ×O(2)

��
i∗1
(
S∞ × V2(R∞)

)
//

��

S∞ × V2(R∞)

��
RP1 i1 // RP∞ ×G2(R∞).

Notemos que el pull-back i∗1
(
S∞×V2(R∞)

)
es S1×O(2) y al hacer construcción

de Borel con K obtenemos

(
S1 ×O(2)

)
×

Z2×O(2)
K = S1 ×

Z2

K

donde Z2 =
〈

[h]
〉
. Ahora bien, sabemos que el K−haz

K // S1 ×
h

K // S1

es no trivial y más aún

i∗1(x1) = y, i∗1(ω1) = i∗1(ω2) = 0

donde y ∈ H1(S1 ; Z2) es el generador. Entonces la no trivialidad del K−haz

inducido por i1 es detectada por la clase de cohomoloǵıa x1.

2. De manera similar consideremos el mapeo

i2 : RP1 −→ RP∞ ×G2(R∞)

que es constante en la primera coordenada y en la segunda es la inclusión de

S1 en la uno celda de G2(R∞) (vease [26]). El mapeo i2 induce el siguiente

diagrama conmutativo
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Z2 ×O(2)

��

Z2 ×O(2)

��
i∗2
(
S∞ × V2(R∞)

)
//

��

S∞ × V2(R∞)

��
RP1 i2 // RP∞ ×G2(R∞).

Es fácil ver que i∗2
(
S∞ × V2(R∞)

)
= Z2 × S1 × S1 y haciendo construcción

de Borel con K obtenemos

(
Z2 × S1 × S1

)
×

Z2×O(2)
K = S1 ×

Z2

K

donde Z2 = 〈 [f ] 〉. Sabemos que el K-haz

K // S1 ×
f
K // S1

que es no trivial y además

i∗2(x1) = 0 = i∗2(ω2), i∗2(ω1) = y.

Luego, la no trivialidad del haz S1×
f
K es detectada por ω1 ∈ H∗

(
BDiff(K) ; Z2

)
.

3. Combinemos los mapeos de los dos ejemplos anteriores, es decir consideremos

el mapeo

i1,2 : RP1 −→ RP∞ ×G2(R∞)

el cual es la inclusión de RP1 en cada una de las coordenadas. Notemos que

i1,2 no es homotópico a i1 ni a i2, luego el haz i∗1,2(ζ(K)) es diferente de S1×
h

K

y de S1 ×
f
K. Además no es el haz trivial pues

i∗1,2(x1) = y = i∗1,2(ω1), i∗1,2(ω2) = 0.
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Por lo tanto i∗1,2(ζ(K)) es el haz S1 ×
hf

K y la no trivialidad es detectada por las

las clases x1, ω1 ∈ H∗
(
BDiff(K) ; Z2

)
.

3.2.2. Otros ejemplos sencillos de K−haces.

Continuando con coeficientes mód 2 consideremos la sucesión exacta corta

1 // SO(2) i // O(2) // Z2
//

s

��
1

que se escinde y la cual induce la fibración de espacios clasificantes

CP∞ i // BO(2) π // RP∞

s

��

que admite una sección. No es dif́ıcil ver (por ejemplo en [24]) que al pasar a coho-

moloǵıa

i∗ : H∗
(
BO(2) ; Z2

)
= Z2[ω1, ω2] −→ H∗

(
CP∞ ; Z2

)
= Z2[x2]

ω1 7−→ 0

ω2 7−→ x2

π∗ : H∗
(
RP∞ ; Z2

)
= Z2[x1] −→ H∗

(
BO(2) ; Z2

)
= Z2[ω1, ω2]

x1 7−→ ω1

y por lo tanto s∗(ω1) = x1 ∈ H∗
(
RP∞ ; Z2

)
.

1. Dado n ≥ 1 sea i la composición de las inclusiones

CPn // CP∞ // BO(2).

La inclusión i induce el mapeo, también denotado por i:
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i : CPn −→ RP∞ ×G2(R∞)

que es constante en la primera coordenada y la inclusión en la segunda. El

pullback i∗(ζ(K)) es un K−haz con espacio base CPn que no es trivial pues

i∗(ω2) = x2, donde x2 ∈ H∗
(
CPn ; Z2

)
es el generador del anillo de coho-

moloǵıa. Entonces la no trivialidad de este haz es detectada por la clase

ω2 ∈ H∗
(
BDiff(K) ; Z2

)
.

2. Similarmente, denotemos por s a la inclusión de RPn en RP∞ seguido de la

sección s, es decir la composición de los mapeos

RPn // RP∞ s // BO(2).

El pullback s∗(ω1) es x1, el generador del anillo de cohomoloǵıa H∗
(
RPn ; Z2

)
.

El mapeo s induce el mapeo

s : RPn −→ RP∞ ×G2(R∞)

que es constante en la primera coordenada y s en la segunda. Entonces, el

K−haz s∗(ζ(K)) con espacio base RPn es no trivial y la no trivialidad es de-

tectada por la clase ω1 ∈ H∗
(
BDiff(K) ; Z2

)
.

3. El ejemplo 1 de la sección 3.2.1 se puede generalizar. Para n ≥ 1 sea i1 el

mapeo:

i1 : RPn −→ RP∞ ×G2(R∞)

que es inclusión en la primera coordenada y constante en la segunda. Notemos

que el espacio total del pullback i∗1(ζ) es Sn×O(2) donde la acción de Z2×O(2)

es como sigue: la acción de Z2 en Sn es la antipodal y en O(2) es trivial, la

acción de O(2) es trivial en Sn y es multiplicación por la derecha en O(2).

Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
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Z2 ×O(2)

��

Z2 ×O(2)

��
Sn ×O(2) //

��

S∞ × V2(R∞)

��
RPn i1 // RP∞ ×G2(R∞)

del cual, al hacer construcción de Borel, obtenemos el mapeo de haces fibrados:

K

��

K

��(
Sn ×O(2)

)
×

Z2×O(2)
K //

��

(
S∞ × V2(R∞)

)
×

Z2×O(2)
K

��
RPn i1 // RP∞ ×G2(R∞).

Es fácil ver que

(
Sn ×O(2)

)
×

Z2×O(2)
K ≈ Sn ×

Z2

K,

además el morfismo en cohomoloǵıa

i∗1 : H∗
(
RP∞ ×G2(R∞) ; Z2

)
−→ H∗

(
RPn ; Z2

)
es tal que

i∗1(ω1) = 0 = i∗1(ω2), i∗1(x1) = x1.

Por lo tanto el K−haz

K // Sn ×
Z2

K // RPn

es no trivial y la no trivialidad es detectada por la clase de cohomoloǵıa x1 ∈
H∗
(
BDiff(K) ; Z2

)
.
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4. Sea k ≥ 3 y recordemos que la inclusión

j : G2(R2+k) −→ G2(R∞)

induce un isomorfismo

j∗ : Hp
(
G2(R∞)

)
−→ Hp

(
G2(R2+k)

)
para p < k con cualquiera coeficientes. Más aún H∗

(
G2(R2+k) ; Z2

)
está gene-

rada por las clases de Stiefel-Whitney asociadas al haz canónico γ2 y que aqúı

denotamos por µ1 y µ2, aśı como por las clases duales µ1, . . . , µk sujetas a las

2 + k relaciones

(1 + µ1 + µ2)(1 + µ1 + · · ·+ µk) = 1,

(ver ejercicios 6−B y 7−B de [26]). Entonces, con coeficientes en Z2 tenemos

que

j∗(ω1) = µ1, j∗(ω2) = µ2.

Para k ≥ 3 consideremos el mapeo

j2 : G2(R2+k) −→ RP∞ ×G2(R∞)

el cual es constante en la primera coordenada y j en la segunda. Notemos que

el espacio total del pullback j∗2(ζ) es Z2 × V2(R2+k). Por lo tanto tenemos el

siguiente diagrama conmutativo:

Z2 ×O(2)

��

Z2 ×O(2)

��
Z2 × V2(R2+k) //

��

S∞ × V2(R∞)

��
G2(R2+k)

j2 // RP∞ ×G2(R∞).

Al pasar a construcción de Borel con K obtenemos:
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K

��

K

��(
Z2 × V2(R2+k)

)
×

Z2×O(2)
K //

��

(
S∞ × V2(R∞)

)
×

Z2×O(2)
K

��
G2(R2+k)

j2 // RP∞ ×G2(R∞)

donde

(
Z2 × V2(R2+k)

)
×

Z2×O(2)
K = V2(R2+k) ×

O(2)
K.

El morfismo inducido en cohomoloǵıa

j∗2 : H∗
(
RP∞ ×G2(R∞) ; Z2

)
−→ H∗

(
G2(R2+k) ; Z2

)
satisface que

j∗2(x1) = 0, j∗2(ω1) = µ1, j∗2(ω2) = µ2,

de donde concluimos que el K−haz

K // V2(R2+k) ×
O(2)

K // G2(R2+k)

es no trivial y la no trivialidad es detectada por las clases de cohomoloǵıa

ω1, ω2 ∈ H∗
(
BDiff(K) ; Z2

)
.



Caṕıtulo 4

La cohomoloǵıa de Γq(K)

El objetivo de este caṕıtulo es calcular la cohomoloǵıa mód 2 de Γq(K), el grupo

modular de la botella de Klein K con q puntos marcados. Recordemos que Γq(K) :=

π0(Diff(K; q)) donde Diff(K; q) denota el grupo de difeomorfismos de K que dejan

invariante a un conjunto fijo de q puntos distintos de K. Por otro lado, denotamos por

Fq(M) al espacio de configuraciones desordenadas de M dado por {(m1, . . . ,mq) ∈
M q | mi 6= mj si i 6= j}, equipado con la acción natural del grupo simétrico Σq.

Notemos que Diff(K) actúa diagonalmente en Fq(K) y por lo tanto en el espacio de

configuraciones desordenadas Fq(K)/Σq. En la sección 1 demostramos que el espacio

EDiff(K) ×
Diff(K)

Fq(K)/Σq

es un espacio Eilenberg-MacLane K(Γq(K), 1). En la sección 2, usamos la sucesión

espectral de Serre asociada a la fibración

Fq(K)/Σq
// E
(
Z2 ×O(2)

)
×

Z2×O(2)
Fq(K)/Σq

// B
(
Z2 ×O(2)

)
para calcular la cohomoloǵıa mód 2 de

EDiff(K) ×
Diff(K)

Fq(K)/Σq

es decir la cohomoloǵıa mód 2 de Γq(K). En la sección 3 recordamos como calcular

la homoloǵıa mód 2 de los espacios de configuraciones y demostramos un teorema

que se usa en la sección 2.

57
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4.1. Un espacio K(π,1) para Γq(K)

El objetivo de está sección es usar la equivalencia Diff(K) ' Z2 × O(2) para

construir espacios Eilenberg-Maclane K(π, 1) para el grupo modular Γq(K).

Notemos que Diff(K) actúa en el espacio de configuraciones desordenadas Fq(K)/Σq

donde la acción está dada por evaluación, es decir:

θ : Diff(K)× Fq(K)/Σq −→ Fq(K)/Σq(
f, [x1, . . . , xq]

)
7−→ [f(x1), . . . , f(xq)]

Más aún está acción es transitiva y si x1, . . . , xq ∈ K son q puntos distintos de K,

entonces el estabilizador de [x1, . . . , xq] ∈ Fq(K)/Σq es Diff(K; q), el subgrupo de

difeomorfismos de K que deja invariante al conjunto {x1, . . . , xq}.

Por otro lado, recordemos el siguiente par de resultados conocidos.

Lema 4.1. Sea G un grupo topológico actuando transitivamente en X. Elijase un

punto base x0 ∈ X y sea p : G → X el mapeo evaluación, dado por g 7→ g · x0.

Sea H el subgrupo de isotroṕıa (estabilizador) de x0. Si G es compacto, o si p :

G→ X es abierto, entonces el mapeo inducido G/H → X es un homeomorfismo de

G−espacios.

Teorema 4.2. Bajo las condiciones del lema anterior

EG×
G
X ' BH.

Demostración. Por el lema anterior X es homeomorfo a G/H. Entonces basta de-

mostrar que EG ×
G
X ' BH. En efecto, notemos que H actúa libremente en EG

y por lo tanto EG/H es un modelo para el espacio clasificante BH. Ahora bien, el

mapeo

γ : EG×
G

(G/H) −→ EG/H

[e, g ·H] 7−→ [e · g]
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es continuo y más aún biyectivo con inversa continua

α : EG/H −→ EG×
G

(G/H)

[e] 7−→ [e, 1 ·H]

por lo tanto EG×
G

(G/H) ' BH y el teorema se sigue.

Por el lema anterior tenemos que Diff(K)/Diff(K; q) ≈ Fq(K)/Σq, luego del teo-

rema 4.2 se sigue que

EDiff(K) ×
Diff(K)

Fq(K)/Σq ' BDiff(K; q).

Proposición 4.3. El grupo fundamental del espacio

EDiff(K) ×
Diff(K)

Fq(K)/Σq (4.1)

es isomorfo a Γq(K).

Demostración. De la sucesión exacta en homotoṕıa de la fibración

Diff(K; q) // EDiff(K; q) // BDiff(K; q)

se sigue que π1(BDiff(K; q)) ∼= π0(Diff(K; q)) ∼= Γq(K). Luego

π1(EDiff(K) ×
Diff(K)

Fq(K)/Σq) ∼= π1(BDiff(K; q)) ∼= Γq(K).

Aśı, para ver que el espacio en cuestión es un K(π, 1), resta demostrar que:

πi
(
EDiff(K) ×

Diff(K)
Fq(K)/Σq

)
= 0 ∀ i ≥ 2.
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Esto se hará por inducción sobre q. Con el objetivo de tener una descripción más

sencilla del espacio (4.1) recordemos que la inclusión Z2 × O(2) ↪→ Diff(K) induce

una equivalencia homotópica, la cual induce un mapeo de fibraciones

Fp(K)/Σq

��

Fq(K)/Σq

��
E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
Fq(K)/Σq

//

��

EDiff(K) ×
Diff(K)

Fq/Σq

��
B(Z2 ×O(2)) ' // BDiff(K)

de donde se sigue que

E(Z2 ×O(2)) ×
Z2×O(2)

Fq(K)/Σq ' EDiff(K) ×
Diff(K)

Fq(K)/Σq.

Lema 4.4. El espacio

E(Z2 ×O(2)) ×
Z2×O(2)

K

es un espacio de Eilenberg-MacLane K(π, 1).

Demostración. La fibración

K // E(Z2 ×O(2)) ×
Z2×O(2)

K // B(Z2 ×O(2))

induce la sucesión exacta larga en homotoṕıa:

· · · // πi(K) // πi
(
E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
K
)

// πi
(
B(Z2 ×O(2))

)
// · · ·

Como πi(K) es trivial para i ≥ 2 y πi
(
B(Z2 ×O(2))

)
= 0 para i ≥ 3, entonces

πi
(
E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
K
)

= 0

para i ≥ 3. Notemos que



4.1. Un espacio K(π,1) para Γq(K) 61

π2

(
E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
K
)

es trivial si y solo si el morfismo de conexión δ

0 // π2

(
E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
K
)

// π2

(
B(Z2 ×O(2)

)
δ

// π1(K) // π1

(
E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
K
)

// π(BZ2 ×BØ(2))

es inyectivo. Sea [α] ∈ π2

(
B(Z2 × O(2))

)
= π2(BZ2) × π2(BO(2)). Sin pérdida de

generalidad podemos suponer que α es constante en la primera coordenada, es decir,

α está dado por un mapeo α′ : S2 −→ BO(2). Por otro lado sea ∂′ : π2BO(2) →
π1O(2) el morfismo de conexión de la sucesión exacta en homotoṕıa asociada a la

fibración

O(2) // EO(2) // BO(2),

y consideremos el elemento ∂′[α′] ∈ π1(O(2)).

Notemos que ∂′[α′] está representado por un lazo ∂′α′ : I → SO(2). Usando la

definición de ∂ y ∂′ deducimos que ∂[α] está representado por el lazo

∂α : I −→ K

t 7−→ ∂α(t) = ∂′α′(t)(x0)

donde x0 ∈ K es el punto base. Es decir, ∂α es el lazo que resulta de la composición

I ∂′α′ // SO(2) �
� // Diff0(K)

evx0 // K

donde evx0 el mapeo evaluación en x0. Al pasar a grupos fundamentales, el morfismo

inducido por evx0 es inyectivo (ver [16]) al igual que ∂′, por lo tanto concluimos que

∂ es inyectivo.

A continuación recordemos un par de resultados útiles sobre espacios de configu-

raciones . Sea M una variedad y denotemos por M q a el producto cartesiano de M
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consigo mismo q veces. Las proyecciones naturales

pi : M q −→M q−1

que eliminan la i−ésima coordenada se restringen a mapeos a nivel de espacios de

configuraciones ordenadas. Más aún,

Teorema 4.5 (Fadell-Nuewirth). Si M es una variedad sin frontera, la proyección

natural

pi : Fk(M)→ Fk−1(M)

es una fibración con fibra M \ Qk−1, donde Qk−1 ⊂ M es un conjunto de car-

dinalidad k − 1, que corresponde al punto base, dado por una configuración fija

(m1, . . . ,mk−1) ∈ Fk−1(M).

Demostración. Ver [12].

Teorema 4.6. Si M es una superficie que no es homeomorfa a S2 o al plano pro-

yectivo RP2, entonces Fq(M) y Fq(M)/Σq son espacios K(π, 1).

Demostración. Ver [21].

Usando los resultados anteriores podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 4.7. El espacio E(Z2 ×O(2)) ×
Z2×O(2)

Fq(K) es un espacio K(π, 1).
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Demostración. Consideremos la fibración de Fadell-Neuwirth dada por proyección

en la primera coordenada

K \Q1
// F2(K) // F1(K) = K.

Pasando a construcciones de Borel, tenemos la fibración:

K \Q1
// E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
F2(K) // E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
F1(K).

Como K\Q1 es un espacio K(π, 1) aśı como E(Z2×O(2)) ×
Z2×O(2)

F1(K), de la sucesión

exacta larga en homotoṕıa se sigue que

E(Z2 ×O(2)) ×
Z2×O(2)

F2(K)

es un espacio K(π, 1). Procediendo por inducción y usando la fibración

K \Qq−1
// E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
Fq(K) // E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
Fq−1(K)

concluimos que la construcción de Borel

E(Z2 ×O(2)) ×
Z2×O(2)

Fq(K)

es un espacio Eilenberg-MacLane K(π, 1).

Como consecuencia del teorema 4.7 obtenemos el resultado principal de esta sección.

Teorema 4.8. El espacio EDiff(K) ×
Diff(K)

Fq(K)/Σq es un espacio de Eilenberg-

MacLane K(Γq(K), 1).

Demostración. Consideremos el recubrimiento

Σq
// Fq(K) // Fq(K)/Σq
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el cual pasando a construcciones de Borel induce la fibración

Σq
// E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
Fq(K) // E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
Fq(K)/Σq.

Como Σq es discreto y

E(Z2 ×O(2)) ×
Z2×O(2)

Fq(K)

es un espacio de Eilenberg-MacLane K(π, 1), el resultado se sigue de la sucesión

exacta larga en homotoṕıa y de la equivalencia homotópica

E(Z2 ×O(2)) ×
Z2×O(2)

Fq(K)/Σq ' EDiff(K) ×
Diff(K)

Fq(K)/Σq.

Hemos obtenido una fibración

Fq(K)/Σq
// E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
Fq(K)/Σq

// B(Z2 ×O(2))

cuya sucesión exacta en homotoṕıa se reduce a

1 // Z // Bq(K) // Γq(K) // Z2 × Z2
// 1

proporcionando aśı una relación entre el grupo Γq(K) y el grupo de trenzas en q

cuerdas de K, Bq(K).

Corolario 4.9. El grupo modular Γq(K) es una extensión de Z2 × Z2 por Bq(K)/Z,

es decir tenemos una sucesión exacta corta

1 // Bq(K)/Z // Γq(K) // Z2 × Z2
// 1.

donde Bq(K) es el grupo de trenzas de K y Z es generado por la trenza que da un

giro completo a K.
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Demostración. Es consecuencia de la suceción exacta en homotoṕıa asociada a la

fibración:

Fq(K)/Σq
// E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
Fq(K)/Σq

// B(Z2 ×O(2)).
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4.2. La cohomoloǵıa mód 2 de Γq(K)

Recordemos que la botella de Klein K es el cociente de S1 × S1 por la acción

de Z2 = 〈τ〉, dado por τ(u, v) = (−u, v), es decir la acción antipodal en la primera

coordenada y conjugación en la segunda. También recordemos que existe una acción

natural de Z2 ×O(2) en K dada por

Θ1 : Z2 × K −→ K

(τ, [u, v]) 7−→ [u,−v]

y por

Θ2 : O(2)× K −→ K

(A, [u, v]) 7−→ [A · u, detA · v]

En el resto de la sección será conveniente pensar a K como el espacio cociente

S1 ×
Z2

RP1, aśı como identificar explicitamente la accón de Z2 × O(2). Para esto

recordemos que S1 ≈ RP1, donde el homeomorfismo es

S1 −→ RP1

(cos θ, sen θ) 7−→ [cos
θ

2
, sen

θ

2
].

Más aún, este homemorfismo es Z2 = 〈τ〉 equivariante, donde Z2 actúa por conju-

gación en S1 y en RP1 por:

τ · [cosφ, r senφ] = [cosφ,−r senφ].

Luego, existe un homeomorfismo
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K = S1 ×
Z2

S1
∼= // S1 ×

Z2

RP1

donde la acción en el primer factor de S1×RP1 es la antipodal. La acción de Z2×O(2)

en K ∼= S1 ×
Z2

RP1 se ve ahora como

Θ1 : Z2 × K −→ K(
τ,
[
u, [cosφ, senφ]

])
7−→

[
u,
[

cos
(π

2
+ φ
)
, sen

(π
2

+ φ
) ]]

y

Θ2 : O(2)× K −→ K(
A,
[
u, [cosφ, senφ]

])
7−→

[
Au,

[
cos
(

(1− detA)
π

2
+ φ
)
, sen

(
(1− detA)

π

2
+ φ
)] ]

Luego, el grupo Z2 × O(2) actúa diagonalmente (v́ıa Θ1 y Θ2) en el espacio de

configuraciones Fq(K)/Σq. De la sección 4.1 sabemos que la construcción de Borel

E(Z2 ×O(2)) ×
Z2×O(2)

Fq(K)/Σq

es un espacio K(π, 1) para el grupo modular Γq(K). Por lo tanto, podemos calcular la

cohomoloǵıa de Γq(K) usando la sucesión espectral de Serre asociada a la fibración:

Fq(K)/Σq
// E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
Fq(K)/Σq

// B(Z2 ×O(2)) (4.2)

A partir de ahora trabajaremos con cohomoloǵıa con coeficientes en Z2.

Teorema 4.10. La sucesión espectral de Serre en cohomoloǵıa mód 2 asociada a la

fibración 4.2, colapsa en la página E∗,∗2 .
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Demostración. Notemos que la acción de Z2 en S1 × RP1 se puede extender a una

acción libre de Z2 en S∞ × RP∞ como sigue. Sea (x1, x2, . . . ) ∈ S∞ ⊆ R∞ y sea

[r cosφ, r senφ, y3, . . . ] ∈ RP∞. Definimos la acción de 〈τ〉 en S∞ × RP∞ por:

τ ·
(
(x1, x2, . . . ); [r cosφ, r senφ, y3, . . . ]

)
=
(
−(x1, x2, . . . ); [r cosφ,−r senφ, y3, . . . )

)
.

Luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo

S1 × RP1 //

��

S∞ × RP∞

��
K = S1 ×

Z2

RP1 // S∞ ×
Z2

RP∞

donde los mapeos horizontales son inclusiones y los verticales son las proyecciones

canónicas.

Por otro lado, la acción de Z2 × O(2) en K se extiende a S∞ ×
Z2

RP∞. En efecto,

si Z2 = 〈τ〉, A ∈ O(2), (x1, x2, . . . ) ∈ S∞ ⊆ R∞ y [r cosφ, r senφ, y3, . . . ] ∈ RP∞,

definimos:

A ·
[
(x1, x2, . . . ); [r cosφ, r senφ, y3, . . . )

]
=

=

[(
A(x1, x2), x3, . . .

)
;
[
r cos

(
(1− detA)

π

2
+ φ
)
, r sen

(
(i− detA)

π

2
+ φ
)
, y3, . . .

]]
y

τ ·
[
(x1, x2, . . . ); [r cosφ, r senφ, y3, . . . ]

]
=

[(
x1, x2, . . .

)
;
[
r cos

(π
2

+ φ
)
, r sen

(π
2

+ φ
)
, y3, . . .

]]

Más aún Z2 × O(2) actúa diagonalmente en los espacios de configuraciones de K y

de S∞ ×
Z2

RP∞ de forma que la inclusión

Fq(K)/Σq
� � // Fq(S

∞ ×
Z2

RP∞)/Σq

es Z2 ×O(2) equivariante. Esta inclusión induce un mapeo de haces fibrados:
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Fq(K)/Σq
� � //

��

Fq(S
∞ ×
Z2

RP∞)/Σq

��
E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
Fq(K)/Σq

//

��

E(Z2 ×O(2)) ×
Z2×O(2)

Fq(S
∞ ×
Z2

RP∞)/Σq

��
B(Z2 ×O(2)) B(Z2 ×O(2))

y por lo tanto un morfismo entre las correspondientes sucesiones espectrales. En la

sección 4.4 probaremos que la inclusión en fibras induce un epimorfismo en cohomo-

loǵıa y la siguiente proposición demuestra que el haz de la derecha es homotópica-

mente trivial. Estos dos hechos implican que la acción de π1 (B(Z2 ×O(2))) en

H∗
(
Fq(S

∞ ×
Z2

RP∞)/Σq ; Z2

)
es trivial, y más aún, que la acción de π1 (B(Z2 ×O(2))) en

H∗ (Fq(K)/Σq ; Z2)

también es trivial. Como los sistemas de coeficientes locales en ambos haces son

triviales y la inclusión en fibras induce un epimorfismo en cohomoloǵıa, se sigue que

la sucesión espectral de Serre asociada al haz de la izquierda colapsa en la pagina

E∗,∗2 .

Proposición 4.11. Para q ≥ 1 el haz fibrado:

Fq(S
∞ ×
Z2

RP∞)/Σq
// E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
Fq(S

∞ ×
Z2

RP∞)/Σq
// B(Z2 ×O(2))

es homotópicamente trivial.

Demostración. Notemos que de un resultado clásico de J. Birman (Teorema 1 en

[3]) se sigue que la inclusión
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Fq(S
n ×
Z2

RPn) ↪→ (Sn ×
Z2

RPn)q

induce un isomorfismo a nivel de grupos de homotoṕıa πr con r < 2n − 1. Aqúı la

acción de Z2 en Sn×RPn es la restricción de la acción de Z2 en S∞×RP∞. Pasando

al limite cuando n→∞ tenemos que

Fq(S
∞ ×
Z2

RP∞) −→ (S∞ ×
Z2

RP∞)q

es una equivalencia homotópica Σq−equivariante. Por lo tanto, el mapeo inducido

en construcciones de Borel

EΣq ×
Σq
Fq(S

∞ ×
Z2

RP∞) −→ EΣq ×
Σq

(S∞ ×
Z2

RP∞)q

es una equivalencia homotópica, Z2 × O(2) equivariante con respecto a la acción

diagonal en el segundo factor.

Por otro lado la proyección en el segundo factor

EΣq ×
Σq
Fq(S

∞ ×
Z2

RP∞) −→ Fq(S
∞ ×
Z2

RP∞)/Σq

también es una equivalencia homotópica Z2 ×O(2) equivariante.

Las dos equivalencias homotópicas descritas arriba inducen las siguientes equi-

valencias entre haces fibrados:

Fq(S∞ ×
Z2

RP∞)/Σq

��

EΣq ×
Σq

Fq(S∞ ×
Z2

RP∞)
'oo

��
E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
Fq(S∞ ×

Z2

RP∞)/Σq

��

E(Z2 ×O(2)) ×
Z2×O(2)

[
EΣq ×

Σq

Fq(S∞ ×
Z2

RP∞)
]'oo

��
B(Z2 ×O(2)) B(Z2 ×O(2))

y
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EΣq ×
Σq

Fq(S∞ ×
Z2

RP∞)
' //

��

EΣq ×
Σq

(S∞ ×
Z2

RP∞)q

��
E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)

[
EΣq ×

Σq

Fq(S∞ ×
Z2

RP∞)
] ' //

��

E(Z2 ×O(2)) ×
Z2×O(2)

[
EΣq ×

Σq

(S∞ ×
Z2

RP∞)q
]

��
B(Z2 ×O(2)) B(Z2 ×O(2))

Aśı, para probar el teorema basta probar que el haz con fibra EΣq ×
Σq

(S∞ ×
Z2

RP∞)q

es homotópicamente trivial. Consideremos el mapeo

s : (S∞ ×
Z2

RP∞)t −→ S∞ ×
Z2

RP∞

[(x1, x2, . . . ); (y1, y2, . . . )] 7−→ [(0, 0, x1, x2, . . . ); (0, 0, y1y2, . . . )]

donde (S∞ ×
Z2

RP∞)t denota a S∞ ×
Z2

RP∞ con la acción trivial de Z2 ×O(2).

Notemos que s es Z2 × O(2) equivariante y más aún es una equivalencia ho-

motópica. En efecto, notemos que el haz fibrado natural dado por proyección en la

primera coordenada

RP∞ // S∞ ×
Z2

RP∞ // RP∞

tiene una sección, de donde se sigue que S∞ ×
Z2

RP∞ es un K(Z2 × Z2, 1). Por otro

lado el mapeo s induce un mapeo de haces fibrados

RP∞ s̃ //

��

RP∞

��
(S∞ ×

Z2

RP∞)t
s //

��

(S∞ ×
Z2

RP∞)

��
RP∞ s // RP∞

donde s̃ y s están dados por recorrer las primeras dos coordenadas. Los morfismos

inducidos por s̃ y s en grupos fundamentales son no triviales. De aqúı se sigue que
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s induce isomorfismo en grupos fundamentales y por lo tanto es una equivalencia

homotópica.

El mapeo sq induce una equivalencia de haces fibrados

EΣq ×
Σq

(S∞ ×
Z2

RP∞)qt
1×sq //

��

EΣq ×
Σq

(S∞ ×
Z2

RP∞)q

��
E(Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)

[
EΣq ×

Σq

(S∞ ×
Z2

RP∞)qt
]

//

��

E(Z2 ×O(2)) ×
Z2×O(2)

[
EΣq ×

Σq

(S∞ ×
Z2

RP∞)q
]

��
B(Z2 ×O(2)) B(Z2 ×O(2))

donde el haz fibrado de la izquierda es trivial, pues la acción de Z2×O(2) en la fibra

es trivial. Por lo tanto el haz de la derecha es trivial.

Como consecuencia del teorema 4.10 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.12. Para q ≥ 1, existe un isomorfismo de álgebras

H∗ (Γq(K) ; Z2) ∼= H∗
(
E (Z2 ×O(2)) ×

Z2×O(2)
Fq(K)/Σq ; Z2

)
∼= H∗ (B(Z2 ×O(2)) ; Z2))⊗H∗ (Fq(K)/Σq ; Z2)

Demostración. Es consecuencia de que la sucesión espectral de Serre asociada al haz

fibrado 4.2 colapsa en la página E2, el grupo fundamental de B(Z2 × O(2)) actúa

trivialmente en H∗(Fq(K)/Σq ; Z2) y que los coeficientes son Z2.

El teorema anterior demuestra que la cohomoloǵıa mód 2 de Γq(K) está determi-

nada por la cohomoloǵıa de Fq(K)/Σq.
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4.3. La homoloǵıa de los espacios de configura-

ciones.

En esta sección recordamos la descripcción de la homoloǵıa mód 2 del espacio

de configuraciones Fq/Σq como funtor de H∗(M ;Z2), en el caso en que M es una

variedad compacta de dimensión m. La idea es describir a H∗
(
Fq(M)/Σq ; Z2

)
como

parte de la homoloǵıa de un espacio más grande conocido como espacio de configura-

ciones etiquetadas. A lo largo de toda la sección usamos homoloǵıa con coeficientes

en Z2.

Definición 4.1. Sea M una variedad compacta y X un CW−complejo con punto

base ∗. El espacio de configuraciones etiquetadas C(M ;X) se define como el cociente

C(M ;X) =
(∐
j≥1

Fj(M) ×
Σj
Xj
)
� ∼

donde la relación ∼ es generada por

(m1, . . . ,mj;x1, . . . , xj) ∼ (m1, . . . ,mj−1;x1, . . . , xj−1),

si xj = ∗.

Los espacios de configuraciones etiquetadas aparecen en [4], [25] y [5] como mo-

delos de espacios de mapeos. En nuestro caso consideraremos a X = Sn. El espacio

C(M ;X) está filtrado por espacios cerrados

Cq(M ;X) =
( q∐
j≥1

Fj(M) ×
Σj
Xj
)
� ∼ .

El espacio C0(M ;X) es el punto base y C1(M ;X) = M ∧ X = (M × X)/M × ∗.
Las inclusiones Cq−1(M ;X) ↪→ Cq(M ;X) son cofibraciones, ver [23]. Sus fibras se

denotan usualmente por Dq(M ;X). Esta filtración se escinde de manera estable, i.e

para X conexo hay una equivalencia natural

Q(C(M ;X))
'−→

∞∏
q=1

Q(Dq(M ;X))
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donde Q = Ω∞Σ∞ y la cual generaliza la descomposición de Snaith, vea [4],[8],

[32],[5]. Una consecuencia de esta descomposición estable, ver [5], [21], es que existe

un isomorfismo en homoloǵıa reducida:

H̃iC(M ;X) ∼=
∞⊕
q=1

H̃iDq(M ;X).

Por otro lado el siguiente lema se demuestra en [5].

Lema 4.13. Considere el siguiente haz vectorial natural sobre el espacio de confi-

guraciones

ωq : Rq // Fq(M) ×
Σq
Rq // Fq(M)/Σq.

Entonces Dq(M ;Sn) ' Th(nωq), es decir, el espacio de Thom de nωq = ωq⊕· · ·⊕ωq.

El lema anterior implica que las homoloǵıas de Fq(M)/Σq y de Dq(M ;Sn) están

estrechamente relacionadas. A saber, por el teorema del isomorfismo de Thom tene-

mos que

H∗
(
Fq(M)/Σq

) ∼= H∗+qn
(
Dq(M ;Sn)

)
.

Entonces el calculo de la homoloǵıa de Fq(M)/Σq es equivalente a calcular la homo-

loǵıa de Dq(M ;Sn), la cual se obtiene de la homoloǵıa de C(M ;Sn) como se observa

a continuación.

Teorema 4.14. Existe un isomorfismo de espacios vectoriales graduados

Θ : H∗
(
C(M ;Sn) ; Z2

) ∼= m⊗
q=0

H∗
(
Ωm−qSm+n ; Z2

)⊗βq
donde βq es el q−ésimo número de Betti de M , es decir βq = dimHq(M ; Z2).

Demostración. Ver [5].
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El isomorfismo Θ del teorema anterior depende de una descomposición en asas

de M y es natural con respecto a encajes que preservan la descomposición en asas

(ver [5]).

A continuación recordemos la homoloǵıa mód 2 de los espacios de lazos iterados

Ωm−qSm+n, vea [9]. Sabemos que existen operaciones en homoloǵıa mód 2 conocidas

como operaciones de Dyer-Lashof

Qi : Hq(Ω
nX) −→ H2q+i(Ω

nX), 0 ≤ i ≤ n− 1,

que son naturales con respecto a mapeos de espacios de n−lazos, Ωnf : ΩnX → ΩnY .

Más aún, dichas operaciones son lineales si 0 ≤ i < n−1. Por otro lado, la suspensión

de Freudenthal Eq : Sn −→ ΩqSn+q induce un monomorfismo en homoloǵıa con

xn = Eq
∗(un), donde un es la clase fundamental de H∗(S

n). Denotamos por QIxn

a la composición Qi1Qi2 · · ·Qijxn si I = (i1, . . . , ij). La sucesión I es admisible si

0 < i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ ij. Escribimos λ(I) ≤ q si ij ≤ q y si la longitud de I es igual a

j, es decir l(I) = j.

Teorema 4.15. Existe un isomorfismo de álgebras de Hopf

H∗(Ω
qSn+q ; Z2) ∼= Z2[QIxn], n ≥ 1,

donde I es admisible con λ(I) ≤ q − 1 y donde QIxn es primitivo.

Regresando al teorema 4.14, cada término H∗ (Ωm−qSm+n ; Z2) es una álgebra

con pesos asociados a sus generadores. Más aún, v́ıa el isomorfismo Θ la homoloǵıa

de Dq(M ;Sn) corresponde con el espacio vectorial generado por los elementos de

peso q (ver [5]).

A continuación describimos los pesos de los generadores de
⊗m

q=0 H∗ (Ωm−qSm+n)
⊗βq .

Primero por cada generador α ∈ Hq(M ;Z2) elegimos un generador uα enH∗ (Ωm−qSm+n)
⊗βq

correspondiente a la clase fundamental de grado q + n y a todos estos elementos les

asignamos peso

ω(uα) = 1.
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Después, para cada uα y cada ı́ndice I = (i1, . . . , ir) consideramos los generadores

QIuα si 0 < i1 ≤ · · · ≤ ir < m− q. Aśı tenemos que

|QIuα| = i1 + 2i2 + 4i3 + · · ·+ 2r−1ir−1 + 2r(|α|+ n),

y a este generador le asignamos peso ω(QIuα) = 2r. Finalmente extendemos la

función peso a productos de generadores por ω(ν1 · ν2) = ω(ν1) + ω(ν2).

Ejemplo: Sea M una superficie compacta, orientable o no. Por el teorema 4.14 la

homoloǵıa mód 2 de C(M ;Sn) está dada por

H∗
(
Ω2Sn+2

)⊗β0 ⊗H∗(ΩSn+2
)⊗β1 ⊗H∗(Sn+2

)⊗β2
donde β0, β1 β2 son los números de Betti mód 2 de M . Por el teorema 4.15 tenemos

que

H∗
(
C(M ;Sn)

) ∼= Z2[y0, y1, . . . ]
⊗β0 ⊗ Z2[x]⊗β1 ⊗

(
Z2[u]/u2

)⊗β2
donde:

|u| = n+ 2, ω(ν) = 1,

|x| = n+ 1, ω(x) = 1,

|yi| = (2j − 1) + 2jn, ω(yi) = 2j.

Si M = Ng es la superficie compacta, no orientable de género g, se tiene que

H∗ (C(Ng;S
n)) ∼= Z2[y0, y1, . . . ]⊗ Z2[x1, . . . , xg]⊗ Z2[u]/u2.

Entonces una base para H∗ (Dq(Ng;S
n)) consiste de los monomios

h = uexa11 · · ·xagg y
b0
0 y

b1
1 · · · ybrr ,

donde r ≥ 0, e = 0, 1 y ai, bj ≥ 0, son tales que

ω(h) = e+

g∑
i=1

ai +
r∑
j=0

2jbj = q.

Por ejemplo la homoloǵıa reducida de D2(Ng;S
n) está dada por
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q Base Rango

2n y2
0 1

2n+ 1 x1y0, . . . , xgy0, y1 g + 1

2n+ 1 uy0, x
2
1, . . . , xixj, . . . , x

2
g g2 + 1

2n+ 3 µx1, . . . , µxg g

De aqúı se sigue, por el lema 4.13 que

Hq (F2(Ng)/Σ2 ; Z2) =



Z2 si q = 0

(Z2)g+1 si q = 1

(Z2)g
2+1 si q = 2

(Z2)g si q = 3

0 otro caso.
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4.4. Descomposición en asas

Finalmente, en esta sección demostramos que la inclusión de espacios de confi-

guraciones

Fq(K)/Σq ↪→ Fq(S
∞ ×
Z2

RP∞)/Σq

induce un epimorfismo en cohomoloǵıa mód 2.

Recordemos que el isomorfismo Θ del teorema 4.14 depende de la descomposición

en asas de M . Por completez recordamos aqúı la definición.

Sea M una variedad de dimensión m y M ⊂ M una subvariedad cerrada de

codimensión 0. Decimos que M se obtiene a partir de M pegandole un asa de ı́ndice

q si M = M ∪D y M ∩D ≈ [0, 1]m−q × ∂[0, 1]q donde D ≈ [0, 1]m.

Definición 4.2. Una descomposición en asas de una variedad M , es una filtración

por subvariedades

M0 ⊂M1 ⊂ · · · ⊂Mm−1 ⊂Mm = M

donde M0 es una unión disjunta de discos de dimensión m y Mq se obtiene pegando

asas de ı́ndice q a Mq−1.

Ejemplo 1: Consideramos a Sm con su estructura celular usual con dos celdas

antipodales de dimensión q para 0 ≤ q ≤ m:

Sm = (e0
+ ∪ e0

−) ∪ · · · ∪ (em−1
+ ∪ em− )

El q−esqueleto de Sm es Sq, ademas tenemos la filtración S0 ⊂ S1 ⊂ · · · ⊂ Sm

donde Sq se obtiene al pegar dos celdas de dimensión q a Sq−1. Esta estructura celular

induce una descomposición en asas de Sm con dos asas de ı́ndice q antipodales con q =

0, . . . ,m y de forma que el encaje natural Sm ⊆ Sm+1 respeta dicha descomposición.

Más aún al pasar al cociente por la acción antipodal obtenemos una descomposición

en asas para RPm que es respetada por la inclusión natural RPm ⊆ RPm+1.
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Ejemplo 2: Para m ≥ 1, sea K2m = Sm ×
Z2

RPm el cociente de Sm × RPm por el

grupo Z2 = 〈τ〉, donde la acción de τ está dada por:

τ ·
(
(x1, . . . xm+1); [r cosφ, r sinφ, y3, . . . , ym+1]

)
=

=
(
− (x1, . . . , xm+1); [r cosφ,−r sinφ, y3, . . . , ym+1]

)
.

Notemos que Sm×
Z2

RPm es el espacio total de un RPm-haz sobre RPm. Consideremos,

como en el ejemplo anterior, la estructura celular de Sm con dos celdas antipodales

de dimensión q para 0 ≤ q ≤ m y la estructura celular usual de RPm con una celda de

dimensión q, 0 ≤ q ≤ m. Estas descomposiciones inducen una estructura celular en

K2m con (i+1) celdas de dimensión i cuando 0 ≤ i ≤ m, y con (2m+1− i) celdas de

dimensión i cuando m ≤ i ≤ 2m. Esta estructura celular induce una descomposición

en asas de K2m con (i+ 1) asas de ı́ndice i si 0 ≤ i ≤ m y con (2m+ 1− i) asas de

ı́ndice i si m ≤ i ≤ 2m, de tal forma que la inclusión K2m ⊂ K2(m+1) respeta dicha

descomposición.

El siguiente teorema prueba que la inclusión

Fq(K)/Σq −→ Fq(S
∞ ×
Z2

RP∞)/Σq

induce un epimorfismo en cohomoloǵıa mód 2. La demostración del teorema 4.10

depende de este hecho.

Teorema 4.16. La inclusión natural de K ⊂ S∞ ×
Z2

RP∞ induce un mapeo entre

espacios de configuraciones desordenadas, que es un epimorfismo en cohomoloǵıa

mód 2:

H∗
(
Fq(S

∞ ×
Z2

RP∞)/Σq ; Z2

)
−→ H∗ (Fq(K)/Σq ; Z2) .

Demostración. Para m ≥ 1 consideramos K2m = Sm ×
Z2

RPm. La inclusión natural

K = K1 ↪→ K2m induce un mapeo a nivel de espacios de configuraciones etiquetadas

C(K ; Sn) −→ C(K2m ; Sn).

Por el teorema 4.14 se tienen los siguientes isomorfismos en homoloǵıa mód 2:
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H∗(C(K ; Sn)) ∼= H∗(Ω
2Sn+2)⊗H∗(ΩSn+2)⊗2 ⊗H∗(Sn+2)

H∗(C(K2m ; Sn)) ∼= H∗(Ω
2mSn+2m)β0 ⊗ · · · ⊗H∗(Sn+2m)β2m .

donde β0, β1, . . . , β2m son los números de Betti de K2m. Usando una sucesión es-

pectral de Serre deducimos que β0 = 1, β1 = 2, β2 ≥ 1. Más aún como el en-

caje K ⊂ K2m respeta la descomposición en asas, el mapeo inducido en homoloǵıa

H∗
(
C(K ; Sn)

)
−→ H∗

(
C(K2m ; Sn)

)
está dado por los morfismos de adjunción usua-

les

H∗(Ω
2Sn+2) −→ H∗(Ω

2mSn+2m)

H∗(ΩS
n+2)⊗2 −→ H∗(Ω

2m−1Sn+2m)⊗2

H∗(S
n+2) −→ H∗(Ω

2m−2Sn+2m)⊗β2

donde el tercer morfismo es adjunción en alguno de los factores deH∗(Ω
2m−2Sn+2m)⊗β2 .

Estos mapeos son monomorfismos que preservan el peso de los generadores. Por lo

tanto la inclusión K ⊂ K2m induce un monomorfismo

H∗ (Fq(K)/Σq ; Z2) −→ H∗

(
Fq(S

∞ ×
Z2

RP∞)/Σq ; Z2

)
y por dualidad, un epimorfismo en cohomoloǵıa mód 2.
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1977, Avec un sommaire anglais, Rédigé avec la collaboration de Hyman Bass,
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