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Resumen

En este trabajo se calcula la cohomologia de BDIff(K), el espacio clasificante del
grupo de difeomorfismos de la botella de Klein. Para ésto, analizamos la sucesion

espectral asociada a la fibracién

y demostramos que colapsa en la pagina F;*. Mas ain, demostramos que BDiff(K)
es del mismo tipo de homotopia que BZsy x BO(2). Posteriormente, consideramos la

construccién de Borel

EDIf(K) x F,(K)/%,
Diff(K)

del espacio de configuraciones Fy(K)/%, y probamos que es un espacio de Eilenberg-
MacLane K(I'(K), 1), donde I'/(K) := myDiff(K; q) es el grupo modular de K con
g puntos marcados. Asi, cada uno de estos espacios K(I'?(K), 1) tiene asociada de
manera natural una fibracién cuya sucesion espectral de Serre en cohomologia mod 2

colapsa en el término F3™. Finalmente, usando este hecho calculamos la cohomologia
mod 2 de ['(K).
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Introduccion

Un problema importante en topologia es el de clasificar variedades diferenciables.
Dadas dos variedades diferenciables F' y M, una forma de construir una tercera a
partir de ellas es mediante el uso de la estructura de haces fibrados diferenciables.
Entonces, un problema igualmente importante es el de determinar el conjunto de
clases de isomorfismo de F'—haces, es decir de haces fibrados diferenciables con fibra

F'y espacio base M

T F — M.

El grupo estructural de tales haces es DIiff(F), el grupo de difeomorfismos de F
equipado con la topologia C'*°. El problema anterior se puede formular en términos
de teorfa de homotopia. A saber, si BDIifl{( F') denota el espacio clasificante de Diff( F'),

es bien sabido que existe una biyeccién

Clases de isomorfismo
de F-haces sobre M

} «— [M, BDif{(F)]

donde el lado derecho denota el conjunto de clases de homotopia de mapeos de M en
BDIiff(F'). Por lo tanto, es de vital importancia determinar el tipo de homotopia de
Diff(F') y BDiff(F'). En esta misma direccién, el grupo Diff( F') estd estrechamente
relacionado con las clases caracteristicas de F'—haces, ya que estas son precisamente

los elementos de la cohomologia del espacio clasificante BDIff(F') [29].

Por ejemeplo, si F' = S, es una superficie cerrada, orientada de género g, las
clases caracteristicas de S,—haces orientados estdn dadas por la cohomologia de
BDiff" (Sy), el espacio clasificante del grupo de difeomorfismos de S, que preservan
orientacién. El caso g > 2 fue estudiado por Morita [27]. Para g > 2, es un resultado

VII



VIII 0. Introduccion

clasico [11] que Diffy(S,) = % y por lo tanto H*(BDiff"(S,)) = H*(I'(S,)), donde
Diffy(S,) es la componente de la identidad de Diff"(S,) y I'(S,) = Diff"(S,)/Diffy(S,)
es el grupo modular de S,. El caso g = 1 (cuando S, es el toro T') es especial y la
cohomologfa racional de BDiff"(T) fue calculada por Morita en [28] y puede ser
expresada en términos de formas modulares. Es bien sabido que I'(T') = SLy(Z) [13]

y la sucesién exacta corta de grupos

1 — Diffy(T) — Diff"(T) —— SLy(Z) — 1

induce una fibracién de espacios clasificantes

BDifty(T) —= BDiff" (T) —— BSLs(Z).

Earle-Eells [11] y Gramain [16] demostraron que la inclusion 7" C Diffy(T) es una
equivalencia homotépica, por lo tanto BDiffy(T) ~ BT = CP> x CP*. En conse-

cuencia la sucesion espectral de Serre asociada a la fibracién anterior tiene la forma

Ey* = H* (SLy(Z); R|z,y]) = H*(BDiff"(T); R)

donde |z| = |y| = 2 y la cohomologia de SLs(Z) se considera con coeficientes no
triviales. En el caso en que R = Q o Z, con p primo diferente de 2, 3, Morita
demostré [28] que la sucesién espectral se colapsa y calculd H*(BDiff"(T)) con
dichos coeficientes. Posteriormente, Furusawa, Tezuka y Yagita [15] interpretaron
los resultados en términos de formas modulares y calcularon H*(BDiff*(T); Z,)

con p=2,3.

De manera anéloga, si N, es una superficie cerrada no orientable de género g,
las clases caracteristicas de N;,—haces estan dadas por la cohomologia de BDIiff(N,),
donde Diff(N,) es el grupo de todos los difeomorfismos de NN,. Similarmente al caso

orientable, Earle-Eells [11] y Gramain [16] demostraron que

SO(3) si g=1
Diffy(Ng) ~ { SO(2) si g=2
* si g > 3.
Maés aun, en el caso g = 1, Diffy(Ny) = Diff( N7). Luego, para g = 1 la cohomologia

de BDiff(Ny) coincide con la cohomologia de BSO(3) y para g > 3 se tiene que
H*(BDIf(N,)) = H*(I(N,)).



IX

Uno de los objetivos de este trabajo es estudiar la cohomologia de BDIiff(K),
el espacio clasificante de los difeomorfismos de la botella de Klein K, adaptando
el método de Morita para calcular H*(BDiff"(T)). En este caso consideramos la

sucesion exacta corta

1 — Diffy(K) — Diff(K) —=T'(K) —= 1

donde el grupo modular T'(K) es isomorfo a Zs X Z,. La sucesién exacta anterior
induce una fibracién de espacios clasificantes cuya sucesién espectral de Serre (con

coeficientes locales) tiene la forma

Ey* = H*(B(Zsy x Zs) ; H*(Ditly(K) ; R)) = H*(BDiff(K); R)

Dado que I'(K) es finito, la cohomologia con coeficientes en Q no provee informacién
por lo que en su lugar estudiamos la cohomologia entera de BDIiff(K). con este
propdsito obtenemos la estructura de dlgebra del término E3* y demostramos que
E3y" = EX*. M4s atn, existe una inclusién natural i : Zs x O(2) — Diff(K), la cual
es una equivalencia homotépica y como consecuencia BDIiff(K) es del mismo tipo de
homotopia que BZyx BO(2). Usando la equivalencia homotépica Diff(K) ~ Zyx O(2)
y el espacio de configuraciones desordenadas F,(K)/%, de K, construimos espacios
de Eilenberg-MacLane K (m, 1) para m = I'Y(K), el grupo modular de la botella de
Klein con ¢ puntos marcados. Finalmente, usamos estos espacios K (I'?(K), 1) para

calcular la cohomologia méd 2 de I'(K).

La presente tesis estd estructurada como sigue. En el capitulo 1 recordamos la
definicién de haces de superficies y de clases caracteristicas, asi como su relacién con
los grupos modulares. También exponemos con mas detalle el procedimiento usado
por Morita para obtener la cohomologia racional de BDiff"(T). En el capitulo 2

estudiamos la sucesion espectral de Serre asociada a la fibracion

BDiffy(K) —= BDiff(K) —= BI'(K)

que converge a la cohomologia entera de BDiff(K), en particular identificamos el
término E3" con H*(Zy X Zs; Z[x]), donde la cohomologia se considera con coefi-
cientes locales. En este mismo capitulo, calculamos la cohomologia de Zy X Zy con

coeficientes triviales en Z y no triviales en Z, asi como los productos cup que nos
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permiten describir la estructura multiplicativa de F3*. Finalmente demostramos que

la sucesién espectral colapsa en el término E;™.

En el capitulo 3 exhibimos una inclusién i : Zs x O(2) — Diff(K) que induce
una equivalencia homotépica entre BZy x BO(2) y BDiff( K) y presentamos algunos

ejemplos de K—haces que pueden ser detectados por clases caracteristicas mod 2.

Finalmente, en el capitulo 4 demostramos que el espacio total de haz

F,(K)/X, — EDiff(K) x F,(K)/X,— BDiff(K)
Diff(K)
es un espacio de Eilenberg-MacLane K(I'7(K), 1) el cual puede ser usado para cal-
cular la cohomologia méd 2 de I'?(K). Usando la equivalencia homotopica Diff(K) ~
Z5x0(2), probamos también que el espacio anterior es homotdpicamente equivalente

E(Zy x O(2)) ] ><O(2 F,(K)/%,.

y que su cohomologia depende solo de la cohomologia del espacio de configuraciones
desordenadas Fy(K)/%, y de la cohomologia de BZy x BO(2).



Capitulo 1

Clases Caracteristicas de Haces de

Superficies

En este capitulo recordaremos los conceptos basicos con los que estaremos tra-

bajando a lo largo de esta tesis.

1.1. Haces de superficies.

Si F' es una variedad C'*°, entonces para fines de este trabajo un F'—haz sera
siempre un haz fibrado suave cuyas fibras son difeomorfas a F. Un problema fun-
damental en topologia es el de determinar el conjunto de clases de isomorfismos de
F—haces

T E— M

sobre una variedad dada M. El grupo estructural de tales haces es Diff( F), el grupo
de difeomorfismos de F' equipado con la topologia C*°. Mds atin, si BDif{( F') denota

el espacio clasificante, es bien sabido que existe una biyeccién

Clases de isomorfismos «— [M, BDifi(F)]
de F-haces sobre M
donde el lado derecho denota el conjunto de clases de homotopia de mapeos de M
en BDIff(F'). Luego, el problema de determinar a todos los F'—haces sobre M (no
1



2 1. Clases Caracteristicas de Haces de Superficies

isomorfos entre si) es equivalente a describir el conjunto [M, BDiff( F')], lo cual no
es sencillo en general. En tal situacién es natural buscar métodos para determinar
si dos F'—haces sobre la misma base son isomorfos entre si. Una posibilidad es usar

clases caracteristicas de F'—haces. A continuacién recordamos la definicién.

Definicién 1.1. Sea A un grupo abeliano y k un entero no negativo. Suponga-
mos que a todo F'—haz m: E — M se le puede asociar una clase de cohomologia
a(r) € H*(M;A) del espacio base, la cual es natural con respecto a mapeos de
F—haces. Entonces decimos que () una clase caracteristica de F—haces, de grado

k vy coeficientes en A.

En la definicién anterior, que «(7) sea natural significa que para cualquier mapeo
de F'—haces

E,— - E,

o,k

MlﬁMQ

se tiene a(m) = f*(a(m)).

Usando el lenguaje de los espacios clasificantes, si « € H*¥(BDIifi(F); A) es la

clase asociada al F'—haz universal

F——~ EDiff(F) x F—— BDIiff(F)
Diff(F)
y si f : M — BDIiff(F) es el mapeo clasificante de un F'—haz dado 7 : £ — M,
entonces se tiene que a(m) = f*(a). En otras palabras las clases caracteristicas son
elementos en H*(BDIff(F) ; A). De la definicién se sigue que si dos F'—haces sobre la
misma base m : Fy — M y my : Ey — M satisfacen a(m;) # a(ms), entonces dichos
haces no son isomorfos. Es claro entonces que el grupo DIiff(F') estd estrechamente

relacionado con las clases caracteristicas de F'—haces.
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1.2. El grupo modular.

El grupo de difeotopia de F' que denotamos por D(F'), es el grupo formado por

las componentes arco conexas de Diff(F'), es decir
D(F) := mo(Diff(F)).

En el caso en que F' sea una superficie orientable S, se define el grupo modular (6
grupo de difeotopfa orientado) de S como: my(Diff" (S)), donde Diff" (S) denota el
grupo de difeomorfismos de S que preservan orientacion. Si S es una superficie no
orientable, el grupo modular es por definicién mo(Diff(S)). En ambos casos denotare-
mos al grupo modular de S por I'(S). Existe ademds una versién del grupo modular
con puntos marcados (ver por ejemplo [29]). A saber, si {z1,...,z,} es un subcon-
junto finito de puntos distinguidos en S, denotamos por Diff"(S;q) al subgrupo de
difeomorfismos de S que preservan orientacion y dejan invariante a dicho conjunto
de puntos, en el caso en que S sea orientable y en tal caso se define el grupo modular

de S con ¢ puntos marcados como:
['9(8S) := mDiff* (S; q).

En el caso no orientado, consideramos el subgrupo Diff(.S; ¢) de todos los difeomor-

fismos de S que dejan invariante al conjunto de puntos distinguidos y definimos
['Y(S) := myDiff( S; q)

Es importante recordar que trabajar con superficies tiene sus ventajas, pues es bien
sabido que si f,g : S — S son homeomorfismos homotépicos de una superficie
compacta S (distinta del anillo cerrado o del disco cerrado) entonces son isotdpicos
([2] y [13]). Més atin, existe una equivalencia entre el concepto de homeomorfismos y
difeomorfismos para superficies: todo homeomorfismo de una superficie compacta es
isotépico a un difeomorfismo de la superficie ([30], [34]). Los grupos modulares han
sido estudiados desde varios puntos de vista pues se relacionan con diversas ramas de
la matematicas como la teoria de espacios de Teichmuller y la teoria de 3—variedades

(ver [29]). A continuacién ilustramos su relacién con los haces de superficies.

Recordemos que el grupo modular T'(S) de una superficie orientable es por defi-
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nicién el cociente

I'(S) = Diff(S)/Diffy(S)

donde Diffy(S) es la componente de la identidad de Diff"(S). Ahora bien, si S,
denota a la superficie compacta orientable de genero g, entonces Earle-Eells [11] y

Gramain [16] demostraron que:

SO3) si g=
D1ﬁ'"0(Sg) ~ <5 si g=
* si g=>2.

Por otro lado, la sucesion exacta corta de grupos topolégicos
Diffy(S,) — Diff*(S,) —=T'(S,)
induce una fibracion a nivel de espacios clasificantes
BDiffy(S,) — BDiff"(S,) — BT(S,)

cuya cohomologia se puede estudiar mediante la sucesiéon espectral de Serre. Notemos
que si g > 2 entonces H*(BDiff*(S,)) = H*(I'(S,)). En el caso g = 1, el calculo
de la cohomologia racional de BDiff(S;) fue llevado a cabo por Morita [28] y sera

revisado brevemente en la siguiente seccion.

El caso no orientable se trata de manera similar. A saber, si N, es la superficie

no orientada de genero g, Earle-Eells [11] y Gramain [16] también demostraron que:

SO(3) si g=1
Difhy(N,) ~ { 50(2) si g=>2

* si g > 3.

De manera similar, la sucesion exacta corta

Diffy(N,) — Diff(N,) —= T(N,)
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induce la fibracién
BDiffy(N,) — BDiff(N,) — BT'(N,)

Similarmente al caso orientable, se tiene que H*(BDiff(N,)) = H*(I'(N,)) para
g > 3. El caso g = 2, Ny = K es la botella de Klein y el proposito de este trabajo es
estudiar la cohomologia del espacio clasificante BDiff(K) basandonos en el método
de Morita para calcular H*(BDiff"(S)).
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1.3. Clases caracteristicas de haces de Toros.

En esta seccién describimos el argumento del articulo de Morita [28] en el cual nos
basamos para calcular H*(BDiff(K) ; Z). El objetivo de dicho articulo es determinar
clases caracteristicas sobre Q para T—haces, con T = S! x S! el toro, en otras

palabras calcular H*(BDiff"(T); Q) usando la sucesién espectral de Serre.

Recordemos que I'(T') = SLy(Z) (ver [13]). Luego tenemos una sucesién exacta
corta de grupos
Difty(T) — Diff" (T) —— SLy(Z)

que induce una fibraciéon
BDifty(T) — BDiff" (T) — BSLy(Z) = K(SLy(Z),1).

Por otro lado, notemos que T actia sobre si mismo por traslacién y por tanto
puede ser considerado como un subgrupo de Diffy(T"). Earle-Eells [11] y Gramain
[16] prueban que la inclusién 7" C Diffy(T') es una equivalencia homotépica lo cual
implica que BDiffy(T') ~ CP*> x CP>. Por lo tanto, si R es un anillo conmutativo
con identidad, entonces H*(BDiffy(T'); R) = R|x,y] con |z| = |y| = 2.

Ahora bien, el termino F;* de la sucesién espectral asociada a la fibracién anterior

con coeficientes en R es

Ey* = D H(SLa(Z); Rlw,y))

s=0

donde el sistema de coeficientes locales es no trivial. Recordemos que SLs(Z) tiene

la siguiente presentacién (ver [31]):

SLy(Z) = <a,6|a4 =a?p73 = 1>

=(5a) ()

Es facil probar que la accién de SLy(Z) en Rz, y] estd dada por

con
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Por otro lado, es bien sabido que la abelianizacién de SLy(Z) es Zya, es decir el
kernel de la suprayecciéon natural SLy(Z) — H1(SLy(Z); Z) es un grupo libre en
2 generadores F, (ver [31]). Luego la composicién del morfismo restriccion con el

transfer

x12

H*(SLy(Z); Z) > H*(Fy; Z) —"~ H*(SL(Z) ; Z)

es mutiplicacién por 12. Mds atn el siguiente par de resultados aparecen en [28].

Proposicién 1.1. Si s > 2, entonces Ey" = H5(SLy(Z); Rlx,y]) es aniquilado por
12. En particular si R = Q 6 Z,, con (n,12) =1, entonces

ES* =0

para s > 2.

Demostracion. Como H*(Fy; R[z,y]) = 0 para s > 2, el primer resultado se sigue
de la proposicién I11.10.1 de [7]. Ahora bien, si R = Q 6 Z,, con (n,12) = 1, tenemos
que 12 es invertible y por lo tanto res es monomorfismo, lo cual implica la segunda

parte. ]

Corolario 1.2. Si R = Q 6 Z, con p primo diferente de 2 ¢ 3, entonces

H"(BDiff"(T); R) = ES" @ BV

Observemos que en el caso R = Q, H*(BDiff"(T); Q) estd dado en térmi-
nos de H°(SLy(Z); Qz,y]) = Q[z,y]2® = Q y HY(SLy(Z); Q). El célculo de
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H'(SLy(Z); Q) fue llevado acabo por Morita [28] usando herramientas elementales
de algebra lineal. En el caso R = Z,, con p # 2,3 se debe considerar también los
invariantes H(SLy(Z) ; Z,[x,y]) = Z,[z,y]*2®) los cuales resultan ser no triviales

en este caso. A continuacién citaremos los resultados principales de [28].

Teorema 1.3. La cohomologia racional del espacio clasificante de Difft (T)) es:

;

0 sin#1 mod 4

Q> 1t sin=24m+1

H" (BDiff"(T); Q) = { Q¥+ sin=24m +5, 24m + 9,
24m + 13, 24m + 17

\Q2m+3 sin =24+ 21.

Teorema 1.4. modd 2 y 3 torsion, tenemos que

torsion st n=0 mod4
_ rupo libre abeliano de rango st m=1 méd14
", (BDiftr(1); z) = I

mndicado en el teorema anterior

0 st n=2,3 mod 4.

\
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1.4. Clases caracteristicas de K —haces.

Denotemos por K a la botella de Klein y recordemos que existe una biyeccion

Clases de isomorfismos
de K-haces sobre M

} «— [M, BDif( K)]

sin embargo describir cualquiera de los dos conjuntos anteriores es un problema no
trivial. Un método alternativo para determinar cuando dos K—haces con el mismo
espacio base no son isomorfos es encontrar clases caracteristicas de K—haces. Por
lo tanto debemos describir a H* (BDIiff(K); R), para esto adoptaremos el método
desarrollado por Morita en [28] (ver la seccién 1.3). En dicho articulo los puntos
m4és importantes son el hecho de que se conoce el grupo modular del toro, I'(T") =
SL(2,7Z) y la accién de SL(2,Z) en el anillo de cohomologia H*(BDiffy(T); R) =
H*(CP* x CP*>*; R) = Z|x, y|.

Sabemos que el grupo modular de K es I'(K) = Diff(K)/Diffy(K) = Zy X Zs.
Recordemos que la botella de Klein K es el cociente de S' x I bajo la relacién de
equivalencia que identifica (z,0) con (7, 1) donde T es el conjugado de x y denotemos
por C' a la curva representada por S* x % (ver figura 1.1). Sea f € Diff(K) el
difeomorfismo que refleja S x I/ ~ en C' y h € Diff(K) el difeomorfismo que se
obtiene al hacer un giro de Dehn a lo largo de C”. Lickorish prueba [20] que las clases
de los homeomorfismos f y h generan a I'(K), es decir I'(K) = Zy x Zy = ([f], [h])

(ver también [17]).

Consideremos la siguiente sucesién exacta corta de grupos topolégicos

Diffy(K) — Diff(K) —— ['(K) & Zy x Z . (1.1)
Al tomar espacios clasificantes, obtenemos la fibracién

BDiffy(K) — BDiff(K) —=> BT'(K) ~ B(Zy x Z) (1.2)

cuya cohomologia (con coeficientes en un anillo conmutativo con identidad R) se

puede estudiar mediante la sucesién espectral de Serre. Més atn, Earle-Eells [11] y
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A

-
B

Figura 1.1: Generadores de m; (K).

Gramain [16] probaron que Diffy(K) ~ S, de donde se sigue que BDiffy(K) ~ CP*>.

Luego el término F;* de la sucesién espectral estd dado por:

la cohomologia de B(Zs X Zs) con coeficientes locales en la cohomologia de la fi-
bra BDiffy(K) ~ CP*. Notemos que con coeficientes en Q no se obtiene mucha

informacion pues al ser Zs X Zo finito se tiene

Q *x=0

0 otro caso.

H* (B(Zy X Z3); Q) = H* (Zy X Zy; Q) =

El célculo de la cohomologia de BDiff(K), asi como su tipo de homotopia serdn

objeto de estudio de los capitulos siguientes. A saber demostraremos que:

Teorema 1.5. La cohomologia de BDiff(K), con coeficientes en un anillo conmuta-

tivo con identidad R, es isomorfa a la cohomologia de BZs x BO(2), es decir

H* (BDiff(K); R) =~ H* (BZy x BO(2); R).



Capitulo 2

La Cohomologia de BDiff{K).

En este capitulo estudiamos la sucesion espectral de Serre asociada a la fibracion
BSO(2) — BDifl(K) — B(Zy X Zs)

que converge a la cohomologia entera de BDIff( K), el espacio clasificante del grupo
de difeomorfismos de K. En la seccién uno identificamos el término E5™ de la sucesion

espectral, a saber
Ey" = H*(B(Zy x L) ; Z[x]),

donde la cohomologia de B(Zy X Zs) se considera con coeficientes locales. En la
seccién dos usamos cohomologia de grupos para dar explicitamente la forma del
término F" y en la seccién tres se calculan todos los productos cup, obteniendo asf
la estructura multiplicativa del término E3™. En particular, se prueba que E”" estd
generado por seis clases como algebra bigraduada. Finalmente, en la seccién cuatro
usamos esta presentacion explicita para probar que no existen diferenciales y por lo
tanto Fy* = E%*.

2.1. La sucesién espectral.

Recordemos que el grupo modular de la botella de Klein es

D(K) = Diff(K)/Diffy(K)] = Zs x Zs,
11
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y que generadores explicitos fueron dados por Lickorish [20] y Hamstrom [17] (ver

seccién 1.4). Pasando a espacios clasificantes obtenemos la fibracién

cuya cohomologia se puede estudiar mediante la sucesion espectral se Serre. Por
otro lado, el grupo SO(2) actia en K por rotaciones y por lo tanto puede verse como
subgrupo de Diffy(K). Més ain , Earle-Eells [11] y Gramain [16] demostraron que la
inclusién SO(2) C Diffy(K) es una equivalencia homotépica y por lo tanto el espacio
BDiffy(K) es del mismo tipo de homotopia que CP*. Entonces, el término F3™ de

la sucesién espectral asociada a 2.1 es:

Ey* = H*(B(Zs x Zs) ; H*(CP>; 7)),
la cohomologia de B(Zy X Z3) con coeficientes locales en la cohomologia de la fibra
BDiffy(K) ~ CP*. Ahora bien,
H*(B(Zy x Zs) ; H*(CP™; Z)) = H;(E(Zg X Zs); H*(CP*;Z))

donde H} (E(Zy x Zsy); H*(CP>;Z)) denota la cohomologia equivariante de la
cubierta universal de B(Zy X Zs) con coeficientes en el m(B(Zy X Zs))—mbdulo
H*(CP*>; Z) (ver [33] capitulo VI). Como B(Zy X Z3) es un K(Zs X Zs, 1), enton-

ces

H;,(B(Zy x L) ; H(CP;Z)) = H*(Zy % Lo ; H(CP*; Z))

luego

Ey" = H*(Zy x Zy; H*(CP*; Z))
= H*(ZQ X ZQ, Z[I]),

donde |z| = 2 y la cohomologia se considera con coeficientes no triviales. Dado que
Zl) = BT L - 2"

Era _ HP(Zy x Ly ; Z{(z")) siq=2n
D —
0 si ¢ es impar
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donde Z<x”> es el Z—modulo libre de rango 1 con base z". Para continuar debemos
hacer explicita la accién de Zg x Zg sobre Z[z]. Recordemos que K es el cociente de
St x ST bajo la relacién de equivalencia (z,0) ~ (z,1). Los generadores usuales de
I'(K) son las clases de los difeomorfismos h, f : K — K donde h es el giro de Dehn a
lo largo de la cuva S* x 3 que denotamos por C'y f(z,t) = (2,1 —t) es la reflexién

con respecto a C' (ver [20]).

Lema 2.1. La accion de Zg X Zo = <h, f> en el anillo H* (BDiffO(K); Z) = Zlx]

esta dada por h-x=xzy f-x=—x.

Demostracion. Sea x el punto base de K y recordemos que 1 (K, xg) = <a, Blaﬁoflﬁ =

1>, donde a y 3 son los lazos que se muestran en la figura 2.1.

B
<

B

Figura 2.1: Generadores de m(K).

Consideremos el mapeo Diffy(K) — K dado por evaluacion en zy. Gramain prueba

en [16] que el morfismo inducido en grupos fundamentales
Wl(Djﬁo(K>, Zd) — 7Tl(K, .To)
es inyectivo y es un isomorfismo sobre el centro de 7 (K, z):

m(Difly(K), id) = (*) = Z.
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Sabemos que la accién de Zy x Zy = (h, f) en Difly(K) estd dada por conjugacién

¢ — hoh™*
¢— fof™!

y su efecto en grupo fundamental se obtiene al evaluar en xy. Esto es, si v es el
generador candnico de 7 (Diffy(K),id) entonce f -~ es, abusando de la notacién,

fovyo f~! que visto como elemento en 7 (K, z) es

fovof N wo) = fov(x) pues f(zo) = o
= f(a?)

= a2 pues f(a) =a !,

como a~? equivale a v~ tenemos que f -~y = v~ !. Mediante un analisis similar se
sigue que h -y = . Por lo tanto, la accién de h y f en Diffy(K) ~ S est4 dada por

conjugacién y la identidad (salvo homotopia), respectivamente.

Usando el haz universal S* — ES! — BS!, obtenemos que la accién de h y f en
ma(BSY) = m(S') = Z estd dada por h-1 =1y f-1 = —1. Del Teorema de
Hurewicz se sigue que Hy(BS!') = Z y la accién en Hy(BSY) esh-1=1y f-1= —1.

Finalmente del Teorema de Coeficientes Universales para cohomologia

0 — Ext(H,(BS"),Z) — H*(BS";Z) — Hom(Hy(BS"),Z) — 0

se obtiene que h-x =z y que f-xr = —ux. O]

Por lo tanto, la accion de Zy X Zo en x™ es trivial si n es par y esta dada
por h-x"™ = 2"y f-a2" = —a" si n es impar. En consecuencia, el calculo de la
estructura aditiva del término Ey™ se reduce a calcular la cohomologia de Zg X Zy con
coeficientes en Z—trivial y con coeficientes en Z = Z x Z(—1) donde Z(—1) denota
la representacién signo. En la siguiente seccion se llevaran acabo estos calculos y
exhibimos generadores explicitos para los grupos de cohomologia. Dichos generadores

se usan en la secciones posteriores para describir la estructura multiplicativa de E5™".
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2.2. El término E;".

Para poder describir al término E5" de la sucesién espectral primero debemos
calcular la cohomologia de Zy x Zo con coeficientes triviales en Z y con coeficientes
torcidos Z, es decir calcular H (ZoxZo; Z)y H (Zo X Loy ; i) Esto se puede hacer
usando un complejo doble o bien construyendo una resoluciéon proyectiva explicita
para Zsy X Zy. Usaremos este ultimo procedimiento ya que nos permitird encontrar
generadores explicitos los cuales se usaran en las secciones 2.3 y 2.4 para describir

la estructura multiplicativa de E3™ y el colapso de la sucesién espectral.

Denotamos por G al grupo Zy, es decir: G = Zy = (t | t* = 0) y consideramos la

resoluciéon proyectiva candnica F' — Z de Z como ZG—mdbdulo trivial:

TG ey TS TG 03 TG ey T TG e TG 0y —— T

Entonces F'® F' — Z es una resolucién proyectiva de Z sobre Z[G x G]. Recordemos
que ZG @ ZG = Z|G x G, donde el isomorfismo estd dado por ¢ ® ¢’ +— (g, g’). Asi

tenemos que

(FRF),=2G -egQRLG -, DLG -1 QLG - €1 D -+ DLG - €, LG - e
=Z[G X G|-en@®ZIGXG)e1p1® - BLGERG] - €0
donde ZG-¢;QZG e, se identifica con Z|G X G|-€; ,,—; mediante e;@e,,—; +— €; ;. Es
decir (F®F), es el Z|G x G]—mdbdulo libre de rango n+1y base €y, €151, - - -, €n0-

Las siguientes proposiciones describen los diferenciales de la resolucién proyectiva
F®F — 7.

Proposicién 2.2. En la Z|G x G|—base de (F & F)an41, el diferencial

Ons1: (F® Flopir — (FQF)a,
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estd dado por
Oz (€iont1—i) = [(t,1) + (1, 1)]ei—12n+1—: + [(1,2) — (1,1)]€;.0n—1

sit=2mconm=0,1,....n. Parai=2m+1 conm =0,1,--- ,n, se tiene:

Oont1(€ignt1-i) = [(¢,1) = (L, D)]ei1 2010 — [(1,2) + (1, 1)]ei 2ni-

Demostracion. En efecto, abusando de la notacién
82n+1 (61'7]‘) = 8ei & ej + (—1)‘ei|€i X 8ej.
Luego, sii=2mcon m=0,...,n

Oon+1(€iont1—i) = 0€; @ €api1—; + €; @ Ogpi1—;
= (t+1ei1 e + e @ (t—1)eap
=tei—1 ®eapt1—i +€i—1 @ €omy1—i + € Qteapi — € X ey
= (t,Dei—12nt1—i + (L, 1)ei—12n11-
+ (L, t)eion—i — (1,1)e;2n—i
= [ 1) + (L D]eimrani1—i + [(1,£) = (1, 1)]eion—;

De manera similar sii =2m+1conm=0...,n

Dont1(€ignt1-i) = [(¢, 1) — (L, D]ei—12n41-i — [(1,8) + (1, 1)]ei 2ni-

Proposicién 2.3. En la Z|G x G]—base de (F ® F)a,, €l diferencial
aQn : (F®F)2n — (F®F)2n717
esta dado por

Oon(€ign—i) = [(t, 1) + (1, D]ei—r20— + [(1,1) + (1, 1)]ei2n—i—1



2.2. El término E3". 17

stt=2mconm=0,1,....n. Parai=2m—1 conm=1,--- ,n, se tiene:

Oan(€ion—i) = [(t,1) — (L, D)]ei—1 20— — [(1,1) — (1, 1)]€i 2n—i1-

Demostracion.

Similar a la proposicién anterior. O

Aplicando el funtor Homzgxq)(—,Z) a F' @ F obtenemos

2n—1

- Hom (F ® Fans1, Z) <= Hom (F ® F)an, Z) £ Hom (F @ F)on_1,2Z) - - .

Como cada f € Homzaxq) ((F ® F)y, Z) esté determinado por los valores que toma
en la Z[G x G]—base de (F' ® F),, tenemos que

n

Homieuer (F @ F),2) = QD(@) = 2,
k=0

donde (Z); denota simplemente el k—ésimo sumando Z, el isomorfismo estda dado
por f +— (f(eon),---,f(eno)). Entonces el complejo de cocadenas anterior se ve

CO1mo:

5271

. 72n+2 72n+1 87

ZQn

Proposicién 2.4. El operador cofrontera 6*" : 72"+ — 7272 estd dado por:

ZQn+1 — ZQn+2
(Zﬁo,... ,I2n> — (0,—2$1,2$1,—2l’3,2$3,...,—21‘2”,1,2%2”,1,0).
Mientras que el operador cofrontera %"+ : 727+2 — 72743 estd dado por:

ZQn+2 y Z2n+3

(Io, R ,{L'Q,-H_l) — (21’0, 0,227 + 225,0, . ..,2T9, 1 + 229,, 0, 2$2n+1)-
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Demostracidn. Primero determinamos a §*". Sea f € Homggxq)((F ® F)an, Z). El
homomorfismo §*" f € Homzigxe)((F ® F)apt1, Z) estd determinado por sus valores

en la Z|G x G]—base de (F ® F)op11. Parai=2mcon m=0,...,n

" fem ) = f (O2ny1(€ini1-i))
= f([(t, 1) + (@, D]ei—rzn1-:) + £ ([(1,8) = (1, 1)]es20-1)
=[(t,1) + (L, D] f(eigns1-4) + [(1,8) = (1, )] f(ei2n-i)
= 2f<ez’—1,2n+1—i)-

Enelcasot=2m+1con m=0,...,n se tiene

52nf(ei,2n+1—z‘) = f (Oans1(€i2ni1-i))
= f([t1) = (L, D]ei—12n41-) — £ ([(1,8) + (1, 1)]ei2n—)
=[(t,1) = (L D]f(eiznr1-) — [(1,8) + (1, 1)] f(€5,20—i)
= —2f(€i2n-i)-

Luego
Oon (Toy -+ s o) = (0, =21, 221, —213, 223, . . ., —2T2p 1, 2T9p—1,0) .

De manera similar, si f € Homzgxa((FQF)any1, Z) entonces 6> f € Homgcxe((F®

F)onyio,Z) esta dado por

52n+1f<6i,2n+2—i> =f (32n+2(€z‘,2n+2—z‘))
= f([(t, 1) + (L, D]ei1,2n42-0) + [ ([(1,8) + (1, 1)]€s2n12-i-1)
= (&, 1) + (1, D} f(eimranr2-i) + [(1,8) + (1, 1)] f(€i2n41-0)
= 2f(€i—1,2n+2-i) + 2f(€i2ns1-1)

sit=2mconm=20,....n+1. Enelcasoenquei=2m—1conm=1,... , n+1,

se tiene
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(52n+1f(€i,2n+2—i) =f (a2n+2(€i,2n+2—i))
= f(#1) = (1, Dleicznro-i) — f([(1,1) = (1, D]eiznr2—i-1)
= [(tv 1) - (17 1)]f<€i71,2n+271') - [(Lt) - (17 1)]f(ei,2n+1*i>
=0.

Luego se sigue que

52n+1 (1’0, Ce ,I2n+1) = (2{23'0, 0, 2[[’1 + 2ZL‘2, 0, ey 2I2n_1 + 21’27“ 07 2fL‘2n+1)

Proposicion 2.5. La cohomologia de Zo X Zo con coeficientes en Z trivial es:

Z stk =0
H*(Zy x Ly; Z) = (Zg)nJrl si % = 2n
(Zy)" six=2n+1

Demostracion. Recordemos que

Ker(6%)
H*(Zy X Ty ) = —————.
(Zs 2; Z) Im(8271)
De la definicién de §*" tenemos que (zg, - - ,Ta2,) € Ker(6*") si y solo si ¥y = x3 =
-+« = T9,_1 = 0y el resto de las variables zs, ..., 2, son independientes. Luego

Ker(6") = @(Z)Qk =WASES

k=0

Por otro lado, (o, ..., %,) € Im(6**1) si y solo si existe (yo, - - ., y2n_1) tal que

(':CO? cee 7x2n> = (2y07 07 2(y1 + y2)7 07 LI 2(y2n73 + an*2>7 07 yQTL*l)
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como ¥; + y;+1 puede tomar cualquier valor en Z, se sigue que

Im(6™") = P 2(Z)a:.
k=0
Por lo tanto

H2n<ZQ X ZQ, Z) = (ZQ)nJrl.

De manera analoga, recordemos que

KGT(52n+1)

H™ (2 x Ty Z) = —o )

(22X 223 2) Im(527)

De la definicién del operador cofrontera §2" ! tenemos que (g, . . . , To,41) € Kerd®" 1
si ysolosizy=2axop41 =0y 29 =—21, 4 =—23,..., Loy, = —Top_1 Si y solo si
(l‘o, s 7x2n+1) = (Oa Y1, Y1, —Y3, Y3y - - 5 Y2(nd1)—-15 Y2(nt-1) -1, O) Luego

Ker(8*th =z

Por otro lado, (zg,...,Z2n111) € Im(da,) si y solo si existe (yo,...,¥y2,) tal que

(Io, . ,$2n+1) = (0, —2y1, 2y1, =293, 2y3, . . ., _2y2(n+1)717 2?/2(n+1)71, 0)- Luego
Im(62") = (2Z)".

Por lo tanto
H*" (7 X Ty T) = (Zy)".

Para 0 < i < n, denotamos por " : (F ® F)a, — Z al morfismo de Z[G x

G]—médulos dado por
. 1 i j=2i

;" (€j2n—j) =
0 en otro caso.

Bajo el isomorfismo Homzgxa) (F @ F)an , Z) = Z*™! se tiene que:
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" =(0,...,0,1,0,...,0)

donde el 1 aparece en el lugar 2i. Ademds es claro que o?" € Ker(6?"), luego

[@?"] € H*"(Zy X Zy; Z) es un generador para el i + 1 sumando.

De manera analoga, para 0 < i < n— 1, denotamos por o2" ' : (F® F)apy1 — Z

7

al morfismo dado por

1 si j=2i+1

2n+l

«; (€j72n+17j) = -1 s1 ] = + 2

0 en otro caso.

Entonces, bajo la identificacion Homzaxa) ((F ® F)apg1, Z) = 7272 tenemos:

" =(0,...,0,1,-1,0,...,0)

donde el 1 aparece en el lugar 2i + 1 y el —1 en el lugar 2¢ + 2. Se sigue que

"t e Ker(68%Y) y que [af""!] € H>"*1(Zy x 7y ; Z) es un generador para el i + 1

i

sumando.

Ahora calculamos H* <Z2 X s Z), donde recordemos que Z = Z ® Z(—1) y

Z(—1) denota la representacién signo. Notemos que

Homzgxa ((F ® F)y, Z) o gt o @(Z)i
k=0

donde de nuevo el isomorfismo estd dado por f — (f(eon),---, f(eno)) v (Z)x es el

k—ésimo sumando Z. El complejo de cocadenas

.- Hom ((F © Fons1, Z) " Hom ((F ® Fon, i) 2 Hom ((F ® Fon_1, Z) .

Se ve Ccomo

» 72n+2 97" mony1 771

ZQn
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Proposicion 2.6. El operador cofrontera 52 L 720+l 722 oshi dado por:

ZQn—H s Z2n+2

(l’o, R 737271) — (—25[}0, O, 2x1 — 2332, O, . ,0, 29,1 — 2$2n, O)
El operador cofrontera §tLl . 722y 78 oot dado por:

Z2n+2 s Z2n+3

(l’o, R ,$2n+1> — (O, 2331, 2.’]}'1, 2]}3, 2333, Cee 23}2n+1, 2.T2n+1>.

Demostracién. Primero determinamos a 02". Sea f € Homgigxq ((F ® F)ap, Z),

el homomorfismo 827 [ € Homggxa ((F ® Fopy1, Z) estd completamente deter-
minado por sus valores en la Z|G x G]—base de (F ® F)a,11. Para i = 2m con

m =20,...,n se tiene que

anf(eiQn—i-l—i) = f(O2nt1€i2n+1—:)
=f([(t,1) + (L, 1)]ei—12n+1-) + f ([(1, 1) — (1, 1)e;20—4])
=[(t,1) + (1, D]f(i-12n+1-4) + [(1, ) — (1, 1)] f (i 20-s)
=2f(€ei—12n+1-:) — 2f(€ion—i)-

En el caso en que i =2m + 1 con m =0,...,n, tenemos

52” (ei,2n+17i> =f <82n+1€i,2n+17i)
= f([(t, 1) — (1, D]ei-12nt1-4) — £ ([(1, 1) + (1, D)]ei2n—i)

=[(t,1) = (L, D]f (eic12041-4) — [(1, 1) + (L, 1] f (ei2ni)
=0

Luego

8 (2g, ..., o) = (=220, 0,221 — 22,0, ..., 0,229,_1 — 2Ty, 0).

Por otro lado y de manera similar si f € Homgigxa (F X F)ant1, Z), entonces
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parat=2mconm=20,...,n+1

gzn+1f (€i2nt2—i) = f (Oant+2€i2n+2—i)
= FUE D + (L Dleirania-) + £ (L1 + (L Dlecansai)
= (8 1)+ (LIS (emransa) + (L0 + (L 1) (e727)
=2f (e"1*7).

Siit=2m—1conm=1,...,n+ 1 tenemos que

g2n+1f (ei,2n+2—i) = f (a2n+2€i,2n+2—i)
= f([(t,1) = (1, D]ei-12n12-4) — £ ([(1, 1) — (1, D]eignto—i-1)

=[(t,1) = (L, D)]f (eic12n42-:) — [(1,1) = (L, D] f (€i2ns1-4)
=2f (62”+1_i)

(2

Luego
g2n+1(x0, N ,l'2n+1) = (0, 21‘1, 2([}1, 21’3, 21‘3, Ce ,2£E2n+11, 21’2n+1).
O]
Proposicion 2.7. La cohomologia de 7y X Zo con coeficientes en 7 es
~ (Zy)"  six=2n
H*(ZQXZQ;Z): 1
(Zo)"™ six=2n41
Demostracion. Recordemos que
. K g2n
H*(Zy X Ty, L) = —22
[m52n71
De la definicién de 02" tenemos que (To,...,Ts,) € Ker(62") si y solo si zo =
07 X1 = T2, ..., Toap—1 = Top s y solo si (ZE(), cee 7x2n) = (O7ylayla cee >yn7yn) con

Y1, -, Yn € Z. Luego
Ker(g%) o~ 7N
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Por otro lado (o, ..., 22,) € Im(0*"~1) si y solo si existe (yo, ..., yan_1) tal que

(l‘o, s 7x2n) = (07 2y17 23/1? 2937 293» s 729211717 2y2n71)- Luego

m(62"1) = (22)".
Por lo tanto:

H¥(Zy X Zg; 7) = (7)™

De manera similar recordemos que

~ Ker(o¥+
H*" 7y X Zy; 7) = #
Im(d2m)
De la deficion de 02+ tenemos que (zq, ..., Tany1) € Ker(02HY) siy solo si aq =
r3=-++=2xop11 =0 y X9, To,..., Ta, son variables independientes. Luego

Ker(5*"™) = P(Z)o = 2.
k=0

Por otro lado (zo,...,Z2,+1) € Im(gQ”) si y solo si existe (yo,...,y2,) tal que

(Zoy -+ s T2nt1) = (—290,0,2(y1 — 42),0,...,0,2(¥2n-1 — ¥20),0). Como Y — Y41
puede tomar el valor de cualquier entero, se sigue que

6271, @ 2 2Z n+1

Luego tenemos que:

H2n+l(Z2 % ZQ; Z) ~ (Zg)n—H.

Para 0 < i < n — 1, denotamos por 2" : (F ® F)y, — Z al morfismo de
Z|G x G]—mébdulos dado por
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1 si j=2i+1
B ™) =S1 si j=2i+2

0 en otro caso.

Bajo la identificaciéon Homgya ((F ® F)ay, Z) &~ 72+ ge tiene que:

B =(0,...,0,1,1,0,...,0)

donde el 1 aparece en la entrada 2i + 1 y 2i + 2. Tenemos que 37" € K er(g%), mas

aun [32"] € H*"(Zy X Zy, Z) es un generador para el i + 1 sumando Zs.

De manera analoga, para 0 < i < n, denotamos por Bf”“ (FQ F)opy1 — Z al
morfismo de Z[G x G]—mddulos dado por
/Bgn+1(€2n+l—j) _ 1 si =2

7 J
0 en otro caso.

Bajo la identificacién Homziexq ((F ® F)any1, Z) & 7°7+2 tenemos:

B+t =(0,...,0,1,0,...,0)

donde el 1 aparece en el lugar 2i. Tenemos que 2" € Ker(02+!), més atn

(32" € H?"Y(Zy x 7y, 7) es un generador para el 4 + 1 sumando Z,.

Recordemos de la seccién 2.1 que el término E;™ de la sucesién espectral esté

dado por:

HP(Zo xZy;7Z) sigq=0 mdd 4

By = HP(Zy x 7o Z) siq=2 méd 4

0 si ¢ es impar.

Luego, como consecuencia de las proposiciones 2.5 y 2.7, el término E;™ tiene la

siguiente forma:



26 2. La Cohomologia de BDIff(K).
Z T 0 (Z2)* L2 (Z2)*  (Z2)* (Z2)* (Z2)°®  (22)°  (Z2)*
0+ 0 0 0 0 0 0 0 0
0+ Zs Zy (Z2)? (Z2)? (Z2)? (Z2)3 (Z2)* (Za)*
0+ 0 0 0 0 0 0 0 0
[ l l l l l l l l l
Z 0 (Z2)* 2 (Z2)*  (Z2)? (Z2)* (22)®  (22)°  (Z2)*
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2.3. La estructura multiplicativa de E;".

En esta seccién se describe la estructura multiplicativa del término E5* con el
objetivo de facilitar el calculo de el término EZ*. Para comenzar, de la solucion
afirmativa del problema de realizacién de Nielsen para superficies no orientadas (ver

[19]), sabemos que la sucesion exacta corta
1 —— Diffy(K) —— Diff[K) —=T'(K) — 1
se escinde y por lo tanto la fibracion de espacios clasificantes
BDiffy(K) —— BDIiff(K) —— BI'(K),

admite una seccién. De aqui se sigue que 7* : H*(BI'(K); Z) — H*(BDIiff(K);Z) es

inyectivo.
Proposicién 2.8. Para todo p > 0 se tiene que EPY = Eg’o.

Demostracion. En efecto. Recordemos, ver [24], que la composicién
HP(BT(K);Z) = EP* — EPY — ... — EPO = FP[P  HP(BDIff(K): Z)

es el homomorfismo 7* : (BI'(K);Z) — H*(BDIiff(K);Z). El resultado se sigue de

que 7" es inyectivo. O

Por otro lado (ver [18] pégs. 306-307), H*(Zsy X Z2;7Z) es el anillo de polinomios
sobre los enteros en tres clases A, i, v de grado 2, 2 y 3, respectivamente, sujetas a

las relaciones

A=2u=2v=0, yar’+Nu+I\?=0,

por lo que conocemos parte de la estructura multiplicativa de E;™. El siguiente

paso es describir por completo la estructura multiplicativa de E5™ con el objetivo
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de obtener mas informacion sobre los diferenciales d,. Para esto debemos entender

los productos cup:

HP (Zy X Ly Z) @ HY (Zy X Ly ; T) —=— HPY (Zy X Ly ; 7)

HP<Z2><ZQ;Z>®HQ<Z2><ZQ;Z>—>U HP (Zy X o3 7)
HP (Z; x Ty 2) @ HY (2o X T3 L) —n HPY1 (2 x 25 )

Denotamos por G a G X G =Zy X Zy ypor F a F® F (donde F — Z es la
resolucién proyectiva candnica de Z), el producto cup U (ver [7] ) se define como la

composicion

H?(G; M) ® HY(G; N) —= H"*(G x G; M ® N)

\ ld*

HP*(G; M & N)

donde x es el producto cruz y d : G — G x G es el morfismo diagonal. A nivel
de cocadenas, si A : F — F ® F es una aproximacién diagonal, entonces p U v =
(uxv)oA € Homgg(F,M ® N) donde pp € Homgg(F, M) v v € Homyg(F, N).

Antes de continuar recordemos que ZG - €; ® ZG - €; Z LG - (e; ® €j) = ZG - €;
y bajo este isomorfismo (t¥,t)e; ; = (t*,t)e; ® e; = tFe; ® tle;. De manera similar
2G-€; ;LG emn 2 Z(GXG) (6 j®@€mn), y bajo este isomorfismo (t*, ¢, ", t%)(e; ;@
emn) = (t*,t)e; ; @ (1", 1°)em.n. Notemos que (FRF), = (Fo@F,) & - & (F, @ F)
donde

k=t,l=j k=t,l=j
]Fi X Fj = @ 7G - €ki—k & 7G - €rj—1 = @ Z(G X G) : (ek,ifk X elJ,l).
k=0,1=0 k=0,i=0

Debemos encontrar una aproximacién diagonal

A:F—->F®F.
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Consideremos la aproximacién diagonal usual para Z, (ver [1]) dada por:

AN — FQF
€ Z;:0€j®t‘j6i_]‘,

y el “switch-map”7:

T FRF=F®F®FQF — FRF=FRFQFQF
a®@bcd — (-)Mla®cxbed

Lema 2.9. El mapeo T conmuta con 0, es decir

Tod=0o0orT.

Demostracion. Notemos que

T (0 1 es; ® epg) = (5,071, 87)7 (€15 @ €p9)

con (t* ¢, t™ t") € G x G. Entonces basta verificar que en los elementos de las bases

de F x I se cumple que 709 = 9 o 7. Por un lado tenemos que

T00(ei; ®epq) =T (0€1; @ epq+ (—1)e;; ® eyy)
=7 ((0e; ® e; + (—1)'e; ® Dej) ® ey q)
+7((=1)Wei; @ (9e, @ g + (—1)"ep @ Dey))
=7 (0e; ®ej ®epg + (—1)'e; ® Oe; ® €,)
+7((=1)e;; ® O, @ eq + (1)1 Pe; ; ® €, @ Dey)
= (=1)0e; ® e, @ e; ® e, + (—1)TPPe; ® e, ® De; ® e,

+ (=1)"*Pe; ® Je, ® e; @ e, + (1) TPHPe, R e, ® €; ® Dey.

Por otro lado

Do (ei;®epq) =0 ((—1)Pe;, ®e€jq)
= (—1)"% (0e; @ €, + (—1)'e; ® De,,) @ €54
+ (_1)jp(_1)i+pei,p ® (aej ® eq + (_1)j€j ® aeq)
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= (=1)%0e; ® e, @ e @ ey + (—1)PTe; ® De, R e; R e,
+ (=1)P e, @ e, ® Dej @ ey + (—1)PT P e, @ e, ® e; ® De,

Por lo tanto To 0 =0 oT. O
Ahora consideremos la composicion A =70 (A® ).

Proposicion 2.10. La composicion
A=70(A®@)N):F—FaF

es G—equivariante con respecto al morfismo diagonal d.

Demostracion. Debemos demostrar que:
(e} ()\ ® /\) ((tk7 tl)em) = d(tk, tj)T o ()\ ® /\) (ei,j) .
Por un lado

o (A@N) ((t", tei;) =70 (MA@ N) (t'e; @ tey)

=7 (A(t"e)) ®)\(tle]))
=7 ((t*,t")X\(e;) ® (', t")A(ey))

J
(%, %) Zer ®te; ) ® <(tl,tl)Zes ®tseis>>
s=0

s=0

]
(i—r stker ® tles ® tr+k€1 . ® ts+l .

[e=]

r,8=

Por otro lado

d(t*, )70 (A @ N)(eiy) = (¢5, ¢, 1) (A(es) @ Aley))
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= (t" ¢, ¢k, ¢! ((Z e @te; ) ® <EJ: €s ® tsej_s)>

r=t,5=j
= () D (D) e @ e, @ e
r=0,s=0

r=t,5=j
= Z (—1)(i_r)stker Rtle, @t e, ® tSHej_s.
r=0,s=0

Por lo tanto A es un G—mapeo con respecto a d. O

Proposicién 2.11. El morfismo A :F — F ® F es una aproximacion diagonal.

Demostracion. Por la proposicién anterior, resta probar que A preserva la aumen-

tacién y que Ad = 0A. Como A es un G—mapeo y
Aeop) = 7 (Meo) ® Aeg)) = 7(e0,0 ® €0,0) = €00 @ €00

entonces
€ (6070) =1= 6/ (6070 & 6070) = E/ (A(eo,o))

donde ¢ :F —-Z vy ¢ : F®F — Z son las aumentaciones. Por otro lado:

Aod(e;®e;) = (0e; @ej+ (—1)'e; ® Oej)
=7 (A(0e;) @ A(ej) + (—1)'A(e;) @ A(Oe;))
=7 (OX(e;) @ A(ej) + (—1)"Ae; @ OA(ey))
= 7o A(Ae:) @ Ae)))
= do7(Mei) @ Ale)))
=00A(e; ®ej).

Como A es un G—mapeo y 9 es un G—mapeo o bien un (G x G)—mapeo segin
corresponda, se sigue que 0 y A conmutan. Luego A es una aproximacién diagonal.

]
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Usando la aproximacién diagonal A : F — F ® F y las bases que se introdujeron
en la seccion 2.2, procedemos a calcular los productos cup involucrados. Notemos
que como ZG—mdbdulos Z ® Z=17 y que Z®7Z="1.

Proposicién 2.12.

1. A nivel de cociclos, el producto cup
H* (Zy x Ly, ) @ H (Zy X Ly ; ) ——> H*(Zy X Ly ; 7)

esta dado por:

2n om __ _2(n+m)
o U ;= Qs
2n 2m—1 __  2(n+m)—1
a; U Qs = Q5
2n—1 2m—1 __ ___2(n+m)-2  2(n+m)-2
o Uap =gy i+j+2

2. A mivel de cociclos, el producto cup
H <Z2 X L Z) © H*(Zy X Tp; L) —2> H*(Zy X T ; 7))
estd dado por:

2n om __  2(n+m) 2(m-+n)
B Uﬁj = Qi T Qg

2n 2m—1 __ 2(n+m)—1
B U B; = —Quy;

2n—1 2m—1 __ _2(n+m)—2
B U B = Q4

3. A nivel de cociclos, el producto cup
H* (Zy X L ) @ H(Zy X Ty ; Z) —2 H*(Zy X Ly ; 7.)
esta dado por:

2 2 2(n+
ain Uﬂjm _ ﬁH(_TJL m)

2n 2m—1 __ p2(nt+m)—1
a; U 5j = /Bi-i-j
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2 1 om __ p2(n+m)— 2(m+n)—
" ﬁ "= /B’L+]+1 + 5z+]+2
2n—1 2m—1 2(n+
ain U Bjm _ ﬂH(-rJL m)

Demostracion. Demostramos el caso

2n—1 2m _ p2(nt+m)— 2(m+n)—1
aQ; U ﬂj = 5z+g+1 "+ Bz+j+2 .

Debemos calcular

o tu 53% (€1.2m+2n—1-1)

con 0 <! <2m+ 2n — 1. Por un lado

Oé?"_lUﬁ?m (er2mron—1-1) = a2 52m( (er2mtan—1-1))

="t x B (T (Mer) ® Meamtan—i-i1))) -
Notemos que ;"' X 2™ (e, 2, ® €450,) = 0 excepto en los casos
" €2i41,2n—1—(2i4+1) & €25 41,2m—(2j+1)>
® €2i41,2n—1—(2i+1) @ €25422m—(2+2)s
" €2i122n—1—(2i+2) @ €2j4+1,2m—(2j+1)s
" €2i422n—1—(2i+2) & €2j+2,2m—(2j+2)-
Por otro lado observamos que moédulo multiplicaciéon por algin elemento de G x G o

un entero, €, 4z, ® €y, 4, €s un sumando de A (e;;) <=l =21+ 23,y k=22 + 4.

2n—1

Por lo tanto los elementos donde o] Bfm es no cero son sumandos de

= A (6’ 2i+1 +(2j+1),2m+2n717(2i+1)7(2j+1))a
= A (€(2i+1)+(2j+2),2m+2n—1—(2i+1)—(2j+2))7

= A (6(2i+2)+(2j+2),2m+2n—1—(2i+2)—(2j+2))-

Entonces debemos considerar tres elementos de la base de (FQF)a,,40,1. Al evaluar

en estos tres elementos se tiene que:
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2n—1 2m —
Q; BJ (€(2i+1)+(2j+1),2m+2n—1—(2i+1)—(2j+1)) —

= (Oé?n ' x 52m) o A( €(2i4+1)+(2j+1),2m+2n—1— (2i+1)—(2j+1))
(2i+1)+(25+1)

:( 2n—1 5%) Z (1, t")er 2it142j41-r) | ®

r=0
2m+2n—1—(2i+1)—(2j+1)

S
(1,t%)es (2m+2n—1-2i—1-2j—1—s)

22 62m) (( )(2j+1)(2n 1—(2i41))

( €2i+1,2n—1—(2i+1) & (ta 1)62j+1,2m*(2j+1))
— (_1)2m(2n 1)1 ®1
1

Similarmente

U By (€@it1)4(2j+2) 2mt2n—1—(2i41)—(242) ) =

= (04?”71 x 5]%) ((—1)(2j+2)(2n7172171)€2¢+1,2n—1—(2@'+1) ® (t, 1)€2j+2,2m—(2j+2))
(Oé?nfl X BQm) ((_1)(2j+1)(2n7172i72)€2i+2,2n—1—(2i+2) ® (1, t)€2j+1,2m—(2j+2))

+
— ( 1)2m(2n 1)1 ®1— ( 1)2m(2n—1)(_1) ® (_1>
0

2n 'uU 527” ( 21+2)+(2j+2),2m+2n—1—(2i+2)—(2j+2)) =

a?n—l % 2m) ((_1)(2j+2)(2n—1—2i—2)62i+272n_1_(2i+2) ® (1,75)€2j+2,2m_(2j+2))
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Luego se sigue que "' U szm es tal que

:
€2(itj+1),2m+2n—1—(2(i+j+1)) — 1

€2(i+j+2),2m+2n—1—(2(i+j+2)) — 1

y el resto de elementos de la base son mapeados a cero. Por lo tanto

2n—1 2m _ 2m—+2n—1 2m—+2n—1
o UG = BT B
El resto de los casos en cada inciso se demuestra de manera similar. OJ

Notacion:

» Para ¢ =0(mdd4) y p fijos, denotemos por o € EP? a la clase de cohomo-
logia que corresponde al generador [of] € HP (Zy X Zs; 7). Aqui i corre de 0
ansip=2nobiendeOan—1sip=2n+1.

» Similarmente, para ¢ = 2(méd4) y p fijos, denotemos por 4 € EN? a la

clase de cohomologia que corresponde al generador [5Y] € HP(Zy X Zs; 7).

Donde 7 correde 0 an —1sip=2nobiende Oansip=2n+1.

La estructura multiplicativa del término E3™ se sigue de la proposicién anterior

y esta dada por:

2n,q 2m,q’ 2(n+m),q+q’
a; U @ = ity
2n,q 2m—1,4' _  2(n+m)—1,q+q¢
a; U a; = Qy
2n—1,q 2m—1,q’ 2(n+m)—2,q+q’ 2(n+m)—2,q+q’
@; aj - a’iJerrl i+j+2
2n,q 2m,q’ _ 2(n+m),q+q’ 2(m+n),q+q
BT UB™ =i i+j+2
S)Zn,q 32m71,q’ o 2(n+m)—1,g+q’
i J i+7

2n—1,q 2m—1,¢' _  2(n+m)—2,q+q’
B; U B; = Qg
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2n,q 2m,q’ 2(n+m),q+¢
Q; U /Bj = 51 j
2n,q 2m—1,4' _ 52(n+m)—1,g+¢
. U ﬂj 51 j

a; =
2n—1, 2m,q' __ p2(nt+m)—1,g+q¢ 2(m+4n)—1,g+¢
Q; UBs™ =B + Bitjte
2n717q 2m717q/ — 2(n+m)_2)q+q/
;" U = —bit;

Maés atn, no es dificil demostrar la siguiente proposicién

Proposicion 2.13. Las siguientes clases generan multiplicativamente al término
*7*.
E2 .

030,03 € B3
0 € B

(1),2 c E21,2

3,2 c E22,2

0,4 0,4
ay € By

Demostracion. Se sigue de las tablas de multiplicar anteriores. O]
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2.4. El colapso de la sucesién espectral.

En esta seccion demostramos que la sucesién espectral de Serre se colapsa. No-
temos que By = E3™ y recordemos que el término E3™ estd generado multiplica-
tivamente por las clases ag’o, a?’o, ag’o, 3’2, 3’2, a8’4. Por lo tanto, para determinar
ds : E3" — E3" es suficiente conocer su efecto en los generadores. Es claro que
d(a2?) = d.(a}?) = d,(a)®) = 0 para todo r > 2. Més atn en la seccién 3.1

mostramos que la sucesion exacta
1 — Diffy(K) —— Diff(K) —=Zy X Zy —1 (2.2)
se escinde y por lo tanto, la fibracion
BDiffy(K) —— BDiff(K) —/— BT'(K). (2.3)

posee una seccion. Esto implica que dg(ﬁé’2) = ds( 3’2) = 0. Luego, resta calcular

ds ().

R 4 (Z2)? (Z2)? (Z2)* (Z2)* (Z2)® (Z2)*
()48’4
0+ 0 0 0 0 0
0T (Z2)? (Z2)3  (Z2)? (Z2)* (Z2)*
0+ 0 0 0 0 0 0 0 0
® } } } } } } } } }
Z 0 (Z2)? Lo (Z2)?  (Z2)? (Z2)*  (Z2)*  (Z2)°  (Zo)*
020 030
0 0
20
‘1

Figura 2.2: Pagina F;™" asociada a la fibracién 2.3.

Notemos que la inclusién SO(2) C Diffy(K) descrita en la seccién 2.1 se extiende
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a una inclusién de O(2) en Diff(K), la cual manda una reflexion fija r € O(2) en la

involucion f. Luego tenemos el siguiente morfismo de sucesiones exactas cortas

IR

SO(2) 0(2) s

donde iy : Zo — Zo X Zs es la inclusion en el segundo factor. Al pasar a espacios

clasificantes tenemos el mapeo de fibraciones:

Bfl = . BDiffy(K)
BO(2) — BDIiff(K)

| |

BZ, 22+ B(Z,y x Z,)

el cual induce un mapeo entre sucesiones espectrales. La sucesion espectral asociada

a la fibracién de la izquierda es més simple de describir. La pagina E- estd dada por:

E}* = H* (BZy; H(CP™; Z))

= H"(Zo; Z[z))
donde |z| = 2 y la accién de Zy = (r) en z estd dada por r - z = —x. Recordemos
que
Z  six=0

H*(Zy; Z) =40 si % es impar

Zo si x es par

Usando la resolucion F', denotamos por
&g”:FQn:ZG-@n — Z
ey, H—— 1

al cociclo que genera a H?"(Zy; 7). Similarmente
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~ Zo si % es impar
H*(Zy; Z) =
0 en otro caso

y denotamos por
—2n—1

By cFy o =2G e — L
€op—1 —— 1

al cociclo que genera a H*""!(Zy; Z). La figura 2.3 muestra la pdgina E;™ asociada

a la fibracién

BS'——= BO(2) —~ BZ, (2.4)

Usando la aproximacion diagonal A : FF — F' ® F' se pude demostrar facilmente

la siguiente proposicion.

Proposicion 2.14.

1. A nivel de cociclos el producto cup
H*(Zy; 7) © H*(Zy; Z) —— H*(Zy; Z)
estd dado por @ U™ =ag .
2. A nivel de cociclos el producto U
H*(Zy; Z) ® H*(Zy; L) —= H*(Zy; 7L)

. —2n—1 —2m—1 . _
estd dado por B, UB,  =ag"t"

3. A nwvel de cociclos el producto U
H*(Zy; Z) @ H*(Zy: 1) —> H*(Zy ; Z.)

1 —=2(n+m)—1
— M0

B

estd dado por 2" U Bﬁm_
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Notacién: Para ¢ = 0(méd 4) sea @,? € E;™? la clase en cohomologfa que corres-
ponde a la clase [a2"] € H*(Z,; Z). Similarmente para q = 2 (méd 4) sea By €

ES”‘“’ la clase en cohomologia que corresponde a la clase [3(2)”_1] € H*" Y Zy; Z)

Proposicién 2.15. La pagina E5™ asociada a la fibracion 2.4 estd generada multi-

plicativamente por:

—2,0 2,0
oy € B,
—1,2 1,2
By € Ly
—0,4 0,4
oy € E,
Demostracion. Es consecuencia de la proposicién 2.14. O]
7 ® 0 Zao 0 Zo 0
&0,4
0+ 0 0 0 0
0+ Zo 0 Zo 0
0+ 0 0 0 0 0 0 0 0
o f f f f f f f f f
z 0 Zs 0 Zs 0 Zs 0 Zy 0

Figura 2.3: Pagina F," asociada a la fibracién 2.4

Consideramos el mapeo

vy:F — FRF
en, —— eyRe,
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el cual es un mapeo de cadenas compatible con iy, es decir y(t—) = is(¢)y(—).

Proposicion 2.16. Los morfismo inducidos por iy en cohomologia:

iy H'(Zo X L3 Z) — H*(Z2; Z)
i H*(Zy % Ty Z) — H*(Zy; 7))

estan dados por

@2 sii=0

i5([0f"]) =
0 en otro caso
6 Byl sii=0
% n— 0 -
i([671) =
0 en otro caso
respectivamente.

Demostracion. Se sigue de la deficion de morfismo inducido usando v y la definicién

de los cociclos correspondientes. O

Corolario 2.17. El morfismo inducido en fibraciones por iy : Lo — Zg X Zs, induce

un morfismo entre sucesiones espectrales que denotamos por v
i BN o B

y que a nivel de generadores multiplicativos estd dado por

2,0 2.0
2,0

o — 0
3,0

OZO7 H 0
1,2 —1,2
0" — Bo
2,2
o =0

0,4 _ 0,4
o7 » Qg
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Demostracion. Se sigue de la proposicién anterior. O

Ahora bien, es un resultado clésico que la cohomologia entera de BO(2) (ver [6]
y [14]) es:

Z[U27 U37p4]

H* (BO(2): Z) =
( ( ) ) <2?12>2'U37U2p4+7}§>

donde los subindices indican el grado de cada generador. Como la fibracién 2.4 se

escinde d,.(@;’) = d, (3(1)2) = (0 para todo r > 2. Por otro lado sabemos que

H°(BO(2); Z) = Zs
y de la sucesion espectral tenemos que

E.. = H*(BO(2); Z) = Zs,
luego Ei’Q = Z,. Por lo tanto

—=0,4 -=3,2

es cero y en particular ds(@y*) = 0. Por lo tanto d, (@) = 0 para todo r > 2.

Proposicién 2.18. En la sucesion espectral asociada a la fibracion
BDiffy(K) —— BDIiff(K) — BI'(K)

para todo r > 2

Demostracion. Notemos que
12, 222 _ 34 _ 30 0,4
0T UL =apt =ay Uy

Como dj (55’2 U Bg’g) = 0, entonces

0=ds (ag’o U a8’4) = ag’o U d3(a8’4).
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Por otro lado
is(agh) =ag! = i} (dzag”) = dsis (ag”) = ds(@y”) = 0,
luego ds(agt) € Ker(i3) = (a2 U By* = fz> C E§’2, donde

—3.2

Z; : <Z2)2 = E§72 — E3 = ZQ.

Entonces hay dos posibilidades: dg(a8’4) =06 dg(a8’4) = o}’ U /35’2. Si pasa esto

ultimo se tiene que

3,0 04 30, 20, 52

pero
0’ Uai®ufy® = ap U = 51 # 0.

Por lo tanto ds(ay*) = 0. Como la fibracién se escinde ds(ag) = 0, luego

d,(a)") = 0 para todo r > 2. O

Proposicion 2.19. La sucesion espectral asociada a la fibracion
BDifty(K) —— BDiff(K) —T'(K)
se colapsa en la pdgina Ey”, es decir

ok vk
E}* = E%.

Demostracion. Se sigue de que d,(g?) = d.(a}°) = d(a®) = d,.(8y°) = d.(53%) =
d,(ag*) = 0 para todo r > 2. O

A pesar de que la sucesién espectral que converge a H* (BDiff(K) ; Z) se colapsa
en la pagina E,™, no es posible deducir de ella la cohomologia de BDiff(K) puesto
que existen problemas de extension, sin embargo sugiere que H* (BDiff(K); Z) =
H*(BZy x BO(2); Z). En el sigiente capitulo demostraremos que BDIiff(K) tiene el
mismo tipo de homotopia que BZs x BO(2).
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Capitulo 3

El tipo de homotopia de BDiff[K)

En el capitulo anterior demostramos que la sucesion espectral que converge a
H*(BDIff(K) ; Z) se colapsa en la pagina E3", es decir Ey" = E**. Sin embargo,
debido a problemas de extensién no es posible calcular la cohomologia entera de
BDIff(K) a partir del término E**. El morfismo entre sucesiones espectrales inducido
por la inclusion de Z, en el segundo factor de Zy x Z, y la pagina EZ* sugieren
que H*(BDIiff(K)) = H*(BZs x BO(2)) (ver seccién 2.4). En la seccién 1 de este
capitulo demostramos que en efecto BDIif(K) es del mismo tipo de homotopia que
BZs x BO(2). En la seccién 2 se describen ejemplos sencillos de K —haces cuya no
trivialidad es detectada por clases caracteristicas en la cohomologia de BDiff(K) con

coeficientes en Zs.

3.1. El tipo de homotopia de BDiff(K) .

Recordemos que la botella de Klein K es el cociente de S' x I bajo la relacién
de equivalencia (z,0) ~ (z,1), el grupo I'(K) estd generado por las clases de los
difeomorfismos h y f donde f es reflexion y h es el giro de Dehn a lo largo de la
curva St x % (denotada por C’) respectivamente. Denotamos por h : K — K al
difeomorfismo dado por h(z,t) = (—z,t), es decir al mapeo antipodal en las fibras
de K, ver figura 3.1. Es facil ver que h y h son isotépicos y por lo tanto definen el
mismo elemento en I'(K) .
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Figura 3.1: El difeomorfismo h.

Por otro lado, para 0 <t < 2, sea R; : K — K el difeomorfismo “rotacién”dado por
Ri(z,8) = (z,s +t) (ver figura 3.2). Notemos que
{R, |0 <t <2}~ SO(2).
Maés atin, Gramain [16] demostré que el mapeo
SO(2) — Diffy(K)
61‘9 = R

es una equivalencia homotoépica. Notemos que h tiene orden dos, conmuta con f,

con las rotaciones R; y ademés fo R;o f=R_,.

, «
5 o ’
Y .
E [EEEE ahhhhbh A
vz Ry ()
):

Figura 3.2: Los difeomorfismos R;.

Proposicién 3.1. El grupo Zs x O(2) es un subgrupo de Diff(K).
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Demostracion. Los difeomorfismos h, f, R; determinan una inclusién Z, x O(2) C
Diff(K). O

Teorema 3.2. Los espacios BZs x BO(2) y BDiff(K) son del mismo tipo de homo-

topia.

Demostracion. La inclusion Zy x O(2) C Diff(K) de la proposicién anterior induce

el siguiente diagrama conmutativo

SO(2) —=— Diffy(K)

| |

Zy x O(2) —— Diff(K)

| »J

ZQ XZQ—ZQ XZQ

donde la seccion de la derecha mapea a los generadores (1,0) y (0, 1) de Zy X Zs en los
difeomorfismos h y f respectivamente. Pasando a espacios clasificantes obtenemos

un mapeo de fibraciones

~

BSO(2) BDiffy(K)

| |

BZy x BO(2) ——> BDiff(K)

| | )

B(ZQ X ZQ) —B<Z2 X Zg)

el cual, mediante la sucesion exacta en homotopia, implica que
7 (BZs x BO(2)) = m; (BDiff(K))

para todo ¢ > 0. Por lo tanto BZy x BO(2) es débilmente equivalente a BDiff(K) y
por el teorema de Withehead concluimos que BZy x BO(2) ~ BDIiff(K). O
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Corolario 3.3. Sea R un anillo conmutativo con identidad. Tenemos que

H*(BDiff(K) : R) = H*(BZy x BO(2); R).

Demostracion. Por el teorema anterior BDifl(K) y BZs x BO(2) son del mismo tipo

de homotopia, luego estos dos espacios tienen los mismos grupos de cohomologia. [

En el caso en que R = Z, tenemos:

(Zy) 1)’ si p=2n

H?(BDIff(K) ; Z) =
(Zy)"+D(+2) i p=2n+1

y cuando R = Z tenemos:

7+ (Zy)*" ) si p=dn
HY(BDIf(K) ; Z) = { (Zy)*n+D) si p=4n+1

(ZQ)Q(”H)2 si p=4n+2 o p=4n+3
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3.2. Ejemplos de K-haces

Esta seccion contiene ejemplos de K—haces cuya no trivialidad es detectada por
clases de cohomologia de H*(BDIiff(K);Zs). Recordemos que BDiff(K) ~ BZjy x
BO(2) y para nuestros propdsitos consideremos al espacio proyectivo RP> y a la
grassmanniana de 2—planos de R*, denotada por G3(R*), como representantes
homotdpicos de BZy y BO(2) respectivamente, es decir BDIiff(K) ~ RP> x Go(R*).
Los espacios S y la variedad de Stiefel de 2—planos de R*°, denotada por Vo(R>),
seran los representantes homotépicos de EZs y FO(2) respectivamente. Denotamos

por ¢ al Zs x O(2)-haz universal

Zo x O(2) —> 5% x V3(R®) — = RP® x Gy(R™)

y por ((K) al K—haz

K—— (5% x V3(R™)) zgxé(z) K——=RP>® x G5(R>®).

Recordemos que la cohomologia médulo dos de BDiff(K) estd generada por tres
clases: 1, wy; y we, donde z; es inducida por el factor BZs y wq,ws por el factor
BO(2). Abusando de la notacién, x; también denotara al generador de H*(BZs; Zs)

asi como w; y we también denotaran a los generadores de H*(BO(2); Zs).

3.2.1. K-haces sobre S'.

Existen, hasta por isomorfismo, cuatro K —haces con espacio base S!, los cuales

han sido descritos en [22] y son: el haz trivial, S' x K, S' x Ky el haz S!' x K. A
f 7 R
continuacin explicamos que clases de H* (BDiﬁ"(K) : Zg) detectan estos haces.

1. Consideremos el mapeo

11 - R]Pﬂ — RP*> x GQ(ROO>
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que es inclusion en la primera coordenada y constante en la segunda y el cual

induce el siguiente diagrama conmutativo

Zy x O(2) =———171 x O(2)

| |

i1 (9% x Vo(R®)) —— 5% x V,(R™)

| |

RP! — 1~ RP® x Gy(R®).

Notemos que el pull-back i} (5% x V5(R*>)) es S* x O(2) y al hacer construccién

de Borel con K obtenemos

St x O(2 K = S'xK
( x ())ZQXXO(Q) £<2

donde Zs = { [h] ). Ahora bien, sabemos que el K—haz

K—S'x K—= 5!
h

es no trivial y méas aiun

i(r) =y, dp(wr) =ij(w2) =0
donde y € H'(S'; Z,) es el generador. Entonces la no trivialidad del K—haz

inducido por i; es detectada por la clase de cohomologia x1.

2. De manera similar consideremos el mapeo

iy : RP* — RP™ x G5(R™)

que es constante en la primera coordenada y en la segunda es la inclusion de
St en la uno celda de G3(R*) (vease [26]). El mapeo iy induce el siguiente

diagrama conmutativo
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Ly x O(2) ——="7Z> x O(2)

| |

i5(9% x Va(R®)) —— 5% x V5(R®)

| |

RP! 2 RP>® x Go(R>).

Es fécil ver que %5 (S°° X VQ(]R"O)) = Zy x S' x S' y haciendo construccién

de Borel con K obtenemos

(Zyx S'xSY) x K = S§'xK
ZQXO(Q) Za

donde Zs = ([f]). Sabemos que el K-haz

K—=St x K——= 51
!

que es no trivial y ademas

in(71) = 0 = i5(wy), in(wi) = y.

Luego, la no trivialidad del haz S' xK es detectada por w; € H* (BDiﬁ(K) : ZQ) )
f

3. Combinemos los mapeos de los dos ejemplos anteriores, es decir consideremos

el mapeo

2.1,2 : R]P)l — RP* % GQ(ROO)

el cual es la inclusién de RP! en cada una de las coordenadas. Notemos que

i12 no es homotdpico a i1 ni a iy, luego el haz i} ,(C(K)) es diferente de S* x K
h

y de S! x K. Ademés no es el haz trivial pues
!

Z'>{,2<x1> =y = Z'T,2<W1)v 7;;,2(("'}2) =0.
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Por lo tanto i} ,(C(K)) es el haz S* x Ky la no trivialidad es detectada por las
hf
las clases z1, wy € H*(BDIiff(K) ; Z5).

3.2.2. Otros ejemplos sencillos de K —haces.

Continuando con coeficientes mod 2 consideremos la sucesién exacta corta

S

"\

1—=S0(2) —=0(2) Ly 1

que se escinde y la cual induce la fibracién de espacios clasificantes

s

/7 N\

CP* —> BO(2) —=> RP>

que admite una seccién. No es dificil ver (por ejemplo en [24]) que al pasar a coho-

mologia

i HY (BO(Q) ; ZQ) = Zg[wl,(UQ] — H* ((C]P)oo, ZQ) = ZQ[IQ]
w1 —— 0

Wo > Tg

T H*(R]P)oo, Zg) = ZQ[.Z‘l] — H*(BO(Q), ZQ) = Zg[wl,OJQ]

Ty = W

y por lo tanto s*(wy) =z € H* (RIPOO : Zg).
1. Dado n > 1 sea ¢ la composicién de las inclusiones

CP" ——~ CP* — BO(2).

La inclusién ¢ induce el mapeo, también denotado por ¢:
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i CP" — RP™ x G5(R™)

que es constante en la primera coordenada y la inclusion en la segunda. El
pullback i*(¢(K)) es un K—haz con espacio base CP" que no es trivial pues
i*(wg) = To, donde Ty € H* (CP”; Zg) es el generador del anillo de coho-
mologia. Entonces la no trivialidad de este haz es detectada por la clase

wy € H*(BDIfl(K) ; Z).

2. Similarmente, denotemos por s a la inclusién de RP™ en RP* seguido de la

seccion s, es decir la composicién de los mapeos

RP" — > RP® —~ BO(2).

El pullback s*(w;) es Ty, el generador del anillo de cohomologia H* (RP” : Zg).

El mapeo s induce el mapeo

5: RP" — RP™ x G5(R™)

que es constante en la primera coordenada y s en la segunda. Entonces, el
K—haz 5*(¢(K)) con espacio base RP™ es no trivial y la no trivialidad es de-
tectada por la clase w; € H*(BDIfl(K) ; Z,).

3. El ejemplo 1 de la seccién 3.2.1 se puede generalizar. Para n > 1 sea 1; el

mapeo:

11 : RP" — RP> x GQ(ROO)

que es inclusion en la primera coordenada y constante en la segunda. Notemos
que el espacio total del pullback 77(¢) es S™ x O(2) donde la accién de Zy x O(2)
es como sigue: la accién de Zs en S™ es la antipodal y en O(2) es trivial, la
accién de O(2) es trivial en S™ y es multiplicacién por la derecha en O(2).

Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
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Zy x O(2) =———17y x O(2)

| |

S™ x O(2) — S x V5(R>)

| |

RP" — 1~ RP® x Gy(R™)

del cual, al hacer construccion de Borel, obtenemos el mapeo de haces fibrados:

(5™ x 0(2)) e K—— (5% x V5(R™)) o K

RP" RP* x Go(R®).

Es facil ver que

" x 02 K ~ S"xK
(57> 0) 12%0(2) R

ademds el morfismo en cohomologia

it s H* (RP® x Go(R®); Zy) — H*(RP"; Zy)

es tal que

I
x|
T

i(wi) =0=1j(wz),  #j(a1)

Por lo tanto el K—haz
K——= 5" x K——=RP"
Lz

es no trivial y la no trivialidad es detectada por la clase de cohomologia z; €
H*(BDjﬁ(K) ; ZQ).
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4. Sea k > 3 y recordemos que la inclusion

j : GQ(R2+k) — GQ(ROO)

induce un isomorfismo

J" HP(Go(RY)) — HP(G2(R*™))

para p < k con cualquiera coeficientes. Mas atin H* (G2 (R2Hk) Zg) esta gene-
rada por las clases de Stiefel-Whitney asociadas al haz canénico v? y que aqui
denotamos por py v peo, asi como por las clases duales iy, . . ., [k sujetas a las

2 + k relaciones

(14 iy + o) (L + 77 + -+ 1ig) = 1,
(ver ejercicios 6 — By 7— B de [26]). Entonces, con coeficientes en Z, tenemos
que
Jiw) = m,  JN(w2) = pe.

Para k > 3 consideremos el mapeo

g2 1 Go(R*TF) — RP™ x G(R™)

el cual es constante en la primera coordenada y j en la segunda. Notemos que
el espacio total del pullback j3(¢) es Zy x Vo(R***). Por lo tanto tenemos el

siguiente diagrama conmutativo:

Loy x O(2) =——==17Zs x O(2)

| |

Ly x Vo(R¥F) — = 5% x Vo(R™)

| |

Go(R2HF) — 22~ RP™ x Gy(R™).

Al pasar a construccion de Borel con K obtenemos:
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Zax0(2) ZaxO(2)
Go(R2) 2 RP>® x Go(R™)
donde
(Zo x B(R*F))  x K = WER™) x K
ZQXO(2) 0(2)

El morfismo inducido en cohomologia

i H* (RP® x Gy(R®); Zy) — H* (Go(R*F); Z,)

satisface que

j;(xl) = 07 ];(w1> = W1, j;((“')?) = W2,

de donde concluimos que el K—haz

K —— Vo(R*F) x K ——> Gy(R>HH)
o)

es no trivial y la no trivialidad es detectada por las clases de cohomologia
Wi, Wa € H* (BDIE(K), Zg)



Capitulo 4

La cohomologia de I'Y(K)

El objetivo de este capitulo es calcular la cohomologia méd 2 de I'(K), el grupo
modular de la botella de Klein K con ¢ puntos marcados. Recordemos que I'?(K) :=
mo(Diff(K; ¢)) donde Diff(K;q) denota el grupo de difeomorfismos de K que dejan
invariante a un conjunto fijo de ¢ puntos distintos de K. Por otro lado, denotamos por
F,(M) al espacio de configuraciones desordenadas de M dado por {(ms,...,m,) €
M? | m; #m; si 4% j}, equipado con la accién natural del grupo simétrico 3.
Notemos que Diff(K) actia diagonalmente en F,(K) y por lo tanto en el espacio de

configuraciones desordenadas Fy,(K)/%,. En la seccién 1 demostramos que el espacio

EDIff(K) x F,(K)/S,
Diff(K)

es un espacio Eilenberg-MacLane K (I'?(K),1). En la seccién 2, usamos la sucesién

espectral de Serre asociada a la fibracion

Fy(K) /2y —= E(Zy x O(2)) ZQQE(m Fy(K) /2y — B(Zy x O(2))

para calcular la cohomologia méd 2 de

EDiff[K) x F/(K)/%,
Diff(K)
es decir la cohomologia méd 2 de I'?(K). En la seccién 3 recordamos como calcular
la homologia mdd 2 de los espacios de configuraciones y demostramos un teorema

que se usa en la seccion 2.
57
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4.1. Un espacio K(7,1) para I'Y(K)

El objetivo de estd seccién es usar la equivalencia Diff(K) ~ Zs x O(2) para

construir espacios Eilenberg-Maclane K (7, 1) para el grupo modular T'(K).

Notemos que Diff(K) actia en el espacio de configuraciones desordenadas F,(K)/%,

donde la accién estd dada por evaluacion, es decir:

0 : Diff[K) x F,(K)/2, — F,(K)/%3,
(f, [$1,...,$q]) — [f(x1), ... flzy)]

Més atn estd accién es transitiva y si z1,...,2, € K son ¢ puntos distintos de K,
entonces el estabilizador de [z1,...,7,] € F,(K)/E, es Diff(K;q), el subgrupo de

difeomorfismos de K que deja invariante al conjunto {xy,...,x,}.

Por otro lado, recordemos el siguiente par de resultados conocidos.

Lema 4.1. Sea G un grupo topologico actuando transitivamente en X. Elijase un
punto base o € X y sea p : G — X el mapeo evaluacion, dado por g — g - xg.
Sea H el subgrupo de isotropia (estabilizador) de zy. Si G es compacto, o si p :
G — X es abierto, entonces el mapeo inducido G/H — X es un homeomorfismo de

G—espacios.

Teorema 4.2. Bajo las condiciones del lema anterior

EG x X ~ BH.
a

Demostracion. Por el lema anterior X es homeomorfo a G/H. Entonces basta de-

mostrar que FG x X ~ BH. En efecto, notemos que H actia libremente en EG
G

y por lo tanto EG/H es un modelo para el espacio clasificante BH. Ahora bien, el

mapeo

V:EGé(G/H) — EG/H
le,g-H] +— [e-g]
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es continuo y mas aun biyectivo con inversa continua

a:EG/H — EGx(G/H)
(] — [e,1-H]

por lo tanto EG x (G/H) ~ BH y el teorema se sigue.
G

Por el lema anterior tenemos que Diff(K)/Diff(K;q) ~ F,(K)/%,, luego del teo-

rema 4.2 se sigue que

EDiff(K) x F,(K)/%X, ~ BDiff(K;q).

Diff(K)

Proposicion 4.3. El grupo fundamental del espacio

EDiff(K) bt Fy(K)/%, (4.1)

es isomorfo a I'(K).

Demostracion. De la sucesion exacta en homotopia de la fibracion

Diff(K; q) — EDiff(K; q) — BDIff(K; q)

se sigue que m (BDIff(K; q)) = mo(Diff(K; ¢)) = I'(K). Luego

m(EDIK) o Fy(K)/S,) & m(BDIK: ) = T*(K).

Asi, para ver que el espacio en cuestién es un K (7, 1), resta demostrar que:

;(EDiff(K F,(K)/¥2,) =0 V> 2.
ﬂ-( 1 ( )Di;f(K) q( )/ q) 1=
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Esto se hara por induccion sobre ¢q. Con el objetivo de tener una descripcion mas
sencilla del espacio (4.1) recordemos que la inclusién Zy x O(2) — Diff(K) induce

una equivalencia homotépica, la cual induce un mapeo de fibraciones

p(K)/%q Fy(K)/%,

E(Zy x O(2)) x F,(K)/%,— EDIif[K) x F,/%,
Zax0(2) Diff(K)

B(Z, x O(2)) = BDiff(K)

de donde se sigue que

B(Zy < 0Q) | x F(K)/%, = EDIfiK) x F(K)/%,

Lema 4.4. El espacio

E(Zy x O(2)) ., ><>Z)(2) K

es un espacio de Filenberg-MacLane K (m,1).

Demostracion. La fibracién

K——=E(Zy x O(2)) . X>§)(2) K——= B(Zy x O(2))

induce la sucesion exacta larga en homotopia:
oo ——m(K) —=m (E(Zy x O(2))  x  K)—=m;(B(Zy x O(2))) — -
Zax0(2)
Como 7;(K) es trivial para i > 2y m;(B(Zy x O(2))) = 0 para i > 3, entonces

Ti(E(Zy x O(2)) x K)=0
ZQXO(Q)

para ¢ > 3. Notemos que
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T2 (E(Zy x O(2)) 22;2)(2) K)

es trivial si y solo si el morfismo de conexién §

0 m3(E(Zy x 0(2)) %K) —>my(B(Z2 x 0(2)) D

ZQ X 0(2)

d
Lm(K) — - m(E(Zy x 0(2)  x K) —=(BZy x BO(2))

Z2X0(2)
es inyectivo. Sea [0 € m(B(Zy x O(2))) = ma(BZs) x m(BO(2)). Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que « es constante en la primera coordenada, es decir,
a estd dado por un mapeo o : S? —s BO(2). Por otro lado sea &' : myBO(2) —

mO(2) el morfismo de conexién de la sucesién exacta en homotopia asociada a la

fibracion

0O(2) — EO(2) — BO(2),
y consideremos el elemento ' [/ € m1(0O(2)).

Notemos que 0'[a/] estéd representado por un lazo &'a’ : I — SO(2). Usando la

definicién de 9 y & deducimos que 0]a] esté representado por el lazo

a1 — K
t — Jda(t) =0 (t)(zo)

donde xy € K es el punto base. Es decir, 0« es el lazo que resulta de la composicion

129 S0(2)— Diffy(K) —2 K
donde ev,, el mapeo evaluacién en x,. Al pasar a grupos fundamentales, el morfismo
inducido por ev,, es inyectivo (ver [16]) al igual que &', por lo tanto concluimos que
0 es inyectivo.

]

A continuacién recordemos un par de resultados ttiles sobre espacios de configu-

raciones . Sea M una variedad y denotemos por M9 a el producto cartesiano de M



62 4. La cohomologia de I'(K)

consigo mismo ¢ veces. Las proyecciones naturales
p; s MY — MO

que eliminan la 7—ésima coordenada se restringen a mapeos a nivel de espacios de

configuraciones ordenadas. Més aun,

Teorema 4.5 (Fadell-Nuewirth). Si M es una variedad sin frontera, la proyeccion
natural

Di - Fk(M) — Fk_l(M)

es una fibracion con fibora M \ Qk_1, donde Qr_1 C M es un conjunto de car-

dinalidad k — 1, que corresponde al punto base, dado por una configuracion fija
(ma, ... ,my—1) € Fi_1(M).

Demostracion. Ver [12]. O

Teorema 4.6. Si M es una superficie que no es homeomorfa a S* o al plano pro-
yectivo RP?, entonces Fy(M) y F,(M)/%, son espacios K(m,1).

Demostracion. Ver [21]. O

Usando los resultados anteriores podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 4.7. El espacio E(Zs x O(2)) X  Fy(K) es un espacio K(m,1).
ZQXO(2)
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Demostracion. Consideremos la fibracion de Fadell-Neuwirth dada por proyeccion

en la primera coordenada
Pasando a construcciones de Borel, tenemos la fibracién:

K\ Qi —> E(Zs x 02) x F(K) —=E(Zyx02)) x F(K).
Z2x0(2) ZaxO(2)

Como K\ @ es un espacio K(m, 1) asi como E(ZyxO(2)) x Fi(K), de la sucesion
ZQXO(Q)

exacta larga en homotopia se sigue que

E(Zy x 0(2)) x Fy(K)
Z2x0(2)

es un espacio K (m,1). Procediendo por induccién y usando la fibracién

K\Qy 1 —=E(Zy x 02) x Fy(K)—E(Zs x 0(2)) x F,1(K)
Z2x0(2) ZaxO(2)

concluimos que la construccién de Borel

E(Zyx 0(2) x F,(K)
Zax0(2)

es un espacio Eilenberg-MacLane K (7, 1). O

Como consecuencia del teorema 4.7 obtenemos el resultado principal de esta seccion.

Teorema 4.8. El espacio EDIff(K) x F,(K)/%, es un espacio de Eilenberg-
Diff(K)
MacLane K(T'9(K),1).

Demostracion. Consideremos el recubrimiento

Y — Fy(K) —= F,(K) /%,
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el cual pasando a construcciones de Borel induce la fibracién

By B(Z2 x 0@) X Fy(K)—B(lax 0Q2))  x = Fy(K)/Z,

Como 3, es discreto y

B(Z:x 0(2)) | x  Fi(K)

es un espacio de Eilenberg-MacLane K(m, 1), el resultado se sigue de la sucesién

exacta larga en homotopia y de la equivalencia homotdpica

B(Z:xO(2)  x F(K)/S, = EDIfK) x Fy(K)/,

Hemos obtenido una fibracion

FyK)/8y— B(Z2 < 02)) | x = Fy(K)/S,— B(Za x O(2))

cuya sucesion exacta en homotopia se reduce a
1 —Z— B,(K) —=TYK) —=Zy x Zy —1

proporcionando asi una relacién entre el grupo I'Y(K) y el grupo de trenzas en ¢
cuerdas de K, B,(K).

Corolario 4.9. El grupo modular I''(K) es una extension de Zy x Za por B,(K)/Z,

es decir tenemos una sucesion exacta corta
1 ——= By(K)/Z —=TUK) —= Zy x Zy — 1.

donde B,(K) es el grupo de trenzas de K y Z es generado por la trenza que da un

giro completo a K.
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Demostracion. Es consecuencia de la sucecién exacta en homotopia asociada a la

fibracién:

Fy(K)/2y— B(Z2 x O@2) | % Fy(K)/Sq—=B(Zz x 0(2))
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4.2. La cohomologia méd 2 de I'{(K)

Recordemos que la botella de Klein K es el cociente de S' x S! por la accién
de Zy = (1), dado por 7(u,v) = (—u,v), es decir la accién antipodal en la primera
coordenada y conjugacion en la segunda. También recordemos que existe una accion
natural de Zy x O(2) en K dada por

O :Zy xK— K

(7-7 [u7 U]) — [u7 _U]

Y por

@2 : 0(2) x K— K
(A, [u,v]) — [A - u, detA - v]

En el resto de la seccién sera conveniente pensar a K como el espacio cociente

St x RP!, asf como identificar explicitamente la accén de Zy x O(2). Para esto
Lo

recordemos que S ~ RP!, donde el homeomorfismo es

St —s RP!
0

(cosB,senf) — [cos 5 sen 5]

Maés atin, este homemorfismo es Zy = (7) equivariante, donde Z, actia por conju-

gacién en S' y en RP! por:

T - [cos ¢, rsen ¢] = [cos ¢, —r sen ).

Luego, existe un homeomorfismo
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donde la accién en el primer factor de S* x RP! es la antipodal. La accién de Zg x O(2)

en K2 S' x RP! se ve ahora como
Za

@12Z2><K—>K

(7, [u, [cos ¢, sen @]] ) — {u, [COS (g + ¢) ,sen <g + ¢> H

@20(2)XK—>K

(A, [, [cos ¢, sen qﬁ]]) — {Au, [COS ((1 - detA)g + ¢> , sen ((1 — detA)g + qﬁ)] }

Luego, el grupo Z, x O(2) actia diagonalmente (via ©; y O) en el espacio de

configuraciones F,(K)/X,. De la seccién 4.1 sabemos que la construccién de Borel

E(Z,x 0(2)  x F(K)/%,

Za XO(Q)

es un espacio K(m, 1) para el grupo modular I'?(K). Por lo tanto, podemos calcular la

cohomologia de ['"(K) usando la sucesion espectral de Serre asociada a la fibracién:

F(K)/Zy—B(Za x 0Q)) | % F(K)/S,—=B(Z:x 0(2)  (12)

A partir de ahora trabajaremos con cohomologia con coeficientes en Zs,.

Teorema 4.10. La sucesion espectral de Serre en cohomologia mod 2 asociada a la

fibracién 4.2, colapsa en la pdgina Ey™.
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Demostracion. Notemos que la accién de Zy en S x RP! se puede extender a una
accién libre de Zy en S x RP* como sigue. Sea (x1,23,...) € S C R*® y sea

[rcos ¢, rsen @, ys, ... ] € RP®. Definimos la accién de (1) en S>° x RP*> por:

7-((z1,22,...); [recos g, rseng,ys,...]) = (—(21,22,...);[rcosd, —rseng,ys,...)).
Luego se tiene el siguiente diagrama conmutativo

St x RP! S x RP>®

K=5'xRP' —— 5= x RP®
Zz Z2

donde los mapeos horizontales son inclusiones y los verticales son las proyecciones

canonicas.

Por otro lado, la accién de Zy x O(2) en K se extiende a S x RP*. En efecto,
L

st Zy = (1), A€ O2), (x1,22,...) € S® CR® y [rcos¢,rsene,ys,...| € RP>,

definimos:

[(.771,1’2, ... );[rcosg,rsend,ys, ... )] =

A.
= |:<A(l'1,$2),l'3, . ), [TCOS <(1 — detA)g + gb) , T sen ((z — detA)g + gzﬁ) Y3, - H

T [(xl,xg,...);[rcosqb,rsenqﬁ,yg,,...]] = |:($1,.’132,...); [rcos (g —|—¢) ,Tsen (g —|—¢) ,yg,...H

Més ain Zy x O(2) actia diagonalmente en los espacios de configuraciones de K y

de S x RP* de forma que la inclusion
Z2

Fy(K)/Ey & F(S* xRP>)/3,
Lo

es Zs x O(2) equivariante. Esta inclusién induce un mapeo de haces fibrados:
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Fy(K) /2, Fq<5m2RPm)/Eq

|

B(Zyx 02)  x Fy(K)/Z,—E(Z; x O(2) x F(5* x RP¥)/S,

Z2x0(2) ZaxO(2)
B(Z x 0(2)) B(Zs x 0(2))

y por lo tanto un morfismo entre las correspondientes sucesiones espectrales. En la
seccion 4.4 probaremos que la inclusién en fibras induce un epimorfismo en cohomo-
logia y la siguiente proposicién demuestra que el haz de la derecha es homotopica-

mente trivial. Estos dos hechos implican que la accién de 7 (B(Zy x O(2))) en
H* (Fq(S"o x RP*) /%, ; ZQ)
Zo
es trivial, y mds atn, que la accién de 7 (B(Z2 x O(2))) en

H* (Fq(K>/Eq ; Z2)

también es trivial. Como los sistemas de coeficientes locales en ambos haces son
triviales y la inclusiéon en fibras induce un epimorfismo en cohomologia, se sigue que

la sucesiéon espectral de Serre asociada al haz de la izquierda colapsa en la pagina

B O

Proposicién 4.11. Para ¢ > 1 el haz fibrado:

Fy(5% x RP¥)/Z, —= E(Z> x 0(2)) _ x )Fq(SOO x RP*)/S, —> B(Z; x O(2))
2 Z2X0(2 2

es homotopicamente trivial.

Demostracion. Notemos que de un resultado cldsico de J. Birman (Teorema 1 en

[3]) se sigue que la inclusién
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F,(S™ x RP") < (S™ x RP")"

ZQ ZQ

induce un isomorfismo a nivel de grupos de homotopia m, con r < 2n — 1. Aqui la
acciéon de Zg en S™ x RP™ es la restriccion de la accién de Zy en S x RP*°. Pasando

al limite cuando n — oo tenemos que
F (5% x RP*) — (S x RP*>)?
ZQ Z2
es una equivalencia homotépica »,—equivariante. Por lo tanto, el mapeo inducido

en construcciones de Borel

EYy x Fy(S* x RP*) — EX, x (5% x RP*)?
3 Zs

. %, Zs

es una equivalencia homotdpica, Zs x O(2) equivariante con respecto a la accién

diagonal en el segundo factor.

Por otro lado la proyeccién en el segundo factor

ES, x F,(S® x RP®) — F,(5% x RE®)/%,
> Zo Za

q

también es una equivalencia homotdpica Zy x O(2) equivariante.

Las dos equivalencias homotdpicas descritas arriba inducen las siguientes equi-

valencias entre haces fibrados:

1

F,(S® x RP®)/%, EX, x F,(S® x RP®)
Zg Eq ZQ

| |

E(Zy x O(2))  x  Fy (8> X RP®) /S, <—— E(Zy x O(2))  x [ESy x Fy(S*® x RP>)]

Zax0(2) Zox0O(2) 34
B(Z x 0(2)) B(Z x 0(2))




4.2. La cohomologia mdd 2 de I'Y(K) 71

E(Z 2 EX F (5% x RP*° =~ E(Z 2 £y  x RP>°)?
(T2} 0@) | x  [FS, x (5% x RP=)] == B(Z; x 0(2)) | x = [EF, x (5= x R}

| l

Asi, para probar el teorema basta probar que el haz con fibra EY, x (5 x RP>)?
oy Zs

es homotdépicamente trivial. Consideremos el mapeo

s: (8% x RP*); — S x RP*
Zz Z2

(21,22, ...); (y1,92,...)] — [(0,0,21,22,...); (0,0, 1192, . . . )]

donde (S*° x RP*>); denota a S x RP* con la accién trivial de Zy x O(2).
ZQ Z2

Notemos que s es Zy X O(2) equivariante y mds ain es una equivalencia ho-
motdpica. En efecto, notemos que el haz fibrado natural dado por proyeccién en la

primera coordenada

RP*® —— §° x RP*® —— RP*
Za

tiene una seccién, de donde se sigue que S x RP* es un K(Zgy X Zs,1). Por otro
Za

lado el mapeo s induce un mapeo de haces fibrados

RP*° = RP*°

(5% x RP*®); —= (S x RP>)

Za Zo

RP> > RP*

donde 5 y 5 estan dados por recorrer las primeras dos coordenadas. Los morfismos

inducidos por § y S en grupos fundamentales son no triviales. De aqui se sigue que



72 4. La cohomologia de I'!(K)

s induce isomorfismo en grupos fundamentales y por lo tanto es una equivalencia
homotopica.

El mapeo s? induce una equivalencia de haces fibrados

EY, x (8% x RP>){ L EY, x (8% x RP*>)?
0 (5% x BB 0 (57 x BP™)

l |

E(Z 2 EY % RP<)? E(Z 2 EY. % RP®)
(Zs x O( ))ZQQB@[ ng(S X )i] — E(Zy x O( ))22;;)(2)[ q;q(S X )]

l l

B(Z> x O(2)) B(Z> x O(2))

donde el haz fibrado de la izquierda es trivial, pues la accién de Zy x O(2) en la fibra

es trivial. Por lo tanto el haz de la derecha es trivial. O
Como consecuencia del teorema 4.10 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.12. Para q > 1, existe un isomorfismo de dlgebras

H" (T(K); Z,) = H' (E (% 0@)) | % FK)/%y; Zz>

>~ H* (B(Zy x O(2)); Z2)) @ H* (Fy(K)/Zy 5 Zsy)

Demostracion. Es consecuencia de que la sucesiéon espectral de Serre asociada al haz
fibrado 4.2 colapsa en la pagina Fs, el grupo fundamental de B(Zy x O(2)) actua
trivialmente en H*(F,(K)/X,; Zs) y que los coeficientes son Z,. O

El teorema anterior demuestra que la cohomologia méd 2 de I'?(K) esté determi-

nada por la cohomologia de F,(K)/%,.
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4.3. La homologia de los espacios de configura-

ciones.

En esta seccién recordamos la descripccion de la homologia mod 2 del espacio
de configuraciones F, /%, como funtor de H.(M;Zs), en el caso en que M es una
variedad compacta de dimensién m. La idea es describir a H, (F,(M)/%,; Zs) como
parte de la homologia de un espacio mas grande conocido como espacio de configura-
ciones etiquetadas. A lo largo de toda la seccién usamos homologia con coeficientes

cn ZQ.

Definicién 4.1. Sea M wuna variedad compacta y X un CW —complejo con punto

base x. El espacio de configuraciones etiquetadas C(M; X) se define como el cociente

- (I 500z X)/ ~

7j>1

donde la relacion ~ es generada por
(ml,...,mj;xl,...,xj) ~ (ml,...,mj_l;xl,...,mj_l),

S§1 Tj = *.

Los espacios de configuraciones etiquetadas aparecen en [4], [25] y [5] como mo-
delos de espacios de mapeos. En nuestro caso consideraremos a X = S™. El espacio

C(M; X) esta filtrado por espacios cerrados

q
CoM; X) = ([T H() x X7) 7~

j>1 !
El espacio Cy(M; X) es el punto base y C1(M;X) = M ANX = (M x X)/M X .
Las inclusiones Cy_;(M; X) — C,(M;X) son cofibraciones, ver [23]. Sus fibras se
denotan usualmente por D,(M; X). Esta filtracién se escinde de manera estable, i.e

para X conexo hay una equivalencia natural

Q(C(M; X)) — ﬁQ D (M; X
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donde @ = QX y la cual generaliza la descomposicién de Snaith, vea [4],[8],
[32],[5]. Una consecuencia de esta descomposicién estable, ver [5], [21], es que existe

un isomorfismo en homologia reducida:

H,C(M; X) = P H;D,(M; X).

q=1

Por otro lado el siguiente lema se demuestra en [5].

Lema 4.13. Considere el siguiente haz vectorial natural sobre el espacio de confi-
gquraciones

wy : RI—— F,(M) x RT — F,(M)/%,.

q

q

Entonces Dy(M; S™) ~ Th(nw,), es decir, el espacio de Thom de nw, = w,®- - - Bw,.

El lema anterior implica que las homologias de F,(M)/%, y de D,(M;S™) estan
estrechamente relacionadas. A saber, por el teorema del isomorfismo de Thom tene-

mos que

H, (Fy(M)/%y) = Hysgn(Dg(M;S™).

Entonces el calculo de la homologia de F,(M)/%, es equivalente a calcular la homo-
logia de D,(M;S™), la cual se obtiene de la homologia de C'(M; S™) como se observa

a continuacion.

Teorema 4.14. Eziste un isomorfismo de espacios vectoriales graduados

O H,(C(M;8"); Z) = (R) H. (298" 2,)

q=0

donde [, es el q—ésimo nimero de Betti de M, es decir 5, = dimH (M ; Zs).

Demostracion. Ver [5]. O
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El isomorfismo © del teorema anterior depende de una descomposicién en asas

de M y es natural con respecto a encajes que preservan la descomposicién en asas
(ver [5]).

A continuacién recordemos la homologia mod 2 de los espacios de lazos iterados
QmM=9IS™H vea [9]. Sabemos que existen operaciones en homologia méd 2 conocidas

como operaciones de Dyer-Lashof

Qi Hy(Q"X) —» Hayui("X), 0<i<n-—1,

que son naturales con respecto a mapeos de espacios de n—lazos, Q" f : Q"X — Q"Y'
Mas atn, dichas operaciones son lineales si 0 < ¢ < n—1. Por otro lado, la suspension
de Freudenthal E? : S™ — Q4S5™"? induce un monomorfismo en homologia con
z, = E%(u,), donde u, es la clase fundamental de H,(S™). Denotamos por Qx,
a la composicion Q;,Qs, -+ Qi;zn si I = (i1, ...,17;). La sucesiéon I es admisible si
0 < iy <iyp <--- <4;. Escribimos A(f) < ¢ sii; < ¢y silalongitud de I es igual a
J, es decir [(I) = j.

Teorema 4.15. Eziste un isomorfismo de dlgebras de Hopf
H*(QanJrq; ZQ) = ZQ[QI‘I”], n Z 1,

donde I es admisible con A\(I) < q—1 y donde Qx, es primitivo.

Regresando al teorema 4.14, cada término H, (Q" 2S™*"; Z,) es una dlgebra
con pesos asociados a sus generadores. Mas aun, via el isomorfismo © la homologia
de D,(M;S™) corresponde con el espacio vectorial generado por los elementos de

peso ¢ (ver [5]).

A continuacién describimos los pesos de los generadores de Q" H. (2™~ 95 metn)©fa.

Primero por cada generador o« € H,(M;Z,) elegimos un generador u, en H, (Qm_quJr”)@B a
correspondiente a la clase fundamental de grado ¢ +n y a todos estos elementos les

asignamos peso

w(ug) = 1.
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Después, para cada u, y cada indice I = (iy,...,1,) consideramos los generadores

Qrus, si 0<iqp <--- <14, <m — q. Asi tenemos que
Qrua| = i1 + 2ip 4+ dig + -+ + 2771,y + 2"(|a| + n),

y a este generador le asignamos peso w(Qru,) = 2". Finalmente extendemos la

funcién peso a productos de generadores por w(v; - o) = w(v1) + w(vs).

Ejemplo: Sea M una superficie compacta, orientable o no. Por el teorema 4.14 la
homologia mdéd 2 de C'(M;S™) estd dada por

H, (QQSn+2) ®Bo ® H, (an+2) ®B1 ® H, (Sn+2)®52

donde (g, B1 F2 son los nimeros de Betti moéd 2 de M. Por el teorema 4.15 tenemos

que
H, (C<M7 Sn)) = ZQ[y07 Y1, - - ']®BO ® Z2[$]®61 ® (ZQ[U]/U2)®62
donde:
lul =n+2, w(v) =1,
lz] =n+1, w(z) =1,
lyil = (27 = 1) + 2'n, w(y:) = 2.

Si M = N, es la superficie compacta, no orientable de género g, se tiene que

H, (C(Ny; S™) = Zolyo, v1, - - -] @ Za[z1, . . ., 24) @ Lo[u] /u®.
Entonces una base para H, (D,(N,; S™)) consiste de los monomios
h=ufait - aryyt -yl

donde r > 0,e=10,1 y a;, b; > 0, son tales que
g o
w(h) :e+2ai+223bj =q.
i=1 §=0

Por ejemplo la homologfa reducida de Dy(N,; S™) estd dada por
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7

q Base Rango
2n Yo 1
2n +1 T1Y0, .-+, TgYo, Y1 g—l—l
2n+1 | uyo,x, ..., xixj, ..., x5 | o>+ 1
2n+3 | py, ..., pxy g
De aqui se sigue, por el lema 4.13 que
(Zy)**h st q=
Hq (F2(Ng>/22 3 Z2) = (ZQ)QZH si qg=
(Zy)? sioq=
0 otro caso.
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4.4. Descomposicion en asas

Finalmente, en esta secciéon demostramos que la inclusién de espacios de confi-

guraciones

Fy(K) /2 = Fy(S* ; RP>) /%,

induce un epimorfismo en cohomologia mod 2.

Recordemos que el isomorfismo © del teorema 4.14 depende de la descomposicion

en asas de M. Por completez recordamos aqui la definicion.

Sea M una variedad de dimensién m y M C M una subvariedad cerrada de
codimensién 0. Decimos que M se obtiene a partir de M pegandole un asa de indice
qgsi M =MUDy MND =[0,1]"%x 9[0,1]? donde D =~ [0, 1]™.

Definicién 4.2. Una descomposicion en asas de una variedad M, es una filtracion
por subvariedades
MycMyC---CMu1CM,=M

donde My es una union disjunta de discos de dimension m y M, se obtiene pegando

asas de indice ¢ a M,_;.

Ejemplo 1: Consideramos a S™ con su estructura celular usual con dos celdas

antipodales de dimension ¢ para 0 < g < m:

S = (L Uel)u---U(eftuem)

El g—esqueleto de S™ es SY, ademas tenemos la filtracion S° ¢ St c --- c S™
donde S7 se obtiene al pegar dos celdas de dimensién g a S?7!. Esta estructura celular
induce una descomposicion en asas de S™ con dos asas de indice q antipodales con ¢ =
0,...,my de forma que el encaje natural S™ C S™*! respeta dicha descomposicién.
Mas atn al pasar al cociente por la accién antipodal obtenemos una descomposicion

en asas para RP™ que es respetada por la inclusién natural RP™ C RP™+!.
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Ejemplo 2: Para m > 1, sea K,,, = S x RP™ el cociente de S™ x RP"™ por el
Z2

grupo Zy = (1), donde la accién de T esta dada por:

T ((xlw . 'xm-i-l); [TCOS¢>TSiH¢,?Js7- - 7ym+l]) =
= (= (z1,.. ., Tmy1); [rcos @, —rsin G, ys, . .., Yms1))-

Notemos que S™ x RP™ es el espacio total de un RP"-haz sobre RP™. Consideremos,
como en el ejempzfo anterior, la estructura celular de S™ con dos celdas antipodales
de dimensién g para 0 < g < m y la estructura celular usual de RP™ con una celda de
dimensiéon ¢, 0 < ¢ < m. Estas descomposiciones inducen una estructura celular en
Ky, con (i+1) celdas de dimension i cuando 0 < i < m, y con (2m+1—1) celdas de
dimensién ¢ cuando m < 7 < 2m. Esta estructura celular induce una descomposicion
en asas de Ko, con (i + 1) asas de indice ¢ si 0 < i < m y con (2m + 1 — ) asas de
indice i si m <7 < 2m, de tal forma que la inclusién Ky, C Kym41) respeta dicha

descomposicion.

El siguiente teorema prueba que la inclusién
Fy(K)/2q — Fy(S* ; RP*)/%,
2

induce un epimorfismo en cohomologia méd 2. La demostracion del teorema 4.10

depende de este hecho.

Teorema 4.16. La inclusion natural de K C S x RP* induce un mapeo entre
Lo

espacios de configuraciones desordenadas, que es un epimorfismo en cohomologia
mod 2:
H* (Fq(SOO X RP>) /%, ; Zg) — H* (F(K)/%,; Zs) .
Zo

Demostracion. Para m > 1 consideramos Ks,,, = S™ x RP™. La inclusién natural
Ly

K = K| — Ks,, induce un mapeo a nivel de espacios de configuraciones etiquetadas
C(K; S™) — C(Kap; S™).

Por el teorema 4.14 se tienen los siguientes isomorfismos en homologia méd 2:
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H.(C(K; S™) = H, (25" ® H.(QS"*)®? @ H,(S""?)
H.(C(Kap ; S™)) & H(QP™S™ ™0 @ ... @ H,(S™T2m)Pem,

I

donde Sy, B, ..., Bom son los nimeros de Betti de Ks,,. Usando una sucesion es-
pectral de Serre deducimos que Gy = 1, f1 = 2, B > 1. Mas atin como el en-
caje K C K, respeta la descomposicién en asas, el mapeo inducido en homologia
H,(C(K; 8™)) — H,(C(Kap; S™)) esté dado por los morfismos de adjuncién usua-

les

H* (QQSn+2) — H* (QQmSTH-Qm)
H* (an+2)®2 — H* (QQm—15n+2m)®2
H* (Sn+2) N H* (Q2m—2 Sn+2m)®ﬁ2

donde el tercer morfismo es adjuncién en alguno de los factores de H, (Q?m~25n+2m)®bz,
Estos mapeos son monomorfismos que preservan el peso de los generadores. Por lo

tanto la inclusién K C K5, induce un monomorfismo

H, (F,(K)/S,; Zy) — H, (Fq(SOO X RP™)/%, Z2>

y por dualidad, un epimorfismo en cohomologia mod 2. O
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