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Abstract

In the present work a modification of the spectral parameter power series method
(SPPS) is proposed which allows one to construct a representation of the general
solution of the equation

N
(pu') +qu=1ud_ Nry. (0.1)
k=1
The method permits to solve boundary value problems and spectral problems for
equation (0.1). A convenient form of the representation leads to an efficient numer-
ical method for solving related spectral problems.

One of the applications of this method is the solution of Zakharov-Shabat systems
with either complex or real-valued potentials. In the thesis, the representations of
the general solution of Zakharov-Shabat systems are constructed taking advantaje of
the properties of recent methos to solve Sturm-Liouville equations. The convenient
form of the solution lends itself to numerical applications.

The Zakharov-Shabat system with a complex valued potential reduces to equation
(0.1) with N = 2. We use this property to obtain a representation for the solution of
the Zakharov-Shabat system with a complex-valued potential using the modification
of the spectral parameter power series method.

The Zakharov-Shabat system with a real-valued potential can be reduced to a clas-
sical Sturm-Liouville equation (a particular case of (0.1) having N = 1). Represen-
tations and approximations for the solutions of the Zakharov-Shabat system with a
real-valued potential which are obtained using the classical spectral parameter power
series method (see [49]) and the analytic approximation of transmutation operators
(see [50]) are shown. Moreover a method proposed in [48] to construct first Taylor
coefficients of the solution is discussed.

The convenient forms of the solution representations of Zakharov-Shabat systems
with compactly supported either complex-valued or real-valued potentials allows one
to construct a characteristic equation, moreover lends itself to construct a represen-
tation of the spectral coefficients which gives the possibility to determine numerically
the discrete and continuous parts of the non-linear Fourier transform.

Equation (0.1) also arises in relation with the problem of the transverse displace-
ment of a smooth string with a distributed friction. In the thesis, the solution of
this problem based on the SPPS method for equation (0.1) is proposed and the
performance of the method is analyzed in several numerical examples.






Resumen

En el presente trabajo se propone una modificacién del método de series de po-
tencias del pardmetro espectral (SPPS por sus siglas en inglés) para construir la
representacion SPPS de la solucién de una ecuaciéon de tipo

N
(pd) + qu="1ud_ Ny, (0.2)
k=1

Esta modificacién del método también permite resolver problemas de valor de la
frontera y problemas espectrales para este tipo de ecuaciones. La forma conveniente
de la representacion de las soluciones se presta para construir un método numérico
para aproximar eigenvalores.

Una aplicaciéon de este método permite encontrar la solucion del sistema de Zakharov-
Shabat ya sea con un potencial complejo-valuado o real-valuado. En la tesis, se cons-
truyen las representaciones de la solucion general del sistema de Zakharov-Shabat.
La forma conveniente de las soluciones es conveniente para desarrollar un método
numeérico.

El sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado se reduce a una
ecuacién de tipo (0.2) con N = 2. Esta propiedad se aprovecha para obtener una
representacion de las soluciones del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial
complejo-valuado empleando la modificacion del método de series de potencias del
parametro espectral.

El sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real valuado se puede reducir a
una ecuacién de Sturm-Liouville cldsica (este es un caso particular de (0.2) con
N = 1). Se muestran diversas representaciones y aproximaciones para las soluciones
del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado, las cuales se obtienen
por medio de el método de series de potencias del pardmetro espectral (vea [49]) y
el método de la aproximaciéon analitica de operadores de transmutacién de Delsarte
(vea [50]). Mas atin se discute un método para construir los primeros coeficientes de
Taylor de una ecuacién de Sturm-Liouville propuesto en [48].

Dada la forma conveniente de las representaciones de la solucién del sistema de
Zakharov-Shabat con un potencial de soporte compacto se puede construir una
ecuacion caracteristica e incluso se construye una representacion de los coeficientes
espectrales que permiten obtener una aproximacién numérica del espectro continuo
y el espectro discreto de la transformada de Fourier.



La ecuacién (0.2) también surge en relacién con el problema de el desplazamiento
transversal de una cuerda suave con friccion distribuida. En la tesis, se propone la
solucién de este problema basédndose en el método SPPS para la ecuacién (0.2) y el
desempeno del método se analiza en varios ejemplos numéricos.



1 Introduccion

Ecuaciones de la forma

N
(pu') +qu=1ud_ Nry (1.1)
k=1

surgen en diversas aplicaciones y han sido estudiadas en varias publicaciones don-
de algunas veces son conocidas como ecuacién tipo Schrodinger con un potencial
con dependencia polinomial de energia [66, 64, ecuaciones de Schrodinger con un
potencial dependiente de la energia [62], operador de Schrodinger con potenciales
dependientes de la energia [59], ecuaciones de Klein-Gordon de onda s [9], ecua-
ciones de Sturm-Liouville dependientes de la energia [69], 1dpiz de operadores de
Sturm-Liouville [4, 83|, lapiz polinomial de ecuaciones de Sturm-Liouville [4] o haz
de operadores de Sturm-Liouville [65]. El término ecuacién de Sturm-Liouville en
haz es el que se emplea en este trabajo para referirse a la ecuacién 1.1.

Uno de los resultados presentados en esta tesis consiste en una representacién en
forma de series de potencias del pardmetro espectral (SPPS) de la solucién de la
ecuacién (1.1). Este resultado generaliza lo que se ha hecho para la ecuacién de
Sturm-Liouville

(pu') + qu = Aru (1.2)

en [46] (vea también [47, 49]).

La solucién general de (1.1) es representada en la forma de series de potencias en
términos del parametro espectral A. Los coeficientes de las series se calculan por
medio de integrales recursivas en términos de una solucién particular de la ecuacion
de Sturm-Liouville

(pug)” + quo = 0. (1.3)

Ademés, para construir la solucién particular ug uno puede usar el mismo método
SPPS tal como se explicé en [47, 49].

Tal como mostré en diversas publicaciones recientes las representaciones SPPS pro-
porcionan un método eficiente y preciso para resolver problemas de valor inicial y
problemas espectrales (vea [13, 14, 24, 32, 33, 35, 36, 37, 46, 47, 49, 55, 70] ). En
esta tesis se demuestra este hecho aplicado a la ecuacién (1.1). La principal ventaja
del enfoque SPPS aplicado a problemas espectrales consiste en la posibilidad de
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obtener una ecuacién caracteristica (o ecuacién de dispersion) de un problema de
manera explicita ®(\) = 0 donde la funcién @ es analitica con respecto a A. Gracias
a la representacion SPPS la funcion estda dada en forma de series de Taylor cuyos
coeficientes pueden ser calculados en términos de una solucién particular de (1.3).

Para realizar una aproximaciéon numérica se calcula una suma parcial de la serie
de Taylor ®,,; y la aproximacion del problema espectral se reduce al problema de
localizar ceros del polinomio ®,,(\). La precision de este enfoque depende de que
tan pequenia es la diferencia |® — ®,,| para lo cual presentamos estimados y adicio-
nalmente mostramos que, de acuerdo con el Teorema de Rouché, una buena aproxi-
macién de ® por @), en un dominio 2 C C garantiza que ninguna raiz de ®,; que
corresponderia a un valor ficticio puede aparecer en {2 como resultado de la trunca-
ciéon de la serie de potencias del parametro espectral. Esto es, en un dominio €2 donde
el méx |® — ®y,| es suficientemente pequeno, en este dominio todas las raices de
aproximan eigenvalores verdaderos del problema espectral. Se muestra también que
para localizar los eigenvalores y estimar su niimero en un dominio complejo se puede
usar el principio del argumento.

En la presente tesis se estudia el sistema de Zakharov-Shabat que es uno de los
modelos fisicos que se pueden reducir a una ecuacién de la forma (1.1) con N = 2.
Este sistema es un objeto central de estudio en la solucién de diversas ecuaciones de
evolucién no lineales usando la transformada no lineal de Fourier (también conocida
como el método del problema inverso de dispersién) [3, 5, 6, 2, 39, 41, 40, 75, 85, 86].
Algunas de estas ecuaciones son, por ejemplo, la ecuacion no lineal de Schrodinger,
las ecuaciones de sine-Gordon y cosine-Gordon, la ecuacién modificada de Korteweg-
de Vries, etc. En el caso de la ecuaciéon no lineal de Schrodinger los eigenvalores
del sistema de Zakharov-Shabat corresponden a soluciones en forma de soliton las
cuales encuentran varias aplicaciones por ejemplo en fibras 6pticas (vea por ejemplo
[75]). El presente trabajo considera el sistema de Zakharov-Shabat en su forma
mas general, es decir, con un potencial complejo-valuado (también conocido como
potencial de valores complejos). También se considera para otras aplicaciones el
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado. La suposiciéon que el
potencial es real-valuado es natural y comin en la literatura de la ingenieria, la
cual incluye perfiles convencionales tales como el rectangular, el Gausiano, el de
Satsuma-Yahima, etc.

1.1. Estado del Arte

En la literatura existen diversas publicaciones dedicadas a la ecuacion de Sturm-
Liouville (S-L) en haz, por ejemplo, en [66, 64] es llamada ecuacién tipo Schrodinger
con un potencial con dependencia polinomial de energia. Se construyen las repre-
sentaciones integrales de las soluciones de Jost y se estudian algunas propiedades.
En [62] las ecuaciones de S-L en haz son conocidas como ecuaciones de Schrodinger
con un potencial dependiente de la energia, en esta publicaciéon se consideran dos

10



1.1 Estado del Arte

transformaciones de Darboux de una ecuacion de S-L en haz. Se obtienen funcio-
nes potenciales mas complicadas de una funcién potencial simple por medio de la
transformacion de Darboux para la ecuacion de S-L en haz y las eigenfunciones es-
tan dadas respectivamente. En [59] a la ecuaciéon de S-L en haz se le conoce como
operador de Schrodinger con potenciales dependientes de la energia, en este texto
se estudia un problema inverso de una ecuaciéon de S-L en haz. En particular, se
muestra que la introducciéon del espectro discreto generalmente no conduce a singu-
laridades de las soluciones en solitones correspondientes. También se obtienen nuevas
formulas para las trazas las cuales pueden ser consideradas como generalizaciones
de una férmula estandar para la traza de la ecuacion de S-L en haz. En [9] a las
ecuaciones de S-Li en haz se les conoce como ecuaciones de Klein-Gordon de onda
s, en esta publicacién se estudia una ecuaciéon de S-L en haz con cierta condicion
de frontera en un espacio L?(R) con un potencial complejo-valuado. Se estudia el
espectro discreto de la ecuacion de S-L en haz y se obtienen las condiciones para
el potencial bajo las cuales se obtiene un nimero finito de eigenvalores y singula-
ridades espectrales con multiplicidades finitas. Después se investiga el proceso de
las funciones principales que corresponden a eigenvalores y las singularidades es-
pectrales. En [69] se le conoce a las ecuaciones de S-L. en haz como ecuaciones de
Sturm-Liouville dependientes de la energia, en esta publicacién se estudia el proble-
ma espectral inverso para reconstruir ecuaciones de Sturm-Liouville en haz a partir
de dos espectros. Se da un algoritmo de reconstruccion y se establece la existencia
y unicidad de la reconstruccién. Su enfoque explota esencialmente la conexion entre
los problemas espectrales de la ecuacién de S-L en haz y los del operador de Di-
rac en una forma especial. En [4] a la ecuacién de S-L en haz se le llama lapiz de
operadores de Sturm-Liouville, en esta publicacién se investigan los problemas de
valor en la frontera para las ecuaciones de S-L en haz. Usando las propiedades de los
operadores de transmutacién para estas ecuaciones se obtienen las formulas asinté-
ticas para los eigenvalores de los problemas correspondientes. En [83] se menciona
que generalmente los coeficientes p(x) y ¢(z) de ecuaciones de S-L en haz de orden
dos estan determinados tinicamente por dos espectros o un espectro y constantes
de normalizaciéon. En esa publicacién se muestra que si p(z) y ¢(x) son conocidos
en la mitad del intervalo del dominio, entonces inicamente un espectro basta para
determinarlos en la otra mitad. En [65] se prueba el teorema de unicidad de una
solucion del problema inverso para una ecuaciéon de S-L con un haz de orden dos
con condiciones regulares no separables de frontera.

Existen decenas de trabajos dedicados a la primer etapa de la transformada no lineal
de Fourier aplicada a la ecuaciéon no lineal de Schrodinger (ENLS), esta etapa se
conoce como la transformada directa de Fourier y es donde aparece el sistema de
Zakharov-Shabat (vea por ejemplo [3, 2, 6, 41, 75, 55]). Pocos trabajos muestran so-
luciones exactas del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial especifico; entre
otros ejemplos en [85] se muestra la solucion exacta de un sistema de Zakharov-
Shabat con un potencial con forma de perfil rectangular, este es uno de los poten-
ciales mas sencillos para este sistema. En [73] se muestra una ecuacién de dispersiéon

11
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exacta para un sistema de Zakharov-Shabat con un potencial de Satsuma-Yahima
el cual es de la forma de una secante hiperbdlica. La mayoria de los trabajos dedi-
cados al sistema de Zakharov-Shabat presentan métodos numéricos donde se hace
una interpolacién del potencial y se aproxima una soluciéon del problema (vea por
ejemplo [12, 22, 41, 86]). En [86] se presentan diversos métodos numéricos, por ejem-
plo, para aproximar el espectro continuo se usan métodos discretizacion central y
discretizacion hacia adelante como el método de Euler de primer orden, el método de
Runge-Kutta del cuarto orden, el método de descamacion de capas donde se apro-
xima el potencial como una senial constante a trozos, el método de Crank-Nicolson
y la discretizacién de Ablowitz-Ladik. Para aproximar el espectro discreto en [86]
se emplean principalmente dos técnicas: Se usan los algoritmos para aproximar el
espectro continuo mencionados para calcular los coeficientes espectrales de Fourier
y se buscan los eigenvalores usando algin método para encontrar raices, tal como el
método de Newton-Raphson por ejemplo. Estos métodos necesitan puntos iniciales
buenos y se necesita ser cuidadoso en la convergencia del método. La segunda téc-
nica consiste en reescribir el problema espectral para el operador como un problema
de eigenvalores de una matriz grande. El espectro puntual del operador también se
puede encontrar de esta manera. Algunas publicaciones usan técnicas variacionales,
lo cual requiere un analisis fisico del fenémeno, para obtener una ecuacién caracte-
ristica y muestran resultados aproximados para el espectro discreto (vea por ejemplo

[22]).

Durante los ultimos afios se han propuesto poderosos métodos para resolver las
ecuaciones de tipo Sturm-Liouville tales como el método de series de potencias del
pardametro espectral [49] el cual permite construir la serie de potencias de la solucién
de ecuaciones de Sturm-Liouville en su forma clésica, los coeficientes de la serie de
potencias estan dados en términos de una solucién particular de la ecuacion de
Sturm-Liouville con el parametro espectral igual con cero. Este método ha probado
que, entre otras aplicaciones, proporciona un método numeérico eficiente para resolver
problemas de valor inicial y de valores en la frontera. Dada la forma conveniente de
la representacion se presta para solucionar numéricamente problemas espectrales de
Sturm-Liouville efectivamente por medio del calculo de las raices de un polinomio.

La aproximacién analitica de operadores de transmutacion (AATO), presentada en
[50], es un método que permite aproximar la solucién de problemas espectrales de
ecuaciones de Sturm-Liouville. Este método esta basado en la construccion opera-
dores de transmutacion en el sentido de Delsarte. El problema de la aproximacion
numérica de las soluciones y los eigenvalores se reduce a la aproximacion de una
primitiva del potencial por medio de una combinacion finita lineal de polinomios de
onda generalizados introducidos en [34, 51]. Una caracteristica interesante de este
método es que permite aproximar eigenvalores de manera muy precisa.
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1.2. Objetivos

En el presente trabajo se propone una modificacién del método de series de poten-
cias del pardmetro espectral [49]. Este método permite construir una representacion
en series de potencias del parametro espectral de las soluciones de ecuaciones de
Sturm-Liouville en haz, es decir, las ecuaciones de tipo (1.1). La forma conveniente
de la solucién la hace conveniente para construir un método numérico para resolver
los problemas de valor inicial, problemas de frontera y valores espectrales corres-
pondientes. Un objetivo de este trabajo es explorar algunas caracteristicas de este
método, su eficiencia y su precision numérica.

Otro objetivo de este trabajo consiste en estudiar el sistema de Zakharov-Shabat bajo
dos enfoques principales; el sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-
valuado (también conocido como funcién potencial de valor complejo) y el sistema
de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado (o funcién potencial de valor real)
y construir para cada caso diversas representaciones exactas y aproximadas de sus
soluciones. Bajo ciertas restricciones se busca construir la transformada no lineal
de Fourier continua y discreta del potencial. Se tiene como objetivo explorar las
propiedades del método numérico que se obtiene de cada una de las técnicas usadas
y asi revelar las caracteristicas, fortalezas y cualidades de cada uno.

Se muestra que es posible encontrar un procedimiento para reducir el sistema de
Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado a una ecuacion de Sturm-
Liouville en haz. Esta relacion permite aplicar el método de series de potencias
del parametro espectral modificado para recuperar una representacion de la solu-
cién del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado, esto pro-
pone otro objetivo en este trabajo, encontrar una representacién exacta para los
coeficientes de la transformada no lineal de Fourier. Dado que la modificaciéon del
método de series de potencias del parametro espectral permite construir un método
numérico, este trabajo tiene como objetivo revelar algunas propiedades numéricas
de la aproximacién del espectro discreto y continuo y las eigenfunciones del sistema
de Zakharov-Shabat con diversos potenciales complejo-valuados y verificar que tan
buena es la aproximaciéon de la transformada no lineal de Fourier.

Se muestra un procedimiento para reducir un sistema de Zakharov-Shabat con un
potencial real-valuado a una ecuacion de Sturm-Liouville clasica. Aprovechando los
recientes métodos para resolver ecuaciones de tipo Sturm-Liouville, tales como el
método SPPS clésico [49], el método de aproximacién analitica de operadores de
transmutacion [50], se construyen varias representaciones para la solucion del sis-
tema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado. Aprovechando la forma
conveniente en que las soluciones del sistema de Zakharov-Shabat son obtenidas,
bajo ciertas condiciones de frontera cuando se considera un potencial de soporte
compacto se puede construir una ecuacion caracteristica para obtener el espectro
discreto. Mas aun, se construye una representacion de la transformada de Fourier
discreta y la transformada de Fourier continua.
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Debido a las cualidades convenientes de los métodos para resolver las ecuaciones
de Sturm-Liouville mencionados las representaciones obtenidas para la ecuacién ca-
racteristica asi como las representaciones para el espectro continuo y discreto del
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial de soporte compacto se prestan para
elaborar métodos numéricos que presentan propiedades interesantes. Las cualidades
de cada experimento numérico son estudiadas, exploradas y comparadas con algunos
resultados aproximados y exactos mostrados en la literatura.

1.3. Contenido

En el Capitulo 2 de este trabajo se introduce la ecuacién de Sturm-Liouville (S-
L) y se presenta una técnica reciente para resolver este tipo de ecuaciones, estd
técnica es conocida como el método de series de potencias del parametro espectral
(SPPS). El sistema de Zakharov-Shabat surge de la transformada no lineal de Fourier
aplicada a la ecuacién no lineal de Schrodinger (ENLS), dado que en este trabajo
se busca aplicar los resultados obtenidos a la transformada no lineal de Fourier, se
presenta una breve introduccién a este campo. Se presenta la ecuacién no lineal de
Schrodinger normalizada no estocastica. Posteriormente se introduce un esquema
general de los pasos mas importantes que sigue la transformada no lineal de Fourier
general. Se muestra la forma canoénica de Lax con lo cual se puede descomponer la
ENLS en una pareja de operadores. Se muestra la pareja de Lax para la ENLS una
parte de la cual es también conocida como el sistema de Zakharov-Shabat que es
uno de los temas de estudio de este trabajo. Posteriormente se explican con detalle
algunas propiedades del sistema de Zakharov-Shabat, sus soluciones, las condiciones
de frontera y finalmente se introduce la transformada discreta y continua de Fourier.

En el Capitulo 3 se muestra una modificacién del método de series de potencias del
parametro espectral [49]. Este método permite construir una representacién en se-
ries de potencias del pardmetro espectral de las soluciones de ecuaciones de Sturm-
Liouville en haz, las cuales son de la forma (1.1). El método permite obtener la
solucion general de esta ecuacion como una serie de potencias en términos del para-
metro espectral A. Los coeficientes de las series estan dados en la forma de integrales
recursivas en términos de una solucién particular vy de la ecuacion ug + g(x)ug = 0.

La forma obtenida de la soluciéon de (1.1) la hace conveniente para construir un
método numérico eficiente para resolver los problemas de valor inicial, problemas
de frontera y valores espectrales correspondientes. En el Capitulo 4 se implementa
numéricamente el método SPPS modificado para resolver numéricamente algunas
ecuaciones de Sturm-Liouville en haz cuya solucion exacta es conocida. El ejemplo
que se considera es el problema espectral de la ecuacién de una cuerda suave con fric-
ci6on distribuida. Este problema se puede reducir a una ecuacién de Sturm-Liouville
en haz de orden dos. Se usa este ejemplo para poder verificar el desempeno numérico
del método SPPS modificado.
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El Capitulo 5 presenta la relacion entre una ecuacién de Sturm-Liouville en haz y
un sistema de Zakharov-Shabat con potencial complejo-valuado. Se considera un
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado el cual se reduce
facilmente a una ecuacion de tipo Sturm-Liouville en haz de orden dos. Se construye
en términos de la solucion de la ecuacion de Sturm-Liouville en haz la solucién del
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado. Considerando un
potencial de soporte compacto y ciertas condiciones para las soluciones de la ecuacion
de Z-S en la frontera se puede obtener una representacion de los coeficientes no
lineales (o coeficientes espectrales) de Fourier y la transformada continua y discreta
de Fourier. La importancia principal de este capitulo es que reduce el resolver el
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial de soporte compacto, los coeficientes
de Fourier y la transformada continua y discreta de Fourier a encontrar una solucion
de una ecuacién tipo Sturm-Liouville.

En el Capitulo 6 se muestra una representacién de las soluciones de un sistema
de Zakharov-Shabat generalizado en términos de las soluciones de las ecuaciones
de Sturm-Liouville en haz. Se construye la representacién en series de potencias
del parametro espectral de las soluciones de un sistema de Zakharov-Shabat con
un potencial complejo-valuado. Considerando un potencial complejo-valuado de so-
porte compacto y algunas condiciones de frontera se realiza una aplicacién de las
soluciones del sistema de Zakharov-Shabat para construir una representacion en tér-
minos de series de potencias del parametro espectral de los coeficientes de Fourier,
la transformada continua y discreta de Fourier.

Dada la forma conveniente de la representacion en series de potencias del parametro
espectral de la solucién del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-
valuado y los coeficientes de Fourier en el Capitulo 7 se muestra un esquema de
como implementar numéricamente el método para aproximar el espectro continuo
y discreto. Se consideran algunos potenciales que han sido resueltos en la literatura
para comparar resultados y estudiar algunas caracteristicas del método.

En el Capitulo 8 se considera el sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-
valuado y éste se reduce a una ecuacion clasica de Sturm-Liouville. Se construye en
términos de la soluciéon general de una ecuacion de Sturm-Liouville las soluciones
del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado. Posteriormente se
considera un potencial de soporte compacto y condiciones en la frontera del soporte
del potencial para el sistema de Zakharov-Shabat. Bajo estas condiciones se obtiene
una representacion de los coeficientes de Fourier, la transformada continua y discre-
ta de Fourier. La importancia principal de este capitulo es que reduce el resolver el
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial de soporte compacto y también sim-
plifica el proceso de encontrar los coeficientes de Fourier y la transformada continua
y discreta de Fourier a encontrar una soluciéon de una ecuaciéon de Sturm-Liouville.

En el Capitulo 8 los resultados mostrados dependen de soluciones de ecuaciones
de Sturm-Liouville, en el Capitulo 9 se presentan algunos métodos recientes para
resolver estas ecuaciones: El primer método propuesto es una aplicacion directa
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del método de series de potencias del pardmetro espectral (para mas detalles vea
[49]). Otro método estd basado en un método mostrado en [50] el cual se conoce
como el método de aproximacion analitica de operadores de transmutacion (AATO).
Este método estd basado en la aproximacion de los ntcleos de una representacion
en forma de ecuacién integral de los operadores de transmutacién [50] y permite
obtener una aproximacién de las soluciones de una ecuaciéon de Sturm-Liouville por
medio de operadores de transmutacion. Este método permite aproximar la solucion
del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado.

En el Capitulo 10 se muestran la implementaciéon numérica de las técnicas mostradas
en el Capitulo 9, esto ayuda a encontrar las cualidades, desempeno, caracteristicas,
ventajas y desventajas de cada uno de los métodos en un sentido numérico. Primero
se considera el método AATO, se muestra un esquema general y los detalles de
una implementacién numérica. Debido a que el método SPPS clasico depende de la
construcciéon de potencias formales que se obtienen en la construccién numeérica del
método AATO se describe como obtener el método numérico SPPS clasico a partir
de los los detalles de la implementacién del método SPPS clésico (ademas de que
la implementacion del método SPPS clasico es muy similar a la implementacion del
método SPPS modificado presentada en el Capitulo 4). Se considera el método SPPS
clasico en varios experimentos numéricos, en estos casos este método sera extraido
de los célculos de el método AATO. Posteriormente se implementa numéricamente
y se compara cada método numérico con diferentes resultados precisos mostrados en
la literatura, principalmente se muestran el comportamiento referente a la ubicacion
de los eigenvalores, la precision con la que se aproxima el espectro discreto con las
diversas técnicas mostradas y también se muestra como es el desempeno de cada
técnica cuando se aproxima la transformada continua y discreta de Fourier.

1.4. Aprobacion

Las principales aportaciones que contiene esta tesis fueron publicadas en los siguien-
tes articulos:

= V. V. Kravchenko, U. Velasco-Garcia. Dispersion equation and eigenvalues for

the Zakharov-Shabat system using spectral parameter power series. Journal of
Mathematical Physics 52, 063517 (2011); doi: 10.1063/1.3602275.

= V. V. Kravchenko, S. M. Torba, U. Velasco-Garcia. Spectral parameter po-
wer series for polynomial pencils of Sturm-Liouville operators and Zakharov-
Shabat systems. Journal of Mathematical Physics 56, 073508 (2015); doi:
10.1063/1.4927253.

= V. V. Kravchenko, S. M. Torba, U. Velasco-Garcia. Nonlinear Fourier trans-
form using transmutation operators and spectral parameter power series re-
presentations, In preparation.
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Technology, Dresden , Germany, 2010

XLIIT Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana (SMM), Ins-
tituto Tecnologico de Tuxtla Gutiérrez y Universidad Autéonoma de Chiapas,
Chiapas, México, 2010.

XLIV Congreso Nacional de la Sociedad Matemética Mexicana (SMM), Uni-
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2 Preliminares

2.1. EIl método de series de potencias del parametro
espectral

La ecuacién de Sturm-Liouville, llamada asi por Jacques Charles Francois Sturm y
Joseph Liouville, es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden de la forma

(p(x)u') + q(x)u = Ar(x)u (2.1)

donde p, ¢ y r son funciones complejo-valuadas de la variable x que satisfacen ciertas
condiciones de suavidad, la constante arbitraria A € C es conocida como el pardmetro
espectral.

En el reciente trabajo [49] se presenta una representacién para las soluciones de la
ecuacién (2.1) en términos de una solucién no trivial de la ecuacion
1\/ o 0
(pug)” + quo =
donde ug es una funcién (en general complejo-valuada) de la variable 2 que satisface
cierta condicion de suavidad.

Este método es conocido como el método de series de potencias del parametro espec-
tral (SPPS), entre otras aplicaciones posibles, es un método simple y poderoso para
obtener una solucién numérica de problemas de valor inicial, problemas de frontera
y problemas espectrales. El método SPPS se explica en el siguiente teorema.

Teorema 1. [49] Asuma que en el intervalo finito [a,b], la ecuacion (2.1) posee una
solucién particular ug de tal manera que las funciones uir y u%p son continuas en

[a,b]. Entonces la solucion general de (2.1) en el intervalo (a,b) es de la forma
U = CLUL + CoU2

donde ¢y y co son constantes complejas arbitrarias,

ur =ug Yy NeX @Ry = g > N x (k+1) (2.2)
k=0 k=0
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con XM y X™ definidas por las relaciones recursivas

X0 =1, X0 =1
X (z) = {f * (n:”(5>“3<5>r<s>ds, n impar
fxo X 1)(5>ug(sl)p(s) ds, n par
XM (s) = {f{o X(":l)(s)ug(s)r(s)d& n par
oo X"V ) grpmds, 0 dmpor

donde o es un punto arbitrario en [a,b] de tal manera que p es continua en xy Y
p(zo) # 0. Mds atin, ambas series en (2.2) convergen uniformemente en |[a, b].

2.2. El sistema de Zakharov-Shabat y la
transformada no lineal de Fourier

Uno de los temas centrales en este trabajo es el estudio del sistema de Zakharov-
Shabat el cual se origina de la aplicacién de la transformada no lineal de Fourier a la
ecuacion no lineal de Schrodinger, en esta seccion se explican los detalles principales
de como surge el sistema de Zakharov-Shabat en la transformada de dispersion
inversa. También se explica a grandes rasgos como se obtiene la transformada no
lineal de Fourier discreta y continua partiendo de un sistema de Zakharov-Shabat.

2.2.1. La ecuacion no lineal de Schrodinger

En el presente capitulo se introducira la ecuacién no lineal de Schrodinger y los pasos
que se siguen para resolver esta ecuacion aplicando el método de la transformada no
lineal de Fourier (TNLF) [85] (también conocida como transformada de dispersion
inversa). Para mayor detalle sobre la transformada no lineal de Fourier vea [2, 3, 6,
75, 85].

La ecuacién no lineal de Schrodinger (ENLS), también conocida como la ecuacién
cibica de Schrodinger [3, 5, 41, 40, 75], en el caso de enfoque o el caso en el que se
obtienen soluciones en forma de solitones es

iau(t,7) + 5t 1) + la(t, ) gt 7) = 0, (23)

El caso en que la ecuacion es de la forma iq; — %qm + ]q|2 qg = 0 es llamado caso
de desenfoque y se caracteriza por que no aparecen soluciones en las que se formen
solitones. Un método con el que se puede resolver la ecuacion no lineal de Schrodinger
es conocido como la transformada no lineal de Fourier, a continuacién se dard una
breve explicacién de la transformada no lineal de Fourier.
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2.2.2. La transformada no lineal de Fourier

La transformada no lineal de Fourier, también conocida como la transformada de
dispersion inversa (TDI), anexa a la ENLS (2.3) cierto problema espectral en la linea
real para cada z. La solucién del problema espectral se compone de eigenvalores,
constantes de normalizacion asociadas y coeficientes de reflexion para el espectro
continuo. Al conjunto de estos datos se le conoce como datos de dispersion (scattering
data en inglés), lo cual serd denotado por SD(A, t). Los datos de dispersion SD(, 0),
esto es, para t = 0 estan determinados inicamente por ¢(0, z) a través de la teoria de
dispersién directa. Los datos SD(\, t) evolucionan con respecto al tiempo partiendo
de SD(),0) de una manera explicita; esta es clave esencial de como el método de la
TDI funciona. Finalmente, ¢(t, z) es determinado a partir de SD(A,t) por medio de
la teoria de dispersion inversa. En el Figura 2.1 se captura la idea basica de la TDI.

q(0,z) dispersion directa SD (A,0)
| | ley de evolucién de
i d los datos de dispersion
q(t,x) dispersion inversa SD (A1)

(2.4)

Figura 2.1: Diagrama sobre el proceso que sigue la transformada de dispersion
inversa

La evolucién explicita de SD(A,0) a SD(A,t) es una consecuencia de la propiedad
de que el problema espectral adjunto a (2.3) evoluciona linealmente con respecto a t,
esto a pesar de que (2.3) es no lineal. La ENLS pertenece a una familia de ecuaciones
que comparte esta propiedad. Otras ecuaciones de esta familia son las ecuaciones
de Korteweg-de Vries, la ecuacién de Sine-Gordon y otras ecuaciones mas. A las
ecuaciones que se pueden resolver por medio de la TDI son llamadas “integrables”.

2.2.3. Parejas de Lax y ecuaciones de evolucion

En esta seccién se descompone la ENLS en dos operadores diferenciales conocidos
como pareja de Lax. Los resultados de esta seccion se basan en los resultados mos-
trados en [3, 85].

Definicién 2. [71, 85] Sea ‘H un espacio de Hilbert, D un dominio denso en H y sea
L(z) : D — H una familia de operadores acotados indexados por un pardmetro
x. Si el espectro de L(z) no depende de z, entonces L(x) se llama una familia
isospectral de operadores. Si esta familia es diagonalizable entonces para cada z la
familia de operadores L(x) es similar a un operador de multiplicacién A, es decir,
L(z) = G(z)AG~!(z), para algtin operador G(z).
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Asumiendo que L(x) varia suavemente con respecto a z, se puede calcular la tasa
de cambio (con respecto a x) de L(z) por medio de una diferencial: Se tiene que

dL(x)
dx

= G,AG+GA (-GGG

= GG (GAG—l) - (GAG—l) GG}
= M(x)L(z) — L(x)M(z) = [M, L], (2.5)

donde G, = dfl:(f), M =G,G 'y [M,L] :== ML— LM es conocido como el corchete
conmutador [85]. En otras palabras, todo operador isospectral diagonalizable L(x)

satisface la ecuacion diferencial (2.5).

De manera inversa; suponiendo que M (z) estd dado y el operador diagonalizable
desconocido L(z) evoluciona de acuerdo a (2.5) bajo la condicién inicial L(0) =
GoAoGy', sea G(z) la tinica solucién invertible de G, = MG con G(0) = Gy,
entonces es posible verificar que L(x) = G(z)AoG(z)™! satisface (2.5). Si se asume
que la solucién de la ecuacion diferencial de primer orden es tnica, entonces L(x) es
una familia isospectral (vea [85]).

Lema 3. [85] Sea L(x) un operador diagonalizable para cada x. Entonces L(x) es
isospectral si y solo si satisface

dL

— =M, L 2.6

dr [ ) ]7 ( )
para algin operador M = M(z). Si L es autoadjunto, entonces M es pseudo Her-
mitiana, es decir, M* = —M .

Es importante notar que tanto L como M no tienen que ser independientes y pueden
depender en un pardmetro en comun, por ejemplo, una funcién ¢(x). La propiedad
de isospectralidad de la soluciéon no cambia, es decir, los eigenvalores de la solucién
no dependen de z. El corchete conmutador [M, L] en (2.6) puede crear ecuaciones
de evolucion para ¢(t,z) de la forma

9 _

e K(q),

donde K(gq) es en general una funcién no lineal de ¢(¢,z) y de sus derivadas con
respecto al tiempo.

Definicion 4. Un par de operadores L y M, que dependen de z, se llaman pare-
ja de Lax (L, M) si satisfacen la ecuacién de Lax (2.6). Siguiendo el Lema 3, los
eigenvalores del operador L son independientes de x por la condicion isospectral.
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2.2.4. Condicion de cero curvatura

Siguiendo la notacién presentada en el articulo [85] se tienen las siguientes defini-
ciones.

Definiciéon 5. Los eigenvalores del operador L son las constantes A que satisfacen
la igualdad

Lv = v, (2.7)

donde L es lo mismo que en la Definicién 2.

Tomando la derivada con respecto a x de (2.7) y usando la ecuacién de Lax (2.6), se
obtiene que (L —AI)(v, — Mwv) = 0. Dado que L — AI es igual a cero solamente en los
eigenvectores de L, se tiene que v, — Mwv es un elemento del eigenespacio, es decir,
vy, — Mv = aGy, a € C donde y es un vector . La eleccion de a no influencia sobre
los resultados, entonces por simplicidad se fija « = 0. Se deduce que la evolucion
con respecto a z de un eigenvector v(t, ) se basa en la ecuacién lineal

vy = Mo. (2.8)
Ademaés, es conveniente reescribir (2.7) como
vy = P, (2.9)

para algin operador P. La relacién entre P y L se puede calcular combinando
(DI — P)v =0 con (L — Xl )v =0, con lo que se obtiene

P =3%(L— )+ DI, (2.10)

donde ¥ es algin operador invertible y D = %.

Definicién 6. [85] Combinando las ecuaciones (2.8) y (2.9) usando la igualdad
de derivadas mixtas, es decir, vy, = vy, la ecuacién de Lax (2.6) es reducida a la
condicién de cero curvatura [25, 85

P, — M, +[P,M] = 0. (2.11)

Note que la ecuacién no lineal obtenida de (2.11) es una condicién de compatibilidad
entre dos ecuaciones lineales (2.8) y (2.9). Esto muestra que ciertas ecuaciones no
lineales poseen una “linealidad escondida” de (2.8) y (2.9).

Después del trabajo de Zakharov y Shabat para la ENLS (vea [89]), los autores
Ablowitz, Kaup, Newell y Segur proponen que el operador P se puede expresar
como

p- (8(_;2) T%ﬁ) , (2.12)
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donde r(t,z) y s(t,z) son funciones que dependen de ¢(t,z) que se determinaran
para producir una ecuacién de evolucion dada (vea [2]). De la ecuacién (2.10) se
tiene que el operador L corresponde la expresion

=il 757)

A la ecuacién (2.9) que incluye a P dado por (2.12) se le conoce como el sistema
AKNS [2] o sistema de Dirac [3], (el cual es un caso particular del sistema de Dirac
general) y toma un papel central en el estudio de la transformada no lineal de Fourier
[25]. Vale la pena considerar el caso especial e importante cuando r(¢,x) = q(t,z) y
s(t,z) = —q*(t, x), el cual es generalmente conocido como el sistema de Zakharov-
Shabat v es uno de los temas centrales de estudio de este trabajo. Se asumira de
ahora en adelante que el dominio de L, P y M son subconjuntos del espacio de
Hilbert L?(R) denotado en la Seccién 2.2.3 como H.

Tal como se muestra en [85], la eleccién de L y M que determina alguna ecuacién
diferencial particular no lineal no es tunica. Se puede escalar L por un ntmero o
agregar una constante al a L o a M. Incluso tanto la ecuacién de Lax (2.6) y (2.7)
permanece sin cambios bajo transformaciones ortogonales, por ejemplo, reemplazan-
do L y M por SLYT y SMYT| respectivamente, donde ¥ es una matriz ortogonal
constante, es decir, ¥T¥ =1 .

2.2.5. Relacion entre el sistema de Zakharov-Shabat y la
ecuacion no lineal de Schrodinger

En esta seccion se considera una pareja de operadores cuya condicion de cero curva-
tura (2.11) es la ENLS [2, 3, 85]. Asuma que ¥(x, A, t) evoluciona de manera lineal
con respecto a t de tal manera que los eigenvalores A(t) son constantes, esto es,

Ay = %;\ = (. Considere la siguiente pareja de Lax:
. —iA q(t,x)\ .
wtto) = (i ") e 219
g = (é‘ g) 7, (2.14)

donde las entradas de la matriz en (2.14) son funciones de ¢, z y A. En (2.13) se tiene
que q es una funciéon complejo-valuada con respecto a la variable real x y * representa
el conjugado complejo. A (2.13) se le conoce como el sistema de Zakharov-Shabat.
Tome la ¢ derivada parcial, esto es, 9, de (2.13), es decir;

S0 ) —iA g -
Uact—<_qz< 0>U+<_q* 2)\ Ut,
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y la derivada parcial (0,) de (2.14) para obtener
. (As Bg o A B\ .
Upe = c. D, U c plY
Igualando ambas derivadas parciales mixtas y fijando A\; = 0 se obtiene

0 @), (i a) (A BY._ (A B\, (A B)(=ir ¢,
—q 0)""\—¢~ ix)\lc p)""\c, pD,)""\c D)\—¢ ir"

Factorizando los coeficientes para vy y para vy en la igualdad anterior se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones [3, 75]

A, = Cq+Bq', (2.15)
B, +2iA\B = —Aq+ Dq+ ¢,
Cp —2iNC = —Aq"+ Dq* + q;,

D, = —Cq— Bq". (2.16)

Las ecuaciones (2.15) y (2.16) implican que A, = —D,, entonces A = —D +n(t, \),
siendo 7(t, ) una funcién arbitraria. Tomando n(t,\) = 0 se obtiene A = —D
entonces las ecuaciones representadas desde (2.15) hasta (2.16) se reducen al sistema

B, +2iANB = —2Aq+ q, (2.17)
Cp —2INC = —2Aq¢" —¢q.

Posteriormente se procede a buscar soluciones del sistema (2.17).

Existen varios métodos para resolver este sistema, en este caso se considerard el
método de expansion por series, sin embargo se puede emplear el método de opera-
dores mostrado en [3] Seccién 1.5 para encontrar una ecuaciéon de evolucién general.
También Zakharov y Shabat desarrollaron una técnica que parte de una ecuacion
integral lineal (vea [88] y [3] Seccién 3.6).

Dado que la ecuacién no lineal de Schréodinger (2.3) es de segundo orden para la
variable x, entonces la expansion en series alrededor de A para A, B y C incluye
Unicamente términos hasta A2, si se consideran mas elementos en la expansién de
series, A* por ejemplo, se pueden obtener casos especiales como el de la ecuacién
de Korteweg-de Vries (KdV), la ecuacién modificada de Korteweg y de Vries, sine-
Gordon, cosine-Gordon, entre otras (vea [3, 75]). Considere

A = A+ AN+ AN,
B = A+ AN+ AN, (2.18)
C = A+ AN+ AN
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Se procede a sustituir (2.18) en (2.17) y se igualan los coeficientes de las potencias
de \. Por ejemplo, de la segunda ecuacién de (2.17), igualando los coeficientes de \°
se obtiene

De manera similar, se llega a que
BQ — O, 02 — O, (Ag)z — 0,

entonces se puede tomar Ay = as(z) donde ay es alguna funcién. Se puede concluir
que

By = iay(t)q,

C1 = —iax(t)q,

Al = (ll(t),
1

Ag = —gw(t) lal?, (2.20)
, 1

By = —iai(t)u — §Gg(t)qx,

Co = —iay(t)u —§a2(t)qx,

donde a; y ag son funciones arbitrarias [3]. Si se elijen a; = 0y as = —2i y se

sustituyen en By de las igualdades (2.20) y se coloca el resultante en (2.19), se
obtiene

1
(_2(_2i)Qx) = —2A0 + .
A partir de las expresiones para Ay en (2.20) se obtiene iq,, = —2i |q\2q +qy
finalmente
i+ G+ 2]ql* ¢ = 0. (2.21)

La ecuacion (2.21) es equivalente a la ecuacion (2.3), lo cual se puede verificar si
se considera el cambio de variable = %t en (2.21), posteriormente se obtiene la

ecuacién (2.3) la cual es de la forma ig; + gz + 2 |q)* ¢ = 0.

Se puede concluir que la ENLS esta relacionada con el sistema de Zakharov-Shabat
(Z-S) por medio de operaciones algebraicas formales. Estas operaciones muestran
que (2.14), (2.13) y (2.3) son consistentes. Esto significa que hay diferentes opciones
para elegir las entradas de la matriz

A B
(e n)
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en (2.14) de tal manera que los eigenvalores de (2.13) son funciones fijas en ¢ cuando
q(t, z) satisface la ecuacién (2.3). Considerando los términos en (2.20), la ecuacién
(2.14) se convierte en

L (ilg* =23 g +2Xg
= ; 2.22
K ( i —2g" —illgl? —23?) (2:22)

El sistema (2.22) se emplea para determinar los datos de dispersién.

2.2.6. El sistema de Zakharov-Shabat, los coeficientes
espectrales y la transformada continua y discreta de
Fourier

En esta seccién se trabajara con una funcion potencial inicial o potencial de entrada,
es decir, esta definida en un tiempo fijo ¢(x) = q(to, ), por ejemplo, tg = 0. Se define
la transformada no lineal de Fourier de la funcién ¢(z) con respecto al operador de
Lax L (2.6) a lo largo de esta seccion.

Se asumira de ahora en adelante que el potencial g(x) satisface:
1. ¢ € L'(R),
2. q(z) — 0 cuando |z| — oc.

Como se ha mencionado en [3, 85] el estudio de la ENLS (2.3), bajo la transformada
no lineal de Fourier, se reduce al estudio del sistema de Zakharov-Shabat, el cual es
de la forma

_ [ —iA o aglx)
vy = (—q*(x) Z./\>v. (2.23)

Defina el sistema de Z-S en términos de un operador P;

v, = P(\, q)v = (_;f&) q§§)> v.

Sea H un espacio vectorial de tal manera que para todo v € H, v = (Z;) es una
solucién del sistema de Z-S (2.23). Defina el producto interno (o Wronskiano)

(v(z), w(z)), = vi(T)ws(x) — va(x)uwn (2),

como la forma simpléctica bilinear H x H + C considerada en [85]. Defina el adjunto
de un vector como

o) = (—Ufr(fx)))'
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Recordando que la funcién potencial ¢() es de tal manera que ¢ € L'(R) y q(x) — 0
cuando |x| — oo se tiene que las condiciones de frontera acotadas en la mitad
superior del plano complejo CT = {\ € C: &(\) > 0}, sean

D \) = (2) ¢, = 400 (2.24)
oz, \) = <(1)> e AT, T — —00. (2.25)

Las cuales garantizan soluciones exponencialmente pequenas, tinicas excepto por los
multiplos constantes en +oo para (A) > 0. Es posible resolver el sistema de Z-S
para \* bajo las condiciones de frontera adjuntas acotadas en la mitad inferior del
plano complejo C~ = {\ € C: J(\) < 0} las cuales son

P(x, \*) = (?) e T — 400
Pz, \*) = <_01> e T — —00.

Estas condiciones de frontera dan origen a dos funciones vectoriales O(x, )y
o(x, \*). De acuerdo a [85] las funciones vectoriales ¢ (x, A*) y ¢ (z, \*) son elementos
de E A-

Definicién 7. Los cuatro vectores ¢(z, \), ¢(z,\), ¥(x, \*) v ¢z, \*), todos ele-
mentos de F), son llamados eigenvectores canonicos.

Lema 8. Segin [3, 85/, los eigenvectores candnicos satisfacen:
1 (W, ), (@, N)) = (B, A7), éw, N)) = 1.
2. Los elementos de los conjuntos {1/7(:6,)\*),1&(:6,)\)}, {(23(:1:, %), oz, A)} son li-

nealmente independientes y presentan bases en E).

Definiciéon 9. Eligiendo zZN)(:v, A*) vy ¢(z, A) como una base para el eigenespacio, es

posible proyectar ¢(z, A) y ¢(z, \*) en esta base para obtener

oz, ) = a\)(x, \") + bN)(z, N), (2.26)

gb(l‘ﬂ\) = b*(A*)¢(x,A*)—a*()\*)@/)(x,)\), (2'27)

donde a(A) y b()) son llamados coeficientes espectrales (vea [3, 5, 6]) o coeficientes
no lineales de Fourier (vea [85]), estos coeficientes espectrales también se pueden
calcular por medio de los limites

a(\) = }LIEO¢1(x)eiAx (2.28)
b(A) = lim ga(x)e " (2.29)
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Definicién 10. [3, 77, 85] (Transformada no lineal de Fourier ) Sea ¢(x) una funcién
suficientemente suave que satisface las propiedades

1. ¢ € L'(R).

2. q(x) — 0 cuando |z| — oc.

La transformada no lineal de Fourier de q(t) consiste en las funciones espectrales
continua y discreta g(A) : R — Cy q(};),

8 b(};) ,

qgn;,) = =1,2,...,N, 2.30
( ]) a)\(/\]) J ( )
b(})
a(\)’
donde a, representa la derivada con respecto a A, las constantes \; € C : j =
1,2,..., N son llamadas espectro discreto y son de tal manera que VA;, a();) = 0.

(2.31)

~—

La transformada no lineal de Fourier discreta estd relacionada con la existencia
de soluciones con forma de solitéon de la ENLS [85]. Los solitones son pulsos que
conservan su forma durante la propagacién y pueden ser vistos como un sistema
de eigenfunciones. Una onda arbitraria puede ser vista como una combinacién de
solitones asociados con el espectro no lineal discreto y una componente no soliténica
(de radiacién), asociada con el espectro no lineal continuo.

Definicién 11. (Matriz de dispersién) Considere los cuatro eigenvectores canénicos
en +o0o, esto es,

{qb(—l—oo, A), §(+00, X), 1b(+00, A), ¥ (+00, )\*)} :

Es posible proyectar ¢(+00, ) y ¢(+00, \*) en la base 1h(+00,\) v ¥(+00, \*) de
acuerdo con (2.26), (2.27) para obtener

[6(+00, ), d(+00, A)| = [1h(+00, ), (00, A)] 5,
donde

- (0 )

La matriz S es conocida como la matriz de dispersion y contiene los coeficientes no
lineales de Fourier [3, 85].

La matriz de dispersion es una funcién de g(z) y contiene toda la informacion acerca
de la dispersion de (2.23) desde © = —oo hasta x = +o00. La informacién en x = 400
es completa en el sentido de que en este punto es posible reconstruir la solucion
general de la ENLS ¢(x, z) completamente, para mayor detalle vea [3, 75, 85].
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3 Series de potencias del parametro
espectral para haces polinomiales
de operadores de Sturm-Liouville

En este capitulo se presenta una adaptacién del método SPPS para poder resolver los
haces polinomiales de operadores de Sturm-Liouville asi como también se presenta
la técnica de desplazamiento espectral para los haces polinomiales de operadores de
Sturm-Liouville.

Ecuaciones de la forma

N
(pu) +qu=1ud_ N, (3.1)
k=1

surgen en diversas aplicaciones y han sido estudiadas en numerosas publicaciones
donde algunas veces han sido llamadas ecuaciones de tipo Schrodinger con un po-
tencial polinomial dependiente de la energia [64, 66], ecuaciones de Schrodinger
con un potencial dependiente de la energia [62], operadores de Schrodinger con po-
tenciales dependientes de la energia [59], ecuaciones de Klein-Gordon s-onda [9],
ecuaciones de Sturm-Liouville dependientes de la energia [69], haz de operadores de
Sturm-Liouville [8, 83], haz polinomial de ecuaciones de Sturm-Liouville [4] o haz
de operadores de Sturm-Liouville [65]. En esta seccién p, ¢y v, k = 1,..., N son
funciones complejo-valuadas dependientes de la variable real x y el nimero comple-
jo A representa al parametro espectral. Se formularan posteriormente condiciones
adicionales para los coeficientes de la ecuacién (3.1).

En este capitulo se obtiene una representaciéon en forma de series de potencias del
parametro espectral (SPPS) para las soluciones de (3.1). Este resultado generaliza
los resultados para la ecuacién de Sturm-Liouville

(pu) + qu = Mru, (3.2)

este método se considera con mayor detalle en la Seccién 2.1, también se pueden
consultar las referencias [46, 47, 49].

La solucién general de (3.1) se representa en la forma de series de potencias en
términos del parametro espectral A. Los coeficientes de las series son calculados
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como integrales recursivas en términos de una solucién particular de la ecuacion

(pug)” + quo = 0. (3.3)

Maés aun, para construir la soluciéon particular ug se puede usar el mismo enfoque
del método SPPS asi como se explica en [47, 49].

Tal como se mostrd en una serie de publicaciones recientes, la representaciéon SPPS
proporciona un método eficiente y preciso para resolver problemas de valor inicial,
valores en la frontera y espectrales (vea [13], [14], [24], [32], [35], [33], [36], [37],
[46], [47], [49], [55], [70]). En este capitulo se demuestra esta caracteristica en una
aplicaciéon a la ecuacion (3.1). La ventaja principal del enfoque del método SPPS
aplicado a problemas espectrales consiste en la posibilidad de escribir una ecuaciéon
caracteristica (o ecuacién de dispersion) de un problema de manera explicita ®(\) =
0, donde la funcién ® es analitica con respecto a A debido a que la representacion
SPPS de la funcién ¢ estd dada en forma de serie de Taylor cuyos coeficientes se
pueden calcular en términos de la soluciéon particular de (3.3). Para la aplicacién
numérica una suma parcial de la serie de Taylor ®,; es calculada y la solucién
aproximada del problema espectral se reduce al problema de encontrar ceros de
un polinomio ®,,(\). La precisién de este enfoque depende en que tan pequena
es la diferencia |® — ®),| para lo cual se presentan estimados y adicionalmente se
muestra que debido al teorema de Rouché una buena aproximacién de & por ®,,
en un dominio 2 C C garantiza que ninguna raiz de ®,; que corresponderia a
un eigenvalor espurio pudiera aparecer en {2 como un resultado de la truncacion
de la serie de potencias del pardametro espectral. Esto es, en un dominio €2 donde
méx |® — ®,,| es suficiente pequeno todas las raices de @, aproximan eigenvalores
genuinos del problema espectral. Se muestra que para localizar los eigenvalores y
para estimar su localizaciéon en un dominio complejo se puede emplear el principio
del argumento.

El sistema de Zakharov-Shabat es uno de los modelos fisicos que puede ser reducido
a una ecuaciéon de la forma (3.1). Como se ha mostrado en la Seccién 8.1, cuando
el potencial en el sistema de Zakharov-Shabat es real-valuado la situacién es mucho
mas simple en el sentido de que el sistema se reduce a una ecuacién de tipo (3.2) y en
ese caso la representacion SPPS de su solucion se obtiene en la Seccién 9.1.2 y se usa
para resolver problemas espectrales (vea [55]). Sin embargo cuando el potencial es
complejo-valuado tal reduccion es en general imposible y una ecuaciéon de la forma
(3.1) con N = 2 surge de manera natural. Se obtiene una representaciéon SPPS
para las soluciones de tal sistema general de Zakharov-Shabat asi como una forma
analitica para la ecuacién de dispersion del problema espectral correspondiente en el
caso de un potencial de soporte compacto. La implementacién numérica del método
junto con el principio del argumento es ilustrado en un par de problemas de prueba.
Se muestra que el sistema de Dirac de una dimensién puede ser estudiado de una
manera similar.

Otro modelo fisico que se reduce a una ecuacién de la forma (3.1) nuevamente con
N = 2, el cual se considera a detalle en la Seccién 4.1, corresponde al de una cuerda
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amortiguada [7, 30, 42]. Se obtiene una forma analitica de la ecuacién de dispersién
del problema espectral correspondiente y se ilustra la aplicaciéon del método SPPS
con varios ejemplos numéricos.

3.1. Representacion SPPS para las soluciones de
una ecuaciéon de Sturm-Liouville en haz

En esta seccion se obtiene y se demuestra una representacion SPPS para la solucion
general de (3.1).

Teorema 12. Suponga que en un segmento finito [a,b] la ecuacion
(pup) + quo = 0

posee una solucion particular ug(x) que no se anula en el intervalo de interés [a,b],

de tal forma que las funciones udry, k = 1,...,N y u%p son continuas en [a,b].
(0]
Entonces la solucion general de la ecuacion
N
(pu) + qu=uY_ Ary (3.4)

k=1

tiene la forma u = ciuy + coug, donde c; y co son constantes complejas arbitrarias,

ur =1ug Y APXCM oy =g 3 anx @D (3.5)

n=0 n=0
con X y X™ siendo definidas por las relaciones recursivas

X = xm = para n < 0,

5(/(0) = x0 = 1,
Y
0 () = [ BO T XD @) dy neimpar (3.6)
Sy XV ) i n-par.
T y(n—1) 1 y
X0 (2) = fzo X ) ug (y)p(y) dy n-impar -
Loy w8 () SRLy XO2D (y) 1 (y) dy - m-par,

donde xqy es un punto arbitrario de [a,b] de tal manera que p(xy) # 0. Ambas series
en (3.5) convergen uniformemente en [a,b].
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Demostracion. Se prueba primero que u; y us son en efecto soluciones de (3.4)
siempre que la aplicaciéon del operador L = %p% + ¢ tenga sentido. Si ug es una
solucion de Lug = 0 que no se anula, entonces el operador L = %p% + ¢ admite
una factorizacién de Pélya L = u%@pu%(()u—lo. La aplicacién de L a u; empleando (3.6)
resulta en

1 i/\k‘aXQk 1)

u0k1

— k (2(k—n) ky (2(k—n)
- ol'n = n
E A E X! Judr E ruog M X

uokl n—=1

_ Z Tl Z )\k;)\(/(Q(k—n)) _ Z tlo Z )\k+n5(’(2k)
n=1 k=n n=1 k=0
N o) N

= Z rp A U Z Mo X (2R) — Uy Z A,
n=1 n=1

k=0

Luy = —Opuoé? Z A X

De manera similar, la aplicaciéon de L a uy muestra que uy satisface (3.4).

Para dar sentido a esta cadena de igualdades es suficiente probar la convergencia
uniforme de las series involucradas en u; y us asi como la Convergencia uniforme de
las series obtenidas de una diferenciacién término por término de *+ o ¥ 2. Primero,
se prueba la convergencia uniforme de las series involucradas en u;. Esto se puede
lograr con la ayuda de la prueba M de Weierstrass.

Se prueba por induccién que para n > 0 la desigualdad

n—[%] 2(n—F)
‘ ‘ im \k (2(n— k)
es vdlida, donde m denota el méximo de las funciones |u3(z)rg(x)|, k=1,...,Ny
m en [a,b]. Paran =0, | X(®| = 1, y entonces (3.8) se cumple. Para el paso
0

inductivo se asume que (3.8) se cumple para algin n y se prueba que para n+ 1 la
desigualdad

IN

ey e (01 (= g2
[XCOHD) () 2 (k) 21—k (3.9

se cumple. Suponga que g < x (el caso opuesto es similar), recordando la definicién
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de m y (3.6) se tiene

’X(Q (n+1)) /X 2n+1) —— dy| < m/ ‘/X(Qn-i-l) (y)‘ dy

ug (y) p (y)

<m//§xxnﬁn =)l (2)ry (2)] ddy

Ty X0
<m? //2:’)((2”J+1 )’dzdy
Ty To
mm{nJrl N}
=m // X @G=g+1) (z)’dzdy.
To To

Aplicando (3.8) se obtiene

N 2 Y min{n+1,N} it I- 2] L N2(n—j—k+1)
’X(Q(n—&-l))(l,)’ < m?// 3 (n j+ 1) (m |z — o)) dzdy
= = ko) @) -kt D)
min{n+1,N}”_j+1_[n7j+l] n—j+1 2(n—j—k+2)
S N ( k )m //|Z_x’2(njk+1 d=dy
j=1 k=0 2Mn—j-k+1 LA
n— n—j+1 e
- mm{gl Ny i [P (n —j+ 1) (m |z — @)
= = k 2mn—7—k+2)
Es sencilloverde 1 < j <min{n+ 1,N} y0<k<n—j+1-— [%ﬂ] que
1
ogk+j—1§n+1—[@;}.

Se ordenan los términos con respectoal =k +j — 1,

n—j+1

min{n+1,N} n—i+1-[ ] n— 4 1\ (m o — | 20D
(2

2 Z k (n—7—k+2))!

j=1 k=

=[5 min{ N 141} G = 1)\ (m |z — ao|)2@*1
<l—(j—1)> 2(n+1-10)!
n—l—l—[n+

.y 2Ant1-1) '
(m |z — x0]) e
s 2(n+1-1) ;)(l_j).

=0

1=0 j=1

[

Usando la relacion de combinatoria bien conocida

1 d —
<n—|—> Z(n ]> paral <n+1
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Series de potencias del parametro espectral para haces polinomiales de operadores
de Sturm-Liouville

Capitulo 3

se obtiene

n+1

S e a0 L gy S e a0
= 2(n+1-1) I—j it 2n+1-1)) [ )

lo cual prueba por induccién la desigualdad (3.9) y el estimado (3.8) para cualquier
entero n > 0.

Después se prueba que la serie > 07 An X (2n) converge uniformemente en [a, b]. Se
tiene que para n > 0

n-[2] on-k)  —|R] 2(n—k)
@) (4 n\ (m |z — xo|) n)\ (m(b—a))
X)) < () PO =" () 2[2])
)

1 " (n _ (( (b—a) 2+1)n
e S ] (m (b= a))P Pk = - .
| ( ) (2[%])!

IN

Por lo tanto

Zw X 2”>\<Zw G

(b—a)’+1)"
R
[

y agrupando términos con respecto a n; = [§] se obtiene

m(b—a))+1 "N
ZIM 2”)\<Z|A|’“N ((m (22;) Z_:I)\|k((m(b—a))2+1)k.

n1=0

=

Considerando la notacién M = || ((m (b—a))® + 1) se obtiene

Z A" (X)) < Z M* fj Mt NfM’fcoshMN/?
n1=0 (272,1)' k=0

Entonces, por el criterio M de Weierstrass las series 3%, A" X (") convergen unifor-
memente en [a, b].

La demostraci(’)n para la convergencia uniforme de la funciéon wuy y las derivadas

(ﬂ)/ " uop ZOO ALY (2ntD) y (ﬂ)/ = Zop ZZO 0 A" X 2 eg similar.

uo uo
El dltimo paso es verificar que el Wronskiano de u; y us es diferente de cero en
al menos un punto (lo cual necesariamente implica la independencia linear de u; y
uy en el segmento entero [a,b]). Es facil ver por definicién que todos los X M) (z0) v
XM (24) se anulan excepto X (0 (x) = X©(zy) = 1. Entonces

uy (o) = ug (x0) , uy (zg) = ug (), (3.10)

s (o) = 0, (o) = W, (3.11)

y entonces el Wronskiano de u; y uy en el punto xg es io #0. [
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3.2 Técnica del desplazamiento espectral

Observacion 13. La solucién particular ug la cual en general puede ser complejo-
valuada también puede construirse por medio del método SPPS (vea [47, 49]).

Observacion 14. Cuando N = 1 el resultado del Teorema 12 se reduce a la repre-
sentacion SPPS presentada en [47, 49], esta representacion sirve para construir las
soluciones de una ecuaciéon de Sturm-Liouville clasica.

Ejemplo 15. Considere la ecuacion diferencial
y" = y(\+2X%)
en el segmento [0, 1] con las condiciones iniciales
y(0)=1 y y(0)=0. (3.12)

La tinica solucién de este problema es y(x) = cosh (:C\/ A+ 2>\2). Esta es una ecua-
cién de la forma de (3.4) con p =1, ¢ = 0y rp, = k, k = 1,2. Considere su
solucién en términos de la representacion SPPS del Teorema 12. Tomando xg =0y
g = 1 como una solucién particular de la ecuacién diferencial y” = 0, se calculan
las funciones X' (%ﬁ) con n = 1,2, 3 para encontrar los primeros términos de las series
Uy = Ug Zio:() )\kX(2k),

X

—~

2n)

>

[

w N =3
G:‘H,;Hm
-+ + o8,
8

-
[\~
o

Asi, los primeros cuatro términos de la representacion SPPS de u; son
22 x? xt af
=142\ PN [ NP 3.13
up () + +<3: +24> +<6+720 + (3.13)

Note que debido a las condiciones iniciales (3.10) la solucién u, satisface (3.12) y
entonces debe coincidir con y(x) = cosh (x\/)\ + 2)\2>. En efecto, el célculo de los

primeros cuatro términos de la serie de Taylor de la solucién exacta y(z) con respecto
al parametro espectral A y xy = 0 resulta nuevamente en la serie (3.13).

3.2. Técnica del desplazamiento espectral

El procedimiento para construir soluciones de la ecuacion (3.4) descrito en el Teo-
rema 12 funciona cuando se conoce analiticamente o numéricamente una solucién
particular ug de (3.4) con A = 0. En [49] se mencioné que para la ecuacién (3.2) es
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también posible construir la representacion SPPS de una solucién general partiendo

de una soluciéon particular para algin A = A\g que no se anula en el dominio de inte-

rés. Tal procedimiento es llamado técnica del desplazamiento espectral y su utilidad

ya ha sido probada para aplicaciones numéricas en [15, 32, 49].

En esta seccién se muestra que la técnica del desplazamiento espectral también puede
ser aplicada a la ecuacién (3.4): Sea A\ un nimero complejo fijo (no necesariamente
un eigenvalor). Suponga que en el intervalo finito [a,b] una solucién uy que no se
anula de la ecuacién

N
(pug)’ + quo = ug Y Mg (3.14)
k=1
es conocida, de tal manera que las funciones uwdry, k=1,..., Ny % son continuas
0

en [a,b]. Sea A = A\g + A entonces el lado derecho de la igualdad (3.4) se puede
escribir de la manera

al k i u k LA k-2
UZ()\0+A) Tk:qukZ / )‘OA
k=1

k=1 £=0
N N N—k k+€

S A u S AR Y ( e )xgw.
k=1 k=1 (=0

Debido a esta identidad, la ecuacién (3.4) con A = Ay + A es transformada nueva-
mente en una ecuacién de la forma (3.4):

Lou=u Z A Z AoT k405 (3.15)
k=1 (=0 l
donde
N
Lou= (pu') +u <q -3 m’g) .
k=1

Ahora el procedimiento descrito en el Teorema 12 se puede aplicar a la ecuaciéon
(3.15). Considerando la solucién particular uy de (3.14) y las funciones

o N ko
Ty = Z ( / )Aérk-&-ﬁa
£=0

se puede construir el sistema de integrales recursivas X y X ™ mediante la apli-
cacién de (3.6) y (3.7) a las funciones ug y 7. Entonces la solucién general de la
ecuacién (3.4) tiene la forma u = ¢yuy + caup donde ¢; y ¢o son constantes complejas
arbitrarias y

ur=1o 3 (A=X0)" XC y oy =g Y (A= Ag)" XY,
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4 Problema espectral para la
ecuacion de movimiento de una
cuerda suave con friccion
distribuida

En la Seccion 3.1 se muestra un método para resolver ecuaciones de Sturm-Liouville
en haz. Con el objetivo de explorar las propiedades y caracteristicas de este método
en esta seccion se muestra la aplicacion del método SPPS modificado al problema es-
pectral para la ecuacién de movimiento de una cuerda suave con friccion distribuida.
También se hace una descripcion de algunas cualidades del método numérico.

4.1. Representacion de la solucion por medio del
método SPPS

La ecuacién para el desplazamiento transversal u(z,t) de una cuerda en un medio
absorbente no homogéneo (vea, por ejemplo, [7, 30, 42]) el cual se extiende en la
direccion x desde x = 0 a x = [ con los parametros caracteristicos c(z) > 0, b(xz) > 0
y la caracteristica de absorcién I'(x), tiene la forma

5, ou 0%u ou
5 () =00 5 TG =0 (@)

La siguiente condicién expresa la hipdtesis de que el medio es totalmente reflejante
en z =0:

u(0,t) = 0. (4.2)

Para una onda de frecuencia \, esto es, para u(z,t) = y(\, z)e~*, las ecuaciones
(4.1) y (4.2) toman la forma

88x (c(w>gi> + A?(x)y + i\l (2)y = 0,

y(A,0) = 0.

(4.3)
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La ecuacion en (4.3) es de la forma (3.4), esto es, una ecuacion de Sturm-Liouville en
haz. Para los ejemplos numéricos se considera ¢ = 1, y la absorcién iI'(z) =: 2a(x),
esto es,

Y = 2a(x)\y + b(z) N2y (4.4)
con las condiciones de frontera

y(0) =y(1) = 0. (4.5)

Se fijan g = 0 y ug = 1 para el método SPPS modificado del Teorema 12. De-
bido a las condiciones de frontera (4.5) se tiene que ¢; = 0. Entonces la ecuacién
caracteristica del problema (4.4), (4.5) es de la forma

Yo ArX (1) =0,

n=0
y por lo tanto el problema se reduce a localizar los ceros del polinomio

By () = 3 AXEHI(1) (4.6)

n=0

el cual aproxima la funcién caracteristica.

4.2. Analisis del desempeino del método numérico

La ecuacion (4.4) es un haz cuadratico de Sturm-Liouville con p =1, ¢ =0, r; = 2a
v r5 = b. En el siguiente ejemplo numérico las integrales recursivas X™ y X
se calculan usando la férmula de integracién de Newton-Cottes de seis puntos del
séptimo orden. En cada paso para la integracién (si no se especifica de manera
explicita) se tomaron 100000 puntos de muestra equidistantes en el segmento [0, 1].

Ejemplo 16. Considere la ecuacién (4.4) con a = 1 y b = 1. Este es el caso de
una cuerda vibrando con una amortiguacién constante. La ecuacion caracteristica
exacta [18] es de la forma A% + 2\ = —n?7?, esto es,

Ap = —1 £ V1 —n272, n=12,....

La aproximacién de las raices del polinomio (4.6) por medio de la rutina roots de
MATLAB, con la aritmética de precisién de maquina y M = 100 entrega los resul-
tados presentados en la segunda columna de la Cuadro 4.1. El mismo procedimiento
pero con la precision de 256 digitos en Mathematica entrega los resultados presenta-
dos en la tercer columna de la Cuadro 4.1. Tal como se puede apreciar, los primeros
eigenvalores son calculados con una precision considerablemente mejor mientras que
la precision de los eigenvalores calculados mas altos no cambia significativamente.
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4.2 Analisis del desempeno del método numérico

- Abs Error Abs. Error Abs. ) ‘,Er(zor Abs..
Eigenvalor rror Abs 256 digit. de prec. 256 digit. de prec. precision €e madtina con
prec. de maquina desplazamiento espectral
(M = 100) (M = 200)
(M = 100)

A1 1.3-107% 1.4-107% 1.4-107% 6.2-10713
Ao 1.8-10713 1.8-10727 1.8-10727 3.0-107%
At 3.9-1071 3.0-1072%¢ 3.0-1072%¢ 4.0-1074
Aiyg 4.5-10712 2.3-107% 2.3-1072 41-1071
Ais 1.7-10710 1.1-10724 1.1-107% 1.6-10713
At 3.7-107° 3.8-10~* 3.8-10~* 2.1-10713
Ay 3.6-10°8 1.1-1023 1.1-1023 2.5.10-13
Aig 3.3-10°7 2.5-10~20 2.9-10°2 2.6 10713
Aso 1.9-1075 451071 6.6- 1023 1.8-10°18
Ai1o 4.107" 2.3-10710 1410722 2.4-10713
As11 4-1073 421076 2.7-107% 3.0-10713
At1o 3.1-1072 3.6-1072 4.9-10722 3.0-10713
Ai1s 1.5 1.9 8.6-10~2 1.8-10°13
At 2.3-1072 1.2-10°1
Mg 92.4-10717 7.1-10" 14
Ao 2.9 1.6-10°1
Ai35 9.0-10713
/\:|:50 1.9-1071
A£70 7.8-1071°
A£100 4.0-107"

Cuadro 4.1: Errores de los eigenvalores del ejemplo 16.

Duplicando el niimero de potencias formales empleadas el método entrega el doble
de eigenvalores preservando la precision de los primeros eigenvalores y mejorando la
precision de los préximos.

Esto muestra que el uso de la aritmética con precisiéon arbitraria permite aproximar
de manera mas precisa las potencias formales lo cual deriva en una mejor precision
en los primeros eigenvalores y también permite encontrar varios eigenvalores adicio-
nales. Mientras tanto la técnica del desplazamiento espectral descrita en la Seccién
3.2 permite mejorar la precisién de los eigenvalores obtenidos asi como calcular ei-
genvalores de orden mas alto incluso usando tnicamente una aritmética de precision
de méquina.

Se emplean los valores Ay = —1— (0.1 + 3i)n para los desplazamientos espectrales,
en cada paso se calcularon 201 potencias formales, es decir, se toma M = 100 en
(4.6) y se evalia la nueva solucién particular en términos de esas potencias forma-
les y la representacion SPPS. Las raices de (4.6) mas cercanas al desplazamiento
espectral actual fueron guardadas como eigenvalores aproximados. Los resultados
obtenidos con el procedimiento del desplazamiento espectral son presentados en la
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10,000 points
— — — 20,000 points
————— 50,000 points
100,000 points
"""" 200,000 points

10,000 points
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————— 50,000 points
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"""" 200,000 points

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.1: Las graficas de los errores absolutos (arriba) y relativos (abajo) de
los eigenvalores del Ejemplo 16 calculados por medio del método SPPS usando
diferente niimero de puntos para calcular las integrales recursivas. El eje de las
abscisas corresponde al niimero ordinal de los eigenvalores.

quinta columna de la Tabla 4.1. Los eigenvalores fueron calculados usando preci-
sion de maquina. Se puede apreciar una mejora significativa en la precision y en el
numero de eigenvalores encontrados.

Se verifico la dependencia de los errores de los eigenvalores en el nimero N de puntos
usados para el calculo de las integrales recursivas. Las graficas del error absoluto y
relativo de los eigenvalores para diferentes valores de N se obtuvieron usando la
técnica del desplazamiento espectral descrita en la Seccién 3.2 y se presentan en
la Figura 4.1. El incremento del valor de N a 100000 conduce a una mejora de
la precision de los eigenvalores, mientras tanto un incremento adicional de N no lo
cambia significativamente. El crecimiento lento del error para N = 100000 se debe a
la distancia creciente entre los valores de A, usado para el desplazamiento espectral
y los eigenvalores. El crecimiento rapido del error observado partiendo de algin
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4.2 Analisis del desempeno del método numérico

indice de un eigenvalor particular para los valores mas pequenos de N se pueden
explicar recordando que eigenfunciones del indice mas alto asi como las soluciones
para valores cercanos del parametro espectral son altamente oscilatorios, esto es,
tienen derivadas grandes y se toma en cuenta la férmula para el error de la regla de
integracién de Newton-Cottes (vea [19, S2.4 y (2.5.26)]).

En el siguiente ejemplo se presenta un problema con coeficientes variables y se ilustra
la dependencia de la precision de los eigenvalores aproximados en el parametro de
truncamiento M en (4.6).

Ejemplo 17. Considere la ecuacién (4.4) con a = z? y b = 1. La ecuacién caracte-
ristica exacta para este problema es

3
A2

2T (5 (6 vax!) ) o, (omvat) (2PV)
1 3 3.1
— F (8 <6 — \/5)\3)> D%(—Q—f—\/ﬁ/\%) (222/\‘11) - 0,

donde D es la funcion parabdlica del cilindro. Para comparar los resultados numéricos
obtenidos por medio del método SPPS con los eigenvalores exactos, el comando de
Wolfram Mathematica FindRoot fue empleado para calcular las raices de (4.7).

(4.7)

En la Figura 4.2 se presentan las graficas de los errores absolutos de los eigenva-
lores calculados usando diferentes valores de M. Todos los calculos fueron hechos
en MATLAB usando precision de maquina, se usaron 100000 puntos para evaluar
las integrales recursivas y se aplico la técnica del desplazamiento espectral con los
desplazamientos espectrales A, = —1 — 47wni, n < 30. Tal como se puede ver en los
graficos presentados, el parametro de truncamiento M en (4.6) afecta fuertemente
la precision después del primer desplazamiento espectral, mientras tanto para los
desplazamientos espectrales subsecuentes la precision es preservada. Empezando de
algin valor particular de M la precision de los eigenvalores casi no cambia, hay
una pequena diferencia entre M = 40 y M = 50 y ninguna diferencia visible para
M = 60 (no se incluyeron los errores para M = 60 en los gréaficos por esta razén).
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Figura 4.2: Errores absolutos de los eigenvalores del Ejemplo 17 calculados por
medio del método SPPS usando distintas cantidades de potencias formales. El eje
de las abscisas corresponde al nimero ordinal del eigenvalor.
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5 Sistema de Zakharov-Shabat con
un potencial complejo-valuado

Como se muestra en la introduccion de este trabajo y en las referencias [3, 85], el
método de la transformada de dispersion inversa reduce el estudio de la ecuacion
no lineal de Schrédinger al andlisis espectral del sistema de Zakharov-Shabat (2.13).
En el presente capitulo se reduce la ecuacién de Zakharov-Shabat con un potencial
complejo-valuado a una ecuaciéon de Sturm-Liouville en haz. Se muestra como cons-
truir la solucién del sistema de Zakharov-Shabat en términos de soluciones de las
ecuaciones de Sturm-Liouville en haz. Del mismo modo se muestra como construir
los coeficientes espectrales y la transformada no lineal de Fourier continua y discreta
en términos de las soluciones de las ecuaciones de Sturm-Liouville en haz.

5.1. Una relacion entre el sistema de
Zakharov-Shabat generalizado y una ecuacién
de Sturm-Liouville en haz

Como ya se menciondé en la Seccion 2.2.5, el sistema de Zakharov-Shabat surge en el
método de la transformada de dispersién inversa cuando se integra la ENLS, (para
mas detalles vea [3, 22, 29, 35, 55, 79, 82, 89]). En esta seccién se considera el sistema
generalizado de Zakharov-Shabat, también llamado algunas veces como sistema de
Dirac monodimensional [35] el cual es de la forma

vy = Avp + qug (5.1)

Uy = —AVUg — PV,

donde v; y vy son funciones complejo-valuadas desconocidas de la variable indepen-
diente x, A € C es una constante, p : R — C y ¢ : R — C son funciones complejo-
valuadas, diferenciables y que no se anulan.

La diferencia con el caso considerado en el capitulo anterior es que se considera un
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado, esto es cuando el
potencial g que aparece en la primera componente del sistema de Zakharov-Shabat
(5.5) aparece conjugado en el sentido complejo la segunda componente (5.6), mien-
tras que en el sistema de Zakharov-Shabat (5.1)-(5.2) es mas general en el sentido
de que la funcién ¢ no depende de la funcién p.
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Capitulo 5 Sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado

De (5.2) se tiene que
1
v = - (v + Avg) . (5.3)

Sustituyendo esta expresion en (5.1) se obtiene una ecuacién de la forma de Sturm-
Liouville en haz (3.4) de orden N = 2:

AW / 1
(’Ué) + qUy = )\%1)2 -+ )\2*1)2. (54)
p p p

De manera andloga, factorizando ve de (5.1) y sustituyéndolo en 5.2 se obtiene una
ecuacién de la forma (3.4) con N = 2:

AW q 1
(Ull) +pug = A5 vy + A2 0.
p q q

Multiplicando el parametro espectral A por —i y considerando p = ¢* donde x
representa el conjugado complejo y el potencial ¢ : R — C complejo-valuado uno
obtiene el sistema de Z-S clasico

vy = —iAvy + quo, (5.5)
6)

vy = —q"v1 + i\vs. (5.

Cuando el potencial g es diferenciable y no se anula es posible obtener la ecuacion
de Sturm-Liouville en haz

o\ i(q* 1
(z) + qUg = —A ((qq*))2 Vg — )\2}’02 (57)

Siguiendo el mismo proceso mostrado para sistema (5.1) y (5.2). De manera similar
despejando vy de la ecuacién (5.5) y sustituyendo en la ecuacién (5.6) es posible
obtener la ecuacién de Sturm-Liouville en haz

I\’ /
1
(”) + gt = z')\;zzvl . )\251)1. (5.8)

Esta es una ecuacién de la forma (3.4), es decir, una ecuacién de Sturm-Liouville
con un haz de orden dos.

La solucién general de (5.7) es

Vg = €141 t+ C292, (5.9)

donde g; y g son soluciones linealmente independientes y ¢y, ¢ son constantes com-
?
plejas. En la Seccion 3 se muestra un método para obtener una representacion de la
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5.2 Coeficientes espectrales, transformada continua y discreta de Fourier para el
sistema de Zakharov-Shabat con potencial complejo-valuado

solucién de ecuaciones de Sturm-Liouville en haz, la implementacion de este método
al sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado se considera en
la Seccion 6.1.

En esta seccién se obtiene la solucion general de un sistema de Zakharov-Shabat con
un potencial complejo-valuado en términos de la solucion general de una ecuacion
de Sturm-Liouville en haz (5.9).

Teorema 18. La solucion general del sistema de Z-S (5.5), (5.6) con un potencial

q complejo-valuado y que no se anula es

C i C: .
v = q% (idg1 — g1) + q% (iAg2 — g5) (5.10)

Vg = 191 + C299, (5.11)

donde g1 y go son soluciones linealmente independientes de (5.7) y c1, ca son cons-
tantes complejas.

Demostracion. Considere la solucién general vy de (5.7) dada por (5.9). Por medio
de la igualdad (5.3) (con p = ¢*para el sistema de Z-S con un potencial complejo) se
obtiene la expresién para vy de la forma (5.10). Para probar que vy y v3 son soluciones
del sistema de Z-S considere la primer componente linealmente independiente de s,
es decir, g;. Es suficiente probar para (5.5) que

AN iAgL — ¢,
i\ <91> - <91> = —iIA2I I g, (5.12)
q q q-
De la igualdad (5.7) es facil ver que
N\’ k!
) 1
<gl> = —Ai(qj g1 =N g1~ qg1,

q q q
sustituyendo (Z—i)l en (5.12) se obtiene que ¢y resuelve la ecuacién. Para comprobar
que se satisface (5.6) el procedimiento es analogo. O

5.2. Coeficientes espectrales, transformada continua
y discreta de Fourier para el sistema de
Zakharov-Shabat con potencial
complejo-valuado

Cuando se considera un potencial de soporte compacto ¢ la condiciéon de frontera
(2.25) se reduce a

Fl—a,)) — (é) ¢, (5.13)
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Considere las siguientes condiciones iniciales para g;, go de la forma

gl(_a) 17 .
go(—a) =0, go(—a) = 1. (5.15)

Bajo estas condiciones se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 19. La representacion en términos de soluciones de ecuaciones de Sturm-
Liouville (5.9) para los coeficientes espectrales Fourier con un potencial complejo-
valuado q de soporte compacto que no se anula en [—a,al es

a(y) = W(zwa)—ggm»em (5.16)
b(A) = —¢"(—a)ge(a).

Demostracion. Se deduce de la condicién de frontera (5.13) que los coeficientes ¢; y
¢o de la solucién general del sistema de Z-S (5.10) y (5.11) son

o = —q(—a)e™ (5.18)

Con un potencial de soporte compacto las igualdades (2.28) y (2.29) para los coefi-
cientes no lineales de Fourier se reducen a

a(\) = i)™,
b() = dalae ™,

donde ¢4 (a) y ¢2(a) son equivalentes a las soluciones vy (a) y v2(a) de la forma (5.10),
5.11 con los coeficientes (5.17) y (5.18). O

Observacion 20. La igualdad (5.16) representa una funcién caracteristica (o funciéon
de dispersion) para el problema espectral del sistema de Z-S ya que los ceros de esta
funcién son los eigenvalores A;.

Corolario 21. La transformada de Fourier continua y discreta para el sistema de
Z-S con un potencial complejo-valuado de soporte compacto y que no se anula en
[—a,a] estd dada por
. _ =g (a)ga(a)e” N
irg2(a) — ga(a)
()\) _ _q*(a’)QQ(a)
’ (i — 2a);) g2(a) +iX;0rg2(a) — Orgs(a) — 2ia gs(a)’

Y

6—37,/\(1

donde I representa la derivada con respecto a x y el espectro discreto, denotado por
Aj, corresponde a los ceros de a(\).
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6 Solucion del sistema de
Zakharov-Shabat en términos del
método SPPS y aplicaciones a la
transformada no lineal de Fourier

En esta seccion se considera el sistema de Zakharov-Shabat con potencial complejo-
valuado, el cual se puede reducir facilmente a un haz polinomial de operadores de
Sturm-Liouville (vea Seccién 5.1) y se presenta la solucion del sistema de Zakharov-
Shabat en términos del método SPPS modificado.

6.1. Series de potencias para el sistema
generalizado de Zakharov-Shabat

Aplicando el método SPPS a la ecuacién (5.4) se obtiene una representacion SPPS
para las soluciones del sistema (5.1), (5.2). El siguiente teorema es una aplicacién
directa del Teorema 12 a la ecuacién (5.4).

Teorema 22. Suponga que en un segmento finito |a,b] la ecuacion

<]1)v'> +qu =0. (6.1)

posee una solucién particular vg € C'a,b] que no se anula y p es una funcién

/ . 1 2
que no se anula en [a,b] de tal manera que 2 € C'a,b] y las funciones v3L;, “C
p p p

y & son continuas en [a,b]. Entonces la solucion general de (5.4) tiene la forma
0

Vo = €191 + C2g2, donde c1 y co son constantes arbitrarias complejas y

g="1v) NXCR gy =g > A\ X (2k+1) (6.2)
k=0 k=0

con X ™ y XM definidas por las relaciones recursivas

X = xm = para n < 0,
X0 =x0=1
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Y
T ey n— / — n— ’[}2( ) .
Xmmx%:{ﬁmg§<;uw3§@>§5-kx<:n@)&ﬁ)d% - impar o o
z n—1 p(y .
fxo X (y) v2(y) dy, n- par
T x(n—1) p(y) o
XM (z) = {fmo X (¥) w2 (y) dy, " n- impar
o, (X070 () (y) 2y + X0 () ) . - par
(6.4)

donde xq es un punto arbitrario en |a,b]. Ademds, ambas series de (6.2) convergen
uniformemente en [a,b].

El Teorema 22 permite construir una solucion general del sistema de Zakharov-
Shabat.

Teorema 23. Bajo las condiciones del Teorema 22 la solucion general del sistema
de Z-S (5.1), (5.2) es de la forma

v = —¢y (UO+)\UOZA’“ Xk 4 A Z)\k 2k+1>

Yo ;—o
o <U0 + )\UO Z )\k 2k+1) + Z )\k ) , (65)
Yo —o
Uy = 10 Z N X 4 o Z NP X (2Rt (6.6)
k=0 k=0

donde c1 y co son constantes arbitrarias complejas y las funciones X™ y XM estdn
definidas por (6.3) y (6.4).

Demostracion. Por el Teorema 22 una solucién general de (5.4) estd dada por (6.6).
Es féacil ver que la derivada de vy expresada en términos de (6.6) es

Ué _ 011)6 Z /\kY(Qk) )\ Z AR X (2k+1)
k=0
— y) k v (2k)
+ e ﬁXm“Hmr——A N X 2R),
kzz;) Vo (?/) I;)

Sustituyendo vy y v) en (5.3) se obtiene (6.5). El par vy, vy satisfacen el sistema de
Z-S (5.1), (5.2). O

Observacion 24. En comparacion a lo que se muestra en las Secciones 9.1.2; 8.1,
donde se requiere que p = ¢ en el sistema de Z-S (5.1), (5.2) y que la funcién ¢ sea
real valuada para poder construir una representacion de la solucién del sistema de
Z-S, el Teorema 23 establece la representacion SPPS para las soluciones del sistema
de Z-S permitiendo coeficientes complejo-valuados, adicionalmente requiere que uno
de ellos no se anule.
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6.2 Problema de eigenvalores del sistema de Zakharov-Shabat

6.2. Problema de eigenvalores del sistema de
Zakharov-Shabat

De ahora en adelante en esta seccién se considera el sistema clasico de Zakharov-
Shabat con un potencial complejo-valuado, es decir, un sistema de Zakharov-Shabat
(5.1), (5.2) que cumple la condicién p = ¢* (donde * denota la conjugacién compleja).
Bajo esta condicién se obtiene el sistema de Zakharov-Shabat tal y como se presenta
en (5.5), (5.6), este sistema es

V] = Mg + quo

vy = —AUg — q" vy,

Este caso surge en modelos fisicos asociados con solitones épticos, vea por ejemplo,
3, 22, 39, 41, 55, 89].

En esta seccion se presentan las condiciones de frontera clasicas para un sistema de
Zakharov-Shabat con potencial complejo-valuado y también se muestra como son
las condiciones de frontera cuando se considera un potencial ¢ de soporte compacto.

Definicién 25. [39, 41] Las soluciones del sistema de Zakharov-Shabat (5.1), (5.2)
que satisfacen las siguientes relaciones asintéticas:

0
— 0
&= <1> e, T — +00
para algin A con ®(A) > 0, se llaman soluciones de Jost. La expresién (g;) = ((1)) e
x — Zoo significa que existe el limite lim, 4 %(f) = ¢, ¢ # 0, mientras oq(z) =

o(o1(z)), © — £oo0.

El problema de eigenvalores para el sistema de Zakharov-Shabat consiste en encon-
trar los valores del pardmetro espectral A\ para los cuales existe una soluciéon no
trivial de Jost.

En particular, cuando el potencial ¢ es de soporte compacto en [—a, a], es facil ver que

el problema de eigenvalores se reduce a encontrar tales valores de A (®(A) > 0) para

los cuales existe una solucién de (5.1), (5.2) en (—a,a) que satisface las siguientes
condiciones de frontera (vea, por ejemplo, [41, 40, 55])

v1(—a) =1, wvy(—a)=0, (6.9)

vy (a) = 0. (6.10)

Asuma adicionalmente que el potencial ¢ no se anula en su soporte.
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Observacion 26. Cuando el potencial g(z) no es de soporte compacto pero decre-
ce suficientemente rapido cuando |x| — oo es posible aproximarlo por medio del
potencial ¢ de soporte compacto en [—a, a] definido por

. g(z) —a<z<a
q(x) =
0 de otro modo.

Este enfoque se utiliza en diversas publicaciones (vea [55, 41, 40, 81, 86]).

6.3. Ecuacion de dispersion para el problema de
eigenvalores

En esta seccién se obtiene una ecuacion de dispersién (o ecuacién caracteristica)
equivalente al problema de eigenvalores con un potencial de soporte compacto.

Teorema 27. Sea q un potencial continuo, complejo-valuado y que no se anula
en [—a,a] y vg una solucion particular que no se anula de (6.1) que satisface las
condiciones del Teorema 22. Entonces A, (R(\) > 0), es un eigenvalor del problema
espectral para el sistema de Zakharov-Shabat (6.7), (6.8) bajo las condiciones de
frontera (6.9), (6.10) si y solo si se satisface la siguiente ecuacion

i_oj M (vo (@) (vh (@) XPFH (a) + vg (a) XV (0)) + ¢"(a) X (a)) = 0, (6.11)

donde las funciones X ™ estdn definidas por (6.4) con ro = —a.

)
)

Demostracion. Considerando vy y v del Teorema 23 con xy = —a se tiene v; (—a

)
- (%) — 0y (ﬁ) y U2 (—a) = cyvp(—a). De la condicién de frontera (6.9

se obtiene que ¢; = 0y ¢ = —vg (—a). De acuerdo con la condicién de frontera (6.10
se obtiene que la ecuacién caracteristica es de la forma

Ué (CL) /\UO (CL) k vy (2k+1) 1 k vy (2k)
N X a) + N X a) =20
q* (a) kz%) ( ) Vo ((1) kz%] ( )

la cual es equivalente a (6.11) tomando en cuenta que X1 = 0. [
Observacion 28. Cuando ¢ es real-valuado, se puede usar la ecuacién caracteristica

presentada en la Seccion 9.1.4 (vea también [55]), esta ecuacién caracteristica fue
obtenida sin requerir que ¢ no se anule.
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6.3 Ecuacién de dispersion para el problema de eigenvalores

Observacion 29. Es posible aplicar la técnica del desplazamiento espectral descrita
en la Seccién 3.2 a la solucion del sistema de Zakharov-Shabat. Note que se sustituye
A por A — \g solamente en (6.2) y se mantiene el pardmetro A en (5.3). Entonces la
ecuacion caracteristica (6.11) bajo el desplazamiento espectral se transforma en

[e.e]

S (= Ao) ( (a) (v (a) + Aovo () X (a) + v (a) X7 (a))

k=0

+q"(a) X2 (a)) t6.10)

Este teorema reduce el problema espectral para el sistema de Zakharov-Shabat con
un potencial complejo-valuado de soporte compacto al problema de localizar ceros
(en la mitad derecha del plano complejo) de una funcién analitica ®(\) = 322 ) ap\*
de la variable compleja A con los coeficientes de Taylor a; dados por las expresiones,

ax = vo () (vh (@) XD 4 vg (a) X (a)) + ¢"(a) X9 (a).

Los coeficientes a; pueden ser calculados de manera precisa y sencilla siguiendo
esta igualdad. Para poder realizar una aproximacion del problema de eigenvalores
se puede truncar la serie (6.11) y considerar el polinomio

Dy (N) = f: ap\® (6.13)

aproximando la funcion ® con un M razonablemente grande, algunas de sus rai-
ces dan una aproximacion precisa de los eigenvalores del problema. El teorema de
Rouché, vea por ejemplo, [16, Seccion 3], establece que si las funciones complejo-
valuadas f y ¢ son holomorfas dentro y en algin contorno cerrado y simple, con
lg(2)| < |f(2)] en K, entonces f y f + g tienen el mismo nimero de ceros dentro
de K, donde cada cero es contado tantas veces como sea su multiplicidad. Tal como
dice el teorema de Rouché, las raices de ®,; que son mas cercanas a cero dan una
aproximaciéon precisa del problema de eigenvalores mientras que las raices que son
mas distantes del origen son raices espurias que aparecen debido al truncamiento de
la serie. De hecho, considere un dominio €2 en el plano complejo de la variable A de
tal manera que

min [$ar (A)] > mdx |S(A) — Par (V)] (6.14)
(eso es, f = Py, g = & — $yy y entonces [+ g = ). Entonces el nimero de
ceros de ®,; en 2 coincide con el nimero de ceros de ®, o lo que es equivalente,
con el nimero de eigenvalores localizados en (). En otras palabras, en un dominio {2
donde ®,,; aproxima suficientemente cerca la funcién &, es decir, donde se cumple
la desigualdad (6.14), todas las raices de @), aproximan los eigenvalores exactos del
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problema espectral. Para estimar la cantidad maxyecgq |P(A\) — @ps (A)] los estimados
obtenidos en la prueba del Teorema 12 pueden ser usados. Obviamente si se desea
aproximar las raices cercanas a algiin niimero complejo A\g (no necesariamente cero)
se puede aplicar el mismo razonamiento a la ecuacién caracteristica obtenida con la
técnica del desplazamiento espectral (6.12) centrada en algin A,.

6.4. Coeficientes espectrales y transformada no
lineal de Fourier continua y discreta

Tal como se muestra en la Secciéon 6.2 cuando se considera un potencial ¢ de soporte
compacto en [—a,a] permite simplificar las relaciones asintoticas (2.24) y (2.25)
en condiciones iniciales para el problema del sistema de Z-S en —a y en a. Esas
condiciones permiten determinar las constantes ¢; = 0y ¢y = —vp(—a)e/** para los
coeficientes de las soluciones vy y vy del Teorema 23. Esto lleva al siguiente teorema

Teorema 30. Los coeficientes espectrales de la transformada no lineal de Fourier
para la ENLS con un potencial complejo-valuado q de soporte compacto y que no se
anula en [—a,al, son

a(\) = vp(—a)e¥r i \k (vé(a) + )\UO(G)X(Qk+1)(a) I Xm)(@) (6.15)
k=0 q*(a) vo(a)
b(A\) = —wvg(—a)ve(a) i AFX @R (g), (6.16)

donde las funciones X™ y vy son las mismas que en el Teorema 22 tomando xy =
—a.

Demostracion. Considere vy y vy del Teorema 23. Tomando en cuenta que el poten-
cial ¢ es de soporte compacto en [—a, a], los limites para los coeficientes espectrales
(2.28) y (2.29) se reducen a

a(\) = oy(a)e™ (6.17)
b(\) = oy(a)e (6.18)
donde oy y o9 son equivalentes a v; y vy con los coeficientes ¢; = 0y ¢

—vg(—a)e?*. Las expresiones (6.17) y (6.18) son equivalentes a (6.15) y (6.16). [

Considerando la definicion de la transformada no lineal de Fourier continua y discreta
(2.30), (2.31) y la representacién SPPS de los coeficientes espectrales a(\) y b(A)
del Teorema 30 se obtiene el siguiente corolario.

o4



6.5 Una relacion de una ecuacion de Sturm-Liouville en haz con un sistema de
Dirac

Corolario 31. La transformada no lineal de Fourier continua y discreta para la
ENLS, con un potencial complejo-valuado q de soporte compacto y que no se anula
en [—a,al, es

vo<a)e—2j)\a ZZO:O )\kX(Qk—&-l)(a)

Cj()\) B 0o vh(a)+Avg(a
SR g AR <%X(2k+l)(a) + ﬁm) (2k)(a))
d(\;) q*(a)vo(a)e % 3722 )\?X(zkﬂ) (a)
j = : - — ’
S0 M (204 1) (vh(a) XPD(a) + up(a) X (a) + X (a))
donde las funciones X™ y vy son las mismas que en el Teorema 22, xg = —a y

{\;}, 7 € N representa el espectro discreto.

6.5. Una relaciéon de una ecuacion de
Sturm-Liouville en haz con un sistema de Dirac

Una relacién entre el sistema de Dirac estacionario de una dimension de la teoria
relativista cuantica y un haz cuadréatico de Sturm-Liouville se puede establecer de la
siguiente manera. Considere la siguiente forma canénica del sistema de Dirac (vea,
por ejemplo, [61, seccién 7))

Yo+ (v(z) + A y1 = Evy,
—1h + (v(@) = Ny = Eyo.
Aqui v es un potencial, \ correspondiente a la masa de una particula y representa

un parametro espectral y la constante E es una energia fija. Sumando y restando
las ecuaciones se obtiene el sistema

Au,

u+(v—E)w
U= —\w,

w — (v—F)

para las funciones u = yo — y1 vy w = yo + y1. Suponiendo que v — E # 0 en el
dominio de interés, es facil ver de la segunda igualdad que u = ’\Uwf’}w/ Sustituyendo
esta expresion en la primera igualdad se obtiene una ecuacién de la forma de Sturm-
Liouville en haz (3.4):

w B 2 W 1 >’
<U_E>—l—(v E)w_)\v—E+)\<v—E w.

Dado que esta ecuacion es del tipo Sturm-Liouville en haz, es decir 3.1, se puede
resolver usando el método de series de potencias del parametro espectral modificado
mostrado en el Capitulo 3.
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7 Soluciéon numérica de sistemas de
Zakharov-Shabat con potenciales
complejo-valuados

7.1. Esquema general y detalles de implementacion
para el método de series de potencias del
parametro espectral modificado

Considere la ecuaciéon de Sturm-Liouville en haz (5.7) (el procedimiento para (5.8)
es andlogo)

/

v\ i(q*) 1
<i> + quy = —)\ ((qci)l Vg — )\QE’UQ

en un segmento [—a, a]. Basdndose en los resultados explicados en el Capitulo (6)
(vea [54]) es posible formular un algoritmo para construir los coeficientes espectrales
a(A) y b(\) y la transformada no lineal de Fourier continua y discreta ¢ y ¢ de un
sistema de Z-S (8.1), (8.2) con un potencial complejo-valuado g de soporte compacto
y que no se anula en [—a,a]. El procedimiento para construir el algoritmo es el
siguiente:

1. Encuentre una solucién vy que no se anula en [—a, a| de la ecuacién

uh\
(2) + qug = 0.
q

2. Calcule las funciones X™ n =0,...,N,...2N + 1 usando (6.4).

3. Construya la aproximacién de la solucién general del sistema de Z-S presentada
en el Teorema 23 truncando las series hasta el N-ésimo término de la siguiente
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manera:

A
VAR — <v0 A Z AFX (R 4 2 Z NP X (2k+1) )
p k=0 Yo =0

_ (UO + vy & Z AR X R+ L Z Ao )

Yo =0

vy R 1 Z N XCR) 4 oy Z e x (2R+1)
k=0 k=0

4. Construya la aproximacion de los coeficientes espectrales a(\) y b()\) de (6.15)
y (6.16) truncando las series hasta el N-ésimo término de la siguiente manera:

N v (a vola b1 (2k) (¢
a(\) =~ UO(_a)e%Aakz%)\k( ol )qj‘(i‘) ( )X( )<a>+XUO(a())>

b(\) ~ —uy(— ZA’“ St

5. Construya la aproximacion de la transformada no lineal de Fourier discreta y
continua ¢ y ¢ truncando las series hasta el N-ésimo término de la siguiente
manera:

vo(a) —2j)a Zi\fzo )\kx(%—i—l) (a)

i\~ 7 (@)t wo(a)
Yola vola 2k+1 1 2k
Sl A (X @ (0) 4 i X GO (a))

q*(a)vo(a)e A 50 o AFX 254D (a)

L=}

—

p
<

S~—
2

Sio A (27 + &) (vh(a) X @HD(a) + vo(a) XD (a) + L8 X R (a))

vo(a)

7.2. Ejemplos numéricos

En esta secciéon se compara el desempenio del método SPPS modificado con los resul-
tados presentados en [12, 78] donde el ajuste semiclasico del problema de dispersién
del sistema de Zakharov-Shabat no auto-adjunto

tev, = qw+ Av

—
~
—_

lew, = qv— Aw, 7.2)
es considerado, vea también [38]. La funcién potencial ¢ es de la forma
q(z) = Az)eS@/e (7.3)

donde € es una constante.

Para aplicar los resultados de las Subsecciones 6.2 y 6.3 se aproxima el potencial ¢
por una funcién de soporte compacto en [—a, al. Si se elige a suficientemente grande
el error derivado del truncamiento del potencial es suficientemente pequeno.
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7.2 Ejemplos numéricos

Ejemplo 32. Considere las funciones
A(x) = sech(2z), S(z) = sech(2x)
para el potencial (7.3). Se aproxima el potencial por medio de

A(z)e¥@/e —q <z <a,
o

0, de otro modo,

para a = 10. Los eigenvalores aproximados por el método SPPS para varios valores
de € se muestran en la Figura 7.1 y coinciden con los resultados mostrados en [12].
Los resultados presentados fueron obtenidos con la ayuda de la técnica del desplaza-
miento espectral en MATLAB usando aritmética de precisién de maquina, M = 250
y 100000 puntos para el calculo de las potencias formales. Para los valores mas pe-
quenos de e considerados en [12] el método SPPS requiere del uso de aritmética
de alta precision debido a que el potencial ¢ es altamente oscilatorio y la soluciéon
particular que casi se anula vy genera valores muy grandes cuando se requiere dividir
con esta funcién, estas caracteristicas hacen complicada e inestable la aproximacion
numérica en el sentido de que el tiempo de cédlculo se hace muy extenso y costoso,
por esta razon se ha decidido no incluir esos experimentos numéricos.

Ejemplo 33. En [78] el sistema de Zakharov-Shabat (7.1), (7.2) con el potencial
(7.3) fue considerado para

A(x) = —sech z, S'(x) = —ptanh x.

Este potencial es interesante por que se conoce una féormula exacta para obtener sus
eigenvalores. En [78] esta férmula estd dada por

ami(fi-3e-c(o-3)).

donde rango del indice n varia estrictamente sobre los enteros positivos que satisfacen

1 uw? 1
</l —=—+ - 7.4
n(u, ) 6\/ T3 (7.4)

Ejemplos del error absoluto del método SPPS para varios valores de p y € son
mostrados en el Cuadro 7.1.
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Figura 7.1: Localizaciéon de los eigenvalores del ejemplo 32 para € =0.2, 0.159,

0.126, 0.1, 0.0794 y 0.063.
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7.2 Ejemplos numéricos

Nimero de
1 € eigenvalores Eigenvalores Error Abs.
de acuerdo a (7.4)

05 05 5 0.2182458705953392: 3.4-1078
0.7182458365518951 5.5-10714

Y 5 0.2660254036653421 1.6-10"1
0.6660254037809131 1.8-10712

0.218245836882759;  1.2-10~"

0.5 0.3 3 0.5182458365655271 9.3.10712
0.8182458365620131 6.9 - 10712

0.0682466980849001 2.9-107

0.268245836829048: 2.7-10710

0.5 0.2 5 0.468245836567762¢ 1.4-107°
0.6682458365614044 821071

0.868245836536161¢ 3.4-10712

0.7910254038103701 7.3-1071

0.6410254033305077 1.8-10710

L 015 6 0.491025404649274i 3.5-107
0.3410198109995241 5.8-107

0.1910261265158831 1.0-1077

0.041103889485868: 2.1-107°

0.8010254007885944 6.7-1078

0.671025403049713: 3.1-107°

0.541025417533800: 1.3-10°8

1 013 7 0.4110247355364901 7.8-107°
0.2810251349941911 1.3-1077

0.151030141516677% 1.0-10°¢

0.028942251261828: 2.7-1073

0.8060252114764631 4.0-10°°

0.6860254032437444 8.8-107°

0.5660254424360031 1.3-1077

1 0.12 7 0.4460808329258921 2.7-10°¢
0.3260251776791611 2.8-1076

0.2060288212388621 5.9-1076

0.0859716569379611 8.0-107°

0.913160602214353: 1.1-1072

0.7882458797885851 1.3-1077

0.668245834591005¢ 1.8-107*

05 0.12 3 0.5482457177449452: 851078
0.428227707506773% 2.6-107°

0.3082464631313944 6.7-1077

0.1882457284307501 1.0-10°¢

0.068265536390608: 1.2-107°

Cuadro 7.1: Errores de los eigenvalores del ejemplo 33.
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8 Sistema de Zakharov-Shabat con
un potencial real-valuado

En este capitulo se muestran una técnica para reducir el sistema de Zakharov-Shabat
con potencial real-valuado a una ecuacion de Sturm-Liouville. Posteriormente se
muestra como construir la solucién del sistema de Zakharov-Shabat en términos de
soluciones de las ecuaciones de Sturm-Liouville. Del mismo modo se muestra como
construir los coeficientes espectrales y la transformada no lineal de Fourier continua
y discreta en términos de las soluciones de las ecuaciones de Sturm-Liouville.

8.1. Relacidon entre una ecuacion de Sturm-Liouville
con un sistema de Zakharov-Shabat con un
potencial real-valuado

Considere un potencial real-valuado ¢ : R — C de soporte compacto y diferencia-
ble. Tal como se muestra en las siguientes secciones, este caso presenta ventajas en
comparacion al caso donde se considera un sistema de Z-S con un potencial complejo-
valuado. Una de estas ventajas es que el sistema de Z-S con potencial real-valuado
se puede reducir a una ecuacion de Sturm-Liouville clasica. Esto permite aplicar
métodos con cualidades interesantes como el método SPPS clasico [49], el método
de aproximacion analitica de operadores de transmutacién [50] o el método para
construir los coeficientes de la serie de Taylor de una ecuacién de Sturm-Liouville
48].

El sistema de Z-S con un potencial ¢(x) real-valuado es

vy = —iAvy + que, (8.1)
vy = —qui + i\vs. (8.2)

Donde vy y v9 son funciones complejo-valuadas. Considere la siguiente notacion

U = v+ ivs,
w = v — 1Ug,
p = 1q.
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Capitulo 8 Sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado

Empleando esta notacién el sistema de Z-S se transforma en

(O+pu = —idw, (8.5)
(0—pw = —idu. (8.6)

Se puede obtener de este sistema las parejas supersimétricas [55, 74]

O+p)0—pw = —Nw, (8.7)
O —p)0+pu = =\ (8.8)

Es facil ver que las ecuaciones de este sistema son de tipo Sturm-Liouville de la
forma

—w" + PP+ )w = Nw (8.9)
—u" +(p*—phu = Nu (8.10)

A este tipo de ecuaciones se les conoce como Darboux asociadas.

En los siguientes capitulos se muestran algunos métodos para resolver las ecuacio-
nes de Sturm-Liouville. Estos métodos son también adecuados para realizar expe-
rimentos numéricos. Una propiedad que sera de utilidad a la hora de implementar
numéricamente las soluciones de las ecuaciones de Sturm-Liouville es que al estar
expresadas en forma factorizada (8.7) y (8.8) tienen la caracteristica de que cuando
A = 0 se obtienen las ecuaciones

(O+p)(0—pwy = 0 (8.11)
(0—=p)@+pug = 0, (8.12)
donde es facil obtener las soluciones particulares de cada una, las cuales son wo = el P
yug=e /7
La solucién general de (8.9) se puede representar de la forma

w = Ac(\, z) + Bs(\, x) (8.13)

donde ¢ y s son soluciones linealmente independientes de la Ecuacién (8.9) y los
coeficientes A y B son constantes complejas. Esto lleva al siguiente teorema:

Teorema 34. La solucion general del sistema de Z-S (8.1), (8.2) con un potencial
real-valuado q y A # 0 es

vi(z) = A(A+q)c(\x)+ic(\x)) (8.14)
+ B((A+q) s\ z)+isg(\ x))

ve(z) = A (N—q) e\ z)+ (N x)) (8.15)
+ B\ —q)s(\ )+ s.(\ 1)),
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8.2 Coeficientes espectrales, transformada continua y discreta de Fourier para el
sistema de Zakharov-Shabat con potencial real-valuado

donde ¢y s son soluciones linealmente independientes de (8.9) y A, B son constantes
complejas. La solucién general del sistema de Z-S para A = Oes vy = e/ Iy vy = e /4.

Demostracion. Considere la solucién general w de (8.9) dada de la forma (8.13).
Entonces es posible recuperar u a partir de w empleando la relacién (8.6). Siguiendo
este procedimiento u es de la forma

w= = (A(pe(\,x) = co(A, ) + B (ps(h,2) — sa(\,2)))..

Es fécil ver de (8.3) y (8.4) que v; = 3(u+w) y v2 = S (u—w), con lo que se obtienen
las expresiones (8.14) y (8.15) de u y w por sustitucién simple. Para probar que un
par vy, vy es una solucién del sistema de Z-S primero considere la igualdad (8.1),
sustituyendo la expresién para v; dada por (8.14) y la expresién para vo dada por
(8.15) en la parte a mano derecha de (8.1) se obtiene

(A +q) (Ac, + Bs,) — (iAc+iBs) (A\* + ¢?)
2\ '

Sustituyendo ¢z, = (iqz — ¢*)c + N2c ¥y 5o = (igz — ¢*) s + M\?s en la derivada
v; de (8.14) se obtiene el mismo resultado que en (8.16). Las expresiones ¢, =
(ige — ¢*)c + Nc y Sue = (igz — ¢*) s + A\?s se obtienen facilmente sustituyendo
las soluciones linealmente independientes de w expresado de la forma (8.13), las
cuales son ¢ y s de (8.9). El proceso para probar que (8.14) y (8.15) satisfacen
la igualdad (8.2) es andlogo. Es facil ver que v; y ve son soluciones linealmente
independientes. O

(8.16)

/ .
V] = qUy — AV =

8.2. Coeficientes espectrales, transformada continua
y discreta de Fourier para el sistema de
Zakharov-Shabat con potencial real-valuado

Para un potencial ¢ de soporte compacto en [0, a] la condicién de frontera (2.24) se
reduce a

$(0,)) = (é) : (8.17)

Considere las siguientes condiciones iniciales para las soluciones c y s para la ecuacién
de Sturm-Liouville (8.9)

c(0) =1,  ¢(0)=nh, (8.18)
s(0) =0,  s,(0)=1, (8.19)

donde h es una constante. Bajo estas condiciones se obtiene el siguiente corolario.
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Capitulo 8 Sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado

Corolario 35. Las expresiones para los coeficientes espectrales de Fourier para un
potencial real-valuado de soporte compacto q en [0, a] son

a) = o ((A + (@) (0 )+ (7 a(0) = ) = 1) s(\,0)

+ i(cx(Aa) + (1 (q(0) = A) — h) sz(\, a)) ) : (8.20)
by = ( (0 (@) (el @) + (i g(0) = ) = b) s(A, )

(e a)+ (i (q0) = \) — h) sa (M, a)) ) . (8.21)

Demostracion. Se sigue de la condicién de frontera (8.17) que los coeficientes para
Ay B en la solucion general del sistema de Z-S (8.14) y (8.15) son iguales a

1
A =5%
o a0 =N~k

Con un potencial de soporte compacto las igualdades (2.28) y (2.29) para los coefi-
cientes no lineales de Fourier se reducen a

donde ¢4 (a) y ¢2(a) son sustituidas por vy(a) y vy(a). O

Observacion 36. La igualdad (8.20) representa una funcion caracteristica (o funcién
de dispersion) para el problema espectral del sistema de Z-S, es decir, el espectro
discreto denotado por A;, j € N, corresponde a los ceros de a(\).

Corolario 37. La transformada no lineal de Fourier continua y discreta para un
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8.2 Coeficientes espectrales, transformada continua y discreta de Fourier para el
sistema de Zakharov-Shabat con potencial real-valuado

sistema de Z-S con un potencial real-valuado y de soporte compacto estd dada por

ey

donde

div

ax(M)

6721‘)\(1@. (/\ — Q(a)) C()‘7 a’) + Cac<)" CL)

o (8.22)
(i (q(0) = A) = h) (i (A C;f(a)) s @) + 5.0, a)) (8.23)
e—iAja (2 ()\] 4 q(a)) (C()\j, a) + (2 (q(()) - )\j) — h) 3(>\j, a))
2)\ja/\()\j) (8.24)
(ca(Aj,a) + (i (q(0) = Aj) — h) sa(Ay, a)))
2)\ja)\<)\j) , (8.25)

(A +q(a))e(A, )+wz(>\ a)
(7 (q(0) = A) = h) (A + g(a)) s(\, a) + is:(A, a)),
1 yiaA a(iN(1 + q(a))c(A, a) — (A, a)
2¢ A
(A —ih AL +g(a))s(A, a) + isz(A, a)))
A
—icg(N\, a) + (ih — A+ q(0))s(\, a)
\2

(1 +g(a)(—is(A a) + ex(A a) = (B +i(A — q(0)))sar (N, a))
Se(A, @) +icen(N a) + (N —ih — q(0))saa (A, a)) |

A

El espectro discreto, denotado por \;, j € N, corresponde a los ceros de a(\).
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9 Meétodos para solucionar el sistema
de Zakharov-Shabat con un
potencial real-valuado y
aplicaciones a la transformada no
lineal de Fourier

9.1. Series de potencias del parametro espectral
para ecuaciones de Sturm-Liouville

En el presente capitulo se resuelve el sistema de Zakharov-Shabat con un potencial
real-valuado usando el método SPPS. La suposicién de un potencial real-valuado
es natural y comun en la literatura de la ingenieria, la cual incluye perfiles con-
vencionales tales como el rectangular, la Gausiana y el pulso de Satsuma-Yajima
[41, 40, 75, 22].

Esta forma SPPS de la solucién general de una ecuacién de S-L nos permite cons-
truir una ecuacion de dispersion correspondiente al problema de eigenvalores del
sistema de Z-S con un potencial de soporte compacto. De esta manera el problema
de eigenvalores se reduce al problema de localizar ceros de una funciéon analitica
dada por su serie de Taylor. Para obtener una solucién numérica del problema de
eigenvalores uno puede considerar una serie truncada y entonces para el problema
computacional practico el problema se reduce a encontrar las raices de un polinomio.

9.1.1. Aplicaciéon del método de series de potencias del
parametro espectral a una ecuacion de Sturm-Liouville

En el Capitulo 8.1 se obtienen las ecuaciones de Sturm-Liouville (8.9) y (8.10), las
cuales son de la forma

—w" + (= +id)w = Nw
_u// + (_qz o iq’)u — )\2,&7
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del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real (8.1), (8.2). Como se mencio-
noé en ese capitulo una cualidad de las ecuaciones (8.9) y (8.10) es que se pueden
presentar en la forma factorizada (8.7) y (8.8) lo cual facilita aplicar el método SPPS
dada la posibilidad de que cuando A = 0 se pueden escribir las soluciones exactas
de (8.11) y (8.12) las cuales son wy = €'/ 9y ug = e~/ 9. Note que para una funcién
potencial continua g definida en un intervalo finito cerrado ambas funciones ug y wq
carecen de ceros. En este capitulo se muestra como construir la soluciéon general del
sistema de Z-S con un potencial real (8.1), (8.2) a partir de la solucién particular
wo (el proceso para construir la solucién del sistema de Z-S (8.1), (8.2) a partir de
la solucién wug es andlogo). También considerando condiciones de frontera para un
potencial ¢ de soporte compacto se construye una ecuacioén caracteristica.

Introduzca las siguientes secuencias de funciones auxiliares:

(X} Ly (X

definidas en cualquier intervalo cerrado finito [a,b] donde ¢ es continua por las
relaciones recursivas

XO@) = XO@) =1, (9.1)

X(n)(x) — /X(nl)(5>e(1)"2Q(s)d57 (9.2)
Zo

£00(z) = / XD ()20 g (9.3)

o

donde z( es un punto fijo arbitrario en [a, b].

Teorema 38. Sea la funcion complejo-valuada q de tal manera que satisface las
siguientes condiciones de suavidad en un intervalo finito [a,b], ¢ € C*(a,b) N C|a, b]
y sea \ cualquier nimero complejo. Entonces la solucion general de la ecuacion (8.7)
es de la forma

W = ciwy + Cowa, (9.4)

donde ¢y y co son constantes complejas arbitrarias y

[e.o]

wy(r) = 9@ YA XE(g) (9.5)
n=0

wo(z) = eQ(C)Z)\an(Q”“)(x), (9.6)
n=0

donde Q(x) = [ q(z)dz, X®), X® ke =0,1,2,... estdn definidas por (9.2) y (9.3),
y ambas series en (9.5) y (9.6) convergen uniformemente en [a,b).
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9.1 Series de potencias del parametro espectral para ecuaciones de Sturm-Liouville

Demostracion. La prueba consiste en la aplicacion del método SPPS presentado
en [46, 49, 47] considerando que wy = €9 es una solucién particular que no se
anula de (8.11). Este resultado permite obtener una solucion general de la ecuacién
de Sturm-Liouville para cualquier valor del parametro espectral partiendo de una
solucién particular que no se anula de la misma ecuaciéon de Sturm-Liouville con
algin valor fijo del parametro espectral \g, por ejemplo g = 0. n

La forma obtenida de una solucién general es igualmente conveniente para obtener
una ecuacién de dispersion (o ecuacién caracteristica) para el problema de eigenvalo-
res tal como se muestra en el presente capitulo (vea también [14] donde se aplica un
enfoque similar para el cilculo de los eigenvalores de energia de los pozos cudnticos).

9.1.2. Solucién general del sistema de Zakharov-Shabat con un
potencial real-valuado

En esta seccién se muestra una solucion general del sistema de Zakharov-Shabat con
un potencial ¢ real-valuado en términos del método SPPS.

Teorema 39. Sea q una funcion continua real valuada definida en un segmento
finito [a,b] C R. Entonces la solucion general del sistema de Z-S (8.1) y (8.2) es de
la forma

u(z) = % (~1"QE) \n () (1) 4 % S (D) yn x () () (9.7)
n=0 n=0
va(z) = z%l S (=) ARX ) (z) — % (—1)me=D"1R@ \n x (M) (49 8)

donde ¢y y co son constantes complejas arbitrarias, Q) es la antiderivada de iq y las
series convergen uniformemente en [a,b].

Demostracion. En la Seccién 8.1 la funcién w, dada de la forma (8.4), representa
una solucién de (8.7), de acuerdo al Teorema 38 una forma general de la solucién
w estd dada por (9.4), (9.5) y (9.6). Se obtiene u a partir de (8.6) de la siguiente
manera

u(z) = — (0 —q(z)) w(z) = }\eQ(“)a (e’Q(I)w(:r)) :

Aplicando este operador a w; expresado como (9.5) se obtiene

1 1 s -
ui(r) = 1 (0 = g(w) wy = e F_N"OX ) (z),
n=0
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siguiendo el mismo procedimiento para wy se obtiene

! L ow S

)\ (0 — q(z)) va(z) = XeQ(x) ST AmX @ (1),

n=0

De las ecuaciones (9.1), (9.2) y (9.3) se obtiene que 0X© = 0, 9X ") = ¢=2@ X ()
y 0X@ = 2@ X (=1 Entonces,

ug ()

Ul([E) — G—Q(x) Z )\2n+1X(2n+1)($)
n=0

up(w) = e 93T AXCR) (),
n=0

Finalmente tomando en cuenta las relaciones

n1:§(u—|—v) ngz—%(u—v)

se obtiene (9.7) y (9.8). O

En el Teorema 39 se construye una representacion de la soluciéon del sistema de
Zakharov-Shabat en la forma de series de potencias con respecto al pardmetro es-
pectral A. Vale la pena mencionar que un enfoque bien conocido que consiste en
representar las soluciones como series en términos de potencias negativas del pa-
rametro espectral lleva a métodos asintéticos diferentes y aproximaciones que son
utiles en el caso cuando los parametros tienden a infinito o son suficientemente
grandes. Esto no funciona para resolver los problemas de eigenvalores del tipo que
se consideran en el trabajo presente.

9.1.3. EIl problema de eigenvalores

En la Seccién 8.2 se muestran como se simplifica la condicién de frontera (2.24) para
el sistema de Z-S cuando se considera un potencial de soporte compacto. De manera
similar si el potencial g real-valuado tiene un soporte compacto en el segmento [—a, a|
es facil ver que el problema de eigenvalores se reduce a encontrar los valores de A,
(R(X\) > 0) para los cuales existe una solucién de el sistema de Z-S (8.1), (8.2) que
satisface las condiciones de frontera vy(—a) = 1, va(—a) = 0y vi(a) = 0.

El siguiente resultado permite estimar el nimero de eigenvalores reales de un poten-
cial con soporte compacto:

Teorema 40. [41, 40, 75] Asuma que q es una funcidn de soporte compacto, inte-
grable y real valuada y sea N el entero no negativo mas grande que cumple

a

(2N — l)g < /q(x)dx .

a
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9.2 Aproximacion analitica de operadores de transmutacién

Entonces el sistema de Z-S con potencial real (8.1), (8.2) tiene por lo menos N
eigenvalores reales. Mas aun, si q adicionalmente es una funcion de una sola joro-
ba entonces el sistema de Z-S con potencial real tiene exactamente N eigenvalores
reales.

9.1.4. Ecuaciéon de dispersion para el problema de eigenvalores

En esta seccién se construye una ecuaciéon de dispersién (o caracteristica) para el
problema de eigenvalores del sistema de Z-S con un potencial real-valuado.

Teorema 41. Sea q una funcion continua real valuada con un soporte compacto en
el segmento [—a, a]. Entonces la constante X (R(X) > 0) es un eigenvalor del sistema
de Zakharov-Shabat si y solo si se satisface la siguiente ecuacion

oA (el K0 (q) 4 el DO X7 (a)) = 0, (9.9)
n=0

donde Q(z) =i [* q(t)dt y zg = —a en (9.1)-(9.3).

Este teorema reduce el problema de eigenvalores del sistema de Zakharov-Shabat
con un potencial de soporte compacto al problema de localizar ceros (en la mitad
derecha del plano) de una funcién analitica

K(A) =) a,\" (9.10)
n=0
de la variable compleja A con los coeficientes de Taylor a, dados por la expresién
a, = V"R XM () 4 TR x () (), (9.11)

La igualdad (9.9) representa una ecuacion de dispersion para el problema de eigen-
valores de la forma (9.10) donde los coeficientes a,, se pueden calcular por medio
de (9.11). Es posible realizar una aproximacién de los eigenvalores de este problema
por medio del polinomio

N
En(A) =D a,\" (9.12)
n=0
que aproxima la funciéon . Para un N suficientemente grande sus raices cerca de

A = 0 proporcionan una aproximaciéon precisa de los eigenvalores del problema.

9.2. Aproximacioén analitica de operadores de
transmutacion

En esta seccién se muestran algunos resultados mostrados en [53]. La aproximacién
analitica de operadores de transmutacion (AATO) presentada en [50] es una téc-
nica que permite obtener las soluciones aproximadas de los problemas espectrales
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para las ecuaciones de Sturm-Liouville, esta técnica estd basada en la construcciéon
aproximada de operadores de transmutacion de Delsarte. El problema de las aproxi-
maciones numéricas de las soluciones y los eigenvalores se reduce a la aproximacion
de la primitiva del potencial por una combinacion lineal finita de funciones obtenidas
como las trazas de los polinomios de onda generalizados.

Definicién 42. [50] Sea E un espacio topolégico lineal y F; su subespacio lineal
(no necesariamente cerrado) y sean A, B : E; — E operadores lineales. Un operador
lineal invertible 7" definido en todo E de tal manera que FE; es invariante bajo la
accion de T es llamado un operador de transmutacién para el par de operadores A
y B si satisface las siguientes dos condiciones:

1. Tanto el operador T y su inversa 7! son continuos en E;

2. La siguiente igualdad de operadores es valida
AT =TB
o lo que es lo mismo
A=TBT
El conocer un operador de transmutacion 7' permite reducir la solucién de una

ecuacion “complicada” Au = Au a una ecuacion simple Bu = Au. En efecto, sea
u,v € By de tal manera que Bu = A\u y defina v = Tu. Entonces

Av = ATu = TBu = XT'u = \v.

Por lo tanto v es una soluciéon de Av = Au. Es interesante para las aplicaciones de
este trabajo cuando A = —d2 + ¢ y B = —d2, donde ¢ es una funcién complejo-
valuada, £ = C[—a,a] y E; = C?|—a, a]. Los operadores de transmutacién se pueden
construir en forma de un operador integral de Volterra [50]

Tu(z) = u(x) + /_w K(z, t)u(t) dt

donde, si el potencial g es continuamente diferenciable, el nicleo K(x,t) por si mismo
es una solucién del problema de Goursat [50]

02 02
<8x2 — (x)) K(z,t;h) = ﬁK(a:, t;h), (9.13)
K(z,z;h), = Z—I—;/O g(s)ds, (9.14)
K(z,—x;h) = 27 (9.15)

donde h es una constante compleja.
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Tal como se muestra en [50] un operador de transmutacién 7' con el nicleo que
satisface (9.13), (9.14) y (9.15) asigna una solucién v de la ecuacién Bv = w?v, esto
es, v 4+ w?v = 0 donde w es un nimero complejo, en una solucién v de la ecuacién
Au = w?u, esto es,

u” — g(z)u + w?u =0, (9.16)

con la siguiente correspondencia de los valores iniciales u(0) = v(0), v/(0) = v'(0) +
hv(0).

Considerando v; = coswx y vy = *2#% bajo el operador de transmutacion T, esto
es, T[coswz] y T[senwz| se pueden obtener las representaciones de las soluciones de
una ecuacién de Sturm-Liouville. Ademas el siguiente teorema es valido.

Teorema 43. [50] Las soluciones c(w,x; h) y s(w,z;00) de la ecuacion (9.16) que
satisfacen las condiciones iniciales

c(w,0;h) =1, ce(w,0;h) = h

s(w,0;00) =0, Sz(w,0;00) =1

se pueden representar como

xT

c(w,z;h) = coswx + /Kc(x,t; h) cos wt dt (9.17)
0
Y
. z . t
s(w, x;00) = b —l—/KS(m,t;h)Slnw dt, (9.18)
w w

0

donde K .(z,t;h) = K(z,t; h) + K(z,—t;h) y Ky(z,t;h) = K(z,t; h) — K(x, —t; h).

Es suficiente conocer tnicamente los ntcleos K, vy K, cuando 0 < t < x < a
para poder construir el niicleo K. De ahora en adelante en este capitulo el texto se
restringe al segmento real [0, a.

9.2.1. Integrales recursivas y polinomios de onda generalizados

En la presente seccion se presentan los resultados de [50] los cuales permiten construir
la aproximacién de los niicleos K.y K de (9.17) y (9.18), también se agregan algunos
resultados que permiten construir la transformada continua y discreta de Fourier asi
como los coeficientes no lineales de Fourier.
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Definicién 44. Sea wy € C[0, a] una soluciéon compleja distinta de cero en [0, a] de
—wy + qwo = 0. (9.19)

Considere dos secuencias de integrales recursivas

XO =1, X" (z) = n/ X=D(s) (w%(s))(il) ds, n=12...
0

~ ~ T ~ _1\yn—1
X0 =1, XM (z) = n/ X1 (s) (w%(s))( g ds, n=12...
0

Defina dos familias de funciones {¢r}rey v {¥k}reo construidas de acuerdo a las
relaciones

wo(z)X® (z), k impar,
wo(z)X® (z) K par,
y
XD iy
wolz) ? par,
¢k(x) = X(%g(a),) (9.21)
o) k par.

Las funciones ¢, ¥ también son conocidas como potencias formales en la teoria de
funciones pseudoanaliticas [47, 49, 55] .

Observacion 45. Dado que la ecuacion de Sturm-Liouville que se quiere resolver es
(8.9), vale la pena considerar la solucién particular wy(z) = e?® de (8.11), donde
Qz) =1 fox q(z)dz, como la solucién particular que no se anula para esta aplicacion.

A continuacién se introducen los polinomios de onda generalizados. Estos polinomios
son utiles para construir una representaciéon de los ntcleos de transmutacion.

Definicién 46. [50] Las siguientes funciones

uy = wo(x),
Uom—1(z,t) = % <k><pm_k(x)t ,
Uom(x,t) = kz:l <k>g0m_k(x)t ,

3
kel
15
=

son llamadas polinomios de onda generalizados. Para los valores de los polinomios de
onda generalizados en las caracteristicas x =t y x = —t, se introducen las siguientes
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notaciones adicionales

co(x) = wo(z,r) = wo(x)
cn(z) = ugmoi(z,x) =) <7Z>a:kg0m_k(x), m=12,... (9.22)

Sm(T) = ugm(z,x) = i (?)xkgom_k(x), m=12.... (9.23)

Tal como se muestra en [50] los polinomios de onda generalizados {u,,} forman un
sistema completo de soluciones de la ecuacion (9.13) y junto con el sistema de funcio-
nes {cn 1o o, {sm}oo_; v {um}5°_, toman un papel crucial en la construccion de los
nucleos integrales de los operadores de transmutacion y también en la construccion
de las soluciones de la ecuacién de Sturm-Liouville (8.9).

En el siguiente teorema se muestra como usar los polinomios de onda generaliza-
dos para aproximar los ntcleos integrales de la representacion de los operadores de
transmutacion (9.17) y (9.18).

Teorema 47. [50] Sea S un tridngulo cerrado que une los vértices (0,0), (a, —a)

y (a,a). Considere h = w((0). Sea N € N y los nimeros complejos ag,...,an ¥y
bi,...,by de tal manera que

h 1 T N

—+— [ q(s)ds =) anca(z)| <&

2 4/ o
)

1 T N

/ q(s)ds — Z bpsn(x)| < €9

4 0 n=1

para todo x € [0, a]. Entonces los nicleos K. y Ky son aproximados por las funciones

K.n(z,t) = 2 <a0u0(x,t) + 3 anU2n_1($,t)>

n=1

N
Kin(z,t) = QanUQn(SC,t)

n=1
de tal manera que para todo (xz,t) € S se cumplen las siguientes desigualdades

|K.(z,t) — Ken(z,t)]
|Ks(z,t) — Ksn(2,t)]

0(61 + 82)

<
< Cler + e9),

donde h = w(, y C depende de a y wy.
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Existen diversos métodos para obtener los coeficientes a,, y b, dado que es un pro-
blema clasico y bien conocido de aproximacion, para mas detalles vea [50].

Considere las representaciones ¢ y s de las soluciones de la Ecuacién (9.16) dadas
por (9.17) y (9.18), los resultados mostrados en el Teorema 47 para aproximar los
nicleos K. y K, por medio de K.y y K, n permiten construir una aproximacion de
las funciones ¢(\, ) y s(\, z) por medio de las sumas finitas

T

1
sv(\z) = X sen\x + 2 E by, E < >90n k(T /tksen)\t dt (9.24)
n=1

1mpar 0

xT

cn(\,x) = cosAz + 2 Z ap Z ( )sOn k(T /tk cos At dt. (9.25)
n=0 k=0

par 0

Es posible aproximar (A, z) y sa(A, ) por medio de las sumas finitas

sx(\, ) Az cos(Ax) — sen(Ax)

Q
x| -
RS

+ 2%@1 f; (Z)gpn_k(x) / 5 (At cos(At) — sen(\t)) dt) (9.26)

o\ z) ~ —wzsen(Az) -2 a, i <Z> On—k(T) /tk+1sen()\t) dt.  (9.27)

A pesar de que parece que se esta diferenciando directamente de (9.24) y (9.25) vale
la pena mencionar que derivar una aproximacion podria ocasionar un error numérico
importante, sin embargo las expresiones (9.26) y (9.27) se obtienen por medio de
la diferenciacién de las expresiones exactas para ¢y s, es decir, (9.17), (9.18) y de
esta manera se evita un error numérico originado por diferenciar la aproximacion
numérica de una funcion.

Tal como se explica en [50] la aproximacién de ¢, (A, z) y de s,.(A, x) estd dada por

se(A\,x) ~ cos\x

- 2 Z by, Z ( )wn k(x /tk cos(At) dt + uwjgs()\,x), (9.28)

par 0
(N, x) &~ —Asen\r
N n n Y w'
+ 22 a, Y k() /tksen)\t dt + —Lc(\, z). (9.29)
o R AN 4 Wo

impar
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Taylor de la solucién de la ecuacion de Sturm-Liouville

De la definicion de los operadores de transmutacion exactos, es decir, (9.17) y (9.18),
es posible calcular una aproximacion de ¢, (A, ) y sza(A, x), esta aproximacion esté
dada por

Sex(\, ) &~ —zsen\x

e !/
+ ZZb Z ( >¢n k /tk+1sen)\t dt + %s,\()\,x), (9.30)
0

Wo

par

ceax(\, ) &~ —sen\r — Az cos Az

N x
+ 2> a, Y, <n> wn_k(x)/tk (senAt + At cos At) dt
n=l 1Ir€n?1r k 0
/
+ e ). (9.31)
Wo

Para un X\ real se tiene que la precision de la soluciéon aproximada no se deteriora
cuando A incrementa, vea [50]. De hecho, considerando |c¢(\, z) — en (A, z)| bajo la
suposicion |K.(x,t) — K. n(z,t)| < € se tiene que

lec(\,x) —ey(N, z)] < / |K.(z,t) — Ko n(z,t)| |cos At| dt
< 5/ lcos At| < ez .
0

Sustituyendo s y ¢ por sy y cy y las derivadas expresadas en los Teoremas 34,
35 y 37 se puede construir una aproximacion de las soluciones vy y vy del sistema
de Z-S. También es posible construir una expresion para aproximar los coeficientes
espectrales a(\) y b(\) y la aproximacion de la transformada continua y discreta de
Fourier ¢ y ¢ de la misma manera.

9.3. Método generalizado para construir los
primeros coeficientes de las series de Taylor de
la solucion de la ecuaciéon de Sturm-Liouville

En esta seccién se muestra como encontrar los primeros términos de la formula de
la serie de Taylor para la solucion de el sistema de Z-S usando una modificacion del
método SPPS propuesto en [48] Bajo condiciones adicionales para el potencial ¢ del
sistema de Z-S se muestra como construir dicha solucién en términos de series de
Taylor. A continuacién se enuncia un teorema basado en los resultados mostrados
en [48] el cual permite construir los coeficientes de la serie de Taylor de la solucién
de una ecuacion de Sturm-Liouville.
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Teorema 48. Sea (0,a) un intervalo finito y q(x)eC?(0,a) NC0, al, de tal manera
que €@ donde Q(z) = i [ q(x)dz, es una solucién complejo-valuada de (8.11) y ¢
es de tal manera que qeC™ (o) donde xoe[0,a]. Entonces las soluciones linealmente
independientes g1 y g2 de la ecuacion (8.9), que satisfacen las condiciones iniciales

g1(x0) = €@ g (wo) = ig(ap)e™) (9.32)
92(20) =0, gh(xg) = e @) (9.33)

tienen en el punto xo derivadas de orden n. Las derivadas de %5 y % se pueden
calcular empleando las siguientes relaciones

R
(%) (x0) )
(é%y(%) —\2
(%) @) |=a.| 0. (934
()" ) !
: LH(-1)" (y\n
()" (o) s

Y
24

/ 0
(28], (o) 1
(é%>/// (xO) 0
(%)IV(‘”O) = A, _OAQ , (9.35)
(&) (@0)
(5)" @) HEEE Ay

donde [n] denota la n-ésima derivada y A, se define de la siguiente forma:

1 0 0 0 ce 0

0 e 2Q(x0) 0 0 . 0

0 szyl(ﬂfo) 1 0 cee 0
ATL - 0 a3,1($0) a3’2(x0) G_QQ(IO) N O

0 an,1<l’0) an72($0) a/n,S Cen 6(—1+(—1)")Q(x0)

de tal manera que
—20()\ [P~
n—1
n—1 —20(x [n—1—k]
an,m(x) = < k ) (6 20 )) bk,m—l(x)a
k=m—1
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bt = (261,

y denotando Q(z) = Q, cuando 2 < m < k se tiene

(k- 1) el (e —1 [k —1—ko]
b = 02Q) lk—1—k1] ( 1 ) )
; klzm—l < ki ( ) kQZm_g ks ( )
km73*1 km72*1
Km—3 — 1) 20\ [km_3—1—k ko —1
% Z ( (e Q)[ m—3 m—2] Z
km—2=2 km*Q kpm—1=1 kmfl

y (€2Q)[l€m—2*17’€7n—1} (eiZQ)[km_lil]

cuando m es par. Se define

Lok—1 Ml (g —1 (k1 —1— ko]
b = Y (k )(é@)[’“—l—’fﬂ > (k )(e‘”)l 2

ki=m—1 ko=m—2
km73*1 k'm72*1
kpm_s—1 Kpm_o — 1
% Z ( . 3 ) (€2Q)[km_3flfkm_2] Z < . 2 >
km—2=2 m—2 km—1=1 m—1

v (672Q)[k§m—271*km—1] (€2Q)[km_1fl]

cuando m es impar.

Demostracion. Este teorema es una aplicacion directa de los resultados para en-
contrar los coeficientes de la serie de Taylor de una ecuacién de Sturm-Liouville
presentado en [48]. O

Observacion 49. La referencia [48] incluye una generalizacién de formula de Taylor
cuyo residuo esta expresado de la forma de Lagrange. Se pueden reducir las condicio-
nes que se piden en algunos teoremas y construir los residuos de las series de acuerdo
con los resultados de [48] en esta seccién. Para simplificar las cosas se supone en
algunos teoremas incluidos en este capitulo que ¢ es una funcién real analitica y que
las series de Taylor convergen.

9.3.1. Representacion en series de Taylor de la solucién general
del sistema de Zakharov-Shabat

En esta seccidon se presenta la solucion del sistema de Zakharov-Shabat en forma de
series de Taylor empleando la representacién para la solucién w de la ecuacion de
Sturm-Liouville (8.9) en forma de series de Taylor. Se supone que el potencial ¢ es
una funcion analitica alrededor de algin punto.
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Teorema 50. Sea q una funcion continua real valuada en el intervalo [0,al y real
analitica en o€ [0, a]. Entonces la solucion del sistema de Zakharov-Shabat (8.1) y
(8.2) con A # 0 en una vecindad de xo es de la forma

v (z) = cleQz(x)g:o(A (;(/5)[%”( 0) + (g@)[n] (%)) (x:fo)

+ 02€Q2(x) i (}\ (egé)[mrl] (20) + <£>[n] (x0)> (x—njl?o)n’ (9.36)
w0 = () i () ) 5
(

n=

e, eQ;) i) (i\ (3;)[n+1] (20) + 1 (f;)M (x0)> (Q;_n;fgo)”’ (9.37)

n—=

donde ¢1 y co son constantes complejas arbitrarias, [n] representa la derivada de

orden n que se puede calcular empleando las relaciones (9.34) y (9.35) del Teorema

48y Q=1 [ qdx. La solucion general del sistema de Z-S cuando X\ =0 es vy = el
— e Ja

Yy v =e J19.

Demostracion. Como se ha visto en el Teorema 48 se pueden construir los coefi-
cientes de las series de Taylor de las soluciones de la ecuacion de Sturm-Liouville
(8.9) empleando las relaciones (9.34) y (9.35). Cuando se considera un potencial g
analitico en xo se pueden construir las series

n(@) & (@—20)" (g1\I" (@) & (@ —20)" g2\

Q@) = Z (GQ) (xO) y Q@) = Z 1 <6Q> (IO> (938)

|

donde 9™ Q(z) =i [ q(x)

A partir de la representa(non en forma de series de Taylor (9.38) de los componentes
9 ( )> se puede cons-

:i(é’ p(z))w(z).

linealmente independientes de la solucién w = e® <01 ggg((wﬁ + cof

truir u empleando la relacién (8.6), la cual es de la forma u (x )
Considerando la factorizacion presentada en [55], se tiene que

u(z) =

(0 — (o)) = @0 () (9.30)

Aplicando esta igualdad a w = e9® (clegﬁ + o egﬁ) se obtiene

u(z) = A ”C)a( - ((m))+ 292Q<(I))> (9.40)

Derivando las series de Taylor de % y %3 representadas de la forma (9.38) se obtiene

< ) i x—'xo <i1?>[n+1]<$0)’ 5(5;)250:@_%)”(%)[%1](%)-

|
n=0 n:
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Aplicando estas derivadas a la igualdad (9.40) se obtiene la serie

|
n=0 n:

Tomando en cuenta las relaciones

] :
U1:§(w+u) y ’UQZ%(QU—U)

se obtienen las representaciones para las soluciones del sistema de Z-S (9.36) y
(9.37). m

Observacion 51. Tal como se menciona en el Capitulo 8.1 la ecuacion (8.10) es
de Sturm-Liouville y tiene una solucién particular ug = e~ /? cuando (8.10) tiene
un valor A = 0. Esto indica que se puede construir un analogo del Teorema 48
que permita construir de la misma manera los primeros n coeficientes de Taylor
de la solucién u = cju; + coup de la ecuacién (8.10). Conociendo las soluciones
U = c1uy + g ¥ W = €191 + C2go de las ecuaciones de Sturm-Liouville (8.10) y (8.9)
se pueden construir los primeros coeficientes de Taylor de la solucion del sistema
de Zakharov-Shabat por medio de las igualdades v; = 1(u+w) , vo = S (u — w).
La ventaja de este enfoque es que el potencial ¢ requiere ser una funcién geC"(z),
mientras que el Teorema 50 requiere que el potencial ¢ sea una funcion real analitica
en g€ [0,a] (la cual es una condicién mas fuerte). Més atin, en este enfoque no se
requiere derivar la serie de Taylor como se hace en (9.39) para obtener la solucién
U = U1 + CaUs, lo cual facilita construir un andlogo al Teorema de Taylor e incluso
construir alguna expresiéon para el resto de Taylor (también conocido como residuo
o remanente de la serie de Taylor) para la solucién del sistema de Zakharov-Shabat
(8.1) y (8.2). Se puede verificar que los primeros coeficientes de Taylor coinciden con
los coeficientes de los primeros términos de (9.36) y (9.37).

Corolario 52. Sea q una funcion real analitica, real valuada y de soporte compacto
en el intervalo [0,a)]. Entonces las series de Taylor alrededor de xy = 0 para los
coeficientes espectrales de Fourier del sistema de Zakharov-Shabat (8.1) y (8.2) son

Q@ =QUO)FiXa 29 [ o\ [t] g\ an
S Y L (N 0+ (L) )L
a () 2 z%) ()\ <6Q> 0=+ (eQ) ( )> n!

n=

6Q(a)+Q(0)+i)\a 00 g [n+1] ) g [n] am
A ) @ 0) S e

n=0

eQ)=QO)=ira 2 [ /g, [n+1] g1\ ™ a”
b = -—— —|= | = —
(z) 2 T;()\ <€Q> (O)+Z<6Q> (0) !

eQ(a)JrQ(O)fi)\a 00 go [n+1] Go [n] a™
s (2 A (2 “ 42
+ 5 Z((Q) (0) (Q) <0>> — (9.42)

n=

donde Q(x) =i [ q(x)dx y [n] representa la derivada de ordenn que se puede calcular
empleando las relaciones (9.34) y (9.35) del Teorema 48.
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Demostracion. Se sigue de la condicién de frontera (8.17) que los coeficientes para
c1 y ¢ de la solucién general del sistema de Z-S (9.36) y (9.37) con las condiciones
(9.34) y (9.35) para zp = 0, son

cp, = e_Q(O) (943)
o = —ixeQO, (9.44)

Con un potencial de soporte compacto los limites (2.28) y (2.29) para los coeficientes
no lineales de Fourier se reducen a

a() = Gila)e™
b)) = dafa)e ™,

donde ¢1(a) y ¢2(a) se sustituyen por vi(a) y ve(a) bajo las representaciones (9.36)
y (9.37) con los coeficientes (9.43) y (9.44) respectivamente para obtener las expre-
siones equivalentes a (9.41) y (9.42). O

Corolario 53. Sea q una funcion real analitica, real valuada y de soporte compacto
en el intervalo [0, al. La transformada de Fourier discreta y continua para un sistema
de Z-S estd dada por

S0 (20 (1(2)" M 0 -2 (2)" ©) 90 (1 ()" 0 - i ()" ©) ) %
Yo (20 (5 ()" 0+ (25) ©) + 20 ()" 0 - (%) ©) ) 5
5o (<20 (i)™ 0 -2 (%) ©) -0 (1 (%) 0 -i (%) 0)) %

q()\) _ 6727)\&

q()\) — e—Qi/\a

donde

|
=)

n

$ - i (e—Q«» (; (;)WH (0) + (jé)[n} (0)>

iz = S (e (%) 05 (5) M0 (5)" o)

Los términos (9—1){71} 0) y (9—2){”} (0) se calculan de acuerdo a las siguientes rela-
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ciones
46
o\ 0
Ef)m ZZ; g)\
eQ -
(@) @ =2l 00,
(;%){4} (o)
W)
y
ey
0\ 0
s ;
(%)™ (@) 22
0\ 14 = A 0 ,
(SQ){S} (360) 4)\3
(%)™ (x0) .
{5} D™ 1y — ) An2
(%)™ (@0)

donde xo = 0 y A, se define de la misma manera que en el Teorema 48 .
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10 Ejemplos numéricos para el
sistema de Zakharov-Shabat con
un potencial real-valuado

En esta secciéon se muestran los pasos para implementar numéricamente el método
AATO, el método SPPS y el método para construir los coeficientes de la serie de
Taylor de la soluciéon de una ecuaciéon de Sturm-Liouville. También se presentan
algunos ejemplos numéricos para exhibir las caracteristicas, ventajas y desventajas
de cada método.

10.1. Implementacion de los métodos numéricos

10.1.1. Esquema general y detalles de implementacién para la
aproximacion analitica de operadores de transmutacion

Considere la ecuacién de Sturm-Liouville (8.9), la cual es,
_w// + (iq/ - q2)w — )\2w

donde ¢ es una funcién de soporte compacto en [0, a]. Basdndose en los resultados
de [50] es posible formular el siguiente algoritmo para construir los coeficientes es-
pectrales a(A) y b()\) y la transformada continua y discreta de Fourier § y ¢ del
sistema de Z-S (8.1), (8.2) con un potencial ¢ real de soporte compacto en [0, a]. Los
pasos son los siguientes:

1. Considere la solucién particular wy(z) = €9, donde Q(z) =i [ q(y)dy, de
la ecuacién (8.11)

—wi + (i — ¢*)wy = 0

en el segmento [0, a]. Note que, wy no se anula en [0, a] y estd normalizada de
tal manera que wy(0) = 1. Defina h := w((0) = ¢(0).
2. Calcule las funciones ¢y, y ¥, kK =0,..., N empleando (9.20) y (9.21).

3. Calcule las funciones ¢x y sg, kK =0,..., N empleando (9.22) y (9.23).
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4. Encuentre los coeficientes ag, a1,...,an y by, ba, ..., by de una aproximacién
de las funciones
h 1 1

5 [ -y e - s

por medio de combinaciones lineales 3N a,c,(z) y SN, b,s,(7) tal como se
muestra en el Teorema 47. Fije by = ag. Note que también se puede tomar
aop = % y aproximar la funcién 2 (1 + wo(z)) + % [5'(iq'(s) — ¢*(s))ds por medio
de una combinacién lineal 27]:[:1 ancy () para encontrar los coeficientes ay, . . .,
an.

5. Calcule las aproximaciones sy (A, z) y ey (A, ) de las soluciones s y ¢ por medio
de (9.24) y (9.25).

6. Calcule las aproximaciones de s, y ¢, empleando (9.27), (9.26).
7. Calcule las aproximaciones de s, y ¢, usando (9.29), (9.28).

8. Calcule las aproximaciones de las derivadas mixtas de las soluciones s y ¢, es
decir, s, 5 v ¢, empleando (9.31) y (9.30).

9. Construya la aproximacién de los coeficientes espectrales a(A) y b(X) usando
las aproximaciones de s, s,, ¢y ¢, en (8.20) y (8.21).

10. Construya la aproximacion de la transformada no lineal de Fourier discreta y
continua, es decir ¢ y ¢, usando las aproximaciones de s, Sz, Sx, Szx, C, Cz, Ch,
cza en (8.22) y (8.24).

La implementacion del método AATO fue realizada en el software Wolfram Mathe-
matica dada la posibilidad de explorar las propiedades del método bajo una arit-
mética de precision arbitraria. Tal como se explica en [50] la integracién recursiva
toma un rol crucial en la precisién y la velocidad del algoritmo del método AATO.
La integracion en los experimentos numéricos fue realizada utilizando el esquema
de cuadratura de Clenshaw-Curtis basado en la aproximacion del integrando por
medio de una suma parcial de su expansion en series de polinomios de Tchevyshev
e integracion término por término de la aproximacién. Para mas detalles, vea [50].

10.1.2. Esquema general y detalles de implementacién para el
método de series de potencias del parametro espectral

Tal como se muestra en la Seccion 9.1 es posible representar la solucién del sistema
de Zakharov-Shabat con un potencial real en términos del método SPPS clasico (vea
[49, 54, 55]). El cédlculo numérico de las integrales recursivas para el método SPPS
clasico es el mismo al que se lleva a cabo en la construccién de las funciones ¢ v 9
en el Paso 2 de la implementacién numérica del método AATO, esto hace posible
implementar numéricamente el método SPPS clasico a partir de los calculos de las
funciones ¢y, y ¥, de la implementacién del método AATO. La complejidad numérica
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para el método SPPS en este caso se reduce a la complejidad de la integracion llevada
a cabo en el Paso 2 de la implementacién del método AATO. En este paso se emplea
la cuadratura de Clenshaw-Curtis para la integracion recursiva de las funciones ¢y
y 1 tal como se menciona acerca de la complejidad para el método AATO.

Los pasos para implementar numéricamente el método SPPS son los siguientes:

1. Calcule las funciones X y X*) (estas funciones son calculadas en el Paso 2
de la implementacién del método AATO).

2. Construya la ecuacién caracteristica rky(A) de acuerdo a (9.12) para un N
suficientemente grande.

3. Calcule las raices de ry(A), estas raices contienen una aproximacién del es-
pectro discreto.

4. Construya la aproximacién de los coeficientes espectrales a(\) y b()\) de (6.15)
y (6.16) truncando las series hasta el N-ésimo término de la siguiente manera:

a(A) =~ wo(—a em“N k[ V0(@) + Avo(a) oo, X(%)(a)>
) = (a3 (LR yiakeng o X

b(\) =~ —vo(—a)vo(a)kz_:)\kX(%H)(a).

5. Construya la aproximacion de la transformada no lineal de Fourier discreta y
continua ¢ y ¢ truncando las series hasta el N-ésimo término de la siguiente

manera.:
i) Uo(a)e_2j)\a fo:o \E X (2k+1) (a)
q 2 D
S W (B2 e (@) + 5 X9 a)
) =~ ¢ (a)vo(a)e e Lo AEX HH1) (a)
J

Sio N (2ja+ &) (vh(a) X @HD(a) + vo(a) X D (a) + L X R (a))

J vo(a)

La razén por la cual en los pasos 4 y 5 se usan férmulas del método SPPS modificado
es por que el método SPPS modificado se reduce al método SPPS clasico cuando la
ecuacion de Sturm-Liouville (3.1) tiene un haz de N =1 (lo que la reduce en una
ecuacién de Sturm-Liouville clasica).

10.1.3. Esquema general y detalles de implementacién la
generalizacion del método para construir los
coeficientes de la serie de Taylor de la solucion de una
ecuacion de Sturm-Liouville

En esta seccion se muestra un procedimiento para implementar el método para
construir los coeficientes de la serie de Taylor de la soluciéon de una ecuaciéon de
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Sturm-Liouville. Considere la ecuacién de Sturm-Liouville (8.9), la cual es,
—w" + (iq' _ q2)w _ )\QIU

Basdndose en los resultados de [48] es posible formular el siguiente algoritmo para
construir una representacion de los coeficientes espectrales a(\) y b(\) y la transfor-
mada no lineal de Fourier continua y discreta § y ¢ de un sistema de Z-S (8.1), (8.2)
con un potencial ¢ real-valuado de soporte compacto en [—a,a|. El procedimiento
es el siguiente:

1. Considere la funcién wy = €™ donde Q(z) =i [ q(x)dz. Esta funcién es una
solucién de la ecuacién (8.11) que no se anula en [0, al.

2. Calcule las derivadas (62Q) & (zo) ¥ (67262) " (x0),del ordenn =0,..., N, N+
1, para zg = 0.

3. Empleando las funciones by, construya las entradas a, ,(x) de la Matriz A,
tal como se muestra en el Teorema 48.

4. Construya los N + 1 coeficientes de Taylor (é%)[n] (x0) ¥y (e%)[n} (%) conforme
a las igualdades (9.34) y (9.35).

5. Construya la aproximacion de los coeficientes espectrales a(\) y b(X) de (9.41)
y (9.42) truncando las series hasta el N-ésimo término de la siguiente manera:

eQ(a)—Q(0)+ira N 7 [n—l—l a
2 ;0 A (eQ) Q) n!

n

eQ(a)+Q(0)+ida N g [n+1] o
+ ((eQ> (0) =i (Q) > —p» (10.1)

n=0

eQ((Z)*Q(O)fi)\a N 1 a1 [n+1] e [n] a™
b~ -2 (1(%) T 0i(%) o)

n=0

eQ(a)+Q(0)—i/\a N 92 [n+1] 92 [n] a’
_ | = 0) -\ = 0)] —, (10.2
+ 2 2(2 (6Q> (0) <€Q> ( )> n!’ (10.2)

n—

o)
=
2

6. Construya la aproximacion de la transformada no lineal de Fourier discreta y
continua ¢ y ¢ truncando las series hasta el N-ésimo término

Yo (eQ(O) (1 ()"0 - (z)" <o>> _ QO (& (&) - ()™ (o))) o

4

(N ~ ef2z>\a

@
ij:o (e*Q(O) (% (c%)[”“] (0) + (9Q) (0)) 4 Q) ((%)["“] (0) — i (c%)["] (o))) i 7
S (490 (45 03 () ) -0 (1 (3 - (28) " )

G(\) ~ 6—21')(1

4

iaXnN + ONEN
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donde

Sy = nf% (ecz(m (; (jé)[nm (0) + (egl)[n] (o)>

s = (e (1(&)" 05 (B) " 0+ (3)"0)

4 QO <<€g§2){n+1} (0) —iA (f;){n} -i(%) " <0>> ) .

los términos (;%){n} 0)y (3—5>{N} (0) se calculan de acuerdo al Corolario 53.

Las ventajas que tiene el método de series de Taylor en comparaciéon a los otros
métodos mostrados en este trabajo es que las series de Taylor y sus propiedades son
bien conocidas en la literatura. Este método también permite obtener una aproxima-
cion de la derivada de la serie lo que permite evitar el error que surge de aproximar
una derivada a partir de una aproximaciéon numérica. Otra ventaja de este método
es que es sencillo de programar ya que son pocos los pasos que se requieren para
llevarlo a cabo. Una desventaja de truncar una serie de Taylor es que se pierde ra-
pidamente precision cuando se evalta lejos del punto xy. Esto lo limita a considerar
intervalos pequertios [0, a] para el potencial gq. Debido a que aproximar una deriva-
da de una aproximacion numérica puede llevar a un error numérico importante, es
conveniente que las derivadas del Paso 2 de la implementacion numérica se calcu-
len analiticamente, lo cual puede requerir de tiempo y recursos. Para este paso de
la implementacion numérica se calcularon las derivadas analiticamente usando una
combinacion de los comandos del Software Wolfram Mathematica “CoefficientList”
y “Series”. Otra desventaja de este método es la alta cantidad de multiplicaciones
llevadas a cabo cuando se calculan las funciones by, de las entradas a,,,,(z) de la
Matriz A, en el Paso 3 de la implementacién numérica las cuales elevan de manera
importante la complejidad numérica del algoritmo.

10.2. Ejemplos numéricos

10.2.1. Perfil Rectangular

Existen pocos ejemplos donde es posible calcular la transformada no lineal de Fourier
analiticamente. Uno de estos ejemplos es conocido como el perfil rectangular o pulso
rectangular.

Ejemplo 54. Considere el potencial real-valuado de soporte compacto para el sis-
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tema de Zakharov-Shabat dado por

o6 = {A, t € [t ta)

0, de otro modo.

El espectro continuo exacto se muestra en [85] el cual es
-1

o AT i D
q()\) = K@ (1 Y cot (D (tQ - tl))) )

donde D = /X2 + |A|*. La ecuacién de dispersién exacta es

2 2
21 (T2=T1) />\2+ ‘A’Q _ A+ A2+ |A] .

A — /A2 + A

En el Cuadro 10.1 se muestra el espectro discreto del perfil rectangular calculado
para A =1, 2, 3 y 10 en un intervalo [0, 2]. El método SPPS y el método AATO se
calcularon juntos utilizando 80 potencias formales, 257 puntos para el intervalo [0, 2]
y una aritmética de 54 digitos para los potenciales A = 1, 2, 3 y 10. Debido a su alto
coste numérico para construir los coeficientes para las series de Taylor se utilizaron
unicamente N = 33 términos para aproximar la serie (los cuales tomaron tres dias
en ser calculados). Como se muestra en la tabla de comparacién del Cuadro 10.1 el
método de series de Taylor fue el que menos precisién tiene y el que mas recursos
consume en comparacion al método AATO y SPPS. Debido a esto posteriormente
se compara unicamente el método AATO con el método SPPS.

Tal como se muestra en la Seccion 9.1 el método SPPS reduce el problema numérico
de encontrar el espectro discreto al problema de encontrar las raices de un polinomio,
este método es preciso cerca del origen del plano complejo de la variable A. Sin
embargo el método AATO podria experimentar inestabilidad numeérica cerca del
origen del plano complejo dado que hay una divisién entre el pardmetro espectral
[50]. Se puede apreciar este fenémeno en las Figuras 10.1 y 10.2.

spps ¢ SPPS 4 SPPS
AATO o] AATO AATO
Exact | Exact ? Exact

/\ 1 ,\/
2 0 O ® 10

3 2 4 0 8 10 3

Figura 10.1: Comparacién del espectro continuo obtenido por el método SPPS, el
método AATO y el espectro continuo exacto. Se considera para cada ilustracion
los valores A = 2,3 y 10 respectivamente, fijando 77 =0y Ty = 2.

Dado este fenémeno, para poder incrementar la precisién es posible combinar los
resultados dados por el método AATO y el método SPPS simplemente tomando
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Para A =

A aprox \ SPPS \ AATO \ Series de Taylor‘
| 03190 [1-107°*[35-10" | 31-1079 |
Para A =2

’ A aprox. SPPS \ AATO \ Series de Taylor ‘
| 15713 [15-107% [23-107* | 1.1-10°"" |
Para A =3

’ A aprox \ SPPS \ AATO \ Series de Taylor ‘
1.4738i | 2.9-107%0 | 1.2.10~* 3.2-1074
2.68447 | 1.3-1072Y | 7.6-107% 3.3-1078

Para A = 10
’ A aprox. \ SPPS \ AATO ‘

460147 |16-10 2] 24-10 7
6.6875i | 3-10° |9.9-10°1°
8.0271i | 27-10°% [ 6.7-10° 1

8.9402¢ 0.2 1.9-1071
9.54261 0.4 2.5.1071
9.88751 0.4 1.2-1071

Cuadro 10.1: Comparacion del error absoluto del método SPPS, del método de
series de Taylor y del método AATO.

el punto de intersecciéon donde la diferencia entre estos enfoques es minima. Bajo
este esquema, fijando los parametros A = 2,3y 10, T} = 0y Ty, = 2, los errores
absolutos de los experimentos numéricos usando la combinacién del método SPPS
y AATO para la aproximacion de los eigenvalores y la transformada no lineal de
Fourier discreta se muestran en el Cuadro 10.2.

10.2.2. Pulso de Satsuma-Yajima

Ejemplo 55. Un potencial clasico cuya transformada no lineal de Fourier se conoce
como el pulso de Satsuma-Yajima, este potencial es de la forma

q(z) = Asech(z).

El problema de dispersion correspondiente a su sistema de Zakharov-Shabat ha sido
resuelto de manera analitica con detalle en [22, 73, 86]. La funcién espectral continua
exacta es

T (=id+ 3+ A)T (—id+ 1 — A) sen(rA)
I (—M + %) cosh(m\)

q(A) =

Y
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Ejemplos numéricos para el sistema de Zakharov-Shabat con un potencial
Capitulo 10 real-valuado

/ ) /

0 1o
- SPPS . SPPS . SPPS
AATO AATO 107 AATO

Figura 10.2: Error absoluto del método SPPS en comparaciéon con el error absoluto
del método AATO.

Para A =2

’ A aprox. \ Eigenvalores \ NLFT Discreta ‘

| 15713i | 23-10°1 [ 5.100%° |

Para A =3

’ A aprox. ‘ Eigenvalores ‘ NLFT Discreta ‘
1.4738 | 2.9-107% 1.8-107%
2.68441 7.6-107% 1.9-107%

Para A = 10

’ A aprox. ‘ Eigenvalores ‘ NLFT Discreta
4.60147 | 2.4-10717 5-1071¢
6.6875i | 9.9-1071'0 5-1071°
8.02717 | 6.7-1071° 1.2-1071
8.9402: 1.9-1071 7.1-10713
9.5426i | 2.5-107 6-10-1
9.8875¢ 1.2-107% 1.2-1074

Cuadro 10.2: Errores absolutos de los experimentos numéricos usando la mezcla
del método SPPS y AATO para la aproximacion de los eigenvalores y la transfor-
mada no lineal de Fourier discreta.

donde I es la funciéon gama. El espectro discreto exacto depende linealmente en A
de acuerdo a [22, 73, 86], el cual se puede calcular por medio de

1
n:i<A+2—n), n=12,..,N,

donde N es el entero mas grande que satisface (A,,) > 0. El error absoluto y relativo
de los experimentos numéricos usando el método SPPS y el método AATO para el
espectro discreto cuando A = 2.7 se muestran en la tabla del Cuadro 10.3.

Una comparacion del error absoluto del espectro continuo y discreto usando el mé-
todo SPPS y el método AATO se muestran en la Figura 10.3.

Una comparacion entre el error absoluto de los coeficientes no lineales de Fourier
a(A) y b(\) usando los métodos SPPS y AATO numéricos es mostrada en la Figura
10.4
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| A | SPPS | AATO |
0.2 | 5.7-1078 [ 5.7-107°
1.2 1.7-107° [ 2.9-107°
22| 3.7-107* | 7-107°

Cuadro 10.3: Error absoluto y relativo de los experimentos numéricos usando el
método SPPS y el método AATO para el espectro discreto cuando A = 2.7

14k '
A o1l
1072

i — AATO 10° | N Asasaansasny —sees
SPPS TTTVAVSVTRTVvTvAvvYYvvY

Exact '

04 1075

107

05 1.0 15 20 2 4 6 8 10 12 14

Figura 10.3: Gréfica del espectro continuo (izquierda) y el error absoluto (derecha)
del experimento numérico para el pulso de Satsuma-Yajima con A = 2.7 calculado
con el método SPPS y el método AATO.

10.2.3. Potencial de dos jorobas

Ejemplo 56. Usando los métodos numéricos para los métodos SPPS y AATO es
posible calcular el espectro para el sistema de Z-S considerando el potencial de dos
jorobas

q(r) =2 (674(:”71)2 + 674(I+1)2) : (10.3)

Este potencial se considera en [82]. La Figura 10.5 muestra la aproximacién SPPS
del espectro discreto el cual hace buena concordancia con los resultados graficos
mostrados en [82].

10.2.4. Estudio del comportamiento de los eigenvalores

El préximo ejemplo ilustra la aplicacién del método SPPS a un problema espectral de
Zakharov-Shabat con un potencial real de soporte compacto que admite eigenvalores
complejos.

Ejemplo 57. Considere el sistema de Zakharov-Shabat con el potencial

s(—14+3T+32%), —-1<z<1,
q(x)z{ (-1 55 +a0) (10.4)

0, de otro modo

donde s € R. Este potencial fue considerado en un experimento numérico en [41].
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10 10%
1047
10% 1097
— SPPS ., — SPPS
10%F AATO AATO

L L L L L L L L L L L L
2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12

Figura 10.4: Grafica del error absoluto de los coeficientes no lineales de Fourier
a(A) (izquierda) y b(A) (derecha) usando los métodos SPPS y AATO numéricos
con un valore de A = 2.7.

[ ]
-1 1

1L
N
N -

Figura 10.5: Grafica de la aproximaciéon SPPS del sistema de Z-S con el potencial
(10.3), cada punto corresponde a una raiz de la ecuacién caracteristica aproxima-
da, las raices que aparecen alrededor corresponde al error que induce el trunca-
miento de las series.

De acuerdo a [41], hay un par de eigenvalores complejos localizados simétricamente
alrededor del eje real en la mitad derecha del plano complejo cuando s esta en el
rango 0.956 < s < 0.9999. A medida que s se acerca a 0.9999 los eigenvalores \; y
Ao se aproximan entre si y eventualmente se fusionan en un eigenvalor doble. Si se
aumenta ain mas el parametro s un par de eigenvalores reales aparecen después de
pasar por un estado de doble eigenvalor. El Cuadro 10.4 que muestra los resultados
calculados por medio del método SPPS numérico ilustra el fenémeno descrito. Con
la ayuda de la representacion SPPS se encuentra de manera precisa el valor del
parametro s cuando los eigenvalores A; y Ay se fusionan en un eigenvalor doble. El
valor s ~ 0.9999006472847 corresponde al momento cuando los eigenvalores estan
mas cerca.

Para llevar a cabo este calculo numérico se usa el software MathWorks MATLAB y
se aproxima (6.11) con M = 100 y vy = exp (z Ik Q) como una solucién particular.

Las integrales recursivas X (™ son calculadas empleando la férmula de integracién
de Newton-Cottes de seis puntos del séptimo orden (vea por ejemplo [19]).
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s A1 A2

0.956 0.0000544585364 — 0.6265762379200¢  0.0000544585364 + 0.6265762379200¢

0.967 0.0076637690047 — 0.5443495752993¢  0.0076637690047 + 0.5443495752993:

0.989 0.0227377545015 — 0.3155449553793¢  0.0227377545015 + 0.31554495537931
0.9999 0.0301375300344 — 0.0027328986939¢:  0.0301375300365 + 0.00273289869397

0.9999006472847  0.0301625594632 + 5.0785 - 10~ 0.0301635517506 — 5.0785 - 10~

0.999901 0.0283635450766 + 2.4 - 107124 0.0319628654396 — 2.4 - 107125
0.99991 0.0209514552194 4 4.9 - 107135 0.0393371418191 — 4.9 - 107135
0.99995 0.0089010060464 + 1.3 - 10~ 134 0.0514417381256 — 1.3 - 10~ 134
0.99999 0.0015563906608 + 2.8 - 10~ 145 0.0588404994651 — 3.1 - 10~ 144

Cuadro 10.4: Comportamiento de los eigenvalores dependiendo del pardmetro s del
Ejemplo 57.

El método SPPS permite obtener una gréafica de la funcién caracteristica en tres
dimensiones en algunos segundos. La localizaciéon de las raices del plano complejo
para diferentes valores del parametro s es ilustrada por la Figura 10.6 donde se
trazan las gréaficas de la funcién caracteristica aproximada — log |®y/|.

10.2.5. Localizaciéon de eigenvalores empleando el principio del
argumento

Dado que el lado a mano izquierda de la Ecuacién (6.11) es una funcién analitica
con respecto a A, es posible aplicar el principio del argumento para localizar los ceros
de esta funcién y calcular su orden. En el caso cuando una funcién caracteristica
aproximada es justamente un polinomio como en (6.13), se conocen varios métodos
precios de localizacion de ceros de polinomios y el uso del principio del argumento
puede ser excesivo. Sin embargo aun en este caso el principio del argumento puede
ser ttil. Como se menciona en el Capitulo 3, por el principio de Rouché varias raices
del polinomio (6.13) son aproximaciones de los eigenvalores, todas las demas raices
aparecen debido al truncamiento de la serie (6.11). La localizacién de diversas raices
cercanas al origen usando el principio del argumento seguido de varias iteraciones
de Newton-Raphson puede ser mas rapido que la localizaciéon de todas las raices
por algin método de propédsito general. Mas ain para condiciones de frontera mas
generales, por ejemplo, las que involucran la multiplicacién por una funcién analitica
de A, la funcién caracteristica aproximada podria no ser un polinomio, y el principio
del argumento se vuelve atin mas 1til (vea, por ejemplo, [12, 20, 84]). El principio
del argumento (vea, por ejemplo, [16]) consiste en lo siguiente:

Teorema 58. Sea f una funcion analitica en un dominio G con ceros zy, za,...,%n
contados de acuerdo con su multiplicidad. Si v es una curva simple rectificable en
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G, contraible a un punto en G y que no pasa a través de z1, za,...,zn, entonces

RO HCNTEE < N

donde n(7; z) es el numero de vueltas de v alrededor de zy.

Este teorema aplicado a la funcién caracteristica aproximada (6.13) en un dominio
restringido por el teorema de Rouché (vea la discusion de arriba) permite encontrar
un numero preciso de eigenvalores y puede también ser empleada para encontrar
su posicién precisa. Se ilustra este enfoque en el siguiente ejemplo para el cual una
rutina de MATLAB fue escrita para localizar la posicion de los ceros de la funcién
caracteristica aproximada (6.13) calculando el cambio del argumento usando 4000
puntos a lo largo de contornos rectangulares ~. Si el cambio del argumento a lo largo
de cierto v es cero, el programa considera otro contorno rectangular. De otro modo
el programa divide el rectdngulo en dos rectangulos mas pequenos y llama la rutina
nuevamente en cada rectangulo hasta que cierta tolerancia deseada es alcanzada.
Este programa evalta (10.5) sobre el contorno final v para encontrar el orden del
cero y también refina la posicion del cero por la férmula bien conocida de residuos
(vea por ejemplo [12, 45])

B 1 2@, (2) B
= 2m’N(zk)§£ By (2)

4
donde N(z) es la multiplicidad del cero z.

Ejemplo 59. Considere el sistema de Zakharov-Shabat con el potencial (10.4).
Se calcula el polinomio (6.13) con M = 100 y se presenta en la Figura 10.7 la
ilustracion del trabajo del algoritmo descrito. Las areas sombreadas contienen los
eigenvalores correspondientes. Los eigenvalores A\; y Ay se acercan uno al otro y
después se separan. Las graficas ilustran la convergencia del procedimiento descrito
para aproximar los eigenvalores presentados en el Cuadro 10.5.

S )\1’2 /\3
0.956 0.0124269786 4= 0.6259290726¢  1.6264287578 + 2 - 10~1%
0.9995 0.0299931318 4 0.0606462518;  1.7346285373 — 1.5 - 10~ 14

0.0301630556 + 3.9 - 107154,
eigenvalor doble
0.0588404994 + 3.1 - 107144,
0.0015563906 — 2.8 - 107144
Cuadro 10.5: Comportamiento de los eigenvalores dependiendo del parametro s

en el Ejemplo 57.

0.99990064 72847 1.7356369172 — 2 - 10715

0.99999 1.7358620206 + 10~1%4.
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0.1 0 Re »
(d)

Figura 10.6: Gréaficas de la funcién — log|®y,| del Ejemplo 57. En (a) los picos
de la izquierda muestran la posicién de Ay y Ag con s = 0.956. En (b) cuando
s = 0.9995 es posible ver que los picos en la izquierda estan mas cerca uno del
otro. En (c) los picos de A1 y A estén cerca de fusionarse en un eigenvalor doble
cerca de s ~ 0.9999006472847, y finalmente en (d) A\; y Ay son dos eigenvalores
diferentes en s = 0.99999.
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Figura 10.7: Ilustracion del algoritmo basado en el principio del argumento en el
Ejemplo 59 para s = 0.956 (arriba a la izquierda), s = 0.9995 (arriba a la derecha),
s = 0.9999006472847 (abajo a la izquierda) y s = 0.99999 (abajo a la derecha).

Los rectangulos sombreados marcan la posicién de los eigenvalores.
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11 Conclusiones y recomendaciones
para el trabajo a futuro

11.1. Conclusiones

En el Capitulo 3 se construyé una modificacién del método SPPS que permite so-
lucionar ecuaciones de tipo S-L en haz, este método permite construir la solucion
general en términos de series de potencias del pardmetro espectral, donde los coefi-
cientes de las series estan dados en términos de integrales recursivas que involucran
una soluciéon particular ug de la ecuacién de Sturm-Liouville en haz

N
(pup) + quo = ug Y_ A7k
=1

donde A\g € C es un numero fijo.

En el Capitulo 4 se ha mostrado que el método SPPS modificado provee un méto-
do numérico eficiente para resolver problemas de valor en la frontera. Los ejemplos
numéricos llevados a cabo en la Seccién 4.1, como la aplicacion al problema de
la ecuacion que describe cuerda amortiguada por ejemplo, muestran que la forma
conveniente de la representacion SPPS modificada se presta para construir numéri-
camente la solucién de problemas espectrales de ecuaciones de Sturm-Liouville en
haz efectivamente por medio de el calculo de las raices de un polinomio.

En el Capitulo 6 se ha construido una representacién para la solucion del sistema de
Z-S en su forma mas general en términos del método SPPS modificado. Considerando
un potencial de soporte compacto para el sistema de Z-S con un potencial complejo-
valuado en la Seccion 6.2 se construye en términos del método SPPS modificado una
ecuacién caracteristica (o ecuaciéon de dispersion) para el problema de eigenvalores.
Mas atn se construye una representacion en términos del método SPPS modificado
de los coeficientes espectrales a y b de la transformada no lineal de Fourier, lo que
permite construir expresiones exactas para encontrar la transformada continua y
discreta de Fourier.

Por medio de los resultados numéricos mostrados en el Capitulo 7 se demostrd que
los resultados mostrados en el Capitulo 6 son apropiados para construir métodos nu-
méricos para el problema espectral del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial
complejo-valuado. En este capitulo también se demostréd que las representaciones en
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términos del método SPPS modificado para los coeficientes espectrales a y b de la
transformada no lineal de Fourier permiten aproximar numéricamente el espectro
discreto y continuo de la transformada no linear de Fourier de una manera eficiente.

Se construyeron diversas representaciones y aproximaciones de las soluciones del
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado en el Capitulo 9. Las
representaciones de las soluciones estan dadas en términos del método SPPS clasico
y el método para construir los coeficientes de Taylor de la soluciéon de una ecuacion de
Sturm-Liouville. Se construyé una aproximacién de las soluciones en términos del
método de la aproximacion analitica de operadores de transmutacion. Cuando se
considera un potencial de soporte compacto estas representaciones de las soluciones
para el sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado permiten construir
expresiones para calcular los coeficientes espectrales a y b de la transformada no
lineal de Fourier y expresiones exactas para encontrar la transformada continua y
discreta de Fourier.

Las representaciones de las soluciones del sistema de Zakharov-Shabat con un po-
tencial real-valuado mostradas Capitulo 9 son adecuadas para construir diversos
métodos numéricos. En el Capitulo 10 se demuestra este hecho por medio de diver-
sos ejemplos donde se consideran diversos potenciales real-valuados para el sistema
de Zakharov-Shabat. Se aprovecharon algunos ejemplos para comparar el desempeno
de cada uno de los métodos mostrados en el Capitulo 9 y se mostraron las cualidades
y precision de cada método.

11.2. Recomendaciones para el trabajo a futuro

En los Capitulos 7 y 10 se muestran diversos ejemplos numéricos donde se calculan
con alta precision los datos de dispersién SD(A,0), es decir, los coeficientes espec-
trales a y b, el espectro discreto y el espectro continuo, de la transformada no lineal
de Fourier para el sistema de Zakharov-Shabat con diversos potenciales. Cuando
se describe la transformada no lineal de Fourier en la introduccion de esta tesis se
indica que los datos de dispersién SD(A, 0) sirven para poder construir por medio de
la ley de evolucién en el tiempo los datos de dispersion SD(A, t). El trabajo a futuro
natural es emplear los datos de dispersién obtenidos en los Capitulos 7 y 10 para
llevar a cabo la ley de evolucion de estos datos de dispersién y asi obtener SD(A, ).
Mas ain, es interesante para un trabajo a futuro obtener una aproximacion de la
solucién general de la ecuaciéon no lineal de Schrodinger ¢(¢, z) a partir de los datos
de dispersién SD(\, ).

En el experimento numérico del Ejemplo 32 del Capitulo 7 para los valores mas
pequenios de e considerados en [12] el método SPPS requiere del uso de aritmética
de alta precision debido a que el potencial g es altamente oscilatorio y la solucion
particular que casi se anula vy genera valores muy grandes cuando se requiere dividir
con esta funcion, estas caracteristicas hacen complicada e inestable la aproximacion
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numérica en el sentido de que el tiempo de cédlculo se hace muy extenso y costoso,
por esta razon se ha decidido no incluir esos experimentos numéricos. El trabajo a
futuro consiste en mejorar el método numérico de tal manera que funcione de una
manera eficiente para todos los valores de e considerados en [12].

Una desventaja de la técnica considerada en este trabajo para encontrar la solucion
del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado es que cuando
se reduce este sistema a una ecuacion de Sturm-Liouville en haz en el Capitulo 5 se
necesita dividir entre el potencial en la ecuacién (5.3) (con p = ¢*para el sistema de
Z-S con un potencial complejo), esto implica que el método necesita que el potencial
¢ sea distinto de cero en su dominio. Como se menciona en el Capitulo 6 el sistema de
Z-S es un caso particular de un sistema de Dirac y existe una reciente modificacién
del método SPPS presentada en [28] que permite construir una representacién de las
soluciones de las ecuaciones de tipo Dirac. Una caracteristica interesante del método
presentado en [28] es que no requiere una reduccién del sistema de Zakharov-Shabat
a una ecuaciéon de Sturm-Liouville en haz. La ventaja de este enfoque es que permite
construir una representacion de la solucién del sistema de Z-S con un potencial
q complejo-valuado que puede tener ceros en su dominio. Un trabajo a futuro es
estudiar las caracteristicas, ventajas y la precisién del método de [28] aplicado al
sistema de Zakharov-Shabat con potenciales como el que se muestra en el Ejemplo
32 del Capitulo 7 donde el potencial ¢ decrece rapidamente y comparar los resultados
con lo que se muestra en este trabajo.

En el Capitulo 3 se construye la modificacién del método SPPS para resolver ecua-
ciones de Sturm-Liouville en haz de la forma

N
(pu) +qu=1ud_ N,
k=1

para un N finito. El trabajo a futuro consiste en construir una modificacién del
método SPPS para resolver ecuaciones de la forma

(pu') +qu=ud_ Nry,
k=1

es decir, cuando el parametro espectral forma parte de una funcién analitica.

Tal como se menciona en la Observacion 51 la ecuacién (8.10) es de Sturm-Liouville y
tiene una solucién particular ug = e~/ cuando (8.10) tiene un valor A = 0. Se puede
construir un analogo del Teorema 48 que permita construir de la misma manera los
primeros n coeficientes de Taylor de la solucién u = ¢qu;y + caus de la ecuacion (8.10).
Conociendo las soluciones u = ciuy + cos y w = ¢1g1 + 292 de las ecuaciones de
Sturm-Liouville (8.10) y 8.9 se puede construir la solucién del sistema de Zakharov-

Shabat por medio de las igualdades v; = 3(u+ w) , v2 = 5*(u — w). La ventaja de
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este enfoque es que el potencial ¢ requiere ser una funcién geC™(z), mientras que el
Teorema 50 requiere que el potencial ¢ sea una funcién real analitica en zge [0, a| (la
cual es una condicién mas fuerte que la anterior). Més ain, en este enfoque no se
requiere derivar la serie de Taylor para obtener la solucion v = cyu; +couq. El trabajo
a futuro consiste en explorar las caracteristicas de este enfoque: Escribir una férmula
para construir los primeros n coeficientes de las series de Taylor de la soluciéon del
sistema de Zakharov-Shabat real-valuado. Construir una expresion para calcular el
residuo de la serie de Taylor de la solucién del sistema de Zakharov-Shabat con un
potencial real-valuado. Usando este resultado construir los primeros n coeficientes de
las series de Taylor para los coeficientes espectrales de Fourier a(A) y b(\). Construir
los primeros n coeficientes de las series de Taylor para la transformada discreta y
continua de Fourier.
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AATO
AKNS
ENLS
KdV
S-L
SD
SPPS
TDI

TNLF

Z-S

Analytic approximation of transmutation operators
Ablowitz Kaup Newell Segur

Ecuacion no lineal de Schrodinger

Korteweg deVries

Sturm-Liouville

Scattering Data

Spectral Parameter Power Series

Transformada de dispersién inversa

Transformada no lineal de Fourier

Zakharov-Shabat
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