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Abstract

In the present work a modification of the spectral parameter power series method
(SPPS) is proposed which allows one to construct a representation of the general
solution of the equation

(pu′)′ + qu = u
N∑
k=1

λkrk. (0.1)

The method permits to solve boundary value problems and spectral problems for
equation (0.1). A convenient form of the representation leads to an efficient numer-
ical method for solving related spectral problems.
One of the applications of this method is the solution of Zakharov-Shabat systems
with either complex or real-valued potentials. In the thesis, the representations of
the general solution of Zakharov-Shabat systems are constructed taking advantaje of
the properties of recent methos to solve Sturm-Liouville equations. The convenient
form of the solution lends itself to numerical applications.
The Zakharov-Shabat system with a complex valued potential reduces to equation
(0.1) with N = 2. We use this property to obtain a representation for the solution of
the Zakharov-Shabat system with a complex-valued potential using the modification
of the spectral parameter power series method.
The Zakharov-Shabat system with a real-valued potential can be reduced to a clas-
sical Sturm-Liouville equation (a particular case of (0.1) having N = 1). Represen-
tations and approximations for the solutions of the Zakharov-Shabat system with a
real-valued potential which are obtained using the classical spectral parameter power
series method (see [49]) and the analytic approximation of transmutation operators
(see [50]) are shown. Moreover a method proposed in [48] to construct first Taylor
coefficients of the solution is discussed.
The convenient forms of the solution representations of Zakharov-Shabat systems
with compactly supported either complex-valued or real-valued potentials allows one
to construct a characteristic equation, moreover lends itself to construct a represen-
tation of the spectral coefficients which gives the possibility to determine numerically
the discrete and continuous parts of the non-linear Fourier transform.
Equation (0.1) also arises in relation with the problem of the transverse displace-
ment of a smooth string with a distributed friction. In the thesis, the solution of
this problem based on the SPPS method for equation (0.1) is proposed and the
performance of the method is analyzed in several numerical examples.
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Resumen

En el presente trabajo se propone una modificación del método de series de po-
tencias del parámetro espectral (SPPS por sus siglas en inglés) para construir la
representación SPPS de la solución de una ecuación de tipo

(pu′)′ + qu = u
N∑
k=1

λkrk. (0.2)

Esta modificación del método también permite resolver problemas de valor de la
frontera y problemas espectrales para este tipo de ecuaciones. La forma conveniente
de la representación de las soluciones se presta para construir un método numérico
para aproximar eigenvalores.

Una aplicación de este método permite encontrar la solución del sistema de Zakharov-
Shabat ya sea con un potencial complejo-valuado o real-valuado. En la tesis, se cons-
truyen las representaciones de la solución general del sistema de Zakharov-Shabat.
La forma conveniente de las soluciones es conveniente para desarrollar un método
numérico.

El sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado se reduce a una
ecuación de tipo (0.2) con N = 2. Esta propiedad se aprovecha para obtener una
representación de las soluciones del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial
complejo-valuado empleando la modificación del método de series de potencias del
parámetro espectral.

El sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real valuado se puede reducir a
una ecuación de Sturm-Liouville clásica (este es un caso particular de (0.2) con
N = 1). Se muestran diversas representaciones y aproximaciones para las soluciones
del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado, las cuales se obtienen
por medio de el método de series de potencias del parámetro espectral (vea [49]) y
el método de la aproximación analítica de operadores de transmutación de Delsarte
(vea [50]). Mas aún se discute un método para construir los primeros coeficientes de
Taylor de una ecuación de Sturm-Liouville propuesto en [48].

Dada la forma conveniente de las representaciones de la solución del sistema de
Zakharov-Shabat con un potencial de soporte compacto se puede construir una
ecuación característica e incluso se construye una representación de los coeficientes
espectrales que permiten obtener una aproximación numérica del espectro continuo
y el espectro discreto de la transformada de Fourier.

7



La ecuación (0.2) también surge en relación con el problema de el desplazamiento
transversal de una cuerda suave con fricción distribuida. En la tesis, se propone la
solución de este problema basándose en el método SPPS para la ecuación (0.2) y el
desempeño del método se analiza en varios ejemplos numéricos.
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1 Introducción

Ecuaciones de la forma

(pu′)′ + qu = u
N∑
k=1

λkrk (1.1)

surgen en diversas aplicaciones y han sido estudiadas en varias publicaciones don-
de algunas veces son conocidas como ecuación tipo Schrödinger con un potencial
con dependencia polinomial de energía [66, 64], ecuaciones de Schrödinger con un
potencial dependiente de la energía [62], operador de Schrödinger con potenciales
dependientes de la energía [59], ecuaciones de Klein-Gordon de onda s [9], ecua-
ciones de Sturm-Liouville dependientes de la energía [69], lápiz de operadores de
Sturm-Liouville [4, 83], lápiz polinomial de ecuaciones de Sturm-Liouville [4] o haz
de operadores de Sturm-Liouville [65]. El término ecuación de Sturm-Liouville en
haz es el que se emplea en este trabajo para referirse a la ecuación 1.1.
Uno de los resultados presentados en esta tesis consiste en una representación en
forma de series de potencias del parámetro espectral (SPPS) de la solución de la
ecuación (1.1). Este resultado generaliza lo que se ha hecho para la ecuación de
Sturm-Liouville

(pu′)′ + qu = λru (1.2)

en [46] (vea también [47, 49]).
La solución general de (1.1) es representada en la forma de series de potencias en
términos del parámetro espectral λ. Los coeficientes de las series se calculan por
medio de integrales recursivas en términos de una solución particular de la ecuación
de Sturm-Liouville

(pu′0)′ + qu0 = 0. (1.3)

Además, para construir la solución particular u0 uno puede usar el mismo método
SPPS tal como se explicó en [47, 49].
Tal como mostró en diversas publicaciones recientes las representaciones SPPS pro-
porcionan un método eficiente y preciso para resolver problemas de valor inicial y
problemas espectrales (vea [13, 14, 24, 32, 33, 35, 36, 37, 46, 47, 49, 55, 70] ). En
esta tesis se demuestra este hecho aplicado a la ecuación (1.1). La principal ventaja
del enfoque SPPS aplicado a problemas espectrales consiste en la posibilidad de

9



Capítulo 1 Introducción

obtener una ecuación característica (o ecuación de dispersión) de un problema de
manera explícita Φ(λ) = 0 donde la función Φ es analítica con respecto a λ. Gracias
a la representación SPPS la función está dada en forma de series de Taylor cuyos
coeficientes pueden ser calculados en términos de una solución particular de (1.3).
Para realizar una aproximación numérica se calcula una suma parcial de la serie
de Taylor ΦM y la aproximación del problema espectral se reduce al problema de
localizar ceros del polinomio ΦM(λ). La precisión de este enfoque depende de que
tan pequeña es la diferencia |Φ− ΦM | para lo cual presentamos estimados y adicio-
nalmente mostramos que, de acuerdo con el Teorema de Rouché, una buena aproxi-
mación de Φ por ΦM en un dominio Ω ⊂ C garantiza que ninguna raíz de ΦM que
correspondería a un valor ficticio puede aparecer en Ω como resultado de la trunca-
ción de la serie de potencias del parámetro espectral. Esto es, en un dominio Ω donde
el máx |Φ− ΦM | es suficientemente pequeño, en este dominio todas las raíces de ΦM

aproximan eigenvalores verdaderos del problema espectral. Se muestra también que
para localizar los eigenvalores y estimar su número en un dominio complejo se puede
usar el principio del argumento.
En la presente tesis se estudia el sistema de Zakharov-Shabat que es uno de los
modelos físicos que se pueden reducir a una ecuación de la forma (1.1) con N = 2.
Este sistema es un objeto central de estudio en la solución de diversas ecuaciones de
evolución no lineales usando la transformada no lineal de Fourier (también conocida
como el método del problema inverso de dispersión) [3, 5, 6, 2, 39, 41, 40, 75, 85, 86].
Algunas de estas ecuaciones son, por ejemplo, la ecuación no lineal de Schrödinger,
las ecuaciones de sine-Gordon y cosine-Gordon, la ecuación modificada de Korteweg-
de Vries, etc. En el caso de la ecuación no lineal de Schrödinger los eigenvalores
del sistema de Zakharov-Shabat corresponden a soluciones en forma de solitón las
cuales encuentran varias aplicaciones por ejemplo en fibras ópticas (vea por ejemplo
[75]). El presente trabajo considera el sistema de Zakharov-Shabat en su forma
mas general, es decir, con un potencial complejo-valuado (también conocido como
potencial de valores complejos). También se considera para otras aplicaciones el
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado. La suposición que el
potencial es real-valuado es natural y común en la literatura de la ingeniería, la
cual incluye perfiles convencionales tales como el rectangular, el Gausiano, el de
Satsuma-Yahima, etc.

1.1. Estado del Arte

En la literatura existen diversas publicaciones dedicadas a la ecuación de Sturm-
Liouville (S-L) en haz, por ejemplo, en [66, 64] es llamada ecuación tipo Schrödinger
con un potencial con dependencia polinomial de energía. Se construyen las repre-
sentaciones integrales de las soluciones de Jost y se estudian algunas propiedades.
En [62] las ecuaciones de S-L en haz son conocidas como ecuaciones de Schrödinger
con un potencial dependiente de la energía, en esta publicación se consideran dos

10



1.1 Estado del Arte

transformaciones de Darboux de una ecuación de S-L en haz. Se obtienen funcio-
nes potenciales mas complicadas de una función potencial simple por medio de la
transformación de Darboux para la ecuación de S-L en haz y las eigenfunciones es-
tán dadas respectivamente. En [59] a la ecuación de S-L en haz se le conoce como
operador de Schrödinger con potenciales dependientes de la energía, en este texto
se estudia un problema inverso de una ecuación de S-L en haz. En particular, se
muestra que la introducción del espectro discreto generalmente no conduce a singu-
laridades de las soluciones en solitones correspondientes. También se obtienen nuevas
fórmulas para las trazas las cuales pueden ser consideradas como generalizaciones
de una fórmula estándar para la traza de la ecuación de S-L en haz. En [9] a las
ecuaciones de S-L en haz se les conoce como ecuaciones de Klein-Gordon de onda
s, en esta publicación se estudia una ecuación de S-L en haz con cierta condición
de frontera en un espacio L2(R) con un potencial complejo-valuado. Se estudia el
espectro discreto de la ecuación de S-L en haz y se obtienen las condiciones para
el potencial bajo las cuales se obtiene un número finito de eigenvalores y singula-
ridades espectrales con multiplicidades finitas. Después se investiga el proceso de
las funciones principales que corresponden a eigenvalores y las singularidades es-
pectrales. En [69] se le conoce a las ecuaciones de S-L en haz como ecuaciones de
Sturm-Liouville dependientes de la energía, en esta publicación se estudia el proble-
ma espectral inverso para reconstruir ecuaciones de Sturm-Liouville en haz a partir
de dos espectros. Se da un algoritmo de reconstrucción y se establece la existencia
y unicidad de la reconstrucción. Su enfoque explota esencialmente la conexión entre
los problemas espectrales de la ecuación de S-L en haz y los del operador de Di-
rac en una forma especial. En [4] a la ecuación de S-L en haz se le llama lápiz de
operadores de Sturm-Liouville, en esta publicación se investigan los problemas de
valor en la frontera para las ecuaciones de S-L en haz. Usando las propiedades de los
operadores de transmutación para estas ecuaciones se obtienen las fórmulas asintó-
ticas para los eigenvalores de los problemas correspondientes. En [83] se menciona
que generalmente los coeficientes p(x) y q(x) de ecuaciones de S-L en haz de orden
dos están determinados únicamente por dos espectros o un espectro y constantes
de normalización. En esa publicación se muestra que si p(x) y q(x) son conocidos
en la mitad del intervalo del dominio, entonces únicamente un espectro basta para
determinarlos en la otra mitad. En [65] se prueba el teorema de unicidad de una
solución del problema inverso para una ecuación de S-L con un haz de orden dos
con condiciones regulares no separables de frontera.

Existen decenas de trabajos dedicados a la primer etapa de la transformada no lineal
de Fourier aplicada a la ecuación no lineal de Schrödinger (ENLS), esta etapa se
conoce como la transformada directa de Fourier y es donde aparece el sistema de
Zakharov-Shabat (vea por ejemplo [3, 2, 6, 41, 75, 55]). Pocos trabajos muestran so-
luciones exactas del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial específico; entre
otros ejemplos en [85] se muestra la solución exacta de un sistema de Zakharov-
Shabat con un potencial con forma de perfil rectangular, este es uno de los poten-
ciales mas sencillos para este sistema. En [73] se muestra una ecuación de dispersión
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exacta para un sistema de Zakharov-Shabat con un potencial de Satsuma-Yahima
el cual es de la forma de una secante hiperbólica. La mayoría de los trabajos dedi-
cados al sistema de Zakharov-Shabat presentan métodos numéricos donde se hace
una interpolación del potencial y se aproxima una solución del problema (vea por
ejemplo [12, 22, 41, 86]). En [86] se presentan diversos métodos numéricos, por ejem-
plo, para aproximar el espectro continuo se usan métodos discretización central y
discretización hacia adelante como el método de Euler de primer orden, el método de
Runge-Kutta del cuarto orden, el método de descamación de capas donde se apro-
xima el potencial como una señal constante a trozos, el método de Crank-Nicolson
y la discretización de Ablowitz-Ladik. Para aproximar el espectro discreto en [86]
se emplean principalmente dos técnicas: Se usan los algoritmos para aproximar el
espectro continuo mencionados para calcular los coeficientes espectrales de Fourier
y se buscan los eigenvalores usando algún método para encontrar raíces, tal como el
método de Newton-Raphson por ejemplo. Estos métodos necesitan puntos iniciales
buenos y se necesita ser cuidadoso en la convergencia del método. La segunda téc-
nica consiste en reescribir el problema espectral para el operador como un problema
de eigenvalores de una matriz grande. El espectro puntual del operador también se
puede encontrar de esta manera. Algunas publicaciones usan técnicas variacionales,
lo cual requiere un análisis físico del fenómeno, para obtener una ecuación caracte-
rística y muestran resultados aproximados para el espectro discreto (vea por ejemplo
[22]).

Durante los últimos años se han propuesto poderosos métodos para resolver las
ecuaciones de tipo Sturm-Liouville tales como el método de series de potencias del
parámetro espectral [49] el cual permite construir la serie de potencias de la solución
de ecuaciones de Sturm-Liouville en su forma clásica, los coeficientes de la serie de
potencias están dados en términos de una solución particular de la ecuación de
Sturm-Liouville con el parámetro espectral igual con cero. Este método ha probado
que, entre otras aplicaciones, proporciona un método numérico eficiente para resolver
problemas de valor inicial y de valores en la frontera. Dada la forma conveniente de
la representación se presta para solucionar numéricamente problemas espectrales de
Sturm-Liouville efectivamente por medio del cálculo de las raíces de un polinomio.

La aproximación analítica de operadores de transmutación (AATO), presentada en
[50], es un método que permite aproximar la solución de problemas espectrales de
ecuaciones de Sturm-Liouville. Este método está basado en la construcción opera-
dores de transmutación en el sentido de Delsarte. El problema de la aproximación
numérica de las soluciones y los eigenvalores se reduce a la aproximación de una
primitiva del potencial por medio de una combinación finita lineal de polinomios de
onda generalizados introducidos en [34, 51]. Una característica interesante de este
método es que permite aproximar eigenvalores de manera muy precisa.
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1.2. Objetivos

En el presente trabajo se propone una modificación del método de series de poten-
cias del parámetro espectral [49]. Este método permite construir una representación
en series de potencias del parámetro espectral de las soluciones de ecuaciones de
Sturm-Liouville en haz, es decir, las ecuaciones de tipo (1.1). La forma conveniente
de la solución la hace conveniente para construir un método numérico para resolver
los problemas de valor inicial, problemas de frontera y valores espectrales corres-
pondientes. Un objetivo de este trabajo es explorar algunas características de este
método, su eficiencia y su precisión numérica.

Otro objetivo de este trabajo consiste en estudiar el sistema de Zakharov-Shabat bajo
dos enfoques principales; el sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-
valuado (también conocido como función potencial de valor complejo) y el sistema
de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado (o función potencial de valor real)
y construir para cada caso diversas representaciones exactas y aproximadas de sus
soluciones. Bajo ciertas restricciones se busca construir la transformada no lineal
de Fourier continua y discreta del potencial. Se tiene como objetivo explorar las
propiedades del método numérico que se obtiene de cada una de las técnicas usadas
y así revelar las características, fortalezas y cualidades de cada uno.

Se muestra que es posible encontrar un procedimiento para reducir el sistema de
Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado a una ecuación de Sturm-
Liouville en haz. Esta relación permite aplicar el método de series de potencias
del parámetro espectral modificado para recuperar una representación de la solu-
ción del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado, esto pro-
pone otro objetivo en este trabajo, encontrar una representación exacta para los
coeficientes de la transformada no lineal de Fourier. Dado que la modificación del
método de series de potencias del parámetro espectral permite construir un método
numérico, este trabajo tiene como objetivo revelar algunas propiedades numéricas
de la aproximación del espectro discreto y continuo y las eigenfunciones del sistema
de Zakharov-Shabat con diversos potenciales complejo-valuados y verificar que tan
buena es la aproximación de la transformada no lineal de Fourier.

Se muestra un procedimiento para reducir un sistema de Zakharov-Shabat con un
potencial real-valuado a una ecuación de Sturm-Liouville clásica. Aprovechando los
recientes métodos para resolver ecuaciones de tipo Sturm-Liouville, tales como el
método SPPS clásico [49], el método de aproximación analítica de operadores de
transmutación [50], se construyen varias representaciones para la solución del sis-
tema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado. Aprovechando la forma
conveniente en que las soluciones del sistema de Zakharov-Shabat son obtenidas,
bajo ciertas condiciones de frontera cuando se considera un potencial de soporte
compacto se puede construir una ecuación característica para obtener el espectro
discreto. Más aún, se construye una representación de la transformada de Fourier
discreta y la transformada de Fourier continua.
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Debido a las cualidades convenientes de los métodos para resolver las ecuaciones
de Sturm-Liouville mencionados las representaciones obtenidas para la ecuación ca-
racterística así como las representaciones para el espectro continuo y discreto del
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial de soporte compacto se prestan para
elaborar métodos numéricos que presentan propiedades interesantes. Las cualidades
de cada experimento numérico son estudiadas, exploradas y comparadas con algunos
resultados aproximados y exactos mostrados en la literatura.

1.3. Contenido

En el Capítulo 2 de este trabajo se introduce la ecuación de Sturm-Liouville (S-
L) y se presenta una técnica reciente para resolver este tipo de ecuaciones, está
técnica es conocida como el método de series de potencias del parámetro espectral
(SPPS). El sistema de Zakharov-Shabat surge de la transformada no lineal de Fourier
aplicada a la ecuación no lineal de Schrödinger (ENLS), dado que en este trabajo
se busca aplicar los resultados obtenidos a la transformada no lineal de Fourier, se
presenta una breve introducción a este campo. Se presenta la ecuación no lineal de
Schrödinger normalizada no estocástica. Posteriormente se introduce un esquema
general de los pasos mas importantes que sigue la transformada no lineal de Fourier
general. Se muestra la forma canónica de Lax con lo cual se puede descomponer la
ENLS en una pareja de operadores. Se muestra la pareja de Lax para la ENLS una
parte de la cual es también conocida como el sistema de Zakharov-Shabat que es
uno de los temas de estudio de este trabajo. Posteriormente se explican con detalle
algunas propiedades del sistema de Zakharov-Shabat, sus soluciones, las condiciones
de frontera y finalmente se introduce la transformada discreta y continua de Fourier.

En el Capítulo 3 se muestra una modificación del método de series de potencias del
parámetro espectral [49]. Este método permite construir una representación en se-
ries de potencias del parámetro espectral de las soluciones de ecuaciones de Sturm-
Liouville en haz, las cuales son de la forma (1.1). El método permite obtener la
solución general de esta ecuación como una serie de potencias en términos del pará-
metro espectral λ. Los coeficientes de las series están dados en la forma de integrales
recursivas en términos de una solución particular u0 de la ecuación u′′0 + q(x)u0 = 0.

La forma obtenida de la solución de (1.1) la hace conveniente para construir un
método numérico eficiente para resolver los problemas de valor inicial, problemas
de frontera y valores espectrales correspondientes. En el Capítulo 4 se implementa
numéricamente el método SPPS modificado para resolver numéricamente algunas
ecuaciones de Sturm-Liouville en haz cuya solución exacta es conocida. El ejemplo
que se considera es el problema espectral de la ecuación de una cuerda suave con fric-
ción distribuida. Este problema se puede reducir a una ecuación de Sturm-Liouville
en haz de orden dos. Se usa este ejemplo para poder verificar el desempeño numérico
del método SPPS modificado.
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El Capítulo 5 presenta la relación entre una ecuación de Sturm-Liouville en haz y
un sistema de Zakharov-Shabat con potencial complejo-valuado. Se considera un
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado el cual se reduce
fácilmente a una ecuación de tipo Sturm-Liouville en haz de orden dos. Se construye
en términos de la solución de la ecuación de Sturm-Liouville en haz la solución del
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado. Considerando un
potencial de soporte compacto y ciertas condiciones para las soluciones de la ecuación
de Z-S en la frontera se puede obtener una representación de los coeficientes no
lineales (o coeficientes espectrales) de Fourier y la transformada continua y discreta
de Fourier. La importancia principal de este capítulo es que reduce el resolver el
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial de soporte compacto, los coeficientes
de Fourier y la transformada continua y discreta de Fourier a encontrar una solución
de una ecuación tipo Sturm-Liouville.

En el Capítulo 6 se muestra una representación de las soluciones de un sistema
de Zakharov-Shabat generalizado en términos de las soluciones de las ecuaciones
de Sturm-Liouville en haz. Se construye la representación en series de potencias
del parámetro espectral de las soluciones de un sistema de Zakharov-Shabat con
un potencial complejo-valuado. Considerando un potencial complejo-valuado de so-
porte compacto y algunas condiciones de frontera se realiza una aplicación de las
soluciones del sistema de Zakharov-Shabat para construir una representación en tér-
minos de series de potencias del parámetro espectral de los coeficientes de Fourier,
la transformada continua y discreta de Fourier.

Dada la forma conveniente de la representación en series de potencias del parámetro
espectral de la solución del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-
valuado y los coeficientes de Fourier en el Capítulo 7 se muestra un esquema de
como implementar numéricamente el método para aproximar el espectro continuo
y discreto. Se consideran algunos potenciales que han sido resueltos en la literatura
para comparar resultados y estudiar algunas características del método.

En el Capítulo 8 se considera el sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-
valuado y éste se reduce a una ecuación clásica de Sturm-Liouville. Se construye en
términos de la solución general de una ecuación de Sturm-Liouville las soluciones
del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado. Posteriormente se
considera un potencial de soporte compacto y condiciones en la frontera del soporte
del potencial para el sistema de Zakharov-Shabat. Bajo estas condiciones se obtiene
una representación de los coeficientes de Fourier, la transformada continua y discre-
ta de Fourier. La importancia principal de este capítulo es que reduce el resolver el
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial de soporte compacto y también sim-
plifica el proceso de encontrar los coeficientes de Fourier y la transformada continua
y discreta de Fourier a encontrar una solución de una ecuación de Sturm-Liouville.

En el Capítulo 8 los resultados mostrados dependen de soluciones de ecuaciones
de Sturm-Liouville, en el Capítulo 9 se presentan algunos métodos recientes para
resolver estas ecuaciones: El primer método propuesto es una aplicación directa
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del método de series de potencias del parámetro espectral (para mas detalles vea
[49]). Otro método está basado en un método mostrado en [50] el cual se conoce
como el método de aproximación analítica de operadores de transmutación (AATO).
Este método está basado en la aproximación de los núcleos de una representación
en forma de ecuación integral de los operadores de transmutación [50] y permite
obtener una aproximación de las soluciones de una ecuación de Sturm-Liouville por
medio de operadores de transmutación. Este método permite aproximar la solución
del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado.

En el Capítulo 10 se muestran la implementación numérica de las técnicas mostradas
en el Capítulo 9, esto ayuda a encontrar las cualidades, desempeño, características,
ventajas y desventajas de cada uno de los métodos en un sentido numérico. Primero
se considera el método AATO, se muestra un esquema general y los detalles de
una implementación numérica. Debido a que el método SPPS clásico depende de la
construcción de potencias formales que se obtienen en la construcción numérica del
método AATO se describe como obtener el método numérico SPPS clásico a partir
de los los detalles de la implementación del método SPPS clásico (además de que
la implementación del método SPPS clásico es muy similar a la implementación del
método SPPS modificado presentada en el Capítulo 4). Se considera el método SPPS
clásico en varios experimentos numéricos, en estos casos este método será extraído
de los cálculos de el método AATO. Posteriormente se implementa numéricamente
y se compara cada método numérico con diferentes resultados precisos mostrados en
la literatura, principalmente se muestran el comportamiento referente a la ubicación
de los eigenvalores, la precisión con la que se aproxima el espectro discreto con las
diversas técnicas mostradas y también se muestra como es el desempeño de cada
técnica cuando se aproxima la transformada continua y discreta de Fourier.

1.4. Aprobación

Las principales aportaciones que contiene esta tesis fueron publicadas en los siguien-
tes artículos:

V. V. Kravchenko, U. Velasco-García. Dispersion equation and eigenvalues for
the Zakharov-Shabat system using spectral parameter power series. Journal of
Mathematical Physics 52, 063517 (2011); doi: 10.1063/1.3602275.

V. V. Kravchenko, S. M. Torba, U. Velasco-García. Spectral parameter po-
wer series for polynomial pencils of Sturm-Liouville operators and Zakharov-
Shabat systems. Journal of Mathematical Physics 56, 073508 (2015); doi:
10.1063/1.4927253.

V. V. Kravchenko, S. M. Torba, U. Velasco-García. Nonlinear Fourier trans-
form using transmutation operators and spectral parameter power series re-
presentations, In preparation.
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Los resultados contenidos en esta tesis fueron aceptados para ser expuestos en los
siguientes congresos:

8th American Institute of Matematical Sciences International Conference on
Dynamical Systems, Differential Equations and Applications, University of
Technology, Dresden , Germany, 2010
XLIII Congreso Nacional de la Sociedad Matemática Mexicana (SMM), Ins-
tituto Tecnológico de Tuxtla Gutiérrez y Universidad Autónoma de Chiapas,
Chiapas, México, 2010.
XLIV Congreso Nacional de la Sociedad Matemática Mexicana (SMM), Uni-
versidad Autónoma de San Luis Potosí, San Luis Potosí, San Luis Potosí,
México, 2011.
1st International Conference Waves in Science and Engineering (WIS&E) Ins-
tituto Politécnico Nacional, Distrito Federal, México, 2011.
XLV Congreso Nacional de la Sociedad Matemática Mexicana (SMM), Univer-
sidad Autónoma de Querétaro, Santiago de Querétaro, Querétaro de Arteaga,
México, 2012.
XLVI Congreso Nacional de la Sociedad Matemática Mexicana (SMM), Uni-
versidad Autónoma de Yucatán, Mérida, Yucatán, México, 2013.
2nd International Conference Waves in Science and Engineering (WIS&E),
Huatulco, Oaxaca, México, 2013.
XLVII Congreso Nacional de la Sociedad Matemática Mexicana, Universidad
Juárez del Estado de Durango, Durango, Durango, México, 2014.
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2 Preliminares

2.1. El método de series de potencias del parámetro
espectral

La ecuación de Sturm-Liouville, llamada así por Jacques Charles François Sturm y
Joseph Liouville, es una ecuación diferencial lineal de segundo orden de la forma

(p(x)u′)′ + q(x)u = λr(x)u (2.1)

donde p, q y r son funciones complejo-valuadas de la variable x que satisfacen ciertas
condiciones de suavidad, la constante arbitraria λ ∈ C es conocida como el parámetro
espectral.

En el reciente trabajo [49] se presenta una representación para las soluciones de la
ecuación (2.1) en términos de una solución no trivial de la ecuación

(pu′0)′ + qu0 = 0

donde u0 es una función (en general complejo-valuada) de la variable x que satisface
cierta condición de suavidad.

Este método es conocido como el método de series de potencias del parámetro espec-
tral (SPPS), entre otras aplicaciones posibles, es un método simple y poderoso para
obtener una solución numérica de problemas de valor inicial, problemas de frontera
y problemas espectrales. El método SPPS se explica en el siguiente teorema.

Teorema 1. [49] Asuma que en el intervalo finito [a, b], la ecuación (2.1) posee una
solución particular u0 de tal manera que las funciones u2

0r y 1
u2

0p
son continuas en

[a, b]. Entonces la solución general de (2.1) en el intervalo (a, b) es de la forma

u = c1u1 + c2u2

donde c1 y c2 son constantes complejas arbitrarias,

u1 = u0

∞∑
k=0

λkX̃(2k) y u2 = u0

∞∑
k=0

λkX(2k+1) (2.2)
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con X̃(n) y X(n) definidas por las relaciones recursivas

X̃(0) ≡ 1, X(0) ≡ 1

X̃(n)(x) =


´ x
x0
X̃(n−1)(s)u2

0(s)r(s)ds, n impar´ x
x0
X̃(n−1)(s) 1

u2
0(s)p(s)ds, n par

X(n)(s) =


´ x
x0
X(n−1)(s)u2

0(s)r(s)ds, n par´ x
x0
X(n−1)(s) 1

u2
0(s)p(s)ds, n impar

donde x0 es un punto arbitrario en [a, b] de tal manera que p es continua en x0 y
p(x0) 6= 0. Más aún, ambas series en (2.2) convergen uniformemente en [a, b].

2.2. El sistema de Zakharov-Shabat y la
transformada no lineal de Fourier

Uno de los temas centrales en este trabajo es el estudio del sistema de Zakharov-
Shabat el cual se origina de la aplicación de la transformada no lineal de Fourier a la
ecuación no lineal de Schrödinger, en esta sección se explican los detalles principales
de como surge el sistema de Zakharov-Shabat en la transformada de dispersión
inversa. También se explica a grandes rasgos como se obtiene la transformada no
lineal de Fourier discreta y continua partiendo de un sistema de Zakharov-Shabat.

2.2.1. La ecuación no lineal de Schrödinger

En el presente capítulo se introducirá la ecuación no lineal de Schrödinger y los pasos
que se siguen para resolver esta ecuación aplicando el método de la transformada no
lineal de Fourier (TNLF) [85] (también conocida como transformada de dispersión
inversa). Para mayor detalle sobre la transformada no lineal de Fourier vea [2, 3, 6,
75, 85].
La ecuación no lineal de Schrödinger (ENLS), también conocida como la ecuación
cúbica de Schrödinger [3, 5, 41, 40, 75], en el caso de enfoque o el caso en el que se
obtienen soluciones en forma de solitones es

iqt(t, x) + 1
2qxx(t, x) + |q(t, x)|2 q(t, x) = 0. (2.3)

El caso en que la ecuación es de la forma iqt − 1
2qxx + |q|2 q = 0 es llamado caso

de desenfoque y se caracteriza por que no aparecen soluciones en las que se formen
solitones. Un método con el que se puede resolver la ecuación no lineal de Schrödinger
es conocido como la transformada no lineal de Fourier, a continuación se dará una
breve explicación de la transformada no lineal de Fourier.
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2.2 El sistema de Zakharov-Shabat y la transformada no lineal de Fourier

2.2.2. La transformada no lineal de Fourier

La transformada no lineal de Fourier, también conocida como la transformada de
dispersión inversa (TDI), anexa a la ENLS (2.3) cierto problema espectral en la linea
real para cada z. La solución del problema espectral se compone de eigenvalores,
constantes de normalización asociadas y coeficientes de reflexión para el espectro
continuo. Al conjunto de estos datos se le conoce como datos de dispersión (scattering
data en inglés), lo cual será denotado por SD(λ, t). Los datos de dispersión SD(λ, 0),
esto es, para t = 0 están determinados únicamente por q(0, x) a través de la teoría de
dispersión directa. Los datos SD(λ, t) evolucionan con respecto al tiempo partiendo
de SD(λ, 0) de una manera explícita; esta es clave esencial de como el método de la
TDI funciona. Finalmente, q(t, x) es determinado a partir de SD(λ, t) por medio de
la teoría de dispersión inversa. En el Figura 2.1 se captura la idea básica de la TDI.

q (0, x) −−−−−−−−−−−−→dispersión directa SD (λ, 0)
| | ley de evolución de
↓ ↓ los datos de dispersión

q (t, x) dispersión inversa←−−−−−−−−−−−− SD (λ, t)

(2.4)

Figura 2.1: Diagrama sobre el proceso que sigue la transformada de dispersión
inversa

La evolución explícita de SD(λ, 0) a SD(λ, t) es una consecuencia de la propiedad
de que el problema espectral adjunto a (2.3) evoluciona linealmente con respecto a t,
esto a pesar de que (2.3) es no lineal. La ENLS pertenece a una familia de ecuaciones
que comparte esta propiedad. Otras ecuaciones de esta familia son las ecuaciones
de Korteweg-de Vries, la ecuación de Sine-Gordon y otras ecuaciones más. A las
ecuaciones que se pueden resolver por medio de la TDI son llamadas “integrables”.

2.2.3. Parejas de Lax y ecuaciones de evolución

En esta sección se descompone la ENLS en dos operadores diferenciales conocidos
como pareja de Lax. Los resultados de esta sección se basan en los resultados mos-
trados en [3, 85].

Definición 2. [71, 85] Sea H un espacio de Hilbert, D un dominio denso en H y sea
L(x) : D → H una familia de operadores acotados indexados por un parámetro
x. Si el espectro de L(x) no depende de x, entonces L(x) se llama una familia
isospectral de operadores. Si esta familia es diagonalizable entonces para cada x la
familia de operadores L(x) es similar a un operador de multiplicación Λ, es decir,
L(x) = G(x)ΛG−1(x), para algún operador G(x).
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Asumiendo que L(x) varía suavemente con respecto a x, se puede calcular la tasa
de cambio (con respecto a x) de L(x) por medio de una diferencial: Se tiene que

dL(x)
dx

= GxΛG−1 +GΛ
(
−G−1GxG

−1
)

= GxG
−1
(
GΛG−1

)
−
(
GΛG−1

)
GxG

−1

= M(x)L(x)− L(x)M(x) = [M,L] , (2.5)

donde Gx = dG(x)
dx

, M = GxG
−1 y [M,L] := ML−LM es conocido como el corchete

conmutador [85]. En otras palabras, todo operador isospectral diagonalizable L(x)
satisface la ecuación diferencial (2.5).

De manera inversa; suponiendo que M(x) está dado y el operador diagonalizable
desconocido L(x) evoluciona de acuerdo a (2.5) bajo la condición inicial L(0) =
G0Λ0G

−1
0 , sea G(x) la única solución invertible de Gx = MG con G(0) = G0,

entonces es posible verificar que L(x) = G(x)Λ0G(x)−1 satisface (2.5). Si se asume
que la solución de la ecuación diferencial de primer orden es única, entonces L(x) es
una familia isospectral (vea [85]).

Lema 3. [85] Sea L(x) un operador diagonalizable para cada x. Entonces L(x) es
isospectral si y sólo si satisface

dL

dx
= [M,L], (2.6)

para algún operador M = M(x). Si L es autoadjunto, entonces M es pseudo Her-
mitiana, es decir, M∗ = −M .

Es importante notar que tanto L comoM no tienen que ser independientes y pueden
depender en un parámetro en común, por ejemplo, una función q(x). La propiedad
de isospectralidad de la solución no cambia, es decir, los eigenvalores de la solución
no dependen de x. El corchete conmutador [M,L] en (2.6) puede crear ecuaciones
de evolución para q(t, x) de la forma

∂q

∂x
= K(q),

donde K(q) es en general una función no lineal de q(t, x) y de sus derivadas con
respecto al tiempo.

Definición 4. Un par de operadores L y M , que dependen de x, se llaman pare-
ja de Lax (L,M) si satisfacen la ecuación de Lax (2.6). Siguiendo el Lema 3, los
eigenvalores del operador L son independientes de x por la condición isospectral.
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2.2.4. Condición de cero curvatura

Siguiendo la notación presentada en el articulo [85] se tienen las siguientes defini-
ciones.

Definición 5. Los eigenvalores del operador L son las constantes λ que satisfacen
la igualdad

Lv = λv, (2.7)

donde L es lo mismo que en la Definición 2.

Tomando la derivada con respecto a x de (2.7) y usando la ecuación de Lax (2.6), se
obtiene que (L−λI)(vx−Mv) = 0. Dado que L−λI es igual a cero solamente en los
eigenvectores de L, se tiene que vx −Mv es un elemento del eigenespacio, es decir,
vx −Mv = αGy, α ∈ C donde y es un vector . La elección de α no influencia sobre
los resultados, entonces por simplicidad se fija α = 0. Se deduce que la evolución
con respecto a x de un eigenvector v(t, x) se basa en la ecuación lineal

vx = Mv. (2.8)

Además, es conveniente reescribir (2.7) como

vt = Pv, (2.9)

para algún operador P . La relación entre P y L se puede calcular combinando
(DI − P )v = 0 con (L− λI)v = 0, con lo que se obtiene

P = Σ(L− λI) +DI, (2.10)

donde Σ es algún operador invertible y D = ∂
∂t
.

Definición 6. [85] Combinando las ecuaciones (2.8) y (2.9) usando la igualdad
de derivadas mixtas, es decir, vtx = vxt, la ecuación de Lax (2.6) es reducida a la
condición de cero curvatura [25, 85]

Px −Mt + [P,M ] = 0. (2.11)

Note que la ecuación no lineal obtenida de (2.11) es una condición de compatibilidad
entre dos ecuaciones lineales (2.8) y (2.9). Esto muestra que ciertas ecuaciones no
lineales poseen una “linealidad escondida” de (2.8) y (2.9).
Después del trabajo de Zakharov y Shabat para la ENLS (vea [89]), los autores
Ablowitz, Kaup, Newell y Segur proponen que el operador P se puede expresar
como

P =
(
−iλ r(t, x)
s(t, x) iλ

)
, (2.12)
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donde r(t, x) y s(t, x) son funciones que dependen de q(t, x) que se determinarán
para producir una ecuación de evolución dada (vea [2]). De la ecuación (2.10) se
tiene que el operador L corresponde la expresión

L = i

(
D −r(t, x)

s(t, x) −D

)
.

A la ecuación (2.9) que incluye a P dado por (2.12) se le conoce como el sistema
AKNS [2] o sistema de Dirac [3], (el cual es un caso particular del sistema de Dirac
general) y toma un papel central en el estudio de la transformada no lineal de Fourier
[25]. Vale la pena considerar el caso especial e importante cuando r(t, x) = q(t, x) y
s(t, x) = −q∗(t, x), el cual es generalmente conocido como el sistema de Zakharov-
Shabat y es uno de los temas centrales de estudio de este trabajo. Se asumirá de
ahora en adelante que el dominio de L, P y M son subconjuntos del espacio de
Hilbert L2(R) denotado en la Sección 2.2.3 como H.
Tal como se muestra en [85], la elección de L y M que determina alguna ecuación
diferencial particular no lineal no es única. Se puede escalar L por un número o
agregar una constante αI a L o a M . Incluso tanto la ecuación de Lax (2.6) y (2.7)
permanece sin cambios bajo transformaciones ortogonales, por ejemplo, reemplazan-
do L y M por ΣLΣT y ΣMΣT , respectivamente, donde Σ es una matriz ortogonal
constante, es decir, ΣTΣ = I .

2.2.5. Relación entre el sistema de Zakharov-Shabat y la
ecuación no lineal de Schrödinger

En esta sección se considera una pareja de operadores cuya condición de cero curva-
tura (2.11) es la ENLS [2, 3, 85]. Asuma que ~v(x, λ, t) evoluciona de manera lineal
con respecto a t de tal manera que los eigenvalores λ(t) son constantes, esto es,
λt = ∂λ

∂t
= 0. Considere la siguiente pareja de Lax:

~vx(t, x) =
(
−iλ q(t, x)

−q∗(t, x) iλ

)
~v(t, x), (2.13)

~vt =
(
A B
C D

)
~v, (2.14)

donde las entradas de la matriz en (2.14) son funciones de t, x y λ. En (2.13) se tiene
que q es una función complejo-valuada con respecto a la variable real x y ∗ representa
el conjugado complejo. A (2.13) se le conoce como el sistema de Zakharov-Shabat.
Tome la t derivada parcial, esto es, ∂t de (2.13), es decir;

~vxt =
(

0 qt
−q∗t 0

)
~v +

(
−iλ q
−q∗ iλ

)
~vt,
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y la derivada parcial (∂x) de (2.14) para obtener

~vtx =
(
Ax Bx

Cx Dx

)
~v +

(
A B
C D

)
~vx.

Igualando ambas derivadas parciales mixtas y fijando λt = 0 se obtiene(
0 qt
−q∗t 0

)
~v +

(
−iλ q
−q∗ iλ

)(
A B
C D

)
~v =

(
Ax Bx

Cx Dx

)
~v +

(
A B
C D

)(
−iλ q
−q∗ iλ

)
~v.

Factorizando los coeficientes para v1 y para v2 en la igualdad anterior se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones [3, 75]

Ax = Cq +Bq∗, (2.15)
Bx + 2iλB = −Aq +Dq + qt,

Cx − 2iλC = −Aq∗ +Dq∗ + q∗t ,

Dx = −Cq −Bq∗. (2.16)

Las ecuaciones (2.15) y (2.16) implican que Ax = −Dx, entonces A = −D+ η(t, λ),
siendo η(t, λ) una función arbitraria. Tomando η(t, λ) = 0 se obtiene A = −D
entonces las ecuaciones representadas desde (2.15) hasta (2.16) se reducen al sistema

Ax = Cq +Bq∗,

Bx + 2iλB = −2Aq + qt, (2.17)
Cx − 2iλC = −2Aq∗ − q∗t .

Posteriormente se procede a buscar soluciones del sistema (2.17).
Existen varios métodos para resolver este sistema, en este caso se considerará el
método de expansión por series, sin embargo se puede emplear el método de opera-
dores mostrado en [3] Sección 1.5 para encontrar una ecuación de evolución general.
También Zakharov y Shabat desarrollaron una técnica que parte de una ecuación
integral lineal (vea [88] y [3] Sección 3.6).
Dado que la ecuación no lineal de Schrödinger (2.3) es de segundo orden para la
variable x, entonces la expansión en series alrededor de λ para A, B y C incluye
únicamente términos hasta λ2, si se consideran mas elementos en la expansión de
series, λ4 por ejemplo, se pueden obtener casos especiales como el de la ecuación
de Korteweg-de Vries (KdV), la ecuación modificada de Korteweg y de Vries, sine-
Gordon, cosine-Gordon, entre otras (vea [3, 75]). Considere

A = A+ Aλ+ Aλ2,

B = A+ Aλ+ Aλ2, (2.18)
C = A+ Aλ+ Aλ2.
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Se procede a sustituir (2.18) en (2.17) y se igualan los coeficientes de las potencias
de λ. Por ejemplo, de la segunda ecuación de (2.17), igualando los coeficientes de λ0

se obtiene

(B0)x = −2uA0 + ut. (2.19)

De manera similar, se llega a que

B2 = 0, C2 = 0, (A2)x = 0,

entonces se puede tomar A2 = a2(z) donde a2 es alguna función. Se puede concluir
que

B1 = ia2(t)q,
C1 = −ia2(t)q∗,
A1 = a1(t),

A0 = −1
2a2(t) |q|2 , (2.20)

B0 = −ia1(t)u− 1
2a2(t)qx,

C0 = −ia1(t)u∗ − 1
2a2(t)q∗x,

donde a1 y a2 son funciones arbitrarias [3]. Si se elijen a1 = 0 y a2 = −2i y se
sustituyen en B0 de las igualdades (2.20) y se coloca el resultante en (2.19), se
obtiene(

−1
2(−2i)qx

)
x

= −2A0 + ut.

A partir de las expresiones para A0 en (2.20) se obtiene iqxx = −2i |q|2 q + qt y
finalmente

iqt + qxx + 2 |q|2 q = 0. (2.21)

La ecuación (2.21) es equivalente a la ecuación (2.3), lo cual se puede verificar si
se considera el cambio de variable t̃ = 1

2t en (2.21), posteriormente se obtiene la
ecuación (2.3) la cual es de la forma iqt̃ + qxx + 2 |q|2 q = 0.
Se puede concluir que la ENLS está relacionada con el sistema de Zakharov-Shabat
(Z-S) por medio de operaciones algebraicas formales. Estas operaciones muestran
que (2.14), (2.13) y (2.3) son consistentes. Esto significa que hay diferentes opciones
para elegir las entradas de la matriz

Γ =
(
A B
C D

)
,
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en (2.14) de tal manera que los eigenvalores de (2.13) son funciones fijas en t cuando
q(t, x) satisface la ecuación (2.3). Considerando los términos en (2.20), la ecuación
(2.14) se convierte en

~vt =
(
i(|q|2 − 2λ2) iqx + 2λq
iq∗x − 2λq∗ −i(|q|2 − 2λ2)

)
~v. (2.22)

El sistema (2.22) se emplea para determinar los datos de dispersión.

2.2.6. El sistema de Zakharov-Shabat, los coeficientes
espectrales y la transformada continua y discreta de
Fourier

En esta sección se trabajará con una función potencial inicial o potencial de entrada,
es decir, está definida en un tiempo fijo q(x) = q(t0, x), por ejemplo, t0 = 0. Se define
la transformada no lineal de Fourier de la función q(x) con respecto al operador de
Lax L (2.6) a lo largo de esta sección.
Se asumirá de ahora en adelante que el potencial q(x) satisface:

1. q ∈ L1(R),
2. q(x)→ 0 cuando |x| → ∞.

Como se ha mencionado en [3, 85] el estudio de la ENLS (2.3), bajo la transformada
no lineal de Fourier, se reduce al estudio del sistema de Zakharov-Shabat, el cual es
de la forma

vx =
(
−iλ q(x)
−q∗(x) iλ

)
v. (2.23)

Defina el sistema de Z-S en términos de un operador P ;

vx = P (λ, q)v =
(
−iλ q(x)
−q∗(x) iλ

)
v.

Sea H un espacio vectorial de tal manera que para todo v ∈ H, v =
(
v1
v2

)
es una

solución del sistema de Z-S (2.23). Defina el producto interno (o Wronskiano)

〈v(x), w(x)〉s = v1(x)w2(x)− v2(x)w1(x),

como la forma simpléctica bilinearH×H 7→ C considerada en [85]. Defina el adjunto
de un vector como

ṽ(x) =
(
v∗2(x)
−v∗1(x)

)
.
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Recordando que la función potencial q(x) es de tal manera que q ∈ L1(R) y q(x)→ 0
cuando |x| → ∞ se tiene que las condiciones de frontera acotadas en la mitad
superior del plano complejo C+ = {λ ∈ C : =(λ) > 0}, sean

ψ(x, λ) ∼=
(

0
1

)
eiλx, x→ +∞ (2.24)

φ(x, λ) ∼=
(

1
0

)
e−iλx, x→ −∞. (2.25)

Las cuales garantizan soluciones exponencialmente pequeñas, únicas excepto por los
múltiplos constantes en ±∞ para =(λ) > 0. Es posible resolver el sistema de Z-S
para λ∗ bajo las condiciones de frontera adjuntas acotadas en la mitad inferior del
plano complejo C− = {λ ∈ C : =(λ) < 0} las cuales son

ψ(x, λ∗) ∼=
(

0
1

)
eiλ
∗x, x→ +∞

φ(x, λ∗) ∼=
(
−1
0

)
e−iλ

∗x, x→ −∞.

Estas condiciones de frontera dan origen a dos funciones vectoriales ψ̃(x, λ∗) y
φ̃(x, λ∗). De acuerdo a [85] las funciones vectoriales ψ̃(x, λ∗) y ψ̃(x, λ∗) son elementos
de Eλ.

Definición 7. Los cuatro vectores ψ(x, λ), φ(x, λ), ψ̃(x, λ∗) y φ̃(x, λ∗), todos ele-
mentos de Eλ, son llamados eigenvectores canónicos.

Lema 8. Según [3, 85], los eigenvectores canónicos satisfacen:

1.
〈
ψ̃(x, λ∗), ψ(x, λ)

〉
s

=
〈
φ̃(x, λ∗), φ(x, λ)

〉
s

= 1.

2. Los elementos de los conjuntos
{
ψ̃(x, λ∗), ψ(x, λ)

}
,
{
φ̃(x, λ∗), φ(x, λ)

}
son li-

nealmente independientes y presentan bases en Eλ.

Definición 9. Eligiendo ψ̃(x, λ∗) y ψ(x, λ) como una base para el eigenespacio, es
posible proyectar φ(x, λ) y φ̃(x, λ∗) en esta base para obtener

φ(x, λ) = a(λ)ψ̃(x, λ∗) + b(λ)ψ(x, λ), (2.26)
φ̃(x, λ) = b∗(λ∗)ψ̃(x, λ∗)− a∗(λ∗)ψ(x, λ), (2.27)

donde a(λ) y b(λ) son llamados coeficientes espectrales (vea [3, 5, 6]) o coeficientes
no lineales de Fourier (vea [85]), estos coeficientes espectrales también se pueden
calcular por medio de los límites

a(λ) = ĺım
x→∞

φ1(x)eiλx (2.28)

b(λ) = ĺım
x→∞

φ2(x)e−iλx. (2.29)
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Definición 10. [3, 77, 85] (Transformada no lineal de Fourier ) Sea q(x) una función
suficientemente suave que satisface las propiedades

1. q ∈ L1(R).
2. q(x)→ 0 cuando |x| → ∞.

La transformada no lineal de Fourier de q(t) consiste en las funciones espectrales
continua y discreta q̂(λ) : R→ C y q̃(λj),

q̃(λj) = b(λj)
aλ(λj)

j = 1, 2, . . . , N, (2.30)

q̂(λ) = b(λ)
a(λ) , (2.31)

donde aλ representa la derivada con respecto a λ, las constantes λj ∈ C : j =
1, 2, ..., N son llamadas espectro discreto y son de tal manera que ∀λj, a(λj) = 0.

La transformada no lineal de Fourier discreta está relacionada con la existencia
de soluciones con forma de solitón de la ENLS [85]. Los solitones son pulsos que
conservan su forma durante la propagación y pueden ser vistos como un sistema
de eigenfunciones. Una onda arbitraria puede ser vista como una combinación de
solitones asociados con el espectro no lineal discreto y una componente no solitónica
(de radiación), asociada con el espectro no lineal continuo.

Definición 11. (Matriz de dispersión) Considere los cuatro eigenvectores canónicos
en +∞, esto es,{

φ(+∞, λ), φ̃(+∞, λ∗), ψ(+∞, λ), ψ̃(+∞, λ∗)
}
.

Es posible proyectar φ(+∞, λ) y φ̃(+∞, λ∗) en la base ψ(+∞, λ) y ψ̃(+∞, λ∗) de
acuerdo con (2.26), (2.27) para obtener[

φ(+∞, λ), φ̃(+∞, λ∗)
]

=
[
ψ(+∞, λ), ψ̃(+∞, λ∗)

]
S,

donde

S =
(

a(λ) b∗(λ∗)
b(λ) −a∗(λ∗)

)
.

La matriz S es conocida como la matriz de dispersión y contiene los coeficientes no
lineales de Fourier [3, 85].

La matriz de dispersión es una función de q(x) y contiene toda la información acerca
de la dispersión de (2.23) desde x = −∞ hasta x = +∞. La información en x = +∞
es completa en el sentido de que en este punto es posible reconstruir la solución
general de la ENLS q(x, z) completamente, para mayor detalle vea [3, 75, 85].
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3 Series de potencias del parámetro
espectral para haces polinomiales
de operadores de Sturm-Liouville

En este capítulo se presenta una adaptación del método SPPS para poder resolver los
haces polinomiales de operadores de Sturm-Liouville así como también se presenta
la técnica de desplazamiento espectral para los haces polinomiales de operadores de
Sturm-Liouville.
Ecuaciones de la forma

(pu′)′ + qu = u
N∑
k=1

λkrk (3.1)

surgen en diversas aplicaciones y han sido estudiadas en numerosas publicaciones
donde algunas veces han sido llamadas ecuaciones de tipo Schrödinger con un po-
tencial polinomial dependiente de la energía [64, 66], ecuaciones de Schrödinger
con un potencial dependiente de la energía [62], operadores de Schrödinger con po-
tenciales dependientes de la energía [59], ecuaciones de Klein-Gordon s-onda [9],
ecuaciones de Sturm-Liouville dependientes de la energía [69], haz de operadores de
Sturm-Liouville [8, 83], haz polinomial de ecuaciones de Sturm-Liouville [4] o haz
de operadores de Sturm-Liouville [65]. En esta sección p, q y rk, k = 1, . . . , N son
funciones complejo-valuadas dependientes de la variable real x y el número comple-
jo λ representa al parámetro espectral. Se formularán posteriormente condiciones
adicionales para los coeficientes de la ecuación (3.1).
En este capítulo se obtiene una representación en forma de series de potencias del
parámetro espectral (SPPS) para las soluciones de (3.1). Este resultado generaliza
los resultados para la ecuación de Sturm-Liouville

(pu′)′ + qu = λru, (3.2)

este método se considera con mayor detalle en la Sección 2.1, también se pueden
consultar las referencias [46, 47, 49].
La solución general de (3.1) se representa en la forma de series de potencias en
términos del parámetro espectral λ. Los coeficientes de las series son calculados
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Series de potencias del parámetro espectral para haces polinomiales de operadores
de Sturm-Liouville

como integrales recursivas en términos de una solución particular de la ecuación

(pu′0)′ + qu0 = 0. (3.3)

Más aun, para construir la solución particular u0 se puede usar el mismo enfoque
del método SPPS así como se explica en [47, 49].
Tal como se mostró en una serie de publicaciones recientes, la representación SPPS
proporciona un método eficiente y preciso para resolver problemas de valor inicial,
valores en la frontera y espectrales (vea [13], [14], [24], [32], [35], [33], [36], [37],
[46], [47], [49], [55], [70]). En este capítulo se demuestra esta característica en una
aplicación a la ecuación (3.1). La ventaja principal del enfoque del método SPPS
aplicado a problemas espectrales consiste en la posibilidad de escribir una ecuación
característica (o ecuación de dispersión) de un problema de manera explícita Φ(λ) =
0, donde la función Φ es analítica con respecto a λ debido a que la representación
SPPS de la función Φ está dada en forma de serie de Taylor cuyos coeficientes se
pueden calcular en términos de la solución particular de (3.3). Para la aplicación
numérica una suma parcial de la serie de Taylor ΦM es calculada y la solución
aproximada del problema espectral se reduce al problema de encontrar ceros de
un polinomio ΦM(λ). La precisión de este enfoque depende en que tan pequeña
es la diferencia |Φ− ΦM | para lo cual se presentan estimados y adicionalmente se
muestra que debido al teorema de Rouché una buena aproximación de Φ por ΦM

en un dominio Ω ⊂ C garantiza que ninguna raíz de ΦM que correspondería a
un eigenvalor espurio pudiera aparecer en Ω como un resultado de la truncación
de la serie de potencias del parámetro espectral. Esto es, en un dominio Ω donde
máx |Φ− ΦM | es suficiente pequeño todas las raíces de ΦM aproximan eigenvalores
genuinos del problema espectral. Se muestra que para localizar los eigenvalores y
para estimar su localización en un dominio complejo se puede emplear el principio
del argumento.
El sistema de Zakharov-Shabat es uno de los modelos físicos que puede ser reducido
a una ecuación de la forma (3.1). Como se ha mostrado en la Sección 8.1, cuando
el potencial en el sistema de Zakharov-Shabat es real-valuado la situación es mucho
mas simple en el sentido de que el sistema se reduce a una ecuación de tipo (3.2) y en
ese caso la representación SPPS de su solución se obtiene en la Sección 9.1.2 y se usa
para resolver problemas espectrales (vea [55]). Sin embargo cuando el potencial es
complejo-valuado tal reducción es en general imposible y una ecuación de la forma
(3.1) con N = 2 surge de manera natural. Se obtiene una representación SPPS
para las soluciones de tal sistema general de Zakharov-Shabat así como una forma
analítica para la ecuación de dispersión del problema espectral correspondiente en el
caso de un potencial de soporte compacto. La implementación numérica del método
junto con el principio del argumento es ilustrado en un par de problemas de prueba.
Se muestra que el sistema de Dirac de una dimensión puede ser estudiado de una
manera similar.
Otro modelo físico que se reduce a una ecuación de la forma (3.1) nuevamente con
N = 2, el cual se considera a detalle en la Sección 4.1, corresponde al de una cuerda
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amortiguada [7, 30, 42]. Se obtiene una forma analítica de la ecuación de dispersión
del problema espectral correspondiente y se ilustra la aplicación del método SPPS
con varios ejemplos numéricos.

3.1. Representación SPPS para las soluciones de
una ecuación de Sturm-Liouville en haz

En esta sección se obtiene y se demuestra una representación SPPS para la solución
general de (3.1).

Teorema 12. Suponga que en un segmento finito [a, b] la ecuación

(pu′0)′ + qu0 = 0

posee una solución particular u0(x) que no se anula en el intervalo de interés [a, b],
de tal forma que las funciones u2

0rk, k = 1, . . . , N y 1
u2

0p
son continuas en [a, b].

Entonces la solución general de la ecuación

(pu′)′ + qu = u
N∑
k=1

λkrk (3.4)

tiene la forma u = c1u1 + c2u2, donde c1 y c2 son constantes complejas arbitrarias,

u1 = u0

∞∑
n=0

λnX̃(2n) y u2 = u0

∞∑
n=0

λnX(2n+1) (3.5)

con X̃(n) y X(n) siendo definidas por las relaciones recursivas

X̃(n) ≡ X(n) ≡ 0 para n < 0,
X̃(0) ≡ X(0) ≡ 1,

y

X̃(n) (x) =


´ x
x0
u2

0 (y)∑N
k=1 X̃

(n−2k+1) (y) rk (y) dy n-impar´ x
x0
X̃(n−1) (y) 1

u2
0(y)p(y)dy n-par,

(3.6)

X(n) (x) =


´ x
x0
X(n−1) (y) 1

u2
0(y)p(y)dy n-impar´ x

x0
u2

0 (y)∑N
k=1X

(n−2k+1) (y) rk (y) dy n-par,
(3.7)

donde x0 es un punto arbitrario de [a, b] de tal manera que p(x0) 6= 0. Ambas series
en (3.5) convergen uniformemente en [a, b].
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Demostración. Se prueba primero que u1 y u2 son en efecto soluciones de (3.4)
siempre que la aplicación del operador L = d

dx
p d
dx

+ q tenga sentido. Si u0 es una
solución de Lu0 = 0 que no se anula, entonces el operador L = d

dx
p d
dx

+ q admite
una factorización de Pólya L = 1

u0
∂pu2

0∂
1
u0
. La aplicación de L a u1 empleando (3.6)

resulta en

Lu1 = 1
u0
∂pu2

0∂
∞∑
k=0

λkX̃(2k) = 1
u0

∞∑
k=1

λk∂X̃(2k−1)

= 1
u0

∞∑
k=1

λk
N∑
n=1

X̃(2(k−n))u2
0rn =

N∑
n=1

rnu0

∞∑
k=1

λkX̃(2(k−n))

=
N∑
n=1

rnu0

∞∑
k=n

λkX̃(2(k−n)) =
N∑
n=1

rnu0

∞∑
k=0

λk+nX̃(2k)

=
N∑
n=1

rnλ
nu0

∞∑
k=0

λkX̃(2k) = u1

N∑
n=1

λnrn.

De manera similar, la aplicación de L a u2 muestra que u2 satisface (3.4).

Para dar sentido a esta cadena de igualdades es suficiente probar la convergencia
uniforme de las series involucradas en u1 y u2 así como la convergencia uniforme de
las series obtenidas de una diferenciación término por término de u1

u0
y u2

u0
. Primero,

se prueba la convergencia uniforme de las series involucradas en u1. Esto se puede
lograr con la ayuda de la prueba M de Weierstrass.

Se prueba por inducción que para n ≥ 0 la desigualdad

∣∣∣X̃(2n)(x)
∣∣∣ ≤ n−[ nN ]∑

k=0

(
n

k

)
(m |x− x0|)2(n−k)

(2 (n− k))! (3.8)

es válida, donde m denota el máximo de las funciones |u2
0(x)rk(x)|, k = 1, . . . , N y∣∣∣ 1

u2
0(x)p(x)

∣∣∣ en [a, b]. Para n = 0, |X̃(0)| = 1, y entonces (3.8) se cumple. Para el paso
inductivo se asume que (3.8) se cumple para algún n y se prueba que para n+ 1 la
desigualdad

∣∣∣X̃(2(n+1))(x)
∣∣∣ ≤ n+1−[n+1

N ]∑
k=0

(
n+ 1
k

)
(m |x− x0|)2(n+1−k)

(2 (n+ 1− k))! (3.9)

se cumple. Suponga que x0 ≤ x (el caso opuesto es similar), recordando la definición
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de m y (3.6) se tiene

∣∣∣X̃(2(n+1))(x)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
xˆ

x0

X̃(2n+1) (y) 1
u2

0 (y) p (y)dy

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ m

xˆ
x0

∣∣∣X̃(2n+1) (y)
∣∣∣ dy

≤ m

xˆ
x0

yˆ
x0

N∑
j=1

∣∣∣X̃(2(n−j+1)) (z)u2
0 (z) rj (z)

∣∣∣ dzdy
≤ m2

xˆ
x0

yˆ
x0

N∑
j=1

∣∣∣X̃(2(n−j+1)) (z)
∣∣∣ dzdy

= m2
xˆ

x0

yˆ
x0

mı́n{n+1,N}∑
j=1

∣∣∣X̃(2(n−j+1)) (z)
∣∣∣ dzdy.

Aplicando (3.8) se obtiene

∣∣∣X̃(2(n+1))(x)
∣∣∣ ≤ m2

xˆ
x0

yˆ
x0

mı́n{n+1,N}∑
j=1

n−j+1−[n−j+1
N ]∑

k=0

(
n− j + 1

k

)
(m |z − x0|)2(n−j−k+1)

(2 (n− j − k + 1))! dzdy

=
mı́n{n+1,N}∑

j=1

n−j+1−[n−j+1
N ]∑

k=0

(
n−j+1
k

)
m2(n−j−k+2)

(2 (n− j − k + 1))!

xˆ
x0

yˆ
x0

|z − x0|2(n−j−k+1) dzdy

=
mı́n{n+1,N}∑

j=1

n−j+1−[n−j+1
N ]∑

k=0

(
n− j + 1

k

)
(m |x− x0|)2(n−j−k+2)

(2 (n− j − k + 2))! .

Es sencillo ver de 1 ≤ j ≤ mı́n{n+ 1, N} y 0 ≤ k ≤ n− j + 1−
[
n−j+1
N

]
que

0 ≤ k + j − 1 ≤ n+ 1−
[
n+ 1
N

]
.

Se ordenan los términos con respecto a l = k + j − 1,

mı́n{n+1,N}∑
j=1

n−j+1−[n−j+1
N ]∑

k=0

(
n− j + 1

k

)
(m |x− x0|)2(n−j−k+2)

(2 (n− j − k + 2))!

=
n+1−[n+1

N ]∑
l=0

mı́n{N,n+1,l+1}∑
j=1

(
n− (j − 1)
l − (j − 1)

)
(m |x− x0|)2(n+1−l)

(2 (n+ 1− l))!

≤
n+1−[n+1

N ]∑
l=0

(m |x− x0|)2(n+1−l)

(2 (n+ 1− l))!

l∑
j=0

(
n− j
l − j

)
.

Usando la relación de combinatoria bien conocida(
n+ 1
l

)
=

l∑
j=0

(
n− j
l − j

)
para l < n+ 1
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se obtiene
n+1−[n+1

N ]∑
l=0

(m |x− x0|)2(n+1−l)

(2 (n+ 1− l))!

l∑
j=0

(
n− j
l − j

)
=

n+1−[n+1
N ]∑

l=0

(m |x− x0|)2(n+1−l)

(2 (n+ 1− l))!

(
n+ 1
l

)
,

lo cual prueba por inducción la desigualdad (3.9) y el estimado (3.8) para cualquier
entero n ≥ 0.
Después se prueba que la serie ∑∞n=0 λ

nX̃(2n) converge uniformemente en [a, b]. Se
tiene que para n ≥ 0

∣∣∣X̃(2n)(x)
∣∣∣ ≤ n−[ nN ]∑

k=0

(
n

k

)
(m |x− x0|)2(n−k)

(2 (n− k))! ≤
n−[ nN ]∑
k=0

(
n

k

)
(m (b− a))2(n−k)(

2
[
n
N

])
!

≤ 1(
2
[
n
N

])
!

n∑
k=0

(
n

k

)
(m (b− a))2(n−k) 1k =

(
(m (b− a))2 + 1

)n(
2
[
n
N

])
!

.

Por lo tanto
∞∑
n=0
|λ|n

∣∣∣X̃(2n)
∣∣∣ ≤ ∞∑

n=0
|λ|n

(
(m (b− a))2 + 1

)n(
2
[
n
N

])
!

,

y agrupando términos con respecto a n1 = [ n
N

] se obtiene

∞∑
n=0
|λ|n

∣∣∣X̃(2n)
∣∣∣ ≤ ∞∑

n1=0
|λ|n1N

(
(m (b− a))2 + 1

)n1N

(2n1)!

N−1∑
k=0
|λ|k

(
(m (b− a))2 + 1

)k
.

Considerando la notación M = |λ|
(
(m (b− a))2 + 1

)
se obtiene

∞∑
n=0
|λ|n

∣∣∣X̃(2n)
∣∣∣ ≤ N−1∑

k=0
Mk

∞∑
n1=0

Mn1N

(2n1)! =
N−1∑
k=0

Mk coshMN/2.

Entonces, por el criterio M de Weierstrass las series ∑∞n=0 λ
nX̃(2n) convergen unifor-

memente en [a, b].
La demostración para la convergencia uniforme de la función u2 y las derivadas(
u1
u0

)′
= 1

u0p

∑∞
n=0 λ

n+1X̃(2n+1) y
(
u2
u0

)′
= 1

u0p

∑∞
n=0 λ

nX(2n) es similar.
El último paso es verificar que el Wronskiano de u1 y u2 es diferente de cero en
al menos un punto (lo cual necesariamente implica la independencia linear de u1 y
u2 en el segmento entero [a, b]). Es fácil ver por definición que todos los X̃(n)(x0) y
X(n)(x0) se anulan excepto X̃(0)(x0) = X(0)(x0) = 1. Entonces

u1 (x0) = u0 (x0) , u′1 (x0) = u′0 (x0) , (3.10)

u2 (x0) = 0, u′2 (x0) = 1
u0 (x0) p (x0) , (3.11)

y entonces el Wronskiano de u1 y u2 en el punto x0 es 1
p(x0) 6= 0.
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Observación 13. La solución particular u0 la cual en general puede ser complejo-
valuada también puede construirse por medio del método SPPS (vea [47, 49]).

Observación 14. Cuando N = 1 el resultado del Teorema 12 se reduce a la repre-
sentación SPPS presentada en [47, 49], esta representación sirve para construir las
soluciones de una ecuación de Sturm-Liouville clásica.

Ejemplo 15. Considere la ecuación diferencial

y′′ = y(λ+ 2λ2)

en el segmento [0, 1] con las condiciones iniciales

y (0) = 1 y y′ (0) = 0. (3.12)

La única solución de este problema es y(x) = cosh
(
x
√
λ+ 2λ2

)
. Esta es una ecua-

ción de la forma de (3.4) con p = 1, q = 0 y rk = k, k = 1, 2. Considere su
solución en términos de la representación SPPS del Teorema 12. Tomando x0 = 0 y
u0 ≡ 1 como una solución particular de la ecuación diferencial y′′ = 0, se calculan
las funciones X̃(2n) con n = 1, 2, 3 para encontrar los primeros términos de las series
u1 = u0

∑∞
k=0 λ

kX̃(2k),

n X̃(2n)

1 x2

2
2 x2 + x4

24
3 x4

6 + x6

720... ...

Así, los primeros cuatro términos de la representación SPPS de u1 son

u1(x) = 1 + x2

2 λ+
(
x2 + x4

24

)
λ2 +

(
x4

6 + x6

720

)
λ3 + · · · . (3.13)

Note que debido a las condiciones iniciales (3.10) la solución u1 satisface (3.12) y
entonces debe coincidir con y(x) = cosh

(
x
√
λ+ 2λ2

)
. En efecto, el cálculo de los

primeros cuatro términos de la serie de Taylor de la solución exacta y(x) con respecto
al parámetro espectral λ y x0 = 0 resulta nuevamente en la serie (3.13).

3.2. Técnica del desplazamiento espectral

El procedimiento para construir soluciones de la ecuación (3.4) descrito en el Teo-
rema 12 funciona cuando se conoce analíticamente o numéricamente una solución
particular u0 de (3.4) con λ = 0. En [49] se mencionó que para la ecuación (3.2) es
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también posible construir la representación SPPS de una solución general partiendo
de una solución particular para algún λ = λ0 que no se anula en el dominio de inte-
rés. Tal procedimiento es llamado técnica del desplazamiento espectral y su utilidad
ya ha sido probada para aplicaciones numéricas en [15, 32, 49].
En esta sección se muestra que la técnica del desplazamiento espectral también puede
ser aplicada a la ecuación (3.4): Sea λ0 un número complejo fijo (no necesariamente
un eigenvalor). Suponga que en el intervalo finito [a, b] una solución u0 que no se
anula de la ecuación

(pu′0)′ + qu0 = u0

N∑
k=1

λk0rk (3.14)

es conocida, de tal manera que las funciones u2
0rk, k = 1, . . . , N y 1

u2
0p

son continuas
en [a, b]. Sea λ = λ0 + Λ entonces el lado derecho de la igualdad (3.4) se puede
escribir de la manera

u
N∑
k=1

(λ0 + Λ)k rk = u
N∑
k=1

rk
k∑
`=0

(
k

`

)
λ`0Λk−`

= u
N∑
k=1

rkλ
k
0 + u

N∑
k=1

Λk
N−k∑
`=0

(
k + `

`

)
λ`0rk+`.

Debido a esta identidad, la ecuación (3.4) con λ = λ0 + Λ es transformada nueva-
mente en una ecuación de la forma (3.4):

L0u = u
N∑
k=1

Λk
N−k∑
`=0

(
k + `

`

)
λ`0rk+`, (3.15)

donde

L0u = (pu′)′ + u

(
q −

N∑
k=1

rkλ
k
0

)
.

Ahora el procedimiento descrito en el Teorema 12 se puede aplicar a la ecuación
(3.15). Considerando la solución particular u0 de (3.14) y las funciones

r̃k =
N−k∑
`=0

(
k + `

`

)
λ`0rk+`,

se puede construir el sistema de integrales recursivas X(n) y X̃(n) mediante la apli-
cación de (3.6) y (3.7) a las funciones u0 y r̃k. Entonces la solución general de la
ecuación (3.4) tiene la forma u = c1u1 + c2u2 donde c1 y c2 son constantes complejas
arbitrarias y

u1 = u0

∞∑
n=0

(λ− λ0)n X̃(2n) y u2 = u0

∞∑
n=0

(λ− λ0)nX(2n+1).
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4 Problema espectral para la
ecuación de movimiento de una
cuerda suave con fricción
distribuida

En la Sección 3.1 se muestra un método para resolver ecuaciones de Sturm-Liouville
en haz. Con el objetivo de explorar las propiedades y características de este método
en esta sección se muestra la aplicación del método SPPS modificado al problema es-
pectral para la ecuación de movimiento de una cuerda suave con fricción distribuida.
También se hace una descripción de algunas cualidades del método numérico.

4.1. Representación de la solución por medio del
método SPPS

La ecuación para el desplazamiento transversal u(x, t) de una cuerda en un medio
absorbente no homogéneo (vea, por ejemplo, [7, 30, 42]) el cual se extiende en la
dirección x desde x = 0 a x = l con los parámetros característicos c(x) > 0, b(x) > 0
y la característica de absorción Γ(x), tiene la forma

∂

∂x

(
c(x)∂u

∂x

)
− b(x)∂

2u

∂t2
− Γ(x)∂u

∂t
= 0. (4.1)

La siguiente condición expresa la hipótesis de que el medio es totalmente reflejante
en z = 0:

u(0, t) = 0. (4.2)

Para una onda de frecuencia λ, esto es, para u(x, t) = y(λ, x)e−iλt, las ecuaciones
(4.1) y (4.2) toman la forma

∂

∂x

(
c(x)∂y

∂x

)
+ λ2b(x)y + iλΓ(x)y = 0,

y(λ, 0) = 0.
(4.3)
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La ecuación en (4.3) es de la forma (3.4), esto es, una ecuación de Sturm-Liouville en
haz. Para los ejemplos numéricos se considera c ≡ 1, y la absorción iΓ(x) =: 2a(x),
esto es,

y′′ = 2a(x)λy + b(x)λ2y (4.4)

con las condiciones de frontera

y(0) = y(1) = 0. (4.5)

Se fijan x0 = 0 y u0 = 1 para el método SPPS modificado del Teorema 12. De-
bido a las condiciones de frontera (4.5) se tiene que c1 = 0. Entonces la ecuación
característica del problema (4.4), (4.5) es de la forma

∞∑
n=0

λnX(2n+1)(1) = 0,

y por lo tanto el problema se reduce a localizar los ceros del polinomio

ΦM (λ) =
M∑
n=0

λnX(2n+1)(1) (4.6)

el cual aproxima la función característica.

4.2. Análisis del desempeño del método numérico

La ecuación (4.4) es un haz cuadrático de Sturm-Liouville con p = 1, q = 0, r1 = 2a
y r2 = b. En el siguiente ejemplo numérico las integrales recursivas X(n) y X̃(n)

se calculan usando la fórmula de integración de Newton-Cottes de seis puntos del
séptimo orden. En cada paso para la integración (si no se especifica de manera
explícita) se tomaron 100000 puntos de muestra equidistantes en el segmento [0, 1].

Ejemplo 16. Considere la ecuación (4.4) con a = 1 y b = 1. Este es el caso de
una cuerda vibrando con una amortiguación constante. La ecuación característica
exacta [18] es de la forma λ2 + 2λ = −n2π2, esto es,

λ±n = −1±
√

1− n2π2, n = 1, 2, . . . .

La aproximación de las raíces del polinomio (4.6) por medio de la rutina roots de
MATLAB, con la aritmética de precisión de máquina y M = 100 entrega los resul-
tados presentados en la segunda columna de la Cuadro 4.1. El mismo procedimiento
pero con la precisión de 256 dígitos en Mathematica entrega los resultados presenta-
dos en la tercer columna de la Cuadro 4.1. Tal como se puede apreciar, los primeros
eigenvalores son calculados con una precisión considerablemente mejor mientras que
la precisión de los eigenvalores calculados mas altos no cambia significativamente.

40



4.2 Análisis del desempeño del método numérico

Eigenvalor
Error Abs.

prec. de máquina

Error Abs.

256 digit. de prec.

(M = 100)

Error Abs.

256 digit. de prec.

(M = 200)

Error Abs.

precisión de maquina con

desplazamiento espectral

(M = 100)

λ±1 1.3 · 10−12 1.4 · 10−29 1.4 · 10−29 6.2 · 10−13

λ±2 1.8 · 10−13 1.8 · 10−27 1.8 · 10−27 3.0 · 10−13

λ±3 3.9 · 10−13 3.0 · 10−26 3.0 · 10−26 4.0 · 10−14

λ±4 4.5 · 10−12 2.3 · 10−25 2.3 · 10−25 4.1 · 10−13

λ±5 1.7 · 10−10 1.1 · 10−24 1.1 · 10−24 1.6 · 10−13

λ±6 3.7 · 10−9 3.8 · 10−24 3.8 · 10−24 2.1 · 10−13

λ±7 3.6 · 10−8 1.1 · 10−23 1.1 · 10−23 2.5 · 10−13

λ±8 3.3 · 10−7 2.5 · 10−20 2.9 · 10−23 2.6 · 10−13

λ±9 1.9 · 10−5 4.5 · 10−15 6.6 · 10−23 1.8 · 10−13

λ±10 4 · 10−4 2.3 · 10−10 1.4 · 10−22 2.4 · 10−13

λ±11 4 · 10−3 4.2 · 10−6 2.7 · 10−22 3.0 · 10−13

λ±12 3.1 · 10−2 3.6 · 10−2 4.9 · 10−22 3.0 · 10−13

λ±13 1.5 1.9 8.6 · 10−22 1.8 · 10−13

λ±15 2.3 · 10−21 1.2 · 10−13

λ±20 2.4 · 10−17 7.1 · 10−14

λ±25 2.9 1.6 · 10−13

λ±35 9.0 · 10−13

λ±50 1.9 · 10−11

λ±70 7.8 · 10−10

λ±100 4.0 · 10−7

Cuadro 4.1: Errores de los eigenvalores del ejemplo 16.

Duplicando el número de potencias formales empleadas el método entrega el doble
de eigenvalores preservando la precisión de los primeros eigenvalores y mejorando la
precisión de los próximos.
Esto muestra que el uso de la aritmética con precisión arbitraria permite aproximar
de manera mas precisa las potencias formales lo cual deriva en una mejor precisión
en los primeros eigenvalores y también permite encontrar varios eigenvalores adicio-
nales. Mientras tanto la técnica del desplazamiento espectral descrita en la Sección
3.2 permite mejorar la precisión de los eigenvalores obtenidos así como calcular ei-
genvalores de orden mas alto incluso usando únicamente una aritmética de precisión
de máquina.
Se emplean los valores λ̃n = −1− (0.1 + 3i)n para los desplazamientos espectrales,
en cada paso se calcularon 201 potencias formales, es decir, se toma M = 100 en
(4.6) y se evalúa la nueva solución particular en términos de esas potencias forma-
les y la representación SPPS. Las raíces de (4.6) mas cercanas al desplazamiento
espectral actual fueron guardadas como eigenvalores aproximados. Los resultados
obtenidos con el procedimiento del desplazamiento espectral son presentados en la
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Figura 4.1: Las gráficas de los errores absolutos (arriba) y relativos (abajo) de
los eigenvalores del Ejemplo 16 calculados por medio del método SPPS usando
diferente número de puntos para calcular las integrales recursivas. El eje de las
abscisas corresponde al número ordinal de los eigenvalores.

quinta columna de la Tabla 4.1. Los eigenvalores fueron calculados usando preci-
sión de máquina. Se puede apreciar una mejora significativa en la precisión y en el
número de eigenvalores encontrados.

Se verificó la dependencia de los errores de los eigenvalores en el número N de puntos
usados para el cálculo de las integrales recursivas. Las gráficas del error absoluto y
relativo de los eigenvalores para diferentes valores de N se obtuvieron usando la
técnica del desplazamiento espectral descrita en la Sección 3.2 y se presentan en
la Figura 4.1. El incremento del valor de N a 100000 conduce a una mejora de
la precisión de los eigenvalores, mientras tanto un incremento adicional de N no lo
cambia significativamente. El crecimiento lento del error para N = 100000 se debe a
la distancia creciente entre los valores de λ̃n usado para el desplazamiento espectral
y los eigenvalores. El crecimiento rápido del error observado partiendo de algún
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4.2 Análisis del desempeño del método numérico

índice de un eigenvalor particular para los valores mas pequeños de N se pueden
explicar recordando que eigenfunciones del indice mas alto así como las soluciones
para valores cercanos del parámetro espectral son altamente oscilatorios, esto es,
tienen derivadas grandes y se toma en cuenta la fórmula para el error de la regla de
integración de Newton-Cottes (vea [19, S2.4 y (2.5.26)]).

En el siguiente ejemplo se presenta un problema con coeficientes variables y se ilustra
la dependencia de la precisión de los eigenvalores aproximados en el parámetro de
truncamiento M en (4.6).

Ejemplo 17. Considere la ecuación (4.4) con a = x2 y b = 1. La ecuación caracte-
rística exacta para este problema es

2
λ

3
2

2
√

2 Γ
(1

8
(
6 +
√

2λ 3
2
))

D 1
4

(
−2−

√
2λ

3
2
) (2 3

4λ
1
4
)

− Γ
(1

8
(
6−
√

2λ 3
2
))

D 1
4

(
−2+

√
2λ

3
2
) (2 3

4 iλ
1
4
)

= 0,
(4.7)

donde D es la función parabólica del cilindro. Para comparar los resultados numéricos
obtenidos por medio del método SPPS con los eigenvalores exactos, el comando de
Wolfram Mathematica FindRoot fue empleado para calcular las raíces de (4.7).
En la Figura 4.2 se presentan las gráficas de los errores absolutos de los eigenva-
lores calculados usando diferentes valores de M . Todos los cálculos fueron hechos
en MATLAB usando precisión de máquina, se usaron 100000 puntos para evaluar
las integrales recursivas y se aplicó la técnica del desplazamiento espectral con los
desplazamientos espectrales λn = −1− 4πni, n ≤ 30. Tal como se puede ver en los
gráficos presentados, el parámetro de truncamiento M en (4.6) afecta fuertemente
la precisión después del primer desplazamiento espectral, mientras tanto para los
desplazamientos espectrales subsecuentes la precisión es preservada. Empezando de
algún valor particular de M la precisión de los eigenvalores casi no cambia, hay
una pequeña diferencia entre M = 40 y M = 50 y ninguna diferencia visible para
M = 60 (no se incluyeron los errores para M = 60 en los gráficos por esta razón).
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Figura 4.2: Errores absolutos de los eigenvalores del Ejemplo 17 calculados por
medio del método SPPS usando distintas cantidades de potencias formales. El eje
de las abscisas corresponde al número ordinal del eigenvalor.
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5 Sistema de Zakharov-Shabat con
un potencial complejo-valuado

Como se muestra en la introducción de este trabajo y en las referencias [3, 85], el
método de la transformada de dispersión inversa reduce el estudio de la ecuación
no lineal de Schrödinger al análisis espectral del sistema de Zakharov-Shabat (2.13).
En el presente capítulo se reduce la ecuación de Zakharov-Shabat con un potencial
complejo-valuado a una ecuación de Sturm-Liouville en haz. Se muestra como cons-
truir la solución del sistema de Zakharov-Shabat en términos de soluciones de las
ecuaciones de Sturm-Liouville en haz. Del mismo modo se muestra como construir
los coeficientes espectrales y la transformada no lineal de Fourier continua y discreta
en términos de las soluciones de las ecuaciones de Sturm-Liouville en haz.

5.1. Una relación entre el sistema de
Zakharov-Shabat generalizado y una ecuación
de Sturm-Liouville en haz

Como ya se mencionó en la Sección 2.2.5, el sistema de Zakharov-Shabat surge en el
método de la transformada de dispersión inversa cuando se integra la ENLS, (para
mas detalles vea [3, 22, 29, 35, 55, 79, 82, 89]). En esta sección se considera el sistema
generalizado de Zakharov-Shabat, también llamado algunas veces como sistema de
Dirac monodimensional [35] el cual es de la forma

v′1 = λv1 + qv2 (5.1)
v′2 = −λv2 − pv1, (5.2)

donde v1 y v2 son funciones complejo-valuadas desconocidas de la variable indepen-
diente x, λ ∈ C es una constante, p : R→ C y q : R→ C son funciones complejo-
valuadas, diferenciables y que no se anulan.
La diferencia con el caso considerado en el capítulo anterior es que se considera un
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado, esto es cuando el
potencial q que aparece en la primera componente del sistema de Zakharov-Shabat
(5.5) aparece conjugado en el sentido complejo la segunda componente (5.6), mien-
tras que en el sistema de Zakharov-Shabat (5.1)-(5.2) es mas general en el sentido
de que la función q no depende de la función p.
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De (5.2) se tiene que

v1 = −1
p

(v′2 + λv2) . (5.3)

Sustituyendo esta expresión en (5.1) se obtiene una ecuación de la forma de Sturm-
Liouville en haz (3.4) de orden N = 2:(

1
p
v′2

)′
+ qv2 = λ

p′

p2v2 + λ2 1
p
v2. (5.4)

De manera análoga, factorizando v2 de (5.1) y sustituyéndolo en 5.2 se obtiene una
ecuación de la forma (3.4) con N = 2:(

1
p
v′1

)′
+ pv2 = λ

q′

q2v2 + λ2 1
q
v2.

Multiplicando el parámetro espectral λ por −i y considerando p = q∗ donde ∗
representa el conjugado complejo y el potencial q : R → C complejo-valuado uno
obtiene el sistema de Z-S clásico

v′1 = −iλv1 + qv2, (5.5)
v′2 = −q∗v1 + iλv2. (5.6)

Cuando el potencial q es diferenciable y no se anula es posible obtener la ecuación
de Sturm-Liouville en haz(

v′2
q∗

)′
+ qv2 = −λi(q

∗)′

(q∗)2 v2 − λ2 1
q∗
v2 (5.7)

Siguiendo el mismo proceso mostrado para sistema (5.1) y (5.2). De manera similar
despejando v2 de la ecuación (5.5) y sustituyendo en la ecuación (5.6) es posible
obtener la ecuación de Sturm-Liouville en haz(

v′1
q

)′
+ q∗v1 = iλ

q′

q2v1 − λ2 1
q
v1. (5.8)

Esta es una ecuación de la forma (3.4), es decir, una ecuación de Sturm-Liouville
con un haz de orden dos.
La solución general de (5.7) es

v2 = c1g1 + c2g2, (5.9)

donde g1 y g2 son soluciones linealmente independientes y c1, c2 son constantes com-
plejas. En la Sección 3 se muestra un método para obtener una representación de la
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5.2 Coeficientes espectrales, transformada continua y discreta de Fourier para el
sistema de Zakharov-Shabat con potencial complejo-valuado

solución de ecuaciones de Sturm-Liouville en haz, la implementación de este método
al sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado se considera en
la Sección 6.1.
En esta sección se obtiene la solución general de un sistema de Zakharov-Shabat con
un potencial complejo-valuado en términos de la solución general de una ecuación
de Sturm-Liouville en haz (5.9).
Teorema 18. La solución general del sistema de Z-S (5.5), (5.6) con un potencial
q complejo-valuado y que no se anula es

v1 = c1

q∗
(iλg1 − g′1) + c2

q∗
(iλg2 − g′2) , (5.10)

v2 = c1g1 + c2g2, (5.11)

donde g1 y g2 son soluciones linealmente independientes de (5.7) y c1, c2 son cons-
tantes complejas.

Demostración. Considere la solución general v2 de (5.7) dada por (5.9). Por medio
de la igualdad (5.3) (con p = q∗para el sistema de Z-S con un potencial complejo) se
obtiene la expresión para v1 de la forma (5.10). Para probar que v1 y v2 son soluciones
del sistema de Z-S considere la primer componente linealmente independiente de v2,
es decir, g1. Es suficiente probar para (5.5) que

iλ

(
g1

q∗

)′
−
(
−g′1
q∗

)′
= −iλiλg1 − g′1

q∗
+ qg2. (5.12)

De la igualdad (5.7) es fácil ver que(
g′1
q∗

)′
= −λi(q

∗)′
q∗

g1 − λ2 1
q∗
g1 − qg1,

sustituyendo
(
g′1
q∗

)′
en (5.12) se obtiene que g1 resuelve la ecuación. Para comprobar

que se satisface (5.6) el procedimiento es análogo.

5.2. Coeficientes espectrales, transformada continua
y discreta de Fourier para el sistema de
Zakharov-Shabat con potencial
complejo-valuado

Cuando se considera un potencial de soporte compacto q la condición de frontera
(2.25) se reduce a

~φ(−a, λ) =
(

1
0

)
eiλa. (5.13)
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Considere las siguientes condiciones iniciales para g1, g2 de la forma

g1(−a) = 1, g′1(−a) = h, (5.14)
g2(−a) = 0, g′2(−a) = 1. (5.15)

Bajo estas condiciones se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 19. La representación en términos de soluciones de ecuaciones de Sturm-
Liouville (5.9) para los coeficientes espectrales Fourier con un potencial complejo-
valuado q de soporte compacto que no se anula en [−a, a] es

a(λ) = −q∗(−a)
q∗(a) (iλg2(a)− g′2(a)) e2iλa (5.16)

b(λ) = −q∗(−a)g2(a).

Demostración. Se deduce de la condición de frontera (5.13) que los coeficientes c1 y
c2 de la solución general del sistema de Z-S (5.10) y (5.11) son

c1 = 0 (5.17)
c2 = −q∗(−a)eiλa. (5.18)

Con un potencial de soporte compacto las igualdades (2.28) y (2.29) para los coefi-
cientes no lineales de Fourier se reducen a

a(λ) = φ1(a)eiλa,
b(λ) = φ2(a)e−iλa,

donde φ1(a) y φ2(a) son equivalentes a las soluciones v1(a) y v2(a) de la forma (5.10),
5.11 con los coeficientes (5.17) y (5.18).

Observación 20. La igualdad (5.16) representa una función característica (o función
de dispersión) para el problema espectral del sistema de Z-S ya que los ceros de esta
función son los eigenvalores λj.

Corolario 21. La transformada de Fourier continua y discreta para el sistema de
Z-S con un potencial complejo-valuado de soporte compacto y que no se anula en
[−a, a] está dada por

q̂(λ) = −q∗(a)g2(a)e−2iλa

iλg2(a)− g′2(a) ,

q̃(λj) = −q∗(a)g2(a)e−3iλa

(i− 2aλj) g2(a) + iλj∂λg2(a)− ∂λg′2(a)− 2ia g′2(a) ,

donde ′ representa la derivada con respecto a x y el espectro discreto, denotado por
λj, corresponde a los ceros de a(λ).
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6 Solución del sistema de
Zakharov-Shabat en términos del
método SPPS y aplicaciones a la
transformada no lineal de Fourier

En esta sección se considera el sistema de Zakharov-Shabat con potencial complejo-
valuado, el cual se puede reducir fácilmente a un haz polinomial de operadores de
Sturm-Liouville (vea Sección 5.1) y se presenta la solución del sistema de Zakharov-
Shabat en términos del método SPPS modificado.

6.1. Series de potencias para el sistema
generalizado de Zakharov-Shabat

Aplicando el método SPPS a la ecuación (5.4) se obtiene una representación SPPS
para las soluciones del sistema (5.1), (5.2). El siguiente teorema es una aplicación
directa del Teorema 12 a la ecuación (5.4).

Teorema 22. Suponga que en un segmento finito [a, b] la ecuación(
1
p
v′
)′

+ qv = 0. (6.1)

posee una solución particular v0 ∈ C1[a, b] que no se anula y p es una función
que no se anula en [a, b] de tal manera que v′0

p
∈ C1[a, b] y las funciones v2

0
p′

p2 , v2
0
p

y p
v2
0
son continuas en [a, b]. Entonces la solución general de (5.4) tiene la forma

v2 = c1g1 + c2g2, donde c1 y c2 son constantes arbitrarias complejas y

g1 = v0

∞∑
k=0

λkX̃(2k) y g2 = v0

∞∑
k=0

λkX(2k+1) (6.2)

con X̃(n) y X(n) definidas por las relaciones recursivas

X̃(n) ≡ X(n) ≡ 0 para n < 0,
X̃(0) ≡ X(0) ≡ 1,
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aplicaciones a la transformada no lineal de Fourier

y

X̃(n) (x) =


´ x
x0

(
X̃(n−1) (y) v2

0 (y) p′(y)
p2(y) + X̃(n−3) (y) v2

0(y)
p(y)

)
dy, n- impar´ x

x0
X̃(n−1) (y) p(y)

v2
0(y)dy, n- par

(6.3)

X(n) (x) =


´ x
x0
X(n−1) (y) p(y)

v2
0(y)dy, n- impar´ x

x0

(
X(n−1) (y) v2

0 (y) p′(y)
p2(y) +X(n−3) (y) v2

0(y)
p(y)

)
dy, n- par

(6.4)

donde x0 es un punto arbitrario en [a, b]. Además, ambas series de (6.2) convergen
uniformemente en [a, b].

El Teorema 22 permite construir una solución general del sistema de Zakharov-
Shabat.

Teorema 23. Bajo las condiciones del Teorema 22 la solución general del sistema
de Z-S (5.1), (5.2) es de la forma

v1 = −c1

(
v′0 + λv0

p

∞∑
k=0

λkX̃(2k) + λ

v0

∞∑
k=0

λkX̃(2k+1)
)

− c2

(
v′0 + λv0

p

∞∑
k=0

λkX(2k+1) + 1
v0

∞∑
k=0

λkX(2k)
)
, (6.5)

v2 = c1v0

∞∑
k=0

λkX̃(2k) + c2v0

∞∑
k=0

λkX(2k+1), (6.6)

donde c1 y c2 son constantes arbitrarias complejas y las funciones X(n) y X̃(n) están
definidas por (6.3) y (6.4).

Demostración. Por el Teorema 22 una solución general de (5.4) está dada por (6.6).
Es fácil ver que la derivada de v2 expresada en términos de (6.6) es

v′2 = c1v
′
0

∞∑
k=0

λkX̃(2k) + c1
p (y)
v0 (y)λ

∞∑
k=0

λkX̃(2k+1)

+ c2v0

∞∑
k=0

λkX(2k+1) + c2
p (y)
v0 (y)λ

∞∑
k=0

λkX(2k).

Sustituyendo v2 y v′2 en (5.3) se obtiene (6.5). El par v1, v2 satisfacen el sistema de
Z-S (5.1), (5.2).

Observación 24. En comparación a lo que se muestra en las Secciones 9.1.2, 8.1,
donde se requiere que p = q en el sistema de Z-S (5.1), (5.2) y que la función q sea
real valuada para poder construir una representación de la solución del sistema de
Z-S, el Teorema 23 establece la representación SPPS para las soluciones del sistema
de Z-S permitiendo coeficientes complejo-valuados, adicionalmente requiere que uno
de ellos no se anule.
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6.2 Problema de eigenvalores del sistema de Zakharov-Shabat

6.2. Problema de eigenvalores del sistema de
Zakharov-Shabat

De ahora en adelante en esta sección se considera el sistema clásico de Zakharov-
Shabat con un potencial complejo-valuado, es decir, un sistema de Zakharov-Shabat
(5.1), (5.2) que cumple la condición p = q∗ (donde ∗ denota la conjugación compleja).
Bajo esta condición se obtiene el sistema de Zakharov-Shabat tal y como se presenta
en (5.5), (5.6), este sistema es

v′1 = λv1 + qv2 (6.7)
v′2 = −λv2 − q∗v1, (6.8)

Este caso surge en modelos físicos asociados con solitones ópticos, vea por ejemplo,
[3, 22, 39, 41, 55, 89].
En esta sección se presentan las condiciones de frontera clásicas para un sistema de
Zakharov-Shabat con potencial complejo-valuado y también se muestra como son
las condiciones de frontera cuando se considera un potencial q de soporte compacto.

Definición 25. [39, 41] Las soluciones del sistema de Zakharov-Shabat (5.1), (5.2)
que satisfacen las siguientes relaciones asintóticas:

−→σ ∼=
(

1
0

)
eλx, x→ −∞

−→
ξ ∼=

(
0
1

)
e−λx, x→ +∞

para algún λ con <(λ) > 0, se llaman soluciones de Jost. La expresión
(
σ1
σ2

) ∼= (
1
0

)
eλx,

x → ±∞ significa que existe el límite ĺımx→±∞
σ1(x)
eλx

= c, c 6= 0, mientras σ2(x) =
o (σ1(x)), x→ ±∞.

El problema de eigenvalores para el sistema de Zakharov-Shabat consiste en encon-
trar los valores del parámetro espectral λ para los cuales existe una solución no
trivial de Jost.
En particular, cuando el potencial q es de soporte compacto en [−a, a], es fácil ver que
el problema de eigenvalores se reduce a encontrar tales valores de λ (<(λ) > 0) para
los cuales existe una solución de (5.1), (5.2) en (−a, a) que satisface las siguientes
condiciones de frontera (vea, por ejemplo, [41, 40, 55])

v1 (−a) = 1, v2 (−a) = 0, (6.9)
v1 (a) = 0. (6.10)

Asuma adicionalmente que el potencial q no se anula en su soporte.
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aplicaciones a la transformada no lineal de Fourier

Observación 26. Cuando el potencial q(x) no es de soporte compacto pero decre-
ce suficientemente rápido cuando |x| → ∞ es posible aproximarlo por medio del
potencial q̂ de soporte compacto en [−a, a] definido por

q̂(x) =

q(x) −a ≤ x ≤ a

0 de otro modo.

Este enfoque se utiliza en diversas publicaciones (vea [55, 41, 40, 81, 86]).

6.3. Ecuación de dispersión para el problema de
eigenvalores

En esta sección se obtiene una ecuación de dispersión (o ecuación característica)
equivalente al problema de eigenvalores con un potencial de soporte compacto.

Teorema 27. Sea q un potencial continuo, complejo-valuado y que no se anula
en [−a, a] y v0 una solución particular que no se anula de (6.1) que satisface las
condiciones del Teorema 22. Entonces λ, (<(λ) > 0), es un eigenvalor del problema
espectral para el sistema de Zakharov-Shabat (6.7), (6.8) bajo las condiciones de
frontera (6.9), (6.10) si y sólo si se satisface la siguiente ecuación

∞∑
k=0

λk
(
v0 (a)

(
v′0 (a)X(2k+1)(a) + v0 (a)X(2k−1) (a)

)
+ q∗(a)X(2k) (a)

)
= 0, (6.11)

donde las funciones X(n) están definidas por (6.4) con x0 = −a.

Demostración. Considerando v1 y v2 del Teorema 23 con x0 = −a se tiene v1 (−a) =
−c1

(
v′0+λv0(−a)
Q(−a)

)
−c2

(
1

v0(−a)

)
y v2 (−a) = c1v0(−a). De la condición de frontera (6.9)

se obtiene que c1 = 0 y c2 = −v0 (−a). De acuerdo con la condición de frontera (6.10)
se obtiene que la ecuación característica es de la forma

v′0 (a) + λv0 (a)
q∗ (a)

∞∑
k=0

λkX(2k+1) (a) + 1
v0 (a)

∞∑
k=0

λkX(2k) (a) = 0

la cual es equivalente a (6.11) tomando en cuenta que X(−1) ≡ 0.

Observación 28. Cuando q es real-valuado, se puede usar la ecuación característica
presentada en la Sección 9.1.4 (vea también [55]), esta ecuación característica fue
obtenida sin requerir que q no se anule.
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6.3 Ecuación de dispersión para el problema de eigenvalores

Observación 29. Es posible aplicar la técnica del desplazamiento espectral descrita
en la Sección 3.2 a la solución del sistema de Zakharov-Shabat. Note que se sustituye
λ por λ− λ0 solamente en (6.2) y se mantiene el parámetro λ en (5.3). Entonces la
ecuación característica (6.11) bajo el desplazamiento espectral se transforma en

∞∑
k=0

(λ− λ0)k
v0 (a)

(
(v′0 (a) + λ0v0 (a))X(2k+1)(a) + v0 (a)X(2k−1) (a)

)

+q∗(a)X(2k) (a)
 = 0.(6.12)

Este teorema reduce el problema espectral para el sistema de Zakharov-Shabat con
un potencial complejo-valuado de soporte compacto al problema de localizar ceros
(en la mitad derecha del plano complejo) de una función analítica Φ(λ) = ∑∞

k=0 akλ
k

de la variable compleja λ con los coeficientes de Taylor ak dados por las expresiones,

ak = v0 (a)
(
v′0 (a)X(2k+1) + v0 (a)X(2k−1) (a)

)
+ q∗(a)X(2k) (a) .

Los coeficientes ak pueden ser calculados de manera precisa y sencilla siguiendo
esta igualdad. Para poder realizar una aproximación del problema de eigenvalores
se puede truncar la serie (6.11) y considerar el polinomio

ΦM (λ) =
M∑
k=0

akλ
k (6.13)

aproximando la función Φ con un M razonablemente grande, algunas de sus raí-
ces dan una aproximación precisa de los eigenvalores del problema. El teorema de
Rouché, vea por ejemplo, [16, Sección 3], establece que si las funciones complejo-
valuadas f y g son holomorfas dentro y en algún contorno cerrado y simple, con
|g(z)| < |f(z)| en K, entonces f y f + g tienen el mismo número de ceros dentro
de K, donde cada cero es contado tantas veces como sea su multiplicidad. Tal como
dice el teorema de Rouché, las raíces de ΦM que son mas cercanas a cero dan una
aproximación precisa del problema de eigenvalores mientras que las raíces que son
mas distantes del origen son raíces espurias que aparecen debido al truncamiento de
la serie. De hecho, considere un dominio Ω en el plano complejo de la variable λ de
tal manera que

mı́n
λ∈∂Ω
|ΦM (λ)| > máx

λ∈∂Ω
|Φ(λ)− ΦM (λ)| (6.14)

(eso es, f = ΦM , g = Φ − ΦM y entonces f + g = Φ). Entonces el número de
ceros de ΦM en Ω coincide con el número de ceros de Φ, o lo que es equivalente,
con el número de eigenvalores localizados en Ω. En otras palabras, en un dominio Ω
donde ΦM aproxima suficientemente cerca la función Φ, es decir, donde se cumple
la desigualdad (6.14), todas las raíces de ΦM aproximan los eigenvalores exactos del
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problema espectral. Para estimar la cantidad máxλ∈∂Ω |Φ(λ)− ΦM (λ)| los estimados
obtenidos en la prueba del Teorema 12 pueden ser usados. Obviamente si se desea
aproximar las raíces cercanas a algún número complejo λ0 (no necesariamente cero)
se puede aplicar el mismo razonamiento a la ecuación característica obtenida con la
técnica del desplazamiento espectral (6.12) centrada en algún λ0.

6.4. Coeficientes espectrales y transformada no
lineal de Fourier continua y discreta

Tal como se muestra en la Sección 6.2 cuando se considera un potencial q de soporte
compacto en [−a, a] permite simplificar las relaciones asintóticas (2.24) y (2.25)
en condiciones iniciales para el problema del sistema de Z-S en −a y en a. Esas
condiciones permiten determinar las constantes c1 = 0 y c2 = −v0(−a)ejλa para los
coeficientes de las soluciones v1 y v2 del Teorema 23. Esto lleva al siguiente teorema

Teorema 30. Los coeficientes espectrales de la transformada no lineal de Fourier
para la ENLS con un potencial complejo-valuado q de soporte compacto y que no se
anula en [−a, a], son

a(λ) = v0(−a)e2jλa
∞∑
k=0

λk
(
v′0(a) + λv0(a)

q∗(a) X(2k+1)(a) + X(2k)(a)
v0(a)

)
(6.15)

b(λ) = −v0(−a)v0(a)
∞∑
k=0

λkX(2k+1)(a), (6.16)

donde las funciones X(n) y v0 son las mismas que en el Teorema 22 tomando x0 =
−a.

Demostración. Considere v1 y v2 del Teorema 23. Tomando en cuenta que el poten-
cial q es de soporte compacto en [−a, a], los límites para los coeficientes espectrales
(2.28) y (2.29) se reducen a

a(λ) = σ1(a)ejλa (6.17)
b(λ) = σ2(a)e−jλa, (6.18)

donde σ1 y σ2 son equivalentes a v1 y v2 con los coeficientes c1 = 0 y c2 =
−v0(−a)ejλa. Las expresiones (6.17) y (6.18) son equivalentes a (6.15) y (6.16).

Considerando la definición de la transformada no lineal de Fourier continua y discreta
(2.30), (2.31) y la representación SPPS de los coeficientes espectrales a(λ) y b(λ)
del Teorema 30 se obtiene el siguiente corolario.
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6.5 Una relación de una ecuación de Sturm-Liouville en haz con un sistema de
Dirac

Corolario 31. La transformada no lineal de Fourier continua y discreta para la
ENLS, con un potencial complejo-valuado q de soporte compacto y que no se anula
en [−a, a], es

q̂(λ) = v0(a)e−2jλa∑∞
k=0 λ

kX(2k+1)(a)∑∞
k=0 λ

k
(
v′0(a)+λv0(a)

q∗(a) X(2k+1)(a) + 1
v0(a)X

(2k)(a)
)

q̃(λj) =
q∗(a)v0(a)e−2jλja∑∞

k=0 λ
k
jX

(2k+1)(a)∑∞
k=0 λ

k
j

(
2ja+ k

λj

) (
v′0(a)X(2k+1)(a) + v0(a)X(2k−1)(a) + q∗(a)

v0(a)X
(2k)(a)

) ,

donde las funciones X(n) y v0 son las mismas que en el Teorema 22, x0 = −a y
{λj}, j ∈ N representa el espectro discreto.

6.5. Una relación de una ecuación de
Sturm-Liouville en haz con un sistema de Dirac

Una relación entre el sistema de Dirac estacionario de una dimensión de la teoría
relativista cuántica y un haz cuadrático de Sturm-Liouville se puede establecer de la
siguiente manera. Considere la siguiente forma canónica del sistema de Dirac (vea,
por ejemplo, [61, sección 7])

y′2 + (v(x) + λ) y1 = Ey1,

−y′1 + (v(x)− λ)y2 = Ey2.

Aquí v es un potencial, λ correspondiente a la masa de una partícula y representa
un parámetro espectral y la constante E es una energía fija. Sumando y restando
las ecuaciones se obtiene el sistema

u′ + (v − E)w = λu,

w′ − (v − E)u = −λw,

para las funciones u = y2 − y1 y w = y2 + y1. Suponiendo que v − E 6= 0 en el
dominio de interés, es fácil ver de la segunda igualdad que u = λw+w′

v−E . Sustituyendo
esta expresión en la primera igualdad se obtiene una ecuación de la forma de Sturm-
Liouville en haz (3.4):(

w′

v − E

)′
+ (v − E)w = λ2 w

v − E
+ λ

( 1
v − E

)′
w.

Dado que esta ecuación es del tipo Sturm-Liouville en haz, es decir 3.1, se puede
resolver usando el método de series de potencias del parámetro espectral modificado
mostrado en el Capítulo 3.
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7 Solución numérica de sistemas de
Zakharov-Shabat con potenciales
complejo-valuados

7.1. Esquema general y detalles de implementación
para el método de series de potencias del
parámetro espectral modificado

Considere la ecuación de Sturm-Liouville en haz (5.7) (el procedimiento para (5.8)
es análogo)

(
v′2
q∗

)′
+ qv2 = −λi(q

∗)′

(q∗)2 v2 − λ2 1
q∗
v2

en un segmento [−a, a]. Basándose en los resultados explicados en el Capítulo (6)
(vea [54]) es posible formular un algoritmo para construir los coeficientes espectrales
a(λ) y b(λ) y la transformada no lineal de Fourier continua y discreta q̂ y q̃ de un
sistema de Z-S (8.1), (8.2) con un potencial complejo-valuado q de soporte compacto
y que no se anula en [−a, a]. El procedimiento para construir el algoritmo es el
siguiente:

1. Encuentre una solución v0 que no se anula en [−a, a] de la ecuación

(
v′0
q∗

)′
+ qv0 = 0.

2. Calcule las funciones X(n), n = 0, . . . , N, . . . 2N + 1 usando (6.4).

3. Construya la aproximación de la solución general del sistema de Z-S presentada
en el Teorema 23 truncando las series hasta el N -ésimo término de la siguiente
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manera:

v1 ≈ −c1

(
v′0 + λv0

p

N∑
k=0

λkX̃(2k) + λ

v0

N∑
k=0

λkX̃(2k+1)
)

− c2

(
v′0 + λv0

p

N∑
k=0

λkX(2k+1) + 1
v0

N∑
k=0

λkX(2k)
)
,

v2 ≈ c1v0

N∑
k=0

λkX̃(2k) + c2v0

N∑
k=0

λkX(2k+1).

4. Construya la aproximación de los coeficientes espectrales a(λ) y b(λ) de (6.15)
y (6.16) truncando las series hasta el N -ésimo término de la siguiente manera:

a(λ) ≈ v0(−a)e2jλa
N∑
k=0

λk
(
v′0(a) + λv0(a)

q∗(a) X(2k+1)(a) + X(2k)(a)
v0(a)

)

b(λ) ≈ −v0(−a)v0(a)
N∑
k=0

λkX(2k+1)(a).

5. Construya la aproximación de la transformada no lineal de Fourier discreta y
continua q̂ y q̃ truncando las series hasta el N -ésimo término de la siguiente
manera:

q̂(λ) ≈ v0(a)e−2jλa∑N
k=0 λ

kX(2k+1)(a)∑N
k=0 λ

k
(
v′0(a)+λv0(a)

q∗(a) X(2k+1)(a) + 1
v0(a)X

(2k)(a)
)

q̃(λj) ≈
q∗(a)v0(a)e−2jλja∑N

k=0 λ
k
jX

(2k+1)(a)∑N
k=0 λ

k
j

(
2ja+ k

λj

) (
v′0(a)X(2k+1)(a) + v0(a)X(2k−1)(a) + q∗(a)

v0(a)X
(2k)(a)

) .

7.2. Ejemplos numéricos

En esta sección se compara el desempeño del método SPPS modificado con los resul-
tados presentados en [12, 78] donde el ajuste semiclásico del problema de dispersión
del sistema de Zakharov-Shabat no auto-adjunto

iευx = qω + Λυ (7.1)
iεωx = q∗υ − Λω, (7.2)

es considerado, vea también [38]. La función potencial q es de la forma

q(x) = A(x)eiS(x)/ε, (7.3)

donde ε es una constante.
Para aplicar los resultados de las Subsecciones 6.2 y 6.3 se aproxima el potencial q
por una función de soporte compacto en [−a, a]. Si se elige a suficientemente grande
el error derivado del truncamiento del potencial es suficientemente pequeño.
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Ejemplo 32. Considere las funciones

A(x) = sech(2x), S(x) = sech(2x)

para el potencial (7.3). Se aproxima el potencial por medio de

q̄(x) =

A(x)eiS(x)/ε, −a ≤ x ≤ a,

0, de otro modo,

para a = 10. Los eigenvalores aproximados por el método SPPS para varios valores
de ε se muestran en la Figura 7.1 y coinciden con los resultados mostrados en [12].
Los resultados presentados fueron obtenidos con la ayuda de la técnica del desplaza-
miento espectral en MATLAB usando aritmética de precisión de máquina,M = 250
y 100000 puntos para el cálculo de las potencias formales. Para los valores mas pe-
queños de ε considerados en [12] el método SPPS requiere del uso de aritmética
de alta precisión debido a que el potencial q es altamente oscilatorio y la solución
particular que casi se anula v0 genera valores muy grandes cuando se requiere dividir
con esta función, estas características hacen complicada e inestable la aproximación
numérica en el sentido de que el tiempo de cálculo se hace muy extenso y costoso,
por esta razón se ha decidido no incluir esos experimentos numéricos.

Ejemplo 33. En [78] el sistema de Zakharov-Shabat (7.1), (7.2) con el potencial
(7.3) fue considerado para

A(x) = −sech x, S ′(x) = −µ tanh x.

Este potencial es interesante por que se conoce una fórmula exacta para obtener sus
eigenvalores. En [78] esta fórmula está dada por

zn = i

√1− 1
4µ

2 − ε
(
n− 1

2

) ,
donde rango del índice n varía estrictamente sobre los enteros positivos que satisfacen

n(µ, ε) < 1
ε

√
1− µ2

4 + 1
2 . (7.4)

Ejemplos del error absoluto del método SPPS para varios valores de µ y ε son
mostrados en el Cuadro 7.1.
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Figura 7.1: Localización de los eigenvalores del ejemplo 32 para ε =0.2, 0.159,
0.126, 0.1, 0.0794 y 0.063.
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µ ε
Número de
eigenvalores

de acuerdo a (7.4)
Eigenvalores Error Abs.

0.5 0.5 2 0.218245870595339i
0.718245836551895i

3.4 · 10−8

5.5 · 10−14

1 0.4 2 0.266025403665342i
0.666025403780913i

1.6 · 10−11

1.8 · 10−12

0.5 0.3 3
0.218245836882759i
0.518245836565527i
0.818245836562013i

1.2 · 10−11

9.3 · 10−12

6.9 · 10−12

0.5 0.2 5

0.068246698084900i
0.268245836829048i
0.468245836567762i
0.668245836561404i
0.868245836536161i

2.9 · 10−9

2.7 · 10−10

1.4 · 10−9

8.2 · 10−11

3.4 · 10−12

1 0.15 6

0.791025403810370i
0.641025403330507i
0.491025404649274i
0.341019810999524i
0.191026126515883i
0.041103889485868i

7.3 · 10−11

1.8 · 10−10

3.5 · 10−9

5.8 · 10−6

1.0 · 10−7

2.1 · 10−5

1 0.13 7

0.801025400788594i
0.671025403049713i
0.541025417533800i
0.411024735536490i
0.281025134994191i
0.151030141516677i
0.028942251261828i

6.7 · 10−8

3.1 · 10−9

1.3 · 10−8

7.8 · 10−5

1.3 · 10−7

1.0 · 10−6

2.7 · 10−3

1 0.12 7

0.806025211476463i
0.686025403243744i
0.566025442436003i
0.446080832925892i
0.326025177679161i
0.206028821238862i
0.085971656937961i

4.0 · 10−6

8.8 · 10−9

1.3 · 10−7

2.7 · 10−6

2.8 · 10−6

5.9 · 10−6

8.0 · 10−5

0.5 0.12 8

0.913160602214353i
0.788245879788585i
0.668245834591005i
0.548245717744945i
0.428227707506773i
0.308246463131394i
0.188245728430750i
0.068265536390608i

1.1 · 10−2

1.3 · 10−7

1.8 · 10−4

8.5 · 10−8

2.6 · 10−5

6.7 · 10−7

1.0 · 10−6

1.2 · 10−5

Cuadro 7.1: Errores de los eigenvalores del ejemplo 33.
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8 Sistema de Zakharov-Shabat con
un potencial real-valuado

En este capítulo se muestran una técnica para reducir el sistema de Zakharov-Shabat
con potencial real-valuado a una ecuación de Sturm-Liouville. Posteriormente se
muestra como construir la solución del sistema de Zakharov-Shabat en términos de
soluciones de las ecuaciones de Sturm-Liouville. Del mismo modo se muestra como
construir los coeficientes espectrales y la transformada no lineal de Fourier continua
y discreta en términos de las soluciones de las ecuaciones de Sturm-Liouville.

8.1. Relación entre una ecuación de Sturm-Liouville
con un sistema de Zakharov-Shabat con un
potencial real-valuado

Considere un potencial real-valuado q : R → C de soporte compacto y diferencia-
ble. Tal como se muestra en las siguientes secciones, este caso presenta ventajas en
comparación al caso donde se considera un sistema de Z-S con un potencial complejo-
valuado. Una de estas ventajas es que el sistema de Z-S con potencial real-valuado
se puede reducir a una ecuación de Sturm-Liouville clásica. Esto permite aplicar
métodos con cualidades interesantes como el método SPPS clásico [49], el método
de aproximación analítica de operadores de transmutación [50] o el método para
construir los coeficientes de la serie de Taylor de una ecuación de Sturm-Liouville
[48].
El sistema de Z-S con un potencial q(x) real-valuado es

v′1 = −iλv1 + qv2, (8.1)
v′2 = −qv1 + iλv2. (8.2)

Donde v1 y v2 son funciones complejo-valuadas. Considere la siguiente notación

u = v1 + iv2, (8.3)
w = v1 − iv2, (8.4)
p = iq.
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Empleando esta notación el sistema de Z-S se transforma en

(∂ + p)u = −iλw, (8.5)
(∂ − p)w = −iλu. (8.6)

Se puede obtener de este sistema las parejas supersimétricas [55, 74]

(∂ + p)(∂ − p)w = −λ2w, (8.7)
(∂ − p)(∂ + p)u = −λ2u. (8.8)

Es fácil ver que las ecuaciones de este sistema son de tipo Sturm-Liouville de la
forma

−w′′ + (p2 + p′)w = λ2w (8.9)
−u′′ + (p2 − p′)u = λ2u. (8.10)

A este tipo de ecuaciones se les conoce como Darboux asociadas.
En los siguientes capítulos se muestran algunos métodos para resolver las ecuacio-
nes de Sturm-Liouville. Estos métodos son también adecuados para realizar expe-
rimentos numéricos. Una propiedad que será de utilidad a la hora de implementar
numéricamente las soluciones de las ecuaciones de Sturm-Liouville es que al estar
expresadas en forma factorizada (8.7) y (8.8) tienen la característica de que cuando
λ = 0 se obtienen las ecuaciones

(∂ + p)(∂ − p)w0 = 0 (8.11)
(∂ − p)(∂ + p)u0 = 0, (8.12)

donde es fácil obtener las soluciones particulares de cada una, las cuales son w0 = e
´
p

y u0 = e−
´
p.

La solución general de (8.9) se puede representar de la forma

w = Ac(λ, x) +Bs(λ, x) (8.13)

donde c y s son soluciones linealmente independientes de la Ecuación (8.9) y los
coeficientes A y B son constantes complejas. Esto lleva al siguiente teorema:

Teorema 34. La solución general del sistema de Z-S (8.1), (8.2) con un potencial
real-valuado q y λ 6= 0 es

v1(x) = A ((λ+ q) c(λ, x) + icx(λ, x)) (8.14)
+ B ((λ+ q) s(λ, x) + isx(λ, x))

v2(x) = A (i (λ− q) c(λ, x) + cx(λ, x)) (8.15)
+ B (i (λ− q) s(λ, x) + sx(λ, x)) ,
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donde c y s son soluciones linealmente independientes de (8.9) y A, B son constantes
complejas. La solución general del sistema de Z-S para λ = 0 es v1 = e

´
q y v2 = e−

´
q.

Demostración. Considere la solución general w de (8.9) dada de la forma (8.13).
Entonces es posible recuperar u a partir de w empleando la relación (8.6). Siguiendo
este procedimiento u es de la forma

u = −i
λ

(A (pc(λ, x)− cx(λ, x)) +B (ps(λ, x)− sx(λ, x))) .

Es fácil ver de (8.3) y (8.4) que v1 = 1
2(u+w) y v2 = −i

2 (u−w), con lo que se obtienen
las expresiones (8.14) y (8.15) de u y w por sustitución simple. Para probar que un
par v1, v2 es una solución del sistema de Z-S primero considere la igualdad (8.1),
sustituyendo la expresión para v1 dada por (8.14) y la expresión para v2 dada por
(8.15) en la parte a mano derecha de (8.1) se obtiene

v′1 = qv2 − iλv1 = (λ+ q) (Acx +Bsx)− (iAc+ iBs) (λ2 + q2)
2λ . (8.16)

Sustituyendo cxx = (iqx − q2) c + λ2c y sxx = (iqx − q2) s + λ2s en la derivada
v′1 de (8.14) se obtiene el mismo resultado que en (8.16). Las expresiones cxx =
(iqx − q2) c + λ2c y sxx = (iqx − q2) s + λ2s se obtienen fácilmente sustituyendo
las soluciones linealmente independientes de w expresado de la forma (8.13), las
cuales son c y s de (8.9). El proceso para probar que (8.14) y (8.15) satisfacen
la igualdad (8.2) es análogo. Es fácil ver que v1 y v2 son soluciones linealmente
independientes.

8.2. Coeficientes espectrales, transformada continua
y discreta de Fourier para el sistema de
Zakharov-Shabat con potencial real-valuado

Para un potencial q de soporte compacto en [0, a] la condición de frontera (2.24) se
reduce a

~φ(0, λ) =
(

1
0

)
. (8.17)

Considere las siguientes condiciones iniciales para las soluciones c y s para la ecuación
de Sturm-Liouville (8.9)

c(0) = 1, cx(0) = h, (8.18)
s(0) = 0, sx(0) = 1, (8.19)

donde h es una constante. Bajo estas condiciones se obtiene el siguiente corolario.
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Corolario 35. Las expresiones para los coeficientes espectrales de Fourier para un
potencial real-valuado de soporte compacto q en [0, a] son

a(λ) = eiλa

2λ

 (λ+ q(a)) (c(λ, a) + (i (q(0)− λ)− h) s(λ, a))

+ i (cx(λ, a) + (i (q(0)− λ)− h) sx(λ, a))
, (8.20)

b(λ) = e−iλa

2λ

i (λ+ q(a)) (c(λ, a) + (i (q(0)− λ)− h) s(λ, a))

+ (cx(λ, a) + (i (q(0)− λ)− h) sx(λ, a))
. (8.21)

Demostración. Se sigue de la condición de frontera (8.17) que los coeficientes para
A y B en la solución general del sistema de Z-S (8.14) y (8.15) son iguales a

A = 1
2λ

B = i(q(0)− λ)− h
2λ .

Con un potencial de soporte compacto las igualdades (2.28) y (2.29) para los coefi-
cientes no lineales de Fourier se reducen a

a(λ) = φ1(a)eiλa

b(λ) = φ2(a)e−iλa,

donde φ1(a) y φ2(a) son sustituidas por v1(a) y v2(a).

Observación 36. La igualdad (8.20) representa una función característica (o función
de dispersión) para el problema espectral del sistema de Z-S, es decir, el espectro
discreto denotado por λj, j ∈ N, corresponde a los ceros de a(λ).

Corolario 37. La transformada no lineal de Fourier continua y discreta para un

66



8.2 Coeficientes espectrales, transformada continua y discreta de Fourier para el
sistema de Zakharov-Shabat con potencial real-valuado

sistema de Z-S con un potencial real-valuado y de soporte compacto está dada por

q̂(λ) = e−2iλa i (λ− q(a)) c(λ, a) + cx(λ, a)
div

(8.22)

+ (i (q(0)− λ)− h) (i (λ− q(a)) s(λ, a) + sx(λ, a))
div

, (8.23)

q̃(λj) =
e−iλja

i (λj + q(a)) (c(λj, a) + (i (q(0)− λj)− h) s(λj, a))

2λjaλ(λj)
(8.24)

+
(cx(λj, a) + (i (q(0)− λj)− h) sx(λj, a))


2λjaλ(λj)

, (8.25)

donde

div = (λ+ q(a))c(λ, a) + icx(λ, a)
+ (i (q(0)− λ)− h) ((λ+ q(a)) s(λ, a) + isx(λ, a)) ,

aλ(λ) = 1
2e

iaλ

a(iλ(1 + q(a))c(λ, a)− cx(λ, a)
λ

+ (λ− ih− q(0))(λ(1 + q(a))s(λ, a) + isx(λ, a)))
λ

+ −icx(λ, a) + (ih− λ+ q(0))sx(λ, a)
λ2

+ (1 + q(a))(−is(λ, a) + cλ(λ, a)− (h+ i(λ− q(0)))sxλ(λ, a))

+ sx(λ, a) + icxλ(λ, a) + (λ− ih− q(0))sxλ(λ, a)
λ

.
El espectro discreto, denotado por λj, j ∈ N, corresponde a los ceros de a(λ).
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9 Métodos para solucionar el sistema
de Zakharov-Shabat con un
potencial real-valuado y
aplicaciones a la transformada no
lineal de Fourier

9.1. Series de potencias del parámetro espectral
para ecuaciones de Sturm-Liouville

En el presente capítulo se resuelve el sistema de Zakharov-Shabat con un potencial
real-valuado usando el método SPPS. La suposición de un potencial real-valuado
es natural y común en la literatura de la ingeniería, la cual incluye perfiles con-
vencionales tales como el rectangular, la Gausiana y el pulso de Satsuma-Yajima
[41, 40, 75, 22].

Esta forma SPPS de la solución general de una ecuación de S-L nos permite cons-
truir una ecuación de dispersión correspondiente al problema de eigenvalores del
sistema de Z-S con un potencial de soporte compacto. De esta manera el problema
de eigenvalores se reduce al problema de localizar ceros de una función analítica
dada por su serie de Taylor. Para obtener una solución numérica del problema de
eigenvalores uno puede considerar una serie truncada y entonces para el problema
computacional práctico el problema se reduce a encontrar las raíces de un polinomio.

9.1.1. Aplicación del método de series de potencias del
parámetro espectral a una ecuación de Sturm-Liouville

En el Capítulo 8.1 se obtienen las ecuaciones de Sturm-Liouville (8.9) y (8.10), las
cuales son de la forma

−w′′ + (−q2 + iq′)w = λ2w

−u′′ + (−q2 − iq′)u = λ2u,
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del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real (8.1), (8.2). Como se mencio-
nó en ese capítulo una cualidad de las ecuaciones (8.9) y (8.10) es que se pueden
presentar en la forma factorizada (8.7) y (8.8) lo cual facilita aplicar el método SPPS
dada la posibilidad de que cuando λ = 0 se pueden escribir las soluciones exactas
de (8.11) y (8.12) las cuales son w0 = ei

´
q y u0 = e−i

´
q. Note que para una función

potencial continua q definida en un intervalo finito cerrado ambas funciones u0 y w0
carecen de ceros. En este capítulo se muestra como construir la solución general del
sistema de Z-S con un potencial real (8.1), (8.2) a partir de la solución particular
w0 (el proceso para construir la solución del sistema de Z-S (8.1), (8.2) a partir de
la solución u0 es análogo). También considerando condiciones de frontera para un
potencial q de soporte compacto se construye una ecuación característica.
Introduzca las siguientes secuencias de funciones auxiliares:{

X(n)
}∞
n=0

y
{
X̃(n)

}∞
n=0

definidas en cualquier intervalo cerrado finito [a, b] donde q es continua por las
relaciones recursivas

X(0)(x) ≡ X̃(0)(x) ≡ 1, (9.1)

X(n)(x) =
xˆ

x0

X(n−1)(s)e(−1)n2Q(s)ds, (9.2)

X̃(n)(x) =
xˆ

x0

X̃(n−1)(s)e(−1)n+12Q(s)ds, (9.3)

donde x0 es un punto fijo arbitrario en [a, b].

Teorema 38. Sea la función complejo-valuada q de tal manera que satisface las
siguientes condiciones de suavidad en un intervalo finito [a, b], q ∈ C1(a, b)∩C[a, b]
y sea λ cualquier número complejo. Entonces la solución general de la ecuación (8.7)
es de la forma

w = c1w1 + c2w2, (9.4)

donde c1 y c2 son constantes complejas arbitrarias y

w1(x) = eQ(x)
∞∑
n=0

λ2nX̃(2n)(x) (9.5)

w2(x) = eQ(c)
∞∑
n=0

λ2nX(2n+1)(x), (9.6)

donde Q(x) =
´
q(x)dx, X(k), X̃(k), k = 0, 1, 2, . . . están definidas por (9.2) y (9.3),

y ambas series en (9.5) y (9.6) convergen uniformemente en [a, b].
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9.1 Series de potencias del parámetro espectral para ecuaciones de Sturm-Liouville

Demostración. La prueba consiste en la aplicación del método SPPS presentado
en [46, 49, 47] considerando que w0 = eQ es una solución particular que no se
anula de (8.11). Este resultado permite obtener una solución general de la ecuación
de Sturm-Liouville para cualquier valor del parámetro espectral partiendo de una
solución particular que no se anula de la misma ecuación de Sturm-Liouville con
algún valor fijo del parámetro espectral λ0, por ejemplo λ0 = 0.

La forma obtenida de una solución general es igualmente conveniente para obtener
una ecuación de dispersión (o ecuación característica) para el problema de eigenvalo-
res tal como se muestra en el presente capítulo (vea también [14] donde se aplica un
enfoque similar para el cálculo de los eigenvalores de energía de los pozos cuánticos).

9.1.2. Solución general del sistema de Zakharov-Shabat con un
potencial real-valuado

En esta sección se muestra una solución general del sistema de Zakharov-Shabat con
un potencial q real-valuado en términos del método SPPS.

Teorema 39. Sea q una función continua real valuada definida en un segmento
finito [a, b] ⊂ R. Entonces la solución general del sistema de Z-S (8.1) y (8.2) es de
la forma

v1(x) = c1

2

∞∑
n=0

e(−1)nQ(x)λnX̃(n)(x) + c2

2λ

∞∑
n=0

e(−1)n+1Q(x)λnX(n)(x), (9.7)

v2(x) = i
c1

2

∞∑
n=0

(−1)ne(−1)nλnX̃(n)(x)− c2

2λ

∞∑
n=0

(−1)ne(−1)n+1Q(x)λnX(n)(x)(9.8)

donde c1 y c2 son constantes complejas arbitrarias, Q es la antiderivada de iq y las
series convergen uniformemente en [a, b].

Demostración. En la Sección 8.1 la función w, dada de la forma (8.4), representa
una solución de (8.7), de acuerdo al Teorema 38 una forma general de la solución
w está dada por (9.4), (9.5) y (9.6). Se obtiene u a partir de (8.6) de la siguiente
manera

u(x) = 1
λ

(∂ − q(x))w(x) = 1
λ
eQ(x)∂

(
e−Q(x)w(x)

)
.

Aplicando este operador a w1 expresado como (9.5) se obtiene

u1(x) = 1
λ

(∂ − q(x))w1 = 1
λ
eQ(x)

∞∑
n=0

λ2n∂X̃(2n)(x),
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siguiendo el mismo procedimiento para w2 se obtiene

u2(x) = 1
λ

(∂ − q(x)) v2(x) = 1
λ
eQ(x)

∞∑
n=0

λ2n∂X(2n+1)(x).

De las ecuaciones (9.1), (9.2) y (9.3) se obtiene que ∂X̃(0) = 0, ∂X(2n+1) = e−2QX(2n)

y ∂X̃(2n) = e−2QX̃(2n−1). Entonces,

u1(x) = e−Q(x)
∞∑
n=0

λ2n+1X̃(2n+1)(x)

u2(x) = e−Q(x)
∞∑
n=0

λ2nX(2n)(x).

Finalmente tomando en cuenta las relaciones

n1 = 1
2(u+ v) n2 = − i2(u− v)

se obtiene (9.7) y (9.8).

En el Teorema 39 se construye una representación de la solución del sistema de
Zakharov-Shabat en la forma de series de potencias con respecto al parámetro es-
pectral λ. Vale la pena mencionar que un enfoque bien conocido que consiste en
representar las soluciones como series en términos de potencias negativas del pa-
rámetro espectral lleva a métodos asintóticos diferentes y aproximaciones que son
útiles en el caso cuando los parámetros tienden a infinito o son suficientemente
grandes. Esto no funciona para resolver los problemas de eigenvalores del tipo que
se consideran en el trabajo presente.

9.1.3. El problema de eigenvalores

En la Sección 8.2 se muestran como se simplifica la condición de frontera (2.24) para
el sistema de Z-S cuando se considera un potencial de soporte compacto. De manera
similar si el potencial q real-valuado tiene un soporte compacto en el segmento [−a, a]
es fácil ver que el problema de eigenvalores se reduce a encontrar los valores de λ,
(<(λ) > 0) para los cuales existe una solución de el sistema de Z-S (8.1), (8.2) que
satisface las condiciones de frontera v1(−a) = 1, v2(−a) = 0 y v1(a) = 0.
El siguiente resultado permite estimar el número de eigenvalores reales de un poten-
cial con soporte compacto:

Teorema 40. [41, 40, 75] Asuma que q es una función de soporte compacto, inte-
grable y real valuada y sea N el entero no negativo mas grande que cumple

(2N − 1)π2 <

∣∣∣∣∣∣∣
aˆ

−a

q(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣ .
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Entonces el sistema de Z-S con potencial real (8.1), (8.2) tiene por lo menos N
eigenvalores reales. Mas aún, si q adicionalmente es una función de una sola joro-
ba entonces el sistema de Z-S con potencial real tiene exactamente N eigenvalores
reales.

9.1.4. Ecuación de dispersión para el problema de eigenvalores

En esta sección se construye una ecuación de dispersión (o característica) para el
problema de eigenvalores del sistema de Z-S con un potencial real-valuado.
Teorema 41. Sea q una función continua real valuada con un soporte compacto en
el segmento [−a, a]. Entonces la constante λ (<(λ) > 0) es un eigenvalor del sistema
de Zakharov-Shabat si y sólo si se satisface la siguiente ecuación

∞∑
n=0

λn
(
e(−1)nQ(a)X̃(n)(a) + e(−1)n+1Q(a)Xn(a)

)
= 0, (9.9)

donde Q(x) = i
´ x
−a q(t)dt y x0 = −a en (9.1)-(9.3).

Este teorema reduce el problema de eigenvalores del sistema de Zakharov-Shabat
con un potencial de soporte compacto al problema de localizar ceros (en la mitad
derecha del plano) de una función analítica

κ(λ) =
∞∑
n=0

anλ
n (9.10)

de la variable compleja λ con los coeficientes de Taylor an dados por la expresión

an = e(−1)nQ(a)X̃(n)(a) + e(−1)n+1Q(a)X(n)(a). (9.11)

La igualdad (9.9) representa una ecuación de dispersión para el problema de eigen-
valores de la forma (9.10) donde los coeficientes an se pueden calcular por medio
de (9.11). Es posible realizar una aproximación de los eigenvalores de este problema
por medio del polinomio

κN(λ) =
N∑
n=0

anλ
n (9.12)

que aproxima la función κ. Para un N suficientemente grande sus raíces cerca de
λ = 0 proporcionan una aproximación precisa de los eigenvalores del problema.

9.2. Aproximación analítica de operadores de
transmutación

En esta sección se muestran algunos resultados mostrados en [53]. La aproximación
analítica de operadores de transmutación (AATO) presentada en [50] es una téc-
nica que permite obtener las soluciones aproximadas de los problemas espectrales
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para las ecuaciones de Sturm-Liouville, esta técnica está basada en la construcción
aproximada de operadores de transmutación de Delsarte. El problema de las aproxi-
maciones numéricas de las soluciones y los eigenvalores se reduce a la aproximación
de la primitiva del potencial por una combinación lineal finita de funciones obtenidas
como las trazas de los polinomios de onda generalizados.

Definición 42. [50] Sea E un espacio topológico lineal y E1 su subespacio lineal
(no necesariamente cerrado) y sean A, B : E1 → E operadores lineales. Un operador
lineal invertible T definido en todo E de tal manera que E1 es invariante bajo la
acción de T es llamado un operador de transmutación para el par de operadores A
y B si satisface las siguientes dos condiciones:

1. Tanto el operador T y su inversa T−1 son continuos en E;
2. La siguiente igualdad de operadores es válida

AT = TB

o lo que es lo mismo

A = TBT−1.

El conocer un operador de transmutación T permite reducir la solución de una
ecuación “complicada” Au = λu a una ecuación simple Bu = λu. En efecto, sea
u, v ∈ E1 de tal manera que Bu = λu y defina v = Tu. Entonces

Av = ATu = TBu = λTu = λv.

Por lo tanto v es una solución de Av = λu. Es interesante para las aplicaciones de
este trabajo cuando A = −d2

x + q y B = −d2
x, donde q es una función complejo-

valuada, E = C[−a, a] y E1 = C2[−a, a]. Los operadores de transmutación se pueden
construir en forma de un operador integral de Volterra [50]

Tu(x) = u(x) +
ˆ x

−x
K(x, t)u(t) dt

donde, si el potencial q es continuamente diferenciable, el núcleo K(x, t) por si mismo
es una solución del problema de Goursat [50]

(
∂2

∂x2 − q(x)
)

K(x, t;h) = ∂2

∂t2
K(x, t;h), (9.13)

K(x, x;h), = h

2 + 1
2

ˆ x

0
g(s) ds, (9.14)

K(x,−x;h) = h

2 , (9.15)

donde h es una constante compleja.
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Tal como se muestra en [50] un operador de transmutación T con el núcleo que
satisface (9.13), (9.14) y (9.15) asigna una solución v de la ecuación Bv = ω2v, esto
es, v′′ + ω2v = 0 donde ω es un número complejo, en una solución u de la ecuación
Au = ω2u, esto es,

u′′ − g(x)u+ ω2u = 0, (9.16)

con la siguiente correspondencia de los valores iniciales u(0) = v(0), u′(0) = v′(0) +
hv(0).

Considerando v1 = cosωx y v2 = senωx
ω

bajo el operador de transmutación T , esto
es, T [cosωx] y T [senωx] se pueden obtener las representaciones de las soluciones de
una ecuación de Sturm-Liouville. Ademas el siguiente teorema es válido.

Teorema 43. [50] Las soluciones c(ω, x;h) y s(ω, x;∞) de la ecuación (9.16) que
satisfacen las condiciones iniciales

c(ω, 0;h) = 1, cx(ω, 0;h) = h

s(ω, 0;∞) = 0, sx(ω, 0;∞) = 1

se pueden representar como

c(ω, x;h) = cosωx+
xˆ

0

Kc(x, t;h) cosωt dt (9.17)

y

s(ω, x;∞) = sinωx
ω

+
xˆ

0

Ks(x, t;h)sinωt
ω

dt, (9.18)

donde Kc(x, t;h) = K(x, t;h) + K(x,−t;h) y Ks(x, t;h) = K(x, t;h)−K(x,−t;h).

Es suficiente conocer únicamente los núcleos Kc y Ks cuando 0 ≤ t ≤ x ≤ a
para poder construir el núcleo K. De ahora en adelante en este capítulo el texto se
restringe al segmento real [0, a].

9.2.1. Integrales recursivas y polinomios de onda generalizados

En la presente sección se presentan los resultados de [50] los cuales permiten construir
la aproximación de los núcleosKc yKs de (9.17) y (9.18), también se agregan algunos
resultados que permiten construir la transformada continua y discreta de Fourier así
como los coeficientes no lineales de Fourier.
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Definición 44. Sea w0 ∈ C[0, a] una solución compleja distinta de cero en [0, a] de

−w′′0 + qw0 = 0. (9.19)

Considere dos secuencias de integrales recursivas

X(0) ≡ 1, X(n)(x) = n

ˆ x

0
X(n−1)(s)

(
w2

0(s)
)(−1)n

ds, n = 1, 2, . . .

y

X̃(0) ≡ 1, X̃(n)(x) = n

ˆ x

0
X̃(n−1)(s)

(
w2

0(s)
)(−1)n−1

ds, n = 1, 2, . . .

Defina dos familias de funciones {ϕk}∞k=0 y {ψk}∞k=0 construidas de acuerdo a las
relaciones

ϕk(x) =

w0(x)X(k)(x), k impar,
w0(x)X̃(k)(x) k par,

(9.20)

y

ψk(x) =


X̃(k)(x)
w0(x) , k impar ,
X(k)(x)
w0(x) , k par.

(9.21)

Las funciones ϕ, ψ también son conocidas como potencias formales en la teoría de
funciones pseudoanalíticas [47, 49, 55] .
Observación 45. Dado que la ecuación de Sturm-Liouville que se quiere resolver es
(8.9), vale la pena considerar la solución particular w0(x) = eQ(x) de (8.11), donde
Q(x) = i

´ x
0 q(x)dx, como la solución particular que no se anula para esta aplicación.

A continuación se introducen los polinomios de onda generalizados. Estos polinomios
son útiles para construir una representación de los núcleos de transmutación.

Definición 46. [50] Las siguientes funciones

u0 = ϕ0(x),

u2m−1(x, t) =
m∑
k=0
par

(
m

k

)
ϕm−k(x)tk,

u2m(x, t) =
m∑
k=1
impar

(
m

k

)
ϕm−k(x)tk,

son llamadas polinomios de onda generalizados. Para los valores de los polinomios de
onda generalizados en las características x = t y x = −t, se introducen las siguientes
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notaciones adicionales

c0(x) = u0(x, x) = w0(x)

cm(x) = u2m−1(x, x) =
m∑
k=0
par

(
m

k

)
xkϕm−k(x), m = 1, 2, . . . (9.22)

sm(x) = u2m(x, x) =
m∑
k=1
impar

(
m

k

)
xkϕm−k(x), m = 1, 2, . . . . (9.23)

Tal como se muestra en [50] los polinomios de onda generalizados {um} forman un
sistema completo de soluciones de la ecuación (9.13) y junto con el sistema de funcio-
nes {cm}∞m=0, {sm}∞m=1 y {um}∞m=0 toman un papel crucial en la construcción de los
núcleos integrales de los operadores de transmutación y también en la construcción
de las soluciones de la ecuación de Sturm-Liouville (8.9).

En el siguiente teorema se muestra como usar los polinomios de onda generaliza-
dos para aproximar los núcleos integrales de la representación de los operadores de
transmutación (9.17) y (9.18).

Teorema 47. [50] Sea S̄ un triángulo cerrado que une los vértices (0, 0), (a,−a)
y (a, a). Considere h = w′0(0). Sea N ∈ N y los números complejos a0, . . . , aN y
b1, . . . , bN de tal manera que∣∣∣∣∣h2 + 1

4

ˆ x

0
q(s)ds−

N∑
n=0

ancn(x)
∣∣∣∣∣ < ε1

y ∣∣∣∣∣14
ˆ x

0
q(s)ds−

N∑
n=1

bnsn(x)
∣∣∣∣∣ < ε2

para todo x ∈ [0, a]. Entonces los núcleos Kc y Ks son aproximados por las funciones

Kc,N(x, t) = 2
(
a0u0(x, t) +

N∑
n=1

anu2n−1(x, t)
)

Ks,N(x, t) = 2
N∑
n=1

bnu2n(x, t)

de tal manera que para todo (x, t) ∈ S̄ se cumplen las siguientes desigualdades

|Kc(x, t)−Kc,N(x, t)| ≤ C(ε1 + ε2)
|Ks(x, t)−Ks,N(x, t)| ≤ C(ε1 + ε2),

donde h := w′0 y C depende de a y w0.
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Existen diversos métodos para obtener los coeficientes an y bn dado que es un pro-
blema clásico y bien conocido de aproximación, para mas detalles vea [50].
Considere las representaciones c y s de las soluciones de la Ecuación (9.16) dadas
por (9.17) y (9.18), los resultados mostrados en el Teorema 47 para aproximar los
núcleos Kc y Ks por medio de Kc,N y Ks,N permiten construir una aproximación de
las funciones c(λ, x) y s(λ, x) por medio de las sumas finitas

sN(λ, x) = 1
λ

senλx+ 2
N∑
n=1

bn
n∑
k=1
impar

(
n

k

)
ϕn−k(x)

xˆ

0

tksenλt dt

 (9.24)

cN(λ, x) = cosλx+ 2
N∑
n=0

an
n∑
k=0
par

(
n

k

)
ϕn−k(x)

xˆ

0

tk cosλt dt. (9.25)

Es posible aproximar cλ(λ, x) y sλ(λ, x) por medio de las sumas finitas

sλ(λ, x) ≈ 1
λ2

λx cos(λx)− sen(λx)

+ 2
N∑
n=1

bn
n∑
k=1
impar

(
n

k

)
ϕn−k(x)

xˆ

0

tk (λt cos(λt)− sen(λt)) dt
 (9.26)

cλ(λ, x) ≈ −xsen(λx)− 2
N∑
n=0

an
n∑
k=0
par

(
n

k

)
ϕn−k(x)

xˆ

0

tk+1sen(λt) dt. (9.27)

A pesar de que parece que se está diferenciando directamente de (9.24) y (9.25) vale
la pena mencionar que derivar una aproximación podría ocasionar un error numérico
importante, sin embargo las expresiones (9.26) y (9.27) se obtienen por medio de
la diferenciación de las expresiones exactas para c y s, es decir, (9.17), (9.18) y de
esta manera se evita un error numérico originado por diferenciar la aproximación
numérica de una función.
Tal como se explica en [50] la aproximación de cx(λ, x) y de sx(λ, x) está dada por

sx(λ, x) ≈ cosλx

− 2
N∑
n=0

bn
n∑
k=0
par

(
n

k

)
ψn−k(x)

xˆ

0

tk cos(λt) dt+ w′0
w0
s(λ, x), (9.28)

cx(λ, x) ≈ −λsenλx

+ 2λ
N∑
n=1

an
n∑
k=1
impar

(
n

k

)
ψn−k(x)

xˆ

0

tksenλt dt+ w′0
w0
c(λ, x). (9.29)
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De la definición de los operadores de transmutación exactos, es decir, (9.17) y (9.18),
es posible calcular una aproximación de cxλ(λ, x) y sxλ(λ, x), esta aproximación está
dada por

sxλ(λ, x) ≈ −xsenλx

+ 2
N∑
n=0

bn
n∑
k=0
par

(
n

k

)
ψn−k(x)

xˆ

0

tk+1senλt dt+ w′0
w0
sλ(λ, x), (9.30)

cxλ(λ, x) ≈ −senλx− λx cosλx

+ 2
N∑
n=1

an
n∑
k=1
impar

(
n

k

)
ψn−k(x)

xˆ

0

tk (senλt+ λt cosλt) dt

+ w′0
w0
cλ(λ, x). (9.31)

Para un λ real se tiene que la precisión de la solución aproximada no se deteriora
cuando λ incrementa, vea [50]. De hecho, considerando |c(λ, x)− cN(λ, x)| bajo la
suposición |Kc(x, t)−Kc,N(x, t)| ≤ ε se tiene que

|c(λ, x)− cN(λ, x)| ≤
ˆ x

0
|Kc(x, t)−Kc,N(x, t)| |cosλt| dt

≤ ε

ˆ x

0
|cosλt| ≤ ε |x| .

Sustituyendo s y c por sN y cN y las derivadas expresadas en los Teoremas 34,
35 y 37 se puede construir una aproximación de las soluciones v1 y v2 del sistema
de Z-S. También es posible construir una expresión para aproximar los coeficientes
espectrales a(λ) y b(λ) y la aproximación de la transformada continua y discreta de
Fourier q̃ y q̂ de la misma manera.

9.3. Método generalizado para construir los
primeros coeficientes de las series de Taylor de
la solución de la ecuación de Sturm-Liouville

En esta sección se muestra como encontrar los primeros términos de la fórmula de
la serie de Taylor para la solución de el sistema de Z-S usando una modificación del
método SPPS propuesto en [48] Bajo condiciones adicionales para el potencial q del
sistema de Z-S se muestra como construir dicha solución en términos de series de
Taylor. A continuación se enuncia un teorema basado en los resultados mostrados
en [48] el cual permite construir los coeficientes de la serie de Taylor de la solución
de una ecuación de Sturm-Liouville.
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Teorema 48. Sea (0, a) un intervalo finito y q(x)εC2(0, a)∩C1[0, a], de tal manera
que eQ(x), donde Q(x) = i

´
q(x)dx, es una solución complejo-valuada de (8.11) y q

es de tal manera que qεCn(x0) donde x0ε [0, a]. Entonces las soluciones linealmente
independientes g1 y g2 de la ecuación (8.9), que satisfacen las condiciones iniciales

g1(x0) = eQ(x0) , g′1(x0) = iq(x0)eQ(x0) (9.32)
g2(x0) = 0 , g′2(x0) = e−Q(x0) (9.33)

tienen en el punto x0 derivadas de orden n. Las derivadas de g1
eQ

y g2
eQ

se pueden
calcular empleando las siguientes relaciones

g1(x0)
eQ(x0)(
g1
eQ

)′
(x0)(

g1
eQ

)′′
(x0)(

g1
eQ

)′′′
(x0)(

g1
eQ

)IV
(x0)

...(
g1
eQ

)[n]
(x0)


= An



1
0
−λ2

0
λ4

...
1+(−1)n

2 (iλ)n


, (9.34)

y 

g2(x0)
eQ(x0)(
g2
eQ

)′
(x0)(

g2
eQ

)′′
(x0)(

g2
eQ

)′′′
(x0)(

g2
eQ

)IV
(x0)

...(
g2
eQ

)[n]
(x0)


= An



0
1
0
−λ2

0
...

1+(−1)n+1

2 (iλ)n−1


, (9.35)

donde [n] denota la n-ésima derivada y An se define de la siguiente forma:

An =



1 0 0 0 · · · 0
0 e−2Q(x0) 0 0 · · · 0
0 a2,1(x0) 1 0 · · · 0
0 a3,1(x0) a3,2(x0) e−2Q(x0) · · · 0
... ... ... ... . . . ...
0 an,1(x0) an,2(x0) an,3 · · · e(−1+(−1)n)Q(x0)


de tal manera que

an,1(x) =
(
e−2Q(x)

)[n−1]
,

an,m(x) =
n−1∑

k=m−1

(
n− 1
k

)(
e−2Q(x)

)[n−1−k]
bk,m−1(x),
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y

bk,1 = (eQ(x))[k−1],

y denotando Q(x) = Q, cuando 2 ≤ m ≤ k se tiene

bk,m =
k−1∑

k1=m−1

(
k − 1
k1

)
(e2Q)[k−1−k1]

k1−1∑
k2=m−2

(
k1 − 1
k2

)(
e−2Q

)[k1−1−k2]

×
km−3−1∑
km−2=2

(
km−3 − 1
km−2

)
(e−2Q)[km−3−1−km−2]

km−2−1∑
km−1=1

(
km−2 − 1
km−1

)

×
(
e2Q

)[km−2−1−km−1]
(e−2Q)[km−1−1]

cuando m es par. Se define

bk,m =
k−1∑

k1=m−1

(
k − 1
k1

)
(e2Q)[k−1−k1]

k1−1∑
k2=m−2

(
k1 − 1
k2

)(
e−2Q

)[k1−1−k2]

×
km−3−1∑
km−2=2

(
km−3 − 1
km−2

)
(e2Q)[km−3−1−km−2]

km−2−1∑
km−1=1

(
km−2 − 1
km−1

)

×
(
e−2Q

)[km−2−1−km−1]
(e2Q)[km−1−1]

cuando m es impar.

Demostración. Este teorema es una aplicación directa de los resultados para en-
contrar los coeficientes de la serie de Taylor de una ecuación de Sturm-Liouville
presentado en [48].

Observación 49. La referencia [48] incluye una generalización de fórmula de Taylor
cuyo residuo está expresado de la forma de Lagrange. Se pueden reducir las condicio-
nes que se piden en algunos teoremas y construir los residuos de las series de acuerdo
con los resultados de [48] en esta sección. Para simplificar las cosas se supone en
algunos teoremas incluidos en este capítulo que q es una función real analítica y que
las series de Taylor convergen.

9.3.1. Representación en series de Taylor de la solución general
del sistema de Zakharov-Shabat

En esta sección se presenta la solución del sistema de Zakharov-Shabat en forma de
series de Taylor empleando la representación para la solución w de la ecuación de
Sturm-Liouville (8.9) en forma de series de Taylor. Se supone que el potencial q es
una función analítica alrededor de algún punto.
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Teorema 50. Sea q una función continua real valuada en el intervalo [0, a] y real
analítica en x0ε [0, a]. Entonces la solución del sistema de Zakharov-Shabat (8.1) y
(8.2) con λ 6= 0 en una vecindad de x0 es de la forma

v1 (x) = c1
eQ(x)

2

∞∑
n=0

(
i

λ

(
g1

eQ

)[n+1]
(x0) +

(
g1

eQ

)[n]
(x0)

)
(x− x0)n

n!

+ c2
eQ(x)

2

∞∑
n=0

(
i

λ

(
g2

eQ

)[n+1]
(x0) +

(
g2

eQ

)[n]
(x0)

)
(x− x0)n

n! , (9.36)

v2 (x) = −c1
eQ(x)

2

∞∑
n=0

(
1
λ

(
g1

eQ

)[n+1]
(x0) + i

(
g1

eQ

)[n]
(x0)

)
(x− x0)n

n!

−c2
eQ(x)

2

∞∑
n=0

(
1
λ

(
g2

eQ

)[n+1]
(x0) + i

(
g2

eQ

)[n]
(x0)

)
(x− x0)n

n! , (9.37)

donde c1 y c2 son constantes complejas arbitrarias, [n] representa la derivada de
orden n que se puede calcular empleando las relaciones (9.34) y (9.35) del Teorema
48 y Q = i

´
qdx. La solución general del sistema de Z-S cuando λ = 0 es v1 = e

´
q

y v2 = e−
´
q.

Demostración. Como se ha visto en el Teorema 48 se pueden construir los coefi-
cientes de las series de Taylor de las soluciones de la ecuación de Sturm-Liouville
(8.9) empleando las relaciones (9.34) y (9.35). Cuando se considera un potencial q
analítico en x0 se pueden construir las series

g1(x)
eQ(x) =

∞∑
n=0

(x− x0)n
n!

(
g1

eQ

)[n]
(x0) y g2(x)

eQ(x) =
∞∑
n=0

(x− x0)n
n!

(
g2

eQ

)[n]
(x0) (9.38)

donde eQ(x), Q(x) = i
´
q(x)dx.

A partir de la representación en forma de series de Taylor (9.38) de los componentes
linealmente independientes de la solución w = eQ

(
c1

g1(x)
eQ(x) + c2

g2(x)
eQ(x)

)
se puede cons-

truir u empleando la relación (8.6), la cual es de la forma u (x) = i
λ
(∂ − p(x))w(x).

Considerando la factorización presentada en [55], se tiene que

u (x) = i

λ
(∂ − iq(x))w(x) = i

λ
eQ(x)∂(e−Q(x)w(x)). (9.39)

Aplicando esta igualdad a w = eQ(x)
(
c1

g1
eQ(x) + c2

g2
eQ(x)

)
se obtiene

u (x) = i

λ
eQ(x)∂

(
c1
g1 (x)
eQ(x) + c2

g2(x)
eQ(x)

)
. (9.40)

Derivando las series de Taylor de g1
eQ

y g2
eQ

representadas de la forma (9.38) se obtiene

∂
(
g1

eQ

)
=
∞∑
n=0

(x− x0)n

n!

(
g1

eQ

)[n+1]
(x0), ∂

(
g2

eQ

)
=
∞∑
n=0

(x− x0)n

n!

(
g2

eQ

)[n+1]
(x0).
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Aplicando estas derivadas a la igualdad (9.40) se obtiene la serie

u(x) = eQ(x) i

λ

( ∞∑
n=0

c1

(
g1

eQ

)[n+1]
(x0) + c2

∞∑
n=0

(
g2

eQ

)[n+1]
(x0) (x− x0)n

n!

)
.

Tomando en cuenta las relaciones

v1 = 1
2 (w + u) y v2 = i

2 (w − u)

se obtienen las representaciones para las soluciones del sistema de Z-S (9.36) y
(9.37).

Observación 51. Tal como se menciona en el Capítulo 8.1 la ecuación (8.10) es
de Sturm-Liouville y tiene una solución particular u0 = e−

´
p cuando (8.10) tiene

un valor λ = 0. Esto indica que se puede construir un análogo del Teorema 48
que permita construir de la misma manera los primeros n coeficientes de Taylor
de la solución u = c1u1 + c2u2 de la ecuación (8.10). Conociendo las soluciones
u = c1u1 + c2u2 y w = c1g1 + c2g2 de las ecuaciones de Sturm-Liouville (8.10) y (8.9)
se pueden construir los primeros coeficientes de Taylor de la solución del sistema
de Zakharov-Shabat por medio de las igualdades v1 = 1

2(u + w) , v2 = −i
2 (u − w).

La ventaja de este enfoque es que el potencial q requiere ser una función qεCn(x0),
mientras que el Teorema 50 requiere que el potencial q sea una función real analítica
en x0ε [0, a] (la cual es una condición mas fuerte). Más aún, en este enfoque no se
requiere derivar la serie de Taylor como se hace en (9.39) para obtener la solución
u = c1u1 + c2u2, lo cual facilita construir un análogo al Teorema de Taylor e incluso
construir alguna expresión para el resto de Taylor (también conocido como residuo
o remanente de la serie de Taylor) para la solución del sistema de Zakharov-Shabat
(8.1) y (8.2). Se puede verificar que los primeros coeficientes de Taylor coinciden con
los coeficientes de los primeros términos de (9.36) y (9.37).

Corolario 52. Sea q una función real analítica, real valuada y de soporte compacto
en el intervalo [0, a]. Entonces las series de Taylor alrededor de x0 = 0 para los
coeficientes espectrales de Fourier del sistema de Zakharov-Shabat (8.1) y (8.2) son

a (x) = eQ(a)−Q(0)+iλa

2

∞∑
n=0

(
i

λ

(
g1

eQ

)[n+1]
(0) +

(
g1

eQ

)[n]
(0)
)
an

n!

+ eQ(a)+Q(0)+iλa

2

∞∑
n=0

((
g2

eQ

)[n+1]
(0)− iλ

(
g2

eQ

)[n]
(0)
)
an

n! , (9.41)

b (x) = −e
Q(a)−Q(0)−iλa

2

∞∑
n=0

(
1
λ

(
g1

eQ

)[n+1]
(0) + i

(
g1

eQ

)[n]
(0)
)
an

n!

+ eQ(a)+Q(0)−iλa

2

∞∑
n=0

(
i
(
g2

eQ

)[n+1]
(0)− λ

(
g2

eQ

)[n]
(0)
)
an

n! , (9.42)

donde Q(x) = i
´
q(x)dx y [n] representa la derivada de orden n que se puede calcular

empleando las relaciones (9.34) y (9.35) del Teorema 48.
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Demostración. Se sigue de la condición de frontera (8.17) que los coeficientes para
c1 y c2 de la solución general del sistema de Z-S (9.36) y (9.37) con las condiciones
(9.34) y (9.35) para x0 = 0, son

c1 = e−Q(0) (9.43)
c2 = −iλeQ(0). (9.44)

Con un potencial de soporte compacto los límites (2.28) y (2.29) para los coeficientes
no lineales de Fourier se reducen a

a(λ) = φ1(a)eiλa

b(λ) = φ2(a)e−iλa,

donde φ1(a) y φ2(a) se sustituyen por v1(a) y v2(a) bajo las representaciones (9.36)
y (9.37) con los coeficientes (9.43) y (9.44) respectivamente para obtener las expre-
siones equivalentes a (9.41) y (9.42).

Corolario 53. Sea q una función real analítica, real valuada y de soporte compacto
en el intervalo [0, a]. La transformada de Fourier discreta y continua para un sistema
de Z-S está dada por

q̂(λ) = e−2iλa

∑∞
n=0

(
eQ(0)

(
i
(
g2
eQ

)[n+1]
(0)− λ

(
g2
eQ

)[n]
(0)
)
− e−Q(0)

(
1
λ

(
g1
eQ

)[n+1]
(0)− i

(
g1
eQ

)[n]
(0)
))

an

n!∑∞
n=0

(
e−Q(0)

(
i
λ

(
g1
eQ

)[n+1]
(0) +

(
g1
eQ

)[n]
(0)
)

+ eQ(0)
((

g2
eQ

)[n+1]
(0)− iλ

(
g2
eQ

)[n]
(0)
))

an

n!

,

q̃(λ) = e−2iλa

∑∞
n=0

(
eQ(0)

(
i
(
g2
eQ

)[n+1]
(0)− λ

(
g2
eQ

)[n]
(0)
)
− e−Q(0)

(
1
λ

(
g1
eQ

)[n+1]
(0)− i

(
g1
eQ

)[n]
(0)
))

an

n!

iaΣ + ∂λΣ
,

donde

Σ =
∞∑
n=0

e−Q(0)
(
i

λ

(
g1

eQ

)[n+1]
(0) +

(
g1

eQ

)[n]
(0)
)

+ eQ(0)
((

g2

eQ

)[n+1]
(0)− iλ

(
g2

eQ

)[n]
(0)
)an

n! ,

∂λΣ =
∞∑
n=0

e−Q(0)
(
i

λ

(
g1

eQ

){n+1}
(0)− i

λ2

(
g1

eQ

)[n+1]
(0) +

(
g1

eQ

){n}
(0)
)

+ eQ(0)
((

g2

eQ

){n+1}
(0)− iλ

(
g2

eQ

){n}
(0)− i

(
g2

eQ

)[n]
(0)
)an

n! .

Los términos
(
g1
eQ

){n}
(0) y

(
g2
eQ

){n}
(0) se calculan de acuerdo a las siguientes rela-
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9.3 Método generalizado para construir los primeros coeficientes de las series de
Taylor de la solución de la ecuación de Sturm-Liouville

ciones

g1(x0)
eQ(x0)(

g1
eQ

){1}
(x0)(

g1
eQ

){2}
(x0)(

g1
eQ

){3}
(x0)(

g1
eQ

){4}
(x0)

...(
g1
eQ

){n}
(x0)



= An



0
0
−2λ

0
4λ3

...
1+(−1)n

2 innλn−1


,

y 

g2(x0)
eQ(x0)(

g2
eQ

){1}
(x0)(

g2
eQ

){2}
(x0)(

g2
eQ

){3}
(x0)(

g2
eQ

){4}
(x0)(

g2
eQ

){5}
(x0)

...(
g2
eQ

){n}
(x0)



= An



0
0
0
−2λ

0
4λ3

...
1+(−1)n+1

2 in−1(n− 1)λn−2


,

donde x0 = 0 y An se define de la misma manera que en el Teorema 48 .
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10 Ejemplos numéricos para el
sistema de Zakharov-Shabat con
un potencial real-valuado

En esta sección se muestran los pasos para implementar numéricamente el método
AATO, el método SPPS y el método para construir los coeficientes de la serie de
Taylor de la solución de una ecuación de Sturm-Liouville. También se presentan
algunos ejemplos numéricos para exhibir las características, ventajas y desventajas
de cada método.

10.1. Implementación de los métodos numéricos

10.1.1. Esquema general y detalles de implementación para la
aproximación analítica de operadores de transmutación

Considere la ecuación de Sturm-Liouville (8.9), la cual es,

−w′′ + (iq′ − q2)w = λ2w

donde q es una función de soporte compacto en [0, a]. Basándose en los resultados
de [50] es posible formular el siguiente algoritmo para construir los coeficientes es-
pectrales a(λ) y b(λ) y la transformada continua y discreta de Fourier q̂ y q̃ del
sistema de Z-S (8.1), (8.2) con un potencial q real de soporte compacto en [0, a]. Los
pasos son los siguientes:

1. Considere la solución particular w0(x) = eQ(x), donde Q(x) = i
´ x

0 q(y)dy, de
la ecuación (8.11)

−w′′0 + (iq′ − q2)w0 = 0

en el segmento [0, a]. Note que, w0 no se anula en [0, a] y está normalizada de
tal manera que w0(0) = 1. Defina h := w′0(0) = q(0).

2. Calcule las funciones ϕk y ψk, k = 0, . . . , N empleando (9.20) y (9.21).
3. Calcule las funciones ck y sk, k = 0, . . . , N empleando (9.22) y (9.23).
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4. Encuentre los coeficientes a0, a1,. . .,aN y b1, b2, . . ., bN de una aproximación
de las funciones

h

2 + 1
2

ˆ x

0
(iq′(s)− q2(s))ds, y 1

4

ˆ x

0
(iq′(s)− q2(s))ds

por medio de combinaciones lineales ∑N
n=0 ancn(x) y ∑N

n=1 bnsn(x) tal como se
muestra en el Teorema 47. Fije b0 = a0. Note que también se puede tomar
a0 = h

2 y aproximar la función h
2 (1 + w0(x))+ 1

4

´ x
0 (iq′(s)−q2(s))ds por medio

de una combinación lineal ∑N
n=1 ancn(x) para encontrar los coeficientes a1, . . . ,

aN .
5. Calcule las aproximaciones sN(λ, x) y cN(λ, x) de las soluciones s y c por medio

de (9.24) y (9.25).
6. Calcule las aproximaciones de sλ y cλ empleando (9.27), (9.26).
7. Calcule las aproximaciones de sx y cx usando (9.29), (9.28).
8. Calcule las aproximaciones de las derivadas mixtas de las soluciones s y c, es

decir, sx,λ y cx,λ empleando (9.31) y (9.30).
9. Construya la aproximación de los coeficientes espectrales a(λ) y b(λ) usando

las aproximaciones de s, sx, c y cx en (8.20) y (8.21).
10. Construya la aproximación de la transformada no lineal de Fourier discreta y

continua, es decir q̂ y q̃, usando las aproximaciones de s, sx, sλ, sxλ, c, cx, cλ,
cxλ en (8.22) y (8.24).

La implementación del método AATO fue realizada en el software Wolfram Mathe-
matica dada la posibilidad de explorar las propiedades del método bajo una arit-
mética de precisión arbitraria. Tal como se explica en [50] la integración recursiva
toma un rol crucial en la precisión y la velocidad del algoritmo del método AATO.
La integración en los experimentos numéricos fue realizada utilizando el esquema
de cuadratura de Clenshaw-Curtis basado en la aproximación del integrando por
medio de una suma parcial de su expansión en series de polinomios de Tchevyshev
e integración término por término de la aproximación. Para mas detalles, vea [50].

10.1.2. Esquema general y detalles de implementación para el
método de series de potencias del parámetro espectral

Tal como se muestra en la Sección 9.1 es posible representar la solución del sistema
de Zakharov-Shabat con un potencial real en términos del método SPPS clásico (vea
[49, 54, 55]). El cálculo numérico de las integrales recursivas para el método SPPS
clásico es el mismo al que se lleva a cabo en la construcción de las funciones ϕk y ψk
en el Paso 2 de la implementación numérica del método AATO, esto hace posible
implementar numéricamente el método SPPS clásico a partir de los cálculos de las
funciones ϕk y ψk de la implementación del método AATO. La complejidad numérica
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para el método SPPS en este caso se reduce a la complejidad de la integración llevada
a cabo en el Paso 2 de la implementación del método AATO. En este paso se emplea
la cuadratura de Clenshaw-Curtis para la integración recursiva de las funciones ϕk
y ψk tal como se menciona acerca de la complejidad para el método AATO.
Los pasos para implementar numéricamente el método SPPS son los siguientes:

1. Calcule las funciones X(k) y X̃(k) (estas funciones son calculadas en el Paso 2
de la implementación del método AATO).

2. Construya la ecuación característica κN(λ) de acuerdo a (9.12) para un N
suficientemente grande.

3. Calcule las raíces de κN(λ), estas raíces contienen una aproximación del es-
pectro discreto.

4. Construya la aproximación de los coeficientes espectrales a(λ) y b(λ) de (6.15)
y (6.16) truncando las series hasta el N -ésimo término de la siguiente manera:

a(λ) ≈ v0(−a)e2jλa
N∑
k=0

λk
(
v′0(a) + λv0(a)

q∗(a) X(2k+1)(a) + X(2k)(a)
v0(a)

)

b(λ) ≈ −v0(−a)v0(a)
N∑
k=0

λkX(2k+1)(a).

5. Construya la aproximación de la transformada no lineal de Fourier discreta y
continua q̂ y q̃ truncando las series hasta el N -ésimo término de la siguiente
manera:

q̂(λ) ≈ v0(a)e−2jλa∑N
k=0 λ

kX(2k+1)(a)∑N
k=0 λ

k
(
v′0(a)+λv0(a)

q∗(a) X(2k+1)(a) + 1
v0(a)X

(2k)(a)
)

q̃(λj) ≈
q∗(a)v0(a)e−2jλja∑N

k=0 λ
k
jX

(2k+1)(a)∑N
k=0 λ

k
j

(
2ja+ k

λj

) (
v′0(a)X(2k+1)(a) + v0(a)X(2k−1)(a) + q∗(a)

v0(a)X
(2k)(a)

) .
La razón por la cual en los pasos 4 y 5 se usan fórmulas del método SPPS modificado
es por que el método SPPS modificado se reduce al método SPPS clásico cuando la
ecuación de Sturm-Liouville (3.1) tiene un haz de N = 1 (lo que la reduce en una
ecuación de Sturm-Liouville clásica).

10.1.3. Esquema general y detalles de implementación la
generalización del método para construir los
coeficientes de la serie de Taylor de la solución de una
ecuación de Sturm-Liouville

En esta sección se muestra un procedimiento para implementar el método para
construir los coeficientes de la serie de Taylor de la solución de una ecuación de
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Sturm-Liouville. Considere la ecuación de Sturm-Liouville (8.9), la cual es,

−w′′ + (iq′ − q2)w = λ2w.

Basándose en los resultados de [48] es posible formular el siguiente algoritmo para
construir una representación de los coeficientes espectrales a(λ) y b(λ) y la transfor-
mada no lineal de Fourier continua y discreta q̂ y q̃ de un sistema de Z-S (8.1), (8.2)
con un potencial q real-valuado de soporte compacto en [−a, a]. El procedimiento
es el siguiente:

1. Considere la función w0 = eQ(x), donde Q(x) = i
´
q(x)dx. Esta función es una

solución de la ecuación (8.11) que no se anula en [0, a].

2. Calcule las derivadas
(
e2Q

)[n]
(x0) y

(
e−2Q

)[n]
(x0), del orden n = 0, . . . , N,N+

1, para x0 = 0.

3. Empleando las funciones bk,m construya las entradas an,m(x) de la Matriz An
tal como se muestra en el Teorema 48.

4. Construya los N + 1 coeficientes de Taylor
(
g1
eQ

)[n]
(x0) y

(
g2
eQ

)[n]
(x0) conforme

a las igualdades (9.34) y (9.35).

5. Construya la aproximación de los coeficientes espectrales a(λ) y b(λ) de (9.41)
y (9.42) truncando las series hasta el N -ésimo término de la siguiente manera:

a (x) ≈ eQ(a)−Q(0)+iλa

2

N∑
n=0

(
i

λ

(
g1

eQ

)[n+1]
(0) +

(
g1

eQ

)[n]
(0)
)
an

n!

+ eQ(a)+Q(0)+iλa

2

N∑
n=0

((
g2

eQ

)[n+1]
(0)− iλ

(
g2

eQ

)[n]
(0)
)
an

n! , (10.1)

b (x) ≈ −e
Q(a)−Q(0)−iλa

2

N∑
n=0

(
1
λ

(
g1

eQ

)[n+1]
(0) + i

(
g1

eQ

)[n]
(0)
)
an

n!

+ eQ(a)+Q(0)−iλa

2

N∑
n=0

(
i
(
g2

eQ

)[n+1]
(0)− λ

(
g2

eQ

)[n]
(0)
)
an

n! , (10.2)

6. Construya la aproximación de la transformada no lineal de Fourier discreta y
continua q̂ y q̃ truncando las series hasta el N -ésimo término

q̂(λ) ≈ e
−2iλa

∑N

n=0

(
eQ(0)

(
i
(
g2
eQ

)[n+1]
(0)− λ

(
g2
eQ

)[n]
(0)
)
− e−Q(0)

(
1
λ

(
g1
eQ

)[n+1]
(0)− i

(
g1
eQ

)[n]
(0)
))

an

n!∑N

n=0

(
e−Q(0)

(
i
λ

(
g1
eQ

)[n+1]
(0) +

(
g1
eQ

)[n]
(0)
)

+ eQ(0)
((

g2
eQ

)[n+1]
(0)− iλ

(
g2
eQ

)[n]
(0)
))

an

n!

,

q̃(λ) ≈ e
−2iλa

∑N

n=0

(
eQ(0)

(
i
(
g2
eQ

)[n+1]
(0)− λ

(
g2
eQ

)[n]
(0)
)
− e−Q(0)

(
1
λ

(
g1
eQ

)[n+1]
(0)− i

(
g1
eQ

)[n]
(0)
))

an

n!

iaΣN + ∂λΣN
,
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donde

ΣN =
N∑
n=0

e−Q(0)
(
i

λ

(
g1

eQ

)[n+1]
(0) +

(
g1

eQ

)[n]
(0)
)

+ eQ(0)
((

g2

eQ

)[n+1]
(0)− iλ

(
g2

eQ

)[n]
(0)
)an

n! ,

∂λΣN =
N∑
n=0

e−Q(0)
(
i

λ

(
g1

eQ

){n+1}
(0)− i

λ2

(
g1

eQ

)[n+1]
(0) +

(
g1

eQ

){n}
(0)
)

+ eQ(0)
((

g2

eQ

){n+1}
(0)− iλ

(
g2

eQ

){n}
(0)− i

(
g2

eQ

)[n]
(0)
)an

n! ,

los términos
(
g1
eQ

){n}
(0) y

(
g2
eQ

){n}
(0) se calculan de acuerdo al Corolario 53.

Las ventajas que tiene el método de series de Taylor en comparación a los otros
métodos mostrados en este trabajo es que las series de Taylor y sus propiedades son
bien conocidas en la literatura. Este método también permite obtener una aproxima-
ción de la derivada de la serie lo que permite evitar el error que surge de aproximar
una derivada a partir de una aproximación numérica. Otra ventaja de este método
es que es sencillo de programar ya que son pocos los pasos que se requieren para
llevarlo a cabo. Una desventaja de truncar una serie de Taylor es que se pierde rá-
pidamente precisión cuando se evalúa lejos del punto x0. Esto lo limita a considerar
intervalos pequeños [0, a] para el potencial q. Debido a que aproximar una deriva-
da de una aproximación numérica puede llevar a un error numérico importante, es
conveniente que las derivadas del Paso 2 de la implementación numérica se calcu-
len analíticamente, lo cual puede requerir de tiempo y recursos. Para este paso de
la implementación numérica se calcularon las derivadas analíticamente usando una
combinación de los comandos del Software Wolfram Mathematica “CoefficientList”
y “Series”. Otra desventaja de este método es la alta cantidad de multiplicaciones
llevadas a cabo cuando se calculan las funciones bk,m de las entradas an,m(x) de la
Matriz An en el Paso 3 de la implementación numérica las cuales elevan de manera
importante la complejidad numérica del algoritmo.

10.2. Ejemplos numéricos

10.2.1. Perfil Rectangular

Existen pocos ejemplos donde es posible calcular la transformada no lineal de Fourier
analíticamente. Uno de estos ejemplos es conocido como el perfil rectangular o pulso
rectangular.

Ejemplo 54. Considere el potencial real-valuado de soporte compacto para el sis-
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tema de Zakharov-Shabat dado por

q(t) =

A, t ∈ [t1, t2]
0, de otro modo.

El espectro continuo exacto se muestra en [85] el cual es

q̂(λ) = A∗

iλ
e−2jλt

(
1− D

iλ
cot (D (t2 − t1))

)−1
,

donde D =
√
λ2 + |A|2. La ecuación de dispersión exacta es

e2j(T2−T1)
√
λ2 + |A|2 =

λ+
√
λ2 + |A|2

λ−
√
λ2 + |A|2

.

En el Cuadro 10.1 se muestra el espectro discreto del perfil rectangular calculado
para A = 1, 2, 3 y 10 en un intervalo [0, 2]. El método SPPS y el método AATO se
calcularon juntos utilizando 80 potencias formales, 257 puntos para el intervalo [0, 2]
y una aritmética de 54 dígitos para los potenciales A = 1, 2, 3 y 10. Debido a su alto
coste numérico para construir los coeficientes para las series de Taylor se utilizaron
únicamente N = 33 términos para aproximar la serie (los cuales tomaron tres días
en ser calculados). Como se muestra en la tabla de comparación del Cuadro 10.1 el
método de series de Taylor fue el que menos precisión tiene y el que mas recursos
consume en comparación al método AATO y SPPS. Debido a esto posteriormente
se compara únicamente el método AATO con el método SPPS.
Tal como se muestra en la Sección 9.1 el método SPPS reduce el problema numérico
de encontrar el espectro discreto al problema de encontrar las raíces de un polinomio,
este método es preciso cerca del origen del plano complejo de la variable λ. Sin
embargo el método AATO podría experimentar inestabilidad numérica cerca del
origen del plano complejo dado que hay una división entre el parámetro espectral
[50]. Se puede apreciar este fenómeno en las Figuras 10.1 y 10.2.

2 4 6 8 10

0.5

1.0

1.5

SPPS

AATO

Exact

2 4 6 8 10

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

SPPS

AATO

Exact

2 4 6 8 10

1

2

3

4

5

SPPS

AATO

Exact

Figura 10.1: Comparación del espectro continuo obtenido por el método SPPS, el
método AATO y el espectro continuo exacto. Se considera para cada ilustración
los valores A = 2, 3 y 10 respectivamente, fijando T1 = 0 y T2 = 2.

Dado este fenómeno, para poder incrementar la precisión es posible combinar los
resultados dados por el método AATO y el método SPPS simplemente tomando
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Para A = 1
λ aprox. SPPS AATO Series de Taylor
0.3190i 1 · 10−52 3.5 · 10−41 3.1 · 10−19

Para A = 2
λ aprox. SPPS AATO Series de Taylor
1.5713i 1.5 · 10−29 2.3 · 10−31 1.1 · 10−11

Para A = 3
λ aprox SPPS AATO Series de Taylor
1.4738i 2.9 · 10−30 1.2 · 10−24 3.2 · 10−4

2.6844i 1.3 · 10−20 7.6 · 10−25 3.3 · 10−8

Para A = 10
λ aprox. SPPS AATO
4.6014i 1.6 · 10−12 2.4 · 10−17

6.6875i 3 · 10−6 9.9 · 10−16

8.0271i 2.7 · 10−3 6.7 · 10−15

8.9402i 0.2 1.9 · 10−14

9.5426i 0.4 2.5 · 10−14

9.8875i 0.4 1.2 · 10−14

Cuadro 10.1: Comparación del error absoluto del método SPPS, del método de
series de Taylor y del método AATO.

el punto de intersección donde la diferencia entre estos enfoques es mínima. Bajo
este esquema, fijando los parámetros A = 2, 3 y 10, T1 = 0 y T2 = 2, los errores
absolutos de los experimentos numéricos usando la combinación del método SPPS
y AATO para la aproximación de los eigenvalores y la transformada no lineal de
Fourier discreta se muestran en el Cuadro 10.2.

10.2.2. Pulso de Satsuma-Yajima

Ejemplo 55. Un potencial clásico cuya transformada no lineal de Fourier se conoce
como el pulso de Satsuma-Yajima, este potencial es de la forma

q(x) = Asech(x).

El problema de dispersión correspondiente a su sistema de Zakharov-Shabat ha sido
resuelto de manera analítica con detalle en [22, 73, 86]. La función espectral continua
exacta es

q̂(λ) =
Γ
(
−iλ+ 1

2 + A
)

Γ
(
−iλ+ 1

2 − A
)
sen(πA)

Γ2
(
−iλ+ 1

2

)
cosh(πλ)

,
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Figura 10.2: Error absoluto del método SPPS en comparación con el error absoluto
del método AATO.

Para A = 2
λ aprox. Eigenvalores NLFT Discreta
1.5713i 2.3 · 10−31 5 · 10−30

Para A = 3
λ aprox. Eigenvalores NLFT Discreta
1.4738i 2.9 · 10−30 1.8 · 10−25

2.6844i 7.6 · 10−25 1.9 · 10−23

Para A = 10
λ aprox. Eigenvalores NLFT Discreta
4.6014i 2.4 · 10−17 5 · 10−16

6.6875i 9.9 · 10−16 5 · 10−15

8.0271i 6.7 · 10−15 1.2 · 10−14

8.9402i 1.9 · 10−14 7.1 · 10−13

9.5426i 2.5 · 10−14 6 · 10−14

9.8875i 1.2 · 10−14 1.2 · 10−14

Cuadro 10.2: Errores absolutos de los experimentos numéricos usando la mezcla
del método SPPS y AATO para la aproximación de los eigenvalores y la transfor-
mada no lineal de Fourier discreta.

donde Γ es la función gama. El espectro discreto exacto depende linealmente en A
de acuerdo a [22, 73, 86], el cual se puede calcular por medio de

λn = i
(
A+ 1

2 − n
)
, n = 1, 2, ..., N,

donde N es el entero mas grande que satisface =(λn) > 0. El error absoluto y relativo
de los experimentos numéricos usando el método SPPS y el método AATO para el
espectro discreto cuando A = 2.7 se muestran en la tabla del Cuadro 10.3.

Una comparación del error absoluto del espectro continuo y discreto usando el mé-
todo SPPS y el método AATO se muestran en la Figura 10.3.

Una comparación entre el error absoluto de los coeficientes no lineales de Fourier
a(λ) y b(λ) usando los métodos SPPS y AATO numéricos es mostrada en la Figura
10.4
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λ SPPS AATO
0.2i 5.7 · 10−13 5.7 · 10−9

1.2i 1.7 · 10−9 2.9 · 10−9

2.2i 3.7 · 10−4 7 · 10−9

Cuadro 10.3: Error absoluto y relativo de los experimentos numéricos usando el
método SPPS y el método AATO para el espectro discreto cuando A = 2.7

0.5 1.0 1.5 2.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4
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Exact
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10-6

10-5

10-4

10-3

10-2

0.1

1

SPPS

AATO

Figura 10.3: Gráfica del espectro continuo (izquierda) y el error absoluto (derecha)
del experimento numérico para el pulso de Satsuma-Yajima con A = 2.7 calculado
con el método SPPS y el método AATO.

10.2.3. Potencial de dos jorobas

Ejemplo 56. Usando los métodos numéricos para los métodos SPPS y AATO es
posible calcular el espectro para el sistema de Z-S considerando el potencial de dos
jorobas

q(x) = 2
(
e−4(x−1)2 + e−4(x+1)2)

. (10.3)

Este potencial se considera en [82]. La Figura 10.5 muestra la aproximación SPPS
del espectro discreto el cual hace buena concordancia con los resultados gráficos
mostrados en [82].

10.2.4. Estudio del comportamiento de los eigenvalores

El próximo ejemplo ilustra la aplicación del método SPPS a un problema espectral de
Zakharov-Shabat con un potencial real de soporte compacto que admite eigenvalores
complejos.

Ejemplo 57. Considere el sistema de Zakharov-Shabat con el potencial

q(x) =

s
(
−1 + 3π4 + 3x2

)
, −1 ≤ x ≤ 1,

0, de otro modo
(10.4)

donde s ∈ R. Este potencial fue considerado en un experimento numérico en [41].
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Figura 10.4: Gráfica del error absoluto de los coeficientes no lineales de Fourier
a(λ) (izquierda) y b(λ) (derecha) usando los métodos SPPS y AATO numéricos
con un valore de A = 2.7.
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Figura 10.5: Gráfica de la aproximación SPPS del sistema de Z-S con el potencial
(10.3), cada punto corresponde a una raíz de la ecuación característica aproxima-
da, las raíces que aparecen alrededor corresponde al error que induce el trunca-
miento de las series.

De acuerdo a [41], hay un par de eigenvalores complejos localizados simétricamente
alrededor del eje real en la mitad derecha del plano complejo cuando s está en el
rango 0.956 ≤ s ≤ 0.9999. A medida que s se acerca a 0.9999 los eigenvalores λ1 y
λ2 se aproximan entre si y eventualmente se fusionan en un eigenvalor doble. Si se
aumenta aún más el parámetro s un par de eigenvalores reales aparecen después de
pasar por un estado de doble eigenvalor. El Cuadro 10.4 que muestra los resultados
calculados por medio del método SPPS numérico ilustra el fenómeno descrito. Con
la ayuda de la representación SPPS se encuentra de manera precisa el valor del
parámetro s cuando los eigenvalores λ1 y λ2 se fusionan en un eigenvalor doble. El
valor s ≈ 0.9999006472847 corresponde al momento cuando los eigenvalores están
mas cerca.

Para llevar a cabo este cálculo numérico se usa el software MathWorks MATLAB y
se aproxima (6.11) con M = 100 y v0 = exp

(
i
´
Q
)
como una solución particular.

Las integrales recursivas X(n) son calculadas empleando la fórmula de integración
de Newton-Cottes de seis puntos del séptimo orden (vea por ejemplo [19]).
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s λ1 λ2

0.956 0.0000544585364− 0.6265762379200i 0.0000544585364 + 0.6265762379200i
0.967 0.0076637690047− 0.5443495752993i 0.0076637690047 + 0.5443495752993i
0.989 0.0227377545015− 0.3155449553793i 0.0227377545015 + 0.3155449553793i
0.9999 0.0301375300344− 0.0027328986939i 0.0301375300365 + 0.0027328986939i

0.9999006472847 0.0301625594632 + 5.0785 · 10−9i 0.0301635517506− 5.0785 · 10−9i

0.999901 0.0283635450766 + 2.4 · 10−12i 0.0319628654396− 2.4 · 10−12i

0.99991 0.0209514552194 + 4.9 · 10−13i 0.0393371418191− 4.9 · 10−13i

0.99995 0.0089010060464 + 1.3 · 10−13i 0.0514417381256− 1.3 · 10−13i

0.99999 0.0015563906608 + 2.8 · 10−14i 0.0588404994651− 3.1 · 10−14i

Cuadro 10.4: Comportamiento de los eigenvalores dependiendo del parámetro s del
Ejemplo 57.

El método SPPS permite obtener una gráfica de la función característica en tres
dimensiones en algunos segundos. La localización de las raíces del plano complejo
para diferentes valores del parámetro s es ilustrada por la Figura 10.6 donde se
trazan las gráficas de la función característica aproximada − log |ΦM |.

10.2.5. Localización de eigenvalores empleando el principio del
argumento

Dado que el lado a mano izquierda de la Ecuación (6.11) es una función analítica
con respecto a λ, es posible aplicar el principio del argumento para localizar los ceros
de esta función y calcular su orden. En el caso cuando una función característica
aproximada es justamente un polinomio como en (6.13), se conocen varios métodos
precios de localización de ceros de polinomios y el uso del principio del argumento
puede ser excesivo. Sin embargo aun en este caso el principio del argumento puede
ser útil. Como se menciona en el Capítulo 3, por el principio de Rouché varias raíces
del polinomio (6.13) son aproximaciones de los eigenvalores, todas las demás raíces
aparecen debido al truncamiento de la serie (6.11). La localización de diversas raíces
cercanas al origen usando el principio del argumento seguido de varias iteraciones
de Newton-Raphson puede ser más rápido que la localización de todas las raíces
por algún método de propósito general. Más aún para condiciones de frontera mas
generales, por ejemplo, las que involucran la multiplicación por una función analítica
de λ, la función característica aproximada podría no ser un polinomio, y el principio
del argumento se vuelve aún mas útil (vea, por ejemplo, [12, 20, 84]). El principio
del argumento (vea, por ejemplo, [16]) consiste en lo siguiente:

Teorema 58. Sea f una función analítica en un dominio G con ceros z1, z2,...,zn
contados de acuerdo con su multiplicidad. Si γ es una curva simple rectificable en
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G, contraible a un punto en G y que no pasa a través de z1, z2,...,zn, entonces

1
2πi

˛
γ

f ′(z)
f(z) dz =

n∑
k=1

n(γ; zk), (10.5)

donde n(γ; zk) es el número de vueltas de γ alrededor de zk.

Este teorema aplicado a la función característica aproximada (6.13) en un dominio
restringido por el teorema de Rouché (vea la discusión de arriba) permite encontrar
un número preciso de eigenvalores y puede también ser empleada para encontrar
su posición precisa. Se ilustra este enfoque en el siguiente ejemplo para el cual una
rutina de MATLAB fue escrita para localizar la posición de los ceros de la función
característica aproximada (6.13) calculando el cambio del argumento usando 4000
puntos a lo largo de contornos rectangulares γ. Si el cambio del argumento a lo largo
de cierto γ es cero, el programa considera otro contorno rectangular. De otro modo
el programa divide el rectángulo en dos rectángulos mas pequeños y llama la rutina
nuevamente en cada rectángulo hasta que cierta tolerancia deseada es alcanzada.
Este programa evalúa (10.5) sobre el contorno final γ para encontrar el orden del
cero y también refina la posición del cero por la fórmula bien conocida de residuos
(vea por ejemplo [12, 45])

zk = 1
2πiN(zk)

˛
γ

zΦ′M (z)
ΦM (z) dz,

donde N(zk) es la multiplicidad del cero zk.

Ejemplo 59. Considere el sistema de Zakharov-Shabat con el potencial (10.4).
Se calcula el polinomio (6.13) con M = 100 y se presenta en la Figura 10.7 la
ilustración del trabajo del algoritmo descrito. Las áreas sombreadas contienen los
eigenvalores correspondientes. Los eigenvalores λ1 y λ2 se acercan uno al otro y
después se separan. Las gráficas ilustran la convergencia del procedimiento descrito
para aproximar los eigenvalores presentados en el Cuadro 10.5.

s λ1,2 λ3
0.956 0.0124269786± 0.6259290726i 1.6264287578 + 2 · 10−15i
0.9995 0.0299931318± 0.0606462518i 1.7346285373− 1.5 · 10−14i

0.9999006472847 0.0301630556 + 3.9 · 10−15i,
eigenvalor doble 1.7356369172− 2 · 10−15i

0.99999 0.0588404994 + 3.1 · 10−14i,
0.0015563906− 2.8 · 10−14i

1.7358620206 + 10−15i.

Cuadro 10.5: Comportamiento de los eigenvalores dependiendo del parámetro s
en el Ejemplo 57.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 10.6: Gráficas de la función − log |ΦM | del Ejemplo 57. En (a) los picos
de la izquierda muestran la posición de λ1 y λ2 con s = 0.956. En (b) cuando
s = 0.9995 es posible ver que los picos en la izquierda están mas cerca uno del
otro. En (c) los picos de λ1 y λ2 están cerca de fusionarse en un eigenvalor doble
cerca de s ≈ 0.9999006472847, y finalmente en (d) λ1 y λ2 son dos eigenvalores
diferentes en s = 0.99999.
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Figura 10.7: Ilustración del algoritmo basado en el principio del argumento en el
Ejemplo 59 para s = 0.956 (arriba a la izquierda), s = 0.9995 (arriba a la derecha),
s = 0.9999006472847 (abajo a la izquierda) y s = 0.99999 (abajo a la derecha).
Los rectángulos sombreados marcan la posición de los eigenvalores.
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11 Conclusiones y recomendaciones
para el trabajo a futuro

11.1. Conclusiones

En el Capítulo 3 se construyó una modificación del método SPPS que permite so-
lucionar ecuaciones de tipo S-L en haz, este método permite construir la solución
general en términos de series de potencias del parámetro espectral, donde los coefi-
cientes de las series están dados en términos de integrales recursivas que involucran
una solución particular u0 de la ecuación de Sturm-Liouville en haz

(pu′0)′ + qu0 = u0

N∑
k=1

λk0rk

donde λ0 ∈ C es un número fijo.
En el Capítulo 4 se ha mostrado que el método SPPS modificado provee un méto-
do numérico eficiente para resolver problemas de valor en la frontera. Los ejemplos
numéricos llevados a cabo en la Sección 4.1, como la aplicación al problema de
la ecuación que describe cuerda amortiguada por ejemplo, muestran que la forma
conveniente de la representación SPPS modificada se presta para construir numéri-
camente la solución de problemas espectrales de ecuaciones de Sturm-Liouville en
haz efectivamente por medio de el cálculo de las raíces de un polinomio.
En el Capítulo 6 se ha construido una representación para la solución del sistema de
Z-S en su forma mas general en términos del método SPPS modificado. Considerando
un potencial de soporte compacto para el sistema de Z-S con un potencial complejo-
valuado en la Sección 6.2 se construye en términos del método SPPS modificado una
ecuación característica (o ecuación de dispersión) para el problema de eigenvalores.
Mas aún se construye una representación en términos del método SPPS modificado
de los coeficientes espectrales a y b de la transformada no lineal de Fourier, lo que
permite construir expresiones exactas para encontrar la transformada continua y
discreta de Fourier.
Por medio de los resultados numéricos mostrados en el Capítulo 7 se demostró que
los resultados mostrados en el Capítulo 6 son apropiados para construir métodos nu-
méricos para el problema espectral del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial
complejo-valuado. En este capítulo también se demostró que las representaciones en
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términos del método SPPS modificado para los coeficientes espectrales a y b de la
transformada no lineal de Fourier permiten aproximar numéricamente el espectro
discreto y continuo de la transformada no linear de Fourier de una manera eficiente.

Se construyeron diversas representaciones y aproximaciones de las soluciones del
sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado en el Capítulo 9. Las
representaciones de las soluciones están dadas en términos del método SPPS clásico
y el método para construir los coeficientes de Taylor de la solución de una ecuación de
Sturm-Liouville. Se construyó una aproximación de las soluciones en términos del
método de la aproximación analítica de operadores de transmutación. Cuando se
considera un potencial de soporte compacto estas representaciones de las soluciones
para el sistema de Zakharov-Shabat con un potencial real-valuado permiten construir
expresiones para calcular los coeficientes espectrales a y b de la transformada no
lineal de Fourier y expresiones exactas para encontrar la transformada continua y
discreta de Fourier.

Las representaciones de las soluciones del sistema de Zakharov-Shabat con un po-
tencial real-valuado mostradas Capítulo 9 son adecuadas para construir diversos
métodos numéricos. En el Capítulo 10 se demuestra este hecho por medio de diver-
sos ejemplos donde se consideran diversos potenciales real-valuados para el sistema
de Zakharov-Shabat. Se aprovecharon algunos ejemplos para comparar el desempeño
de cada uno de los métodos mostrados en el Capítulo 9 y se mostraron las cualidades
y precisión de cada método.

11.2. Recomendaciones para el trabajo a futuro

En los Capítulos 7 y 10 se muestran diversos ejemplos numéricos donde se calculan
con alta precisión los datos de dispersión SD(λ, 0), es decir, los coeficientes espec-
trales a y b, el espectro discreto y el espectro continuo, de la transformada no lineal
de Fourier para el sistema de Zakharov-Shabat con diversos potenciales. Cuando
se describe la transformada no lineal de Fourier en la introducción de esta tesis se
indica que los datos de dispersión SD(λ, 0) sirven para poder construir por medio de
la ley de evolución en el tiempo los datos de dispersión SD(λ, t). El trabajo a futuro
natural es emplear los datos de dispersión obtenidos en los Capítulos 7 y 10 para
llevar a cabo la ley de evolución de estos datos de dispersión y así obtener SD(λ, t).
Mas aún, es interesante para un trabajo a futuro obtener una aproximación de la
solución general de la ecuación no lineal de Schrödinger q(t, x) a partir de los datos
de dispersión SD(λ, t).

En el experimento numérico del Ejemplo 32 del Capítulo 7 para los valores mas
pequeños de ε considerados en [12] el método SPPS requiere del uso de aritmética
de alta precisión debido a que el potencial q es altamente oscilatorio y la solución
particular que casi se anula v0 genera valores muy grandes cuando se requiere dividir
con esta función, estas características hacen complicada e inestable la aproximación
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numérica en el sentido de que el tiempo de cálculo se hace muy extenso y costoso,
por esta razón se ha decidido no incluir esos experimentos numéricos. El trabajo a
futuro consiste en mejorar el método numérico de tal manera que funcione de una
manera eficiente para todos los valores de ε considerados en [12].
Una desventaja de la técnica considerada en este trabajo para encontrar la solución
del sistema de Zakharov-Shabat con un potencial complejo-valuado es que cuando
se reduce este sistema a una ecuación de Sturm-Liouville en haz en el Capítulo 5 se
necesita dividir entre el potencial en la ecuación (5.3) (con p = q∗para el sistema de
Z-S con un potencial complejo), esto implica que el método necesita que el potencial
q sea distinto de cero en su dominio. Como se menciona en el Capítulo 6 el sistema de
Z-S es un caso particular de un sistema de Dirac y existe una reciente modificación
del método SPPS presentada en [28] que permite construir una representación de las
soluciones de las ecuaciones de tipo Dirac. Una característica interesante del método
presentado en [28] es que no requiere una reducción del sistema de Zakharov-Shabat
a una ecuación de Sturm-Liouville en haz. La ventaja de este enfoque es que permite
construir una representación de la solución del sistema de Z-S con un potencial
q complejo-valuado que puede tener ceros en su dominio. Un trabajo a futuro es
estudiar las características, ventajas y la precisión del método de [28] aplicado al
sistema de Zakharov-Shabat con potenciales como el que se muestra en el Ejemplo
32 del Capítulo 7 donde el potencial q decrece rápidamente y comparar los resultados
con lo que se muestra en este trabajo.
En el Capítulo 3 se construye la modificación del método SPPS para resolver ecua-
ciones de Sturm-Liouville en haz de la forma

(pu′)′ + qu = u
N∑
k=1

λkrk

para un N finito. El trabajo a futuro consiste en construir una modificación del
método SPPS para resolver ecuaciones de la forma

(pu′)′ + qu = u
∞∑
k=1

λkrk,

es decir, cuando el parámetro espectral forma parte de una función analítica.
Tal como se menciona en la Observación 51 la ecuación (8.10) es de Sturm-Liouville y
tiene una solución particular u0 = e−

´
p cuando (8.10) tiene un valor λ = 0. Se puede

construir un análogo del Teorema 48 que permita construir de la misma manera los
primeros n coeficientes de Taylor de la solución u = c1u1 +c2u2 de la ecuación (8.10).
Conociendo las soluciones u = c1u1 + c2u2 y w = c1g1 + c2g2 de las ecuaciones de
Sturm-Liouville (8.10) y 8.9 se puede construir la solución del sistema de Zakharov-
Shabat por medio de las igualdades v1 = 1

2(u + w) , v2 = −i
2 (u− w). La ventaja de
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este enfoque es que el potencial q requiere ser una función qεCn(x0), mientras que el
Teorema 50 requiere que el potencial q sea una función real analítica en x0ε [0, a] (la
cual es una condición mas fuerte que la anterior). Más aún, en este enfoque no se
requiere derivar la serie de Taylor para obtener la solución u = c1u1+c2u2. El trabajo
a futuro consiste en explorar las características de este enfoque: Escribir una fórmula
para construir los primeros n coeficientes de las series de Taylor de la solución del
sistema de Zakharov-Shabat real-valuado. Construir una expresión para calcular el
residuo de la serie de Taylor de la solución del sistema de Zakharov-Shabat con un
potencial real-valuado. Usando este resultado construir los primeros n coeficientes de
las series de Taylor para los coeficientes espectrales de Fourier a(λ) y b(λ). Construir
los primeros n coeficientes de las series de Taylor para la transformada discreta y
continua de Fourier.
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AKNS Ablowitz Kaup Newell Segur
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