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Abstract

In this thesis a method of approximation of solutions of perturbed Bessel equations is
proposed, which was obtained using properties of transmutation operators.

The method consists in an approximate representation for regular solutions of the perturbed
Bessel equation involving certain recursive integrals. The representation admits estimates uni-
form with respect to the spectral parameter and offers an efficient method for computing large
sets of eigendata. To obtain this result we used transmutation operators whose composition

relates the second derivative with the operator L := % — “{,j;” —q(z),1>—-1 qeC([0,1)).

The following table shows the essential steps we made to obtain the method. The content
of the table is described in detail below.

Second derivative Bessel operator | Perturbed Bessel operator
Yio T
Ordinary i 42 (141 42 1(1+1
B .= & > Lo = 4 -, L= - (),
differential T dr? « 1 <
Y71 l>-3,leRr 1 q € C([0,b]).
operators Lz T
Definiti _ T 2 2
efinition Vief (@) =2 [y (2% = 5?) f (s)ds T (2) + fo t)dt
transmutations YITIlf (z) = a1z (ﬁ)n i (12 — 32)7(L+2)+n sttly (s)ds T 1 [ ( fo ( )dt
L(I+1 L(I+1 l+1 l+1
PDE’s Ow (z,t) =0 (D—%Jr%)U(z,t):O (El i )Jr U] q(x))u(x,t):O
Gei]erallzexli W L ial {U ({E t)} {U ((E t)}
polynomia ave polynomials
solutions m=0 m m=0
Approximation of K (z,t) by lineal combinations of u,,
Runge type theorems and approximation of the solution of —Lu = Au.

Tabla 1. Detailed description of the steps to obtain the method for the solution of perturbed Bessel type

equations.
Following ([12],[33],[64],[65],[70]), we introduce the transmutation operator Y; ,:C([0, b])—C([0, b])
that relates the second derivative B with Ly := % — l(l:;l). We study the images of the

solutions of the equation v” + Av = 0 under the action of Y, and among other properties, we
show that Y, , [xk] = Opx**1 k= 0,1,2,..., the continuity of the operator and we find its
inverse operator Yl_xl as an Erdelyi-Kober operator.

In order to construct a complete system of solutions for the equation

<D—l(l+1)+l(l+1)>U(9:,t):0 0

2 t2

XV



xvi Abstract

considered in a square centered in the origin we use the operator Y; Y], which is a continuous

transmutation operator and possessing an inverse operator Y}‘tlYg_xl As a contribution we show

that the “fourth” part of the wave polynomials under the action of this operator are mapped

into solutions of equation (1). Namely, such that m =0orm =4n—1, n=1,2,..., those are:
2n

Up (x,t) = CaxHH Uy (2,t) = Z R L o being constants. Uy (2, 1)
even k=0
Uin—1 (z,t) are called generalized wave polynomials associated with equation (1).

We study the well known operator T (see [71]), which relates Ly with L. In particular, we
are interested in the function T [d; (x, A)] which is a regular solution of the equation —Lu = Au

on (0,8]. Here d; (x,\) == \/zJ,,1 (\/Xx>

Using a mapping property of T discovered in [10] we obtain a family of solutions of the

equation
(D—Z(l;1>+l(l;1>—q(x>)u(x,t>:o 2)

as images of {Uy, Usgy—1},-, under the action of T. We denote them by wy (x,t) and call
generalized wave polynomials associated with equation (2).

We prove the transmutation property for the inverse operator T~'L ¢ (z)] = LoT! [¢ (2)],
and establish the Goursat problem for K (x,t), the kernel of the operator Ton 0 < z <t < b of
its domain of definition, with this we extend the definition domain of the kernel of the operator.
After that, we prove the transmutation property for the preimage of the kernel under the action
of T, LT [k (z,t)] = TLg [k (z,t)] and also we establish its Goursat problem in 0 <z <t <b.

The stability of this Goursat problem is proved as well as an uniform approximation of its
solution k (z,t) = T~'[K (z,t)] by linear combinations of the generalized wave polynomials
associated with (1).

Next, we show that solution of the one-dimensional approximation problem: find such
N € Nand ag,...,ay € C that

%AIQ(S)dS_;anun (ZL’,[L’) S &, (3)

leads to an approximate solution of the equation —Lu = Au on (0, b] which admits a difference
estimate independet of A and constitutes the main result of the present work.

Since the solution of the one-dimensional approximation problem (3) involves the traces
of the generalized wave polynomials associated with (2) we establish some properties of them
studying the system of Sturm-Liouville equations

V" — 2(1+1) V! + 2(l—|2—1)V —q ([L’) V = 2\’
"2(+1)
W’ + QW' —q(x) W =2V,
x

We show that the SPPS representation for solutions of this system leads to a convenient
contribution and reveals additional properties of the traces uy (x, x) .

Jessica Yuniver Santana Bejarano



Resumen

En esta tesis se propone un método de aproximacion de soluciones de ecuaciones de Bessel
perturbadas, el cual se obtuvo utilizando las propiedades de operadores de transmutacion.

El método consiste en una representacién aproximada para soluciones regulares de la
ecuacion de Bessel perturbada que involucra ciertas integrales recursivas. La representaciéon
admite estimaciones uniformes con respecto al parametro espectral y ofrece un método efi-
ciente para calcular conjuntos grandes de eigendatos. Para obtener este resultado utilizamos
operadores de transmutacién cuya composicion relaciona a la segunda derivada con el operador
L=~ -0 (@), 1> —1 e C(o.b]).

dx?

La siguiente tabla muestra los pasos esenciales que realizamos para obtener el método. El
contenido de la tabla se describe en detalle abajo.

Segunda derivada Operador de Bessel | Operador de Besel perturbado
Yio T
Operadores ? _ d? l(l+l) _ a2 l(l+l)
dit . B_d_2 Lo_sz_ 2 L_de_ 2 —q(.’E>7
. . = 5
iferenciales dz? <« — 127%, LR < aec(0,b]).
ordinarios Y ’]:"_1
Definicién _
e Yzlf =2 Jy (a2 = 5%) f (s)ds T e (2) +fo t)df
transmutaciones f (z) = a1z ) ( 2 ) (+2)+n sty (s)ds T 1 [ ( fO ( )dt
l l+1 l l+1 (+1 (+1
EDP’s |Ow(z,t)=0 (D D | U )>U(x,t):0 (Df%Jr(—Z)fq(x))u(x,t):O
Soluciones s s
f F Polinomios
FPolinomiales | PO {Un (2,8)} o {um (2, )} oo
. Aproximacién de K (z,t) por combinaciones lineales
Teoremas de tipo Runge de u,, y aproximacién de la solucién de —Lu = Au.

Tabla 2. Descripcién detallada de los pasos para obtener el método para la solucion de ecuaciones de Bessel
perturbadas.

Siguiendo ([12],[33],[64],[65],[70]),introducimos al operador de transmutacién Y, ,:C([0, b])—C([0, b])
que relaciona la segunda derivada B con Ly := % — l(l::;l). Estudiamos las imédgenes de las
soluciones de la ecuacion v”+Av = 0 bajo la accién de Y} , y entre otras propiedades, mostramos
que Y, [mk = Ok =0,1,2,..., la continuidad del operador y encontramos su operador

inverso ;" en forma de un operador de Erdélyi-Kober.

Para construir un sistema completo de soluciones para la ecuacién

<D—l(l+1)+l(l+1)>U(9:,t):0 n

2 t2

considerado en un cuadrado centrado en el origen utilizamos el operadorY ;Y ;,el cual es un ope-

xvil



XViii Resumen

rador de transmutacion continuo y posee un operador inverso Yz_tlYl_xl Como una contribucion
mostramos que la “cuarta” parte de los polinomios de onda bajo la accién de este operador son
enviados en soluciones de la ecuacién (4). Es decir, talesquem =0om =4n—1, n=1,2,...,
estos son: Uy (x,t) = C2x T WHL Uy, (2,t) = Zk par—o Q> S donde las oy son
constantes. Uy (x,t), Usn—1 (z,t), son llamados polinomios de onda generalizados asociados con
la ecuacién (4).

Estudiamos el conocido operador T (ver [71]), que relaciona a Ly con L. En particular,
estamos interesados en la funcién T [d; (x, )] la cual es una solucién regular de la ecuacion

—Lu = Auen (0,b]. Aqui d, (x,\) := \/EJH% (\/Xx)

Utilizando una propiedad de mapeo de T descubierta en [10] obtuvimos una familia de
soluciones de la ecuacion

(D—Z(l;1>+l(l;1>—q(x>)u(x,t>:o (5)

como imégenes de {Up,Usr—1},., bajo la accién de T. Los denotamos por wuy (z,t) y los
llamamos polinomios de onda generalizados asociados con la ecuacién (5).

Probamos la propiedad de transmutacién para el operador inverso T~ L{p(z)]=Lo T [p(x)],
y establecimos el problema de Goursat que satisface K (z,t), el kernel del operador T en
0 <x <t <bdesu dominio de definicién, con esto extendimos el dominio de definicion del
nucleo del operador. Luego, mostramos la propiedad de transmutacion para la pre-imagen del
kernel bajo la accién de T, LT [k (z,t)] = TLg [k (z,t)] y también establecimos su problema de
Goursat en 0 < z <t <b.

La estabilidad de este problema de Goursat se prueba asi como una aproximacién uniforme
de su solucién k (z,t) = T~ [K (z,t)] por combinaciones lineales de los polinomios de onda
generalizados asociados con (4).

A continuacién mostramos que la solucién del problema de aproximacién uno-dimensional:

encontrar N € N and ag, aq,...,ay € C tales que
1 /" al
3 /0 q(s)ds — HZ:o axu, (7,7)| < e, (6)

lleva a una solucién aproximada de la solucién de la ecuaciéon —Lu = Au en (0, b] la cual admite
una estimacion de la diferencia independiente de A y constituye el resultado principal de este
trabajo.

Como la solucién del problema de aproximacién uno-dimensional (6) involucra las trazas
de los polinomios de onda generalizados asociados con (5) establecimos algunas propiedades de
ellas estudiando el sistema de ecuaciones de Sturm-Liouville

v 2(l+1 V! + l+1)v —q(2)V =2W,
i 24 W q(x) W =2\V".

Mostramos que la representacion SPPS para soluciones de este sistema nos lleva a una conve-
niente contribucién y revela propiedades adicionales de las trazas uy (z, ).

Jessica Yuniver Santana Bejarano



Introduccidn

La teoria de transmutaciones forma parte de las matematicas y es utilizada en diferentes
areas como lo son las ecuaciones diferenciales e integrales, el andlisis funcional, la teoria de
funciones, el andlisis complejo, entre otras, y estd estrechamente relacionada con muchas apli-
caciones en diversos campos de las matematicas, como lo son los problemas inversos, la teoria
de dispersion, la teoria espectral, los problemas de Sturm-Liouville, la teoria de ecuaciones
diferenciales parciales, etcétera.

Para el estudio que realizaremos se consideraran aquellos operadores de transmutacién que
nos llevan de lo regular a lo singular, por lo que consideramos un enfoque relacionado a la
ecuacién de Bessel cuyas soluciones son las funciones de Bessel de primer tipo o funciones
cilindricas J,, (x) las cudles fueron introducidas por Bessel Friedrich Wilhelm.

Las funciones especiales son muy importantes por sus vastas aplicaciones, siendo las fun-
ciones de Bessel de las mas utilizadas pues al surgir en la solucién de ecuaciones diferenciales
las encontramos en varias ramas de la ciencia y la tecnologia. Las aplicaciones aparecen en
varios problemas, principalmente relacionados con el método de separacién de variables en la
ecuacién de onda, de Helmholtz o de Schrodinger, en coordenadas cilindricas o esféricas como
la propagacion de ondas, elasticidad, movimiento de fluidos, teoria del potencial, teoria de
difusion, difusién de una red, procesamiento de senales y modulacién de frecuencias.

Las funciones de Bessel aparecieron por primera vez en las investigaciones de Daniel Bernou-
1li sobre las oscilaciones de la cadena colgante. Luego aparecieron en la teoria de Euler de las
vibraciones de una membrana circular. Después, Bessel las utilizé en la mecanica gravitatoria,
en sus estudios acerca del movimiento de los planetas, las cudles aparecen como coeficientes en
las series de expasion de la perturbacién indirecta de un planeta causada por el movimiento del
sol.

Las caracteristicas de onda de las funciones de Bessel se parecen mucho a las ondas de
agua, las cuales podrian generarse por ejemplo al soltar una piedra en medio de un gran pozo
de agua, las ondas asi generadas se asemejarian a una superficie de revolucién generada al girar
las curvas de la superficie alrededor de un eje. En la teoria de hidrodinamica ocurren tales
ondas con formas de funciones de Bessel.

Las guias de ondas son otra aplicaciéon. Debido a efectos difractivos, los haces de luz van
incrementando su seccion transversal a medida que viajan en el espacio libre. Estos efectos

Xix



XX Introduccién

pueden corregirse mediante lentes, de hecho los primeros sistemas de comunicaciones a través
del espacio libre se basaron en el uso de estos dispositivos para lograr transmitir el haz a
distancias muy grandes. La alternativa es el empleo de conductos dieléctricos que confinan la
luz y permiten que viaje por grandes distancias con pérdidas minimas. Por ello, las guias de
ondas se usan en microondas, a pesar de su ancho de banda limitado y volumen, mayor que el
de lineas impresas o coaxiales para la misma frecuencia.

Actualmente, son especialmente importantes, y lo seran més en el futuro, las guias de onda
dieléctricas trabajando a frecuencias de la luz visible e infrarroja, habitualmente llamadas fibra
Optica, ttiles para transportar informacién de banda ancha, sustituyendo a los cables coaxiales
y enlaces de microondas en las redes telefénicas y, en general, las redes de datos.

Como hemos visto la ecuacién de Bessel y sus soluciones aparecen en una gran variedad de
aplicaciones, de aqui que sea y seguird siendo de gran importancia desarrollar métodos que nos
ayuden a simplificar los problemas con los que nos encontramos en la vida diaria y llevarlos a
la practica. En particular para el método de nuestro interés es importante informarnos sobre
los avances que se han generado en el estudio de la teoria de operadores de transmutacion y en
especial sobre problemas de Sturm-Liouville singulares.

I. Estado del Arte

Las bases de la teoria de Sturm-Liouville fueron creadas entre 1825 y 1840 por los mateméaticos
franceses Jacques Charles Frangois Sturm y Joseph Liouville.

El problema consiste en encontrar los valores del parametro espectral, eigenvalores, para los
cuales la ecuacion de Sturm-Liouville tiene soluciones, eigenfunciones, no triviales bajo ciertas
condiciones frontera.

Un intento de simplificacién del problema lo propuso el mateméatico francés Jean Frédéric
Auguste Delsarte [16] en 1938, quien propuso buscar un operador lineal 7" con la propiedad
AT = TB, donde B es un operador diferencial sencillo del cudl se conocen las propiedades
y A es un operador mas elaborado al cudl se copian las propiedades de B, en otras palabras
se relaciona dos operadores diferenciales lineales y le permite transformar una ecuacion mas
complicada Ay = —Ay en una béasica Bu = —Au. Introduciendo asi una de las herramientas
matematicas més importantes para abordar los problemas relacionados. Delsarte y Lions [17]
llamaron a tales operadores T “Operadores de transmutacion”.

Desde el primer reporte de Jean Delsarte en 1938, los operadores de transmutacion son
una de las herramientas principales en la teoria espectral de operadores diferenciales ([3], [17],
[46], [54], [65]). Muy a menudo en la literatura a los operadores de transmutacién se les
llama operadores de transformacion. En particular, es bien conocido que para los operadores
A= —% +q(x)y B = —%, q € C(=b,b), existe un operador tal que ATu = T Bu para
cualquier v € C? ([b,b]) y que también tiene la forma de un operador de Volterra

Tu(zx) =u(x)+ /_x K (z,t)u(t)dt

Jessica Yuniver Santana Bejarano



Introduccién xx1

con un ntcleo K de clase C!, su ntcleo integral se puede obtener como una solucién de un
determinado problema de Goursat para la ecuacion de Klein-Gordon con un coeficiente variable.

A pesar de sus propiedades atractivas e importancia, existen muy pocos ejemplos de los nicleos
de transmutacion disponibles (ver [40]).

J. Lions en sus extensas investigaciones [49], [50], [51], [52], [53], eligi6 espacios de funciones
donde la transmutacién es un isomorfismo en el sentido de que hay una transmutacién inversa.
Estos resultados tuvieron contribuciones subsecuentes por R. Carroll y J. Donaldson [8], R.
Hersh [28] y M. Thyssen [67], [68]. En [51] Lions habla de los operadores de transmutacion
singulares y varias aplicaciones. Se da el problema de Cauchy para una ecuacion hiperbdlica
singular, se habla de integraciéon fraccionaria y una propiedad asintética de los operadores de
transmutacion.

Los libros [5], [6], [7], [70] y articulos [3], [19] son dedicados por completo a la teorfa de
transmutaciones y sus aplicaciones. Por otro lado, parte esencial de [9], [39], [46], [54] incluyen
material sobre transmutaciones. En [19] los autores probaron la existencia de transmutaciones
para ecuaciones diferenciales con coeficientes variables de orden alto, incluyendo la correccién
de errores de articulos previos de Delsarte y Lions.

En [8] y [28] se puede encontrar el problema diferencial que el kernel satisface, si el operador
de transmutacion es un operador integral con kernel una funcién o distribucion.

Las investigaciones en el drea de la teoria de Sturm-Liouville han tenido gran actividad
cientifica; ademas de una amplia gama de problemas espectrales directos e inversos relacionados,
son una de las lineas centrales en la fisica matemédtica moderna y sus numerosas aplicaciones.
Desde el trabajo de Joseph Fourier en la teoria del calor y su método de separaciéon de varia-
bles, las propiedades y métodos para resolver diferentes tipos de problemas de Sturm-Liouville
espectrales fueron estudiados en varias publicaciones.

El primer trabajo en el que los operadores de transmutacién fueron utilizados en teoria
espectral es el de A. Ya. Povzner [59], donde construyé operadores de transmutaciéon para
ecuaciones de Sturm-Liouville arbitrarias y los utilizé para obtener la expansién de eigenfun-
ciones para una ecuacion de Sturm-Liouville con un potencial decreciente.

En [54] se muestran algunos resultados de los operadores de transmutacién en teoria espec-
tral, incluye aplicaciones de los operadores de transmutaciéon y problemas relacionados con el
uso de la teoria espectral en el estudio de las ecuaciones no lineales. Se utilizan los operadores
de transmutacion para investigar el problema de contorno generado en un intervalo finito por
el operador de Sturm-Liouville con condiciones de contorno no degeneradas arbitrarias.

[.M. Gelfand y B. M. Levitan [24] encontraron que estos operadores pueden ser utilizados
para dotar de una solucién completa al problema de recuperar una ecuacion de Sturm-Liouville
de su funcién espectral. B. M. Levitan [47] probé la forma general del teorema de equicon-
vergencia. B. Ya. Levin [45] introdujo un nuevo tipo de operadores de transmutaciéon que
preservan la asintética de las soluciones en infinito y V. A. Marchenko [55] los utiliz6 para
resolver el problema inverso de dispersién.

Kipriyanov [32] introdujo espacios de funciones que influyeron importantemente en la teoria
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de ecuaciones diferenciales parciales con operadores de Bessel y en un sentido méas general la
teoria de ecuaciones singulares y degeneradas.

En el articulo [64], S. M. Sitnik describe informacién histérica, los principales hechos cono-
cidos, los resultados del autor original sobre la teoria de las transmutaciones y algunas apli-
caciones. Se clasifica las transmutaciones de Buschman-Erdelyi, se estudian propiedades como
condiciones de transmutacion, factorizaciones, estimaciones de normas, conexiones con transfor-
maciones integrales clasicas, y aplicaciones a ecuaciones diferenciales parciales singulares. Los
operadores de Buschman-Erdelyi fueron estudiados primero por E. T. Copson, R.G. Buschman
y A. Erdelyi como operadores integrales. El término “transmutaciones de Buschman-Erdelyi”
fue introducido por Sitnik. Las ecuaciones integrales con estos operadores fueron estudiados
a mediados de 1950. Sitnik fue el primero en probar la naturaleza transmutacional de estos
operadores. Los operadores clasicos de Sonine y Poisson son casos especiales de los casos de
transmutaciones de Buschman-Erdelyi y las transmutaciones de Sonine-Dimovski y Poisson-
Dimovski son sus generalizaciones para ecuaciones hiper-Bessel. Las transmutaciones para fun-
ciones hiper-Bessel son una generalizacion de las transmutaciones de Sonine-Poisson-Delsarte.

A. Gasmi y M. Sifi [23] describen todos los operadores de transmutacién del operador
de Bessel-Struve al operador segunda derivada. Definen y caracterizan las funciones semi
periddicas en el espacio H de funciones enteras y caracterizan los mapeos lineales continuos de
H en el mismo que conmutan con el operador de Bessel-Struve.

A. Prykarpatsky, A Samoilenko y Y. Prykarpatsky [61] describen la estructura geométrico
diferencial de los operadores de transmutacion en multidimension y discuten aplicaciones al
problema inverso de transformacién espectral. Luego, [25] construyen un andlogo a las ecua-
ciones integrales de Gelfan-Levitan-Marchenko para operadores de transmutacion multi-dimen-
sional mediante el estudio de su estructura geométrico diferencial basados en la identidad de
Lagrange clasica para un par de operadores diferenciales formalmente conjugados. Sugieren
una extensién del método para el caso penciles afines de operadores diferenciales. Ademas, A.
Prykarpatsky, A. Samoilenko, Y. Prykarpatsky y V. Samoylenko [62] estudiaron las propiedades
de la estructura de operadores de transmutacién multi-dimensional de Delsarte-Darboux en es-
pacios funcionales parametricos mediante herramientas geométrico diferenciales y topoldgicas.

Virginia Kiryakova [33] aplica una generalizacion de las transformaciones integrales de tipo
Poisson propuestas por Dimovski a ecuaciones diferenciales hiper-Bessel de orden arbitrario
como un operador de transmutacion. Sus soluciones son escritas en forma explicita, evaluando
los operadores del calculo fraccionario generalizado de funciones trigonométricas generalizadas.
Propone un andlogo a las transformaciones de Poisson-Dimovski y se ilustran sus aplicaciones
a ecuaciones hiper-Bessel “esféricas”.

H. Chebli, A. Fitouhi y M. Hamza [12] dan otra prueba del resultado obtenido por A.
Fitouhi y M. Hamza [20] que los conduce a un dominio grande de convergencia uniforme, y
estudian un operador de transmutacién entre dos clases de operadores de Bessel perturbados.

V. Ya. Volk en su articulo [71] de 1953, muestra que una solucién acotada de la ecuacién

2_ 1
y' + A—Q(z)—pr Ly =0
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puede ser representada como ¢ (z,A) = j, (z,A) + [ K (x,t) j, (t,\)dt, donde K (z,t) es una
funcién continua y j, = V x\/XJp (\/X[E), con J, una funcién cilindrica de orden p, lo que lo

lleva a mostrar las condiciones que debe cumplir K (z,t), es decir su problema de Goursat.
Por otro lado, V. V. Stashevskaya [66] realiza un estudio sobre el problema inverso del analisis
espectral para un operador con una singularidad en cero.

En trabajos recientes ([4], [40], [42], [44]) desarrollados por los doctores V. Kravchenko, S.
Torba y su escuela se han obtenido nuevas propiedades sobre operadores de transmutacion, su
relacién con la teorfa de funciones pseudo-analiticas [39] y como resultado se ha desarrollado
un método para construir el niucleo K y solucion de los problemas espectrales asociados al
operador A, y operadores de Sturm-Liouville méds complicados.

En [4] los doctores H. Campos, V. Kravchenko y S. Torba estudiaron operadores de trans-
mutacién relacionados a L, un operador diferencial ordinario de segundo orden, en términos de

(o]
la transformacién de potencias de la variable independiente {(:)3 — xo)k} en elementos de
una L-base y establecieron una forma precisa del operador de transmuta]ggn realizando esta
transformacion. Utilizaron tal operador de transmutacion para establecer una completacién
de un sistema infinito de soluciones de la ecuacion de Schrodinger. El sistema de soluciones
es obtenido como una aplicacién de la teoria de funciones pseudo-analitica bicompleja y su
completacion fue el resultado buscado. Ha sido considerado su uso para construir ntcleos

reproductores y resolver problemas frontera y de eigenvalores.

En particular en [44] se obtuvo una representacién para el nicleo integral de operadores
de transmutacién de Delsarte que relaciona al operador de Schrodinger A con B como una
componente compleja de una funcién pseudo-analitica con valores bicomplejos de una variable
hiperbdlica [39] una solucién de una ecuacién de Vekua hiperbdlica. La otra componente de
esa funcién pseudo-analitica es el nicleo de transmutacion correspondiente a un operador de
Schrédinger Darboux asociado [40]. Esto junto con algunos resultados nuevos sobre funciones
pseudo-analiticas hiperbélicas ha permitido obtener [44] una representacién para el kernel de
transmutacion en términos de los llamados polinomios de onda generalizados [39]. Al rea-
lizar implementaciones numéricas han demostrado que el método obtenido, a diferencia de
otros métodos conocidos, puede encontrar miles de eigenvalores y eigenfunciones de problemas
espectrales, todos con la misma y notable precisién.

V. V. Kravchenko y R. M. Porter [38] consideran una representacién para la solucion gene-
ral de la ecuacién de Sturm-Liouville como series de potencias del parametro espectral (SPPS)
entre otras cosas muestran que es aplicable a una amplia clase de problemas de Sturm Liouville
singulares. V. Kravchenko y S. Torba [41] dan una visién general de los acontecimientos re-
cientes en teoria de Sturm-Liouville relacionada con operadores de transmutacién y el SPPS. La
posibilidad de escribir las ecuaciones de dispersion de una variedad de problemas espectrales
relacionados a ecuaciones de Sturm Liouville en forma analitica es un atractivo del método
SPPS, el cudl estd basado en el cdlculo de ciertos sistemas de integrales recursivas, los cudles
son completos y resultan ser imagenes de las potencias enteras no-negativas de la variable
independiente bajo la accién de un operador de transmutacién correspondiente.
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Los doctores R. Castillo, V. Kravchenko y S. Torba [10] obtuvieron la representacién SPPS
para soluciones regulares de ecuaciones de Sturm Liouville de tipo Bessel singulares con coe-
ficientes complejos asi como una representacion SPPS para la funcién caracteristica en un
intervalo finito. En [11] desarrollan un enfoque basados en el método SPPS para el andlisis
de las fibras épticas de indice gradual. La ecuacién caracteristica del problema de eigenvalores
para el cdlculo de modos guiados obtenidos en forma analitica en términos del método SPPS.
El truncamiento de la serie y la consideracion de la ecuacién caracteristica aproximada da un
método numérico simple y eficiente para resolver el problema. Obteniendo un método con el
enfoque SPPS con claras ventajas comparado con resultados obtenidos por otras técnicas.

Después de empaparnos acerca de la informacion ya conocida sobre operadores de trans-
mutacién y la ecuacién de Sturm-Liouville principalmente en el caso singular, podemos plantear-
nos algunos objetivos entorno de los cudles giraran los estudios realizados en cada uno de los
capitulos que componen este trabajo de tesis doctoral.

II. Objetivos

En este trabajo nuestro principal interés, basados en el estudio de la ecuacién de Bessel pertur-
bada (4.1), la cual surge en numerosos modelos fisicos que describen la propagacién de ondas
en forma axial o esférica de medios no homogéneos (ver [21], [57]), est4 motivado en el resul-
tado principal del articulo [42] de los doctores V. Kravchenko y S. Torba, donde estudiando la
ecuacion de onda perturbada aproximaron el nicleo del operador de transmutacion por medio
de los polinomios de onda generalizados bajo ciertas condiciones. Esto se puede hacer debido
a que el ntucleo integral es solucién de la ecuacion diferencial parcial. Obteniendo con ello
estimaciones para aproximar las soluciones de la ecuacién de Klein-Gordon.

Con el objetivo de generalizar tal resultado proponemos el andlisis relacionado al paso del
caso regular al caso singular en el estudio de problemas de Sturm-Liouville utilizando el método
aproximacién analitica de operadores de transmutacién (AATO) y el método series de potencias
del pardametro espectral (SPPS) para establecer ciertas propiedades adicionales.

Lo novedoso es que tratamos con el caso singular. Para el estudio que desarrollaremos a lo
largo de este trabajo nos enfocaremos en la solucion regular de la ecuacion de Bessel perturbada
—Lu = Auen (0,b], donde L := % — l(l;;l) —q(z), la cudl se expresa en términos de funciones
de Bessel de primer tipo. Cabe mencionar que el caso cuando [ = 0 no es importante en el
desarrollo del objetivo, pues estariamos considerando el caso de la ecuacién regular el cual ya

ha sido ampliamente estudiado.

Para lograr nuestro objetivo, primero nos planteamos el problema de encontrar un sistema
de polinomios de onda generalizados que son soluciones de la ecuacién

(D—Z<l+1)—l<l+1))U(9:,t):O 7)

2 12

como imégenes de los polinomios de onda (una familia de soluciones polinomiales de la ecuacién
de onda [30]) bajo la accién de la composicién del conocido operador integral de transmutacion
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Y, . (ver [64] y [65]), que relaciona a la segunda derivada B := % con Lg := % - “{;”, con el
operador Y;; (el mismo operador pero con respecto a la variable ). Después, nos planteamos

el problema de construir un sistema de polinomios de onda generalizados para la ecuacion
I(l+1 I(l+1
(o- 12 M ) ugen —o ®

x? 12
como imagenes del sistema de polinomios de onda generalizados construidos previamente bajo
la accion del operador de transmutacién T que relaciona a Ly con L.

Parte esencial para lograr este objetivo fue probar la estabilidad del problema de Goursat
para la pre-imagen del nicleo y probar que las trazas de los polinomios de onda generalizados,
que son solucién de la ecuacién (7), son completas en el espacio C§ ([0,0]), lo cuél fue estable-
cido en Lemas tipo Miintz. También probamos que la pre-imagen admite una aproximacién
uniforme por combinaciones lineales de los polinomios de onda generalizados Uy, (z,t) que
son soluciones de (7) y de aqui deducimos que K admite una aproximacién uniforme por medio
de combinaciones lineales de los polinomios de onda generalizados w4, 1 (x,t) que son soluciones

de (8).

Un objetivo més es el de mostrar como obtener los coeficientes de la aproximacion mediante
la solucién de un problema de aproximacién en el segmento [0,b] de la condicién frontera de
Goursat correspondiente al nicleo K.

Otro objetivo es el que corresponde a un resultado acerca de la aproximacién de la solucién
uy de la ecuacién de Bessel perturbada obtenida con la ayuda de la aproximacion del nicleo
del operador de transmutacion estableciendo la pequenez de la diferencia entre las soluciones
exacta y aproximada, la estimacion

/Ox (L+ ) [uy (s)]ds| < 2ev/z

es valida, independientemente de A € R lo que hace al método propuesto atractivo para resolver
la ecuaciéon de Bessel perturbada en intervalos grandes respecto a .

Es un objetivo més el construir un sistema de integrales recursivas por medio del método
SPPS para encontrar la representacién de las trazas de los polinomios de onda generalizados
en términos de dichas potencias formales.

II1I. Descripcion del contenido

Un estudio riguroso de la teoria de Sturm-Liouville exige conocimientos avanzados de analisis
funcional, analisis complejo, teoria de la medida, ecuaciones diferenciales, teoria de operadores,
teoria espectral y métodos de la Fisica-Matematica. En este trabajo de tesis, solo presentaremos
las herramientas necesarias para abordar el estudio del método de aproximacién de soluciones
de la ecuacién de Bessel perturbada utilizando la teoria de operadores de transmutacion, gene-
ralizando asi el método utilizado por los doctores V. Kravchenko y S. Torba [42] realizado en
el caso regular.
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Este trabajo esta dividido en cuatro capitulos y la lectura y comprension del mismo supone
del lector un bagaje minimo de andlisis, algebra lineal, analisis funcional, ecuaciones diferen-
ciales, teoria de operadores, ecuaciones integrales y teoria de Sturm-Liouville.

En el capitulo 1 presentamos resultados diversos como requisito para la mejor comprension

de los capitulos siguientes. De mencion especial es el operador estudiado por V. Ya. Volk en
[71].

En el capitulo 2 introducimos al conocido operador de transmutacién de Poisson-Sonine-
Delsarte Y ,, el cudl nos permite relacionar la segunda derivada B = % con Ly = % — l(l;gl).
Estudiamos diversas propiedades de dicho operador como la propiedad de transmutacion, la
continuidad, la forma de su operador inverso en términos de los operadores de Erdélyi-Kober,
la imagen de las potencias positivas de = y la imagen bajo Y, , de las soluciones de la ecuacién

regular v” + \v = 0.

Como una aportacion mas del capitulo mostramos cuél es la forma de los polinomios de
onda generalizados los cudles son las imagenes de los polinomios de onda bajo la accion de

Y, Y1+, es decir nuestro operador de transmutacién envia soluciones de la ecuacién de onda en

soluciones de la ecuacion (D — l(lw%l) + Ki%”) U (z,t) = 0. Nos dimos cuenta que del total de
polinomios de onda, los cudles son solucién para la ecuacion de onda, solo la “cuarta” parte de

ellos son enviados en una solucién para la ecuacién en consideracion.
En el capitulo 3 obtenemos una representacion en series de potencias del parametro espectral
(SPPS), para la solucién regular del sistema acoplado de ecuaciones de Sturm-Liouville
v - 2Dy g 28Dy g (2) V= 20,

o+ 1)"
W’ 4 L; Dy q(z)W =2V,

(9)
donde [ > —%, ¢ es una funcién continua a valores complejos en (0,b] y A es un pardmetro
espectral complejo. Como primer paso analizamos a que sistema de ecuaciones satisface el
producto de Cauchy de la solucién encontrada en [10] para la ecuacion —Lu = —A\?Ru, donde

L= "D _ () conl > —3, 2z € (0,a] y R = rou+ ru, ro1 € C([0,d]); con la

2 2
solucigil de 1; ecuaciéon —Lgy = —\%y, obteniendo asf el sistema de ecuaciones (9). Luego se
construye una solucién particular de (9) la cual no tiene ceros en [0,b] excepto en z = 0y
con ella presentamos la factorizacién de Pélya para cada ecuacién en el sistema de ecuaciones
encontrado. Por otro lado, utilizando la propiedad del mapeo del operador T encontrada en
[10], en la primera seccién de este capitulo obtenemos la forma que toman los polinomios de
onda generalizados bajo la accién de tal operador de transmutacién el cual fue estudiado por

V. Ya. Volk [71] obteniendo asi los polinomios de onda generalizados que son solucién para la

(D _ l(l; b, l(l; D_, (x)) w (1) = 0. (10)

Se obtienen las trazas de dichos polinomios de onda generalizados y se representan en términos
de las potencias formales encontradas mediante el método SPPS. Mostramos que la repre-

sentacion SPPS para soluciones de este sistema nos lleva a una conveniente contribucién y
revela propiedades adicionales de las trazas uy (z, x).
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En el capitulo 4 se obtuvo un método de aproximacion de soluciones de ecuaciones tipo
Bessel perturbadas —Lu = Au en (0,b] donde L, es como en el capitulo 3, ¢ es una funcién
continua a valores complejos y A es un parametro espectral complejo, basado en la aproxi-
macion de la solucién regular de la ecuacién la cudl toma la forma T [d; (z,\)] = d; (z,\) +

waK (z,t)d; (t,\)dt, donde d; (z,\) = \/EJH% (\/X%) y T es el operador estudiado por V.
Ya. Volk.

Se estudia la propiedad de transmutacién del operador T que relaciona al par de operadores
Ly, L para funciones pertenecientes a una clase de funciones continuas el cual denotamos por
A;. Se muestra la correspondiente propiedad de transmutacién para el operador inverso T—1
y con ello se extiende el dominio de definicién del ntcleo de transmutacién del operador T a
todo el cuadrado [0,b] x [0,b], estableciendo con ello el problema de Goursat que satisface el
nicleo del operador de transmutacion en 0 < x <t <b.

Utilizando el operador inverso y trabajando con la pre-imagen del ntcleo, logramos obtener
varios resultados entre los cuales por medio del resultado auxiliar LT [k (x, 7)] = TLg [k (z, T)]
para 0 < x < 7 < b obtuvimos el problema de Goursat para la pre-imagen k (x,7) y luego
mediante un par de Lemas de tipo Miintz la aproximacion de la derivada de la pre-imagen
del nucleo por la derivada de las trazas de los polinomios de onda generalizados. Después,
por un resultado de V. Ya. Volk en su articulo [71] mostramos que es posible aproximar a la
pre-imagen del nticleo en 0 < z <t < b, después de mostrar que el problema de Goursat para
la pre-imagen del ntcleo es estable.

Finalmente utilizando estos resultados y que el operador T es acotado nos llevaron a mostrar
que existen constantes complejas tales que el ntcleo se puede aproximar uniformemente en
la caracteristica por una combinacion lineal finita de los polinomios de onda generalizados
correspondientes, pero debido a que para lograr dicha aproximacion tuvimos que trabajar con
la pre-imagen del nicleo en el segundo paso, no podemos saber cudl es la forma que toman
tales coeficientes.

Por ultimo, obtuvimos un resultado en el cual logramos mostrar que la solucion del problema
de aproximacion uno-dimensional: encontrar N € N and ag, ay,...,ay € C tales que

%/Ox q(s)ds — ;omu,.C (r,z)| <e¢, (11)

lleva a una solucién aproximada de la solucién de la ecuacién —Lu = Au en (0, b] la cual admite
una estimacién de la diferencia independiente de A\ y constituye el resultado principal de este
trabajo.

Como la solucién del problema de aproximacién uno-dimensional (11) involucra las trazas
de los polinomios de onda generalizados asociados con (10) establecimos algunas propiedades
de ellas estudiando el sistema de ecuaciones de Sturm-Liouville (9).

Con este método cumplimos el principal objetivo que nos hemos planteado generalizamos
el método presentado en [42], en el que para el caso regular se aproxima el niicleo del operador
de transmutacion para la ecuacion de Sturm-Liouville por medio de los polinomios de onda
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generalizados correspondientes y con ello se obtienen estimaciones para aproximar a la solucién.

Esperamos que este proyecto de tesis pueda servir como referencia tanto para estudiantes
como investigadores de diversas areas tanto cientificas como tecnoldgicas interesados en la
ecuacion de Bessel, la teoria de transmutaciones y en los métodos AATO o SPPS. Ademés de
que pueda ser de gran utilidad como método y principalmente en la practica, por ejemplo en
el caso de guias de ondas no homogéneas, en particular en la fibra 6ptica con indice gradual.

IV. Aprobacion

Las principales aportaciones desarrolladas en esta tesis se encuentran en el articulo:

e Vladislav V. Kravchenko, Sergii M. Torba and Jessica Yu. Santana-Bejarano, Generalized
wave polynomials and transmutations related to perturbed Bessel equations. En proceso,

el cual fue enviado a la revista: Applied Mathematics and Computation y se encuentra
disponible en: http://arxiv.org/abs/1606.07850.

Los resultados contenidos en esta tesis fueron aceptados para ser expuestos en el siguiente
congreso:

e International Conference Waves in Science and Engineering (WIS&E), Centro de In-
vestigacion y de Estudios Avanzados del IPN, Cinvestav-IPN, Santiago de Querétaro,
Querétaro, México, 2016.
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Capitulo

Preliminares

The unified character of mathematics lies in its very nature;
indeed, mathematics is the foundation of all exact natural sciences.

David Hilbert

En este apartado haremos un recuento de algunos resultados y conceptos, como por ejemplo
el problema de Sturm-Liouville, la factorizaciéon de Pdlya, la ecuacién de Bessel, la funcion
de Bessel de primer tipo, operador de transmutacion, el teorema de Miintz, la ecuacién de
onda, los polinomios de onda, integrales y derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville, sistema
de integrales recursivas, el operador de transmutacion estudiado por Volk entre otros. Los
resultados aqui presentados seran utilizados en los capitulos posteriores de este trabajo.

1.1 Problemas de la fisica matematica y Ecuaciones en
derivadas parciales hiperbdlicas

En esta seccién hablaremos a grandes razgos de algunos conceptos y resultados muy conocidos
que son esenciales para el objetivo principal del Capitulo 4 los cuales podemos encontrar en
[14], [22], [36], [48] v [50].

Un problema matematico se dice bien planteado si satisface los siguientes requisitos:
1. Existencia: Existe al menos una solucion.
2. Unicidad: Existe a lo mas una solucion.

3. Continuidad: La solucién depende continuamente de los datos.

Consideremos una ecuacién diferencial parcial de segundo orden para la funciéon u en las
variables independientes z y s y supongamos que esta ecuacion puede resolverse explicitamente
para ugs por lo que puede ser representada en la forma

Uss = F (2, 8,0, Uy, U, Usyy Uss) - (1.1)
Para algin valor s = 7, describimos los valores iniciales de la funcién desconocida y de la
derivada con respecto a s

ul(zn) =f(2), wus(zn)=9(). (1.2)



1.1. Problemas de la fisica matematica y Ecuaciones en derivadas parciales
2 hiperbdlicas

El problema de determinar la solucién de la ecuacién (1.1) que satisface las condiciones iniciales
(1.2) es conocido como el problema de valores iniciales. En problemas de valores iniciales,
los valores iniciales usualmente se refieren a los datos en la linea s = 7. No es esencial que estos
valores sean dados a lo largo de la linea s = n; se describen muy bien a lo largo de una curva
D en el plano zs. En tal contexto, el problema es llamado el problema de Cauchy en vez
de problema de valores inicales, a pesar de ello actualmente los dos nombres son sinénimos.

El método de Riemann [36] es una técnica clésica para resolver el problema de Cauchy
para ecuaciones lineales hiperbdlicas en dos variables; en particular proveé informacion para
dominios de dependencia e influencia de soluciones.

Consideremos la ecuacion diferencial parcial

0*u ou ou
8283+a(2’8>$ E—i—c(z,s)u—l—f(z,s)—o, (1.3)

donde a,b,c y f son funciones continuas en un dominio finito.

+b(zs)

Sea D una curva en el plano con variables z y s con la propiedad de que cada linea paralela
a cada uno de los ejes de coordenadas la cruza en un solo punto. Denotemos por P a un punto
arbitrario fuera de la curva D. Se trazan las rectas PC'y PB paralelas a los ejes de coordenadas
a través del punto P .

Es muy conocido [48] que la funcién de Riemann de la ecuacién (1.3) es la funcién
v (z,s;&,m) con las siguientes propiedades:

1. v como funcién de las variables z y s satisface la ecuacién adjunta homogénea

0%v 0 0
82;85 — @ [CLU] — g [bU] “+cv = 0.

2. En la linea PC v = efe b4

3. En la linea PB v = eln 2%,
De las propiedades 2 y 3 se tiene la propiedad

4. v=1en el punto P.

El problema de Goursat es el problema de resolver una ecuacion hiperbélica con datos dados
en las caracteristicas. Por lo tanto este problema también es llamado el problema en las ca-
racteristicas. Es conveniente considerar la forma candnica de las ecuaciones hiperbdlicas para
la cual las caracteristicas son paralelas a los ejes de coordenadas. Por simplicidad limitandonos
a ecuaciones lineales, el siguiente es una representaciéon de un problema de Goursat

Uy = a (T,y) Uy +b(z,y)uy +c(r,y)u+ f(2,y), (z,y) €1l (1.4)
u =0y, u =9 (). (1.5)

T=T0 Y=yYo
Con z, y las variables independientes, u (z,y) es la funcién desconocida y I={(z, y):x¢<zx<z1,
Yo <y < 1} es un rectangulo. La ecuacién (1.4) tiene dos familias de caracteristicas = = ¢; y
y = co. Asi, las condiciones (1.5) son condiciones en las caracteristicas © = zo y ¥ = ypo.
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1. Preliminares 3

Definicién 1.1. La funcién u (x,y) es llamada una solucion del problema (1.4)-(1.5) si u (z,y)
estd definida y es continua con derivadas uy, Uy, Uy, en el rectangulo 11 y satisface (1.4) y (1.5).

Teorema 1.2. (/22]) Sean las funciones a,b,c, f continuas en II y sean las funciones ¢ y 1
continuamente diferenciables con ¢ (yo) = 1 (x¢). Entonces la solucidn del problema (1.4)-(1.5)
existe y es unica.

Finalmente, definimos la estabilidad de la solucién del problema de Goursat.

Definicién 1.3. ([22]) La solucion del problema de Goursat es llamada estable si para cada
e>0 existe § = 6(g) > 0 tal que si (o™ (y) — 3" (y)| < 6, )@D(”) (y) — @ ()| < 6,

v = 07 1a YIRS [$0axl] NS [yanl] ) entonces |U (l’,y) - ﬁ(x,y)| < g, |u1‘ (‘Tay) - al‘ (‘Tay)| < &,
luy (x,y) —uy (x,y)| <e, para toda (z,y) € II. Con u(z,y) la solucion del problema de Goursat

para los datos @, .

1.2 El problema de Sturm-Liouville

En esta secciéon haremos un breve recuento de algunos resultados importantes de la teoria de
Sturm-Liouville sin incluir demostraciones, para los propositos que después emplearemos en los
siguientes capitulos, para ello haremos uso de [2], [29] y [54].

Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden en un intervalo /
finito, dada por

ao (2)y" + a1 (2)y' + a2 (2)y = f (2) (1.6)
donde ag, aq,as, v f son funciones complejas dadas en I.

Cuando f = 0 en [, la ecuacion es llamada homogénea, de otra forma es no-homogénea.
Cualquier funcién (compleja) ¢ € C? (I) es una solucién de (1.6) si la sustitucién de y por ¢
resulta en la identidad ag (z) ¢” () + a1 (z) ¢’ (x) + as (x) ¢ (x) = f (z), paratodax € I.

Si denotamos al operador diferencial parcial de segundo orden aq () % + a1 (2) £ +ay (2)
por L, entonces la ecuacién (1.6) puede escribirse en la forma Ly = f. El operador L es lineal,
de aqui que (1.6) sea llamada ecuacién diferencial lineal. Una propiedad fundamental de las
ecuaciones lineales homogéneas es que cualquier combinacion lineal de soluciones de la ecuacion
es también una solucion; esto es conocido como el principio de superposiciéon.

Si la funcién ag no se anula en algtin punto en /I, la ecuacién (1.6) se divide por ag

y' +aq@)y +r(x)y=g()), (1.7)
donde g =, r=2yg= % Las ecuaciones (1.6) y (1.7) son equivalentes, en el sentido de
que tienen el mismo conjunto de soluciones.

De acuerdo al teorema de existencia y unicidad para ecuaciones lineales, si las funciones
q,7 y g son continuas en [ y xy es un punto en I, entonces para cualesquiera dos ntimeros & y
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4 1.2. El problema de Sturm-Liouville

7, existe una unica solucién ¢ de (1.7) en [ tal que

¢ (z0) =&, ¢’ (z0) = 1. (1.8)

Las ecuaciones (1.8) son llamadas condiciones iniciales, y el sistema de ecuaciones (1.7) y
(1.8) es llamado un problema de valores iniciales.

Con I = [a, b], las soluciones de (1.6) pueden ser sujetas a condiciones frontera en a y b.
Las cuales pueden tomar las siguientes formas:

(1) y(c)=¢& y'(c)=n, ce{ab},

(i) y(a) =&, y(b)=mn,

Cuando las condiciones frontera son dadas en el mismo punto, como en (i) se conocen usual-
mente como condiciones iniciales. Las formas (i) — (¢i¢) de las condiciones frontera se gene-
ralizan por el par de ecuaciones:

oy (a) + ooy’ (a) + asy () + oy’ (b)) = &, (1.9)
Biy (b) + Boy’ (b) + Bsy (a) + Bay' (@) = (1.10)

donde «; y f3; son constantes que satisfacen Z la;| >0y Z |6i] > 0. El sistema de ecuaciones
i=1 i=1
(1.6), (1.9) y (1.10) es llamado un problema de valores frontera.

Las condiciones frontera (1.9) y (1.10) son llamadas homogéneas si £ = n = 0, y sepa-
radas si a3 = a4 = 3 = B4 = 0. Un par de condiciones homogéneas, que resultan de una
eleccién especial de los coeficientes en (1.9) y (1.10), estd dado por

y(@)=y(®), y()=y ). (1.11)
Las ecuaciones (1.11) son llamadas condiciones frontera periédicas.

Lema 1.4. (/2]) Si y1 y y2 son soluciones de la ecuacion homogénea y" + q(z)y' +r(x)y =
0, z € I, donde q € C (I), entonces el Wronskiano de y, y ya es cero para toda © € I o es
diferente de cero para cualquier x € I.

Lema 1.5. ([2]) Dos soluciones y1,y2 de y" + q(x)y +r(x)y = 0, x € I, son linealmente
independientes si y solo si el Wronskiano de yy,ys es diferente de cero en I.

Regresando a la forma general de (1.6) en una notacién ligeramente modificada

px)y" +q(x)y +r(x)y=0, (1.12)
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1. Preliminares 5

ahora investigaremos las propiedades de ortogonalidad de sus soluciones. (1.12) puede escribirse
en la forma Ly = 0 donde

L=p() g @) ), (1.13)

es un operador diferencial lineal de segundo orden y y € £2(I) N C?(I), el cual es un espacio
vectorial lineal.

En lo que sigue obtendremos la forma del operador adjunto de L : £2 (1)NC? (I) — £ (I)
definido por (1.13), donde p, ¢, € C*(I). Denotando al adjunto de L por L', por definicién de
L' se tiene,

(Lf,g) = (f,L'g) paratoda f,g € C*(I)NL*(I). (1.14)

Eligiendo I = (a,b) donde el intervalo I puede ser finito o infinito, utilizando integracién por
partes en (1.14), se tiene:

b
(Lf.g) = / 0"+ af +rf) gdu

= [pf'g— 1 (rg)'] /fpg d:c+qf9‘ —/ f(qg dx+/ frgdx

= (f.(p9)" — (ag) +rg>+ (f'g—f3'+(a— p)fg)])b

donde las integrales son consideradas impropias si (a,b) es infinito o cualquiera de los dos
integrandos es no acotado en a o b. El lado derecho estd bien definido si p € C?%(a,b), q €
C'(a,b), y r € C(a,b). Entonces, para toda f,g € £L>(I)NC*(I),

b

(Lf,g)=(f, L'g) +[p(f'g—fg +(a—p) f9)] g

(1.15)

donde L*g = (pg)" — (G9) + 79 = pg" + (25 — §) ¢’ + (1" — @ +7) g. El operador L* = p.L; +
20 — @)L + (p" — ¢ +7) se llama adjunto formal de L. L se dice formalmente auto-
adjunto cuando L* = L, esto es, cuando p = p,2p' — q = ¢q,p” — ¢ + 7 = r. Estas tres
ecuaciones se satisfacen si y sélo si las funciones p,q y r son reales y ¢ = p’. En este caso
Lf = pf” +p' f'+rf = (pf) +rf. Asi, cuando L es formalmente auto-adjunto, tiene la forma

L=4%(pl)+r, ylaecuacién (1.15) se reduce a

(Lf.0) = (f, L) +p(f's ~ 9 |- (1.16)

L se dice auto-adjunto cuando L = L. Comparando (1.14) y (1.16) vemos que el operador
formalmente auto-adjunto L es auto-adjunto si

p(f'g— fg) ' =0 paratoda f,g€ C*(I)NL*(I). (1.17)

Ahora estamos interesados en el problema de eigenvalores para el operador —L, esto es, solu-
ciones de la ecuacién

Lu+ Mu = 0. (1.18)

Tesis de Doctorado



6 1.2. El problema de Sturm-Liouville

Cuando u = 0 esta ecuacion se satisface para todo valor de A. Cuando u # 0, se satisface
para ciertos valores de A. Estos son los eigenvalores de —L. Cualquier funcién u # 0 en
C? (I)N L% (1) la cual satisface (1.18) para algunos niimeros complejos A es una eigenfuncién
de —L correspondiente al eigenvalor A\. Cuando se agregan condiciones frontera apropiadas a
la ecuacién (1.18), el sistema resultante es llamado problema de eigenvalores de Sturm-
Liouville. Claramente, —L es (formalmente) auto-adjunto si y sélo si L es formalmente auto-
adjunto. La razon por la cual buscamos los eigenvalores de —L en vez de los de L es que,
L tiene eigenvalores negativos cuando p es positivo. En el siguiente teorema se resumen los
resultados obtenidos

Teorema 1.6. (/2]) Sea L : L? (a,b) N C*(a,b) — L2 (a,b) un operador diferencial lineal de
sequndo orden definido por Lu = p (x) u"+q (z)u'+7r (z)u, = € (a,b), dondep € C*(a,b),q €
C*(a,b), yr € C(a,b). Entonces

(i) L es formalmente auto-adjunto, esto es, L* = L, si los coeficientes p,q y r son reales y
g=p.
(ii) L es auto-adjunto, esto es L' = L, si es formalmente auto-adjunto y (1.17) se satisface.

(iii) Si L es auto-adjunto, entonces los eigenvalores de la ecuacion Lu+ u = 0 son todos reales
y cualquier par de eigenfunciones asociado con eigenvalores distintos son ortogonales en

L2 (a,b) .

El siguiente corolario es una extensién de (iii) del Teorema 1.6:

Corolario 1.7. (/2]) Si L : L? (a,b)NC? (a,b) — L2 (a,b) es un operador lineal auto-adjunto y p
es una funcidn continua positiva en [a, b] , entonces los eigenvalores de la ecuacion Lu+ A pu = 0
son todos reales y cualquier par de eigenfunciones asociadas con distintos eigenvalores son
ortogonales en L2 (a,b) .

Sea L un operador formalmente auto-adjunto de la forma

L= % <p () %) +r(z). (1.19)

La ecuacion de eigenvalores
Lu+ Xp(z)u=0, z € (a,b), (1.20)
sujeta a las condiciones frontera homogéneas separadas
apu (a) + asu’ (a) = 0 |ay| + |az| >0, (1.21)
Gru (b) + 521/ (b) = 0 ‘ﬁl‘ + ‘ﬁQ‘ > 0, (122)

donde a; y (87 son constantes reales, es llamado un problema de eigenvalores de Sturm-
Liouville.
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1. Preliminares 7

Como L es auto-adjunto bajo estas condiciones frontera, del Corolario 1.7 sabemos que si
existen las eigenfunciones de la ecuacién de eigenvalores (1.20) son reales y sus eigenfunciones
son ortogonales en Ef) (a,b). Cuando el intervalo (a,b) es acotado y p no se anula en [a,b], el
sistema de ecuaciones (1.20)-(1.22) es llamado un problema regular de Sturm-Liouville,
de otra forma es singular. En el problema regular, no hay perdida de generalidad en asumir
que p(x) > 0 en [a,b]. Las soluciones del problema de Sturm-Liouville son las eigenfunciones

del operador —% en C? el cual satisface las condiciones frontera (1.21) y (1.22).

De hecho se tiene que el problema regular de Sturm-Liouville no sélo tiene soluciones, sino
que son suficientes para generar a L2 (a,b) .

En la ecuacion Lu + Apu = (pu') 4+ ru+ Apu = 0, a < x < b, donde p es suave y p es
positiva y continua, asumimos que p no se anula en el intervalo cerrado y acotado [a,b]. Al
relajar las condiciones nos lleva a un problema singular. Un problema de Sturm-Liouville
singular resulta de una u otra de las siguientes situaciones:

1. p(z)=0enz=ay/ox =0

2. El intervalo (a, b) es infinito.

Un ejemplo tipico de ecuacién singular de Sturm-Liouville es la ecuacion de Bessel:
2

n
zu" +u — —u+dru=0, z>0.
x

Ambas funciones p(z) =z y p(x) = z se anulan en x = 0.

1.2.1 Factorizacién de Pdlya

El siguiente teorema establece la factorizacién de Pélya de la ecuaciéon diferencial Lu = 0:

Teorema 1.8. ([29]) Factorizacién de Pdlya. Supongamos que Lu = 0 tiene una solucion
positiva ug en J C I, J intervalo. Entonces

1 d 5 d u(z)

, para x € J.

En el articulo [10] se tiene la forma de la factorizacién de Pdlya siguiente.

Supongamos que ug es una solucion particular de

—u" + (l (l;; D) +q (x)) u=M\(r (x)u + 1o (z) u)

para A = \g, tal que uy no tiene ceros excepto probablemente en z = 0. Entonces el operador

1
Lou := —u" — \oriu + <l (l;: ) +q(z) — )\oro) u=0,
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8 1.3. La ecuacién de Bessel

admite la siguiente factorizacién de Polya:

donde p (z) = 0 Jo ()95 e €] factor integrante.

1.3 La ecuacion de Bessel

Para esta seccién utilizaremos [2] y [34] para hablar a grandes rasgos de la ecuacién diferencial
2y +xy + (22 —v*) y =0, (1.23)

donde v es un pardmetro no-negativo, (1.23) surge en algunas situaciones donde se utiliza la
separaciéon de variables para resolver ecuaciones diferenciales parciales. Es llamada ecuacién
de Bessel, y es un ejemplo de una ecuacion de eigenvalores de Sturm-Liouville la cual genera
ciertas funciones especiales, llamadas funciones de Bessel.

La ecuacién (1.23) tiene un punto singular en x = 0, entonces no podemos expandir la
solucion en una serie de potencias alrededor de tal punto. En vez de ello, utilizamos un método
debido a Georg Frobenius para construir una solucién en términos de potencias reales (no
necesariamente enteras) de z. El método se basa en la premisa de que toda ecuacién de la

q(x) r(@)

forma y” + £=y' + —z*y = 0, donde las funciones ¢ y r son analiticas en x = 0, tiene una

solucién de la forma

y(@)=2"Y b =a' (c+az+ea’+), (1.24)
k=0

donde ¢ es un numero real (o complejo) y la constante ¢y es no-cero. Claramente ¢ siempre
puede elegirse tal que ¢y # 0. La expresion (1.24) es una serie de potencias cuando t es un
entero no-negativo.

Sustituyendo (1.24) en (1.23), tenemos Z (k + t)2 ckzk+t+z cpafttt? 2 Z cprttt = 0.
k=0 k=0 k=0

Recopilando los coeficientes de las potencias at, 21, 22 ... 2/, obtenemos las siguientes
ecuaciones

tico — vicg = 0 (1.25)

(t+1)%¢, — 1, = 0 (1.26)

(t + 2)2 Cy — 1/202 + Co —

(t+5)¢;—vc;+¢;0 = 0 (1.27)

De la ecuacién (1.25) concluimos que ¢ = +v. Suponiendo, iniciar con (1.25), que t = v, la
ecuacién (1.26) es (v +1)°¢; — v2%¢; = (204 1) ¢; = 0. Como 2v 4+ 1 > 1, esto implica ¢; = 0.
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1. Preliminares 9

Ahora la ecuacién (1.27) nos da [(v +5)7 - Vi ¢j+¢joa = j(j+2v)cj + ¢j—o = 0, y por lo
tanto

1
Ci = —————C;_»9o.
IO
Ya que ¢; = 0, se sigue que ¢; = 0 para todos los valores impares de j, y podemos suponer que
Jj = 2m, donde m es un entero positivo. La relacién de recursién (1.28) ahora toma la forma

(1.28)

_ 1 _ 1
Com = T am@Emiz) C2m—2 = T miugm) C2m—2; M € N, lo que nos ayuda a expresar cs, Cy, Cg, . . .
en términos de la constante arbitraria cg:
1
C = —o57 ¢
22(v+1)
1 1
Cy =

T2 T ) (vt 2

_ =
“m = amyl v+1)(v+2)---(v+m) co- (1.29)

La solucién resultante de la ecuacion de Bessel es por lo tanto la serie formal

x” Z ComT®™. (1.30)
m=0

(="

L
2 Dy +m+1)

Eligiendo ¢ =

72@(1”“) los coeficientes (1.28) estan dados por ¢y, =
(="

serie resultante z” E %™ es llamada funcién de Bessel de primer
v+2ma |
L 2w 2mmlI (v + m + 1)

tipo de orden v, y se denota J, (z). Asi,

o (@) = (g)y Z m!F(E;i-)V +1) <g)2m’ (1.31)

m=0

. . . . = (—1)™
y es una manera simple para verificar que la serie de potencias — x
mz—:o 22mmIl(m+ v+ 1)

converge en R por la prueba de la razéon. Con v > 0 la potencia x” estd bien definida cuando
x es positiva, por lo tanto la funcién de Bessel J, (z) estd bien definida por (1.31) en (0, 00).

Como
lim J,,(:)s):{ L, =0

2m

r—0t 0, v > 0,

la funcién J, serd extendida como una funcién continua a [0, 00) por la definiciéon J, (0) =
lim J, (z) para toda v > 0.

z—0+
Ahora, si elegimos t = —v < 0 en (1.24), esto es, si cambiamos el signo de v en (1.31),
entonces
T\ (-H)™ T\ 2m
I, (2) = (—) (—) >0, 1.32
(z) 2 Z::Omlf(m— v+1)\2 v (1.32)
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10 1.3. La ecuacién de Bessel

sigue siendo una solucién de la ecuacién de Bessel, porque la ecuacion es invariante bajo tal
cambio de signo. Pero no serd necesario ser acotada en x = 0, lo que se enuncia en el siguiente
resultado

Teorema 1.9. ([2]) Las funciones de Bessel J,, y J_, son linealmente independientes si y sélo
S1 V no es un entero.

Basados en este teorema podemos concluir que, cuando v no es un entero, la solucién general
de la ecuacién de Bessel en (0, 00) estd dada por y (x) = ¢1J, (x)+cJ_, (z) . La solucién general
cuando v es un entero se sigue de la funcién de Bessel de segundo tipo.

Las funciones de Bessel de orden entero, dadas por

Jo(2) =" % (g)zm*n, n € N, (1.33)

|

—~ ml
son analiticas en (0,00), y tienen extensiones analiticas a R como funciones pares o impares,
dependiendo de cuando n es par o impar. La similaridad entre las expansiones de Jy y J; por

un lado, y las de las funciones coseno y seno son bastante sorprendentes.

Por el Teorema 1.9 es natural preguntarse como se ve la solucién general de la ecuacién
de Bessel cuando v es un entero n. Hay varias maneras de definir una segunda solucién de la
ecuacion de Bessel la cual es independiente de J,,. El enfoque mas comiin es definir la funcion
de Bessel de segundo tipo de orden v por

Y. (@) = { L3, (z)cosvm —J_, ()],

[l N

limY,,

v—n

Regresando a la ecuacién de Bessel (1.23), después de dividir por x toma la forma

2
an (m _ V;) y=0, (1.34)
con operador diferencial L = % (:1:%) +x— % formalmente auto-adjunto, donde p (z) = = y
r(z) = —”?2 en la forma estandar (1.19). Comparando con (1.20) muestra que p(x) = z es
la funcién peso, pero el pardmetro eigenvalor no aparece explicitamente en la ecuacién (1.34).
Por lo tanto introducimos un pardmetro p a través del cambio de variables = — pux,y () —
y(pr) = u(z).

Diferenciando con respecto a x, v’ (z) = py’ (ux) y u” (z) = p?y” (ux) . Bajo esta transfor-
macién, la ecuacién (1.34) toma la forma

2
zu” +u + (uzx — V—) u =0, (1.35)
T

donde el pardmetro de eigenvalores es ahora A = p%. Las ecuaciones (1.34) y (1.35) son equiva-
lentes para p # 0.
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1. Preliminares 11

Si la ecuacién (1.35) esta dada en el intervalo (a,b), donde 0 < a < b < 0o, entonces pode-
mos imponer las condiciones frontera separadas homogéneas aju (a) + g’ (a) = 0, Siu (b) +
Bou’ (b) = 0, para obtener un problema de eigenvalores de Sturm-Liouville regular. Las eigen-
funciones entonces toman la forma c,J, (ux)+d,Y, (pz) , donde p, c,, y d, son elegidas tal que
las condiciones frontera se satisfacen.

Tomando a = 0 para simplificar las cosas. Supongamos, por lo tanto, que la ecuacién (1.35)
estd dada en el intervalo (0,b). Como p (0) = 0, no se necesitan condiciones frontera en x = 0,

excepto que exista el limite lim u (). En z = b tenemos
z—0

Bru (b) + Bou’ (b) = 0. (1.36)

El par de ecuaciones (1.35) y (1.36) ahora posee un problema de eigenvalores singular de Sturm-
Liouville, basados en la Seccién 1.1, tiene un conjunto ortogonal de soluciones el cual es completo
en £2(0,b). Por simplicidad restringimos v a los enteros no-negativos. La solucién general de
la ecuacion (1.35) entonces estd dada por u (z) = ¢,J,, (pz) + d,Y, () . La condicién de que
u (z) tiene un limite en x = 0 fuerza a los coeficientes de Y, a anularse, y nos quedamos con
J,, (px) como la tnica solucién admisible.

Solo mencionaremos que para el caso especial de (1.36) cuando [y = 0; esto es, u (b) = 0.
Aplicando esta condicién a la solucién J,, (uz) da J, (ub) = 0, n € Ny. La condiciéon més
general (1.36), requiere mas trabajo. Si 81 # 0y B2 # 0, podemos suponer sin perdida de
generalidad que 8 = 1. La solucién u (x) = J,, (ux) debe entonces satisfacer

Bidn (ub) + pd'y, (ub) = 0. (1.37)

1.4 Operador de transmutacién

Iniciaremos esta seccién dando la definicion de un operador de transmutacién. Sea E un
espacio lineal topoldgico y E7 un subespacio lineal de E (no necesariamente cerrado). Sean A
y B operadores lineales: £y — F.

Definicién 1.10. Un operador lineal invertible T definido en todo el espacio E tal que F; es

wmvariante bajo la accion de T es llamado un operador de transmutacion para el par de
operadores A y B si satisface las siguientes dos condiciones:

1. El operador T y su inverso T~ son continuos en E;

2. La siguiente igualdad de operadores es vdlida

AT =TB (1.38)
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12 1.4. Operador de transmutacién

1.4.1 Transmutaciones de Sonine-Poisson-Delsarte

El siguiente es un resultado que aparece en el articulo de S. M. Sitnik [64] el cual nos provee
de una férmula para obtener el operador de transmutacién presentado en el Capitulo 2, el cudl
envia soluciones de la ecuacién de onda en soluciones de la ecuacion de Bessel (2.1).

Consideremos primero a las transmutaciones conocidas, [64], para el operador de Bessel L,
y el operador segunda derivada B:

2v+1 d? d
D, B=2, p=2% C.
x ’ dz?’ dz’ Ve

L, Tf=TBf, L,=DB+

El operador que buscamos, estd definido en términos de la transmutacién de Poisson, a
continuacién definimos las transmutaciones de Sonine S, y de Poisson P,:

Definicién 1.11. La transmutacion de Poisson estd definida por

1 * v—1 1
P,f(x) = 22T (0 1 1) /0 (* —s%)""2 f(s)ds, Rev> —5 (1.39)

La transmutacién de Sonine estd definida por

_ 2t: d [T, —v—3 v+l 1
S,f(x) = @%/0 (z° — 5%) sV f(s)ds, Rev < 3 (1.40)

2

donde T" es la funcion Gamma de Fuler .

Como un par para el operador de Bessel L, consideremos uno relacionado a él:

viv+1 d v d v
Ll/ = B — g = _ = — J— _I_ —
x? dev ) \dr =
el cual para v € N es un operador de momento angular de fisica cuantica. Sus relaciones de
transmutacion se establecen en el siguiente teorema:

Teorema 1.12. ([64]) Para un par de transmutaciones X,,,Y,
X,L, = BX,, Y,B=L,Y,. (1.41)

definimos al nuevo par de transmutaciones por las formulas

S,=X, .25, B =a Ty, o (1.42)
Entonces para el nuevo par S, P, las siguientes formulas son validas:
S,L,=BS, P,B=L,P,. (1.43)

Jessica Yuniver Santana Bejarano
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1.5 Algunos resultados de Aproximacion

La siguiente definicién serd utilizada principalmente en el capitulo 4 y podemos encontrarla en
[15].

Definiciéon 1.13. Un sistema finito o infinito de elementos, x1,xs, ..., en un espacio normado
X es llamado completo si todo x € X puede ser aprorimado arbitrariamente cerca por combi-
naciones lineales finitas de los x;. Fsto es, dado x € X y e > 0, podemos encontrar constantes

n
T — E An T,

i=1

ai,...,a, tales que <e.

El siguiente resultado, fue de gran importancia en [30] para mostrar la completez de cierto
sistema infinito de soluciones (polinomios de onda) de la ecuacién de onda.

Sea () C C un dominio simplemente conexo. Los polinomios arménicos son combinaciones
lineales de los polinomios Re (z — 2z9)" y Im (2 — 29)", n = 0,1,2,..., donde z es un punto
arbitrario en ) y z es una variable compleja.

Teorema 1.14. (de Runge) Cualquier funcion armdénica en 2 puede ser aprorimada uni-
formemente en cualquier subconjunto compacto en el interior de 2 por polinomios armaonicos.

El Teorema 1.14 de Runge refleja la completez del sistema de polinomios arménicos

{Re (2 —20)" , Im (2 — )"}~

n=0
en el espacio de todas las funciones en €2 en el sentido de la convergencia normal.

El siguiente resultado el cual puede revisarse en [15] sera de gran importancia para establecer
algunos Lemas tipo Miintz que muestran la completez de las trazas de los polinomios de onda
generalizados en el capitulo 4.

Teorema 1.15. (de Miintz) Sea { P} una sucesion de nimeros no-negativos diferentes. Para
que {a:P} sea completa en C ([0,1]) es suficiente que:

Una de las P;’s sea 0 y {P} contenga una sucesion {P;} para la cual

: = 1

jlgl;lon—oo y Zl:——oo.
P#0

1.6 Ecuaciéon de onda y polinomios de onda

En esta seccién presentamos algunos resultados obtenidos en [30] los cudles utilizaremos en el
Capitulo 2 para obtener los polinomios de onda generalizados.

En vez de la ecuacién de Laplace consideremos la ecuaciéon de onda

Ow = 0, (1.44)

Tesis de Doctorado



14 1.6. Ecuacion de onda y polinomios de onda

donde [ es el D’Alembertiano definido como O := g—; — %.

Sea z la variable hiperbdlica z = x + jt donde en vez de la unidad imaginaria compleja
consideramos a j la unidad imaginaria hiperbdlica, j? = 1.

Andlogamente al caso eliptico el sistema de polinomios: {Re (z + jt)" y Im (x + jt)"} —,
es un sistema infinito de soluciones de la ecuacién de onda (1.44).

Se puede ver que

Re(z+ )" == ((z+t)"+(x—=8)") v Im@+jt)"==(z+t)"—(x—-t)").

N[ =
N[ =

Reordenemos estos polinomios como sigue:
po(z,t) =1, pi(z,t)=Re(z+jt) =z, pa(z,t) =Im(z+jt) =t

ps(z,t) = Re(x+ jt)> =22+ 12, py(x,t) = Im(x + jt)* = 2at, ...

La familia obtenida de soluciones de (1.44) serd llamada polinomios de onda. Los polinomios
de onda también se pueden escribir como:

m m B m m\ .
=1 pan= 3 (Tt o= 3 (7)o
k par=0 k impar=1

Es conveniente escribirlos de la siguiente forma:

2 +1 .
2 )2 % m impar
]{; )
0

po(z,t) =1, pu(z,t)= (1.45)

2 m
Z <2)x%_ktk, m par.

\ &k impar=1

Nuestro objetivo es utilizar estos polinomios de onda para construir un sistema de soluciones
de la ecuacion (2.1).

Uno de los principales resultados de [30] es un teorema tipo Runge el cual establece que
cualquier solucién regular de (1.44) en un cuadrado R con vértices (4+2b,0) y (0,42b), b > 0
puede ser uniformemente aproximado en R por los polinomios de onda:

Teorema 1.16. ([30]) Sea w € C? (R) una solucidn de la ecuacién de onda (1.44) en R.
N

Entonces existe una sucesion de polinomios de onda Py = E a,Pn uniformemente convergente
— n=0
aw en R.
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1. Preliminares 15

Este resultado muestra la completez de los polinomios de onda en el espacio lineal de
soluciones regulares de la ecuacién de onda con respecto a la norma del maximo.

En [42] y [44] se mostré que la ecuacién correspondiente al caso regular
(B —q(@)u(z,t)=0

admite un sistema completo de soluciones llamados polinomios de onda generalizados intro-
ducidos en [30] los cudles pueden construirse usando un cierto procedimiento de integracion
recurrente, ver la seccién 1.7. En particular, el nicleo de transmutacién puede ser aproxi-
mado globalmente por los polinomios de onda generalizados, y los coeficientes de aproximacién
pueden ser encontrados de las condiciones del problema de Goursat.

En la siguiente seccion incluimos una breve introduccion de derivadas e integrales frac-
cionarias de Riemann-Liouville, ver las secciones 2 y 18 de [63]; ya que para encontrar al ope-
rador inverso en el Capitulo 2 necesitamos representar a nuestro operador como un operador
de Erdélyi-Kober, los cudles son una modificacién de las integrales y derivadas fraccionarias de
Riemmann-Liouville.

1.7 Integrales y derivadas fraccionarias

El céalculo fraccionario surge de dar respuesta a la pregunta: Si podemos cédlcular la derivada
de orden entero de una funcién, ;Cémo podemos calcular la derivada de orden fraccionario?
Los primeros en trabajar en una respuesta para esta pregunta fueron Riemann y Liouville.

A partir de la solucion de la ecuacion integral de Abel se introducen las derivadas e integrales
fraccionarias, las cuales son llamadas derivadas e integrales fraccionarias de Riemann-
Liouville (RL). Tales construcciones generalizan las ideas de integracién y diferenciacion or-
dinarias.

La idea de la integracion fraccionaria estd estrechamente relacionada con la ecuacién
integral de Abel:

L (" plt) C ).
F(a)/a (x—t)l‘“dt_f( ), > 0, (1.46)

donde 0 < @ < 1, a > —o0 y la ecuacién es considerada en un intervalo finito [a, b]. Si (1.46)

tiene solucién es unica y estd dada por: ¢ (z) = ﬁ% f; (J; (f)tc)li Analogamente para la
ecuacion de Abel de la forma:
1 /b o (t)dt
=f(x), x<b 1.47
oy . e = ) (147)
para 0 < a < 1 se tiene: ¢ (z) = —F(ll_a)% ff ({fi‘)ii
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16 1.7. Integrales y derivadas fraccionarias

1.7.1 Definicién de integrales y derivadas fraccionarias de Riemann-
Liouville

Hay una férmula muy conocida para una integral n—veces iterada:

/d:)s/ da / )dr = nil)!/;(x—t)"_lgp(t)dt, (1.48)

la cual se puede probar por induccién. Como (n — 1)! = I'(n) observamos que el lado derecho
de (1.48) puede tener un significado para valores no enteros de n. Entonces es natural definir
la integracién de un orden no entero como sigue:

Definicién 1.17. Sea ¢ (z) € L' (a,b). Las integrales
gef 1 [T p(t)
I o = / —dt, x>a
( a+ )( ) F(Of) “ ( t)l

o wef 1" o) .
o) @ ¢ s ot T <h

donde o > 0, son llamadas integrales fraccionarias de orden a. El nombre que se acepta para
estas integrales es integrales fraccionarias de Riemann-Liouville.

Asi una integral fraccionaria es una construccién ya conocida para nosotros por la ecuacion
de Abel. Por la férmula de inversion de la ecuacién de Abel tenemos la siguiente definicion:

Definicién 1.18. Para funciones f (x) dadas en un intervalo [a,b], cada una de las expresiones

N B 1 d [ f(t)dt
(Da+ )(x) = m%/ m7

N B 1 da b f(t)dt
D = ~T=ais ], o

son llamadas derivadas fraccionarias de orden o, 0 < a < 1, izquierda y derecha respectiva-
mente. Usualmente llamadas derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville.

Pasando ahora a derivadas fraccionarias de ordenes o > 1, denotemos por |«| a la parte
entera de o y por {a},0 < {a} <1 a la parte fraccionaria de «, entonces o = || + {a}.

Si « es un entero, la derivada de orden « se entiende en el sentido de la diferenciacién usual:

DH:(%), Db—:<_%)’ a=1,2,3,...

Si « no es entero, es usual introducir

al+1
T LA plty - (L o [y
ot dx dx

L] la]+1
o de d o d «
pyf < (‘@) Dy f = <—%) -y,
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1. Preliminares 17

entonces,

Pt = o (i) L = oo

Dy f = %(%)néb%,nzmﬂ.

1.7.2 Otras formas de integrales y derivadas fraccionarias de RL

En muchas investigaciones de ecuaciones integrales y algunas otras aplicaciones se utilizan mu-
cho las siguientes modificaciones de integrales y derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville:

ox—olatn) rx o1 B
I onf () = W/a (7 — )T F (Hdt, >0, (1.49)
e, f (@) = a0l (M%‘_lldx)nxownmfg;gm (r), a>-n,  (1.50)
Iy gnf () = % /: (t7 —22)* e (e, >0, (1.51)
Iy f(x) = 7" <_ms+‘—l1dx)n xa("_")lfjgvn_nf (x), a> —n, (1.52)

donde 0 < a < x < b < oo para cualquier ¢ real 0o —oco < a < x < b < oo para ¢ entero. En

particular, si a =0, b = 0o y 0 =1 las integrales (1.49) y (1.51) son:

x—(a+m)
()
v /OO (t —2)* " f (H)dt,  a > 0. (1.54)
I'(@) Ja ’

Los operadores (1.49) y (1.51) con @ = 0 y b = oo son llamados operadores de Erdélyi
mientras que las integrales (1.53) y (1.54) son llamadas operadores de Kober. Es natural
llamar a los operadores (1.49)-(1.52) operadores de Erdélyi-Kober.

Lof(@) = Iy f(@) = / Tt M (d a>0. (153)

K of (@) = I5 o, f () =

Después del cambio de variables 27 = y, t° = 7 (1.49)-(1.52) se reducen a las integrales y
derivadas fraccionarias usuales de Riemann-Liouville:

St (@) = YO8 ) (W), W) =y"f(z), 2" =y (1.55)
Lo f @) = vy (Ig ¥)(y), )=y “f(), 2=y (1.56)

Las integrales (1.55) y (1.56) nos ayudan a extender las propiedades conocidas de las integrales
fraccionarias de Riemann-Liouville I, y I;* a operadores de tipo Erdélyi Kober.

Las expresiones para el inverso de los operadores estan dadas por:

(Ig-l-;a,n)_lf(x) = Ia_f;a,n-i-af (x)u (1.57)
(o) (@) = L%l (@) (1.58)
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18 1.8. Sistemas de integrales recursivas

En la siguiente seccién presentamos un breve bosquejo del sistema de integrales recursivas, ver
[30] y algunos resultados de [10] los cuales utilizaremos en el Capitulo 3.

1.8 Sistemas de integrales recursivas

Sea f € C?((a,b)) N C*([a,b]) una funcién a valores complejos y f (x) # 0 para cualquier
x € [a,b]. El intervalo (a,b) se supone ser finito. Consideremos la siguiente familia auxiliar de
funciones

XO0@) = XO@) =1, (1.59)
XM (z) = n / "0 () (72 ()" ds, (1.60)
XM () = n / "y () (2 (s)) """ ds, (1.61)

donde xy es un punto fijo arbitrario en [a,b]. Introducimos el sistema infinito de funciones
{Spk}zozo definido como sigue

* (1.62)

f(2) XW (2), k& par,

) X® ( impar
oy = { T@XD @, ki

donde la definicién de X®) v X® est4 dada por (1.59)-(1.61) con zo un punto arbitrario del
intervalo [a, b] .

El siguiente resultado obtenido en [37] establece la relacién entre el sistema de funciones
{r}rey v las ecuaciones de Sturm-Liouville.

Teorema 1.19. ([37]) Sea q una funcién continua a valores complejos de una variable real
independiente x € [a,b], A\ un nimero complejo arbitrario. Supongamos que existe una solucion
f de la ecuacion

ff=af=0
en (a,b) tal que f € C?([a,b]) y f # 0 en [a,b]. Entonces, la solucion general de la ecuacion

u — qu = \u

en (a,b) tiene la forma
U = CLU1 + CoU2

donde ¢y y co son constantes complejas arbitrarias,

kz_: 2k) ,<P2k 2_: 2k+1 ,<P2k+1

y ambas series convergen uniformemente en [a,b].
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Las soluciones uy y ug satisfacen las condiciones iniciales
u (zo) = f(wo), uy (w) = f' (20) ,

1
uz (zo) = 0, uy (o) =

Junto con la familia de funciones {y},., consideramos un sistema dual de integrales re-
cursivas definidas por la siguiente relacién que envuelve la “segunda mitad” de las potencias

formales (1.59)-(1.61),
{ X(k)(x), k impar

flx)
Definicién 1.20. Simbolo de Pochhammer Sean z € C yn € 7Z, el simbolo de Pochhammer
estd definido por

Ur () = (1.63)

k par.

I'(z+n)

= +1)(=+2)--(z+n—-1) = ———.
(@ =2+ D (42 4n—1) = 1L

En [10] para la ecuacién de Bessel perturbada (1.67) se construye una solucién por medio
del método parametro espectral en series de potencias, el cual se describe a continuacién:

Considerando el operador de Bessel perturbado (también conocido como un operador de
Schrodinger esférico)
Il +1
NI (ES)
dx? x?
donde el potencial ¢ es en general una funcién continua complejo valuada en (0, a] que satisface
la condicién

1
+Q(x)7 12_57 LUE(O,CE], (164)

q(x)=0 (%), ©—0 (1.65)
para algin a > —2.

Sil#00q€ L'((0,d]), el punto extremo izquierdo es singular. A pesar de ello, la ecuacién
Lu = 0 posee una solucién ¢ (z) acotada en z = 0 y satisface las siguientes asintéticas en x = 0

¢ (x) ~ 2! y ¢ (x) ~(1+1)2', = —0. (1.66)

Junto con L consideremos un operador diferencial lineal Ru = rou+7ru’ de orden a lo més uno,
donde 13 € C ([0, a]) son funciones complejo valuadas, y consideramos la siguiente ecuacion
diferencial que envuelve un parametro espectral A

Lu=ARu o —u"+ (l (l; D) +q (x)) u=A(ry (z)u +ro(z)u). (1.67)

Para construir una representacién parametro espectral en series de potencias de una solucién
no singular de (1.67) supongamos que existe una solucién uy complejo valuada, no nula en (0, a

de la ecuacion (a1
1/ _I_
i+ (M2 00 w =0 (1.68)
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20 1.8. Sistemas de integrales recursivas

la cual satisface junto con su primer derivada las asintéticas en (1.66).
Definamos el siguiente sistema de integrales recursivas
X0 = 1, XD = 0,

- Jy uwo (t) R [uo( ) X=1 (¢)|dt, n impar

XM (z) = (1.69)

z X(n— U(t dt

n par
0 u2(t) P

El siguiente lema establece que todas las integrales involucradas en (1.69) estan bien definidas
y nos proveé algunas estimaciones para las funciones X (.

Lema 1.21. ([10]) Si (1.68) admite una solucién uy € C ([0,a]) N C?((0,a]) la cual no tiene
otros ceros en [0,a] excepto en v = 0 y satisface las relaciones asintdticas (1.66). Entonces el

sistema de funciones {)Z'(")} estd bién definido por (1.69) y las funciones XM satisfacen las
desigualdades

) L ot (1.70)

= on (n + 1) Q2+ 20+ )40
20 +2), ‘X(z H) (x)) =

)’5(271
) - (2042),4

donde (x), es el simbolo de Pochhammer, C' = max {1, Cy, Cy, Cs} y las constantes Cy,Cy y Cs
son tales que para cualquier t € (0,a] se valen las siguientes desigualdades:

[uo (t) R [uo] ()] < Cat**,

1
2—' < Cot™2HD ey ()] < C. (1.71)
ug (t)

En el caso particular cuando r; = 0, es decir el lado derecho de (1.67) no depende de la
derivada de u, las estimaciones del Lema 1.21 pueden ser mejoradas, y el siguiente enunciado
es valido:

Lema 1.22. ([/10]) Bajo las condiciones del Lema 1.21 supongamos adicionalmente que r; = 0.
Entonces, las funciones X™ definidas por (1.69) satisfacen las desigualdades

(O2n+1 p2n+142(1+1)

X6 ()] < Cra (1.72)

o |xe ‘ <
22l (14 3) ‘ (@)

S E e,
donde (z), es el simbolo de Pochhammer y C' = max {C4, Cs}, donde las constantes Cy y Cy

son tales que para cualquier t € (0,a] las siguientes desigualdades son vdlidas

[ro (1) ug ()] < Crt**2,

< Oyt 20+D), 1.
70 <o T

En el siguiente teorema se enuncia la representacion en series de potencias del parametro
espectral (SPPS) de una solucién acotada de la ecuacién (1.67).
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Teorema 1.23. ([10]) Si (1.68) admite una solucion uy € C ([0,a])NC? ((0,a)) la cual no tiene
otros ceros en [0,a] excepto en x = 0 y satisface las relaciones asintdticas (1.66). Entonces
para cualquier A € C la funcion

u = U Z Ak X (%K) (1.74)
k=0
es una solucion de (1.67) perteneciente a C ([0,a]) N C?((0,a]) y la serie converge uniforme-
mente en [0,a]. La primera derivada de u estd dada por

u = —u - Z A X (2k=1) (1.75)

u
0 k=1

y las series para la primera y sequnda derivada convergen uniformemente en un compacto
arbitrario K C (0, a].

También se explica como construir una solucién particular de (1.68) que satisfaga las rela-
ciones asintoticas (1.66) y se presentan algunas condiciones suficientes para que sea no nula
para z > 0.

Para construir una representacién SPPS para la solucién particular se reescribe (1.68) en
la forma:

v t 1>y =q(z)y. (1.76)

I(1+1)
22
> —% la segunda solucién es regular y satisface las relaciones (1.66). Como el potencial ¢ tal
vez sea singular en el origen, no podemos aplicar el Teorema 1.23 directamente. Sin embargo,
debemos construir el sistema de integrales recursivas de la misma manera que en (1.69) y
solo tenemos que mostrar la convergencia de las integrales y obtener algunas estimaciones

justificando la representacién SPPS.

y = 0, posee dos soluciones y; () = 27! y o (x) = 2*!, para

La ecuacién 3y’ —

Consideremos el siguiente sistema de integrales recursivas

= t) 2+ (t)dt, n impar
y® fo ’ . 1.77
( { f Y n— 1 ( ) 2(l+1)dt, n par ( )

Notesé que como el potencial ¢ € C' ((0, a]) satisface la condicién (1.65) para algin o > —2
existe una constante C' > 0 tal que

g (z)] < Cx® (1.78)
para toda = € (0,q].

Lema 1.24. Supongamos que el potencial complejo valuado q € C ((0,a)) satisface la desigual-

dad (1.78) para alguna C > 0 y a > —2. Entonces las funciones Y™ estdn bien definidas por
(1.77) y las siguientes estimaciones se valen

Cnxn(2+a)
2n
2+a)"n! (3 +1)

Cnx2l+l+n(2+a)

(2+a)*™ tnl (2 4 1)

‘}7(2n) (ZL’)‘ < y ‘}7(2n—1) (SL’)‘ <
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22 1.9. Existencia de la transmutacién para ecuaciones de Bessel perturbadas

z € (0,a].

Proposicién 1.25. Supongamos que el potencial complejo valuado q € C (0,a] satisface la
desigualdad (1.78) para alguna C >0 y a > —2. Entonces la funcion

up () = 2" YTV (),
k=0

donde las funciones Y ) estin definidas por (1.77), es una solucién particular de (1.76) en
(0,a] que satisface las relaciones asintéticas (1.66). Mds ain, uy satisface la siguiente esti-
macidon para cualquier x € (0, a]

20+1 /O r2+a
o ()] < F(% + 1) 2+ a)¥e O3 Tl (793)
(6%

2ta 24+«

donde T2 (QV Cx2+a> es la funcion de Bessel modificada de primer tipo.

o 24«

El siguiente corolario nos provee una condicién suficiente para que la solucion particular
construida en la Proposicion 1.25 sea no nula.

Corolario 1.26. Bajo las condiciones de la Proposicion 1.25 supongamos adicionalmente que
q(z) >0, x € (0,a]. Entonces ug (x) > 2! para alguna x € (0,a].

En el articulo [10] se encontré que la propiedad del mapeo para el operador de transmutacién

T relacionado al par de operadores L = % — l(l;;l) —q(r) y Ly = % — l(l;;l), los cuéles
estudiaremos con mayor detalle en los Capitulos 3 y 4, estd dada por
3 ~
T [22HF1] = (=1)" 2%k (l - 5) u (z) X (2), (1.79)
k

donde 1 es como en el Teorema 1.23 y X () son como en (1.69).

1.9 Existencia de la transmutacién para ecuaciones de
Bessel perturbadas

Consideremos la ecuacion de Bessel perturbada

1(1+1)
113'2

CLu(2) = —u" () + < +q (m)) w (@) = u(z), 1> —%, ve (0, (1.80)

donde ¢ es una funcién continua complejo valuada en [0, b] y A es un niimero complejo arbitrario.

En [66] y [71] se mostré el siguiente resultado,
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Teorema 1.27. ([66], [71]) Eziste un operador integral de Volterra T definido por

Tlp (0)] = ¢ () + / K (o 1) (1) (1.81)

para cualquier ¢ € C'([0,b]), y con un kernel continuo K tal que una solucion regular de (1.80)
se puede representar como

u(z,\) =T[d (z,N)],

donde d; (x,\) := \/EJH% (\/X:c) es una solucion regular de la ecuacion

L(+1)

Loy () =~y (1) + =,

y(z) =y (z) (1.82)
con Jl+% la funcion de Bessel de primer tipo de orden | + %

En términos generales, conocer al kernel K nos permite prescindir del potencial ¢ reduciendo
la ecuacién (1.80) a una mas elemental (1.82).

El nicleo K del operador de transmutacién (1.81) es una solucién de cierto problema de
Goursat descrito por el siguiente teorema

Teorema 1.28. ([71]) Existe una unica funcion K (x,t) continua en el tridngulo 0 <t <z <b
tal que las siguientes propiedades se satisfacen:

1. K es una solucion de (3.2) en el dominio 0 <t <z <b.

2. W) _ do) 0 [0, 8]
3.

K (z,0) =0, z €[0,b (1.83)
y adicionalmente,

1
lim K (z,t) -t =0 cuando — = <1< 0. (1.84)
t—0 2

Observacién 1.29. La propiedad 3. del Teorema 1.28 estd ligeramente modificada comparada
con la formulacion original de este teorema en [71], donde sdlo aparece (1.84). Sin embargo el
hecho de que K (z,0) = 0 sdlo para | > —% puede establecerse facilmente utilizando los resulta-

dos de V. Ya. Volk en [71] en los que considerando que la funcién K admite la representacion
K(z,t) = (z— ) u(z,s) donde z = x +1)%, s = o — ) yu(z,s)=0 ((z - S)Hl_‘e) :

para 0 < e < 1, se tiene que:
14+l—e 1
—€

K(:):,t):{% [(g;+t)2—(g;—t)2}}_ {i [(z+1)* - (g;—t)ﬂ} =Cl(z+t)°—(x—1)?]

entonces tomando el limite cuando t—0 se tiene que K (z, 0)26’%11% [(z + ) — (z — t)z} o,
—
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24 1.9. Existencia de la transmutacién para ecuaciones de Bessel perturbadas

El resultado principal de [71] establece que la funcién u; (z, \) = T [d; (z, A)] es una solucién
regular de (1.80) con T de la forma (1.81) con K definido por el Teorema 1.28. Note también
que el operador T : C'([0,b]) — (][0, b]) es una biyeccién.

Graficamente, el dominio de definicion del nicleo del operador T es el tridngulo 0 < ¢t <
x < by se muestra en la Figura 1.1.

b
thgiyx) = %q( ) | K (x,t) satisface la ecuacion.
i | b
x
0 b
K (2,0) =0

Figura 1.1: Dominio de definicién del nicleo K (z,t) del operador T.

Introduzcamos algunas definiciones y un poco de notacién que necesitaremos principalmente
en el Capitulo 4, denotaremos como Cj ([0,]),C3 ([0,8]) v A; a los espacios siguientes:

Co ([0,8]) = {w € C([0,8]) : ¢ (0) = 0}, Cy ([0,8]) = {¢ € C([0,b]) : ¢ (0) = ¢/ (0) = 0}

y
A= Co ([0,8) NC?((0,0)) N {p: ¢ €C[0,b] ,1>0y¢ (t) =0 () cuandot — 0,1 < 0} .
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Capitulo

Operador de transmutacion y
polinomios de onda
relacionados con la ecuacion
de Bessel

The profound study of nature is the most fertile source
of mathematical discoveries.

Joseph Fourier

En este capitulo mostraremos un operador de transmutacién con el cual estudiamos las

propiedades del operador Ly = % — W;”, con | > —%, a partir de las propiedades conocidas
para el operador B = %. Veremos cudl es una forma integral de tal operador y bajo que

condiciones envia soluciones de la ecuacién de onda (1.44) en soluciones de la ecuacién:

(D—l<l+1)+l<l+1)>U(:):,t):0, (2.1)

2 12

donde [ := g—; — g—;, z,t € (0,0],1 > —% real; tales polinomios seran llamados polinomios de
onda generalizados.

2.1 Definicién del operador que relaciona a Ly con B

En esta seccion introducimos al operador de transmutacion de Poisson-Sonine-Delsarte, el cual
ya es muy conocido [12], [64], [65]. Dicho operador lo obtuvimos a partir del Teorema 1.12, el
cudl es un resultado que aparece en el articulo [64] de S. M. Sitnik. No sélo presentaremos la
forma que toma nuestro operador de transmutacién, sino que entre otras propiedades presen-
tamos las condiciones bajo las cuales envia soluciones de (1.44), en soluciones de la ecuacién
(2.1). Tales polinomios son llamados polinomios de onda generalizados.

De la segunda igualdad de (1.42) se sigue que:
Y, 1 =a""2P,. (2.2)

v—

N

De (1.39) y (2.2) obtenemos:

1 1 r v—1
Y, 1 f(x) = a2 [m/o (2 — %) f(s)ds

= ﬂ/r (x2—s2)'/_%f(s)ds 1/>—1
2T(w+1) J, ’ '

25



26 2.1. Definicién del operador que relaciona a Ly con B

Tomando a | = v — 1, consideremos al operador integral definido en C ([0, b]):

—1 x
}ﬁf(l’) = M:‘TW/O ($2 — 82)l f (S)dS, ) Z —% (23)

Para nuestros propésitos tomamos [ > —%, ya que este operador es valido no solo para estos
valores sino para [ > —1.

Ahora iniciaremos el estudio de nuestro operador de transmutacién, el cuél por (1.38) debe
satisfacer la siguiente propiedad de transmutacion para los operadores Ly y B:

LoY, [f ()] = Vi [f" ()] - (2.4)
Pero antes veamos a donde manda el operador Y, a las potencias de x:

Proposicién 2.1. El operador (2.3) envia a las potencias de x en:

Y, [2¥] = Cpa* ™, k=0,1,2,... (2.5)
donde
_ D(EHre+1)
k- 2l+2P(l %)F(l + k+3)

Demostracion: Por definicion de Y; tenemos que:

.C(}_l x 1
Yl[fk] = m/ (932 - 52)l shds, x>0, 1> —5
2

Para resolver esta integral utilizaremos el cambio de variable s = xsen ¢ y la formula 3.642.1
de [26] con a = b =1, asi,

- z
ko z P2 oo 2 N ko ok
Yi[z¥] = —2l+%1“(l+%)/o (2° — x?sen®p) "sen "o cos pdyp
k4141 5
z 2k 20+1
= —0 sen " cos” " pdp
2430 (1+ 3) /0

k4141
- St
22T (14 2) 2

F(%)F(l + 1) k+1+1
2437 (1+ 3)0 (B2 41) '

El siguiente es un ejemplo de una funcién que no satisface la propiedad de transmutacion
(2.4):
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Ejemplo 2.2. Consideremos la funcion f (x) =z, en (2.4) entonces:

2
ViBIS (2)] = Viricy [a] = Yi[0] = 0
por otro lado,
2 2
Lovilr o)) = (5 - M) i) = il - L i
— j_; [Cra+?] — l(l; 1) [Xasl

= O [(I+2)(1+1)—=1(1+1)]a" #0,

en la sequnda igualdad se utiliza la Proposicion 2.1.

Por lo tanto no se satisface la propiedad de transmutacion (2.4), es decir nuestro operador
no transmuta a la funcion f(x) = x; por lo que nuestro operador no es de transmutacion para
toda funcion. ¢

De aqui que nuestra tarea sea ahora investigar bajo que condiciones Y; es un operador de
transmutacion, lo cual veremos en la Seccién 2.2. Cabe mencionar que en el resultado que
aparece en el articulo [64] nunca se menciona que el operador no funcione como transmutacion
para todas las funciones.

De ahora en adelante para referirnos a que el operador depende de la variable x o de la
variable ¢ lo denotaremos como Y ,, ¥;; respectivamente y denotaremos por a a la constante

2l+%F(l + %)
Yi.f (z) = r (:)32 — 82)l f (s)ds,

Yif(t) = (12 = &) f (s)ds.

2.2 Propiedad de transmutacion del operador Y},

En esta seccion hemos completado el resultado sobre el operador de transmutacién que aparece
en el articulo de S. M. Sitnik [64] ya que como vimos en el Ejemplo 2.2, Y}, no funciona como
transmutacion para toda funcion.

Antes de iniciar, realizamos el cambio de variable s = xz,ds = xdz a nuestro operador Y, ,
para facilitar los calculos:

$l+1 1

A l l
Yi.f (z) = /0 (2* — 2%2%) f(w2)dz = — (1—=2%) f(z2)d. (2.6)

a a Jo
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28 2.2. Propiedad de transmutacién del operador Y,

Estudiando la propiedad (1.38) de operador de transmutacién, nos encontramos con que
una condicién que debe de satisfacer la funcién f para que se cumpla (2.4) es que f debe ser
dos veces continuamente diferenciable con f/(0) = 0.

En el siguiente teorema anexamos esta propiedad y mostramos directamente la propiedad
de transmutaciéon modificada como se muestra en (2.7).

Teorema 2.3. Para cualquier f € C?([0,b]) la siguiente igualdad es vdlida
LoYi[f (x) — f(0) 2] = Yi. [f" (x)], Vo €l[0,0]. (2.7)

Demostracién: El lado derecho de (2.7) tiene la forma:
Ll l
Valt" @) == [ (1= 1" (w2)d
0

Luego, el primer término del lado izquierdo de (2.7) es:

LoYi [f ()] = Lo{§ /0 1 (1—22)lf<xz>dz}
- d%{%/ol (1-%)%@)@}—%/01 (1= 2%) f(22)d=
_ 2(”71)5“/01 (1—22) 2f (:@dw%/ol (1= 22) 22" (22)dx.

El segundo término del lado izquierdo de (2.7) es:
eS|

LoYi. [f (0)2] = Lo{—/o1 (1—z2)lf’(0):)szdz}

a

. %{?f’(@)/ol (1—z2)lzdz}—Z(ZH)aIlf/(O) /01 (1—2%) 2dz
_ 2(l+1)xlf'(0)/1(1_22)120[2'

a
Entonces para la expresién del lado izquierdo de (2.7) tenemos:
2(1 1 1 rl 1+1 p1
Lo¥iulf (o)1) =2 [ (1= ) (- poas + S (1= 225 )i
0 0

De aqui que,

2o S .,

LoYiul )~ F0)a] Yo )= 205 [ (=l o) 0o T [ -7 ooy
:2(1%1)111/0 (1- 22)l z[f (zz) — f1(0)]dz

—:E:l [(1 _;2) [ (z2) (1)+ Q(ZJ 1)/0 il —zz)lzf' (xz)dz]
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l

~Lr o[22y [ - s ] <o

donde utilizamos integracién por partes y la férmula 3.251.1 de [26] para encontrar el valor de
la dltima integral.

Por lo tanto, se sigue (2.7). [
Ahora estamos listos para mencionar algunos ejemplos, en donde utilizaremos las formas

recursivas (2.27) y (2.28) de los coeficientes Coy,, Cory1 ¥ la Proposicién 2.1.

Ejemplo 2.4. a) Para f(z) =1,

?  I(l+1 d? I(l+1
toviaf 0= (- ) v = D o) - L o
£ L0+,
— wcox—i-l_ x2 COSL‘+1

= Col(l+ 1)zt = Col(1+1) 2"t =0,

por otro lado, Y, B [f ()] =Y, (% [1]) =Y, [0]=0.
Por lo tanto, se satisface (2.7). ¢

b) Para f (z) = 22,

?l(1+1 d? I(1+1
Lovia [ (0] = (41— "o ) i) = v ] - " [
., Ll+1) .,
— @0255 +3 p sz +3

= Col(l+3)(1+2)—1(1+1)a"

por otro lado, Y, . B [f (z)] = Yl,x%[ﬁ] =Y. [2] = 2V}, [2°] = 2Cpat .

% 2(21+3)Co
Luego, [(I1+3)({+2)—1(1+1)]Cy = (4{+6)Cy = (414 6) O 2C%.
Utilizando (2.27) se obtiene la sequnda igualdad. Por lo tanto se satisface (2.7). ¢

c) Para f(z) = 23,

o l(+1 d? I(1+1
Lovia [ (0] = (41— e ) Vi [?) = i ] - “ v [0
., Ll+1) .,
— @0355 +4 x2 CgSL‘ +4

= Oy[(l+4) (1 +3)—1(+1)] 22,

por otro lado, Y, B [f ()] =Y, (% [:1:3]> =Y, [67] = 6, [v] = 6C 2! 2.
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30 2.2. Propiedad de transmutacién del operador Y,

Luego, [(1+4) (1+3) —1(1+1)]C3 = 6 (1 +2) C3 = LA = 6Cy. Utilizando (2.28) se

tiene la sequnda igualdad. Por lo tanto se satisface la ecuacion (2.7). ¢

En general la igualdad de operadores (2.4) se satisface para toda f (x) = x™, con n # 1.

Nuestro siguiente objetivo es usar los polinomios de onda generalizados (1.45) para construir
un sistema de soluciones de la ecuacién (2.1). Para esto junto con el operador Y, , consideramos
al operador Y, (el mismo operador pero con respecto a la variable t), el cual después de realizar
el cambio de variables s = xz,ds = xdz toma la misma forma que (2.6).

De manera similar al Teorema 2.3 se tiene el siguiente resultado para funciones de dos
variables:

Debido al Teorema 2.3 una solucién w (x,t) de la ecuacién de onda se transforma en

una solucién de (2.1) por la composicion de los operadores Y;,Y;,; siempre que % 0
a“’éf’t) 0 0. Claramente, si esto es cierto, de (2.7) obtenemos el siguiente Teorema. )
Teorema 2.5. Sea f(z,t) € C?([0,0] x [0,0]) tal que
% a=0 % =0 0 (2:8)
Entonces,
(0 M M) Yol o) = ¥iabis [0 (2,1, (29)

para todo x,t € [0,0] .

Este teorema se obtiene del Teorema 2.3 para ello solo necesitamos probar la conmutatividad
del operador Y, es decir: Y, .Y, f (z,t) = Yi.Yi.f (z,t)
t_l

e s

- = /0 (2? — 0—2)’/; (1 = %) f (0, 5)dsdo

_ /Ot (2 — s’ /0 (% — 02)' f (0, 5)dods

_ [I— [ @ =) se0da| = ¥is Lt 0]

Yi,m [Yi,tf (I,t)] = YLI |i

Por lo tanto, Y;, conmuta con Y.

Observacién 2.6. Si w(z,t) € C?([0,b] x [0,8]), con %L = %‘mo = 0, entonces

Y, .Y+ mapea una solucion w de la ecuacion (1.44) en una solucion U de la ecuacion (2.1).

Por lo tanto U (z,t) := Y, ,Yi+ [w (2, t)] es una solucién de (2.1).
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2.3 Analisis del comportamiento de Y} ,f alrededor de 0

Para analizar el comportamiento asintético de Y;,f en 0 tomaremos en cuenta que f es una
funcién diferenciable, f(0) = a, f'(0) = b, para facilitar la notacién denotaremos a nuestro
operador como Gy(x), es decir G (z) = Y .f (x) y estudiaremos los resultados que arrojan

(Yiaf) (0) y (Yiaf) (0).

Para [ = 0 tenemos:

o () = Youf () = ey [ (0= ) s = =z [Cpiis 20)

entonces Gy (0) = Yy, f (0) =0

Aplicando el teorema del valor medio en (2.10) existe £ € [0, x] tal que

/Ozf(s)ds = 2f (€) ~ 2f (0).

:\/g/:f(s)dsw\/gff(o%

2
para z pequeno. Por lo tanto, lim \/ixf (0) =
x—0 T

Luego,

Go (x) = (Yo ) ( [\/7/f ], \/g%{/owf(s)ds}:\/gf(x)
entonces, G (0) = (Yo f) (0) = /2f (0). Por lo tanto, hm\f \f £(0

Para [ = 1 tenemos:

Gl(fc)=Y1,zf($):\/g%(g)x/;(ﬁ—sz)f@)ds:g\/g/oxf(s s__\f/

El primer sumando del lado derecho de Gy (z) tiende a cero cuando x — 0. Para el segundo
utilizaremos la regla de L’Hopital:

Asi, para l =0

VB ()
z—0 3\/7

G (z) = (Vinf) (s \[Uf ds+—/ }

Tesis de Doctorado

=0.

Luego,




32 2.3. Analisis del comportamiento de Y, f alrededor de 0

el primer sumando del lado derecho de G (z) tiende a cero cuando z — 0. Para el segundo
utilizamos la regla de L’Hopital:

1.
§i1£r(1]xf(x) = 0.

Ahora, si [ > —% es arbitraria, utilizando el operador (2.6), se sigue que

/0 (1—22) f(0)dz = f (0)/0 1=z =1 <O2)P¢(;_T£(l%)+ 8

donde utilizamos la férmula 3.251.1 que aparece en [26]:
g A\l 1 H
# 7 (1=a")de = B (L.v) . Rew >0, Rev>0,0>0
0

en este caso tomamos =1, A=2, v =1+ 1.
Asi,

I+1
Gi0)=Yiaf 0) = Vi 0, 2

1
Por lo tanto, hmY}xf( )=0, [ > ~3
Luego,
I+ 1) ! I+1 p1
(Yo f) () = M/ (1—22)lf(:cz)dz+x—/ (1—22) 2f (22)dz
a 0 a 0

entonces, basta ver como se comporta la tltima integral,

(1+1)(0) f(0) YU+ D (0)l+1f, ) L0+ 1)

(Yief) (0) = a 2F(l—|—§) + a 2r(l+2)°

el valor de las integrales se obtuvieron de la férmula 3.251.1 de [26], entonces igual que antes
G1(0) = (Y..f (0))" =0, VI > 0. Por lo tanto, lim (V0 ) (0)=0, Vi > 0.
T—r

_ 1
Para [ = —3,

G

1
2

(1) =Y.y, f f/ 2 = 5)7H £ (s)ds,

realizando el mismo cambio de variables tenemos:

f/ (1= 22)72 f (22)dz.

M\»—t

Entonces, lirr(l] Y, .f (z) = 0. Basta checar qué pasa con la integral, por la férmula 3.251.1 de
T—>

[26] tenemos:

/;y%d = f(0 )/01( —z2)‘5dz:@3<%é>:f(o)g
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Asi, C! (0) = Yo, f (0) = Z+/0f (0), entonces

lim G_: ( ) = Y—%,mf (0) =

z—0

En conclusion, se tiene el siguiente resultado acerca del comportamiento asintético de Y,
alrededor de 0.

Proposicién 2.7. Sea Y, , : C ([0,b]) — C (]0,b]) como en (2.6) y f € C(]0,b]) entonces

1
lim ¥i,.f (2) = 0, ¥l > —,

hm( le) () =0, VI >0,
llm (Youf) ( \/7f

2.4 Imagenes bajo la acciéon de Y, de las soluciones de
la ecuacién de SL regular v/ + \v =0

Considerando que nuestro operador de transmutacién (2.3) esta relacionado con la ecuacién de

Bessel
—Lou = A\u (2.11)

donde A es un niimero complejo arbitrario y que la solucién regular de la ecuacién (2.11) que
satisface las condiciones asintéticas (1.66) en x = 0 estd dada por la férmula

3 1 21+1
u (z,\) = F(l + 5)21+§)\——+le+ (\/Xx)

donde J; 1es la funcién de Bessel de primer tipo de orden [ + % definida como en (1.31), una
propiedad importante para el operador Y, consiste en ver a donde son mapeadas las soluciones

de la ecuacion regular
V" + M =0, (2.12)

con condiciones iniciales v; (0) = 0,9, (0) = VA y v(0) = 1,v5(0) = 0 tiene soluciones
vy (z,\) = sen VAz y vy (2, \) = cos vz

Ahora, analizaremos si nuestro operador Y;, transmuta a las soluciones v de la ecuacion
regular (2.12) en la solucién regular u; de la ecuacién de Bessel (2.11).

Para ello, una manera es hacer uso de las formulas de integracién:

b -1 2b\"” 1 1

/ (bz—xz) ésenamdwzﬁ (—) F(V—!——)Hl, (ab), cona > 0,b> 0, Rev > ——

0 2 \a 2 2
(2.13)
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2.4. Imagenes bajo la accién de Y, de las soluciones de la ecuacién de SL regular
34 V" + v =10

donde H, (z) son funciones de Struve y estan dadas por

(E) 2m~+v+1
2

L(m+3)T(v+m+32)
y

b yo1 2b\"” 1 1
/ (62 — x2) 2 cosaxrdr = g (—) F(V + §)J,, (ab) , cona > 0,b > 0, Rev > —3 (2.14)
0

a

donde J, (z) son funciones de Bessel, (2.13) y (2.14) se encuentran en las férmulas 3.771.6
y 3.771.8 de [26].

De esta manera se tiene que:
-1

z z ! VAT +1) o
}/E,x [Ul] = mA ($2 — 82) sen vV sds = m)\ 4 \/EHH-% (\/XSL’)

o xt £ 9 9 . ﬁl“(l + 1) 2l+1
YLI ['UQ] = m/o (l’ — S ) cos V \sds = m \/7']14- (ﬁ[lf) .

Otra manera es utilizando las series de potencias de las soluciones para la ecuacion regular
(2.12). Asi, veamos a que solucién transmuta el operador Y, en la solucién regular de la
ecuacién de Bessel (2.11).

Las series de potencias de vy (z, ) = senv/Az y de vy (z, \) = cos v Az son:

\/7 \/_ 2k+1 \/, o0 (_)\)k 2k
sen Vr = ZW Yy oS )\xzzw,
k=0

respectivamente.

Asi,

Y. |:COS\/XZL'} = Y.,

_ X < (_)‘)k * 22— 2\ 2k s
= 2[_,_%1—‘([_‘_%) Z (2]{?)‘ /; ( ) d

k=0
a! - (_A)kl"zk H 2k 20+1
= 2!+§F(l+§); on] /0 sen ““¢ cos™ T pdy
2) k=0

xH—l e (_)\)kxﬂc |:1 ( 1 ):|
= - -Blk+=,l+1
sy S S (323
2k+1+3
_1)’f (\/__A)

KD+ 5 +k+1)

B
Il

TIN E_ZFZ+1 VT
20 (1 + g%
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2. Operador de transmutacion y polinomios de onda relacionados con la ecuacion
de Bessel 35

B \/EF(Z+1) 2l+1
T or(i+ ) VoA g (Vi)

donde utilizamos el cambio de variables s = xsen , la férmula 3.642.1 de [26] con 2a — 1 = 2k,
28 —1 = 2l+1, la propiedad entre la funcién Beta y Gamma: B (a, §) = L()T(5)

T'(a+P)
de la funcién Gamma: I'(k+ 1) = 4%, L /7 ke u{0}.

El intercambio entre la serie y la integral se debe a que las series tanto de la funcién seno
como la de la funcién coseno tienen radio de convergencia infinito y el intervalo de integracién
[0, 2] es cerrado y es tal que esta contenido en el circulo de convergencia de las series, entonces
tanto la serie del seno como la del coseno convergen uniformemente en [0, ] .

y la propiedad

Por lo tanto el operador Y;, transmuta a la funcién coseno en la solucién regular de la
ecuacion de Bessel salvo una constante multiplicativa:

21+3T2(1 + 3)
m%w [COS \/XI'] = Uy (,T, )\) .

Ahora para la segunda solucién linealmente independiente obtenemos la relacién:

k p2k+1

\/_Z 2k+1)
I_l\/x (_)‘)k “ g 2\l _2k+1
(2k+1)!/0 (m —s)s ds

23T (1+3) §
xl”z\/X 2% (=) /g cos™ 1 psen 2 oy
2430(1 4 3) = (2k+ 1)
\/Xxl-i-Z ( )\)k 2k
23D (1 + 3) = (2k+1)!
VAT 4+ 1) & 3 (=\)f 22 T(k+1)
25T (1+3) = T(k+1+2)(2k + 1)
(1 + 1) y/mz 2V A & (=X\)* a2k
2HIT(1+3) 2T (k+3)T(k+1+2)

Y 2 [sen (\/Xx)} = Y,

Mg

0

NE

0

Mg

[B(l{:+1l+1)}

IR IR \/72 (\/_x)2k+l+%
B 2P(l+) L(k+1+2)
VID(4+1) | 2
PRI (m),

donde las H, 1 s0n funciones de Struve de orden [ + %, igual que antes utilizamos el cambio de

variables s = xsen ¢, la férmula 3.642.1 de [26] con 2 — 1 =2k + 1y 258 —1 =20+ 1y las

F(k+1) /w2~ (2k+1)

propiedades I'(n) =
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2.4. Imagenes bajo la accién de Y, de las soluciones de la ecuacién de SL regular
36 V" + A =0

La funcién seno no es enviada en la solucién regular de la ecuacién de Bessel (2.11), ahora
.. ., .y .z 7l(I+1) 2L+1
quisieramos ver de que ecuacién es solucién la funcion \2/1:(“:;) 1 \/zH, +1 (ﬁx), para ello
procedemos de la siguiente manera:

e Utilizando el Teorema 2.3 es fécil verificar que h (x, A) := Y], [sen (\/Xx)} es una solucién
de la ecuacion de Bessel no-homogénea

(Lo + A) b (2, A) = 2 (1 + 1) VAC, 2.

Consideremos la propiedad de transmutacién (2.4), como la funcién sen v Az no cumple con la
propiedad de que f’(0) = 0, utilizando la propiedad (2.7) la aplicamos a la funcién sen v Az —
vz,

LoY, . [sen Vz — \/X:c} = Y}’mj—; [sen Vz — \/X:c}
L, {Y [sen } \/7Y}m[ ]} =Y, [—)\sen \/X:c}

entonces,

[Vt (Y3 0 (15} =i

donde C' = ( )\/)_)\ *1 y €} es como en (2.28).

Luego,
\/XclLo [Z’H_ﬂ =2 (l + 1) \/XClxl

CLo[Va,  (Var) | ~C o,y (Vie) 2 (Vi) |-

3 o (5.

3
T2

Asi,

C{Lo [VaHyy (Vaz) | + AVaH,,, (Vaz) }
_ o{wdd_;HH; (vVie) + 2L by (VAa) +

2
De aqui que, A\/EC;;—ZHH%(JX:U>+ Q%Hl%(ﬁx)%%}HH (ﬁx) AN 1

(= (3)

3
2:

Multiplicando por x

A Hl+ (™ x)+f v Hy (V) +

20+ D)VAC s
d HH%(\/X:E)_—C 2.

()
Var(+1) -

Por tltimo, w e =
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Por lo tanto, la funcién Y, , [sen \/Xa?} satisface la ecuacién de Bessel no homogénea:
+3
9 1 2 4 (\/_:C) 2
N ) (14 =
( x ( + 2)

( a:) HlJr (fx)+\/_x—Hl+ < a:) Hy 1 ( )\x) \/71“(l—|—1)'
2.5 Continuidad del operador Y;, y su derivada

En esta seccién utilizaremos el operador Y, en la forma presentada en (2.6).
Proposicién 2.8. El operadorY;, : C (]0,b]) — C([0,b]) es continuo.

Demostracién: Mostremos que existe una constante C' > 0 tal que ||Y, . f (z)|| < C'|| f]| para

toda f € C([0,9]).
Sea f € C'(]0,b]) y Y, como en (2.6). Entonces,

Viaf @) < sup {— A (=)' 020z}

z€[0,b]
bl+1
< d
< ( %) dz - max |f (22)]
NNES) I
21+§F2( ) '
VAT +1
Si consideramos a f = 1, entonces Y], alcanza su norma, es decir, Y, [1] = ﬁS (+ )
’ ’ 21T2r2(1 + 2)
Donde utilizamos la férmula 3.251.1 de [26] para encontrar el valor de la integral. n

Considerando al operador Y;, como en (2.6), su derivada toma la siguiente forma:

% La c*([0,8])) — C([0,0]), I > _%
% Yi.f(z)] = W/O (1- zz)l f(x2)dz + % i (1- 22)l,zf' (2)dz. (2.15)

Proposicién 2.9. El operador £V, : C*([0,b]) — C ([0,8]) es continuo.

Demostracién: Sean f € C([0,0]) y Clyl’c’l”ij(x) como en (2.15) entonces,

Y. f (z) (1+1)a' /1 N a /1 N
H B < 52%?2} " i (1—2%) f(z2)dz +£[%>g] ! (1—2%) 2f (zz)d=
(l+1) bl /1 bl+1 /1
< — —
< - i (1 z)dz Tél[%)g|f(l’2)|+ - Oz(l z)dz ;2[%%]|f(xz)|
(I+1)b /a0 + 1) YT+ 1)
< Sy M 1)
+3) a 2T(1+2)
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38 2.6. El operador inverso

/(1 +2) 1l + BIT(1 4 1)
~ 2aI(I+2) 2al'(l + 2)

< CUA+IFIT =Clr

donde C = max{fg{lﬁii), b;}?ﬁ;;)} v || fIl es la norma para C*([0,b]). Por lo tanto el
a 2

ILF1

operador aylgg @) es un operador continuo. Donde utilizamos la férmula 3.251.1 de [26] para
encontrar el valor de las integrales. [

2.6 El operador inverso

Para encontrar a nuestro operador inverso Y necesitamos representar a Y; , como un operador
de Erdélyi-Kober, los cuales son una modlﬁca(:10n de las integrales y derivadas fraccionarias de
Riemann-Liouville, ver la Seccién 1.6.

El siguiente resultado nos da una representacion de Y; , en términos del operador de Erdélyi-
Kober (1.49).

Proposicién 2.10. El operador Y, en términos del operador de Erdélyi-Kober tiene la repre-

sentacion ”
r{+ 1)z i+l

Y, = —0 1 . 2.1
Demostracién: Tomando a =0, 0 =2,7=—3 y o =1+ 1 en (1.49) tenemos:
21,—2(14—1—%) T 1 L
I+1 _ 2 2\i+1=1 2(—3)+2-1
R A A
237—2(1-‘1-%) x ) N
- 2 . d
F(l+1)/0 (o7 =5 f (s)ds

+3, —1-1 3\ ..~ px
_ 2 21m I+ 3)x / (22 - 82)lf(8)ds
22 (14 3)I(1+1) Jo
2l+%x‘l‘11“(l +3)

ml+l
Entonces, Y, . f (z) = % I 1f( ) u

La correspondiente expresién para el operador inverso estd dada por (1.57), utilizando (1.50)
tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.11. Sea n un entero arbitrario que satisface n > [+1. Entonces el operador inverso
de Y, puede tomarse en la forma

2”%F(l—|—%):)j d \" [T/ 9 o\-+24n 4
o ()= TU+ OO+ 1) +7] (2:):0[:):) /0 (z* = %) ST (o)ds. (217)
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Demostracién: De (1.50) y (1.57) se sigue que:

([a+ on) f(z)=x (—atn) (m) g (ot +n)Ia+;,n+af (r), a>—-n (2.18)
Por lo que considerando los valores: oy = —av = —(I+1) y m = n+a =1+ 3, el inverso
resulta:
(I+1) —(+D)+(1+3 d ! 2| (4D +n+(1+1)| 7—(U+1)+n
IO+2l+1f( )= ! (t+2)] (2mdm) 2l ( 2>]]0;2,l+§ f (@)
=x d 2 lnmalog 2~ +(l+2)]/ (x2 - 82)[—(l+1)+n]—1 52(l+%)+2—1f(s)ds
2xdx I[—=(+1)+n] o

d " 2 "y 2\ —(+2)+n _2(1+1)
= — ds.
’ (2xdz) [[—(+1)+n] /0 (#* =) i J(s)ds

Luego, sabemos que si Y = DF entonces Y ! = E~1D~!: de aqui que para n > [ + 1:

2l+%1"(l+§)x d n ez i
e 1) L+ 1D0[= (1 +1) +n] (Qxdx) /0 (+% = %) s T f(s)ds
2430 (1 4 2)a 4N [y e
pu— . . .
L+ 1)I[— (1 +1) +n] <2xdx) /0 («° = &%) s f (s)ds

Ahora mostraremos algunos de los ejemplos del operador Yl;l donde utilizaremos la forma
de los polinomios de onda generalizados dada en (2.21):

Ejemplo 2.12. Paran =2, yl = l.
['(2) d \? [* 1
-1 _ 2 2\7T32 o5
Y%wf(x) = (%) (%) (2xdm) /0 (x S ) s2f(s)ds

_ 16 ’ 2_2—% 3
= <2:17da:) 0 (2% — s*) 2 s2f (s)ds.

a) De la representacién para Uy (z,t) tenemos que UO (z,t) = C2xIt+l = C233t2 con
o r(3)r@+1) _ var(2)
0 2l+%F2(l+%) 22T2(2)

vivpt et |=cavit[of vyt ]

= Z, de aqui que C§ = 6—4. Luego,
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40 2.6. El operador inverso

A6 |10 G e

b) De la representacion para Us(x,t) = CoCy [tl+1xl+3 + 3] = CoCy [t%x% + it

s 100 s s s
con CoC = 37i5% = () (4) Co= (5) (1) (2) = 55 tememos

[SI[oY
| SSS—

donde 1Fq (a1;b1,bo; 2) es la funcion hipergeométrica. Para cdlcular las integrales de este ejem-

plo, hicimos uso de la formula 3.771.4 de [26]. ¢
Ejemplo 2.13. Paran=3 yl=1.

e x(wx)g | s
Y () = 6\/_t(2tdt)3/0xs2f(s)ds.

Y f(2)

a) De la representacion para Uy tenemos que Uy (x,t) = Caz 1 = C22212, con Cy = 27T,

de aqui que C§ = 5. Luego,
YRV [Gote] = YR [GoY [ ] = Govi [0 Vi [

= C? [6 2T (2;293)3/:34 s] [6\/_t<2tdt>3/0ts4ds]

b) De la representacién para Us (x t) = CoCy [:L"“r?’t“rl —I—xl“t”?’] = CoCy [x* + 2°t1] | con

Cy = 5=+ de aqui que CoCh = g~ Luego,

}/1;513/1201 [COCQ ($4t2 -+ LL’2T,4)} C(]CQ 1t [ 1 T [ } tz + Yi [ } tﬂ
= GoCo Y1y [ Vi [P] + i [ it [#] )

6v2rx <2xdx)3/0m sSds] [6\/%5 <ﬁ)3/0t s4ds]

= Cp(Cy
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d\* 1, d\’ [t
2 2 —
+CyCy |6V 272 (23:0[3:) /0 s ds] [6\/_7rt <2tdt) /0 s ds]
3240 8
— [ 6471 {4057r] (2® + 1) = 2” + ¥ = p3 (z,1). ¢

2.7 Polinomios de onda generalizados

Considerando la ecuacién (1.44) y la ecuacién (2.1), por la Observacién 2.6 del Teorema 2.5
sabemos que podemos pasar de la solucién w a la solucién U aplicando el operador Y;,Y;; a w

tal que w(z,t) € C*(([0,0] x [0,b]) con % = Qulnh) .= 0.
t=

=0
En el siguiente resultado establecemos cuéles son aquellos polinomios p,, (z, t) que satisfacen
el Teorema 2.5:

ot

Teorema 2.14. Los polinomios en (1.45) que satisfacen (2.8) son aquellos tales que m =0 o
m=4n — 1.

Demostracién: Claramente py ((z,t) € C2 ([0,8] x [0,8]) y 2ozt

_ 9po(=,t) _
o = = =0.

ot =0

=0
En general, para m impar la derivada con respecto a z es de la forma:

m+1
Opm (x,1) 2 m+1 AN n
= X ()

Como m = 2N — 1 tenemos dos casos:

dn—141_p q

1. N=2n,n=1,2,... entonces x 2 =2 h Tl =22 o > 0.
Como k =0,2,4,..., entonces x* = 0, de aqui que cuando m = 4n — 1 se tiene que
=0
Opm (1) —0
ox =0 '
2. N=2n—1,n=1,2,... entonces z 2 —F1 = 220=k=2 T yego 2n — k — 2 = 0 cuando
n=1k=0, asf 2° # 0.
z=0
Por lo tanto, no satisfacen que 8"”57;“) =0.
=0
Para m impar la derivada con respecto a t es:
m;rl 1
ap (ﬂj t) M m—+1
m 9 — k 2 x 2 —k‘tk—l
o - 2 M
k par=0
Luego, k — 1 = 0 implica que k = 1 lo cual es imposible ya que k = 2N. Entonces, t?¥~1 = ¢,
a > 0. De aqui que t* =0.
t=0
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42 2.7. Polinomios de onda generalizados

Por lo tanto, los polinomios p,, (x,t) con m impar satisfacen la propiedad de transmutacién
siy so6lo sim =4n — 1.

Ahora, verifiquemos este resultado para m par.

La derivada con respecto a x para m par es de la forma:

s m
ox , 2 k
k impar=1
Como m = 2N tenemos dos casos:
1. N=2n,n=1,2,3,... entonces z 3 *~1 = 22n=k=1_E] exponente 2n — k — 1 = 0 cuando
n=1yk=1,deaqui que 2° # 0. Por lo tanto, no satisfacen que %ﬁf’t) =0.
=0 =0

2. N=2n—1,n=1,2,...entonces x5~ —F1 = g2n=k=2 — go o~ 0. Como k = 1,2,3,...,
Opm (2,1) _ 0
oz :

=0

¢ = 0. Por lo tanto, satisfacen que
=0

Para m par la derivada con respecto a t es:
Opm (x, 1) ] Z\
m ) _ k 2 l'?_ktk_l.
R\

Luego, k — 1 = 0 implica que k = 1, de aqui que to’ # 0. Por lo tanto, para m par los
t=0
Pm (7, t) no satisfacen que su derivada en cero sea cero.
Por lo tanto, los tnicos p,, (x,t) que satisfacen la ecuacién son aquellos con m = 0

0
m = 4n — 1. ]

‘s . , : , e Qu(at
Observacién 2.15. Los unicos polinomios p,, (x,t) que satisfacen la condicion % =
=0

O t . .
% = 0 son aquellos con potencia par tanto en x como en t, con m impar tal que
t=0

m =4n — 1 y son de la forma

2n

2
po(z,t)=1, ¥y pai(@t)= > (;)x%—’%’ﬂ n=12.3,.... (2.19)

k par=0

Ahora, tomando en cuenta la Observacién 2.6 y que los polinomios de onda (1.45) son
solucién de (1.44), o bien la Observacién 2.15 encontremos los polinomios Uy, 1 los cudles son
solucién de la ecuacién (2.1):

Uo (2, 1) = Vi Yie [po (z,1)] = ViaYi [1] = ViV [2°1°] = Vi [2°] Vi, [t°] = CRa 1!
(2.20)
r(L)r@+1)

donde Cj = . Claramente Uj (z,t) satisface (2.1).
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Similarmente,
U3 (LU, t) = }ﬁ,m}/},t [p3 (.I, t)] = }ﬁ,m}/},t [xz + t2i|
= Yi,mY},t [$2t0:| + Yi,mY},t [thZ]
Vi %] Y ]+ Vi [2] Y [F]

DT+ 1) TP+ 1)+ DD+ )2+ D(E)0+ 1)+

2L+ T+5) 202 +3) 2T+ 5) 2T+ HI(+3)

= CCy [t 4 g
Ur (2,t) = YiaYielpr (x,1)] szYt[x + 62°t% + ]

= V.Y [¢'0] + 6Y1. Y1, [¢76°] + VY0, [2°]

= Vi [z ]th[to}%m[ Vi [7] + Vi [2°] Vi [t]

_ (5) (I+1Dal (%) l + 1)+t N F(%)F2 )l +34i+3
H-EF( ) (l ) "‘%F (l—l— ) 22(l+%)r2(l+ )Fz(l—l— )
CPETOHD i TETCH) s

) EI D
— C()C l+5tl+1+6c2 l+3tl+3+CC£L’l+1tl+5

D(3)ru+1)

r(5)ru+1)
P )

2 Er(h3)r(eg)”

4 =

donde Cy =

Ambos polinomios Us (z,t) y Uz (z,t) satisfacen (2.1).
En general los Uy, (x,t) que satisfacen la ecuacién (2.1), son de la forma:

>, ()]

k par =0

= Y (e

k par =0

2n
_ Z (2]?) Clypy_ a2 L hH+]

k par =0
2n

— 2 Cn,k$2n_k+l+1tk+l+l

k par =0

U4n—1 (ZIZ’, t) = Yi,in,t [p4n—1 ([L’, t)] = Yz,xyi,t

donde C5,,_, Cy son las constantes que aparecen en la Proposicion 2.1 y

o <2n) I2(1+ D)L (E) T (n + 52)
R (O I (D I CR )

(2.21)

Las imdgenes de los polinomios de onda bajo la accién del operador Y;,Y;; son llamadas

polinomios de onda generalizados relacionados a la ecuacién (2.1).
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44 2.7. Polinomios de onda generalizados

De aqui que se satisface la siguiente:

Proposicién 2.16. Los polinomios de onda generalizados Uy (z,t) y Usn—1 (x,t) satisfacen la
ecuacion (2.1).

Demostracién: Como se mencioné anteriormente, se puede ver facilmente que Uy (x,t) satis-
face la ecuacién (2.1). Considerando la forma general de los polinomios de onda generalizados
(2.21) mostremos que satisfacen la ecuacién (2.1).

Consideremos el término k-ésimo:
2n F(n + %)F(%)FQU +1) 2n—k-H+1yk+H+1 999
2

k) 23)T2(1 4 8)D(n + 1 4+ 5E)T (1 + 82)
Célculando el término (88— l(lz;l ) se tiene

<2n> Dn+ (BT + 1) [2n—k+1+1)2n—k+1) —1(1+ 1)]93271_,€+l_1tk+l+1
g 203 02(1 4+ 30 (n + 1+ 5D (1 + £83) |
(2.23)

21 . L
9 (+ )> consideremos el término que tenga

Para célcular la parte con respecto a t, esto es (— —

ot? 2
los mismos exponentes que aparecen en (2.23) para x y para t, tal término del polinomio es
aquel que tiene potencias z2?F+H=1¢h+1+3 - Asi al calcular el término con respecto a t, se obtiene
la siguiente expresion,

<2n> D(n+ 455 — DD+ D020+ D[k +143) (k4142 = L0+ D] o iy
K 2(H3)T2(1 4+ 3D (n+ 1+ 355 — D1+ &2 +1)

Luego, haciendo uso de la definicion de las combinaciones y la propiedad de la funcién Gamma
['(x + 1) = 2I'(z) podemos reescribir (2.23) y (2.24). Después al simplificar los términos

(2n—k+1+1)2n—k+1)—1(1+D] v [(k+1+3)(E+1+2)—1(1+1)]

. (2.24)

se sigue la igualdad (W — l(l:;”) = <% — W;”) , que es lo que querfamos demostrar. [

Los coeficientes que aparecen en los polinomios Uy, 1 (z,t) y son dados por la Proposicién
2.1 se relacionan de la siguiente manera:

ey o 3G Lo GGG o () GE) (GG
252 (1 4 2) (1+3)
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2. Operador de transmutacion y polinomios de onda relacionados con la ecuacion
de Bessel 45

De la Definicién 1.20, (2.25) puede escribirse como:

1
=), C
Co = (2)’2, . (2.26)
(l + §)k
Reescribiendo los coeficientes C,, anteriores de forma recursiva tenemos:
oo _Bo @ (1),

CTEy Ty ey STy
en general,
¢, — Cr) Cain
5
El siguiente es un ejemplo en el que se ilustra que la ecuacién (2.1) se satisface.

Ejemplo 2.17. U; (z,t) = CoCux!T5tHL + 60223443 - CoCua! 1145 satisface la ecuacion
(2.1).

0y Uz (2,1) =CoCy (I + 5) 2! 4602 (1 + 3) #7322 4+ OOy (14 1) t52,

DUy (2, t) =CoCy (I +5) (I +4) "2 346C3 (1 +3) (1 + 2) 32 -Co Oy (14 1) 152

1(1+1)
113'2

para k=1,23.... (2.27)

Ur (2,t) = CoCyl (1 4+ 1) 123 1 6C21 (1 + 1) t32M + CoCyl (1 + 1) #1521,

entonces,

(ag ! (l; 1)) Us (2,8) = CoC (1 4+ 5) (1 + 4) £+124% 4 6C2 (1 + 3) (1 + 2) #3541

+CoCyl (14 1) 52171 — CoCyl (1 + 1) ¢ g!+3

—6C21 (1 + 1)t 32 — CoCyl (1 + 1)t !
=CoCy (I +5) (I +4) —1(1+1)) T3

+6C3 (14+3) (1 +2) — 1 (14 1)) T3+

por lo que necesitamos que CoCy (14+5) (I+4) —1(1+1)) = 6C2((1+3)(1+2)—1(1+1)),
esto se puede verificar utilizando (2.26) de la siguiente manera:

3C2 (81 + 20 6C2 (1 + 2 6C2

CoCy ((145) (1+4) _l(l+1)):4(li[§) (l+]§):(l+0§)( (zj)§):l+0§
2 2 2 2

6C5 (1+3)  6CZ[4l+ 6]

NIRRT

605 (1+3)(1+2)—1(1+1)).

Por otro lado,

QU7 (1,t) =CoCy (I + 1) t'2™ + 6C2 (14 3) t22!3 + CoCy (I + 5) t' 2!
U7 (2,1) = CoCyl (14 1)t 2! T546C2 (1 4 3) (1 4 2) 1234+ CoCy (14 5) (1 + 4) ¢3!
L(I+1)

o Ur (z,t)=1(1+ 1) CoOut' 12" 4 6C21 (14 1)t 2! + CoC4l (1 + 1) ¢3!
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46 2.7. Polinomios de onda generalizados

entonces,

[+1
(-af + il ; )) Ur (2,t) = —CoCyl (I + 1)t 25 — 602 (1 +3) (1 +2) t!H1a!+3

—CoCy (1 +5) (14+4) "3 L 1 (1 + 1) CoOut' 2+
+6C21 (14 1)t a2l 3 4 CoCyl (1 + 1) ¢3!

= (=6C3(1+3)(L+2)+6C5L(L+1)) ¢T3
+CoCy (= (145) (I +4) + 1 (1 + 1)t

por lo que necesitamos que: CoCy (1(1+1) — (1+5)(1+4)) =6C2(1(1+1)—(1+3)(+2),
usando (2.26) vemos que:
—6C3(1+3)  6C3—4l — 6]

0004(l(l+1)—(l+5)(l+4)):(l+§) (l+§): Wis ) =6C3(1(1+1)—(1+3)(1+2)).

De aqui que Uy (x,t) satisface la ecuacion (2.1). ¢

Como en algunos ejemplos hemos utilizado los coeficientes que acompanan a potencias
impares de x mencionaremos la forma que toman las imagenes de los polinomios de onda que
no satisfacen la propiedad (2.7) y la relacién que existe entre sus coeficientes.

Notemos que para los polinomios pa,, Pan—2 V Pan_s, los cudles no satisfacen las condiciones
requeridas para cumplir con la propiedad de transmutacion (2.7) por el Teorema 2.14, bajo la
accion del operador Y; .Y, tienen como imdagenes a:

< n
onte = 5 () i M<) (?(n e, _)F(z:_)
2 2 o)
)T (ALY D2(] 4 1)g2n— kgt
D2 (L4 )0 (n = 5+ 1+ )T+ 52)
Uiz (z,t) = %Z_l (2n— 1) I(n— 5T (ET2(] + 1)a2n-ktighti |
b )22 (1 )T (n— &+ 1+ )T+ 52)

k impar=1

Unns (1.1) = Qi <2nk—1) r(gn (g

k impar=1

k par=0

respectivamente y por lo tanto no son soluciones para la ecuacién (2.1). A tales polinomios los
acompanan los siguientes coeficientes, los cuales se relacionan de la siguiente manera:

LI +1) Cy 20, 3Cs AC, 5C,
D N () TN () N A R R o C i o R O
en general,
kCo_
Czkﬂzﬁ, para k=1,23.. .. (2.28)
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Capitulo

Serie de potencias del
parametro espectral para un
sistema de ecuaciones de
Bessel

However varied may be the imagination of man, nature is still a thousand

times richer. . . . Each of the theories of physics . . . presents (partial differential)
equations under a new aspect . . . without these theories, we should not

know partial differential equations.

Henri Poincaré

La representaciéon en series de potencias del parametro espectral SPPS para
soluciones de ecuaciones de Sturm-Liouville es una herramienta practica y eficiente para resolver
problemas espectrales y de dispersién. Se basa en un célculo de integrales recursivas, a veces
llamadas potencias formales. Originalmente el método SPPS en un primer paso requiere de
construir una solucién particular no nula (en general, complejo valuada) correspondiente al
valor cero del pardmetro espectral.

En este capitulo obtenemos una representacion en series de potencias del parametro espec-
tral (SPPS) para una solucién regular del sistema de ecuaciones de Sturm-Liouville tipo Bessel

perturbadas

2(l+1
Vi+ (::2— )V—q(a:)V:2)\W/
2(1+1 ’
%W’ g (2)W =20V

V// _ 2 (l + ]‘)
X (3.1)
W// ‘I’
donde [ es un nimero real, [ > —%, g es una funcién continua a valores complejos en (0,0] y A
es un parametro espectral complejo.

3.1 Polinomios de onda generalizados

En esta seccién utilizaremos la propiedad del mapeo (1.79) del operador T definido en (1.81)
para encontrar a los polinomios de onda generalizados que son solucién de la ecuacion

(D G B G q(x)) w () = 0. (3.2)

+
2 12

Esta ecuacién diferencial parcial generaliza a aquella que surge en relacién con el ntcleo de

transmutacion en el caso de una ecuacion regular de Schrodinger uno-dimensional.
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48 3.1. Polinomios de onda generalizados

Reescribiendo nuestros polinomios de onda generalizados (2.20) y (2.21) del Capitulo 2
tenemos:
o)
0 (,¢) I? l+

3
5
1 k)r(k + %) 2n—2k+14+142k+14+1
Uin—1(@0) = ( ) n+l—i—3 NT(+k+2)" e

(4
con C = 72H%F<l+%>.
De aqui que por (1.79) obtenemos los nuevos polinomios para la ecuacién (3.2) los cuales

llamaremos polinomios de onda generalizados y son:

Uo (l’, t) =T [UO (l’ t)] = E()U() ( )tl+1 (33)
Ugn—1 (l’, t) =T [U4n 1 ZL’ t = U() Z Sk X[2 n—k)] )t2k+l+1, (34)
— cr2(l o T(n+2—k)D(k+1 n—k o2(n—
donde Zg = 57 f)) ¥ Zop = C2(2) ((k+?+g§rgl+§)) (=1)" " 2208) (1 — )1,

De aqui se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.1. Los polinomios de onda generalizados ug (z,t) = T [Uy (z,t)] Y tan—1 (x,t) =
T [Usp—1 (2,t)] satisfacen la ecuacion (3.2).

Observacién 3.2. La Proposicion 3.1 se sigue de las propiedades de transmutacion de los
operadores T y Y, .Y+, de que los polinomios de onda satisfacen la ecuacion de onda (1.44),
de la Proposicion 2.16 la cudl establece que los polinomios de onda generalizados Uy (x,t) y
Ugn—1 (z, 1) satisfacen la ecuacion (2.1), y de que son tales que

up (z,t) = T[Uy(x,8)] =T [ViYie{po (z,8)}]
Usn—1(2,t) = T [Us ((z,1)] = T [Yi2Y1 {pan—1 (z,8)}].

Para los polinomios de onda generalizados (3.3) y (3.4) de la ecuacién (3.2) en la carac-
teristica x = t, sus respectivas trazas son:
C?r

Co(z) = muo (z) '™ (3.5)

_ 2 ~ (2n\D(n+3 - k)T(k+3) yn—ko2n—k) (1.0 ¥ (2[n—k]) 241
cn (z) = C’uo(x)kZ(2k) r(k:+z+g)r(l+g)( 1)" "2 (n— k)X (z) x

—0
_ F2(l + 1) o ( )i (—1)n_k (2n)! X (2[n—k]) (z) 2kl
92(1+3) 3 (1+3) A0(k+ 1) (k+1+2)
2 n
= iuo (z) Z G X Gk () 2Ry =1 2 (3.6)
r(l+32) pr
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3. Serie de potencias del parametro espectral para un sistema de ecuaciones de
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y las derivadas de sus trazas son

C?r

/ / +1 l
co(2) = = [up (@)™ + (14 1) ug (z) 2] (3.7)
I2(1+3)
¢ (z) = C*n o Zn:g k)z—(z[n_k]) () 2L 1 zn:g kX—@[n_k}_n () 2R
n - 0 n’ n’
r+3) k=0 13>
C?r - = (2n—k)) 2%+l
2 k=0
donde ¢, = D" PEn! o eg como se definié arriba y X@*) () son como en (1.69) con
m AT (k+ DT (k+1+3)

ro=1yr, =0.

A partir de la siguiente secciéon nuestro objetivo es mostrar el resultado principal de este
capitulo, el cual consiste en obtener la representacién (SPPS) de una solucién acotada de (3.1)
y se establece en el Teorema 3.11, para después encontrar la forma que toman las trazas de los
polinomios de onda generalizados en términos de las potencias formales dadas por el sistema
de integrales recursivas que se obtiene del método SPPS, dicho resultado se establece en la
Proposicién 3.14.

3.2 El sistema de ecuaciones (3.1)

En el articulo [43] Proposicién 3.4, se mostré al inicio de la prueba una observaciéon que ahora
nosotros probaremos para el caso singular, en esta seccién mostraremos que en efecto se satisface
la siguiente proposicion:

Proposicién 3.3.

u (@, =A%) = (z) Y (—1)" X () (3.9)
k=0
es una solucion de —Lu = —N*u si y solo si v(z,—)\?) = Jigd (2, =A%) - u(x, =A%) es una
solucion del sistema (3.1) donde
oy (23 = 3 Bttt (3.10)
k=0
es solucién de la ecuacion —Lgoy = —\2y, X son las potencias formales (1.69) construidas

(_1)%71 )\2k+l+1

1
22k+z+§r(k+1)r(k+l+g)

en [10], By =

, Ug es como en el Teorema 1.235.

Ahora analicemos el producto de las soluciones (3.9) y (3.10), para ello utilizamos el pro-
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50 3.2. El sistema de ecuaciones (3.1)

ducto de Cauchy de dos series:

jl+§ (a:, _)\2) . (x, _)\2) _ (Z 5kx2k+l+1> . (Uo (z) Z (—l)k 22k X (2F) (:,17))

k=0 k=0
00 0o 00 k
_ Z )\2k+l+1ak (x) Z )\2j7j (:1:) _ )\l+1 Z )\2k Z%—j (:1:) o
k=0 j=0 k=0 j=0
(_1)% P2+ (_1)k—j
_ )\l Z A2k Z % X (2lk—=30) (z) TS e . -
— QU (j+ DI (j+ 1+ 2)

1y oo ko 1\k—7 y(2lk—i]) 2j+1+1
(1) I+1 2k ()" XCEID (2) 2
- A E A E

ey A @) — 2T+ (G +1+3)

_ et _ k)
donde ay (x) = SIS PR PR y v (2) = uo (x) (1) X&) ().

Reemplazando k por n y j por k tenemos

1) > n—k 7 (2[n—k]) %141
jl+% (x,—)\z) -u(:r,—)?) — &UO( )Z)‘%HHZ )" X (r)x

2l+s ot 2260 (k + DT (k+ 1+ 2)
— f: )\2n+l+1¢n (ZE’),
n=0
1 n n—k - _
(_1) 2 (_1) X(2[n k]) (JJ) 2kt
donde ¢,, (z) = —U
T Okzo AT (k+ 10 (k+1+ %)

Entonces,
)21+ 1)7
c, (z) = SR~ ; On (). (3.11)
(—1) 2 2*203(1+ 3)
De aqui que la solucién del sistema este relacionada con las trazas de los polinomios de onda
generalizados de la siguiente manera

~ (= EEPARIE I+
Jit} (:L', —)\2) -u (x, _)\2) — Z A2 2n el j(L 3 ))\l+1cn (z)

)Ty g
mI?(1 4 1)

Como la solucién del sistema de ecuaciones (3.1) estd estrechamente relacionada con las trazas
¢, de los polinomios de onda generalizados u,, nos damos a la tarea de buscar la forma que
toman las trazas en términos de la solucién del sistema por medio de las potencias formales.
Para lo cual utilizaremos el método SPPS.

cn . (312)
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Recordemos que la ecuacién —Lyy = Ay tiene una solucion 7, 41 = Va2V 11 (xf )
donde J;, 1 es la funcion de Bessel de primer tipo definida en (1.31).

Definamos a b; (z) como:

b, (z) = Jirt (2, =) =2V —)\2Jl+1 (:)3\/—)\2>
z)\x)2k+l+2

Ve Z k;'Fk+l+ 3)

S (e

kI ( k +1+ 2
= VZ)\:);JH; (iAx)

= Viz ()\m)]l (i1Ax)

= \E idx g, (idz)

donde j; (z) = /5= Jl+ , es la funcién esférica de Bessel.

Consideremos las funciones by (z) := 279 (21¢)) y ¢; (z) := +2'7'0 (z7*Vb;) donde
b; se define como antes.

(x, —\?) tiene asintética NT1x!+?

141
Z (k41 5 \ZhH+22k+142
cuando A\ — 0 y x — 0 y que la funcion ¢, () = § :( +1)(—1) x

tiene
AT (ke + 2)0 (K + 1+ 3)

[\D

asintética X222 cuando N — 0 y 2 — 0.

Sustituyendo ¢; en b; tenemos

%x—(l—i-l)a <x1+1§xl+1a (x_(lﬂ)bl)) _ ﬁx—(lﬂ)a( s l+1a( l+1)bl)) ’

entonces A?b; = 2~ (T (21219 (2= Vb)), definamos al operador

Lo :— 2Dy (xl+1xl+18 (x_(l+1)bl)) _

b, = !

Verifiquemos que con tales Ly y b; obtenemos la ecuacién que satisface j; 1 (z, —)2):

)\2V:L0V — x_(Hl)@( I+1 l+1a( l+1)V))
— Uy (xl+1xl+1 [_ (l + 1) —(+2)y/ +x —(+1D)y7 D
— l'_(l+1)a(xl+1l'l+l [_ (I+1)x —(+2)y, ]) +x‘(l+1)8(:):”1:5”1:1:‘(”1)1/’)
—(l+1)x_(l+1)8 (xl+1 I+1 —(l+2)v) 4 —(l+1)8( l+1V/)
= —(+ 1)z~ ™9 (2 a7V) + 2BV [+ 1) 2"V + 2!V
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52 3.2. El sistema de ecuaciones (3.1)

= —(+ 1) (V) + I+ DTV 4V
= —(+ 1) [V 42 V] + (4 )2V VY
= I+ D)z7V—-(>I+D2a V' + I+ D)2V + V"
= -] (l + 1) [L’_2V + V"

de aqui que —LoV = —\2V.

Observacion 3.5. Notemos que las funciones by y ¢; fueron definidas de tal manera que al

componerse obtengamos la factorizacion de Pdlya del operador LoV = V" — l(lx%l)V.
Sustituyendo b; en ¢; tenemos
c, = i\ 2719 ( l+1)i\x (+1) g ($l+1cl)> _ %xl—i-la (x_(”l)x_(”l)@ (IlHCz)) :
entonces A2¢; = 219 (z7 Dz =(+D9 (2'+1¢;)) , definamos al operador

M, := l+18( (1) . ~(+1) g (xl+1cl)) .

Analicemos que ecuacién satisface c;,

)\2W:M0W _ l+1a( —(1+1) _(l+1)0( l+1W))
l+18( =(141) = (1+1) w 4 1)x W _'_xl-l-lW])
(l + 1) 219 (1’ (I41) —1W) + 2+ (:E_(Hl)W')
(1+1) 219 (:L, (1+2) W) + 219 (x_(lH)W')
(+1) 2™ [= (1 +2)a=FIW 4 2= W]
s [_ (I+1)z —(+2 7 4 =04 W”]
= —(+D)(I+2)22W+{I+ D)z W —(I+ 1)z ' W +W"

I V() e

12

de aqui que la ecuacién que satisface ¢; sea —W" 4 Hlxing)W = —\2W.
Observacion 3.6. Notesé que al sustituir b; en ¢; obtenemos la factorizacion de Polya del

(1+1)(1+2)
operador MW = W" — %W este operador aparece en la ecuacion que satisface c;.

Definamos 1
V.= —blu y W =

e cuu (3.13)

AL
donde w es como en (3.9).

A continuacién veremos a que sistema de ecuaciones nos llevan LoV y MyW.

LoV = x_(l+1)a (;L’l+1$l+18 (x—(l—i-l)blu))
w9 (271 [0 (27 Vb)) u + by])
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3. Serie de potencias del parametro espectral para un sistema de ecuaciones de
Bessel 93

= 29 (2" Aqju + b))

= X~y (2" eu) + Rl (2" byu)

= )\ [m_(l“)a (ml+1cl) u+qu'] + g (xl+1bl) u 4+ b
= AMbju+ /] + 270 (2 by) v + b

I+1 I(1+1
— A2blu+Aclu’+{b;+<Z >bl] u' + by (%Jrq(x)j%?)u

m+n

[+1
= 22V + V+q ()V+<Acl+b;+ Z bl) o, (3.14)

donde hemos hecho uso de la féormula f0 (%gmﬂ) = fo (%go) 1 + o', del hecho de que u es
solucién de la ecuacién —Lu = —A\?u v de la definicién de V.
Ahora veamos que valor toma el término ()\cl +b; + %bl) u

Por definicién de V' su primera y segunda derivada son V' = bju + b/ y V' = bju +
2bju’ + byu” de aqui que

1 1
2bju’ = V" —bju—bu" =V" — (l (lx_g ) + )\2) b;u — by (l (lx_g ) +q(v) + )\2) u

entonces bju/ = L= (l(%l) 4 )\2) v _ @V.

Por otro lado \b; = 2z~ (Y9 (:)s”lcl) = g~ (D) [(l + 1) ale; + 2! ’} = l%cl + ¢}, entonces
= A\b; — ﬂcl, derivando W tenemos que c;u’ = W' — cju, de aqui que

[+1
qw:W/Av+i;W
Luego, bju’ = V' — bju.

Ademds A¢; = 2710 (2~ l“)bl) = 2" [ (14 1) 2T, + 2] = —Hlp, + by,
entonces b; = \¢; + l+1bl o bien bju = AW + l+71V, de aqui que

[+1

bu' =V’ — )\W——V
Asi,
[+1 [+1 V'l +1
A + by + i b/ = AWV — \2 + +7_ (7; )V—)\2V
1 [+1 1)?
La(@)y, Il L (4D
2 €x €T .CC2
" 1 224+ 31+ 1
2 T 2 2

Por lo tanto (3.14) es
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54 3.2. El sistema de ecuaciones (3.1)

[(l+1 vrool4+1 202 [+1
Lov oy + LDy VDL, 2SI L a @) ey
2 2 x 2 2
VTP 4+20+1 [+1
=——LV—I—LV’—I—MV—I—)\W’,
2 2 x 2
luego
V" 242041 [+1
Lo Vo EEARL, @ L gy
2 2 2 x
entonces

"
V_+l+1v_q(x)v_l+1

r /:
5 = 5 . Vi=AW" =0.

Como en la definicion de nuestras funciones V' y W aparece el factor constante ﬁ entonces
al multiplicar la igualdad anterior por tal constante no se altera el resultado.

De donde obtenemos la ecuacion

g 20+ 2(141)

Vv’ V- V =2\, 3.15
" = q(z) (3.15)
Para encontrar la ecuacion a la que nos lleva MW procedemos de la misma manera:
I(l+1 [+1
MW = 2\°WV + ( t )W +q(x) W+ ()\bl +c — i Cz) u'. (3.16)
x x
Ahora, veamos que valor toma el término ()\bl +c — ”Tlcl) u'.

Derivando W y considerando las ecuaciones que satisfacen ¢; y u se tiene que

" P+20+4+1
cgu':VZ —( +x2+ —I—)\Z)W——q(;)l/l/,

por otro lado byu/ = V' = AW — HLV y ¢/ = W/ — AV + LW

q(x)

[+1 w” 1+1 2(12+20+1

Asi, (b ol — L Y 2 W Ly 220 oy 4@ gy
2 x x2 2
De aqui que (3.16) tome la forma, MyW = WTN — ZQJ;#W + @W — HTIW’ + A\V’. Luego,
& [+ 2 [+1
MW — w +iW—@W+LW’—)\V':O,
2 x? 2 x
entonces,

W 11
_a@yy L vl
2 2 T

Igual que antes, al multiplicar por el factor constante ﬁ el resultado no se altera.

De donde obtenemos la ecuacién:
2(l+1
W + %W' —q(x) W =2\V", (3.17)
Por lo tanto el sistema de ecuaciones al que nos llevan LoV y MyW es en efecto (3.1), como se
estableci6 en la Proposicion 3.3.
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Proposicién 3.7. Las funciones V y W definidas en (3.13) satisfacen que V (0) = W (0) = 0.
1

Demostracién: Por definiciéon V' = Wblu = N
el Teorema 1.23. Por otro lado, si £ = 0 entonces /\l+1jl+§ = /\mﬂox”l, [ > ; de aqui que

i iu con definida como se describe en

st Boa = 0 el resto de los términos es cero en cero. Entonces, como /\l—ﬂljl% (0,—A?) =0
r=

y u es continua se tiene que V (0) = 0.

Luego, por definicion W = ghrcu = [Alﬂgx”l@( +Dby;)] u (x, —A?), donde u es como
antes y

141
1 1 0 k 1) (=1) 2 )\2k+l+2 2k+1+2

¢ = : ,
AT A\ e 22k+l+%r(k + 2)F(k: 4+ g)

. c (—l)lJrQ1 AA2gl+2
tomando k = 0 en (3.18) se sigue que 7 = ———F———,
NHLTET(143)

1 ,
| > —35, de aqui que

( ) )\l+2 +2
_l’_

T(1+ ) =0

=0

)\l—i-l

el resto de los términos es cero en £=0. De aqui que W(0)=0. Por lo tanto, V(0)=W(0)=0. &

3.3 Soluciones particulares V[, y W)

El ingrediente principal es el método series de potencias del pardmetro espectral (SPPS) para
la solucién regular de (3.1), obtenido bajo la condicién de que las ecuaciones auxiliares

2(l+1) 2(l+1)

Vo +——5—Vo—q(=)Vo— Vo =0, (3.19)

2(1+1)

Wy + Wy —q(x) Wy =0, (3.20)

poseen soluciones regulares las cuales no tienen ceros en [0,b] excepto en x = 0. Por esto, en
esta seccién explicamos como construir una solucién particular para la ecuacién (3.15) y cuél
es una solucién particular para la ecuacién (3.17).

Para encontrar una solucién particular para la ecuacién (3.15) buscamos una solucién de
(3.19) tomando el limite cuando A tiende a cero en V.

En el caso de u se tiene

h\2) 2k v (2k)
/1\12(1) u (z, —\?) Z X (z),
k=0
la cual s6lo para el caso k = 0 es diferente de cero. Asi, cuando k = 0 u (x, —\?) = Ug.

A=0
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56 3.3. Soluciones particulares V{, y W

En el caso de ﬁbl tenemos que

0o L N2k 9k+4i+1
1 _ 2
lim by =Y ( 11) 0"z ,
= 2D (k+ )0 (k+ 1+ 3)

lo cual es diferente de cero sélo para k = 0. Luego, cuando k = 0 se tiene que

1 b’
. =/
AL =0 22T (14 2)

De aqui que Vy = ﬁbl (2,0)u (x,0) = (x!*ug, donde ¢ = ;g?ﬁ es solucién particular
de (3.15) y solucién de (3.19).

Si realizamos el mismo procedimiento para encontrar una soluciéon particular de la ecuacién
(3.17) nos daremos cuenta que nos encontraremos con que Wy = 0 es la solucién particular que
. . . , t ., .
nos proporciona este procedimiento. De aqui que (Vj,0)" sea una solucién para el sistema

(3.21)

V' + 2V, — g () 1y - 22V =0
Wy + 2Dy — g (2) Wy = 0.

Para trabajar con el método SPPS necesitamos una solucién no nula en (0, b] de la ecuacién
(3.20) por tal motivo escogemos a Wy = ¢z~ Dy, con ¢ una constante.

Como el Wronskiano de Vj y Wy es diferente de cero: W (Vo, Wy) = =22 (I + 1) 27 ud # 0
entonces son dos soluciones linealmente independientes.

Observacién 3.8. Notemos que como gy satisface las relaciones asintdticas (1.66) entonces
Vo satisface las relaciones asintéticas Vo ~ Cx?FD y VI~ 2(1 4 1) C2?+ y Wy satisface las
relaciones asintdticas Wy ~ ¢ y W ~ 0.

De donde obtenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.9. (Vy, Wy)" es una solucidn particular del sistema (3.1) en (0,b]. Donde uq es
como en el Teorema 1.25.

Demostracién: La primera y segunda derivada de Vp son Vj = C[(1+ 1) z'ug + 2" 1uf] y
Ve =C L+ 1) 2! ug 4+ 2 (1 + 1) 2'ufy + 2" uf]], entonces

2(l+1) 2(1+1

>VO’ = Cl(I+1) 2" ug+2(L+ 1) 2luf + (o't ug]

2(1+1
+C%l’l+luo —¢q (x) 2™ ug

2(z+1)[

Vo + Vo—q(z) Vo —

—C
= CLI+1) 2" ug +2¢ (1 + 1) 2'ug + ¢ g

(1+ 1) 2tug + 2 Mg
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+2¢ (I + 1) 2" ug — Cq () 2™ g

—2¢ (1+1)? 2" ug — 2¢ (1 + 1) 2tuf
= CL(14 1) 27 ug + Ca a4+ 2¢ (14 1) 2

—(q (z) 2" 0—2Cl(l+1) = 0—2C(l+1) -
= ([ ug — 11+ 1) 2" ug — g (2) 2 g

asi,

e [l — 1 (1) 2t g — g () 2 ] = C{ug—l(lx%l)“o—q“”) “0]

= ¢ [—ug+ <l(l; D +q(:)s)> uo] =0,

ya que ug es solucién de tal ecuacién. Similarmente para Wj.

La primera y segunda derivada de Wy son W = ¢ [— (I + 1) 2=y 4+ 2=yl y WY =
Cla+1) (1 +2) 27y — 2 (14 1) 2= Dy 4+ 2= FDyf] | entonces

Wy + 2 (l;— 1)W6 — g (@) Wo=C [(1+1) (1 +2) 2~ T¥ug — 2 (1 + 1) 2~ D) +]
—Cq (w) ™ Pup + 2(1_;71% [_ (14 1)z~ Dy + x—(l+1)u/0}
=C [+ 1) (1 +2) 2™ Hug — 21+ 1) 2= g + 27 D]
—C 20+ 1) Dy — 21+ 1) 2~ + ¢ () 2= )
=C[L+1) a7 TPy +2 (1 + 1) 2~ Dy + 2y
—C[20(1+ 1) 2y + 2 (14 1) 2 g + g (2) 27Dy
=¢ [ “ g — 1 ((+1)z (l+3)uo —q () :L’_(l“)uo} )

de aqui se sigue que

I(l+1
le( [ —(+1),, i+ 1) (l+3)uO —q(2) :c_(l“)uo] —C {Ulo/ _ (I + >Uo —q(@) Uo}

22
I(l+1
=( {—U()'Jr ( ( t )+q(f€)) UO} =0,
x
ya que ug es solucién de tal ecuacion. [ |
Como Vy v Wy son soluciones de las ecuaciones:
~ 2(l+1 2(l+1
LyV: = V'— QVH— {# —q(:)s)} V =0,
x x
~ 2(l+1
MWV — W”+%W’—q(x)W:O,
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58 3.3. Soluciones particulares V, y W,

respectivamente, tales que Vo y Wy no se anulan en (0, 8] (ver Proposicién 3.7). Entonces, los
operadores LO y MO admiten la siguiente factorizacion de Pdlya:

- 1 d ,dV

LV = — YtV

0 Vedz' 0 dz Vg
. 1 d d W
MW = — Loyt
0 Wodzt O dz Wy

respectivamente, donde p (x) es el factor integrante.
De aqui tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.10. Una factorizacion de Pdlya para (3.15) y (3.17) son

1 d 2(141) 7,2 daVv ,
—_— Wi = =2 \W", 3.22
o drt O daVy (3.22)
Y
1 d 2(l+1 2 dWn /
— W — =2) 2
20+, ar” 0 4z Wo V' (3.23)
respectivamente.

Demostracién: Para la ecuacién (3.15) el factor integrante esta dado por:

p (:E) _ e_ fow Q(Z;Fl) dx — e—2(l+1) ln(x) — x—2(l+1)’

entonces se tiene que,

1 d 2(141) V daVv x2(l+1) ix—2(l+l)vb2 (V/‘/O - VVH)

20 da CdzVo  Vp da V2
220+1) ¢ ,
_ A a4

g T (VY = Vi)

22041) ”

= [—2(1+ 1) 2722 (V'Vy = V)]

x2(l+l) —2(1+1) " "

ST E (V'Vo = VVy)]
2(l+1 2(l+1) vy o

z W Vo
Como Vj es solucién de la primera ecuacién del sistema (3.21) entonces “/// (lil) “;‘; + (Hl)
V// Vl
q() OaSIV—%:2(l:1)78—2(l+l)+Q(>
De aqui que,
1 d —2(14+1) 2dV _ 2(l+1) ! Q(Z—I—l)‘/b/ "
=2+ dr’ Yo g deVy Vit x VOV+V
20+ 1) Vg 2(1+1)
N A +q(x)|V
2(1+1 2(l+1
x x?
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3. Serie de potencias del parametro espectral para un sistema de ecuaciones de

Bessel 59
Para la ecuacién (3.17) el factor integrante es: p(z) = elo e _ 24D 22
entonces se tiene que,
1 d surny2d W 1 d surnyge (WWo - WWg
22D, dz’ Wo dz W,  z2DW, ar’ W W
1 d L2041
= dx[ (W'Wo — WW)]
1 20+1
= [2 (1 + 1) 22 (W'W, — WW)]
2(1+1)
+l’2(l+1)W0 [ ( (W”W WW”)]
2(0+1) 2(0+1) W 444
= — W -——ZIW+ W' - W
x x W Wo
2(1+1) Wy

Como W) es solucién de la segunda ecuacion del sistema (3.21) entonces WO +

Wy 2(141) W,
0, asf qu() (:)Wg.

e —q(x) =

De aqui que,

L d gy d W _2041) 0, 204D W 2(1+1) W3

— 0 "o .
22+, Az O dx W, x x W w, VW a(z) x Wy W
2(l+1
=W"+ %W/ —q(z)W.
|
3.4 Sistema de integrales recursivas
Cambiando x por t en las ecuaciones (3.22) y (3.23) se tiene:
t2(l+1)Vb—lat—2(l+1)%2avvb—l — 2)\W/
{ t2EDW AR D WEOW Wt = 2AV. (3:24)

Después de integrar (3.24) de la Proposicién 3.7 se tiene que,

/xﬂ(l“ L) ot 2DV () ov (1) Vit (t)dt = /szW’(t)dtZMW(x)

0

[t waetowg wow (wit oar = [ oav! (ar =2 @)

0

Luego,

T t
4)\2‘/ _ /0 t_z(H_l)Wo_lat2(1+1)WO20WO_l/0 82(l+1)‘/0_185_2(l+1)%28%_1Vd8dt.
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60 3.4. Sistema de integrales recursivas

Célculando el operador inverso:
t s t s
/ %_282(l+1)/ t—2(l+1)‘/an0/ s—2(l+1)WO—2/ t2(l+1)W08V0dtdsdtd8.
0 0 0 0

Luego, la solucion es de la forma

V=) (20" XC (x), (3.25)
n=0
y
W =Wy ) (20" X (1), (3.26)
n=0

donde X© =1, XV =0,

Jy 2Dy fot s72HDVH0 (WoX =Y (s))dsdt  n par
XM (z) = : (3.27)
[y 22 1200 (Vo X D (s))dsdt  n impar

El sistema de integrales recursivas definido en (3.27) se puede reescribir de la siguiente manera:

T n—1) U, (1+1)ud
/0 {W uo/ X Lzum_ e e
X (2) =
/ {t2(l+1) / x (n=1) l+1) 22 4 52 (+1), }ds}dt n impar
0
(3.28)

después de integrar por partes la integral interna.

Para verificar que la forma que toman V' 'y W estd dada por (3.25) y por (3.26) tomamos
V=W Z cn X®(z) y le aplicamos la factorizacién de Pélya (3.22) para obtener la forma de
w,

e T t
NW' = x2(l+l)Vb—lax—Z(H-l)V*OZa‘/O—l‘/O Z Cp / t2(l+1)‘/0—2 / S—2(l+1)vba (WOX(Zn—l))dsdt
n=0 0

0
= 0 <WO Z cp X Y (:L’)) ,

n=1

integrando se tiene que
o

W= WOZ%X@" Y (x),

n=1
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por medio de un cambio de variable obtenemos
_ - Cn41 v~ (2n+1)
W=Wo) 5 XC ().

n=0

Luego aplicamos la factorizaciéon de Pélya (3.23) a W para obtener la forma de V,

2)\V/:x—Z(H—l)Wo—lax2(l+l)WO28W0—1WO Z Cn+1 / 2(l+1 W / 2(1+1) Woa (%X(Zn )det

~0 <V0 > X (x))

n=0

integrando tenemos que,
o0

Cn+1 2n)
V=" X (),
comparando los coeficientes de estas series tenemos que (05;)12 = (2)\)2", de aqui que ¢,11 =

g);)g; , entonces & = (20)*""" . Por lo tanto las series para V y W son de la forma (3.25) y

En resumen lo que hemos mostrado en este capitulo queda establecido en el siguiente
teorema:

Teorema 3.11. (Representaciéon SPPS) Supongamos que el sistema de ecuaciones (3.21)
admite la solucion ug = (Vo, Wo)" en C ([0,b])NC2 ((0,b]) (en general complejo valuada), donde
Vo y Wy no tienen ceros en [0, b] excepto en x = 0, y satisfacen las relaciones asintoticas de la
Observacion 3.8. Entonces para cualquier X € C el sistema (3.1) tiene como solucion a

[e.e]

z) X (g
w(@) = c(V (@), W @0 =S 0™ ( ) M“/jo((;; o +(1>)(x)) (3.29)

n=

en C ([0,5]) N C? ((0, ]) donde ¢ es una constante compleja arbitraria, V- .y W son de la forma
(8.25) y (3.26) con X™ definida por las relaciones recursivas (3.27) o bien (3.28), y las series
convergen uniformemente en [0,b]. La primera derivada de u estd dada por:

' (2) = (V' (2) W' (x)

donde
Vl $2(l+1) x oo
V/ — _v / t_2(l+1 2)\ 2n X(2TL 1 dt
@ = vt W 6) 32 (0 X 1)
22041 _241) o 9 [ v (2n—1) /
- /Ot Vo (£) W (1) (20 (X0 (1)) dt, (3.30)
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62 3.4. Sistema de integrales recursivas

Yy
W! $_2(l+1) T oo
W' (z) = —0W+7/ 2D, (20)*" T X @) ($)at
(x) e W ) ; " (t)
AR T = m+1 (372
3 /0 2EDW () Vo ()Y (20) (X< 2 (t)) dt. (3.31)
n=0

Mads ain, las series para la primera y la sequnda derivada convergen uniformemente en un
compacto arbitrario K C (0,b].

Demostracién: Formalmente, diferenciando las series (3.25) y (3.26) dos veces con la ayuda
de (3.27) obtenemos que V' y W' estan dadas por (3.30) y (3.31):

Vi) = WY N X ()4 T 30 N (X ()
n=0 n=1
— %V+ xzil/:l) /Oxt—z(m i:l (20)*" X =D (t)dt
+x ‘(j;rl) /Ox 420+ 17 g (2)) 2n x (2n-1) (t))/dt,
W' (x) = V[/(;fj(zx)%“)(2"+1 (x )+WOZ(2)\)2"“ (XD ()
n=0 n=0
_ WOW_I_ (l+1)WO—1 /x L2y i 2)) 2ntl y (t)dt
W 0 g
4220t /0 ’ 2D, i 2N)>"F 1( )(t))/dt,
n=0

y V", W" después de simplificar estan dadas por:

V2041, 20+1)Vy e - ) _ /
v 0 RV v ’ OV 2)\ n— X(Zn 1 20)?" X(2n 1)
(@)= V+——V'— +W0; () )+W0;( )7 (X )
n !/
VV 2(1+1)V <l+1)V0v+2AW'
Vo x r W
W 2(Z+1> (Z+1)W 2 1 2 1 !
" 0 . / 0 92 n+ 2 n+ (2n)
W ()= W W+ VO;(A) an% NP X ()
Wo” 20(0+1)__, 2(1+1)W
—W — W — W +2\V".
WO Xz + € WO

Faltaria ver que todas las series involucradas convergen uniformemente en un compacto arbi-
trario K C (0, b] pero esto se sigue del Lema 1.21. Por lo tanto, las derivadas formales coinciden
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con las usuales. Por (3.21)

Vo 2041 2(1+1)V] - =
0 x Vo n=1 n=1
2(l+1
_ ( (; ) —q(x)) Vo + 20,
y
We o 20+1)., 20+1)Wg oy (2041 S oy 24 /
W — W 0 Y (o) X e Vi 20)2 (X2
w20 DD QAP ) 41 S (X )
=q () W 4 2\V,
de aqui que V' y W sean soluciones del sistema (3.1). |
Proposicién 3.12. Las funciones Vi := ,\z+1 bu y Vs, =V, Z (2)\)% X8 coinciden .
k=0

Demostracion: Por definicién

1 1 .
Vi (:1:, —)\2) D= Wbl (x —)\2) (:L', —)\2) = W]H% (x, —)\2) U (:17, —)\2)
- g (D) (w3 ot )
k=0 k=0

El término £ = 0 en V; tiene asintotica:

1 = 1
Vi (x _)\2) T (ﬁo$l+1)<uo (_1)0 20X ($>) )\l+1 — Bz ug~ W(ﬁole)(xl—H):Cx2(l+1)’

41

donde ¢ = /\lﬁfl = ;;?ﬁ, yaque X©O =1,y ug ~ 2, 2 — 0.
2

Por otro lado, el término k& = 0 para Vj; tiene asintética

B B
Va = Vi ((20)° X" (2)) = yrzpa’tuo ~ spa”H) = a2,

Como tanto V; como V5 son soluciones de la misma ecuacién entonces son linealmente indepen-
dientes, de aqui que para el resto de los términos se vale que

Vi=Va.

Ahora veremos un ejemplo, en el que consideramos ¢ (x) =0 :
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64 3.4. Sistema de integrales recursivas

Ejemplo 3.13. Sean b, (x, —)\2) Y u (x, —)\2) como se definen en la Proposicion 3.3.

Considerando el caso cuando q(x) = 0 se tiene la ecuacion:
1
—Lou = —\u, [ > 5 Y TE (0,0].

. . . . 2
Para trabajar con este ejemplo tenemos dos opciones, una es considerar V:[ﬁ by(z, —)\2)} Y
la otra es considerando que la solucion reqular de la ecuacion estd dada por la formula:

w (x,—AQ):F(l+g)2’+5( ) Vg (Vo).

Procederemos desarrollando la sequnda opcion. Sz’mpliﬁcando uy (z, —\?) tenemos:

u (x _)\2 _ l+1Z4kk| l+ 2k‘

Luego, V (z) = i bu (@, =A%) w (z, —A?) toma la forma:

1

‘ o 22k
V(z) = W]H% (1’ )\2) U (1’ _)\2 e (Zﬂ x2k+l+1> <xl+1 kZ:O m)\%)
2(1+1) [ =2 ©° 22k o
- )\H—l Zﬁkx Z 4kl (14 3), A

_1,2(l+1) <Z )\2nan (l’)) (Z )\2ka (ZL’))

_1,2(l+1) Z A2 Z Vi (l’) o (ZL’)
n=0 k=0

+1
(_1)%;x2k

donde o, (x) =
n( ) 22n+z+%r(n+1)r(n+l+g

) y%(ﬁ):m-

De aqui que

Z n 2n

_(_ -z 220+ 2n z
V= ' ZA( 22n(n—k;)!(z+g)n_kk!r(k:+z+g))' (3:32)

=0

Se puede verificar que

n 2n 1

A
; 20 (n—k)N(1+3)  KT(k+1+3) CI(+32)

22nX(2n) (SL’) )

Considerando Vo = Cx"*tug (x) como la solucién no nula en (0,b] de la ecuacién (3.19) en

(8.32) tenemos:

V(SL’) _ ( 2(1+1) Z ( )22nX (2n) ( )) _ VOZ (2)\)2HX(2TL) (SL’)

n=0 n=0
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El siguiente resultado nos muestra la forma que toman las trazas c, y cg en términos de
las potencias formales:

Proposicion 3.14. Las trazas ¢, y ¢y en términos de las potencias formales toman la forma:
cn (2) = O,2 g (2) X (2) Yy co (z) = O ug (z) (3.33)

y sus derivadas son:

n u .
(@) = On { [(L+ 1) 2hug + 2" ] X O (2) + x(linX(? 1 (x)}
g uouy  (I+1) 4
_@nu—o ; X( ) (S) [82(l+1) - $2l+3 u0:| dS (334)
)
co(r) = O [(l + 1) 2lug + 2w ’] (3.35)

donde ©,, = ;ﬁg%l()ﬁ?)' Yy ug solucion complejo valuada no nula en (0,0] de la ecuacion —Lug =
2

0 que satisface las relaciones asintoticas (1.66).

Demostracién: Por la Proposicion 3.12 y (3.12) se tiene que:

L 2 ) ( 1)l+1 2“’2F3 < \2n
o) = sy () () = LTI $ 0

n:O

= 1 Z 92n \2n x (2n) (x) =V (x).

n=0

De aqui se tiene que:

cn () = v, Vo (2) XO (2) = v,(a g (2) XO (2) = O, g (2) X O (2)

co (1) = vV () = vola' ™ ug (z) = O ug (z) .
al2(14+1)(2n)!
(-1) T2t ira (14 3)

donde v, = y ¢ es como se defini6 en la seccién 3.3, de aqui que 6,, = v, (.

Para la segunda parte, es claro que la derivada de ¢y (x) es como se indica en el enunciado.
Para ¢/, () se calcula de la siguiente manera:

¢l (@) =va {V5 (2) X (@) + Vo (o) [ ()]}
o1 00X )+ vto) (X = [ 0 [y - )

=0, { [(l + 1) 2lug + xl“ug} X (r) + %X (2n—1) (x)}

+1

x Y n1 Uy (I+1) ,
_@"u—o : X =D () [52(l+1) — a3 ds (3.36)
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66 3.4. Sistema de integrales recursivas

al2(14+1)(2n)!
+1 l+§ 3
(-1)"2 27313 (14:3)

donde ©,, = v,( con v, = y ¢ es como se definié en la seccion 3.3. |

La siguiente proposicién nos muestra la forma que toman las potencias formales dadas por
X @) considerando su asintética en cero, ver la Observacién 3.8.

Proposicién 3.15. La asintética de las potencias formales X®™) (x) cuando x — 0 son:

(l + 2)n—1 x2n
4n (20 + 3)(2)n_1 (2IT+5)n_1 (2043),

X () ~ (3.37)

Demostracién: Considerando el sistema de integrales recursivas dadas por (3.27) y las
asintoticas en cero de las funciones Vy y W, dadas por la Observacion 3.8 podemos calcular los
primeros términos de X" y son:

w = XO(z)~1

1
“= X(z)@)N221!(2l+3)$2
[+2
u, = XW(x)~ S 5 rt
232! (21 4 3)* (21 + 5)
[4+2)(+3
ug = )((6)(1,)N : g )( ) 1’6
2431 (21 + 3)* (21 +4) (21 + 5) (21 + 7)
v = XO () (+2)(+3)(+4) r

T osAI (20 +3)7 (21 +4) (20 +5) 21+ 7) (20 +9)

En general, la férmula (3.37) la obtuvimos por medio del programa Mathematica haciendo uso
del comando Rsolve, de la siguiente manera:

aln —1)(n+1)
fSolve H An(n+20+1)(n+1+3)

—= a[n], af0] == 1} ,a[n],n} .

El siguiente resultado muestra la independencia lineal de las trazas c, dadas por (3.33),
considerando su asintdtica en cero:

Proposicién 3.16. Las trazas c, (z) son linealmente independientes considerando su asintética
en cero.

Demostraciéon: Considerando las trazas c,, presentadas en las Proposicién 3.14 es suficiente
mostrar que las potencias formales X ?™ son linealmente independientes. Entonces el resultado
se sigue de la Proposicion 3.15 por induccién. [ |
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Capitulo

Meétodo de aproximacion de
soluciones de ecuaciones tipo
Bessel perturbadas

Physics can’t exist without mathematics which provides it with the only language
in which it can speak. Thus, services are continuously exchanged between

pure mathematical analysis and physics. It is really remarkable that

among works of analysis most useful for physics were those cultivated for

their own beauty. In exchange, physics, exposing new problems, is as useful

for mathematics as it is a model for an artist.

Henri Poincaré

En este capitulo describiremos el método de solucion de la ecuacién

1
—Lu = Au, 1> —3 TE€ (0,0], (4.1)

donde L = % — 1((551) —¢q(x), con ¢ una funcién continua a valores complejos en [0,b] y A es
un numero complejo arbitrario, tal método es basado en la aproximacion de la solucién regular

de la ecuacion (4.1) que toma la forma
T[d; (z,\)] =d; (x,\) + / K (z,t)d, (¢, \)dt, (4.2)
0

donde T es el operador definido en (1.81) estudiado en el articulo de V. Ya. Volk [71], K (z,1)
es continuo y

di(e, ) = Vi (Vie) = va 2 n!F(f’L_i)l ) <€x> (43)

es una solucién regular de la ecuacion —Lgy = Ay, con J, 1 la funcién cilindrica de Bessel de
2
primer tipo de orden [ + %

Antes de entrar en detalles con el problema que nos interesa, mencionemos que para el
presente trabajo el caso [ = 0 no es de nuestro interés ya que caemos en el caso regular, el cual
ya ha sido ampliamente estudiado. En tal caso, tenemos la ecuacién regular y” + Ay = 0.

Con el operador utilizado por Volk estudiamos las propiedades del operador L a partir de

. . 21
las propiedades conocidas para el operador Ly = dd? — %
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68 4.1. Propiedades del operador de transmutacién

Nuestro interés es generalizar el método empleado por los doctores V. Kravchenko y S.
Torba en su articulo [42], en el que aproximaron el niicleo del operador de transmutacién para la
ecuacion de Sturm-Liuville en el caso regular por medio de los polinomios de onda generalizados
correspondientes, en nuestro caso estamos interesados en implementar este método al caso
singular.

4.1 Propiedades del operador de transmutacion

En esta seccién estudiaremos algunas contribuciones adicionales que se obtuvieron para el
operador descrito por V. Ya. Volk (ver [71]).

El siguiente resultado muestra que el operador T satisface la propiedad de transmutacion
(1.38) actuando sobre las funciones ¢ de A; definido al final del Capitulo 1.

Teorema 4.1. Para cualquier ¢ € A; la siguiente igualdad es valida
LT [p (x)] = TLo [¢ (z)] . (4.4)

Demostracion: Desarrollando el lado izquierdo tenemos:

LT+ [ g e+ 200 o)+ T o) + K (0) o)
) - M [ bty gttt — @) ot — @) [ K o)l

Por otro lado,

TLo o (0] = ' @)+ [ K@oe' i - "E o - [x o g

i

Integrando por partes el término [ K (x,t) ¢” (t)dt se tiene que:

[ K@i = Ko e -K@ogo- 2500 e
e [t

Asf

[ e i =& @ @ - 20 pws [P

ot?

donde utilizamos la suposicién de que ¢ € A; asi como también la propiedad 3. del Teorema
1.28 Ahora tenemos,

92 T 2 T
UTloo)}-Thalplo)}=| iz - i = N ke + L K0 - o)kttt
P00 @@ =0 (45)
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4.Método de aproximacién desoluciones de ecuaciones tipo Bessel perturbadas 69

Luego, en (4.5) lo que nos queda son practicamente las propiedades 1. y 2. que K (z,t)
satisface y fueron establecidas en el Teorema 1.28.

Por lo tanto se tiene la igualdad (4.4). |

La construccion del kernel K de manera cerrada es una tarea dificil. Sin embargo, siempre
se puede cédlcular la imagen de las potencias z2***+1 para cualquier k € 0,1,2,.... Estas son
precisamente las potencias de x que encontramos en la representacién en serie de potencias
(4.3) de la funcién d,;. Para formular esta propiedad del mapeo del operador T se define el
sistema de integrales recursivas (1.69) de [10] con R = 1.

Las funciones (1.69) con R = 1 surgen en relacién con la representacion en series de poten-
cias del pardmetro espectral (SPPS) de la solucién regular de (4.1). Mantenemos la notacién X
por consistencia con las notaciones de otras publicaciones sobre el método SPPS, ver por ejem-
plo [31], [37], [38], [39]. Las funciones X ™ estdn bien definidas si suponemos que uy no tiene
ceros en (0, b]. Por ejemplo, esto es cierto cuando ¢ (x) > 0 para toda = € (0, ] (ver el Corolario
1.26). Sin embargo, de hecho necesitamos considerar no las funciones X®™ sino sus productos
con ug (ver la igualdad (1.79)) la cudl puede ser bien definida atin cuando ug tenga ceros en
(0, b]. Para no sobrecargar esta tesis con correspondientes detalles técnicos suponemos que ug
no tiene ceros en (0, b] pero enfatizamos que los resultados son véalidos sin estas restricciones.

Asi, utilizando (1.79) resultado de los doctores R. Castillo, S. Torba y V. Kravchenko en
su articulo [10] obtuvimos la forma que toman las soluciones de la ecuacién (2.1) al enviarlas
en soluciones de la ecuacién (3.2), a tales soluciones las llamamos polinomios de onda gene-
ralizados relacionados a la ecuacién (3.2), y las podemos encontrar en el Capitulo 3 en (3.3)

y (3.4).

4.2 Extension del ntucleo de transmutacion

En esta seccién mostraremos que el kernel K (z,t), definido hasta ahora en el tridngulo inferior
{0 <t <z <b}, admite una extensién natural sobre el cuadrado {0 <t <z <b}U{0 <z <t <b},
en lo que sigue nos dedicaremos a extender su dominio de definicion.

Para esto, consideremos al operador inverso T~ el cual tiene la forma
T @) = p @) - [ Lt (16)
0

De forma similar al Teorema 4.1 se obtiene el resultado para el operador inverso, después

del cual estableceremos el comportamiento del niicleo en el tridngulo {0 < z < ¢t < b} de vértices
(0,0),(0,b),(b,b).

Teorema 4.2. Para cualquier ¢ € A; la siguiente igualdad es valida

T 'Ly (v)] = LoT ™ [p (2)]. (4.7)
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70 4.2. Extensién del nicleo de transmutacion

Demostracién: Desarrollando el lado derecho de (4.7) se tiene:

(x,1) L(l+1)

LT o] = ¢ - [ TEE 0 pa- 00| -1t
A [ ntn- Do) - Lo @)
Por otro lado,
TLp @) = ¢ - [ Lo 0 - @ s [ e U g

—q (z) ¢ (7) + /Ox L(z,t) q(t) o (t)dt.

Integrando por partes el término [ L (z,t) ¢” (t)dt se tiene:

[t = La)e @ - Loy 0 - =20 (@)

ot
OL (z,t) TOPL (w,t)
5 t:0¢(0)+/0 a5 o (t)dt.

¥ (93)+/0x TLED yar,

A, [L0) e i =L (5.2) (1)L (7,0) ¢ (0)- 2500

ot ot?
porque % P (0) =0 ya que p € A,.
Entonces,
P[0*L (x,t) 82L(xt) i+ I(1+1)
T 'L —L,T [ ’ L(x,t L (z,t)|At)dt
(o)L o= [ - S - M L g L ot
+/q ()dt—l—L(:)st)gp(t)tO
0 -
dL dL (z,x)
- — = 0. 4.8
5 ¢ —a(@)e(@) (4.8)
Luego, de (4.8) se tiene que L (z,t) es una solucién de la ecuacién
OPL(z,t)  O*L(x,t) 1(+1) L(l+1)
T v L(x,t)+ " L(z,t)+q(t)L(xz,t)=0 (4.9)
y satisface las siguientes condiciones frontera:
dL (z,z) 1

1
=54 (), L(z,0)=0, y adicionalmente II_EHL (z,t)t' =0, cuando — 3 <1<0.

Por lo tanto se tiene la igualdad (4.7). [

Ahora la extension del nucleo K (z,t) sobre el tridngulo 0 < z < t < b se define como
sigue K(z,t) := L(t,x) y renombrando las variables tenemos el siguiente resultado para la
extension del dominio del nicleo del operador de transmutacion:
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4.Método de aproximacién desoluciones de ecuaciones tipo Bessel perturbadas 71

Proposicién 4.3. K (z,t) en {0 <t <x <b}U{0 <z <t <b} es tal que:

1. Satisface la ecuacion (3.2) en {0 <t <z <b}U{0 <z <t <b}

2. LD = 1g(z), z€[0,b].

3.
K(z,00=0, v K(0,8)=0 €0}

y adicionalmente

1
limK (z,t) - t'=0 y lirr(l)K(x,t)-xlzo, cuando —§§l<0.
z—

t—0

Finalmente, se tiene la definicién del nicleo en todo el cuadrado de vértices (0,0),(0,b),
(b,0), (b,b) como se muestra en la Figura 4.1.

tMK (z,t) satisface la ecuacién,- dK (z,=
gy l B Ly (a)
T <t
K(0,t) =0 —>
K (x,t) satisface la ecuacidn.
JUL L =S
t<m
1 T
0 K(@o=0

Figura 4.1: Dominio de definicién extendido del nicleo K (z,t) del operador T.

Note que el nicleo K extendido es continuo en todo el cuadrado [0, b] x [0, b].

De ahora en adelante consideraremos este nicleo extendido y utilizaremos la misma notacion
K para él.

En las dos siguientes proposiciones mostramos que los polinomios de onda generalizados, los
cuales son soluciones de la ecuacién (3.2), satisfacen las propiedades 3. y 3 a) de la Proposicién
4.3. y del Teorema 1.28.

Proposicién 4.4. Los polinomios de onda generalizados ug(x,t) , usn—1(x,t) satisfacen las pro-
piedades

1 1
limug (z,t) -t =0, Vi€ (—§,O> y uo(z,0)=0, VI > ~3 (4.10)

t—0

1 1
liI%u4n—1 (z,t)-t'=0,¥n €N, VI € (—5,0) Y Usp— (2,0) =0, Vn € N, VI > —5 (4.11)
%
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72 4.2. Extensién del nicleo de transmutacion

Demostracién: Sea | € (—3,0). Consideremos ug (z,t) = Zgug (z)t™, donde Zq es la
constante que aparece en (3.3) v ug (x) es como se describe en el Teorema 1.23, entonces

lim ug (z,t) - t' = Zgug () lim 1 =0

t—0 t—0

si 21 4 1 # 0, pero es cero para | = —3. Entonces u (, t) satisface la propiedad (4.10). Ahora

n

consideremos a 108 g1 (z,1) = Y _ =y ttp (r) X A7) (2) 24171 donde =, 4 es la constante
k=0
que aparece en (3.4) y ug (x) es como en el Teorema 1.23 entonces

n

: A = v (2[n—k]) : 2k+20+1 _
11_{% Ugn—1 (l’, t) t kz_% S, kU0 (ZIZ’) X ([L’) ll_i%t 0

si 2k+21+1 # 0, pero es cero para [ = —% y k = 0. Entonces, u4,_1 (z,t) satisface la propiedad
(4.11).

Ahora para [ > —%. Consideremos ug (x,t) como antes, entonces

1
up (,0) =0, VI> ~3
Entonces se satisface la propiedad (4.10). Considerando ahora a los 4,1 (x,t) como antes

1
Ugpn—1 (ZL’,O) = 0, A7) Z —5.

Entonces, w4, (x,t) satisface la propiedad (4.11). [
De manera similar se tiene que

Proposiciéon 4.5. Los polinomios de onda generalizados uo(x,t) , usn—1(x,t) satisfacen las pro-

piedades

1 1
1 . l: R — -
glcl_%uo (x,t) -2’ =0, Vl€e ( 2,0) y uo(0,t) =0, VI > 5 (4.12)

1 1
1irr(1)u4n_1 (z,t)-2' =0, ¥n € NVI € (—5,0) Y Usp—1(0,8) =0, Vn e N, V[ > ~3 (4.13)
z—

Demostracién: Sea | € (—3,0). Consideremos ug (z,t) = Zguo (z) ", donde =g es la
constante que aparece en (3.3) y ug (x) es como se describe en el Teorema 1.23, entonces

lim ug (1) - 2 = Zt"™ lim u (x) 2! = 0,
z—0 z—0

ya que ug es tal que uy ~ #!T! cuando z — 0y g (0) = 0. Entonces ug (z,t) satisface la
n

propiedad (4.12). Ahora consideremos a los uy,_ 1 (z,t) = ZEn,kUO (z) X CI=kD) () g2+
k=0
donde =, es la constante que aparece en (3.4) y ug (z) es como en el Teorema 1.23 entonces

: ol — 2k+1+1 7; v (2[n—k]) I _
lim w1 (2,1) - 2 kz_o_mkt lim ug () X (z)z! =0
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4.Método de aproximacién desoluciones de ecuaciones tipo Bessel perturbadas 73

+1

ya que ug es tal que ug ~ 2! cuando x — 0 y uo (0) = 0. Entonces, uy,_1 (z,t) satisface la

propiedad (4.13).

Ahora para | > —1. Consideremos uq (z,t) como en (3.3)

1
entonces ug (0,1) = Zgup (0) 7 =0, VI> —5

Entonces se satisface la propiedad (4.12). Considerando ahora a los 4,1 (,t) como en (3.4)

n _ o 1
Ugn_1 (0,1) = Z =it (0) XD () g2+ — oy > 5
k=0
Entonces, u4,_1 (x,t) satisface la propiedad (4.13). m

De estas dos proposiciones se tiene que los polinomios de onda generalizados en el limite
cuando x — 0 o t — 0 se comportan como K (z,t) para toda [ > —%.

La extension del dominio del nicleo que hemos realizado serd de gran importancia en lo
que sigue, ya que para mostrar el problema de Goursat para la pre-imagen del nicleo (el cual
se establece en la Proposicién 4.7) trabajamos en un dominio adecuado.

4.3 La pre-imagen del nicleo de transmutacion

Ahora que conocemos al operador inverso T~! podemos trabajar con la pre-imagen del nicleo
k (x,t) y obtener un resultado similar al de K (z,t), el cual discutiremos en lo que sigue.

De (4.6) y (1.81) se tiene que k (z,t) y K (z,t) respectivamente, toman la forma:

El kernel K(z,t) es la imagen de una cierta funcién k(x, t) definida en el cuadrado [0, b]x|0, b]
bajo la accién del operador T,

K (z,7) =Tk (z,7)] =k (z,7) + /Ox K (x,t) k (¢, 7)dt. (4.14)

Note que estamos aplicando el operador T con respecto a la variable x, la variable 7 sirve como
un parametro.

La extensién del ntucleo de transmutacion K introducido en la seccion previa nos permite
escribir a la pre-imagen de k en la forma

k(v,7) =T 'K (z,7)] = K (z,7) — /OIK (t,x) K (t,7)dt. (4.15)

Ahora estamos interesados en establecer ciertas propiedades basicas de k para probar que
puede ser aproximado por polinomios de onda generalizados en un dominio adecuado. Para esto
necesitamos probar que k es una solucién de (2.1). Considerando el tridngulo 0 < t < = < b
como el dominio no nos lleva al objetivo. Claramente, el kernel K no es necesariamente una
solucién de (3.2) en todo el cuadrado {0 <t <z < b} U{0 <z <t < b} sélo en la unién de los
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74 4.3. La pre-imagen del ntcleo de transmutacion

tridngulos abiertos {0 <t < x < b} U{0 <z <t < b}. Por lo tanto no podemos verificar que k
es una solucién de (2.1) por sustitucién directa de (4.15) en (2.1), esto requerira en los célculos
que K es solucién de (3.2) en todo el cuadrado:

Si continuamos en el triangulo inferior 0 < 7 < x < b para probar que la pre-imagen del
nicleo satisface la ecuacién (2.1) se hace uso de la identidad T_1<L ( o M))K (x,7)=0,

972 P
lo que nos lleva a mostrar que T~! [K (x, T)] este bien definido. Del Teorema 4.2 considerando
v DKt
o(x,7)=K (z,7) en T'L|K(x, 7)] entre otros términos aparece la integral / K(t,x) %dt,
0

la cual no estd bien definida pues en algiin momento ¢ serd igual a x y en tal caso podriamos
obtener una funcién discontinua.

Sin embargo, considerando el tridngulo {0 < x <t < b} como dominio para k no se nos
presenta alguna dificultad. Por esta razén de ahora en adelante consideraremos el triangulo
{0 < 2 <t < b} como dominio para todas las construcciones.

Iniciamos con el siguiente resultado auxiliar en esta direccién, mostraremos que se satisface
(4.4) con ¢ (x,7) =k (x, 7).

Lema 4.6. Para cualquier 0 < x < 7 < b la siguiente igualdad es vdlida

LT [k (x,7)] = TLg [k (z,7)] . (4.16)

Demostracion: Desarrollando el lado izquierdo tenemos:

Pk (x,T) T O*K (x,t) 0K (x,t) :
LT[k’ (l’,T)]—W—F/(; Tk’ (t,’T)dt—l—T t:xk (l’,T)—l— dr k‘(ZL',T)
Ok (z,7) L(+1)
+K (x,x) P — k(z, 1) — k(t,7)dt

—q(z)k(z,7) —q () /OIK(x,t) k (t,)dt.

Por otro lado,

8214: t (t,7)

TLo [k(z, 7)] = 82’“8;7 / K(z ar— U oy - /j[((x,t)wk(t,ﬂdt.

T t2

Integracion por partes nos lleva a la igualdad:

k(7). Ok (z, 1) Ok (t,7) 0K (z,t)
/ K ,’L’ t 8152 —=dt = K (.CL’,,'L') 87;(} — K (,’L’,O) 8(]} 0 - T t:mk (.CL’,T)
0K (x,t) T O*K (x,t)
+7@t t:Ok (0,7) +/0 —or k(t,7)dt,

donde usamos el hecho de que akg;’ﬂ = 8%3’7)

t=x
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Tomando en cuenta 3. del Teorema 1.28 y el hecho de que % Ok‘ (0,7) =0 ya que
t=
k(0,7) =T ' [K (z,7)] =K (0,7) =0, (4.17)
obtenemos
82/<: (t,7) Ok (z,7) 0K (x,t) *O*K (x,t)
K (x =K - ’ k ———— Lk (t,7)dt
/ —gr =K — R /0 gz K 7)

y en consecuencia,
LT [k (z,7)] — TLg [k (z,7)]
:/x [82K(x,t) PK (z,t) B L1+ 1)K(x,t) N [(l+1)

K (z,t) — q(z) K (z, t)] k(x,7)dt

or2 o 22 12
dK
+2%k (z,7) — q(2) k(z,7) = 0. (4.18)
x
Finalmente hay que notar que lo que queda en (4.18) son practicamente las propiedades que
K (x,t) satisface. [

En la siguiente proposicién resumimos las propiedades para k (x,t).

Proposicién 4.7. La funcion k (x,T) definida por (4.14) satisface las siguientes propiedades:

1. (D—M—l—l(l%l))k(x,f):(), en 0 <z <T1<bh

IE2
2. 22 ¢ ((0,b]).
3. k(0,7)=0.
Demostracién:

1. Considerando & [Ty (z,7)] = T [Z¢ (z,7)] y la identidad

o (5 ) o

la propiedad 1. se sigue directamente del Lema 4.6

- (o (& )i

1{TL0k(m ) — T((f; —l(lH))k(m,r)}

72

T

} G z$<§3}“it”>w
- ;— :2 k (z,7)

( 82 (z+1)+zu+1))k(m).

or? Or? 2 T2
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76 4.4. Aproximacion analitica del kernel de transmutacion

2. Por (4.15) se tiene que k (z,7) = K (z,7) — fow K? (t, x)dt, entonces

dk (z,2) _ dK (v,7) / K2 ()t = 1 / K2 (t,2)d h(x), (4.19)

dx dx

esta expresion es una funciéon continua, debido a que ¢ y K son funciones continuas.

3. Por dltimo, que k (0, 7) = 0 se obtuvo en (4.17). [

En la siguiente proposicion se establece que los polinomios de onda generalizados, los cuales
son soluciones de la ecuacién (2.1), se comportan como la pre-imagen del nicleo cuando x = 0
y cuando t = 0.

Proposicién 4.8. Los polinomios de onda generalizados Uy (z,t) y Usn—1 (z,t) satisfacen las

propiedades

1

1
Ugr—1 (O,t) =0 Yy Ugr—1 (LL’,O) = O, Vn € N, Vi > —5. (421)

Observacién 4.9. La Proposicion 4.8 se sigue de que los polinomios de onda generalizados
Up (z,t) y Ugy—1 (x,t) son un caso particular de los polinomios de onda generalizados ug (x,t) y
Ugn_1 (T, 1) siempre que ug (x) = 2. Pues como vimos en el Capitulo 3, ug (z,t) = T [Up (z,1)]
Y Ugn—1 (LIZ‘, t) == T[U4n_1 (LU, t)]

Observacién 4.10. De la Proposicion 4.8 obtenemos que los polinomios de onda generalizados
Up(z,t)=Y, .Y po(x, )] y Usn—1 (x,t) = Yi2Y14 [Pan—1 (2, 1)] satisfacen la ecuacion (2.1) debido
a la explicacion dada en la Seccion 2.7, junto con las condiciones frontera U (0,t) = 0 y
U (x,0) = 0, por definicion de Y, y Y, y de la Proposicion 2.1 se sigue que tienen la forma
presentada en (2.20) y (2.21).

4.4 Aproximacién analitica del kernel de transmutacién

El objetivo de esta seccion es mostrar que el kernel de transmutacién K puede ser aproximado
uniformemente por combinaciones lineales de los polinomios de onda generalizados (3.3), (3.4).
Para esto primero consideramos su pre-imagen k y probamos que puede ser unifomemente
aproximado por los polinomios de onda generalizados (2.20), (2.21). Esto se hace mediante
el establecimiento del buen planteamiento de un correspondiente problema de Goursat el cual
aparece en la Proposicion 4.7 y cierta completez de las trazas de (2.20), (2.21) sobre ¢t = x.

Como se menciond antes, nuestro primer objetivo de esta seccion es mostrar que para

e > 0 existen N € N y coeficientes ag,ay,...,ay € C tales que |k(x,t) —ky (z,t)| < ¢,
N

donde ky (z,t) = ZaHUR (z,t). Antes de ello, necesitamos un resultado de aproximacién

~k=0
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de la derivada de la pre-imagen del ntucleo por medio de las derivadas de los polinomios de
onda generalizados (2.20), (2.21) en la diagonal del tridngulo 0 < z < ¢ < b, es decir, nece-

sitamos mostrar que para € > 0, existen N € N y coeficientes ag, ay,...,ay € C tales que
N
dk(z,x)  dkn(z,T) dkn (z,x) dUH ([L’, ZE')
0 o <€, con —L== = E U —
xk=0

Tal aproximacion en la diagonal del tridngulo 0 < x < t < b se obtiene por medio de un
par de lemas tipo Miintz en los que mostramos que las trazas de los polinomios de onda
generalizados U (z,z),Uy,_1 (z,7), son completas en el espacio C] ([0,1]) .

Antes de entrar en detalles considerando el Teorema 1.15 de Miintz, recordando la forma
que toman nuestros polinomios de onda generalizados Uy (x,t) v Uy,—1 (,t) veamos si cumplen
las condiciones del Teorema de Miintz y lo que nos lleva a mostrar la completez en el espacio
Cy ([0,2)).

Considerando a cada polinomio de onda generalizado Uy (x,t) v Uy,—1 (2,t), los cuales
encontramos en el Capitulo 2 y tomando x = ¢ tenemos que sus trazas son:

U (z,2) = C2z*HD
U3 (SL’, LIZ‘) = 200025(32(“_2)
Ur (z,2) = (2CoCy + 6C3) 2*(H3)

U (x,2) = C2H) n=12 . .
donde C' es la constante que aparece al hacer = ¢ en Uy,_; (x,t).

Notemos que para las trazas Uy,—1 (2, ) no tenemos potencia igual a cero, es decir P; # 0
para toda 7,[. Consideramos a {P]};’io ={20(+1+ 1)};.";0 la cudl si satisface que lim P; = oo
Jj—00

1 . .
y E F = OQ, pues es una serie armonica.
1 TJ

j=1
Pj#0

Por lo anterior no podemos mostrar la completez en C ([0,b]). Pero la idea entonces es
mostrar que {277 : P; # 0} es completo en Cy ([0, b)]).

=1

Lema 4.11. Sea P; una sucesion de nimeros positivos distintos tal que lim P; = 0o y E b=
j—o0 ;
j=1"7

co. Entonces {xF1} es completo en Cq ([0,0]).

Demostracién: Sea f € C; ([0,5]). Como f es continua, por el Teorema 1.15 el conjunto de
potencias {xPJ cj=1,2,3,.. } U {1} es completo en C (]0,b]), asi, para un € > 0 arbitrario

N
existen N €Ny coeficientes ¢;, j=0,1, ..., tales que f(:)s)—z c;jxti—cyl|< e paratodax € [0,0)] .
j=1
N
En particular, tomando x = 0 se tiene que f(O)—Z ¢;(0)7 —col| =] £(0)—col|=|col|=]co| <e.
j=1
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Luego,

'f (z) — Zcﬂ

Por lo tanto, el conjunto de potencias {xPJ’ j=1,2,.. } ={0<a! <2? <---} es completo
en Cy ([0,0]). |

dUgn—1(z,2) dUo (z,x) dUn (z,z)
dx dx dx

la forma dU”d% Cx?n+0+1 = 0,1,2,..., donde C es la constante que aparece al derivar
las trazas de Ug,_1(x, ). Notemos que las derivadas no tienen una potencia igual a cero para
toda [, sélo existe dicha potencia para el caso [ = —= y podemos elegir la sucesién {P; }

+ |co| < 2e.

N
2 : P;
c;x

i=0

N
iR 'f(ﬁ)_zcgij —col +col| < |f(z) —

i=1

Considerando la derivada de las trazas observemos que toma

1
{2(j +1) +1}}2,, la cudl claramente es tal que jli)rgo (P; —1) = oo y la serie jzl Pl = 00,
ya que es una serie armonica.
dUn (z,x)

222 en el espacio Cj ([0, 0]) .

Por lo que la idea en este caso es mostrar la completez de
Lema 4.12. Sea {P;} una sucesidn de niumeros P; > 1 distintos para toda j € N, tales que

1
lim P; =00 y Z o =0 Entonces, {z7} es completa en C} ([0,0]).
1

j—)OO

Demostracién: Sea f (z) € Cj ([0,b]), por el Lema 4.11 {z%7} es completo en Cy ([0,8]), es

decir,
N
- Zajxpj_l < e, para todo z € [0,0]. (4.22)
=0

Luego,

xr
aj/ sPi=lds
0
xr
ds <51/ ds
0

Por lo tanto, {27} es completa en C{ ([0,0]). |

De estos dos lemas tipo Miintz obtenemos la completez de las trazas de los polinomios
de onda generalizados Uy (z, ) y Uy,_1 (z, ) en el espacio Cj ([0,0]).

J=0

P—1
§/0 Zasf

< 811’§€1'b, I’E[O,b]

. . . sz dk(z,x)
Como mencionamos anteriormente estamos interesados en mostrar que la funcién —

. . . . . dU,
puede ser aproximada uniformemente por combinaciones lineales de las funciones % y

dUsn—1(z,z) o dUo(z,x) _ A~ _20+1 dUAn—1(z,x) _ A~ _2(n+l)+1 o
S LB n = 1,2,. == = Cox y & mr) — O 2D+ gy —

- . Observamos que o
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1,2,... donde C, son constantes, y por lo tanto la potencia cero de z es un elemento del
o

conjunto {dUod(f’m)} U {dU“";;(m’m)} solo si | = —1.
n=1

Sin embargo, notemos que en la Proposicién 4.13 y puede ser visto desde (4.19), que si
q(0)=0 (4.23)

la funcién k (z, ) es un elemento de Cg ([0,5]). Sin perdida de generalidad supongamos que
(4.23) siempre se cumple. Claramente, considerando A := XA — ¢ (0) y Q (z) := q(z) — ¢ (0) tal
que @ (0) = 0, podemos reescribir la ecuacién (4.1) en la forma

<d_2_l(l+1)

dx? 2

donde el potencial satiface (4.23). De ahora en adelante supondremos que se satisface (4.23).

-Q (x)) u = Au, (4.24)

Ahora podemos establecer el resultado acerca de la aproximacién en la diagonal de
la derivada de la pre-imagen del nticleo por las derivadas de las trazas de los
polinomios de onda generalizados:

Proposicién 4.13. Para cualquier € > 0 existen N € N y aqg,aq,...,ay € C tales que para
todo = € [0,b] se cumple la desigualdad

dk (z,x)  dky (z, )
— < 4.2
dz dz =5 (4.25)
donde
N
kn (2,t) == aoUp (z,£) + Y _ anUsscy (2,1). (4.26)
k=1

Demostracién: Por el Lema 4.11 y el Lema 4.12 es suficiente mostrar que k (z,x) € C3 ([0,8]),

ya que las trazas de los polinomios de onda generalizados Uy (z,t), Uge—1 (2,t), Kk =1,2,... en
la linea t = x satisfacen las condiciones de los Lemas tipo Miintz. Por la propiedad 3. de la
Proposicion 4.7 sabemos que k (0,0) = 0. Mas atn, de (4.19) obtenemos que w =14(0) =0.
Asi, k (x,x) € C}([0,0]), vy la prueba se sigue de los Lemas tipo Miintz. [ |

El siguiente paso es probar que la aproximacién uniforme de la pre-imagen del ntcleo de
transmutacion en la linea t = x implica su aproximaciéon uniforme en todo el tridngulo superior,
0 < x <t <b. Para esto necesitamos la estabilidad del problema de Goursat que aparece
en la Proposicion 4.7, esto es, demostrar que no afecta mucho a la solucién si cambiamos un
poco la condicion frontera sobre la diagonal del tridngulo superior.

Primero, en el siguiente enunciado usando el resultado de [71] escribimos su solucién. Para
ello utilizaremos el concepto de funciéon de Riemann y el método de Riemann los cuales son
muy conocidos y los podemos encontrar en [14], [36], [48], [56] y [71].

Proposicién 4.14. Sea h (x) una funcion continua, la inica solucion en el tridngulo 0 < x <
t < b del problema de Goursat:

(D_l(l+1)+l(l+1)

2 12

) Hit) =0, 1> —% (4.27)
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dH (z,z) 1
—_— e — 4.2
= ), (1.25)
H(0,t) =0, (4.29)
estd dada por la formula
H(x,t)=(z—s)"u(zs), (4.30)

(z+1)%, s = o — t)* y u definida por

=

con 2 =

f 1
wen =7 [ venenn(vE) (431)

donde v es la funcién de Riemann del problema la cudl admite una representacion explicita
presentada en la subseccion 4.4.1 y construida de manera similar a [71].

Demostracién: Al realizar el cambio de variables z = 1 (z + t)?, s = - t)*, transfor-
mamos (4.27)-(4.29) en el siguiente problema de valores frontera para w (z, s)

0%u [ 8u_ [ Ou

8283+z—sa z—s%zo (4.32)

ou lu 1 1 B

&—;_ih(ﬁ)z L s=0 (4.33)
u(z,2) =0. (4.34)

Denotamos por Z al dominio de este problema de valores frontera, dado por 0 < s < z < b?,
Ve +/z <.

(4.32) se obtiene después de derivar (4.27) con el cambio de variables mencionado. Note que
(4.33) se tiene considerando la condicién frontera (4.28). Asi, al derivar H (z,x) = 2z u (z,0)
con respecto a x se tiene que:

_ dz _ _,0u(z,0) 2lu (z,0) 2 Ou(z,0)
_ l DA (14+1) _ l _ _ 5
e (27" (2,0)] e 2z |1z u(z,0) — 2 P ! + .

Por otro lado, h (x) = h (y/z). Asi,

1 Ou(z0) lu(z0) lh(ﬁ)

1 1
Zl_§ 0z Zl+§ 4

Multiplicando por 22 se tiene (4.33). Y (4.34) se sigue directamente de (4.29). Al resolver
(4.32)-(4.34) por medio del método de Riemann, como se detalla en el articulo de V. Ya.
Volk [71], se tiene la integral (4.31). |
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4.4.1 Estabilidad del problema de Goursat para k (x,1)

En el apartado anterior se introdujo la férmula (4.31), que ahora se considera como la repre-
sentacion integral para u (£, 7):

f 1
wen) = [ oo h (v2) A

Mostraremos que la solucién integral para el problema de valores frontera (4.32)-(4.34) es
acotada, y con ello la estabilidad del problema de Goursat es decir, que variando un poco la
condicién frontera sobre la diagonal del triangulo 0 < z <t < b no afecta mucho a la solucién
H (z,t) definida en (4.30).

La funcién de Riemann v (z, s;&,n) para el problema de valores frontera (4.32)-(4.34) tiene
la forma [71]

Y

. ooz s6m) si0<n<z<,
U(27$;€777)_{ 'UQ(Z,S;S,’)’/) SlO<Z<’)’/<§

la cual es continua en cada una de las regiones, se expresa en términos de funciones hiper-
geométricas y tiene una discontinuidad en z = 7, donde

v (z,8:6m) = (n—2) (s =& (s —2) 2 ,F, (—z, I 1;

(2—5)(8—77))
(z—=mn)(s=¢)

, _ —sen (nl) {T(1+ 1)}’ 1421 — (1) —(+1)
(% (27 =h 67 77) - T F(Q + 2[) (77 6) (Z S) (S 5) (77 Z)
(z—s)(n— f))
(z=n)(s—¢)
El objetivo de esta seccién es proveer las estimaciones uniformes con respecto a &, n para las

funciones vy, vo y para la integral (4.31). La principal razén para la necesidad de tales nuevas
estimaciones es que las presentadas en [71] contienen un error. Por ejemplo, en [71] se establece

X9 F4 <1+l,1+l;2—|—2l;

que u (§,1n) = O [(5 — n)1+l_p} , 0 < p < 1. De esta estimaciéon podemos obtener que el ntcleo

integral K del operador de transmutacién debe satisfacer la desigualdad |K (x,t)| < C (xt)' ™"

y en particular, para x = t, la desigualdad |K (z,z)] < Cz?7? lo cual es imposible para
. 1 . . . 1 . . e,
(;II];E?IQI)HGI p < 5 el cual es imposible para cualquier p < 5 debido a la condicién de Goursat
T,r 1

Lema 4.15. Las funciones vy y vy satisfacen las siguientes desigualdades

_ bl
lv1 (2,0;€,m)] < Clmz#’ z € (%,f) , (4.35)
_ bl _
v (2,0:&,m)| < CQKZ# <log (%) + Cg) ; z € (n, 52—?-—”77) , (4.36)
. (5 . 77)1+2l P 51’]
[v2 (2,0;€,m)] < C4W, z € <O, m) ,(4.37)
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82 4.4. Aproximacion analitica del kernel de transmutacion

vy (5,0:6,m) < G5 ;77)1 <log (%) + 06) , = <2§’7 n’”) ,(4.38)

donde las constantes C; no dependen de z,& y 7.

Demostracion: Consideremos

1 —1 _Zl l
Ul(z,O;g,n):( ) Sgl )€2F1(—l,—l;1;01), 0<n<z<é, (4.39)

(z2=n
(z=m)¢”
0. Para estimar la funcién hipergeométrica en (4.39) consideramos dos casos, o1 € (—1,0) y

donde o, := Cuando la variable z cambia de 7 a &, la variable o; cambia de —oo0 a

o1 € (—o0,—1), correspondientes a z € 5%,5) y z € (7), 5%) , respectivamente. Para el

primer caso, utilizando las propiedades de las funciones hipergeométricas de la formula 15.1.1

de [1] se sigue que
F l.—1:1: _ EOO{ (_l)n ’ n
2 l(_>_7170-1)_ n )

n=0

donde («,) denota el simbolo de Pochhammer. Los términos de esta serie alternan en signo y
sus valores absolutos son monotonos decrecientes para n > [ y tienden a cero cuando n — oo:

1. Para [ € Ny: existe una constante Cy tal que |[oF; (=1, —l;1;01)| < C4, con o7 € [—1,0].

(_l)n : 1 a n 2
%, se tiene: o = ((ni))2

2. Para | ¢ Ny: considerando a, = > 1, n > [ entonces

Upt1 < Ap.

Ademds, utilizando la definicién de simbolo de Pochhammer y la férmula 6.1.39 de [1] se tiene

que lim a, = 0.
n— oo

Por lo tanto,

Py z71,0.|<“§( ) o z( ) eomeco

Asi obtenemos la estimacién (4.35)

1) = 2) e —z|" €
v (2,056, m)| = ‘( ) S;l ) S2F1 (—l, =L 00)| = w\ Fi (=1, ~l;1;00)]
o =& 2 &
< T

Para el segundo caso, supongamos primero que [ ¢ N. Usando la férmula 2.1.4.18 de [18§]
obtenemos que:

F, <—l,—l;1;al>=%§%[(%] or" flog (—o) +hal,  (141)

n=

Jessica Yuniver Santana Bejarano
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donde h,, =2¢ (1 4+ n) —2¢ (n — 1) + wcot (nl) .
o) .y 2
La serie Z(Q) ;" es acotada por la misma estimacion (4.40) y, como (1 +n) —

) ot ) (0-0)

Y(n — )= +0(n?) por la férmula 1.18.7 de [18], la serie Z(
n=0

. . U1 (D)
puede ser uniformemente acotada por la serie absolutamente convergente p— <( ')") .
n— n!
n=0

Por lo tanto,

l 00 _ 2
|oF1 (=1, =1 1;00)| = |F(_l;(|711ﬂ|(1 vy (log (—o1) + cot (1)) Z (%) o "
+> (%) o7 (2 (14 n) — 20 (n— 1))
\01|Z
< eI [c1 [log (—01) + mcot wl| + ¢
< Cyloy| (log (—a1) + Cs). (4.42)

Asi, tenemos la estimacién (4.36):

l l l
(=) (n—2)'¢! 02‘01|l(]0g(—01)+03)zc2‘5 —Z;\ n (]0g<(£z__27)]n§)+03).

[v1(2,0;€,m)|< 52l

En el caso | € N las funciones hipergeométricas se reducen a un caso polinomial, ver la
férmula 2.1.4.20 de [18].

Como veremos a continuacion, las estimaciones (4.37) y (4.38) son completamente similares
con la unica diferencia de que para el caso [ € N utilizamos la férmula 2.1.4.19 de [18].

Consideremos

qUER I
(1) (n — 2)
z(E—n) _sen (wD)T2(14+1)
tn—2) Y (=- 7T (2+20)

Cuando la variable z cambia de 0 a 7, la variable o, cambia de —oo a 0. Para estimar
la funcién hipergeométrica en (4.43) consideramos dos casos, 0y € (—1,0) y 09 € (—o0, —1)

correspondientes a z € (O, 25—277) y z € (255—17, 7)) respectivamente.

Para el primer caso, de la férmula 15.1.1 de [1], tenemos que oF; (1 4+ 1,1+ 1;2+ 2l;09) =

vy (2,058, m) = 2P (L + L1+ 624 2050:), 0<2<n<§,  (4.43)

donde 09 = —

i [(1+10),)°
“~ (2+2l)n!
monotonos decrecientes para n >> 0 y tienden a cero cuando n — oo:

oy . Los términos de esta serie se alternan en signo y sus valores absolutos son
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Considerando a,, = % se tiene que:
L (242 1
an (2+ +n)(n2+ ) S 1 0,
An+1 (14+1+n)
entonces a,41 < a, y por la férmula 6.1.39 de [1] se tiene que lim a, = 0.
n— oo
Por lo tanto,
= (14102
Fi(1+101+102+ 2 < —n = C —-1,0). 4.44
pFi(1+11+152+ ’“2)‘—2(2+21)n! 1, 02 € (—1,0) (4.44)

Asi, obtenemos la estimacién (4.37)

2, 1+21
lva (2,0;&m)| = (_15145717515)( )leFl (I+0L14+15242l00) <Oy %’
(4.45)
donde Cy = CC.

Para el cuarto caso, supongamos primero que [ € N. Usando 2.14.18 de [18] obtenemos
que:

o0

T(2+ 21 1+z
2F1(1+l,1+l;2+21;02):g 1“2 a40, (=0, 07" [log (—03) + hy)
n=0

21+1
(4.46)
donde h, =2¢ (1+n) - (1+1+n) —v (n—1)+ mcot(nl).

(140, (=0

Considerando a,, = (ni)? L se sigue que

an (n+1)? P 42n+1 o1
ne1 (L+1+n)(n—=10) n2+n—1(0+1) "7

entonces an11 < ap.

Los términos de la primer serie en (4.46) alternan en signo, sus valores absolutos son
monotonos decrecientes y tienden a cero cuando n — oo. Para la segunda serie, eligiendo
h!, =2y (1+n)—v¢ (14+1+n)—1 (n—1) considerando el primer término de la férmula 6.3.18
de [1] se tiene que:

tn—1(+1)

2n+1 2
~ 1 1 ~ — 4.47
og( +n2+n—l(l+1)) n (4.47)

, (1+n)’
h, ~ 2log(1+mn)—log(l+1+mn)—Ilog(n—1)~Ilog

entonces |h;| < ¢
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De aqui que,

i% i 1+l "h’o—2 + 7 cot (i f: 1+l "Ug_n7
n=0

n=0 (n))? n=0
para mostrar que la primera de estas series es convergente consideramos a, = %%, asi
por el teorema de Raabe se tiene que:
_ al, 2n? +3n+1+nl(l+1)
Imn(—-"——-1)=n 3 5 =2,
n—o0 an—l—l n —l—n —nl(l—l—l)
por lo tanto para toda [ ¢ N la serie converge absolutamente por la prueba de Raabe.
Entonces,
(2 +21) _
[oF1 (T + 1,14+ 152+ 205 09)] < T+l |—os| "V [clog (—o) + 1], 1¢ N, (4.48)
Asi,
_ B (=9 oo
lvg (2,0;€,m)] = ‘ CO et (= ™ oF1(14+1,1+1;2+2l;09) (4.49)
sen (7l — )
< | 75 (€ Zln) (61 [log (—02) + 7 cot (7l)] + <2) (4.50)
(E=n) ()
< 1 — Cs | - 4.51
~ C5 Zl 0g 5 (77 _ Z) + 6 ( )
Ahora, para el caso | € N se utiliza la férmula 2.1.4.19 de [18]. |

En el siguiente lema estimamos las integrales que involucra la funciéon de Riemann.

Lema 4.16. Las siguientes desigualdades son vdlidas:

/f lv1 (2,0;¢,m)| 47rdz < A, &—n) (\/E - \/ﬁ) (4.52)

[ e s 2 < e -t (VE - V). (4.53)

donde las constantes Ay, Ay no dependen de & y 1.

Demostracién: Utilizando las estimaciones (4.35) y (4.36) vemos que:

28n

f 1 Sile—el | (E=2n) i g — =
0:6,m)| 2 2d2 < Cl/ 1 =24 +Ccl/ —d
/U‘Ul (2,0;&m)| = 2 = ban . S5 0g<(2_n)£)2 & 231l . S5 :

£ _ 1

o = L
2én Zl"l‘%
&+n
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86 4.4. Aproximacion analitica del kernel de transmutacion

Para acotar la primera integral, note que el argumento de la funcién logaritmo pertenece a
[1,00) y para cualquier x > 1y € > 0 la siguiente desigualdad es vélida:
1>

x
logxr < —.
ce

Tomemos € = %, entonces

2¢n

I < 2Cy1! 2 /m (fl—Z)H_%ldz 20, (€ — )™ 2/*’7 dz
1 2 (z—n)? n

65% 66% > _77)%
. 4C, (f - 77)”% 77%\/5 - 77 802
B 65% VE+n T e (f \/_>

s . - 2 N 1 2
La tltima desigualdad es vélida ya que 9 (£ +n)” > 4&n implica que War < Ve v
Para acotar la segunda integral notemos que &2 < $=% < &1 g decir, (g;z)l < (g_ln)l

2n z — n’ n
donde C} = max (1 2- ) Por lo tanto,

2¢n.
&+n dZ

L < GGG (E - ﬁ)l/ Jz 206G (€—n) < % B W)
n

< 20,6561 (€ - ) (VE- V).

La ultima desigualdad se tiene ya que n < &.

La tercera integral puede ser estimada de manera similar, notemos que E=n) 77 < E=n ’7 <
o D' Jonde C; =max (1,27"). Por lo tanto

2l5l
C1§lCl l ¢ dz CICl ! 28n
b €0 [,z =g 6w <¢E \/§+n)
< 270,00 (E — 1) (\/ Vi)

La tultima desigualdad se tiene ya que n < &.

Sumando las desigualdades obtenidas se tiene (4.52):

/§|U1(Z’0;5’”)|Zl_%dz < 4—02(£—n)l (F>+20203015 ' (Ve vi)

w210 Ci g - ) (VE - Vi)
- Al<s—n>l(¢%—¢ﬁ),

donde Al = % + 202030[ + 21_l0101.
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Para la integral (4.53) usando las estimaciones (4.37) y (4.38) tenemos:

" o (S E B
. l
/0 ‘U2 (Zu 07 57 7])| dZ S C4 51_1_1 /0 ( i Z)H—l dz

U
o " z(E—n)\ dz [T dz
=: [4+I5+16~

La integral I, se puede encontrar como sigue:

(€ -2 2\ s (2
L=t n&it /0 (n—Z) (U_Z)Qd(n—Z)

(€= i (€ —n)? —< 2 ) ( 2 )
< C d
T e et /0 n—z BT

_ CuE—m)Thpee 20, ~
(1+3)@-n? ~ STegl 0 (Ve va).
La tltima desigualdad se obtiene considerando que €2 < (E+(E—n)) vy n < (E+(E—1n))

1 1 1
£2(n)2 (E=m)(&n)2
——P- - <1, lo que nos lleva a mostrar que ~—>>%— < — 2-1.
(e+(e—n)? E T i = (V= i)

Para la integral I tenemos:

n = et [ (o) < G / o

_ 4Ci(f—ﬁ)l+l Us 805 _n)z (\/g_\/ﬁ)

implican que

La tltima desigualdad se obtiene considerando que £2 < (£ + (£ — n))% implica que ﬁ <
+(E—n
1, lo que nos lleva a mostrar que ﬁ <2(VE—m).
-1
Para la integral I tenemos:

Is = 0506(5—77)l 20506(5 77) (\/7_ < )

28 —n
(6—77)

205C6 (£ —n) 2% —m) (\/_+ & n) < 205C (£ —n) (f \/_)

Para obtener la desigualdad consideremos que £n < 16624902 —24&n implica que v/€n < 4€—27,

vilvErva)

de aqui que 5 )
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88 4.4. Aproximacion analitica del kernel de transmutacion

Sumando las desigualdades obtenidas se tiene (4.53):

[ ot < F e (VE-va)+ 22 - (VE-va)

I+3
l
+205Cy (€ =)' (VE - f)=A2<£—n> (Ve-v).
donde Ay, = l+?7€;1032 + % + 2C5C. [ |

Notemos que /& — /7 < /£ —1n, por lo tanto inmediatamente obtenemos el siguiente
corolario:

Corolario 4.17. Las siguientes desigualdes son validas:

5 1 1
[ el < (6 - ) (45)
n

(4.55)

n 1 1
/ |vg (2,0;€,m) 2" 2dz < Ay (€ — )™
0

donde las constantes Ay, Ay no dependen de & y n.

En el siguiente enunciado auxiliar establecemos la estabilidad del problema de Goursat
(4.27)-(4.29).

Proposicién 4.18. Existe una constante C' > 0 tal que si H es solucion de (4.27)-(4.29) y h
en (4.28) tal que para € > 0 satisface que |[hl|c o4 < €. entonces

max |H (z,t)| < eC.
0<z<t<b

Demostraciéon: Consideremos que la solucién H del problema de Goursat esta definida en
términos de u por (4.30). Debido al Corolario 4.17 tenemos que para |||, < €, la funcién
u definida por (4.31) puede ser acotada como sigue (ver (4.54) y (4.55))

19 (Al + Ag)

T (4s6)

1 1 1
(€= Agt e (€)' A=

N

lu(&,n)| <

donde A := A1+A2 es una constante positiva. Por lo tanto de (4.30) obtenemos
1
B O] = o = o) a9 S mema e =97 ()

1
< €A max (z —s)2=cAb.
0<5<2<b2

Observacién 4.19. Considerando k (z,t) y h(z) := 2%, entonces por la Proposicion /.18
se sigue que el problema de Goursat depende continuamente de los datos en la frontera.
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Ahora, estamos listos para establecer el resultado de aproximacién de la pre-imagen
del nicleo. Para ello consideraremos ky (x,t) como se introduce al principio de la Seccién 4.4
y en (4.26).

Proposicién 4.20. Sea ¢ > 0. FExisten N € N y ag,aq,...,an € C tal que la desigualdad
‘k (LU,T,) - kN ($,t>| <e€

se satisface para todo 0 < x <t < b, donde ky (z,t) es de la forma (4.26).
Demostracion: Elijamos €, := 5 donde C es la constante de la Proposicién 4.18. De acuerdo

a la Proposicion 4.13, existen N € N y ag,a1,...,ay € C tales que ‘%‘ < &1 donde
U. (x,t) :== k(x,t) — ky (z,t) . Como por la Proposicién 2.16 los polinomios de onda generali-
zados Uy (x,t), Usp_1 (x,t) satisfacen la ecuacién 2.1, y por la Proposicién 4.8 se tiene que
Uy (0,t) = 0, Ugp—1(0,t) = 0, n = 1,2,..., entonces U, (z,t) también satisface la ecuacién
(2.1) y la condicién frontera 3. de la Proposicién 4.7. Debido a la Proposicién 4.18 sobre la
estabilidad del problema obtenemos que Jnax |U: (z,t)] <e. |

4.4.2 Aproximacion del nticleo integral K (z,t)

Ahora, podemos mostrar que el ntcleo del operador de transmutacién se puede aproximar
por medio de los polinomios de onda generalizados wuy,_1 (z,1), ug (z,1t); es decir, mostremos
que existen N € Ny ag,aq,...,ay € C tal que K (x,t) se puede aproximar por medio de la

combinacién lineal finita de los polinomios de onda generalizados Ky (z,t) = Z apty (z,1).
k=1
Consideremos al operador T definido en (1.81) y denotemos por ||T|| a su norma uniforme.
Como T es un operador de Volterra con nicleo continuo entonces es acotado y tiene inverso el
cual también es acotado. De hecho, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 4.21. El operador de Volterra (1.81) es acotado en C ([0, b)), mds ain

IT [ (2)]]| < {1+ max/ K (2,1 |dt} (4.57)

x€[0,b]
Demostracion:

ITp @]l < max{Iw(af)l+/xIK($,t)IIw(t)Idt}

llll=1

< maxfole >\+n;%r;/ K (w,t)ldt mas [ (2)

= el {1+ max [1K 0}
= {1+£%>§/ |th|dt} -

El siguiente teorema establece que se puede aproximar el niicleo del operador de trans-
mutacién por medio de los polinomios de onda generalizados, en particular podemos aproximar
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90 4.4. Aproximacion analitica del kernel de transmutacion

a la funciéon K (v,7) = 3 fo s)ds por medio de las trazas de los polinomios de onda genera-
lizados ¢, (z). Esto gracias a la igualdad ug (z,t) = T [Up (x,t)], wan-1 (z,t) = T [Usgp—1 (,1)]
junto con la completez de las trazas de los polinomios de onda generalizados Uy, 1 (z,t) , Up (x, t)
y el acotamiento de T.

Teorema 4.22. Para cualquier € > 0, existen N € N y ag,ay,...,ay € C tales que la desigual-
dad
se satisface para todo 0 < x <t < b, donde
N
Ky (z,1) = aguo (z,£) + Y _ apttaes (7, 1). (4.59)
k=1
En particular,
1 /" al
5 /0 q(s)ds — ; axcy (r)| < € (4.60)
para todo x € [0,0].
Demostracién: Elijjamos ¢ > 0y consideremos ¢ := H%H Debido a la Proposicion 4.20 existen
N eNyag,a,...,ay € C tales que la desigualdad
|k — kn| :== ,Inax |k (z,t) — ky (z,t)] < e

<t<b

se satisface. Consideremos

1K = Kn|| = [T (k = kn) | < [ T[H[F = knl] < e [[T] = e

La desigualdad (4.60) se sigue de la tltima desigualdad tomando en cuenta que K (x,z) =
% fom q(s)ds. [ ]

Hemos mostrado que podemos aproximar a K (z,t) por medio de los polinomios de onda
generalizados ug (x,t) , u4,—1 (x,t), pero debido a que para lograr dicha aproximacién tuvimos
que trabajar con la pre-imagen del nicleo k (x,t) en el segundo paso, no podemos saber como
son los coeficientes.

Observacion 4.23. Notemos que como el trabajo fue realizado utilizando la pre-imagen del
niucleo, no tenemos el resultado que nos garantiza la completez de las derivadas de las trazas
cy (z), es decir no podemos asegurar que erxiste una buena aproximacion entre el potencial
y las deriwvadas de las trazas. En otras palabras, dado € > 0 no conocemos los coeficientes
ag, a1, ..., ay tales que mos garanticen que

¢(r) ~~
T—Z%Cn(ﬂf)

xk=0

<e. (4.61)

El Teorema 4.22 no nos da el método practico para encontrar los coeficientes.

No obtuvimos el resultado que nos garantiza la aproximacion global |K(z,t) — Ky(x,t)| <e,
sin embargo si logramos aproximar a la solucion de la ecuacién, lo cual desarrollamos a continua-
cién.
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4.5 Aproximacién de la solucién

De acuerdo al Teorema 4.22 para cualquier € > 0 existen N € Ny ag,aq,...,ay € C tal que la
desigualdad (4.60) es valida.

A partir de esta seccién consideraremos a (4.60) como un problema de aproximacién y

supondremos que existen N € N y coeficientes ag, ay,...,ay € C tal que (4.60) se satisface.
N
Denotemos por Ky (z,t) := Zanun (x,t) al correspondiente kernel de transmutacién
n=0
aproximado y por gy () := %ﬂfz’z).

Notemos que (4.60) implica la desigualdad

/0 "l () — g <t>]dt‘ < (1.62)

Estamos interesados en la correspondiente solucion aproximada

uy (ZL’, )\) = dl (l’, )\) +/ KN (ZL’,t) dl (t, )\)dt, ) 2 —%. (463)
0

Iniciaremos mostrando la relacion que existe entre la solucién y la aproximacién de la
solucién:

Proposicién 4.24.
(L + A uy (z) = [gn () — ¢ (@)] di (2, A), (4.64)

donde X es un pardmetro complejo.

Demostracién: Desarrollando el lado izquierdo de (4.64) tenemos que:

162](]\/ (l’,t) 8KN (Z’,t)
02 oz

vt o) (o3) - N ) - o et e A g (2) i A0

d; (t, \)dt + _di(a )+ C”(%if’x)
L1+ 1)

12

(L+Xupy(z)=d] (x, ) —l—/o d; (x, \)

—(q (JJ) /Ox KN (JJ, t) dl (t, )\)dt + )\dl (JJ, )\) + )\/0% KN (JJ, t) dl (t, )\)dt

Como d; (z, A) es solucion de la ecuacién de Bessel (Lo 4+ A) d; (z, A) = 0, entonces

[T OPKy (x,t) 0Ky (z,t) dKy (z,z)
(L + )\) un (1’) = A le (t, )\)dt + T t::cdl (l’, )\) + T

[(l+1) /0 " Ko (1) dy (£, Nt — g () di (2, \)

dl (l’, )\)

+Kn (I,l’)d; (I‘,)\)— 72

—q (x) /01‘ Ky (z,t)d; (¢, \)dt + A /01‘ Ky (z,t)d; (t, \)dt.
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92 4.5. Aproximacion de la solucion

Ademds, como Ky (z,t) satisface la ecuacién (3.2) tenemos que

/ LKy (2 0)] d (£, Nt — / ' <d2KN (@t) W+ o t)) d, (£, \)dt.

dt? 12
xT 2K
Integrando por partes el término / 8g7lé1'ﬁdl (t, \)dt tenemos:
0
m02I(N (l’ t) 8KN (l’ t) 8KN (l’ t) /
——2d, (t, \)dt = ——2d; (¢, \ — 1 2d, (t, A - K d A
| =t L) | =T )|~ K (o) di @)

+Ky (z,t)d; (t, ) LZOJF/O Ky (z,t)d] (t,\)dt.

Noté que Ky (z,t) tiene la forma ##13°N 'k, (2)t*", mientras que d; (t,\) ~ ct'*! y

204+1
/ ~ l — A T ;4
d;(t,\) ~ c(l+1)t', cuando t — 0 con ¢ e N lo que nos lleva a la conclusion de
que
8KN (LL’, t) ’
———2d; (¢, A K t)d; (t, A =0
ot l(> )t:0+ N(x>) l(> )t:O
para cualquier [ > —%.
Asi
xT 2K K €T
/ TEND D) g (¢ ayae= 25 @D g 03y Koy (2 2) ) (2, ) +/ Ky (z,t) d] (t, \)dt.
0 0152 025 t=x 0
Por lo tanto,
dKy (x,x
LN ) = 270 g )] dre

T LA (N LI+
+/0{ a2 2 dl(t’)\)+)\dl(t7)‘>}KN($,t)dt.

Como d; (¢, \) satisface la ecuacién (Lo + A) u = 0 entonces la tltima integral se anula.

De aqui que,

dKy (z, )

(L + A\ uy (z) = {2 -

—q@ﬂdmax>=mN@»—q@%dﬂaAy

Por lo tanto se tiene la igualdad deseada. ]

El siguiente resultado nos dice qué tan préxima es la solucién de la soluciéon aproximada,
en otras palabras el enunciado nos ayuda a estimar el residuo de la solucién aproximada. Algo
importante es que la cota encontrada no depende de A, con lo que se conserva la uniformidad
al momento de seguir buscando eigenfunciones en el plano complejo.
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Teorema 4.25. Para la solucion aproximada (4.63) la siguiente desigualdad es vdlida

< 2ev/x, (4.65)

/Ox (L+ X uy (s)ds

Demostracién: Integrando (4.64) y considerando el lado derecho tenemos:

T

/0 Taw (5) — ¢ ()] d (5, \)ls = d (2, ) o () —a(s)as - / d(s.0) / lav (o) —q (0)dods,

0

Para acotar esta integral recordemos la definicion de d; (z, A) = /2, 1 (x,\) vy que la funcién
cilindrica de Bessel J, 41 (x,\) es acotada por uno pues en general se tiene que |J, (z)] < 1,
para cualquier v > 0, y toda € R, ver la férmula 10.14.1 de [58]. Entonces se sigue que,

|di (2, \)] < V.

Por lo tanto

<|d; (z,N\)|e+

/Ox(L‘l')\)UN(S)dS

/ ()] di (5, \)ds
) < 2ev/x,

/ d; (s, \) eds

0

d' (s,\)ds

IA
/—\

por (4.62). [

En lo que resta de esta seccion explicaremos la conveniencia especial de la aproximacion

del kernel del operador de transmutacién K (x,t) en términos de los polinomios de onda gene-
N

ralizados u,. Consideremos el kernel aproximado Ky (z,t) = Zanu4n_1 (x,t), sustituyendo

n=0
en (4.63) obtenemos la solucién aproximada:

uy (z,w) = d;(z,w)+ /090 Ky (z,t)d; (t,w)dt

= d;(z,w)+ /Ox (aouo (x,t) + Z AUy (T, t)) d; (t,w)dt,

k=1

donde w = V\.

Por definicién de los polinomios de onda generalizados 4,1 (z,t) , ug (z,t) tenemos:

+ N n
uy (z,w) = d;(r,w)+ / Z anug () Z 2 x X POR () 2L, (¢, w)dt

n

N
= dlxw —|—UO Zan

n=0 k=0

5, L K2R () / £R ) (¢ w)dt, (4.66)
0

donde =, ; es como en (3.4).
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94 4.5. Aproximacion de la solucion

Las integrales que se presentan aqui pueden ser calculadas explicitamente. En un impor-
tante caso especial para [ € N, puede ser utilizada la formula 1.8.1.6 de [60], asf:

[2k+l]
1 1 2 k+1—
/t(2k+l+1)+z.]l+é (wt)dt = e \/;sen (wt — —) Z Clopyig; (wt)
[2k+2l+1]
+ ! \/gcos wt — I Z C (wt) P2
w2k+z+g T 2 ~ 2k+1+1-25 )
donde 2k + l +1 Z l, Cgk+l+1 = —1, C2k+l—j = (—1)j [F)j—l—l — (2]{5 + l +1 —j) 02k+l+1_j] y

j=0,1,....2k+1; P, = (—1)[%] ,((ll+])),2] para j =0,1,...,l, P, =0 para j > [ y [.|] denota la
parte entera de un ntimero.

En general podemos utilizar la férmula 1.8.1.5 de [60]:
/t/\JV B)dt =t[(A+v—1)J, () sxm1p—1 (£) = Ju1 () sa (2)]

donde s, (2) := mng (1; “_T”J’?’, %’%; —%) son las funciones de Lommel. De

donde obtenemos:

j/t2k+**2Jl (wt)dt = —ffﬁift%——
+2 2(k+1)w

7
t2k+l+§

2+ ) 2(k+1) + 3]

3 1)?
Jip1 (wt) 1 Fy (1;k +2.k+1+ 5 _%>

O también podriamos utilizar la férmula 1.8.1.1 de [60], de acuerdo a la cual:

x I+1 2(k+1)+3 9 I 9 2
/t2k+l+%Jl+l () dt=—— 2 7 2k +3 2(k+D+5 3 (wa))
0 : 272 [2(k + 1) + 3] T (1 + %) 2 2 22 4

Finalmente, mostramos la forma que toma la derivada de la solucién considerando (4.66).

Derivando tenemos que

duy (7,w) Ji1(@w) Wy
B {3y 0 =T |
N n Y
_ X [2(n—k)—1] z
£ a3 e o) K (1) - T [ g g
n=0 k=0 o 0
d N
l IL",W) Z an En k)z—[z(n—k)] (z) g2kt (4.67)
n=0 k=0

donde las constantes =, ; son como en (3.4).
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En la siguiente seccién describimos cada uno de los pasos necesarios para implementar el
método de soluciéon de ecuaciones de Bessel perturbadas que hemos desarrollado durante esta
tesis.

4.6 Descripcion de los pasos del algoritmo

Una de las posibles aplicaciones de la aproximacién propuesta es la solucién numérica de proble-
mas espectrales. Recordemos (ver, [10], [35], [72]) que la formulacién cldsica de problemas
espectrales para ecuaciones (4.1) consiste en encontrar los valores del pardmetro espectral para
el cudl la solucién regular u de (4.1) satisface

Bu (b, \) +yu' (b,\) =0 (4.68)

para algunas 3,7y € C tal que |B|+ |y| # 0. La solucién regular (la cual es acotada alrededor de
x = 0) es tnica hasta una constante multiplicativa para [ > 0, entonces no se requiere alguna
condicién frontera adicional, mientras que para —% < [ < 0 una de las maneras equivalentes
para definir la solucién regular es por su asintética u (z, ) ~ z!*1, x — 0. En ambos casos es
la solucion regular considerada en las secciones previas.

Basados en la aproximacion analitica que se realizdé a lo largo de esta tesis, podemos
proponer el siguiente algoritmo para aproximar soluciones de problemas espectrales para la
ecuacién (4.1).

1. Transformar la ecuacién (4.1) en la forma (4.24) tomando A := XA —¢(0) y @ := qg—q(0).

2. Encontrar una solucién particular ug de (4.24) para A = 0 que satisfaga las relaciones
asintoticas
ug (z) ~ 2™y uh (z) ~ ([ +1) 2", = — 0.

El método descrito en la Seccién 1.8 de estd tesis o en la Seccién 3 de [10] sera utilizado.

3. Construir las funciones {c,},, usando (3.6).

4. Encontrar N y los coeficientes ayg, ..., ay minimizando el lado izquierdo de la expresion
(4.60), es decir, resolviendo el problema de aproximacién uniforme uno-dimensional.

5. Encontrar los eigenvalores aproximados como ceros de (4.68), la solucién aproximada uy
y la derivada aproximada u, son calculadas para todos los valores requeridos de A por
(4.66) y (4.67).

Referimos al lector a [10], [30] y [42] para detalles adicionales sobre la realizacién del
algoritmo propuesto, en particular, para métodos de calcular las integrales recursivas (1.69)
con R =1y de soluciones del problema de aproximacién (4.60).
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Conclusiones e ideas para el
trabajo futuro

“One cannot understand...the universality of laws of nature,
the relationship of things,

without an understanding of mathematics.

There is no other way to do it.”

Richard Feynman

Conclusiones

En este trabajo de tesis doctoral se estudian los operadores de transmutacion cuya com-

. e, . . 2
posicién relacionan a la segunda derivada con el operador de Bessel perturbado L := dd? —
1(1+1)

= — ¢ (x) donde I > —3 y g € C([0,b]) y la aproximacién analitica de las soluciones regu-

lares de la ecuacién —Lu = Au en (0,b], donde A € C es el pardmetro espectral.

Lo novedoso de este trabajo de investigacion es que se estudia el paso del caso regular al
caso singular, para lo cual nos enfocamos en la solucién regular de la ecuacion —Lu = Au.

Encontramos un sistema de polinomios de onda generalizados, los cuales son soluciones de

la ecuacion
<D—l(l+1)—l(l+1))U(x,t):O, (4.69)

2 12

como imdagenes de los polinomios de onda bajo la accién del operador Y; .Y y en un siguiente
paso se construyé un sistema de polinomios de onda generalizados para la ecuacién

(D B l(l; 1) l(l; 1) _q(x)) w (1) =0,

como imagenes del sistema mencionado anteriormente bajo la acciéon del operador de trans-
mutacion T.

Como resultado principal de este proyecto después de un estudio exhaustivo de los opera-
dores de transmutacién Y, y T se obtuvo un método de aproximacién de soluciones de ecua-
ciones tipo Bessel perturbadas, basados en la solucién regular de la ecuacion dada en términos
de un operador de Volterra con forma la suma de un operador identidad mas la integral de
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un ntcleo continuo por una funciéon actuando en ¢t. El método consiste en una representacién
aproximada para soluciones regulares de la ecuacion de Bessel perturbada el cual involucra
ciertas integrales recursivas. La representacion admite estimaciones uniformes con respecto al
parametro espectral y ofrece un método eficiente para calcular conjuntos grandes de eigendatos.

Se mostro la estabilidad del problema de Goursat para la pre-imagen del nicleo y que
las trazas de los polinomios de onda generalizados que son solucién de la ecuacién (4.69) son
completas en el espacio C} ([0,b]). También se probé que la pre-imagen del niicleo admite
una aproximacién uniforme por medio de una combinacion lineal finita de los polinomios de
onda generalizados construidos como imagenes del operador Y;,Y;, y después de extender el
dominio del operador de transmutacién T a todo el cuadrado {0 <t <z < b}U{0 <z <t < b}
se establece el problema de Goursat que satisface el ntucleo del operador de transmutacién
en 0 < z <t < b, con todo esto y que el operador T es acotado se probd que existen
constantes complejas tales que el nicleo se puede aproximar en la caracteristica por medio
de una combinacién lineal finita de los polinomios de onda generalizados correspondientes, en
particular podemos aproximar a la funcién K (z,2) = 1 [ ¢ (s)ds por medio de las trazas de
tales polinomios de onda generalizados.

Como el trabajo fue realizado utilizando la pre-imagen del ntcleo, no tenemos el resultado
que nos garantiza la completez de las derivadas de las trazas, es decir, no pudimos asegurar
que existe una buena aproximacion entre el potencial y las derivadas de las trazas.

La existencia de las constantes complejas tales que se puede aproximar al ntcleo del opera-
dor por medio de una combinacion lineal de los polinomios de onda generalizados correspondien-
tes estd garantizada en este trabajo, pero no obtuvimos el resultado global |K (z,t)— Ky (z,t)|<
€.

Sin embargo, si logramos aproximar a la solucién de la ecuacién. Dicha aproximacién
se obtuvo con la ayuda de la aproximacion del ntcleo del operador de transmutacion es-
tableciendo la pequenez de la diferencia entre la solucion exacta y aproximada, la estimacién

/ (L+ X\) [uy (s)]ds| < 2ey/x es valida, independientemente del pardmetro espectral A, lo
0

que hace al método propuesto atractivo para resolver la ecuacién de Bessel perturbada en
intervalos grandes respecto a .

Con lo que logramos generalizar el método de los doctores Vladislav Kravchenko y Sergii
Torba para el caso regular al caso singular, el cual realizaron en su articulo [42].

Recomendaciones para el trabajo futuro

En el capitulo 4 se muestra la importancia del operador de transmutacion T y de la pre-imagen
k del ntcleo integral del operador por lo que para trabajos futuros es de nuestro interés precisar
su comportamiento con mayor detalle.

También seria de nuestro interés buscar una manera directa de abordar el problema en el
que se logre obtener la completez de las funciones {c;,}, -, en el espacio Cy ([0, b]) y asf modificar
el algoritmo en donde en vez de minizar el problema (4.60), se minimiza (4.61).

Jessica Yuniver Santana Bejarano
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