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Resumen

El teorema de Abel-Ru�ni nos die que es imposible enontrar las raíes de un polinomio

general de grado n ≥ 5 por medio de una fórmula que involure radiales, a diferenia de los

asos n < 5 en los que sí se puede enontrar aquella fórmula. En este doumento nos interesa

un resultado más débil, y es saber si todas las raíes de un polinomio tienen norma menor

que algún valor �jo R (uando R = 1 se habla de estabilidad de polinomios). Este problema

es resoluble para todo n on unas uantas desigualdades que no involuran radiales. En

este doumento hemos resuelto este problema de deisión sobre raíes unitarias utilizando

el onepto de Matriz de Estabilidad (Def. 2.2.1) y araterizamos la región geométria

que ontiene los oe�ientes de los polinomios estables. Esto se hizo analizando algunos

menores matriiales, que también nos brindaron informaión relevante del número de raíes

sobre el írulo unitario. También se exploró una interesante onexión on las super�ies de

Bézier, y esto ontribuyó para enontrar un riterio de araterizaión de polinomios estables.

Cabe deir que a la feha se han publiado varios riterios para veri�ar la estabilidad de

polinomios, pero ninguno on esta metodología e interpretaión.

Adiionalmente, nos interesamos en la implementaión de nuestra araterizaión en un

algorítmo súper-rápido on tiempo de ejeuión de O (nlog2n), abe deir que se han pu-

bliado varios algoritmos on la misma omplejidad. Nuestro propósito on esta unidad es

probar que la araterizaión que se menionó anteriormente es equivalente a los mejores

métodos existentes desde un punto de vista algorítmio. Nuestra onstruión se basó en las

soluiones óptimas del Problema de Loalizaión de Punto y la Ténia de Desplazamientos

para matries estruturadas. Un resultado adiional fue la prueba de que el ruido blano es

el modelo autoregresivo on mínima varianza.

Nuestra motivaión iniial para estudiar polinomios estables fue la estaionariedad de

series de tiempo. En partiular, usando ténias de ointegraión y modelos de fatores

�nanieros (omo el de Fama-Frenh), vimos que era neesario araterizar si una serie

de tiempo era o no estaionaria. Las pruebas ampliamente utilizadas omo la de Dikey-

Fuller Aumentada (ADF) y la de Phillip-Perron (PP) nos proporionaban resultados poo

erteros. El p−value de estas pruebas variaba drástiamente uando se introduían pequeñas

variaiones en los datos. Adiionalmente, estos métodos fueron diseñados para identi�ar

raíes unitarias y no la falta de estaionariedad, por lo que son inapaes de identi�ar

ambios en la desviaión estándar. Esta fue la prinipal motivaión para desarrollar nuestra

propia prueba de estaionariedad y los resultados mostraron valores p−value más estables al
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ambiar los datos de entrada. Finalmente, se ompararon las pruebas ADF, PP y la nuestra

en la serie de tiempo S&P500 durante el periodo de la risis inmobiliaria del 2008 y nuestra

prueba produjo los resultados más erteros.



Abstrat

The Abel-Ru�ni theorem tells us that it is impossible to �nd the roots of a general

polynomial of degree n ≥ 5 over the rationals by means of a formula that involves radials,

unlike ases n < 5 in whih that formula an be found. In this doument we are interested

in a weaker problem, and it is to know if all the roots of a polynomial have a norm less

than some �xed value R (when R = 1 one speaks of stable polynomials). Surprisingly, this

problem is solvable for all n with few inequalities not involving radials. We solved the unitary

roots deision problem by using the Stability Matrix onept (Def. 2.2.1), and haraterize

the geometri region enlosing the oe�ients of stable polynomials. It was performed by

analyzing some matrix minors, whih also yield relevant information about the number of

roots over the unit irle. Then, a surprising onnetion to Bézier surfaes was explored,

and this ontributed to found a �nal stable polynomial haraterization riteria based on

the veri�ation of a simple set of inequalities. Atually, several previous riteria to verify

polynomial stability does exist, but none with this methodology and interpretation.

A seond subjet we were interested in was the onversion of our haraterization into a

O (nlog2n) running time super-fast algorithm. In the literature several super-fast algorithms

to solve the polynomial stability deision problem have been proposed. Atually, our purpose

was to probe that the haraterization riteria in this thesis is equivalent to the asymptoti-

ally best known methods from an algorithmi point of view. Our onstrution was based on

the optimal known solution to the Point Loation Problem and the Displaement Tehnique

for strutured matries. An additional related result was the proof that the white noise is

the autoregressive model with minimum variane.

We started this investigation of stable polynomials motivated by the study of stationary

time series. In partiular, we were using ointegration tehniques and models of fators in

�nane (suh as Fama-Frenh) and we notied it was needed to haraterize if a time series

was or not stationary, but widely used test like Augmented Dikey-Fuller (ADF) and the

Phillip-Perron (PP) yield inaurate results. The p − value hanged dramatially, as small

variations were introdued in the input time series. In addition, these tests were designed

to identify unitary roots presene and not the lak of stationarity, making impossible the

detetion of abrupt hanges in standard deviation. It was the main motivation to develop our

stationary test, and the experimental results showed more stable p − values as input data

hanged. Augmented Dikey-Fuller, Phillip-Perron and our test were ompared by applying

them to the S&P500 along the 2008's �nanial risis and our test produed more aurate

v
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stationary identi�ation.



Introduión

Esta es una introduión amplia al trabajo para failitar la letura de un texto tan

largo, proporiona el hilo ondutor de los oneptos prinipales, ontribuiones y resultados,

además de ser una versión ompata de la tesis. Adiionalmente, se hará la referenia a los

resultados propios ubiándolos entre paréntesis.

En este trabajo se tratarán dos temas prinipalmente, la estabilidad de polinomios y

la estaionariedad de series de tiempo. El primer apítulo expondrá los preliminares sobre

la estabilidad de polinomios, estaionariedad de series de tiempo y la relaión entre estos

dos oneptos por medio de los modelos autoregresivos. En el segundo apítulo se expondrá

nuestro aeramiento a la soluión de la estabilidad. En el terer apítulo se mostrarán los

detalles algorítmios que permitirán que se pueda determinar si un polinomio de grado n es

estable en un tiempo asintótio O (nlog2n). En el uarto apítulo �nalizaremos desarrollando

un método para determinar la signi�ania estadístia de la estaionariedad de una serie de

tiempo.

El problema de la estabilidad de polinomios se omenzo a estudiar a mediados del siglo

XIX on los sistemas dinámios a tiempo ontinuo. En ese momento se requería onstruir

motores ada vez más poderosos, sin embargo, estas máquinas mostraban tendenia a vibrar

ada vez que se aumentaba su potenia, es deir, tendían a la inestabilidad. Maxwell enontró

que para algunos problemas espeí�os las ondiiones de estabilidad estaban relaionadas

on polinomios estables de grado tres. Tal progreso motivó a la Soiedad Matemátia de

Londres en 1868 proponer el problema de estabilidad de polinomios de grado arbitrario. La

soluión a este reto la obtuvo Routh en 1877 y posteriormente Hurwitz en 1895 enontró una

mejor soluión algorítmia. Este tipo de estabilidad es llamada estabilidad a tiempo ontinuo

y requiere veri�ar que todas las raíes del polinomio tengan parte real negativa.

El problema que trabajaremos aquí será la estabilidad a tiempo disreto. Este problema

reibió el interés de la omunidad ientí�a a partir de la déada de 1950 y on ello la

loalizaión de las raíes on respeto al írulo unitario. El problema fue resuelto por Cohn

en 1922 quien adaptó un algoritmo previo de Shur de 1917. La soluión se onoe ahora

omo el algoritmo Shur-Cohn y determina si un polinomio de grado n tiene todas sus raíes

dentro del írulo unitario. Este método tiene tiempo de ejeuión O (n2).

Posteriormente, se desarrollaron versiones más simples del algoritmo de Shur-Cohn que

preservan el orden O (n2). Estos nuevos algoritmos lograron reduir la antidad de multi-

pliaiones y sumas onsiderando algunas simetrias, entre estos algoritmos, quizá los mas

famosos sean el de Jury en 1961 y el de Bistritz en 1986. A grandes ragos, la metodología

omún onsiste en la onstruión de una suesión de polinomios dereiente en grado, em-

pezando on el polinomio original, hasta llegar a un polinomio onstante. Luego, se uentan
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los ambios de signos de los polinomios de la suesión uando se evalúan en z = 1. Si no hay
ambios de signo, se dedue que el polinomio es estable.

A diferenia de estas aproximaiones, aquí nos aeramos al problema de la estabilidad

de polinomios a tiempo disreto por medio de los modelos ARMA (p, q). Para el problema

de determinar la estaionariedad de estos modelos, debemos �jarnos en la ubiaión de las

raíes de su polinomio araterístio. Explíitamente, un modeloARMA (p, q) es estaionario
si y sólo si su polinomio araterístio es estable. Para determinar la estaionariedad de los

modelos ARMA (p, q) se utilizan las euaiones de Yule-Walker, de aquí se desprende nuestro

propio enfoque de soluión al problema.

Primero de�nimos la Región de Estabilidad (Def. 2.1.2), esta región es el onjunto Kn ⊆
Rn

que ontiene los oe�ientes (α1, . . . , αn) tal que el polinomio p (x) = xn +
∑n

i=1 αix
n−i

es estable. Se demuestran varias proposiiones de esta región, entre ellas que está aotada,

es onexa y no onvexa para n ≥ 3 (Prop. 2.1.3, Prop. 2.1.4 y Prop. 2.3.2).

Luego de�nimos la Matriz de Estabilidad B del polinomio p (Def. 2.2.1), la ual es una

reesritura de las euaiones de Yule-Walker que ontiene sólo los oe�ientes del polinomio.

Es deir,

B =



















1 −α1 −α2 −α3 · · · −αn−2 −αn−1 −αn

−α1 1− α2 −α3 −α4 · · · −αn−1 −αn 0
−α2 −α1 − α3 1− α4 −α5 · · · −αn 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
−αn−1 −αn−2 − αn −αn−3 −αn−4 · · · −α1 1 0
−αn −αn−1 −αn−2 −αn−3 · · · −α2 −α1 1



















Para que el sistema de Yule-Walker tenga soluión únia, es neesario que el determinante

de la Matriz de Estabilidad sea distinto de ero. Esto partiiona el espaio eulídeo en

onjuntos on determinante distinto de ero y onluímos que para que el polinomio sea

estable es neesario que sus oe�ientes se enuentren en la misma lase de equivalenia del

vetor (0, . . . , 0) (Teo. 2.2.5).

Esta lase de equivalenia resulta ser la misma Región de Estabilidad de la que hablamos

antes y uya frontera está ontenida en el onjunto que umple det (B) = 0. Demostramos

(Teo. 2.3.3) que esta frontera se puede fatorizar omo

det(B) =

(

1−
n
∑

i=1

αi

)(

1−
n
∑

i=1

(−1)i αi

)

det(D)

donde

D =











1 + α2 α3 α4 · · · αn−1 αn

−α1 + α3 1 + α4 α5 · · · αn 0
...

...
...

. . .
...

...
−αn−2 + αn −αn−3 −αn−4 · · · −α1 1
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Es deir, está ompuesta por dos hiperplanos y otra variedad det (D) = 0 que llamamos

frontera no lineal de estabilidad (Def. 2.3.4). Los polinomios que perteneen a los hiperpla-

nos son los que umplen que p (1) = 0 o p (−1) = 0. Por otro lado, la frontera no lineal

de estabilidad ontiene los polinomios on al menos un par de raíes unitarias omplejas.

Luego, se estudiaron los puntos perteneientes a la interseión de estas tres variedades y

se demostró (Prop. 2.4.2) que para n ≥ 3, estos representan los oe�ientes de los polino-

mios (x+ 1)n−k+1 (x− 1)k−1
denotados por P n

k

.
=
(

P n
k,1, P

n
k,2, . . . , P

n
k,n

)

y que perteneen a

det (D) = 0, además, umplen la siguiente relaión de ortogonalidad (Teo. 2.4.4)

n
∑

i=0

P n
k,iP

n
i+1,j = 2nδk,j+1

que tendrá un uso posterior en la araterizaión �nal de la estabilidad de polinomios

(Teo.2.7.6).

No es su�iente para que un polinomio sea estable que los tres fatores de det(B) sean
positivos, un ontraejemplo es el polinomio P (x) = x4 + 5x2 + 6 uyas raíes tienen norma√
2 y

√
3. Como veremos más adelante, esto se debe a que det(D) es positivo si la antidad

de raíes fuera del írulo unitario es múltiplo de uatro. A nosotros nos interesa veri�ar

que no haya raíes fuera del irulo unitario, así que tenemos que desartar uando hay una

antidad distinta de ero. Para resolver este problema utilizamos los menores entrales de la

matriz D de la frontera no lineal de estabilidad (Def. 2.5.2). El k−menor entral de D es el

determinante de la submatriz que resulta de quitarle las primeras y últimas k − 1 olumnas

y �las a la matriz D. Denotamos el k −menor entral de una matriz de tamaño n por Dn
k ,

donde 1 ≤ k ≤
⌊

n
2

⌋

, y además naturalmente det (D) = Dn
1 .

El primer resultado importante sobre los menores (Teo. 2.5.6) es una a�rmaión sobre la

evaluaión de éstos en un tipo partiular de polinomios. Deimos que un polinomio de grado

n es de la forma fn si las raíes no reales están sobre la irunferenia unitaria y son un total

de f pares (se uentan en pares por ser onjugadas), las otras n − 2f raíes son reales y se

enuentran en el intervalo (−1, 1). Lo que die el teorema es que si tenemos un polinomio

P n
f de la forma fn, entones algunos de los menores entrales de estos polinomios son ero,

espeí�amente,

f ≥ k ⇐⇒ Dn
k

(

P n
f

)

= 0

Este resultado quiere deir que los menores entrales funionan para estos polinomios o-

mo ontadores de pares de raíes omplejas sobre la irunferenia unitaria. Espeí�amente,

si el primer menor es ero, entones sobre la irunferenia unitaria hay una antidad par de

raíes omplejas mayor o igual a dos, si el segundo menor es ero, entones hay una antidad

par de raíes omplejas mayor o igual a uatro, y así suesivamente.

Otro resultado importante que tiene que ver on los menores entrales (Cor. 2.5.11) esta-

blee que para ualquier polinomioP n
f de la forma fn, se umpleDn

f

(

P n
f

)

= Dn−2f+2
1

(

P n−2f+2
1

)

.

Como la evaluaión Dn
k

(

P n
f

)

se hae ero para f ≥ k, el menor entral Dn
f es preisamente

el último menor que on seguridad es ero para un polinomio de la forma fn, los siguien-
tes podrían ser distintos de ero. Así que Dn

f

(

P n
f

)

es la forma más general de la variedad

Dn
f = 0. Lo que die el teorema es que la estrutura de esa variedad aparee también en
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una dimensión inferior m = n − 2f + 2, pero en el primer menor entral. Por lo tanto, on

respeto a la estrutura de la variedad sólo existe una frontera no lineal de estabilidad y es

Dn
1 .

Luego de enontrar una forma genéria de las super�ies Dn
k = 0 (que realmente son

Dm
1 = 0), enontramos una interesante relaión de éstas on los polinomios base de Berns-

tein. Esta base fue desarrollada por Bernstein para haer una demostraión onstrutiva

del teorema de Stone-Weierstrass. Posteriormente, el ingeniero Bézier las utilizó para desa-

rrollar las super�ies y urvas que llevan su nombre. Las super�ies de Bézier se expresan

utilizando los polinomios de Bernstein y puntos de ontrol que determinan la forma de la

super�ie. Probamos (Teo. 2.6.12), que la super�ie no lineal de estabilidad (Dn
1 = 0) es de

Bézier. La idea prinipal de la prueba es que los puntos representados por los polinomios

(x+ 1)n−k+1 (x− 1)k−1
deben ser usados omo puntos de ontrol. De heho, el número de

polinomios son n+ 1 y el número de puntos de ontrol neesarios son 2n−1
. Como se requie-

ren muhos más puntos de ontrol que los diponibles, se identi�an varios de ellos on el

mismo polinomio (x+ 1)n−k+1 (x− 1)k−1
para �nalmente expresar la frontera de estabilidad

no lineal omo una super�ie de Bézier.

El resultado anterior es muy importante en lo que sigue. En general, las super�ies de

Bézier tienen la propiedad que están ontenidas en la erradura onvexa de sus puntos de

ontrol. Por lo tanto, sólo debemos enontrar un método para alular la erradura onvexa

de sus puntos de ontrol. Esta región aislada nos permite apliar los resultados de los menores

antes menionados, es deir, que Dn
k > 0 y esto asegura que los polinomios se enuentren en

el interior de todas las regiones de estabilidad.

Con esto llegamos al resultado prinipal del apítulo, que die que el estudio de la región

de estabilidad se puede haer separando el onjunto de desigualdades que la de�nen en dos

omponentes. Una omponente que garantiza la estabilidad de raíes reales (Teo. 2.7.2) y

otra que garantiza la estabilidad de las raíes omplejas (Cor. 2.7.5). Estos dos resultados se

unen en un Teorema que arateriza ompletamente los polinomios estables sobre los reales,

usando diretamente desigualdades sobre sus oe�ientes (Teo. 2.7.6).

El Capítulo 2 termina sugiriendo algunos posibilidades trabajos futuros. Por ejemplo,

la generalizaión de estos resultados a otros anillos, junto on el estudio de las onseuen-

ias topológias de la identi�aión de los puntos de ontrol uando se relaionaron on las

super�ies de Bézier.

En el Capítulo 3 analizamos los aspetos algorítmios del resultado prinipal del primer

apítulo (Teo. 2.7.6). Deidir si un polinomio pertenee a la erradura onvexa de los puntos

de ontrol, es equivalente a la multipliaión de una matriz por un vetor, lo ual puede

haerse en un tiempo O (n2). Por otro lado, la omplejidad algoritmia de todo el proeso la

domina la neesidad de veri�ar que todos los menores entrales sean positivos, uyo álulo

direto requiere un tiempo de O (n4). Esta ota es mejorada sustaialmente por los métodos

llamados �rapidos� de orden O (n2) omo el de Shur-Cohn (1922) o el de Bistritz (1986).

Mejores tiempos asintotios los tienen los llamados algoritmos �súper rápidos� de orden

O (nlog2 (n)) omo el de Olshevsky (2004). Probamos que nuestro aeramiento al problema

también se puede onvertir en un algoritmo �super rápido� usando métodos óptimos para

resolver la erradura onvexa y el álulo de los menores entrales.

Para la implementaión, el problema de deidir si un polinomio pertenee a la erradura
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onvexa lo redujimos al Problema de Loalizaión de Punto. Se empleó un resultado de

Chazelle (1993) on omplejidad �nal O (n logn), que requiere un ostoso preproesamiento

de O (nn) y por fortuna sólo debe haerse una vez para ada n .

Para evaluar los menores entrales aprovehamos que la matriz que nos interesa tiene

estrutura Toeplitz + Hankel y on esto la transformamos en una matriz Toeplitz por

bloques. Asumiendo que el polinomio esta ontenido en la erradura onvexa de los puntos

de ontrol, demostramos que el riterio de estabilidad ompleja se podía reexpresar de la

matriz Toeplitz +Hankel a una matriz Toeplitz por bloques (Prop. 3.2.2).

Para lograr este resultado se demostró un teorema auxiliar que tiene interés por sí mismo

(Teo. 3.2.1). Die que el ruido blano es el únio modelo autorregresivo debilmente estaio-

nario on menor varianza posible. En otras palabras, ualquier modelo autoregresivo que

orrelaione on eventos pasados implia un inremento en la varianza. Un ejemplo de esto

es el modelo Xt = αXt−1 + εt, on εt ∼ N (0, σ2) que bajo ondiiones de estaionariedad,

es deir, −1 ≤ α ≤ 1, su varianza es igual a γ0 =
σ2

1−α2 . Donde laramente se puede ver que

γ0 ≥ σ2
para todos los valores de α que haen a Xt estaionario.

Finalmente, en la matriz Toeplitz por bloques, apliamos la Ténia de los Desplazamien-

tos [27℄ para evaluar sus menores en tiempo O (nlog2 (n)). Si bien el resultado es orreto, es

importante onsiderar que las onstantes asoiadas a la expresión asintótia son muy grandes

y los algorítmos involurados muy omplejos. En la prátia, es preferible usar los algoritmos

lásios de tiempo O (n2).

En el Capítulo 4 y último de este trabajo, abordamos el problema de la estaionariedad

de series de tiempo. Nuestra motivaión surgió al estudiar los modelos de fatores en series de

tiempo �nanieras. Espeí�amente, trabajamos on los modelos de Fama y Frenh, CAPM

y Carhart, y los apliamos para desarrollar ténias de inversión en merados �nanieros

basadas en momentos y reversión a la media. En estos métodos es fundamental veri�ar

estaionariedad, por ejemplo, en los modelos ARMA (ampliamente usados en �nanzas) las

pruebas de raíz unitaria son herramientas básias para este propósito. Entre las pruebas más

utilizadas para veri�ar raíz unitaria están la de Dikey-Fuller aumentada (ADF) y la de

Phillips-Perron (PP). Sin embargo, un error generalizado al utilizar estas pruebas es que se

aplian sin veri�ar que el modelo sea realmente ARMA, lo ual nuli�a su utilidad para

determinar no estaionariedad.

Con este tipo de pruebas tuvimos prinipalmente dos inonvenientes. Primero, ambas

pruebas son útiles para detetar reversión a la media, pero no ambios en la varianza. Se-

gundo, las pruebas son exesivamente inestables: al mover un poo la ventana de análisis

de una serie de tiempo, el p − value de la prueba ambiaba drástiamente. Esto nos hizo

deson�ar de los resultados de estas pruebas.

Por lo tanto, deidimos desarrollar nuestra propia prueba de estaionariedad. Estábamos

interesados en una herramienta prátia, y le dimos más importania a esto que a detalles

teórios. La neesidad más importante era soluionar los dos problemas expuestos anterior-

mente, on errores mínimos en el aso de series no estaionarias.

Después de analizar el problema onluímos que nuestro objetivo era de�nir una funión

de R
n
a R

+
, su dominio serían las series de tiempo (vistas omo vetores en R

n
), y su kernel

serían las series estaionarias. Esta funión al evaluarla en otro tipo de serie de tiempo daría
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un número positivo. Las funiones mas senillas que podriamos esoger son la desviaión

estándar del promedio móvil de la serie original en una ventana de longitud τ , y la desviaión
estándar de la desviaión estándar móvil de la serie original en una ventana similar. Aquí,

onsideramos que la serie de tiempo {xi} tiene longitud n. La primera funión gτ1 se enarga

de registrar los ambios en la media y la segunda gτ2 se enarga de medir los ambios en la

desviaión estándar, explíitamente,

gτ1 (x) =
√

vark (eτk (x))

y

gτ2 (x) =
√

vark (στ
k (x))

donde

eτk (x) ≡
1

τ + 1

k+τ
∑

i=k

xi

στ
k (x) ≡

√

√

√

√

1

τ + 1

k+τ
∑

i=k

(xi − eτk (x))
2

Se probó (Prop. 4.3.1) que estas dos funiones son seminormas en Rn
sobre el ampo

R. Como la ombinaión lineal positiva de seminormas es seminorma, nos da que gτ (x) =
C1g

τ
1 (x) +C2g

τ
2 (x) on C1, C2 > 0 también lo es. Esta es una forma preliminar de la funión

que estamos busando. Lo que se hará posteriormente es haer el oiente on el kernel de

esta funión para onvertirla de seminorma en norma, y así obtener un espaio vetorial on

norma gτ (x) tal que el elemento x = 0 sea la lase de equivalenia de las series de tiempo

estaionarias.

Nuestra intenión es mejorar esta funión para seguir apturando la noión de estaio-

nariedad, pero quitando la dependenia de algunos parámetros típios del muestreo. Como

la funión gτ es una norma, un primer inonveniente es que

gτ (αx) = |α| gτ (x)

Esto haría que, por ejemplo, una serie �naniera tuviera distintos niveles de no estaio-

nariedad si la expresamos en divisas distintas. Un segundo inonveniente es que gτ depende

de los valores de τ , n y de la varianza de la serie de tiempo. Este problema se soluionó neu-

tralizando la dependenia de estas variables. Finalmente las funiones gτ1 y g
τ
2 se transforman

en

gτ1 (x) =
1

K1

√

vark (e
τ
k (x))

d1 (τ, n) σ2

y
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gτ2 (x) =
1

K2

√

vark (σ
τ
k (x))

d2 (τ, n) σ2

donde los parámetros σ,K1, K2, d1 (τ, n) , d2 (τ, n) se de�nen en la Seión 4.4. Estas fun-

iones dejan de ser normas ya que gτ1 (αx) 6= |α| gτ1 (x) y lo mismo suede para gτ2 .

A ontinuaión, proponemos una metodología para seleionar una ventana τ óptima

para ada una de las funiones gτ1 (x) y gτ2 (x). Para ello en la Seión 4.5 utilizamos la

Transformada de Fourier, lo que nos lleva a la expresión g (x) = C1g
τ1
1 (x)+C2g

τ2
2 (x). También

proponemos unos valores para C1 y C2 que mantienen el balane de las dos funiones, lo que

�nalmente nos da

g (x) =
[gτ11 (x)]2 + [gτ22 (x)]2

K [gτ11 (x) + gτ22 (x)]

Luego, se alula el valor de la funión g (x) para varias realizaiones del modelo AR(1),
on α = 1 y εt = N (0, 1) (notemos que no interesa la varianza porque ya se hizo la estanda-

rizaión de este valor)

Yt = Yt−1 + εt

Con los valores arrojados por la funión g (x) se realiza un histograma, se aproxima su

funión de distribuión aumulada empíria y se alulan algunos p−value asoiados a iertos
valores de g(x). Ya teniendo un p − value asoiado podemos omparar nuestra prueba de

estaionariedad on las pruebas ADF y PP. Se hiieron tres omparaiones: las dos primeras

on modelos simulados, AR(1) y AR(2), esta se hizo por medio de álulo del error tipo II,

y la terera on datos reales del S&P500 durante la risis �naniera del 2008.

En la omparaión on el modelo AR(1) se esperaba que g (x) tuviera un buen ompor-

tamiento ya que los p−value de la funión g (x) se ajustaron on este modelo, pero tomando

en uenta que las pruebas ADF y PP están hehas para detetar raíz unitaria también se

esperaba que mostraran un buen omportamiento. El resultado es que para todos los valores

de α ∈ [0, 1) en Yt = αYt−1 + εt la prueba de la funión g (x) fue mejor al indiar un nivel

de no estaionariedad muho menor que las otras pruebas. Para α = 1 los resultados son

similares entre las tres pruebas.

Para el modelo AR(2), se usaron parámetros (α1, α2) que teóriamente aseguraban es-

taionariedad. En esta prueba tuvo un mejor resultado la prueba de g (x) en el 86% de

los asos, la de ADF en un 12,1% de los asos y la de PP en un 1,9% de los asos. La

de ADF tuvo un mejor desempeño para los modelos on α ∈ [−1, 1] y α2 = −1, es deir,
Yt = αYt−1 − Yt−2. La de Phillips�Perron tuvo un mejor omportamiento para unos uantos

modelos Yt = αYt−1 + (1 − α)Yt−2, on α ∈ (0, 2). Para el resto de modelos funionó mejor

la prueba basada en g (x).

Finalmente, en el ejemplo de la serie del S&P500 durante la risis del 2008, en las

pruebas de ADF y PP se notó la inestabilidad de la que se habló antes. Por el ontrario, el

omportamiento de la prueba de g (x) fue muho mas estable, por lo que se umplió uno de

los objetivos prinipales al desarrollar nuestra prueba. Adiionalmente, también se veri�ó la

apaidad de detetar ambios en la varianza omparado on las pruebas lásias, esto se hizo

difereniando la misma serie de S&P500. g (x) obtuvo un p− value de 0.25 en el momento
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de mas volatilidad de la serie, mientras las otras pruebas dieron un p− value de ero. Como

se puede apreiar en la siguiente �gura, la serie de tiempo difereniada era obviamente no

estaionaria a �nales del 2008.



Introdution

This is an extended introdution of the work, written with two purposes in mind: to give

a road map of the main onepts, ontributions and results (the referene to our results are

in parentheses), and to provide a ompat English version of this Thesis.

Polynomial stability and time series stationarity are the key subjets in this Thesis. Chap-

ter 1 establishes basi preliminaries about polynomial stability, time series stationarity, and

their inter-relationship through autoregressive models. Chapter 2 introdues our approah

to polynomial stability haraterization. In Chapter 3 the algorithmi details to deide poly-

nomial stability in O(nlog2n) running time are introdued. Finally, in Chapter 4 we develop

a test to deide the statistial signi�ane of time series stationarity.

The polynomial stability problem started to be studied in the �rst half of XIX Century

in onnetion to dynamial ontinuous time systems. At that time, the industrial revolution

demanded powerful engines, but they were seriously a�eted by vibrations making them

unstable. Maxwell found that for some spei� problems the stability onditions were related

to degree three stable polynomials. Suh a progress motivated the London Mathematial

Soiety to propose the arbitrary degree stability polynomial problem, and the hallenge was

solved by Routh in 1877. In 1895 Hurwitz found an e�ient algorithmi solution. This type

was named ontinuous time stability and requires that every polynomial root has negative

real part.

The problem we work with is disrete time stability. It has been extensively studied from

the 1950s deade. The problem was �rst solved by Cohn in 1922 who adapted a previous

algorithm by Shur developed in 1917. Today this method is known as Shur-Cohn algorithm

to deide if an n-degree polynomial has its whole root set inside the unitary irle. The

method has O(n2) running time.

Later, a number of O(n2) simpler algorithms marginally improved the Shur-Cohn met-

hod. They redued the amount of additions and multipliations by observing symmetries.

Among them, probably the most relevant were the methods by Jury in 1961 and Bistritz

in 1986. In both algorithms the underlying methodology onsists in the onstrution of a

suession of monotonially dereasing degree polynomials, starting with the polynomial to

be tested, until a onstant polynomial is reahed. The sign hanges of these polynomials is

onsidered when they are evaluated in z = 1. No sign hange reveals polynomial stability.

In ontrast to these approahes, we address here the disrete time polynomial stability

problem from the ARMA(p, q) models perspetive. To determine the stationarity of these

models we should onsider the position of its harateristi polynomial roots against the

unitary omplex irle. Expliitly, an ARMA(p, q) model is stationary if and only if its ha-

rateristi polynomial is stable. In order to determine the ARMA(p, q) models stationarity

xv
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we use the Yule-Walker equations, and it is the point from whih our approah is di�erent

from any other known method.

We start by de�ning the stability region (Def. 2.1.2), this is the set Kn ⊆ Rn
where we

should selet the oe�ients (α1, . . . , αn) suh that the polynomial p (x) = xn +
∑n

i=1 αix
n−i

be stable. Several propositions about this region are proved: it is bounded (Prop. 2.1.3),

onneted (Prop. 2.1.4) and not onvex for n ≥ 3 (Prop. 2.3.2).

Then the Stability Matrix B (Def. 2.2.1) of the polynomial p is de�ned. It is simply a

matrix rewriting of the Yule-Walker equations, but organized in suh a way that only the

polynomial oe�ients are part of the matrix. That is,

B =



















1 −α1 −α2 −α3 · · · −αp−2 −αp−1 −αp

−α1 1− α2 −α3 −α4 · · · −αp−1 −αp 0
−α2 −α1 − α3 1− α4 −α5 · · · −αp 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
−αp−1 −αp−2 − αp −αp−3 −αp−4 · · · −α1 1 0
−αp −αp−1 −αp−2 −αp−3 · · · −α2 −α1 1



















In order to guaranty that the Yule-Walker system has unique solution, it is neessary

that the stability matrix determinant be di�erent from zero. So, the Eulidean spae ould

be partitioned into sets having non-zero determinant. We onlude that if a polynomial is

stable its oe�ients vetor should be in the same partition element that (0, . . . , 0) (Theo.
2.2.5).

This Eulidean spae region results to be preisely the stability region. Its boundary is

ontained in the set holding det (B) = 0. We prove (Theo. 2.3.3) that this boundary ould

be expressed as

det(B) =

(

1−
p
∑

i=1

αi

)(

1−
p
∑

i=1

(−1)i αi

)

det(D)

where

D =











1 + α2 α3 α4 · · · αp−1 αp

−α1 + α3 1 + α4 α5 · · · αp 0
...

...
...

. . .
...

...
−αp−2 + αp −αp−3 −αp−4 · · · −α1 1











so, the boundary is omposed by two hyperplanes and the variety det (D) = 0 named

non-linear stability boundary (Def. 2.3.4). The polynomials P belonging to these hyperplanes

satis�es P (1) = 0 or P (−1) = 0. On the other hand, the non-linear boundary orresponds

to polynomials with omplex unitary roots. We studied the intersetion points among these

three varieties and proved that for n ≥ 3 these points represent the oe�ients of the poly-

nomials (x+ 1)n−k+1 (x− 1)k−1
denoted as P n

k

.
=
(

P n
k,1, P

n
k,2, . . . , P

n
k,n

)

belong to det (D) = 0
(Prop. 2.4.2), and satisfy in addition the orthogonality relationship (Theo. 2.4.4).

p
∑

i=0

P p
k,iP

p
i+1,j = 2pδk,j+1
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whih will be useful when we make the �nal haraterization of polinomial stability (Theo.

2.7.6).

It is not enough for a polynomial P to be stable that the three fators of det(B) be positive.
One ounter-example is the polynomial P (x) = x4 + 5x2 + 6 whose roots have norms

√
2

and

√
3. As we see later, det(D) is positive if the number of roots out of the omplex unitary

irle is multiple of four, but the unique situation in whih we are interested in is when suh

multiple is zero. The problem was solved by using the k-entral minor of matrix D (Def.

2.5.2) from the non-linear stability boundary, where 1 ≤ k ≤
⌊

n
2

⌋

.The k-entral minor of D
is the determinant of the submatrix resulting from deleting the �rst and last k − 1 olumns

and rows in matrix D. We denote by Dn
k the k-entral minor of a n-order matrix D. In a

natural way det(D) = Dn
1 .

Our �rst relevant result on minors (Theo. 2.5.6) is a laim about their evaluation on a

partiular polynomial type. A n-degree polynomial has the form fn if it only has f pairs of

unitary non-real roots, and the remaining n − 2f roots are real inside the interval (−1, 1).
The laim is that if we have a polynomial P n

f of the form fn then some entral minors are

zero, spei�ally,

f ≥ k ⇐⇒ Dn
k

(

P n
f

)

= 0

The meaning is that entral minors work as omplex root pair ounters on the unitary

irle for that type of polynomials. So, if the �rst minor is zero, then the unitary irle

ontains an even number greater than or equal to two of roots. If the seond minor is zero,

then the unitary irle ontains an even number greater than or equal to four of omplex

roots, and so on.

Another important result about entral minors (Cor. 2.5.11) says that for any polynomial

P n
f of the form fn, D

n
f

(

P n
f

)

= Dn−2f+2
1

(

P n−2f+2
1

)

. Sine Dn
k

(

P n
f

)

is zero for f ≥ k, the

entral minor Dn
f is preisely the last minor surely zero for a polynomial of the form fn, and

the next ould be non-zero. In this way, Dn
f

(

P n
f

)

is the more general form of the variety

Dn
f = 0. This theorem essentially says that the stability region variety appeared before in

the lower dimension m = n−2f +2, but in the �rst entral minor. It means that onsidering

the variety form there is only a non-linear stability boundary and it is Dn
1 .

One the generi form of the surfaesDn
k = 0 has been established (whih in fat areDm

1 =
0), we found an interesting relationship to a very well known polynomial base: the Bernstein

polynomials. They were developed by Bernstein to proof onstrutively the Stone-Weierstrass

theorem. Later, Bézier used them to develop the surfaes and urves named after him, and

have been extensively used in industry. They are onformed by Bernstein polynomials and

the ontrol points determining the surfae form. We prove here (Theo. 2.6.12) that the non-

linear stability surfaes (Dn
1 = 0) are just Bézier. The proof is a bit tehnial, but the main

idea is that the points represented by the polynomials (x+ 1)n−k+1 (x− 1)k−1
should be used

as ontrol points to model the stability surfae. In fat, the number of these points is n+ 1
but we ertainly need 2n−1

. Sine muh more ontrol points are neessary that the stritly

available, we identify several of them with the same polynomial (x+ 1)n−k+1 (x− 1)k−1
and

we �nally expressed the stability boundary as a Bézier surfae.

The last result is extremely important in our further development. In general, any Bézier
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surfae is ontained in the onvex hull of their ontrol points. So, we only had to devie a

method to ompute the onvex hull of the ontrol points. This isolated region let us apply the

results about minors we mentioned before, that is,Dn
k > 0 and it ensures that all polynomials

are inside of all stability regions.

In this way, we reah the main result in Chapter 1, it says that to verify stability we an

separate the inequalities de�ning the region into two sets. A set of inequalities to guaranty

the real roots stability (Theo. 2.7.2) and another inequality set to guaranty the non real roots

stability (Cor. 2.7.5). This separation give rise to a full haraterization of the real oe�ients

of stable polynomials by using, exlusively, inequalities on their oe�ients (Theo. 2.7.6).

Chapter 2 �nishes by analyzing some future possible work. For instane, the generaliza-

tion of these results to other rings and the topologial onsequenes of the ontrol points

identi�ation used to model the non-linear stability boundary as a Bézier surfae.

In Chapter 3 we analyze the algorithmi aspets of Theorem 2.7.6. There, deiding if a

polynomial belongs to the onvex hull of the ontrol points is equivalent to a vetor-matrix

multipliation whih ould be performed in O(n2) running time.On the other hand, the

algorithmi omplexity of the whole proess is dominated by the time needed to verify that

the entral minors are all positive, whih in the naive way ould require O(n4) time when

they are ompute diretly. This omplexity is substantially improved by the so alled fast

methods whih onsume O (n2) time, and this is the ase of the methods by Shur-Cohn

(1922) and Bistritz (1986). Better algorithms named super-fast need O (nlog2 (n)) time; the

method by Olshevsky (2004) belongs to this lass. We prove that our approah also yields

a super-fast algorithm by using the best methods available to solve some very well known

problems.

We �rst redued the problem of deiding if a polynomial belongs to the onvex hull of

some points set to the Point Loation Problem. Then, we solved the last problem by applying

an e�ient algorithm due to Chazelle (1993), and the �nal omplexity was O (n logn) time.

An expensive preproessing is needed (O (nn) time) but it should be done one for eah �xed

n.

Then, to evaluate the entral minors we notied that the matrix involved has a Toeplitz−
plus − Hankel struture. This allowed us to transform it in a Block − Toeplitz matrix.

Assuming the polynomial is enlosed in the ontrol points onvex hull we proved that the

stability riteria ould be re-interpreted from Toeplitz−plus−Hankel to the Block−Toeplitz
matries (Prop. 3.2.2).

In order to prove this result we �rst demonstrate an auxiliary theorem whih we onsider

interesting by itself (Teo. 3.2.1). It says the white noise is the autoregressive model with

the minimum possible variane. In other words, any autoregressive model orrelating with

past events implies variane inrease. An instane of this is the model Xt = αXt−1 + εt with
εt ∼ N (0, σ,2). If this model is stationary then γ0 =

σ2

1−α2 , and beause −1 ≤ α ≤ 1 one an

onlude that γ0 ≥ σ2
.

In the Block − Toeplitz matrix we applied the Displaements Tehnique to evaluate its

minors in O (nlog2 (n)) running time. Even the approah is orret it must be onsidered a

theoretial uriosity beause the onstants in the asymptoti expression are large and the

algorithms involved are too omplex. In pratie, lassial O (n2) methods work better.
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In Chapter 4, the last in this work, we addressed the time series stationarity problem.

Our interest born from the study of fator models in �nanial time series. Spei�ally we

were working on the CAPM, the Fama and Frenh and the Carhart models, and applied

them to develop investment tehniques based on media reversion and momentum. In these

methods it is fundamental to verify stationarity in autoregressive models, and basi tools

for this purpose are unitary root tests. This is beause an unitary root in the harateristi

polynomial of an autoregressive model implies non-stationarity, but not the onverse. Among

the most used test are the Augmented Dikey-Fuller (ADF) and the Phillips-Perron (PP).

Two problems arose when we applied these tests. First, both tests are useful to detet

media reversion, but not time hanges in variane. Seond, the tests were extremely unstable:

when we moved the data analysis window a little bit the p − value of the test hanged

drastially. So, we were no on�dent in using the tests results.

Therefore we deided to develop our own stationarity test. We were interested in a pra-

tial tool whih onferred muh more importane to data than to theoretial issues. Atually,

we needed to avoid the two problems explained before, with minimal errors in the ase of

non-stationary series.

After some further analysis we onluded that our objetive was to de�ne a funtion

from the time series spae whose kernel were the stationary series. This funtion evaluated

in any other time series would yield a value greater than zero. The simplest funtions are

the standard deviation of the moving average of the original series over a time window of

length τ , and the standard deviation of the moving standard deviation of the original series

over a similar window. Here we are onsidering that the time series {xi} has length n. The
�rst funtion would aount the hanges in the media and the seond one in the standard

deviation. Expliitly,

gτ1 (x) =
√

vark (eτk (x))

and

gτ2 (x) =
√

vark (στ
k (x))

where

eτk (x) ≡
1

τ + 1

k+τ
∑

i=k

xi

στ
k (x) ≡

√

√

√

√

1

τ + 1

k+τ
∑

i=k

(xi − eτk (x))
2

We proved (Prop. 4.3.1) that both funtions are semi-norms in Rn
over the �eld R. Sine

positive linear ombinations preserve semi-norms, we onlude that gτ (x) = C1g
τ
1 (x) +

C2g
τ
2 (x) is a semi-norm for any positive values C1 and C2. It was a preliminary form of the

funtion we where looking for. Then we built the quotient of the time series spae over the

kernel of our funtion to make the onversion from semi-norm to norm, and it produed a
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vetor spae with norm gτ (x) suh that the element x = 0 would be the representative of

the lass of stationary time series.

From this point our task was to improve this funtion in suh a way that it aptured

the notion of stationarity, but without dependene on parameters inherent to the sampling

proess. Sine gτ is a norm a �rst inonvenient is that

gτ (αx) = |α| gτ (x)
For example, if we're dealing with a �nanial time serie, it would have di�erent norms

when we express it in di�erent urrenies. A seond inonvenient is that the norm value

depends on τ , n and the time series variane. Both problems were solved by neutralizing the

dependene on these variables. So our norm was transformed to

gτ1 (x) =
1

K1

√

vark (eτk (x))

d1 (τ, n) σ2

and

gτ2 (x) =
1

K2

√

vark (στ
k (x))

d2 (τ, n) σ2

the parametersσ,K1, K2, d1 (τ, n) , d2 (τ, n) are de�ned in Setion 4.4. This funtion is not

a norm anymore beause gτ1 (αx) 6= |α| gτ1(x), and the same happens to gτ2 .

Then a methodology was proposed to selet an optimal τ for eah one of the fun-

tions gτ1 (x) and g
τ
2 (x). In Setion 4.5 we used the Fourier transformation to yield g (x) =

C1g
τ1
1 (x) + C2g

τ2
2 (x). We also proposed values to C1 and C2 whih are appropriate to keep

the balane in both funtions. In this way we �nally produed the expression

g (x) =
[gτ11 (x)]2 + [gτ22 (x)]2

K [gτ11 (x) + gτ22 (x)]

We then evaluate the funtion g (x) on several realization of the model AR(1), by taking

α = 1 and εt ∼ N (0, 1) (We did not onsider a di�erent variane beause this value was

standardized).

Yt = Yt−1 + εt

With the values generated by g (x) we built a histogram, then we omputed its aumu-

lated empirial distribution and ompute some p− values assoiated to ertain g(x) values.
With the p − values of our test we were able to ompare our stationarity test to the ADF

and PP tests. We performed three omparisons: the �rst two with simulated models AR(1)
and AR(2), we ompared the type II error on eah one, and the third one with SP&500 real
data around the 2008 �nanial risis.

We expeted a good behavior with the AR(1) model beause the p−values of g (x) were
adjusted to �t this model, but the same was expeted from ADF and PP tests. The result

was that for eah value α ∈ [0, 1) in Yt = αYt−1 + εt the g (x) test yield a non-stationarity

level lower than the other two test. For α = 1 the results were similar in the three tests.
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With theAR(2) model, we used parameters to guaranty stationarity. From all pairs

(α1, α2) ensuring stationarity the test g (x) had a better behavior in 86% ases, the ADT

test in a 12,1%, and the PP test in a 1,9%. The ADF tests had a better behavior in the

models with α ∈ [−1, 1] and α2 = −1, that is Yt = αYt−1 − Yt−2. The PP test had a better

behavior for few models Yt = αYt−1 + (1− α)Yt−2, with α ∈ (0, 2). In the remainder models

g (x) yield better results.

Finally, with the S&P500 time series the ADF and PP test exhibited great instability

in aordane to our expetations. On the other hand, g (x) was muh more stable, and

one of the main objetives to develop of the new test was met. In addition, we veri�ed the

potential of our test to detet hanges in variane against lassi tests, it was performed by

di�erentiating the same series S&P500. g(x) obtained a p − value of 0,25 at the highest

volatility time in the series. The other test laimed stationarity at the same time. As it is

appreiated in the next �gure, the di�erentiated time series was obviously non-stationary at

late 2008.



Capítulo 1

Preliminares

En este apítulo haremos una introduión de dos oneptos que serán onstantes a

través de todo el esrito y que son el núleo del trabajo, estos oneptos son la estabilidad

de polinomios y la estaionariedad de proesos estoástios. En la primera parte de�niremos

estos oneptos, posteriormente los relaionaremos por medio de los modelos Autorregresivos

AR(n) y se mostrará el riterio de estaionariedad para estos modelos.

1.1. Estabilidad de Polinomios

El problema de la estabilidad de polinomios tiene una relaión muy erana on la estabi-

lidad de sistemas dinámios lineales, teoría de ontrol y en teoría matemátia de euaiones

difereniales y de diferenias. Hay dos tipos de estabilidad dependiendo si el polinomio brinda

estabilidad a sistemas dinámios lineales a tiempo ontinuo o disreto.

Por ejemplo, sea el sistema dinámio lineal a tiempo ontinuo

dx

dt
= ax

que tiene asoiado el polinomio araterístio

P (x) = x− a

uya raíz es x = a.
Al soluionar la euaión diferenial se tiene que

x = x (0) eat

y si queremos que la soluión sea estable (que x → 0 uando t→ ∞), debemos imponer

la ondiión que Re(a) < 0, es deir, que su raíz tenga parte real negativa. Esta ondiión

para sistemas lineales de mayor orden en las derivadas se generaliza de la siguiente forma.

Estabilidad Tiempo Continuo: todas las raíes omplejas z de su polinomio arate-

rístio P umplen que Re (z) < 0.

1
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Análogamente, sea un sistema dinámio lineal a tiempo disreto

x (t + 1) = ax (t)

on polinomio asoiado

P (x) = x− a

uya raíz es x = a.
Al soluionar la reursión se tiene

x (t) = x (0) at

En este aso se debe imponer la ondiión |a| < 1 para que la soluión sea estable (que

x → 0 uando t → ∞). Al tener sistemas lineales disretos on polinomios asoiados de

mayor grado se debe umplir la siguiente ondiión más general.

Estabilidad Tiempo Disreto: todas las raíes omplejas z de su polinomio arate-

rístio P umplen que |z| < 1.

Los primeros se onoen omo polinomios Hurwitz-estables y los segundos omo poli-

nomios Shur-estables. Cabe resaltar que si se tiene un método para determinar una de las

estabilidades se tiene un método para determinar la otra, ya que la transformaión de Möbius

z 7→ z + 1

z − 1

onvierte el semiplano izquierdo en el diso unitario. De tal manera que si tenemos un

polinomio P (z) de grado n, y de�nimos el polinomio

Q (z) = (z − 1)n P

(

z + 1

z − 1

)

resulta que estos polinomios umplen que P es Shur-estable si y sólo si Q es Hurwitz-

estable y P (1) 6= 0.

Históriamente, de las dos estabilidades se resolvió primero la Hurwitz-estabilidad por

Routh en 1877 [18℄, pero fue Hurwitz en 1895 [19℄ quién adaptó la soluión a una forma ade-

uada para haer omputaión numéria, el algoritmo orrespondiente se llama atualmente

el algoritmo Routh-Hurwitz y se puede enontrar en muhos libros de ingeniería.

La Shur-estabilidad reibió más atenión posteriormente y se neesitó un algoritmo que

no involurara la transformaión de Möbius por los álulos adiionales involurados, de tal

manera que se determinara si era estable o no on el polinomio original. Fue soluionado por

Cohn en 1922 [28℄ quién adaptó un algoritmo previo de Shur de 1917 [29℄, atualmente se

onoe omo algoritmo Shur-Cohn.



Preliminares 3

Este algoritmo tiene un tiempo de ejeuión O (n2), y la idea general del algoritmo es que

empezando desde el polinomio original Pn se onstruye una suesión partiular de polinomios

Pi desendiente en su grado. Para ada uno ellos se alula un número que se llama el

oe�iente de re�exión ρi y si ada uno de ellos umple que |ρi| < 1, entones el polinomio

es estable. Ideas similares fueron retomadas por Jury en 1961 [20℄ y por Bistritz en 1986

[2℄. Este último, por ejemplo, utiliza una suesión de polinomios simétrios desendientes en

grado y esto redue algunos álulos. Estos algoritmos on tiempo de ejeuión O (n2) son
llamados �rápidos�.

En los últimos años se han desarrollado algoritmos de tiempo de ejeuión O (n log2n),
estos son llamados �súper rápidos�. Estas ideas omenzaron en 1980 on Brent et al. [7℄

donde utilizaron la fórmula de Gohberg-Semenul [16℄ para la inversa de una matriz Toeplitz

y el método de divide y venerás. Estos algoritmos han seguido evoluionado hasta abarar

la soluión de sistemas lineales de una gran antidad de matries estruturadas en tiempo

O (n log2n) de una manera metódia por medio de la ténia de desplazamientos, omo puede

verse en el libro [27℄. En este trabajo utilizaremos varios de sus resultados y ténias.

Todos estos aeramientos son algorítmios, pero ninguno aborda el problema desde el

punto de vista geométrio de la región en la que se pueden esoger los oe�ientes para

que un polinomio sea estable. En este trabajo se estudiarán las propiedades de esta región.

Finalmente, se deduirán fórmulas erradas para el aso general y se mostrará un resultado

análogo a la matriz de Hurwitz, pero para el aso de estabilidad a tiempo disreto.

Explíitamente, la matriz de Hurwitz y su riterio asoiado fue demostrado en [19℄ y die

lo siguiente.

Teorema. [Hurwitz, 1895℄ Dado un polinomio real

P (z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · ·+ an−1z + an

a la matriz uadrada de dimensión n× n
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H =











































a1 a3 a5 · · · · · · · · · 0 0 0

a0 a2 a4
...

...
...

0 a1 a3
...

...
... a0 a2

. . . 0
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. . . an
...

...
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. . . an−1 0

...
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... 0 an−2 an
...
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... an−3 an−1 0
0 0 0 · · · · · · · · · an−4 an−2 an











































se le llama matriz de Hurwitz orrespondiente al polinomio P . Entones, todas las raíes z
de P , umplen Re (z) < 0 si y solo si todos los menores prinipales de la matriz H son

positivos.

En este trabajo se mostrará un resultado similar pero para el aso de la Shur-estabilidad.

A partir de este momento, sólo trabajaremos on estabilidad derivada de sistemas lineales

a tiempo disreto, así que siempre que hablemos de estabilidad nos referiremos a Shur-

estabilidad.

De�niión 1.1.1. Dado un polinomio P (z) on oe�ientes reales, diremos que es estable

si ∀z ∈ C que umple P (z) = 0, entones |z| < 1.

Dejando de lado las soluiones algorítmias, existen aeramientos puramente teórios

on respeto a las ondiiones que deben satisfaer los oe�ientes para que su polinomio

sea estable, uno de los más onoidos es el Teorema de Eneström-Kakeya, demostrado por

Eneström en 1893 [13℄ e independientemente por Kakeya en 1912 [21℄.

Teorema 1.1.2. [Kakeya, 1912℄ Si p (z) =
∑n

j=0 ajz
j
es un polinomio de grado n on

oe�ientes reales que satisfaen 0 ≤ a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an, entones todos los eros de p están

en |z| ≤ 1.

La ondiión sobre los oe�ientes no es una araterizaión ompleta para lograr la

estabilidad. Por ejemplo, para el polinomio p(z) = 2x2 − x + 1, todas sus raíes umplen

que |z| ≤ 1, pero sus oe�ientes no umplen la ondiión del teorema ya que uno de ellos

es negativo.

Resultados on la misma esenia de los teoremas de Hurwitz y de Eneström-Kakeya se

presentarán en este doumento, pero on una araterizaión ompleta de los polinomios

Shur-estables por medio de relaiones entre sus oe�ientes.
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1.2. Estaionariedad de Proesos Estoástios

Los proesos estoástios son oleiones de variables aleatorias, si esta oleión es in-

dexada por un onjunto numerable se le denomina proeso estoástio a tiempo disreto, si

lo es por medio de un ontinuo, se le llama proeso estoástio a tiempo ontinuo. Lo que se

busa on los proesos estoástios es dotar a un evento aleatorio la posibilidad de ambiar

sus propiedades on el tiempo. En este doumento uando hablemos de proesos estoástios

siempre nos referiremos a proesos a tiempo disreto.

Los proesos estoástios se han utilizado ampliamente omo modelos matemátios en

muhos ampos apliados y es omún extender teorías y desarrollos matemátios previos

agregando el omponente aleatorio propio de los proesos estoástios. Sus apliaiones más

omunes están en Teoría de la Informaión [14℄, Químia y Físia [31℄, Finanzas [30℄, Teleo-

muniaiones [2℄ y Eología [23℄, pero es fáil enontrarlos en otras áreas del onoimiento.

Entre los proesos estoástios destaan los llamados estaionarios, que son proesos

uyas propiedades no ambian on el tiempo. Una de las propiedades más notables de estos

proesos es que muestran reversión a la media, esta es una garantía de que no se alejarán

por muho tiempo de su media. Muhas vees para obtener este tipo de omportamiento

se utiliza algún pre proeso que onvierte una serie no estaionaria en una que lo es, por

ejemplo, difereniándola.

De�niión 1.2.1. Un proeso estoástio es una oleión de variables aleatorias {Xt}t∈T
de�nidas sobre un espaio de probabilidad omún (Ω,F , P ), donde Ω es un espaio mues-

tral, F es una σ-álgebra y P es una medida de probabilidad. Las variables aleatorias están

indexadas por algún onjunto T , toman valores en el mismo espaio matemátio S, que debe
ser medible on respeto a alguna σ-álgebra Σ.

Con respeto al onepto de estaionariedad, se enuentran normalmente en la literatura

dos de�niiones.

De�niión 1.2.2. Sea {Xt}t∈T un proeso estoástio y sea FX (xt1+τ , . . . , xtk+τ ) la distri-

buión aumulada onjunta en los tiempos t1 + τ, . . . , tk + τ . Entones, se die que {Xt}t∈T
es estritamente estaionario si

FX (xt1+τ , . . . , xtk+τ ) = FX (xt1 , . . . , xtk) ∀k, τ, t1, . . . , tk
Como FX (·) no depende de τ , FX no es una funión del tiempo.

Dado que esta de�niión es muy restritiva en las apliaiones omunes, normalmente se

emplea la de�niión de estaionariedad débil que damos a ontinuaión.

De�niión 1.2.3. Sea {Xt}t∈T un proeso estoástio. Se die que el proeso es débilmente

estaionario si su media umple
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E [Xt] = mX (t) = mX (t+ τ) , ∀τ ∈ R

y su funión de auto ovarianza de�nida por

KXX (t1, t2) ≡ E [(Xt1 −mX (t1)) (Xt2 −mX (t2))]

umple

KXX (t1, t2) = KXX (t1 − t2, 0)

Si k = t1 − t2, a menudo se denota la funión auto ovarianza omo γk

La primera propiedad implia que la esperanza debe ser onstante en el tiempo, y la

segunda propiedad implia que la auto ovarianza sólo depende de la diferenia t1 − t2 y no

de los valores espeí�os de t1 y t2.

La estaionariedad débil, también es llamada estaionariedad amplia, estaionariedad en

ovarianza o estaionariedad de segundo orden.

La diferenia entre las dos de�niiones es que la segunda sólo pide ondiiones sobre los

dos primeros momentos, en ambio, la primera pide la ondiión más restritiva que todas

las funiones de distribuión sean iguales en el tiempo, lo que implia que también todos

los momentos posteriores al segundo también se restringen. Por lo tanto, estaionariedad

estrita implia estaionariedad débil.

A partir de este momento, ada vez que hagamos referenia a estaionariedad nos esta-

remos re�riendo a estaionariedad débil.

1.3. Modelos Auto Regresivos AR (p)

En el estudio de series de tiempo, existen modelos muy onoidos que representan dife-

rentes proesos estoástios. Entre los que tienen gran importania prátia se enuentran

dos modelos independientes: los Modelos Auto Regresivos (AR) y los Modelos de Media

Móvil (MA). Combinaiones de estos proesos básios y otros, permiten onstruir modelos

más omplejos, omo los modelos ARMA y los modelos ARIMA.

El modelo ARMA se onstruye a partir de los modelos AR y MA, y el modelo ARIMA a

partir de los modelos AR, I y MA, donde I(d) orresponde a un modelo integrado de orden d.
A diferenia de los modelos ARMA, los modelos ARIMA se emplean uando se deteta que

los datos orresponden a un modelo no estaionario, en este aso, el parámetro d del modelo

I(d), se obtiene difereniando la serie hasta que obtengamos una serie estaionaria. El éxito

del uso de estos modelos reside en su simpliidad y en su apaidad para ajustarse a una

gran variedad de problemas. Para obtener los parámetros de los modelos, se usa omúnmente

el método desarrollado en 1976 onoido omo Método Box�Jenkins [6℄.
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Para empezar de�niremos los modelos básios y posteriormente se mostrarán uándo son

estaionarios, para las siguientes de�niiones y pruebas se usó de apoyo [18℄

De�niión 1.3.1. El Modelo Auto Regresivo de orden p, denotado por AR (p), se de�ne

omo

Xt = c+

p
∑

i=1

αiXt−i + εt

donde α1, . . . , αp son los parámetros del modelo, c es una onstante y εt son variables alea-

torias i.i.d. on distribuión N (0, σ2).

Sin pérdida de generalidad tomaremos c = 0. A εt le llamaremos ruido blano Gaussiano.

De�niión 1.3.2. El Modelo de Media Móvil de orden q, denotado por MA (q), se de�ne

omo

Xt = µ+ εt +

q
∑

i=1

βiεt−i

donde β1, . . . , βp son los parámetros del modelo, µ es una onstante y εt, εt−1, . . . , εt−q son

variables aleatorias i.i.d on distribuión N (0, σ2).
A ontinuaión desarrollaremos dos resultados que ya haen parte del follore de las series

de tiempo. Se darán las demostraiones aquí para una mayor ompletitud de la exposiión

y relaión on los oneptos de la seión pasada. La Proposiión 1.3.3 relaiona la esta-

ionariedad on los proesos MA (q) y la Proposiión 1.3.7 hae lo mismo on los modelos

AR (p).

Proposiión 1.3.3. Los modelos MA (q) siempre son estaionarios para q <∞.

Demostraión. Tenemos que la media

E [Xt] = E [µ] + E [εt] +

q
∑

i=1

βiE [εt−i] = µ

es onstante. Para la auto ovarianza, sin pérdida de generalidad asumiremos µ = 0 para

simpliidad en los álulos. Si multipliamos a Xt = εt +
∑q

i=1 βiεt−i por Xt+k y tomamos

esperanzas se tiene que

E [XtXt+k] = E [εtεt+k]+E

[

εt

q
∑

i=1

βiεt+k−i

]

+E

[

εt+k

q
∑

i=1

βiεt−i

]

+E

[

q
∑

i=1

βiεt−i

q
∑

j=1

βjεt+k−j

]

y onsiderando que εt, εt−1, . . . , εt−q son variables aleatorias i.i.d. on distribuión εt−i ∼
N (0, σ2), se tiene omo resultado

γk =











σ2 (1 +
∑q

i=1 β
2
i ) para k = 0

σ2
∑q−k

i=0 βiβk+i para k = 1, . . . , q

0 para k > q

donde β0 = 1. Como ni µ ni γk dependen de t, entones Xt es estaionario.
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Nota: El aso uando q → ∞, denotado porMA (∞), es equivalente a un modelo AR (1)
y una ondiión su�iente para la estaionariedad es que

∑∞
i=0 |βi| <∞.

Con base en las de�niiones anteriores podemos de�nir el Modelo Auto Regresivo de

Media Móvil, que omo el nombre lo india, tiene una omponente Auto Regresiva y otra

omponente de Media Móvil.

De�niión 1.3.4. El Modelo Auto Regresivo de Media Móvil de ordenes p y q, denotado
por ARMA (p, q), se de�ne omo

Xt = c+ εt +

p
∑

i=1

αiXt−i +

q
∑

i=1

βiεt−i

donde los términos son omo en las de�niiones de los Modelos Auto Regresivo y de Media

Móvil,

A ontinuaión queremos estableer las ondiiones que deberían umplir los parámetros

de un modelo ARMA (p, q) para que éste sea estaionario. Ya omprobamos que la ompo-

nente MA (q) siempre es estaionaria, así que debemos enfoarnos en la omponente AR (p)
para determinar uándo es estaionario el modelo ARMA (p, q).

Asoiado a ada modelo reursivo lineal tenemos un polinomio araterístio, en parti-

ular también para los AR(p).

De�niión 1.3.5. Dado un modelo AR(n) de�nido por

Yt =
n
∑

i=1

aiYt−i + εt

Llamaremos polinomio araterístio del modelo al polinomio P formado por los paráme-

tros del modelo, es deir,

P (x) = xn − a1x
n−1 − · · · − an−1x− an

Se probará el resultado onoido que dita, que para que el modeloAR (n) sea estaionario
debemos �jarnos en la ubiaión de las raíes de su polinomio araterístio on respeto al

irulo unitario. Primero se probará un resultado auxiliar

Lema 1.3.6. Sea A la matriz ompañera de�nida por

A =











a1 a2 · · · ap−1 ap
1 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0











entones el polinomio araterístio de esta matriz esta dado por

P (x) = (−1)n
(

xn − a1x
n−1 − a2x

n−2 − . . .− an
)
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Demostraión. Se demostrará por induión.

Sea

An =











a1 a2 · · · an−1 an
1 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0











Para obtener su polinomio araterístio alulamos:

Pn(λ) = det(An − λI) = det











a1 − λ a2 · · · an−1 an
1 −λ · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 −λ











Vemos que la hipótesis se umple para n = 1.

P1(λ) = det(A1 − λI) = det
(

a1 − λ
)

= (−1)1 (λ− a1)

Asumimos que se umple para n = k, es deir, Pk(λ) = (−1)k
(

λk − a1λ
k−1 − a2λ

k−2 − . . .− ak
)

.

Vemos que se umple para n = k + 1:

Pk+1(λ) = det(Ak+1 − λI) = det











a1 − λ a2 · · · ak ak+1

1 −λ · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 −λ











Usando la última olumna para desarrollar el determinante se tiene:

Pk+1(λ) = (−λ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 − λ a2 · · · ak−1 ak
1 −λ · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 −λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ (−1)k ak+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −λ · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . . −λ

0 0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Utilizando la hipótesis indutiva y el heho que el determinante de una matriz triangular

es el produto de su diagonal prinipal:

Pk+1(λ) = (−λ)Pk(λ) + (−1)k ak+1

= (−1)k+1 (λk+1 − a1λ
k − a2λ

k−1 − . . .− akλ
)

+ (−1)k ak+1

= (−1)k+1 (λk+1 − a1λ
k − a2λ

k−1 − . . .− ak+1

)

Proposiión 1.3.7. El modelo AR (p) es estaionario si su polinomio araterístio es es-

table.
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Demostraión. Sea el modelo AR (p) on media ero µ = 0 de�nido por la siguiente euaión:

Yt =

p
∑

i=1

αiYt−i + εt

donde α1, . . . , αp son los parámetros del modelo y εt es un ruido blano.

Esta euaión se puede reesribir omo











Yt
Yt−1

...
Yt−p+1











=











α1 α2 · · · αp−1 αp

1 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

























Yt−1

Yt−2

...
Yt−p+1

Yt−p















+











εt
0
...
0











que se puede ver omo

Xt = AXt−1 + Et

donde

Xt =











Yt
Yt−1

...
Yt−p+1











, A =











α1 α2 · · · αp−1 αp

1 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0











, Et =











εt
0
...
0











Si reemplazamos para los Xi on i < t, tenemos

Xt =

t
∑

i=0

At−iEi

Asumiendo que el proeso estoástio tuvo el iniio X0 = E0 =











ε0
0
...
0











Como el polinomio araterístio de la matriz A es

Pp(λ) = (−1)p
(

λp − α1λ
p−1 − α2λ

p−2 − · · · − αp

)

y este polinomio tiene raíes simples dependiendo de los valores que toman sus oe�ien-

tes, entones que también depende de sus oe�ientes si es A es diagonalizable. En aso de

ser diagonalizable, se tiene que A = PDP−1
donde P es una matriz invertible y D es la

matriz diagonal de valores propios λi. Por lo tanto, Ak = PDkP−1
.

El proeso Xt es estaionario uando t→ ∞ si y sólo si su media y su ovarianzas tienen

un valor onstante, onsiderando que

Xt =

t
∑

i=0

At−iEi



Preliminares 11

puede reesribirse omo

Xt = PD̃P−1e1

donde e1 es el vetor (1, 0, . . . , 0) y

D̃ = diag

(

t
∑

i=0

λt−i
1 εi, . . . ,

t
∑

i=0

λt−i
2 εi

)

omo ada una de las entradas de la matriz diagonal es un MA (∞), y según la nota

después de la Proposiión 1.3.3 para que la media y auto ovarianzas sean onstantes se

neesita que ada uno de los valores propios λj de la matriz A umplan

∑∞
i=0

∣

∣λij
∣

∣ < ∞ y

esto suede si y sólo si |λi| < 1, Por el Lema 1.3.6 se tiene el resultado.

A ontinuaión se mostrará un ejemplo senillo donde podremos apreiar el resultado

anterior.

Ejemplo 1.3.8. Sea el modelo AR(1) de�nido de la siguiente manera

Yt = αYt−1 + εt

donde el parámetro α se tomará perteneiente al intervalo [0, 1) para asegurar estaiona-
riedad y εt ∼ N (0, σ2).

Al tomar esperanzas tenemos

µ = E [Yt] = αE [Yt−1] + E [εt]

omo α 6= 1 y el proeso es estaionario E [Yt] = E [Yt−1]

(1− α)E [Yt] = 0

µ = E [Yt] = 0

Para la varianza, debemos tener en uenta que εt es un ruido blano y por lo tanto

independiente de Yt−1, así

γ0 = var [Yt] = α2var [Yt−1] + σ2

y omo α 6= 1 y el proeso es estaionario var [Yt] = var [Yt−1]

γ0 =
σ2

1− α2

Para las auto ovarianzas alulamos E [YtYt−k], onsideramos que γk = γ−k y que εt es
independiente de Yt−k.

E [YtYt−k] = αE [Yt−1Yt−k] + E [εtYt−k]

γk = αγk−1
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resolviendo la reursión resulta

γk =
σ2α|k|

1− α2

Vemos que ada una de las auto ovarianzas no están de�nidas uando α = 1.
Si intentáramos haer lo mismo que hiimos pero onsiderando α = 1 y asumiendo

estaionariedad, tenemos que

γ0 = var [Yt] = var [Yt−1] + σ2

lo que nos da σ2 = 0, y es una ontradiión porque σ2 > 0, por lo tanto no puede ser

estaionario para α = 1.
Pero si resolvemos la reursión tenemos que

var [Yt] = var [Yt−1] + σ2

= var [Yt−2] + 2σ2

= var [Yt−3] + 3σ2

Es deir,

var [Yt] = var [Yt−i] + iσ2

si asumimos que Y0 = ε0, tenemos que

var [Yt] = tσ2

donde vemos que la varianza no se estabiliza en una onstante para tiempos su�iente-

mente grandes, por el ontrario var [Yt] → ∞ uando t→ ∞.

En la Figura 1.3.1 se muestran tres realizaiones del modelo AR (1), on α = 0 en verde,

α = 0,95 en rojo y α = 1 en negro.

Figura 1.3.1: Realizaiones de AR (1) on α = 0, 0,95, 1
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A modo de onlusión del apítulo, vemos que hay una orrespondenia entre las raíes de

un polinomio y la estaionariedad de los modelos Auto Regresivos, en partiular, la ubiaión

relativa de las raíes del polinomio on respeto al írulo unitario, determina si el modelo

Auto Regresivo es o no estaionario. Utilizando esta onexión, en los siguientes apítulos

desarrollaremos herramientas y resultados, que nos onduirán por una parte a un riterio

de estabilidad de polinomios, y por otra parte a un riterio de estaionariedad de series de

tiempo.



14 Preliminares



Capítulo 2

Región de Estabilidad

En este apítulo presentaremos las onoidas euaiones de Yule-Walker para seguir luego

on un desarrollo teório de las ondiiones que deben umplir los oe�ientes de un polinomio

para asegurar la estabilidad. Estas euaiones se reinterpretarán y es el punto de separaión

de las aproximaiones onoidas al problema de estabilidad de polinomios. De�niremos la

frontera de la región de estabilidad para �nalmente lograr una fatorizaión y mostrar algunas

propiedades de los polinomios perteneientes a la frontera. Se mostrarán resultados que

involuran a las variedades de Bézier y sus impliaiones para el desarrollo de un algoritmo

que identi�a estabilidad de polinomios. Finalmente, se mostrará una araterizaión de

estabilidad por medio de los menores de una matriz.

2.1. Región de Estabilidad

En esta seión de�niremos la región que ontiene a los oe�ientes de los polinomios

estables (vistos omo vetores en Rn
). Primero introduimos una notaión de los polinomios

para failitar la esritura

De�niión 2.1.1. Sea P (x) = xn − a1x
n−1 − a2x

n−2 − . . . − an un polinomio mónio de

grado n on oe�ientes reales, a menudo también nos referiremos a P por (a1, a2, . . . , an),
al que llamaremos vetor de oe�ientes del polinomio P .

El problema que abordaremos es araterizar la región que ontiene exlusivamente pun-

tos (a1, a2, . . . , an) de tal manera que su polinomio asoiado tenga todas sus raíes dentro

del írulo unitario en el plano omplejo.

De�niión 2.1.2. Llamaremos región de estabilidad al onjunto formado por los vetores

de oe�ientes (a1, a2, . . . , an) de polinomios estables. Denotaremos este onjunto por Kn.

A ontinuaión mostraremos que Kn es una región aotada y onexa.

Proposiión 2.1.3. La región Kn está aotada para ada n por la bola B
(

0,
√

(

2n
n

)

− 1
)

.

Demostraión. Sea el polinomio P (x) denotado por su vetor (a1, a2, . . . , an) on raíes

{r1, r2, . . . , rn} que umplen que |ri| < 1, entones

15
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P (x) = xn − a1x
n−1 − a2x

n−2 − . . .− an = (x− r1) (x− r2) . . . (x− rn)

Por las fórmulas de Viète se tiene que



























|a1| = |−
∑n

i=1 ri| <
(

n

1

)

= n

|a2| =
∣

∣

∣

∑

1≤i<j≤n rirj

∣

∣

∣
<
(

n

2

)

= n(n−1)
2

...

|an| = |(−1)n
∏n

i=1 ri| <
(

n

n

)

= 1

De manera general se puede ver que

|aj | =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(−1)j
∑

1≤i1<i2<···<ij≤n

ri1ri2 . . . rij

∣

∣

∣

∣

∣

∣

<

(

n

j

)

Esto demuestra que el onjunto es aotado, pero además

‖(a1, a2, . . . , an)‖ =
√
∑n

i=1 a
2
i

<
√

∑n

i=1

(

n

i

)2

=
√

∑n

i=0

(

n

i

)2 − 1

=
√

(

2n
n

)

− 1

Donde la última igualdad es una apliaión direta de la identidad de Vandermonde.

Esta ota es justa ya que los polinomios P (x) = (x± (1− ǫ))n se aeran tanto omo

queramos a la ota para ǫ > 0 lo su�ientemente pequeño y sus raíes tienen módulo menor

que la unidad.

Proposiión 2.1.4. La región Kn es onexa para toda n.

Demostraión. Sea el polinomio P1 (x) denotado por su vetor (a1, a2, . . . , an) on raíes

{r1, r2, . . . , rn} que umplen que |ri| < 1, entones

P1 (x) = xn − a1x
n−1 − a2x

n−2 − . . .− an = (x− r1) (x− r2) . . . (x− rn)

si multipliamos a ada raíz por t ∈ [0, 1], estaríamos uniendo esa raíz on el ero por

medio de una línea reta en el plano omplejo. Como las raíes umplen |ri| < 1 y 0 ≤ t ≤ 1,
entones el polinomio

P2 (x) = (x− tr1) (x− tr2) . . . (x− trn) = xn − b1x
n−1 − b2x

n−2 − . . .− bn

también tiene todas sus raíes dentro del írulo unitario omplejo.

Al utilizar las fórmulas de Viète en el polinomio P2. Se obtienen las relaiones entre los

oe�ientes de P1 y P2:

bi = tiai



Región de Estabilidad 17

De esta manera ualquier punto de la región Kn, por ejemplo (a1, a2, . . . , an) se puede

onetar on el vetor ero sin salirnos de Kn por medio de la urva

γ (t) =
(

ta1, t
2a2, . . . , t

nan
)

on t ∈ [0, 1].

Estos dos resultados araterizan a la región Kn omo un dominio aotado ontenido en

Rn
.

Basándonos en estos resultados y las euaiones de Yule-Walker (Udny Yule en 1927

[35℄ y a Gilbert Walker en 1931 [32℄) podemos probar un teorema que nos aera más a la

araterizaión de la región de estabilidad.

2.2. Euaiones de Yule-Walker

Las euaiones de Yule-Walker relaionan los parámetros de un modelo AR (p) on sus

ovarianzas γk. Son utilizadas para ajustar los parámetros del modelo luego de hallar de

manera muestral sus ovarianzas, pero también sirven para enontrar expresiones erradas

de sus ovarianzas dados sus parámetros.

Dado el modelo AR (p) por medio de la euaión

Yt =

p
∑

i=1

αiYt−i + εt

on αi ∈ R y εt ∼ N (0, σ2).
Al alular E [YtYt−k] de la manera que se hizo en el Ejemplo 1.3.8, se tiene

E [YtYt−k] =

p
∑

i=1

αiE [Yt−iYt−k] + E [εtYt−k]

Si asumimos que el proeso es estaionario, tenemos que E [YtYt−k] = γk para todo k y

para todo t. De tal manera que

γk =

p
∑

i=1

αiγk−i + σ2δk,0

donde k = 0, . . . , p, y δk,0 es la funión delta de Kroneker. También abe notar que por

estaionariedad se umple también que γk = γ−k. Si se organizan estas euaiones de manera

vetorial, se tiene las famosas euaiones de Yule-Walker



















γ0
γ1
γ2
...

γp−1

γp



















=



















α1γ1 + α2γ2 + · · ·+ αpγp + σ2

α1γ0 + α2γ1 + · · ·+ αpγp−1

α1γ1 + α2γ0 + · · ·+ αpγp−2

...
α1γp−2 + α2γp−3 + · · ·+ αpγ1
α1γp−1 + α2γp−2 + · · ·+ αpγ0
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Al reorganizar las euaiones tenemos el siguiente sistema lineal



















1 −α1 −α2 −α3 · · · −αp−2 −αp−1 −αp

−α1 1− α2 −α3 −α4 · · · −αp−1 −αp 0
−α2 −α1 − α3 1− α4 −α5 · · · −αp 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

−αp−1 −αp−2 − αp −αp−3 −αp−4 · · · −α1 1 0
−αp −αp−1 −αp−2 −αp−3 · · · −α2 −α1 1













































γ0
γ1
γ2
γ3
...

γp−2

γp−1

γp



























=



























σ2

0
0
0
...

0
0
0



























Así que si tenemos un modelo Yt =
∑p

i=1 αiYt−i + εt, y queremos hallar sus ovarianzas,

sólo debemos reemplazar sus parámetros en el sistema anterior y resolverlo. Pero también es

neesario deir que no todas las soluiones (dado un onjunto de parámetros) del sistema son

válidas. Por ejemplo, si utilizamos los valores α1 = 4,5831, α2 = −5,2114, α3 = −1,2745. El
sistema tiene la soluión γ0 = −54,2817 que no tiene sentido, ya que sabemos que la varianza

debe ser positiva. Lo que haremos a ontinuaión es determinar uáles parámetros nos llevan

a soluiones que tienen sentido.

La matriz que depende de los αi será importante en lo que sigue del doumento, así que

haremos una de�niión para ella.

De�niión 2.2.1. Sea P un polinomio y A = (a1, a2, . . . , ap) su vetor de oe�ientes,

llamaremos matriz de estabilidad del polinomio P a

B =



















1 −α1 −α2 −α3 · · · −αp−2 −αp−1 −αp

−α1 1− α2 −α3 −α4 · · · −αp−1 −αp 0
−α2 −α1 − α3 1− α4 −α5 · · · −αp 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
−αp−1 −αp−2 − αp −αp−3 −αp−4 · · · −α1 1 0
−αp −αp−1 −αp−2 −αp−3 · · · −α2 −α1 1



















uyas entradas son

bi1 = −αi−1

bij = −αi−j − αi+j−2 ∀j > 1

donde

αk =











−1 si k = 0

ak si k ∈ {1, . . . , p}
0 si k /∈ {1, . . . , p} ∪ {0}

La matriz de estabilidad de un polinomio on vetor de oe�ientes A = (a1, a2, . . . , ap)
la denotaremos omo ME (A) o ME (a1, a2, . . . , ap).

Basándonos en la de�niión de matriz de estabilidad y en la proposiión 2.1.4, podemos

haer una partiión del espaio eulídeo por medio de una lase de equivalenia de la siguiente

manera:
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De�niión 2.2.2. Sean P1 = (a1, a2, . . . , an) y P2 = (b1, b2, . . . , bn) puntos en R
n
tal que

det (ME (P1)) 6= 0 y det (ME (P2)) 6= 0. Diremos que están relaionados por ∼ si existe un

amino de P1 hasta P2 denotado por ψ (t) on P1 = ψ (0) y P2 = ψ (1), de tal manera que

para todo ψ (t) on t ∈ [0, 1] se tiene que det (ME (ψ (t))) 6= 0. Denotaremos esta relaión

por P1 ∼ P2.

La relaión ∼ es de equivalenia sobre el onjunto {P ∈ R
n | det (ME (P )) 6= 0} onsi-

derando que el determinante es una funión ontinua en las entradas de la matriz (por ser

polinomial) y que por lo tanto partiiona a

{P ∈ R
n | det (ME (P )) 6= 0}

en lases de equivalenia.

Adiionalmente, el vetor 0 ∈ {P ∈ R
n | det (ME (P )) 6= 0} ya que det (ME (0)) = 1.

Por lo tanto todo P ∈ [0] umple que det (ME (P )) > 0.

De�niión 2.2.3. Sea [0] := {P ∈ Rn|0 ∼ P} la lase de equivalenia del ero. A esta lase

la llamaremos lase de estabilidad.

Ahora podemos probar el siguiente Lema

Lema 2.2.4. La región de estabilidad es igual a la lase de estabilidad, es deir, Kn = [0].

Demostraión. Si A es el vetor de oe�ientes de un polinomio P estable, entones

det (ME (A)) 6= 0 porque el sistema derivado de las euaiones de Yule-Walker tiene soluión

únia y es onstante. Además, omo el vetor ero orresponde al polinomio estable P (z) =
zn, por la Proposiión 2.1.4 se tiene que existe un amino que une a ero on A, es deir,
A ∈ [0].

La otra impliaión es similar: si A ∈ [0], entones existe un amino que oneta a A
on 0 sin que el determinante se haga ero a lo largo del amino y en A, por lo tanto,

det (ME (A)) 6= 0 , de nuevo por la Proposiión 2.1.4, A es el vetor de oe�ientes de un

polinomio estable.

A manera de resumen de los resultados de la seión se tiene el siguiente teorema

Teorema 2.2.5. Sea el modelo AR (p) desrito por la euaión

Yt =

p
∑

i=1

αiYt−i + εt

on αi ∈ R y εt ∼ N (0, σ2), P su polinomio araterístio, A su vetor de oe�ientes y B =
ME (A) la matriz de estabilidad, entones las siguientes tres a�rmaiones son equivalentes

1. P es estable

2. Yt es estaionario

3. La región de estabilidad ontiene al vetor ero y sus elementos umplen det (B) > 0.
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Demostraión. La equivalenia 1) ⇔ 2) ya quedo demostrada en la Proposiión 1.3.7,

Para 1) ⇔ 3). Teniendo en uenta el Lema 2.2.4 se tiene que det (B) 6= 0 y ontiene

al vetor ero. Así que se tiene que esoger entre det (B) > 0 o det (B) < 0, laramente la

respuesta es det (B) > 0 ya que det (ME (0)) = 1.

La parte 3 del teorema anterior será la que se utilizará más en lo que sigue del doumento,

prinipalmente en enontrar ondiiones que aseguren que la región de estabilidad ontenga

el vetor ero.

2.3. Propiedades adiionales de la Región de Estabilidad

La región de estabilidad tiene otras tres propiedades interesantes. La primera es que no

sólo responde la pregunta de los polinomios on sus raíes dentro del írulo unitario, sino

que on pequeñas modi�aiones también responde la misma pregunta para raíes dentro

de un írulo de radio arbitrario R. La segunda, que no es onvexa para n ≥ 3, es más,

para n lo su�ientemente grande es altamente no onvexa, esto explia por qué es tan difíil

enontrar otas justas de la norma de las raíes para un polinomio arbitrario. La terera,

es que det (B) se puede fatorizar de tal manera que la frontera de la región de estabilidad

se puede desomponer en variedades más simples. A ontinuaión demostraremos estas tres

propiedades.

Proposiión 2.3.1. Sea P1 (x) un polinomio on vetor de oe�ientes (a1, a2, . . . , an), en-
tones todas sus raíes umplen que |z| < R si y solo si el polinomio on P2 (x) on vetor

de oe�ientes reales

(

a1
R
, a2
R2 , . . . ,

an
Rn

)

tiene la propiedad que todas sus raíes umplen que

|z| < 1.

Demostraión. Sea P1 (x) = xn − a1x
n−1 − a2x

n−2 − . . . − an un polinomio que todas sus

raíes umplen que |z| < R. Sean {r1, r2, . . . , rn} sus raíes, entones

P1 (x) = (x− r1) (x− r2) . . . (x− rn)

por lo tanto, el polinomio

P2 (x) =
(

x− r1
R

)(

x− r2
R

)

. . .
(

x− rn
R

)

tiene todas sus raíes on la propiedad |z| < 1

Resolviendo el polinomio y usando las fórmulas de Viète �nalmente se llega a:

P2 (x) = xn − b1x
n−1 − b2x

n−2 − . . .− bn = xn − a1
R
xn−1 − a1

R2
xn−2 − . . .− a1

Rn

Proposiión 2.3.2. La región de estabilidad Kn no es onvexa para n ≥ 3.
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Demostraión. Sea P (x) = (x+ c)n on c ∈ (−1, 1). Este polinomio está en la región Kn por

de�niión. Si onetamos este polinomio de manera lineal en los oe�ientes on el polinomio

R (x) = xn, entones se tiene la siguiente familia de polinomios on t ∈ [0, 1].

Qt (x)
.
= (1− t) xn + tP (x)

De tal manera que si los oe�ientes del polinomio P son (a1, a2, . . . , an), entones los

oe�ientes del polinomio Q son (ta1, ta2, . . . , tan). Esto en el espaio de los oe�ientes es

unir el vetor (a1, a2, . . . , an) on el vetor (0, 0, . . . , 0) por medio de una línea reta.

Veremos que existen valores de t ∈ (0, 1) y c ∈ (−1, 1) para los uales el polinomio Q
tiene raíes por fuera del írulo unitario omplejo para n ≥ 3.

Sea x0 una raíz de Q, entones

(1− t) xn0 + t (x0 + c)n = 0

(

1 +
c

x0

)n

=
t− 1

t

x0 =
c

(

t−1
t

)
1
n − 1

Sea t = 2
3
, entones

x0 =
c

(

−1
2

)
1
n − 1

Usando la identidad de Euler eiθ = cosθ + isenθ tenemos que

(

−1

2

)
1
n

− 1 = 2−
1
n

[(

cos
(π

n

)

− 2
1
n

)

+ isen
(π

n

)]

por lo tanto,

|x0| = |c|

2−
1
n

√

(

cos(π
n)−2

1
n

)2
+sen2(π

n)

= |c|

2−
1
n

√

1+2
2
n −2

1
n+1cos(π

n)

= |c|

2−
1
n

√

1+2
1
n

(

2
1
n−2cos(π

n)
)

usando la desigualdad

2
1
n − 2cos (θ) < θ2 − 2 + 2

1
n

tenemos que

|x0| >
|c|

2−
1
n

√

1 + 2
1
n

(

(

π
n

)2 − 2 + 2
1
n

)
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si queremos que la raíz se salga del irulo unitario, se debe umplir que

|c|

2−
1
n

√

1 + 2
1
n

(

(

π
n

)2 − 2 + 2
1
n

)

> 1

on |c| < 1
Es deir, debemos enontrar para qué valores de n se umple que

2−
1
n

√

1 + 2
1
n

(

(π

n

)2

− 2 + 2
1
n

)

< 1

Reesribiendo la anterior desigualdad llegamos a

π2

n2
< 2− 2−

1
n

La ual se umple para n > 2,85898. Así que para valores n ≥ 3 la región Kn no es

onvexa.

De esta manera para t = 2/3 el valor de c se puede tomar en el intervalo

1 > |c| > 2−
1
n

√

1 + 2
1
n

(

(π

n

)2

− 2 + 2
1
n

)

Para K0, K1 y K2 se puede omprobar diretamente que la región es onvexa ya que se

trata de un punto, una línea reta y un triángulo relleno respetivamente.

Según el teorema anterior, vemos que para n = 3, c puede tomar los valores |c| ∈
(0,95548, 1), para n = 10, |c| ∈ (0,31076, 1) y uando n→ ∞, |c| ∈ (0, 1).

Esto quiere deir que a medida que n ree, la región Kn se onvierte rápidamente en

una región altamente no onvexa. Esta es una de las razones de la di�ultad de enontrar

otas muy erradas para la norma de las raíes de un polinomio de un grado alto omo se

puede ver en [14℄. Al mismo tiempo, esto explia el mal ondiionamiento de hallar las raíes

de un polinomio a partir de sus oe�ientes, omo el ejemplo de [34℄.

Retomando el Teorema 2.2.5, en el punto 3 vemos que una de las araterizaiones de la

región de estabilidad está dada en términos de det (B) > 0, donde B = ME(A) y A es el

vetor de oe�ientes del polinomio. Por lo tanto, la frontera de esta región está determinada

por det (B) = 0, omo veremos en el siguiente teorema, det (B) se puede fatorizar, de tal

manera que esta n−variedad que determina la frontera es una oleión de otras más simples.

Teorema 2.3.3. Sea A = (a1, a2, . . . , ap) el vetor de oe�ientes del polinomio P y B su

matriz de estabilidad, entones det (B) se puede fatorizar de la siguiente manera:

det(B) =

(

1−
p
∑

i=1

αi

)(

1−
p
∑

i=1

(−1)i αi

)

det(D)

donde
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D =















1 0 0 · · · 0
−α1 1 0 · · · 0
−α2 −α1 1 · · · 0
... −α2

...
. . .

...
−αp−2 · · · −α2 −α1 1















−



















−α2 −α3 −α4 · · · −αp

−α3 −α4

... . .
. ...

−α4

... −αp · · · 0
... −αp 0 · · · 0

−αp 0 0 · · · 0



















Demostraión. Reordamos que las entradas de la matriz B se pueden expresar así:

bi1 = −αi−1

bij = −αi−j − αi+j−2 ∀j > 1

donde

αk =











−1 si k = 0

ak si k ∈ {1, . . . , p}
0 si k /∈ {1, . . . , p} ∪ {0}

Si se suman alternadamente las olumnas de B denotadas por Cj y reemplazando el

resultado en la primera olumna denotada por C1. Es deir,

p+1
∑

j=1

(−1)j+1Cj → C1

Las entradas bi1 quedarían:

p+1
∑

j=1

(−1)j αi−j +

p+1
∑

j=2

(−1)j αj+i−2

que es igual a

(−1)i (α0 − α1 + α2 − . . .+ (−1)p αp)

Por lo tanto se tiene que det (B) se puede expresar omo

(

1−
p
∑

i=1

(−1)i αi

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −α1 −α2 −α3 · · · −αp−2 −αp−1 −αp

−1 1− α2 −α3 −α4 · · · −αp−1 −αp 0
1 −α1 − α3 1− α4 −α5 · · · −αp 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

(−1)p+1 −αp−2 − αp −αp−3 −αp−4 · · · −α1 1 0
(−1)p −αp−1 −αp−2 −αp−3 · · · −α2 −α1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Cabe resaltar que a pesar que se ambió el signo del determinante

⌊

p+1
2

⌋

vees, al dejar

las olumnas C2, . . . Cn on el mismo signo se ambia de nuevo el signo del determinante

⌊

p+1
2

⌋

vees, es deir, no varía el signo.
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A ontinuaión se haen las siguientes operaiones de �las para i ∈ {1, . . . , p− 1} en la

matriz

Ri +Ri+1 → Ri

Lo que nos da eros en la primer olumna, exepto en la última entrada que da (−1)p.
Y en el resto de entradas:

bij = −αi−j − αi+j−2 − αi−j+1 − αi+j−1 ∀j > 1

es deir,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1− α1 − α2 −α2 − α3 −α3 − α4 · · · −αp−2 − αp−1 −αp−1 − αp −αp

0 1− α2 − α1 − α3 −α3 + 1− α4 −α4 − α5 · · · −αp−1 − αp −αp 0
0 −α1 − α3 − α2 − α4 1− α4 − α1 − α5 1− α5 · · · −αp 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 −αp−2 − αp − αp−1 −αp−3 − αp−2 −αp−4 − αp−3 · · · −α1 − α2 1− α1 1
(−1)

p −αp−1 −αp−2 −αp−3 · · · −α2 −α1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Como la dimensión de la matriz es p + 1 al tomar el elemento (−1)p omo pivote, nos

queda (−1)2p = 1, así que el determinante anterior es igual al determinante de la submatriz

bij on 1 ≤ i ≤ p, 2 ≤ j ≤ p+ 1.
Renombrando los índies tenemos que nos queda la matriz K on entradas:

kij = −αi−j−1 − αi+j−1 − αi−j − αi+j

que en notaión matriial queda

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1− α1 − α2 −α2 − α3 −α3 − α4 · · · −αp−2 − αp−1 −αp−1 − αp −αp

1− α2 − α1 − α3 −α3 + 1− α4 −α4 − α5 · · · −αp−1 − αp −αp 0
−α1 − α3 − α2 − α4 1− α4 − α1 − α5 1− α5 · · · −αp 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...

−αp−2 − αp − αp−1 −αp−3 − αp−2 −αp−4 − αp−3 · · · −α1 − α2 1− α1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A esta nueva matriz le reemplazamos la primera olumna por la suma de sus olumnas

impares:

⌈ p
2⌉
∑

j=1

C2j−1 → C1

Es deir, las entradas ki1 quedarían

⌈ p

2⌉
∑

j=1

ki,2j−1 =

⌈ p

2⌉
∑

j=1

(−αi−2j − αi+2j−2 − αi−2j+1 − αi+2j−1)

El primer y terer término son todos los αk on k ≤ i− 1 y el segundo y uarto término

son todos los αk on k ≥ i. Es deir,
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− (αi−2 + αi−4 + . . .+ α0)−(αi + αi+2 + . . .+ αp−1)−(αi−1 + αi−3 + . . .+ α1)−(αi+1 + αi+3 + . . .+ αp)

reorganizando términos queda

−
p
∑

i=0

αp

de esta manera se puede expresar en términos del segundo fator omo:

(

1−
p
∑

i=1

αi

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −α2 − α3 −α3 − α4 · · · −αp−2 − αp−1 −αp−1 − αp −αp

1 −α3 + 1− α4 −α4 − α5 · · · −αp−1 − αp −αp 0
1 1− α4 − α1 − α5 1− α5 · · · −αp 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

1 −αp−3 − αp−2 −αp−4 − αp−3 · · · −α1 − α2 1− α1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A la matriz resultante el haemos las siguientes operaiones en las �las para j ∈ {1, . . . , p− 1}.

Rj+1 − Rj → Rj

El resultado de la primera olumna son eros, exepto la entrada p − ésima que sería

uno. Para las otras olumnas:

kij = (αi+j−1 − αi+j+1) + (αi−j−1 − αi−j+1)

Como se multiplió p − 1 vees las �las del determinante por −1, se tiene un fator de

(−1)p−1
en el determinante.

es deir,

(−1)p−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 + α2 − α4 α3 − α5 · · · αp−2 − αp αp−1 αp

0 −α1 + α3 − α5 1 + α4 − α6 · · · αp−1 αp 0
0 −1− α2 + α4 − α6 −α1 + α5 − α7 · · · αp 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

1 −αp−3 − αp−2 −αp−4 − αp−3 · · · −α1 − α2 1− α1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Tomando omo pivote el uno de la primera olumna y omo está en la posiión p, podemos

quedarnos on el determinante de la submatriz cij on 2 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ p−1, multipliado

por (−1)p−1
. Es deir, que on el (−1)p−1

exterior queda un fator de (−1)2p−2 = 1

Reorganizando los índies tenemos una nueva matriz C on entradas

cij = (αi+j − αi+j+2) + (αi−j−2 − αi−j)
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + α2 − α4 α3 − α5 · · · αp−2 − αp αp−1 αp

−α1 + α3 − α5 1 + α4 − α6 · · · αp−1 αp 0
−1 − α2 + α4 − α6 −α1 + α5 − α7 · · · αp 0 0

...
...

. . .
...

...
...

αp − αp−2 + αp−4 αp−5 − αp−3 · · · −1 − α2 −α1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ahora, del determinante que queda, haemos las siguientes operaiones para k ∈
{

1, . . . ,
⌈

p−1
2

⌉}

:

⌈ p−1
2 ⌉
∑

i=k

C2i → C2k

⌈ p−1
2 ⌉
∑

i=k

C2i−1 → C2k−1

llamando dij las entradas de esta nueva matriz, tenemos

di,2j =

⌈ p−1
2 ⌉
∑

k=j

ci,2k =

⌈ p−1
2 ⌉
∑

k=j

(αi+2k − αi+2k+2) + (αi−2k−2 − αi−2k)

Teniendo en uenta que se trata de series telesópias y que los términos uando k =
⌈

p−1
2

⌉

son ero, tenemos

di,2j = αi+2j − αi−2j

de la misma manera se prueba para los impares.

Finalmente resultando que la matriz queda on entradas

di,j = αi+j − αi−j

es deir,

D =















1 0 0 · · · 0
−α1 1 0 · · · 0
−α2 −α1 1 · · · 0
... −α2

...
. . .

...
−αp−2 · · · −α2 −α1 1















−



















−α2 −α3 −α4 · · · −αp

−α3 −α4

... . .
. ...

−α4

... −αp · · · 0
... −αp 0 · · · 0

−αp 0 0 · · · 0



















Interpretando este teorema llegamos a la onlusión que la frontera de Kn está ompuesta

por tres (n− 1)−variedades, dos de ellas son hiperplanos y la otra es una (n− 1)−variedad
uya expresión algebraia está dada por el det (D) = 0. Debido a que los hiperplanos son

relativamente senillos, nos referiremos a ellos diretamente por su euaión. La expresión

para det (D) será de vital importania, así que daremos una de�niión para ella.
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Figura 2.3.1: Frontera no lineal de estabilidad para un polinomio de grado 3

De�niión 2.3.4. Llamaremos frontera no lineal de estabilidad a la euaión

det (D) = 0

donde

D =















1 0 0 · · · 0
−α1 1 0 · · · 0
−α2 −α1 1 · · · 0
... −α2

...
. . .

...
−αp−2 · · · −α2 −α1 1















−



















−α2 −α3 −α4 · · · −αp

−α3 −α4

... . .
. ...

−α4

... −αp · · · 0
... −αp 0 · · · 0

−αp 0 0 · · · 0



















Cabe notar que la matriz de la de�niión anterior es una matriz de tipo Toeplitz+Hankel,
y esto será de muha ayuda en el siguiente apítulo en el momento de diseñar un algoritmo de

tiempo O (nlog2 (n)) para determinar estabilidad. En la Figura 2.3.1 se muestra la frontera

no lineal de estabilidad para p = 3, se trata de un paraboloide hiperbólio.

2.4. Puntos sobre la frontera de estabilidad.

En la seión anterior, espeí�amente en el Teorema 2.3.3, demostramos que det (B) se
puede fatorizar, esto nos da la oportunidad de expresar la frontera det (B) = 0 en términos

de variedades mas simples. Veremos los puntos de interseión de estas variedades y algunas

expresiones que nos permitirán saber qué tipo de polinomios viven en ada una de ellas,

también se deduirán fórmulas que involuran los puntos de interseión, éstas seran útiles

posteriormente para desarrollar el algoritmo de estabilidad y para araterizar la región Kn.

En la seión anterior se demostró que

det(B) =

(

1−
p
∑

i=1

αi

)(

1−
p
∑

i=1

(−1)i αi

)

det(D)
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Por lo tanto los puntos en la región de estabilidad deben umplir por separado

(

1−
p
∑

i=1

αi

)

> 0

(

1−
p
∑

i=1

(−1)i αi

)

> 0

det (D) > 0

Esto debido a que el vetor ero pertenee a la región de estabilidad y ada una de

esas antidades evaluadas en ero son iguales a uno. Por lo tanto, uando un polinomio se

enuentra en la frontera de estabilidad alguna de las expresiones es igual a ero.

Estamos en la búsqueda de qué tipo de polinomios vive en ada una de las expresiones

(1−
∑p

i=1 αi) = 0,
(

1−
∑p

i=1 (−1)i αi

)

= 0, y det (D) = 0.

Para las dos primeras, si P (x) = xp −α1x
p−1− . . .−αp, vemos que expresan P (1) = 0 y

P (−1) = 0, por lo tanto, la primera expresión es un hiperplano en el que están los polinomios

que tienen a x = 1 omo raíz, y en la segunda, un hiperplano que tiene a los polinomios on

x = −1 omo raiz.

Para araterizar qué tipo de polinomios están en det (D) = 0 se neesita más trabajo.

Para empezar, demostraremos que det (D) = 0 pasa por todos los polinomios de la forma

(x− 1)p+1−k (x+ 1)k−1
on k = 1, . . . , p+1, para p ≥ 3. De esta manera, por el párrafo ante-

rior, tenemos que la interseión de det (D) = 0 on el primer hiperplano (1−
∑p

i=1 αi) = 0

orresponde a k = 1, . . . p, y on el segundo hiperplano

(

1−
∑p

i=1 (−1)i αi

)

= 0, orrespon-

de a k = 2, . . . p + 1. Para demostrar que det (D) = 0 pasa por todos los polinomios de la

forma (x− 1)p+1−k (x+ 1)k−1
on k = 1, . . . , p + 1 on p ≥ 3, demostraremos primero un

Lema.

Lema 2.4.1. Los oe�ientes Pk,i del polinomio

(x+ 1)p−k+1 (x− 1)k−1 = xp − Pk,1x
p−1 − Pk,2x

p−2 − . . .− Pk,p

se pueden expresar omo

Pk,i =

p−i
∑

j=0

(−1)k+j

(

p− k + 1

p− i− j

)(

k − 1

j

)

donde i = 1, . . . , p y k = 1, . . . , p+ 1

Demostraión. El polinomio (x+ 1)p−k+1
se puede expresar omo

p+1−k
∑

i=0

(

p− k + 1

i

)

xi

de la misma manera el polinomio (x− 1)k−1
se expresa
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k−1
∑

i=0

(−1)k−1−i

(

k − 1

i

)

xi

Al multipliar estas dos expresiones, agrupar términos y onsiderar que los Pk,i son ne-

gativos por de�niión, vemos que el oe�iente del término xp−i
es:

Pk,i =

p−i
∑

j=0

(−1)k+j

(

k − 1

j

)(

p− k + 1

p− i− j

)

Proposiión 2.4.2. Los polinomios (x+ 1)p−k+1 (x− 1)k−1
representados por los puntos

Pk
.
= (Pk,1, Pk,2, . . . , Pk,p) on k = 1, . . . , p + 1 perteneen a la variedad det (D) = 0 para

p ≥ 3.

Demostraión. Para empezar, para p = 2 no se umple porque det (D) = 1 + α2 no toma el

valor ero en el punto P2, que orresponde al polinomio (x+ 1) (x− 1), explíitamente:

P1 = (P1,1, P1,2) = (−2,−1) umple que det (D) = 0
P2 = (P2,1, P2,2) = (0, 1) umple que det (D) = 2
P3 = (P3,1, P3,2) = (2,−1) umple que det (D) = 0

Para p ≥ 3 las entradas de D se pueden expresar de la siguiente manera:

di,j = αi+j − αi−j

donde

αk =











−1 si k = 0

ak si k ∈ {1, . . . , p}
0 si k ∈ {0, 1, . . . , p}c

Denotemos por F k
i la i− ésima �la de la matriz D al ser evaluada en el punto Pk. Como

debemos demostrar que det (D) = 0 para los puntos Pk, lo haremos mostrando que la primera

y la última �la umplen que F1 = (−1)k Fp−1.

Para empezar mostraremos que

Pk,m = (−1)k+1 Pk,p−m

para todo m ∈ {0, . . . , p}
Es deir,

p−m
∑

j=0

(−1)k+j

(

k − 1

j

)(

p− k + 1

p−m− j

)

= (−1)k+1
m
∑

j=0

(−1)k+j

(

k − 1

j

)(

p− k + 1

m− j

)

Basta ver que se umple para j ∈ {0, . . . , k − 1} ya que para otros valores de j, el fator
(

k−1
j

)

= 0. Así que se debe demostrar que
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k−1
∑

j=0

(−1)k+j

(

k − 1

j

)(

p− k + 1

p−m− j

)

= (−1)k+1
k−1
∑

j=0

(−1)k+j

(

k − 1

j

)(

p− k + 1

m− j

)

Comparando los términos simétrios de ambas series tenemos que el término j de la

izquierda es

(−1)k+j

(

k − 1

j

)(

p− k + 1

p−m− j

)

mientras que el término k − 1− j de la dereha es

(−1)k+1+k+k−1−j
(

k−1
k−1−j

)(

p−k+1
m−k+1+j

)

= (−1)3k−j
(

k−1
j

)(

p−k+1
p−m−j

)

= (−1)k+j
(

k−1
j

)(

p−k+1
p−m−j

)

De tal manera que hay una orrespondenia 1 − 1 entre los términos de la dereha y la

izquierda, exepto por el fator (−1)k+1
. Esto muestra que Pk,m = (−1)k+1 Pk,p−m

Ahora para mostrar que F1 = (−1)k Fp−1 veremos que se umple para ada una de las

entradas de las �las es deir:

α2 − α0 = (−1)k (αp − αp−2) para la entrada 1

y α1+j = (−1)k (−αp−1−j) para las entradas 2 ≤ j ≤ p− 1
Lo ual se prueba reemplazando αm = Pk,m y usando lo anteriormente demostrado, es

deir, Pk,m = (−1)k+1 Pk,p−m.

2.4.1. Ortogonalidad de los puntos en las interseiones

Adiionalmente estos puntos Pk,i umplen una propiedad de ortogonalidad que será muy

importante después. Primero se demostrará un lema.

Lema 2.4.3. Sean P p
k =

(

P p
k,1, . . . , P

p
k,p

)T
los oe�ientes del polinomio (x+ 1)p−k+1 (x− 1)k−1 =

xp − P p
k,1x

p−1 − P p
k,2x

p−2 − . . .− P p
k,p, entones se umplen las siguientes reursiones:

P p
k =

(

P p−1
k

0

)

+

(

−1

P p−1
k

)

∀k {1, . . . p}

P p
k =

(

P p−1
k−1

0

)

−
(

−1

P p−1
k−1

)

∀k {2, . . . p+ 1}

donde

(

P p−1
k

0

)

representa al vetor











P p−1
k,1
...

P p−1
k,p−1

0











y

(

−1

P p−1
k

)

representa al vetor











−1

P p−1
k,1
...

P p−1
k,p−1











, además, P 0
0 = −1.
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Demostraión. Por la de�niión de P p
k,i:

P p
k = coef

[

(x+ 1)p−k+1 (x− 1)k−1
]

=
(

P p
k,1, . . . , P

p
k,p

)T

vemos que

P p−1
k = coef

[

(x+ 1)p−k (x− 1)k−1
]

=
(

P p−1
k,1 , . . . , P

p−1
k,p−1

)T

pero

coef
[

(x+ 1)p−k+1 (x− 1)k−1
]

= coef
[

(x+ 1)p−k (x− 1)k−1 (x+ 1)
]

∀k ∈ {1, . . . p}

(

P
p
k,1, . . . , P

p
k,p

)T

=
(

−1 + P
p−1
k,1 , P

p−1
k,1 + P

p−1
k,2 , . . . , P

p−1
k,p−2 + P

p−1
k,p−1, P

p−1
k,p−1 + 0

)T

∀k ∈ {1, . . . p}

Para el otro aso se proede igual pero notando que:

coef
[

(x+ 1)p−k+1 (x− 1)k−1
]

= coef
[

(x+ 1)p−k+1 (x− 1)k−2 (x− 1)
]

∀k ∈ {2, . . . p+ 1}

y usando

P p−1
k−1 = coef

[

(x+ 1)p−k+1 (x− 1)k−2
]

=
(

P p−1
k−1,1, . . . , P

p−1
k−1,p−1

)T

de donde se obtiene que

(

P
p
k,1, . . . , P

p
k,p

)T

=
(

1 + P
p−1
k,1 ,−P

p−1
k,1 + P

p−1
k,2 , . . . ,−P

p−1
k,p−2 + P

p−1
k,p−1,−P

p−1
k,p−1 + 0

)T

∀k ∈ {2, . . . p+ 1}

Basándonos en este lema podemos demostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.4.4. Sean P p
k,i los oe�ientes del polinomio (x+ 1)p−k+1 (x− 1)k−1 = xp −

P p
k,1x

p−1 − P p
k,2x

p−2 − . . .− P p
k,p, entones umplen que.

p
∑

i=0

P p
k,iP

p
i+1,j = 2pδk,j+1 ∀k ∈ {1, . . . , p+ 1} ∀j ∈ {0, . . . , p}

donde δk,j+1 = 1 sólo si k = j + 1 y δk,j+1 = 0 en otro aso. Por onsistenia se toma

P p
k,0 = −1.

Demostraión. Se demostrará por induión, primero veamos que se umple para p = 1.
Para este aso los puntos son los oe�ientes de

x+ 1 = −P 1
1,0x− P 1

1,1

y
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x− 1 = −P 1
2,0x− P 1

2,1

por lo tanto,

P 1
1,0 = −1, P 1

1,1 = −1, P 1
2,0 = −1, P 1

2,1 = 1

1
∑

i=0

P 1
k,iP

1
i+1,j = P 1

k,0P
1
1,j + P 1

k,1P
1
2,j

Es deir, al organizarlo omo matriz tenemos

(

−1 −1
−1 1

)

.

(

−1 −1
−1 1

)

=

(

21 0
0 21

)

Y se tiene el resultado para p = 1.
La demostraión del paso indutivo se hará en dos partes, la primera ubre el aso uando

k 6= p+ 1 y la segunda el aso uando k = p + 1.
Caso k 6= p+ 1
Reesribiendo la primera y segunda igualdad del lema anterior quedarían

P p
k,i = P p−1

k,i + P p−1
k,i−1 k < p+ 1

P p
i+1,j = P p−1

i,j − P p−1
i,j−1 i > 0

on P p
k,0 = −1 y P p−1

k,p = 0

p
∑

i=0

P p
k,iP

p
i+1,j =

p−1
∑

i=0

P p
k,iP

p
i+1,j + P p

k,pP
p
p+1,j

Apliando la primera reursión del lema anterior al primer término del lado dereho de

la igualdad.

p
∑

i=0

P p
k,iP

p
i+1,j =

p−1
∑

i=0

P p−1
k,i P

p
i+1,j +

p−1
∑

i=0

P p−1
k,i−1P

p
i+1,j + P p

k,pP
p
p+1,j

Apliando de nuevo la primera reursión del lema anterior al primer término del lado

dereho y empezando la segunda sumatoria del lado dereho en i = 1:

p
∑

i=0

P p
k,iP

p
i+1,j =

p−1
∑

i=0

P p−1
k,i P

p−1
i+1,j +

p−1
∑

i=0

P p−1
k,i P

p−1
i+1,j−1 +

p−1
∑

i=1

P p−1
k,i−1P

p
i+1,j + P p

k,pP
p
p+1,j

Apliando la segunda reurión del lema anterior a la terera sumatoria del lado dereho

y renombrando índies

p
∑

i=0

P p
k,iP

p
i+1,j =

p−1
∑

i=0

P p−1
k,i P

p−1
i+1,j+

p−1
∑

i=0

P p−1
k,i P

p−1
i+1,j−1+

p−2
∑

i=0

P p−1
k,i P

p−1
i+1,j−

p−2
∑

i=0

P p−1
k,i P

p−1
i+1,j−1+P

p
k,pP

p
p+1,j
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Al ompletar la terera y uarta suma del lado dereho hasta i = p − 1 y usando que

P p
p+1,j = P p−1

p,j − P p−1
p,j−1

p
∑

i=0

P
p
k,i

P
p
i+1,j =

p−1
∑

i=0

P
p−1
k,i

P
p−1
i+1,j +

p−1
∑

i=0

P
p−1
k,i

P
p−1
i+1,j−1 +

p−1
∑

i=0

P
p−1
k,i

P
p−1
i+1,j −

p−1
∑

i=0

P
p−1
k,i

P
p−1
i+1,j−1 + P

p
p+1,j

(

P
p
k,p

− P
p−1
k,p−1

)

Es deir

p
∑

i=0

P p
k,iP

p
i+1,j = 2

p−1
∑

i=0

P p−1
k,i P

p−1
i+1,j + P p

p+1,j

(

P p
k,p − P p−1

k,p−1

)

p
∑

i=0

P p
k,iP

p
i+1,j = 2

p−1
∑

i=0

P p−1
k,i P

p−1
i+1,j + P p

p+1,j

(

P p−1
k,p + P p−1

k,p−1 − P p−1
k,p−1

)

Como la suma dentro del paréntesis es 0, entones nos quedamos on

p
∑

i=0

P p
k,iP

p
i+1,j = 2

p−1
∑

i=0

P p−1
k,i P

p−1
i+1,j

Por hipótesis indutiva se tiene el resultado

p
∑

i=0

P p
k,iP

p
i+1,j = 2pδk,j+1

Caso k = p+ 1
Reesribiendo la segunda igualdad del lema anterior quedaría

P p
k+1,i = P p−1

k,i − P p−1
k,i−1 k > 1

on P p
k,0 = −1 y P p−1

k,p = 0
Apliando la segunda igualdad del lema anterior y separando el término i = p

p
∑

i=0

P p
p+1,iP

p
i+1,j =

p−1
∑

i=0

P p−1
p,i P

p
i+1,j −

p−1
∑

i=0

P p−1
p,i−1P

p
i+1,j + P p

p+1,pP
p
p+1,j

Usando la primera igualdad del lema anterior

p
∑

i=0

P p
p+1,iP

p
i+1,j =

p−1
∑

i=0

P p−1
p,i P

p−1
i+1,j +

p−1
∑

i=0

P p−1
p,i P

p−1
i+1,j−1 −

p−1
∑

i=0

P p−1
p,i−1P

p
i+1,j + P p

p+1,pP
p
p+1,j

Reorganizando los índies de la terera suma y ompletando hasta i = p− 1

p
∑

i=0

P p
p+1,iP

p
i+1,j =

p−1
∑

i=0

P p−1
p,i P

p−1
i+1,j+

p−1
∑

i=0

P p−1
p,i P

p−1
i+1,j−1−

p−1
∑

i=0

P p−1
p,i P p

i+2,j+P
p
p+1,pP

p
p+1,j+P

p−1
p,p−1P

p
p+1,j
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Apliando la segunda igualdad del lema anterior a la terera sumatoria

p
∑

i=0

P
p
p+1,iP

p
i+1,j =

p−1
∑

i=0

P
p−1
p,i

P
p−1
i+1,j +

p−1
∑

i=0

P
p−1
p,i

P
p−1
i+1,j−1 −

p−1
∑

i=0

P
p−1
p,i

P
p−1
i+1,j +

p−1
∑

i=0

P
p−1
p,i

P
p−1
i+1,j−1 + P

p
p+1,j

(

P
p
p+1,p + P

p−1
p,p−1

)

Sumando términos semejantes

p
∑

i=0

P p
p+1,iP

p
i+1,j = 2

p−1
∑

i=0

P p−1
p,i P p−1

i+1,j−1 + P p
p+1,j

(

P p−1
p,p − P p−1

p,p−1 + P p−1
p,p−1

)

Lo que resulta en

p
∑

i=0

P p
p+1,iP

p
i+1,j = 2

p−1
∑

i=0

P p−1
p,i P

p−1
i+1,j−1

Si k = j + 1, entones omo estamos en el aso k = p+ 1, j = p.

p
∑

i=0

P p
p+1,iP

p
i+1,p = 2

p−1
∑

i=0

P p−1
p,i P

p−1
i+1,p−1

y por induión se sigue el resultado

p
∑

i=0

P p
p+1,iP

p
i+1,p = 2p

si k 6= j + 1 entones j 6= p y también por hipótesis indutiva se tiene que

p
∑

i=0

P p
p+1,iP

p
i+1,j = 0

Esta uriosa relaión de los oe�ientes de los polinomios (x+ 1)p−k+1 (x− 1)k−1
nos da

omo resultado adiional la siguiente igualdad

Corolario 2.4.5. Se umple la siguiente igualdad

p
∑

i=0

p−i
∑

m=0

p−j
∑

n=0

(−1)i+k+m+n

(

p− k

p− i−m

)(

p− i

p− j − n

)(

k

m

)(

i

n

)

= 2pδk,j

De la que se tiene la relaión

p
∑

i=0

(

p

i

)

= 2p

uando k = j = 0.
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Demostraión. El resultado es inmediato a partir del anterior teorema y por el Lema 2.4.1

P p
k,i =

p−i
∑

j=0

(−1)k+j

(

p− k + 1

p− i− j

)(

k − 1

j

)

Luego de ambiár el índie k → k + 1 se obtiene el resultado.

Para la segunda formula si k = j = 0 entones

p
∑

i=0

p−i
∑

m=0

p
∑

n=0

(−1)i+m+n

(

p

p− i−m

)(

p− i

p− n

)(

0

m

)(

i

n

)

por lo tanto m = 0

p
∑

i=0

p
∑

n=0

(−1)i+n

(

p

p− i

)(

p− i

p− n

)(

i

n

)

(

p−i

p−n

)(

i

n

)

6= 0 sólo si n = i, por lo tanto

p
∑

i=0

(

p

p− i

)

=

p
∑

i=0

(

p

i

)

= 2pδ0,0 = 2p

A modo de resumen de la seión. Vimos qué forma tenían los puntos de interseión de

la frontera no lineal de estabilidad on ada uno de los hiperplanos (Lema 2.4.1 y Proposi-

ión 2.4.2) y una manera reursiva de hallar estos puntos (Lema 2.4.3). Una propiedad de

ortogonalidad de los puntos de interseión (Teorema 2.4.4) que omo subproduto se obtuvo

una bonita relaión de ombinatoria (Corolario 2.4.5).

2.5. Menores entrales

Repasemos lo que se ha heho hasta el momento. Hemos dado ondiiones neesarias

y su�ientes para la estabilidad de polinomios (Teorema 2.2.5). La ondiión que estamos

tratando de depurar es la que die que la región de estabilidad ontiene el vetor ero y que

además det (B) > 0. El punto ruial si queremos tener éxito en esta aproximaión es deidir

uándo un polinomio está en la misma lase del vetor ero, ya que un polinomio puede

umplir que det (B) > 0 y no ser estable. Por ejemplo:

P (x) = x4 + 5x2 + 6

uya matriz de estabilidad es:

B =













1 0 5 0 6
0 6 0 6 0
5 0 7 0 0
0 11 0 1 0
6 0 5 0 1
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resulta que det (B) = 7200 > 0, pero sus raíes tienen norma

√
2 o

√
3 y por lo tanto, no

es estable el polinomio. En lo que sigue de la seión desarrollaremos nuevas herramientas

que nos permitirán desartar este tipo de polinomios.

También vimos que la frontera de la región, det (B) = 0, es la unión de tres fronteras; dos

hiperplanos y una variedad que hemos llamado frontera no lineal de la región de estabilidad

y que hemos denotado por det (D) = 0. Sabemos que el interior de la frontera no lineal no

ontiene polinomios on raíes z = ±1 (porque perteneen a los hiperplanos). Adiionalmen-

te, omo los polinomios en uestión tienen oe�ientes reales debe haber una antidad k1 de
parejas de raíes omplejas unitarias, k2 parejas de raíes omplejas on norma menor que

uno y n− 2 (k1 + k2) raíes reales. Es deir, son de la forma

k1
∏

i=1

(

x2 + 2uix+ 1
)

k2
∏

k=1

(

x2 + 2wkrkx+ r2k
)

n−2(k1+k2)
∏

j=1

(x+ vj)

on ui, wk, r
2
k, vj ∈ (−1, 1)

De estos tres fatores del polinomio, el únio que aporta para que esté en det (D) = 0, es
el que tiene raíes unitarias, es deir,

k1
∏

i=1

(

x2 + 2uix+ 1
)

Los otros fatores y en espeial las onstantes wk, r
2
k, vj funionan omo parámetros de la

super�ie. Por otro lado, un polinomio de la forma x2+2wkrkx+r
2
k y un par de polinomios de

la forma (x+ vj1) (x+ vj2) = x2 + (vj1 + vj2)x+ vj1vj2, onsta ada uno de dos parámetros,

el primero de wk, rk y el segundo de vj1 , vj2, respetivamente. Así que para efetos de

la parametrizaión de la super�ie sólo es neesario usar una de las dos representaiones,

∏

(x2 + 2wkrkx+ r2k) o
∏

(x+ vj), así representen polinomios distintos sobre la super�ie

failita muho los álulos al disponer de fórmulas menos ompliadas en lo que sigue del

doumento, al �n y al abo se trata de raíes que se enuentran en el interior del írulo

unitario. Adiionalmente, on los fatores del tipo

∏

(x+ vj) podemos inluir polinomios de

grado impar, mientras que on

∏

(x2 + 2wkrkx+ r2k) solo podríamos inluir polinomios de

grado par.

Dada la disusión del párrafo anterior, vamos a interambiar los k2 fatores de
∏

(x2 + 2wkrkx+ r2k)
por 2k2 fatores de

∏

(x+ vj). Uni�ando esto, sólo para efetos de parametrizaión y sin

perder generalidad, para el estudio de la super�ie det (D) = 0, sólo son neesarios los

polinomios de la forma

k
∏

i=1

(

x2 + 2uix+ 1
)

n−2k
∏

j=1

(x+ vj)

donde k ∈
{

1, . . . ,
⌊

n
2

⌋}

y ui, vj ∈ (−1, 1). Faltaría determinar para qué valores de k se

umple que det (D) = 0. Para empezar nuestra búsqueda vamos a denotar a este tipo de

polinomios de una manera abreviada.



Región de Estabilidad 37

De�niión 2.5.1. Sea P (x) el polinomio de grado n de�nido por

f
∏

i=1

(

x2 + 2uix+ 1
)

n−2f
∏

j=1

(x+ vj)

on ui, vj ∈ (−1, 1). Y 1 ≤ f ≤
⌊

n
2

⌋

Diremos que es un polinomio de la forma fn, donde f representa la antidad de pares de

raíes omplejas unitarias y el subíndie n denota el grado del polinomio.

Reordando la matriz de frontera no lineal de estabilidad

D =















1 + α2 α3 α4 · · · αn

α3 − α1 1 + α4 α5 · · · 0
α4 − α2 α5 − α1 1 + α6 · · · 0

...
...

...
. . .

...
αn − αn−2 −αn−3 −αn−4 · · · 1















Vamos a de�nir iertas submatries a partir de ella

De�niión 2.5.2. Sea D la matriz de frontera no lineal de estabilidad de un polinomio P de

grado n, entones llamaremos menor entral de orden k al determinante de la matriz que se

obtiene al quitarle las primeras y últimas k−1 olumnas y �las de la matriz D. Denotaremos

el menor entral de orden k por Dn
k , donde 1 ≤ k ≤

⌊

n
2

⌋

, además det (D) = Dn
1 .

Inmediatamente podemos notar que hay la misma antidad de menores entrales que de

formas de polinomios fn. Esto no es oinidenia y se trata de uno de los resultados mas

importantes que se probarán: si el menor entral Dn
k = 0 , es porque el polinomio evaluado en

él tiene una antidad mayor o igual a k de pares de raíes omplejas unitarias. Otro resultado

importante de los menores entrales es que sólo importan los Dn
1 , ya que ualquier otro Dm

k

se puede ver omo uno de tipo Dm−2k+2
1 . Es deir, la forma de las super�ies de la frontera

no lineal de estabilidad para dimensiones pequeñas se preservan en las dimensiones mayores.

Previo a la prueba de estos teoremas debemos inluir algunas notaiones y varios lemas.

Para empezar, haremos una simpli�aión neesaria y es llamar omo onstante ri a la

suma de todos los produtos de i variables distintas tomadas de un onjunto de ardinalidad

�nita mayor que i, independiente de uántos sumandos tenga. La idea atrás de esta notaión

es apturar la estrutura, más que de un valor exato. Por ejemplo, llamaremos r2 tanto a

v1v2 + v1v3 + v2v3

omo a

v1v2 + v1v3 + v1v4 + v2v3 + v2v4 + v3v4

la diferenia estriba en los onjuntos de variables onsiderados.
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De�niión 2.5.3. Sea P (x) el polinomio de la forma fs+2f de�nido por

f
∏

i=1

(

x2 + 2uix+ 1
)

s
∏

j=1

(x+ vj)

on ui, vj ∈ (−1, 1).

Sean k1, . . . , ks números naturales, tales que 1 ≤ k1 < · · · < ks ≤ s, entones denotamos

ri
.
=











∑

1≤k1<···<ki≤s vk1vk2 . . . vki cuando i ∈ {1, . . . , s}
1 cuando i = 0

0 en otro caso

y de la misma manera uando 1 ≤ k1 < · · · < kf ≤ f

ci
.
=











∑

1≤k1<···<ki≤f (2uk1) (2uk2) . . . (2uki) cuando i ∈ {1, . . . , f}
1 cuando i = 0

0 en otro caso

Dado un elemento vks+1 no ontenido en el onjunto original de variables, a menudo

tendremos que haer la siguiente operaión

vks+1 · ri + ri+1

tomando en uenta que ri denota a la suma de todos los posibles produtos de i elementos,

el signi�ado natural de esta expresión son los produtos de i+ 1 elementos

vks+1 · ri + ri+1 = ri+1

Si por el ontrario, se suman dos ri sobre el mismo onjunto de variables, es deir 1 ≤
k1 < · · · < ks ≤ s, sumaremos de manera ordinaria

ri + ri = 2ri

No enontraremos otro tipo de sumas que involuren los términos ri. Las mismas reglas

las utilizaremos para el aso de los ci.

Teniendo en uenta esto, podemos demostrar el siguiente lema.

Lema 2.5.4. Sea P (x) = xn − a1x
n−1 − a2x

n−2 − . . . − an un polinomio de la forma fn,
entones sus oe�ientes están dados por

ai = −
f
∑

k=0

ck

f−k
∑

j=0

(

f − k

j

)

ri+k+2(j−f)

donde 1 ≤ i ≤ n.
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Demostraión. Se demostrará indutivamente en la forma del polinomio. Los asos base son

los polinomios de la formas 12 y 01, en el primer aso se tiene que

ai = −c0 (ri−2 + ri)− c1 (ri−1)

lo que resulta en

a1 = −c1 = −2u1

a2 = −c0 = −1

que son los oe�ientes de

x2 + 2u1x+ 1

que es el polinomio de la forma 12. En el segundo aso

ai = −c0 (ri−2 + ri)

es deir,

a1 = −r1 = −v1
que es el oe�iente de

x+ v1

que es el polinomio de la forma 01.
A ontinuaión se hara el paso indutivo. Primero nos moveremos por la raíz real.

Denotaremos por ai a los oe�ientes del polinomio de la forma fn y por ãi a los oe�-

ientes de fn+1, entones, dado que debemos multipliar el polinomio por un fator de raíz

real adiional,

(

x+ vkj
)

, tenemos lo siguiente

ãi = ai + vkjai−1

ãi = −
f
∑

k=0

ck

f−k
∑

j=0

(

f − k

j

)

ri+k+2(j−f) − vkj

f
∑

k=0

ck

f−k
∑

j=0

(

f − k

j

)

ri−1+k+2(j−f)

Como vkj es una nueva variable, entones el resultado no se suma, sólo se absorbe, es

deir,

ãi = −
f
∑

k=0

ck

f−k
∑

j=0

(

f − k

j

)

ri+k+2(j−f)

de donde se onluye el resultado.

Ahora veremos que se umple lo mismo para un polinomio de la forma (f + 1)n+2, es deir,

agregándole un par de raíes omplejas. De nuevo, denotaremos por ai a los oe�ientes de fn
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y por ãi a los oe�ientes de (f + 1)n+2, entones, dado que debemos multipliar el polinomio

por un fator de raíz ompleja adiional,

(

x2 + ckjx+ 1
)

, tenemos lo siguiente

ãi = ai + ckjai−1 + ai−2

ãi = −
f
∑

k=0

ck

f−k
∑

j=0

(

f − k

j

)

ri+k+2(j−f) − ckj

f
∑

k=0

ck

f−k
∑

j=0

(

f − k

j

)

ri−1+k+2(j−f)

−
f
∑

k=0

ck

f−k
∑

j=0

(

f − k

j

)

ri+k+2(j−(f+1))

Como ckj es la únia variable nueva, primero se desarrollarán el primer y terer término

ya que estos omparten variables y los resultados se suman, es deir,

−
f
∑

k=0

ck

f−k
∑

j=0

(

f − k

j

)

ri+k+2(j−f) −
f
∑

k=0

ck

f−k
∑

j=0

(

f − k

j

)

ri+k+2(j−(f+1))

separando al último término en la primera sumatoria sobre j y al primero en la segunda

sumatoria sobre j

= −
f
∑

k=0

ck





f−k−1
∑

j=0

(

f − k

j

)

ri+k+2(j−f) + ri−k



−
f
∑

k=0

ck





f−1−k
∑

j=0

(

f − k

j + 1

)

ri+k+2(j−f) + ri+k−2(f+1)





= −
f
∑

k=0

ck





f−k−1
∑

j=0

(

f + 1− k

j + 1

)

ri+k+2(j−f) + ri−k + ri+k−2(f+1)





= −
f
∑

k=0

ck





f−k
∑

j=1

(

f + 1− k

j

)

ri+k+2(j−(f+1)) +

(

f + 1− k

f + 1− k

)

ri−k +

(

f + 1− k

0

)

ri+k−2(f+1)





= −
f
∑

k=0

ck

f+1−k
∑

j=0

(

f + 1− k

j

)

ri+k+2(j−(f+1))

= −
f−1
∑

k=0

ck+1

f−k
∑

j=0

(

f − k

j

)

ri+k−1+2(j−f) − c0

f+1
∑

j=0

(

f + 1

j

)

ri−2+2(j−f)

Ahora sumaremos esto al término del medio de la expresión de ãi, es deir, a

−ckj
f
∑

k=0

ck

f−k
∑

j=0

(

f − k

j

)

ri−1+k+2(j−f)

.

De esta última suma separamos el termino de k = f
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ãi = −c0

f+1
∑

j=0

(

f + 1

j

)

ri−2+2(j−f)−
f−1
∑

k=0

ck+1

f−k
∑

j=0

(

f − k

j

)

ri+k−1+2(j−f)−ckj





f−1
∑

k=0

ck

f−k
∑

j=0

(

f − k

j

)

ri−1+k+2(j−f) + cfri−1−f





Como ckj es una variable nueva, podemos utilizar la expresión ckj · ck + ck+1 = ck+1 en la

suma anterior.

= −c0

f+1
∑

j=0

(

f + 1

j

)

ri−2+2(j−f) −
f−1
∑

k=0

ck+1

f−k
∑

j=0

(

f − k

j

)

ri+k−1+2(j−f) − cf+1ri−1−f

que se puede expresar omo

= −
f+1
∑

k=0

ck

f+1−k
∑

j=0

(

f + 1− k

j

)

ri+k+2(j−(f+1))

Y se onluye el resultado.

Vemos que la presentaión de la fórmula del lema anterior se enuentran fatorizados los

ck, se puede deduir una fórmula similar on los rk fatorizados.

Lema 2.5.5. Sea P (x) = xn − a1x
n−1 − a2x

n−2 − . . . − an un polinomio de la forma fn,
entones sus oe�ientes están dados por

ai = −
2f
∑

k=0

ri−k

⌊ k
2⌋
∑

j=0

(

f − k + 2j

j

)

ck−2j

donde 1 ≤ i ≤ n.

Demostraión. Vamos a probar este resultado, transformando esta expresión en la expresión

del lema anterior en la que están fatorizados los ck.
Para ello reemplazamos

k = 2 (f − n)−m

j = (f − n)−m

on ello tenemos (aún sin tener en uenta los límites de las sumas)

ai = −
∗∗
∑

m=∗

∗∗
∑

n=∗

ri+m+2(n−f)

(

f +m− 2 (f − n) + 2 (f − n)− 2m

(f − n)−m

)

c2(f−n)−m−2(f−n)+2m

simpli�ando tenemos

ai = −
∗∗
∑

m=∗

∗∗
∑

n=∗

ri+m+2(n−f)

(

f −m

n

)

cm

Para los límites debemos expresar m y n en términos de k y j. De donde obtenemos
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m = k − 2j

n = f − k + j

entones

n = f −m− j

Ahora teniendo en uenta que 0 ≤ k ≤ 2f y que 0 ≤ j ≤
⌊

k
2

⌋

0 ≤ m ≤ 2f

f − 2f − f = −2f ≤ n ≤ f −m

pero dado que hay un

(

f−m

n

)

en la expresión, sólo es neesario onsiderar los límites

0 ≤ m ≤ f

0 ≤ n ≤ f −m

si interambiamos las letras m→ k y n→ j obtenemos el resultado.

La importania del siguiente resultado radia en que da una interpretaión de los menores

entrales, y es que un menor entral de orden k es ero si el polinomio tiene una antidad

mayor o igual a k de pares de raíes omplejas sobre el írulo unitario.

Teorema 2.5.6. Sea Dn
k el menor entral de orden k y P n

f un polinomio de la forma fn,
entones

f ≥ k ⇐⇒ Dn
k

(

P n
f

)

= 0

Demostraión. Al reemplazar un polinomio de la forma fn en el menor entral Dn
1 , es deir,

en el determinante

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + α2 α3 α4 α5 · · · αn

α3 − α1 1 + α4 α5 α6 · · · 0
α4 − α2 α5 − α1 1 + α6 α7 · · · 0
α5 − α3 α6 − α2 α7 − α1 1 + α8 · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

αn − αn−2 −αn−3 −αn−4 −αn−5 · · · 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Para ada αi los rx 6= 0 que apareen son los perteneientes al onjunto {ri−2f , . . . , ri} ∩
{r0, . . . , rs}, esto es por el Lema 2.5.5. Como las entradas de la matriz de Dn

1 son

{Dn
1}i,j = αi+j − αi−j
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De tal manera que en ada entrada de la matriz de Dn
1 los rx 6= 0 son los perteneientes

al onjunto {ri−j−2f , . . . , ri+j} ∩ {r0, . . . , rs}.
Como

αi = −
2f
∑

k=0

ri−k

⌊k
2⌋
∑

j=0

(

f − k + 2j

j

)

ck−2j

Vemos que la última olumna de Dn
1 es

(αn, 0, . . . , 0,−α0)
T = (−rs, 0, . . . , 0, 1)T

Así mismo podemos alular su penúltima olumna que nos da

(αn−1, αn, 0, . . . , 0,−α0,−α1)
T = (−rs−1 − c1rs,−rs, 0, . . . , 0, 1, r1 + c1)

T

Denotando por Ck a las olumnas de Dn
1 , podemos haer la siguiente operaión:

−c1Cn−1 + Cn−2 → Cn−2

de donde podemos reduir la penúltima olumna a

(−rs−1,−rs, 0, . . . , 0, 1, r1)T

Por induión mostraremos que la matriz Dn
1 se puede reduir por medio de operaiones

olumna a

{Dn
1}i,j = ri−j − ri+j−2f

para j ≥ f .
Ya vimos que era ierto para las olumnas j = n − 1, n − 2 (Reordar que rk = 0 si

k /∈ {0, . . . , s})
Asumiremos que el resultado es ierto para las últimas p− 1 olumnas, es deir uando

j = n− p+ 1, . . . , n− 1, y probaremos el resultado para la olumna j = n− p.
La operaión de olumnas que haremos es

p−1
∑

k=1

Cn−p+kKk + Cn−p → Cn−p

Donde Km lo tomaremos omo el oe�iente de rs en an−m. Es deir,

Km = −
⌊ 2f−m

2 ⌋
∑

j=0

(

f − 2f +m+ 2j

j

)

c2f−m−2j

= −
f−⌈m

2 ⌉
∑

j=0

(

2j +m− f

j

)

c2f−m−2j
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Para que

(

2j+m−f

j

)

6= 0 se debe umplir que j ≥ f −m, entones el límite inferior de la

suma ambia a

= −
f−⌈m

2 ⌉
∑

j=f−m

(

2j +m− f

j

)

c2f−m−2j

= −
m−⌈m

2 ⌉
∑

j=0

(

2 (j + f −m) +m− f

j + f −m

)

c2f−m−2(j+f−m)

por lo tanto

Km = −
⌊m

2 ⌋
∑

j=0

(

2j + f −m

j

)

cm−2j

Adiionalmente se tiene que Km = 0 para m > 2f , ya que si

a ≡ m− 2f > 0

Km = −
⌊ 2f+a

2 ⌋
∑

j=0

(

2j − f − a

j

)

ca+2f−2j

Pero para que

(

2j−f−a

j

)

6= 0 se neesita que 2j − f − a > j, es deir, que j > f + a. Pero

el límite superior de la suma

⌊

2f+a

2

⌋

= f +
⌈

a
2

⌉

, no supera el valor f + a para a > 0.
Al haer la operaión

p−1
∑

k=1

Cn−p+kKk + Cn−p → Cn−p

el resultado nos debe dar

ri−n+p − ri+s−p

Por el argumento que Kk = 0 si k > 2f , podemos �jar el límite superior de la sumatoria

en

2f
∑

k=1

Cn−p+kKk + Cn−p → Cn−p

nos queda

−
2f
∑

k=1

(ri−n+p−k − ri+s−p+k)

⌊k
2⌋
∑

j=0

(

2j + f − k

j

)

ck−2j+

2f
∑

k=0

(ri−n+p−k − ri+n−p−k)

⌊ k
2⌋
∑

j=0

(

2j + f − k

j

)

ck−2j
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Primero resolveremos los términos de k = 0, 2f

(ri−n+p − ri+n−p)

(

f

0

)

c0 + (−ri−n+p−2f + ri+n−p + ri−n+p−2f − ri+s−p)

(

f

f

)

c0

= ri−n+p − ri+s−p

Con lo ual tenemos el resultado que neesitamos, por lo tanto nos hae falta probar que

para el resto de índies esa suma se anela

2f−1
∑

k=1

(ri−n+p−k − ri+n−p−k − ri−n+p−k + ri+s−p+k)

⌊k
2⌋
∑

j=0

(

2j + f − k

j

)

ck−2j = 0

Vemos que la parte de la izquierda es igual a

2f−1
∑

k=1

(−ri+n−p−k + ri+s−p+k)

⌊k
2⌋
∑

j=0

(

2j + f − k

j

)

ck−2j

Así que debemos demostrar que

2f−1
∑

k=1

ri+s−p+k

⌊k
2⌋
∑

j=0

(

2j + f − k

j

)

ck−2j =

2f−1
∑

k=1

ri+n−p−k

⌊k
2⌋
∑

j=0

(

2j + f − k

j

)

ck−2j

Vamos a ambiar el índie de la izquierda por k → 2f − k. Que es una biyeión entre

los elementos que reorre el índie.

2f−1
∑

k=1

ri+s−p+2f−k

⌊ 2f−k

2 ⌋
∑

j=0

(

2j + f − 2f + k

j

)

c2f−k−2j =

2f−1
∑

k=1

ri+n−p−k

f−⌈k
2⌉

∑

j=0

(

2j − f + k

j

)

c2f−k−2j

Para que

(

2j−f+k

j

)

6= 0 se debe umplir que j ≥ f − k lo que nos da

2f−1
∑

k=1

ri+n−p−k

f−⌈k
2⌉

∑

j=f−k

(

2j − f + k

j

)

c2f−k−2j =

2f−1
∑

k=1

ri+n−p−k

k−⌈k
2⌉

∑

j=0

(

2 (j + f − k)− f + k

j + f − k

)

c2f−k−2(j+f−k)

=

2f−1
∑

k=1

ri+n−p−k

⌊k
2⌋
∑

j=0

(

2j + f − k

j + f − k

)

ck−2j =

2f−1
∑

k=1

ri+n−p−k

⌊k
2⌋
∑

j=0

(

2j + f − k

j

)

ck−2j

que era lo que se queria probar

Por lo tanto la entrada
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{Dn
1}i,n−p = ri−n+p − ri+s−p

Que si la evaluamos en p = n− f nos da

{Dn
1}i,f = ri−n+n−f − ri+s−n+f = ri−f − ri+s−2f−s+f = ri−f − ri−f = 0

Como la olumna j = f es igual a 0 sin importar su �la, el determinante Dn
1

(

P n
f

)

= 0
para todo f ≥ 1. En el proeso el determinante Dn

2 también se hae 0, sólo que esta vez

suede una olumna antes, por lo tanto, Dn
2

(

P n
f

)

= 0 para todo f − 1 ≥ 1, es deir, para
f ≥ 2. Y el argumento sigue suesivamente para mostrar que

Dn
k

(

P n
f

)

= 0 ⇐⇒ f ≥ k

Interpretando el resultado anterior, lo que die es que si un menor entral de orden k
es ero, eso signi�a que el polinomio en uestion tiene k o más pares de raíes omplejas

sobre el írulo unitario, en partiular, si un polinomio es estable, ada uno de los menores

entrales debe ser positivo. El objetivo al �nal del apítulo es dar una ondiión adiional

para que sea una doble impliaión.

A ontinuaión veremos otro teorema importante, éste muestra que todos los menores

entrales de orden k son realmente opias de algún otro menor entral de orden 1 en una

dimensión menor. Así que el tipo de super�ie lo determinan los menores entrales de orden

1.
Mostraremos un ejemplo que ilustre a qué nos referimos.

Ejemplo 2.5.7. Consideremos los polinomios

P6 (x) = x6 − ãx5 − b̃x4 − c̃x3 − d̃x2 − ẽx− f̃

P4 (x) = x4 − ax3 − bx2 − cx− d

La frontera nolineal del polinomio P6 es

D6
1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + b̃ c̃ d̃ ẽ f̃

c̃− ã 1 + d̃ ẽ f̃ 0

d̃− b̃ ẽ− ã 1 + f̃ 0 0

ẽ− c̃ f̃ − b̃ −ã 1 0

f̃ − d̃ −c̃ −b̃ −ã 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

y la del polinomio P4 es

D4
1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + b c d
c− a 1 + d 0
d− b −a 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

el menor entral de orden 2 de la matriz D6
1 es
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D6
2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + d̃ ẽ f̃

ẽ− ã 1 + f̃ 0

f̃ − b̃ −ã 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

podemos ver que D6
2 es muy pareido al menor de orden 1 de D4

1, sólo habría que haer

la identi�aión:

ã → a

b̃ → b

d̃ → b
ẽ → c

f̃ → d

esta identi�aión es imposible de forma direta porque ãi y ai no son independientes

omo se ve en el siguiente lema

Lema 2.5.8. Sean ãi los oe�ientes de un polinomio de la forma fn y ai los oe�ientes de
un polinomio de la forma (f − 1)n−2. Donde el primero se onstruye al agregarle un par de

raíes omplejas al segundo. Entones umplen la siguiente reursión

ãi = ai + ai−2 − cfri−f

Demostraión. El Lema 2.5.4 nos die que

ai = −
f−1
∑

k=0

ck

f−1−k
∑

j=0

(

f − 1− k

j

)

ri+k+2(j−f+1)

entones, tenemos que

ai + ai−2 − cf ri−f

= −

f−1
∑

k=0

ck

f−1−k
∑

j=0

(f − 1− k

j

)

ri+k+2(j−f+1) −

f−1
∑

k=0

ck

f−1−k
∑

j=0

(f − 1− k

j

)

ri+k+2(j−f) − cfri−f

= −

f−1
∑

k=0

ck





f−2−k
∑

j=0

(f − 1− k

j

)

ri+k+2(j−f+1) + ri−k +

f−2−k
∑

j=0

(f − 1− k

j + 1

)

ri+k+2(j+1−f) + ri+k−2f



− cfri−f

= −

f−1
∑

k=0

ck





f−2−k
∑

j=0

(f − 1− k

j

)

ri+k+2(j−f+1) + ri−k



−

f−1
∑

k=0

ck





f−2−k
∑

j=0

(f − 1− k

j + 1

)

ri+k+2(j+1−f) + ri+k−2f



− cf ri−f

= −

f−1
∑

k=0

ck





f−1−k
∑

j=1

(f − k

j

)

ri+k+2(j−f) +
(f − k

f − k

)

ri−k +
(f − k

0

)

ri+k−2f



− cf ri−f

= −

f−1
∑

k=0

ck

f−k
∑

j=0

(f − k

j

)

ri+k+2(j−f) − cf ri−f

= −

f
∑

k=0

ck

f−k
∑

j=0

(f − k

j

)

ri+k+2(j−f)



48 Región de Estabilidad

= ãi

.

También neesitaremos un Lema ténio

Lema 2.5.9. Sea Fn de�nido por la reursión

Fn = −Fn−2 − c1Fn−1

on c1 ∈ R, F−1 = 0 y F0 = −1. Entones para n ≥ 0

Fn = (−1)n+1

⌊n
2 ⌋
∑

i=0

(−1)i
(

n− i

i

)

cn−2i
1

Demostraión. Se proederá por induión. Para n = 0 se tiene que

F0 = (−1)1
[

(−1)0
(

0

0

)

c01

]

= −1

Asumiendo que es ierto para n ≤ k, y que k es par, digamos k = 2m

Fk+1 = −Fk−1 − c1Fk

= − (−1)2m
⌊ 2m−1

2 ⌋
∑

i=0

(−1)i
(

2m− 1− i

i

)

c2m−1−2i
1 − c1 (−1)2m+1

⌊ 2m
2 ⌋
∑

i=0

(−1)i
(

2m− i

i

)

c2m−2i
1

= (−1)2m+1

[

m−1
∑

i=0

(−1)i
(

2m− 1− i

i

)

c2m−1−2i
1 −

m
∑

i=0

(−1)i
(

2m− i

i

)

c2m−2i+1
1

]

Separando el término on i = 0 de la segunda sumatoria y reorganizando los índies

tenemos

= (−1)2m+1

[

m−1
∑

i=0

(−1)i
(

2m− 1− i

i

)

c2m−1−2i
1 +

m−1
∑

i=0

(−1)i
(

2m− i− 1

i+ 1

)

c2m−2i−1
1 − c2m+1

1

]

= (−1)2m+1

[

m−1
∑

i=0

(−1)i
(

2m− i

i+ 1

)

c2m−1−2i
1 − c2m+1

1

]

= (−1)2m+1

[

m
∑

i=1

(−1)i−1

(

2m− i+ 1

i

)

c2m−2i+1
1 − c2m+1

1

]
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= (−1)2m+1

[

m
∑

i=0

(−1)i−1

(

2m− i+ 1

i

)

c2m−2i+1
1

]

= (−1)k+2







⌊k+1
2 ⌋
∑

i=0

(−1)i
(

k + 1− i

i

)

ck+1−2i
1







el aso uando k es impar es similar.

Teorema 2.5.10. Sea Dn
k el menor entral de orden k y P n

f un polinomio de la forma fn,
entones

Dn+2
2

(

P n+2
2

)

= Dn
1 (P

n
1 )

Demostraión. Las últimas dos olumnas de Dn+2
2

(

P n+2
2

)

son de la forma

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

· · · ˜an+1 ˜an+2

· · · ˜an+2 0
· · · 0 0

· · ·
...

...
· · · 0 0
· · · 1 0
· · · −ã1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Segun el Lema 2.5.8

ãi = ai + ai−2 − c2ri−2

Así que

ã1 = a1 + a−1 − c2r−1 = a1

ãn+2 = an+2 + an − c2rn = an

ãn+1 = an+1 + an−1 − c2rn−1 = an−1

lo que da

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

· · · an−1 an
· · · an 0
· · · 0 0

· · ·
...

...
· · · 0 0
· · · 1 0
· · · −a1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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que son iguales a las de Dn
1 (P

n
1 ).

Mediante un argumento indutivo omprobaremos que ada olumna de Dn+2
2

(

P n+2
2

)

se

puede reduir a la orrespondiente olumna de Dn
1 (P

n
1 ), el iniio del paso indutivo son las

últimas dos olumnas.

Como las entradas de la matriz Dn+2
2

(

P n+2
2

)

son

d̃i,j = ãi+j+2 − ãi−j

al utilizar el Lema 2.5.8 nos da

d̃i,j = ai+j+2 + ai+j − c2ri+j − ai−j − ai−j−2 + c2ri−j−2

A ontinuaión desribiremos las operaiones que se harán en las olumnas Kj para

demostrar que los dos determinantes son iguales. Asumiremos que todas las olumnas poste-

riores a j ya orresponden a las entradas de Dn
1 (P

n
1 ). Para empezar se hara un paso previo,

que denotaremos omo S−1

S−1 : −Kj+2 +Kj → Kj

lo que nos da

d̃i,j = ai+j+2 + ai+j − c2ri+j − ai−j − ai−j−2 + c2ri−j−2 − (ai+j+2 − ai−j−2)

= ai+j − ai−j − c2 (ri+j − ri−j−2)

haremos los siguientes s− j pasos on 0 ≤ i ≤ s− j − 1:

Si : c2FiKi+j+2 +Kj → Kj

donde Fi es omo en el Lema 2.5.9.

Al haer el siguiente paso, es deir el paso S0, los oe�ientes tomarían la forma

d̃i,j = ai+j − ai−j − c2 (ri+j − ri−j−2) + c2 (−1) (ai+j+2 − ai−j−2)

Además, debemos tener en uenta el Lema 2.5.4, que nos da los oe�ientes de un poli-

nomio de la forma 1s+2 que son

ai = − (ri−2 + ri)− c1 (ri−1)

y al remplazar ai+j+2 − ai−j−2 por estos valores nos da nuestra base para la induión

d̃i,j = ai+j−ai−j−c2 (ri+j − ri−j−2)+c2 (−1) (−ri+j − ri+j+2 − c1ri+j+1 + ri−j−4 + ri−j−2 + c1ri−j−3)

= ai+j − ai−j − c2 (−ri+j+2 + ri−j−4 − c1 (ri+j+1 − ri−j−3))

= ai+j − ai−j + c2 [(−0− c1 (−1)) (ri+j+1 − ri−j−3) + (− (−1)) (ri+j+2 − ri−j−4)]
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si reemplazamos F−1 = 0 y F0 = −1

= ai+j − ai−j + c2 [(−F−1 − c1F0) (ri+j+1 − ri−j−3) + (−F0) (ri+j+2 − ri−j−4)]

Tenemos la base indutiva de la siguiente expresión.

Por induión probaremos que en el paso Sk la entrada d̃i,j tiene la forma

d̃i,j = ai+j − ai−j + c2 [(−Fk−1 − c1Fk) (ri+j+1+k − ri−j−k−3) + (−Fk) (ri+j+k+2 − ri−j−k−4)]

Asumiendo ierto para Sk, veremos que es ierto para Sk+1

Sk+1 : c2Fk+1Kj+k+3 +Kj → Kj

d̃i,j = ai+j − ai−j + c2 [(−Fk−1 − c1Fk) (ri+j+1+k − ri−j−k−3) + (−Fk) (ri+j+k+2 − ri−j−k−4)]

+c2Fk+1 (−ri+j+k+1 − ri+j+k+3 − c1ri+j+k+2 + ri−j−k−5 + ri−j−k−3 + c1ri−j−k−4)

Utilizando que Fk+1 = −Fk−1 − c1Fk, tenemos

d̃i,j = ai+j − ai−j + c2 [(−Fk − c1Fk+1) (ri+j+2+k − ri−j−k−4) + (−Fk+1) (ri+j+k+3 − ri−j−k−5)]

por lo que es ierto para Sk+1. Al evaluar la expresión en el último paso Ss−j−1 nos da

d̃i,j = ai+j − ai−j + c2 [(−Fs−j−2 − c1Fs−j−1) (ri+s − ri−s−2) + (−Fs−j−1) (ri+s+1 − ri−s−3)]

Como la matriz D tiene s+ 1 �las, entones 1 ≤ i ≤ s + 1, así que

i+ s+ 1 > s+ i ≥ s + 1

i− s− 3 < i− s− 2 ≤ −1

Por lo tanto todos los r involurados en la expresión son iguales a ero, y se tiene que

d̃i,j = ai+j − ai−j

Como transformamos todo el determinante Dn+2
2

(

P n+2
2

)

en el determinante Dn
1 (P

n
1 ),

esto también inluye los otros menores entrales Dn+2
k

(

P n+2
k

)

on on k > 2. Es deir, se
transformó también Dn+2

3

(

P n+2
3

)

en Dn
2 (P

n
2 ) y por el resultado éste último se transforma en

Dn−2
1

(

P n−2
1

)

. Por lo tanto, iterando este proeso llegamos al siguiente orolario.
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Corolario 2.5.11. Sea Dn
k el menor entral de orden k y P n

k un polinomio de la forma kn,
entones

Dn
k (P

n
k ) = Dn−2k+2

1

(

P n−2k+2
1

)

El orolario anterior nos india que el menor entral más importante on respeto a la

forma de la super�ies es el primero, es deir, det (D) = Dn
1 , los otros menores entrales

distintos al primero son super�ies que se han presentado en dimensiones más pequeñas

omo menores entrales de orden k = 1. Así que a partir de este momento estudiaremos las

super�ies que desriben estos menores entrales de orden k = 1 uando son igualados a

ero.

Por el Teorema 2.5.6, si f = 1, entones Dn
1 (P

n
1 ) = 0 y Dn

k (P
n
1 ) 6= 0 para k ≥ 2. Por lo

tanto, para estudiar la frontera no lineal de estabilidad expresada por det (D) = 0, debemos

estudiar Dn
1 (P

n
1 ) = 0, los otros Dn

k

(

P n
f

)

sirven prinipalmente para aotar la región de

estabilidad y para asegurarnos que esta región ontiene el vetor 0. De tal manera que los

polinomios que nos interesan son de la forma

(

x2 + 2ux+ 1
)

n−2
∏

i=1

(x+ vi)

Esta disusión nos da un método para expresar los oe�ientes de la n − variedad
det(D) = Dn

1 (P
n
1 ) = 0 reursivamente en términos de los oe�ientes de la (n− 1)−variedad

Dn−1
1

(

P n−1
1

)

= 0 y un parámetro adiional que es una raíz real que tiene norma menor que

uno.

Proposiión 2.5.12. Sea ani el oe�iente de xn−i
en el polinomio Pn (x) = xn − an1x

n−1 −
an2x

n−2− . . .−ann, al inluirle una raíz real adiional a Pn, denotada por r ∈ (−1, 1), entones
la frontera no lineal de estabilidad umple la siguiente de�niión reursiva para n ≥ 2.

An+1 =

(

An

0

)

+

(

−1
An

)

r

donde r ∈ (−1, 1), An+1 representa al vetor







an+1
1
...

an+1
n+1






,

(

An

0

)

representa al vetor











an1
...
ann
0











y

(

−1
An

)

representa al vetor











−1
an1
...
ann











, además, A2 =

(

−2u1
−1

)

Demostraión. Como sabemos por la disusión anterior, los polinomios de la super�ie tienen

la forma (x2 + 2u1x+ 1)
∏n−2

j=1 (x+ vj), entones el aso base es A2 =

(

−2u1
−1

)

y el resto

de asos se obtienen al multipliar suesivamente el polinomio por (x+ r), on r ∈ (−1, 1),
este parámetro r hae las vees de las raíes reales vj. De esta manera,
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Pn+1 (x) = Pn (x) (x+ r) =
(

xn − an1x
n−1 − an2x

n−2 − . . .− ann
)

(x+ r)

Pn+1 (x) = xn+1+(−an1 + r) xn+(−an2 − an1r) x
n−1+(−an3 − an2r)x

n−2+. . .+
(

−ann − ann−1r
)

x+(−annr)

y se tiene la relaión de los oe�ientes















an+1
1

an+1
2
...

an+1
n

an+1
n+1















=















an1
an2
...
ann
0















+















−1
an1
...

ann−1

ann















r

En esta seión vimos dos formas equivalentes de expresar los oe�ientes de los polino-

mios que viven en la frontera no lineal de estabilidad de manera paramétria (Lema 2.5.4

y Lema 2.5.5). Se demostró un resultado que le daba signi�ado a ada uno de los menores

entrales y muestra algunos polinomios para los que ese menor es igual a ero (Teorema

2.5.6). También se demostró que todas las super�ies que se obtienen al igualar los meno-

res entrales a ero Dn
k = 0 , son iguales a alguna super�ie Dm

1 = 0 on m ≤ n , de tal

manera que las únios tipos de super�ie son de la forma Dn
1 (P

n
1 ) = 0 (Teorema 2.5.10).

Finalmente se demostró una expresión reursiva para los oe�ientes de los polinomios de la

forma 1n (Proposiión 2.5.12), que por el teorema anterior son los importantes. Esta fórmula

reursiva se utilizará en la siguiente seión, donde introduiremos las variedades de Bézier,

veremos que efetivamente la frontera no lineal de estabilidad es una variedad de Bézier, y

expliaremos la manera de esoger los puntos de ontrol para obtenerla.

2.6. Polinomios de Bernstein y Super�ies de Bézier.

Las super�ies de Bézier fueron desarrolladas por el matemátio y físio franes Paul

de Casteljau en 1959 [12℄ y posteriormente popularizadas en 1966 por el ingeniero franes

Pierre Bézier que las utilizó para el diseño de arroería en Renault [4℄. La base de las

super�ies de Bézier son los polinomios de Bernstein, desarrollados por el matemátio ruso

Sergei Natanovih Bernshtein en 1915 [3℄ y fueron usados para una prueba onstrutiva

del teorema de Stone-Weierstrass al demostrar que toda funión ontinua f en el intervalo

[0, 1] podía ser aproximada por polinomios de Bernstein de tal manera que estos onvergen

a f de manera uniforme. Por su parte, las super�ies de Bézier han tenido gran aogida

en el ámbito apliado, ampliamente usadas en grá�os por omputadora, diseño asistido

por omputadora y modelaión por elementos �nitos. Empezaremos la exposiión on la

de�niión de polinomios base de Bernstein y polinomios de Bernstein.

De�niión 2.6.1. Los n+ 1 polinomios base de Bernstein de grado n se de�nen omo
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bν,n (x) =

(

n

ν

)

xν (1− x)n−ν , ν = 0, . . . , n

donde

(

n

ν

)

es un oe�iente binomial.

Una ombinaión lineal de polinomios base de Bernstein

Bn (x) =
n
∑

ν=0

βνbν,n (x)

es un polinomio en la forma Bernstein de grado n.
Los vetores βν ∈ R2

son los oe�ientes de Bernstein o oe�ientes de Bézier.

Cabe resaltar que los polinomios base de Bernstein de grado n forman una base del

espaio vetorial de los polinomios de grado máximo n [25℄. Así que todo polinomio de grado

máximo n se puede expresar en la forma Bernstein de grado n. Las raíes de los polinomios

base de Bernstein siempre perteneen al onjunto {0, 1}.

De�niión 2.6.2. Una urva de Bézier es un polinomio de Bernstein restringido al intervalo

[0, 1], y los n+ 1 oe�ientes de Bernstein son llamados puntos de ontrol.

Se puede haer una generalizaión de urva de Bézier a variedad de Bézier utilizando los

mismos polinomios base de Bernstein de la siguiente manera.

De�niión 2.6.3. Una n− variedad de Bézier la de�niremos omo

B (x1, . . . , xn) =

m1
∑

i1=0

· · ·
mn
∑

in=0

n
∏

k=1

bik ,mk
(xk)βi1,...,in

donde bik,mk
(xk) =

(

mk

ik

)

xikk (1− xk)
mk−ik

, la variedad esta de�nida en [0, 1]n, mi ∈ N. Y

además se neesitan

∏n

k=1 (mk + 1) puntos de ontrol denotados por βi1,...,in ∈ Rn+1

El objetivo de esta seión es demostrar que la frontera no lineal de estabilidad, es una

(n − 1) − variedad de Bézier on los puntos P n
k omo puntos de ontrol. Donde los puntos

P n
k =

(

P n
k,1, P

n
k,2, . . . , P

n
k,n

)

están de�nidos omo los oe�ientes de la familia de polinomios

(x+ 1)n−k+1 (x− 1)k−1 = xn−P n
k,1x

n−1−· · ·−P n
k,n, así que será onveniente ambiar nuestra

de�niión de polinomio base de Bernstein para de�nir n-variedad de Bézier en [−1, 1]n en

lugar de [0, 1]n.
El aspeto mas importante de los polinomios base de Bernstein es que funionan omo

funiones interpolaión entre los puntos βν . Esto es porque

n
∑

ν=0

bν,n (x) =

n
∑

ν=0

(

n

ν

)

xν (1− x)n−ν = (x+ 1− x)n = 1

Así que si queremos mantener esta propiedad de interporlaión on otras bases, debemos

asegurarnos que

n
∑

ν=0

bν,n (x) = 1
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que también nos asegura algo que nos será útil, y es que la super�ie no se saldrá de la

envoltura onvexa de sus puntos de ontrol.

A ontinuaión la nueva de�niión de polinomio base de Bernstein que nos sirve para

nuestros propósitos.

De�niión 2.6.4. Los n+1 polinomios base de Bernstein de grado n los rede�nimos omo

bν,n (x) =
1

2n

(

n

ν

)

(x+ 1)n−ν (1− x)ν , ν = 0, . . . , n

donde x ∈ [−1, 1].

Donde podemos ver que on esta nueva de�niión logramos que los polinomios base de

Bernstein formen una partiión de la unidad al igual que antes, pero están de�nidos en [−1, 1]
y sus raíes ahora perteneen al onjunto {−1, 1}.

Otro ambio que neesitaremos en las de�niiones es restringir la de�niión de (n− 1)−
variedad de Bézier, ya que para la frontera no lineal de estabilidad en dimensión n ontamos

on n + 1 puntos de ontrol que se trata de los puntos P n
k on k = 1, . . . , n + 1. Y en la

de�niión de (n− 1)− variedad de Bézier neesitamos

∏n−1
k=1 (mk + 1) puntos de ontrol.

Para esto tomaremos mk = 1 para todo k ∈ {1, . . . , n− 1}, on lo que reduimos los

puntos de ontrol a 2n−1
, a pesar de tener muhos puntos, aún podremos haer la ara-

terizaión de la frontera no lineal de estabilidad. Para esto deberemos identi�ar varios de

los 2n−1
puntos de ontrol hasta olapsarlos en n + 1 puntos que son los que disponemos.

Pero por el momento esribiremos una proposiión aera de la n− variedad de Bézier mas

restringida tomando en uenta lo diho anteriormente.

Proposiión 2.6.5. La n − variedad de Bézier on los polinomios de Bernstein de�nidos

en [−1, 1] y on mk = 1 para todo k ∈ {1, . . . , n}se redue a

B (x1, . . . , xn) =
1

2n

2n−1
∑

i=0

n
∏

k=1

(

1 + (−1)ik xk

)

βi

donde ik es el k − ésimo dígito del número i en binario, βi ∈ Rn+1
son los puntos de

ontrol y xk ∈ (−1, 1).

Demostraión. Al rede�nir los polinomios de Bernstein en [−1, 1] y �jar mk = 1 para todo

k ∈ {1, . . . , n} se reduen a

b0,1 (x) =
1

2
(x+ 1)

b1,1 (x) =
1

2
(1− x)

que se pueden expresar omo

bi,1 (x) =
1

2

(

1 + (−1)i x
)

, i = 0, 1

Además omo ada sumando de la n− variedad de Bézier tiene sólo dos fatores y son

n sumas, la expresión tendrá 2n términos.
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El término

∏n

k=1

(

1 + (−1)ik xk

)

tendra n fatores, y el onjunto de exponentes {ik} irá

desde (0, . . . , 0) hasta (1, . . . , 1) reorriendo todas las posibilidades, lo que no es otra osa

que la representaión en base binaria de los números 0, . . . , 2n − 1.

Hemos visto que para araterizar una (n− 1) − variedad de Bézier neesitamos sus

puntos de ontrol, para el aso que tratamos neesitamos 2n−1
puntos de ontrol y tenemos

n + 1 que orresponden a los oe�ientes P n
k de los polinomios (x+ 1)n−k+1 (x− 1)k−1

. Así

que se hará la siguiente identi�aión.

De�nition 2.6.6. Sea βi on i ∈ {0, . . . , 2n − 1} uno de los 2n puntos de ontrol que se

neesitan para de�nir una n− variedad de Bézier, y sea [i]2 = b⌊ln2i⌋ . . . b1b0 la expresión en

binario del índie i, entones el punto βi se identi�a on el punto P n
k , donde

k =

⌊ln2i⌋
∑

j=2

[bj ]10 + [b1b0]10 + 1

al número k le llamaremos la direión del punto βi

Ejemplo 2.6.7. Mostraremos varios ejemplos de esta identi�aión

β2, entones [2]2 = 102 y se identi�a on P n
3

β11, entones [11]2 = 10112 y se identi�a on P n
5

β531, entones [531]2 = 10000100112 y se identi�a on P n
6

β2p , entones [2
p]2 = 10 . . . 002 y se identi�a on P n

2

β2p−1, entones [2p − 1]2 = 11 . . . 1112 por lo tanto k =
[

∑⌊ln22p−1⌋
i=2 1

]

+ [11]10 + 1 =

p − 2 + 3 + 1 = p + 2 y se identi�a on P n
p+2. Esto muestra ómo 2n−1

puntos se

identi�an on n+ 1 puntos.

Si n = 6 la identi�aión sería

P n
1 P n

2 P n
3 P n

4 P n
5 P n

6 P n
7

↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑
0 1 2 3

4 5 6 7
8 9 10 11

12 13 14 15
16 17 18 19

20 21 22 23
24 25 26 27

28 29 30 31

donde vemos omo 26−1 = 32 puntos se identi�an on 6 + 1 = 7 puntos.
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De�niión 2.6.8. Sea

Mn
k = {i ∈ {0, . . . , 2n − 1} | tal que βi se identifica con P n

k }
el onjunto de los índies i tales que βi tienen direión k.
Denominaremos bloque j al polinomio

Bn
j ≡

∑

i∈Mn
j

n−1
∏

k=1

(

1 + (−1)ik xk

)

donde ik es el k − ésimo dígito de izquierda a dereha de la representaión de i ∈
{0, 1, . . . , 2n−1 − 1} en binario usando n− 1 digitos y xk ∈ [−1, 1].

Ejemplo 2.6.9. En la de�niión anterior si k = 3 y n = 5. Entones,

M5
3 = {2, 5, 9, 12}

ya que perteneen al onjunto {0, . . . , 15} y tienen direión 3.
y por lo tanto

B5
3 = (1 + x1) (1 + x2) (1− x3) (1 + x4) + (1 + x1) (1− x2) (1 + x3) (1− x4)

+ (1− x1) (1 + x2) (1 + x3) (1− x4) + (1− x1) (1− x2) (1 + x3) (1 + x4)

porque

210 = 00102, 510 = 01012, 910 = 10012, 1210 = 11002
Simpli�ando

B5
3 = 2(x4x1x2x3 + 2x4x1x2 − x4x1x3 − x4x2x3 − x1x2x3 − x4x3 − x1x3 − x2x3 + x3 + 2)

Lema 2.6.10. Los bloques Bn
j on j = {1, . . . , n+ 1} umplen la siguiente reursión para

n ≥ 3

Bn
j = (1 + xn−1)B

n−1
j + (1− xn−1)B

n−1
j−1

donde xn−1 ∈ (−1, 1). Los valores iniiales son: B3
1 = (1 + x1) (1 + x2), B

3
2 = (1 + x1) (1− x2),

B3
3 = (1− x1) (1 + x2), B

3
4 = (1− x1) (1− x2), B

n
0 = Bn

n+2 = 0

Demostraión. Sea el bloque

Bn
j =

∑

i∈Mn
j

n−1
∏

k=1

(

1 + (−1)ik xk

)

Ahora separamos el onjunto Mn
j en dos subonjuntos disjuntos, el de los números uya

representaión binaria omienza por 1 (dígito más a la izquierda) denotado por Mn
j1 y el de

los números uya representaión binaria omienza por 0 denotado por Mn
j0.

Mn
j =Mn

j0 ∪Mn
j1
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por lo tanto

Bn
j =

∑

i∈Mn
j0

n−1
∏

k=1

(

1 + (−1)ik xk

)

+
∑

i∈Mn
j1

n−1
∏

k=1

(

1 + (−1)ik xk

)

Si a los elementos de Mn
j0 les quitamos el ero de su primer digito nos queda el onjunto

Mn−1
j ya que la direión sigue siendo j y le hemos quitado un fator al término. Análoga-

mente, si a los elementos deMn
j1 les quitamos el uno de su primer digito nos queda el onjunto

Mn−1
j−1 ya que la direión es j − 1 y le hemos quitado un fator al término. En términos de

los polinomios nos queda

Bn
j (x1, . . . xn−1) = (1 + x1)B

n−1
j (x2, . . . xn−1) + (1− x1)B

n−1
j−1 (x2, . . . xn−1)

donde estamos haiéndo explíita la dependenia de Bn
j (x1, . . . xn−1) de las variables

{x1, . . . , xn−1}, ahora simplemente reetiquetamos las variables ambiando x2 → x1, . . . , xn−1 →
xn−2, x1 → xn−1 y obtenemos el resultado.

Los valores iniiales provienen de la forma omo se alula la direión ya que se separan

los dos últimos digitos, que orresponden a k = {0, 1, 2, 3} y por lo tanto ahí termina la

reursión.

Lema 2.6.11. Los bloques Bn
j on j = {1, . . . , n+ 1}, para n ≥ 3 umplen

n+1
∑

j=1

Bn
j = 2n−1

Demostraión. Se proedera por induión.

Para n = 3

(1 + x1) (1 + x2) + (1 + x1) (1− x2) + (1− x1) (1 + x2) + (1− x1) (1− x2) = 4 = 22

Supongamos que es ierto para n = k y demostremos el resultado para n = k+1, usando
el lema anterior

k+2
∑

j=1

Bk+1
j =

k+2
∑

j=1

(1 + x1)B
k
j +

k+2
∑

j=1

(1− x1)B
k
j−1 = (1 + x1)

k+1
∑

j=1

Bk
j + (1− x1)

k+1
∑

j=1

Bk
j

Donde en la última igualdad se usó que Bk
0 = Bk

k+2 = 0 y se reaomodaron índies.

Tomando fator omún

k+2
∑

j=1

Bk+1
j = (1 + x1 + 1− x1)

k+1
∑

j=1

Bk
j = 2k

donde al �nal se usó la hipótesis indutiva.

Este resultado nos permitirá demostrar el resultado prinipal de la seión
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Teorema 2.6.12. Sea P (x) = xn−α1x
n−1−α2x

n−2− . . .−αn un polinomio de grado n ≥ 3
on oe�ientes reales y sea

D =















1 0 0 · · · 0.
−α1 1 0 · · · 0
−α2 −α1 1 · · · 0
... −α2

...
. . .

...
−αn−2 · · · −α2 −α1 1















−



















−α2 −α3 −α4 · · · −αn

−α3 −α4

... . .
. ...

−α4

... −αn · · · 0
... −αn 0 · · · 0

−αn 0 0 · · · 0



















Entones la (n− 1)− variedad de�nida por det (D) = 0 es de Bézier, es deir, se puede

expresar omo

B (x1, . . . , xn−1) =
1

2n−1

2n−1−1
∑

i=0

n−1
∏

k=1

(

1 + (−1)ik xk

)

βi

para n ≥ 3, uyos puntos de ontrol βi satisfaen la identi�aión introduida en la

De�niión 2.6.6 , es deir, on los oe�ientes del polinomio

(x+ 1)n−k+1 (x− 1)k−1 = xn − P n
k,1x

n−1 − P n
k,2x

n−2 − . . .− P n
k,n

Demostraión. Se hará por induión

Para n = 3, sean P1 = (−3,−3,−1), P2 = (−1, 1, 1), P3 = (1, 1,−1), P4 = (3,−3, 1) los
oe�ientes de los polinomios (x+ 1)4−k (x− 1)k−1

que se orresponden on los puntos de

ontrol, entones

B (x1, x2) =
1

4
[(1 + x1) (1 + x2)P1 + (1 + x1) (1− x2)P2 + (1− x1) (1 + x2)P3 + (1− x1) (1− x2)P4]

Se tiene que

B (x1, x2) = (−2x1 − x2,−2x1x2 − 1,−x2)
que oinide on la parametrizaión de un polinomio de la forma 13 usando el Lema 2.5.4,

sólo ambiando

2x1 → c1

x2 → r1

Por el Teorema 2.5.6, D3
1 (P

3
1 ) = 0, lo que omprueba que B (x1, x2) es una versión

parametrizada de esta super�ie.

Tomando en uenta las De�niiones 2.6.6 y 2.6.8 podemos reesribir la Proposiión 2.6.5

omo
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B (x1, . . . , xn−1) =
1

2n−1

2n−1−1
∑

i=0

n−1
∏

k=1

(

1 + (−1)ik xk

)

βi =
1

2n−1

n+1
∑

j=1

Bn
j P

n
j

Por la Proposiión 2.5.12 los oe�ientes del polinomio P (x) umplen que

An =

(

An−1

0

)

+

(

−1
An−1

)

xn

donde xn ∈ (−1, 1)

An =







αn
1
...
αn
n







Asi que para demostrar que la variedad de Bézier parametrizada es igual a la variedad

Dn
1 (P

n
1 ) = 0, es deir,

An = B (x1, . . . , xn−1)

es su�iente on demostrar que

1

2n−1

n+1
∑

j=1

Bn
j P

n
j =

(

An−1

0

)

+

(

−1
An−1

)

xn

y asumiendo que el resultado se umple para n, demostraremos que también es ierto

para n + 1

1

2n

n+2
∑

j=1

Bn+1
j P n+1

j =

(

An

0

)

+

(

−1
An

)

xn

donde xn ∈ (−1, 1) y An es la expresión paramétria de la (n− 1)− variedad .

Usando el Lema 2.6.10 y dejando fuera de la suma los términos j = 1, n+ 2 y apliando

el Lema 2.4.3.

1

2n

n+2
∑

j=1

Bn+1
j Pn+1

j

=
1

2n

n+1
∑

j=2

[

(1 + xn)B
n
j + (1− xn)B

n
j−1

]

[(

Pn
j

0

)

+

(

−1
Pn
j

)]

+
1

2n
Bn+1

n+2P
n+1
n+2 +

1

2n
Bn+1

1 Pn+1
1

Teniendo en uenta que

Bn+1
n+2 = (1− xn)B

n
n+1

Bn+1
1 = (1 + xn)B

n
1
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P n+1
n+2 =

(

P n
n+1

0

)

−
(

−1
P n
n+1

)

P n+1
1 =

(

P n
1

0

)

+

(

−1
P n
1

)

La expresión se redue a

1

2n

n+1
∑

j=1

[

(1 + xn)B
n
j + (1− xn)B

n
j−1

]

[(

P n
j

0

)

+

(

−1
P n
j

)]

+
1

2n
(1− xn)B

n
n+1

[(

P n
n+1

0

)

−
(

−1
P n
n+1

)]

Utilizando la hipótesis indutiva y usando el Lema 2.6.11 se tiene

(1 + xn)

2n

[

2n−1

(

An

0

)

+ 2n−1

(

−1
An

)]

+
(1− xn)

2n







n+1
∑

j=1

Bn
j−1

[(

Pn
j

0

)

+

(

−1
Pn
j

)]

+Bn
n+1

[(

Pn
n+1

0

)

−
(

−1
Pn
n+1

)]







Usando de nuevo el Lema 2.4.3 vemos que

(

P n
k

0

)

+

(

−1
P n
k

)

=

(

P n
k−1

0

)

−
(

−1
P n
k−1

)

∀k {2, . . . n+ 1}

Apliando esta igualdad y notando que Bn
0 = 0

(1 + xn)

2

[(

An

0

)

+

(

−1
An

)]

+
(1− xn)

2n







n+1
∑

j=2

Bn
j−1

[(

Pn
j−1

0

)

−
(

−1
Pn
j−1

)]

+Bn
n+1

[(

Pn
n+1

0

)

−
(

−1
Pn
n+1

)]







reorganizando términos

(1 + xn)

2

[(

An

0

)

+

(

−1
An

)]

+
(1− xn)

2n

n+1
∑

j=1

Bn
j

[(

P n
j

0

)

−
(

−1
P n
j

)]

Apliando la hipótesis indutiva

(1 + xn)

2

[(

An

0

)

+

(

−1
An

)]

+
(1− xn)

2n

[

2n−1

(

An

0

)

− 2n−1

(

−1
An

)]

Resolviendo se tiene

(

An

0

)

+

(

−1
An

)

xn
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Ya habiendo demostrado que la (n− 1) − variedad es de Bézier podemos utilizar una

importante y onoida propiedad: toda variedad de Bézier se enuentra ontenida en la erra-

dura onvexa de sus puntos de ontrol, esto es una onseuenia direta de ser una partiión

de la unidad. Los puntos de ontrol son los n + 1 puntos orrespondientes a los oe�ientes

de los polinomios (x+ 1)n−k+1 (x− 1)k−1
, es deir,

(

P n
k,1, . . . , P

n
k,n

)

on k ∈ {1, . . . , n+ 1}.
Como estamos en un espaio eulídeo de dimensión n, entones la envoltura onvexa de estos
puntos resulta ser un n− sı́mplice. Así que una manera de omprobar que un polinomio es

estable, es omo primer paso determinar su pertenenia al interior de este n − sı́mplice, y
omo segundo paso veri�ar que ada uno de sus menores entrales sea mayor que ero, es

deir, que Dn
k > 0. Esta deliada a�rmaión tendrá su demostraión en las próximas páginas,

se hará en dos partes, primero se disutirá el signi�ado de que el poliomio perteneza al

n− sı́mplice y segundo el signi�ado de que todos sus menores entrales sean positivos.

2.7. Caraterizaión de polinomios estables

En esta seión del doumento abordaremos la araterizaión ompleta de los polinomio

estables, para ello se hará en dos proesos independientes. El primero de ellos se enarga

de garantizar que las raíes reales del polinomio tienen norma menor que uno y el segundo

proeso garantiza que las raíes omplejas del polinomio tengan norma menor que uno.

2.7.1. Estabilidad de raíes reales

Para determinar la pertenenia del polinomio al n− sı́mplice esribiremos las euaiones

de los hiperplanos que lo de�nen.

Esribiendo los puntos de ontrol omo las �las de una matriz P n
,

P n ≡















P n
1,0 P n

1,1 · · · P n
1,n−1 P n

1,n

P n
2,0 P n

2,1 · · · P n
2,n−1 P n

2,n
...

...
. . .

...
...

P n
n,0 P n

n,1 · · · P n
n,n−1 P n

n,n

P n
n+1,0 P n

n+1,1 · · · P n
n+1,n−1 P n

n+1,n















Si multipliamos por la izquierda por el vetor (−1, x1, x2, . . . , xn), obtenemos varios

hiperplanos

HPlano1 (x1, . . . , xn) → −P n
1,0 + P n

2,0x1 + . . .+ P n
n+1,0xn

HPlano2 (x1, . . . , xn) → −P n
1,1 + P n

2,1x1 + . . .+ P n
n+1,1xn

...
...

...
HP lanon+1 (x1, . . . , xn) → −P n

1,n + P n
2,nx1 + . . .+ P n

n+1,nxn

Si evaluamos los hiperplanos en los puntos (x1, . . . , xn) =
(

P n
i,1, . . . , P

n
i,n

)

on i ∈ {1, . . . , n+ 1}.
Además, teniendo en uenta que P n

i,0 = −1 y el Teorema 2.4.4 que die que

p
∑

i=0

P p
k,iP

p
i+1,j = 2pδk,j+1 ∀k ∈ {1, . . . , p+ 1} ∀j ∈ {0, . . . , p}



Región de Estabilidad 63

obtenemos que

HPlanoj
(

P n
i,1, . . . , P

n
i,n

)

= 2nδi,j

Es deir que el HPlanoj ontiene a todos los puntos exepto el punto P n
j . De tal manera

que los hiperplanos de�nidos de esta manera, son la erradura onvexa que busábamos.

Los polinomios que se enuentran aotados por esta erradura onvexa tienen una propiedad

espeial que itamos a ontinuaión. Pero primero neesitaremos un lema ténio.

Lemma 2.7.1. Los puntos de ontrol P k
i,j umplen la siguiente relaión para todo k y para

1 ≤ i ≤ k + 1 y para 1 ≤ j ≤ k + 2

(k + 2− i)P k+1
j,i−1 = (j − 1)P k

j−1,i−1 + (k + 2− j)P k
j,i−1

Proof. Se demostrará por induión. Para k = 1 se puede expresar de la siguiente manera y

láramente es ierto.

(

−1 −1
−1 1

)(

2 1 0
0 1 2

)

=

(

2 0
0 1

)(

−1 −1 −1
−2 0 2

)

Supongamos que se umple para k y demostraremos que se umple para k + 1, es deir,
tenemos que veri�ar que para 1 ≤ i ≤ k + 2 y 1 ≤ j ≤ k + 3 se umple

(k + 3− i)P k+2
j,i−1 = (j − 1)P k+1

j−1,i−1 + (k + 3− j)P k+1
j,i−1

Teniendo en uenta el Lema 2.4.3, la prueba se hará para 1 ≤ j ≤ k + 1 y luego se

trataran los asos j = k + 2, k + 3
Si 1 ≤ j ≤ k + 1 la expresión se puede esribir omo

[(k + 2− i) + 1]
(

P k+1
j,i−1 + P k+1

j,i−2

)

= (j − 1)
(

P k
j−1,i−1 + P k

j−1,i−2

)

+[(k + 2− i) + 1]
(

P k
j,i−1 + P k

j,i−2

)

Usando la hipótesis indutiva tenemos

(k + 3− i)P k+1
j,i−2 + P k+1

j,i−1 = (j − 1)P k
j−1,i−2 + (k + 2− i)P k

j,i−2 + P k
j,i−1 + P k

j,i−2

Y apliándola nuevamente nos queda

P k+1
j,i−1 = P k

j,i−1 + P k
j,i−2

que es láramente ierto.

Si j = k + 2, k + 3 entones la expresión se puede esribir omo

[(k + 2− i) + 1]
(

P k+1
j−1,i−1 − P k+1

j−1,i−2

)

= [(j − 2) + 1]
(

P k
j−2,i−1 − P k

j−2,i−2

)

+(k + 3− i)
(

P k
j−1,i−1 − P k

j−1,i−2

)

usando la hipótesis indutiva dos vees
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− (k + 3− i)P k+1
j−1,i−2+P

k+1
j−1,i−1 = − (j − 2)P k

j−2,i−2+P
k
j−2,i−1−P k

j−2,i−2−(k + 3− i)P k
j−1,i−2

P k+1
j−1,i−1 = P k

j−2,i−1 − P k
j−2,i−2

que es ierto.

Theorem 2.7.2. Sea Pn (x) un polinomio (α1, . . . , αn) que se enuentra en el interior de la

región delimitada por los planos HPlanoj on j ∈ {0, . . . , n}, de tal manera que

HPlanoj (α1, . . . , αn) =
n
∑

i=0

P n
i+1,jαi > 0 ∀j ∈ {0, . . . , n}

Entones toda raíz x ∈ R de P (x) umple que |x| < 1.

Demostraión. Se demostrará que ualquier ombinaión onvexa estrita (∀i 0 < mi < 1)
de los puntos de ontrol tiene la propiedad que sus raíes reales umplen |x| < 1.

Si n = 1
Sea P1 (x) = m1 (x− 1) +m2 (x+ 1), on m1 +m2 = 1, on 0 < mi < 1.
La raíz de P es

x =
m1 −m2

m1 +m2
= m1 −m2

por la ondiión de onvexidad se tiene que

|x| = |m1 −m2| < 1

Ahora supongamos que se umple para n = k y demostremos el resultado para n = k+1.
Sea

Pk+1 (x) =
k+2
∑

i=1

mi (x+ 1)k+2−i (x− 1)i−1

una ombinaión onvexa de los puntos de ontrol (

∑k+2
i=1 mi = 1), teniendo en uenta

que los oe�ientes de (x+ 1)n+2−i (x− 1)i−1
están dados por −P n+1

i,j , tenemos

Pk+1 (x) =

k+1
∑

j=0

xk+1−j

k+1
∑

i=0

(

−P k+1
i+1,jmi+1

)

entones su derivada es

P ′
k+1 (x) =

k
∑

j=0

(k + 1− j) xk−j

k+1
∑

i=0

(

−P k+1
i+1,j

)

mi+1

haiéndo el oe�iente prinipal igual a uno
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P ′
k+1 (x) =

k
∑

j=0

xk−j

k+1
∑

i=0

k + 1− j

k + 1

(

−P k+1
i+1,jmi+1

)

si éste último polinomio umpliera on el enuniado del problema se debería poder ex-

presar omo ombinaión onvexa de los puntos de ontrol, es deir, se pueden enontrar

Mi ∈ (0, 1) tal que M1 + · · ·Mk+1 = 1 y

P ′
k+1 (x) =

k
∑

j=0

xk−j

k
∑

i=0

(

−P k
i+1,jMi+1

)

es deir,

k
∑

i=0

(

−P k
i+1,jMi+1

)

=
k+1
∑

i=0

k + 1− j

k + 1

(

−P k+1
i+1,jmi+1

)

denotando a M = (M1, . . . ,Mk+1)
T
y a P k =

(

P k
i,j

)

, y de�niendo la matriz diagonal L
on entradas

Lii =
k + 2− i

k + 1

el problema se redue a enontrar M tal que Mi ∈ (0, 1), M1 + · · ·Mk+1 = 1 y

(

−P k
)T
M = L

(

−P k+1
)T
m

por el Teorema 2.4.4 se tiene que

(

P k
)2

= 2kI, así que
(

P k
)T

es invertible y el sistema

tiene soluión únia. La soluión es Mi = k+2−i
k+1

mi +
i

k+1
mi+1 on 1 ≤ i ≤ k + 1. Para

omprobar que es la soluión expresamos la anterior euaión en sus omponentes y llegamos

a que se debe umplir que

1

k + 1

[

(j − 1)P k
j−1,i−1 + (k + 2− j)P k

j,i−1

]

=
k + 2− i

k + 1
P k+1
j,i−1

lo ual es ierto por el lema anterior.

Notando que los Mi son todos positivos, sólo nos resta probar que

∑k+1
i=1 Mi = 1

k+1
∑

i=1

Mi =
k+1
∑

i=1

(

k + 2− i

k + 1
mi +

i

k + 1
mi+1

)

=
k+1
∑

i=1

k + 2− i

k + 1
mi +

k+2
∑

i=2

i− 1

k + 1
mi

= m1 +
k+1
∑

i=2

k + 2− i

k + 1
mi +

k+1
∑

i=2

i− 1

k + 1
mi +mk+2

=

k+2
∑

i=1

mi = 1
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Figura 2.7.1: Polinomios no estables en el interior de la erradura onvexa de los puntos de

ontrol. Podemos notar que ninguna raíz real tiene módulo mayor a uno.

De todo esto se onluye que si Pk (x) es un polinomio on todas sus raíes reales on

valor absoluto menor que uno., entones la derivada de Pk+1 (x) también tiene sus raíes on

valor absoluto menor que uno. Adiionalmente, teniendo en uenta que Pn (1) = m12
n > 0,

que Pn (−1) = mn+1 (−2)n es positivo uando n es par y negativo uando n es impar y que

oinide on los signos de estos polinomios en ∞ y −∞ respetivamente. Se onluye que si

Pk+1 (x) tiene una raíz real x0 tal que |x0| ≥ 1 neesariamente su derivada tuvo que tener

una raíz on norma mayor que uno y tenemos una ontradiión, por lo tanto, todas las

raíes reales de Pk+1 (x) umplen que |x0| < 1.

Por lo tanto, si un polinomio no es estable y umple queHPlanoj (α1, . . . , αn) =
∑n

i=0 P
n
i+1,jαi >

0 ∀j ∈ {0, . . . , n}. Forzosamente tiene que tener una raíz ompleja on normal mayor a uno.

En la Figura 2.7.1 se pueden ver las raíes de 100 polinomios de grado n = 10 no estables

generados aleatoriamente que umplen on la ondiión y en partiular todas las reales están

dentro del írulo unitario.

2.7.2. Estabilidad de raíes omplejas

Retomando el Teorema 2.2.5, en el que mostramos lo siguiente:

Si Pn (x) = xn − α1x
n−1 − α2x

n−2 − . . .− αn y si
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B =



















1 −α1 −α2 −α3 · · · −αn−2 −αn−1 −αn

−α1 1− α2 −α3 −α4 · · · −αn−1 −αn 0
−α2 −α1 − α3 1− α4 −α5 · · · −αn 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...
−αn−1 −αn−2 − αn −αn−3 −αn−4 · · · −α1 1 0
−αn −αn−1 −αn−2 −αn−3 · · · −α2 −α1 1



















entones,

Las raíes de Pn (x) umplen que |z| < 1 si y sólo si det (B) 6= 0 y la región ontiene a

(α1, . . . , αn) = (0, . . . , 0).
El gran problema es que no teníamos un método para garantizar que la región donde

estaban los oe�ientes del polinomio ontenía al vetor (0, . . . , 0). Inluso no era onluyente
después del Teorema 2.3.3 en el que se demostró que

det(B) =

(

1−
p
∑

i=1

αi

)(

1−
p
∑

i=1

(−1)i αi

)

det(D)

on

D =















1 0 0 · · · 0
−α1 1 0 · · · 0
−α2 −α1 1 · · · 0
... −α2

...
. . .

...
−αp−2 · · · −α2 −α1 1















−



















−α2 −α3 −α4 · · · −αp

−α3 −α4

... . .
. ...

−α4

... −αp · · · 0
... −αp 0 · · · 0

−αp 0 0 · · · 0



















ya que había regiones que umplían que los tres fatores eran mayores que ero, pero las

raíes de Pn (x) no umplían |z| < 1, esto era porque esas regiones en uestión, no ontenían

al vetor (0, . . . , 0). Para alarar todos estos detalles estudiaremos un poo mas a fondo la

estrutura de los menores entrales, su interpretaión y utilidad.

El ejeriio que haremos es omenzar on el polinomio xn y por medio de un parámetro

�R� lo transformaremos en xn−2k
∏k

i=1 (x
2 + 2Ruix+R2). El primero orresponde a un po-

linomio on n raíes en el origen y el segundo a un polinomio on n−2k raíes en el origen y

las otras 2k raíes son omplejas y todas tienen módulo R. Adiionalmente se han inluído

los parámetros ui ∈ (−1, 1) que da uenta de la direión de ada una de estas raies. Un

ejemplo en dimensión n = 5 se enuentra en la Figura 2.7.2

Esto lo haemos on el �n de saar todas las raíes simultáneamente del irulo unitario y

no haer más omplejos los álulos, pero para los efetos en los menores entrales es su�ien-

te. Por el momento podemos notar que si hay n−2k raíes nulas, entones el último oe�iente

del polinomio que no es nulo es a2k = −R2k
, y para 2k + 1 ≤ i ≤ n se tiene que ai = 0. Al

onsiderar todos estos oe�ientes nulos y veri�ando ada uno de los determinantes, vemos

que Dn
i = D2k

i . Es deir, la presenia de las raíes nulas, hae que sólo sea neesario tomar

en uenta el onjunto de los D2k
i asoiados al polinomio P2k (x) =

∏k

i=1 (x
2 + 2Ruix+R2).

Por la forma espeial de estos polinomios, sus oe�ientes umplen una relaión de simetría.



68 Región de Estabilidad

Figura 2.7.2: Raíes saliendo del írulo unitario on R = 0, 1
2
, 2

Lema 2.7.3. Sea P2k un polinomio de la forma

P2k (x) =

k
∏

i=1

(

x2 + 2Ruix+R2
)

entones sus oe�ientes umplen

a2k−i = R2(k−i)ai

Demostraión. Para k = 1 se umple laramente.

Asumiendo ierto para k = n, probaremos que se umple para k = n+ 1.
Sea

P2n (x) = x2n − a1x
2n−1 − a2n−1x− a2n

un polinomio tal que sus oe�ientes umplen que

a2n−i = R2(n−i)ai

Ahora onsideremos el polinomio

P2(n+1) (x) =
(

x2 + 2Rux+R2
)

P2n

Sus oe�ientes los expresaremos por ãi, y al haer la operaión vemos que son iguales a

ãi = ai + 2Ruai−1 +R2ai−2

por lo tanto

ã2(k+1)−i = a2k+2−i + 2Rua2k+1−i +R2a2k−i
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Usando la hipótesis indutiva

ã2(k+1)−i = R2(k+2−i)ai−2 + 2RuR2(k+1−i)ai−1 +R2R2(k−i)ai

= R2(k+1−i)
(

ai + 2Ruai−1 +R2ai−2

)

= R2(k+1−i)ãi

Lo que prueba el resultado.

Proposition 2.7.4. Sea P (x) un polinomio on n − 2k raíes nulas y 2k raíes omplejas

de módulo R. Entones

sgn (Dn
i ) =











1 si R < 1

0 si R = 1

(−1)k−i+1 si R > 1

donde sgn (x) es la funión signo.

Demostraión. El determinante Dn
1 = D2k

1 en la �la i tiene entradas

Dij = ai+j − ai−j

y en la �la 2k − i tiene entradas

D2k−i,j = a2k−i+j − a2k−i−j

Si sumamos las dos �las y las reemplazamos en la �la i, podemos haer esto k vees y

nos queda

Dij =
(

ai+j − a2k−(i+j)

)

−
(

ai−j − a2k−(i−j)

)

para 1 ≤ i ≤ k. Para los otros valores de i queda igual que antes. Al apliar el lema

anterior a esta última expresión tenemos

Dij = ai+j

(

1− R2(k−i−j)
)

− ai−j

(

1− R2(k−i+j)
)

= (1−R)



ai+j

2(k−i−j)−1
∑

m=0

Rm − ai−j

2(k−i+j)−1
∑

m=0

Rm





Como esto es para la matriz D2k
1 y podemos saar este fator (1− R) una antidad k de

vees, entones para R > 1, sgn
(

D2k
1

)

= (−1)k. Para la matriz D2k
2 omo quitamos la �la

superior y la inferior de D2k
1 , se puede saar el fator (1− R) una antidad k − 1 de vees,

entones para R > 1, sgn
(

D2k
2

)

= (−1)k−1
. Siguendo este razonamiento tenemos que para

R > 1
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Figura 2.7.3: Polinomios no estables que umplen que todos sus menores entrales son ma-

yores a ero. Vemos que ninguna raíz ompleja tiene módulo mayor a uno.

sgn (Dn
i ) = (−1)k−i+1

Los asos para R ≤ 1 son laros.

Así pues, tenemos que la únia manera para que todos los signos de Dn
i sean positivos, es

que todas las raíes omplejas tengan norma menor a uno. Por lo tanto tenemos el siguiente

orolario inmediato.

Corolario 2.7.5. Si P (x) umple que Dn
i > 0 para 1 ≤ i ≤

⌊

n
2

⌋

entones toda raíz x ∈ C

de P (x) umple que |x| < 1.

Esto se puede apreiar en la Figura 2.7.3 donde se simularon 100 polinomios de grado

n = 10 no estables pero que umplían que Dn
i > 0 para 1 ≤ i ≤

⌊

n
2

⌋

, podemos ver que

ninguna raíz ompleja tiene norma mayor que uno.

En este momento podemos resumir los resultados del Teorema 2.7.2 y del Corolario 2.7.5

en un sólo teorema que arateriza a los polinomios estables.

Theorem 2.7.6. Sea Pn (x) = xn − α1x
n−1 − α2x

n−2 − . . .− αn un polinomio mónio on

oe�ientes reales de grado n, sea D la matriz on entradas

di,j = αi+j − αi−j

donde

αk =











−1 si k = 0

αk si k ∈ {1, . . . , n}
0 si k ∈ {0, 1, . . . , n}c
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entones todas sus raíes umplen que |z| < 1, si y sólo si umple las siguientes

⌈

3n+1
2

⌉

desigualdades

HPlanoj (α1, . . . , αn) =

n
∑

i=0

P n
i+1,jαi > 0 ∀j ∈ {0, . . . , n}

Dn
k > 0 ∀k ∈

{

1, . . . ,
⌊n

2

⌋}

Donde P n
k,i son los oe�ientes del polinomio (x+ 1)p−k+1 (x− 1)k−1 = xp − P p

k,1x
p−1 −

P p
k,2x

p−2 − . . .− P p
k,p

Cabe notar que los puntos P n
i,j se pueden prealular para ualquier dimensión, es de-

ir, son independientes del polinomio al que se le quiere veri�ar la estabilidad. Además,

reordando la fatorizaión

det(B) =

(

1−
p
∑

i=1

αi

)(

1−
p
∑

i=1

(−1)i αi

)

det(D)

los fatores (1−
∑p

i=1 αi) y
(

1−
∑p

i=1 (−1)i αi

)

se orresponden on los planosHPlano0 (α1, . . . , αn)

y HPlanon (α1, . . . , αn) respetivamente. El resto de planos se enargan de aislar la región

que ontiene al (0, . . . , 0). Es importante notar que la ondiión Dn
k > 0 ∀k ∈

{

1, . . . ,
⌊

n
2

⌋}

es totalmente neesaria, por ejemplo el polinomio

P (x) = x5 − 0.5844x4 + 1.7316x3 − 0.9644x2 + 1.3087x− 0.6834

umple que

HPlanoj (α1, α2α3α4, α5) > 0 para j ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}

D5
1 > 0

pero

D5
2 < 0

se puede veri�ar que las raíes del polinomio son 4 omplejas y 1 real, on valores de

módulo 0.5340, 1.0627, 1.0645. Por lo tanto, el polinomio no es estable.

Example 2.7.7. Enontrar ondiiones su�ientes y neesarias en los oe�ientes del poli-

nomio p (x) = x4 − ax3 − bx2 − cx− d para que sea estable

Usando el Lema 2.4.3, la matriz P 4
es:

P 4 ≡













−1 −4 −6 −4 −1
−1 −2 0 2 1
−1 0 2 0 −1
−1 2 0 −2 1
−1 4 −6 4 −1
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y los menores entrales son

D4
1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + b c d
c− a 1 + d 0
d− b −a 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

D4
2 = 1 + d

Por lo tanto los oe�ientes deben umplir las siguientes desigualdades:

1− a− b− c− d > 0 ⇐⇒ HPlano0 > 0
4− 2a+ 2c+ 4d > 0 ⇐⇒ HPlano1 > 0

6 + 2b− 6d > 0 ⇐⇒ HPlano2 > 0
4 + 2a− 2c+ 4d > 0 ⇐⇒ HPlano3 > 0
1 + a− b+ c− d > 0 ⇐⇒ HPlano4 > 0

(1 + d) (1 + b+ bd − d2) + (a− c) (c+ ad) > 0 ⇐⇒ D4
1 > 0

1 + d > 0 ⇐⇒ D4
2 > 0

En la disusión anterior al ejemplo vimos que las ondiiones de que todos los menores

entrales fueran positivos es absolutamente neesaria, no paree ser así on todos los hiper-

planos, por el Teorema 2.3.3, vemos que el HPlano0 y el HPlanon deben estar ya que son

parte de la frontera de la región de estabilidad, pero al pareer ualquiera de los otros hiper-

planos no neesariamente debe estar on tal que se umpla la ondiión que el número total

de desigualdades sea n + 1.
En la investigaión se ha notado que la antidad de

⌈

3n+1
2

⌉

desigualdades, es una antidad

redundante y los experimentos omputaionales permiten inferir que son neesarias sólo

n + 1 euaiones. Las 3 euaiones que de�nen la región, las otras

⌊

n
2

⌋

− 1 dadas por

el resto de menores entrales, y

⌈

n
2

⌉

− 1 de ualquiera de los hiperplanos que están entre

{HPlano1, . . . , HP lanon−1}. Así que tenemos la siguiente onjetura.

Conjeture 2.7.8. Sea Pn (x) = xn −α1x
n−1 −α2x

n−2 − . . .−αn un polinomio mónio on

oe�ientes reales de grado n, sea D la matriz on entradas

di,j = αi+j − αi−j

donde

αk =











−1 si k = 0

αk si k ∈ {1, . . . , n}
0 si k ∈ {0, 1, . . . , n}c

entones todas sus raíes umplen que |z| < 1, si y sólo si umple las siguientes n + 1
desigualdades

Dn
k > 0 ∀k ∈

{

1, . . . ,
⌊n

2

⌋}

HPlano0 (α1, . . . , αn) =

n
∑

i=0

P n
i+1,0αi > 0
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HPlanon (α1, . . . , αn) =

n
∑

i=0

P n
i+1,nαi > 0

y

⌈

n
2

⌉

− 1 de ualquiera de las siguientes desigualdades

HPlanoj (α1, . . . , αn) =

n
∑

i=0

P n
i+1,jαi > 0 ∀j ∈ {1, . . . , n− 1}

Donde P n
k,i son los oe�ientes del polinomio (x+ 1)p−k+1 (x− 1)k−1 = xp − P p

k,1x
p−1 −

P p
k,2x

p−2 − . . .− P p
k,p

Estos últimos resultados dan una araterizaión y a pesar que se pueden alular de una

manera direta en un tiempo O (n2) para los hiperplanos y en O (n4) para todos los menores

entrales, en el siguiente apítulo aproveharemos la estrutura matriial subyaente y la

posibilidad de haer un preproesamiento para disminuir el primer tiempo a O (log (n)) y el

segundo a O (nlog2 (n)).
A modo de onlusión expondremos los resultados originales obtenidos en el desarrollo

del apítulo. Se introdujo el objeto prinipal de estudio que es la región de estabilidad. Se

usaron las euaiones de Yule-Walker para enontrar una araterizaión de la región de

estabilidad. Se mostro su no onvexidad y una fatorizaión de su frontera, que se divide

en 2 hiperplanos y en una parte no lineal. Hablamos de los puntos de interseión de estas

tres fronteras y una relaión de ortogonalidad que tuvo su uso al �nal del apítulo. Se habló

de los menores entrales y de ómo estos umplían la importante funión de ontar eros

sobre el irulo unitario, además, que las super�ies que se obtienen al igualarlos a ero

eran super�ies que tenían sus equivalentes en dimensiones menores. Se demostró que esas

fronteras no lineales de estabilidad se podían ver omo variedades de Bézier on los puntos

de ontrol determinados por los oe�ientes de los polinomios mónios que sólo tienen raíes

en el onjunto {−1, 1}.
Todos estos resultados �nalmente llevaron a una araterizaión ompleta de la frontera

de estabilidad. Es la primera vez que se muestra este tipo de resultados on los oe�ien-

tes originales del polinomio, sin haer transformaiones para usar la estabilidad ontinua.

Además, de la exploraión de las propiedades, la interpretaión exata de ada uno de sus

omponentes y su relaión on super�ies de Bézier.

En todo este trabajo el objeto de estudio fueron los polinomios on oe�ientes reales y

el heho que existían polinomios irreduibles en este uerpo. Como trabajo futuro se quiere

estudiar qué resultados sobre la estabilidad de polinomios se pueden extender a otros uer-

pos, teniendo en uenta que la irreduibilidad debe existir para algunos polinomios, omo

ourre on los polinomios uadrátios de oe�ientes reales. La idea es que muhos de estos

resultados se puedan extender a Anillos de Polinomios sobre Dominios Íntegros o al menos

Dominios Eulideos.

En el Teorema 2.6.12, se haen las identi�aiones ditadas por la De�niión 2.6.6 y que

sólo involuran los puntos. Éstas muestran omo ídenti�ar los 2n−1
vérties de (n− 1)−cubo

on los n + 1 puntos de ontrol. Pero no se ha explorado las identi�aiones que se dan en

las aras, aristas, et. En el aso de estabilidad en polinomios de grado 3 la identi�aión

de estas otras omponentes es trivial ya que se identi�a el uadrado on un la frontera
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no lineal de estabilidad, que resulta ser un paraboloide hiperbólio, ada uno on 4 puntos,

23−1 = 3 + 1. Así que el uadrado sólo se estira y se ubia en los puntos de ontrol. Para

las otras dimensiones ya no es tan senillo ver omo se transforma el ubo en la frontera y

ourren identi�aiones poo triviales a nivel de aristas, aras, et. Se espera explorar estos

detalles a futuro on olaboradores en el área de Topología y Geometría.



Capítulo 3

Algoritmo super-rápido para estabilidad

de polinomios.

En el apítulo anterior terminamos en una araterizaión de la región de estabilidad,

para alular las ondiiones debíamos resolver n + 1 desigualdades orrespondientes a los

hiperplanos y

⌊

n
2

⌋

desigualdades orrespondientes a los menores entrales. Si todas estas

ondiiones se alulan sin tomar en uenta algunas ventajas estruturales se obtiene una

omplejidad omputaional de O (n2) para los hiperplanos y de O (n4) para los menores

entrales, por lo tanto, para determinar si un polinomio es estable tendriamos una om-

plejidad de O (n4), que es muy alta para los denominados �algoritmos rápidos� que se han

desarrollado a partir del algoritmo Shur-Cohn [29℄ [10℄. Estos algoritmos tienen omplejidad

O (n2) y toman en uenta en su mayoría de vees propiedades de las matries estruturadas

involuradas. Veremos que podemos reintrepetar nuestros resultados en términos de estas

matries para asi reduir la omplejidad a O (nlog2n). Demostraremos ómo haremos esta

reintrepetaión, y también mostraremos super�ialmente las ideas prinipales de la ténia

de desplazamiento, por medio de la ual la omplejidad algoritmia se puede reduir a lo

diho anteriormente.

3.1. Algoritmo para los hiperplanos

En el aso de los hiperplanos que se nombran en el Teorema 2.7.6, para que un polinomio

sea estable se debe umplir que

HPlanoj (α1, . . . , αn) =

n
∑

i=0

P n
i+1,jαi > 0 ∀j ∈ {0, . . . , n}

Los oe�ientes P n
i+1,j se pueden alular previamente ya que sólo dependen de la dimen-

sión y no del polinomio al que se le veri�ará la estabilidad. De tal manera que si alulamos

ada una de las expresiones de forma direta nos tomaría un tiempo total de O (n2).

El problema también se puede verse una manera geométria y resulta ser equivalente al

problema de Loalizaión de Punto. Éste problema onsiste en que dada una partiión del

espaio eulídeo en regiones disjuntas, hay que determinar a uál de las regiones pertenee

75
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el punto. Al apliarlo a este problema podremos determinar uándo un punto pertenee al

símplejo que ontiene el vetor 0.

En [8℄ se puede ver el desarrollo de los Hiperplanos de Corte y varias apliaiones de estos

resultados, y espeí�amente para el problema de Loalizaión de punto se tiene el siguiente

teorema.

Teorema 3.1.1. [Chazelle, 1993℄ Dada una oleión H de n hiperplanos en Rd
, podemos

preproesarla para Loalizaión de Punto en O
(

nd
)

de tiempo y espaio, de tal manera que

ualquier punto puede ser loalizado en O (log (n)).

La idea subyaente de la ténia es onstruir una base de datos que divide el espaio

en simplejos de dimensión n. Se re�na suesivamente hasta que se llega a los simplejos

ontenidos en ada una de las áreas que de�ne la oleión H de hiperplanos. Después de

este preproesamiento se ubia en qué región se enuentra el punto reorriendo un árbol de

manera similar a omo se proede en una búsqueda binaria.

Así que �nalmente determinar si un polinomio umple

HPlanoj (α1, . . . , αn) =
n
∑

i=0

P n
i+1,jαi > 0 ∀j ∈ {0, . . . , n}

se puede saber en O (log (n)), haiendo un preproesamiento de O (nn) en espaio y

tiempo.

Como trabajo futuro se busará un algoritmo alternativo que no neesite tanto espaio y

tiempo de preproesamiento. Creemos que es posible un algoritmo no tan omplejo al menos

en tiempo de búsqueda O (nlog2 (n)) y muho menos tiempo de preproesamiento, ya que

los puntos P n
i+1,j gozan de muhas simetrias.

3.2. Algoritmo para los menores entrales

Reordando los menores entrales de la matriz asoiada a la frontera de estabilidad no

lineal (De�niiones 2.3.4 y 2.5.2). Debemos alular el determinante de la matrizD y veri�ar

que éste sea mayor que ero.

D =



















1 + α2 α3 α4 α5 · · · αn

α3 − α1 1 + α4 α5 α6 · · · 0
α4 − α2 α5 − α1 1 + α6 α7 · · · 0
α5 − α3 α6 − α2 α7 − α1 1 + α8 · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

αn − αn−2 −αn−3 −αn−4 −αn−5 · · · 1



















De igual manera se debe haer para ada uno de sus menores entrales, es deir,
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Dn
2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + α4 α5 α6 · · · αn

α5 − α1 1 + α6 α7 · · · 0
α6 − α2 α7 − α1 1 + α8 · · · 0

...
...

...
. . .

...
αn − αn−4 −αn−5 −αn−6 · · · 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> 0

Dn
3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 + α6 α7 α8 · · · αn

α7 − α1 1 + α8 α9 · · · 0
α8 − α2 α9 − α1 1 + α10 · · · 0

...
...

...
. . .

...
αn − αn−6 −αn−7 −αn−8 · · · 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> 0

y así suesivamente.

Si intentamos haer ada uno de los determinantes tenemos que Dn
1 se puede alular

en O
(

(n− 1)3
)

, Dn
2 se puede alular en O

(

(n− 3)3
)

, en general Dn
k se puede alular en

O
(

(n + 1− 2k)3
)

y Dn

⌊n
2 ⌋ en O (1).

Si alulamos todos los determinantes de esta manera nos daría un tiempo de

T (n) =

⌊n
2 ⌋
∑

k=1

O
(

(n + 1− 2k)3
)

= O
(

n4
)

Hasta el momento no hemos onsiderado que la matriz D tiene una estrutura muy

onoida, y es que se trata de una matriz Toeplitz+Hankel, nombradas por los matemátios

alemanes Otto Toeplitz [1881-1940℄ y Hermann Hankel [1839-1873℄.

3.2.1. Conversión de una matriz Toeplitz + Hankel a una matriz

Toeplitz por bloques

A ontinuaión se mostrará el aeramiento que se hizó al problema de disminuir este

tiempo de O (n4) a un tiempo de O (nlog2n). Primero se transformará la matriz Toeplitz +
Hankel en una matriz Toeplitz por bloques equivalente pero del doble de tamaño.

Para empezar hagamos explíita la parte Toeplitz y la parte Hankel de la matriz D.

D =















1 0 0 · · · 0
−α1 1 0 · · · 0
−α2 −α1 1 · · · 0
... −α2

...
. . .

...
−αn−2 · · · −α2 −α1 1















−



















−α2 −α3 −α4 · · · −αn

−α3 −α4

... . .
. ...

−α4

... −αn · · · 0
... −αn 0 · · · 0

−αn 0 0 · · · 0



















en donde denotaremos la matriz



78 Algoritmo super-rápido para estabilidad de polinomios.

T ≡















1 0 0 · · · 0
−α1 1 0 · · · 0
−α2 −α1 1 · · · 0
... −α2

...
. . .

...
−αn−2 · · · −α2 −α1 1















y

H ≡ −



















−α2 −α3 −α4 · · · −αn

−α3 −α4

... . .
. ...

−α4

... −αn · · · 0
... −αn 0 · · · 0

−αn 0 0 · · · 0



















Los detalles de lo siguiente se pueden enontrar en [26℄.

Cabe notar que det (D) 6= 0 si y sólo si el sistema (T +H) p = b tiene soluión únia,

donde p = (p1, . . . , pn−1)
T
es un vetor por determinar y b = (b1, . . . , bn−1)

T
es un vetor

onoido. Sea J la matriz

J ≡















0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 1 0
...

... . .
. ...

...
0 1 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0















Este sistema se puede extender a uno equivalente dado por

(

T TH
T T
H T T

)(

p+
p−

)

=

(

b+
b−

)

Donde TH = HJ , p+ = p y p− = Jp

Si antes el sistema era (n− 1) × (n− 1), ahora se ha onvertido en uno de (2n− 2) ×
(2n− 2) donde ada uno de sus bloques es una matriz Toeplitz. La diferenia on este nuevo

sistema es que se han dupliado las euaiones en orden inverso.

Ahora sea la matriz Q entrelazada de tamaño (2n− 2)× (2n− 2)

{Q}ij ≡











1 para i = 2r + 1, j = r + 1, r = 0, 1, . . . n− 2

1 para i = 2r + 2, j = n+ r, r = 0, 1, . . . , n− 2

0 para el resto

Esta matriz tiene la propiedad de ser unitaria. Ejempli�ando para n = 4 seria
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Q =

















1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1

















Si haemos la operaión

[

Q

(

T TH
T T
H T T

)

QT

]

Q

(

p+
p−

)

= Q

(

b+
b−

)

El sistema se transforma en















R0 R−1 R−2 · · · R2−n

R1 R0 R−1 · · · R3−n

R2 R1 R0 · · · R4−n

...
...

...
. . .

...
Rn−2 Rn−3 Rn−4 · · · R0





























p̄1
p̄2
p̄3
...
¯pn−1















=















b̄1
b̄2
b̄3
...
¯bn−1















donde

p̄i =

(

pi
pn−1−i

)

b̄i =

(

bi
bn−1−i

)

y las Ri son matries 2× 2

R (i, j) = Ri−j =

(

T (i, j) TH (i, j)
TH (j, i) T (j, i)

)

A la matriz ompleta la denotaremos por

Rn−2 ≡















R0 R−1 R−2 · · · R2−n

R1 R0 R−1 · · · R3−n

R2 R1 R0 · · · R4−n

...
...

...
. . .

...
Rn−2 Rn−3 Rn−4 · · · R0















Adiionalmente, para ada 0 ≤ k ≤ n − 2 también podemos de�nir la versión trunada

de la matriz anterior

Rk ≡















R0 R−1 R−2 · · · R−k

R1 R0 R−1 · · · R−k+1

R2 R1 R0 · · · R−k+2

...
...

...
. . .

...
Rk Rk−1 Rk−2 · · · R0
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La matrizRk tiene algunas propiedades para resaltar, primero que se trata de una matriz

por bloques Toeplitz uyas entradas son matries 2 × 2 y la segunda propiedad, es que se

trata de una matriz entrosimétria, es deir, si tenemos una matriz A de n × n, A es

entrosimétria si umple que Ai,j = An−i+1,n−j+1 para 1 ≤ i, j ≤ n.
Para resolver sistemas que involuran matries Toeplitz, el estadounidense Norman Le-

vinson [1912-1975℄ propuso un algoritmo en 1947 ahora onoido omo �reursión Levinson�

[24℄. Este algoritmo disminuyó el tiempo de resoluión del sistema y en partiular el álulo

del determinante de una matriz Toeplitz de O (n3) a O (n2) . Eventualmente, este algoritmo

fue extendido por H. Akaike en 1973 [1℄ para matries Toeplitz por bloques omo es el aso

que apliaremos en este trabajo. En el algoritmo que se muestra a ontinuaión, si A es una

matriz de n×n , Aτ
denota la transpuesta de una matriz on respeto a la diagonal prinipal

(la que va de la entrada (1, 1) a la (n, n)) y Aπ
denota la transpuesta de una matriz on

respeto a la ontra diagonal (la que va de la entrada (1, n) a la (n, 1))

Algoritmo Levinson para el álulo del determinante de una matriz Toeplitz

por bloques

Entrada: Bloques R−k, . . . Rk

Salida: det (Rk)

Algoritmo:

X0
0 =

(

1 0
0 1

)

, V 0
X = R0, det (Rk) = det (R0)

para i = 1, . . . k

X i−1
i =

(

0 0
0 0

)

Ei
X =

i−1
∑

j=0

Ri−jX
i−1
j

Bi
X =

[(

V i−1
X

)τπ]−1
Ei

X

V i
X = V i−1

X −
(

Ei
X

)τπ
Bi

X

para j = 0, . . . , i

X i
j = X i−1

j −
(

X i−1
i−j

)τπ
Bi

X

�n j
�n i

det (Rk) =
k
∏

i=0

det
(

V i
X

)

Este algoritmo se ejeuta en un tiempo de O (n2). Adiionalmente, en [17℄ se demuestra

que para una matriz entrosimétria, omo lo es el aso de Rk, se umple que

det (Rk) = det (Tk +Hk) det (Tk −Hk)
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donde Tk es la submatriz de T , on entradas 1 ≤ i, j ≤ k+1 y Hk es la submatriz de H ,

on entradas 1 ≤ i ≤ k + 1 y n− k − 1 ≤ j ≤ n− 1.
Estas submatries tienen una onexión on los menores entrales desarrollados en el

apítulo anterior. Explíitamente si 1 ≤ i ≤
⌊

n
2

⌋

, entones

Dn
i = det (Tn−2i +Hn−2i)

Esta onexión rea ondiiones adiionales (por ejemplo, uando el subíndie de Tk y Hk

sea k = n−2i+1) para la región de estabilidad que sabemos son redundantes para el aso de

polinomios on oe�ientes reales por el Teorema 2.7.6. Quizá se puedan generalizar muhos

de los resultados del apítulo anterior on oe�ientes en otros ampos por medio de este

indiio.

En las siguientes líneas demostraremos que en nuestro aso espei�o es equivalente

veri�ar det (Rk) > 0 o det (Tk +Hk) > 0. Para ello debemos volver nuestra motivaión

iniial para la estabilidad, es deir, la estaionariedad de series de tiempo. Espeí�amente

demostraremos que de todos los proesos AR (p), el que tiene menor varianza es el ruido

blano.

Teorema 3.2.1. Sea Xt de�nida por medio de un modelo autorregresivo debilmente estaio-

nario, donde ai ∈ R son sus parámetros, y εt es un ruido blano on media ero y varianza

σ2
, entones se umple que

var (Xt) ≥ σ2

donde la igualdad se da si y sólo si ∀i ai = 0.

Demostraión. Multipliando por Xt a ambos lados de

Xt =

p
∑

i=1

aiXt−i + εt

y tomando esperanzas tenemos que

var (Xt) = γ0 =

p
∑

i=1

aiγi + σ2

Por lo tanto, sólo debemos demostrar que

∑p

i=1 aiγi ≥ 0 y que la igualdad sólo se umple

uando ∀i ai = 0.
A ontinuaión transformaremos el modelo a otro equivalente pero en forma vetorial















Xt

Xt−1

...
Xt−p+2

Xt−p+1















=















a1 a2 · · · ap−1 ap
1 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 1 0





























Xt−1

Xt−2

...
Xt−p+1

Xt−p















+















εt
0
...
0
0















es deir, lo hemos transformado a una versión análoga a AR (1) pero vetorial, la rees-

ribiremos omo:
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Xt = AXt−1 + Σt

Multipliando la igualdad anterior por la dereha por XT
t−1A

T
y tomando la esperanza

E
(

XtX
T
t−1

)

AT = E
(

AXt−1X
T
t−1A

T
)

+ E
(

ΣtX
T
t−1A

T
)

tenemos que el lado izquierdo queda















γ1 γ2 · · · γp−1 γp
γ0 γ1 · · · γp−2 γp−1

...
...

. . .
...

...
γp−3 γp−4 · · · γ1 γ2
γp−2 γp−3 · · · γ0 γ1





























a1 1 · · · 0 0
a2 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

ap−1 0 · · · 0 1
ap 0 · · · 0 0















y teniendo en uenta que el ruido blano es independiente de los tiempos anteriores a él,

tenemos que

E
(

ΣtX
T
t−1A

T
)

=















0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0















y el lado dereho queda

E































∑p

i=1 aiXt−i

Xt−1

...
Xt−p+2

Xt−p+1





























∑p

i=1 aiXt−i

Xt−1

...
Xt−p+2

Xt−p+1















T
















Al �jarnos en la entrada 1, 1 de ambos lados tenemos que

p
∑

i=1

aiγi = E





(

p
∑

i=1

aiXt−i

)2


 ≥ 0

ya que el lado dereho de esta última igualdad se trata de una varianza, la ual es ero si

y sólo si es una variable aleatoria onstante, y la únia manera que ourra esto es si y sólo

si ∀i ai = 0.

Aunque este resultado nos será de utilidad un poo mas adelante, es de interés en si

mismo ya que se onluye que para los modelos autorregresivos, ualquier in�uenia que

tengamos del pasado es ausante de un aumento de la varianza.

Reordando la matriz de estabilidad
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1 −α1 −α2 −α3 · · · −αp−2 −αp−1 −αp

−α1 1− α2 −α3 −α4 · · · −αp−1 −αp 0
−α2 −α1 − α3 1− α4 −α5 · · · −αp 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

−αp−1 −αp−2 − αp −αp−3 −αp−4 · · · −α1 1 0
−αp −αp−1 −αp−2 −αp−3 · · · −α2 −α1 1













































γ0
γ1
γ2
γ3
...

γp−2

γp−1

γp



























=



























σ2

0
0
0
...

0
0
0



























Esrita omo

BΓ = Σ

podemos alular

Γ = B−1Σ =
1

det (B)
adj (B)Σ

dado que la únia omponente de Σ distinta de 0 es la primera, podemos alular γ0 si
hallamos adj (B)1,1. No es muy ompliado ver que

adj (B)1,1 = det (T −H)

entones

γ0 =
det (T −H)

det (B)
σ2

por el Teorema 3.2.1 tenemos que γ0 ≥ σ2
, por lo tanto,

det (T −H) ≥ det (B) =

(

1−
p
∑

i=1

αi

)(

1−
p
∑

i=1

(−1)i αi

)

det(T +H)

Si asumimos que se ha heho el algoritmo de los hiperplanos previamente, entones

(

1−
p
∑

i=1

αi

)

> 0

(

1−
p
∑

i=1

(−1)i αi

)

> 0

Así que

det(T +H) > 0 ⇒ det (T −H) > 0

Como

det (Rn−2) = det (T +H) det (T −H)

hemos demostrado que
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det(T +H) > 0 ⇒ det (Rn−2) > 0

Para demostrar la impliaión reíproa, tenemos que

det (Rn−2) > 0 ⇒ (det(T +H) > 0 ∧ det (T −H) > 0)∨(det(T +H) < 0 ∧ det (T −H) < 0)

Si asumimos que (det(T +H) > 0 ∧ det (T −H) > 0) es ierto entones ya habríamos

demostrado lo que queremos, asi que asumiremos que la otra proposiión es ierta y enon-

tremos una ontradiión, es deir,

det (Rn−2) > 0 ⇒ det (T −H) < 0

que es equivalente a

det (T −H) ≥ 0 ⇒ det (Rn−2) ≤ 0

omo ya demostramos que

det(T +H) > 0 ⇒ det (T −H) > 0

esto implia que

det(T +H) > 0 ⇒ det (Rn−2) ≤ 0

y tenemos una ontradiión on lo anteriormente demostrado.

Conluyendo, hemos demostrado que después de realizar el algoritmo de los hiperplanos

se umple

det (Tk +Hk) > 0 ⇐⇒ det (Rk) > 0

para todo k que en otras palabras es el siguiente resultado

Proposiión 3.2.2. Luego de veri�ar las desigualdades de los hiperplanos, se puede veri-

�ar la estabilidad ompleja de un polinomio diretamente on la matriz Toeplitz +Hankel
Tk +Hk o por medio de la matriz Toeplitz por bloques Rk.

Habiendo demostrado que es equivalente alular det (Tk +Hk) o det (Rk) para soluio-

nar el problema de estabilidad de polinomios, sólo nos queda alular este último de manera

e�iente. Revisando la literatura vemos que hay un resultado en [33℄ donde haen un desa-

rrollo que ulmina en un algoritmo super rápido (Tiempo de ejeuión menor a O (n2)) para
soluionar sistemas Toeplitz por bloques, pero se han enontrado varios errores en su desa-

rrollo, así que optaremos por la ténia de desplazamientos que ha sido estudiada en un

ontexto más general (otras matries) y no sólo de Toeplitz por bloques.

La ténia de desplazamiento se arateriza por saar proveho de la estrutura de las

matries involuradas y expresar su informaión relevante por medio de generadores que

tienen un rango muho menor (por lo general, rango onstante) que las matries originales,

haremos énfasis en el álulo del determinante para la matriz Rk, pero este aeramiento

también se puede apliar a otros tipos de matries estruturadas.
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3.2.2. Ténia de desplazamientos

Sea M = Rk la matriz Toeplitz por bloques de la disusión anterior, donde ada uno de

sus bloques son matries 2× 2 de�nidos por

R (i, j) = Ri−j =

(

T (i, j) TH (i, j)
TH (j, i) T (j, i)

)

De�nimos los operadores

L1 (M) = ∇A,B (M) = AM −MB

y

L2 (M) = △A,B (M) =M − AMB

A L1 se le onoe omo un operador de tipo Sylvester y a L2 de tipo Stein.

A grandes rasgos la ténia de desplazamiento onsiste en tres etapas:

1. Compresión de la informaión por medio de la apliaión de un operador L ∈ {L1, L2},
que exprese la matriz M en términos de un par de generadores G y H , ambos on

rango onstante O (1), esto redue la representaión de la matriz M . Es deir,

L (M) = GHτ

Para esto es neesario enontrar matries A y B que logren el objetivo de disminuir el

rango pero tal que sus entradas sean independientes de las entradas de M , pero que

por lo general dependen del tipo de matriz estruturada que sea M (Cauhy, Toeplitz,

Hankel, Vandermonde, et).

2. Operaiones de las matries sólo on los generadores que al tener menor antidad de

entradas se reduen los tiempos de ómputo.

3. Deompresión de la informaión si es neesario, es deir, reuperar la informaión a

partir de los generadores (en nuestro aso no utilizaremos esta etapa).

Veremos que on esta ténia podremos disminuir tiempo del álulo del determinante a

O (nlog2n). Casi toda la parte de desplazamientos ha sido tomada de [15℄, [27℄ y [9℄.

Para empezar veamos ómo deben esogerse las matries, A y B para reduir el rango de

una matriz Toeplitz por bloques.

Compresión

Sea M = Rn−2, I2 =

(

1 0
0 1

)

, 02 =

(

0 0
0 0

)

, entones tomando

A = BT =













02

I2
. . .
. . .

. . .

I2 02
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y reordando que donde no hay entradas, signi�a que son ero, tenemos

L2 (Rn−2) = △A,B (Rn−2) = Rn−2 − ARn−2B

Lo que resulta en

L2 (Rn−2) =











R0 R−1 · · · R−n+2

R1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
Rn−2 0 · · · 0











Esta matriz que tiene rango 4, se puede fatorizar omo

L2 (Rn−2) = GHT

donde las matries generadoras G y H son

G =

[

I2 R1R
−1
0 · · · Rn−2R

−1
0

02 R1R
−1
0 · · · Rn−2R

−1
0

]T

H =

[

R0 R−1 · · · R−n+2

02 −R−1 · · · −R−n+2

]T

Ya teniendo el operador en término de sus generadores, se hará la fase de operaión pero

sólo teniendo en uenta sus generadores y las operaiones entre ellos que reduen los tiempos

omputaionales.

Operaión

Dividiendo la matriz Rn−2 en uatro bloques, donde R00 es una matriz no singular de

dimensiones k × k, se puede alular el determinante por medio de divide y venerás, para

esto se usa eliminaión Gaussiana por bloques, lo que da

Rn−2 =

(

R00 R01

R10 R00

)

=

(

I 0
R10R−1

00 I

)(

R00 0
0 S

)(

I R−1
00 R01

0 I

)

Donde

S = R11 −R10R−1
00 R01

es llamado el omplemento de Shur.

Calulando el determinante vemos que det (Rn−2) = det (R00) det (S). Siguiendo reursí-

vamente on las matriesR00 y S, al abo de ⌈log2 (n− 2)⌉ pasos llegamos a una fatorizaión

LDU on matriz diagonal D = diag (d0, . . . , dn−3), y las matries triangulares L y U on

unos en la diagonal, por lo tanto

det (Rn−2) =

n−3
∏

i=0

di
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Cabe notar que no sólo se ha alulado el determinante de la matriz ompleta, también

se pueden obtener los determinantes de sus menores entrales tomando los subonjuntos

apropiados del onjunto {di}. Explíitamente,

Dk =

n−k−2
∏

i=k−1

di

Realmente para alular el determinante no haremos la fatorizaión LDU sino que al-

ularemos los generadores de R00 y de S, y repetiremos el proeso hasta llegar al generador

de un número. Para el generador de R00 no hay problema ya que se pueden tomar la mitad

de las entradas de los generadores de Rn−2.

Para los generadores del omplemento de Shur, sea {G,H} un generador para Rn−2, se

obtendrán generadores {G2, H2} para S por medio del Algoritmo de Shur Generalizado de

k − pasos versión divide y venerás del Capítulo 5, Seión 3 de [9℄, que utiliza una forma

polinomial de los generadores para haer uso de la transformada rápida de Fourier y así

haer las multipliaiones entre generadores y vetores de manera mas rápida por medio de

onvoluión, espeí�amente estas multipliaiones se haen en O (nlog (n)).

Este último punto es importante para lograr que el algoritmo pueda ejeutarse en un

tiempo de O (nlog2 (n)). Ya que si el tiempo del algorítmo para enontrar el determinante es

T (n), y el tiempo de multipliaión de un generador por un vetor es W (n), y asumiendo

que se haen M multipliaiones su de�niión reursiva da

T (n) = 2T
(n

2

)

+MW
(n

2

)

La manera lásia de multipliaión de una matriz por un vetor tiene tiempo W (n) =
O (n2), pero al utilizar de nuevo divide y venerás, una representaión polinomial de es-

tos (tomando en uenta que son matries estruturadas) y onvoluión, se puede reduir a

W (n) = O (nlog (n)), por lo tanto:

Si W (n) = n2 ⇒ T (n) = O (n2), pero si W (n) = O (nlog (n)) ⇒ T (n) = O (nlog2 (n)).

Conlusiones

En este apítulo hemos de visto que nuestro método de veri�ar la estabilidad de un

polinomio de oe�ientes reales por medio de los hiperplanos y menores entrales puede ha-

erse en el mismo tiempo asintótio que los algoritmos denominados súper rápidos, es deir,

O (nlog2 (n)). Claro está que es un resultado más de índole teório, ya que las onstantes

asoiadas a los tiempos asintótios son muy grandes, sin dejar de lado que los algoritmos in-

volurados son extraordinariamente omplejos omparados a los que tienen tiempo asintótio

de O (n2), por ejemplo, en dimensiones bajas se tendrian resultados muho más e�ientes

on el algoritmo de Shur, o el riterio de estabilidad de Bistritz.

El aporte prinipal del apítulo es el Teorema 3.2.1 que habla sobre una propiedad de los

modelos autorregresivos AR (p) y die que el que tiene menor varianza de todos es el ruido

blano, ualquier inidenia del pasado implia un aumento en la varianza. Este último

resultado nos da el amino para la demostraión de la Proposiión 3.2.2, en el que vemos que

es equivalente veri�ar estabilidad de polinomios on la matriz Toeplitz+Hankel que resulta
del Teorema 2.7.6 o on la matriz Toeplitz por bloques que se muestra en [26℄. Finalmente
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se dan las referenias donde podemos enontrar ómo resolver el problema on un algoritmo

de tiempo O (nlog2 (n)).



Capítulo 4

Prueba de estaionariedad de series de

tiempo

El objetivo de este apítulo es onstruir una prueba de estaionariedad adeuada para

series de tiempo provenientes de realizaiones de proesos ARMA (p, q). En el desarrollo

utilizamos oneptos elementales provenientes de varias ramas de la matemátia, entre ellas,

análisis (espaio vetorial, norma, seminorma, produto interno, oiente de espaios veto-

riales, espaios de Banah, espaios de Hilbert), proesos estoástios y estadistia (varianza,

ovarianza, ergodiidad, estaionariedad, modelos ARMA (p, q), series de tiempo, riterio de

informaión Bayesiano), análisis de Fourier (transformada rápida de Fourier, amplitud es-

petral).

Con la idea de mantener el texto razonablemente orto, hemos deidido omitir estas

de�niiones y oneptos básios, sin embargo se pueden onsultar en las referenias siguientes,

para análisis funional [22℄, para proesos estoástios y series de tiempo [18℄.

Adiionalmente y también omo generalidad del apítulo, se asumirá que todos los pro-

esos estoástios tienen varianza �nita.

4.1. Motivaión

En esta seión mostraremos una relaión que existe entre la ovarianza y el produto

interno. Esta relaión nos permitirá haer una onexión on espaios de Hilbert mas adelante.

Como sabemos, la ovarianza entre dos variables aleatorias X y Y se de�ne omo:

cov (X, Y ) = E [(X − E (X)) (Y − E (Y ))] = E (XY )− E (X)E (Y )

y la varianza de una variable aleatoria se de�ne omo

V (X) = cov (X,X) = E
[

(X − E (X))2
]

= E
(

X2
)

− E (X)2

Podemos ver su similitud on el produto interno y la norma en un espaio vetorial ya

que omparten algunas de sus propiedades mas representativas:

89
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Covarianza o Varianza Produto Interno o Norma

V (αX) = α2V (X) ‖αX‖2 = α2 ‖X‖2

V (X1 + X2) = V (X1) + 2cov (X1, X2) + V (X2) ‖X1 + X2‖
2 = ‖X1‖

2 + 2 〈X1, X2〉 + ‖X2‖
2

|cov (X1, X2)| ≤
√

V (X1)V (X2) |〈X1,X2〉| ≤ ‖X1‖ ‖X2‖

Un produto interno umple tres propiedades:

Ser simétrio

〈x, y〉 = 〈y, x〉

Ser lineal

〈ax, y〉 = a 〈x, y〉
〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉 + 〈y, z〉

Ser de�nido positivo

〈x, x〉 ≥ 0

〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0

Sin embargo, la ovarianza no umple la última propiedad y en onseuenia no es un pro-

duto interno. En efeto, si X = α 6= 0 es una variable aleatoria onstante, se umple que

var (X) = 0 y X 6= 0.
Cuando una norma no umple ser de�nida positiva se llama una seminorma. Los espaios

dotados de una seminorma se pueden onvertir en espaios normados haiendo el oiente

del espaio V on el subespaio W de todos los elementos que tienen norma ero. En este

ontexto llamaremos seminorma varianza a la varianza de un proeso estoastio.

Para el aso de la seminorma varianza, después de haer el oiente resulta el espaio tal

que dos variables son iguales si su diferenia es igual a una onstante asi en toda parte.

Suponiendo que hemos onstruido el espaio vetorial oiente, un proeso on varianza

onstante serían los proesos que se enuentran en la super�ie de una bola, es deir,

‖Xt‖2 = var (Xt) = R2

para una onstante R ∈ R
+
.

Adiionalmente, si asumimos sin pérdida de generalidad que la media del proeso es igual

a ero, se tiene que su produto interno umple

〈Xt1 , Xt2〉 = cov (Xt1 , Xt2) = E [Xt1Xt2 ] = f (d)

donde f (d) es una funión que sólo depende de d = |t1 − t2|. Por lo tanto, si la autoo-

varianza es la de un proeso estaionario, entones a medida que transurre el tiempo, Xt

se mueve en la esfera de radio R a veloidad onstante. Esto es porque que dada la misma

distania temporal, implia el mismo ángulo entre los vetores.
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Por lo tanto, el lugar geométrio, en el que está un proeso estaionario, es una urva sobre

una esfera en el espaio oiente de las funiones uadrado integrables tal que el promedio

de estas funiones es ero, y esta urva se reorre a veloidad onstante.

En el trabajo de�niremos una norma distinta gτ , pero la intuiión de que la variable

aleatoria debe estar era de la esfera y además su esperanza sea una onstante, nos servirá

de guía para la de�niión de esta nueva norma.

4.2. Ergodiidad

La norma onstruida a partir de la ovarianza no nos sirve, ya que nuestro objetivo es

enontrar una norma tal que el elemento ero sean todos los proesos estaionarios, no sólo los

onstantes. Pero antes de seguir debemos introduir un onepto que está muy relaionado

on la estaionariedad, la ergodiidad.

Un proeso estaionario debil se llama ergódio si sus propiedades estadístias se pueden

obtener de una sóla realizaión aleatoria lo su�ientemente larga. Por ejemplo, si nos interesa

ergodiidad en la media y ergodiidad en la autoovarianza y denotamos por X [n] a una

realizaión espeí�a del proeso {Xt}, µX a la media onstante y rX (m) su funión de

autoovarianza, entones debemos omprobar que se umple lo siguiente uando N → ∞.

1

N

N
∑

n=1

X [n] → µX

1

N

N
∑

n=1

(X [n+m]− µX) (X [n]− µX) → rX (m)

Es deir, que onvergen a la media y a la funión de autoovarianza de las variables

aleatorias.

Para que un proeso sea ergódio es neesario que sea débilmente estaionario, pero no es

su�iente. Un ontraejemplo de un proeso que es débilmente estaionario pero no ergodio

en la media es el siguiente.

Suponga que la media µ(i)
de la i − ésima realizaión

{

Y
(i)
t

}∞

t=0
del experimento está

generada por una distribuión N (0, λ2) , es deir,

Y
(i)
t = µ(i) + εt

Donde εt es un proeso de ruido blano Gaussiano on media 0 y varianza σ2
que es

independiente de µ(i)
. Note que

µ
Y

(i)
t

= E
[

µ(i)
]

+ E [εt] = 0

pero

1

T

T
∑

t=1

Y
(i)
t =

1

T

T
∑

t=1

(

µ(i) + εt
)

= µ(i) +
1

T

T
∑

t=1

εt
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Que onverge a µ(i)
en lugar de µt = 0.

La di�ultad de medir no-estaionariedad radia en que si un proeso no es estaionario

entones no es ergódio. Por lo que sus propiedades (omo sus dos primeros momentos) no

las podemos obtener de una simple realizaión.

Un ejemplo de un proeso no estaionario es la aminata aleatoria de�nida por

Yt = Yt−1 + εt

on t = 0, 1, 2, . . . y {εt} ∼ N (0, 1)
La media y la varianza de este proeso son

µt = 0

y

σt =
√
t

Como la varianza depende del tiempo, el proeso no puede ser estaionario y por on-

seuente no ergódio. Esto podemos verlo en el siguiente experimento omputaional de la

Figura 4.2.1.

La línea negra representa el valor teório de σt =
√
t , y las líneas de olor verde, rojo y

azul representan tres realizaiones i = 1, 2, 3 de la siguiente funión:

f (i) (t) =

√

√

√

√

1

t

t
∑

n=0

(

y
(i)
n − µ

(i)
t

)2

donde

µ
(i)
t =

1

t

t
∑

n=0

y(i)n

la funión f (i) (t) no es otra osa que el álulo de la desviaión estándar aumulada hasta

el tiempo t.

En la Figura 4.2.2 se hizo un promedio de N = 1000 realizaiones de la funión f (i) (t),
es deir,

F (t) =
1

N

N
∑

i=1

f (i) (t)

podemos ver que la onvergenia es razonable y se obtiene una urva roja lo su�iente-

mente suave, donde podemos ver explíitamente que no se trata de un proeso ergódio ya

que no son iguales las funiones.
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Figura 4.2.1: La línea negra representa el valor teório de σt =
√
t. Las de olor son tres

realizaiones distintas de f (i) (t)

Figura 4.2.2: En negro el valor teório. En rojo el promedio de 1000 realizaiones de f (i) (t)
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Figura 4.2.3: Promedio de f (i) (t) multipliado por C = 2,66

Algo interesante suede si se multiplia la funión representada por la línea roja por

una onstante adeuada alulada por medio de mínimos uadrados. Para �nes prátios se

toma en valor C = 2,66, y se obtiene exatamente la funión σt =
√
t (Figura 4.2.3). Esto

tiene algunas impliaiones, ya que a pesar de no poderse extraer informaión estadístia

diretamente de una únia realizaión, si lo podemos haer de un onjunto su�iente grande

de realizaiones del proeso.

Conjeturamos el siguiente resultado para el aso del proeso

Yt = Yt−1 + εt

on t = 0, 1, 2, . . . y {εt} ∼ N (0, 1)

σt = limN→∞
C

N

N
∑

i=1

√

√

√

√

1

t

t
∑

n=0

(

y
(i)
n − 1

t

t
∑

n=0

y
(i)
n

)2

on C ≃ 2,66.
Desonoemos si tienen nombre esta lase de proesos estoástios para los uales se

umple esta propiedad límite.

4.3. De�niión de norma que mide estaionariedad

El objetivo de esta seión es de�nir una funión en el espaio de las series temporales

de longitud �ja n (vistas omo vetores en Rn
). Esta funión en una primera aproximaión

deberá umplir las propiedades de una norma y además, el elemento 0 orresponderá al

onjunto de proesos estaionarios en media y varianza.

En la seión 4.1 vimos que omprobar estaionariedad equivale a determinar que las

variables aleatorias estén sobre el lugar geométrio de�nido por una urva sobre una esfera,
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y que esta urva sea reorrida a veloidad onstante. La di�ultad de veri�ar la pertenenia

a este espaio es que no ontamos on las variables aleatorias en ada instante, en vez de eso

tenemos una realizaión y no podemos on�ar en ella por la falta de ergodiidad.

Para ello, de�niremos funiones que miden parialmente la eranía de la realizaión al

lugar geométrio del que hemos hablado, y asumiendo que se umple la propiedad

σt = limN→∞
C

N

N
∑

i=1

√

√

√

√

1

t

t
∑

n=0

(

y
(i)
n − 1

t

t
∑

n=0

y
(i)
n

)2

de la seión 4.2, tenemos que salvo una onstante el valor alulado de la varianza de la

realizaión es erano al de la varianza del proeso estoástio.

Sea {Xt} un proeso estoástio que tiene omo realizaión {xt}nt=0 y sea τ ∈ {0, 1, . . . , n}.
A partir de esta realizazión se de�nen las siguientes series de tiempo.

eτk (x) ≡
1

τ + 1

k+τ
∑

i=k

xi

στ
k (x) ≡

√

√

√

√

1

τ + 1

k+τ
∑

i=k

(xi − eτk (x))
2

donde k ∈ {0, 1, . . . , n− τ}, y a partir de ellas las funiones

gτ1 (x) =
√

vark (eτk (x)) =

√

√

√

√vark

(

1

τ + 1

k+τ
∑

i=k

xi

)

gτ2 (x) =
√

vark (σ
τ
k (x)) =

√

√

√

√

√vark





√

√

√

√

1

τ + 1

k+τ
∑

i=k

(xi − eτk (x))
2





En realidad, las series eτk (x) y στ
k (x) son promedios móviles y desviaiones estándar

móviles respetivamente. La funión gτ1 (x) es la desviaión estándar de la funión eτk (x)
y se enarga de medir las desviaiones en la media. Por otra parte, la funión gτ2 (x) es la
desviaión estándar de la funión στ

k (x) y mide eranía al lugar geométrio al que perteneen

los proesos estaionarios (la esfera de la que se habló en la Seión 4.1).

Proposiión 4.3.1. Las funiones gτ1 (x) y gτ2 (x) son seminormas en el espaio vetorial

Rn
, sobre el ampo R

Demostraión. Sea α ∈ R y x ∈ Rn
, entones se umple que las funiones gτ1 (x) y g

τ
2 (x)

son absolutamente homogéneas para todo τ . Una funión f es absolutamente homogénea si

umple f (αx) = |α| f (x), para todo α y x.
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gτ1 (αx) =

√

vark

(

1
τ+1

∑k+τ

i=k αxi

)

=

√

vark

(

α
τ+1

∑k+τ

i=k xi

)

=

√

α2vark

(

1
τ+1

∑k+τ

i=k xi

)

= |α|
√

vark

(

1
τ+1

∑k+τ

i=k xi

)

= |α| gτ1 (x)

gτ2 (αx) =

√

vark

(

√

1
τ+1

∑k+τ

i=k (αxi − eτk (αx))
2

)

=

√

vark

(

√

α2

τ+1

∑k+τ

i=k (xi − eτk (x))
2

)

=

√

vark |α|
(

√

1
τ+1

∑k+τ

i=k (xi − eτk (x))
2

)

=

√

α2vark

(

√

1
τ+1

∑k+τ

i=k (xi − eτk (x))
2

)

= |α| gτ2 (x)

Las funiones gτ1 (x) y g
τ
2 (x) umplen la desigualdad del triángulo para todo τ :

[gτ1 (x+ y)]2 = vark

(

1
τ+1

∑k+τ

i=k (xi + yi)
)

= vark

(

1
τ+1

∑k+τ

i=k xi

)

+ vark

(

1
τ+1

∑k+τ

i=k yi

)

+ 2cov
(

1
τ+1

∑k+τ

i=k xi,
1

τ+1

∑k+τ

i=k yi

)

≤ vark

(

1
τ+1

∑k+τ

i=k xi

)

+ vark

(

1
τ+1

∑k+τ

i=k yi

)

+

2

√

vark

(

1
τ+1

∑k+τ

i=k xi

)

vark

(

1
τ+1

∑k+τ

i=k yi

)

=

(√

vark

(

1
τ+1

∑k+τ

i=k xi

)

+

√

vark

(

1
τ+1

∑k+τ

i=k yi

)

)2

= (gτ1 (x) + gτ1 (y))
2

gτ1 (x+ y) ≤ gτ1 (x) + gτ1 (y)

Donde en la terera línea se usó la desigualdad de Cauhy�Shwarz:

|cov(X, Y )|2 ≤ var(X)var(Y )

Desigualdad del Triángulo para gτ2 (x):
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[gτ2 (x+ y)]2 = vark

(

√

1
τ+1

∑k+τ

i=k (xi + yi − eτk (x+ y))2
)

≤ vark





√

(

√

1
τ+1

∑k+τ

i=k (xi − eτk (x))
2 +

√

1
τ+1

∑k+τ

i=k (yi − eτk (y))
2

)2




= vark

(

√

1
τ+1

∑k+τ

i=k (xi − eτk (x))
2 +

√

1
τ+1

∑k+τ

i=k (yi − eτk (y))
2

)

≤
(√

vark

(

√

1
τ+1

∑k+τ

i=k (xi − eτk (x))
2

)

+

√

vark

(

√

1
τ+1

∑k+τ

i=k (yi − eτk (y))
2

)

)2

= (gτ2 (x) + gτ2 (y))
2

gτ2 (x+ y) ≤ gτ2 (x) + gτ2 (y)

Donde en la segunda y uarta línea se usó la desigualdad del triángulo para variables

aleatorias

var(X + Y ) ≤
(

√

var (X) +
√

var (Y )
)2

A partir de estas dos seminormas podemos onstruir una nueva haiendo una ombinaión

lineal positiva de estas, es deir,

gτ (x) = C1g
τ
1 (x) + C2g

τ
2(x)

es seminorma on C1, C2 > 0.
Podemos ver que gτ (x) = 0 uando el proeso tiene esperanza y varianza onstante. A

ontinuaión onstruiremos un espaio vetorial donde los proesos estaionarios en media y

en varianza son el elemento 0.

Sea W = {x ∈ R
n : gτ (x) = 0} y V = R

n
. Como W es un subespaio errado de V (por

ser el kernel de un operador ontinuo), podemos onstruir su espaio oiente E = V/W , este

espaio resulta ser un espaio de Banah, pero no de Hilbert (se puede demostrar de manera

rutinaria que no umple la desigualdad del paralelogramo). En el espaio E se umple que dos

elementos u, v ∈ Rn
perteneen a la misma lase de equivalenia si gτ (u− v) = 0. Además,

por el Primer Teorema de Isomor�smos de espaios vetoriales se tiene que E ≈ Im (gτ).

El espaio E resulta ser un espaio vetorial normado, on norma gτ (x) y elemento 0,
las series de tiempo estaionarias.

Los proesos debilmente estaionarios deben tener una funión de autoovarianza depen-

diente sólo del lag m. Esto se podria haer inluyendo funiones gτ,m3 (x), para ada lag m,

de�nidas de la siguiente manera:
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gτ,m3 (x) =

√

√

√

√

√vark





√

√

√

√

∣

∣

∣

∣

∣

1

τ + 1

k+τ
∑

i=k

(xi − eτk (x)) (xi+m − eτk (x))

∣

∣

∣

∣

∣





Pero dado que el álulo de esta última funión depende de m, se neesitaría alular

una funión por ada m, y esto haría muy ostoso omputaionalmente su álulo. Por otro

lado, para los modelos autoregresivos de media móvil (ARMA), si se tiene media y varianza

onstante, su funión de autoovarianza no depende del tiempo. En efeto, en las euaiones

de Yule-Walker reorganizadas
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vemos que γ0 se puede hallar de manera únia si y sólo si el resto de γi se pueden hallar

también úniamente, en partiular ninguna depende del tiempo y esto es porque sólo interesa

que la matriz del lado izquierdo sea invertible.

Ya que los modelos ARMA son una familia importante, grande y muy utilizada de mo-

delos, sólo veri�aremos que la media y la varianza sean onstantes. Evidentemente esto no

oinide on la de�niión de es un proeso debilmente estaionario para modelos de series

de tiempo en general, pero para el aso de los modelos ARMA si oinide.

4.4. Estandarizaión de la norma

La funión gτ (x) que desarrollamos sirve omo norma para todo τ ∈ {0, 1, . . . , n}, tal que
los proesos estaionarios en media y varianza umplen gτ (x) = 0. Cabe notar que el valor
de ésta depende del τ en partiular que elijamos, el problema de la eleión lo abordaremos

en la Seión 4.5. Otro problema está en la dependenia on el número de datos n, es deir, el
mismo proeso podria darnos dos niveles de no estaionariedad distintos si onsideramos el

mismo experimento pero on un muestreo de mayor freuenia. Adiionalmente, si tenemos

un proeso que tenga un nivel de no estaionariedad de gτ (x) = k, el proeso αx tendria

un nivel de no estaionariedad de gτ (αx) = |α| k por las propiedades de norma. Esto es un

inonveniente, ya que la propiedad de no estaionariedad no debería depender de la esala

que elijamos para el proeso (por ejemplo, un ativo expresado en USD o en MXN). Más

aún, la dependenia de estos valores puede ser distinta tanto para gτ1 (x) omo para gτ2 (x)
omo lo veremos luego.

A partir de ahora, ajustaremos la medida de no estaionariedad de las funiones gτ1 (x) y
gτ2 (x) al modelo AR(1) on α = 1, uya realizaión denotaremos por x0, ya que se trata del
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Figura 4.4.1: Valor de [gτ1 (x0)]
2
en funión de τ

ejemplo más senillo que tiene raíz unitaria y por lo tanto, no estaionariedad. Además, para

poder omparar nuestra prueba on las mas utilizadas omo la Augmented Dikey�Fuller

(ADF) o Phillips�Perron (PP). Lo que se hará es haer muhas realizaiones del modelo

AR(1) on α = 1

Yt = Yt−1 + εt

y alular la norma en ada aso, es deir, variando τ , n y la desviaión estándar del ruido

blano del proeso εt ∼ N (0, σ). Para luego estudiar su omportamiento en ada aso y así

induir patrones en la dependenia de estas variables.

Dependenia de τ , n y σ.
La Figura 4.4.1 muestra el valor de [gτ1 (x0)]

2
en funión de τ , ada gra�a representa

un valor distinto de n. Denotaremos esta familia por [gτ,n1 (x0)]
2
para haer explíita la

dependenia de n. Para suavizar ada grá�a se hiieron 1000 muestras y al resultado se le

aplió un smooth spline.

Como el objetivo es enontrar una funión que sirva empíriamente para alular estaio-

nariedad (ya sabemos que un álulo teório es inviable por la falta de ergodiidad), aproxi-

maremos la funión dada por un polinomio de grado 3 (El riterio usado para determinar el

grado fue el Criterio de Informaión Bayesiano (BIC)). Adiionalmente, sólo aproximaremos

las grá�as utilizando τ ∈
{

0, 1, . . . , n
2

}

ya que una ventana de más de la mitad de los datos

no toma en uenta muhos de los pequeños ambios de la serie. El resultado es el polinomio
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Figura 4.4.2: Aproximaión de gτ1 mediante polinomios

d1 (τ, n) = A1τ
3 +B1τ

2 + C1τ +D1

donde

A1 =
1

3 (n− 4)3
[128 · (−0,068274 + 0,0042832 · n)]

B1 =
1

3 (n− 4)3
[

−32 · (−2,42774 + 0,307857 · n− 0,0019422 · n2)
]

C1 =
1

3 (n− 4)3
[

2 · (−30,4386− 27,5485 · n+ 8,26242 · n2 − 0,481916 · n3)
]

D1 =
1

3 (n− 4)3
[

−29,6801 + 46,2457 · n + 7,4013 · n2 − 5,45337 · n3 + 0,498675 · n4
]

Los funiones A1, B1, C1, D1 se alularon por medio de mínimos uadrados de manera

simbólia (para onservar la dependenia de n). Considerando que la funión debía pasar por

los puntos que aproximaran las funiones en los valores

{

2, n+12
8
, n+4

8
, 3n+4

8
, n
2

}

. Estos puntos

se esogieron por ser una partiión regular desde 2 hasta

n
2
.

En la Figura 4.4.2 vemos que esta familia de polinomios aproximan muy bien las grá�as

anteriores para 2 ≤ τ ≤ n
2
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Figura 4.4.3: Valor de [gτ2 (x0)]
2
en funión de τ

Haiendo lo mismo para la funión [gτ2 (x)]
2
tenemos que ésta varía on respeto a τ y n

omo se ve en la Figura 4.4.3:

Al igual que antes, sólo intentaremos aproximar este omportamiento hasta τ = n
2
. Esta

vez, ajustaremos las grá�as por un polinomio de grado 4, este número al igual que antes,

se obtuvo utilizando BIC y mínimos uadrados para los valores de A2, B2, C2, D2, E2. El

polinomio es:

d2 (τ, n) = A2τ
4 +B2τ

3 + C2τ
2 +D2τ + E2

donde

A2 =
1

3 (n− 4)3
[512 · (0,0557519 + 0,000093599 · n)]

B2 =
1

3 (n− 4)3
[

−128 · (0,691172 + 0,272306 · n + 0,000977755 · n2)
]

C2 =
1

3 (n− 4)3
[

8 · (13,5703 + 9,52049 · n+ 2,17256 · n2 − 0,00317475 · n3)
]

D2 =
1

3 (n− 4)3
[

−2 · (24,4002 + 35,1323 · n+ 10,1173 · n2 + 2,21537 · n3 − 0,0343887 · n4)
]
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Figura 4.4.4: Aproximaión de gτ2 mediante polinomios

E2 =
1

3 (n− 4)3
[

30,1376− 1,8285 · n+ 15,3844 · n2 + 1,71734 · n3 + 0,316514 · n4 − 0,000120993 · n5
]

De nuevo notamos en la Figura 4.4.4 que son bastante aeptables los resultados.

Adiionalmente a esta dependenia de τ y n, también existe una dependenia de la

desviaión estándar del ruido εt ∼ N (0, σ), esta dependenia se enontró que era uadrátia

en las dos funiones.

Al ontrarestar todos estos efetos, podemos reexpresar las funiones gτ1 (x) y g
τ
2 (x) para

el modelo AR(1) on α = 1 omo:

gτ1 (x) =
1

K1

√

vark (e
τ
k (x))

d1 (τ, n) σ2

donde d1 (τ, n) es el polinomio que se de�nió anteriormente, la onstante K1 ≈ 0,8545908
se esoge de tal manera que para el modelo x0 de AR(1) on α = 1 umpla que

E [gτ1 (x0)] = 1

donde la esperanza se toma sobre todas las realizaiones del modelo.

Para tener un mejor ajuste on el modelo y reuperar el ruido on el que se generó, se

tomará

σ =
√

var (△i (x))
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Figure 4.5.1: Ejemplo de serie de tiempo on varianza ambiante

donde △ (x) es la serie de diferenias de la serie x.

△i (x) = xi − xi−1

De la misma manera

gτ2 (x) =
1

K2

√

vark (στ
k (x))

d2 (τ, n) σ2

Donde d2 (τ, n) es el otro polinomio y K2 ≈ 0.9204461.

4.5. Eleión de τ

Ahora que ya sabemos la dependenia de τ , sólo nos falta un riterio para esoger uno.

Para esto, onstruímos las series eτk (x) y στ
k (x) para τ ∈ {2, . . . , n− 1} y notamos que

algunos τ apturan mejor la estrutura interna de la serie, mientras que otros no. Por

ejemplo, en la Figura 4.5.1 se gra�ó la serie tiempo de�nida por

x (t) =

{

X1 ∼ N (0, 1) si t ∈ {1, . . . .100} ∪ {201, . . . .300}
X2 ∼ N (0, 10) si t ∈ {101, . . . .200} ∪ {301, . . . .400}

Si onstruimos la serie στ
k (x) on τ = 200, no podemos extraer muha informaión de la

serie, ya que para esa ventana de tiempo, la varianza móvil es onstante porque la dispersión
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Figure 4.5.2: Desviaión estándar móvil para una ventada de τ = 200

que sale de la ventana es la misma que entra a medida que avanza el tiempo, omo vemos

en la Figura 4.5.2.

Por otro lado, si tomamos un τ = 32 vemos que σ32
k (x) reprodue mejor las variaiones

de varianza que sueden en la serie de tiempo, ver Figura 4.5.3.

Para la eleión de un τ óptimo apliaremos la Transformada Rápida de Fourier tanto en

eτk (x) omo en στ
k (x) para ada τ , obtendremos su densidad espetral fτ (n) (donde n son

los armónios) que normalizaremos para que umpla

∞
∑

i=1

fτ (i) = 1

Luego seleionamos el máximo de esa densidad Aτ ≡ maxi∈N (fτ (i)) para ada τ . Si
alulamos esto para la serie del ejemplo anterior, nos da la grá�a de la Figura 4.5.4.

Podemos notar que la grá�a tiene varios mínimos y máximos loales, por ejemplo, uno

de los minimos es τ = 200 y uno de los máximos es τ = 32. Para el aso τ = 200, la ventana
de tiempo hae que στ

k (x) no tenga ninguna freuenia signi�ativamente relevante, es deir,

se ve la serie asi omo un ruido blano. Por otro lado, de todos los máximos loales, nos va

a interesar el que mínimo τ ≤ n
2
tal que Aτ sea un máximo loal y que Aτ > 0,5. Queremos
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Figura 4.5.3: Desviaión estándar móvil para una ventada de τ = 32

Figura 4.5.4: Máxima amplitud espetral en funión de τ
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que sea un máximo loal porque es lo ontrario de ver la serie omo un ruido blano, es deir,

se puede ver alguna estrutura. Queremos que sea el menor de los τ porque queremos una

ventana lo su�ientemente pequeña que pueda peribir los ambios. Y la ondiión Aτ > 0,5
es un umbral arbitrario para garantizar que el armónio que se detetó es lo su�ientemente

relevante. Finalmente, si antes de

n
2
no se ha enontrado un τ que umpla on las ondiiones,

entones haemos τ = n
2
para limitar la ventana de tiempo. Ya teniendo un valor de τ1 y de

τ2, alulamos eτ1k (x) y στ2
k (x) y on estos valores gτ11 (x) y gτ22 (x).

Ahora reordemos que la funión que de�nimos para medir estaionariedad estaba dada

por

g (x) = C1g
τ1
1 (x) + C2g

τ2
2 (x)

on C1, C2 ≥ 0.
Lo que haremos es haer un balane entre las funiones gτ11 (x) y gτ22 (x) de tal manera que

sean una ombinaión onvexa, para esto utilizaremos un parámetro R ∈ [0, 1] que tomará

un valor erano a 0 si queremos haer más énfasis en estaionariedad en media y tendrá un

valor erano a 1 si lo queremos haer en varianza.

g (x) = (1− R) gτ11 (x) +Rgτ22 (x)

La eleión de R queda a riterio del usuario y sus neesidades, la funión tendrá un

parámetro para la modi�aión del valor. En este doumento vamos a proponer un valor que

estará dado por

R =
gτ22 (x)

gτ11 (x) + gτ22 (x)

Este es un balane de las normas dependiendo uál enontró más relevante. Reemplazando

este valor en la funión nos queda

g (x) =
[gτ11 (x)]2 + [gτ22 (x)]2

K [gτ11 (x) + gτ22 (x)]

De nuevo el valor de K ≈ 1,051949 es para asegurar que E [g (x0)] = 1, ya que ha sufrido

un pequeño desvalane porque los valores de R que van ambiando en ada realizaión de

x0. El algoritmo ompleto se puede ver en la Figura 4.5.5.

4.6. Comparaión on otras pruebas de estaionariedad

En esta sesión ompararemos nuestra prueba de estaionariedad on dos de las pruebas

más utilizadas en �nanzas y eonomía: Dikey-Fuller (DF) aumentada y Phillips�Perron

(PP) (se usará la implementaión en el paquete tseries del lenguaje de programaión R).

Primero alularemos su distribuión basada en el valor que arroja g (x) para la aminata

aleatoria, para asi poder dar un p−value asoiado a esta. Luego, veremos ómo se omporta

el error tipo II para ejemplos espei�os de modelos omo el AR (1) y el AR (2). Finalmente,



Prueba de estaionariedad de series de tiempo 107

Algoritmo para veri�ar estaionariedad de series de

tiempo

Entrada: Serie de tiempo: x

Salida: Valor de g (x), o su p− value.

Algoritmo:

n = longitud (x)
para τ de 2, . . . , n

2

se onstruyen

eτk (x) ≡
1

τ + 1

k+τ
∑

i=k

xi

στ
k (x) ≡

√

√

√

√

1

τ + 1

k+τ
∑

i=k

(xi − eτk (x))
2

se alulan ada una de sus máximas amplitudes de densidad espetral

Ae (τ), Aσ (τ) para ada τ .
�n τ
se esoge el primer máximo loal de Ae (τ) y de Aσ (τ) de tal manera

que sea mayor que 0,5, si ninguno supera eso, se esoge τ = n/2, se
asoian los valores τ1 y τ2 respetivamente.

Finalmente se alula

g (x) =
[gτ11 (x)]2 + [gτ22 (x)]2

K [gτ11 (x) + gτ22 (x)]

on

gτ11 (x) =
1

K1

√

vark (e
τ1
k (x))

d1 (τ1, n)σ2

gτ22 (x) =
1

K2

√

vark (σ
τ2
k (x))

d2 (τ2, n)σ2

σ =
√

var (△i (x))

Figura 4.5.5: Algoritmo para veri�ar estaionariedad de series de tiempo
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Figura 4.6.1: Histograma de g(x)

veremos un ejemplo real enmarado alrededor del 10 − octubre − 2008, momento en el que

ourrió la risis �naniera de la burbuja inmoviliaria.

Al haer algunas pruebas (10.000 simulaiones) de la funión g (x) on el modelo AR(1)
on α = 1, es deir,

Yt = Yt−1 + εt

on esto onstruimos el histograma y la funión de distribuión aumulada de g (x0) que
podemos ver en las Figuras 4.6.1 y 4.6.2 respetivamente.

on la que se puede obtener el p−value para ada valor de la funión g(x). Cuya hipótesis
alternativa es que la serie tiene una raíz unitaria, es deir, que α = 1.

Algunos valores típios son:
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Figura 4.6.2: Distribuión aumulada de g (x0)

p− value g (x)

0.01 0.27

0.05 0.398

0.1 0.4891

0.2 0.62185

0.3 0.7303

0.4 0.8253

0.5 0.9278

0.6 1.0366

0.7 1.1613

0.8 1.32717

0.9 1.59257

0.95 1.8275

0.99 2.2576

Prueba on AR (1)

Ahora onsideremos de nuevo el proeso AR (1)

Yt = αYt−1 + εt

y alulemos el p − value para ada α de la forma α = 0,05n haiendo el promedio de

1000 muestras para ada uno. Sólo se mostrará el resultado para α ∈ [0,9, 1] ya que para

valores menores todos los p− values son muy pequeños.
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Figura 4.6.3: Error tipo II de las pruebas de estaionariedad en un modelo AR(1); en rojo

Dikey-Fuller, en verde Phillips�Perron y en negro g(x)

Si omparamos estos valores on los valores de p− value de las pruebas de raíz unitaria
de Dikey-Fuller (DF) aumentada y la de Phillips�Perron (PP) por medio de los errores de

tipo II, tenemos el resultado que se muestra en la Figura 4.6.3

Como vemos, para esta lase de proesos, nuestra prueba funiona mejor que las otras

para medir estaionariedad. Debemos tener en uenta que el resultado teório para estos

proesos, es que el p− value deberia ser 0 para valores de 0 ≤ α < 1, así que mientras más

erano a 0 muho mejor.

Prueba on AR (2)

Adiionalmente, se hiieron pruebas on el proeso AR (2)

Xt = α1Xt−1 + α2Xt−2 + εt

tomando en uenta que para que sea estaionario este proeso debe umplir que su po-

linomio araterístio sea estable, y por el Teorema 2.7.6, se deben umplir las siguientes

desigualdades

1− α1 − α2 > 0

1 + α2 > 0
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Figura 4.6.4: Error tipo II de las pruebas de estaionariedad en un modelo AR(2); en rojo

Dikey-Fuller, en verde Phillips�Perron y en azul g(x)

1 + α1 − α2 > 0

se generaron puntos que umplieran las ondiiones y en la Figura 4.6.4 se maro el punto

del olor de la prueba que obtuvo un menor p− value: azul para g (x), rojo para DF y verde

para PP.

Se puede ver que predomina la prueba de g(x), espei�amente la proporión de puntos

es la siguiente

g(x) = 86,0%
DF = 12,1%
PP = 1,9%
De esto se puede onluir que la medida de estaionariedad g (x) es también mejor que

las otras dos para medir estaionariedad de AR (2).

Prueba on serie de tiempo real

Ahora para �nalizar haremos una omparaión de pruebas para el aso de la serie del

S&P500 del periodo del 10 de Otubre del 2006 al 10 de Otubre del 2010 al que denotaremos

por L, se esogió este periodo ya que en la mitad suedió la risis inmobiliaria del 2008

(Figura 4.6.5). Queremos analizar ómo miden ada una de las pruebas la estaionariedad

antes, durante y después del evento.
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Figura 4.6.5: Serie de tiempo de S&P500 durante la risis del 2008

Se van a analizar los p − values para las tres pruebas de estaionariedad (g (x), DF y

PP), para ada t ∈ L, se tomará de la serie en el intervalo [t−D, t] a la ual se le alulará

la estaionariedad y se asignará al valor p (t). Se asignará el valor D = 238 que se tomó de

manera arbitraria, pero intentando que no oinidiera on algún periodo de estaionalidad

omo D = 365, 183, 122, 91 orrespondientes a un año, un semestre, un uatrimestre y un

trimestre respetivamente. Se tomará un valor erano a 2/3 de año para que adiionalmente

tenga su�ientes datos para el análisis.

Estos son los resultados, la de Dikey-Fuller (DF) aumentada (Figura 4.6.6), la de Phi-

llips�Perron (PP) (Figura 4.6.7) y la prueba g (x) desarrollada en esta investigaión (Figura

4.6.8)

Podemos ver que las pruebas DF y PP tienen un omportamiento similar ya que ambas

están basadas en la identi�aión de una raíz unitaria. Una desventaja de medir estaiona-

riedad on estos aeramientos de raíz unitaria es que son muy poo estables sus valores de

p− value, on esto queremos deir, que si en una muestra saamos poos datos al prinipio

y ponemos la misma antidad al �nal de la serie, el nivel de estaionariedad puede ambiar

drástiamente, algo que no se ve en nuestra prueba, que es más onsistente y sus ambios

son más graduales.
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Figura 4.6.6: p− value de S&P500 on DF

Figura 4.6.7: p− value de S&P500 on PP
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Figura 4.6.8: p− value de S&P500 on g (x)

A ambio de eso, nuestra prueba aptura el evento prinipal un poo despúes de haber

ourrido ya que neesita mas evidenia de variaión y no una simple anomalía, de esta

manera, el p − value supera el valor de 0,5 el 23 de Otubre de 2008, es deir, 13 días

después (si hubieramos esogido un D menor hubiera sido detetado antes). Mientras que

los otras pruebas superan el valor de 0,5 múltiples vees antes del evento prinipal.

También se puede notar que hay momentos en los que g (x) da un nivel de no estaiona-

riedad muy alto y los otras pruebas, dan uno muy bajo. Por ejemplo, el 26 de Febrero del

2007, el p− value de g (x) es de 0,9173, mientras que el de DF es de 0,2342 y el de PP es de

0,0162. Esta disrepania tan grande se puede expliar porque tanto DF omo PP anulan la

tendenia lineal de la serie y al restarle la tendenia la serie queda estaionaria, visualmente

la serie se omporta antes de esa feha omo india la Figura 4.6.9.

Si se quisiera lograr el mismo omportamiento sólo deberiamos restarle la tendenia lineal,

pero hemos deidido mantenernos �eles a nuestra de�niión de estaionariedad.

Ahora realizaremos el mismo ejeriio, pero esta vez lo haremos on la serie de tiempo

difereniada que mostramos en la Figura 4.6.10.

Los resultados de las pruebas de estaionariedad se muestran en las Figuras 4.6.11, 4.6.12

y 4.6.13
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Figura 4.6.9: Caso en el que g(x) muestra alta no estaionariedad y las otras pruebas mues-

tran baja no estaionariedad

Figura 4.6.10: Serie de tiempo de S&P500 difereniada
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Figura 4.6.11: p− value alulado on DF de S&P500 difereniada

Figura 4.6.12: p− value alulado on PP de S&P500 difereniada
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Figura 4.6.13: p− value alulado on g(x) de S&P500 difereniada

En este nuevo experimento, es asi nula la perepión de no estaionariedad de las pruebas

lásias. DF obtiene un máximo de p− value para el evento de 0.0845, mientras que PP ni

siquiera tiene un valor distinto de ero. Por el ontrario g (x) alanza un valor máximo de

0,2577 y no sólo eso, también deteta varios eventos pequeños de no estaionariedad que

no son peribidos por las otras pruebas. Preisamente, este omportamiento de DF y PP se

debe a que no están diseñados para detetar no estaionariedad sino raíz unitaria. En ambio,

nuestra prueba tiene el omponente g2 (x) enargado de detetar la volatilidad tipia de este

tiempo de eventos.

Como onlusión del apítulo podemos deir que nuestro método tiene por lo general

mejor deteión de no estaionariedad, quizá se pueda demorar un poo en detetarla, pero

esto se debe a que la robustés del método evita falsos positivos. Un aspeto a mejorar

sería su tiempo de ejeuión ya que es notablemente más alto que ualquiera de los otros

dos, esto es porque debe busar todos los posibles τ , y para ada uno debe enontrar la

desomposiión espetral de la serie de medias y desviaiones estándar. Adiionalmente, una

de las más grandes fortalezas es su versatilidad para adaptarse a diferentes modelos, en esta

oasión el método se alimentó on innovaiones que seguían una distribuión normal, esta

distribuión del ruido blano no tiene nada de espeial y se puede ambiar por ualquier

otra, inluso distribuiónes de probabilidad empírias para luego ajustar de nuevo el modelo

para ada tipo de distribuión y obtener mejores resultados. Por ejemlpo, en el aso de las

series �nanieras, se puede mejorar inluyendo distribuiones on olas pesadas.

Algo que es importante menionar es que se vio que los resultados son mejores uando

se onsideran series de tiempo de más de 60 datos, y después de esto, la dependenia del

número de datos es asi nula, es algo similar a lo que suede on las otras dos pruebas.
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Conlusiones e investigaión futura

Región de Estabilidad

La aproximaión a la estabilidad de polinomios por medio de la reorganizaión de las

euaiones de Yule-Walker tiene muho potenial. La matriz asoiada (que hemos lla-

mado Matriz de Estabilidad) es una matriz estruturada, en partiular, se trata de una

matriz Toeplitz +Hankel , en este trabajo mostramos que se pueden usar los méto-

dos, algorítmos y resultados asoiados a esta lase de matries para el entendimiento

profundo de la estabilidad y su veri�aión.

El teorema sobre no-onvexidad de la Región de Estabilidad demuestra la rápida de-

formaión no-onvexa que sufre la región a medida que ree el grado del polinomio.

Esto a su vez demuestra que a pesar de haber una orrespondenia uno a uno entre las

raíes de un polinomio mónio y sus oe�ientes, es muy di�il dar otas erradas del

módulo de las raíes de un polinomio a partir de sus oe�ientes omo se ve en [14℄.

También demuestra el mal ondiionamiento del problema de hallar las raíes de un

polinomio a partir de sus oe�ientes [34℄.

Un aporte adiional es la fatorizaión explíita de la frontera de la Región de Estabili-

dad en tres variedades más simples, de donde se muestra la existenia de los hiperplanos

orrespondientes a los polinomios que tienen z = 1 o z = −1 omo una de sus raíes.

A su vez, se estudian y araterizan los polinomios perteneientes a las interseiones

entre ada una de estas subvariedades, estos polinomios se denotan por medio de sus

oe�ientes omo P n
k

.
=
(

P n
k,1, P

n
k,2, . . . , P

n
k,n

)

y resultan ser polinomios de grado n de

la forma (x+ 1)n−k+1 (x− 1)k−1
, donde k = {0, . . . , n+ 1}. Adiionalmente, estos po-

linomios umplen la siguiente relaión de ortogonalidad que fue de muha importania

en el trabajo

p
∑

i=0

P p
k,iP

p
i+1,j = 2pδk,j+1

Menores Centrales

La Matriz de Estabilidad no es su�iente para determinar la estabilidad de polinomios,

un aporte importante del trabajo es la neesidad de estudiar la estrutura interna de

la matriz. Los elementos de esta estrutura interna (que denominamos Menores Cen-

trales), dan informaión omplementaria sobre el número de raíes que se enuentran

fuera del írulo unitario.
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En los Menores Centrales se enontró una estrutura geométria reiterativa. Los k
Menores Centrales de un polinomio de grado n denotados por Dn

k representan varieda-

des adiionales que geométriamente son similares a la Matriz no-lineal de Estabilidad

Dm
1 en una dimensión menor. Espeí�amente, se enontró que estos determinantes

oiniden uando m = n− 2k + 2 .

Super�ies de Bézier y separaión de raíes entre reales y omplejas

Se demuestra que ada uno de los menores entrales se orresponde on una super�ie

de Bézier. Para haer esta araterizaión se expresaron los polinomios base de Berns-

tein de forma adeuada para el problema y se haen identi�aiones nada triviales de

puntos para determinar los puntos de ontrol neesarios.

En las identi�aiones de puntos que se haen para poder expresar la frontera no lineal

de estabilidad omo una super�ie de Bézier, aún queda pendiente explorar qué tipo

de identi�aiones sueden en elementos distintos de puntos (retas, planos, hiperpla-

nos, et). Para dimensiones mayores a 3 el problema sumenta onsideráblemente su

omplejidad.

Las super�ies de Bézier tienen la propiedad de estar ontenidas en su erradura on-

vexa, notamos la importania de poder determinar pertenenia de un punto a esta

erradura. Para ello fue espeialmente útil la relaión antes menionada

p
∑

i=0

P p
k,iP

p
i+1,j = 2pδk,j+1

La estabilidad de polinomios on oe�ientes reales se redujo a dos problemas distintos.

Primero, se demostró que la pertenenia a la erradura onvexa arateriza los polino-

mios que tienen sus raíes reales on módulo menor a uno. Segundo, a los polinomios

que tienen sus raíes omplejas no reales on módulo menor a uno los arateriza que

todos sus menores entrales sean positivos. Esta separaión quizá permita extender

muhos de estos resultados a anillos que en los que existan polinomios irreduibles de

grado 3 o superior. Es deir, así omo la estabilidad de las raíes asoiadas (reales)

a polinomios irreduibles lineales se pueden abordar on hiperplanos y la estabilidad

de las raíes asoiadas on polinomios irreduibles uadrátios (omplejas) se pueden

abordar on super�ies regladas (Bézier), quizá omo trabajo futuro se podría inves-

tigar una manera de abordar la araterizaión de estabilidad de raíes de polinomios

irreduibles de grado n (por ejemplo en anillos omo los raionales), por medio de

desigualdades que de�nan super�ies onvenientes.

Con respeto al resultado anterior sobre la reduión del problema mas omplejo en dos

más simples. Para la erradura onvexa se neesita veri�ar un total de n desigualdades,
para los menores entrales se neesita veri�ar un total de

⌊

n
2

⌋

. Se deja omo onjetura

y trabajo futuro demostrar que para la erradura onvexa se puede reduir la antidad

de desigualdades, para un total de

⌈

n
2

⌉

.
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Algorítmo súper rápido para veri�ar estabilidad de polinomios.

La metodologia para determinar estabilidad de polinomios de grado n sobre los reales

propuesta anteriormente se puede optimizar utilizando la ténia de los desplazamien-

tos y lograr un tiempo asintótio teório de O (n log2n). Lástimosamente, para situa-

iones prátias se reomienda usar métodos más onoidos omo el de Shur-Cohn

o el de Bistritz. El inonveniente on nuestra aproximaión es la omplejidad de los

algoritmos y las grandes onstantes asoiadas a este tiempo asintótio.

Al onsiderar la familia de modelos ARMA(p, q), pudimos araterizar entre ellos al

ruido blano omo el únio proeso de esta familia que alanza la mínima varianza

posible. Esto suede si onsideramos a todos sus p + q parámetros nulos. Aunque

este resultado a primera vista paree un poo distaniado del tema de los algoritmos

súper rápidos, fue neesario para expresar el álulo del determinante de una matriz

Toeplitz + Hankel omo un determinante de una matriz Toeplitz por bloques. Esto

ayudó a mejorar el tiempo asintótio del algoritmo.

Prueba de estaionariedad de series de tiempo

Al realizar pruebas lásias de estaionariedad de series de tiempo (Dikey-Fuller (DF)

aumentada y Phillips�Perron (PP)), se enontró que el p− value que éstas arrojaban
a medida que desplazábamos la ventana de análisis de los datos era muy inestable. Es

deir, si movíamos una ventana �ja unos poos días, podía pasar de onsiderar una

serie estaionaria a no estaionaria, ignorando muho de su estrutura interna. Con

nuestra prueba de estaionariedad se logró soluionar este problema, pero también al

ser más estable, se sari�a un poo sensibilidad, y puede tardar un poo en on�rmar

la falta de estaionariedad.

A diferenia de las pruebas lásias anteriormente nombradas, nuestra prueba puede

identi�ar ambios de varianza. Las otras pruebas areen de esta deteión porque

intentan haer una búsqueda de presenia de raíz unitaria. Cabe menionar que en

ondiiones de varianza �nita, raíz unitaria implia no estaionariedad pero no reí-

proamente.

En algún momento del proedimiento se usó Transformada Rápida de Fourier para

seleionar una ventana de análisis óptima que permitiera onoer mas detalles esta-

ionales de la serie. Esto se podría mejorar haiendo una exploraión de otras transfor-

madas existentes en la literatura (Transformada de Hilbert, Transformada de Cosenos,

Wavelets, et).

Adiionalmente, se usaron innovaiones on distribuión normal. Estas distribuiones

poas vees oiniden on lo que se enuentra en apliaiones reales. Por ejemplo, en

�nanzas es omún tener distribuiones on olas pesadas atribuibles un aumento de

eventos extraordinarios. El método desarrollado en este trabajo se puede extender a

ualquier distribuión que tenga media ero y no autoorrelaionada on ella misma,

es deir, un ruido blano. Esto permitiría tener mejores estimaiones del grado de

estaionariedad para apliaiones espeí�as.
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