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Resumen

El objetivo de este trabajo es estudiar la accién del grupo simétrico X, en la

cohomologia racional de los espacios de configuraciones euclidianos:
FR™r)={(z1,...,2,) € (R™)" |z; # x;}

y describir las representaciones asociadas. Esto se hace expresando a tales represen-
taciones en términos de ciertas representaciones conocidas de Y, y mostrando que
éstas se estabilizan cuando r crece. Por ejemplo, siguiendo a [18] y [7] se muestra
que existe un isomorfismo entre la cohomologia de F'(R™,r) y la representacién re-
gular de X, para m impar. Posteriormente, al enfocarnos en una dimensién fija ¢
como lo hacen en [5], observamos que las representaciones irreducibles en la descom-
posicién de H'(F(R™,r); Q) mantienen la misma forma y multiplicidad conforme
r crece. Finalmente esta estabilidad de representaciones se traduce al lenguaje de
los F'I-médulos, cémo se hace en [4]. En particular, veremos que a cada sucesién
{H(F(R™,7);Q)}, se le puede asociar un FI-médulo finitamente generado. Estos
ultimos corresponden a sucesiones de representaciones que satisfacen la condicién de

estabilidad uniforme.

Abstract

The aim of this work is to study the action of the symmetric group >, on the

rational cohomology of euclidean configuration spaces

FR™r)={(z1,...,2,) € (R™)" | x; # x;}

and describe the associated representations. This is done by expressing such repre-
sentations in terms of known representations of 3, and showing these stabilize when
r grows. For instance, following [6] and [16] we show there is an isomorphism between
the cohomology of F(R™,r) and the regular representation of ¥, for r odd. Later
on, we focus on a fixed dimension ¢ as done in [4], and we observe that the irredu-
cible representations in the descomposition of H'(F(R™,r); Q) keep the same form
and multiplicity as r grows. Finally, this representation stability is translated to the
language F'I-modules, as done in [3]. In particular, we associate to every sequence
{H(F(R™,7);Q)}, a finitely generated F'I-module. These correspond to sequences

of representations which are uniformly representation stable.



Introduccion

El objeto central de estudio de este trabajo es el espacio de configuraciones or-

denadas de puntos distintos en R™:

FR™ r)={(z1,...,2,) € (R™)" |z; # x; sii# j}

bajo la accién natural del grupo simétrico X, por permutacién de coordenadas.

Estos espacios se encuentran en diversos ambitos de la ciencia pues son ideales para
modelar “sistemas de particulas” en los que no se permite que existan colisiones. En
topologia, estos espacios se comenzaron a estudiar en 1962 por Fadell y Neuwirth [9]
y R. Fox y L. Neuwirth en [11], pues resultaron ser un “modelo topolégico” de los
grupos de trenzas de Artin, ver [2]. Desde entonces los espacios de configuraciones

han sido extensamente estudiados.

El inicio del primer capitulo se enfoca en calcular la cohomologia de los espacios

F(R™,r). Generadores para la cohomologia estan dados por:
Ajj paral <j<i<r
con |A;;| =m — 1, sujetos a las siguientes relaciones:
2 _
1. Aj; =0.
2. ApjAp = Aij(Ag; — Aij) para j < i < k (relacion de tres términos).

3. Asociatividad y conmutatividad graduada.



8 Introduccion

El monomio A, ;, ... A;,j, se denotard por A; donde I = ((i1,71),- .., (is,Js)). A los

monomios de la forma A; = A, ;, ... A;;, coniy < ... < i se les llamard admisibles.

Toda permutacién o € ¥, determina un mapeo o : F(R™ r) — F(R™,r) y un

homomorfismo inducido en cohomologia
o H'F(R™,r) — H*F(R™,r).
La accién de X, en las clases A;; esta dada por:

Asiyoy  sio(i) > o(j)

0" Ay = . |
(_1)mAa(j)a(i) Sl O-<Z) < O'(j),

la cual determina una representacién de X, en el Q-médulo H*(F(R™, r); Q):

p: ¥ — End(H*(FR™,7);Q))

or—0o"

que sera el tema central de estudio en este trabajo.

Posteriormente en el capitulo, dado un subconjunto finito S C N y una particién
P de S, se definen subgrupos de X, asociados a la particién P, siguiendo [7]. El
grupo simétrico g actia de forma natural en el conjunto de todas las particiones
de S y podemos definir el subgrupo £(P) C ¥g que deja fija a la particion P. Los
resultados que alli se presenten se irdn utilizando a lo largo del trabajo en diversas
demostraciones por lo que podrian omitirse en una primera lectura y regresar a ellos

seguin se requiera en cada demostracion.

Siguiendo [7], se definen ciertos submédulos T(P,m) C H*(F(R™,r); Q) que dan

una descomposicién de la cohomologia de F/(R™, r).

Definicién. Para cualquier particion P de {1,...,r}, denotamos por T(P,m) el
submddulo de H*(F(R™,r); Q) generado por todos los monomios admisibles Ay, cuya

particion asociada es P.



En la seccién 1.3 se mostrara que existe un isomorfismo de representaciones:

H*(F(R™, 1)) — P Indg;, \T(L,,m)

pEr

donde £, es la minima particién que realiza a . Este isomorfismo es uno de los re-

sultados més importantes de la seccién, como se pondra de manifiesto en el capitulo 2.

La seccion 1.4 estd basada en [7] y [18] y tiene por objetivo describir la representacién
H*(F(R™,r); Q) en términos de representaciones ya conocidas. La herramienta prin-

cipal aqui es el Teorema de punto fijo de Lefschetzy se muestra el siguiente resultado:

Corolario 1.20. La representacion H*(F(R™,r); Q) es isomorfa a la representa-
cion inducida:

Indg (Q& (Q7)®™)

donde Q es la representacion trivial y Q™ es la representacion signo.

Si m es impar, entonces se concluye que H*(F(R™,r); Q) es isomorfa a la represen-
tacion mc@; (Q® Q7). Esta tultima representacién es isomorfa a la representacion
regular Q[%,].

El enfoque anterior cambia para el capitulo 2 y estd basado en [5]. Dados i y m > 2,

la atencion se centrard en la representacion:
HO D (FR™, r); Q).

En la seccion 2.1 nos dedicaremos a dar los preparativos para demostrar el Teorema
4.1 de [5] y Teorema 2.14 de este trabajo. En esencia, este teorema afirma que,
al fijar 4, para todo r > i la descomposicién de H'(F(R™,7); Q) como suma de
representaciones irreducibles de ¥, contiene los mismos sumandos V. (pq, ..., t).

Es decir, si

H" D (FR™,r);Q) = PV, ()
17
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entonces ¢, , no depende de r para r > 1.

Para terminar la seccién se trabajan dos ejemplos ilustrativos, cuando ¢ = 1 y es

m par e impar. Se muestra que existe un isomorfismo

(

VHHHH@V\HH@L ‘Hsimespar,
T —_——— ——
r—1 r—2
H™ Y FR™,r);Q) =
S Q) Vi \HH@V [T11 si m es impar.
;/_/ :
\ r—1 N ~~ ,

En la seccién 2.2 veremos que para toda r existe un homomorfismo natural
¢ HOD(FR™,1);Q) — HD(FR™,r+1);Q)

tal que ¢, conmuta con la accién de ¥,. El sistema {H' ™ DEF(R™, r), ¢,} es un

ejemplo de lo que llamaremos una sucesién de representaciones consistente.

Otro ejemplo muy importante de una sucesién de representaciones consistente es

{Indsg] s, ,(VARQ)}.

Estas sucesiones de representaciones son la clave para demostrar la estabilidad de

representaciones de la sucesién { H™™=D(F(R™, r); Q), ¢}, que se define como:

Definicién. Sea {V,}, una sucesion de X.-representaciones consistente. La sucesion
{V;.} cumple con la estabilidad de representaciones si para r suficientemente

grande se satisfacen cada una de las siguientes condiciones:

1. Las transformaciones lineales ¢, : V. — V.11 son inyectivas.
2. El espacio vectorial generado por la ¥, 1-6rbita de ¢.(V,.) es igual a V4.

3. Al descomponer V, en suma de representaciones irreducibles:

V=@V,

A
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V' A, las multiplicidades cy, son eventualmente independientes de r.

Demostraremos que la sucesién de representaciones inducidas I nd%xzr,k (VXQ) sa-
tisface estabilidad de representaciones y veremos que esto implica dicha propiedad

para la sucesion de representaciones { H*™~V(F(R™, r); Q)},.

Teorema 2.14 (Estabilidad de representaciones de las configuraciones). Para toda
i >0, la sucesion de ¥,-representaciones { H'™ Y EF(R™ 1)}, cumple con la estabi-

lidad de representaciones y se estabiliza para r > 44.

Finalmente llega el capitulo 3. Aqui se abordara la estabilidad de representaciones
desde otro punto de vista basado en la teoria de categorias, para ser mas precisos,
en la categoria de los F'I-moédulos. Nos basamos aqui en el trabajo de T. Church, S.
Ellenberg y B. Farb [4]. Este enfoque, al igual que el anterior, hace fuerte uso de las
representaciones del tipo / nd%;xEPkV X Q, asi como del Teorema A.8. Pero una vez
desarrollada la teorfa de los F'I-moddulos, la estabilidad de representaciones uniforme
de {H™Di(F(R™, r);Q)} se traduce en encontrar una coleccién finita de elementos
en | | H™Yi{(F(R™, r);Q) tales que el espacio vectorial generado por su X,-érbita
es igual a HO"Vi(F(R™ r); Q).

Usando este método se puede mostrar, como en [4], la estabilidad de representacio-
nes uniforme de {H(F(M,r);Q)} donde M es una variedad orientable y conexa de

dimension al menos 2.



Capitulo 1

La cohomologia de (R r) y

submodulos asociados a ella

En este capitulo presentamos el calculo de la cohomologia de los espacios de con-
figuraciones F'(R™, r), se dan generadores explicitos y se describe su estructura como

anillo graduado.

El grupo simétrico ¥, actia de manera natural en F(R™,r) y esta accién induce
una accién en la cohomologia de F(R™,r) con coeficientes racionales, esto es, se
tiene una representacion del grupo simétrico en el Q-médulo H*(F(R™,r); Q). Esta
representacion serd ampliamente estudiada a lo largo de todo este trabajo. Para este
propdsito se introducen algunos subgrupos de ¥, asociados a particiones de conjun-
tos finitos de los niimeros naturales, los cuales usaremos para obtener submaodulos de
H*(F(R™,r); Q) invariantes bajo la accién de dichos subgrupos y asi, poder descom-

poner la representaciéon H*(F(R™,r); Q) como suma de presentaciones mas sencillas.

Al final del capitulo se calcula el cardcter de la representacién H*(F(R™, r); Q)
usando el Teorema de Punto Fijo de Lefschetz para estudiar los puntos fijos de
funciones asociadas a permutaciones. Asi podremos comparar el caracter de la re-
presentacién estudiada con el cardcter de la representacion I ndgg (Qa® (Q)®™) para

poder concluir que son isomorfas.

12



1.1. La cohomologia de los espacios de configuraciones euclidianos 13

1.1. La cohomologia de los espacios de configura-

ciones euclidianos

Dado X un espacio topolégico y 7 € N, se define el espacio de configuraciones

ordenadas de r puntos en X como el conjunto
F(X,r)={(x1,29,...,2,) € X" | x; #x;s1i# j}
con la topologia de subespacio de X".

Notemos que el r-ésimo grupo simétrico ¥, actia en F(X,r) de manera natural,

por permutaciéon de coordenadas.

Cuando X es una variedad, una forma de estudiar la cohomologia de estos espa-
cios es a través de las fibraciones de Fadell y Neuwirth, [9], definidas a continuacion.

Para r > s, consideramos la proyeccion en las primeras s coordenadas:
m: F(X,r) — F(X,s)
(X1, .., 2) — (1, ..., T4).
Teorema 1.1 (Fibraciones de Fadell y Neuwirth). Sean M una variedad suave (sin
frontera) y conexa de dimension > 2 y s < r. Entonces, la proyeccion : F(M,r) —

F(M,s) en las primeras s coordenadas es un haz fibrado localmente trivial y la fibra

sobre el punto (z1,...,xs) € F(M,s) es homeomorfa a F(M — {xy,...,xs},7 —5).

Demostracion. Puede verse en [9]. O

En el caso en que M = R™ y r > 2, por el Teorema 1.1, la proyeccién en las
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primeras r — 1 coordenadas es un haz localmente trivial:

F(Rmﬂ") Rm_{l‘ly---axr—l} :\/r—l sm

FR™ r—1).

Este haz admite una seccién como a continuacién se muestra. Sea e; el primer vector

canonico de R™ definimos la seccién
s: F(R™,r—1) — F(R™,r)

(1, oy o) — (21,0, Ty, <1glgarxl{\|a:z|]} + 1> er).

Es bien sabido que para r > 3 el espacio F(R™,r) no es del tipo de homotopia
del producto de F(R™,r — 1) x \/,_,S™ ' Sin embargo, al estudiar la sucesién
espectral de Serre de la fibracién anterior se puede mostrar que la segunda pagina
EJ" es isomorfa al producto tensorial H*F(R™,r — 1) @ H*(\/,_,; S™ ') v que la
sucesion espectral colapsa en dicha pagina debido a la existencia de una seccién.

Entonces se tiene un isomorfismo

H'F(R™,r)= H'F(R™,r — 1)@ H*(\/ 5" (1.1)

r—1

como grupos abelianos graduados. Procediendo recursivamente, se tiene un isomor-

fismo de grupos abelianos graduados:

H*FR™,r) = H'(S™ ) @ H* ("' v.s™ ) @...0 H(\/ 5").
r—1

Por lo tanto, la cohomologia de F'(R™, r) estd concentrada en dimensiones multiplos
de m—1. A saber, si A;1, Ajo, ..., A1 denotan a los generadores naturales del factor
H*(\/,_, S™ 1) = Z"!, entonces HM VEF(R™ r) estd generado aditivamente por
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todos los monomios de la forma:
Ai1j1®"'®Aizjz con 2<py<...<pu<r

La estructura de anillo se presenta a continuacién. Para el caso m = 2 la demostracién

se debe a V. Arnold [1], mientras que el resto de los casos se debe a F. Cohen [6]:

Teorema 1.2. El anillo de cohomologia de F(R™,r) con coeficientes en Z tiene

generadores {A;;}, con 1 < j < i < r y|Ay|l = m — 1, sujetos a las siguientes
relaciones:
1. A% =0

2. ApjAri = Aij(Ari — Aij) para j <i < k (relacion de tres términos)

3. Asociatividad y conmutatividad graduada.

Los generadores A;; también se pueden obtener explicitamente como sigue. Conside-
remos la funcion:
my;t F(R™,r) — S™71 (1.2)

Ti—X;

dada por m;;(z1,...,2,) = Al pasar a cohomologia tenemos:

T

*

H™ Y (F(R™, 7)) ~—— 2 {m=1(gm-1),

Entonces ponemos

Ay = mi5(0)

donde 1 € H™1(S™71) es la clase fundamental.

La relacion de tres términos se puede demostrar como sigue. Notemos que en el

caso r = 3, la cohomologia de F'(R™, 3) estd dada aditivamente por

H*F(R™,3) = (Ag)) ® (Asy, Asy)
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y que el producto de los generadores de factores distintos ésta dado por As; - Az =
Ay ®Az1 vy A -Aszs = Ay ®Azs. Asi, para determinar completamente la estructura
multiplicativa en H*F(R™, 3) basta expresar el producto Az - Azy como combinacién

lineal de Ay Ass y Asy Azr. Pongamos entonces
Az Ay = Ao Azy + BA2 Aso.

Esta expresion debe ser compatible con la accién del grupo simétrico 3. Aplicando

las transposiciones (12) y (23) obtenemos a = —1y = 1. Ast:

A31A32 = A21A32 - A21A31
= A21 (A32 - ABI)'

Finalmente notemos que el resultado en el caso general se sigue por naturalidad.

Para r > 3, consideremos la funcién:

ik F(R™, r) — F(R™, 3)

(1, x) — (), T4, )

la cual da lugar a los siguientes diagramas conmutativos:

F(R™,r) —""—~ F(R™,3) F(R™,r) —""—~ F(R™,3)
> 32 > 31
Tki Tkj
Sm—l Sm—l
F(R™, r)—% ~ F(R™,3)

§m.
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Pasando a cohomologia, tenemos que:

De esta forma, la relacién Ag; Azy = A9y (Azy — Aszp) en H*F(R™, 3) implica la rela-
cién general Ay; Ay = A;jj (Ag; — Ag;) en H*F(R™,r).

El monomio A;,, ... A, ;, se denotard por A; donde I = ((i1,1),..., (is,Js)). A
los monomios de la forma A; = A; ;... A, con iy < --- < i, se les llamara ad-
misibles. Usando la relacién de tres términos se ve que estos monomios admisibles

generan libremente a la cohomologia de F'(R™,r).

Toda permutacién o € ¥, determina un mapeo o : F(R™ r) — F(R™,r) y un

homomorfismo inducido en cohomologia
o H'F(R™,r) — H*F(R™,r).
Proposicién 1.3. La accion de ¥, en las clases A;; estd dada por:

Asiyoy  sio(i) > a(jf)

07 Ayj = o |
(=D As(yoty st (i) <o(j)-

Demostracion. Consideremos los diagramas conmutativos:

Sm—l id Sm—l Sm—l —id Sm—l

To(i)o () Tij Mo (4)o (1) Tij

F(R™, r) 7 FR™r) F(R™7r) g F(R™,r)

donde el primero corresponde al caso en que o(i) > o(j), mientras que el segun-

do al caso en que o(i) < o(j). Al pasar a cohomologia obtenemos los diagramas
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conmutativos:

Hmfl(Smfl) id Hm71<5m71)

To(i)a(5) Tij

H™ 'F(R™, r) <—~—— H™ 'F(R™,r)

(—1)™id

Hm—l(sm—l) Hm—l(sm—l)

T (i) )

H™ 'F(R™,7) <—"—— H™ ' F(R™, 7).
O

La accién anterior determina una representacion de ¥, en el Q-médulo H*(F(R™, r); Q):

p: %, — End(H"(F(R™,7);Q))

1.2. Preliminares de los grupos de permutaciones

y particiones

Esta seccion contiene resultados técnicos concernientes a particiones del conjunto
{1,2,...,7r} y subgrupos asociados a estas particiones. Aunque estos resultados se
van a usar a lo largo de todo el trabajo, esta seccién se puede omitir en una primera

lectura y regresar a ésta conforme sea necesario.

= Dado un subconjunto finito S C N, una particiéon P de S es una coleccién
de subconjuntos no vacios de S cuya uniéon es S. A los subconjuntos de S
que aparezcan en P les llamaremos componentes de P y al conjunto de

componentes lo denotaremos por m(P).
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» Para cada i = 1,...,|S]| denotemos por P(i) a la unién sobre todas las com-

ponentes de P de cardinalidad .

» Sea Part(S) el conjunto de todas las particiones de S y notemos que existe
una accién natural de Xg, el grupo simétrico de biyecciones de S, en Part(5).
Dos particiones de S se dicen similares si estan en la misma orbita de esta

accion.

El subgrupo X(P) asociado a la particién P

Sea Y(P) el subgrupo de Y5 que deja fija a la particiéon P, es decir, el estabi-
lizador de P bajo la accién de Xg. Este subgrupo sera referido como el subgrupo
asociado a la particién P. Notemos que X(P) se puede ver de manera natural

como un subgrupo de Xp(y X ... X Yp(g)).

Si tomamos X(P) (i) = E(P) N (1 x ... x Epy X ... x 1), entonces tenemos el

resultado:

Lema 1.4. Eziste un isomorfismo:
S(P) = B(P) 1) x - x D(PHS]).
Demostracion. Un isomorfismo esta dado por:
¢ 5(P) — S(P)(1) x ... x B(P)(|S])

o+ (olpy, - -, 0lpgs))-

]

El subgrupo X(P) en términos de productos trenzados ele-
mentales
Definicién. Dado un grupo H, se define el producto trenzado, 5! H, como el

producto semidirecto g x H'S! donde g actia en H'S! por permutacién de coorde-

nadas.
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Definicién.

» Sea X[oP] el subgrupo de X(P) que consiste de las permutaciones o € (P)

tales que o restringida a toda componente de P preserva el orden.

» FEl subgrupo de Young correspondiente a P, denotado por Y (P), es el sub-

grupo de Yg que manda cada componente de P en si misma, es decir,

Y(P)= X Zr.

Tenmy(P)

Notemos que el subgrupo de Young Y (P) es normal en X(P) y se tiene:

Lema 1.5. El subgrupo asociado a la particion P, S(P), es isomorfo al producto

semidirecto:

Y (P) = S[oP] x Y (P).

Demostracion. Se hard uso del hecho de que si G es un grupo, H, N C G dos sub-
grupos con N normal tales que G = HN y NN H = {e}. Entonces G = H x N.

SiT ={t; < - <t} € m(P)y o e X[oP]NY(P), entonces 0(T') =T y o
preserva el orden en T, asi o|r = idy y por tanto L[oP] N Y (P) = {id}. Por otro
lado, es claro que cualquier permutacién o € X(P) se puede expresar como producto
de dos elementos 0, € L[oP] y 09 € Y(P). O

Lema 1.6. Eziste un isomorfismo:

P2 X S
e;(P)#0

donde e;(P) denota el nimero de componentes de P de cardinalidad i. Ademds existe

un 1somorfismo:

S(PYi)  Eop) 1 S

Por lo tanto, el subgrupo X(P) asociado a la particion P es producto de “productos

trenzados”.
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Demostracion. Un isomorfismo para la primer parte esta dado por:

¥:3P] — X S

o= (01,...,09)

donde o; es la permutacién que o genera en el conjunto de componentes de P de

cardinalidad <.

Un isomorfismo para la segunda parte estd dado por:
61 S(PYi) — Sup) 15

o= (o,ai,...,0qp))

donde « es la permutacién que induce o en las componentes de P de cardinalidad ¢

y «; es la restricciéon de o a la componente j-ésima de P de cardinalidad . O]

Orden en los subconjuntos finitos de un conjunto ordenado O

Sean X y Y dos subconjuntos finitos de un conjunto ordenado O, digamos
X={n<...<z}tyY ={y < ... <ys} Diremos que X < Y (equivalen-
temente Y > X) si y sélo si | X| < |Y| osi|X| = |Y]y 2, < y, para algin ¢,
1 < ¢ < rconax; =y; para todo j, £ < j < r. Notemos que para cuales quiera
dos subconjuntos finitos de O, digamos X y Y, se cumple exactamente una de las
siguientes condiciones X < Y, X > Y o X =Y. Por tanto el conjunto de todos
los subconjuntos finitos de O estd ordenado y nos referiremos a este orden como el

orden inducido.

Para S C N finito, sea Part(|S]) el conjunto de todas las particiones del nimero

|S]. Notemos que se tiene una suprayecciéon natural
p: Part(S) — Part(]S|)

P:{P17>Pk}'_){’P1’7>’Pk’}
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Como S estd ordenado, consideramos el orden inducido en Part(S) descrito ante-

riormente y definimos una secciéon para p:

s : Part(|S]) — Part(S)
L,

que manda a una particién p de |S| a la minima particién de S que la induce L,,.

Ejemplo: Tomamos S = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} y |S| = 10.

» Sip=44+342+1, entonces
L, ={{1,2,3,4},{5,6,7},{8,9},{10}}.
» Sia=3+3+3+1, entonces

L, =1{{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9},{10}}.

Ademas se tiene que £, > L,.

Proposicién 1.7. Sean L = {Ty,..., T} y P ={Ui,...,U;} dos particiones de S
que inducen la misma particion de |S|. Entonces eziste un unico elemento v € g

con las siguientes tres propiedades:
» (L) ="P.
» SiT; <17, entonces v(T;) < v(T).
= v preserva el orden cuando se restringe a cada T, 1 <1 < k.

Demostracion. Sean L = {11 < --- < Ty} y P ={U; < --- < U,} dos particiones
de S que inducen la misma particién en |S|. Entonces k = ¢ y |T;| = |U;| para todo
1 <@ < k. Basta probar el Teorema para el caso en que P = £, donde p es la par-
ticion de |S| que induce L, pues para el caso general basta componer la permutacion
encontrada para £ con la inversa de la permutacion encontrada para P.

Con las simplificaciones anteriores, la permutacion o € X, queda univocamente
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determinada por el hecho de que debe preservar el orden en cada una de las compo-
nentes de la particién. Si suponemos que 7; = {t;; < --- < t;1,}, entonces o estd

dada por:
oftr;) =7
o(tiy) = Tal + -+ Tima] + J.
]

Ejemplo: Sea S = {1,2,...,13} y £ = {{11},{2,5}, {7, 13}, {3,6,8, 10}, {1,4,9, 12} }.

Arreglamos las particiones de la siguiente forma:

r—|3/6]8]10 L, =
1 12
215 10
713 11]12
11 13
c:S—S8

3<6<8<10—1<2<3<4
1<4<9<12—5<6<7<8
2<5+—9<10
7T<13— 11 <12
11 — 13.

El siguiente resultado es inmediato:

Proposicién 1.8. Ezxiste una biyeccion entre el espacio de érbitas Part(S)/3s y el

conjunto Part(|S]).

Demostracion. Tenemos el diagrama conmutativo:

Part(9) L Part(]S|)

7
-

e
e

Part(S)//ES.
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La Proposicion 1.7 muestra que p es inyectiva. Como p es suprayectiva, entonces p

también los és. O

Representacion asociada a un producto trenzado de grupos

Recordamos aqui una construccion clésica en teoria representaciones que ayudard
a dar una descomposicién més fina de H*F(R™, r).
Sean H un grupo, M una representacion graduada de H (es decir, un espacio vectorial
graduado) y ¢ € N. Considérese el g-ésimo producto tensorial de M, M®4. Cada
h € H determina un homomorfismo, M — M y al tomar el producto tensorial de ¢
de ellos se produce una accién de H? en M®?. El grupo simétrico, %, actia en M®4

de la siguiente manera:
(i )1 @ @ag) = (=1)" il 5y @ - @ 2 5y,

Estas dos acciones se combinan para dar lugar a una accion del producto trenzado,

Y, H, en M®1. La correspondiente representacién de 3,0 H se denotard por 3,0 M®.

1.3. Graficas y médulos asociados a monomios ad-

misibles

Siguiendo [7], en esta seccién daremos una descomposicion de H*(F(R™,r); Q)
como suma directa de representaciones mas pequenas de Y., asociadas a particiones
de r y graficas provenientes de monomios admisibles. A partir de ahora la cohomo-
logia racional H*(F(R™,r),Q) se denotard por H*F(R™,r) y todas las representa-
ciones se tomaran sobre el campo de los racionales Q. Notemos que a todo monomio
Ar=Ai ... A, € HF(R™, r) le podemos asociar una grafica I'(/) de la manera

siguiente:
» Los vértices de T'(I) estan dados por el conjunto {1,2,...,7}.
» Hay una arista entre i; y j; para todo t, 1 <t < /.

Ejemplos: Supongamos r = 8.
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s Si A; = Ay Az Ay Ags Avg, entonces la gréfica asociada a Aj es

BN
© @

W

» Si Aoy Az Ay As1 Agi A7 Agy, entonces la grafica asociada a Aj es

4
[ ] .3

[ J

-

» Si A9y Az AysAssAgs A7 Agr, entonces la grafica asociada a Aj es

w

» Si Ao Az A Asy Ay Ars Agg, entonces la grafica asociada a Aj es

L]
5 1 4 e )
‘e e e e e °
[ J
3
A cada componente conexa x de I'(I), le asociamos el subconjunto T, C {1,...,r},

que consiste de todos los vértices en x. Los conjuntos 7}, son disjuntos y su union es
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{1,2,...,7}, es decir, forman una particiéon de {1,...r}. Denotaremos a esta parti-
cién por P(I) y la llamaremos la particién asociada al monomio A;. Reciproca-
mente, para toda particiéon P de {1,...,r} existe al menos un monomio admisible,
Ay, tal que P(I) = P.

Definicién. Para cualquier particion P de {1,...,r}, denotemos por T(P,m) el
submddulo de H*F(R™,r) generado por todos los monomios admisibles Ay cuya par-

ticion asociada es P.
Ejemplos: Supongamos r = 8.

» SiP={{1},{2},...,{8}}, entonces

T(P,m) = (1) = H'F(R™,8) = Q.

» SiP=1{{1,2,...,8}}, entonces
T(P,m) = (Agj,Asj, ... Agjs | 1 < ji < i <8) = Q" = Q™.

Los monomios admisibles para la particién {{1,2,...,8}} estdn en correspon-
dencia con los arboles cuya raiz es 1 y las aristas estan etiquetadas de manera
creciente al alejarse de la raiz. Esto es, el nimero de monomios basicos en el

producto tensorial:
(A1) ® (Az1, Az) ® ... @ (As1, ..., Asg1)

es decir, 7! = 5040. Ejemplos de monomios y sus arboles asociados para esta

particion aparecen en los tres tltimos incisos de la serie de ejemplos anterior.

= SiP={{1,2,3},{4,5},{6},{7},{8}}, entonces
T(P,m) = <A21A31A54, A21A32A54> = Qz-
» SiP={{1,2,5},{3,8},{4,6},{7}}, entonces

T(P,m) = (A As1 AgsAss, Az AsyAssAss) = Q7.
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Lema 1.9. Sio € 3, y P es una particion de {1,...,r}, el morfismo inducido por

o en H*F(R™, r) se restringe a
T(P,m) — T(c(P),m).

Demostracion. Dado un monomio admisible A; € T(P,m), entonces, usando las
férmulas explicitas de la Proposicién 1.3, de la accién de ¥y en H*F(R™,r) se si-
gue que o(A;) = £A; para algin monomio ordenado A; = A; j, Aiyj, - - - Aipj, con
i < ... <ipyj<igVt=1,..., k. Notemos que I'(J) = I'(¢(I)) y que claramente
la particién asociada al monomio A; (equivalentemente, a la grafica I'(J)) es o(P).
En general, el monomio A; no es admisible pero aplicando repetidamente las relacién

de tres términos se puede expresar como combinacién lineal de monomios admisibles.

Solo hace falta verificar que las particiones asociadas a los monomios resultantes
de aplicar las relaciones de tres términos son iguales. Sea A; un monomio ordenado
y supongamos que podemos aplicar la relacién de tres términos, es decir, que existe
t tal que 4, = 7;4: supongamos A; = Ay — Ajyqy. Sea G el complejo simplicial
formado por I'(J) més una arista adicional entre j; y jio1 y un 2-simplejo cuyos
tres vértices son i, j; v Jjir1, es decir, el complejo, G, se obtiene de T'(J) por medio
de una expansién elemental. Por tanto la inclusion I'(J) C G es una equivalencia
homotdépica. Pero G también se obtiene de I'(J(0)) (y de I'(J(1))) por una expansién
elemental, ver figura 1.3. Por tanto las particiones asociadas a J, J(0) y J(1) son

todas iguales. O]

Proposicién 1.10. Sea I = ((i1,1),---, (i, jr)) cualquier sucesion de parejas con
1 < jy < iy <1 para todo L. Entonces Ay =0 siy sdlo si Hi(I'(I)) # 0.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 11 < iy < ... < i,
ya que permutar los factores del monomio A; no cambia la grafica y solo modifica

al monomio por un signo.

Al aplicar la relaciéon de tres términos, vamos obteniendo monomios cuyas grafi-

cas son todas homotdpicas a I'(1) y por tanto tienen la misma homologia que I'(])
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Jti : Jt+1 Jty : Je+1 Jis : Ji41 Jts : Ji41
\/4_3_9 L=
it 7:t Z.t 7;t
I'(J) G r(J(1) G

Jt- CJerl ity e

< =
i i
() G
Figura 1.1: Visualizacién de I'(J),I'(J(0)),I'(J(1)) y de G
(ver demostracién anterior). La expansién de Aj, usando la relacién de tres términos,

eventualmente termina en alguno de los siguientes dos casos:

» Obtenemos dos copias de algin A;; en algin sumando. En este caso, la grafica
asociada tiene dos aristas entre los vértices 7 y j, y por tanto tenemos un ciclo,

el cual provee un elemento no cero en homologia.

= Todos los monomios son admisibles. Como los monomios admisibles tienen por

graficas uniones disjuntas de arboles, entonces H,(I'(1)) = 0.

Por tanto, A; se expande como una suma de monomios admisibles si y sélo si

H,(I'(I)) = 0, de otra manera se expande como suma monomios todos ceros.

Notemos que al aplicar la relaciéon de tres términos:
ApjApi = Aij Ak — Aij Ay

los subindices 7,7 del lado izquierdo aparecen en el mismo orden solo en el primer

sumando del lado derecho. Entonces como existe un solo monomio en la expansién
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de A; con las mismas segundas coordenadas de I, A; se expande como suma de

monomios admisibles si y solo si A; # 0. O

Por el Lema anterior, se sigue que 3(P) el subgrupo asociado a la particién P

actia en el Q-médulo T'(P,m) y por tanto tenemos una representacion de dicho

grupo.

Ejemplo: Si r = 5, esto es en H*F(R™,5), se tiene Az As1AsAzpAs = 0 pues

la grafica asocidada esta dada por

. . )
Y 1

Por otro lado A3 As1 A3 Ayy # 0 pues la grafica asocidada estd dada por

{ o ®
H 1

Recordamos a continuacién una construccion de la teoria de representaciones
conocida como la representacién inducida (ver apéndice A). Sean G un grupo, H C G
un subgrupo y W una representacion de H. Se define la representacién inducida,

denotada por W|% 6 también por Ind$W como el G-espacio vectorial:
W ®qm Q|G

Aquf se optard por usar la notacién Ind%W como lo hacen en [18] y [5], la notacién

W% se utiliza en [7]. De manera mds explicita, una eleccién de representantes para
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G/H ={q1H,...,gH} da lugar a un isomorfismo de representaciones:

IndSW — EB giW.

Lema 1.11. Dada una particion L del conjunto S = {1,2,...,r}, existe un isomor-

fismo de espacio vectoriales:

Indy, T(L,m) = €D T(P,m)
P

donde la suma se toma sobre todas las particiones P similares a L. Ambos lados son

Y.-mdodulos y el isomorfismo es un isomorfismo de ¥,.-maodulos.

Demostracion. Se sabe que la representacién inducida se puede descomponer como

donde {g1,...,¢/} es un conjunto completo de representantes para %, /3(L). Por la
Proposicién 1.7, si {Py,..., Py} es un conjunto de particiones similares a £ (es de-
cir, inducen la misma particién de |S|), entonces existen permutaciones vy, ...,y
tales que P; = v;(L). Como [{Py,...,Pe}| = |5,/3(L)] y cada v; pertenece a
una clase lateral izquierda distinta, entonces el conjunto {vi,...,v,} es un con-
junto completo de representantes para Y,./3(L). Por el Lema 1.9, se tiene que

vi(T(L,m)) =T (v (L), m) = T(P;,m). O

Proposicién 1.12. Eziste un isomorfismo de Y.-mddulos

H'F(R™,r) — @5 T(P,m)
P

donde la suma corre sobre todas las particiones P del conjunto {1,2,...,r}.

Demostracion. Por el Teorema 1.2 la cohomologia H*F(R™, r) esta generada por los
monomios A;, mas aun, podemos considerar solo monomios admisibles gracias a la

relacion de tres términos. Es claro que al variar P sobre todas las particiones del
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conjunto {1,2,...,r} obtendremos todos los monomios admisibles de H*F(R™,r).
[

Teorema 1.13. Ezxiste un isomorfismo de representaciones

H*F @ ]ndET T(L,,m)

pEr

donde L, es la minima particion que realiza a (1 y la suma corre sobre todas las

particiones . de r.

Demostracion. Por la Proposicién 1.12, tenemos un isomorfismo
H*F @ T(P,m)

donde la suma corre por todas las particiones de {1, ..., r}. Agrupando los sumandos

del lado derecho tenemos

@T(P,m)_@< £ T(P,m)).

pbEr \P induce p

Por el Lema 1.11, la expresion entre paréntisis del lado derecho es igual a I ndgz EM>T(£“’ m).

O
Concluimos esta seccién con una descripcién de T(P,m). Para S C {1,2,...,r},
ponemos
T(S,m) := T(P,m)
donde P es la particién de {1,2,...,r} que tiene a S como una componente y el

resto sus componentes son unipuntuales. En particular, denotamos por T(k,m) a
T({1,...,k},m). Si S,S" C N son dos conjuntos finitos de la misma cardinalidad,

entonces la biyeccion candnica que preserva el orden

S — 9
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induce un isomorfismo de ¥js-mdédulos
T(S,m) — T(S",m). (1.3)

Si S tiene un solo elemento, entonces por convenciéon T(S,m) = Q y estard generado
por Ay =1¢€ H*F(R™,r).

Lema 1.14. Si S C N con |S| = k, entonces existe un isomorfismo de representa-

ciones del grupo y:
T(S,m) — H™DEDRR™ k).
Demostracion. Sea S = {x; < x5 < ... < z3}. Consideremos la siguiente funcién:

¢: 8 —A{1,...,k}

Entonces esta funcién induce un isomorfismo:
T(S,m) — H™ VED(F(R™ k)
que en los elementos basicos tiene la forma:

'_) . . . .
Ti Ty v v AT, Xy 111 * - 'Alkjk'

Lema 1.15. Sea P una particion del conjunto {1,2,...,r} cuyas componentes son
Ti,...,T.

(a) El producto en H*F(R™,r) induse una inclusion (monomorfismo)
T(Ty,m)® - ® T(Ty,m) — H*F(R™,r)

cuya imagen es T(P,m).
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(b) X(P) actia en T(T1,m) ® --- @ T(Ty,m) y el isomorfismo entre T(Ty,m) @
- ® T(Ty,,m) y T(P,m) es L(P)-equivariante.

(c) T(P,m) estd concentrado en:

H (m=D(r=|mo(P)I) (F(R™, 7).

Demostracion. Noétese que si la particién P tiene como componentes a {71, ..., Ti},

entonces el producto en H*F(R™, r) induce la inclusién
T(T1,m) ® - - @ T(T, m) —> H*F(R™,r)

A[1®...®A]k'—>A]1...A[k

cuya imagen es T(P,m). Para el segundo inciso es claro que el isomorfismo respeta
la accion en ambos lados. Para el tercer inciso usamos el Lema 1.14 y el inciso

anterior. OJ

Lema 1.16. Si T}, ..., T} son las componentes de P, entonces existe un isomorfismo

Y (P)-equivariante:

T(Ty,m)®...Q T(Ty,m) — ® eipy U T(i,m)%) .

Demostracion. Usando la ecuacién 1.3 se obtiene un isomorfismo entre T(T3, m) y
T(|T%|,m). El resto consiste en agrupar las componentes de P de cardinalidad fija.

La equivarianza se obtiene de usar los lemas 1.4 y 1.6 para obtener un isomorfismo

k
S(P) = X Sop)1 S
=1
]

Combinando el segundo inciso del Lema 1.15, el Lema 1.16 y el Teorema 1.13 obte-

nemos el siguiente resultado:
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Existe un isomorfismo de X,-modulos:

HEE ) = G Ind, (® S zw,m)@)
=1

wEr

donde # (i) es igual al nimero de veces que i aparece en la particién .

1.4. H'F(R™,r) como Q[X,]-médulo

En esta seccién probaremos que la representacion H*F(R™,r) es isomorfa a la
representacion inducida [ nd%g (Q®(Q7)®™) donde Q y Q~ denotan la representacién
trivial y la representacion signo, respectivamente. El argumento se divide de manera
natural en dos casos: m par y m impar y en cada caso se calcula el caracter de la
representacion correspondiente con la ayuda del teorema de punto fijo de Lefschetz

(ver apéndice B). Este es basicamente el esquema de la demostracién en [7] y [18].

El caso en que m es impar es el mas sencillo, ya que el caracter evaluado en una
permutacién es igual al nimero de Lefschetz de dicha permutacion. El caso en que
m es par es mas elaborado pues el caracter y el nimero de Lefschetz no coinciden.
En este caso, la cohomologia se expresa como suma directa de dos submédulos A,
Y Aimpar los cuales se analizan usando el teorema de punto fijo de Lefschetz y el

caracter se calcula usando induccion en 7.
Para poder aplicar el Teorema de punto fijo de Lefschetz al siguiente mapeo
o:FR™ r)— FR™ r)cono €,

basta saber que existe un C'W-complejo finito X,, con una acciéon de ¥, y una

equivalencia homotépica f, : X, — F(R™, r) ¥,-equivariante. Notemos que:
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= Vo € X, el siguiente diagrama es conmutativo:

X, I F@R™,r)
£ .
X, FR™ r).

» Siog#1,0:X, — X, no tiene puntos fijos.

De lo contrario:

U'x:x:>fr(0"l‘):0-fr(l’):fr(l’)

— o = 1.

= Como f, : X, — F(R™,r) es una equivalencia homotépica, el morfismo
inducido en cohomologia f : H*F(R™,r) — H*(X,) es un isomorfismo. Por
lo tanto, el nimero de Lefschetz para o : F(R™,r) — F(R™,r), A,, esta bien

definido y es igual al nimero de Lefschetz para o : X, — X,.
s Asi, por el Teorema de punto fijo de Lefschetz:

0 Si 1,
A — io#

XF(RM,T) sio=1.

En [19] se define el espacio de configuraciones de Fulton-MacPherson C,.(R™). Este
espacio es un C'W-complejo finito, con una accién de ¥, y una equivalencia ho-

motopica f, : C.(R™) — F(R™,r) que es X,-equivariante.

Teorema 1.17. Si m es impar y X es el cardcter de la representacion natural de
Y, en H*F(R™,r), entonces:

0 sio#1,

rl sio=1.
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Por lo tanto, H*F(R™,r) es la representacion reqular de %,..

Demostracion. Recordemos que la cohomologia de F(R™,r) estd concentrada en
dimensiones multiplos de m —1: H*F(R™,r) = @;;3 HIm=D P(R™, 7). Como m — 1

es par, se tiene:

r—1
A, :Z(_l)j(m—l)tT [0 : HIm D p(R™, ) — HIC-DF(R™ 1)]

J=0

=tr(o* : H*F(R™,r) — H*F(R™,r)] = X(0).
De aqui se sigue que para o # 1, X (o) = A, = 0.

Por otro lado, X (1) = dimg H*F(R™,r). Entonces, del isomorfismo de espacios

vectoriales graduados

H'F(R™,r)= H(S™ )@ H(S"'vS" Y e.. e H(\/ s

r—1

se tiene que X(1) =7l O
Procedemos ahora a estudiar el caso par. Notemos que podemos escribir:
H*F(R™,r)) = Apar(m, 1) & Aimpar(m,7)

donde A,u-(m, 1) ¥ Aimpar(m, ) representan los submdédulos de elementos concen-
trados en grados pares e impares, respectivamente. Por el Teorema de punto fijo de

Lefschetz se sigue que para o # 1:

XApar(m’T) <O_) o XAimpar(m,T) <U) - AU = 0

Por otro lado, para ¢ = 1 se tiene que

XApar(my"’) (1> - XAimpa?“(mrr) (1)
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es precisamente la caracteristica de Euler de F(R™,r), la cual es cero en este caso.
Esto se puede ver facilmente de la fibracion dada por la proyeccién en las primeras
dos coordenadas

F——— F(R™,r)

|

F(R™,2) ~ §m1,

De lo anterior se concluye que las representaciones A,q,. (m, 1) ¥ Ajmpar (M, ) tienen el
mismo caracter y por tanto son isomorfas. Denotemos al caracter en comun de ambas
: , ) .
representaciones por X'i. y notemos que en este caso el cardcter de la representacion
2
* m £ _ r
H*F(R™,r) estd dado por Xy pgm ) = 2X%.

Teorema 1.18. Las representaciones Apar(m, ) Y Aimpar(m, ) del grupo simétrico
Y, son isomorfas a la representacion inducida Ind=r Q, donde Q es la representacion
Yo )

trivial de Yo. El cardcter comiun de ambas estd dado por:

(/2 si o=1,
X%(a) =1 (r—2)! si o esuna transposicion,

0 en otro caso.

\

Por lo tanto, H*F(R™,r) es isomorfa a la suma de dos copias de la representacion

Q[Zr/z2]'

Demostracion. Consideremos la reflexién en la primera coordenada en R™:

c:R" — R™

(X1, ) — (=21, )

y denotemos por F'(c¢,r) el homeomorfismo inducido en F'(R™, r). Consideremos el
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diagrama conmutativo:

FR™, ) —  pRm, r)
Sm—l Clgm—1 Sm—l
donde 7;; es el mapeo 7 (x1,...,2,) = (x; — x;)/|xi — x;]. Al aplicar H™ ()
tenemos que el siguiente diagrama conmuta:
m—1 m Fler)” m—1 m
H™ ' FR™, r) H™ ' FR™, r)
Hmfl(Smfl) x(-1) Hm71(8m71>‘

Esto implica que el morfismo inducido por F(c,r) en cohomologia
F(e,r)* : H" 'F(R™,r) — H™ 'F(R™,r)
manda A;; en —A;; y en general

—A; si Ay de grado impar,
A —

A si  A;  de grado par.

Por lo tanto, al calcular el niimero de Lefschetz de la composicién F (¢, r)oo tenemos:
r—1
Ap(eryor = Z(—l)i(m_l)tr [a* o F(e,r)* : H™VER™, r) — HM™ Y E(R™, r)}

=0

r—1
= Ztr [o": HMmYEP(R™ r) — Hi(m_l)F(Rm,T)} =2X".
2

i=0

De manera similar a como se hizo al inicio de la seccién se puede ver que es posible
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aplicar el Teorema de punto fijo de Lefschetz al mapeo F(c,r) oo : F(R™ r) —
F(R™,r), aunque por brevedad omitiremos los detalles. Notemos que al ser F(c,r)
una involucién que conmuta con el mapeo o : F(R™ r) — F(R™,r) dado por la
permutacién o € %, es facil ver que F(c¢,r) o o tiene un punto fijo (z1,...,2,) €
F(R™, r) siy solo si

o*(xy,... ) = (21,...,1,).

Como la accién de ¥, en F(R™,r) es libre, esto implica que 02 = 1, es decir ¢ es un
producto de transposiciones disjuntas o bien es la identidad. Por lo tanto, si o € %,.,
o # 1, no es producto de transposiciones disjuntas, entonces X’ (o) = 0. Asi, es su-
ficiente calcular X% para permutaciones o # 1 que son produth)o de transposiciones

disjuntas.

El célculo del cardcter X' se divide en dos casos:
2

1. Supongamos que ¢ es un producto de transposiciones disjuntas y que no fija
ningun elemento de {1,2,...,r}. Esto significa que r = 2¢ y salvo conjugacién

o se puede tomar como la permutacién o, = (12)(34)...(2¢ —120).

Tenemos un isomorfismo de 3, _5 x 3,1 ,3-médulos:

H*FR™ r) 2H*F(R™,r —2) ® <H* \/Sm Y@ H*( \/Sm 1) )
:H*F(Rma r— 2) & <Q SP <Ar71i> S¥ <A > r 11Ar]
Sea 0y = 041 X (r — 1r) y notemos que

Xi() = X (o) - X()

donde X (oy) es la traza de oy actuando en el médulo Q & (A,_1;) & (A,j) &
(A,_1;A,;). Procedemos por induccién sobre ¢, comenzando con ¢ =2, r =4y

= (12)(34). Analizando la accién de o en A;ppar(m,4) = (4|1 < j<i <
4) @ (Ag1 Az Ay |i=1,2y j=1,2,3) tenemos que:

» La matriz de o* : H™ 'F(R™,4) — H™ 'F(R™,4) con respecto a la



40 Capitulo 1. La cohomologia de F(R™,r) y submddulos asociados a ella

base A21> A317 A32> A41> A42, Ay es:

tr = 2.

S = O O O O
o O = O O O
_ o O O O O

o O O O O =
o O O = O O
o O O o = O

» La matriz de o* : H3m=DF(R™,4) — H3m=)F(R™,4) con respecto a la
base A21A31A417 A21A32A417 A21A31A42, A21A32A427 A21A31A437 Ao AzaAus

es:
o o0 0 -1 0 -1
—1 0O 0 O
0O -1 0 0 O
tr = —2.
-1 0 0O -1 0
0 0 0 1
0 0O 1 O

Por lo tanto X4 = 0. Por induccién obtenemos que X% (o) = 0.
2 2

2. Supongamos que o es producto de transposiciones disjuntas y que deja al menos
un elemento fijo en {1,2,...,r}. Procedemos por induccién sobre r. Para r = 2,
la tnica permutaciéon posible es 0 = 1 y en este caso sabemos que X' (1) =

2
tdimg H*F(R?*,m) = idimg H*(S™ ') = 1. Supongamos vélida la férmula
para X’fl y recordemos que existe un isomorfismo de Y. ;-moédulos

2

H*F(R™,r) H*F(R™,r — 1)@ H*(\/ ")

r—1

:H*F(Rm,T - 1) & (Q D <Ar1 yee e 7147“7‘—1)) .
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Entonces:
QXE = Xgr@mr
= XH*F(]Rm,r—l) ) XQ@(AM ey Arr_1)
. r—1
o QX% ’ XQ®<AT1 7---7A'r7‘—1>
de donde:
ro__ r—1
X% - % ) XQ@<Ar1 7-~~7Arr—1>'
Si o es un producto de 2 o mas transposiciones, entonces
X%(U) = %_1(‘7) : XQ@(ATl,...,AW,l)(O-)
- 0 ’ XQ@<A7‘1 7~--7A7‘r—1>(0-) - 0
Si o es una transposicién, entonces salvo conjugacién o = (12) y
T r—1
X1(0) =X ()Xo a1y (0)
=(r —3)!(r —2)
=(r —2).
O

De los Teoremas anteriores obtenemos:

Corolario 1.19. Si m es impar, entonces H*F(R™,r) contiene una copia de la

representacion trivial en dimension 0. Si m es par, entonces hay dos copias de la

representacion trivial, una en dimension 0 y la otra en dimension m — 1 generada

por Zl§j<i§7“ Ajj.
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Corolario 1.20. La representacion H*(F(R™,r); Q) es isomorfa a la representacion

inducida:
Indg; (Q® (Q7)®™)

donde Q es la representacion trivial y Q™ es la representacion signo.

Es importante recalcar que si m es impar, entonces la ¥,-representacién H* F'(R™, r)

es isomorfa a la representacion regular Q[X,] de 3,.

1.5. Ejemplos

En esta seccion se presentan ejemplos que ilustran el Corolario anterior para
ciertos valores de r y m. Estos ejemplos hacen uso de algunas propiedades de las

representaciones inducidas que se pueden consultar en el apéndice A.

= Sim=2yr =3, entonces

H*F(R?,3) 2Ind2(Q & Q)
=Indg: (Vi 1® Vi)
=Inds: V1 ® Inds: Vi
= e Vme Voo Vi

_ (vm)@z ® (v > @2.

= Sim =2yr =4, entonces
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H*F(R? 4) 2Indy! (Q® Q)
=Indg! (Inds (Q ® Q))

— nd ((vm) "o (L ) M)

@2
_ 4 o2 Zays
= \Inds Vi1 @© | Indg, Vi1

2

D2
=<V@V ) @ | VomeVme Vi

®2

:(VDjjj>®2@ (V | >@4@ (V ®2@ Vi |

= Sim=3yr =3, entonces

H*F(R?,3) =Ind(Q® Q")
=Ind: (Vi@ VH)

=Ind} Vi@ IndggVH

2
:Vm <5 (V ) &5, V@.
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= Sim =3yr =4, entonces

H*F(R®,4) 2Ind2! (Qe Q)
=Indy!(Indg!(Q& Q7))

®2
>
:Indzi V‘ 119 (V ) ) V@

®2
) & Inds!

=Indg! Vi@ (Indggv

H

:H\H@L % Vr H@V @ V7 | eV @VE

®2

D3

:Vm@<v>®3@<v )@@ » @VE.

En los siguientes dos casos los célculos son similares, por esta razén no se muestran.

= Sim =2yr=2>5, entonces
H*F(R? 5) =

®2
D2 D6
©6

wemers(gem) o(t53) e 1) (1) o[

» Sim=3yr=>5, entonces
H*F(R? 5) =

4

Voo @ (VU = >@4@ <VHF>@5@ (Vﬁﬂ)%@ (@3)@5@ VEj @VE.
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Como se puede ver, aunque en principio los calculos no son dificiles, estos se vuelven
tediosos ya para valores pequenos de r. Este es una de las razones por las cuales no

existen muchos ejemplos en la literatura.

Notemos que tanto en el caso en que m es par como impar, en la descomposicién
de H*F(R™, r) aparecen nuevas representaciones y algunas con multiplicidades cada

vez mayores conforme r aumenta. Por ejemplo, la representacion

V1T

aparece en H*F(R™, r) con multiplicidad » — 1 si m es impar y con multiplicidad
2(r — 2) si m es par. En contraste con este fendmeno, en el siguiente capitulo vere-
mos que al considerar los grupos de cohomologia en una sola dimensién especifica

H =Y F(R™, r) dicha representacion se estabiliza (en cierto sentido) al aumentar 7.



Capitulo 2

Estabilidad de las representaciones
H'F(R™,r)

Hasta ahora se ha analizado la estructura de H*F(R™,r) como X,.-md6dulo, lle-
gando a describirla en términos de representaciones del grupo ., ya conocidas. A
partir de ahora se centrard la atencién en la estructura de cada H'™~VDF(R™,r)
como Y,.-modulo. Las ideas que aqui se exponen provienen del trabajo que hicieron
T. Church y B. Farb en [5].

Comenzamos por dar una descomposicién de H*™ D F(R™, r) en términos de los
submddulos T (P, m). Posteriormente se define la estabilidad de representaciones
para una sucesion de presentaciones consistente y se dan ejemplos, entre ellos se
encuentra la sucesion {Indyy, s,V ¥ Q}, que resulta ser la piedra angular de esta
teoria pues cumple con la estabilidad de representaciones y transfiere esta propie-
dad a otras sucesiones. Veremos que la descomposicién de H'™™~1 F(R™ r) dada al
inicio en términos de los T (P, m) se puede transformar en una descomposicién en

términos de [ ndﬁ;zpkv X @, lo cual implica la estabilidad de las representaciones
{H™DF(R™, r)},.

40
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2.1. Una descomposicién para H!"~VF(R™ r)

Recordemos que las representaciones irreducibles de ¥, sobre Q estan en corres-
pondencia biyectiva con las particiones de r. A saber, a cada particion p de r le
corresponde la representacion irreducible V), correspondiente al diagrama de Young

asociado a p.

Ejemplo: Sir =6

w={3,2,1} — V.=V

Sid<rypu={ps >---> u}t desuna particién de d con r — d > py, definimos
una particién de r por u[r] := {r —d, u1,..., e} y denotamos a la representacién
irreducible asociada por

Ejemplos:

» Sid=1y pu={1}, entonces para toda r > 2 se tiene que u(1), ={r—1,1}y

V(e =V, =V 77

\——’

r—1

» Sid=2y pu=1{1,1}, entonces para toda r > 3 se tiene que p, = {r — 2,1,1}

y
Vip)yr =V 1), = V@E-

—_——

r—2

» Sid=2y u={2}, entonces para toda r > 3 se tiene que u, = {r — 2,2} y
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En el caso extremo d = 0, la particiéon p = {0} da lugar a la particién u[r] = {r} de
ry V(0), denota la representacién irreducible de ¥, asociada a dicha particién, la
cual es la representacion trivial de ¥,.. Este es el inico caso en que permitiremos a 0

en las particiones.

Observacion: Sea o = {a; > ... > a;} una particién de r, pongamos d = Z?:z a;
y consideremos la particion p = {as > ... > a4} de d. Entonces se tiene que pulr] = «
y por lo tanto toda particién a de r es de la forma p[r| para alguna particién u de

algun d < r. Asi toda representacién irreducible V,, de ¥, es la forma V (u),.

El proposito de este capitulo es mostrar que al fijar ¢ y m las representaciones
H™=YDF(R™, r) de ¥, admiten una expresiéon como suma de representaciones irre-

ducibles del siguiente tipo:
Hi(m_l)F(]Rm, 7,,) ~ @ V(H)?CH’T
o
y que para r > 4 las multiplicidades ¢, , no depende de 7.

Recordemos que por la Proposicién 1.12 se tiene el isomorfismo de espacios vec-
toriales:

H*F(R™,r) = P T(P,m)
P

donde la suma corre sobre todas las particiones P del conjunto {1,2,...,7} y T(P,m)
es el submdédulo generado por todos los monomios admisibles cuya particion asociada
es P.

Una pregunta que surge de manera natural es, ;qué sumandos T(P,m) contribu-
yen a H™= YD [EF(R™ r)?. Por el Lema 1.15 (c) sabemos que son aquellos T(P,m)

cuya particion P tiene r — ¢ componentes, luego por el teorema 1.13 se tiene:
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Proposicion 2.1. Eziste un isomorfismo de ,.-modulos:

i(m— m ~ S
H™YFR™ )= P Indy,, T(L,,m)
pEr
7o (p)|=r—i
donde L, es la minima particion de {1,2,...,r} que realiza a {1 y la suma corre

sobre todas las particiones p de r que tienen r — i componentes.

Nos enfocaremos en analizar la descomposicién anterior para obtener mas informa-
cién acerca de las representaciones irreducibles que aparecen en H™~Y[F(R™ r).

Esto nos lleva a analizar 3 elementos principales que aparecen en

@ ]ndg&u)T(cw m)

pEr
|mo(p)|=r—i

las particiones p de r, los submddulos T(L,,m) y el conjunto indexante de la suma.

» Los submdédulos. Se va a mostrar que al agregar una caja (al final) del dia-
grama de Young asociado a p, estos submédulos T(L,,, m) preservan su forma.
Esto es que si « es una particién que se obtiene al agregar cajas (al final) de
la primer columna de p, entonces los submédulos T(L,, m) y T(L,, m) son

isomorfos.

Dados dos naturales r < n y una particion g = {pg > pg > -+ > e} b r, se

define una particién de n de la manera siguiente:

p(ny = {p1, o e, 1,1, 1},
———

n—r

Similarmente, si P es una particién del conjunto {1,2,...,7}, se define una

particién de {1,2,...,n} por:
Pny=PU{{r+1},...,{n}}.

Notemos que si p es una particién de r, entonces T(L,,m) C H*F(R™,r),
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mientras que T(L,p41), m) C H*F(R™,r+1). Notemos también que las grafi-
cas asociadas a monomios admisibles en T(P(r+ 1), m) son las mismas que las
graficas asociadas a monomios admisibles en T(P,m) més un vértice aislado

extra. Por lo tanto:

Proposicién 2.2. Eziste un isomorfismo de 3(L,)-mddulos:

T(Ly0m) = T(Lyy1y,m).

Las particiones. A continuaciéon mostraremos que para r > 2¢ las particio-
nes p de r con r — i componentes estan en correspondencia biyectiva con las

particiones v de r + 1 con (r + 1) — ¢ componentes.

Proposicién 2.3. Sea v+ r+1 con (r + 1) — i componentes, tal que r > 2i.
Entonces existe una particion p = r tal que v = u(r + 1). En otras palabras,

una tal particion v debe terminar en al menos un 1.

En términos de diagramas de Young, todo diagrama con r+1 cajas y (r+1)—i

filas debe tener una unica caja en su ultima fila.

Demostracion. Supongase lo contrario, es decir, la ultima fila del diagrama de
Young asociado a v tiene al menos dos cajas. Entonces cada una de las filas
superiores debe contener el menos dos cajas. Por lo tanto el niimero de cajas
es al menos

2r+1—d)=r+2+(r—2i) >r+2.

Ejemplos:

e Sii =1yr =2 = 2, entonces la tnica particién de r +1 = 3 con
(r+1) —i=2 filas es

Vemos que este diagrama contiene una tnica caja al final.
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e Sii=2yr = 2i=4, entonces las particiones de r+1 = 5 con (r+1)—i = 3

filas son

[ ] y

De nuevo estos diagramas contienen una sola caja al final.

Ahora bien, para i fijo y » > 21, las proposiciones 2.1, 2.2 y 2.3 implican que:

HImDFR™ 4 1) @ Indgzz>T(ﬁu, m)

vEr+1
|mo(v)|=(r+1)—i

~ Sr41
= @ IndZ(ZMHl))T(EH(H‘U? m)
wEr
7o () |=r—i
~Y ErJrl
o @ [nd2<'cu<r+1)>T(£‘u’ m>
wkEr
7o (p)|=r—i

donde esta tultima expresion es completamente similar a:

HUDER™ r) = D Indyye  T(Lym).
pEr
o (40)|=r—i

= El conjunto de indices en la suma no depende de r.

Proposicion 2.4. St r > 2i, entonces las particiones p = r con r — i com-
ponentes estan en correspondencia biyectiva con las particiones v = 1. Una

biyeccion estd dada por eliminar la primer columna de p.

Dada una particion v = i, denotamos por U la particion de r en v — 1 filas

que le corresponde bajo la biyeccion inversa.

Ejemplo: Si i =3 y r = 6, entonces tenemos la biyeccion:

{ubrym(p)=r—i} — {vki}
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Usando la Proposicién anterior, obtenemos la siguiente descomposicion:

Proposicion 2.5. Para r > 2i, existe un isomorfismo de X,.-modulos:

H'"VFR™,r) =P Indg,  T(Lym)

vhki

donde la suma corre por todas las particiones v de 1.

Cabe recalcar que 7 es la particion de 2i que se obtiene de v anadiendo una

columna de tamano de ¢ al inicio de su diagrama de Young.

En la siguiente seccion se mostrard que para v F ¢ y su particién asociada 7 + r

(con r — i filas), la sucesién de representaciones
S
{IndZ(LWT))T(‘C”’ m)}.
se estabiliza. En el resto de esta seccion se muestran algunos calculos con ¢ = 1.

Consideremos las funciones de clase y, : X, — Z dadas por

Numero de i-ciclos en la descomposicién

Xi(o) = . ..
de o como producto de ciclos disjuntos.
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En particular, x, (o) es el nimero de elementos fijos de la permutacién o : {1,2,...,r} —

{1,2,...,7}.

Teorema 2.6. El cardcter de la representacion H™ ' F(R™, r) estd dado por:

Xl(Xl_]‘) m
=Xy

y es independiente de r.

Demostracién. Recordemos que Vo € ¥, el homomorfismo inducido ¢* : H" ' F(R™,r) —
H*F(R™,r) esta dado en la base {A;; }1<j<i<, por

Ao () si (i) > a(j),

o' (Ayy) = L |
(_1)mAcr(j)a(i) Sl O'(Z) < 0(]).

Por lo tanto 0*(A; ;) = £As ;. Luego, para calcular x(o) = tr(c*) hay que identificar

los elementos A;; tales que 0*(4; ;) = £A;;.

Notemos que 0*(A;;) = £A;; si sélo si:
» o fijaaiy j. En tal caso 0*(A4;;) = A;;. O bien:

= o intercambia a ¢ y j. Esto es, si la descomposicién de o en ciclos disjuntos
contiene a la transposicion (i7), en cuyo caso 0*(A4;;) = (—1)™A;;. Notemos
que ademds el niumero de parejas (i,7) con i > j tales que o(i) =iy o(j) =7

es igual a M De aqui se sigue que

X1 (U) (Xl (U) B 1)
2

tr(o*) = +(=1)"x,(0).

[]

Este resultado es interesante en si mismo pues implica que el caracter de H™ 1 F(R™, r)

se puede calcular con un polinomio que no depende de r. M&s precisamente, nos afir-
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ma que existen dos polinomios p, q € Q[x,, Xx,]

x.(x, — 1)
p(Xl’XQ):%—’_XQ

X.(x; — 1
q(%xﬁz%—b

tales que para r > 2 se tiene que

X = p(X17 Xz) sl m par,
q(x,,X,) st m  impar.

Teorema 2.7. Sir > 4, entonces la descomposicion de H™ 1 F(R™, r) como suma

de representaciones irreducibles del grupo simétrico X, para m par estd dada por:

Hm_lF(Rm,T)gV(O)T@V(l)T@V@)r: T TT 11 ‘@V [T 1] ‘@‘/ [T ]
——

T —— —_——

Y SL M es impar por:

H" ' FR™r)=ZV(A), e V(L) =V e Vi

Demostracion. Sim es par, por el Corolario 1.19, tenemos una copia de la represen-
tacion trivial V,.(0) en dimensién de cohomologia m — 1. Mas atin, esta copia de la

representacion trivial estd dada por el submddulo generado por el elemento:

Z Aij.

1<5<i<r

Por otro lado, por el teorema A.6 del apéndice conocemos los caracteres de las re-

presentaciones irreducibles V' (1),, V(2), y V(1,1), del grupo simétrico 3. Al sumar
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los caracteres obtenemos:

X (X, —3)
Xvoyevayeve, =L TX — 1+ : 12 +X.
-1
X (x12 ) ..
Ahora se procede de manera similar para m impar:
X (x, —3)
Xvay,evay, =X — 1+ 1 12 — X, +1
_Xa (X1 — 1) _
- 9 Xa-

De aqui se concluye que las representaciones con isomorfas en cada caso pues el

caracter determina univocamente a cada representacion. ]

2.2. [Estabilidad de representaciones

En esta seccion se van a formalizar las propiedades de estabilidad observadas en
Hm=DF(R™, r), seccién 2 de [5]. Se van a definir las representaciones Indyy,y, VX
Q@ que juegan un papel muy importante en esta teoria pues son estas representaciones

las que proveen la estabilidad de las representaciones { H™~1 F(R™, r)},.

Cabe senalar que en este trabajo solo se trabajardan con representaciones finitas
sobre Q.

Definicién. Sea V, una sucesion de X,.-representaciones, provistas con transforma-

ciones lineales ¢, : V, — V.1 tales que el siguiente diagrama conmuta ¥ g € X,

V,— Vo,

g g
Or

v, Vot
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En tal caso diremos que {V,, ¢}, es una sucesién de representaciones consis-

tente.

Ejemplo: Para i > 1 y m > 2 fijos consideremos la sucesion de representaciones

{H'™=DF(R™, r)},. Notemos que la proyeccién en las primeras r coordenadas:
. FR™,r+1) — F(R™,r)

(X1, s Tpyr) — (X1, .., )

satisface com, = w00 para todo o € ¥, donde o actia en F(R™, r+1) permutando
las primeras r coordenadas. Por lo tanto, al pasar a cohomologia se tiene el siguiente
diagrama conmutativo:

*
T

Hm=Y F(R™, r) Hm=DRPR™ 7 + 1)

o

H™=DEP(R™ r) L HDE(R™, 4 1).

De esta manera la sucesién {H™~DF(R™, r)}, es consistente.
Otro ejemplo que resulta importante en este trabajo es el siguiente:

Ejemplo: Fijemos un subgrupo H del grupo simétrico >; y una representacién V'
de H. Para r > k podemos extender la accion de H en V' al subgrupo H x X, C X,
haciendo actuar X,_;, trivialmente. Esta representacion de H x ¥,_; se denotara por

V X Q. Finalmente, consideremos la representacion inducida
Indy,s (VRQ)

pensada como representacion de X,

Notemos que V X Q no es mas que el producto tensorial exterior de la represen-
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tacion V' de H con la representacion Q de X, _.

. ez ., . ) .
Proposicién 2.8. La sucesion de representaciones {Indy, s, (VXRQ)}, es consis-

tente.

Demostracion. Consideremos la inclusién candnica

Q[Er] —> Q[ZT—H]
que da lugar al diagrama conmutativo

Q] x (VR Q) g

Q] ®qaxs, ) (VXQ)

|

Lr®id —
L-Rid |
|

Y
QX +1] ®guuxz iy (VEQ).

Sabiendo que Indﬁrxzr_k(V X Q) = QF] ®quuxy, , (VX Q) (ver apéndice A)
tomamos ¢, = ¢, ® id. La conmutatividad de ¢, con la accion de X, se sigue de que

dicha accién en tensores elementales estd dada por:
gla®b) = (ga) ®b.

]

Otros ejemplos de sucesiones de representaciones consistentes son V, = Q[%,],
Qn=0Q®...®Q y las sucesiones constantes dadas por la representacion trivial Q

o la representacion signo Q.

Definicién (Estabilidad de representaciones). Sea {V,}, una sucesion de 3,-repre-
sentaciones consistente. La sucesion {V,}, cumple con la estabilidad de represen-
taciones si para r suficientemente grande se satisfacen cada una de las siguientes

condiciones:
1. Las transformaciones lineales ¢, : V. — V.1 son inyectivas.

2. El espacio vectorial generado por la ¥, 1-0rbita de ¢,.(V,) es igual a V4.
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3. Al descomponer V, en suma de representaciones irreducibles:
V=@V
A

V' X las multiplicidades cy, son eventualmente independientes de 7.

Ejemplo: Consideremos la sucesién de representaciones V,, = Q" donde el grupo %,

actua permutando las coordenadas y los morfismos
¢ Q" — Q'

dados por la inclusién canénica de Q" en las primeras r coordenadas de Q"+, Al
hacer actuar la transposicién (1 j) en el elemento bésico e; de Q" obtenemos el bésico
e; de Q" para toda j = 1,2,3,...,7 + 1. La descomposicién de cada V, en suma

de irreducibles se muestra a continuacion:

V(0) 2 V(0)o @ V(1)s —2=V(0)3 8 V(1) 2= ... 2LV (0), @ V(1), -2~

Vemos que se cumple la estabilidad de representaciones para {Q", ¢, }.

No Ejemplo: Consideremos la sucesion de representaciones regulares

{Q[E ]}

con transformaciones lineales

Or Q[Zr] - Q[Zr+1]

dadas por la inclusién candnica de Y. en ¥,.,1. Es claro que esta sucesion de repre-
sentaciones es consistente y que satisface las primeras dos condiciones de la definiciéon
para estabilidad de representaciones. Sin embargo, no satisface la tercera condicién.
Se puede mostrar que la representaciéon regular Q[X,] contiene una copia de cada
representacion irreducible V) de Y, con multiplicidad igual a la dimensién de V),

en particular contiene la representaciéon V(1), con multiplicidad r — 1. Este hecho
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también se puede apreciar en los ejemplos de la seccién 1.5 ya que H*F(R™,r) con

m impar es la representacion regular.

Como otro ejemplo de estabilidad de representaciones tenemos:

Teorema 2.9. La sucesion { H™" 1 F(R™,r)}, cumple con la estabilidad de represen-

taciones.

Demostracidén. Los morfismos inducidos 77 : H™" 'F(R™ r) — H™ 'F(R™ r + 1)
por las proyecciones en las primeras r coordenadas son inyectivos V r. Para la segunda

condicién basta notar que
Ar—i—lj = (1])*(27“ + 1)*1421.
La tercera condicién se sigue del teorema 2.7 ya que para r > 4

V(1), e V(1,1), si m es par,

H™ 1 F(®R™, 1) =
V(0),®V(1l),®V(2), simesimpar.

Como una primera aplicacién podemos apreciar que la estabilidad de representacio-

nes implica estabilidad homoldgica clasica, mas precisamente:

Teorema 2.10. Supongamos que para toda r tenemos un recubrimiento dado por
2, X, — X, .

Si la sucesion {H(X,;Q)}, cumple con la estabilidad de representaciones (para i
fijo), entonces la sucesion {X,}, es (co)homoldgicamente estable, es decir, existe
N(i) € N tal que

dimg H'(Xn@y; Q) = dimg H'(X,; Q)

para todo r > N(i).
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Demostracion. Para toda r, usando el transfer se obtiene un isomorfismo
H'(X,;Q)™ = H'(X,;Q)

donde H(X,; Q)% es el subespacio de elementos invariantes de H*(X,;Q) bajo la
accién de X, (ver [14]). Tomando V, = Hi(X,;Q); se sigue que

H'(X;Q)™ = V()7

es decir, H z'()A(/,,;(@)ET es el sumando asociado a la representacién trivial de Y, en
Hi(X,;Q). Como {H'(X,;Q)}, cumple con la estabilidad de representaciones, en-

tonces la multiplicidad ¢y, es eventualmente independiente de r. Por lo tanto

dimgH'(X,; Q) = dimg H(X; Q)" = Cor-

Ejemplo: El espacio de 6rbitas de F/(R™, r) bajo la accién libre de ¥,., B(R™, r) =
F(R™,r)/%,, se conoce como el espacio de configuraciones desordenadas de r puntos

en R™. En este caso, la proyeccién candnica es un recubrimiento de la forma
y,——FR"™ r)— B(R™,r).

Asi, por el teorema anterior la sucesién de espacios { B(R™,r)}, es (co)homolégica-

mente estable.

2.3. Estabilidad de representaciones para la suce-
siéon H'm=VF(R™, )

El objetivo principal de esta seccién es mostrar que para ¢ fija la sucesion

{Hz’(mfl)F(Rnﬂx T)}r
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cumple con la estabilidad de representaciones, para lo cual probaremos primero que
la sucesién de representaciones inducidas {/ nd%szT_k (VXQ)}, es estable por repre-

sentaciones.

Teorema 2.11. Dado k > 1 fijo, la sucesion de representaciones inducidas
{]nd?{xxr_k(v X Q)}, cumple con la estabilidad de representaciones y se estabiliza

para r > 2k.

Para este propdsito y basdandonos en [15] vamos a verificar tinicamente la tercera
condicién para la sucesion {/ ”dzkxz (VAKX Q)}, donde A\ = k y posteriormente
para la sucesién {Indyy, Hxs,_, (VXQ)},. Las primeras dos condiciones se verifican de

manera rutinaria.

1. Recordemos que si A = (A1, \g, ..., \r) es una particién de k, entonces la re-
presentacion irreducible de X, asociada a A, de a cuerdo a la seccion 2.1, es
V(Agy A3y ooy Ae)ge Sipo={p,. .., e} es una particiéon cualquiera, denotamos

por |u| a la suma Z§=1 1

La regla de Pieri (teorema A.8 del apéndice A.3) nos da la siguiente descom-
posicion:

Indy . (WEQ) = @V

donde la suma corre sobre todas las particiones ulr| F r cuyo diagrama de
Young asociado a p[r] se obtiene del diagrama de Young de \ agregando r — k

cajas a r — k columnas distintas.

Lema 2.12. Si 2k < r, entonces tenemos la descomposicion:

In dzzilz( +1)— k (MKQ) = @V H)r+1

donde la suma corre sobre todas las particiones ulr] & r cuyo diagrama de
Young asociado a plr] se obtiene del diagrama de Young de A agregando r — k

cajas a v — k columnas distintas.
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Demostracion. Consideremos la descomposicion dada por la regla de Pieri

]nd%;xz( - V)\ X Q @ V r+1

donde la suma corre sobre todas las particiones n[r + 1] cuyo diagrama de
Young se obtiene a partir del diagrama de Young de )\ agregando (r + 1) — k

cajas a (r + 1) — k columnas distintas.

Si p es una particién tal que el diagrama de Young asociado a u[r| se obtiene
del diagrama de Young asociado a A agregando r — k cajas a r — k columnas

distintas, entonces V' (u),+1 va a aparecer en €9, V(n)r+1.

Reciprocamente, sea o una particién tal que V(). aparece en €9, V(1)r+1-
Como \; < k <r—k <r+1—k, entonces sumando k+|a| en ambos extremos
obtenemos

M+Ek+of<r+1-—|af

pero como a; < ||, entonces obtenemos a; < (r + 1) — || y por tanto
a; <7 —lal.

Entonces tiene sentido considerar V' («), y ademds dicha representacién aparece

en @,e V(1) m

. Consideremos la descomposicién en irreducibles

Indy,s, (VEQ) =DV ()i

HEA
Proposicion 2.13. 5@ 2k < r, entonces
T @C T
Indiis, . (VREQ) =P V()i

pEA
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Demostracion. Notemos que

]ndﬁrxzr_k (VXQ) :]”d§£xzr_k (I dikxxzzT k(V D Q))
—Ind¥ s ((mzﬁk v) X @) .
Entonces basta aplicar el Lema 2.12 a cada parte irreducible de la repersenta-
cién Ind V. O
Ahora estamos en posicién de demostrar el resultado principal del capitulo:

Teorema 2.14 (Estabilidad de representaciones de las configuraciones). Para toda
i >0, la sucesion de ¥,-representaciones { H'™ Y EF(R™ 1)}, cumple con la estabi-

lidad de representaciones y se estabiliza para r > 4i.

Demostracion. Por la Proposicién 2.5 sabemos que se tiene a la descomposicion

HiO R >~ P 1ndz, oy DLz m)

vhki

y por lo tanto basta analizar cada una de las sucesiones de representaciones inducidas

S
{[nd2<5v<r)>

T(EU, m)}
Los Lemas 1.4 y 1.6 nos dicen que el grupo 3(P) tiene la descomposicién:
Y(P) = X(P)(1) x -+ x S(P)(|S|) péagina 19

con

Y(P)(j) = Xe,(p) L E;. péagina 20

En particular para P = L5y j = 1, se tiene
VLo (1) = Xy () 101 = Bey(£5) = Tea)

v v

y por lo tanto se tiene la descomposicién

Y{Ly) = (X{Lp)(2) x -+ x VL) ([S])) X Ty )
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Si ponemos H = X(Ly)(2) x -+ x X(Ly)(|S|), k :=r — e1(V), entonces
S(Ly) = H X 5.

Por la forma en que estan definidos los subespacios T(Ly, m), se sigue que el grupo
Y actia trivialmente pues dicho grupo actia sobre subindices que no aparecen en
los monomios A;.
Como 7(r+1) se obtiene a partir de 7 agregando un 1, entonces e ((r+1)) = e;(7)+1
y ademas

Z<£v(r+1>> = H X X1 .

Por otro lado, por el teorema 2.2 tenemos que
T(,Cg, m) = T(ﬁ;(r+1>, TTL)

Este isomorfismo implica, entre otras cosas, que basta fijarnos en la particiéon 3(7)
que se obtiene a partir de la particién 7 al quitar todos los 1’s. Lo anterior se resume
en que

T(Ly, m) = T (Lsw), m)

y por lo tanto las representaciones en cuestion toman la forma
Indg;, \T(Ly,m) = Indg,s,  (T(Lsw),m)RQ).

Estas sucesiones de representaciones, segin el teorema 2.11, cumplen con la estabi-
lidad de representaciones y se estabilizan para r > 2k. Ahora solo falta calcular el
valor de k que se definié como k = r — e1(7). Notemos que (7)) F k. El méximo

valor que puede tomar k£ es cuando

B)=1{2,2,...,2}.

En este caso k = 2n donde n es el nimero de filas de 5(7). Como 7 es una particién

con r — ¢ filas, entonces
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y por tanto r > 4. O

2.4. Ejemplos

En la seccién 2.1 se presentd la descripcion explicita de las representaciones
H=DE(R™,r) ¥ r > 4. En particular, si m = 2

H'F(R*7r)=V(0),aV(1),aV(2),
para r > 4.

A continuacién presentamos la descomposicién para los casos H2F(R?,7) y HAF(R?, r)

que aparecen en [10].

H*)FR:L 1) 2V (1D)*2 e V(1,12 e V2% e V,(2,1)®2 e V,3) e V(3,1)
para r > 8.
H'FR?r) 2 V()"eV,2)" e V(1L 1)" e V.3)" & V(1,1 1)* & V,(2,)*

eV, (0¥ e V.(1,1,L,)® e V,(5)% e V,(2,2)*? ¢ V,(3,1)%"
oV, (2,1, D" e V.(4,1)"2 o V,.(2,1,1,D)*" @ V,(3,2)*" o V,(2,2,1)%1°
®V,(5, )P a V(3,3 @ V,(3,1, ) © V,(2,2,2)*? @ V,(4,2)7
V4,1, )P @V, (5,2) ®Vr(2,2,1, 1) 9 V,.(3,1,1, 1) @ V,(5,1,1)%?

oV, (4,3)7 0 V.(3,2,1)* 0 V,(4,1,1,1)* 0 V,(3,3, ) ® V,(3,2,2)®
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BV,(4,2,1)% & V,(3,2,1,1) & V;(5,1,1,1) & Vi (4,3, 1)
para r > 16.
No es dificil ver que conforme ¢ aumenta estas descomposiciones para H'F(R?, 1)

crecen muy rapido. La descripcion explicita de la descomposicion estable para

H ™Y F(R™, r) continua siendo un problema abierto.



Capitulo 3

El punto de vista de los

FI-mdédulos

En este capitulo se abordara la estabilidad de representaciones desde un punto de
vista mas conceptual que involucra a la teoria de categorias, en concreto, a la cate-
goria de los F'I-médulos. Nos basaremos en el trabajo de T. Church, J. S. Ellenberg
y B. Farb [4].

Este punto de vista requiere de la estabilidad de representaciones uniforme que se
obtiene al modificar la tercera condicion de estabilidad de representaciones. Una vez
desarrollada la teoria de los F'I-mddulos, la estabilidad uniforme por representacio-
nes de { H™ VIF(R™ 1)}, se traduce en encontrar una coleccién finita de elementos
en la unién disjunta | | H™~YIF(R™, r) tales que el FI-médulo generado por dichos
elementos es igual al F'I-médulos del que proviene la sucesién { ™= F(R™, r)},.
Usando este método se puede mostrar, de manera mas general la estabilidad de
representaciones uniforme de {H'F(M,r)}, donde M es una variedad orientable y

conexa de dimensién al menos 2. ver [4].

3.1. FI-moddulos

Sea F'I la categoria cuyos objetos con subconjuntos finitos de N y sus morfismos
son funciones inyectivas. Esta categoria es equivalente a la categoria cuyos obje-

tos son n = {1,2,...,n} y sus morfismos son funciones inyectivas. El conjunto de

67
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endomorfismos de n resulta ser
E’I’Ldp[(l’l) = Zn

Al pensar en la categoria F'I, se debe tener en mente el siguiente diagrama

1 Yo 33 PV
) ) () )
1 2 3 4

Definicién. La categoria de los FI-mddulos es la categoria cuyos objetos son los
funtores V : F'I — Vectq, de la categoria FI a la categoria de los espacios vecto-

riales sobre Q, y cuyos morfismos son las transformaciones naturales entre funtores.
Para especificar un F'I-médulo V' es necesario dar:
» ¥V n un Q-espacio vectorial V(n), que también denotaremos por V;,
» y V morfismo f: n < m una transformacion lineal V(f) : V,, — V.

Al pensar en un F'I-médulo debemos tener en mente un diagrama como el siguiente:

31 Yo X3 3y
) () () )
1 2 3 4
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
\ \ \ \
Vi Vo V3 Vi
W) W) W) W)
31 ) X3 34

Para todo F'I-médulo V', el grupo de endomorfismos Endpr(r) = X, actia en V,
y por lo tanto podemos considerar a V, como una X,-representacion. Mas ain, las
inyecciones canénicas f : r —— r-+1 inducen transformaciones lineales ¢, que son

Y..-~equivariantes. En consecuencia:
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Lema 3.1. SiV es un FI-mddulo, entonces ¥V r existe una transformacion lineal
¢r : V;" - V;—&—l

tal que {V,, ¢, }» es una sucesion de representaciones consistente.

Ejemplo: Sea M una variedad conexa de dim M > 2. Para i fijo la sucesién de repre-
sentaciones consistente { H'F'(M,r), ¢, }, donde ¢, : H'F(M,r) — H'F(M,r + 1)
es el morfismo inducido por la proyeccién en las primeras r coordenadas 7, : F'(M,r+
1) — F(M,r) da lugar a un F'I-mé6dulo

H'F(M,e) : FI — Vectg
r— H'F(M,r).

Para definir V' en morfismos notemos que el espacio de configuraciones admite la

siguiente interpretacion
F(M,r)={a:r — M| f es inyectiva}.

Todo morfismo f : r —— n da lugar a una funcién continua entre los espacios de

configuraciones

wp: F(M,n) — F(M,r)
ar— o f.
Entonces definimos H'F(M,e) en morfismos como sigue:
f *

rlon o~  HF(M,r)—5 HF(M,n).

No toda sucesién de representaciones consistente da lugar o proviene de un F'I-modu-

lo como se muestra en el siguiente no ejemplo.
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No ejemplo: Consideremos la sucesién de representaciones consistente {Q[>,], ¢, }-
donde ¢, : Q[X,] — Q[X,41] estd dada por la inclusién canénica de 3, en X, 1. Su-
pongamos que existe un F'I-médulo V tal que V r V. = Q[X,] y que ¢, = V(1,) donde
ty 1 T — r41 eslainclusién candnica. Sea o € 3,45 la transposicién o = (r+17r+2)

y consideremos siguiente diagrama conmutativo:

Lr410Lr
re—— " s 42

Al aplicar V' obtenemos el diagrama conmutativo:

Q[E,] —2 . QIS 4]

Q[Er] M Q[Er+2]'

La conmutatividad del diagrama anterior implica que o actia trivialmente en ele-

mentos de ¥,,5 que dejen fijo al conjunto {r + 1,7 + 2} lo cual es falso.
Otro ejemplo muy importante de F'I-moédulo es el siguiente.

Ejemplo: Sea k > 1 fijo. Definimos el F'I-médulo Q[Homg;(k, —)] como sigue:
» En objetos: Q[Hompr(k, —)](r) = QHomp(k,r)].

= En morfismos: una inclusién f : r — n induce la transformacion lineal
Q[Hompi(k, f)] : QHomp;(k,r)] — Q[Homp;(k,n)]

g fog.
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Una descripciéon alternativa, como veremos en el Teorema 3.2, del F'I-mdodulo

Q[Hompi(k, —)] es la siguiente.
Ejemplo: Para k£ > 1 fijo y W una representacion de X, definimos el F'/-modulo
M (W) como:

= En objetos: M(W), = Indy 5, (WKQ) = Q%] gz, xs, ] (WHQ).

Antes de definir M (W) en morfismo notemos que toda inyeccién f : r —— n se
puede escribir como

f=001

donde 0 € ¥, y ¢ : r — n es la inclusién canodnica. Esta descomposicién no es

tinica, sin embargo, si c ot = f = 0’ o1, entonces c’c~! =7 donde 7 € &,,_,..

= En morfismos: una inclusién f : r — n induce la transformacion lineal
MW)(f) : M(W), — M(W),
que evaluado en tensores elementales toma la forma
a®@b— (0-a)®b

donde f = oovy a se piensa como una permutacion en ¥, mediante la inclusién

candnica X, C X,.
Si W = Q[Xk], entonces denotamos al F'I-médulo M (Q[Xx]) por M (k).

Teorema 3.2. Dado k, el FI-mddulo Q[Homp;(k,—)| es isomorfo (en la categoria
de los FI-mddulos) al FI-mddulo M (k).

Demostracion. Los isomorfismos en este caso estan dados por transformaciones na-
turales que ademas son isomorfismos. Para todo objeto r € F'I definimos la trans-

formacion lineal:

ne : QHomp;(k,r)] — M(k),
fr—o®l
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donde f = o o. Se puede mostrar que 7, es isomorfismo y que ademas el siguiente

diagrama conmuta para todo r y n con r < n:

Q[HomFI (k7g)]

Q[Hompl(k, I’)]

Q[Hompf(k, Il)]

M(k)(9)

M(E),

3.2. FI-médulos finitamente generados

En esta seccion se introducen dos conceptos muy importante que relacionan a
los F'I-médulos y las sucesiones consistentes del capitulo anterior: los F'I-mddulos
finitamente generados y la estabilidad de representaciones uniforme. Veremos que
un F'I-modulo V es finitamente generado si y sélo si la sucesiéon de representaciones

consistente {V,., ¢, }, satisface la estabilidad de representaciones uniforme.

Sea V un FI-médulo. Un sub-FI-médulo de V sera un FI-moédulo W tal que
W, C V, para todo r y ademds, para todo morfismo f € Hompg;(r,n), el siguiente

diagrama conmuta:

W, W(f)

W

En tal caso escribiremos W C V' para indicar que W es un sub-F'I-médulo de V.

Definicién. Sea V' un FI-modulo y S un subconjunto de la union disjunta | |. V.
Definimos el FI-modulo generado por S como el minimo FI1-mddulo que contiene a

todo elemento de S. Dicho sub-FI-mddulo serd denotado por spany(S).

Lema 3.3. Sea V un FI-mddulo.
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s La eleccion de un elemento v € Vi, determina un morfismo
M(k) — V.
La imagen de este morfismo es spany (v).

» Mads generalmente, si S es la union disjunta de conjuntos S, C V., la imagen

del morfismo natural

@ M(r)®5 — vV
es spany (.S)

Demostracion. Como M (k) = Q[Homp(k, —)], entonces dado v € Vj, definimos el
morfismo:

M) —V

que evaluado en la funcién identidad de k es
idy € M(k) — v e Vi

y si f € M(k), es cualquier otra funcién inyectiva f : k — r, entonces extendemos

el morfismo anterior de manera natural como

f=foidy— V(f)(v).

Denotemos por W a la imagen de este morfismo, es decir, W, = im(M (k), — V,.)
para todo r. Claramente v € Wy y por tanto spany (v) C W. También es claro que
W, es el subespacio vectorial de V,. generado por los elementos de la forma V' (f)(v)
donde f € Hompr(k,r) y por tanto W C spany (v). El caso general se demuestra de

manera similar. O

Definicién. Diremos que un FI-mddulo V' es finitamente generado si existe una

cantidad finita de elementos vy, v, ..., v, tales que v; € Vp,, y

spany (vy,va, ..., v,.) = V.
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Diremos que V es finitamente generado en grado < n si m; < n para todo i.

En la teoria de R-médulos (R un anillo conmutativo con 1), un R-médulo V' es finita-
mente generado si existe un epimorfismo R®Y — V con |I| finito. A los R-médulos
de la forma R®! con |I] finito se les llama médulos libres finitamente generados.
En este sentido, los F'I-médulos M(r) son los objetos libres en la categoria de los

FI-médulos ya que satisfacen la siguiente propiedad:

Proposicion 3.4. Un FI-mddulo V' es finitamente generado si y solo si existe un

: ¢ y .
epimorfismo €@; M(m;) —» V para una coleccion finita mq, ma, ..., my.

Demostracion. Si 'V es finitamente generado, entonces V' = spany (vy, ..., v,) para
algunos v; € V. Por el lema 3.3, existe un epimorfismo @, M(m;) —» V. Recipro-
camente, si existe un epimorfismo F' : €, M(m;) — V, entonces por el lema 3.3,
V = spany (F(idm,), ..., F(idm,)). O

A continuacién vamos a introducir la estabilidad de representaciones uniforme.

Definicién (Estabilidad de representaciones uniforme). Sea {V,, ¢.} una sucesion
consistente de ¥,-representaciones. La sucesion {V,., ¢, } satisface la estabilidad de
representaciones uniforme con rango estable r > N si cumple cada una de las

siguientes condiciones:
» Las transformaciones lineales ¢, : V., — V.11 son inyectivas, Vr > N.
» El espacio vectorial generado por la X,.-orbita de ¢,.(V,) es Vo1, Vr > N.

s Al descomponer V, como suma de representaciones irreducibles
I Dep,r
Vo=@V,
w

V u las multiplicidades c,, son independientes de v, Vr > N.

Ahora estamos en posicién de enunciar el teorema 1.13 de [4] que relaciona esta-

bilidad de representaciones uniforme y F'I-mdédulos finitamente generados.
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Teorema 3.5. Un FI-modulo V' es finitamente generado si y solo si la sucesion de

representaciones {V,, ¢, } satisface estabilidad de representaciones uniforme.

A continuacién presentamos las ideas principales de la demostracién del Teorema

3.5. Una demostracién detallada se puede consultar en [4].

Notacién: Si V, es una representacion de Y., recordemos que el subespacio de coin-
variantes (V})y, estd dado por V, ®qpx,] Q y es el maximo cociente del ¥,-médulo V;.

en el que X, actda trivialmente.

Si a,r € FI, entonces denotamos por a+r al conjunto {1,...,a,a+1,...,a+1}.
Dado un FI-médulo V' y a > 1 definimos el siguiente espacio vectorial graduado
P, (V) =P, ®u(V), como

Do (V)r = (Vaur)s,

donde la accién de X, esta inducida por la acciéon de ¥, en los ultimos r elementos
de a+r. Dada una inyeccién f : r —— r—+1, definimos la inyeccién

ida U f:a4+r—a+ (r+1)

x six <a,
T —

flx—a)+a siz>a.
Consideremos la transformacién lineal dada por V (ida U f) : Vo — Viy(rq1). Por
ultimo consideremos la transformacién lineal

T : q)(I(V)T‘ e q)a(v)r+1

inducida por V (ida.r). Notemos que esta definicién no depende de la eleccion de f.
Definicién. Sea V' un FI-modulo.

» Al minimo s > 0 tal que Ya > 0 la transformacion lineal T : &,(V), —
®,(V)ry1 es un isomorfismo N¥r > s, lo llamaremos el grado de estabili-
dad de V' y lo denotaremos por grd.est(V). Si tal s no existe, diremos que
grd.est(V) = oc.
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» Al mdazimo de |A|, de entre todos los A asociados a las componentes irreducibles
V(A), que aparecen en las ¥,-representaciones V. lo llamaremos el peso de V

y lo denotaremos peso(V'). Si V =0 ponemos peso(V) = 0.

Proposicion 3.6. Si V' es un FI-maodulo finitamente generado en grado < d, en-

tonces:
» El grado de estabilidad de V' cumple que grd.est(V) < d.
» El peso de V' cumple que peso(V') < d.

La idea de la demostracion es acotar el grado de estabilidad y el peso de los
FI-médulos M (k) y posteriormente acotar el grado de estabilidad y el peso de V'
usando el epimorfismo de @¢ M (m;) a V que da la Proposicién 3.4.

Proposicién 3.7. Sea V un FI-mdodulo finitamente generado en grado< d.
1. Si W es un cociente de V', entonces W es finitamente generado en grado< d.

2. Propiedad Noetheriana. Si W C V' es un sub-FI-mddulo, entonces W es fini-

tamente generado en grado < d.

Esta proposiciéon se puede parafrasear diciendo que subcocientes de FI-mddu-

los finitamente generados son finitamente generados.

Demostracion. 1. Se sigue inmediatamente de la definicion de generacion finita.

2. Supongamos que V' esta finitamente generado en grado < d. Por la Proposicion
3.4 sabemos que para todo r el espacio vectorial V, es de dimension finita. Como
W C V y tomar coinvariantes (sobre Q) es un funtor exacto izquierdo, entonces
Q4(W) C ®q(V). El espacio vectorial graduado ®4(V') = @, ®4(V), se puede consi-
derar como un Q[7']-mdédulo por evaluacién del morfismo T : 4(V), — Py(V),41
y la Proposicién 3.6 muestra que ®4(V), es un Q[T]-médulo graduado finitamen-
te generado. Como Q[T] es un anillo noetheriano y ®4(V') es finitamente generado,
entonces ®4(V) es un Q[T]-médulo noetheriano y por lo tanto ®4(W) es un Q[T-
moédulo finitamente generado pues es un Q[7']-submédulo de @,4(V'). Estos generado-

res pueden ser escogidos homogéneos, es decir, ®4(W) es un Q[T]-médulo graduado
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finitamente generado.

Tomemos un conjunto finito generadores xy, ..., z, de ®4(V) como un Q[7]-mddulo
graduado con x; € ®y(V),.. Como ®4(W), = (W, )s, es un cociente de Wy, en-
tonces para todo 7 podemos seleccionar una preimagen w; € Wy, que se proyecte
sobre ;. Sea W el sub-FI-médulo de W generado por las preimagenes wy, ..., wy
junto con un conjunto finito de generadores para Wi,..., W,;_;. Claramente W es
un F'I-modulo finitamente generado y ademés WT = W, para todo r < d. Luego,

para probar la afirmacién basta mostrar que WT =W, para r > d.

Como W C W, entonces ®q(W) C ®y(W). ®4(W) contiene al conjunto de genera-
dores {z;} de ®4(W) y por lo tanto @d(/ﬂv/) = ¢,(W). Como P4 es exacto, entonces
Oy(W/W) = 0.

Para todo r consideremos la descomposicién de (W/W), como suma de represen-

taciones irreducibles de X,:

(W/W), @M@V

donde la accién de ¥, en N, es trivial y dicho espacio vectorial contiene la informacién
de la multiplicidad de V/(\), en (W/W),. Como W/W es un subcociente de V,
entonces peso(W/ /VIV/) < peso(V') y por la Proposicién 3.6 se tiene que

peso(W/W) < d
Por otro lado, tenemos la descomposicion

O4(W/W),—a = (W/W), gz, Q=P Nr@ (V(N), g,y Q)
A

Se puede demostrar usando la regla de Pieri (ver apéndice A.8) y argumentos de
la teoria clasica de representaciones que V(A), ®@qpz, 1 Q = (V(A),)s, , # 0 para
|A] < d. Pero hemos visto que Q)d(W/W) = 0, esto implica que Ny = 0 VX y por lo
tanto (W/W),, = 0 para r > d que es lo que desedbamos probar. O



78 Capitulo 3. FEl punto de vista de los F'I-mddulos

Una de las ventajas de introducir el peso y el grado de estabilidad de un F'I-
modulo V' es que podemos mejorar el Teorema 3.5 dando cotas para el rango de
estabilidad de la sucesién de representaciones {V;., ¢, }, como se muestra a continua-

cion.

Teorema 3.5°. Sea V un FI-modulo. Si V' es finitamente generado, entonces la
sucesion de representaciones {V,, .} satisface la estabilidad de representaciones uni-

forme con rango estable r > grd.est(V') + peso(V).

Si {V,, ¢} satisface la estabilidad de representaciones uniforme con rango estable

r > N, entonces V es finitamente generado en grado < N.

Idea de la demostracion del Teorema 3.5. Supongamos que V' es finitamente en grado
< d. Por la Proposicién 3.6 sabemos que grd.est(V'), peso(V') < d. Entonces ambos
grados son finitos y por lo tanto tiene sentido considerarlos como cotas para el rango
de estabilidad de {V;., ¢, }.

Sean K, el kernel de la transformacion lineal Y.-equivariante ¢ : V, — V.41 y
C, el cokernel de la transformacién lineal ¥,-equivariante ¢ : [ nd§:+1W — Vi
inducida de manera natural por ¢,. La primera y segunda condicién para la estabili-
dad de representaciones uniforme se traducen en mostrar que K, =0y C,. =0Vr >
grd.est(V) + peso(V). Esto, a su vez, se traduce en mostrar que (K,)s, .., =0y
(Cri1)%, 41 ooy = 0 para 7 —grd.est(V) > peso(V'). Esto tltimo puede ser probado

usando teoria clasica de presentaciones.

La tercera condicién sobre la no dependencia de r en las multiplicidades ¢y, de
V(A), en V, para r > grd.est(V') + peso(V') se prueba por induccién sobre |A| y se

analizan los coinvariantes de V/(A),.

Ahora supongamos que la sucesién {V,, ¢, } satisface la estabilidad de representacio-
nes uniforme con rango estable r > N. Entonces V,.; es el espacio vectorial generado

por la ¥,-6rbita de ¢,(V,41) para todo r > N. Esto implica que V' = spany (| ],y V»)
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pero todo V, es de dimension finita y por lo tanto V' es finitamente generado en grado
< N. O

El siguiente resultado que vamos a demostrar en este capitulo es la generacién finita
del FI-médulo H'™1) F(R™ ) introducido en la seccién anterior. En este caso, por
el Teorema 3.5 tendriamos que la sucesion { H™~YF(R™ r), ¢, } satisface la estabi-
lidad de representaciones uniforme. En la practica, cuando se tiene una sucesion de
presentaciones consistente {V,., ¢, } inducida por un F'I-médulo V' se trata de probar
que dicho F'I-mddulo es finitamente generado para poder concluir que la sucesién de

representaciones satisface la estabilidad de representaciones uniforme.

Teorema 3.8. Para todo i > 0, el FI-mddulo H'™ Y F(R™ e) es finitamente ge-

nerado en grado < 2.

Demostracion. Por la Proposicién 2.5 tenemos el siguiente isomorfismo:

H"VER™,r) = @ Indg,, T(Ly,m)

iFv

y)

para r > 21, recordando que 7 es una particién de 2¢ que se obtiene a partir de v
anadiendo una columna de tamano ¢ a su diagrama de Young. La descomposicién
anterior implica que los monomios admisibles que generan a los subespacios vecto-
riales T(Ly, m) C H'™~YF(R™ 2i) son suficientes para generar a H*™~YF(R™ r)
mediante la accién del grupo simétrico ¥, para r > 2i y por lo tanto H*™~1) F(R™, o)

estd finitamente generado en grado < 2i. ]

El rango estable N = 4i que presentamos en el Teorema 2.14 del capitulo anterior
para la estabilidad de representaciones uniforme de H*™~Y F(R™, r) no es el 6ptimo,

en [16] se muestra que los rangos estables 6ptimos para esta sucesién son:

31 si m es impar,
N =
3i+1 sim es par.

En este trabajo hemos presentado resultados concernientes a los espacios de configu-

raciones F'(R™, r), sin embargo de manera reciente han aparecido generalizaciones al



80 Capitulo 3. FEl punto de vista de los F'I-mddulos

caso de F'(M,r), para M una variedad conexa, orientable, de dim > 2 (por ejemplo,
ver [3] o [4]). Para poder enunciar uno de tales resultados, introducimos primero la

nociéon de F'I-moédulo graduado.

Definiciéon. F'/-médulo graduado es un funtor V : FI — Grad.Vectg de la
categoria F'I a la categoria de los Q-espacios vectoriales graduados. Entonces para
todo r tenemos que V, = @jzo Vi y al fijar j obtenemos un FI-mddulo V7 dado por
(Vj>7’ - ‘/;j'

Un FI-médulo graduado V se dice ser de tipo finito si todo FI-mdédulo VI es

finitamente generado.
El siguiente resultado fue probado por Church y Eilenberg en [4].

Teorema 3.9. Sea M una variedad, orientable y conexa de dimension al menos 2
tal que dimg H*(M;Q) < oco. Entonces el FI-mddulo graduado H*F(M,e) es de
tipo finito.

La demostraciéon de este hecho utiliza la sucesion espectral de Leray asociada a la
inclusién F(M,r) < M" con coeficientes en Q que converge a H*(F(M,r); Q). En
general no se sabe mucho sobre los diferenciales de la pagina E;™ de esta sucesion
espectral. Sin embargo, B. Totaro en [21] mostré que la pagina F; estd generada
por Byt = H™1F(R™, r) y por EY° = HP(M";Q). Con esta descripcién en [4]
(Teorema 6.2.1) se muestra que Es(r) es un FI-mddulo graduado de tipo finito
donde F5(r) es la segunda pagina de la sucesién espectral asociada a la inclusién
F(M,r) — M". Como E,, se obtiene a partir de Ey por medio de subcocientes,
entonces E,, también es de tipo finito. Finalmente, como EZX*(r) estd relacionado
con H*(F(R™,r); Q) por medio de una filtracién de este ltimo, se puede mostrar
también que H*(F'(M,r); Q) es de tipo finito.

En los ultimos anos se han calculado cotas para el grado de generacion del F'I-
médulo H'F(M,e). Un ejemplo de esto es el trabajo de J. Miller y J. Wilson en
[17]:

Teorema 3.10. Sea M una variedad, conexa de dim = 2. Entonces el FI1-mddulo
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H'F(M,e) es finitamente generado en grado < 4i + 1. Si dim M > 3, entonces el
FI-médulo H'F (M, e) es finitamente generado en grado < 2i + 1.

Cabe senalar que el resultado anterior se obtiene con coeficientes enteros y que
los F'I-mo6dulos que se consideran son funtores de la categoria F'I a la categoria de

grupos abelianos.

3.3. Ejemplos

A continuacién se dan ejemplos de generadores explicitos para los F'I-mddulos
H Z'(m_l)F(Rm, e). Recordemos que por la Proposicién 2.1 (Capitulo 2) tenemos un
isomorfismo:
i(m—1 m ~ >
HOFR™ )= P Indy, T(L,,m)

ukr
|0 () |=r—i

que se cumple para r > 2i. De esta descomposicién se sigue que un conjunto de
generadores para H™ YV [F(R™ r) est4 dado por generadores para cada uno de los
submddulos T(L,, m) donde p es una particion de r en r — ¢ componentes. Si p es
una particién de r en r — i componentes, entonces generadores para T(L,,, m) vienen
dados por los monomios admisibles A; tales que la particién asociada P(I) es la

minima particion que realiza a pu.

= Supongamos m = 2 y ¢ = 1. Entonces para r = 2i = 2, la unica particion pu
der =2enr—i=2-—1 componentes es ;t = {2}, la minima particién de
{1,2} que realiza p es {{1,2}} y el tinico monomio admisible asociado a dicha
particion es Aay. Por tanto Ay genera a los médulos H™ ' F(R™, r) mediante

permutaciones y combinaciones lineales para todo r > 2i = 2.

» Parai = 2,7 = 2i = 4 (se obtienen los mismos generadores independientemente

de que m sea par o impar):

puE4ym(p)=4—-2=2 L, Monomios admisibles
2+2 {{1,2},{3,4}} Ay Ays
3+1 {{1.2,3},{4}} Ay Az
Ag1 Az
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= Parat1=3,r =2 =6:

w6y m(n)=6—-—3=3

L

Monomios admisibles

24242

{{1,2},{3,4},{5,6}}

f421/4431465

3+2+1

{{1,2,3},{4,5},{6}}

f42114311454
f421/4321454

4+1+1

{{1,2,3,4}, {5}.{6}}

f421f4311441
f12114321441
f121/4311442
f421f4321442
/42114311443
/121/432/443

» Parai=4,r=21=28:

pb8ymy(pn) =8—4=4 L, Monomios admisibles
2424242 {{1,2},{3,4},{5,6},{7,8}} Ao Ayz Ags Agr
342+2+1 {{1,2,3},{4,5},{6,7}, {8}} Agt Aga AsyArg
a=1,2
3+3+1+1 {{1,2,3},{4,5,6}.{7}, {8}} Aoy Az AsaAsgs
a=1,28=45
442+1+1 {{1,2,3,4}, {5,6}.{7}, {8}} Apt Asa A Ags
a=1,28=123
1141 {{1,2,3,4,5}, {6}, {7}, {8}} Ag1 AsaAygAs,
a=1,28=1,23
v =1,2,34

Notemos que el niimero de monomios van creciendo rapidamente, sin embargo, estos

no son conjuntos minimales de generadores. Por ejemplo para ¢ = 2 el monomio

As1 Agp se puede obtener de Ay Asy aplicando la permutacion (12). En cada caso es

posible elegir un conjunto minimal de generadores.




Apéndice A

Teoria de representaciones de

grupos finitos

Presentamos aqui las definiciones y resultados basicos de la teoria de representa-
ciones de grupos finitos sobre un campo de caracteristica cero. Todo este material es
estandar y puede ser consultado por ejemplo en [13] y [20]. A lo largo de todo este
apéndice vamos a considerar espacios vectoriales sobre un campo K de caracteristica

cero. Denotaremos por GL(V') al grupo de transformaciones lineales invertibles de

VenV.

A.1. Representaciones y caracteres

Definiciéon. Una representacién de un grupo finito G es un homomorfismo p :
G — GL(V) para algin espacio vectorial V' (de dimension finita). La dimension
de V es llamada el grado de p. Usualmente escribimos p, para p(g) y py(v) para la

accion de pg env € V.
Ejemplos:
= La representacién trivial de G en V esta dada por

p:G—V

g — idy.
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= Si X es un conjunto sobre el que G actia, denotamos por K[X] al espacio

vectorial que tiene como base {e, |z € X} y definimos la representacion
p: G — GL(K[X])
dada por:

pg(ea:) = Cgz-

Esta representacion se conoce como la representacién por permutaciones aso-

ciada a X.

= Si en el caso anterior tomamos X = G con la accién de multiplicacion izquier-
da, entonces la representacién obtenida recibe el nombre de representacion

regular de G.

» La representacion signo del grupo simétrico ¥, estda dada por el homomor-

fismo

p: X, — GL(K)

o — sign(o).

Se pueden construir nuevas representaciones a partir de representaciones dadas usan-
do las operaciones entre espacios vectoriales. Asi podemos construir sumas directas,

productos tensoriales, duales, etc., de representaciones como se vera a continuacion.
Definicién. Sean (V,p) y (W, p') dos representaciones.

» La suma directa de representaciones (V @& W, p @ p') estd dada por
p®p  G— GLVaeW)
0 o
» FEl producto tensorial de representaciones (V @ W, p ® p') esta dado por

pp:G— GL(VaW)
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g pg @ ply.

Definicién. Un homomorfismo entre dos representaciones (V,p) y (W, p')
estd dado por una transformacion lineal T : V — W tal que el siguiente diagrama

conmuta para todo g € G:

1% T W
Pg P,g
1% T W.

Dos representaciones (V, p) y (W, p') se dicen isomorfas si existe un homomorfismo

de representaciones T : V. — W y ademas T' es un isomorfismo.

Si (V,p) es una representacién y W C V es un subespacio tal que p,(W) C W,

Vg € G, entonces W se llamara una subrepresentacion de V.

Definicién. Si una representacion (V,p) tiene como unicas subrepresentaciones a

{0} y V, entonces diremos que (V,p) es irreducible.

Teorema A.1l. Toda representacion (V, p) es isomorfa a una suma directa de repre-
sentactones irreducibles. Mas ain, esta descomposicion es unica salvo orden de los

sumandos.

El teorema anterior implica que dada una representacién (V, p), existen una coleccién
finita de representaciones irreducibles {(V;, p;)}; y una coleccién de enteros positivos

{ci}i tales que (V;, p;) no es isomorfa a (Vj, p;) y
V o~ @ ‘/;@Ci.

Esto sugiere que las representaciones irreducibles son los bloques de los cuales se
construyen todas las demas representaciones de G y por eso son de vital importancia
estudiarlas. Una herramienta esencial para estudiar las representaciones irreducibles

son los caracteres.
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Definicién. Sea (V,p) una representacion de G. El caracter de G se define como

la funcion:
Xy :G—K

g— tr(p,).

Teorema A.2.

Xy (1) = dimV.

Xy (hgh™") = X, (9) para todo g,h € G, es decir, X, es constante en clases

de conjugacion.

XVEBW = Xv T Xw-
Xvew = Xv - Xw-

Usando la teoria de caracteres se puede demostrar lo siguiente:

Teorema A.3. Dos representaciones son isomorfas si y solo si sus caracteres son

1guales.

Si K es algebraicamente cerrado, entonces usando estos caracteres se puede probar

que existe una biyeccion:
{Representaciones irreducibles de G} «— {Clases de conjugacién de G}.

Para el caso en G = Y, y K no necesariamente algebraicamente cerrado también se

tiene la biyeccién anterior como veremos en el apéndice A.3.

A.2. La representacion inducida

Sean V' una representacion de G, H C G un subgrupo y W C V un subespacio
H-invariante. Para todo g € G, el subespacio ¢gWW = {gw |w € W} depende solo en
la clase lateral izquierda gH pues ghW = g(hW) = gW.



A.8. Las representaciones del grupo simétrico 87

Dada un clase lateral izquierda ¢ € G/H, definimos cWW como ¢gW para algin
g € 0. Diremos que V esta inducida por W si todo elemento de V' se puede expresar

de manera Unica como suma de elementos en dichos trasladados de W, es decir,

V= ow

O'GG/H

En este caso escribiremos V = Ind4W = Ind W.

A continuacién se daran algunos resultados de esta construccion.

Teorema A.4. » IndgW = K[G] @xm W
» SiW =@, W, entonces IndW = @, Ind W;.
» Si HC K C G son subgrupos, entonces Inds W = IndS(Ind5 W).

n Si C' es una clase de conjugacion de G, y C' N H se descompone en clases de
conjugacion D1, ..., D, de H, entonces el cardcter de IndW evaluado en C

es:
_ G~ 1D
En particular, st W es la representacz’én trivial de H, entonces

_[G: H]

A.3. Las representaciones del grupo simétrico

El niimero de representaciones irreducibles del grupo simétrico ¥, es el niimero
de clases de conjugacién, que es igual al niimero de particiones de r: 7 = Ay +...+ A\
con A\y > ...> M\, > 1.

A toda particién A = {\; > ... > A} de r se le asocia un diagrama de Young
T definido como un arreglo de cajas en filas con \; cajas en la i-ésima fila, las filas

de cajas deben estar alineadas a la izquierda. Por ejemplo:
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= A la particién p: 4+ 2+ 2+ 1 le asociamos el diagrama: 1.

= A la particién p : 3 + 2 le asociamos el diagrama:

= A la particién g : 5+ 34+ 1+ 1 le asociamos el diagrama: 1

Los diagramas de Young a veces facilitan el manejo de las particiones, es por eso que
a lo largo del trabajo no hacemos distincion entre particiones y diagramas de Young.
Dada un particion A de r, numeramos las cajas del correspondiente diagrama de

Young de forma consecutiva:

11213 M=t A
A1 A14+2|A1+3] ... D1+
r—2 | r—1

r

Mas generalmente, se define un tablero de Young como alguna numeracién de un
diagrama de Young con los enteros 1,2,...,r. Dado un tablero de Young, digamos

el canonico mostrado arriba, definimos dos subgrupos del grupo simétrico X2,
P, = {0 € ¥, | o preserva las filas},

Qx = {0 € ¥, | o preserva las columnas}.

En el dlgebra de grupo K[%,| definimos dos elementos como sigue:

ay = Z €o y by = Z sgn(o)e,.

g€ Py oEQ
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Finalmente definimos:
cx = axby € K[ZT]

Estos elementos permiten definir representaciones de ¥, que, como lo enuncia el si-
guiente teorema, son todas sus las representaciones irreducibles. En dicho teorema
supondremos que K = C y posteriormente se mencionara como quitar esta restric-

cién, como lo hacen en el libro de Fulton y Harris [13].

Teorema A.5. Un multiplo escalar de cy es idempotente, es decir, existe ny € C tal
que 3 = nycy, y la imagen de cy (por multiplicacién derecha en en C[¥,]) es una

representacion irreducible Vy de X,.

Toda representacion irreducible de Y, se puede obtener de esta forma a partir de

una unica particion .

Notemos que, como Corolario de este Teorema, toda representacién irreducible de X,
sobre C puede ser definida sobre el campo de los racionales Q pues ¢, pertenece al
algebra de grupo racional Q[X,]. Mds atin, como todo campo de caracteristica cero
K contiene al campo de los racionales QQ, entonces toda representacién irreducible de

Y. sobre C puede ser definida sobre el campo K.

Ahora veremos ejemplos de estas representaciones V). En todos los ejemplos to-

mamos r = 4

= La representacion Vf es la representacién trivial de ¥4. En general, la

representacion V(. es la representacion trivial de ¥, para todo r.

= La representacion V/— es la representacién signo de ¥4. En general, la repre-

sentacion V{11, 1) es la representacion signo de ¥, para todo r.

= La representacion Vf [ es la representacion estandar de Y4 descrita como

sigue.
La accién de ¥4 en K* por permutacién de coordenadas define una represen-

ticion de dim 4. La representacién estandar de Y4 estard dada por restringir
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la accién anterior al subespacio {(1,...,z4) € K*| 3, 2; = 0}. Notemos que
esta accion se puede definir de manera simlar para cualquier r > 2.
De nuevo, la representacion V{,,1) es la representacion estandar de X, para toda

r.

Ahora introduciremos los elementos necesarios para poder calcular el caracter y, de

V). Denotemos por Cj a la clase de conjugacion de ¥, definida por
i=(i1,...,%,) con Zaz’a =r
(0%

donde Cj consiste de las particiones que tienen i; 1-ciclos, 75 2-ciclos, ..., y 7, r-ciclos

en su descomposicion como producto de ciclos disjuntos.

Dada una particiéon A = {Ay,..., Az} de r definimos los siguientes polinomios en

Klzq, ...,z
Pi(zy,...,x) =2, +xh 4+ ... +al paraj=1,2,... 7
Az, ..., TE) ZH(%—%)~

1<j

También definimos la sucesién de enteros no negativos:

lj=M+k—jparaj=1,... k.

Teorema A.6 (Férmula de Frobenius). El cardcter de Vy evaluado en la clase de

. ., . . . ¢ . .
conjugacion C; estd dado por el coeficientes del monomio xil ...x} en el polinomio:

Ejemplos: Usando la féormula anterior se pueden calcular los caracteres de al-
gunas representaciones explicitas. Para tal efecto, definimos las funciones de clase

X; : 2r — K dadas por
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Numero de i-ciclos en la descomposicion

xi(o) = . ..
de o como producto de ciclos disjuntos.

El cardcter de la representacion trivial V|, estd dado por

XV<1> =L

El carater de la representacion signo V(i .. 1) estd dado por

,,,,,,

El cardcter de la representacion estdndar V{,_; 1y esta dado por:

X‘/(rfl,l) =x; — L

El cardcter de la representacion V(,_s 2y estd dado por

o X1 (Xl B 3)
XV(?"—Q,Q) - 2 + X2‘

El caracter de la representacion V(,_s 1,1 estd dado por

X (x, —3)
XVT(l,l) = = 12 — — Xa-

Las representaciones irreducibles V) de 3, inducen representaciones de >,,1, que en
+1,
general no son irreducibles y el siguiente resultado provee la descomposicion de dicha

representacién como suma de irreducibles.

Teorema A.7. Dada una particion X de r, entonces existe un isomorfismo de >,y 1-
representaciones:
Indy Vi = PV,
I
donde la suma corre sobre todas las particiones pu de r+1 tales que p se puede obtener

anadiendo una caja a \.
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Un resultado mas general que el anterior estd dado por la regla de Pieri que se
enuncia a continuaciéon. Sea A F k y consideremos la representacién irreducible V)
de X. Sir > k, podemos extender la accién de X; en V), a una accién de X X X,
al hacer actuar a X, j trivialmente en V). Esta representacion del grupo > X X,

la denotaremos por V) X K.

Teorema A.8 (Regla de Pieri). Sea A\ una particion de k, entonces

Indyr s (VAEQ) = @V

donde la suma corre sobre todas las particiones i de r tales que el diagrama de Young
de pu se puede obtener mediante el diagrama de Young de \ agregando r — k cajas en

r — k columnas distintas.

Una demostracién se puede consultar en el Corolario 2 de 7.3 en [12].

Una representacion muy importante para este trabajo es la representacion regular.
La representacién regular de ¥, estd dada por el médulo K[X,] donde ¥, actia por
multiplicacién por la izquierda. A continuacion se presentan algunas caracteristicas

de esta representacion:
» KX =Ko K™ = VDj @ VH donde K es la representacién trivial y K~ es

la representacién signo.

I

s K[Z, 1] = Inde V' K[S,] pues Indy K[| 2 K[E, 1] ks, K[S,] 2 K[E,41].

» El cardcter de la representacion regular K[, ] estd dado por

0 io#1,
Xy =" ®77

rl sioc=1.

Otra representacion muy importante para el trabajo es [ nd%; (K@ K) donde K es la

representacion trivial de 5. Su caracter, usando las formulas de la seccién pasada,
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esta dado por:

7! sioc=1,
X (o) =4 (r—2)! sio esuna transposicién,
0 en otro caso.

También se puede demostrar que existe un isomorfismo de Y,-representaciones:
Indg’K = K[, /)]

donde el grupo ¥, acttia por multiplicacion a la izquierda en la clases laterales 3, /3.



Apéndice B
Teorema de punto fijo de Lefschetz

Dada una funcion continua f : X — X de un espacio topoldgico en si mismo,
es natural preguntarse si f tiene puntos fijos y en tal caso, cuantos de ellos existen.
El teorema de punto fijo de Lefschetz responde a esta pregunta en el caso en que X
es un espacio triangulable compacto, es decir, homeomorfo a un complejo simplicial
finito. Esta clase de espacios incluye por ejemplo a las variedades compactas. En
tal situacién, el homomorfismo inducido en homologia racional f. : H.(X;Q) —
H,.(X;Q) es una transformacién lineal entre espacios vectoriales de dimensién finita,
Vi.

Teorema B.1 (de punto fijo de Lefschetz). Sea f: X — X wuna funcién continua

de un complejo simplicial finito en si mismo. Definimos el numero de Lefschetz

A(f) =D (=1)'tr(f. - Hi(X;Q) — Hi(X;Q)).

Si A(f) # 0 entonces f tiene un punto fijo.

En particular, si f el mapeo identidad u homotépico al mapeo identidad, enton-
ces A(f) coincide con la caracteristica de Euler de X, x(X). Més aun, si el nimero
de puntos fijos es finito, entonces A(f) cuenta el nimero de puntos fijos con cier-
tas multiplicidades. Claramente, el nimero de Lefschetz A(f) estd definido aun si
X es retracto por deformacion de un complejos simplicial finito y en este caso, si
f: X — X no tiene puntos fijos, entonces A(f) = 0. Una demostracién se puede

consultar en [8].
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De manera equivalente, este resultado se puede enunciar y probar usando coho-
mologia singular. Una de las ventajas es la estructura adicional de anillo graduado

y el Teorema de Dualidad de Poincaré.
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