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Resumen

El objetivo central de la presente tesis serd estudiar la estructura algebraica de los
c6digos o-constanciclicos. Para llegar a este punto primero hablaremos sobre los funda-
mentos algebraicos y geométricos en los cuales nos apoyaremos para poder definir los
diferentes tipos de cédigos que veremos. Haremos un breve estudio de algunos tipos de
codigos, obtendremos la matriz generadora y su correspondiente matriz chequeo de pari-
dad, un interés principal sera estudiar los codigos ciclicos, pues el objetivo central de la
tesis serd estudiar una generalizacion de estos codigos.

En el tercer capitulo estudiaremos los codigos o-constanciclicos para ello tendremos que
imponer a nuestro anillo R condiciones especiales que nos ayudaran a preservar algunas
propiedades importantes que perdemos al pasar de un campo K a un anillo R. Finalmente
el trabajo concluye dando la estructura algebraica de los cddigos correspondiente a dichos
anillos.
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Abstract

The main objetive of this thesis will be study the algebraic structure of the -constancyclic
codes. For this, we first talk about the algebraic and geometric fundaments that we will
going to use to give the code definition and the different kinds of theme. We will make a
little study of types of codes, we will compute the generator matrix and their parity check
matrix, the cyclic codes will be the most important type because the central objetive will
be make a generalization of these from fields to rings.

In the third chapter we will be study the -constancyclics codes, for this we have to
impose special conditions for the ring R for help us to keep some important properties
that we would lose from when going from field K to a ring R. Finally the conclusion of
this thesis will be give the specific algebraic structure of this codes over the ring R.
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Introduccion

El objetivo de este trabajo es describir la estructura algebraica de lo que llamaremos
cddigos o-constanciclicos, los cuales se construyen con estructura de R-modulos, donde R
es un anillo local de Frobenius finito, es decir, tiene un tnico ideal maximal y un tnico
ideal minimal, lo anterior lo podemos interpretar como una red de anillos con nodos inicial
y final no triviales, lo cual nos permitira tener un mayor control sobre sus sub-anillos. Para
poder llegar a este tltimo punto es necesario hacer un estudio de las herramientas tanto
algebraicas como geométricas que necesitamos para poder abordar de forma correcta el
tema.

Durante el Capitulo 1 hacemos un estudio de las herramientas algebraicas y geométri-
cas que necesitamos para hacer el estudio de los codigos. Comenzando con la teoria de
las bases de Grobner con la cual podemos dar una demostracion del teorema de extension
que es muy util para calcular invariantes algebraicos de variedades afines y proyectivas.
Hacemos un estudio general de las principales propiedades de las variedades, pues como
se demostrard los cédigos tipo Reed-Muller son variedades. Los cdédigos lineales tienen
estructura de espacio vectorial sobre un campo finito F, para p nimero primo, como se
vera el conjunto de vectores esta formado por una extension de campo, motivo por el
cual se hace un breve estudio de las principales propiedades de las extensiones de campos
finitos.

Estas herramientas son usadas para poder abordar de forma correcta el estudio de los
codigos lineales, lo cual se hace en el capitulo 2 de esta tesis para terminar en el tercer
capitulo con una generalizacion, viendo que los cédigos se pueden dotar de una estructura
de médulos sobre anillos finitos.

En el segundo capitulo se realiza un estudio de varios tipos de cddigos, comenzando
con los codigos lineales y se dan distintos ejemplos de ellos. En cada caso se realiza el
calculo de su codigo ortogonal asi como la construccién de su matriz generadora y su
matriz chequeo de paridad. El orden del estudio de estos cédigos es importante ya que
como se vera la mayoria de las familias de codigos que se introducen resultan ser una
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subclase de las familias que se estudian previamente, por decir:
cddigos residuo cuadrado < cddigos ciclicos < codigos polinomiales < cddigos lineales.

De entre todos los tipos de codigo estudiados durante este capitulo los codigos ciclicos
son los mas trascendentes del capitulo, por lo tanto es importante comprender de forma
clara su definicién asi como las dos distintas estructuras algebraicas con las que podemos
describirlos. Por un lado podemos encajarlo en un cociente en el anillo de polinomios
K[X] y por otro lado lo podemos ver como el c6digo generado por un polinomio g(X) de
grado menor o igual a cierto n € N.

En el tercer y ultimo capitulo de la tesis se hace una generalizacién de los codigos
ciclicos. Para ello comenzamos sustituyendo el alfabeto, en lugar de tomar un campo K
finito, tomaremos un anillo R finito. Este primer y més significativo cambio nos presenta de
entrada los problemas sobre la organizacién y la clasificacién de sus subanillos. Recordemos
que un cédigo algebraico es un subespacio vectorial sobre cierto campo K finito. Con la
finalidad de poder conservar algunas de las propiedades especificas de los campos se pide
que el anillo R sea un anillo local, con lo cual conservamos la unicidad del subespacio mas
grande.

Teniendo esta idea en mente necesitamos controlar el subespacio mas chico del anillo
R, para ello es necesario apoyarnos en la definicion de anillo de Frobenius, asi como en la
herramienta matematica formada alrededor de esta definicién, como un primer resultado
es posible demostrar que para un anillo local esto es equivalente a tener un tnico ideal
minimal, méas aun se sabe que este ideal minimal es el anulador de su ideal maximal.

En los trabajos del matematico Thomas Honold e Ivan Lanjev ”Linear codes over
finite chain rings”se hace el estudio de los c6digos sobre anillos locales de Frobenius que
son encadenados, es decir, la familia de subanillos forman una cadena, esto quiere decir
que para cada par de subanillos estan relacionados. En el trabajo mencionado se estudia
la estructura algebraica del cédigo lineal asociado a este tipo de anillos encadenados,
después de ver los trabajos realizados por estos y otros mateméticos surge la pregunta
natural, ; Qué pasa con los anillos no encadenados? Responder esta pregunta es el trabajo
principal de la presente tesis. Damos de forma explicita la estructura algebraica de un
c6digo lineal sobre un anillo R local, de Frobenius no encadenado.

Se exhibiran algunos de los resultados relacionados con médulos sobre anillos de Fro-
benius locales finitos no encadenados. Estos nos serviran para poder finalmente dar el
resultado principal del capitulo, el cual describe de forma explicita la estructura algebrai-
ca de sus codigos lineales asociados.

XII GERMAN VERA



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo se expondra el marco tedrico necesario para el desarrollo de
esta tesis, hablaremos sobre cédigos lineales y sus parametros basicos como: la distancia
minima, la longitud y la dimensién, ya que éstos son importantes para su estudio. También
hablaremos sobre: el espacio proyectivo P, el espacio afin K"*!, ideales anuladores y la
funcion de Hilbert.

Las graficas tienen una conexién muy importante con los codigos, por ello dedicaremos
una seccion de este primer capitulo al desarrollo de las nociones basicas de esta teoria.

1.1. Bases de Grobner

Sabemos que el anillo de polinomios en una variable K[z] es un dominio de ideales
principales; es por ello que dado un polinomio f € K[z] y un ideal I = (g), para saber
si f pertenence al ideal, basta con usar el algoritmo de la division para dividir a f por
g, entonces f € I siy sblo si el residuo de dicha division es cero. Cuando intentamos
generalizar al caso de varias variables nos encontramos con un problema fundamental,
generar un analogo al algoritmo de la division. A eso nos dedicaremos en esta seccién.

Para el desarrollo de las Bases de Grobner llamaremos a R = K[xy,...,z,] el anillo
de polinomios en n variables. Para cada o = (az,...,a,) € Z%, se define o := ], 27"
Con lo cual se identifica biunivocamente elementos de ZZ, con monomios de R.

Definicién 1.1.1 Un orden monomial < en R es una relacion en Z2,, o equivalentemente
en los monomios de R, tal que:

1. < es un orden total en Z%,.

2. Sia < B, entonces a+y < S+ .
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3. < es un buen orden.

Definicién 1.1.2 Sean o = (ay,...,an), B = (B1,...,8.) € ZL,. Definimos el orden
lexicogrdfico como; a <. B si a; < [B; donde i es el menor entero € N tal que o; # f;.

Como se dijo al inicio de la secciéon un elemento bésico es el algoritmo de la divisién
para el anillo de polinomios en n variables.

Definicién 1.1.3 Sea f =) a,x® un polinomio no cero en R y sea < un orden mono-
mial, entonces:

1. El multigrado de f se define como: multideg(f) := méx{a € Z%y|a, # 0}.
2. El coeficiente lider de f: LC(f) = Gmuitideg(s)-

3. El monomio lider de f: LM(f) = ymuttides(f),

4. El término lider de f: LT(f) = LC(f)LM(f).

Teorema 1.1.4 (Algoritmo de la division en R) Sea < orden monomial y sea F =
{f1, fa, .-, fs} una s-tupla de polinomios en R, entonces todo f € R se puede escribir
como:

f:ZQifi+7“-
i=1

donde q;,7 € R, ademds r = 0 o es una combinacion lineal de monomios, los cuales no
son divisibles por ningin LT(f;). A r se le llama el residuo de f en la division por F,
mas aun, si q;f; # 0, entonces multideg(f) > multideg(q; f;)-

Definicién 1.1.5 Sea I C R un ideal diremos que I es ideal monomial si existe A C
7%, tal que I = (x| € A).

Lema 1.1.6 Sea I = (x%|a € A) ideal monomial. Entonces un monomio x° € I si y
solamente si z%|z” para algin x® € 1.

Demostracién. Como primer punto es importante notar que z? = Yoy h;z®® | con
h; € R, pero cada h; se puede expresar como la suma de monomios, resultando en la
siguiente igualdad:

S

27 =3 (3 @)z ® = 37 ¢, P,

=1 ] ij

Entonces como cada término del lado derecho de la igualdad es divisible por algin ),
siendo éste divisor de cada uno de los términos, es claro que z° también debe serlo. m

Preliminares 2 GERMAN VERA
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Corolario 1.1.7 Sea I ideal monomial y sea f € R entonces, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. fel.
2. Cada monomio de f esta en I.

3. f es combinacion lineal de monomios de I.

Demostracion. Es inmediato del lema anterior. m

Teorema 1.1.8 (Lema de Dickson) Sea I = (x%|a € A) ideal monomial. Entonces I
puede ser escrito como I = (x®M) ... 2°G)) donde a(i) € A Vi. Es decir, I admite una
base finita.

Demostracién. [7|[pag. 71] =

Definicién 1.1.9 Sea I C R\ {0} un ideal, entonces:
1. Denotamos por LT (I) al conjunto de términos lider de elementos de I.

2. Denotamos por (LT(I)) al ideal generado por los elementos de LT(I).

Es claro que (LT(I)) es un ideal monomial, pues como los elementos de LM (I) y
LT(I) difieren sélo por una constante no cero, entonces (LT'(I)) = (LM(I)). Ademds por
el Lema de Dickson se tiene que (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(gs)) para algunos g; € I.

Definicién 1.1.10 Sea < orden monomial fijo e I un ideal de R. Un subconjunto G =
{g1,..., 9} C I se dice base de Grébner si (LT(g1),...,LT(g:)) = (LT(I)).

Notemos que de la definicién anterior un subconjunto G es base de Grobner si y sélo
si el término lider de cualquier elemento de I es divisible por algin LT'(g;).

La importancia de las bases de Grobner radica en la posibilidad brindarle unicidad al
residuo en el algoritmo de la divisién.

Proposicién 1.1.11 (Algoritmo de la division) Sea G = {g1, ..., g:} una base de Grébner
para un ideal I y sea f € R. Entonces, existe un unico r € R con las siguientes propieda-
des.

1. Eziste g € I tal que f =g+ .

2. Ningin término de r es divisible por ningin LT (g;).

GERMAN VERA 3 Preliminares
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Demostracion. Por el algoritmo de la divisién f = a;g; + - -+ + a;g; + r, donde r
cumple claramente las condiciones 1 y 2, tomando g = 2521 a;g;.

Supongamos que existe ' y ¢’ tales que f = g+r = ¢’+r'. Entonces r—1' = ¢'—g € I,
por lo tanto, se tiene que LT (r—r") € LT(I), como G es base de Grobner para I, LT (r—r")
es divisible por algin LT(g;), lo cual es imposible dado que 7,7’ no son divisibles por
ningin LT (g;). Por lo tanto, r — ' = 0 y se tiene la unicidad. =

Corolario 1.1.12 Sea G una base de Gréobner para un ideal I y sea f € R, entonces
f el siysolo siel residuo de la division de f por G es cero.

Demostracion. Sea f € R, entonces, existe un tnico r € R tal que f = g + r con
g € I y ningin término de r es divisible por ningin LT (g) para todo g € G, es decir,
como f € I entonces, si r € I implica que f € I siy sélamente sir=0. m

A continuacion presentaremos un primer teorema con el cual podemos determinar si
un conjunto G' C I es base de Grobner para el ideal 1.

Teorema 1.1.13 Sea I C Klxy,...,x,| ideal no cero, sea G = {g1,...,gs} un conjunto
de polinomios no cero, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. G es base de Grobner para I.

2. f el siysolo silala division de f por G es cero.

3. felsiysdlosif=> hg; con LM(f)=maxi<;<s(LM(h;),LM(g;)).
4. (LT(G)) = (LT(D)).

Demostracion.

1) = 2) Es inmediato del corolario anterior.

2) = 3) Es inmediato del algoritmo de la divisién.

3) = 4) Por definicién LT(G) C LT(I). Sea f € I, por hipdtesis podemos escribir
LT(f) = >0, LT(h)LT(g;) tal que multideg(f) = multideg(g;)multideg(f;), por lo
tanto, LT(f) € LT(G).

4) = 1) Por definicién de base de Grébner. m

Definicién 1.1.14 Sea f, g € R polinomios no cero, sea multideg(f) = a y multideg(g) =
B, sea ~y; := méx(«y, 5;), definimos el minimo comin multiplo de LM(f) y LM(g)
como x¥ = LCM(LM(f),LM(g)). El S-polinomio de f y g es la combinacion:

x7 x7

() T I

S(f,9) = -g.

Preliminares 4 GERMAN VERA
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El siguiente resultado es el mas usado para determinar cuando un conjunto G es base de
Grobner para algtn ideal I, el cual se apoya fuertemente en la definicion de S —polinomio.

Proposicién 1.1.15 (Criterio de Buchberger) Sea I C R un ideal, sea G = {g1,...,9:}
una base de de I, entonces G es una base de Grobner de I si y solo si la division de
S(gi, ;) por G es cero para todo i # j.

Demostracién. 7] [pag. 85] =

Definicién 1.1.16 Sea I = (f1,...,fs) C R, se define el (-esimo ideal de elimina-
cion I, como:
Ig = [r\IK[.CEg_H,...,xn}.

Notemos entonces que los elementos de I, polinomios en [ en las variables x4 1, ..., z,,
es decir, son polinomios en los cuales hemos eliminado las variables x1, ..., z,.

Teorema 1.1.17 (Teorema de eliminacion) Sea I C R ideal y sea G base de Grébner
de I con respecto al orden lexicografico. Entonces para todo 0 < ¢ < n, el conjunto
G =GN Klxpi1,...,2,) es base de Grébner para el ideal I,.

Demostracion. Sea 0 < ¢ < n. Por construccion claramente G, C I, por lo tanto,
(LT(Gy) C (LT(L,)).

Para demostrar la contencién reciproca es suficiente con mostrar que para cada f € I,
existe g € Gy, tal que LT (g)|LT(f).

Sea f € I, C I, luego como G es base de Grobner para I, existe g € G tal que

LT(g)|LT(f). Como z, < --- < x1, entonces, cualquier monomio que contenga a las
variables z1.,...,r, es mas grande que todos los monomios en K[x,yq,...,x,], es decir
LT(g) € Klxpga,...,x,), implica que g € K[zs1,...,x,]. Lo anterior demuestra que

g € Gy, por lo tanto, el teorema estd demostrado. m

A continuacién se muestra el teorema de extensién el cual junto con el teorema de
eliminacion nos permite dar solucién a sistemas de polinomios. Para ello comenzaremos
dando unas definiciones.

Definicién 1.1.18 Sea f € Klzy,%2,...,%,), para cada 1 < j < n, se define la z;
representacion de [ como:

~ N;
f = ij(&?l,.’lfg,...,alj,...,In)xjj +ng_7
k

Donde N; > 0 y cada cyj € Klxy,...,Zj,...,2,) \ {0} y cada gi; es un polinomio tal que,
el grado de x; es menor a N;.

GERMAN VERA 5 Preliminares
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Definicién 1.1.19 Sea f € K[xy,x9,...,2,] y considere la x; representacdn de f, se
define el grado de x; en f como:

deg(fa xj) = Nj

Teorema 1.1.20 (Teorema de extension) Sea K un campo algebraicamente cerrado, I =
(fi,.- .y fs) C K[z1...,2,] y sea I el primer ideal de eliminacion. Entonces para cada
1 <4 <, escribimos la x representacion de f;, asumiento ¢; = cy,:

fi=cilzg, ... x)al + ng.
K
Suponga que se tiene una solucion parcial a = (ag, ..., a,) € V(I1). Sia & V(ey, ..., ),
entonces, existe a; € K tal que (ay,as,...,a,) € V(I).

La demostracion del teorema anterior se hara por partes, primero probaremos una ver-
sion para ideales con una base de Grobner, y posteriormente adaptaremos la demostracion
al caso general.

Lema 1.1.21 Sea f =) A;g; representacion estandar de orden léxicogrdfico, entonces :
= deg(f,z1) = deg(A;g;, 1)  Vj.

" Cp= Z CA;Cy; -
deg(Ajgj,x1)=N

Demostracion. El punto 1 es inmediato de la definicién pues N es el grado maximo
de z;.

Supongamos que {j1, jo, - .., jr} son todos los indices tales que deg(A4;g;,x1) = 1, por
lo tanto, podemos escribir a f como:

f= ZAjkgjk + ng = ZcAjkcgjkxf[ + ng = (Z cAjkcgjk)lev + ng.
k=1 k k=1 k k=1 k

Con lo cual queda demostrado. m

Teorema 1.1.22 Sea G = {g1, g2, ..., g} una base de Grébner de I C K[y, xa,...,2,],
sea Iy el primer ideal de eliminiacion. Para cada 1 < j <'t, sea ¢; = ¢y, y consideremos
la x1 representacion de g;. Y sea a = (ag,as,...,a,) € V(I1) tal que a & V(cy,...,cn),
entonces:

1. A{f(zr,a)|f € I} = (go(21, a)) C Kz1].
Donde gy € G es tal que deg(go, x1) = min{deg(g;,1)|lg; € G y ¢;(a) # 0}.

Preliminares 6 GERMAN VERA
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2. deg(go(x1,a)) > 0.
3. 8i go(x1,a) = 0 entonces (ay,a) € V(I).

Demostracion. La parte fundamental de esta demostracion sera probar la primera
parte ya que los puntos 2 y 3 resultan inmediatos una vez probado 1.

Sea a = (ag, as,...,a,) € V(I;) tal que a ¢ V(cy, ..., ¢,). Consideremos el homomor-
fismo p: Kz, z9,...,2,] = K[z1], definido mediante:
p(f(xb s an)) = f(xla CL).
Por ser un homomorfismo se tiene que p(K[x1, 22, ..., x,]) = (g;(x1,a)).

Sea dy = deg(go, z1). Veamos que g;j(x1,a) = 0 si deg(g;, z1) < dp. Supongamos lo contra-
rio, es decir, supongamos que existe g;, € G con deg(g;,, z1) < do tal que g;,(z1,a) #0y
consideremos el siguiente conjunto:

A ={0; = deg(gj, x1) — deg(g;(v1,a))|g;(z1,a) # 0} CN.

De la existencia de gj, es claro que A # (), por el principio del buen orden existe un primer
elemento, sea g, el polinomio tal que § = d; es el primer elemento de A, sea d, = deg(gp, 1)
por lo tanto, deg(g(x1,a)) = d, — J, entonces consideremos:

— do—dy
S = cory” gy —aygo €1
_ do—dy (. d
= cox’ (e +...) — plcer® +...).

De la ecuacién anterior es claro que deg(S, 1) < dy. Al hacer le evaluacion en a de S,
como ¢,(a) =0y Cy(a) # 0 se tiene que:

do—d

S(z1,a) = coa)z] do—d

*gy(71,a) — cp(a)go(x1, a) = coa)z" “ gp(w1, a).

Por lo tanto, para obtner el grado de S(x1,a) es la suma de lo grados:
deg(S(z1,a)) = do — dp + deg(gs(1,a)) = do — dy + (dp — 6) = do — 6.

Por otro lado, si escribimos a S mediante la representacion S = Z;:l Bjg;. Por lo
tanto, del lema anterior de obtiene:

deg(Bj, z1) + deg(gj, x1) = deg(B,gj, 1) < deg(S, z1) < dp.

Por otro lado, escribamos a S como suma de productos de elementos de G, es decir,
S = 23:1 Bjg;, por lo tanto, del lema anterior obtenemos lo siguiente:

deg(Bj, 1) + deg(g;, r1) = deg(B;g;, z1) < deg(S,z1) < dy
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por lo tanto los g;s’ que aparecen en la suma cumplen con que deg(g;,z1) < 0, esto
implica que gj(x1,a) =0 o el grado de =1 decrece en al menos 4, por lo tanto, se tiene lo
siguiente:

deg(Bj(z1,a)) + deg(g;(x1, a)) < deg(B;, z1) + deg(g;, x1) — 0 < do — 6,

asi finalmente:
deg(S(x1,a)) < méx{deg(B;(x1,a)) + deg(gj(x1,a))} < dy — 9,

lo cual es una contradiccién, lo cual demuestra que g;(z1,a) = 0 si deg(g;, 1) < dp

Nuestro objetivo ahora serd probar que g;(z1,a) € (go(z1,a)) por medio de induccién
sobre deg(g;,z1). Sea g; € G tal que deg(g;,z1) < do, por lo tanto, g;(z1,a) = 0 €
(go(r1,a)). Fijemos d > dy y supongamos que la propiedad se cumple para todos los
g; € G tal que deg(g;,71) < d. Y tomemos g; € G con deg(gj,z1) = d y consideremos el
polinomio siguiente:

d—d
S = cogj —cjxy Cgo el
d—dop d

= colcjad+...) —cjai(coz +...).

Consideremos S = Zle Bygi, por lo argumentado anteriormente se tiene que deg(g;, x1) <
d, es decir cada deg(g;, 1) < d por lo tanto, por nuestra hipédtesis de induccién se sigue
que gi(z1,a) € (go(x1,a)) v S(z1,a) € (go(x1,a)), por lo tanto, podemos concluir que
co(a)gj(z1,a) € (go(z1,a)), como cy(a) # 0, se sigue que gj(x1,a) € (go(z1,a)) tal como
se queria demostrar, con lo cual se concluye la demostracién del punto 1.

Para demostrar 2, supongamos lo contrario, es decir, supongamos que deg(go(z1,a)) =
0, como ¢o(a) # 0 se sigue que deg(go, x1) = 0, por lo tanto, gy € I1 y ¢y = go, pero como
a € V(1) implica que ¢y(a) = go(a) = 0 lo cual contradice la eleccién de gg, por lo tanto,
deg(go(z1,a)) > 0. Por otro lado, si a; € K es tal que go(ar,a) = 0 del punto 1, se sigue
que f(ai,a) =0 para todo f € I, es decir, (a1,a) € V(I). m

Ahora ya estamos en posicion de poder demostrar el teorema de extension.

Demostracién. (Teorema de extension)

Sea G ={g1,...,9:} base de Grobner de I y sea a = (as, . .., a,) solucién parcial. De
la hipétesis se tiene que ¢;(a) # 0 para algin . Tomemos f; = 23:1 A,g;. Luego del lema

1.1.21 se tiene que:
C;i = E C4;Cy;,
deg(Ajgj,x1)=N;

Por lo tanto al menos un j € {1,...,¢} tal que ¢4, (a) # 0. Aplicando el teorema anterior,
existe go € con deg(go(r1,a)) > 0. Luego como K es algebraicamente cerrado existe
a; € K tal que go(a1,a) = 0, por lo tanto, (ay,a) € V(I) y el teorema de extensién queda
entonces demostrado. m

Preliminares 8 GERMAN VERA



CAPITULO 1. PRELIMINARES 9

1.2. Variedades afines

Sea K un campo se define el n—ésimo espacio afin sobre K como el conjunto de las
n—tuplas de elementos de K, denotado por A". Un elemento p € A" se llamara punto, y si
p=(ai,...,a,) los elementos a; € K se llamaran coordenadas de p. En algunos resultados
necesitaremos la hipétesis adicional de que el campo K sea algebraicamente cerrado

Sea A = Klzy,x9,...,2,] el anillo de polinomios en n variables sobre K. Notemos
que podemos considerar a los elementos f € A, como funciones f : K" — K media
nte la asignacién f(p) = f(aq,...,a,). Sea f un polinomio, entonces podemos definir el
conjunto de ceros de f sobre A", el cual denotaremos por: Z(f) = {p € A"|f(p) = 0}.
Mas generalmente si T' C A, definimos el conjunto de ceros de T como:

Z(T) ={p e A"|f(p) =0 VfeT}

Notemos que si I = (T), entonces Z(I) = Z(T). Por otro lado, como A es anillo
Noetheriano, todo ideal I de A es finitamente generado, es decir existe una coleccion
finita de polinomios fi,...,f, € I tal que I = (f1,..., f.). Entonces Z(T) puede ser
expresado como el conjunto de lo ceros en comin de una coleccién finita de polinomios.

Definicién 1.2.1 Sea Y C A", diremos que es un conjunto algebraico, si existe T C
A, tal que Y = Z(T).

Proposicion 1.2.2 La union finita de conjuntos algebraicos es un conjunto algebraico.
La interseccion arbitraria de conjuntos algebraicos vuelve a ser algebraica. El conjunto
vacio y A" son algebraicos.

Demostracion. Basta demostrarlo para un par de conjuntos, sean Y7, Y5 conjuntos
algebraicos, entonces, existen 771, Ty € A tales que Y; = Z(T;) para i = 1, 2.
Afirmacién: Yy UY, = Z(TiTy) donde Th'Ty = {fg|f € T1 y g€ Tr}.
En efecto: Sea p € Y7 U Y5, entonces p € T7 o p € Ty, por lo tanto, p es cero de cualquier
polinomio en T175. Por otro lado, si p € Z(T1T») supongamos que p ¢ Y7, es decir existe
f € T tal que f(p) # 0. Sea g € Ty elemento arbitrario, consideremos el producto
fg € T'Ts, por lo tanto f(p)g(p) = 0, como f(p) # 0, se tiene que g(p) = 0, como g fue
arbitrario p € Ty. Sea Y, = Z(T,) una familia de conjuntos algebraicos, entonces:

peNYs & pey, Va

< Para cada a p es cero para todo f € T,
& pes cero para todo f € (JT,

< pe Z(UT.).

Finalmente () = Z(a) para algin a € K\ {0} y A" = Z(0). =
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Definicién 1.2.3 Sea 7 = {Y C A"|Y“es conjunto algebraico} por la proposicion an-
terior T define una topologia en A™, la cual llamaremos la Topologia de Zariski de
A",

Ejemplo 1.2.4 Consideremos la topologia de Zariski en la recta afin A'. Como K|z]
es un Domino de Ideales Principales (DIP), por lo tanto, para todo I C A = K|x] es
principal, es decir dado Y congunto algebraico, existe T C A tal que Z(< T >) =Y,
ahora como A es (DIP), existe un polinomio f €< T > tal que <T >=< f >, es decir,
Y = Z(f). Luego todo polinomio puede escribirse de la forma: f(x) = c(xr—aq) -+ (x—ay)
con ¢,ay,...,a, € K, por lo tanto, Y = Z(f) = {a1,...,a,}. Es decir los conjuntos
algebraicos de Al estdn formado por conjuntos finitos, el conjunto vacio y el total. Por lo
cual esta topologia coincide con la de complementos finitos. Sean x,y € A y supongamos
que existen dos conjuntos abiertos U,V C A! disjuntos tal que x € U,y € V, luego al
tomar complementos U UV = Al lo nos indica que Al es finito, por lo tanto, en este
caso, nuestra topologia no es Hausdorff.

Definicién 1.2.5 Sea X un espacio topologico, entonces un subconjunto’Y C X se llama
irreducible, si no puede ser expresado como la union de dos subconjuntos propios cada
uno cerrado en Y. El vacio no es considerado como irreducible.

Ejemplo 1.2.6 A! es un conjunto irreducible, ya que sus tnicos cerrados distintos del
total son todos conjuntos finitos, dado K es un campo algebraicamente cerrado, entonces
A no puede ser expresado como unidén de conjuntos finito.

Proposicion 1.2.7 Todo subconjunto abierto no vacio de un espacio irreducible es denso
e irreducible.

Demostracion. Sea X espacio irreducible, sea U C X subconjunto propio abierto dis-
tinto del vacio.

1. U es irreducible:
Supongamos que U no es irreducible, es decir existen F'y G cerrados de X tales
que U = (UNF)U(UNG), luego como X es irreducible UG # X, por otro lado,
U¢ es un cerrado propio de X, es fécil ver que X = (FUG) U U¢ lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, U es irreducible.

2. U es denso:
Sea V abierto de X distinto del vacio, si V' = X tenemos: V NU # (). Por otro lado,
si X #V, como X es irreducible UcUV® #£ X = (U°U V) £ (), es decir U tiene
intersecccion no vacia con cualquier abierto de X, por lo tanto, U es denso en X.
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Proposicién 1.2.8 Si Y es un subconjunto irreducible de X, entonces Y también es
wrreducible.

Demostracién. Sea Y C X irreducible, y supongamos que Y no es irreducible, luego
existen F'y G cerrados de X, talesquesiU = FNY yV = GNY, entonces Y C Y = UUV.
Entonces notemos que podemos escribir a Y como: Y = (UNY)U(V NY), los cuales son
cerrados propios. Ahora falta ver que ambos cerrados son distintos del vacio. Supongamos
que UNY = 0, por lo tanto, Y C V, como V es cerrado se tiene Y C V C G, lo cual
es una contradiccién a la eleccién de G, asi U NY # (), andlogamente se demuestra que
V' NY # (. Lo cual implica una contradiccién a la irreducibilidad de Y, por tanto Y es
también irreducible. m

Definicién 1.2.9 Una variedad algebraica afin o ssimplemente variedad afin es un
subconjunto cerrado e irreducible de A™ con la topologia inducida. Un subconjunto abierto
de una variedad afin es una variedad quasi-afin.

Ahora podemos obtener un mayor control de las relaciones entre subconjuntos de A™
e ideales de A. Para cualquier subconjunto Y C A" definimos el ideal anulador de Y en
A por:
I(Y)={f€Alf(p)=0 VpeY}

Ahora tenemos una funcién Z, la cual mapea subconjuntos de A en conjuntos algebraicos
y una funcién I la cual mapea subconjuntos de A" en ideales. Sus propiedades quedaran
expuestas en la siguiente proposicion.

Teorema 1.2.10 (Teorema de los Ceros de Hilbert) Sea K un campo algebraicamente
cerrado, sean I un ideal de A = K[x1,x9,...,2,) y [ € A un polinomio que se anula en

todos los puntos de Z(I). Entonces f € I para algin r € N.

Demostracién. [3] pag 134. =

Proposicién 1.2.11 1. Si' Ty C Ty son subconjuntos de A, entonces Z(Ty) 2 Z(T1).
2. S1Y) CYy son subconjuntos de A", entonces 1(Y1) 2 1(Ys).
3. Sean Y1,Yy C A", entonces se cumple que 1(Y1 UYs) = 1(Yy) N 1(Ys).

4. Sea I C A un ideal y suponiendo K algebraicamente cerrado, entonces I(Z(1)) =

V1.
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5. SeaY C A", entonces Z(I(Y)) =Y.

Demostracion. La demostracion de los puntos 1, 2 y 3 son claros de las definiciones,
el punto 4 es consecuencia inmediata del teorema de los Ceros de Hilbert.
Para demostrar el punto 5, notemos que Y C Z(I(Y')), el cual es un conjunto cerrado, por
lo tanto, Y C Z(I(Y)). Por otra parte sea W conjunto cerrado que contiene a Y, entonces
W = Z(a), para algin a ideal, luego por el inciso 2, se tiene que: I(Z(a)) C I(Y), pero
a C I(Z(a)) y usando el punto 1, obtenemos que Z(I(Y)) C Z(I(Z(a))) C Z(a)=W. =

Corolario 1.2.12 Supongamos que K es algebraicamente cerrado, entonces existe una
correspondencia entre los conjuntos algebraicos de A™ e ideales radicales de A (Aquellos
ideales tales que a = v/a), dado porY — I[(Y) ya — Z(a). Ademds un conjunto algebraico
en A" es irreducible < su ideal asociado en A es primo.

Demostracion. La existencia de la correspondecia entre los conjuntos esta dada, por
las proposiciones anteriores, luego basta demostrar la iltima parte.

=) Sea Y subconjunto irreducible de A", por demostrar que I(Y) es primo. Sean
f,g€ I(Y),entonces Y C Z(fg) = Z(f)UZ(g), podemos escribir a Y como unién de dos
subconjuntos cerrados como: Y = (Z(f)NY)U(Z(g)NY), por ser Y irreducible, se tiene
que: Y =Z(f)NY oY =Z(gNY =Y CZ(f)oY CZ(g) = fel(Z(f) CIY)o
g€ 1(Z(g)) C I(Y). Por lo que efectivamente I(Y") es ideal primo.

< Sea p ideal primo, sean Y7, Y5 cerrados tales que Z(p) = Y] UY;, al tomar ideales
p=I1(Y1UY3) =1(Y1)NI(Ys) como p es ideal primo se tiene que p = I(Y1) o p = I(Y>)
= Z(p) =Y) 0 Z(p) = Ya, con lo cual Z(p) es irreducible. =

Ejemplo 1.2.13 A" es irreducible, ya que A™ = Z(0), el cual es primo en A.

Ejemplo 1.2.14 Sea f polinomio irreducible en A = Klx,y], entonces el ideal generado
por f es ideal primo en A, luego como A es dominio de factorizacion unica el conjunto
de ceros Y = Z(f) es irreducible. Al conjunto de ceros Y lo llamaremos la curva afin
definida por f(x,y) = 0. Si f tiene grado d diremos que Y es una curva de grado d.

Ejemplo 1.2.15 Generalizando el ejemplo anterior, si f € A = Klx1,...,x,] es irredu-
cible, obtenemos la variedad afin Y = Z(f), la cual es llamada superficie sin = 3, o
hipersuperficie sin > 3.

Ejemplo 1.2.16 Supongamos que K es algebraicamente cerrado y sea m ideal mazimal
de A = Klzy,...,x,], entonces m estd en correspondencia con un conjunto cerrado e
wrreducible minimal de A™, veamos que este debe estar formado por un solo punto. Sean
p1p2 € Z(m) = m C I(p) N 1(p2) = m C I(pr) y mC1(pz) = m=1(p1) = I(p2) =

p1 = pa. Por lo tanto, Z(m) estd formado por un solo punto, digamos p = (ay,...,ay).
Lo anterior demuestra que todo ideal mazimal de A es de la forma m = (x; — ay,x9 —
ag, ..., Ty — ), para algunos ay, ..., a, € K.
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Definicién 1.2.17 Sea Y C A™ un conjunto algebraico afin, definimos el anillo de
coordenadas afin A(Y) deY como el cociente A(Y) = A/I(Y).

Notemos que si Y es una variedad afin, entonces I(Y") es ideal primo de A, por lo tanto,
A(Y) es dominio. Ademés A(Y') es una K-algebra finitamente generada. Reciprocamente,
toda K-algebra finitamente generada B, es el anillo de coordenadas afin de alguna variedad
J. Mas aun B se puede escribir como el cociente de algiin anillo de polinomios A =
K[xq,...,z,] y algin ideal primo a, entonces J = Z(a).

Definicién 1.2.18 Un espacio topologico X es llamado Noetheriano, si satisface la
condicion de cadena descendente para subconjuntos cerrados, es decir, para toda sucesion
de conjuntos Y1 D Yo D ..., emister € N, tal que Y, =Y, 11 =Y, 10 = ...

En forma de ejemplo y para aterrizar ideas sobre esto. Veamos que A" es un espacio
topoldgico noetheriano. Sea Y; O Y, O ... cadena descendiente de conjunto cerrados,
entonces al tomar los ideales anuladores, tenemos formada la cadena ascendente de ideales
I(Y1) € I(Ys) € ... en A. Como A es un anillo Noetheriano, existe » € N tal que,
I1(Y,) = I(Y, ;) para todo i. Finalmente, Y, = Z(1(Y;)) = Z(1(Y;44)) = Y,4, para todo i.

Proposicién 1.2.19 Sea X un espacio topolégico Noetheriano, entonces todo cerrado Y
no vacio puede ser expresado como una union finita Y = Yy U ---UY, de subconjuntos
cerrados irreducibles. Si ademds imponemos la condicion que Y; € Y; siempre que i # j,
entonces la representacion es unica. A cada Y; le llamaremos compontente irreducible
de Y.

Demostracion. Sea I el conjunto de los subconjuntos cerrados de X, que no pueden
ser escritos como unién finita de conjuntos cerrados irreducibles. Si ' # ), como X es
Noetheriano, existe elemento minimal en I', digamos Y. Por construccion de I', Y no
puede ser irreducible, entonces podemos escribir Y como unién de subconjuntos cerrados
propios Y =Y U Y”. Luego por la minimalidad de Y, Y y Y” pueden ser escritos como
unién finita de conjuntos cerrados irreducibles, por lo que también Y se puede escribir
como una unién finita, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, I' = @), es decir, todo
subconjunto cerrado no vacio puede descomponerse en sus factores irreducibles.

Ahora vemos que si se pide que Y; € Y; si ¢ # j, entonces la representacién es dnica.
Supongamos que existen dos representaciones para Y, Y/ U---UY/ =Y =Y, U---UY,,
fijdndonos en Y/, se que Y{ = [J(Y{ NY;), pero como es irreducible, entonces se tiene que
Y]/ =Y/ NY,; CY, para algin i, sin pérdida de generalidad supongamos ¢ = 1, entonces
Y/ C Y1, similarmente Y7 C Y], por transitividad de la contencién, se tiene que Y{ C Y7,
por hipétesis Y = Y, por lo tanto, ¥; = Y}. Definiendo Z := (Y \ V1) = (Y \ Y{), con lo
que se obtiene la siguiente igualdad Z =Y, U---UY] =Y =Y, U---UY,, procediendo
por induccién se obtiene la unicidad de los Y;. m
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Corolario 1.2.20 Todo conjunto algebraico en A™ puede ser expresado de manera unica
como union de variedades, de tal forma que ninguna variedad contenga a otra.

Definicién 1.2.21 Sea X espacio topolégico, definimos la dimensién de X (denotado
por dim X ) como el supremo de todos los enteros n tales que exista una cadena Zy C Z1 C
<o C Zy de subconjuntos cerrados irreducibles distintos de X. Definimos la dimension
de una variedad afin o quasi-afin mediante la definicion anterior tomando a la variedad
como el espacio topologico.

Ejemplo 1.2.22 La dimension de A' es 1, ya que los tinicos conjuntos cerrados irredu-
cibles no triviales son los conjuntos unipuntuales.

Definicién 1.2.23 Sea A un anillo la altura de un ideal primo p, es el supremo sobre
todas las n tales que existe una cadena py C p1 C --- C p, = p de ideales primos distintos.
Definimos la dimension o dimension de Krull de A, como el supremo de las alturas
sobre todos los ideales primos.

Proposicién 1.2.24 Si Y es un conjunto algebraico afin, entonces la dimension de Y es
igual a la dimension de su anillo de coordenadas afin A(Y).

Demostracion. Sea Y conjunto algebraico afin de A", entonces los subconjuntos
cerrados irreducibles se corresponden con ideales primos de A contenidos en I(Y'), y estos
por el teorema de correspondencia, estan relacionados directamente con los ideales primos
de A(Y). Luego la dimensién de Y es la longitud de la cadena de primos mas grande en
A(Y), es decir su dimensién. m

La proposicién anterior es sumamente 1util, ya que nos permite aplicar los resultados
de la teoria de la dimension para anillos Noetherianos en la geometria algebraica.

Teorema 1.2.25 Sea K un campo y sea B un dominio finitamente generado como una
K-dlgebra. Entonces:

» La dimension de B es igual al grado de transcendencia del campo de cocientes K(B)
de B sobre K.

» Para cualquier ideal primo p en B se tiene:

altura(p) + dim B/p = dim B

Demostracién. [13] [Cap. 5, 14| =

Proposiciéon 1.2.26 La dimension de A" es n.
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Demostracion. Sabemos que la dimensién de A" es la misma que la de su anillo
afin de coordenadas A = K{z1,...,x,], por otro lado el anillo A se puede ver como una
k-élgebra finitamente generada. Luego por el teorema anterior se tiene que la dimension
esn. |

Proposicién 1.2.27 Si Y es una variedad quasi-afin, entonces dimY = dimY

Demostracion. Dada la sucesion Zy, C Z; C - -+ C Z, de conjuntos distintos cerrados
e irreducibles de Y, entonces al tomar cerradura, obtenemos la sucesion ZoCZyC---C
7. de conjuntos distintos cerrados e irreducibles de 7, entonces dimY < dimY. Lo
cual nos dice que dimY es finita, entonces podemos elegir una cadena maximal tal que
Zoy C 4y C -+ C 4y, donde dimY = n. En este caso Z; debe consistir de un solo punto
p € A", luego es claro que Z, C Z; C --- C Z, es también cadena maximal, por otro
lado, p tiene correspondencia con un ideal maximal m del anillo afin de coordenadas
A(Y) de Y. Luego los primos que se corresponden con los Z; estdn contenidos en m, por

lo que su altura serd n. Pero como p es un solo punto, entonces A(Y)/m = K, es decir

n=dmAY)=dmY m

Teorema 1.2.28 Sea A un anillo Noetheriano y sea f € A el cual no es divisor de cero
ni unidad. Entonces todo ideal primo minimal que contenga a f tiene altura 1.

Demostracién. [3] [p. 122] =

Proposicién 1.2.29 Sea A anillo Noetheriano y dominio entero, entonces A es dominio
de factorizacion unica < todo ideal primo de altura 1 es principal.

Demostracién. [13] [p. 141] =

Proposicién 1.2.30 Una variedad Y en A" tiene dimension n — 1 si y solo si es el
conjunto de ceros Z(f) de un polinomio irreducible no constante en A = Klxy, ..., x,].

Demostraciéon. =) Sea Y una variedad de A" con dimensién n — 1, sabemos que
este se debe corresponder con un ideal p primo de A. Como A es de factorizacién uni-
ca, entonces por la proposicién anterior, p es necesariamente principal, el cual debe ser
generado por un polinomio irreducible f, por lo tanto, Y = Z(f).

<) Sea f polinomio irreducible, claramente Z(f) es una variedad. Considerando el
ideal primo generado por f, p = (f), por la proposicién anterior tiene altura 1, por lo
tanto, su variedad correspondiente Z(f) debe tener dimensiéon n — 1. m
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1.3. Variedades proyectivas

A continuacién haremos las construcciones para poder definir las variedades proyecti-
vas. Obviaremos las partes que sean repetitivas.

Sea K un campo, consideremos el (n + 1)—espacio afin A"*! definamos la siguiente
relacién de equivalencia; (ag, ay, ..., a,) ~ (bo,b1,...,b,) < existe A € K \ {0}, tal que
(bo, b1, .. .,b,) = (Aag, Aaq, . .., Aa,). Entonces definimos el n-espacio proyectivo P", como
el cociente A"\ {0}/ ~. Luego el conjunto de las (n + 1)—entradas que pertenecen a P
es llamado el conjunto de coordenadas homogéneas de P.

Un anillo R es graduado si se puede descomponer como la suma directa de grupos
abelianos R4, es decir: R = @g>0/[24, tal que para todo d, e > 0 se tiene que R, Ry C R.yq.
Luego un elemento de Ry es llamado un elemento homogéneo de grado d. Méas aun todo
elemento de R puede ser escrito de una forma tinica como suma de elementos homogéneos.
Un ideal I C R es ideal homogéneo si I = @g>¢({ N Ry). Recordemos también algunos
resultados sobre ideales homogéneos.

= Un ideal es homogéneo si y solo si es generado por elementos homogéneos.

Sea I, .J ideales homogéneos, entonces I + J es homogéneo.

Sea I, J ideales homogéneos, entonces I N J es homogéneo.

Sea I, J ideales homogéneos, entonces I.J es homogéneo.

Sea I ideal homogéneo, entonces v/I es homogéneo

Sea I ideal homogéneo, entonces I es primo si para cualesquiera dos elementos
homogéneos f y g tales que fge I = felogel.

Ahora tomemos a R = K[z, z1,...,z,|, y tomemos la siguiente graduacion, cada Ry
sera el conjunto de combinaciones lineales finitas de monomios en R de grado d. Lo anterior
toma importancia, para poder definir una evaluacion en los puntos de una variedad proyec-
tiva. Si f € R, entonces es claro que el hecho que f se anule en alguno de los puntos de la
clase de equivalencia no implica que se anule en todos ellos. En cambio, si f es un polinomio
homogéneo de grado d, entonces claramente f(Aag, Aai, ..., Aa,) = X f(ag, a1, ..., a,), lo
que significa que si f se anula en un punto, entonces se anulara en toda la clase de equi-
valencia. Asi f dard una funcién entre el espacio P" y el conjunto formado por el cero y
el uno mediante la siguiente asignacién. f(P) = 0 si f(ag,a1,...,a,) =0,y f(P) = 1si
f(ag,aq,...,a,) #0.

Tomando en consideracion lo anterior, estamos en posibilidades de hablar sobre los
ceros de un polinomio homogéneo, denotado por Z(f) = {P € P"|f(P) = 0}. Como en el
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caso afin, si T" es un conjunto de polinomios homogéneos, definimos los ceros de T' como:
Z(T)={PeP"|f(P)=0, VfeT}

Si I es un ideal homogéneo de R, al igual que en el caso afin, como R es un anillo
noetheriano, entonces existe una coleccién finita de polinomios fi, fo, ..., f., tales que
I ={fi1, fa,..., fr), que por ser I homogéneo cada f; también lo es, mas aun:

Z(I) = Z(f17f27-~~7fr)-

Definicién 1.3.1 Y C P" se llamard conjunto algebraico si existe un conjunto T de
elementos homogéneos de R, tal que Y = Z(T).

Proposicion 1.3.2 La union de dos conjuntos algebraicos es algebraico. La interseccion
de cualquier familia de conjuntos algebraicos es algebraico. El conjunto vacio y el espacio
total son conjuntos algebraicos.

Definicién 1.3.3 Se define la Topologia de Zariski en P tomando a los abiertos como
los complementos de los conjuntos algebraicos.

Siguiendo con la analogia, ahora daremos las definiciones de irreducibilidad y de di-
mension en el caso proyectivo.

Definicién 1.3.4 Una variedad algebraica proyectiva (o simplemente variedad proyecti-
va) es un conjunto algebraico irreducible en P" con la topologia inducida. Un conjun-
to abierto es una variedad quasi-proyectiva. La dimension de una variedad proyectiva o
quasi-proyectiva es su dimension como espacio topoldgico.

S1Y es cualquier subconjunto de P", definimos el ideal homogéneo de Y en R, como
el ideal generado por {f € R| f es homogéneo y f(P) =0VYP €Y}. SiY es un conjunto
algebraico, definimos el anillo homogéneo de coordenadas de Y por R(Y) = R/I(Y).

Veremos la conexién que tiene el espacio proyectivo P™ con los espacios afines. Ya que
el n-esimo espacio proyectivo tiene una cubierta abierta de m-espacios afines, mas aun
cada variedad proyectiva tiene cubierta abierta de variedades afines.

Si f € R es un polinomio lineal homogéneo, entonces el conjunto de ceros de f es
llamado un hiperplano. En particular denotamos al conjunto de ceros del polinomio z;
por H;, para i = 0,...,n, sea U; el conjunto abierto P \ H;. Entonces P" estd cubierto
por los conjuntos abiertos U;, ya que si P = (ag, a;. . .., a,) es un punto, entonces existe al
menos un a; # 0, por lo tanto P € U;. Consideremos el mapeo ¢; : U; — A™ como sigue:
Si P = (ag,ay,...,a,) € U;, entonces ;(P) = @, donde @ es un punto con coordenadas

Qg Qp,
Ty T
Q; Q;
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omitiendo el término a;/a;. Notemos que ; estd bien definida ya que las coordenadas Z—’
7
son independientes de las coordenadas homogéneas que elijamos.

Proposicién 1.3.5 El mapeo p; es un homeomorfismo dotando a U; con la topologia
imducida y A" con la topologia de Zariski.

Demostracion. Claramente @; es biyectiva, entonces basta con demostrar que ¢;
manda cerrados en U; en conjuntos cerrados en A",

Sea A = K[y1,y2,...,Yn], definimos un mapeo « del conjunto de polinomios ho-
mogéneos R" hacia A, y un mapeo 3 de A hacia R", definidos mediante las siguientes
reglas de asignacién. Sea f € R" entonces a(f) = f(1,y1,...,yn), por otro lado, si g € A,

sea e = deg g, entonces [(g) = ng(i—é, . 2_3) que es un polinomio homogéneo de grado

e v que esta en R".

Sin perdida de generalidad supondremos que ¢ = 0 y por facilidad de notacién es-
cribiremos U en lugar de Uy y similarmente ¢ en lugar de ¢y. Sea Y C U subconjunto
cerrado, y sea Y su cerradura en P", luego existe 7 C R" tal que Z(T) = Y, enton-
ces podemos escribir a T' de la siguiente manera: T = I(Y"). Usando el hecho de que
R es un anillo Noetheriano, entonces existe una coleccion finita de polinomios tales que
IY) = (fi, fay..., [+), consideremos T" = a(T) = a((f1, fo,.--, fr)) ¥V 9; = a(fj).
P e o)< f;(la1,...,a,) = 0Vj < gjlay,...,a,) = 0 Vj, por lo tanto, ¢(Y) =
Z(gi,. ..g0) = Z(T").

Sea W C A", luego existe 7" C A tal que W = Z(T") = Z(f1,..., fr). Sean g; :=
B(f;), veamos que o Y (W) = Z(g1,...,95) N U. Tomemos P € ¢ (W), entonces existe
w € W tal que P = o7 (w)) = (1,wy,...,w,), claramente P € U, por otro lado,
g;(P) = 19°¢Ji f(xy,...,2,) = 0, por lo tanto P € Z(gi,...,gx) NU. Por otro lado, sea
PeZ(g,...,qr)NU, sin perdida de generalidad podemos considerar P = (1, py,...,pn),
por la eleccién de P, para cada j se tiene 0 = g;(P) = f(p1,...,pn), es decir si tomamos
P'=(p1,....,pn) = P € Z(f1,..., fr) = W, por lo tanto, o (P") = P € o~ }(W). Con
lo cual tenemos que W es cerrado en U. En resumen ¢ y ¢! son funciones cerradas, con
lo que se concluye que ¢ es homeomorfismo. m

Corolario 1.3.6 Si Y es una variedad proyectiva (quasi-proyectiva), entonces Y puede
ser cubierto por congunto abiertos {Y NU; 1, los cuales son homeomorfos a variedades
afines (quasi-afines), via el homeomorfismo ¢; definido anteriormente.

1.4. Graficas

Definicién 1.4.1 Una grdfica G = (Vg, Ag) es una dupla formada por un conjunto
finito no vacio Vg, cuyos elementos son llamados vértices y un subconjunto Ag de parejas
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no ordenadas de elementos de Vg, los cuales son llamados aristas, y seran denotados
como a,{x,y},xy.

Definicién 1.4.2 Sea G una grdfica, si {u,w} € Aq, entonces diremos que u,w € Vg
estdn unidos.

En este momento tenemos los elementos bésicos para poder dar definiciones de tipos
de aristas, subgraficas, grado de un vértice, asi como sus propiedades fundamentales.

Definicién 1.4.3 Si dos o mds aristas estan unidas al mismo par de vértices son llamadas
aristas maltiples, si una arista une a un vértice consigo mismo esta es llamada bucle
o loop. Una grifica sin bucles ni aristas multiples es llamamada grdfica simple.

De aqui en adelante consideraremos tinicamente gréaficas simples a menos que especi-
fiquemos lo contrario.

Definicién 1.4.4 Sea G = (Viz, Ag) una grdfica con vértices Vi y aristas Ag, a la pareja
H = (Vy, Ay) se le llamard subgrdfica de G si Vg C Vg y Ay C Ag.

Definicién 1.4.5 Sea G = (V, Ag) una una grdfica, y sea u € Vg un vértice de G. El
grado de u es la cantidad de aristas que contienen a u, denotado por degu. Un vértice v
con degv = 0 se llamard aislado.

De aqui en adelante, por simplicidad dada una gréfica G llamaremos V' al conjunto
Ve v A al conjunto Ag, asi diremos que G = (V, A), a menos que tengamos la necesidad
de especificar.

Definicién 1.4.6 Una grifica se llamard regular si todos los vértices de G tienen el
mismo grado. Si dicho grado es n € N, diremos que G es n—regular.

Lema 1.4.7 Sea G una grdfica, entonces se cumple la siguiente igualdad: 2|A| = > degu.
ueV

Demostracién. Sea a = {u,v} € Ag, notemos que este vértice se cuenta dos veces
en la suma de los grados, uno en u y otro en v, por tanto se concluye el resultado. m

Observacion 1.4.8 Del lema anterior es claro que la suma de todos los grados es un
numero par, ademas, la cantidad de vértices con grado impar siempre es par.

Definicién 1.4.9 Sean G = (V, A) y G' = (V', A") dos grificas. Diremos que G y G’ son
isomorfas lo que detonaremos mediante G = G', si existe una biyeccion ¢ -V — V' tal
que zy € A & p(x)p(y) € A" para todo z,y € V.
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Definicién 1.4.10 Sean u y w dos vértices de una grdfica. Diremos que estos son adja-
centes si existe a € A tal que a={u,w}. Ademds se dird que u y w son incidentes con
a; y a se dird incidente con u y w.

Definicién 1.4.11 Sea G grdfica con n vértices V = {vy,vs,...,v,}. Se define la matriz
de adyacencia como la matriz Mg = (a;;), donde a;; es el numero de aristas que unen
av; yvj. Siv; tiene un bucle, entonces a;; 1= 2.

Definicién 1.4.12 Sea G una grdfica con n vértices vy, vs, ..., U, Y M aTIiSEAS A1, Ao, . . ., Upy.
Se define la matriz de incidencia como la matriz I = (b;j) € Myxm, donde b;; es el
nimero de ocasiones en que el vértice v; incide con la arista a;.

Definicién 1.4.13 Una grafica G se llamard grdfica completa si cada vértice esta
unido con los n—1 vértices restantes. Las grdficas completas con n vértices serdn denotadas
por IK,,.

n(n —1)

n
Observacion 1.4.14 Notemos que una grafica completa tiene (2) =5 aristas.

Definicién 1.4.15 Sea G = (V, A) una grdfica, diremos que es una grdfica nula si
A =10. Si|V|=n entonces denotaremos por N, a la grifica nula de n vértices.

Definicién 1.4.16 Una grdfica bipartita es una grdfica cuyo conjunto de vértices V,
admite una particion {R, B}, tal que para toda arista a = {u,v} € A, se cumple que
ue RyveB.

Definicién 1.4.17 Una grdfica bipartita completa es una grifica bipartita en la que
cada vértice del conjunto R es unido con cada vértice del conjunto B. Una grdfica bipartita
completa que cumple |R| =1 y |S| = s se denotard como K, 5.

Notemos que una grafica bipartita completa K, ; tiene exactamente r 4 s vértices, y
rs aristas. Por otro lado, su matriz de adjayencia Mg € M, sy Ig € M(r45)xrs-

Ahora nos encaminaremos a dar la definiciéon de arboles, para ello daremos unas defi-
niciones previas.

Definicién 1.4.18 Un camino es una grdfica no vacia C = (V,A) tal que si V. =
{vo, v, ..., v} entonces A = {vgvs, U3, ..., v, 10, }. Note que C une a vy y a v, y estos
elementos son llamados vértices extremos de C. La longitud de C' estd dado por |Al, y
el camino de longitud n serd denotado por C™.

Ahora vamos a incluir un poco de notacién.
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Notacién 1.4.19 Bajo las condiciones de la definicion anterior escribiremos C' = vyvs . .
y diremos que C' es el camino de vy a vy,.

Para 1 <17 < j < n definimos:

P.Ti =T1...2;
o, Pi=x;... .2,
v, Prj =x;...x
ﬁI:fEQ....’En,1
PSEOI =21...%1
JIOZP = Tip1 .- Ty
I'OZPI?] = Tiy1 - Tj-1

Definicién 1.4.20 Sea P = vyvy ...v,_1 un camino, un ciclo es un camino de la forma
C = vy ...0,-1v9. La longitud de un ciclo estd dado por la cantidad de aristas que
tenga. Al ciclo de longitud n serd llamado un n — ciclo y se denotard por medio de C,,.

Definicién 1.4.21 Sea G # () una grdfica, se dird que G es conexa si para cualesquiera
dos vértices v1,v9 € V' existe un camino en G, con vy y vy COMO €SqUINGS.

Proposicién 1.4.22 Sea G una grifica conexa, si V.= {v1,vs...,0,}, entonces G; =
Glvy, vy ..., v la subgrdfica inducida por los vértices vy, ...,v; es coneza.

Demostracién. [9] pag.10 =

Definicién 1.4.23 Sea G una grdfica, diremos que G es un bosque si es aciclica, es
decir que no contenga ningun ciclo. Un bosque conexo se llamard drbol.

A continuacién daremos una caracterizacién bdsica de arbol.

Teorema 1.4.24 Sea T una grdfica, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. T es arbol.
2. Cualesquiera dos vértices x,y € V' estan unidos por un unico camino en T.
3. T es coneza, peroT —a = (V,A\ {a}) es disconexa para cualquier arista a € A.

4. T es aciclica, pero T+ xy = (V, AU{xy}) contiene al menos un ciclo, para cuales-
quiera dos vértices x,y € V' que no sean adjacentes.
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22 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demostracion. 1) = 2) Sea T arbol, sean z,y € V' dos vértices cualquiera, como T
es conexa, existe un camino Cy = (vg = z)vy,...,v_1(y = vk, luego si suponemos que
existe otro camino distinto, digamos Cy = (v) = x),v] ..., v,—1(v. = y). Como C; y Cy son
caminos distintos entonces, tomemos i > 0 como el minimo tal que v; = v}, es decir v; # v;-
para todo 0 < j < i, luego entonces consideremos el ciclo C' = vyvy ... v, ... vjv. Por
lo tanto, el camino que une a x con y, debe ser unico.

2) = 3) Sea a € A, supongamos que a = zy, luego como T — a es conexa, existe un
camino C' en T'— a que une a x y y, notemos que el camino C' también esta contenido en
T. Por otro lado, como a € A, entonces a es un camino de longitud 1 entre z,y, lo cual
contradice a la unicidad de los caminos en T'. Por lo tanto, T'— a debe ser disconexa para
todo a € A.

3) = 4) Supongamos que existe un ciclo C' = vy ...v5_1v9 en T. Consideremos la
siguiente grafica T — vgvy. Sean x,y € T — vyv; dos vértices cualesquiera, en T existe un
camino P = (xg = z)x1...(xx = y), sl x;x;11 = vov1 para algin i, basta considerar el
camino (Px;)vgvg_1 ...v1(z;11P), el cual es un camino en 7' — vyv; que une a x con y, lo
cual contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto, T" es aciclica.

Por otro lado, sean z,y € V' cualesquiera dos vértices en T que no sean adyacentes, luego
existe un camino P en T que los une, entonces C' = P + zy es un ciclo en T + zy.

4) = 1) Por hipétesis T es aciclica, para ver que T es conexa tomemos dos vértices
cualesquiera x,y € V que no sean adyacentes y consideremos la grafica T'+ zy la cual por
hipdtesis contiene un ciclo C, por lo tanto, existe el camino P := C — xy en T que une a
X con y. Por lo tanto, T" es un arbol. m

1.5. Extensiones de campo

En esta seccién daremos las definiciones y resultados bésicos de extensiones de campos
necesarias, haciendo mencion de resultados principales sobre los campos finitos, puesto
que los codigos lineales tiene su alfabeto sobre campos de este estilo.

Definicién 1.5.1 Sean F y K dos campos, si F' C K. Entonces diremos que K es una
extension de F', lo cual serd denotado como K/F

De la definicién anterior es claro notar que K tiene estructura de [-espacio vectorial,
por lo tanto, podemos hablar de su dimensién, lo cual nos abre el camino para dar la
definicion del grado de una extension.

Definicién 1.5.2 Sea F/K extension, entonces definimos el grado de la extension
como [F : K| :=dimp(K). Si [F: K| < 00, diremos que K/F es extension finita.
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Definicién 1.5.3 Sea K/F una extension, diremos que un elemento k € K es algebraico
sobre F' si existe f(x) € F[z]\ {0} tal que f(k) = 0. El polinomio mdnico m(x) de menor
grado tal que m(k) = 0, se llamdra el polinomio minimo.

Proposicion 1.5.4 El orden de un campo finito F es p™ para algun primo p y algun
n € N.

Demostracién. Como F' es finito, se tiene que char(F) < oo, es decir char(F) = p
para p numero primo, luego el campo minimal de F' es F,,. Por otro lado, por la finitud de
F' se tiene que debe tener una base finita 5 como F,, espacio vectorial, digamos |5| = n.
Luego F = x?_,F,, por lo tanto, |F| =p". m

Teorema 1.5.5 Sea F' campo finito, entonces el grupo multiplicativo F* = F \ {0} es
ciclico.

Demostracion. Es claro que F* es grupo abeliano de orden ¢ — 1, para ¢ potencia
de un niimero primo. Supongamos que no fuera ciclico, entonces, existe 1 < r < ¢ —1 tal
que a” = 1 para todo a € F, es decir Z(2" ™! — ) = F, por lo tanto:

[T~

acF

lo cual es una contradiccién pues deg( [[ (zr —a)) =¢. =
ackF
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Capitulo 2

Cddigos lineales

En este capitulo desarrollaremos la teoria de cédigos lineales, presentaremos los resul-
tados relevantes de los codigos lineales, haremos la descripcién de tipos de codigos lineales,
como son los codigos polinomiales, los codigos de Hamming entre otros, serdan de particu-
lar importancia los cédigos ciclicos ya que en el tercer capitulo se dara una generalizacion
de estos cédigos sobre estructuras bases que no necesariamente son campos.

2.1. (Cdbdigos Lineales

Recordemos que si F es un campo finito, entonces char(IF) < oo, luego al ser campo
se sigue que char(F) = p, para p € N primo. Por lo tanto, el campo primitivo base de
F serda F, que es el campo de p elementos, del hecho que F es campo finito entonces
[F : F,] < oo, luego entonces |F| = p” para algin r € N. En lo que sigue K denotara al
campo K =, =TF,.

Consideremos el siguiente espacio vectorial sobre K:

Kn:{(a17a27'--7an)|ai6[( V’L:L,n}

Definicién 2.1.1 Sea C' C K™ un subconjunto, diremos que C' es un codigo lineal de
longitud n, si C' es subespacio de K™, y a cada elemento a € C' le llamaremos una palabra
codigo.

Por simplicidad nos referiremos a C, como un [n, k]-cddigo lineal, donde k es la di-
mension de C' como K espacio vectorial.

Definicién 2.1.2 Sean a = (ay,aq,...,a,),b = (by,ba,...,b,) € C, definimos la funcion
distancia de Hamming p : K™ x K" — R como:

P(aab):Z% donde x; = { ri=1 Sia;#b
i=1

r; =0 FEn otro caso
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Definicién 2.1.3 Sea a = (ay,a9,...,a,) € C, definimos el peso de Hamming como:

n

wt(a):Zbi donde bi:{bizl Sia; #0

— b, =0 En otro caso

Observacién 2.1.4 Notemos que las definiciones anteriormente expuestas tienen una
relacion muy estrecha, algunas de ellas son:

1. wt(a) = p(a,0) VaeC

2. p(a,b) = p(a —b,0) =wt(a—b) Va,beC

En la definicién anterior, se dio a p como una distancia, y a continuacién lo justifica-
remos.

Lema 2.1.5 Sea C un [n, k,—|-cédigo lineal y sean a,b € C, entonces:
wt(a +b) < wt(a) + wt(b) (2.1)

Demostracién. Sean a = (ay,...,a,),b = (by,...,b,) € C,sean I,J C {1,...,n}
tal que a;,b; # 0 Vi € I,j € J, ahora note que si J NI = () se tiene la igualdad en
Ec.(2.1). En caso contrario, sea iy € J N I elemento arbitrario, entonces hay dos casos:

oai0+biO:0
.ai0+bio7é0

Es decir observando la entrada ig:
wt((0,...,a;, + big,...,0)) <wt((0,...,ai,...,0)) +wt((0,...,by,...,0)).
Como 1 se eligié de manera arbitraria, finalmente se tiene que;
wt(a +b) < wt(a) + wt(b)

Corolario 2.1.6 Sea C un [n,k|-cddigo lineal, entonces la funcion p : K" x K" — R,
es una métrica.
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Demostracion. De la defincién de distancia, es inmediato la condicion de positividad
y de simetria, por lo que nos enfocaremos a demostrar la desigualdad del triangulo. Sean
a,b,c € C, por el lema 2.1.5 y la observacién anterior tenemos lo siguiente:

p(CL?b) - p(a—b, 0)

= wt(a —b)

= wtla—b+c—c)

< wt(a—c) 4+ wt(c—b)

= p(a,c) + p(b, C)
Es decir:

p(a,b) < pla,c) + plc,b) Va,b,ceC

u

Definicién 2.1.7 Sea C' un [n, k|-cddigo lineal, se define la distancia minima, denotada
por 6(C) o simplemente d como:

d(C) = min{p(a,b)|a,b € C}.

De acuerdo con la relacion entre la distancia y el peso de una palabra, como C' es
subespacio de K™, se sigue que el minimo de los pesos de las palabras en C' coincide con
J(C). En adelante, a un cddigo de longitud n, dimensién k y distancia minima d := §(C),
lo llamaremos un [n, k, d]-cddigo lineal.

A continuacién daremos una primera cota a la distancia minima, la cual se conoce
como la cota de Singleton.

Teorema 2.1.8 Sea C' un [n, k,d]-cddigo lineal, entonces se tiene que:
d<n+1-k. (2.2)
Demostracion. Considere el siguiente subespacio vectorial:

V:{(al,...,ad,l,o,...,0)|ai EK}

, se tiene que dim(V) =d — 1, ademds V N C = (), ya que en caso contrario existirfa una
palabra con peso menor o igual a d — 1, por lo tanto, se sigue:

dim(C) + dim(V')
k+d—1.

n

v

[ |

A continuacién expondremos lo que conoceremos como vectores error, y cuando es
posible que nuestro cédigo detecte el error y lo corrija, en este punto se muestra una
caracteristica fundamental del cédigo en el cual la distancia minima juega un papel indis-
pensable.
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Definicién 2.1.9 Sea C' un codigo lineal un vector error e es detectable si para todo
a € C se tiene que a+ e ¢ C. En caso contrario diremos que el error es indetectable.

Un vector error, puede tener una o mas entradas erréneas, por lo que si un vector tiene
r entradas erréneas, diremos que ocurrio un r-error. Dado e un r-error podemos asociarle
el vector tal que tiene 1 en las posiciones error y cero en el resto de entradas, dando un
vector con peso 7.

Teorema 2.1.10 Para K = Fsy, sea C un [n, k, d|-cédigo lineal, tomemos { € N, entonces,
todos los r-erroes con r < £ son detectables si y solo si d > 1+ L.

Demostraciéon. =) Sea | € N, supongamos que el cédigo C' es capaz de detectar
todos los r — errores, es decir, para todo e € F} con wt(e) < [y b € C se tiene que
(b+e) ¢ C. Sean b, b’ € C supongamos que p(b,t’) < [, consideremos e := b+, entonces
es claro que wt(e) <[, ademds, b+e=0b+b+ ¥ =¥, lo cual es una contradiccién, por
lo tanto:

p(b, ) >1+1 Vb €C

<) Supongamos que existe un [-error con [ < 7 que sea indetectable, es decir existe
b e C tal que e+ b € C. Ademés notemos que p(b+ e, b) = wt(e) < r, por lo tanto d < r,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto todo [ error es detectable. m

Para un c6digo C' con distancia minima d y tomemos ¢ := [%1]. Si para a € K" se
tiene que p(a, c) < t para algin ¢ € C, entonces claramente ¢ es la tinica palabra con esta
propiedad, si suponemos que existe otra palabra s € C' con la misma propiedad entonces:

plc,s) < plc,a) +p(s,a) =d —1 <d

Lo cual es una contradiccién, por lo tanto, ¢ es la tinica palabra cédigo con p(a,c) < t.
Entonces si al transmitir informacién, se recibe un vector a con las propiedades anteriores,
se acepta a ¢ como la palabra transmitida. A lo anterior diremos que C' corrige el error
a o que la palabra a es un error corregible.

Corolario 2.1.11 Bajo las condiciones anteriores, C' es capaz de detectar y corregir t
errores.

A continuacién daremos la construccién de las matrices generadoras de un cédigo asi
como su matriz de chequeo de paridad.

Sea C' un [n, k, d]-cédigo lineal, entonces podemos tomar una base para C, digamos
B ={x1,...,zx}, para cualquier ¢ € C este se puede escribir como una conbinacién lineal
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de elementos de 3, lo cual podemos escribir de forma matricial como:

k
c= 0% =a(x11,...,T1) + -+ ap(Ter, .., Thn) =
T11..-T1n
= (a1,...,ax) : = (a1,...,a,)G.
Tkl .--Tkn
Donde G es la matriz con filas zq, ..., xj.

Definicién 2.1.12 Bajo las condiciones anteriores, a la matriz G se le llamard la matriz
generadora del codigo C.

Sea S, el grupo simetrico y sea o € \S,,, si tomamos un vector a = (ay, ..., a,) entonces
o(a) == (Go(1), - - - Go(n)), ademds si U C K™ entonces o(U) = {o(u)lu € U}.

Definicién 2.1.13 Sean C y C' dos cddigos de longitud n, entonces diremos que son
equivalentes. Si existe o € S, tal que o(C) = C’.

Notemos que si C'y C” son dos c6digos equivalentes entonces el minimo de los pesos
de palabras no cero es el mismo, por lo tanto, tienen la misma distancia minima asi
mantendran las mismas propiedades de deteccion y correccién de errores.

Definicién 2.1.14 Sea o € S,,, se define la matriz de permutacion P € M, asociada
a o como; Pyj); =1 para todo 1 < j < n y cero en otro caso.

Notemos que si P es una matriz de permutacion, al tomar un vector a € K" y
considerar el vector aP, entonces la j-ésima entrada de este es de la siguiente forma:

a1p1j + G2p2j + -+ + Ao (j)Po(j)j + T Gn + Pnj = Ao(j)

Por lo tanto, se tiene que aP = o(a).

Proposicion 2.1.15 Sean C' y C’" dos cddigos cualesquiera, C' y C' son equivalentes si y
sélo si eziste una matriz de permutacion P tal que C' = {cP|c € C}.

Demostracion. La demostracion es inmediata de las definiciones de equivalencia y de
matriz de permutaciéon. m

Teorema 2.1.16 Sea C' un |n, k,d]-cddigo lineal, existe un cédigo C' equivalente cuya
matriz generadora es de la forma (IxA) donde A € Myyxp_y.

Demostracién. [22] pag 85. m
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Definicién 2.1.17 Sea C un cddigo lineal se define la matriz chequeo de paridad
H e M,_j, como la matriz tal que:

Hut =0 Yu € C.

En el siguiente resutado expondremos la fuerte relacion que guardan la matriz chequeo
de paridad con la matriz generadora de un cédigo C.

Proposicién 2.1.18 Sea C' un [n,k,d]-cddigo lineal con matriz generadora Gy matriz
chequeo de paridad H. Si G = (I, A) entonces H = (—A" I, ).

Demostracién. Sea ¢ € C, por demostrar que (—A'l,, _;)u’ = 0. Como G es matriz
generadora entonces, existe a € K* tal que ¢ = aG = a([,A) = a(aA), por lo tanto, se
tiene:

at

(—Atfn_k)ct = (—Atfn_k) ( (CLA)t ) = —Atat + (CLA)t = 0.

Como ¢ € C fue arbitrario se tiene el resultado. m

Daremos la construccion de nuevos codigos apartir de un cédigo dado, un primer
ejemplo de ello es el cddigo dual C*. Para ello daremos la definicién del producto interno
canonico.

Definicién 2.1.19 Sean z,y € K™, se define el producto interno canonico entre ambos
vectores como:

(,y) = (1, ..., @), (Y1, Yn)) = ny

Notemos que la funcién anterior no es un producto interno pues en [Fy, se tiene:
(1,1),(1,1)) =14+1=0.

Definicién 2.1.20 Sea C' un [n, k,d]-cddigo lineal, se define el cédigo dual asociado a
C, denotado por C+, como sigue:

Ct={uec K" {u,v) =0 YvecC}.
Si C+ = O, se dird que C es un cédigo auto dual.

Teorema 2.1.21 Sea C' un [n,k,d]-cddigo con matriz generadora G y matriz chequeo
de paridad H. Entonces C* es un [n,n — k,d'|-cédigo con matriz generadora H y matriz
chequeo de paridad G.

Cédigos lineales 30 GERMAN VERA



CAPITULO 2. CODIGOS LINEALES 31

Demostracién. Es claro que C* es subespacio vectorial de K. Ahora veamos que en
efecto G es la matriz chequeo de paridad del cédigo C+. Sea w € C* elemento arbitrario,
por lo tanto, vw' = 0 Vv € C, luego como G es la matriz generadora del cédigo C, se sigue
que (aG)w’ = 0 para todo a € K*, por lo tanto, se sigue inmediatamente que Guw' = 0.
Reciprocamente si w € K" tal que Guw' = 0, entonces se tiene que vw' = 0 para todo
v € C es decir:

Ct ={we K"|Guw' =0}.

Lo cual prueba que G es la matriz chequeo de paridad de C'*.
Ahora calculemos dim C*, consideremos la siguiente transformacién lineal:

0: K" — K"
0(x) = Gat.

Claramente 6 es una transformacién lineal, cuyo nucleo es kerf) = C*, ademas por la
definicién se sigue que rank(6) = rank(G) = k. Del teorema de la dimensién se sigue que:

dim C*+ = n — rank(f) = n — k.

Por otro lado, sea C” el cédigo lineal con matriz generadora H, como H es una matriz
(n — k) x n con n — k columnas linealmente independientes, se sigue que dim C’ = n — k,
por otro lado, como H es la matriz chequeo de paridad de C, se sigue que cada u € C' es
ortogonal con cada fila de H, es decir C' C C*. Por lo tanto, C' = C*+ y H es la matriz
generadora de C+. m

2.2. (Cdbdigos polinomiales

Los cédigos polinomiales nos proporcionan una nueva manera de ver a los codigos
lineales sobre un campo finito K como el anillo de polinomios en la variable x sobre el
campo K.

Consideremos el espacio vectorial K™ y el anillo de polinomios en una variable K|[z]
el cual recordemos que es un espacio vectorial sobre el mismo campo. Sabemos que K"
es isomorfo a K[z], = {f € K[z]|deg f < n}, bajo el isomorfismo:

¥((ag, a1, ...,an_1)) = ap + a1 + -+ a,_ 12" "

Por lo tanto, si C' es un [n, k, d|-c6digo sobre el campo K bajo dicho isomorfismo, podemos
identificar a los elementos de C' como un polinomio de grado menor a n, por lo tanto
identificaremos a un elemento del c6digo como un vector ordenado o como un polinomio,
segun la situacion.
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Definicién 2.2.1 Sea g(z) = go + 17 + - - - + g™ un polinomio de grado a lo mds k. El
cédigo polinomial con polinomio generador g(x) es Cyuy = (g(x)). Y cada mensaje de
longitud m; a(r) = ag + a1x + -+ + ay_12™ 1 lo codifica en la palabra b(z) = by + bz +
st by ™R = a(x)g(2).

Proposicion 2.2.2 El codigo polinomial de longitud n = m—+ k con polinomio generador
g(x) es subespacio de K".

Demostracion. La demostracion es inmediata bajo el isomorfismo 1. m

De esta forma notemos que la distancia minima de un cédigo polinomial con polinom-
mio generador g(x), similarmente que en el caso de los cédigos lineales es el minimo de
los pesos wt(a(x)g(z)) de polinomios no cero.

Proposicién 2.2.3 Un polinomio con coeficientes en Fy es divisible por 1 + x si y solo
st tiene un numero par de términos.

Demostracién. =) Sea f(z) = ag+a1x+-- -+ a,2™, a; € Fy un polinomio divisible
por 1 + z, entonces existe un polinomio b(x) € Fa[z], tal que:

f(@) = (14 2)b(a)

Al evaluar ag +ay + -+ a, = f(1) =0, lo cual solo es posible si hay un cantidad par de
coeficientes.

<) Reciprocamente sea f(x) un polinomio con una cantidad par de términos, digamos
f(z) = a2 + 22 + -+ 4 2% tales que i1 < ... < ig, agrupando los términos f(z) =
(z+22)+- - -4 (x'2k-147"2k). Ahora notemos que sii < j, entonces r'+z/ = (1427 7") =
(14 2)(1 + 2+ -+ + 27771, realizando esto en cada uno de las agrupaciones de f(x)
se tiene el resultado. m

Teorema 2.2.4 Sea g(x) € Fylz], si g(x) no divide a ningin polinomio de la forma
2% —1 con k < n, entonces el cédigo polinomial generado por g(z) tiene distancia minima
al menos 3.

Demostracién. [22] pag 29. m

Proposicién 2.2.5 Sea e = (eg, €1, ..,e,_1) un vector de error de un cddigo polinomial
con polinomio generador g(x), entonces e es indetéctable < g(x)|e(x).

Demostracién. =) Supongamos que e(z) es indetectable, es decir existe f(z) € (g)
tal que e(z) + f(z) € (g), luego e(x) € (g).

<) Reciprocamente si g(x)|e(x), podemos escribir a e(z) = h(x)g(x), luego basta
tomar hq, hy € K[X] tal que hy +hy =h. =
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Teorema 2.2.6 Sea C' cddigo polinomial con polinomio generador g(x), si g(x) = go +
Q1T+ - - + gra®, entonces tiene matriz generadora G € Mn—ryxn:

Jgo 91 --- Gk O 0 ... 0
O 0 gP . gk'_l gk O . 0
0O 0 ... 0 g 91 --- Gk

Demostracion. Es claro ver que la matriz (G, tomando la submatriz formada por las
primeras n — k columnas, se tiene una matriz cuadrada en cuya diagonal esta formada por
términos gy, es decir, al calcular el determinante de esta submatriz se obtiene gg_k #0,es
decir se forma una matriz no singular, por lo tanto, G tiene rango n — k. Ahora solo resta
ver que efectivamente el cédigo generado por G coincide con C. Sea b = (bg, b1, ..., by_k_1)
y calculemos la multiplicacién por G.

g 91 --- g 0 0 ... O

0 g0 --- g1 g O ... O
<b07b17"'7bn—k—1) . . : . . . . -

0 0 ... 0 g0 g1 ... Gk

= (50907 bog1 + b190, ZH-j:Q bi.gj7 cees bn—k—lgk)~

El cual corresponde a hacer la multiplicaciéon de g por un polinomio de grado menor o
ignalan—k—1. m

2.3. Cbdigos de Hamming

Los cédigos de Hamming son un ejemplo clasico de los codigos binarios, es decir en esta
seccién trabajaremos con K = Fy, demostraremos que para todo C' cédigo de Hamming
la distancia minima es siempre la misma, més atin 6(C') = 3, ademds existe una relacién
biunivoca entre los naturales N y los c6digos Hamming.

Para poder realizar la construccion de estos cédigos es necesario hacer las siguientes
observaciones.

1. Sea r € N entonces las palabras codigo tendran n = 2" —1 digitos y el mensaje tendra
m = 2" —r — 1 digitos. Para cada b = (by...,b,) la correspondiente mensaje es
a = (b3, bs,b6.b7. ... bok 1, ..., bokt1_1, ..., bar_1) y los restantes by, by, . .., byr—1 son
los simbolos de chequeo, las cuales consideraremos desconocidas hasta el momento.
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2. Sea M € M,or_1 la matriz tal que el i — esimo renglén es la representacion binaria

de .
0001111
Sir =3, entonces M € Myyzcon Mt = 0 1 1 0 0 1 1
1 01 0101

3. Al tomar la multiplicacién de matrices e igualarla con cero bM = 0 obtenemos un
sistema de r ecuaciones lineales con r incognitas, las cuales son by, ba1, . .., byr—1.

Siguiendo con el ejemplo cuando r = 3, las ecuaciones que se producen son:

by +bs +bs+0; = 0
bg+b3+b6+b7 = 0
b1+b3+b5+b7 =0

Lema 2.3.1 De acuerdo a la notacion anterior en cada una de las r ecuaciones lineales
aparece exactamente uno de los byi.

Demostracion. Suponga que by aparece en la ecuacion que resulta al multiplicar b
por la k-ésima columna de la matriz M, es decir la entrada (2, k) de M es 1, la cual se
encuentra en el renglén 2, la cual es la representacién binaria de 2¢ esto solo ocurre en la
(r — i) columna entonces k = r —i. Entonces si by, by; son tales que aparecen en la misma
ecuacion de la relacién anterior se tiene que j =i. m

Definicién 2.3.2 El cddigo que se genera en el algoritmo anterior se llama el (2" —r —
1,2" — 1) cddigo de Hamming

Notemos entonces que por definicion, los cédigos de Hamming tiene a M como su
matriz chequeo de paridad y por lo tanto, apartir de ella es posible encontrar su matriz
generadora.

Teorema 2.3.3 Sea C un cddigo de Hamming, entonces §(C) = 3.

Demostracion. Sea C' c6édigo de Hamming con n = 2" — 1y m = 2" —r — 1. Sea
a € FY con wt(a) =1y b = bby...b, su correspondiente palabra cédigo. Supongamos
que la i-ésima entrada de a es no cero, entonces i # 2/ para algtin j, es decir en la
representacion binaria de ¢ hay al menos dos entradas no cero, sean s y t dos entradas no
cero de la representacién binaria.

Sean My, M, ..., M, las columnas de la matriz M, en la ecuacion bM, = 0. Sea by
el simbolo de chequeo presente en la ecuacién, entonces tenemos que box + b; = 0, por lo
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tanto, byr # 0, similarmente si by es el simbolo de chequeo de bM; se prueba que by # 0.
Por lo tanto, es claro que wt(b) > 3.

Sea a € FJ' con wt(a) =2y b= byby...b, su correspondiente palabra cédigo. Supon-
gamos que las entradas no cero estdn en las posiciones ¢, j, de nuevo entonces ¢, 7 no son
potencias de dos, por otro lado, como 7 # j entonces sus representaciones binarias difieren
en al menos una posiciones, supongamos entonces que la entrada s de la representacion
binaria de ¢ es 1, mientras que la de 7 es 0. Sea by el simbolo de chequeo que aparece en
la ecuacion bM; = 0, es claro entonces que byr + b; = 0, es decir byr # 0, es decir en b al
menos existe un simbolo de chequeo no cero, por lo tanto, wt(b) > 3.

Sea a € F' y b= byby...b, su correspondiente palabra cédigo, donde a; =1y a; =0
V2<i1<m. m

2.4. Cdbdigos Bose-Chaudhuri-Hocquenghem

Sea C'un [n, k, d]-cédigo lineal sobre el campo F cuyo orden |F| = ¢ es potencia de un
primo. Sea r € N el natural més pequeno tal que ¢" > n + 1. Sea K extensién de F de
grado r, como K es finito existe elemento primitivo, por decir a. Sea m;(X) el polinomio
minimo de af sobre F, para 1 <i <d — 1.

Definicién 2.4.1 Bajo la notacion anterior, un codigo BCH es el generado por el poli-
nomio g(X) = LCM(mi(X), ma(X), ..., ma1(X))

Teorema 2.4.2 Sea C' un [n, k,d]-cddigo lineal entonces su cddigo BCH tiene distancia
minima al menos d.

Demostracién. Supongamos que existe ¢(X) € (g(z)) cuyo peso sea menos que d,
digamos:

o(X)=cx™ + cx"™ + - 4 cqgoqxi? Ny >MNg>-++>cg_1 >0

Como el cédigo tiene longitud n, entonces todo polinomio debe tener grado a lo mas n—1,
es decir n; <n — 1.

Por otro lado, por definicién se tiene que a, o2, ..., %! son raices de ¢(x), asf tenemos
el siguiente sistema de ecuaciones.
ClOénl +"'+Cd_10znd*1 = 0
01&2711 4+t Cd,1042nd—1 = 0
Cl@(d_l)nl + e + Cdfla(d_l)nd_l — O
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La matriz A asociada a este sistema lineal es conocida como la matriz de Vandermonde,
cuyo determinante es conocido:

det A = H(a"" —a") #0.

De lo anterior se tiene que la Unica solucién al sistema lineal es la homogénea, es decir
c(x) = 0.

Por lo tanto, para toda polinomio c¢(x) # 0 se tiene wt(c(z) > d, lo cual implica que
la distancia minima del cédigo sea al menos d.

[ ]

2.5. Cdbdigo ciclicos

En esta secciéon veremos un tipo muy particular de los codigos polinomiales, aunque
en su definicién no aparenten tener relacion alguna con ellos, existe una caracterizacién
que relaciona fuertemente los cédigos ciclicos con los c6digos polinomiales. Sea ¢ = | K|,
durante esta seccién vamos a tomar longitudes n tal que (n,q) = 1.

Definicién 2.5.1 Sea C un [n,k,d|-cédigo lineal, C' es llamado ciclico si para cada
(ag,ay,...,an_1) € C se tiene que (ap_1,0a0,a1,...,0,—2) € C.

n

Definamos un mapeo de K™ al cociente K[x]/ (z" — 1), mediante,

o: K" — Klz]/ (z" — 1)
o((ag, a1, ..., an 1)) =ao+a1x + -+ ap_12° L+ (2™ — 1)

Claramente ¢ es una transformacién lineal entre ambos espacios, por lo tanto, ¢(C') es
subespacio de K[X]/ (™ — 1). Por otro lado, si (ag, a1, ...,a,1) € C, entonces (a,_1, ao,
ey ) €EC S a1 tagr+-ta, 12"+ (2" — 1) = 2"a,_ 1 tagr+- -t a, 2"+
(" — 1) = z(ag+ a1+ +a, 12" 1)+ (2" — 1) € ¢(C). Es decir un cédigo C' es ciclico
si y s6lo si p(C') es un ideal.

En consecuencia de lo anterior, trataremos a un cédigo ciclico como un ideal en el cociente
del anillo de polinomios con el ideal generado por z" — 1.

En adelante y por simplicidad escribiremos solo el polinomio ag+ ajx+ - - -+ a,_12"~
pensado como clase de equivalencia en lugar de ag + a;z + - -+ + a, 12" 1 + (" — 1). De
igual manera nos referiremos a C' o ¢(C') sin distincién alguna a menos que se especifique
lo contrario.

1

Teorema 2.5.2 Sea C' un codigo ciclico sobre K, entonces:
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1. Eziste un tnico polinomio mdnico g(x) de grado minimo en C que lo genera.
2. g(z) es factor de ™ — 1.

3. Sidegg(x) =r. Entonces dim C = n —r y cualquier a(x) € C' tiene representacion
unica de la forma a(z) = g(x)b(z), donde degb(x) < n —r.

4. Sig(x) =go+ g1z + -+ g-x", entonces la matriz (n —r) X n

9 91 .- g 0 0 ... 0
G| U v
00 ... 0 g9 G - G

es la matriz generadora de C'.

Demostracién. Sea N := {dega(z)|a(z) € C} C N, claramente N # () por lo
tanto por el principio del buen orden existe un elemento minimal. Asf sea g(x) € K|x]
el polinomio de menor grado tal que pertence a C, sin pérdida de generalidad podemos
suponer a g(x) polinomio ménico.

Para ver que g(x) genera a C, sea a(x) € C elemento arbitrario, y aplicando el algoritmo
de la divisién en el anillo K[X], existen polinomios r(x), s(z) € K[X], tales que:

a(x) = s(x)g(z) +r(z) donde degr(z) < degg(x)or(x)=0.

Si suponemos que r(x) # 0, entonces se tiene que r(z) = a(x) — g(z)s(x), como C' es
ciclico se tiene que visto en el anillo de polinomios es un ideal, asi se tiene r(z) € C,
lo cual contradice a la minimalidad de g(x), es decir a(x) = s(z)g(zx), por lo tanto g(z)
genera al codigo C.

Por otro lado, si suponemos que existe otro polinomio ménico ¢'(x) de grado minimo
tal que ¢'(z) € C, tomando h(z) := g(x) — ¢'(x), es claro que h(z) € C y ademads
deg h(x) < deg g(z), lo cual es una contradiccién a la eleccién de g(x).

Ahora, de nuevo usando el algoritmo de la divisién se tiene que existen r(z), s(z) €
K|x] tales que :

" —1=g(x)s(x) + r(x).

De nuevo, si r(x) # 0, se tiene que degr(x) < degg(z) y ademés r(x) € C, por lo tanto,
" —1=g(x)s(x).

Sea = {g(z),zg(x),...,2""lg(x)}, claramente 3 es un conjunto linealmente inde-
pendiente, basta ver que genera a todo elemento del cédigo. Sea a(x) € C, luego podemos
escribir a a(x) como:

a(x) = g(x)b(x) + c(z)(z" — 1)
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Pero como g(x)|z" — 1 obtenemos que a(x) = g(x)b(x) + c(z)h(x)g(X) = d(z)g(x),
notemos que lo anterior implica que degd(x) < n — r, entonces podemos escribir a a(z)
como combinacién lineal de elementos de 5. Por lo tanto, 5 es una base para C', es decir;
dim C' = n — r. La tdltima parte es inmediato por lo visto en cédigos polinomiales. m

Definicién 2.5.3 Sea C' cddigo ciclico con polinomio generador g(x), sea h(x) el polino-
mio tal que x™ — 1 = h(x)g(x), entonces h(zx) se llamard el Polinomio de Chequeo de

C.

La definicién anterior tiene sentido, pues cada a(x) € C, se puede escribir de la si-
guiente manera a(z) = g(z)b(x), por lo tanto, a(z)h(z) = (" — 1)b(x) =0

Si h(z) = ho + xhy + -+ + hy,—,2"77, entonces una palabra c(x) = ¢y + 1z + -+ - +
cn_lx”’l pertenece a C si y sélo si se cumple que c¢(z)h(x) = 0, es decir para cada
7=0,1,...,n—1 se tiene que ZZ _o Cihj—; = 0 donde los subindices son tomados mdd n
y bajo la convencion h; = 0 para todo k > n — r. Lo anterior lo podemos poner en forma
matricial como:

0O 0 ... 0 hpyr ... hi h,

0 hper hp—p1 ... hg O
(CO’CI""’C"A) : : : .. .. .. : =0.

hg 0 ... ... oo he

Notemos que H es una matriz simétrica con lo que H' = H, por lo que cH = 0 & Hc! = 0.
Por lo tanto, es claro que el cédigo generado por H esta contenido en C*, sabemos que
dimCt = n —dimC = n — (n —r) = r. Por otro lado, es claro que los primeros r
renglones de H son linealmente independientes por lo tanto, el cédigo generado por H es
precisamente C*. Sea H; la matriz formada por los primeros r renglones de H, por lo
anterior es claro que H; genera a O, ademds por el teorema anterior se sigue que el dual
es también cédigo ciclico.

Consideremos la permutacén o = (1 r)(2 r —1)(3 7 —2)---, entonces sabemos
que el cédigo generado por o(H;) serd equivalente a C+. Por el Teorema 2.5.2 se tiene
que C* tiene polinomio generador de la siguiente forma:

E(x) = hyp+hpyp1z4-+hox™ " = 2" " (hg+hiz ™t - - ~+hn_rx_("_T)) = 2" "h(z™h).

Teorema 2.5.4 Sea C' un cddigo ciclico de longitud n con polinomio generador g(z) de
grado r y polinomio de chequeo h(x), entonces:

1. C* es también cddigo ciclico con polinomio generador x™ "h(z™').

2. C* es equivalente al cddigo generado por h(x).
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Demostracion. La demostracion es inmediata de la construccion anterior. m
El teorema anterior nos permite dar una condicion suficiente y necesaria para que un
codigo ciclico sea auto dual.

Teorema 2.5.5 Sea C' cddigo ciclico de longitud n con polinomio generador g(x) tal que
deg g(z) = r, entonces C' es auto dual si y sélo si x"g(x)g(z™') = 2™ — 1.

Demostracién. Sea h(z) el polinomio de chequeo de C de la definicién se tiene
2" —1 = g(x)h(z), por el teorema anterior k(x) = 2" "h(x~1) es el polinomio generador de

C*. Luego 2" — 1 = 2"g(z™ )z "h(z™') = 2"g(z")k(z), por lo tanto, k(X) = ———,

luego:
C es auto dual < g(z) = k(z)
& 9@) =5
& 2'g(z)g(z~!) =a" — 1
Lo cual termina la demostracién. =

Teorema 2.5.6 Sea C un cédigo ciclico de longitud n, entonces, existe un unico elemento
c(x) € C tal que:

1. c(z) = A(x).
2. (c(z)) =C.
3. Vf(z) € C se cumple que f(x)c(x) = f(x), es decir c(x) es una identidad en C.

Demostracién. Sean g(x) y h(z) el polinomio generador y de chequeo de C', entonces
se tiene que g(X)h(X) = 2™ —1, como (n,q) = 1, entonces 2™ — 1 no tiene ceros multiples,
es decir (h(x), g(z)) = 1, por lo tanto, existen polinomios r(x), s(x) € K[X], tales que:

r(x)g(z) + s(x)h(z) =1 (2.3)
Tomando ¢(z) := a(X)b(x), y multiplicando la ecuacién anterior por ¢(z) se tiene que :

(x) + g(z)h()r(x)s(z) = c(z)
Ax) = c(z).

Por otro lado, como g(x)|c(z) se tiene que (c¢(z)) C (g(x)) multiplicando la ecuacién 2.3
por g(z) obtenemos que g(z)c(x) = g(x), con lo cual se tiene la contencién contraria y
por lo tanto, (g(x)) = (c(z)) = C.
El punto 3 se obtiene inmediatamente de 1y 2. Sea d(z) otro polinomio que cumple con
los puntos 1,2 y 3, por lo tanto; d(z) = c(z)d(x) = ¢(x). Con lo cual se demuestra la
unicidad. m

Definicién 2.5.7 El elemento c(x) del teorema anterior se le llamard el elemento idem-
potente de C.
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2.6. Coddigos residuo cuadratico

En esta secciéon hablaremos sobre un tipo especial de codigos ciclicos, para ello veremos
que dado un conjunto de numeros se puede particionar en dos clases de equivalencia,
los que son residuos cuadraticos y los que no, posteriormente definiremos los cédigos
residuos cuadraticos como los generados por unos polinomios formados por medio de las
particiones, aunque ambos cédigos son generados por dos clases de equivalencia distintos,
se demostrarda que ambos son equivalentes. Por otro lado y como hemos hecho con los
c6digos anteriores daremos la forma que tiene su matriz generadora.

Definicién 2.6.1 Sea p numero primo, entonces diremos que un entero a es residuo
cuadrdtico mddulo p, si existe v € N tal que 2> = a méd p.

Podemos extender la definicién anterior al caso de campos finitos los cuales son objeto
de nuestro estudio. Sea K campo finito, con char(K) = p, entonces se tiene que existe un
elemento primitivo, digamos \, luego a € K es residuo cuadratico médulo p, si a = \?*
para algin k € Z. Sea @) el conjunto de los elementos que son residuos cuadraticos, y N
el conjunto de los que no lo son.

Para poder hacer la construccion de los tipos de cédigo que estudiaremos en esta seccion,
daremos un resultado basico para los conjuntos () y V.

Proposicion 2.6.2 Sea p nimero primo, si Q y N denotan el conjunto de los residuos
cuadrdticos y los no residuos cuadraticos, entonces:

p—1
1. =|N|=——.
=1V ="
2. abeQ, sia,be @ oa,be N.
3.abe N,siac@Q ybeN,oae N ybeQ.
4. Sip=4k+ 1, entonces —1 € Q.

5. Sip=4k —1, entonces —1 € N.

Demostracion. Los puntos 1,2 y 3 son inmediatos, basta demostrar los puntos 4 y

5.
Sea A elemento primitivo, definiendo 8 = AP=1/2, Entonces 32 = 1. Por lo tanto, (3 +
1)(8 —1) =0, como \ es elemento primitivo 5 # 1, es decir f = —1 =

Sea p numero primo, n entero positivo no divisible por p. Por el pequeno teorema de
Fermat, se tiene que existe m nimero entero tal que p™ =1 méd n. Sea S = {0,1,...,n—
1}, definimos en S la siguiente relacién de equivalencia ~; Sean a,b € S diremos que a ~ b
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si a = bp' méd n para algun i, claremente es relacién de equivalencia, por lo tanto, S se
puede partir por medio de las clases de equivalencia descritos por ~, notemos que estas
tienen la siguiente forma:

Cs:{a65|a53qi médn}:{s,qs,...,qms_ls}

Donde my es el menor entero tal que s¢™ = s maod n.

Sea F,m extension del campo F, y sea a una raiz n-ésima primitiva de la unidad, tal
que o € Fym. Daremos un resutado fundamental para poder proceder a la construccién
de los codigos residuos cuadratico.

Proposicion 2.6.3 Si C, es la clase equivalencia bajo la relacion de equivalencia ~.

entonces:
H (x —a'),

i€Cs

es el polinomio minimo de o’ sobre TF,.

Demostracién. [22] Pag. 144. =

Ahora procederemos a la construcciéon de los cédigos residuo cuadrético. Sea p # 2
numero primo, sea s € () también ntimero primo. Por el teorema de Euler, existe m € N
tal que s™ =1 mdd p. Consideremos la extensién de campo Fym /Fy, es claro que el grado
de dicha extensién es m. Sea p € Fm elemento primitivo de la extension.

Tomando a = pt"~D/P claramente se tiene que o es raiz p-ésima primitiva de la unidad.

Por la eleccién de s se tiene que tal tomar la relacion de equivalencia ~ con la multi-
plicacién de s, los conjuntos ) y N son particionados en clases. Por lo tanto, los siguientes
polinomios tienen coeficientes en .

a@) =[Je—a")  n()=]]@-a)

1€EQ JEN
Lema 2.6.4 Bajo las condiciones anterior y las definiciones de n(x) y q(x) se tiene que:
1 = (& - Dn(@)g(z)

Demostracion. La demostracion es evidente. ®

Definicién 2.6.5 Bajo las condiciones anteriores, definimos los codigos residuo
cuadrdtico F', N FF y N de longitud p sobre el campo Fs, como los codigos ciclicos
generados por los polinomios q(X),n(z),(x — 1)q(x) y (x — 1)n(x) respectivamente.
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De acuerdo con la definicion de cédigo residuo cuadratico, los polinomios seguiran
siendo pensados como clases de equivalencia del cociente del anillo de polinomios en una
variable con coeficientes en [F, con el anillo generado por 2 — 1. Ahora haremos algunas
observaciones respecto a la definiciéon anterior.

1. FC Fy N C N. Lo cual es inmediato de la definicién.

-1 1
2. degq(z) = degn(z) = pT Se sigue del hecho que |Q| = |[N| = pT

|
3. dim F=dim N = 271

longitud n con polinomio generador g(z) con deg g(x) = r, entonces dimC' = n —r.

. Esto se sigue del hecho que dado C' un cédigo ciclico de

4. dimF:dimN:p%l.

Teorema 2.6.6 Los cddigos residuo cuadrdticos F y N (F y N) son equivalentes.

Demostracion. Sea n € N, como p es primo entonces, existe r entero positivo tal
que nr =1 mdd p. Como 1 € @Q, entonces se tiene que r € N. Por otro lado ¢(z") =
[Licq(z™ — a'), del hecho que o' = (a™)", se tiene que a™( ri € N) es raiz del polinomio
q(z™). De lo anterior es claro que n(x)|q(z").

Sea 0 € End(Fs[X]/(z? — 1)), definido mediante 6(f(z)) = f(z"). Veamos que al
tomar la restriccion en F' se tiene una biyeccion con N.

Tomemos f(x) € F el cual lo podemos escribir como f(z) = ¢(x)s(x) para algin
s(x) € F4[X], entonces O(f(x)) = q(z")s(z™) = n(x)t(x)s(z™), es decir (F) C N. Por
otro lado, se tiene que 1 = nr + pg para algin ¢ < 0, notemos que se tiene la siguiente
relacion.

v = (1) = (@ ()0 = ()

De lo anterior se tiene que 0 € End(Fs[X]/(z? — 1)), por lo tanto del teorema de la
dimensién se tiene que también debe ser inyectiva. Por lo tanto, 0|r es también biyeecién
con N pues ambos espacios tienen la misma dimension. Con lo cual se demuestra que
ambos cédigos son isomorfos.

Por otro lado, # también define una permutacién o en el conjunto {0,1,...,p — 1}

dado por:
(012 - p—1
7= ( 012 - p-1 )
Donde i es el residuo de dividir ni por p. Con lo cual se muestra que F'y N son codigos

equivalentes. El caso de F equivalente con N es andlogo. m
Ahora procederemos a calcular el codigo dual de los cédigos residuo cuadratico.
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Teorema 2.6.7 Sean F, F, N, N los cédigo residuo cuadrdtico. Entonces:

1. _ _
FL:}_7 Y NL:]Y St p=4k— 1.
Ft=N y Nt=F Si p=4k+1.
_ p=1 _ p—1
2. F=(F,> )y y N=(N,> z.
i=0 i=0

Demostracién. Sea h(x) el polinomio de chequeo del cédigo F', entonces su c6digo

. . _p—1 _ .
dual esta generado por el polinomio k(x) = 2P~ "2 h(x~!), ahora haremos unas factoriza-
ciones para expresar a k(z) de una forma conveniente.

k(z) =211 - x)x_pTil [T —-adiz)=clz—1) ] (x —a)

jEN jEN

Donde ¢ = (—1)~"5 [[ of

JEN
Ahora se dividird en dos casos.

1. Sip=4k+1.
Por las propiedades que dimos al inicio de la Seccién se tiene que —1 € @, por lo
tanto, —j € N, es decir k(z) = (z — 1) [[;cy(z — a7?) = (z — 1)n(z), por lo tanto,
Ft=N.

2. sip=4k—1.
Del hecho que —1 € N, entonces se tiene que k(z) = (z — 1)q(x), es decir F+ = F.

El calculo de N+ es analogo.
Por otro lado, notemos que 3.7~} % = n(x)q(x), entonces sigue que:

I
—

p

(@ —1)q(z), p_a') € (a(@)).

%

Il
=)

Del hecho que (z — 1,n(z)) = 1 existen polinomios a(x),b(x) tal que 1 = (z — 1)a(z) +
n(x)b(x), entonces multiplicando lo anterior por ¢(x), obtenemos:

q(z) = (v—1)g(x)a(r)+ q(z)n(z)b(z),

— (= Uateato) + (£ o) vt

1=0
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Lo cual demuestra la contencién reciproca y por lo tanto ((x—1)g(x), S0 %) = (q(x)).
Anglogamente se demuestra que ((z — 1)n(z), Y0—) 2%) = (n(z)). =

Del teorema anterior se puede observar claramente la relaciéon que guardan las matrices
generadoras de los codigos residuo cuadraticos.

Corolario 2.6.8 Bajo las condiciones del teorema anterior se tienen las siguientes rela-
ciones:

1. Si Gp es matriz generadora de F, entonces:
G
GF—(1 1...1)’

2. Si Gy es matriz generadora de N, entonces:

N
GN:<1 1...1)’

Demostracion. La demostracion es inmediata del teorema anterior. m

es la matriz generadora de F'.

es la matriz generadora de N.

2.7. Cbdigos Reed-Muller

Sea K =F,y A:= K[xo,...,x,] = Ba>0Aq €l anillo de polinomios en n + 1 variables
con coeficientes en K, con la graduacion estandar.

Definicién 2.7.1 Sea X un subconjunto no vacio de P*(K), se define el ideal anulador
graduado como Ix = (f € A|fes homogéneo y f(P)=0 VP € X). Ademds se define
la parte homogénea de grado d de I, como Ix(d).

Bajo las condiciones anteriores y de la definicién se sigue que Ix = @g>0lx(d).

Definicién 2.7.2 Sea X un conjunto no vacio de P"(K) se define la funcion de Hil-
bert del anillo coordenado R = A/Ix como:

Hx :NU0O—=NUO
Hx(d) = dlmK Ad/IX(d) = dlmK Ad - dll’nK ]X<d)
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A continuacién se expone un resultado fundamental de la funcién de Hilbert la cual
nos ayuda determinar los pardmetros basicos de los cédigos tipo Reed-Muller.

Proposicién 2.7.3 Sea X subconjunto no vacio de P*(K) y sea yx := min{d > 0|Ix(d) #
0}, entonces eziste ax € N tal que:

1. Hx(d) =dimg Ay = (”;rd) sty solo sid < vx.
2. Hx(d) < Hx(d+1) < |X| si 0 < d < a,.

3. Hx(d) = |X| para d > ax +1

Demostracién. [12] pag 166. =

Definicién 2.7.4 Bajo la notacion de la proposicion anterior, se define el a-tnvariante
de R, como el entero ax.

Definicién 2.7.5 Sean d € NU{0} y X = {Py,...,P,} C P"(K), se define el mapeo

evaluacion mediante la siguiente asignacion:
evg: Ag — K™
eva(f) = (f(P),- .., [(Pn))-

Claramente el mapeo evaluacién es una lineal y ademads, se tiene que ker(evq) = Ix(d).

Definicién 2.7.6 Sea X subconjunto no vacio de P"(K), se define el cddigo Reed-
Muller de orden d sobre X como evy(Ay), es decir, la imagen del mapeo evaluacion.

Por el primer teorema de isomorfismo se sigue que Cx (d) = evq(Aq) = Aa/Ix(d), por
lo tanto de la proposicién anterior:

dim Cx (d) = dim Ay/Ix(d) = Hx(d)
A forma de ejemplo consideremos el mapeo de Segre, el cual esta definido como:
¢ :PYK) x P*(K) — PN(K),

¢(E7 @) - (xOyOJ c oy LoYm, L1Yoy - - -5 Yo, - - - 7xnym)7
donde:
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T=(zoy--yxn) Y= (Yoy--yYm)

N=mn+1)(m+1) -1

Claramente el mapeo de Segre esta bien definido, es decir, dos elementos de la misma
clase tienen como imagen una misma clase en PV(K). Y la imagen de dicho mapeo es
decir ¢(P"(K) x P™(K)) se llama la variedad de Segre.

S = ¢(P"(K) x P"(K)) = {¢(P;,Q;) = P; € PY(K)|P; € P(K) Q; € P"(K)}

Notemos que ¢ € {1,...,6,} vy j € {1,...,0s}, con ¢; = |[P"(K)| = qnqtl;l y by =
[ (50)] = T
q

Por lo tanto en este caso el cédigo tipo Reed-Muller de grado d Cs(d) asociado a S es
la imagen del mapeo evaluacién:

K[Z007--~7Zij,...7an] — Kk1k2’

f= (F(Pu), s f(By), - f(Pam))
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2.8. (Cdbdigo generado por una grafica bipartita com-
pleta

En el Capitulo 1 vieron las propiedades principales de una gréfica y se dio la definicion
de una gréafica bipartita completa, ahora veremos que existe una forma de relacionar
las propiedades de la gréafica con la teoria de codigos mediante su matriz de incidencia,
asociando a esta ultima una variedad y terminando asi siendo un cédigo de tipo de Reed-
Muller asociado a una variedad que viene de una grafica bipartita.

Sea K, , una grafica bipartita completa y sea M = I, , su matriz de incidencia,
como ya vimos M € M, 1m)x(nm)- Por otro lado hagamos un reacomodo de los vértices
de la siguiente manera V' = {v1,v2, ..., U, Umi1, Umt2, - - -, Umin} ¥ al conjunto de aristas
lo ordenaremos de la siguiente manera:

» Las aristas {ay,...,a,} serdn las aristas que se conectan con vy con los vértices de
la otra particién mediante la asignacion, a; serd la arista que conecta vy con v,41,
as conecta a vy con v,,.o sucesivamente a, conecta a v; con U, .

» Las arista {a,11,...,a9,} serdn las aristas que se conectan con v, con los vértices
de la otra particion mediante la asignacién, a,.; serd la arista que conecta vy con
Uma1, Qnio cOnecta a vy con vy, o sucesivamente ag, conecta a vy con vy, 1y,

Operando de esta forma ordenamos al conjunto de aristas como:
A= {al)"'7a’n7a’n+17"'aa2n7"'aanm}a

por lo tanto la matriz de incidencia tiene la siguiente representacion:

ap Gz as Ap4+1  Gp42  Gpt3
U1 1 1 1 ... 0 0 0
Vo 0 0 0o ... 1 1 1
V3 0 0 0 0 0 0
M = -
(| 0 0 1 0 0
Upm+2 1 0o ... 0 1 0
Umes 0 0 1 ... 0 0 1

A la matriz de incidencia anterior podemos asociarle una variedad, asi la variedad X
derivada de la matriz de incidencia de la grafica bipartida K, , esta dada por:

X - {(tltm+17 tltm+2, e ,tlthrn, tth+1, tgtm+2, e >t2tm+n> ey
tntmats tmtma2s -« o tmtman)|ti € K* para todai=1,...,m+n}
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La representacion anterior de la variedad asociada a la matriz de incidencia puede
resultar un poco complicada, por lo que haremos una adaptacion de lo anterior a una
representacién un poco mas accesible, primeramente al multiplicar cada elemento por su
correspondiente tl_ltm_i_lfl obtener lo siguiente:

X = {(1,75;11“15%2, . ,1tm+1tm+n,t1 1t2,t1_11tztm+1tm+2, O o Py
ot s 8 ittty -t ittt € K
para todai=1,...,m+n)}

observe que el término ¢!, y ¢, aparece de forma recurrente en las expresiones de
nuestros vectores, por ello podemos realizar los siguientes cambios de variables:

t_+1tm+2 I
tm+1tm+3 = T3

t_+1tm+n = Tn-1

tity =y
t s = ys
tfltm = Ym-1,

por lo tanto podemos ver nuestra variedad como:

X = {(171’1, T2, -y Tp-1,Y1,T1Y1,T2Y1,-..,Tpn-1Y1,
Y2, T1Y2, L2Y2, -+ - s Tn—1Y25 + - - s Ym—1, L1Ym—1, L2Ym—1, - - - 7$n—1ym—1)
*
|x17"'axn—lay1>"'7ym—1 € K }

Sea X ={P, P,,..., P}y consideremos siguiente mapeo evaluacion:
¢: K[Zo, .., Zm—1yn—1)]a — K"

Finalmente el cédigo tipo Reed-Muller de orden d, C'x(d), asociado a la matriz de inci-
dencia de la grafica bipartita completa K, ,, es la imagen del mapeo evaluacién anterior.
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Capitulo 3

Cddigos sobre anillos finitos locales
de Frobenius

Es sabido que una forma de generalizar la idea de un espacio vectorial V' sobre un
campo K es por medio de la nocién de M modulo sobre un anillo R. Por otro lado, en el
segundo capitulo de la presente tesis estudiamos a los codigos ciclicos, ahora veremos una
generalizacién de un cédigo ciclico, para ello tomaremos v una unidad de R y definiremos
un cédigo y-constaciclico, en este capitulo nos enfocaremos al estudio de los anillos finitos
locales de Frobenius.

A lo largo de este capitulo asumiremos que R es un anillo finito conmutativo con

identidad.

3.1. Antecedentes
Definicién 3.1.1 Sean R y A anillos y M un R-mddulo.
1. Diremos que A es extension de R si R C A.

2. Sea A extension de R y sea I C R ideal, entonces diremos que el ideal TA es la
expansion de I hacia A.

3. FElideal aniquilador de M en R se definine como:
annp(M) :={re Rrm=0 Vme M} .

4. Un elemento r € R se llama regular si no es divisor de cero.

5. Lr(M) denotard el conjunto de todos los R-submddulos de M.
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6. Sea M = My D M; D -+ D M1 D M, = (0) una cadena, un refinamiento es
una cadena tal que se le agrega uno o mds submaodulos.

7. SeandosM:C'oDClD---DC’T_lDCT:(()) yMZDoDDlD"'DDS_13
Dy = (0) dos cadenas de M, entonces, son cadenas isomorfas si:

=3

s Fxiste una permutacion o € S, tal que :
Ci—1/C; = Dygiy-1/ Doy

8. Una serie de composicion de M es una cadena de R-submddulos M = My D My D
coo D My D M; =(0) tal que cada Lr(M;/M;y1) = {M;/M;1,(0)}. Al nimero
lo llamaremos la longitud de M y la denotaremos por {r(M) =1yl = oo si no
existe serie de composicion con un numero finito de elementos en la cadena.

Sea R un anillo y sea I C R ideal de de R, entonces es claro de la definicion de ideal
aniquilador que I C ann(ann(I)) para cualquier ideal I, por otro lado, si I es ideal trivial,
es decir, I = Ro I =(0), si I = R es claro que R C ann(ann(R)) = R, ahora si I = (0)
se tiene que ann(ann({0))) = ann(R) = (0), ahora supongamos que I no es ideal trivial,
entonces sea r € ann(ann(l)) no cero, se cumple que rz = 0 para todo x € ann(l) donde
xa = (0 para todo a € I, por lo tanto, se sigue que r € I, con lo cual podemos concluir
que ann(ann(l)) = I.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Jordan-Holder-Schreir) Sea M R-mddulo, entonces cuales
para quiera dos cadenas de submdodulos de M, existen refinamiento de cada cadena que
son isomorfos.

Del teorema de Jordan-Holder-Schreir la longitud ¢z(M) es independiente de la serie
de composicién que se elija. Ademas si R = K un campo y M = V un espacio vectorial
su longitud coincide con la dimensién como e.v, supongamos que [ = dimV sea [ =
{vi.v9,...,u}, V= (v1v9, ... 0) D (v1.09, ..., v1) D (v1.09,...,v2) D (v1) D (0),
es claro que para cada i (v1.v9,...,U_;)/{v1.V9, ..., U_;_1) = (v;_;), por lo tanto, es una
serie de composicién, por lo tanto, {x (V) = dim V.

Sea R un anillo, entonces si m es un ideal maximal, sabemos que ky, := R/m = F,
para ¢ = p? alguna potencia de un primo p.

Proposicién 3.1.3 Sea R un anillo y M un R-mddulo no cero, entonces M es modulo
simple si y solo si M = R/n para algin n ideal mazimal de R.
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Demostracion.
=) Sea M un R-mdédulo no cero, luego existe m € M \ {0}, consideremos el siguiente
homomorfismo de R-modulos:

o: R — M
r

— ™

Claramente m € ¢(R), luego como M es médulo simple ¢(R) = M, por lo tanto, del
primer teorema de isomorfismos M = R/ker(¢), es decir R/ ker(¢) es también mddulo
simple, por el teorema de correspondencia se sigue que ker(¢) es ideal maximal de R.

<) Si M = R/n, con n ideal maximal de R, del teorema de correspondencia es
inmediato ver que M es moédulo simple.

|

Definicién 3.1.4 Sea R un anillo diremos que es anillo local si existe un unico ideal
mazimal m.

En dado caso escribiremos k en lugar de ky. Y denotaremos al anillo local R como el
triplete (R,m,F,).

Sea (R, m,F,) anillo local finito, por lo tanto, existe t € N tal que m* = (0) y m~! #
(0), donde t es llamado el indice de nilpotencia de m. Por el lema de Nakayama en
R podemos formar la cadena R D m D m? D m*™* D m! = (0), por lo tanto, (r(R) > t.
Ademads si M es un R-méduloy M = My D My D --- D M;_1 D M; = (0) una serie de
composicién, entonces como cada M;/M;, 1 es un R-médulo simple se tiene que M; /M, 1 =
R/‘(’;’l = Izlq. De lo anterior se concluye que |M| = |M/M||My/Ms|...|Mi—o/M;_1||M;| =
Fo| = p™.

Proposicién 3.1.5 Sea (R,m,F,) anillo local y M un R-mddulo, entonces G genera a
M siy solo si G (la imagen de G) genera a M/mM como F,-espacio vectorial.

Demostracion. La demostracion es inmediata de la definicién del isomorfismo natu-
ralde M — M/mM. =

Esta proposicién nos permite definir un conjunto R-generador minimal, como veremos
a continuacion.

Definicién 3.1.6 Sea (R,m,F,) anillo y M un R-mddulo, sea B base para M/mM, en-
tonces 5 es llamado un conjunto R-generador minimal. Denotaremos por vg(M) :=

181-

De la definicién anterior notemos que como M /mM es un I, espacio vectorial, entonces
vr(M) = dimg, (M/mM) = lg, (M/mM).
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Definicién 3.1.7 Sea R un anillo finito, diremos que R es un anillo encadenado, si
Lr(R) es una cadena, bajo el orden de contencion usual de conjuntos.

Proposicion 3.1.8 Sea R un anillo finito, entonces R es anillo encadenado si y solo si
R es local y su ideal mazimal es local.

Demostracion.

=) Sea R anillo finito tal que es un anillo encadenado, claramente es un anillo local,
pues si m, n son dos ideales maximales, como R es encadenado se tiene quem C nom D n,
lo cual implica que m = n. Ahora para ver que es local, supongamos que m es generado
por al menos dos elementos z,y € m, es decir (x) ¢ (y) y (y) ¢ (z) lo cual contradice al
hecho de ser encadenado, por lo tanto, m es principal.

<) Reciprocamente, supongamos que R es anillo local con ideal maximal m = (m),
sean I, J dos ideales cualquiera, entonces, existen r, s € N tales que I = (m") y J = (m?).
Sin perdida de generalidad supongamos que s < r, entonces I C J, por lo tant R es anillo
encadenado. m

Definicién 3.1.9 Sea (R,m,F,) un anillo local finito, diremos que R es anillo de Fro-
benius si anng(m) es el dnico ideal minimal.

Proposicién 3.1.10 Sea (R, m,F,) un anillo local finito, entonces es anillo de Frobenius
si y solo si anng(m) es un ideal simple de R.

Demostracién. La demostracién se encuentra en [24]. m

Il
3

Proposicién 3.1.11 Sea (R,m,F,) anillo local de Frobenius, entonces annpg(m)
donde t es el indice de nilpotencia de m.

Demostracién. La demostracién es inmediata del hecho que m‘~! es un ideal mini-
mal. m

Por lo tanto, observemos que si un anillo R es anillo encadenado, entonces el tinico
ideal minimal de R es m'~!, por lo tanto, es anillo de Frobenius.

Definicién 3.1.12 Sea (R, m,F,) un anillo local, y sea™: R[x] — F,[z] el homomorfismo
natural de anillos tal que r - r+m y T — T

1. Un polinomio f € R[z] se dird bdsico irreducible si f es irreducible en F[x].
2. Dos polinomios f,g € R[x] se dicen coprimos si (f) + (9) = R[z].

Sea (R,m,F,) anillo local, f € R[z] un polinomio basico irreducible ménico tal que
deg(f) = s, entonces podemos construir el siguiente anillo B = R[z|/{f) = {ao + a1 T +
-+ +as1T" Ya; € R}, notemos que claramente B es una extensiéon separable de R.
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Proposicién 3.1.13 Sea (R,m,F,) anillo local, entonces la extension B de R es anillo
local con ideal mazimal mB y campo de cocientes IFys.

Demostracién. Ver Teorema XVI.8 en [14] =

Sea T C R conjunto de representantes de F,, entonces el conjunto Ty = {ag + a7 +
-+ +as 1T !a; € T} C B es un conjunto de representantes de Fs.

Proposicién 3.1.14 Sea (R,m,F,) anillo local, sea I C R entonces I(I) = I(IB) y
(ann(I))B = ann(IB).

Demostracién. Sea (R, m,F,) anillo local, sea I C R ideal y supongamos [(]) = n,
seal =1y D1 D--- DI, = (0) serie de composicion, es decir, para cada i I;/I;11 = R/m,
consideremos la siguiente cadena IB = IyB D 1B D --- D I,B = (0), para cada i se
tiene que I;/I;;1 = R/m por lo tanto, i I;B/I;;1B = B/mB, como B es local con ideal
maximal mB se tiene que la cadena anterior es serie de composicién para el anillo 15,
por lo tanto, [(IB) = I(I).

Por otro lado, sea r € (ann(I))B, entonces r = zb con x € ann(l) y b € B, con-
sideremos s € ann(IB) con s = xb' elemento arbitrario, por lo tanto, al tomar su
multiplicacion rs = (iz)bl’ = 0, por lo tanto, r € ann(IB). Para ver la contencién
contraria, tomemos r € ann(IB), supongamos que r no pertenece al ideal (ann([))B,
es decir r # jb' para todo j € ann(I),b/ € B, entonces se tiene que r(ib) # (jb')(ib)
para todo i € I,j € ann(l),byl’ € B, es decir, 0 = r(ib) # 0, por lo tanto, existen
Jo € ann(I),by € B, tal que r = joby € (ann(l))B, con lo cual se concluye finalmente que
(ann(I))B = ann(IB). =

Sea (R, m,F,) anillo local, de la proposicién anterior se tiene que £(ann(m)) = ¢(ann(mB)),
vr(m) = L(m/m?) = ((mB/m?B) = vg(mB). Es decir R es anillo de Frobenius si y sélo
si 1 = l(ann(m)) = L(ann(mB)) = 1 si y sblo si B es anillo de Frobenius, més atn si
B ={a,...,a.} es conjunto R-generador minimal para m entonces 3 = {ay,...,a&,} es
conjunto B-generador minimal de mB.

Lema 3.1.15 (Lema de Hansel) Sea R un anillo, sea u € R* y f € R[z| tal que

Para g; polinomios coprimos a pares, entonces, existen ¢i, ..., g, € R[x] tales que:
1. q1,...,9, SOn COPriMos a pares.

2. ug; = g; para cada 1 < <r.
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3. f=g1...9.

Del lema anterior podemos concluir que una factorizacién en producto de elementos
coprimos a pares en F,[z] se puede entender como una factorizacién sobre R.

Lema 3.1.16 Sea (R,m,F,)) un anillo local, f € R[z] polinomio ménico tal que f € F[x]
es de ceros simples en la cerradura algebraica de I, entonces:

1. Existe una familia unica de polinomios basicos irreducibles coprimos a pares

.flaf?a'-'afr € R[.T] tal quef:fle---fr'

2. 51 g1,92,--.,9s € Rlx| son polinomios mdnicos tales que f = [] g;, entonces r > s
i=1
y existe una particion {U;};_; C {1,2,...,r} tal que g; = [y, fj- Es decir, los
polinomios g; son coprimos a pares.

3. Sigi,...,gr son polinomios basicos irreducibles tales que f es un asociado de Hle 9i,
entonces r = k y existe una permutacion o tal que para cada 1 < i < r f; es asociado

con gg(i) .

Demostracién. Sea f € R[r] polinomio ménico, sea fi...., f, la descomposicién en
factores irreducibles de f € F,), como f tiene ceros simples en la cerradura algebraica
de [Fy, f; son polinomios coprimos a pares, por lo tanto, del lema de Hansel, existe una
familia fi,..., f, € R[z] de polinomios coprimos a pares, tales que f = [[_, fi. La
unicidad de esta familia es consecuencia de la unicidad de la descomposicién unica en
factores irreducibles de f, lo cual demuestra 1).

Supongamos que f = gigz . . . gs, por lo tanto, al tomar sus imagenes en [y, se tiene que
f=GiGa-..Js, como los polinomios {f;} son la descomposicién irreducible de f, implica
que r > s. Por otro lado, sea para cada 1 <1i < s sea fi fi ..., fl"z la descomposicion en

factores irreducibles de g; en F,, tal que g; = fifi... fi, entonces:

Ademds como f tiene ceros simples, todos los f;’ son distintos para cada 1 <7< sy
1 < j <;. Como la factorizacién en factores irreducibles es tnica, para cada 1 < i < s
el conjunto {1,2,...,[;} se corresponde con un subconjunto de {1,2,...,r} digamos U;.
Luego es claro que {U;};_; forma una particién de {1,2,...,r} tal que g; = [[;, fi-

El dltimo punto es inmediato del punto anterior y de la definiciéon de polinomio basico
irreducible.

[ ]
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Del lema anterior, sea (R, m,F,) anillo local y tomemos n € N tal que (n,q) = 1. Si
v € R*, entonces el polinomio ™ — v tiene raices simples en la cerradura algebraica de
[F, por lo tanto, se cumple el lema, pues como (n,¢) = 1 no puede tener dos raices de la
unidad iguales pues [} es grupo ciclico. Es decir podemos descomponer a 2" — v como
producto de polinomios bésicos irreducibles coprimos a pares en el anillo R[x].

Notacién 3.1.17 1. Si h es un factor de 2™ —~ o de x™ — v~ entonces h := MT_” 0
h = :Cn_h”_ , seqin sea el caso.

2. Para cada a € Fys, a™ denotdra la representacion de a en Ts. Para cada h =
ap + ayT + -+ a/T" € Fus[T] el polinomio ay® + a;°*T + --- + a*T" € B[T)] serd
denotado por h™s

3. El GR(A, s)-submddulo de M, (3}_, altay,. .., S agjozl-, serd denotado por Ha*.

En este punto estamos en condiciones de poder describir la estructura algebraica de
los cédigos constaciclicos sobre un anillo finito de §3 de longitud primo relativo con la
caracteristica del campo residual del anillo.

Teorema 3.1.18 Sea (R,m,F,) € §3, v € R*, Ur(R), & = {a1,...,0q_2} un conjunto
minimal R-generador de >, T y T, definidos anterioremente. C' un codigo y-constaciclico
de longitud n sobre R con (n,q) = 1. Sea fi,..., f, la descomposicion inica en factores
mdnicos bdsicos irreducibles coprimos a pares de x™ — v y sea s; = deg(f;). Entonces,
existen una coleccion unica de polinomios monicos Fy, Fy, F3, Fy, y unicos subconjuntos
Us,Us,...,U_o de [1,...,7], y para cada i € {2,...,1 — 2} y cada u € U;, una unica
matriz (i — 1) x (I —2) sobre Fysu, tal que:

.Z. fL‘n - /y - FOF1F3F4 H’U,EUQ fu tee HUGUZ_Q fu
2. C = (m2ﬁl,mﬁ’3,ﬁ’4, (Hu>gsufu Tu € Ui;% z>

9 |C| _ ql deg(Fy)+(1—1) deg(F3)+deg(F1)+2 Zu€U2 Su+-+(1—2) ZueUqu '

3.2. (Cbdigos constaciclicos sobre anillos finitos de Fro-
benius locales no encadenados
Hasta ese punto hemos preparado lo necesario para poder hacer un estudio adecuado

de los codigos v-constaciclicos sobre anillos. Ahora procederemos a calcular el cédigo dual
de algunos de estos codigos.
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Definicién 3.2.1 Sea R un anillo finito, v € R* y o, : R* — R" dado por o,((ag, a1, ...,an-1)) =
(Yan—_1,a9,as,...,a,_2). Un cédigo vy-constaciclico de longitud n es un R-submddulo de
R™ invariante bajo o.,.

Es facil ver que C' es codigo constaciclico si y s6lo si su imagen en el anillo cociente
R[z]/{x™—~) es un ideal. Por otra parte, denotaremos por F3 a la familia de anillos finitos
de Frobenius locales no encadenados con indice de nilpotencia 3.

Proposicién 3.2.2 Sea (R,m,F,) un anillo local, sea T C R conjunto de representantes
deF,, M un R-médulo y {oy ..., a1} conjunto R-generador minimal de M. Entonces para
cada 0 < k < | = dimg,(M/mM) los R-submddulos de M entre M y mM de longitud
k+(r(mM) estin en correspondencia 1-1 con las matrices H € My (F,) reducidas. Mds

ain la matriz H = (a;;) se corresponde con el submddulo (Y"1 | ay;c, ..., > o | Ggioy) +
mM.
P . — l - = ! - =
Demostracién. La matriz H = (a;;) se corresponde con (> ., G1i, ..., Y . Gki04)
: . l _ I .
como F -subespacio vectorial de M/mM, entonces (> ,_, a0, ..., > . Qgi@;) es un R-

médulo de m/mM, y por el teorema de correspondencia existe una relacién biounivoca
con <Z§:1 a0, . . ., 22:1 apiog) +mM. m

Sea (R, m,F,) € §3, por lo tanto, como R es anillo de Frobenius su tnico ideal minimal
esta dado por m?, es decir, para todo I ideal no trivial de R se tiene que m?> C I C m, la
proposiciéon anteior nos permite calcular de manera explicita todos los ideales de R.

Corolario 3.2.3 Sea (R,m,F,) € f5,l = (r(R), @ = {1, ..., q_2} conjunto R-generador
minimal de m, f € R[z] polinomio bdsico irreducible mdnico tal que deg f = s, sea B la
extension separable de R generado por f. Entonces para cada k € {2,...,1 — 2} estdn en
correspondencia 1-1 con las (k — 1) x (k — 1) matrices irreducibles escalonadas sobre [Fs.

Demostracién. Sea (R, m,F,) € §3, sea f € R[x] polinomio ménico bésico irreduci-
ble de grado s, sea B la extension separable generada por f, en la proposicion anterior
tomemos M = mB como B-mdédulo, los ideales de longitud a + ¢(m?B) = a + 1 para
cada 0 < a < | — 2 estdn en correspondencia 1-1 con las matrices a x (I — 2). Es decir
los ideales de longitud k € {2,...,] — 2} estan en correspondencia 1-1 con las matrices
(k—1) x (I —2) sobre F;: m

Ahora consideremos B como la extensién separable de R € §3 con [ = (g(R), sea [
ideal de longitud & € {2,...,1 — 2} y sea H € M_1)x1-2)[Fqs] la matriz en correspon-
dencia con I. Como ¢(R) = ((I) + {(ann(I)), entonces el ideal ann(I) se corresponde con
una matriz (((R) — k — 1) x (I — 2), en este caso denotaremos por H*.
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A forma de ejemplo consideremos el siguiente anillo R = GF(2)[X,Y,Z W]|/(XZ —
XY, XW — XY, YZ — XY, YW — XY, ZW — XY, X% Y? Z2.W?) claramente es anillo
local con {z,y, z,w} como su conjunto R-generador minimal del maximal m. Ademads se
sabe que ¢(R) = 6. Es decir por el corolario de la proposicién anterior basta con calcular
las (1 x 4),(2 x 4),(3 x 4), son las siguientes:

1. Matrices (1 x 4):

(1,@1,&2,@3), (07 17b1a b2>7 (0707 ]‘76)7 (ana 07 1)

2. Matrices (2 x 4):

].Od1 d2
(01d3 d4>’
0 1
(oo

3. Matrices (3 x 4):

100 m 10 n O 1000 0100
010m |,{l01nof,lo010],l0010
00 1 my 00 0 1 0001 000 1

Por lo tanto y de acuerdo con la proposiciéon anterior los ideales del anillo R son, (0),
m? = (xy), m = (z,y, z,w), R, y los ideales que se encuentran entre m? y m.

1. Ideales de longitud 1: (x 4+ a1y 4 asz + agw), (y + bz + bw), (z + cw), (w)

2. Ideales de longitud 2: (z + diz + dow,y + dsz + dgw), (x + e1y + eqw, z + ezw),
<I + fly + f2z7w>7 <y + qiw, z + 92w>7 <y + hZ,U)>, <Z, ’UJ)

3. Ideales de longitud 3: (z, myw, y+maow, z+mgw), (x+n,1z,y+ngz, w), (x+oy, z, w),
(y, z,w).

De esta forma hemos desarrollado las herramientas necesarias para poder describir la
estructura de un cédigo sobre el anillo de Frobenius.

Teorema 3.2.4 Sea (R,m,F,) € f3, v € R*, £ = (g(R), (o) = {a,...,01_5} conjun-
to minimal R-generador de m, luego entonces sea C' un codigo y-constaciclico sobre R
de longitud n con (n,q) = 1. fi,..., fr polinomios ménicos irreducicles coprimos a pa-
res tales que t" — v = f1,..., fr y s; = deg(fi;). Entonces, existen inicos polinomios
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monicos Fy, Fy, F5, Fy. y tnicos subconjuntos Us,Us,....U_o de [1,...,7], y para cada
i€ {2,...,01 =2} y cada u € U, una unica matriz (i — 1) x (I —2) matriz reducida
escalonada sobre Fs., tal que:

w (" — vy = Fy i F3Fy HuEU Jur- HuEUlf2 fu-

s O = (m2F1,mF3,F4, (Hu>gsufu U € Ui;%

. ’C‘ _ ql deg(Fa)+(1—1) deg(F3)+deg(F1)+2 ZueUQ Su44+2 ZueUl,g Su'

Demostracién. De lo visto anteriormente existe {Uy, Uy, . .., U;} particién de [1, ... r].
Para cada i € {2,...,l — 2} y para cada u € U;, podemos construir entonces la corres-
pondiente matriz reducida (i — 1) x (I — 2), tales que:

w' [ fom [ fu [ for (Ho)r, (@) fu s w € USS).

”LL¢U1 uelU;_q uel;

Luego basta con tomar Fj := HueUi fuparai € {0,1}, F3 := HueUH fuy Fy = HueUl fus
y la existencia queda entonces demostrada.
Por otro lado para la unicidad, sea Vs, ..., V,_5 C [1,r] particién y Gy, G1, G3, G4 poli-

nomios ménicos tales que 2"~y = GoG1G3Ga [ [ ey, fo - Tloey, , foy C = (m? Go, mGs, Gy, (H
w € NIZ3W;, luego existe una particién Yy, Y3, Y3, Y, del intervalo [1,n] \ [Va N --- N Vs,
tal que G; =[]y, fy; ¥ los polinomios Go, G1,G3,Ga y {fulv € NiZ2V;} son coprimos a
pares.

Por lo tanto se tiene que:

R[$]/<$ - 7> = <é > S <é1> D <Cj3> D <é4> S @UEV2<fv> b---D @UEVl—Q <fv>

Ademas:

C= <m2é1> <mG3> S G4 ¥ @UE% <( )Tsv fv> - D EBUEVl 2<(Hv)gsv fv> =

= Byevi (M2f,)) © Byevs(Mfy) ® Byeyy (fy) © Boery (Ho)a fo) ® -+ - ® Boevi, (Hy)a™ fo)

Lo cual muestra la unicidad. =
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