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RESUMEN

Este trabajo versa sobre el estado del arte del nimero de cruce rec-
tilineo del grafo completo. Se presentan algunos de los avances mas
significativos sobre el problema de minimizar dicho niimero. En par-
ticular presentamos los conceptos de j-aristas, k- conjuntos, mutacién
secuencias circulares, duplicacion de puntos y algunos patrones que
recopilan la informacién del nimero de cruce rectilineo. Por medio de
estos se consiguieron las mejores cotas inferiores y superiores.

Para este problema el uso de computadores en busca de una so-
lucion ha sido primordial, por lo que también seran descritos algorit-
mos que faciliten este calculo, en particular un algoritmo de tiempo

O(n?log(n)) para calcular los cruces de cualquier grafo geométrico.
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ABSTRACT

This work presents the state of the art on the research on the recti-
linear crossing number of the complete graph. We highlight some the
most significant progress on the problem of minimizing this number.
In particular we study concepts of j-edges, k-sets, mutation, circu-
lar sequences, duplication of points, and some patterns that collect
the information of the rectilinear crossing number. These have been
instrumental in obtaining the best lower and upper bounds for this
number. The use of computers have been instrumental for obtaining
the upper bound. We describe the algorithms used in obtaining the
upper bound. We also describe an O(n?logn) time algorithm for com-
puting the number of pairs of edges that cross in a given geometric

graph.
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INTRODUCCION

El problema del nimero de cruce en grafos, consiste en dado un
grafo encontrar el minimo de cruces entre sus aristas sobre todos los
dibujos del grafo. Donde cada cruce es la interseccion de dos aristas,
menos en el caso en que se unan en sus extremos. Existen diversas
variantes del niimero de cruce como el algebraico, pseudolineal, recti-

lineo ete.

David Eppstein [18] enuncié6 las primeras referencias donde apa-
rece el interés en minimizar cruces. Estos se remontan a la sociolo-
gia, en el area de sociometria, especialmente por la construccion de
diagramas de interaccién, en los que cuanto menor sea el namero de

cruce mejor es el diagrama.

La primera vez que fue estudiado el problema de calcular la me-
nor cantidad de cruces que podia tener el grafo completo para grafos
arbitrarios se le atribuye a Harary y Hill, aunque Paul Edés afirmé
en 1960 que habia estado trabajando en el problema por al menos 20
afnos. Segun algunas notas no publicadas, todo parece indicar que las
primeras investigaciones del problema se deben al artista Inglés Ant-
hony Hill, quien en los afios 50 estableci6 la que es probablemente la

primera conjetura para el nimero de cruce de el grafo completo.

XIII



X1V Introduction

Conjetura 1. El nimero de cruce del grafo completo de n vértices es

(1/64)(n—1)>(n —3)?>  sin es impar
(1/64)(n)(n —2)%(n—4) sin es par.

Alrededor de los afos sesenta Hill comparti6 sus resultados con el
matematico Frank Harary, con quien formalizé los resultados obteni-
dos hasta entonces en [27]. Tiempo después Guy [26] demostré que la
conjetura es cierta para valores de n < 10.

Mientras que en el caso de los grafos completos bipartitos sus ini-
cios se remontan a la Segunda Guerra Mundial cuando el matematico
Paul Turan se encontraba en un campo de trabajo cerca a Budapest,
a continuacion veremos una carta de Turan a Richard Guy que data

del afio 1944 que ilustra la situacion que motivo el problema.

In 1944 our work combattation had the extreme luck to work-thanks
to some very rich comrades-in a brick factory near Budapest. Our
work was to bring out bricks from the ovens where they were made
and carry them on small vehicles which run on rails in some of seve-
ral open stores which happened to be empty. Since we had to settle
a fixed amount of loaded cars daily it was our interest to finish it as
soon as possible. After being loaded in the (rather warm) ovens the
vehicles run smoothly with not much effort; the only trouble arose
at the crossing of two rails. Here the cars jumped out, the bricks fell
down; a lot of extra work and loss of time arose. Having this expe-
rience a number of times it occurred to me why on earth did they
build the rail system so uneconomically; minimizing the number of

crossings the production could be made much more economical.

(E2)))

En la actualidad, el estudio del ntumero de cruce rectilineo esta

en expansion. Este tiene aplicaciones a la geometria computacional y
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combinatoria. En este trabajo estamos interesados principalmente en
el namero de cruce rectilineo.

Esta tesis contiene tres capitulos, los dos primeros proveen he-
rramientas necesarias que muestran tanto la historia del nimero de
cruce general y rectilineo, como algunas técnicas usadas para el desa-
rrollo de los avances que se han hecho para la mejora de cotas. En el
primer capitulo se daran definiciones fundamentales para los siguien-
tes capitulos como grafo, planaridad y algunos ejemplos también re-
sultados requeridos de algoritmos y geometria discreta. En el segundo
capitulo se recopilaran a grandes rasgos los avances en el intento de
establecer el numero de cruce rectilineo, esto se hara en dos secciones,
la primera cubrira las cotas inferiores y la segunda las cotas superio-
res.

Finalmente, el capitulo tres corresponde al estudio de “Counting
the Number of Crossings in Geometric Graphs”, en el que se exhibe
un algoritmo con el cual es posible calcular el nimero de cruces que
posee un grafo rectilineo cualquiera, por medio de este algoritmo esto
se puede hacer en tiempo O(n?log(n)); pero para grafos que perte-
nezcan a ciertas familias se mostrara que puede realizarse en tiempo

cuadratico.






PRELIMINARES

En este capitulo definiremos nociones basicas de teoria de grafos,
algoritmos y geometria combinatoria. También abordaremos algunas
propiedades interesantes y ejemplos imprescindibles para abordar

las temadticas de los capitulos siguientes.

1.1 TEORIA DE GRAFOS

Un grafo G = (E,V) es un par de conjuntos tal que E c [V1?, asi
que los elementos de E son subconjuntos de 2-elementos de V. Los
elementos de V son sus vértices y los de E sus aristas.

Un vértice v es incidente con una arista e si v € e; los dos vértices
incidentes en una arista son sus extremos. El nimero de aristas que
inciden en un vértice v es su grado grado; lo denotamos como dg(v) o
d(v) (en caso de que no haya confusién sobre a que grafo pertenece v).
Dos vértices x,y de G son adyacentes, o vecinos, si {x,y} es una arista
de G; dos aristas e # f son adyacentes si tenen un extremo comun.

Los grafos no vacios y para los cuales cualquier par de vértices es-
tan conectados por un camino en G se dicen conexos. Para la primera

parte de este trabajo estaremos interesados en los grafos completos;
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estos grafos tienen todos sus vértices adyacentes a pares. Al grafo
completo de n vértices lo denotamos como K,,.

Sea r = 2 un entero. Un grafo G = (V,E) se dice r-partito si V ad-
mite una particion en r clases tal que todas las aristas tienen sus
extremos en diferentes clases, los vértices en la misma clase de parti-
cién no deben ser adyacentes.

Un grafo r-partito en el cual cada par de vértices de distintas cla-
ses son adyacentes se dice completo r-partito. Si las cardinalidades de
cada clase de vértices en dicho grafo son n1i,...,n, entonces lo deno-
tamos como K, .. ,,. Los caminos son grafos no vacios P = (V,E) de
laforma V = {xg,x1,...,x%}, E = {xox1,%1%x9,...,x,_1x%} donde los x; son
todos distintos. Si P = x¢,x1,%9,...,X,_1 €S un camino y 2 = 3, entonces
c:=P+xp_1x0 es un ciclo.

Se dice que G’ es un subgrafo de G, si su conjunto de vértices y su
conjunto de aristas son respectivamente subconjuntos de los conjun-
tos de vértices y aristas de G, denotado G’ = G.

Un conjunto de vértices o aristas se dicen independientes si nin-
gun par de sus elementos es adyacente. Un conjunto M de aristas
independientes en un grafo G = (V,E) es llamado un emparejamiento.
M es un emparejamiento de U < V si todo vértice en U es incidente
con una arista en M. Los vértices en U se dicen emparejados por M.

Sin embargo un dibujo de un grafo en el que sus vértices son repre-
sentados como puntos en el plano Euclideano, sus aristas son repre-
sentadas como curvas simples entre estos puntos y diferentes curvas
solo se intersectan en extremos comunes son llamados grafos planos.
De manera formal un grafo plano es un par (V,E) de conjuntos finitos

con las siguientes propiedades
D VcRr?
(IT) Toda arista es un arco entre dos vértices

(ITT) Aristas diferentes tienen diferentes conjuntos de extremos
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(IV) El interior de una arista no contiene vértices ni puntos de nin-

guna otra arista.

Es natural preguntarse si es posible dibujar cualquier grafo de tal
forma que ningan par de aristas se crucen en un punto que no sea su
extremo comun. La respuesta es no, K5 y K3 3 (ver Figura 1.1) son los

grafos no planos en cierto sentido minimales.

Figura 1.1: K5 y K3 3 respectivamente

Para un grafo abstracto G un encaje planar, es un isomorfismo
entre G y un grafo planar H, este ultimo serd llamado dibujo. Un
dibugjo rectilineo de un grafo G es un dibujo de G en el plano, donde
no mas de dos vértices en el grafo son colineales y sus aristas son

segmentos de lineas rectas.

Para poder enunciar el resultado que caracteriza los grafos plana-
res establecido por el matematico Kazimierz Kuratowski hace falta
conocer dos relaciones de contenencia importantes (subdivisién y me-
nor); una subdivision de X, es el resultado de reemplazar algunas
aristas de X con nuevos caminos entre los extremos, tal que ninguno
de estos caminos tenga un vértice interior en V(x) o en otro nuevo

camino.

Cuando Y contiene una subdivision de X como subgrafo, decimos

que el grafo X es un menor topolégico de Y.
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G

Figura 1.2: H es un menor topolégico de GG

Q w

Figura 1.3: W no es un menor topolégico de GG

Similarmente, al reemplazar los vértices x de X con grafos cone-
xos disjuntos G, y las aristas xy de X con conjuntos no vacios de
aristas G, — G, se produce un grafo que llamaremos IX. De manera
mas formal, un grafo G es un IX si su conjunto de vértices admite
una particion {V, | x € V(X)} en subconjuntos conexos V, tal que vér-
tices distintos xy € X son adyacentes en X si y sé6lo si G contiene una

Vy -V, arista.

Si un grafo Y contiene un IX como subgrafo, entonces X es un

menor de Y.
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= =

Figura 1.4: H es un menor de G

Teorema 1.1 (Kuratowski). Sea G un grafo, las siguientes proposicio-

nes son equivalentes:
(I) G es planar
(II) G no contiene ni a K° ni a K3 3 como menor
(III) G no contiene ni a K® ni a K3 3 como menor topoldgico.

Existen diversas herramientas para verificar la no planaridad de
un grafo, como la formula de Euler; que relaciona la cantidad de vér-
tices |V|, aristas |E| y caras del grafo |F|, entendiendo las caras de
un grafo como las regiones conexas del plano que resultan cuando se
eliminan todos los puntos del plano que estan en el dibujo rectilineo

del grafo.

Teorema 1.2 (Féormula de Euler). Sea G = (E,V) un grafo conexo y

planar, y d un dibujo rectilineo asociado a G, entonces
[VI-I|E|+|F|=2.

Demostracién. Remueva las aristas de G del dibujo en cualquier or-

den. Con cada arista que se remueve hay dos posibilidades:

(1) La arista e separa dos caras diferentes. Al remover e el name-
ro de caras disminuye en 1, pero el nimero de componentes se

mantiene invariante.
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(2) La arista e es incidente a la misma cara en ambos lados. En-
tonces eliminar e incrementa el nimero de componentes en 1y

deja el nimero de caras invariantes.

En el grafo inicial tenemos una componente y |F| caras. El grafo
final esta formado por v componentes y una cara. Por tanto, el nimero
de las aristas removidas de tipo 1y 2 fue |F —1| y |V — 1| respectiva-
mente. De aqui que |[E|=|F-1|+|V —-1] O

En ocasiones al querer probar que un grafo es no planar el uso del
Teorema de Kuratowski puede resultar complicado, una manera mas

facil para decidir viene dada por el siguiente resultado

Corolario 1.3. Si G =(E,V) es un grafo conexo y planar entonces las

siguientes afirmaciones se cumplen
(I) Si|V|=3entonces |E|<3|V|-6.
(I1) Si |V| =3y no existen ciclos de longitud 3, |[E| <2|V|—4.

Demostracién. Sea [}, el nimero de caras con % aristas en la frontera,
claramente Z fr="F.

Si se cuentan las aristas en la frontera de todas las caras, conta-
mos toda arista a lo mas dos veces, es decir Zkfk =2|E|. Como cada
cara tiene al menos 3 aristas en su frontera, entonces 2|E| = 3|F|. Re-
emplazando esto en tenemos |E| < 3|E|-3|F|=3|V|-6.

De otro lado, si G no posee 3-ciclos toda cara tiene al menos 4
aristas en su frontera asi 2|E| = 4|F|, por tanto 2|V|-4=2|E|-2|F| =
|E|. O

Tomando en consideracién el Corolario 1.3 y dado que K33 tiene
6 vértices, 9 aristas y ningun ciclo de longitud 3 por el punto (II) no

puede ser planar, K5 no verifica (I) asi que tampoco es planar.



Rudimentos de geometria combinatoria y algoritmos 7

1.2 RUDIMENTOS DE GEOMETRIA COMBINATORIA Y ALGORITMOS

Al trabajar en geometria combinatoria estamos interesados en cier-
tos conjuntos que no tengan coincidencias no deseadas, en particular
un conjunto de puntos esta en posicién general si no tiene 3 puntos
colineales. Un conjunto C c R? es convexo si para cada par de puntos
x,y € C el segmento xy esta contenido en C.

En la mayor parte de este trabajo nos concentraremos en el com-
portamiento asintético de funciones que dependen del tamaiio del con-
junto de puntos. Para ordenar en forma creciente una lista de name-
ros existen diferentes algoritmos como Quicksort y Heapsort, este dl-
timo algoritmo se usa para ordenar de manera no recursiva, no esta-
ble, con complejidad computacional ©(nlogn). Diferentes algoritmos
requieren posiblemente una cantidad diferente de pasos para reali-
zarlos, para listas con una cantidad grande de niimeros queremos ver
el comportamiento asintético, para hacer mas compacta la escritura

de ciertas funciones haremos uso de la siguiente notacion:

e f(n) se dice O(g(n)) si existen ¢ >0y ng € N tales que f(n) <
cg(n) para todo n = ny.

e f(n) se dice Q(g(n)) si existen ¢ >0 y ng € N tales que f(n) =

cg(n) para todo n = ny.

e f(n)sedice O(g(n)) siexisten ci,c9 =1y ngeNtales que kg(n) <
f(n) <cg(n) para todo n = ny.
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NUMERO DE CRUCE

Este capitulo sera dedicado a la historia y desarrollo de anvances
sobre el numero de cruces, especificamente el nimero de cruce recti-
lineo del grafo completo K,,. Las técnicas y construcciones empleadas

aqui han sido de gran relevancia.

El niimero de cruce de un grafo simple G se denota por cr(G) y es
definido como el nimero minimo de pares de aristas que se cruzan
en cualquier dibujo de GG en el plano. Si ahora en lugar de considerar
cualquier dibujo nos restringimos a la clase de los dibujos rectilineos,
entonces se tiene el niimero de cruce rectilineo ¢r(G) de un grafo G,
este es el nimero minimo de pares de aristas del grafo que se cruzan
en cualquier dibujo rectilineo.

El problema del niimero de cruces del grafo bipartito tuvo sus ori-
genes en un campo de trabajo especificamente en una fabrica de la-
drillos donde Turan era prisionero, todos los hornos donde se hacian
ladrillos estaban conectados con todos los patios de almacenamiento,
el trabajo se volvia realmente complicado en los cruces, los ladrillos
se caian lo que generaba perdidas y problemas, a Turan se le ocurrio

que este problema debia poder minimizarse. Zarankiewicz y Turan se

9
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conocieron en la primera visita de Turan a Polonia donde le comen-
to el problema. Zarankiewicz pensé haber resuelto el problema, pero
esta demostracion presentaba problemas y hasta la fecha no ha sido

probado, dando paso a la siguiente conjetura.

Conjetura 2.1 (Zarankiewicz). [40]

o= 2125 (2] 252

Esta Conjetura se ha comprobado para ciertos valores de m y n
[25]. Existe una construccion que alcanza esta cota: Sea [m] =2s y
[n] = 2t y definamos los siguientes conjuntos X = {(—a,0),(+a,0): 0 <
a<styY ={0,-b),(0,+b): 0 <b <t} si m o n es impar borre un punto
de X o Y. Finalmente, conecte cada punto en X por un segmento de

recta con cada puntode Y.

Lo que nos lleva a que en el momento que se pruebe la conjetura
se tendra que cr(K,, ,) = cr(Kp, ). Esto desencadeno el interes sobre

el calculo del cr(K},). Guy [26] probé que el namero de cruce rectilineo
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y el namero de cruce pueden diferir, para esto mostré que cr(Kg) =18
y cr(Kg) = 19.

Teorema 2.2. Para todo entero positivo m existe un grajfo con cr(G) =
4yer(@G)=m.

Demostracién. Una concha es un dibujo como el de la figura 2.1, cons-
ta de dos trayectorias de longitud dos, donde solamente los vértices
interiores estan en la cara exterior. Claramente este dibujo no se pue-

de realizar de manera rectilinea.

En el grafo de la figura 2.2, para cada arista en negrilla trace m
dos trayectorias estas seran consideradas las aristas gruesas, las res-
tantes se llamaran delgadas. Un dibujo rectilineo tendra cruces entre
las aristas gruesas o entre una gruesa y una delgada, esto pasa pues
en alguna de las dos partes aparecera una concha. El grafo que resul-

ta de esto verifica el Teorema.

Figura 2.1: Dibujo de una concha
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Figura 2.2: construccion

O

Este teorema deja claro cuan grande puede ser la diferencia entre

estos dos valores, la construccion anterior se debe a Bienstock y Dean
3

cm pa_

n2
ra alguna constante c. La primera prueba fue dada por Szemerédi [7].

[10]. Erdés y Guy [19] conjeturaron que el nimero de cruce es

El siguiente resutado es una cota inferior para el nimero de cruce de
un grafo que es, salvo la constante 6ptima para grafos con un nimero

de aristas mayor que lineal.

Teorema 2.3. /31][Lema de los cruces] Sea G un grafo simple con n

vértices y m aristas. Si m = 4n entonces cr(G) = 6%1':—23

Demostracién. Fijemos un dibujo de G con nimero minimal de cruces
y construyamos aleatoriamente un subgrafo de H como sigue. Consi-
dere una moneda que sale cara con probabilidad p. El grafo H es
construido arrojando la moneda para cada vértice v de G, si la mone-
da cae en cara, entonces se elige v para H, de otra forma no. El grafo
H es el grafo inducido por los vértices aceptados.

Sean n(H)y m(H) el nimero de vértices y aristas de H. Sea cruce(H)

el nimero de cruces en el dibujo inducido por H, claramente cruce(H) =
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cr(H). Como H es un grafo aleatorio estas cantidades son variables
aleatorias. Los valores esperados son faciles de calcular, por ejemplo
para que aparezca una arista dada en el grafo inducido, se tiene que

cumplir que se elijan sus extremos; esto pasa con probabilidad p?

En(H)]=p-n(G)
E[m(H)] = p*-m(@)
Elcruce(H)] = p*-cr(@)

Los vértices se eligen con probabilidad p. Recordemos que para todo
grafo G, con n vértices y m aristas, tenemos un subgrafo minimal
planar H', toda arista que no esta en H' se cruza con alguna arista de
H'y como H' tiene a lo mas 3n — 6 aristas tenemos que todo grafo con

las caracteristicas ya dichas tiene al menos m — 3n +6.

Por lo que cruce(H)-m(H)+ 3n(H) = 0, si se aplica esperanza a

ambos lados

El(cruce(H))—m(H)+3n(H)]=0
El(cruce(H))] = Elm(H)] - E[3n(H)]
p4 -er(@)) = p2 -m(G)-3p-n(@)
m(G) 3n(G)

er(@) 2 o

Ahora escojamos p = %‘, de hipotesis tenemos m = 4n, reempla-

zando este valor de p tenemos

m3 3m3 1 m3

Q)= _ -
er@) = 1e s " 6an? 6dn?
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El objetivo es mejorar la constante, algunas mejoras se han con-
seguido aplicando el método probabilistico a una desigualdad de la

forma

cr(G)=tm — ((%) + St) n.

Pach y Téth [34] mejoraron la constante de 6—14 ~ 0.015 a 0,029. La
dltima mejora de la constante de nimero de cruce se debe a Pach,

Tardos y Téth [35], 1a nueva constante es 0,31.

Teorema 2.4. Si G es un grajfo con n vértices y m > 6n aristas, enton-

1 md
ces cr(@) = 36T

Saber el nuimero de cruce de un grafo dado es un problema NP-
COMPLETO esto fue demostrado por Garey y Johnson [22], por tanto
el desarrollo de esta area se ha enfocado en el estudio de familias par-
ticulares de grafos, como los grafos completos que veremos durante
este capitulo. De hecho una conjetura famosa para grafos completos

es la conjetura de Harary y Hill [28] en la que se establece que

Conjetura 2.5 (Harary y Hill).

o= 2122252 52

En [11] los autores probaron que la formula anterior es una co-

ta superior. Los valores para el namero de cruce rectilineo para K,
para n <7 , son faciles de calcular, Guy [26] determino el valor de
cr(Kg) y cr(Ky). Luego Aichholzer et al. usaron estos datos para am-
pliar los valores de ¢r(K,,) para n < 27, a finales del 2016 probaron que
cr(Kig) = 1029, Aichholzer logré probar sin el uso de computadora el
valor de ¢r(K,) para n impar con 11 <n < 17.

La conjetura 2.5 s6lo se ha probado para n < 12. La siguiente cons-
truccion de Hill [27] fue popularizada por Guy, en esta construccion se

producen dibujos cilindricos, que son dibujos en los que los vértices se
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dibujan en dos circulos concéntricos de manera balanceada que seran
las tapas del cilindro y donde ninguna arista intersecta a estos circu-
los; dentro de cada circulo se dibujan de manera rectilinea las aristas,
los vértices que van de un circulo a otro se unen por medio de geodé-
sicas, véase figura 2.3. Esta construcciéon garantiza que la conjetura

es una cota superior de la ecuacion 2.5.

Figura 2.3: Dibujo cilindrico de Ko

En 1865 Sylvester se pregunto por la probabilidad de que cuatro
puntos escogidos aleatoriamente en un conjunto R c R? tenga por cie-
rre convexo a un cuadrilatero. Dependiendo de R y la distribucién de
probabilidad usada para elegir puntos de R, un nimero diferente de
soluciones es posible. Sea R un area finita y abierta Scheinerman y

Wilf [37] consideraron g, = lim, cr((,{{)").
4

La idea es minimizar la cantidad de cruces para un dibujo rectili-
neo dado, una buena forma de hacerlo seria encontrar una distribu-

cién que minimice la probabilidad de encontrar cuadrilateros conve-
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XO0S.

Teorema 2.6. [37][El problema de los cuatro puntos de Sylvester]

Existe una constante v tal que 0 <v <ooy

1 cr(Ky) cr(K,)

v = lim = sup

— n n

n—co (3 v ()

Demostracién. Consideremos la sucesiéon A,, = %, como cr(K,) <
4

() esta sucesion esta acotada por 1.

Sean m < n y H un dibujo rectilineo de K, tal que cr(K,) = cr(H).
Sea B un subgrafo inducido de H por un conjunto de m vértices, asi
cr(B) cuenta las intersecciones de aristas que hay en B.

Note que por cada interseccion hay cuatro vértices relacionados
con ellos, en total hay ( ";L __i) subgrafos inducidos de H con m vértices,
las intersecciones se han contado ( __i) veces, de aqui

n
m

(” _4)5(&1) > (n)ﬁ(Km).
m-—4 m

Recordemos que
()
() (D

asique A, = A,,. Como la sucesion es monotona y acotada el resultado

_ ()

se tiene. O

Teorema 2.7. La constante v, coincide con el limite cuando n tiende

a infinito del niimero de cruce rectilineo

g, = lim cr(Kpy)
= Im —a—
n=co (1)

q « se conoce como la constante de cruce rectilineo.
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2.1 COTAS INFERIORES PARA EL NUMERO DE CRUCE RECTILINEO
PARA EL GRAFO COMPLETO

A continuacion nos interesa conocer algunas de las herramientas
que ayudaron a minimizar el nimero de cruces para los grafos com-
pletos. En principio las mejores cotas inferiores para este concepto
se obtuvieron por medio de los grafos para los cuales se conocia el
valor su nimero de cruce rectilineo, por ejemplo ¢cr(K5) = 1 entonces
¢r(K,) = £(7}), Wagner [38] fue el primero en usar una manera diferen-
te de aproximacién y probé que v = 0.3288, luego por medio de secuen-
cias permitidas Lovaz et al. [32] probaron que v = % = 0.375. Balogh
y Salazar [8] refinaron la técnica dando como resultado v = 0.37533.
Dado un conjunto de n puntos del plano en posicién general S, cada
pareja de puntos u y v definen una recta orientada. Sea uv la recta
orientada que pasa por los puntos u y v, si a la derecha de esta recta
quedan exactamente j puntos del conjunto S, diremos que uv es una
J-arista. Denotemos e ;(S) el nimero j-aristas del conjunto S.

Un subconjunto 7' < S, de cardinal &, es un k-conjunto si Ty S\ T
pueden ser separados por una recta, el nimero de k-conjuntos de S
sera denotado g (S).

Este par de conceptos estan estrechamente relacionados con el
problema del nimero cruce, para esto es necesario acotar en térmi-
nos de |S| el minimo de j-aristas que puede tener un conjunto S.

De manera breve y presentando en el orden que han sido desarro-
llados haremos un recuento de los avances del calculo de cotas infe-
riores para el nimero de cruces.

Abrego y Fernandez- Merchant [1] encontraron una relacién entre
el vector de j-aristas de un conjunto S con el nimero de cuadrilateros

convexos que contiene.

Teorema 2.8. Si S es un conjunto de puntos en posicion general,

ej(S)=g;+1(S) para todo 0 < j<n-2.
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Demostracién. Para cada (j+1)- conjunto 7', existe una unica j-arista
que tiene T a su derecha y tal que p € S\T y q € T. Reciprocamente, a
una j-arista que deja al conjunto 7’ a su derecha, le podemos asignar

el ( + 1)- conjunto 7" U{q}. Esta relacién es una biyeccién. O

Al considerar las j-aristas orientadas, si uv es una j-arista, enton-
ces vu es una (n — j — 2)-arista asi que e ;(S) = e, _;_2(S), por esto solo
estamos interesados las e; con j < ”7_2 De manera similar se tiene

que gr(S) = gn—r(S).

ion 2.9. =2 _ari rectas bisec-
Observacion 2.9. Las "22 aristas se conocen como las rectas b

trices de S. El namero de rectas bisectrices de S se denotara b(s).

Teorema 2.10. [13] Para cualquier conjunto n puntos en posicion ge-

neral se tiene que b(n) = O(ng).

Teorema 2.11. /20] Sea S un conjunto de n puntos del plano en posi-
cion general, y sea T un k-conjuntode S.Si 0<j < ”7_2, el nimero de

j-aristas uv talesque u € T y v € S\T es exactamente min{k,n—Fk, j+1}.

Teorema 2.12. [32] Si S es un conjunto de n puntos en posicion gene-

raly j< ”7_2, se tiene que e j(S) = 2j + 3. Ademds, la cota es optima

Demostracién. Sea j < ”7_3 y sea uv una j-arista de S. Consideremos

una recta / paralela a la j-arista uv, y tal que |I* NS| =2 con " el se-
miplano a la derecha de la recta orientada /. Segun el Teorema 2.11,
el numero de aristas definidas por un punto a cada lado de / es exac-
tamente 2min{j +1,j+2,n—j—2} = 2(j + 1); como j < nT_?’ al agregar

la arista uv se tiene el resultado. O]

En adelante consideraremos b(n):=e %(n). Los tltimos avances en
el problema de determinar el valor exacto de b(n) se deben a Abrego,
Fernandez- Merchant et al., que han obtenido cotas inferiores para
b(n) = O(n?7€) que alcanzan las construcciones de Aichhélzer hasta
n =26.
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En un principio se pensaba que era necesario encontrar conjuntos
de n puntos con muchas rectas bisectrices, pues existen distribuciones
de puntos en las que se alcanzan los valores 6ptimos de las rectas
bisectrices y minimo nimero de cruce rectilineo, apesar de esto no
existe una formula que establezca la relacion de hecho se ha visto que
esto no es cierto; para K4 que tiene nimero de cruce rectilineo igual a
cero y 3 rectas bisectrices.

Una de las técnicas para crear conjuntos con muchas rectas bisec-
trices es la duplicacién de puntos, que consiste en reemplazar cada
punto del conjunto S por dos puntos, de tal forma que la recta defini-
da por estos sea bisectriz. De manera mas formal si uv es una recta
bisectriz de S, y reemplazamos los puntos u y v por los puntos u1,
ug, v1y vz de tal manera que las rectas formadas por los puntos u;v;
dividan S como lo hacia uv, dos de las rectas u;v; son bisectrices del
nuevo conjunto, asi que esto duplica el nuimero de bisectrices, una
mejor descripcion de esta técnica sera dada en la siguiente seccion.

Esta cota se ha conseguido mejorar implementando diversas téc-
nicas. El concepto de j-aristas puede refinarse un poco mas. Sea k <
% —1, una arista uv es una (< k)-arista de S si a la derecha de la rec-
ta definida por uv hay como mucho £ puntos de S. La cantidad de
(< k)-aristas de S se denotara E ;(S).

;
Observacion 2.13. Note que E;(S) = Z ¢;(S). Para n par se tiene
i=0

que E n-2 S)= ('2’) +%b(S ), pues las aristas bisectrices se cuentan doble.

En adelante nos concentraremos en el problema del numero de
cruce rectilineo. De manera intuitiva observemos que cada vez que
tenemos 4 puntos en el plano estos pueden estar en posiciéon convexa
(aquellos cuyo cierre convexo es un cuadrilatero), o puede ocurrir que
uno de ellos este contenido en el triangulo generado por los otros 3
puntos. Como estamos considerando el grafo completo, debemos ana-

lizar que ocurre al dibujar los segmentos de recta que unen a todos los
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puntos entre si. De lo anterior sabemos que el nimero de cuadrilate-

ros convexos generados por S denotado por [L1(S), coincide con ¢cr(S).

Teorema 2.14. Un conjunto de cinco puntos en posicion general en el

plano siempre determina al menos un cuadrildtero convexo.

Esto implica que [(S)(n —4) = () y por tanto [I(S) = () para todo
conjunto S de n puntos, lo interesante es determinar buenas cotas
para la constante que acomparna el coeficiente binomial.

Ahora, veremos unas cuantas de las herramientas empleadas para
calcular cotas inferiores para cr(K,). El estudio del nimero de cruce
rectilineo lleva mas de 40 ainos, pese a eso los avances mas relevantes
se han dado en los dltimos anos.

Lovéasz et al. [32], Abrego y Fernandez- Merchant et al. [1] de-
mostraron de forma independiente la siguiente relaciéon entre [y el

numero de j- aristas.

Teorema 2.15. Sea S un conjunto de n puntos del plano en posicion
general,
J n-—2 2 3(n
LIS) = S)|—-Jj| —=
(S) Zn—Ze]( )( 9 J) 4(3

ASSN

Demostracién. Sea A(S) en numero de 4-tuplas no convexas de S. Sa-
bemos que 4L1(S)+ 6A(S) = (Z) Consideremos las 4-tuplas ordenadas
(u,v,w,z) tales que w esta a la derecha de la recta dirigida uv y z a
la izquierda. Cuatro puntos en posicion convexa producen 4 de estas
4-tuplas, mientras que cuatro puntos en posicion no convexa produ-
cen 6. Por tanto S tiene 4[1(S)+6A(S) de estas 4-tuplas. Una j-arista
uv se puede completar a j(n —j—2) 4-tuplas de la forma (u,v,w,z), de

donde
n-2

() + AS) = Y €,(S)j(n—j-2).
Jj=0
n—2
Dado que Z ej(S)=n(n-1)y e;(S)=e,_;_2(S) se obtiene el resulta-
Jj=0

do. O
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Utilizando este Teorema, y la cota del Teorema 2.12 obtenemos
una cota inferior para cr(K,). Pero esta cota se puede mejorar, uti-
lizando el concepto de (< k)-aristas y al hacer el cambio de variable
e;(S)=E ;(S)-E;_1(S). Como resultado se tiene

as)= 3 Ej(S)(n—2j—3)—§(r3L) 2.1)
j<izt

En el Teorema 2.15 simplifiquemos lo obtenido por (%52 - j)2 -
(52-(i+1) =n-2j-3.

Edelsbrunner [17] enuncio la cota E ;(S) = 3(j ;2), pero fue probada
por Lovaz et al. [32] y Abrego y Fernandez- Merchant [1] independien-

temente. Esta cota es 6ptima para j < % -1.

Si se reemplaza esta cota en el Teorema 2.11 se tiene cr(K,) =
%(Z) +0(n3), haciendo uso de un resultado de Welzl [39], Lovész et al.
[32] lograron obtener una pequeiia mejora cr(K;,) = 2(2) +0(n3) con
(e ~1.08 x 107°).

Esta mejora es interesante pues muestra que ¢cr(K,) y cr(K,) son
muy diferentes en su comportamiento asintético, en el término de or-

den n*.

Para saber mas sobre la cota inferior de ¢r(S) o E ;j(S), quisiera-
mos caracterizar o conocer las propiedades de los conjuntos que los
minimizan. El siguiente Lema implica un resultado importante que
nos ayudara con el objetivo planteado anteriormente, para su prueba
es necesario introducir el concepto de mutaciéon, una mutacion ocurre
cuando tres puntos se mueven a través de una colinealidad de manera
continua, para que esto suceda es necesario que el conjunto de puntos
que va a ser movido esté en posicion general salvo en una cantidad
finita de momentos. Cuando mas de dos puntos son colineales, esta
colinealidad no debe involucrar mas de tres puntos y maximo debe

ocurrir una situacion de colinearidad en cada momento.
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q
Jj-1 mutacién
PRI
r J
j-1
D

Se conjeturaba que el cierre convexo de los conjuntos 6ptimos era
un triangulo. Luego Pedro Ramos et al. [6] verificaron el resultado

como lo muestran el Lema 2.16 y el Teorema 2.17.

Lema 2.16. [6] Sea S un conjunto de n puntos del plano en posicion
general. Siempre existe un conjunto S’ cuyo cierre convexo es un tridn-
gulo tal que E ;(S") < E j(S) para todo 0 < j < § — 1.

Demostracion. Sea j< g -1y sea uv una j-arista antes de la muta-
cion. Es decir, antes de la mutacion uw y wv eran (j— 1)-aristas, luego
de la mutacién los indices se intercambian, uv es una (j — 1)-arista
mientras que uw y wv se vuelven j-aristas. Denotemos por S; al con-
junto S en el tiempo ¢, se tiene que e;(Sc) =e;(S_)+1ye;_1(Se) =
e;j-1(S_¢) —1 por lo tanto, para las (=< j)-aristas, E;j(S.) = E;(S_¢) y
E; 1(S)=E;_1(S_)-1.

Sea p un vértice en el cierre convexo y sea [ una recta que pasa
por p y deja a cada lado no més de § puntos de S. Si movemos p en
la direccién de [, y alejandolo del conjunto, las rectas que atraviesa
p estan definidas por dos puntos a un mismo lado de /. Antes de la
mutacion, la arista uv deja del lado de p menos de la mitad de los
puntos asi que, la mutacion disminuye el nimero de (< j)-aristas.

Por tanto, si S tiene mas de tres vértices en el cierre convexo, sean
g1y q2 dos vértices no consecutivos, y elijamos dos direcciones /1 y o

como en el parrafo anterior. Las rectas /1 y /2 se cortan en el interior
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del cierre convexo, asi que al mover los puntos suficientemente lejos,
desaparecen del cierre convexo los vértices entre g1 y g2. Iterando el
procedimiento, terminaremos con un conjunto S’ con cierre convexo
triangular y tal que E j(S') < E (S) para todo 0<j<§—1. O

Teorema 2.17. [6] El cierre convexo de los conjuntos que minimizan

el numero de cuadrildteros convexos es un tridngulo.
Demostracién. De la ecuacién 2.1 tenemos que, si E j(S') < E ;(S) para

todo j entonces [1(S") <[J(S) y por el Lema 2.16 el resultado se tiene.
]

Las figuras 2.4 y 2.5 muestran dibujos de conjuntos de 15 y 75

puntos respectivamente que minimizan el namero de cruce rectilineo

Figura 2.4: conjunto 6ptimo de 15 puntos
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o®

..

Figura 2.5: conjunto 6ptimo de 75 puntos

La mejor cota inferior para el problema de nimero de cruce recti-
lineo se debe a Abrego et al. [2], se prueba haciendo uso del Teorema
2.15, la relacién de [ con E j-aristas y usando el concepto de secuen-
cias circulares y algunas propiedades que definiremos a continuacion.

Para acotar los k-conjuntos, rectas bisectrices y el numero de cru-

ce rectilineo, una herramienta importante son las secuencias de per-
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mutaciones. Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posiciéon
general, con los elementos de S etiquetados del 1 al n, tal que al re-
unir los segmentos de recta que unen estos puntos, no hay segmentos
paralelos. Sea [ una recta dirigida, tal que todos los puntos de S estan
a la izquierda de la recta. Al proyectar los puntos de S ortogonal-
mente sobre S, obtenemos un orden digamos (1,2,...,n). Al girar [ en
sentido antihorario y proyectar de nuevo, en algin momento obten-
dremos una permutaciéon diferente. Continuando con este proceso, al
girar [ 180° tendremos una secuencia de (g) permutaciones. Tal que
dos permutaciones consecutivas difieren solo en una transposicion de
elementos vecinos, y la ultima permutacién es (n,n—1,...,1).

A cada configuracion de puntos en el plano, podemos asignarle una
secuencia circular. Pero hay secuencias que no se pueden representar
geométricamente. Goodman y Pollack [23] también probaron que toda
secuencia de a lo mas 4 valores, si se puede representar.

La mejor cota inferior para el namero de cruce rectilineo actual-

mente es[3]

0.379972(Z ) +0(nd) = T (K.

2.2 COTAS SUPERIORES PARA EL NUMERO DE CRUCE RECTILINEO
PARA EL GRAFO COMPLETO

El problema del nimero de cruce tiene muchas aplicaciones a la
geometria discreta y la ciencia computacional véase [33]. En la pre-
sente seccién veremos los avances sobre las cotas superiores para el
numero de cruces rectilineo, primero veamos un poco de la historia,
a comienzos de los setentas Jensen [30] logré v < 1—78 < 0.3888, Singer
[36] obtuvo v < % < 0.38462. Tiempo después Brodsky [12] construy6
conjuntos de puntos con triangulos anidados no concéntricos.

Durante la primera parte de esta secciéon pondremos nuestra aten-

cién en los algoritmos que llevaron a la obtencion de la mejor co-
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ta superior actual, los dibujos rectilineos de K, estan determinados
por la posicion de sus vértices véase la figura 2.6. En adelante sea
S :={p1,...,pn} un conjunto de puntos en posicién general. Los con-
juntos que minimizan el nimero de cruce tienen un ndmero super
lineal de rectas bisectrices, esto ayuda a que todos tengan un empa-

rejamiento de rectas bisectrices.

Figura 2.6: Dos dibujos rectilineos de K4

2.2.1 Como encontar puntos candidatos recorriendo celdas.
En el proceso de buscar puntos que sean candidatos a reemplazar, es
necesario poder explorar todas las vecindades, en [29] se exhibe un
algoritmo para encontrar conjuntos de puntos con propiedades inva-
riantes dentro de las celdas. Para esto considere el arreglo de lineas
o, generado por las lineas que pasan a través de cada par de pun-
tos de S \ {p}. Sea C una celda de 9 y sea ¢ un punto en C. Note
que cr(S \{p}uU{q}) tiene el mismo valor sin importar la elecciéon de g
siempre que p y q esten en la misma celda.

Este algoritmo se mueve entre celdas adyacentes, y encuentra la
celda que contiene un punto p en tiempo O(n?log(n)), moverse entre
celdas adyacentes y encontrar un punto dentro de ellas toma tiempo
O(log?(n)). Con esto los autores de [5] produjeron una secuencia C =
Cq,...,C,, de celdas consecutivas adyacentes. En cada C; escogemos
un punto ¢; como candidato para reemplazar a p en S. Con esto se
garantiza que ninguna celda haya sido olvidada.

Es posible, que a partir de un grafo completo K,, con pocos cruces
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se pueda extraer otro dibujo rectilineo de un grafo completo de menos
vértices que también posea pocos cruces. Una buena manera es remo-
viendo un punto de S a la vez, para obtener un dibujo mas pequeno.
Para esto se calcula ¢cr(S \ {p}: p € S) y removemos el punto p que
minimiza dicho valor asi se encuentra un dibujo rectilineo de K,,_1.
Al iterar el proceso se puede encontrar un dibujo rectilineo de K,,_;
con pocos cruces. Es necesario resaltar que si en lugar de remover un
punto a la vez se remueven varios se pueden obtener buenos resul-
tados, ademas es posible obtener dibujos que al remover un punto a
la vez no, pero haciendo esto se pierde la velocidad conseguida con el
algoritmo que se presento anteriormente.

El algoritmo anterior exhibe un método para mejorar dibujos recti-
lineos de K, apartir de un dibujo base como conjunto inicial se escogio
el mejor conjunto de puntos conocido, bajado de la pagina de Oswin
Aichholzer [4] en el que al perturbar algunos puntos y calcular nue-
vamente la cantidad de intersecciones podria haber disminuido. Al
mover ciertos candidatos a la vez el resultado es un algoritmo mas

eficiente con tiempo de ejecucién O(n?).

2.2.2 Un algoritmo para calcular ¢r(K,) en tiempo cuadratico.
A continuacién se presenta el agoritmo de Fabila y Lépez [21] para
calcular ¢r(K,), para formalizar la relacién usada en este algoritmo
para determinar [I(S), consideremos un subconjunto C de un espacio
vectorial V, dicho C se dice un cono si para cada x € C y cada escalar
positivo a, el producto ax esta en C, un cono C se dice cono convexo si
ax + By esta en C, Siempre que x,y € C.

Sea (p, q) un par ordenado de puntos distintos en S, y {r,s} un con-
junto de 2 puntos de S\ {p, g}. Decimos que ((p,q),{r,s}) es un patrén.
Un patrén se dice de tipo-A si q cae en el interior del cono convexo con
punta p y acotado por los rayos pr y ps, de otra manera se dice de

tipo-B, el namero de patrones de tipo A y de tipo B en S se denotaran
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respectivamente A(S) y B(S).

Figura 2.7: patrones de tipo A y B respectivamente

Teorema 2.18. [1(S) = w

Demostraciéon. Notemos que por cada conjunto de 4 puntos en posi-
cién convexa tendremos 4 patrones de tipo-A y 8 patrones de tipo-B,
si los 4 puntos no estan en posiciéon convexa obtendremos 3 patro-
nes de tipo-A y 9 de tipo-B, y dado que por cada cuadrilatero convexo
tenemos un cruce, estamos interesados en saber la cantidad de cua-
drilateros convexos en S.

Para esto resolvamos el sistema de ecuaciones

4x+8y=1
3x+9y=0

de donde x = %, y = _Tl luego sumando sobre todos los cuadrilateros

convexos se tiene

3A(S) -B(S)
—+

DS =— 4

O

Dado que todo patrén es o bien de tipo-A o bien de tipo-B, tenemos
que A(S) +B(S) = (n(n —1)(n — 2)(n — 3))/2, luego
nn—-1)(n-2)(n-3)

LI(S) =4A(S) - 5 )
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por tanto basta conocer el valor de A(S) para los conos convexos con
apendice en p. Para esto debemos ordenar los puntos de S \ {p} con
respecto al angulo que forman con p, dualizando S a un conjunto de n
rectas, este arreglo de rectas se puede construir en tiempo O(n?) con

algoritmos estandar.

Lema 2.19. El orden en sentido de las manecillas del reloj de S \ {p}
alrededor de p € S se puede extraer del arreglo de lineas y esto se puede

calcular en tiempo cuadrdtico.

Sean y1,y9,...,¥n-1 los S \ {p} puntos ordenados alrededor de p.
Para 1<i<n-1, empezando en y; y yendo en sentido contrario a las
manecillas del reloj, sea i’ el primer indice tal que el dangulo Zy;py;
es mayor que 7. Seam; talque m; =i'—i méd(n—-1)yl<m;<n-1.
Para 1 <j<m;—1, hay exactamente j— 1 patrones de tipo-A la forma

(P, Wi, yrtconl<k<n-1yk=i+j méd(n-1).

Yi+1 (]
[ ) Yi+2
L Yi L Yi
o o
' p ’ p
([ ([
([ ([
Yir Yir
—_— [ —
0 patrones 1 patréon
o
Yi+3 @
Yi
: p
([
[ J
Yir
—_—
2 patrones m;—2 patrones

Con lo anterior la cantidad de patrones de tipo-A con apéndice en
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m; —

2

—1
: 1
. Por tanto el numero total de patrones de

m
pesz

J=1

n—1
m;—1
tipo-A en S es Z ( ' )
i1\ 2
y1'y m1 se pueden calcular en tiempo lineal, para i = 2,yy es el

(j—1)=(

y; siguiente a y;r y mg =1+ 1 -2, este proceso se puede seguir induc-
tivamente, es decir, si conocemos y;; y m; obtenemos y;.1y como el
siguiente de y; ym;z1 ="' +1) -G +1).

Con este algoritmo se consiguio mejorar los conjuntos de puntos
con pocos cruces conocidos de la pagina de Oswin Aichholzer, reali-
zando el siguiente procedimiento, escoja un punto p € S al azar, luego
escoja un punto ¢ en una vecindad de p. Si ¢r(S \ {p}u{q}) < cr(S),

entonces actualice S a S :=S \ {p}uU{qg}, luego comience de nuevo.

Observacion 2.20. Aplicando iteradamente este procedimiento se
consiguio mejorar muchos conjuntos de puntos con pocos cruces co-
nocidos, ademas permite construir conjuntos de puntos méas grandes
con pocos cruces a partir de otros conjuntos con menos puntos y nu-

mero de cruce pequefio.

2.2.3 Duplicacion de puntos. Veremos ahora una manera de cons-
truir tales conjuntos, esta fue dada por Abrego, M. Cetina, S. Fernandez-
Merchant, J. Leafios, and G. Salazar en [2].

Sea [ una recta bisectriz, note que si n es impar / pasa solo por un
punto, si n es par pasa por 2. Sea G un grafo bipartito con particion
de vértices (A,B) donde A :=S y B es el conjunto de rectas bisectrices
de S. Un par (p,l) en (A,B) es adyacente en G si y solo si [ pasa por
p. Un emparejamiento de GG, en el cual todo punto de A es empare-
jado con una linea de B es un emparejamiento de rectas bisectrices,
su existencia estara garantizada siempre que n sea par. Para reali-
zar la duplicacion sea M ={(p1,11),...,(px,l,)} un emparejamiento de

rectas bisectrices de S para todo /; supongamos que /; esta dirigido
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y sea v; su vector director; sea S’ el conjunto de puntos que resulta
de reemplazar p; en S con el par de puntos p; +€v; y p; —€v; (para €
pequeno).

Dado que obtener un “buen” nimero de cruce rectilineo depende
de tener un buen dibujo, se quisiera poder mejorar los buenos dibujos
que ya se conocen, una manera de hacerlo es reemplazando algunos
puntos por otros. De manera fomal, sea K,, con conjunto de vértices
Sy p €S, escojamos un punto g en una vecindad de p, si ¢r(S \ {p} U
{g}) < ¢cr(S) entonces reemplace p con ¢ en S. Si luego de un tiempo
no se encuentra mejora entonces la vecindad de p se debe hacer mas
pequena.

Estas mejoras se realizaron a conjuntos de n puntos con 3 <n <
100, en particular para n = 75 el mejor conjunto de puntos conocido
tenia 450550 y se mejoré a 450492. Esto mejoro la cota superior por

medio de los siguientes resultados.

Lema 2.21. Si S es un conjunto de n puntos, con n par, y S tiene
un emparejamiento de rectas bisectrices, entonces existe un conjunto
de puntos T = T(S) en posicion general, |T| = 2n, T también tiene un
emparejamiento de rectas bisectrices, y cr(T) = 16¢r(S) + %(2712 -Tn+
5).

La prueba del Lema 2.21 y del Teorema 2.22 se encuentran en
[2]. El siguiente teorema es muy fuerte pues puede mejorar la cota
superior, para esto solo necesitamos un conjunto de puntos S con un

emparejamiento de rectas bisectrices.

Teorema 2.22. /2] Si S es un conjunto de m elementos en posicion

general, con m impar, entonces

cr(Ky,) <

24¢7(S) +3m3 - Tm? + 2)m (n

4) +0Ond).

mé
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Demostracion. Sea So=Sy Sp+1=T(S;) para k =0, con T(S}) cum-
pliendo las condiciones del lema 2.21. Por induccién y el lema 2.21

tenemos
— h— 3ok—1,0k T o k=1, 4k S h-1,gk
cr(SE)=16%cr(S)+m°8* (2 —1)—6m 4”74 —1)+Em2 (8°-1).

Seam =|S; |= 2% m tenemos

o 24cr(§)+3m3-Tm?*+(Pm 1 , 7 , 5
cr(m)<cr(Sp) = o _gm +ﬂm —%m.

O

Con los algoritmos presentados anteriormente es posible mejorar
conjuntos de puntos y calcular el nimero de cruces que tiene un di-
bujo rectilineo de un grafo completo. Puesto que mover un punto de
posicién puede generar un dibujo con nimero de cruce mejor. El algo-
ritmo presentado por Frank Duque [16], en el que dado un punto p
y n candidatos para su nueva ubicacion, calcula el niumero de cruce
para cada uno de ellos en tiempo total O(n?logn) para cada punto.
Para valores mas grandes de n presenta buenos resultados con mayor

velocidad.

2.2.4 Tiempo de ejecucion para calcular el numero de cruce
rectilineo al actualizar su conjunto de puntos. Lo siguiente en
la lista de interés es conocer el tiempo que lleva calcular ¢7(S’) una
vez que es conocido ¢r(S), donde S’ es el conjunto de puntos que re-
sulta de anadir, borrar o mover un punto de S; el contenido de esta
subseccion fue tomado de [14] para esto necesitaremos los siguientes
Lemas. Denotaremos el conjunto de puntos en S a la izquierda de la
recta dirigida de p a ¢ como S,(q), para p y q puntos distintos no

necesariamente en S. Para p = q,S,(q) = @.

Lema 2.23. [14] Sea p un punto fuera de S, supongamos que cada
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punto r € S tiene un peso w(r) asignado y que el orden en sentido con-
trario a las manecillas del reloj al rededor de p de los puntos en S se

conoce. Entonces el conjunto de valores

{ y wm:qes}

reSp(q)
se puede calcular en tiempo lineal.

Demostracién. Sea g1 un punto en S. Sea [ la recta dirigida de p a
q1. Rote [ en sentido contrario a las manecillas del reloj al rededor de
p,ysean (q1,...,q,) los puntos de S en el orden que son encontrados
por [ durante su rotacion. Este orden puede ser calculado del orden
contrario a las manecillas del reloj de los puntos en S alrededor de p
en tiempo O(n).

Calcular Z w(r) en tiempo O(n), como Z w(r) puede cal-

reSp(q1) reSp(q;)
cularse de
Y o)
reSp(qi-1)
en tiempo constante, se tiene el resultado. O

Sean p, g un par de puntos no necesariamente en S. Sea As(p,q)
el nimero de puntos de S que quedan al lado izquierdo de la recta
dirigida de p a q, en el caso que p = g, decimos que A4(p,q) := 0. Sean
pP1,P2,...,Pn los puntos de S. La A - matriz de S [24] es 1a matriz cuya
entrada (7, ) es igual a A4(p;,p;).

Lema 2.24. [14] la A- matriz de un conjunto de n puntos en posicién

general en el plano puede calcularse en tiempo O(n?).

Para conjuntos de puntos finitos P y @, definimos

fS(P,Q):: Z Z (AS(Z%Q))

peP qe@ 2
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Lema 2.25. [14] ¢r(S) = fs(S,S) - W

Demostracion. Sean p,q,ry s 4 puntos diferentes de S. Notemos que
los patrones definidos anteriormente se pueden redefinir como sigue,
si en la tupla ((p,q),{r,s}) los puntos r y s estan ambos a la izquier-
da ambos a la izquierda de la recta dirigida de p a q , decimos que
((p,q),{r,s}) es un patréon de tipo A, de otra forma diremos que es de
tipo B. Nuevamente se denotaran A(S) y B(S) el nimero de patrones

de tipo A y B respectivamente.

Sea P un conjunto de cuatro puntos. Si P esta en posicién convexa,
entonces P determina 4 patrones de tipo A y 9 de tipo B. Si P no esta
en posiciéon convexa, entonces P determina 3 patrones de tipo Ay 9
de tipo B. Sea [I(S) el nuimero de subconjuntos de S de cuatro puntos
en posicion convexa, y sea A(S) el nimero de subconjuntos de S de

cuatro puntos que no estan en posicién convexa. Asi

A(S) =4L1(S)+ 3A(S)

B(S) =8LI(S) +9A(S).
Notemos que

A(S)+B(S) = W’

A
A(S) = Z ( S(p,Q))

p,q€S 2
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por lo tanto,
W(S):A(S)—A(S)ZB(S)
_ £5(S.8)— n(n—-1)(n-2)(n-3)
8
]

Para poder realizar la prueba de los Teoremas que se presentan
a continuacion sera siempre necesario conocer el orden de los puntos
que estan en S \ {p} en sentido contrario a las manecillas del reloj al

rededor de cada p.

Teorema 2.26. [14] Sea S un conjunto de n puntos en posicién general

en el plano. Entonces el conjunto de valores
{cr(S\{ph: pe S}

puede ser calculado en tiempo O(n?).

Demostracién. Para todo punto p en S, calcule el orden en sentido de
las manecillas del reloj de S \ {p} al rededor de p, después calcule la
A- matriz de S.

Por los Lemas 2.19 y 2.24 esto se puede hacer en tiempo O(n?).
Usando la A- matriz de S calcule los siguientes valores fs(S,.S),
{fsUp},S): p €S}y {fs(S,{p}: p € S} en tiempo O(n?).

Note que por el Lema 2.25, para todo p € S tenemos que

nin—-1)n-2)(n-3)(n-4)

cr(S\{ph = fs\ipy(S\{p}, S\ {phH - 3

Asi que basta calcular {fs\(,(S \{p},S\{p}): p € S} en tiempo O(n?),
para todo p € S, sea

Vp = fS\{p}(S \{p},S \ {p})—fs(S,S)+fS(P},S)+fS(S,{p})
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para calcular {fs\(;)(S \ {p},S \{p}): p € S} en tiempo O(n?), calcule-
mos V,: p €S en tiempo O(n?). Note que

v, = A’S\{p}(qyr))_ 5 (/15(;1,7”))

qu\{p}rES\{p}( 2 p,q€S

LY Y (As(g,q))+ 3 (As(g,q))

pelptqeS peS qgei{p}

A (r,q) As(p,q) As(p,q)
P E () A

p,qES\{p}( peS\{p}qeS peS qe{p}

- ¥ ((AS\{p;(p,q))_(ﬂts(g,q)))

p,q€S\{p}

Consideremos r un punto en S\ {p}. Note que si p esta a la derecha

de la recta dirigida de ¢ a r entonces

As\ipylg,r)) [As(q,r) ~0-
2 2 | 7

y si esta a la izquierda de la linea dirigida de g a r entonces

As\ipy(g,r)|  [As(g,r)
2 2

) =1-Ag(q,r).

Mas atun, p esta a la izquierda de la recta dirigida de g a r si y solo

si r esta a la izquierda de la recta dirigida de p a q.

Para todo g € S y todo r € S\ {q} asigne el peso w,(r) :=1-Ag(q,r).

Entonces

A A
5 (( S\{p;(q,r))_( s(;z,r))): S ).

reS\{p} reSp(q)
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Por el Lema 2.23, para g € S fjjo, el conjunto de valores

{ Z wq(r):pES\{q}:qES}

reSy(q)

puede ser calculado en tiempo O(n?), asi
{V,: peC}

puede calcularse en tiempo O(n?), el resultado se sigue.
O

Teorema 2.27. [14] Sea S un conjunto de n puntos en posicion general
en el plano, sea C un conjunto de ©(n) puntos candidatos, tal que SUC

esté en posicion general y CNS = @. Entonces el conjunto de valores
{er(Suigh: geC}

pueden ser calculados en tiempo O(n?).

Demostraciéon. Sea X := S UC. Para todo punto p € X, calculemos el
orden en sentido de las manecillas del reloj de X \ {p} al rededor de
p, por el Lema 2.19, esto se puede hacer en tiempo O(n?). Para todo
punto p € X asigne un peso de w(p)=0si p estaen C.

Usando el Lema 2.23 para calcular el conjunto de valores

{ Z w(r): p,q EX}

reXp,(q)

en tiempo O(n?). Notemos que para cada par de puntos p,q € X se

tiene que

Asp,)= Y. ().

reX,(q)

Por lo tanto, fs(S,S),{fsUp},Su{p}): pe Sty {fs(Su{p}l,{p}): peS}
pueden calcularse en tiempo O(n?).
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Por el Lema 2.25, para todo p € C tenemos que

nn+1)(n—-1)(n-2)
8 b

cr(Su{ph) = fsupSuip,Suiph -

asi que basta calcular fgsy(,)(SU{p},S U{p}: p € C} en tiempo 0o(n?).
Para todo p € C, sea

Vo = fsup(S Uip},Su{ph) — fs(S,S) - fsUp},S) - fs(S,{p}).

Para calcular fgyp)(S U{p},SU{p}): p € C} en tiempo o(n?).

Note que

Vp = Fsup(S u{ph,Sui{ph) - fs(S,S) - fsUp},S) - fs(S,{p})

_y ¥ (ASLJ{pz}(q,r))_ZZ(As(g,r))

geSuip}reSuip} qgeSreS

v Z(Asm,r)) Yy (mq,r))

ge{p}reS qgeSre{p}

Yy (As(g,r))+ > (ASU{,;}(q,r))

qeSreS qe{p}reSuip}

LYY (ASU{,;}(q,r))_ sy (/ls(;],r))

qgeSre{p} qe{p}reS

Yy (/lsu{p}(q r)) 33 (ﬂs(q r))

qeSre{p} qeSreS

vy [ s 5 e

qeSreS qeSreS

=2 X ((ASU{p}(q,r)) (As(g,r)))

qeSreS

Sea r un punto en S. Si p esta a la derecha de la recta dirigida de
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ASu{p}(q,r) _ As(q,r) -0
2 2

q ar entonces

y si p esta a la izquierda de la recta dirigida de q a r entonces

(/13u{p}(q,r)) _ (ﬂs(q,r)

9 9 ):As(q,r).

Mas atn, p esta a la izquierda de la recta dirigida de g a r si y solo
si r esta a la izquierda de la recta dirigida de p a q.
Para todo punto g € S, realice el siguiente procedimiento. A cada

punto r € S asignele un peso w,(r) := A5(q,r). Asi,

A A
Z (( Su{pz}(Q>r))_( S(;I,r))): Z wq(r)

reSuip} reSpy(q)

Por el Lema 2.23 para un q fijo, el conjunto de valores

{ y wqm:pec}

reSpy(q)

puede calcularse en tiempo lineal, esto implica que el conjunto

{ 5 (ASU{pZ}(Q:"))_(AS(;I’r)): Y wq(r):qES}

reSu{p} reSy(q)

se puede calcular en tiempo O(n2). Por tanto,
{Vp: peC}

puede calcularse en tiempo O(n?), el resultado se sigue.
O

Teorema 2.28. [14] Sea S un conjunto de n puntos en posicién general

en el plano, sea C un conjunto de ©(n) puntos candidatos, tales que
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SUC esté en posicion general y CNS = @. Sea p un punto en S, entonces

el conjunto de valores
{cr(8"): 8" =8\ {p},q € C}

puede ser calculado en tiempo O(n?).

Demostracion. Aplicando el Teorema 2.27 con S \ {p} como conjunto

de puntos inicial y C como el conjunto de nuevos puntos posibles. [

Se usaron los algoritmos presentados anteriormente, para encon-
trar un conjunto de m = 2643 y ¢r(S) = 771218743336. Reemplazando
estos valores en el Teorema 2.22 se obtuvo una mejora para la cota

superior de cr(K,) como se ilustra en el siguiente Teorema

Teorema 2.29. [15]

(K, < 0.3804492011(Z ) +Om3).



NUMERO DE CRUCE
RECTILINEO PARA GRAFOS
EN GENERAL

A lo largo de éste capitulo sera descrito un algoritmo de tiempo de
ejecucion O(n?log(n)) con el que es posible calcular el niimero de cru-

ce rectilineo para cualquier dibujo rectilineo de un grafo.

En el capitulo anterior se estudio un algoritmo para calcular el
numero de cruce rectilineo para grafos completos. El objetivo del pre-
sente capitulo es estudiar el algoritmo dado en [15] por medio de una
modificacion de los patrones definidos en [5], esta nueva manera de
definir los patrones no es equivalente a la anterior pues aunque tam-
bién provee una relacion con cr(G), en [5] cada par de vértices de un
grafo eran adyacentes, por lo que es necesario ajustar la definicién
como sigue.

Sean v,w,r,s puntos de G tales que vw y rs son aristas de G,
((v,w),{r,s}) se dice un patrén, este sera de tipo I si la arista rs inter-
seca al rayo que sale de v en direccién a w vw, o de tipo II si el rayo

— . ., — .
vw que sale de v en con la direccion opuesta a vw es intersecado por

41
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la arista rs. Usaremos a y 8 para denotar al nimero de patrones de
tipo I y II respectivamente. El siguiente teorema establece la relacién

entre a,f y cr(QG).

Figura 3.1: ((u,v),{r,s}) patron de tipo I.

Figura 3.2: ((u,v),{r,s}) patron de tipo II.

Teorema 3.1. cr(G) = (a — p)/4.

Demostracién. Note que cada patron ((v,w),{r,s}) de tipo II es un pa-
tréon ((w,v),{r,s}) de tipo I en el que rs no interseca vw. Ademas el
patréon ((v,w),{r,s}) de tipo I en el que vw y rs se intersectan es igual
a((v,w),{r,s}) =(w,v),{r,s}) = (w,v),{s,r}), por tanto al contar los pa-
trones de tipo I se habran contado cuatro veces los cruces entre las

aristas de G y una vez los patrones de tipo II. O

Para calcular estos patrones seguiremos los siguientes pasos. Pri-
mero ordene los vértices de V \ {v} alrededor de v en sentido antiho-
rario como en [5], esto puede hacerse en tiempo O(n?). Sean v y w
vértices de G, denotemos vw™ el nimero de vecinos de w a la izquier-

da de la recta dirigida de v a w, y vw™ los que estan a la derecha.
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Lema 3.2. Calcular vw* y vw™ para todo par de vértices en G lleva

tiempo O(n?).

Demostracion. Ordene los vértices de (G, de acuerdo a su orden de
aparicion al rotar una recta que pase por v en sentido antihorario.
Sean wi,...,w,_1 los vértices ya ordenados; usando el orden en senti-
do antihorario de los vértices de V \ {v} alrededor de v se puede calcu-

lar el orden de los w; en tiempo lineal. Calcular vwl?L+1 yow, 4

una vez
conocidos vw; y vw; lleva tiempo constante. Asi que calcular todos los

valores de vw;r y vw; puede hacerse en tiempo cuadratico. O

Para cada vértice v de G, h, denotara el rayo horizontal que sale

de v hacia la derecha.

Lema 3.3. Para cada par de vértices en G calcular h, lleva tiempo
O(n%log(n)).

Demostracién. Sin perder generalidad podemos asumir que ninguna
arista del dibujo rectilineo de G es vértical. En efecto, en caso con-
trario basta con rotar un poco el dibujo para obtener un nuevo dibujo
con esta propiedad y preservando todas las propiedades respecto a los
cruces. La manera de contar las aristas de G que se cruzan con h,
se basa en la siguiente observacion: si uw interseca a h,, el vértice u
debe estar arriba de v y ademas si se ordenan los vértices alrededor
de u, en ese orden se encuentra primero a v que a w. Sean v1,...,Un,
los vértices de G que estan abajo de u ordenados por su altura, con
v1 el mas cercano a u. Con estos vértices construya un arbol binario
casi completo cuyas hojas son los vq,...,v,, ordenados de izquierda a
derecha segtn su orden alrededor de u en sentido antihorario, este se
puede construir en tiempo lineal.

Sea d,;, el nuimero de aristas incidentes a u que intersecan h,, si
se quiere calcular d,,, se deben marcar las hojas que correspondan a

los vértices que sean adyacentes a u y al mismo tiempo esten abajo
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de v;. En cada nodo se almacena el nimero de hojas marcadas en el
subarbol derecho e izquerdo. Para calcular el caso i = 1 se requiere
tiempo lineal. Mientras que para i > 1, actualizar i := i + 1 solo se
debe desmarcar el vértice v; y actualizar la informacion guardada en
los nodos que estan en el camino que une a esta hoja con la raiz, esto

lleva tiempo O(log(n)).

Por tanto d,,, es el nimero de vértices marcados en el arbol a la
derecha de v;. La informacion almacenada anteriormente es impor-
tante pues nos permite contar los vértices marcados a la derecha de
otro, si v; estd a la derecha de v; en el arbol es por que v; estd en el
subarbol derecho del primer ancestro comun de v; y v;, luego todos los
duy; se pueden calcular en tiempo O(nlog(n)). Como A, es la suma de
los d;, tales que u esta arriba de v, h, se puede calcular en tiempo
O(n?log(n)).

Ejemplo 3.4. En el siguiente ejemplo ilustraremos como fuciona el

algoritmo.

Figura 3.3
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3,3

U9 Vg Us U4 U7 vg Us U1

Figura 3.4: dy,, =0

(2,3)

U9 Vg Usg U4 U7 Vg Us U1

Figura 3.5: dyy, =5

2,3

U9 Vg Usg U4 U7 Ug Uj U1

Figura 3.6: dy, = 4



46

Numero de cruce rectilineo para grafos en general

(1,3)

U9 Vg Us U4 U7 vg Us U1

Figura 3.7: dyy, =3

(1,2)

U9 Vg Usg U4 U7 Vg Us U1

Figura 3.8: dy,s =0

(0,2)

U9 Vg Usg U4 U7 Ug Uj U1

Figura 3.9: dyp =2
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0,1)

U2 Ug U3 U4 VU7 Ug Us U1

Figura 3.10: dy,, =1

(0,0

U2 Ue U3 U4 U7 Ug Us U1

Figura 3.11: d,; =0

Con esto a y f pueden calcularse de la siguiente manera, sean u y
v vértices de G,a,, denota el nimero de aristas de G que intersecan

o 7 . . —
uv y Pyy el nimero de aristas de G que intersecan uv, entonces a =

Z Z auvy,B:Z Z IBuv-

ueVuveN(u) ueVveN(u)

Lema 3.5. ay,, vy Buy pueden calcularse en tiempo cuadrdtico para

todo par de vértices u,v de G.

Demostracion. Sea u un vértice de G. Al rotar en sentido antihora-
rio h, se obtiene un orden de los vértices de V \ {u}, sean vq,...,v,-1
los vértices ordenados de dicha manera. Por la manera en que los v;

fueron ordenados, toda arista que cruce a,,, debié cruzar h,, pero
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entre las aristas que cruzan a h, estan también los vecinos de v que
estan a la derecha de uvi, entonces debemos restar uvy.Parai>1,
haciendo un célculo similar se tiene ay,, = @y, ; + uvi+_1 —uv;.
Ahora ordenemos los vértices de V' \ {u} asi vy,...,v,-1, tal que v
es el primer vértice encontrado al rotar el rayo horizontal que sale
de u hacia la izquierda h!, en sentido antihorario al rededor de u.
Es necesario resaltar que entre uv; y 4!, pueden haber vértices de G,

para calcular ,,, sean w11,...,w1x, dichos vértices ordenados en sen-

k1
tido antihorario a partir de uv; entoces f,, = Z(uwi’j - uij). Para
j=1
i > 1,de nuevo ordene los vértices entre uv,_1 y uv;, sean w;1,...,w;g,;
los vértices ya ordenados en sentido antihorario alrededor de u empe-
ki
—— _ + -
zando en uv;_1. Entonces B, = Buy, , + Zl(uwij - uwij) O
j:

Ejemplo 3.6. Consideremos el siguiente grafo G.

Para este grafo, calculemos algunos valores de ay,, y Buy,, para
esto elijamos un vértice nombremoslo u y ordenemos los puntos alre-
dedor de el en sentido antihorario.

Para calcular en la figura a,,, veamos primero el caso ay,, =h, —
uv] mientras que para i = 7 véase la figura 3.12 el célculo es como

sigue ayyg = Ayp, + uv; —uvg =3+0-2=1, esto pues toda arista que
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Figura 3.12: ay,,

cruza uvg debié cruzar vy pues no hay vértices de G en medio de vy
y vg por la manera en la que se ordenaron los vértices al rededor de u,
falta por agregar los vecinos de v7 que estan a la izquierda de uv7 y
eliminar todos los vecinos adyacentes a vg que estan a la derecha del
rayo uvg

Para el calculo de los f,,,, el calculo difiere de los a,,, puesto que
entre <—,,, ¥ <uuv,,, pueden haber puntos del grafo G. Para calcular
Buvs como lo ilustra la figura 3.13 es necesario conocer las aristas que
cruzan uvg, luego etiquetar todos los vértices en medio de wvg y wvy
conforme van apareciendo al rotar A/, iniciando en %vg, teniendo en
cuenta que todos los vecinos de w7, que se encuentran a la derecha
de tww7z no cruzan uv; deben ser eliminados de la cuenta y se deben
adicionar los vecinos izquierdos de los w7z, atn en el caso en que wyg

y wrry fueran adyacentes esto no afecta las cuentas pues, se anulan
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T\\l:i uvy

U10
|
u
hail w73
° °
U2 Vg W74 v

() [ ] ﬁuva
[ %] wry
o U4 w6
Us uvr uvs

Figura 3.13: By,

: _ + - + - +
en la suma. Asi que Buy; = Buvs + (UV7; — UV + UV, — UV + UVZ5 —
- + - + - + -y _ _ _ _
uv73+uv74—uv74+uv75—uv75+uv76—uv76)—2+(3 1+0-1+0-0+

0-0+0-1+0-2)=3-2=1.

Dado que todos los pasos de este algoritmo requieren tiempo O(n?)
para ejecutarse, salvo el paso en que se calculan las aristas que cru-
zan h,, si encontramos grafos en los que este paso se pueda calcular
a lo mas en tiempo cuadratico, tendremos un algoritmo que calcule
en tiempo O(n?) su ndmero de cruce rectilineo. Un grafo geométrico
es un grafo cuyos vértices son puntos en el plano en posicion gene-
ral, sus aristas son segmentos de rectas que unen sus vértices. Un
grafo en capas es un grafo geométrico cuyo conjunto de vértices esta
particionado en conjuntos Lq,...,L, llamados capas que cumplen lo
siguiente: los vértices en la capa L; tienen la misma coordenada y; en
Yy, ¥y1 <y2 <...<y,y los vértices en la capa L; solo son adyacentes a
vértices en las capas L;_1 y L;+1. Un grafo convexo geométrico es un
grafo geométrico que tiene sus vértices en posicion convexa.

Los grafos geométricos convexos y los grafos en capas son dos fa-

milias de grafos que cumplen esta condicién. En el caso de los grafos

6
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geométricos convexos se puede escoger h, de tal forma que no inter-
secte la cerradura convexa de G, h, no es intersectada por ninguna
arista. Por tanto calcular h, para todo vértice de G puede hacerse en
tiempo O(nlog(n)). Ahora veamos el caso de los grafos en capas; sea
G un grafo en capas con capas L1,...,L,. Sea G; el subgrafo de G in-
ducido por L; y L;.1, este subgrafo es del tipo convexo geométrico y
como cr(G) es la suma de ¢r(G;), cr(G) se puede calcular en tiempo

cuadratico.
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