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Ciudad de México Agosto 2020





Podemos representarnos mentalmente un hecho simple

que entra en conflicto con las leyes de la fı́sica,

pero no uno que contradiga las leyes de la geometrı́a.
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su incansable amabilidad.



VI
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RESUMEN

Este trabajo está dedicado al estudio de las propiedades más importantes de álge-
bras de Banach y de álgebras C∗. Iniciamos estudiando los funcionales lineales
multiplicativos de un álgebra de Banach y demostramos que tanto el álgebra de
matrices Mn(C) (n > 1) y B(H) no tienen funcionales lineales multiplicativos.
Una de las cosas que incluimos aquı́ es el teorema del mapeo espectral y la fórmu-
la del radio espectral. El capı́tulo 2 está dedicado al estudio de álgebras C∗. En
particular, se demuestra que cada álgebra C∗ conmutativa es isomorfa al álgebra
de funciones continuas definidas en su espacio de ideales maximales. Dado que
el espacio el espacio de ideales maximales del álgebra C∗ A[x], generada por un
elemento normal x, es homeomorfo al espectro de x (denotado por σ(x)) se tiene
que A[x] es isomorfa a C(σ(x)). Por ello a cada función continua f , definida en
σ(x), podemos asociar un elemento f (x) en A[x]. Esta asociación se llama cálculo
funcional continuo. Para finalizar este capı́tulo estudiamos un tipo especial de fun-
cionales, llamados estados y calculamos el espacio de estados de Mn(C). La parte
principal de esta tesis es el estudio de las representaciones de un álgebra C∗, una
de las cuales es la representación dada en la construcción de GNS. Incluimos aquı́
el Lema de Schur que es el resultado más importante pues caracteriza a las repre-
sentaciones irreducibles. Las representaciones irreducibles se agrupan en clases de
equivalencias y a estas clases de equivalencia se les da la topologı́a de Jacobson,
formando ası́ lo que se llama el espectro del álgebra. La parte final de esta tesis
está dedicada al estudio de las representaciones irreducibles de algunas álgebras
concretas.
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ABSTRACT

This work is devoted to the study of the main properties of Banach and C* algebras.
We begin by studying the multiplicative linear functionals of a Banach algebra
and we show that Mn(C) (n > 1) and B(H) do not have multiplicative linear
functionals. We also include the Spectral Mapping Theorem and the spectral radius
formula.

Chapter 2 is devoted to the study of C∗ algebras. In particular, we show that each
commutative C∗ algebra A is isomorphic to C(MA), whereMA denotes the ma-
ximal ideal space of A. Thus the C∗ algebra A[x], generated by a normal element
x, is isomorphic to C(σ(x)), where σ(x) is the spectrum of x. Therefore, to each
function f ∈ C(σ(x)) we can associate an element f (x) ∈ A[x]. This correspon-
dence is called the continuous functional calculus. To finish Chapter 2 we study
a special kind of functionals, called states, and we calculate the space of states
of Mn(C). The main part of this work is the study of the representations of a C∗

algebra, including the one given by the GNS construction. We include the Schur
Lemma that characterizes irreducible representations and we study the spectrum
of a C* algebra. Finally we study the irreducible representations of some concrete
C* algebras.
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INTRODUCCIÓN

La idea fundamental de la teorı́a de representaciones es estudiar cómo pueden
actuar los elementos de una cierta estructura algebraica A sobre un conjunto X.
Quizá el caso más simple es cuando A es un grupo y X es un simple conjunto sin
ninguna estructura adicional. Esto se conoce como la acción de un grupo sobre un
conjunto. En esta tesis tratamos con el caso en que A es un álgebra C∗ y X es un
espacio de Hilbert.

El tema de representaciones de álgebras es muy extenso y tiene conexiones con dis-
tintas áreas de la matemática como la teorı́a del ı́ndice para foliaciones, representa-
ciones de grupo, teorı́a de nudos, la conjetura de Novikov, la teorı́a de ondı́culas y
con la fı́sica matemática, especı́ficamente con la teorı́a cuántica de campos [1], [2],
[4], [3].

Uno de los objetivos principales en teorı́a de representaciones es clasificar las re-
presentaciones irreducibles. Una manera de hacer esto es estudiando los estados
puros de un álgebra C∗, ya que cada estado puro da origen a una representación
irreducible mediante la construcción Gelfand-Naimark-Segal, y cada representa-
ción irreducible es equivalente a una de este tipo.
Las recientes investigaciónes llevadas a cabo en el área de álgebras C∗ suelen invo-
lucrar técnicas de teorı́a de conjuntos muy sofisticadas, por ejemplo en el estudio
de los automorfismos del álgebra de Calkin C(H). I. Farah mostró, asumiendo el
axioma de Todorcevic que cada automorfismo del álgebra de Calkin es interno.
Por otro lado N. Phillips y Nick Weaver mostraron, asumiendo la hipótesis del
continuo, que el álgebra de Calkin tiene automorfismos externos [19].

El álgebra B(H) de operadores lineales acotados sobre un espacio de Hilbert H
es el ejemplo principal de álgebras C∗, esto se debe al hecho de que cada álgebra
C∗ es isomorfa a una subálgebra de B(H) para algún espacio de Hilbert H [5].
Por tanto es de gran interes calcular las representaciones de B(H). En este trabajo
veremos que podemos obtener las representaciones irreducibles de un álgebra de
operadores R ⊂ B(H) calculando las representaciones del álgebra cociente R/I
y las representaciones de I , donde I es un ideal bilateral cerrado de R. Cuando
I es el álgebra de operadores compactos entonces cada representación irreducible
es equivalente a la representación identidad. Dicho esto es natural querer clasificar
las representaciones del álgebra de Calkin. Sin embargo este problema sigue sin
resolverse [29].
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A diferencia de las representaciones de grupos finitos donde el teorema de Masch-
ke afirma que cada representación de un grupo finito se descompone como suma
directa de representaciones irreducibiles, en teorı́a de representaciones de álgebras
C∗ no hay un análogo a este teorema. Lo más cercano que se tiene hasta el momen-
to es que cada representación es aproximadamente equivalente a una suma directa
de representaciones irreducibles.

Las principales resultados que usaremos para calcular representaciones de álge-
bras serán los siguientes:

i) Si A es un álgebra C∗ e I es un ideal bilateral cerrado, entonces

Â ' Â/I t Î ,

ii) Si A = A1 ⊕ · · · ⊕ An, entonces

Â '
n⊔

i=1

Âi.



CAPÍTULO 1
ÁLGEBRAS DE BANACH

1.1 ALGEBRAS DE BANACH

Este capı́tulo contiene una breve introducción a la teorı́a de álgebras de Banach y
álgebras C∗. Para una mejor exposición de estos temas véase por ejemplo [5], [7],
[10], [14], [15]. La teorı́a de álgebras de Banach surgió en los inicios de la década
de 1940, teniendo a Izrail M. Gelfand como uno de sus principales pioneros.

Recordemos que un álgebraA es un espacio vectorial sobre el campo de los núme-
ros complejos denotado por C, en el que existe un producto entre vectores que
cumple lo siguiente:
Para cada x, y, z ∈ A y α ∈ C

i)x(y + z) = xy + yz,
ii)(x + y)z = xz + yz,
iii)(αx)y = x(αy) = α(xy).

A es asociativa si para todos x, y, z ∈ A

(xy)z = x(yz).

Un álgebraA es unitaria si tiene un neutro multiplicativo el cual será denotado por
1A. Omitiremos el subı́ndiceA cuando sea claro sobre que álgebra se está tomando
la unidad.

Definición 1.1 Un álgebra de Banach A es un álgebra asociativa sobre C dotada
de una norma que convierte a A en un espacio vectorial completo tal que:
i) ‖xy‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖ para cada x, y ∈ A.
Si A tiene identidad pediremos que
ii) ‖1‖ = 1.

En este trabajo asumiremos que cada álgebra de Banach es unitaria a menos que
otra cosa sea establecida. Ası́ que escribiremos simplemente álgebra de Banach en
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lugar de álgebra de Banach unitaria.

El ejemplo más simple de álgebra de Banach es el campo de los números com-
plejos. El siguiente ejemplo importante es C(K), el espacio vectorial de funciones
continuas C-valuadas definidas en K, con K siendo un espacio compacto y Haus-
dorff. Si el conjunto K es localmente compacto (pero no compacto) y Hausdorff,
entonces el espacio vectorial C0(K) de funciones continuas que se anulan en el in-
finito es un álgebra de Banach sin unidad. La norma en ambos conjuntos se define
como

‖ f ‖∞ := sup{| f (x)| : x ∈ K}.
Éstos son ejemplos de álgebras de Banach conmutativas, mientras que los siguien-
tes ejemplos no lo son.
El espacio vectorial B(H) de operadores lineales acotados sobre un espacio de Hil-
bertH con la multiplicación dada por la composición de operadores y la norma de
operadores

‖T‖ := sup
‖v‖≤1

‖Tv‖,

es un álgebra de Banach. CuandoH = Cn, B(H) puede ser identificado con Mn(C).
Note que para n = 1, Mn(C) es un álgebra de Banach conmutativa.

Sea H un espacio de Hilbert y suponga que dim(H) = ∞. Denotemos por K(H)
al subespacio de B(H) que consiste de todos los operadores lineales compactos. Ya
que dim(H) = ∞, la bola unitaria centrada en 0 deH no es compacta. Implicando
ası́ que el operador identidad no es compacto.
Es conocido de la teorı́a de operadores acotados que si S ∈ K(H) y T ∈ B(H),
entonces TS y ST pertenecen a K(H). Además, K(H) es un subespacio cerrado de
B(H), de hecho es la cerradura del conjunto de operadores de rango finito con la
norma de operadores. La anterior discusión muestra que K(H) es un álgebra de
Banach no unitaria.

SeaA un álgebra de Banach. ComoA es en particular un anillo, podemos conside-
rar un ideal bilateral cerrado I de A y pasar al cociente A/I . Entonces A/I es un
álgebra de Banach con la norma cociente. En particular si A = B(H) e I = K(H)
entonces

C(H) := B(H)/K(H)

es un álgebra de Banach y es llamada el álgebra de Calkin.

Considere el espacio vectorial normado L1[0, 1] de funciones integrables sobre [0, 1].
El álgebra de Volterra V es el espacio L1[0, 1] con el producto dado por

( f ∗ g)(x) =
∫ x

0
f (x− y)g(y)dy, f , g ∈ L1[0, 1].
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Note que V es un álgebra de Banach conmutativa sin unidad.

Sea A un álgebra de Banach y S un subconjunto de A. Denotamos por A[S] al
álgebra generada por S. Si S = {x} escribimos simplemente A[x]. Un elemento
y en A pertenece a A[x] si y solo si existe una sucesión de polinomios en x que
converge a y.

Sea A un álgebra de Banach A. El conjunto A×C es un espacio vectorial con las
operaciones puntuales. Si definimos el producto y la norma en A×C por

(x, λ1) · (y, λ2) = (xy + λ2x + λ1y, λ1λ2) y ‖(x, λ)‖ = ‖x‖+ |λ|,

entoncesA×C se convierte en un álgebra de Banach con identidad y la denotamos
por Ã. Ã es llamada la unitización de A. Note que A es isométricamente isomorfa
a un ideal maximal de Ã bajo el mapeo x 7→ (x, 0).

Para un álgebra de BanachA, denotamos por G(A) al subconjunto deA que consta
de los elementos invertibles. Obsérvese que G(A) es un grupo con la multiplica-
ción del álgebra.

Ahora bien, si ‖x‖ < 1 entonces
∞
∑

n=0
‖x‖n < ∞ y dado que A es un espacio de

Banach se sigue que
∞
∑

n=0
xn converge en A y además cumple que

(1− x)−1 =
∞

∑
n=0

xn. (1.1)

Observe que

‖(1− x)−1‖ ≤ (1− ‖x‖)−1. (1.2)

Definición 1.2 SeaA un álgebra de Banach y x un elemento deA. El espectro de x
que denotamos por σ(x) o σA(x) cuando queremos hacer énfasis en el álgebra que
contiene a x, se define como

σ(x) = {λ ∈ C : λ1− x /∈ G(A)}.

El complemento de σ(x) se llama el resolvente de x y usualmente se denota como
ρ(x).

En el caso del álgebra de Banach C(K) donde K es un conjunto compacto y Haus-
dorff, tenemos que

σ( f ) = f (K), f ∈ C(K). (1.3)
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La definición de espectro implica que si A = Mn(C), entonces el espectro de una
matriz A coincide con el conjunto de eigenvalores de A.
Si H es un espacio de Hilbert de dimensión infinita entonces cada eigenvalor de
T ∈ B(H) pertenece al espectro de T, sin embargo no es cierto que cada elemento
del espectro de T es un eigenvalor de T, incluso hay operadores que no tienen
eigenvalores, por ejemplo: el operador de multiplicación Mx actuando en L2[0, 1]
y definido por

[Mx f ](x) := x f (x), x ∈ [0, 1].

A pesar de que existen elementos en un álgebra de Banach que no tienen eigen-
valores, el siguiente teorema muestra que el espectro de cualquier elemento en un
álgebra de Banach siempre es no vacı́o. Para este hecho es crucial que el álgebra
sea compleja.

Teorema 1.3 Sea A un álgebra de Banach y x ∈ A. Entonces σ(x) 6= ∅.

Demostración
Cuando x no es invertible el resultado es claro, pues 0 ∈ σ(x). Tomemos un ele-
mento invertible x y supongamos que σ(x) = ∅. Entonces para cada z ∈ C, el
elemento (z1− x)−1 es invertible en A. Fijemos un funcional lineal acotado F de-
finido en A. La función

f (z) := F((z1− x)−1),

está definida en todo el plano complejo. Puesto que el mapeo x 7→ x−1 es continuo
en G(A) y F es acotado. Tenemos para cada z0 ∈ C,

f ‘(z0) = lı́m
z→z0

f (z0)− f (z)
z0 − z

= F
(

lı́m
z→z0

(z01− x)−1 − (z1− x)−1

z0 − z

)
= F

(
lı́m
z→z0

(z01− x)−1(z− z0)(z1− x)−1

z0 − z

)
= F

(
lı́m
z→z0
−(z01− x)−1(z1− x)−1

)
= −F((z01− x)−2).

Esto implica que f es una función entera.
La desigualdad 1.2 implica que f (z) −→ 0 cuando |z| −→ ∞. Por el Teorema de
Liouville obtenemos que f = 0, esto es, F((z1 − x)−1) = 0. Ya que F se tomó
arbitrario, el Teorema de Hanh-Banach implica que (z1− x)−1 = 0. Esto es una
clara contradicción, pues el cero no es invertible. Por tanto σ(x) 6= ∅ para cada
x ∈ A. �
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Sea A un álgebra de Banach en la que cada elemento no cero es invertible. Fijemos
x ∈ A. Por el teorema 1.3 existe al menos un elemento λ en el espectro de x.
Entonces λ1− x es no invertible, ası́ que necesariamente x = λ1. Por consiguiente
A ' C con el isomorfismo isométrico dado por

f (x) = λ. (1.4)

Proposición 1.4 Para cada x ∈ A, el espectro de x es un conjunto compacto y
contenido en la bola de radio ‖x‖ centrada en el origen.

Demostración.
Fijemos x ∈ A. De la ecuación 1.1 se deduce que el espectro de x está acotado por
‖x‖. De modo que σ(x) está contenido en la bola compacta de radio ‖x‖ centrada
en el origen. Ahora sea λ0 ∈ ρ(x). El conjunto

{y ∈ A : ‖y− (λ01− x)‖ < ‖(λ01− x)−1‖}

es un conjunto abierto de A que contiene a λ01− x y está contenido en G(A). Esto
implica que el conjunto {λ ∈ C : |λ− λ0| < ‖(λ01− x)−1‖)} es abierto, contiene
a λ0 y está contenido en ρ(x). Ası́, ρ(x) es un conjunto abierto y por tanto σ(x) es
cerrado. Siendo σ(x) cerrado y contenido en un conjunto compacto, el resultado se
obtiene. �

Un homomorfismo Φ : A −→ B entre álgebras de Banach es una transformación
lineal tal que:
i)Φ(xy) = Φ(x)Φ(y), para cada x, y ∈ A,
ii)Φ(1A) = 1B.

Si además Φ es inyectivo, entonces Φ es llamado un isomorfismo.
Note que Φ(x−1) = Φ(x)−1 si x ∈ G(A).

Es fácil ver que si Φ : A −→ B es un homomorfismo de álgebras de Banach enton-
ces

σ(Φ(x)) ⊂ σ(x) para x ∈ A,

y si Φ es un isomorfismo entonces

σ(Φ(x)) = σ(x) x ∈ A.

Considere el álgebra de Banach B(`2(N)) y sea L ∈ B(`2(N)) el operador de des-
plazamiento a la izquierda, esto es,

L({a1, a2, a3, ...}) = {a2, a3, a4...}.
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Es claro que ‖L‖ = 1. Por lo que cada λ ∈ σ(T) cumple que |λ| ≤ 1. Por otro
lado cada λ ∈ C de norma menor que 1 es un eigenvalor de L con eigenvector
{λn}n∈N. Entonces D := {λ ∈ C : |λ| < 1} ⊂ σ(L). Ya que el espectro es un
conjunto cerrado concluimos que σ(L) = D.

En el Teorema 1.4 probamos que el espectro de un elemento en un álgebra de Ba-
nach es un conjunto compacto. A continuación mostramos que para cualquier sub-
conjunto compacto K del plano complejo existe un operador lineal T ∈ B(`2(N))
tal que σ(T) = K.

SeaH un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita y K un conjunto com-
pacto en C. Sea {vi}i∈N una base ortonormal de H. Definimos T ∈ B(H) median-
te

Tv = ∑
i∈N

λi〈v, vi〉vi para cada v = ∑
i∈N

〈v, vi〉vi ∈ H,

donde {λi}i∈N es un subconjunto denso y contable en K. Observe que ‖T‖ =
supi∈N{|λi|}. Es claro que cada vi es un eigenvector de T con eigenvalor λi, de
modo que {λi}i∈N ⊂ σ(T). Ya que el espectro es un conjunto cerrado

K = {λi : i ∈N} ⊂ σ(T).

Sea α ∈ Kc, entonces existe ε tal que |λi − α| > ε para cada i ∈ N. Note que
(αI − T)v = ∑i∈N(α− λi)〈vi, v〉vi. En consecuencia

(αI − T)−1 ∑
i∈N

βivi = ∑
i∈N

βi

α− λi
vi, βi ∈ C.

Dado que | 1
α−λi
| < 1

ε , se sigue que el operador lineal (αI − T)−1 es continuo y
definido en `2(N). Ası́ Kc ⊂ σ(T)c. Por tanto K = σ(T).

Dado que el espectro de un elemento x en un álgebra de Banach está acotado por
‖x‖, el supremo de {|λ| : λ ∈ σ(x)} es finito. A este número se le llama el radio
espectral de x y se denota por r(x).

Sean x, y en un álgebra de Banach. Si λ1− xy es invertible con λ 6= 0, se puede veri-
ficar mediante cálculos directos que (λ1− yx)−1 = λ−1[y(1− xy)−1x+ 1]. Recı́pro-
camente, si λ1− yx es invertible entonces (1− xy)−1 = λ−1[y(1− yx)−1x + 1]. Por
tanto

σ(xy) ∪ {0} = σ(yx) ∪ {0}. (1.5)

En consecuencia r(xy) = r(yx).
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Proposición 1.5 Sea B una subálgebra abeliana maximal de un álgebra de Banach
A. Entonces 1 ∈ B y σB(x) = σA(x) para cada x ∈ B.

Demostración.
Si A es abeliana las conclusiones se cumplen trivialmente. Supongamos que A es
no abeliana. Definimos

C = {λ1 + y : λ ∈ C, y ∈ B}.

Claramente 1 ∈ C, B ⊂ C y C es abeliana. Por tanto B = C ya que B es maximal.
Ası́ que 1 ∈ B.
Para x ∈ B, la contención σA(x) ⊂ σB(x) siempre se cumple. Para ver la otra
contención, tomemos x ∈ B y λ ∈ σA(x)c. Entonces

y1 := (λ1− x) ∈ B y y2 := (λ1− x)−1 ∈ A.

Para cada z ∈ B tenemos que zy1 = y1z, se sigue que zy2 = y2z y por tanto
C ′ := {p(y2)z : p es un polinomio y z ∈ B} es una subálgebra abeliana tal que
y2 ∈ C‘ y contiene a B, de nuevo por la maximalidad B = C‘. Ası́ que λ ∈ σB(x)c.
Concluimos que σB(x) = σA(x). �

1.2 FUNCIONALES LINEALES MULTIPLICATIVOS

Un funcional lineal multiplicativo definido en un álgebra de Banach conmutativa
es un homomorfismo ϕ : A −→ C. El conjunto de funcionales lineales multiplica-
tivos de un álgebra de Banach A es denotado porMA y es llamado el espacio de
ideales maximales de A.
Es sencillo ver que para cada x ∈ A y ϕ ∈ MA, ϕ(x) ∈ σ(x). Además como
r(x) ≤ ‖x‖ se sigue que |ϕ(x)| ≤ ‖x‖. Entonces cada ϕ ∈ MA es acotado. De
hecho como ϕ(1) = 1

‖ϕ‖ = 1, ϕ ∈ MA.

Hay álgebras de Banach en las cuales es clara la existencia de funcionales lineales
multiplicativos. Por ejemplo, si K es un espacio topológico compacto y Hausdorff,
entonces en el álgebra C(K) el funcional de evaluación

ϕx( f ) := f (x), con x ∈ K y f ∈ C(K)

es multiplicativo. Más aúnMC(K) ' K [5, pág 35].
En contraparte tenemos que si A = Mn(C) con n > 1 entoncesMA = ∅ como se
verá a continuación.
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Supóngase que existe un funcional lineal multiplicativo ϕ actuando en Mn(C). Sea
Eij la matriz con 1 en la entrada (i, j) y 0 en las demás entradas.
Para cada i ∈ {1, ..., n} tenemos que

ϕ(Eii) = ϕ(Ei1E1i) = ϕ(Ei1)ϕ(E1i) = ϕ(E1i)ϕ(Ei1) = ϕ(E1iEi1) = ϕ(E11).

Por otro lado

0 = ϕ(0) = ϕ(E11E22) = ϕ(E11)ϕ(E22) = ϕ(E11)
2.

Ası́ que ϕ(I) =
n
∑

i=1
ϕ(Eii) = 0. Contradiciendo el hecho de que ϕ(I) = 1 para cada

ϕ ∈ MMn(C). Por tanto el espacio de ideales maximales de Mn(C) es vacı́o.

Sea A un álgebra de Banach y ϕ ∈ MA. Si x /∈ Kerϕ entonces para cada y ∈ A se
cumple que

y =
ϕ(y)
ϕ(x)

x +
ϕ(x)y− ϕ(y)x

ϕ(x)
.

Note que el segundo término de la derecha pertenece a Kerϕ. Ası́ que A = Cx +
Kerϕ. Esto implica que la codimensión de Kerϕ es uno.

Ahora sea H un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita. Mostremos
queMB(H) = ∅.
Obsérvese que los operadores de desplazamiento en H son linealmente indepen-
dientes y no compactos, por tanto

dim C(H) ≥ 2. (1.6)

Supongamos que existe ϕ ∈ MB(H). Recordemos que Kerϕ es un ideal cerrado no
trivial de B(H). Por otro lado tenemos que el único ideal cerrado no trival de B(H)
es K(H) [26, I.8.7.2]. Entonces

1 = dim B(H)/Kerϕ = dim B(H)/K(H) = dim C(H).

Esto contradice la ecuación 1.6. Concluimos que

MB(H) = ∅ siH es separable. (1.7)

Consideremos ahora el caso en que H es un espacio de Hilbert no separable. Sea
{vα}α∈I una base ortonormal y asuma que existe un funcional lineal multiplicativo
ϕ ∈ MB(H). Fijemos T0 ∈ B(H) tal que ϕ(T0) 6= 0. Dado que T0 6= 0, existe v0 ∈ H
tal que T0v0 6= 0. La desigualdad de Bessel implica que 〈v0, vα〉 6= 0 para a lo más
una cantidad contable de α ∈ I. Definimos

H0 := span{vα : α ∈ I, 〈v, vα〉 6= 0}.
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Entonces ϕ es un funcional lineal multiplicativo definido en B(H0), con H0 un
espacio de Hilbert separable. Contradiciendo ası́ la ecuación 1.7. Ası́ que en general
MB(H) = ∅.

El espacio dual de un álgebra de BanachA es un espacio topológico Hausdorff con
la topologı́a débil estrella, ésta es la topologı́a más debil que hace que los funciona-
les de evaluación ϕx : A∗ −→ C, x ∈ A, sean continuos (A∗ denota el espacio dual
de A). Puesto queMA ⊆ A∗,MA hereda la estructura topológica de A∗, incluida
la propiedad Hausdorff.
Por el Teorema de Banach-Alaoglu la bola unitaria del espacio dual de A es com-
pacta con la topologı́a débil estrella. Ya que cada funcional lineal multiplicativo es
acotado con norma uno,MA es un subconjunto de la bola unitaria de A∗. No es
complicado ver queMA =MA. Luego, al serMA un subconjunto cerrado de la
bola unitaria en A∗, MA es compacto.
Resumimos la discusión anterior en la siguiente proposición.

Proposición 1.6 Sea A un álgebra de Banach. Entonces MA es un espacio com-
pacto Hausdorff con la topologı́a débil estrella heredada del espacio dual de A.

Teorema 1.7 Sea A un álgebra de Banach conmutativa. EntoncesMA está en co-
rrespondencia uno a uno con el espacio de ideales maximales de A.

Demostración
Sea ϕ ∈ MA. Es rutinario ver que Kerϕ es un ideal de A. Ahora si x /∈ Kerϕ,
entonces

1 =

(
1− x

ϕ(x)

)
+

x
ϕ(x)

.

El primer elemento de la suma anterior está en Kerϕ mientras que x/ϕ(x) está
en el espacio generado por x. Esto implica que cualquier ideal más grande que el
Kerϕ contiene a 1 y por tanto es el espacio completo A. Ası́ que Kerϕ es maximal.
Obviamente si ϕ = ψ entonces Kerϕ = Kerψ. Por todo lo anterior, la función

F(ϕ) := Kerϕ

está bien definida.
Veamos que F es inyectiva, para esto supóngase que Kerϕ1 = Kerϕ2. Para cada
x ∈ A tenemos que

(ϕ1(x)− ϕ2(x))1 = (x− ϕ2(x)1)− (x− ϕ1(x)1).

El primer término y el segundo término de la derecha pertenecen a Kerϕ2 y Kerϕ1
respectivamente. Entonces (ϕ1(x)− ϕ2(x))1 pertenece a ambos conjuntos, los cua-
les no contienen a 1. Entonces, necesariamente ϕ1(x) = ϕ2(x).
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Note que la cerradura de un ideal sigue siendo un ideal, por lo que un ideal maxi-
mal es siempre cerrado.
Recordemos que si un álgebra A es conmutativa e I es un ideal maximal cerrado
entonces el cociente A/I es un campo. Luego por la ecuación 1.4, existe un iso-
morfismo isométrico Φ : A/I −→ C. Sea π : A −→ A/I el mapeo canónico,
entonces Φ ◦ π es un funcional lineal multiplicativo sobre A, con Ker(Φ ◦ π) = I .
Ya que I se tomó arbitrario se sigue que la función F(ϕ) = Kerϕ que va deMA al
conjunto de ideales maximales de A es sobreyectiva. �

El anterior teorema le da sentido al hecho de que llamemos a MA el espacio de
ideales maximales de A.
Probamos anteriormente que Mn(C) no tiene funcionales lineales multiplicativos.
Pero como Mn(C) es no conmutativa, no se puede usar el teorema anterior para
deducir que Mn(C) no tiene ideales maximales. Sin embargo no es complicado
probar esto.
Supóngase que I es un ideal no trivial de Mn(C). Sea A = [aij] 6= 0 ∈ I entonces
existen ı́ndices k, l tales que akl 6= 0. Nótese que para cada i se cumple que

Eii = a−1
kl Eik AEli ∈ I .

Entonces I = ∑n
i=1 Eii ∈ I y por lo tanto I = Mn(C), lo que contradice la elección

de I . Por tanto Mn(C) no tiene ideales no triviales.

SeaA un álgebra de Banach conmutativa. Una aplicación del Lema de Zorn mues-
tra que A contiene al menos un ideal maximal. Por el Teorema 1.7MA 6= ∅.
Por lo anterior tenemos que siMA = ∅, entonces A no es conmutativa.

Uno podrı́a estar tentado a creer que si un álgebra de BanachA no es conmutativa
entonces MA = ∅. Pero esto no es verdad, en [42] se prueba que el álgebra de
Banach no conmutativa B(X) donde X es un espacio de Banach super reflexivo
tiene funcionales lineales multiplicativos. De hecho la cardinalidad de MB(X) es
ℵ2.

Otro ejemplo bastante peculiar surge cuando consideramos el álgebra de Volterra.
Esta es un álgebra de Banach conmutativa sin funcionales lineales multiplicativos.
Mostraremos esto en la siguiente sección.
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1.3 LA TRANSFORMADA DE GELFAND

En la sección anterior se vio que el espacio de ideales maximales de un álgebra
de Banach es un espacio compacto Hausdorff con la topologı́a débil estrella. En-
tonces tiene sentido considerar el álgebra de Banach C(MA). Más aún, podemos
considerar un homomorfismo entre A y C(MA) cuando A es conmutativa.

Definición 1.8 SeaA un álgebra de Banach. La transformada de Gelfand se define
como

Γ : A −→ C(MA),

Γ(x)(ϕ) = ϕ(x).

De las propiedades de los elementos deMA se sigue que Γ es un homomorfismo
entre álgebras de Banach. Además, si x ∈ A y ϕ ∈ MA,

|Γ(x)(ϕ)| = |ϕ(x)| ≤ ‖x‖.

Tomando el supremo sobre todos los elementos deMA tenemos que,

‖Γ(x)‖∞ ≤ ‖x‖.

Esto muestra que Γ es un homomorfismo continuo con ‖Γ‖ ≤ 1.
En general, no es sencillo determinar las caracterı́sticas de la transformada de Gel-
fand, pero si el álgebra es conmutativa y ‖x2‖ = ‖x‖2 para cada x en el álgebra,
entonces Γ es una isometrı́a [5, Pág 32].
Cuando un álgebra de Banach es generada por un elemento x y bajo más condi-
ciones resulta que la transformada de Gelfand es un isomorfismo. En este caso nos
interesa el homomorfismo inverso. Abordaremos esto a detalle en la sección 1.5.
Por supuesto que hay casos en los que Γ no existe, por ejemplo cuando A =
Mn(C), ya queMA = ∅.

Proposición 1.9 Sea A un álgebra de Banach conmutativa y sea x ∈ A. Entonces
x ∈ G(A) si y solo si Γ(x) ∈ G(C(MA)). Además,

σ(x) = σ(Γ(x)) = RanΓ(x). (1.8)

Demostración
Si x ∈ G(A), es fácil ver que Γ(x−1) = Γ(x)−1.
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Recı́procamente, supóngase que x no es invertible en A. Como A es conmutativa,
x está contenido en un ideal maximal I . Por el Teorema 1.7 existe ϕ0 ∈ MA tal que
I = ker ϕ0. Esto implica que Γ(x)(ϕ0) = 0 y por tanto Γ(x) no es invertible.
La primer igualdad de la ecuación 1.8 es consecuencia de lo mostrado anterior-
mente. Mientras que la segunda igualdad se sigue de la ecuación 1.3. �

Se puede deducir fácilmente de la ecuación 1.8 que r(x) = ‖Γ(x)‖∞ y que si x, y ∈
A conmutan entonces σ(x + y) ⊆ σ(x) + σ(y) y σ(xy) ⊆ σ(x)σ(y).
El siguiente resultado es bastante útil para calcular el espectro de elementos de la
forma f (x) con x ∈ A y f una función analı́tica sobre el espectro de x.

Si f es una función analı́tica en el disco |z| ≤ ‖x‖, entonces podemos escribir a f
mediante su serie de potencias,

f (z) =
∞

∑
n=0

anzn, |z| ≤ ‖x‖, an ∈ C,

y cumple que
| f (z)| ≤ ∑

n∈N

|an||zn| < ∞.

Entonces la serie
∞

∑
n=0

anxn

converge a un elemento en A que denotamos por f (x).

Teorema 1.10 (Teorema del Mapeo Espectral)
Sean A un álgebra de Banach y x ∈ A. Si f es una función analı́tica en el disco
{z ∈ C : |z| ≤ ‖x‖}, entonces

σ( f (x)) = f (σ(x)) = { f (λ) : λ ∈ σ(x)}.

Demostración
Fijemos x ∈ A y sea B la subálgebra generada por 1, x, (λ1− x)−1 y (λ1− f (x))−1

con λ ∈ (σ(x))c ∩ (σ( f (x)))c. Nótese que B es conmutativa y que

σA(x) = σB(x), σA( f (x)) = σB( f (x)). (1.9)

Sea Γ : B −→MB la transformada de Gelfand. De la ecuación (1.8) se sigue que

σB( f (x)) = {ϕ( f (x)) : ϕ ∈ MB} y σB(x) = {ϕ(x) : ϕ ∈ MB}. (1.10)

Por la expresión en serie de potencias de f (x), tenemos para cada ϕ ∈ MB que

ϕ( f (x)) = f (ϕ(x)). (1.11)

Combinando las ecuaciones 1.10 y 1.11 obtenemos que σB( f (x)) = f (σB(x).) Lue-
go por (1.9) concluimos que σA( f (x)) = f (σA(x)). �
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El siguiente Teorema es conocido como la fórmula del radio espectral. Para una
demostración véase [5, pág 30].

Teorema 1.11 Sea A un álgebra de Banach y x ∈ A. Entonces,

r(x) = lı́m
n→∞
‖xn‖1/n.

El siguiente ejemplo muestra que hay álgebras de Banach conmutativas (sin iden-
tidad) con espacio de ideales maximales vacı́o.
Note que si ϕ es un funcional lineal multiplicativo de un álgebra de Banach con-
mutativa sin identidad A, entonces existe una única extensión ϕ̃ a Ã mediante
ϕ̃(x, λ) = ϕ(x) + λ. Además σ(x) := σÃ(x), por ello rA(x) = rÃ(x).

El álgebra de Volterra V es el espacio L1[0, 1] con el producto dado por la convolu-
ción

( f ∗ g)(t) =
∫ t

0
f (t− s)g(s)ds, f , g ∈ V .

Sea f0 la función constante f0(t) = 1 para todo t ∈ [0, 1]. Observe que

f n
0 (t) = ( f0 ∗ · · · ∗ f0)(t) =

tn−1

(n− 1)!
, (1.12)

por tanto

‖ f n
0 ‖1 = 1/(n− 1)!. (1.13)

Sea A[ f0] el álgebra generada por f0. La ecuación 1.12 implica que A[ f0] contiene
todos los polinomios cuales son uniformemente densos en C[0, 1]. Ya que C[0, 1] es
denso en V se sigue que A[ f0] = V .
El álgebra V no tiene identidad ası́ que pasaremos al álgebra Ṽ para poder aplicar
los resultados vistos hasta ahora.
Note que para g ∈ V , r(g) = 0 si y solo si ϕ̃(g) = 0 para cada ϕ̃ ∈ M̃ =MṼ . Ası́
que

rad(V) :=
⋂

ϕ̃∈M̃

Kerϕ̃ = {(g, 0) ∈ Ṽ : r(g) = 0} ⊂ V × {0}.

Por la Teorema 1.11 y la ecuación 1.13 tenemos que r(( f0, 0)) = 0. Ası́ que

ϕ̃(( f0, 0)) ∈ σ(( f0, 0)) = {0}, ϕ̃ ∈ M̃.
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Por tanto ( f0, 0) ∈ rad(V). Ya que rad(V) es cerrado V ⊂ rad(V). Por lo tanto

rad(V) = (V , 0) ' V .

Ası́ que r(g) = 0 para cada g ∈ V . De modo que si hay un ϕ ∈ MV entonces por
definición debe existir h ∈ V tal que ϕ(h) 6= 0. Esto contradice el hecho de que
σ(h) = {0}. Concluimos queMV = ∅.



CAPÍTULO 2
ÁLGEBRAS C∗

2.1 DEFINICIONES Y RESULTADOS BÁSICOS

Definición 2.1 Una involución sobre un álgebra de BanachA es una función deA
en A que cumple lo siguiente: para cada x, y ∈ A y α ∈ C

i) (x∗)∗ = x,
ii) (αx + y)∗ = αx∗ + y∗,
iii) (xy)∗ = y∗x∗.

Un álgebra de Banach que poseé una involución se llama un álgebra involutiva.
Un álgebra C∗ A es un álgebra involutiva tal que la involución cumple que:

iv) ‖xx∗‖ = ‖x‖2 para cada x ∈ A.

A la propiedad iv) se le conoce como la propiedad C∗ de la norma. El elemento
x∗ es llamado el adjunto de x. Nótese que en un álgebra C∗ la involución es una
isometrı́a. En efecto

‖x‖2 = ‖x∗x‖ ≤ ‖x‖‖x∗‖

de donde se deduce que
‖x‖ ≤ ‖x∗‖.

Cambiando x por x∗ obtenemos ‖x∗‖ ≤ ‖x‖. De modo que ‖x‖ = ‖x∗‖.
Una involución sobre un álgebra C∗ que satisface ‖x‖2 ≤ ‖x∗x‖ para cada x ∈ A
también es una isometrı́a.
Es fácil demostrar que si A tiene identidad 1, entonces 1∗ = 1. Por otro lado, si x
es invertible, entonces

x∗(x−1)∗ = (x−1x)∗ = 1 = (xx−1)∗ = (x−1)∗x∗.

Lo cual implica que (x∗)−1 = (x−1)∗. Esto muestra que x es invertible si y solo si
x∗ es invertible en A. Por lo tanto σ(x∗) = σ(x) y r(x) = r(x∗).
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La conjugación en C es una involución que convierte a C en un álgebra C∗. El
álgebra de Banach C(K) con la involución dada por f ∗ = f es un álgebra C∗ con-
mutativa. En general, cada álgebra C∗ conmutativa es isomorfa a una de este tipo
para algún espacio compacto K (Teorema 2.7).
El ejemplo principal es el álgebra de Banach B(H), conH un espacio de Hilbert. El
adjunto de un operador lineal acotado T es el operador T∗ que cumple que

〈Tx, y〉 = 〈x, T∗y〉 x, y ∈ H, y ‖TT∗‖ = ‖T‖2.

Si la dimensión deH es finita entonces A∗ = AT para cada A ∈ Mn(C)
Supóngase que A es un álgebra C∗. Un subconjunto B de A es llamado autoad-
junto si x∗ ∈ B para cada x ∈ B. Una subálgebra B de un álgebra C∗ A es una
subálgebra de Banach autoadjunta.
Recordemos que si T ∈ K(H) entonces T∗ ∈ K(H). Ası́ que K(H) es una subálge-
bra C∗ de B(H).
El siguiente teorema implica que C(H) es un álgebra C∗. Veremos la prueba al final
de la Sección 2.2.

Teorema 2.2 Sea A un álgebra C∗ e I un ideal bilateral cerrado. Entonces I es
autoadjunto y el álgebra cociente A/I es un álgebra C∗.

Definición 2.3 Sea A un álgebra C∗ y sea x ∈ A
i) x es autoadjunto si x = x∗,
ii) x es unitario si xx∗ = 1 = x∗x, o equivalentemente si x∗ = x−1,
iii) x es normal si xx∗ = x∗x,
iv) x es positivo si existe y ∈ A tal que x = yy∗,
v) x es proyección si x2 = x = x∗.

Los elementos autoadjuntos son importantes pues cada elemento de un álgebra C∗

se escribe de manera única como combinación lineal de dos elementos autoadjun-
tos, esto es, si x pertenece a un álgebra C∗ entonces

x = x1 + ix2, donde x1 =
x + x∗

2
y x2 =

x− x∗

2i
. (2.1)

Sea A un álgebra C∗, si x ∈ A es autoadjunto entonces el elemento y ∈ A definido
como:

y = exp(ix) := ∑
i∈N

(ix)n/n!

es unitario. En efecto, ya que la involución es continua,

y∗ = ∑
i∈N

((ix)n)∗

n!
= ∑

i∈N

((ix)∗)n

n!
= ∑

i∈N

(−ix)n

n!
= exp(−ix) = y−1.
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Proposición 2.4 Sea x en un álgebra C∗.
i) Si x es autoadjunto entonces σ(x) ⊂ R.
ii) Si x es unitario entonces σ(x) ⊂ ∂D.

Demostración
Supongamos primero que x es unitario, entonces ‖x‖ = 1 y por ello

σ(x) ⊂ {λ ∈ C : |λ| ≤ 1}.

Se sigue que

σ(x) = σ(x∗) = σ(x−1) = {λ−1 : λ ∈ σ(x)} ⊂ {λ : |λ| ≥ 1},

por lo que

σ(x) ⊂ ∂D. (2.2)

Ahora sea x autoadjunto. El elemento y = exp(ix) es unitario y por tanto σ(y) está
contenido en ∂D.
Observe que la función f (λ) = exp(iλ) es analı́tica en σ(x). Entonces por el Teo-
rema del mapeo espectral σ(y) = σ( f (x)) = exp(iσ(x)) = {exp(iλ) : λ ∈ σ(x)}.
Ahora supongamos que existe λ = a + ib ∈ σ(x) con b 6= 0, entonces ei(a+ib) =
eiae−b ∈ σ(y), pero |eiae−b| 6= 1, lo que contradice la ecuación 2.2. Por tanto σ(x)
debe estar contenido en R. �

Teorema 2.5 Sea A un álgebra C∗ y x ∈ A un elemento normal. Entonces

r(x) = ‖x‖.

Demostración
Si x es autoadjunto entonces,

‖x2‖ = ‖x∗x‖ = ‖x‖2.

Por inducción se obtiene que,

‖x2n‖ = ‖x‖2n, n ≥ 1.

Ahora por el Teorema 1.11 tenemos

r(x) = lı́m
n→∞
‖xn‖1/n = lı́m

n→∞
‖x2n‖1/2n = ‖x‖.

Claramente x∗x es autoadjunto, por lo tanto r(xx∗) = ‖xx∗‖.
Por hipótesis x conmuta con su adjunto, entonces por la fórmula del radio espectral
r(x∗x) ≤ r(x∗)r(x). Se sigue que

‖x‖2 = ‖x∗x‖ = r(x∗x) ≤ r(x∗)r(x) = r(x)2.

Entonces ‖x‖ ≤ r(x). Por tanto r(x) = ‖x‖. �
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Una consecuencia muy importante del teorema anterior es que dada una involu-
ción sobre un álgebra de BanachA que la convierte en un álgebra C∗, entonces hay
única norma sobre A, en efecto, si ‖ · ‖1, ‖ · ‖2, son dos normas sobre A, enton-
ces

‖x‖2
1 = ‖xx∗‖1 = r(xx∗) = ‖xx∗‖2

2 = ‖x‖2
2.

Veremos en la Sección 2.3 que la involución sobre un álgebra C∗ es única.

Sean A y B álgebras C∗. Un homomorfismo C∗ Φ : A −→ B es un homomorfis-
mo algebraico (preserva todas las operaciones) que además cumple que Φ(x∗) =
Φ(x)∗ para cada x ∈ A.

Proposición 2.6 Sean A y B álgebras C∗ y Φ : A −→ B homomorfismo C∗, enton-
ces ‖Φ(x)‖ ≤ ‖x‖ para cada x ∈ A.

Demostración.
Ya que σ(Φ(x)) ⊂ σ(x) para cada x ∈ A. El Teorema 1.11 implica

‖x‖2 = ‖x∗x‖ = r(x∗x) ≥ r(Φ(x)∗Φ(x)) = ‖Φ(x)‖2.

Por tanto ‖Φ(x)‖ ≤ ‖x‖�.

La proposición anterior muestra que cada homomorfismo C∗ es acotado, la pro-
piedad C∗ de la norma es crucial para tal propósito. A partir de esto es natural
entonces preguntarse si cada homomorfismo entre álgebras de Banach es acota-
do. La respuesta es que no, por ejemplo: Si Φ : A −→ C es un funcional lineal
no acotado y definimos el producto en A y en C como cero para cualesquiera dos
elementos distintos de la unidad. Entonces Φ es un homomorfismo de álgebras de
Banach no continuo. Por supuesto que no se puede dotar de este producto a un
álgebra C∗ ya que no se cumplirı́a la propiedad C∗ de la norma. Para un ejemplo
no trivial véase [9, Pág 9].

Nótese que si en la Proposición 2.6 sumamos la hipótesis de que Φ sea inyectivo,
tendremos que

‖Φ(x)‖ = ‖x‖ y σ(x) = σ(Φ(x)), (2.3)

ya que Φ−1 también es un homomorfismo C∗.

Teorema 2.7 Si A es un álgebra C∗ conmutativa entonces la transformada de Gel-
fand Γ : A −→ C(MA) es un isomorfismo C∗ sobreyectivo isométrico.
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Demostración
Ya sabemos que Γ es un homomorfismo de álgebras de Banach. Resta probar que
Γ es una biyección, preserva la involución y la norma.
Usemos que x = x1 + ix2 con x1 y x2 autoadjuntos. Por las Proposiciones 1.9 y 2.4
tenemos para j = 1, 2 que

RanΓ(xj) = σ(xj) ⊂ R.

Se sigue que
Γ(x∗) = Γ(x1)− iΓ(x2) = Γ(x) = Γ(x)∗.

Ahora por la fórmula del radio espectral y la proposición 1.9

‖Γ(x)‖2
∞ = ‖Γ(x∗)Γ(x)‖∞ = ‖Γ(x∗x)‖∞ = r(x∗x) = ‖x∗x‖ = ‖x‖2.

Por tanto Γ es una isometrı́a. Esto implica que Γ es inyectiva y la imagen de Γ en
C(MA) es cerrada. Es fácil ver que Γ(A) es autoadjunta, contiene las funciones
constantes y separa puntos en MA. Por el Teorema de Stone-Weirstrass Γ(A) =
C(MA). �

El recı́proco del teorema anterior también se cumple. Supóngase que la transfor-
mada de Gelfand es una isometrı́a. Para cada funcional lineal multiplicativo ϕ y
x, y ∈ A tenemos que ϕ(xy− yx) = 0. Entonces 0 = ‖Γ(xy− yx)‖∞ = ‖xy− yx‖.
Por lo tanto xy = yx y ası́, A es conmutativa.
El siguiente resultado es una aplicación directa del teorema anterior.

Corolario 2.8 Sea x en un álgebra C∗ conmutativa. Entonces
i) x es autoadjunto si y solo si σ(x) ⊆ R,
ii) x es unitario si y solo si σ(x) ⊆ ∂D,
iii) x ≥ 0 si y solo si σ(x) ⊆ R+,
iv) x es proyección si y solo si σ(x) ⊆ {0, 1}.

Los siguientes lemas seran necesarios para demostrar el Teorema 2.11.

Lemma 2.9 Sea A un álgebra de Banach. Si (xn) ⊆ G(A) es una sucesión conver-
gente tal que lı́m

n→∞
xn /∈ G(A). Entonces

lı́m
n→∞
‖x−1

n ‖ = ∞.
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Lemma 2.10 Sean U, V subconjuntos abiertos en C con U ⊂ V y tal que V no
contiene puntos frontera de U. Entonces U es la unión de algunas componentes
conexas de V.

Teorema 2.11 Sea B una subálgebra de un álgebra C∗A. Entonces para cada x ∈ B.
i) σB(x) es la unión de σA(x) y algunas (posiblemente ninguna) componentes aco-
tadas de (σA(x))c.
ii) Si B es unitaria entonces x ∈ G(A) si y solo si x ∈ G(B).
Por consiguiente

σA(x) = σB(x). (2.4)

Demostración
i) Sabemos que para cada x ∈ B se tiene que σA(x) ⊂ σB(x). Tomando com-
plementos σB(x)c ⊂ σA(x)c. Veamos que σA(x)c no contiene puntos frontera de
σB(x)c.
Sea λ0 un punto frontera de σB(x)c, entonces (λ01− x) /∈ G(B). Sea (λn)n∈N una
sucesión de elementos en σB(x)c tal que λn −→ λ0. En particular (λn1− x) ∈ G(B)
para cada n ∈N. Como (λn1− x) −→ (λ01− x), se sigue del Lema 2.9 que

‖(λn1− x)−1‖ −→ ∞. (2.5)

Si ocurriera que λ0 ∈ σA(x)c entonces (λ01− x)−1 serı́a un buen elemento de A.
Por la continuidad de la inversión, (λn1− x)−1 −→ (λ01− x)−1. Lo que contradice
la ecuación 2.5. Esto muestra que λ0 /∈ σA(x).
Aplicando el Lema 2.10 con σB(x)c en lugar de U, obtenemos que σB(x)c es la
unión de ciertas componentes conexas de σA(x)c. Después de un razonamiento
geométrico concluimos que σB(x) es la unión de σA(x) y ciertas componentes aco-
tadas de σA(x)c.

ii) Sea x ∈ B. Si x es invertible en B, claramente x es invertible en A.
Ahora supóngase que x es invertible en A, entonces y := x∗x es invertible en
A, de modo que 0 /∈ σA(y). Por la Proposición 2.4 σA(y) ⊂ R. No es difı́cil ver
que el complemento de σA(y) no tiene componente acotadas. Luego por el inciso
i), σA(y) = σB(y). Por tanto 0 /∈ σB(y), de modo que y es invertible en B. Por tanto
x−1 = (x∗x)−1x∗ ∈ B, esto es, x es invertible en B. �

En el Teorema 2.11 vimos bajo que condiciones σB(x) = σA(x), para x ∈ B ⊂ A.
Veamos unos ejemplos donde se muestra que cuando consideramos álgebras de
Banach, el espectro de un elemento x depende del álgebra en donde se esté toman-
do a x.
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Ejemplo 2.12 i) El álgebra del disco A(D) se define como el espacio de funciones
analı́ticas en el disco D = {z ∈ C : |z| < 1} y que son continuas en D. Con la
norma ‖ · ‖∞ y las operaciones puntuales A(D) es un álgebra de Banach.
Pensemos en la función Φ : A(D) → C(∂D) definida como Φ( f ) = f |∂D. Es claro
que Φ es un homomorfismo entre álgebras de Banach. Además Φ es una isometrı́a,
en efecto, por el principio del módulo máximo,

‖Φ( f )‖ = sup
x∈∂D

| f (x)| = sup
x∈D
| f (x)| = ‖ f ‖.

Lo anterior es válido pues f es continua en D y es analı́tica en D. Además se tiene
que Φ(1A(D)) = 1C(∂D).
Sea A = C(∂D) y B = Φ(A(D)). Como Φ es un isomorfismo sobre su imagen que
además mapea la identidad en la identidad, se tiene que σA(D)( f ) = σB(Φ( f )). Sea
f (z) = z, z ∈ D. Como f ∈ A(D) y f |∂D ∈ B entonces

σB( f |∂D) = σA(D)( f ) = D.

Por otro lado
σA( f |∂D) = σC(∂D)( f ) = ∂D.

ii) Considere el álgebra de Banach `1(Z)[25, Pág 5]. Sea B = { f ∈ `1(Z) : f (n) =
0 ∀ n < 0}. Consideremos dos funciones f , g en B. Entonces

( f ∗ g)(n) = ∑
k∈Z

f (n− k)g(k) = f (n)g(0) + ∑
k∈Z+

f (n− k)g(k) = 0, si n < 0.

Ası́ que B es una subálgebra unitaria de A que es claramente cerrada. Sea ei ∈
`1(Z) la sucesión con 1 en la entrada i-ésima y ceros en las demás entradas. Note
que e1 ∗ e−1 = e0 por lo que 0 no está en σA(e1). Pero como e−1 /∈ B tenemos que
0 ∈ σB(e1).

2.2 TEOREMA ESPECTRAL Y APLICACIONES

En este sección se detallan hechos fundamentales sobre álgebras C∗.
Sea A un álgebra C∗ y x ∈ A. En el siguiente teorema mostramos que si x es
normal entonces el espacio de ideales maximales de A[x] es isomorfo al espectro
de x. Con esta identificación, el álgebra C∗ C(MA[x]) se convierte en un espacio
más familiar. Por consiguiente será más fácil visualizar el elemento f (x) ∈ A[x]
con f ∈ C(σ(x)).
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No es difı́cil ver que si x es normal en un álgebra C∗ entoncesA[x] es conmutativa.
Además un elemento y ∈ A pertenece a A[x] si y solo si existe una sucesión de
polinomios en x y x∗ que converge a y.

Teorema 2.13 (Teorema espectral) Sea x normal en un álgebra C∗, entoncesM :=
MA[x] es homeomorfo a σ(x). Si identificamos M con σ(x) entonces la transfor-
mada de Gelfand Γ : A[x] −→ C(σ(x)) tiene la propiedad de que Γ(p(x, x∗)) =
p(z, z) para cada polinomio p de dos variables.

Demostración.
Sea Γ : A[x] −→ C(M) la transformada de Gelfand de A[x]. Note que por la
ecuación 2.4 σ(x) = σA(x) = σA[x](x). Veamos que la función Φ : M −→ σ(x)
dada por Φ(ϕ) = ϕ(x) es un homeomorfismo.
Si ϕn −→ ϕ con la topologı́a débil estrella entonces Φ(ϕn) = ϕn(x) −→ ϕ(x) =
Φ(ϕ). Por ello Φ es continua.
Ya que A[x] es conmutativa se sigue de la Proposición 1.9 que ImΦ =ImΓ(x) =
σ(x). Por lo tanto Φ es sobreyectiva.
Note que para cada ϕ ∈ M, ϕ(x∗) = ϕ(x). La igualdad anterior más el hecho de
que los elementos deM son multiplicativos implica que si ϕ(x) = ψ(x), entonces
ϕ y ψ coinciden sobre el conjunto

{p(x, x∗) : p polinomio de dos variables},
el cual es denso en A[x]. Se sigue que ϕ = ψ y Φ es inyectiva.
Al ser Φ una función continua y biyectiva entre espacios compactos Hausdorff, Φ

es un homeomorfismo.
Por lo visto anteriormente, para cada z ∈ σ(x) existe ϕz ∈ M tal que ϕz(x) =
Φ(ϕz) = z. Entonces Γ(x)(z) = Γ(x)(ϕz) = z. Ya que Γ es un homomorfismo C∗,
Γ(p(x, x∗))(z) = p(z, z) para cada polinomio p de dos variables. �

Sea x normal en un álgebra C∗A. A partir de ahora siempre vamos a identificar el
espacio de ideales maximales deA[x] con σ(x). Con esta identificación la transfor-
mada de Gelfand se ve como

Γ : A[x] −→ C(σ(x)).

Por el Teorema 2.7 Γ es un isomorfismo C∗ sobreyectivo. Por lo tanto podemos
definir Γ−1( f ) para cada función continua f ∈ C(σ(x)).

Definición 2.14 (Cálculo funcional continuo)
Sea x normal en un álgebra C∗. Para cada f ∈ C(σ(x)) definimos f (x) ∈ A[x] por

f (x) := Γ−1( f ).
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El mapeo f 7→ f (x) de C(σ(x)) sobreA[x] es llamado el cálculo funcional continuo.

Proposición 2.15 El cálculo funcional continuo tiene las siguientes propiedades.
i) f 7→ f (x) es un isomorfismo C∗ sobreyectivo.
ii) Si f (z) = p(z, z) con p un polinomio de 2 variables, entonces f (x) = p(x, x∗).
iii) σ( f (x)) = f (σ(x)) para cada f ∈ C(σ(x)).
iv) Si Φ : A −→ B es un homomorfismo C∗, entonces Φ( f (x)) = f (Φ(x)) para
cada f ∈ C(σ(x)). Note que f (Φ(x)) está bien definido ya que σ(Φ(x)) ⊆ σ(x).

Demostración
Solo probaremos iv). Sea p ∈ C(σ(x)) un polinomio de dos variables. Ya que Φ

es un homomorfismo C∗, Φ(p(x, x∗)) = p(Φ(x), Φ(x)∗). Dado que los polinomios
son densos en C(σ(x)), el resultado se sigue para cada f ∈ C(σ(x)). �

Como consecuencia de las propiedades del cálculo funcional continuo tenemos el
siguiente corolario.

Corolario 2.16 Sea x normal en un álgebra C∗.
i) x es autoadjunto si y solo si σ(x) ⊆ R,
ii) x es unitario si y solo si σ(x) ⊆ ∂D,
iii) x es proyección si y solo si σ(x) ⊆ {0, 1}.

El siguiente teorema es bastante importante, pues será de ayuda para probar que
cada álgebra C∗ es isomorfa a una subálgebra cerrada de B(H), para algún espacio
de HilbertH.

Teorema 2.17 Sea Φ : A −→ B un homomorfismo C∗. La imagen Φ(A) es un
conjunto cerrado en B.

Demostración.
Tomemos y ∈ Φ(A) y sea {xn} ⊂ A tal que {Φ(xn)} −→ y. Si xn y por ende y,
son autoadjuntos el procedimiento que se hará funciona tal cual. Si xn no es auto-
adjunto usamos la descomposición 2.1 Ya que si Φ(xj,n) −→ yj, j = 1, 2 entonces
{Φ(xn)} −→ y, donde x1,n = (xn + x∗n)/2 y x2,n = (xn − x∗n)/2.
Ya que la sucesión {Φ(xn)} es de Cauchy podemos asumir, pasando a una subsu-
cesión si es necesario que ‖Φ(xn+1)−Φ(xn)‖ < 1

2n , n ≥ 1.
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Para cada n ≥ 1 definimos

fn(t) =



1
2n si t ≥ 1

2n ,

t si − 1
2n ≤ t ≤ 1

2n ,

− 1
2n si t ≤ − 1

2n .

Ya que Φ(xn+1)−Φ(xn) es autoadjunto y tiene norma menor que 2−n, la función fn
es la identidad sobre σ(Φ(xn+1)−Φ(xn)). Luego por las propiedades del cálculo
funcional continuo

Φ(xn+1)−Φ(xn) = fn(Φ(xn+1)−Φ(xn)) = Φ( fn(xn+1 − xn)).

También se tiene que

‖ fn(xn+1 − xn)‖A = ‖ fn‖∞ = sup{| fn(z)| : z ∈ σ(xn+1 − xn)} ≤
1
2n .

De la ecuación anterior se sigue que el elemento x definido como

x = x1 +
∞

∑
n=0

fn(xn+1 − xn),

pertenece a A y es tal que

Φ(x) = Φ(x1) +
∞

∑
n=1

Φ( fn(xn+1 − xn))

= Φ(x1) +
∞

∑
n=1

Φ(xn+1)−Φ(xn)

= Φ(x2) +
∞

∑
n=2

Φ(xn+1)−Φ(xn)

= Φ(xk) +
∞

∑
n=k

Φ(xn+1)−Φ(xn)

= lı́m
n→∞

Φ(xn)

= y.

Esto muestra que y ∈ Φ(A). �

Para obtener una caracterización espectral de elementos positivos similar al Coro-
lario 2.16, requerimos del siguiente lema cuya prueba omitimos.
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Lemma 2.18 Sea A un álgebra C∗. Si x, y son elementos autoadjuntos tales que
σ(x), σ(y) ⊂ R+. Entonces σ(x + y) ⊂ R+.

Teorema 2.19 Sea x un elemento normal en un álgebra C∗ A. Entonces x ≥ 0 si y
solo si σ(x) ⊆ R+.

Demostración
Si σ(x) ⊂ R+ entonces la función f (t) =

√
t pertenece a C(σ(x)). Definimos me-

diante el cálculo funcional continuo a y = f (x). Entonces x = f (x) f (x) = y2 =
yy∗.
Recı́procamente, si x es positivo entonces existe un y ∈ A tal que x = y∗y.
Ya que x es autoadjunto entonces por el Teorema de descomposición de Jordan [27,
Teorema 4.4] existen x+, x− ∈ A autoadjuntos tales que x = x+ − x−, x+x− = 0 y
σ(x+), σ(x−) ⊂ R+.
Sea z = yx−. Ya que x+x− = 0, tenemos que

z∗z = x−y∗yx− = x−(x+ − x−)x− = −(x−)3.

El Teorema espectral implica que σ(z∗z) ⊂ R−, (R− = R\R+). Por la ecuación 1.5
σ(zz∗) ⊂ R−.
Por otro lado z = z1 + iz2 con zi autoadjuntos i = 1, 2. Note que zz∗ + z∗z =
2(z2

1 + z2
2), entonces

z∗z = 2(z2
1 + z2

2)− zz∗ = 2(z2
1 + z2

2) + (−zz∗).

El lado derecho de la igualdad anterior es una suma de dos elementos autoadjun-
tos cuyo espectro es positivo. Por el Lema 2.18 σ(z∗z) ⊂ R+. Combinando esto
con el hecho de que σ(z∗z) ⊂ R−, obtenemos que σ(z∗z) = {0}. Por la fórmula del
radio espectral z∗z = 0. Luego −(x−)3 = 0 y en consecuencia x− = 0. Entonces
x = x+ y ası́ σ(x) ⊂ R+. �

Veamos unas consecuencias del Teorema 2.19 que necesitaremos en la siguiente
sección.
Para cada x en un álgebra C∗ el elemento xx∗ es positivo. Luego por el teorema
anterior σ(xx∗) ⊂ R+. Entonces la funcion f (t) =

√
t pertenece a C(σ(xx∗)). Por

tanto podemos definir mediante el cálculo funcional continuo |x| := f (xx∗) =√
xx∗. Es claro que |x| ≥ 0.

Si x es un elemento autoadjunto entonces |x|+ x y |x| − x son positivos. En efecto,
ya que σ(x) ⊂ R, se sigue que la función f (t) = |t|+ t ≥ 0 pertenece a C(σ(x)).
Entonces

σ(|x|+ x) = σ( f (x)) = f (σ(x)) ⊂ R+. (2.6)
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Luego por el teorema anterior |x|+ x ≥ 0. De manera similar se prueba que |x| −
x ≥ 0.

Terminamos esta sección con la demostración del Teorema 2.2. Pero antes introdu-
cimos algo de terminologı́a.

Sea B una subálgebra no unitaria de un álgebra C∗ A. Una identidad aproximada
izquierda para B es una red {uα}α∈Λ ⊂ B+, (B+ denota los elementos positivos de
A) tal que:
i) ‖uα‖ ≤ 1, para todo α.
ii) lı́mα uαx = lı́mα xuα = x, para cada x ∈ B.

Una identidad aproximada derecha se define de manera similar.
Cada ideal izquierdo (derecho) I de un álgebra C∗ A tiene una identidad aproxi-
mada derecha (izquierda) [6, pág 6].
Sea {uα}α∈Λ una identidad aproximada de un ideal izquierdo I contenido en un
álgebra C∗. Como uα es positivo entonces su espectro está contenido en R+. Ya que
‖uα‖ ≤ 1 se sigue que σ(uα) ⊂ [0, 1]. Note que la función f (λ) = 1− λ es analı́tica
en σ(uα). Por el teorema del mapeo espectral

σ(1− uα) = σ( f (uα)) = f (σ(uα)) ⊂ [0, 1].

Ya que 1− uα es normal,

‖1− uα‖ = r(1− uα) = sup{| f (λ)| : λ ∈ σ(uα)} ≤ 1, para cada α ∈ Λ. (2.7)

Demostración del Teorema 2.2
Sea x ∈ I y {uα}α∈Λ ⊂ I una identidad aproximada de I . Nótese que cada uα es
autoadjunto. Entonces

‖x∗uα − x∗‖ = ‖(uαx− x)∗‖ = ‖uαx− x‖ −→ 0.

Ya que x∗uα ∈ I para cada α, se sigue que x∗ ∈ I = I . Por tanto I es autoadjunto.
Denotemos por ‖ · ‖q a la norma cociente. La involución en A/I está dada por
[x]∗ := [x∗]. Para ver que A/I es un álgebra C∗ es suficiente probar la propiedad
de la norma. Veamos primero que la siguiente igualdad se cumple,

‖[x]‖q = lı́m
α
‖x− uαx‖. (2.8)

Sea x ∈ A y y0 ∈ I tal que ‖[x]‖q = ‖x− y0‖. Entonces,

‖(1− uα)x‖ = ‖(1− uα)x− (1− uα)y0 + (1− uα)y0‖
≤ ‖(1− uα)(x− y0)‖+ ‖(1− uα)y0‖
≤ ‖(1− uα)‖‖(x− y0)‖+ ‖(1− uα)y0‖
≤ ‖[x]‖q + ‖(1− uα)y0‖.
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Ya que ‖(1− uα)y0‖ −→ 0 se sigue que lı́mα ‖(1− uα)x‖ ≤ ‖[x]‖q. Para la otra
desigualdad basta observar que uαx ∈ I. Esto implica que,

ı́nf
y∈I
{‖x− y‖} ≤ ‖x− uαx‖.

Tomando lı́mites conseguimos que ‖[x]‖q ≤ lı́mα ‖x− uαx‖. Por lo que la ecuación
2.8 queda probada.
Finalmente, por la desigualdad de Cauchy Schwarz y por las ecuaciones 2.7 y
2.8,

‖[x]‖2 = lı́m
α
‖x− uαx‖2

= lı́m
α
‖(x− uαx)(x− uαx)∗‖

= lı́m
α
‖(x− uαx)x∗(1− uα)‖

≤ lı́m
α
‖xx∗ − uαxx∗‖‖(1− uα)‖

≤ lı́m
α
‖xx∗ − uαxx∗‖

= ‖[xx∗]‖.

Por lo tanto ‖[x]‖2 = ‖[x][x]∗‖. �

2.3 FUNCIONALES LINEALES POSITIVOS Y ESTADOS

En esta sección estudiaremos los funcionales lineales positivos y estados. Los esta-
dos son de utilidad para mostrar si un elemento en un álgebra C∗ es autoadjunto,
positivo, etc. Además, cada estado sobre un álgebra C∗ A da origen a una repre-
sentación del álgebraA. En el Capı́tulo 3 trataremos a detalle la teorı́a de represen-
taciones.

Definición 2.20 Sea A un álgebra C∗ y sea ϕ un funcional lineal definido en A.
Decimos que,
i) ϕ es hermitiano si ϕ(x∗) = ϕ(x) para cada x ∈ A,
ii) ϕ es positivo si ϕ(xx∗) ≥ 0 para cada x ∈ A,
iii) ϕ es un estado si ϕ es positivo y ϕ(1) = 1.
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SeaH un espacio de Hilbert y v ∈ H un vector de norma 1. Definimos el funcional
lineal ϕv : B(H) −→ C mediante

ϕv(T) = 〈Tv, v〉.

Es trivial ver que ϕv es un estado de B(H). Funcionales de este tipo son llamados
estados vectoriales.
Sea ϕ un estado de A y u ∈ A un elemento unitario. Entonces el funcional ϕu :
A −→ C definido por ϕu(x) = ϕ(uxu∗) también es un estado de A.

Teorema 2.21 Sea A un álgebra C∗ y ϕ un funcional lineal sobre A. Entonces las
siguientes afirmaciones se cumplen.
i) ϕ es hermitiano si y solo si ϕ(x) ∈ R para cada elemento autoadjunto x en A.
ii) Si ϕ es positivo entonces ϕ es hermitiano.

Demostración
i) Si ϕ es hermitiano y x es un elemento autoadjunto de A,

ϕ(x) = ϕ(x∗) = ϕ(x),

entonces ϕ(x) ∈ R para cada x autoadjunto.
Ahora supongamos que ϕ(y) ∈ R para cada y autoadjunto. Dado que x = x1 + ix2
con x1 y x2 autoadjuntos, se sigue que

ϕ(x∗) = ϕ(x1)− iϕ(x2) = ϕ(x).

ii) Sea ϕ un funcional lineal positivo y x ∈ A un elemento autoadjunto. Recorde-
mos que |x|+ x y |x| − x son positivos (ec. 2.6). Entonces y1 = ϕ(|x|+ x) ≥ 0 y
y2 = ϕ(|x| − x) ≥ 0. Por lo tanto

ϕ(x) =
1
2
(y1 − y2) ∈ R.

Por el inciso i) de este teorema ϕ es hermitiano. �

Teorema 2.22 ([5, Teorema 13.5])
Sea ϕ un funcional lineal sobre un álgebra C∗.
Entonces, i) ϕ es positivo si y solo si ϕ es acotado con ‖ϕ‖ = 1.
ii) ϕ es un estado si y solo si ‖ϕ‖ = ϕ(1) = 1.

Sea A un álgebra C∗, denotamos por S(A) al conjunto de estados sobre A. Por
el inciso ii) del teorema anterior, S(A) es un subconjunto de la bola unitaria con
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centro en 0 del espacio dual de A. Asignamos al conjunto de estados la topologı́a
débil estrella heredada de A∗. El conjunto S(A) con la topologı́a débil estrella es
llamado el espacio de estados de A.
El siguiente teorema implica que el espacio de estados es no vacı́o para cada álge-
bra C∗.

Proposición 2.23 Sea A un álgebra C∗ y x ∈ A. Para cada λ ∈ σ(x) existe ϕ ∈
S(A) tal que ϕ(x) = λ.

Demostración
Sea x ∈ A y fijemos λ ∈ σ(x). Sea M := {ax + b1 : a, b ∈ C}. Definimos el
funcional ϕ0 : M −→ C como ϕ0(ax + b1) = aλ + b. Es sencillo ver que ϕ0 es
lineal, ϕ0(x) = λ y ϕ0(1) = 1. Por el Teorema del mapeo espectral ϕ0(ax + b1) ∈
σ(ax+ b1) para cada a, b ∈ C. Se sigue que |ϕ0(ax+ b1)| ≤ r(ax+ b1) ≤ ‖ax+ b1‖.
Por tanto ‖ϕ0‖ = 1.
Ası́ por el Teorema de Hanh-Banach ϕ0 se extiende a un funcional lineal ϕ sobreA
que cumple que ϕ(x) = λ y ‖ϕ‖ = 1. Por el Teorema 2.22, ϕ ∈ S(A). �

Proposición 2.24 Sea A un álgebra C∗. El espacio de estados de A es un conjunto
Hausdorff, compacto y convexo.

Demostración.
Ya que el espacio dual es Hausdorff, entonces S(A) también lo es.
Por el Teorema 2.22, S(A) está contenido en la bola unitaria de A∗. Entonces por
el Teorema de Banach Alaouglu basta ver que S(A) es cerrado para probar que es
compacto.
Sea ϕ ∈ S(A) y (ϕn)n∈N ⊂ S(A) una sucesión que converge a ϕ con la topologı́a
débil estrella. Tomemos x ∈ A positivo. Entonces

ϕ(x) = lı́m
n→∞

ϕn(x) ≥ 0 y ϕ(1) = lı́m
n→∞

ϕn(1) = lı́m
n→∞

1 = 1.

Esto prueba que ϕ ∈ S(A) y por lo tanto S(A) = S(A). Ası́ que S(A) es compacto.
Para ver que S(A) es convexo, sea ϕ := αϕ1 + βϕ2, donde ϕ1, ϕ2 ∈ S(A) y α, β ∈
(0, 1) tales que α + β = 1.
Ya que ϕ(1) = α + β = 1, entonces ‖ϕ‖ ≥ 1. Ahora por la desigualdad triangular

‖ϕ‖ ≤ α‖ϕ1‖+ β‖ϕ2‖ = 1.

Por tanto ‖ϕ‖ = 1 = ϕ(1). Por el Teorema 2.22 ϕ ∈ S(A). �

Teorema 2.25 Sea A un álgebra C∗ y x ∈ A.
i) x = 0 si y solo si ϕ(x) = 0 para cada ϕ ∈ S(A),
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ii) x = x∗ si y solo si ϕ(x) ∈ R para cada ϕ ∈ S(A),
iii) x ≥ 0 si y solo si ϕ(x) ≥ 0 para cada ϕ ∈ S(A),
iv) Si x es normal entonces existe ϕ ∈ S(A) tal que ‖x‖ = |ϕ(x)|.

Demostración
i) Supóngase que ϕ(x) = 0 para cada ϕ ∈ S(A). Luego ϕ(xi) = 0 para i = 1, 2 con
xi autoadjuntos. Por el Teorema 2.23 σ(xi) = {0}, por lo que ‖xi‖ = r(xi) = 0. Lo
que implica que x = 0.
ii) Si ϕ(x) ∈ R para cada ϕ ∈ S(A) entonces ϕ(x2) = ϕ((x − x∗)/2i) = 0, para
cada ϕ ∈ S(A). Por el inciso anterior x2 = 0, esto es x = x∗.
iii) Si ϕ(x) ≥ 0 para cada ϕ ∈ S(A), entonces por el inciso anterior x es autoad-
junto. El Teorema 2.23 implica que σ(x) ⊂ R+, y por consecuencia x ≥ 0.
iv) Si x es normal entonces ‖x‖ = r(x). Ya que σ(x) es cerrado existe λ ∈ σ(x)
tal que ‖x‖ = |λ|. Entonces por el Teorema 2.23, existe ϕ ∈ S(A) tal que |ϕ(x)| =
|λ| = ‖x‖. �

Corolario 2.26 Existe una única involución sobre un álgebra de Banach A que la
convierte en un álgebra C∗.

Demostración
Sean ∗ y ◦ dos involuciones sobreA que la convierten en un álgebra C∗. El Teorema
2.22 implica que los estados de (A, ∗) y (A, ◦) son los mismos, pues este Reorema
nos dice que solo importa que los estados preserven la unidad y sean de norma
uno. Entonces el inciso ii) del Teorema 2.25 implica que un elemento x ∈ A es
autoadjunto con respecto a ∗ si y solo si x es autoadjunto con respecto a ◦.
Sea x ∈ A. Entonces

x∗ = x∗1 − ix∗2 = x◦1 − ix◦2 = x◦.

Esto es, ∗ = ◦. �

Recordemos que el espacio de estados es convexo y compacto, entonces por el Teo-
rema de Krein-Milman [44], S(A) es la envolvente convexa de sus puntos extremos
y por tanto S(A) tiene puntos extremos. Los puntos extremos de S(A) son llama-
dos estados puros y el conjunto de estados puros de A es denotado por P(A).
El Teorema 2.25 se puede obtener incluso si sustituimos S(A) por P(A), lo que im-
plica que los puntos extremos de S(A) forman un conjunto suficientemente grande
como para clasificar elementos en el álgebra.

Probemos ahora que los estados vectoriales de B(H) conH separable, son estados
puros.
Primero observemos que para un funcional lineal positivo ϕ sobre un álgebra
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C∗ A,

|ϕ(x∗y)|2 ≤ ϕ(x∗x)ϕ(y∗y) para todos x, y ∈ A. (2.9)

La ecuación anterior se sigue de la desigualdad de Cauchy Schwarz y por el hecho
de que ϕ define un semi producto interno sobre Amediante

〈x, y〉 := ϕ(y∗x). (2.10)

Sea v ∈ H de norma uno. Veamos que el funcional ϕv(T) = 〈Tv, v〉, T ∈ B(H), es
un estado puro.
Tomemos una base ortonormal {vi}i∈Λ con v1 = v y sea Pi la proyección ortogonal
sobre el espacio generado por vi.
Supóngase que

ϕv = αϕ + βψ, ϕ, ψ ∈ S(B(H)),

con α, β ∈ (0, 1) tales que α + β = 1.
Ya que I − P1 es una proyección, en particular I − P1 ≥ 0, o equivalentemente,
P1 ≤ I, lo que implica que ϕ(P1), ψ(P1) ≤ 1. Por otro lado

1 = 〈P1v, v〉 = ϕv(P1) = αϕ(P1) + βψ(P1).

Entonces ϕ(P1) = ψ(P1) = 1 ó equivalentemente ϕ(I − P1) = 0.
Sea T ∈ B(H). Por la ecuación 2.9,

|ϕ(T(I − P1))|2 ≤ ϕ(TT∗)ϕ((I − P1)
2) = ϕ(TT∗)ϕ(I − P1) = 0.

Entonces ϕ(T) = ϕ(TP1). Intercambiando T con I − P1 en la ecuación anterior se
obtiene que ϕ(T) = ϕ(P1T).
Ahora si aplicamos el anterior procedimiento a TP1 en lugar de T obtenemos que
ϕ(TP1) = ϕ(TP2

1 ) = ϕ(P1TP1). Ası́, ϕ(T) = ϕ(P1TP1).
No es difı́cil ver que P1TP1(w) = 〈Tv, v〉P1. Entonces

ϕ(T) = ϕ(P1TP1) = 〈Tv, v〉ϕ(P1) = ϕv(T).

Ası́, ϕv = ϕ. Concluimos que ϕv es punto extremo de S(B(H)).

Generalizemos el ejemplo anterior. SeaH un espacio de Hilbert separable, {vn}n∈N

una base ortonormal y U un ultrafiltro de N. Entonces

Λvn
U (T) := lı́m

U
〈Tvn, vn〉, T ∈ B(H),

define un estado puro de B(H) [40]. El limite es el punto z0 ∈ C tal que para cada
vecindad U de z0 existe A ∈ U tal que 〈Tvn, vn〉 ∈ U siempre que n ∈ A. Ya que
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{〈Tvn, vn〉 : n ∈ N} ⊂ {z ∈ C : |z| ≤ ‖T‖} y este último es un conjunto compacto
y Hausdorff, Λvn

U converge a un único punto en C.
Si U es el ultrafiltro principal generado por {n} ∈ P(N) (P(N) es el conjunto
potencia de N) entonces Λvn

U (T) es simplemente el estado vectorial 〈Tvn, vn〉.
Un ultrafiltro de N se dice que es libre si

⋂
A∈U

A = ∅,

por lo tanto los ultrafiltros libres tienden de alguna forma a infinito. El ultrafiltro
de Frechet que se define como F = {A ⊂ N : |N− A| < ∞} induce el limite
clasico lı́mn→∞ .
Mostremos que si U es un ultrafiltro libre entonces Λvn

U define un estado puro
de C(H). Acordemos por ahora que si A es un álgebra C∗ conmutativa entonces
P(A) =MA (mostraremos esta afirmación en el siguiente capı́tulo).
Usemos que T = T1 + iT2 con Ti autoadjunto. Por el teorema espectral aplicado a
Ti tenemos que

σ(Ti) = {ϕ(Ti) : ϕ ∈ MA} = {ϕ(Ti) : ϕ ∈ P(A[Ti])}.

Ya que ϕvn(S) = 〈Svn, Sn〉 es un estado puro de A[Ti] entonces 〈Tivn, vn〉 ∈ σ(Ti).
Recordemos que el único posible punto de acumulación de σ(Ti) es cero. Asi que
Λvn
U (Ti) = 0 y por linealidad Λn

U (T) = 0. Por tanto Λvn
U define un estado puro en

C(H).

Estados de la forma Λvn
U son llamados estados diagonalizables. Una conjetura de J.

Anderson afirmaba que cada estado puro de B(H) es de la forma Λvn
U para un ul-

trafiltro U de N y alguna base ortonormal {vn}n∈N. Hoy se sabe que esta conjetura
es falsa. Un contraejemplo muy elegante lo construye Koszmider en [43].

Discutamos brevemente la relación que hay entre el espacio de estados y el espacio
de funcionales lineales multiplicativos de un álgebra C∗.
Sea A un álgebra C∗, por el Teorema 2.22, MA ⊂ S(A). De hecho MA ⊂ P(A)
como mostraremos a continuación.
Sea ϕ ∈ MA y supóngase que existen estados ϕ1, ϕ2 ∈ S(A), y α, β ∈ (0, 1) con
α + β = 1, tales que ϕ = αϕ1 + βϕ2.
Sea x un elemento autoadjunto de A. Por la ecuación 2.9 ϕ(x2) ≥ ϕ(x)2. Enton-
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ces

0 = ϕ(x2)− ϕ(x)2

= (α + β)(αϕ1(x2) + βϕ2(x2))− (αϕ1(x) + βϕ2(x))2

≥ (α + β)(αϕ1(x)2 + βϕ2(x)2))− (αϕ1(x) + βϕ2(x))2

= αβϕ1(x)2 + αβϕ2(x)2 − 2αβϕ1(x)ϕ2(x)

= αβ(ϕ1(x)− ϕ2(x))2.

Como α · β 6= 1, entonces ϕ(x) = ϕ1(x) = ϕ2(x) para cada x autoadjunto. Ya que
cada elemento enA es combinación lineal de elementos autoadjuntos, se sigue que
ϕ(x) = ϕ1(x) = ϕ2(x) para cada x ∈ A. Por tanto ϕ ∈ P(A).

Mostraremos más adelante que si el álgebra C∗A es conmutativa entonces P(A) ⊂
MA, en consecuencia,MA = P(A). Sin embargo, la contención P(A) ⊂ MA no
es válida para toda álgebra A. Por ejemplo, si A = B(H), entonces existen estados
puros sobre B(H) tal que al restringirse a una subálgebra abeliana maximal no son
multiplicativos. Esto se muestra en [21].
Es más sencillo ver queMA 6= S(A). En efecto, si A = C([0, 1]) y

ϕ( f ) =
∫ 1

0
f (t)dt.

Entonces ϕ ∈ S(A) pero ϕ /∈ MA.

2.3.1 EL ESPACIO DE ESTADOS DE Mn(C)

Recordemos que el conjunto de funcionales lineales multiplicativos del álgebra de
matrices es vacı́o. Esto no ocurre para el espacio de estados, de hecho resulta ser un
espacio considerablemente grande. En lo que sigue llevaremos a cabo los cálculos
para demostrar que el espacio de estados de Mn(C) es homeomorfo al conjunto de
matrices positivas de traza uno, esto es,

S(Mn(C)) ' Ω := {A ∈ Mn(C) : A ≥ 0, Tr(A) = 1}. (2.11)

Usando que una matriz A ∈ Mn(C) es positiva si y solo si 〈Av, v〉 ≥ 0 para todo
v ∈ Cn, es fácil probar que Ω es convexo. De modo que Ω tiene puntos extremos.
Necesitaremos de los siguientes dos lemas para obtener (2.11).

Lemma 2.27 Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1) P ∈ Mn(C) es una proyección de rango 1.
2)P ∈ Ω es un punto extremo de Ω.
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Demostración.

1) implica 2).
Sea P una proyección de rango 1. Es claro que P ≥ 0. Sea v un vector unitario tal
que

P = vv∗ =

 v1v1 · · · v1vn
... . . . ...

vv1 · · · vnvn

 ,

donde v∗ = vT ([28, Proposición 6.6]). Entonces Tr(P) = ‖v‖2 = 1 y en consecuen-
cia P ∈ Ω.
Veamos que P es un punto extremo de Ω. Suponga que existen A, B ∈ Ω y a, b ∈
(0, 1) con a + b = 1 tales que P = aA + bB. Entonces

1 = 〈v, v〉 = 〈Pv, v〉 = a〈Av, v〉+ b〈Bv, v〉. (2.12)

Por el Teorema de descomposición espectral,

‖C‖ = max{λ : λ es eigenvalor de C} ≤ Tr(C), para cada C ∈ Ω.

Entonces 〈Av, v〉 ≤ ‖A‖ ≤ Tr(A) = 1. La ecuación 2.12 implica que 〈Av, v〉 = 1.
Entonces 〈Av− v, v〉 = 0. Se sigue que

1 ≤ ‖Av− v‖+ ‖v‖ = ‖(Av− v) + v‖ = ‖Av‖ ≤ 1.

Por tanto ‖Av− v‖ = 0, o equivalentemente Av = v. Tomemos w ∈ (span{v})⊥.
Entonces Pw = 0, por tanto

0 = 〈Pw, w〉 = a〈Aw, w〉+ b〈Bw, w〉.

Usando que 〈Aw, w, 〉, 〈Bw, w, 〉 ≥ 0 y que a, b ∈ (0, 1), obtenemos que

〈Aw, w〉 = 0 = 〈Bw, w〉.

Sea u = αw + βv ∈ Cn un vector arbitrario con w ∈ (span{v})⊥. Entonces,

〈Aw, u〉 = α〈Aw, w〉+ β〈w, Av〉 = β〈w, v〉 = 0,

y por lo tanto Aw = 0 para cada w ∈ (span{v})⊥. En conclusión A = P. Por lo
tanto P es un punto extremo de Ω.

2) implica 1)
Sea P ∈ Ω un punto extremo. Como P ≥ 0, el Teorema de descomposición espec-
tral implica que existen números λ1, ..., λn con λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn y proyecciones
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ortogonales P1, ..., Pn de rango uno tales que P = ∑n
i=1 λiPi. El hecho de que cada

Pi ∈ Ω implica que,

1 = Tr(P) =
n

∑
i=i

λiTr(Pi) =
n

∑
i=1

λi.

La ecuación anterior implica que P es combinación lineal convexa de las Pi. Ya que
P es un punto extremo, λ1 = 1 y λi = 0 para i = 2, ..., n. Por tanto P = P1 y ası́ P es
una proyección de rango uno �

Para un funcional lineal ϕ sobre Mn(C), denotamos por [ϕ(Eij)] a la matriz con
valor ϕ(Eij) en la entrada (i, j), donde Eij es la matriz con uno en la entrada (i, j) y
ceros en las demás entradas.

Lemma 2.28 Sea ϕ : Mn(C) −→ C un funcional lineal. Entonces ϕ es un estado
sobre Mn(C) si y solo si [ϕ(Eij)] es positiva y Tr([ϕ(Eij)]) = 1.

Demostración

Sea ϕ ∈ S(Mn(C)). Entonces

1 = ϕ(I) = ϕ(
n

∑
i=1

Eii) =
n

∑
i=1

ϕ(Eii) = Tr([ϕ(Eij)]).

Para un vector v ∈ Cn, definimos

A := v∗v =

 v1v1 · · · v1vn
... . . . ...

vnv1 · · · vnvn

 .

Por construcción A ≥ 0. Ası́ que

〈[ϕ(Eij)]v, v〉 =
n

∑
i,j=1

ϕ(Eij)vivj = ϕ(
n

∑
i,j=1

vivjEij) = ϕ(A) ≥ 0.

Por tanto [ϕ(Eij)] ≥ 0.

Ahora suponga que [ϕ(Eij)] ≥ 0 y que Tr([ϕ(Eij)] = 1. Entonces,

ϕ(I) = ϕ(
n

∑
i=1

Eii) = Tr([ϕ(Eij)]) = 1.
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Sea P una proyección de rango uno. Entonces existe un vector unitario v ∈ Cn tal
que P = v∗v. Por tanto

ϕ(P) =
n

∑
i,j=1

ϕ(Eij)vivj = 〈[ϕ(Eij)]v, v〉 ≥ 0.

Ahora sea A ∈ Mn(C) una matriz positiva. Por el Teorema de descomposición
espectral existen existen λi ∈ R+ y proyecciones Pi de rango uno tales que A =

∑n
i=1 λiPi. Entonces

ϕ(A) =
n

∑
i,j=1

λi ϕ(Pi) ≥ 0,

por tanto ϕ es un estado sobre Mn(C). �

Sea Φ : S(Mn(C)) −→ Ω dada por Φ(ϕ) = [ϕ(Eij)]. Por el Lema 2.28 Φ(ϕ) es
positiva y Tr(Φ(ϕ)) = 1 para cada ϕ ∈ S(Mn(C)), por consiguiente Φ está bien
definida.

Teorema 2.29 La función Φ definida anteriormente satisface lo siguiente:
1) Φ es un homeomorfismo.
2) Si λ ∈ (0, 1) y ϕ1, ϕ2 ∈ S(Mn(C)) entonces

Φ(λϕ1 + (1− λ)ϕ2) = λΦ(ϕ1) + (1− λ)Φ(ϕ2). (2.13)

3) ϕ ∈ P(Mn(C)) si y solo si Φ(ϕ) es punto extremo de Ω.

Demostración.
1) Sean ϕ1, ϕ2 ∈ S(Mn(C)) y supóngase que Φ(ϕ1) = Φ(ϕ2). Entonces ϕ1(Eij) =
ϕ2(Eij), esto es, ϕ1 y ϕ2 coinciden sobre cada vector base. Por tanto ϕ1 = ϕ2.
Ahora sea A = [aij] ∈ Ω. Definimos el funcional lineal ϕA en Mn(C) como

ϕA([xij]) :=
n

∑
i,j=1

aijxij.

Nótese que Φ(ϕA) = [ϕA(Eij)] = A ≥ 0 y Tr([ϕA(Eij)]) = Tr(A) = 1. Por el Lema
2.28 ϕA es un estado de Mn(C) y cumple que Φ(ϕA) = A.
Finalmente, sea ϕ ∈ S(Mn(C)) y (ϕn) ⊂ (S(Mn(C)) una sucesión que converge a
ϕ con la topologı́a débil estrella. Entonces ϕn(A) −→ ϕ(A) para cada A ∈ Mn(C).
En particular para cada Eij ∈ Mn(C). Por lo tanto [ϕn(Eij)] −→ [ϕ(Eij)] en la
topologı́a de la norma de operadores.
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Ahora supongase que An = [an,ij] −→ A = [aij] con la topologı́a en norma de
operadores. Entonces

|ϕAn([xij])− ϕA([xij])| = |∑
i,j

an,ijxij −∑
i,j

aijxij|

≤∑
i,j
|an,ij − aij||xij|

≤ sup
i,j
|an,ij − aij|N,

donde N = ∑i,j |xij|. Ya que,

sup
i,j
|an,ij − aij| −→ 0 cuando n −→ ∞,

entonces ϕAn −→ ϕA con la topologı́a debil estrella. Por tanto Φ es un homeomor-
fismo.

2) Es trivial.

3) Si ϕ ∈ S(Mn(C)) no es un estado puro entonces se puede escribir como combi-
nación lineal convexa de elementos de S(Mn(C)). La ecuación 2.13 y la afirmación
1) de este teorema implican que Φ(ϕ) también se puede escribir como combinación
lineal convexa de elementos de Ω. En consecuencia Φ(ϕ) no es un punto extremo
de Ω. El recı́proco se prueba de manera similar. �

Observe que ϕ ∈ P(A) si y solo si [ϕ(Eij)] es una proyección sobre un subespacio
de dimensión 1. Esto se obtiene combinando el inciso 3) del teorema anterior y el
Lema 2.27.

Corolario 2.30 Sea ϕ : Mn(C) −→ C un funcional lineal. Entonces ϕ ∈ P(A) si y
solo si existe un vector unitario v ∈ Cn tal que

ϕ(A) = 〈Av, v〉, para toda A = [aij] ∈ Mn(C). (2.14)

Demostración
Sea ϕ ∈ P(A), por 3) del Teorema 2.29 y el Lema 2.27 [ϕ(Eij)] es una proyección
de rango 1. Entonces existe un vector unitario v ∈ Cn tal que (vivj) = [ϕ(Eij)] y
por tanto

ϕ(A) = ϕ[ϕ(Eij)]
(A) =

n

∑
i,j=1

aijvivj = 〈Av, v〉.
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Recı́procamente, supóngase que (2.14) se cumple con ‖v‖ = 1 . Por el inciso 1) del
teorema anterior ϕ = ϕ[ϕ(Eij)]

. Por otro lado 〈Av, v〉 = ϕP(A), donde P = v∗v =

(vivj) es una proyección de rango 1. Por unicidad [ϕ(Eij)] = P.
Luego por el Lema 2.27 la matriz [ϕ(Eij)] es un punto extremo de Ω, y en conclu-
sión ϕ ∈ P(A). �



CAPÍTULO 3
REPRESENTACIONES DE ÁLGEBRAS C∗

Y APLICACIONES

3.1 NOCIONES BÁSICAS

Una representación de un álgebra C∗A es un par (π,H), dondeH es un espacio de
Hilbert y π : A −→ B(H) es un homomorfismo C∗. La dimensión de H se llama
la dimensión de la representación. Decimos que una representación (π,H) es fiel
si Kerπ = {0}.
Si A ⊂ B(H) es una subálgebra C∗, entonces la representación (id,H) donde id es
el mapeo identidad es una representación de A.
Considérese el álgebra de funciones continuas C([0, 1]). SeaH = L2[0, 1], entonces
(π, L2[0, 1]) es una representación de C(K), donde π está dado por

π( f ) = M f , M f (g) = f g, g ∈ L2[0, 1].

Dos representaciones (π1,H1) y (π2,H2) son equivalentes si existe un operador
lineal unitario T : H1 −→ H2 tal que

π1(x) = T∗π2(x)T, para cada x ∈ A.

En tal caso escribimos π1 ∼ π2.
Sea (π,H) una representación de un álgebra C∗A. Un vector v ∈ H es llamado
cı́clico si

{π(x)v : x ∈ A} = H.

Si existe tal vector cı́clico v en H decimos que la representación es cı́clica y que la
tripleta (π,H, v) es una representación cı́clica.

Si A es un álgebra C∗ y {(πi,Hi)}i∈I es una familia de representaciones de A,
entonces la suma directa (π,H) := (

⊕
i∈I πi,

⊕
i∈IHi) es una representación de

A. El espacio de Hilbert H consiste de los vectores v = {vi}i∈I , (vi ∈ Hi) tales
que

‖v‖2 = ∑
i∈I
‖vi‖2 < ∞,
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y el producto interno enH se define como

〈x, y〉 := ∑
i∈I
〈xi, yi〉 x, y ∈ H.

Para x ∈ A, el operador lineal π(x) : H −→ H está dado por

π(x)v = (
⊕
i∈I

πi(x))({vi}i∈I) = {πi(x)vi}i∈I .

No es difı́cil ver que π : A −→ B(H) es un homomorfismo C∗, en consecuencia
‖π(x)‖ ≤ ‖x‖. De hecho

‖π(x)‖ = sup{‖πi(x)‖ : i ∈ I}.

Una representación (π,H) de un álgebra C∗A se llama no degenerada si el subes-
pacio {π(x)v : x ∈ A, v ∈ H} es denso enH.

Proposición 3.1 Una representación (π,H) de un álgebra C∗A es no degenerada
si y solo si π(1) = I.

Demostración.
Si π(1) = I el resultado es claro.
Supongamos que (π,H) es una representación no degenerada. Sea w ∈ H y (xn) ⊂
A, (vn) ⊂ H sucesiones tales que lı́mn→∞ π(xn)vn = w. Como π(x) es continuo
para cada x ∈ A

π(1)w = π(1)( lı́m
n→∞

π(xn)vn) = lı́m
n→∞

π(1)π(xn)vn = lı́m
n→∞

π(xn)vn = w.

Por tanto π(1) = I. �

Sea π : A −→ B(H) una representación. Un subespacio cerrado V de H se llama
π-invariante si π(A)V ⊂ V.
Sea V un subespacio cerrado de H y PV : H −→ V la proyección ortogonal de H
sobre V. Entonces V es π-invariante si y solo si,

PVπ(x)PV = π(x)PV para todo x ∈ A.

Esto equivale a que,

π(x)PV = ((PVπ(x)PV)
∗)∗ = (PVπ(x∗)PV)

∗ = (π(x∗)PV)
∗ = PVπ(x). (3.1)
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Esto es, un subespacio V de H es π-invariante si y solo si la proyección ortogonal
de H sobre V conmuta con π(x) para todo x ∈ A. Bajo las condiciones anteriores
podemos definir

π1 : A −→ B(V) como π1(x) = PVπ(x)PV .

No es difı́cil ver que π1 es una representación de A, la cual nos permitirá descom-
poner a π como suma directa de representaciones. En efecto, sea PV⊥ la proyección
ortogonal deH sobre V⊥. Entonces para cada x ∈ A

π(x)PV⊥ = π(x)(I − PV) = (I − PV)π(x) = PV⊥π(x).

Ası́ que V⊥ es también un subespacio π-invariante. Sea π2 : A −→ B(V⊥) dado
por

π2(x) = PV⊥π(x)PV⊥ .

Entonces
π(x) = (π1

⊕
π2)(x).

La representación (π,H) se llama irreducible si la descomposición anterior no exis-
te.

Observación.
Sea (π,H) una representación de un álgebra C∗. Si V ⊂ H es un subespacio π-
invariante entonces las representaciones π1 y π2 de la discusión anterior están da-
das por π1(x) = π(x)|V y π2(x) = π(x)|V⊥ .
Se deduce del desarrollo anterior que una representación es irreducible si y solo si
no tiene subespacios cerrados invariantes no triviales.

Dado un subconjunto A de B(H), definimos el conmutador de A como

A′ := {T ∈ B(H) : TS = ST para todo S ∈ A}.

Si A es una subálgebra C∗ de B(H), no es complicado ver que A′ también es una
subálgebra C∗.

Lemma 3.2 (Schur)
Sea (π,H) una representación no cero de un álgebra C∗. Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes.
i) (π,H) es una representación irreducible.
ii) π(A)‘ = {T ∈ B(H) : Tπ(x) = π(x)T, ∀ x ∈ A} = CI.
iii) Cada vector v 6= 0 ∈ H es cı́clico.

Demostración.
i) implica iii)
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Sea v 6= 0 en H. El subespacio E = π(A)v = {π(x)v : x ∈ A} es un subespacio
cerrado invariante bajo π. Ya que (π,H) es irreducible, E = {0} o E = H. Suponga
que E = {0}. Entonces Cv = {zv : z ∈ C} es un subespacio cerrado no cero
e invariante bajo π. De nuevo por la irreducibilidad de (π,H), H = Cv. Pero
entonces tendriamos que π = 0, lo que contradice la hipótesis. Por lo tantoH = E
y ası́, v es cı́clico.

iii) implica i)
Sea W ⊂ H un subespacio cerrado distinto de {0} e invariante bajo π. Entonces

π(x)W ⊂W para cada x ∈ A.

Al ser W cerrado tenemos que

{π(x)w : w ∈W, x ∈ A} ⊂W.

Como cada elemento no cero deH es cı́clico, al tomar w 6= 0 en W tenemos que

H = {π(x)w : x ∈ A} ⊂W,

con lo cual W = H y (π,H) es irreducible.

i) implica ii)
Sea T ∈ π(A)‘. Pasando a la parte real e imaginaria de T si es necesario, podemos
asumir que T = T∗. Ya que p(T)π(x) = π(x)p(T) para cada x ∈ A y cada polino-
mio p ∈ C(σ(T)), entonces f (T)π(x) = π(x) f (T) para cada x ∈ A y f ∈ C(σ(T)).
Mostremos que σ(T) está formado por un solo elemento λ, si tal es el caso entonces
las funciones f (t) = t y g(t) = λ coinciden en σ(T).
Supóngase que existen λ, µ ∈ σ(T). Entonces podemos tomar funciones h1, h2 ∈
C(σ(T)) tales que

h1(λ) = 1 = h2(µ) y h1 · h2 = 0.

Entonces h1(T) 6= 0 6= h2(T) y h1(T)h2(T) = (h1 · h2)(T) = 0. Sea V := h1(T)H,
entonces

π(A)V ⊂ π(A)h1(T)H = h1(T)π(A)H ⊂ h1(T)H = V.

Ya que (π,H) es irreducible y V 6= 0,

V = H. (3.2)

Por otro lado tenemos

h2(T)V ⊂ h2(T)h1(T)H = (h1h2)(T)H = 0H = {0}.
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Ya que h2(T) 6= 0, la ecuación anterior implica que V no puede ser H, contradi-
ciendo ası́ la igualdad 3.2. Por tanto σ(T) = {λ}, en consecuencia T = f (T) =
g(T) = λI.

ii) implica i)
Se sigue de la ecuación 3.1. �

Teorema 3.3 Sea A un álgebra C∗. Entonces las siguientes afirmaciones se cum-
plen.
i) Cada representación (π,H) no cero se descompone como suma directa de repre-
sentaciones no degeneradas.
ii) Cada representación (π,H) no degenerada se descompone como suma directa
de representaciones cı́clicas.

Demostración
i) Definimos el subespacio V := π(A)H. Observe que V es π-invariante. Entonces
podemos definir las subrepresentaciones πV : A −→ B(V) y πV⊥ : A −→ B(V⊥)
tales que π se descompone como πV

⊕
πV⊥ . Veamos que πV es no degenerada.

πV(A)V = πV(A)π(A)H = π(A)H = π(A)(H) = V.

De manera similar se prueba que πV⊥ es no degenerada.

ii) Sea {uα}α∈I ⊂ H un conjunto de vectores con la propiedad de que

π(A)uα ⊥ π(A)uβ, α 6= β.

Considere la familia B de los {uα}α∈I que cumplen la propiedad anterior. Para
{uα}α∈I , {wβ}β∈J ∈ B decimos que,

{uα} ≤ {wβ} si π(A)({uα}α∈I) ⊂ π(A)({wβ}β∈J).

Por el Lema de Zorn existe un elemento maximal {vα}α∈I ∈ B. Ya que (π,H) es
no degenerada y por maximalidad de {vα}α∈I se cumple queH =

⊕
α∈IHα donde

Hα = π(A)vα. Entonces,

(π,H) = (
⊕
α∈I

πα,
⊕
α∈I
Hα),

con πα(x) = π(x)|Hα
y cada (πα,Hα) tiene a vα como vector cı́clico. �
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3.2 LA CONSTRUCCIÓN DE GELFAND-NAIMARK-SEGAL

Considere el álgebra C[0, 1] y sea ϕ : C([0, 1]) −→ C el funcional lineal dado
por

ϕ( f ) =
∫
[0,1]

f (t)dt.

Note que

ϕ( f f ∗) =
∫
[0,1]
| f (t)|2dt ≥ 0 y ϕ(1) =

∫
[0,1]

1dt = 1

Por tanto ϕ es un estado de C[0, 1]. Observe que,

I := { f ∈ C[0, 1] : ϕ( f f ∗) = 0} = {0},

de modo que el cociente no proporciona nueva información, en efecto

C[0, 1]/I ' C[0, 1].

Por otro lado, C[0, 1] = L2[0, 1], donde la cerradura es tomada con la norma

‖ f ‖2 =
∫
[0,1]
| f (t)|2dt.

Si definimos π : C[0, 1] −→ B(C[0, 1]) como el operador de multiplicación

[π(g)]( f ) = g f , g ∈ C[0, 1], f ∈ L2[0, 1].

Entonces (π, L2[0, 1]) es una representación de C[0, 1].
La construcción Gelfand-Naimark-Segal generaliza el procedimiento anterior.

Proposición 3.4 Sea ϕ un estado de un álgebra C∗A y

Lϕ := {x ∈ A : ϕ(x∗x) = 0}.

Entonces Lϕ es un ideal cerrado izquierdo deA. Además, ϕ(x∗y) = 0 siempre que
x o y pertenezca a Lϕ.

Demostración.
Recordemos la ecuación 1.20,

|ϕ(x∗y)|2 ≤ ϕ(x∗x)ϕ(y∗y), x, y ∈ A.

Entonces

ϕ(x∗y) = 0 si x o y pertenece a Lϕ. (3.3)
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Dados x, y ∈ A y α ∈ C, se cumple que

ϕ((αx + y)∗(αx + y)) = |α|2ϕ(x∗x) + 2Re(αϕ(x∗y)) + ϕ(y∗y). (3.4)

Las ecuaciones 3.3 y 3.4 implican que Lϕ es un subespacio vectorial deA. Además,
Lϕ es cerrado en vista de que es la preimagen de {0} bajo la función continua
x 7→ ϕ(x∗x).
Finalmente veamos que Lϕ es un ideal izquierdo, para esto tomemos x ∈ Lϕ y
y ∈ A. Entonces por la ecuación 3.3

ϕ((yx)∗(yx)) = ϕ(x∗(y∗yx)) = 0.

Por tanto yx ∈ Lϕ y ası́ Lϕ es un ideal izquierdo. �

Sea A un álgebra C∗ y ϕ ∈ S(A). Definimos

H0
ϕ := A/Lϕ,

el cociente es tomado con la estructura lineal, esto es, x ∼ y si y solo si x− y ∈ Lϕ.
Denotamos por [x] a la clase de equivalencia de x. El espacio H0

ϕ es un espacio
pre-Hilbert con el producto interno dado por

〈[x], [y]〉 := ϕ(y∗x) x, y ∈ A.

La ecuación 3.3 implica que este producto interno está bien definido. Denotamos
por Hϕ al espacio de Hilbert que se obtiene al hacer la completación de H0

ϕ con
respecto al producto interno definido anteriormente.

Proposición 3.5 Sea ϕ un estado sobre un álgebra C∗. Para cada x ∈ A definimos
el operador T0

x : H0
ϕ −→ H0

ϕ por

T0
x ([y]) = [xy], x, y ∈ A.

Entonces T0
x es acotado y se extiende a un único operador lineal acotado Tx sobre

Hϕ con ‖Tx‖ ≤ ‖x‖.

Demostración.
Si [y1] = [y2] en H0

ϕ entonces y1 − y2 pertenece al ideal izquierdo Lϕ y por tanto
xy1 − xy2 ∈ Lϕ, se sigue que [xy1] = [xy2]. Ası́ que T0

x está bien definido.
Ahora mostremos que

‖T0
x ([y])‖ ≤ ‖x‖‖[y]‖, x, y ∈ A.
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Para cada x, y ∈ A, tenemos que

‖x‖2‖[y]‖2 − ‖T0
x [y]‖2 = ‖x‖2ϕ(y∗y)− ϕ((xy)∗(xy)) = ϕ(y∗(‖x‖21− x∗x)y).

Por el inciso iii) del Teorema 2.25 el elemento ‖x‖21 − x∗x es positivo. Por ello
existe z ∈ A tal que ‖x‖21− x∗x = z∗z. En consecuencia y∗(z∗z)y = (zy)∗(zy) ≥ 0.
Ya que ϕ es positivo

‖x‖2‖[y]‖2 − ‖T0
x [y]‖2 = ϕ(y∗(‖x‖21− x∗x)y) = ϕ((zy)∗(zy)) ≥ 0.

De modo que ‖T0
x ([y])‖ ≤ ‖x‖‖[y]‖. Ası́ T0

x es acotado sobre H0
ϕ. Por tanto T0

x se
extiende a un único operador lineal Tx sobreHϕ cumpliendo que ‖Tx‖ ≤ ‖x‖. �

El siguiente teorema muestra que cada estado de un álgebra C∗ A produce una
representación de A.

Teorema 3.6 Sean A un álgebra C∗ y ϕ un estado de A. El homomorfismo C∗

πϕ : A −→ B(Hϕ) definido por

πϕ(x) = Tx x ∈ A,

Tx([y]) = [xy], [y] ∈ Hϕ,

es una representación de A. Más aún, la representación (πϕ,Hϕ) es cı́clica con
generador v = [1] ∈ Hϕ y cumple que

〈πϕ(x)v, v〉 = ϕ(x) x ∈ A. (3.5)

Si (π,H) es otra representación cı́clica de A con generador w ∈ H tal que

〈π(x)w, w〉H = ϕ(x), para cada x ∈ A,

entonces π y πϕ son equivalentes.

Demostración.
Es sencillo ver que πϕ es lineal y que preserva productos. Veamos que πϕ preserva
adjuntos. Para cada y1, y2 ∈ A tenemos que

〈Tx∗([y1]), [y2]〉 = ϕ(y∗2x∗y1)

= ϕ((xy2)
∗y1)

= 〈[y1], [xy2]〉
= 〈[y1], Tx([y2])〉
= 〈T∗x ([y1]), [y2])〉.
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por tanto πϕ(x∗) = πϕ(x)∗. La ecuación 3.5 se sigue de la definición del producto
interno sobreHϕ.
Ya que {πϕ(x)[1] : x ∈ A} = H0

ϕ es un conjunto denso, el vector [1] es cı́clico.
Finalmente, sea (π,H, w) otra representación cı́clica que satisface 〈π(x)w, w〉H =
ϕ(x). Definimos densamente el operador lineal U0 como U0(πϕ(x)v) = π(x)w. U0
está bien definido ya que si πϕ(x)v = 0, entonces la ecuación 3.5 implica que para
cada y ∈ A

0 = 〈πϕ(x)v, πϕ(y)v〉 = ϕ(y∗x) = 〈π(y∗x)w, w〉 = 〈π(x)w, π(y)w〉.

Y ya que π(A)w es denso enH, π(x)w = 0. Resta ver que U0 preserva el producto
interno, lo cual se sigue del siguiente desarrollo

〈π(x)w, π(x)w〉 = 〈π(x∗x)w, w〉 = ϕ(xx∗) = 〈πϕ(x∗x)v, v〉 = 〈πϕ(x)v, πϕ(x)v〉.

Esto muestra que U0 es unitario. Entonces podemos extenderlo a un operador li-
neal U sobreHϕ. Además U cumple que

Uπϕ(x)(πϕ(y)v) = Uπϕ(xy)v = π(xy)w = π(x)π(y)w = π(x)U(πϕ(y)v).

Como {πϕ(y)v : y ∈ A} es denso enHϕ, la ecuación anterior se cumple sobre todo
Hϕ. Por tanto (πϕ,Hϕ, v) y (π,H, w) son unitariamente equivalentes. �

Decimos que la tripleta (πϕ,Hϕ, [1]) es la representación GNS inducida por el es-
tado ϕ.
Hemos probado que cada estado de un álgebra C∗ A da origen a una representa-
ción cı́clica de A. Recı́procamente, si (π,H, v) es una representación cı́clica de A
com ‖v‖ = 1. Entonces ψ(x) := 〈π(x)v, v〉 es un estado de A.
Una consecuencia del teorema anterior es que si (π1,H1, v1) y (π2,H2, v2) son dos
representaciones cı́clicas de un álgebra C∗ tales que 〈π1(x)v1, v1〉 = 〈π2(x)v2, v2〉.
Entonces las representaciones son unitariamente equivalentes, ya que el estado
ϕ(x) := 〈π1(x)v1, v1〉 = 〈π2(x)v2, v2〉 genera una representación GNS unitaria-
mente equivalente a (πi,Hi, v1) i = 1, 2.

La construcción GNS da origen a una representación de un álgebra C∗, sin embargo
esta representación no es en general fiel. A continuación veremos como construir
una representación fiel.

Teorema 3.7 (Representación universal)
SeaA un álgebra C∗, entonces existe una representación (π,H) fiel deA. El espacio
de HilbertH y el isomorfismo C∗ π : A −→ B(H) están dados por

H :=
⊕

ϕ∈S(A)
Hϕ, π(x) :=

⊕
ϕ∈S(A)

πϕ(x),
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donde (Hϕ, πϕ) es la representación GNS inducida por el estado ϕ. En consecuen-
cia cada álgebra C∗ es isomorfa a una subálgebra de B(H) para algún espacio de
HilbertH.

Demostración.
Por el Teorema 3.6 y del hecho de que la suma directa de representaciones es una
representación, el par (π,H) es una representación de A.
Veamos que π es inyectivo. Supóngase que π(x) = 0, entonces πϕ(x) = 0 para
cada ϕ ∈ S(A). Esto implica que xy ∈ Lϕ, para todo y ∈ A, esto es

ϕ((xy)∗xy) = 0 para todo y ∈ A, y ϕ ∈ S(A),

y entonces por el Teorema 2.25 se sigue que (xy)∗xy = 0. Por la propiedad C∗ de
la norma xy = 0 para cada y ∈ A. En particular para y = x∗. De nuevo por la
propiedad C∗ de la norma x = 0 y ası́ π es inyectivo. Por lo tanto π : A −→ π(A)
es un isomorfismo C∗.
Finalmente el Teorema 2.17 implica que π(A) es una subálgebra C∗ de B(H). Por
tanto A es isomorfa a una subálgebra de operadores. �

El Teorema 2.25 puede obtenerse si reemplazamos S(A) por P(A). Entonces po-
demos obtener la representación fiel del eorema anterior con solo tomar la suma
directa sobre los estados puros.
En el siguiente capı́tulo veremos otra manera de construir una representación fiel
de un álgebra C∗.

3.3 REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES

En esta sección nos vamos a enfocar en las representaciones irreducibles de un
álgebra C∗. Definiremos el espectro de un álgebra C∗, el cual es una generalización
del espacio de ideales maximales de un álgebra C∗ conmutativa.

Teorema 3.8 Sean A un álgebra C∗, ϕ ∈ S(A) y (π,H, v) la representación GNS
inducida por ϕ, esto es,

ϕ(x) = 〈π(x)v, v〉, x ∈ A.

Entonces ϕ ∈ P(A) si y solo si (π,H, v) es irreducible.

Demostración
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Supongamos que ϕ es un estado puro y que (πϕ,Hϕ, v) no es irreducible. Enton-
ces existe un subespacio cerrado no trivial π-invariante V deH. El Lema de Schur
implica que la proyección ortogonal P : H −→ V pertenece a π(A)′. Obsérvese
que v /∈ V, pues de lo contrario V serı́aH. Ası́ que t := ‖Pv‖2 < 1, ya que ‖v‖ = 1.
Definimos los funcionales lineales ϕi, i = 1, 2, mediante

ϕ1(x) =
1
t
〈π(x)v, Pv〉, ϕ2(x) =

1
1− t

〈π(x)v, P⊥v〉,

donde P⊥ = I − P. Nótese que ϕ = tϕ1 + (1− t)ϕ2. Si probamos que cada ϕi es
un estado refutaremos que ϕ es un estado puro.
Observe que,

tϕ1(x) = 〈π(x)v, Pv〉 = 〈π(x)v, P2v〉 = 〈Pπ(x)v, Pv〉 = 〈π(x)Pv, Pv〉,
por lo que, ϕ1(1) = 1 y ϕ(x∗x) ≥ 0, esto es, ϕ1 es un estado. De manera similar se
prueba que ϕ2 es un estado.

Recı́procamente, suponga que (πϕ,Hϕ, v) es una representación irreducible y que

ϕ = tϕ1 + (1− t)ϕ2, t ∈ (0, 1), ϕi ∈ S(A).
Mostremos que ϕ = ϕ1. Definimos una forma sesquilineal [·, ·] sobre el subespacio
denso π(A)v mediante

[π(x)v, π(y)v] := tϕ1(y∗x), x, y ∈ A.

Ya que los funcionales lineales ϕi son positivos tenemos que

0 ≤ [π(x)v, π(x)v]
= tϕ1(x∗x)
= ϕ(x∗x)− (1− t)ϕ2(x∗x)
≤ ϕ(x∗x)
= 〈π(x)v, π(x)v〉,

esto implica que [·, ·] es acotada. Por el Teorema de representación de Riesz para
formas sesquilineales existe un T ∈ B(H) tal que [u, w] = 〈u, Tw〉, u, w ∈ H [23,
Teorema 3.8-4]. Ya que π(A)v es denso en H, el siguiente desarrollo muestra que
T ∈ π(A)‘,

〈π(x)v, Tπ(y)π(z)v〉 = [π(x)v, π(y)π(z)v]
= tϕ1((yz)∗x)
= tϕ1(z∗(y∗x))
= [π(y∗x)v, π(z)v]
= 〈π(y∗x)v, Tπ(z)v〉
= 〈π(x)v, π(y)Tπ(z)v〉.
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Por el Lema de Schur existe λ ∈ C tal que T = λI. Por tanto

tϕ1(x) = [π(x)v, v] = 〈π(x)v, Tv〉 = 〈π(x)v, λv〉 = λ〈π(x)v, v〉 = λϕ(x).

Haciendo x = 1 obtenemos que t = λ y entonces ϕ = ϕ1. Mostrando ası́ que ϕ es
un estado puro. �.

Corolario 3.9 Cada representación irreducible de un álgebra C∗ A es equivalente
a una representación GNS que proviene de un estado puro de A.

Demostración
Sea (π,H) una representación irreducible y v ∈ H un vector cı́clico de norma 1.
El funcional lineal ϕ : A −→ C dado por ϕ(x) = 〈π(x)v, v〉 induce la representa-
ción GNS (πϕ,Hϕ, vϕ) que cumple que ϕ(x) = 〈πϕ(x)vϕ, vϕ〉. Por el Teorema 3.6
(π,H) y (πϕ,Hϕ) son equivalentes, en consecuencia (πϕ,Hϕ) también es irredu-
cible. Luego por el teorema anterior ϕ es un estado puro. �

Sea A un álgebra C∗ conmutativa y (π,H) una representación irreducible. Enton-
ces tenemos la siguiente igualdad para cada x, y ∈ A y v ∈ H,

π(x)π(y)v = π(xy)v = π(yx)v = π(y)π(x)v.

Por tanto π(x) ∈ π(A)‘. Por el Lema de Schur obtenemos que

π(x) = λx I, para algún λx ∈ C.

La ecuación anterior implica que cada subespacio cerrado V de H es invariante
bajo π. En particular, cada subespacio de dimensión finita es invariante bajo π. La
irreducibilidad de π implica que dimH = 1, es decir,H es isomorfo a C.
Si identificamos B(C) con C, entonces π es un funcional multiplicativo.
Recapitulamos la discusión anterior en el siguiente corolario.

Corolario 3.10 Si A es un álgebra C∗ conmutativa entonces cada representación
irreducible de A es de dimensión uno.

Corolario 3.11 Sea A un álgebra C∗ conmutativa. Entonces P(A) =MA.

Demostración
Recordemos queMA ⊂ P(A). Por otro lado sea ϕ ∈ P(A) y (πϕ,Hϕ, v) la repre-
sentación GNS inducida por ϕ. Por el Teorema 3.8 la representación (πϕ,Hϕ, v) es
irreducible. Luego por el corolario 3.10

πϕ(x) = λx para cada x ∈ A.
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Ya que ‖v‖ = 1

ϕ(xy) = 〈πϕ(xy)v, v〉 = 〈πϕ(x)πϕ(y)v, v〉〈v, v〉 = 〈λxv, v〉〈λyv, v〉 = ϕ(x)ϕ(y).

De modo que ϕ ∈ MA y por lo tantoMA = P(A). �

3.3.1 EL ESPECTRO DE UN ÁLGEBRA C∗

Sea A un álgebra C∗. Definimos

IrrA = {(π,H) : (π,H) es rep. irreducible deA}.

El Teorema 3.8 implica que el mapeo P(A) −→ IrrA dado por la construcción
GNS está bien definido. Este mapeo no es en general inyectivo, ya que si ϕ ∈
P(A) y u ∈ A es unitario, entonces el estado ϕu(x) := ϕ(uxu∗) produce la misma
representación GNS que ϕ. Pero si pasamos al cociente Â := IrrA/ ∼, donde
π1 ∼ π2 si y solo si existe T : H1 −→ H2 tal que Tπ1 = π2(x)T para cada x ∈ A.
Entonces

P(A) ' Â, (3.6)

mediante la correspondencia

g(ϕ) = [(πϕ,Hϕ, vϕ)].

El corolario 3.9 implica que g es sobreyectivo. Ahora si [(πϕ,Hϕ, vϕ)] = [(πψ,Hψ, vψ)],
entonces

ϕ(x) = 〈πϕ(x)vϕ, vϕ〉 = 〈πψ(x)vψ, vψ〉 = ψ(x) para cada x ∈ A.

Mostrando ası́ el isomorfismo 3.6.

Sea I un ideal bilateral de un álgebras C∗A. I se dice que es primitivo si es el ker-
nel de una representación irreducible de A. Denotamos por Prim(A) a la familia
de ideales primitivos de A. Observe que cada I ∈ Prim(A) es cerrado. Tenemos
entonces el siguiente mapeo sobreyectivo

Â −→ Prim(A), p([π]) = Kerπ.

Note que si π1 ∼ π2 entonces Kerπ1 = Kerπ2, por ello el mapeo p está bien defini-
do. Definimos la topologı́a de Jacobson sobre Prim(A) declarando a los conjuntos
abiertos como aquellos de la forma {J ∈ Prim(A) : J 6⊇ I} cuando I varı́a a
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través de Prim(A).
El espectro de un álgebra A es el conjunto Â dotado con la topologı́a

{p−1(U) : U es un conjunto abierto de Prim(A)}.

Sea A un álgebra C∗ conmutativa. Recordemos que cada representación irreduci-
ble (π,H) de A es de dimensión uno. Sean [π1], [π2] ∈ Â. No es difı́cil ver que
[π1] = [π2] si y solo si π1 = π2. Ya que podemos identificar una representación de
dimensión uno con un funcional lineal multiplicativo, obtenemos que Â ' MA.
Ası́ que en efecto, el espectro de un álgebra C∗ es una generalización del espacio
de ideales maximales.
Observe que también pudimos haber usado la ecuación 3.6 y el corolario 3.11 para
deducir que Â ' MA.

Proposición 3.12 Para cada x en un álgebra C∗ A se cumple que

‖x‖ = sup{‖π(x)‖ : [π] ∈ Â}.

Demostración
Dado que xx∗ es normal para cada x ∈ A, el inciso iv) del Teorema 1.36 implica
que existe ϕx ∈ S(A) tal que ϕx(xx∗) = |ϕx(xx∗)| = ‖xx∗‖. Recordemos que para
cada ϕ ∈ S(A), ϕ(xx∗) ≤ ‖xx∗‖. Por tanto

ϕx(xx∗) = sup{ϕ(xx∗) : ϕ ∈ S(A)} = sup{ϕ(xx∗) : ϕ ∈ P(A)}.

Entonces

‖x‖2 = ‖xx∗‖
= ϕx(xx∗)
= sup{ϕ(xx∗) : ϕ ∈ P(A)}
= sup{〈π(xx∗)v, v〉 : (π,H, v) es irreducible}
= sup{〈π(x)v, π(x)v〉 : (π,H, v) es irreducible}
= sup{‖π(x)v‖2 : (π,H, v) es irreducible}
≤ sup{‖π(x)‖2 : [π] ∈ Â}
≤ ‖x‖2.

Por lo tanto ‖x‖ = sup{‖π(x)‖ : [π] ∈ Â}. �

A continuación mostramos que el espectro de un álgebra C∗ A juega el mismo
papel que S(A) en la representación universal de A.
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Teorema 3.13 Sea A un álgebra C∗. Entonces

(Ψ,
⊕

[π]∈Â

Hπ), donde Ψ(x) =
⊕

[π]∈Â

π(x),

es una representación fiel de A.

Demostración
Solo es necesario ver que Ψ es inyectivo. Observe que

‖Ψ(x)‖ = sup
[π]∈Â

{‖π(x)‖}.

Luego por la Proposición 3.12 Ψ es inyectivo. �

Sea A un álgebra C∗ e I un ideal bilateral cerrado de A. Definimos

ÂI := {[π] ∈ Â : π(I) 6= 0} y ÂI := {[π] ∈ Â : π(I) = 0}.

Observemos que

Â = ÂI ∪ ÂI . (3.7)

Teorema 3.14 Sea I un ideal cerrado bilateral de un álgebra C∗ A y π : I −→
B(H) una representación no degenerada de I . Entonces existe una única represen-
tacion π : A −→ B(H) tal que π|I = π.

Demostración
Para cada x ∈ A definimos π(x) sobre el subespacio denso π(I)H mediante

π(x)(π(y)v) = π(xy)v, donde y ∈ I y v ∈ H.

Veamos que π(x) está bien definido. Sea {uα}α∈I una unidad aproximada bilateral
de I y x ∈ A. Entonces para cada w = π(y)v ∈ π(I)H,

π(x)w = π(x)(π(y)v) = lı́m
α

π(xuαy)v = lı́m
α

π(xuα)π(y)v.

Entonces π(x) no depende de la representación de w ∈ π(I)H, y por lo tanto π(x)
está bien definido.
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Se puede ver fácilmente que π(x) es lineal y multiplicativo. Veamos que π(x) pre-
serva la involución. Sean v, w ∈ π(I)H.

〈π(x)v, w〉 = lı́m
α
〈π(xuα)v, w〉

= lı́m
α
〈v, π(xuα)

∗w〉

= lı́m
α
〈v, π(uαx∗)w〉

= 〈v, π(x∗)w〉.

Ası́ que π es una representación. Mostremos ahora que π(x) es continuo para cada
x ∈ A.

‖π(x)v‖ = lı́m
α
‖π(xuα)v‖

≤ sup
α
‖π(xuα)v‖

≤ sup
α
‖π(xuα)‖‖v‖

≤ sup
α
‖xuα‖‖v‖

≤ ‖x‖‖v‖.

Por consiguiente π(x) es continuo. Entonces tiene una extensión a H que denota-
mos de la misma manera. Ahora si x ∈ I y v ∈ π(I)H entonces

π(x)v = lı́m
α

π(xuα)v = π(x)v.

Asi π|I = π.
Finalmente, si π̃ es otra extensión de π entonces

π̃(x)π(y)v = π(xy)v = π(x)π(y)v para cada x ∈ A.

Por densidad de π(I)H, π(x) = π̃(x). �

Sea I un ideal primitivo de un álgebra A. Definimos PrimI(A) y PrimI(A) como
el conjunto de ideales primitivos que contienen a I y que no contienen a I respec-
tivamente. Necsesitamos del siguiente lema para obtener el resultado principal de
esta sección.

Lemma 3.15 [15] Sea I un ideal bilateral cerrado de un álgebra C∗. Entonces los
siguientes mapeos son homeomorfismos
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PrimI(A) −→ Prim(A/I), J 7→ J/I ,

PrimI(A) −→ Prim(I), J 7→ J ∩ I .

Definición 3.16 Sea A un álgebra C∗ e I un ideal cerrado de A, denotamos por
q : A −→ A/I al mapeo cociente.

Teorema 3.17 SeaA un álgebra C∗ e I un ideal cerrado deA. Entonces los siguien-
tes mapeos son homeomorfismos

f : ÂI −→ Î , f ([π]) = [π|I ].

g : Â/I −→ ÂI , g([π]) = [π ◦ q].

Demostración.
Veamos primero que f está bien definida. Sea [(π,H)] ∈ ÂI . El hecho de que
I es un ideal implica que π(I)H es un subespacio cerrado no cero π-invariante.
Luego como (π,H) es irreducible se sigue que π(I)H = H. Ahora sea T ∈ π(I)‘.
Entonces para cada x ∈ A, y ∈ I y v ∈ H

Tπ(x)(π(y))v = Tπ(xy)v = π(xy)Tv = π(x)π(y)Tv = π(x)T(π(y)v). (3.8)

Ya que π(I)H = H se sigue que T ∈ π(A)‘ = CI. Ya que T se tomó arbitrario se
obtiene que π(I)‘ = CI. Por el Lema de Schur [π|I ] ∈ Î .
Veamos que

(π1,H1) ∼ (π2,H2) si y solo si (π1|I ,H1) ∼ (π2|I ,H2). (3.9)

Si U : H1 −→ H2 es una equivalencia entre π1 y π2 entonces es una equivalencia
entre π1|I y π2|I .
Recı́procamente, asuma que U es una equivalencia entre π1|I y π2|I . Entonces
para cada x ∈ A, y ∈ I y v ∈ H,

Uπ(x)(π(y)v) = Uπ(xy)v = π(xy)Uv = π(x)π(y)Uv = π(x)U(π(y)v).

Puesto que π(I)H = H se sigue que U es una equivalencia entre π1 y π2. Esto
muestra que f está bien definida.
Note que la dirección⇐= en la ecuación 3.9 implica que f es inyectiva.



56 REPRESENTACIONES DE ÁLGEBRAS C∗ Y APLICACIONES

Por el Teorema 3.14 f es sobreyectiva y por lo tanto f es biyectiva.
No es complicado ver que g está bien definida y que g es inyectiva. Para ver que
g es sobreyectiva tomemos [π] ∈ ÂI y definimos π‘ : A/I −→ B(H) mediante
π‘([x]) := π(x). Si x− y ∈ I entonces π‘([x]) = π(x) = π(y) = π‘([y]). Ası́ que
π‘ está bien definida y es una representación de A/I tal que g([π‘]) = [π‘ ◦ q] =
[π]. Finalmente veamos que f y g son homeomorfismos. Note que tenemos los
siguientes diagramas conmutativos

ÂI

��

// Î

��
PrimI(A) // Prim(I)

Â/I

��

// ÂI

��

Prim(A/I) // PrimI(A)

Entonces por definición de la topologı́a de Jacobson y usando el lema 3.15 obtene-
mos que f y g son homeomorfismos.

�

El siguiente corolario se obtiene al combinar la ecuación 3.7 con el teorema ante-
rior. Este resultado nos brinda un método para calcular el espectro de un álgebra
C∗.

Corolario 3.18 Para cada álgebra C∗ A e I un ideal cerrado de A se cumple que

Â ' Î ∪ Â/I .

3.4 REPRESENTACIONES DE K(H)

Sea H un espacio de Hilbert. Recordemos que K(H) denota el subconjunto de
B(H) que consiste de operadores lineales compactos y C(H) = B(H)/K(H).
Sea (πC ,HC) una representación irreducible del álgebra de Calkin. Si π := πC ◦ q
entonces (π,HC) es una representación irreducible de B(H). Por el Teorema 3.9
existe un estado puro ϕ definido en B(H) tal que la representación (πϕ,Hϕ, vϕ)
inducida por ϕ es equivalente a (π,HC). Entonces

ϕ(T) = 〈πϕ(T)vϕ, vϕ〉 = 〈π(T)w, w〉 = 0 para todo T ∈ K(H). (3.10)

Aquı́ w ∈ HC es un vector cı́clico de norma uno.
Ahora suponga que ϕ es un estado vectorial ϕv para algún v ∈ H de norma 1. Sea
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{vi}i∈I una base ortonormal deH con v1 = v. Considérese la proyección ortogonal
P1 sobre el espacio generado por v. Entonces

ϕ(P1) = ϕv(P1) = 〈P1v, v〉 = 1.

Contradiciendo ası́ la ecuación 3.10. Por consiguiente ϕ no es un estado vectorial
de B(H).
Observe que la representación GNS inducida por ϕ y cualquier estado vectorial no
pueden ser equivalentes. Esta es una forma de ver que B(H) tiene muchas repre-
sentaciones irreducibles.
Afortunadamente este no es el caso del álgebra K(H), ya que como veremos en
esta sección, cada representación irreducible de K(H) es equivalente a la repre-
sentación identidad.

Definición 3.19 Una subálgebra C∗ de B(H) se llama irreducible si la representa-
ción (id,H) es irreducible.

Sea T ∈ K(H)‘, v ∈ H y Pv la proyección sobre el espacio generado por v. Ya que
Pv ∈ K(H)

PvTv = TPvv = Tv.

Lo anterior nos dice que Tv está en el espacio generado por v. Es decir, Tv =
αvv, αv ∈ C.
Sea u otro vector de H. Procediendo como en el razonamiento anterior, de nuevo
tenemos que existe αu ∈ C tal que Tu = αuu y de manera similar para v + u. Luego
como

αv+u(v + u) = T(v + u) = T(v) + T(u) = αvv + αuu,

se sigue que αv+u = αv = αu. Procediendo inductivamente obtenemos que T = λI
para algún λ ∈ C, lo que implica que K(H)‘ = CI. Por el Lema de Schur K(H) es
irreducible.

Sea A un álgebra C∗ y p ∈ A una proyección. Una proyección q ∈ A es una sub-
proyección de p si pq = qp = q. Una proyección p ∈ A es minimal si no tiene
subproyecciones.
A continuación demostramos el Teorema de Burnside, el cual nos dice queK(H) es
la subálgebra más pequeña de B(H) sin subespacios cerrados invariantes no trivia-
les. Requerimos del siguiente lema cuya prueba omitimos [24, Lema 2.5.10].

Lemma 3.20 Sea A ⊂ K(H) una subálgebra C∗ y p ∈ A una proyección. Entonces
p es una proyección minimal de A si y solo si pAp = Cp.
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Teorema 3.21 (Burnside)
Sea A una subálgebra C∗ de K(H). Si A es irreducible entonces A = K(H).

Demostración
Sea T ∈ A autoadjunto. De el Teorema de descomposición espectral para operado-
res normales y compactos tenemos que,

T = ∑
i∈I

λi pi pi ∈ A, (3.11)

donde cada pi es una proyección de rango finito. Ası́ que A contiene proyecciones
y por tanto una proyección minimal p. Mostremos que Ran(p) = 1.
Sean u, vp ∈ Ran(p) tales que u ⊥ vp. Sea T ∈ A, por el lema anterior pTp = λp.
Entonces

〈u, Tvp〉 = 〈pu, Tpvp〉 = 〈u, pTpvp〉 = 〈u, λvp〉 = λ〈u, vp〉 = 0.

La ecuación anterior implica que u ⊥ Avp. Ya que A es irreducible, el Lema de
Schur implica que cada vector no cero es cı́clico, en particular vp, de modo que
Avp = H. Por tanto (Avp)⊥ = {0}, esto es, u = 0. Esto muestra que Ran(p) tiene
dimensión uno.
Observe que pw = 〈w, vp〉vp, w ∈ H. Sea q ∈ B(H) una proyección de rango uno
y vq ∈ H un vector unitario tal que qw = 〈w, vq〉vq, w ∈ H.
Ya que Avp = H, existe una sucesión (Tn)n∈N ∈ A tal que Tnvp −→ vq. Podemos
asumir que ‖Tnvp‖ = 1 para cada n ∈N. Es claro que Tn pT∗n ∈ A y cumple que

Tn pT∗n w = Tn(〈T∗n w, vp〉vp) = 〈w, Tnvp〉Tnvp.

Lo anterior nos dice que Tn pT∗n es una proyección sobre span{Tnvp} y además
cumple que

‖Tn pT∗n w− qw‖ = ‖〈w, Tnvp〉Tnvp − 〈w, vq〉vq‖
= ‖〈w, Tnvp − vq〉Tnvp − 〈w, vq〉(vq − Tnvp)‖
≤ ‖w‖‖Tnvp‖‖Tnvp − vq‖+ |〈w, vq〉|‖vq − Tnvp‖ −→ 0.

Tomando el supremo sobre los w ∈ H de norma menor o igual que uno, obtenemos
que Tn pT∗n −→ q con la norma de operadores. Ya que A es cerrada, q ∈ A. Ası́ A
contiene cada proyección de rango uno y por tanto cada proyección de rango finito.
Por la ecuación 3.11 A contiene cada operador compacto autoadjunto y por tanto
cada operador compacto. Concluimos que A = K(H). �

Un álgebra C∗ es llamada simple si no tiene ideales cerrados no triviales. A pesar
de que K(H) contiene ideales no triviales y no cerrados, los operadores de rango
finito son un ejemplo, el siguiente corolario muestra que K(H) es simple.



3.4 REPRESENTACIONES DE K(H) 59

Corolario 3.22 K(H) es simple.

Demostración
Sea I ⊂ K(H) un ideal cerrado no cero y fijemos un vector v 6= 0 en H. Ya que
Iv es invariante bajo K(H), la cual es irreducible, se sigue que Iv es {0} o H. Si
Iv = {0} entonces para cada w ∈ H y T ∈ I

0 = 〈Tv, w〉 = 〈v, T∗w〉.

Lo que implica que v ⊥ IH 6= {0}. Como IH es un subespacio no cero, cerrado
e invariante bajo K(H) entonces IH = H. Por lo tanto v = 0, contradiciendo la
elección de v. Se sigue que Iv = H. Por el Lema de Schur I es irreducible y por el
Teorema de Burnside I = K(H). Se concluye que K(H) es simple. �

Sea A ⊂ B(H) una subálgebra C∗ irreducible tal que I := A ∩ K(H) 6= {0}. Es
fácil ver que I es un ideal cerrado deA. Ya queA es irreducible y IH es un subes-
pacio cerrado no cero A-invariante se sigue que IH = H. Haciendo un desarrollo
similar al hecho en la ecuación 3.8 llegamos a que I ‘ = CI y por tanto I es irre-
ducible. Por el Teorema de Burnside I = K(H) y en consecuencia K(H) ⊂ A. En
palabras, una subálgebra C∗ irreducible de B(H) no contiene operadores compac-
tos o bien los contiene a todos.

Lemma 3.23 Suponga que A ⊂ K(H) es una subálgebra C∗ y p ∈ A es una pro-
yección minimal. Sea u ∈ pH un vector de norma uno. Si definimos V := Au,
entonces A|V = K(V), en consecuencia A|V es irreducible.

Teorema 3.24 Sea A una subálgebra C∗ de K(H) y (π,Hπ) una representación
no degenerada de A. Entonces existe una familia de representaciones irreducibles
{(πi,Hi)}i∈I tales que

(π,Hπ) = (
⊕
i∈I

πi,
⊕
i∈I

Hi),

donde cada (πi,Hi) es equivalente a una subrepresentación de la identidad de
K(H).

Demostración
Sea T ∈ A autoadjunto tal que π(T) 6= 0. Por el Teorema de descomposición
espectral existe una proyección q ∈ A asociada a T tal que π(q) 6= 0. Por tanto A
tiene una proyección minimal p tal que π(p) 6= 0. Por el Lema 3.19 existe λS ∈ C

tal que pSp = λS p para cada S ∈ A.
Sean v ∈ pH y w ∈ π(p)Hπ vectores unitarios. Definimos

V := Av y W := π(A)w.
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Por el lema anterior A|V es irreducible. Mostremos que,

(πW , W) ∼ (idV , V).

Sea U0 : Av −→ π(A)w definido como U0(Tv) = π(T)w con T ∈ A. Los siguien-
tes cálculos muestran que U0 es unitario

‖π(T)w‖2 = ‖π(T)π(p)w‖2

= ‖π(Tp)w‖2

= 〈π(pT∗Tp)w, w〉
= 〈π(λT∗T p)w, w〉
= λT∗T〈π(p)w, w〉
= λT∗T〈pv, v〉
= 〈pT∗Tpv, v〉
= 〈Tv, Tv〉
= ‖Tv‖2.

Por tanto U0 se extiende a un operador lineal unitario U : V −→W.
Ahora sea S ∈ A|V y T ∈ A. Entonces

US(Tv) = π(ST)w = π(S)π(T)w = πW(S)π(T)w = πW(S)U(Tv).

Esto muestra que (πW , W) ∼ (idV , V).
Hemos probado que cada representación no degenerada tiene una subrepresen-
tación equivalente a una subrepresentación de la identidad. No es difı́cil ver que
(πW⊥ , W⊥) también es una representación no degenerada de A. Entonces aplica-
mos el mismo procedimiento a (πW⊥ , W⊥) y continuando de esta manera obtene-
mos una familia de subrepresentaciones {(πi, Wi)}i∈I con (π1, W1) = (πW , W) y
donde cada (πi, Wi) es equivalente a una subrepresentación de (id,H).
Considérese a la familia F de representaciones que pueden escribirse como suma
directa de elementos de {(πi, Wi)}i∈I . El Lema de Zorn implica que F tiene un
elemento maximal, a saber (

⊕
i∈I πi,

⊕
i∈I Wi). Por maximalidad

π =
⊕
i∈I

πi, Hπ =
⊕
i∈I

Hi, Hi = Wi�

Corolario 3.25 Cada representación no degenerada (π,Hπ) de K(H) es equiva-
lente a un múltiplo de (id,H) (esto es, (n · id, n · H) := (

⊕
i∈I id,

⊕
i∈IH) donde

n = |I|).

Demostración
Tenemos del Teorema 3.24 que (π,Hπ) = (

⊕
i∈I πi,

⊕
i∈Hi) con cada (πi,Hi) sien-

do equivalente a una subrepresentación de (id,H). Pero comoK(H) es irreducible,
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(id,H) no puede tener subrepresentaciones, ası́ que (πi,Hi) ∼ (id,H). Entonces
existen operadores unitarios Ui : Hi −→ H, i ∈ I, tales que

πi(T) = U∗i TUi para todo T ∈ K(H).

Si n = |I| entonces,

π(T) = U∗(n · T)U, (3.12)

donde U =
⊕

i∈I Ui :
⊕

i∈IHi −→ n · H. �

Teorema 3.26 Cada representación irreducible de K(H) es equivalente a la repre-
sentación identidad.

Demostración
Si (π,Hπ) es una representación irreducible entonces n = 1 en la ecuación 3.12.
Por lo tanto (π,Hπ) ∼ (id,H). �

Corolario 3.27 Si (π,Hπ) es una representación irreducible de K(H), entonces:
i) (π,H) es una representación fiel.
ii) σ(π(T)) = σ(T) y ‖π(T)‖ = ‖T‖ para cada T ∈ K(H).
iii) π(K(H)) = K(Hπ).

Demostración
Sea U : Hπ −→ H tal que

π(T) = U∗TU para cada T ∈ K(H). (3.13)

i) Si π(T1) = π(T2), se sigue fácilmente de la ecuación 3.13 que T1 = T2. Entonces
π es inyectivo.
El inciso ii) es una consecuencia directa del inciso i).
iii) Sea T ∈ K(H), y U como al inicio. Entonces TU ∈ K(Hπ,H). Similarmente
U∗TU ∈ K(Hπ,Hπ) = K(Hπ). Entonces π(K(H)) ⊂ K(Hπ). Tomemos ahora
T ∈ Hπ. Entonces TU∗ ∈ K(H,Hπ). Luego S = UTU∗ ∈ K(H,H) = K(H) y es
tal que π(S) = T. Por tanto π(K(H)) = K(Hπ). �

Dos estados ϕ, ψ de un álgebra C∗A son equivalentes si existe un elemento unitario
u ∈ A tal que

ϕ(x) = ψ(uxu∗), para todo x ∈ A.
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Corolario 3.28 Cada estado puro de K(H) es de la forma ϕv para algún v ∈ H de
norma uno. Por lo tanto existe un único estado puro en K(H) salvo isomorfismo.

Demostración
Sea ϕ ∈ P(K(H)) y (πϕ,Hϕ, vε) la representación GNS inducida por ϕ. Por el
Teorema 3.25 existe un operador unitario U : H −→ Hϕ tal que πϕ(T) = UTU∗

para todo T ∈ K(H). Entonces

ϕ(T) = 〈πϕ(T)vϕ, vϕ〉Hϕ
= 〈UTU∗vϕ, vϕ〉Hϕ

= 〈Tv, v〉H,

donde v = U∗vϕ.
Sean ϕv, ϕw dos estados vectoriales de K(H). De nuevo por el Teorema 3.25 las
representaciones GNS inducidas por ϕv, ϕw son equivalentes. Entonces existe un
operador unitario U : Hϕv −→ Hϕw tal que Uv = w. Por tanto

ϕw(T) = 〈Tw, w〉 = 〈TUv, Uv〉 = ϕv(U∗TU). �

Sea Ψ : K(H1) −→ K(H2) un homomorfismo C∗ sobreyectivo. Note que podemos
interpretar a Ψ como una representación.
La igualdad Ψ(K(H1)) = K(H2) implica que Ψ es una representación irreducible.
Entonces por el corolario 2.24 existe un operador lineal unitario U : H1 −→ H2 tal
que

Ψ(T) = UTU∗. (3.14)

Si H1 = H2 y V es otro operador unitario que cumple (3.14), es decir, VTV∗ =
UTU∗ para cada T ∈ K(H1). Entonces TU∗V = U∗VT, lo que implica que U∗V ∈
K(H1)‘. Por el Lema de Schur U∗V = λI, con |λ| = 1, o equivalentemente V = λU.
En conclusión

Aut(K(H1)) ' U(H1)/S1.

Donde U(H1) ⊂ B(H1) denota el conjunto de operadores lineales unitarios.

3.5 APLICACIONES

Lemma 3.29 Si A es un álgebra separable entonces S(A) es un espacio separable.

Demostración
Sea {xn}n∈N un subconjunto denso de A. Los conjuntos

V(xn, z, ε) = {ϕ ∈ S(A) : |ϕ(x)− z| < ε}, z ∈ Q + iQ, ε ∈ Q
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forman una subbase de S(A). Entonces S(A) tiene una base contable y por tanto
es separable. �

Teorema 3.30 Para cada álgebra C∗A de dimensión finita existen enteros positivos
n1, ..., nk tal que

A '
k⊕

i=1

Mni(C).

Demostración
Ya que A es de dimensión finita, A es separable, y por el lema anterior S(A) es
separable. Sea {ϕn}∞

n=1 ∈ S(A) un subconjunto denso de S(A). Definimos

ϕ =
∞

∑
n=1

2−n ϕn.

Note que si ϕ(xx∗) = 0 entonces xx∗ = 0 y por tanto x = 0. Considere la re-
presentación GNS inducida por ϕ. Ya que A es de dimensión finita, Hϕ lo es. Si
πϕ(x) = 0 entonces ϕ(x∗x) = 0 y por lo tanto x = 0. Lo que muestra que πϕ

es inyectiva. Apliquemos ahora el teorema 3.24 a la representación identidad de
πϕ(A) ⊂ B(Hϕ) = K(Hϕ), entonces

πϕ(A) =
k⊕

i=1

πi(A)

con cada πi una representación irreducible. Sea Hi el espacio de Hilbert sobre
el cual actua πi y ni=dim(Hi). Por el lema de Schur πi(A)′ = CIHi y ası́ que
πi(A)′′ = B(Hi). Por el teorema del doble conmutante de Von Neumann πi(A) =
πi(A)′′. Por lo tanto obtenemos que

A ' πϕ(A) =
k⊕

i=1

πi(A) =
k⊕

i=1

B(Hi) '
k⊕

i=1

Mni(C). �

Dada un álgebra C∗A construiremos un haz C∗(p, E, T) de tal manera que A es
isomorfa al álgebra de secciones continuas de (p, E, X). Esta construcción brinda
una bella conexión entre álgebra y topologı́a.

Un haz es una tripleta (p, E, T) donde E, T son conjuntos y p : E −→ T es un
mapeo sobreyectivo.
Un haz de Banach es una haz (p, E, T) donde E es un espacio Hausdorff, T es
un espacio localmente compacto, p : E −→ T es un mapeo continuo y tal que
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para cada t ∈ T la fibra Et := p−1({t}) es una espacio de Banach, y satisface las
siguientes condiciones:

i) La suma + : E × E −→ E es continua sobre el conjunto Et × Et para cada t ∈
T,

ii) la multiplicación por escalar: C× E −→ E es continua,

iii) la norma ‖ · ‖ : E −→ R es continua,

iv) para todo t ∈ T, la familia U(Ot, ε) = {x ∈ E : ‖x‖ < ε, p(x) ∈ Ot} donde
Ot ⊂ T es un abierto que contiene a t y ε > 0, forman un sistema fundamental de
vecindades de 0 ∈ Et.

Una sección de un haz de Banach (p, E, T) es un mapeo s : T −→ E tal que p ◦
s = IT. Denotamos por Γ(p, E, T) al conjunto de todas las secciones continuas de
(p, E, T).

Definición 3.31 Sea T un espacio topológico Hausdorff localmente compacto. Un
haz C∗ es un haz de Banach (p, E, T) junto con una multiplicación · y una involu-
ción ∗ en cada fibra Et tal que:

i) Para cada t ∈ T, Et es un álgebra C∗ con la norma y la suma de E,

ii) la multiplicación · : Et × Et −→ Et es continua para cada t ∈ T,

ii) la involución ∗ : E −→ E es continua.

Sea A un álgebra C∗, T un conjunto no vacı́o e I = {It : t ∈ T} una familia de
ideales bilaterales cerrados deA tales que∩t∈TIt = {0}. Para cada t ∈ T definimos
el álgebra local en el punto t como

At = A/It.

Dos elementos x, y ∈ A son llamados locamente equivalentes en t si πt(x) = πt(y),
donde πt : A −→ At es el mapeo canónico. Sea

E =
⊔
t∈T
At.

Definimos el mapeo p : E −→ T como p(πt(x)) = t. Dotamos a E y T con topo-
logı́as de tal manera que el haz (p, E, T) sea un haz C∗.
Para cada x ∈ A definimos la sección x̃ ∈ Γ(p, E, T) mediante x̃(t) = πt(x). Si
Ã = {x̃ : x ∈ A} es claro que Ã ⊂ Γ(p, E, T).
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Cuando T es compacto Γ(p, E, T) adquiere la estructura de álgebra C∗ con la nor-
ma y las operaciones definidas como:

Si s1, s2 ∈ Γ(p, E, T) y λ ∈ C, entonces

(s1 + s2)(t) = s1(t) + s2(t), (λs1)(t) = λs1(t),

(s1s2)(t) = s1(t)s2(t), (s)∗1(t) = (s1(t))∗, ‖s1‖ = sup
t∈T
‖s(t)‖.

Veamos ahora que si A es conmutativa entonces el mapeo de Gelfand Γ : A −→
C(MA) se puede ver como Γ(x) = x̃, x ∈ A.
Tomemos T como el espacio compacto MA e Iϕ = Kerϕ para cada ϕ ∈ MA.
Recordemos que Aϕ = A/Kerϕ ' C. Luego si identificamos E con C ×MA y
p(z, ϕ) = ϕ. Entonces para x ∈ A la función x̃(ϕ) = (ϕ(x), ϕ) es una sección de p.
No es complicado ver que C(MA) ' Γ(p, C×MA,MA) con el mapeo

f 7→ (ϕ 7→ (ϕ( f ), ϕ)).

El Teorema 1.18 afirma justamente que A ' Γ(p, C×MA,MA).

REPRESENTACIONES DE ÁLGEBRAS CONCRETAS

Suponga que A y B son álgebras C∗. Si Φ : A −→ B es un isomorfismo sobre-
yectivo y π : B −→ B(H) es una representación de B, entonces π ◦ Φ es una
representación de A. Por tanto si R(A) denota el conjunto de representaciones de
un álgebra C∗ A, y B es un álgebra C∗ isomorfa a A, entonces R(A) = R(B). En
particular tenemos que Â ' B̂. En este capı́tulo usaremos este hecho para calcular
algunas representaciones de álgebras.

Sea H un espacio de Hilbert y P1, P2 en B(H) dos proyecciones ortogonales. Sea
R(I, P1, P2) el álgebra C∗ generada por P1, P2 y el operador identidad. Denotemos
por Dn(C) el conjunto de matrices diagonales de n× n.
Establecemos las siguientes condiciones,

i) Si 0 ∈ Λ := σ(P1 − P2)
2 entonces ±1 ∈ σ(I − P1 − P2).

ii) Si 1 ∈ Λ entonces ±1 ∈ σ(P1 − P2).

Definimos el álgebra C∗ D formada por las funciones f : Λ −→ M2(C) tales que
f (Λ ∩ {0, 1}) ⊂ D2(C). Las operaciones de suma y producto son definidas pun-
tualmente, por tanto la identidad del álgebraD es la función que a cada t ∈ Λ asig-
na la matriz identidad de M2(C). La involución y la norma están dadas por

f ∗(t) = f (t)∗, ‖ f ‖ = sup
t∈Λ

‖ f (t)‖.
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Teorema 3.32 ([38]) Sea H un espacio de Hilbert y P1, P2 dos proyecciones orto-
gonales que cumplen las condiciones i) y ii). Entonces el álgebra R(I, P1, P2) es
isomorfa al álgebra D. El isomorfismo Φ : R(I, P1, P2) −→ D está dado mediante
la siguiente aplicación sobre los generadores

Φ(P1)(t) =
(

1 0
0 0

)
, Φ(P2)(t) =

(
1− t

√
t(1− t)√

t(1− t) t

)
, t ∈ Λ.

REPRESENTACIONES DOS-DIMENSIONALES DER(I, P1, P2).

Para cada t ∈ Λ definimos el mapeo

πt : D −→ B(C2), πt( f ) = f (t) f ∈ D.

Por la manera en que estan definidas las operaciones en D, el mapeo πt es un
homomorfismo C∗, de modo que πt es una representación de D. Analizemos la
irreducibilidad de πt a partir de la elección de t.
Si t = 0, entonces puede verse que el espacio generado por el vector (1, 0) es un
subespacio propio cerrado π0-invariante. De modo que π0 no es una representa-
ción irreducible.
Ahora si t = 1 entonces el subespacio generado por el vector (0, 1) es un subespa-
cio cerrado π1-invariante.
Finalmente veamos que si t 6= 0, 1 entonces πt es irreducible. Para esto mostremos
que para cada vector v = (x, y) distinto de cero existe f ∈ D tal que πt( f )v no es
un múltiplo de v.
Caso I, x = 0 o y = 0.
La función f2 = Φ(P2) es tal que πt( f2)v 6= λv, para cada λ ∈ C.
Caso II, x, y 6= 0.
La función f1 = Φ(P1) es tal que πt( f1)v 6= λv para cada λ ∈ C.
Por lo tanto

πt ◦Φ : R(I, P1, P2) −→ B(C2) t ∈ Λ− {0, 1}

es una representación irreducible de R(I, P1, P2).
Examinemos ahora si las representaciones πt son equivalentes para t ∈ Λ− {0, 1}.
Sean t, t′ ∈ Λ−{0, 1}. Por definición, πt ∼ πt′ si y solo si existe una matriz unitaria
U ∈ M2(C) tal que

πt( f ) = U∗πt′( f )U, para cada f ∈ D,

esto es

f (t) = U∗ f (t′)U. (3.15)
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Por los valores matriciales de las funciones f0 = Φ(I) y f1 obtenemos que U tie-
ne que ser la matriz identidad. Sin embargo la matriz identidad no satisface la
ecuación 3.15 para f2. Por tanto las representaciones πt con t ∈ Λ− {0, 1} no son
equivalentes.

REPRESENTACIONES DE UNA SUMA DIRECTA DE ÁLGEBRAS C∗.

SeanA1, ...,An álgebras C∗. Considere la suma directaA = A1⊕ · · · ⊕An. Es fácil
ver que A se convierte en un álgebra C∗ con las operaciones puntuales y con la
involución y norma dadas por

(x1, ..., xn)
∗ = (x∗1 , ..., x∗n), ‖(x1, ..., xn)‖ = máx(‖xi‖Ai).

Ahora observe que cada representación de A induce una representación de Ai
para cada i ∈ [n] ([n] = {1, ..., n}). Más precisamente, si π : A −→ B(H) es una
representación de A, entonces la función πi : Ai −→ B(H) dada por

πi(xi) = π(0, ..., xi, ..., 0),

es una representación de Ai. Nótese que si π es irreducible, en general no se cum-
ple que πi sea irreducible. Por otro lado, si πi : Ai −→ B(Hi) es una representación
de Ai para cada i ∈ [n]. Entonces la función π : A −→ B(H) dada por

π(x1, ..., xn) =
n⊕

i=1

πi(xi) : H −→ H, dondeH =
n⊕

i=1

Hi,

es una representación deA. Observe que si las πi son irreducibles no implica que π

lo sea. Con la siguiente proposición clasificamos las representaciones irreducibles
de A en términos de las representaciones irreducibles de A1, ...,An.

Proposición 3.33 Sean A1, ...,An álgebras C∗ y sea A =
⊕n

i=1Ai. Entonces una
representación π : A −→ B(H) es irreducible si y solo si πi(xi) = π(0, ..., xi, ..., 0)
es irreducible para exactamente una i ∈ [n] y πj = 0 para cada j ∈ [n]− {i}. Por lo
tanto

Â '
n⋃

i=1

Âi, [π] 7→ [πi]. (3.16)

Demostración
Sea π una representación irreducible de A. Por el Lema de Schur

π(A)v = H para cada v ∈ H.
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Los subespacios cerrados Vi = π(0, ...,Ai, ..,0)v son π-invariantes, de modo que
Vi = {0} oH. Note que Vi no puede ser {0} para cada i ∈ [n], pues de lo contrario
π serı́a igual a 0. Ahora asuma que existen distintos i, j ∈ [n] tal que Vi = Vj = H.
En particular πi, πj 6= 0. Podemos suponer sin perdida de generalidad que i = 1 y
j = 2. Entonces

π1(A1)(π2(A2)v) = π(A1, 0, ..., 0)π(0,A2, ..., 0)v
= π(A1 · 0, 0 · A2, ..,0)v
= π(0, ..., 0)v = {0}.

Ya que π2(A2)v es denso en H, se sigue que π1 = 0. Contradiciendo el hecho de
que π1 6= 0. Por tanto πi es irreducible para exactamenete un i ∈ [n] y πj = 0 para
cada j ∈ [n]− {i}.

Ahora supóngase que πi es irreducible y πj = 0 para cada j 6= i. EntoncesHj = {0}
y por tantoH =

⊕n
k=1Hk ' Hi. Por lo tanto π : A −→ B(H) adquiere la siguiente

forma

π(x1, ..., xn) =
n⊕

k=1

πk(xk) = πi(xi).

Se sigue que π : A −→ B(Hi) es irreducible.
Veamos que el mapeo [π] 7→ [πi] está bien definido. Si π ∼ π′ entonces existe un
operador unitario U tal que

π(x) = Uπ′(x)U∗, x = (x1, ..., xn) ∈ A.

Tomando x = (0, ..., xi, ..,0) obtenemos que πi ∼ π′i . El isomorfismo 3.16 es enton-
ces una consecuencia de lo mostrado. �

Sea H un espacio de Hilbert, v0 ∈ H un vector de norma uno y V0 el subespacio
generado por v0. Sea P : H −→ V0 la proyección ortogonal sobre V0.
Tomemos n proyecciones ortogonales P1, ..., Pn, tales que

PiPj = δijPi para i, j = 1, ...n y
n

∑
i=1

Pi = I.

Denotemos por Im(Pi) a la imagen de Pi. Sea

R(P, P1, ..., Pn)

el álgebra C∗ generada por P y por P1, ..., Pn.
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Teorema 3.34 ([39]) Si V⊥0 ∩ Vi = {0} para cada i = 1, ..., n. Entonces el álgebra
R(P, P1, ..., Pn) es isomorfa a Cn⊕Mn(C). El isomorfismo está dado por la siguien-
te aplicación sobre los generadores

P 7→ (0, (aij)), Pi 7→ (ei, (δii)) para i = 1, ..., n.

Donde {e1, ..., en} es la base canónica de Cn, (aij) representa la matriz con entradas
aij = ‖Pi(v0)‖‖Pj(v0)‖ y (δii) es la matriz con uno en la entrada ii y ceros en las
demás entradas.

SeaR = R(I, P1, .., Pn) el álgebra descrita en el teorema anterior.
Dado que Cn es un álgebra conmutativa tenemos que Ĉn ' {x1, ..., xn} donde los
xi son puntos de C, es decir, las representaciones irreducibles de Cn son las pro-
yecciones sobre la entrada i-ésima.
Por otro lado como Mn(C) = B(Cn) = K(Cn), tenemos entonces por el Teore-
ma 3.26 que M̂n(C) = {[1]}, donde 1 : Mn(C) −→ Mn(C) es la representación
identidad. Combinando el Teorema 3.31 y la Proposición 3.30 llegamos a que

R̂ ' {x1, ..., xn}
⋃
{[1]}.

Sea T = {z ∈ C : |z| = 1}. A continuación llevaremos a cabo el cálculo del espectro
de un álgebra de operadores actuando en L2(T).
Definimos ST : L2(T) −→ L2(T) mediante

(ST f )(z) =
∫

T

f (w)

w− z
dw, f ∈ L2(T),

y las proyecciones P±T = (I ± ST). Sea R(C(T), ST) ⊂ B(L2(T)) el álgebra gene-
rada por los operadores de multiplicación por funciones de C(T) y el operador
ST.

Proposición 3.35 ([37])
El álgebraR = R(C(T), ST) contiene al idealK = K(L2(T)), es irreducible y cada
elemento de T ∈ R(C(T), ST) tiene la forma

T = a(t)P+
T + b(t)P−T + K, donde a, b ∈ C(T) y K ∈ K.

El álgebra cocienteR/K es isométricamente isomorfa al álgebra C(T)⊕C(T) y el
isomorfismo está dado por

[T] 7→ (a(t), b(t)).
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Si R = R(C(T), ST) entonces por el corolario 3.18 y las Proposiciones 3.31 y 3.33
obtenemos que

R̂ ' R̂/K ∪ K̂

' ̂C(T)⊕C(T) ∪ {[1]}

' Ĉ(T) t Ĉ(T) ∪ {[1]}
= TtT∪ {[1]}.

Hemos usado el simbolo de unión disjunta para distinguir entre elementos del
mismo conjunto T, pues los sumandos en la suma directa son iguales.
Recordemos que el espectro de un álgebra C∗ es un espacio topológico, ası́ que el
objetivo de esta última sección fué encontrar un espacio topológico familiar que
sea isomorfo al espectro. Por supuesto que la esencia del espectro es codificar las
representaciones irreducibles de un álgebra C∗, pero una vez calculado este espa-
cio, hay que descifrar como un elemento del espectro induce una representación
irreducible. Por ejemplo si tenemos el álgebra C[0, 1], sabemos que [0, 1] ' Ĉ[0, 1].
A esta áltura sabemos que dado t ∈ [0, 1], la representación irreducible asociada a
t es el funcional de evaluación ϕt( f ) = f (t).
Se sabe que si A es unitaria entonces Â es quasi-compacto, y que si el álgebra es
separable entonces la topologı́a de su espectro tiene una base contable. Cuestiones
de este tipo quedan pendientes por investigar, por ejemplo, ¿cuando Â es conexo?
o, ¿que implica la conexidad de Â sobre la estructura algebraica de A?
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