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Podemos representarnos mentalmente un hecho simple
que entra en conflicto con las leyes de la fisica,

pero no uno que contradiga las leyes de la geometria.
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RESUMEN

Este trabajo est4d dedicado al estudio de las propiedades mas importantes de alge-
bras de Banach y de dlgebras C*. Iniciamos estudiando los funcionales lineales
multiplicativos de un algebra de Banach y demostramos que tanto el dlgebra de
matrices M, (C) (n > 1) y B(H) no tienen funcionales lineales multiplicativos.
Una de las cosas que incluimos aqui es el teorema del mapeo espectral y la férmu-
la del radio espectral. El capitulo 2 estd dedicado al estudio de algebras C*. En
particular, se demuestra que cada dlgebra C* conmutativa es isomorfa al dlgebra
de funciones continuas definidas en su espacio de ideales maximales. Dado que
el espacio el espacio de ideales maximales del dlgebra C* A[x], generada por un
elemento normal x, es homeomorfo al espectro de x (denotado por ¢(x)) se tiene
que A[x] es isomorfa a C(c(x)). Por ello a cada funcién continua f, definida en
o(x), podemos asociar un elemento f(x) en A[x]. Esta asociacion se llama calculo
funcional continuo. Para finalizar este capitulo estudiamos un tipo especial de fun-
cionales, llamados estados y calculamos el espacio de estados de M,,(C). La parte
principal de esta tesis es el estudio de las representaciones de un algebra C*, una
de las cuales es la representacion dada en la construccién de GNS. Incluimos aqui
el Lema de Schur que es el resultado més importante pues caracteriza a las repre-
sentaciones irreducibles. Las representaciones irreducibles se agrupan en clases de
equivalencias y a estas clases de equivalencia se les da la topologia de Jacobson,
formando asi lo que se llama el espectro del adlgebra. La parte final de esta tesis
estd dedicada al estudio de las representaciones irreducibles de algunas dlgebras
concretas.
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ABSTRACT

This work is devoted to the study of the main properties of Banach and C* algebras.
We begin by studying the multiplicative linear functionals of a Banach algebra
and we show that M, (C) (n > 1) and B(#) do not have multiplicative linear
functionals. We also include the Spectral Mapping Theorem and the spectral radius
formula.

Chapter 2 is devoted to the study of C* algebras. In particular, we show that each
commutative C* algebra A is isomorphic to C(M 4), where M 4 denotes the ma-
ximal ideal space of A. Thus the C* algebra .A[x], generated by a normal element
x, is isomorphic to C(c(x)), where o(x) is the spectrum of x. Therefore, to each
function f € C(o(x)) we can associate an element f(x) € A[x]. This correspon-
dence is called the continuous functional calculus. To finish Chapter 2 we study
a special kind of functionals, called states, and we calculate the space of states
of M,,(C). The main part of this work is the study of the representations of a C*
algebra, including the one given by the GNS construction. We include the Schur
Lemma that characterizes irreducible representations and we study the spectrum
of a C* algebra. Finally we study the irreducible representations of some concrete
C* algebras.
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INTRODUCCION

La idea fundamental de la teoria de representaciones es estudiar como pueden
actuar los elementos de una cierta estructura algebraica A sobre un conjunto X.
Quiz4 el caso mas simple es cuando A es un grupo y X es un simple conjunto sin
ninguna estructura adicional. Esto se conoce como la accién de un grupo sobre un
conjunto. En esta tesis tratamos con el caso en que A es un algebra C* y X es un
espacio de Hilbert.

El tema de representaciones de dlgebras es muy extenso y tiene conexiones con dis-
tintas dreas de la matematica como la teoria del indice para foliaciones, representa-
ciones de grupo, teoria de nudos, la conjetura de Novikov, la teoria de ondiculas y
con la fisica matematica, especificamente con la teoria cudntica de campos [1], [2],

[4], [3].

Uno de los objetivos principales en teoria de representaciones es clasificar las re-
presentaciones irreducibles. Una manera de hacer esto es estudiando los estados
puros de un &lgebra C*, ya que cada estado puro da origen a una representacién
irreducible mediante la construcciéon Gelfand-Naimark-Segal, y cada representa-
cién irreducible es equivalente a una de este tipo.

Las recientes investigaciones llevadas a cabo en el drea de dlgebras C* suelen invo-
lucrar técnicas de teoria de conjuntos muy sofisticadas, por ejemplo en el estudio
de los automorfismos del dlgebra de Calkin C(# ). I. Farah mostrd, asumiendo el
axioma de Todorcevic que cada automorfismo del dlgebra de Calkin es interno.
Por otro lado N. Phillips y Nick Weaver mostraron, asumiendo la hipétesis del
continuo, que el dlgebra de Calkin tiene automorfismos externos [19].

El dlgebra B(#) de operadores lineales acotados sobre un espacio de Hilbert H
es el ejemplo principal de dlgebras C*, esto se debe al hecho de que cada algebra
C* es isomorfa a una subdlgebra de B(?) para algun espacio de Hilbert H [5].
Por tanto es de gran interes calcular las representaciones de B(H). En este trabajo
veremos que podemos obtener las representaciones irreducibles de un algebra de
operadores R C B(H) calculando las representaciones del algebra cociente R /Z
y las representaciones de 7, donde 7 es un ideal bilateral cerrado de R. Cuando
7 es el dlgebra de operadores compactos entonces cada representacion irreducible
es equivalente a la representacion identidad. Dicho esto es natural querer clasificar
las representaciones del dlgebra de Calkin. Sin embargo este problema sigue sin
resolverse [29].



X1V INTRODUCCION

A diferencia de las representaciones de grupos finitos donde el teorema de Masch-
ke afirma que cada representacion de un grupo finito se descompone como suma
directa de representaciones irreducibiles, en teoria de representaciones de dlgebras
C* no hay un andlogo a este teorema. Lo mds cercano que se tiene hasta el momen-
to es que cada representacion es aproximadamente equivalente a una suma directa
de representaciones irreducibles.

Las principales resultados que usaremos para calcular representaciones de alge-
bras seran los siguientes:

i) Si A es un algebra C* e Z es un ideal bilateral cerrado, entonces

—

A~A/TUT,

ii)SiA=A & - A,, entonces



CAPIiTULO 1

ALGEBRAS DE BANACH

1.1 ALGEBRAS DE BANACH

Este capitulo contiene una breve introduccién a la teoria de 4lgebras de Banach y
algebras C*. Para una mejor exposicién de estos temas véase por ejemplo [5], [7],
[10], [14], [15]. La teoria de 4lgebras de Banach surgi6 en los inicios de la década
de 1940, teniendo a Izrail M. Gelfand como uno de sus principales pioneros.

Recordemos que un algebra A es un espacio vectorial sobre el campo de los ntime-
ros complejos denotado por C, en el que existe un producto entre vectores que
cumple lo siguiente:

Paracadax,y,z€ Aya e C

Nx(y+z) = xy +yz

ii)(x+y)z=xz+yz

iii) (ax)y = x(ay) = axy).

A es asociativa si para todos x,y,z € A

(xy)z = x(yz).

Un élgebra A es unitaria si tiene un neutro multiplicativo el cual sera denotado por
1 4. Omitiremos el subindice .A cuando sea claro sobre que algebra se estd tomando
la unidad.

Definicién 1.1 Un é4lgebra de Banach A es un algebra asociativa sobre C dotada
de una norma que convierte a A en un espacio vectorial completo tal que:

i) lxy[ < [l ly|| para cada x,y € A.

Si A tiene identidad pediremos que

ii) |1 = 1.

En este trabajo asumiremos que cada dlgebra de Banach es unitaria a menos que
otra cosa sea establecida. Asi que escribiremos simplemente algebra de Banach en
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lugar de 4lgebra de Banach unitaria.

El ejemplo més simple de algebra de Banach es el campo de los niimeros com-
plejos. El siguiente ejemplo importante es C(K), el espacio vectorial de funciones
continuas C-valuadas definidas en K, con K siendo un espacio compacto y Haus-
dorff. Si el conjunto K es localmente compacto (pero no compacto) y Hausdorff,
entonces el espacio vectorial Cy(K) de funciones continuas que se anulan en el in-
finito es un 4lgebra de Banach sin unidad. La norma en ambos conjuntos se define
como

1 flleo == sup{|f(x)| : x € K}.

Estos son ejemplos de dlgebras de Banach conmutativas, mientras que los siguien-
tes ejemplos no lo son.
El espacio vectorial B(H) de operadores lineales acotados sobre un espacio de Hil-
bert H con la multiplicacién dada por la composicién de operadores y la norma de
operadores

ITI[ := sup [|Tol],

[[ol[<1

es un algebra de Banach. Cuando H = C", B(H) puede ser identificado con M, (C).
Note que paran = 1, M, (C) es un algebra de Banach conmutativa.

Sea H un espacio de Hilbert y suponga que dim(#) = oo. Denotemos por K(H)
al subespacio de B() que consiste de todos los operadores lineales compactos. Ya
que dim(H) = oo, la bola unitaria centrada en 0 de H no es compacta. Implicando
asi que el operador identidad no es compacto.

Es conocido de la teoria de operadores acotados que si S € K(H) y T € B(H),
entonces TS y ST pertenecen a K(#H ). Ademds, K(# ) es un subespacio cerrado de
B(H), de hecho es la cerradura del conjunto de operadores de rango finito con la
norma de operadores. La anterior discusion muestra que K () es un élgebra de
Banach no unitaria.

Sea A un algebra de Banach. Como A es en particular un anillo, podemos conside-
rar un ideal bilateral cerrado 7 de A y pasar al cociente .A/Z. Entonces .A/Z es un
algebra de Banach con la norma cociente. En particular si A = B(H) e Z = K(H)
entonces

C(H) == B(H)/K(H)
es un algebra de Banach y es llamada el dlgebra de Calkin.

Considere el espacio vectorial normado L'[0, 1] de funciones integrables sobre [0, 1].
El algebra de Volterra V es el espacio L![0, 1] con el producto dado por

(F9)(x) = [ Flx=ygdy, f.geL01]
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Note que V es un algebra de Banach conmutativa sin unidad.

Sea A un algebra de Banach y S un subconjunto de 4. Denotamos por A[S] al
algebra generada por S. Si S = {x} escribimos simplemente A[x]. Un elemento
y en A pertenece a A[x] si y solo si existe una sucesién de polinomios en x que
converge a .

Sea A un algebra de Banach A. El conjunto A x C es un espacio vectorial con las
operaciones puntuales. Si definimos el producto y la norma en A x C por

(v, A1) - (y,A2) = (xy + Aox + Ay, Mdz) y o ([ A= [lx] + AL

entonces A x C se convierte en un dlgebra de Banach con identidad y la denotamos
por A. A es llamada la unitizacién de .A. Note que A es isométricamente isomorfa
a un ideal maximal de A bajo el mapeo x — (x,0).

Para un dlgebra de Banach A, denotamos por G(.A) al subconjunto de .4 que consta
de los elementos invertibles. Obsérvese que G(.A) es un grupo con la multiplica-
cién del algebra.

o0
Ahora bien, si ||x|| < 1 entonces Y. ||x]|" < ooy dado que A es un espacio de
n=0

(o)
Banach se sigue que ). x" converge en A y ademds cumple que
n=0

1-x)"1=) " (1.1)

Observe que

I~ < @-[lx)7" (1.2)

Definicién 1.2 Sea A un algebra de Banach y x un elemento de A. El espectro de x
que denotamos por o(x) o 04(x) cuando queremos hacer énfasis en el dlgebra que
contiene a x, se define como

cx) ={AeC:AM1—x ¢ G(A)}.

El complemento de o(x) se llama el resolvente de x y usualmente se denota como
px).

En el caso del dlgebra de Banach C(K) donde K es un conjunto compacto y Haus-
dorff, tenemos que

o(f) = f(K), feC(K) (1.3)
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La definicién de espectro implica que si A = M, (C), entonces el espectro de una
matriz A coincide con el conjunto de eigenvalores de A.
Si ‘H es un espacio de Hilbert de dimensién infinita entonces cada eigenvalor de
T € B(H) pertenece al espectro de T, sin embargo no es cierto que cada elemento
del espectro de T es un eigenvalor de T, incluso hay operadores que no tienen
eigenvalores, por ejemplo: el operador de multiplicacién M, actuando en L]0, 1]
y definido por

[Myf](x) :==xf(x), x€]0,1].
A pesar de que existen elementos en un &dlgebra de Banach que no tienen eigen-
valores, el siguiente teorema muestra que el espectro de cualquier elemento en un
algebra de Banach siempre es no vacio. Para este hecho es crucial que el dlgebra
sea compleja.

Teorema 1.3 Sea A un dlgebra de Banach y x € A. Entonces o(x) # @.

Demostracion

Cuando x no es invertible el resultado es claro, pues 0 € ¢(x). Tomemos un ele-
mento invertible x y supongamos que c(x) = @. Entonces para cada z € C, el
elemento (z1 — x) ! es invertible en .A. Fijemos un funcional lineal acotado F de-
finido en A. La funcién

f(z) = F((z1-x)7"),
estd definida en todo el plano complejo. Puesto que el mapeo x — x~
en G(A) y F es acotado. Tenemos para cada zg € C,

fl(ZO) — lim f(ZO) —f(Z)

Z—2Z0 Z0 — 2

—F (lim (zol — x)—l — (21— x)_l)

1 es continuo

Z—20 Zo — 2
S Y )1
_r (lim (zo1 —x) " (z —2z0)(z1 — x) >
z—2 zZ0—Z

=F (lim —(z01 — x) (21— x)l)

Z—2Z0

= —F((z01 — x)72).

Esto implica que f es una funcién entera.

La desigualdad 1.2 implica que f(z) — 0 cuando |z| — oco. Por el Teorema de
Liouville obtenemos que f = 0, esto es, F((z1 — x)~') = 0. Ya que F se tom6
arbitrario, el Teorema de Hanh-Banach implica que (z1 — x)~! = 0. Esto es una
clara contradiccion, pues el cero no es invertible. Por tanto o(x) # @ para cada
xc AN
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Sea A un édlgebra de Banach en la que cada elemento no cero es invertible. Fijemos
x € A. Por el teorema 1.3 existe al menos un elemento A en el espectro de x.
Entonces A1 — x es no invertible, asi que necesariamente x = A1. Por consiguiente
A ~ C con el isomorfismo isométrico dado por

Flx) = A (1.4)

Proposicion 1.4 Para cada x € A, el espectro de x es un conjunto compacto y
contenido en la bola de radio ||x|| centrada en el origen.

Demostracién.

Fijemos x € A. De la ecuacién 1.1 se deduce que el espectro de x esta acotado por
||x]|. De modo que o(x) esta contenido en la bola compacta de radio ||x|| centrada
en el origen. Ahora sea Ay € p(x). El conjunto

{ye A:lly — (Aol =)l < [[(Aol —x) "I}

es un conjunto abierto de A que contiene a Ag1 — x y estd contenido en G(.A). Esto
implica que el conjunto {A € C : |A — Ag| < |[(Agl — x)7!||)} es abierto, contiene
a Ag y estd contenido en p(x). Asi, p(x) es un conjunto abierto y por tanto o(x) es
cerrado. Siendo o(x) cerrado y contenido en un conjunto compacto, el resultado se
obtiene. W

Un homomorfismo @ : A — B entre dlgebras de Banach es una transformacién
lineal tal que:

)P(xy) = @(x)P(y), paracada x,y € A,

i) ®P(1y) = 1p.

Si ademas @ es inyectivo, entonces @ es llamado un isomorfismo.

Note que @(x~!) = @(x)"!six € G(A).

Es facil ver que si @ : A — B es un homomorfismo de algebras de Banach enton-
ces
o(®(x)) Co(x) parax € A,

y si @ es un isomorfismo entonces
oc(@(x)) =0(x) x€ A

Considere el dlgebra de Banach B(¢*(IN)) y sea L € B(¢?>(IN)) el operador de des-
plazamiento a la izquierda, esto es,

L({ay,a3,a3,..}) = {ap,a3,a4...}.
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Es claro que ||L|| = 1. Por lo que cada A € o(T) cumple que |A| < 1. Por otro
lado cada A € C de norma menor que 1 es un eigenvalor de L con eigenvector
{A"}en. Entonces D := {A € C : |A| < 1} C o(L). Ya que el espectro es un
conjunto cerrado concluimos que o (L) = D.

En el Teorema 1.4 probamos que el espectro de un elemento en un 4lgebra de Ba-
nach es un conjunto compacto. A continuacién mostramos que para cualquier sub-
conjunto compacto K del plano complejo existe un operador lineal T € B(¢?(IN))
tal que o(T) = K.

Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita y K un conjunto com-
pacto en C. Sea {v; },cy una base ortonormal de /. Definimos T € B(# ) median-
te
To =Y Ai(v,v)v; paracadav= ) (v,v;)v; € H,
icIN icN

donde {A;}ien es un subconjunto denso y contable en K. Observe que ||T| =
sup;cn1/Ail }- Es claro que cada v; es un eigenvector de T con eigenvalor A;, de
modo que {A;}ien C 0(T). Ya que el espectro es un conjunto cerrado

K={A;:i e N} C o(T).

Sea a € K€, entonces existe € tal que |A; —a| > € para cada i € IN. Note que
(al —T)v =Y ;en( — Aj) (v, v)v;. En consecuencia

(al =T)" 'Y Boi=)Y ﬁi/\,vi, Bi € C.
ieN ien & A
Dado que |- x| < 1, se sigue que el operador lineal (al — T)

definido en /2(IN). Asi K° C ¢(T)¢. Por tanto K = o (T).

-1

es continuo y

Dado que el espectro de un elemento x en un algebra de Banach estd acotado por
||x||, el supremo de {|A| : A € o(x)} es finito. A este nimero se le llama el radio
espectral de x y se denota por r(x).

Sean x, y en un dlgebra de Banach. Si A1 — xy es invertible con A # 0, se puede veri-
ficar mediante célculos directos que (A1 —yx) ™! = A~ 1y(1 — xy) ~x +1]. Recipro-
camente, si A1 — yx es invertible entonces (1 — xy) ! = A~ [y(1 — yx) " 1x +1]. Por
tanto

o(xy) U{0} = o(yx) U {0}. (15)

En consecuencia r(xy) = r(yx).
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Proposicién 1.5 Sea B una subdlgebra abeliana maximal de un algebra de Banach
A.Entonces 1 € By op(x) = 04(x) paracada x € B.

Demostracion.
Si A es abeliana las conclusiones se cumplen trivialmente. Supongamos que A es
no abeliana. Definimos

C={M+y:reC,yc B}

Claramente 1 € C, B C C y C es abeliana. Por tanto B = C ya que B es maximal.
Asiquel € B.

Para x € B, la contencién o4(x) C op(x) siempre se cumple. Para ver la otra
contencién, tomemos x € By A € 04(x). Entonces

y:=AM-x)€B y yp:=AM-x)"1ecA

Para cada z € B tenemos que zy; = Y1z, se sigue que zy, = Yz y por tanto
C' := {p(y2)z : p es un polinomio y z € B} es una subdlgebra abeliana tal que
Y2 € C’'y contiene a B3, de nuevo por la maximalidad B = C’. Asi que A € op(x)°.
Concluimos que og(x) = o4(x). W

1.2 FUNCIONALES LINEALES MULTIPLICATIVOS

Un funcional lineal multiplicativo definido en un dlgebra de Banach conmutativa
es un homomorfismo ¢ : A — C. El conjunto de funcionales lineales multiplica-
tivos de un édlgebra de Banach A es denotado por M 4 y es llamado el espacio de
ideales maximales de A.

Es sencillo ver que paracadax € Ay ¢ € My, ¢(x) € o(x). Ademds como
r(x) < ||x|| se sigue que |@(x)| < |/x||. Entonces cada ¢ € M 4 es acotado. De
hecho como ¢(1) =1

lell =1, @€ Ma

Hay &lgebras de Banach en las cuales es clara la existencia de funcionales lineales
multiplicativos. Por ejemplo, si K es un espacio topolégico compacto y Hausdorff,
entonces en el dlgebra C(K) el funcional de evaluacién

¢x(f) == f(x), conx € Ky f € C(K)

es multiplicativo. Mas atn Mc g >~ K [5} pag 35].
En contraparte tenemos que si A = M,,(C) con n > 1 entonces M 4 = @ como se
verd a continuacion.
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Supongase que existe un funcional lineal multiplicativo ¢ actuando en M,,(C). Sea
E;j la matriz con 1 en la entrada (i, ) y 0 en las demés entradas.
Paracadai € {1,..,n} tenemos que

¢(Eii) = ¢(EnE1i) = ¢(En)@(E1i) = ¢(E1:)@(En) = ¢(E1;iEn) = @(E11)-

Por otro lado
0= ¢(0) = ¢(E11E2) = ¢(E11)@(Exn) = ¢(En)*.

n
Asique ¢(I) = ¥ ¢(E;;) = 0. Contradiciendo el hecho de que ¢(I) = 1 para cada
i=1
¢ € My, (c)- Por tanto el espacio de ideales maximales de M, (C) es vacio.

Sea A un édlgebra de Banachy ¢ € M 4. Si x ¢ Kerg entonces para cada y € A se
cumple que

oly) . o)y —o(y)x

¢(x) p(x)

Note que el segundo término de la derecha pertenece a Ker¢. Asi que A = Cx +
Kerg. Esto implica que la codimensién de Kerg es uno.

y= it

Ahora sea H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita. Mostremos
que Mpy) = D.

Obsérvese que los operadores de desplazamiento en H son linealmente indepen-
dientes y no compactos, por tanto

dim C(H) > 2. (1.6)

Supongamos que existe ¢ € Mp 4. Recordemos que Ker¢ es un ideal cerrado no
trivial de B(). Por otro lado tenemos que el tiinico ideal cerrado no trival de B(H)
es IC(H) [26] 1.8.7.2]. Entonces

1 =dimB(H)/Kerg = dimB(H)/K(H) = dimC(H).
Esto contradice la ecuacién 1.6. Concluimos que
Mp) =D siH esseparable. (1.7)

Consideremos ahora el caso en que H es un espacio de Hilbert no separable. Sea
{v4 }aecr una base ortonormal y asuma que existe un funcional lineal multiplicativo
¢ € Mpy). Fijemos Ty € B(H) tal que ¢(Tp) # 0. Dado que Ty # 0, existe vy € H
tal que Tovg # 0. La desigualdad de Bessel implica que (vg, v,) # 0 para a lo mas
una cantidad contable de « € I. Definimos

Ho :=span{v, 1« € I, (v,v,) # 0}.
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Entonces ¢ es un funcional lineal multiplicativo definido en B(Hy), con Hy un
espacio de Hilbert separable. Contradiciendo asila ecuacién 1.7. Asi que en general

El espacio dual de un algebra de Banach .A es un espacio topolégico Hausdorff con
la topologia débil estrella, ésta es la topologia mds debil que hace que los funciona-
les de evaluaciéon ¢y : A* — C, x € A, sean continuos (A* denota el espacio dual
de A). Puesto que M 4 C A*, M 4 hereda la estructura topolégica de A*, incluida
la propiedad Hausdorff.

Por el Teorema de Banach-Alaoglu la bola unitaria del espacio dual de A es com-
pacta con la topologia débil estrella. Ya que cada funcional lineal multiplicativo es
acotado con norma uno, M 4 es un subconjunto de la bola unitaria de A*. No es
complicado ver que M 4 = M 4. Luego, al ser M 4 un subconjunto cerrado de la
bola unitaria en A*, M 4 es compacto.

Resumimos la discusién anterior en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.6 Sea A un édlgebra de Banach. Entonces M 4 es un espacio com-
pacto Hausdorff con la topologia débil estrella heredada del espacio dual de \A.

Teorema 1.7 Sea A un dlgebra de Banach conmutativa. Entonces M 4 esta en co-
rrespondencia uno a uno con el espacio de ideales maximales de .A.

Demostracion
Sea ¢ € M 4. Es rutinario ver que Kerg es un ideal de A. Ahora si x ¢ Kerg,

entonces
1= (1 - ﬁ) + ﬁ.

El primer elemento de la suma anterior estd en Kerg mientras que x/¢(x) esta
en el espacio generado por x. Esto implica que cualquier ideal méas grande que el
Ker¢ contiene a 1y por tanto es el espacio completo A. Asi que Ker¢ es maximal.
Obviamente si ¢ = 1 entonces Ker¢p = Kerip. Por todo lo anterior, la funcién

F(¢) := Kerg

estd bien definida.
Veamos que F es inyectiva, para esto supongase que Kerg; = Ker¢,. Para cada
x € A tenemos que

(91(x) = @2(x))1 = (x = @2(x)1) = (x — g1 (x)1).

El primer término y el segundo término de la derecha pertenecen a Ker¢, y Ker¢q
respectivamente. Entonces (¢1(x) — ¢2(x))1 pertenece a ambos conjuntos, los cua-
les no contienen a 1. Entonces, necesariamente ¢1(x) = ¢»(x).
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Note que la cerradura de un ideal sigue siendo un ideal, por lo que un ideal maxi-
mal es siempre cerrado.

Recordemos que si un algebra 4 es conmutativa e Z es un ideal maximal cerrado
entonces el cociente \A/7Z es un campo. Luego por la ecuacién 1.4, existe un iso-
morfismo isométrico ® : A/Z — C.Seamw : A — A/Z el mapeo candnico,
entonces @ o 7t es un funcional lineal multiplicativo sobre A, con Ker(® o 7) = 7.
Ya que Z se tomo arbitrario se sigue que la funcién F(¢) = Kerg que va de M 4 al
conjunto de ideales maximales de A es sobreyectiva. B

El anterior teorema le da sentido al hecho de que llamemos a M 4 el espacio de
ideales maximales de A.

Probamos anteriormente que M, (C) no tiene funcionales lineales multiplicativos.
Pero como M,,(C) es no conmutativa, no se puede usar el teorema anterior para
deducir que M,,(C) no tiene ideales maximales. Sin embargo no es complicado
probar esto.

Supéngase que T es un ideal no trivial de M,,(C). Sea A = [a;;] # 0 € T entonces
existen indices k, I tales que a;; # 0. N6tese que para cada i se cumple que

E;i = alglEikAEli el

Entonces I = Y/ ; E;; € Ty por lo tanto Z = M,,(C), lo que contradice la eleccién
de Z. Por tanto M,,(C) no tiene ideales no triviales.

Sea A un algebra de Banach conmutativa. Una aplicaciéon del Lema de Zorn mues-
tra que A contiene al menos un ideal maximal. Por el Teorema 1.7 M 4 # @.
Por lo anterior tenemos que si M 4 = @, entonces A no es conmutativa.

Uno podria estar tentado a creer que si un dlgebra de Banach A no es conmutativa
entonces M 4 = @. Pero esto no es verdad, en [42] se prueba que el algebra de
Banach no conmutativa B(X) donde X es un espacio de Banach super reflexivo
tiene funcionales lineales multiplicativos. De hecho la cardinalidad de Mpx) es
Np.

Otro ejemplo bastante peculiar surge cuando consideramos el dlgebra de Volterra.
Esta es un dlgebra de Banach conmutativa sin funcionales lineales multiplicativos.
Mostraremos esto en la siguiente seccion.
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1.3 LA TRANSFORMADA DE GELFAND

En la seccién anterior se vio que el espacio de ideales maximales de un algebra
de Banach es un espacio compacto Hausdorff con la topologia débil estrella. En-
tonces tiene sentido considerar el dlgebra de Banach C(M 4). Mds atin, podemos
considerar un homomorfismo entre Ay C(M 4) cuando A es conmutativa.

Definicién 1.8 Sea .4 un algebra de Banach. La transformada de Gelfand se define
como

Ir: A— C(My),
I'(x)(¢) = o(x).

De las propiedades de los elementos de M 4 se sigue que I" es un homomorfismo
entre algebras de Banach. Ademads, six € Ay ¢ € My,

IT(x) (@) = [@x)] < x|
Tomando el supremo sobre todos los elementos de M 4 tenemos que,
1T Cx) oo < [l

Esto muestra que I' es un homomorfismo continuo con ||I'|| < 1.

En general, no es sencillo determinar las caracteristicas de la transformada de Gel-
fand, pero si el dlgebra es conmutativa y ||x?|| = ||x||? para cada x en el dlgebra,
entonces I” es una isometria [5 Pag 32].

Cuando un 4lgebra de Banach es generada por un elemento x y bajo mas condi-
ciones resulta que la transformada de Gelfand es un isomorfismo. En este caso nos
interesa el homomorfismo inverso. Abordaremos esto a detalle en la seccién 1.5.
Por supuesto que hay casos en los que I' no existe, por ejemplo cuando A =
M, (C), yaque M 4 = @.

Proposiciéon 1.9 Sea A un algebra de Banach conmutativa y sea x € .A. Entonces
x € G(A)siysolosiI'(x) € G(C(M)). Ademas,

o(x) =0(I'(x)) = RanT (x). (1.8)

Demostracion
Six € G(A), es facil ver que I'(x™!) = I'(x) 1.
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Reciprocamente, supéngase que x no es invertible en .A. Como A es conmutativa,
x estd contenido en un ideal maximal 7. Por el Teorema 1.7 existe ¢y € M 4 tal que
T = ker ¢y. Esto implica que I'(x)(¢o) = 0y por tanto I'(x) no es invertible.

La primer igualdad de la ecuacién 1.8 es consecuencia de lo mostrado anterior-
mente. Mientras que la segunda igualdad se sigue de la ecuaciéon 1.3. B

Se puede deducir facilmente de la ecuaciéon 1.8 que 7(x) = || I'(x) || Y que six,y €
A conmutan entonces o(x +y) C o(x) +o(y) yo(xy) C o(x)o(y).

El siguiente resultado es bastante 1til para calcular el espectro de elementos de la
forma f(x) con x € Ay f una funcién analitica sobre el espectro de x.

Si f es una funcién analitica en el disco |z| < ||x]|, entonces podemos escribir a f
mediante su serie de potencias,

fl2) =} anz", 2| < |xll, an € C,
n=0
y cumple que

1f(2)] < Y |aul|2"] < co.

nelN

oo
Y anx"
n=0

converge a un elemento en A que denotamos por f(x).

Entonces la serie

Teorema 1.10 (Teorema del Mapeo Espectral)
Sean A un dlgebra de Banach y x € A. Si f es una funcién analitica en el disco
{z € C: |z| < ||x||}, entonces

o(f(x)) = f(o(x)) ={f(A) : A € o (x)}.
Demostracion

Fijemos x € Ay sea B la subdlgebra generada por 1, x, (A1 — x) "y (A1 — f(x))
con A € (o(x))N(c(f(x)))c. Nétese que B es conmutativa y que

oa(x) = 05(x), ou(f(x)) = oB(f(x)). (19)
Sea I’ : B — M la transformada de Gelfand. De la ecuacién (1.8) se sigue que
o(f(x)) ={o(f(x)) ;9 e Mp} 'y oB(x) ={p(x): 9 Mp}.  (110)
Por la expresion en serie de potencias de f(x), tenemos para cada ¢ € Mp que
o(f(x)) = f(o(x)). (1.11)

Combinando las ecuaciones 1.10 y 1.11 obtenemos que o3(f(x)) = f(0p(x).) Lue-
go por (1.9) concluimos que o 4(f(x)) = f(o4(x)). M

-1
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El siguiente Teorema es conocido como la férmula del radio espectral. Para una
demostracion véase [5), pag 30].

Teorema 1.11 Sea A un élgebra de Banach y x € A. Entonces,

r(x) = Jim [/

El siguiente ejemplo muestra que hay &lgebras de Banach conmutativas (sin iden-
tidad) con espacio de ideales maximales vacio.

Note que si ¢ es un funcional lineal multiplicativo de un 4lgebra de Banach con-
mutativa sin identidad A, entonces existe una tinica extensioén ¢ a A mediante
¢(x, 1) = ¢(x) + A. Ademds o (x) := 0 7(x), por ello r 4 (x) = r z(x).

El dlgebra de Volterra V es el espacio L![0, 1] con el producto dado por la convolu-
cion

(Feg)0) = [ fe—9)ge)s, fgev.

Sea fj la funcién constante fy(t) = 1 para todo t € [0,1]. Observe que

f(i)/l(t):(fo**fO)(t): (1’1—1)" (112)

por tanto

1/ =1/(n—1)L (1.13)

Sea A[fy] el dlgebra generada por fy. La ecuacion 1.12 implica que A[fy] contiene
todos los polinomios cuales son uniformemente densos en C[0, 1]. Ya que C[0, 1] es
denso en V se sigue que A[fo] = V.
El 4lgebra V no tiene identidad asi que pasaremos al dlgebra V para poder aplicar
los resultados vistos hasta ahora.
Note que para g € V, r(g) = 0siy solosi ¢(g) = 0 paracada § € M = M. Ast
que

rad(V) := () Kerg ={(g,0) € V:r(g) =0} C V x{0}.

peM

Por la Teorema 1.11 y la ecuacion 1.13 tenemos que 7((fp,0)) = 0. Asi que

9((f0,0)) € 0((f0,0)) = {0}, Fe M.
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Por tanto (fo,0) € rad(V). Ya que rad(V) es cerrado V C rad(V). Por lo tanto
rad(V) = (V,0) >~ V.

Asi que r(g) = 0 para cada ¢ € V. De modo que si hay un ¢ € My, entonces por
definicién debe existir 1 € V tal que ¢(h) # 0. Esto contradice el hecho de que
o(h) = {0}. Concluimos que My = @.



CAPIiTULO 2

ALGEBRAS C*

2.1 DEFINICIONES Y RESULTADOS BASICOS

Definicién 2.1 Una involucién sobre un dlgebra de Banach A es una funcién de A
en A que cumple lo siguiente: paracada x,y € Aya € C

i) (x*)* = x,
ii) (ax +y)* = wx* +y*,
iii) (xy)* = y*x*.

Un 4lgebra de Banach que poseé una involucién se llama un algebra involutiva.
Un élgebra C* A es un algebra involutiva tal que la involucién cumple que:

iv) ||xx*|| = ||x||? para cada x € A.

A la propiedad iv) se le conoce como la propiedad C* de la norma. El elemento
x* es llamado el adjunto de x. N6tese que en un dlgebra C* la involucién es una
isometria. En efecto

1 = [l e[| < flell "]

de donde se deduce que
[l < {7

Cambiando x por x* obtenemos ||x*|| < ||x||. De modo que ||x|| = ||x*||.

Una involucién sobre un dlgebra C* que satisface ||x||> < ||x*x|| para cada x € A
también es una isometria.

Es facil demostrar que si A tiene identidad 1, entonces 1* = 1. Por otro lado, si x
es invertible, entonces

x*(x—l)* — (x—lx)* —1= (xx—l)* — (x—l)*x*.

Lo cual implica que (x*)~! = (x~!)*. Esto muestra que x es invertible si y solo si
x* es invertible en A. Por lo tanto o (x*) = o(x) y r(x) = r(x*).
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La conjugacién en C es una involucién que convierte a C en un algebra C*. El
4lgebra de Banach C(K) con la involucién dada por f* = f es un 4lgebra C* con-
mutativa. En general, cada algebra C* conmutativa es isomorfa a una de este tipo
para algin espacio compacto K (Teorema 2.7).

El ejemplo principal es el dlgebra de Banach B(# ), con H un espacio de Hilbert. El
adjunto de un operador lineal acotado T es el operador T* que cumple que

(Tx,y) = (v, Ty) xyeH, y |TT'|=]T|*

Si la dimensi6n de H es finita entonces A* = AT para cada A € M, (C)
Supoéngase que A es un dlgebra C*. Un subconjunto B de A es llamado autoad-
junto si x* € B para cada x € B. Una subdlgebra B de un algebra C* A es una
subélgebra de Banach autoadjunta.

Recordemos que si T € IC(H) entonces T* € K(H). Asi que K(H) es una subalge-
bra C* de B(H).

El siguiente teorema implica que C(H) es un algebra C*. Veremos la prueba al final
de la Seccién 2.2.

Teorema 2.2 Sea A un élgebra C* e Z un ideal bilateral cerrado. Entonces Z es
autoadjunto y el algebra cociente A /7 es un algebra C*.

Definicién 2.3 Sea A un algebra C*y seax € A

i) x es autoadjunto si x = x*,

ii) x es unitario si xx* = 1 = x*x, 0 equivalentemente si x* = x~ L
iii) x es normal si xx* = x*x,

iv) x es positivo si existe y € A tal que x = yy*,

v) x es proyeccién si x2 = x = x*.

Los elementos autoadjuntos son importantes pues cada elemento de un 4lgebra C*

se escribe de manera tinica como combinacién lineal de dos elementos autoadjun-

tos, esto es, si x pertenece a un dlgebra C* entonces

x + x* x—x*
2 Y T

Sea A un dlgebra C*, si x € A es autoadjunto entonces el elemento y € A definido

como:

X =x1+ix;, donde x;= (2.1)

y = exp(ix) :=)_ (ix)"/n!
ieN
es unitario. En efecto, ya que la involucién es continua,

yo g WO (GO0

| |
ieEN n: ieEN n:
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Proposicién 2.4 Sea x en un algebra C*.
i) Si x es autoadjunto entonces o(x) C R.
ii) Si x es unitario entonces o(x) C dD.

Demostracion
Supongamos primero que x es unitario, entonces ||x|| = 1y por ello

o(x) C{AeC:|A] <1}
Se sigue que
c(x)=c(x) =cx ) ={A1:Aeco(x)} c{r:]A] >1},

por lo que
o(x) C oD. (2.2)

Ahora sea x autoadjunto. El elemento y = exp(ix) es unitario y por tanto (y) esta
contenido en dD.

Observe que la funcién f(A) = exp(iA) es analitica en o(x). Entonces por el Teo-
rema del mapeo espectral c(y) = o(f(x)) = exp(ic(x)) = {exp(id) : A € o(x)}.
Ahora supongamos que existe A = a +ib € o(x) con b # 0, entonces ¢/(* %) =
et ¢ o(y), pero |ee| # 1, lo que contradice la ecuacién 2.2. Por tanto ¢(x)
debe estar contenidoen R. W

Teorema 2.5 Sea A un dlgebra C* y x € A un elemento normal. Entonces

r(x) = [|x]|.
Demostracion
Si x es autoadjunto entonces,
3] = [l*x]] = []x]|*.
Por induccién se obtiene que,
[ =[x, n>1.

Ahora por el Teorema 1.11 tenemos

r(x) = lm [lx1" = lim [l221/2" = |x].
n—00 n—00
Claramente x*x es autoadjunto, por lo tanto r(xx*) = ||xx*||.

Por hipétesis x conmuta con su adjunto, entonces por la férmula del radio espectral
r(x*x) < r(x*)r(x). Se sigue que

I = [l x[| = r(x"x) < r(x*)r(x) = r(x)%

Entonces ||x|| < r(x). Por tanto r(x) = ||x||. W
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Una consecuencia muy importante del teorema anterior es que dada una involu-
cién sobre un dlgebra de Banach A que la convierte en un algebra C*, entonces hay
tnica norma sobre A4, en efecto, si || - ||1, || - |2, son dos normas sobre A, enton-
ces

IxllF = [l = r(ax™) = [lxx™]15 = || x]3.
Veremos en la Seccién 2.3 que la involucién sobre un algebra C* es tnica.

Sean Ay B algebras C*. Un homomorfismo C* @ : A — B es un homomorfis-
mo algebraico (preserva todas las operaciones) que ademds cumple que @ (x*) =
®(x)* para cada x € A.

Proposicién 2.6 Sean Ay B algebras C*y @ : A — B homomorfismo C*, enton-
ces ||P(x)| < ||x|| para cada x € A.

Demostracién.
Ya que 0(®(x)) C o(x) para cada x € A. El Teorema 1.11 implica

112 = [lx*x]| = r(x"x) > r(@(x)"@(x)) = @ (x)]|*

Por tanto ||®(x)|| < ||x| M.

La proposicién anterior muestra que cada homomorfismo C* es acotado, la pro-
piedad C* de la norma es crucial para tal propdsito. A partir de esto es natural
entonces preguntarse si cada homomorfismo entre dlgebras de Banach es acota-
do. La respuesta es que no, por ejemplo: Si @ : A — C es un funcional lineal
no acotado y definimos el producto en A y en C como cero para cualesquiera dos
elementos distintos de la unidad. Entonces ¢ es un homomorfismo de 4lgebras de
Banach no continuo. Por supuesto que no se puede dotar de este producto a un
algebra C* ya que no se cumpliria la propiedad C* de la norma. Para un ejemplo
no trivial véase [9, P4g 9].

Noétese que si en la Proposicién 2.6 sumamos la hip6tesis de que @ sea inyectivo,
tendremos que

@)l = lIxll v o(x) =o(P(x)), (2.3)

ya que @~ ! también es un homomorfismo C*.

Teorema 2.7 Si A es un édlgebra C* conmutativa entonces la transformada de Gel-
fand I' : A — C(M 4) es un isomorfismo C* sobreyectivo isométrico.
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Demostracion

Ya sabemos que I' es un homomorfismo de dlgebras de Banach. Resta probar que
I" es una biyeccion, preserva la involucién y la norma.

Usemos que x = x1 + ix con x7 y xp autoadjuntos. Por las Proposiciones 1.9 y 2.4
tenemos para j = 1,2 que

RanT (x;) = o(x;) C R.

Se sigue que
I(x*) = [(x) — il (x2) = T(x) = [(x)".

Ahora por la férmula del radio espectral y la proposicién 1.9
ITGOlI% = IT ()T (@) oo = IT(x"2) [leo = r(x"x) = [|x"x]| = [Jx].

Por tanto I' es una isometria. Esto implica que I es inyectiva y la imagen de I" en
C(M 4) es cerrada. Es facil ver que I'(.A) es autoadjunta, contiene las funciones
constantes y separa puntos en M 4. Por el Teorema de Stone-Weirstrass I'(A) =

C(My). N1

El reciproco del teorema anterior también se cumple. Supéngase que la transfor-
mada de Gelfand es una isometria. Para cada funcional lineal multiplicativo ¢ y
x,y € A tenemos que ¢(xy —yx) = 0. Entonces 0 = ||I'(xy — yx)||c = ||xy — yx||.
Por lo tanto xy = yx y asi, A es conmutativa.

El siguiente resultado es una aplicacién directa del teorema anterior.

Corolario 2.8 Sea x en un algebra C* conmutativa. Entonces
i) x es autoadjunto si y solo si o(x) C R,

ii) x es unitario siy solo si o(x) C dD,

iii) x > 0siysolosic(x) CRT,

iv) x es proyeccién si 'y solo si o(x) C {0,1}.

Los siguientes lemas seran necesarios para demostrar el Teorema 2.11.

Lemma 2.9 Sea A un élgebra de Banach. Si (x,) C G(.A) es una sucesiéon conver-
gente tal que nlgl;lo x, € G(A). Entonces

p 1y _
lim x| = .
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Lemma 2.10 Sean U, V' subconjuntos abiertos en C con U C V y tal que V no
contiene puntos frontera de U. Entonces U es la unién de algunas componentes
conexas de V.

Teorema 2.11 Sea BB una subdlgebra de un algebra C* .A. Entonces para cada x € B.
i) op(x) es la unién de o4 (x) y algunas (posiblemente ninguna) componentes aco-
tadas de (o 4(x))°.

ii) Si B es unitaria entonces x € G(.A) siy solosix € G(B).

Por consiguiente

oa(x) = op(x). (2.4)

Demostracion

i) Sabemos que para cada x € B se tiene que o4(x) C op(x). Tomando com-
plementos 03 (x)¢ C 04(x)¢. Veamos que o4(x)¢ no contiene puntos frontera de
op(x)°.

Sea Ay un punto frontera de o5(x)¢, entonces (Ag1 — x) ¢ G(B). Sea (Ay)neN una
sucesion de elementos en o5(x)¢ tal que A, — A¢. En particular (A,1—x) € G(B)
para cada n € IN. Como (1,1 — x) — (Agl — x), se sigue del Lema 2.9 que

|(Anl — x) Y| — oo. (2.5)

Si ocurriera que Ag € 0 4(x)¢ entonces (Ag1 — x)~! seria un buen elemento de A.
Por la continuidad de la inversién, (1,1 — x) ™' — (Ag1 — x)~!. Lo que contradice
la ecuacion 2.5. Esto muestra que Ay ¢ o 4(x).

Aplicando el Lema 2.10 con oz(x)¢ en lugar de U, obtenemos que 03 (x)¢ es la
unién de ciertas componentes conexas de 0 4(x)¢. Después de un razonamiento
geométrico concluimos que 03 (x) es la unién de o 4(x) y ciertas componentes aco-
tadas de 0 4(x)".

ii) Sea x € B. Si x es invertible en 3, claramente x es invertible en A.

Ahora supéngase que x es invertible en A, entonces y := x*x es invertible en
A, de modo que 0 ¢ o4(y). Por la Proposicién 2.4 04(y) C R. No es dificil ver
que el complemento de 0 4(y) no tiene componente acotadas. Luego por el inciso
i),04(y) = og(y). Por tanto 0 ¢ o3(y), de modo que y es invertible en B. Por tanto
x~1 = (x*x)"1x* € B, esto es, x es invertible en 5. W

En el Teorema 2.11 vimos bajo que condiciones 05(x) = 0 4(x), parax € B C A.
Veamos unos ejemplos donde se muestra que cuando consideramos algebras de
Banach, el espectro de un elemento x depende del dlgebra en donde se esté toman-
do a x.
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Ejemplo 2.12 i) El dlgebra del disco A(D) se define como el espacio de funciones
analiticas en el disco D = {z € C : |z] < 1} y que son continuas en D. Con la
norma || - ||« y las operaciones puntuales A(D) es un dlgebra de Banach.
Pensemos en la funcién @ : A(D) — C(dD) definida como ®(f) = f|sp. Es claro
que @ es un homomorfismo entre dlgebras de Banach. Ademads @ es una isometria,
en efecto, por el principio del médulo méximo,

[2(H)Il = sup |f(x)] = sup F) = lIA1-

xeoD

Lo anterior es valido pues f es continua en D y es analitica en D. Ademaés se tiene
que ®(14(p)) = 1c@p)-

Sea A =C(dD)y B = ®(A(D)). Como P es un isomorfismo sobre su imagen que
ademds mapea la identidad en la identidad, se tiene que o4 (p)(f) = o5(®P(f)). Sea

f(z) =z,z€ D.Como f € A(D) y flap € B entonces

os(flap) = cap)(f) = D.

Por otro lado
oa(flap) = oc@p)(f) = aD.

ii) Considere el dlgebra de Banach ¢!(Z)[25, Pag 5]. Sea B = {f € (1(Z) : f(n) =
0V n < 0}. Consideremos dos funciones f, ¢ en B. Entonces

(f+8)(n) =} f(n—k)g(k) = f(n)g(0)+ ) f(n—k)g(k) =0, sin <0.

keZ keZ

Asi que B es una subalgebra unitaria de A que es claramente cerrada. Sea e; €
¢Y(Z) 1a sucesi6n con 1 en la entrada i-ésima y ceros en las demds entradas. Note
que ej * e_1 = ep por lo que 0 no estd en 4 (e1). Pero como e_; ¢ B tenemos que
0eo; [5(61).

2.2 TEOREMA ESPECTRAL Y APLICACIONES

En este seccion se detallan hechos fundamentales sobre dlgebras C*.

Sea A un éalgebra C* y x € A. En el siguiente teorema mostramos que si x es
normal entonces el espacio de ideales maximales de A[x]| es isomorfo al espectro
de x. Con esta identificaci6n, el dlgebra C* C(M 4,]) se convierte en un espacio
maés familiar. Por consiguiente serd mas fécil visualizar el elemento f(x) € Ax|
con f € C(c(x)).
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No es dificil ver que si x es normal en un élgebra C* entonces .A[x| es conmutativa.
Ademads un elemento y € A pertenece a A[x] si y solo si existe una sucesién de
polinomios en x y x* que converge a y.

Teorema 2.13 (Teorema espectral) Sea x normal en un élgebra C*, entonces M :=
M 4[x] es homeomorfo a o(x). Si identificamos M con ¢(x) entonces la transfor-
mada de Gelfand I' : A[x] — C(c(x)) tiene la propiedad de que I'(p(x,x*)) =
p(z,z) para cada polinomio p de dos variables.

Demostracion.

SeaI' : A[x] — C(M) la transformada de Gelfand de A[x]. Note que por la
ecuacion 2.4 o(x) = o4(x) = 0 yy(x). Veamos que la funcién ¢ : M — o(x)
dada por @(¢) = ¢(x) es un homeomorfismo.

Si ¢, — ¢ con la topologia débil estrella entonces ®(¢,) = ¢n(x) — @(x) =
®(¢). Por ello @ es continua.

Ya que A[x] es conmutativa se sigue de la Proposicién 1.9 que In® =ImI'(x) =
o(x). Por lo tanto @ es sobreyectiva.

Note que para cada ¢ € M, ¢(x*) = ¢(x). La igualdad anterior més el hecho de
que los elementos de M son multiplicativos implica que si ¢(x) = (x), entonces
@ y ¥ coinciden sobre el conjunto

{p(x,x") : p polinomio de dos variables},

el cual es denso en A[x]. Se sigue que ¢ = 1 y P es inyectiva.

Al ser @ una funcién continua y biyectiva entre espacios compactos Hausdorff, @
es un homeomorfismo.

Por lo visto anteriormente, para cada z € o(x) existe ¢, € M tal que ¢,(x) =
®(¢;) = z. Entonces I'(x)(z) = I'(x)(¢z) = z. Ya que I es un homomorfismo C*,
I'(p(x,x*))(z) = p(z,z) para cada polinomio p de dos variables. W

Sea x normal en un élgebra C*.A. A partir de ahora siempre vamos a identificar el
espacio de ideales maximales de .A[x] con ¢(x). Con esta identificacién la transfor-
mada de Gelfand se ve como

I': Alx] — C(c(x)).

Por el Teorema 2.7 I' es un isomorfismo C* sobreyectivo. Por lo tanto podemos
definir I'~!(f) para cada funcién continua f € C(c(x)).

Definicion 2.14 (Célculo funcional continuo)
Sea x normal en un 4lgebra C*. Para cada f € C(¢(x)) definimos f(x) € A[x] por

f(x):==T7H(f).
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Elmapeo f +— f(x) de C(c(x)) sobre A[x] es llamado el célculo funcional continuo.

Proposicién 2.15 El célculo funcional continuo tiene las siguientes propiedades.
i) f — f(x) es un isomorfismo C* sobreyectivo.

ii) Si f(z) = p(z,Z) con p un polinomio de 2 variables, entonces f(x) = p(x, x*).
iii) o(f(x)) = f(o(x)) para cada f € C(c(x)).

iv) Si @ : A — B es un homomorfismo C*, entonces ®(f(x)) = f(P(x)) para
cada f € C(c(x)). Note que f(P(x)) estd bien definido ya que (P (x)) C o(x).

Demostracion

Solo probaremos iv). Sea p € C(o(x)) un polinomio de dos variables. Ya que &
es un homomorfismo C*, @(p(x, x*)) = p(P(x), @(x)*). Dado que los polinomios
son densos en C(c(x)), el resultado se sigue para cada f € C(c(x)). R

Como consecuencia de las propiedades del calculo funcional continuo tenemos el
siguiente corolario.

Corolario 2.16 Sea x normal en un 4lgebra C*.
i) x es autoadjunto si y solo si o(x) C R,

ii) x es unitario si y solo si o(x) C dD,

iii) x es proyeccién siy solo si o(x) C {0,1}.

El siguiente teorema es bastante importante, pues serd de ayuda para probar que
cada algebra C* es isomorfa a una subdlgebra cerrada de B(#H ), para algin espacio
de Hilbert H.

Teorema 2.17 Sea ¢ : A — B un homomorfismo C*. La imagen ®(A) es un
conjunto cerrado en B.

Demostracion.

Tomemos y € ®(A) y sea {x,} C A tal que {®(x,)} — . Si x,, y por ende v,
son autoadjuntos el procedimiento que se hara funciona tal cual. Si x;; no es auto-
adjunto usamos la descomposicién 2.1 Ya que si @(x;,) — yj, j = 1,2 entonces
{®(xp)} — y, donde x1, = (xn +x55) /2y X2,y = (X — x3) /2.

Ya que la sucesion {®(x,)} es de Cauchy podemos asumir, pasando a una subsu-
cesi6n si es necesario que [P (x,11) — P(xn)|| < 57, 1 > 1.
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Para cada n > 1 definimos

fu(t)

. 1
i S1 tZz_n/

=
=

si — o <t < 5,

N

—2% si t< —2%.

\

Ya que ®@(x;,+1) — P(x,) es autoadjunto y tiene norma menor que 2", la funcién f,
es la identidad sobre o (®(x;,11) — @(x,)). Luego por las propiedades del calculo

funcional continuo

P(xp1) — D(xn) = fu(P(xp11) — P(xn)) = P(fu(Xnt1 — xn))-

También se tiene que

1fn(nsr = xu) [l = (| fulloo = sup{|fu(2)] : 2 € (01 = 20) } < zln

De la ecuacién anterior se sigue que el elemento x definido como

x=x14 ) fu(Xns1 — xn),

pertenece a A y es tal que

Esto muestra que y € ®(A).

n=0

Para obtener una caracterizacion espectral de elementos positivos similar al Coro-
lario 2.16, requerimos del siguiente lema cuya prueba omitimos.
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Lemma 2.18 Sea 4 un algebra C*. Si x,y son elementos autoadjuntos tales que
o(x),o(y) C R*. Entonces o(x +y) C R™.

Teorema 2.19 Sea x un elemento normal en un algebra C* A. Entonces x > 0siy
solosio(x) CR*.

Demostracién

Si o(x) C RT entonces la funcién f(t) = v/t pertenece a C(c(x)). Definimos me-
diante el célculo funcional continuo a y = f(x). Entonces x = f(x)f(x) = y*> =
yy*.

Reciprocamente, si x es positivo entonces existe un y € A tal que x = y*y.

Ya que x es autoadjunto entonces por el Teorema de descomposiciéon de Jordan [27,

Teorema 4.4] existen x*, x~ € A autoadjuntos tales que x = x* —x~, x"x~ =0y
o(xT),o(x7) CRT.
Seaz = yx~. Yaque xTx~ = 0, tenemos que

Zz=xyyx =x (xT —x)x = —(x)>

El Teorema espectral implica que ¢(z*z) C R™, (R~ = R\R™). Por la ecuacién 1.5
o(zz*) CR™.

Por otro lado z = z; + izy con z; autoadjuntos i = 1,2. Note que zz* 4+ z*z =
2(z% 4 z3), entonces

2*z = 2(22 4 23) — 22" = 2(28 + 23) + (—=zz%).

El lado derecho de la igualdad anterior es una suma de dos elementos autoadjun-
tos cuyo espectro es positivo. Por el Lema 2.18 ¢(z*z) € R*. Combinando esto
con el hecho de que 0(z*z) C R™, obtenemos que 0(z*z) = {0}. Por la férmula del
radio espectral z*z = 0. Luego —(x~)> = 0 y en consecuencia x~ = 0. Entonces
x=x"yasioc(x) CR".H

Veamos unas consecuencias del Teorema 2.19 que necesitaremos en la siguiente
seccion.

Para cada x en un &lgebra C* el elemento xx* es positivo. Luego por el teorema
anterior c(xx*) C R*. Entonces la funcion f(t) = /t pertenece a C(c(xx*)). Por
tanto podemos definir mediante el célculo funcional continuo |x| := f(xx*) =
Vxx*. Es claro que |x| > 0.

Si x es un elemento autoadjunto entonces |x| + x y |x| — x son positivos. En efecto,
ya que 0(x) C R, se sigue que la funcién f(t) = |¢t| + t > 0 pertenece a C(c(x)).
Entonces

o(lx| +x) = o(f(x)) = f(o(x)) CR™. (2.6)
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Luego por el teorema anterior |x| + x > 0. De manera similar se prueba que |x| —
x> 0.

Terminamos esta seccidon con la demostracion del Teorema 2.2. Pero antes introdu-
cimos algo de terminologia.

Sea B una subdlgebra no unitaria de un algebra C* A. Una identidad aproximada
izquierda para B es una red {uy },cn C BT, (BT denota los elementos positivos de
A) tal que:

i) ||uxl| <1, para todo a.

ii) limy tax = lim, xu, = x, para cada x € B.

Una identidad aproximada derecha se define de manera similar.

Cada ideal izquierdo (derecho) Z de un élgebra C* A tiene una identidad aproxi-
mada derecha (izquierda) [6, pag 6].

Sea {1y }4c una identidad aproximada de un ideal izquierdo Z contenido en un
algebra C*. Como 1, es positivo entonces su espectro estd contenido en R™. Ya que
||lug|| <1 sesigue que o(uy) C [0,1]. Note que la funciéon f(A) = 1 — A es analitica
en o(u,). Por el teorema del mapeo espectral

0(1—ua) = 0(f(ua)) = f(o(ua)) C [0,1].
Ya que 1 — u, es normal,

11— up|| =7r(1—uy) =sup{|f(A)]|: A €0(us)} <1, paracadaa € A. (2.7)

Demostracién del Teorema 2.2
Seax € Zy {uy}aca C Z unaidentidad aproximada de Z. Noétese que cada u, es
autoadjunto. Entonces

[l ue = 7|} = (| (ot = 2)7|| = [Juax — x| — O

Ya que x*u, € T para cada g, se sigue que x* € Z = Z. Por tanto Z es autoadjunto.
Denotemos por || - ||; a la norma cociente. La involucién en A/Z estd dada por
[x]* := [x*]. Para ver que .A/Z es un algebra C* es suficiente probar la propiedad
de la norma. Veamos primero que la siguiente igualdad se cumple,

I[x]llg = lim [[x — s x]]. (2.8)
Seax € Ayyo € I tal que ||[x]||; = |[x — vol|. Entonces,

(1= ua)x|| = [|(1 = ma)xc — (1 = ua)yo + (1 — ) yo|
< 11 = ) (x = yo)[| + [1(1 = ua)yoll
< (11 = ) 1] Ce = yo) | 4+ [1(1 = ua)yol|
< [I[x]llq + 11 = ua)yoll
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Ya que [|(1 — ug)yo|| — O se sigue que limy ||(1 — u,)x|| < ||[x]|;. Para la otra
desigualdad basta observar que u,x € I. Esto implica que,

inf{[|x —yl[} < [l — uax].
yel

Tomando limites conseguimos que || [x]||; < lim, ||x — u,x|[. Por lo que la ecuacién
2.8 queda probada.

Finalmente, por la desigualdad de Cauchy Schwarz y por las ecuaciones 2.7 y
2.8,

]lf? = lim [|x — wgx]®
— lim | (x — 10 (x — 1)
— tim | (x — o) (1= )|
< Hmflea® — e[| (1 = ua) |
< lior‘n [|xx™ — wpxx™||

= [[[xx]]]-

Por lo tanto ||[x][|? = ||[x][x]*||. W

2.3 FUNCIONALES LINEALES POSITIVOS Y ESTADOS

En esta seccion estudiaremos los funcionales lineales positivos y estados. Los esta-
dos son de utilidad para mostrar si un elemento en un dlgebra C* es autoadjunto,
positivo, etc. Ademas, cada estado sobre un algebra C* A da origen a una repre-
sentacion del dlgebra A. En el Capitulo 3 trataremos a detalle la teorfa de represen-
taciones.

Definicién 2.20 Sea A un élgebra C* y sea ¢ un funcional lineal definido en A.
Decimos que,

i) ¢ es hermitiano si ¢(x*) = @(x) para cada x € A,

ii) ¢ es positivo si @(xx*) > 0 para cada x € A,

iii) ¢ es un estado si ¢ es positivoy ¢(1) = 1.
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Sea H un espacio de Hilbert y v € H un vector de norma 1. Definimos el funcional
lineal ¢, : B(H) — C mediante

¢o(T) = (Tv,v).

Es trivial ver que ¢, es un estado de B(# ). Funcionales de este tipo son llamados
estados vectoriales.

Sea ¢ un estado de Ay u € A un elemento unitario. Entonces el funcional ¢, :
A — C definido por ¢, (x) = ¢(uxu*) también es un estado de .A.

Teorema 2.21 Sea A un dlgebra C* y ¢ un funcional lineal sobre .A. Entonces las
siguientes afirmaciones se cumplen.

i) ¢ es hermitiano si y solo si ¢(x) € R para cada elemento autoadjunto x en A.
ii) Si @ es positivo entonces ¢ es hermitiano.

Demostracion
i) Si @ es hermitiano y x es un elemento autoadjunto de A,

p(x) = @(x*) = @(x),

entonces ¢(x) € R para cada x autoadjunto.
Ahora supongamos que ¢(y) € R para cada y autoadjunto. Dado que x = x1 + ixp
con x1 y x2 autoadjuntos, se sigue que

p(x*) = @(x1) —ip(x2) = @(x).

ii) Sea ¢ un funcional lineal positivo y x € 4 un elemento autoadjunto. Recorde-
mos que |x| + x y |x| — x son positivos (ec. 2.6). Entonces y; = ¢(|x|+x) >0y
Y2 = ¢(]x| —x) > 0. Por lo tanto

p(x) = 51 —y2) €R.

Por el inciso i) de este teorema ¢ es hermitiano. B

Teorema 2.22 ([5, Teorema 13.5])

Sea ¢ un funcional lineal sobre un algebra C*.

Entonces, i) ¢ es positivo si y solo si ¢ es acotado con || ¢|| = 1.
ii) ¢ es un estado si y solo si ||¢|| = ¢(1) = 1.

Sea A un élgebra C*, denotamos por S(.A) al conjunto de estados sobre A. Por
el inciso ii) del teorema anterior, S(.A) es un subconjunto de la bola unitaria con
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centro en 0 del espacio dual de A. Asignamos al conjunto de estados la topologia
débil estrella heredada de A*. El conjunto S(.A) con la topologia débil estrella es
llamado el espacio de estados de A.

El siguiente teorema implica que el espacio de estados es no vacio para cada alge-
bra C*.

Proposicion 2.23 Sea A un élgebra C* y x € A. Para cada A € o(x) existe ¢ €
S(A) tal que ¢(x) = A.

Demostracion

Sea x € Ay fijemos A € o(x). Sea M := {ax+ b1 : a,b € C}. Definimos el
funcional ¢g : M — C como ¢p(ax + b1l) = aA + b. Es sencillo ver que ¢q es
lineal, ¢o(x) = Ay ¢o(1) = 1. Por el Teorema del mapeo espectral ¢o(ax + b1) €
o(ax+0bl) paracadaa,b € C.Sesigue que |@o(ax +b1)| < r(ax+b1) < ||ax + b1|.
Por tanto || ¢g|| = 1.

Asi por el Teorema de Hanh-Banach ¢ se extiende a un funcional lineal ¢ sobre A
que cumple que ¢(x) = Ay ||@|| = 1. Por el Teorema 2.22, ¢ € S(A). R

Proposicién 2.24 Sea A un dlgebra C*. El espacio de estados de A es un conjunto
Hausdorff, compacto y convexo.

Demostracion.

Ya que el espacio dual es Hausdorff, entonces S(.A) también lo es.

Por el Teorema 2.22, S(A) esta contenido en la bola unitaria de .A*. Entonces por
el Teorema de Banach Alaouglu basta ver que S(A) es cerrado para probar que es
compacto.

Sea ¢ € S(A) y (¢n)nen C S(A) una sucesion que converge a ¢ con la topologia
débil estrella. Tomemos x € A positivo. Entonces

p(x) = lim gu(x) 20 y @(1) = lim ¢,(1) = lim 1 =1.

Esto prueba que ¢ € S(.A) y por lo tanto S(A) = S(A). Asi que S(.A) es compacto.
Para ver que S(A) es convexo, sea ¢ := a@j + B¢y, donde ¢1, 92 € S(A)ya, B €
(0,1) talesque w + g = 1.

Ya que ¢(1) = a + B = 1, entonces ||¢|| > 1. Ahora por la desigualdad triangular

ol < allga| + Bllg2|l = 1.
Por tanto ||¢|| =1 = ¢(1). Por el Teorema 2.22 ¢ € S(A). R

Teorema 2.25 Sea A un dlgebra C* y x € A.
i) x =0siysolosi@(x) =0paracada ¢ € S(A),
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ii) x = x* siy solo si ¢(x) € R paracada ¢ € S(.A),
iii) x > 0 siy solosi ¢(x) > 0 para cada ¢ € S(A),

iv) Si x es normal entonces existe ¢ € S(.A) tal que ||x|| = |¢(x)].

Demostracién

i) Supdngase que ¢(x) = 0 para cada ¢ € S(A). Luego ¢(x;) =0parai=1,2 con
x; autoadjuntos. Por el Teorema 2.23 o(x;) = {0}, por lo que ||x;|| = r(x;) = 0. Lo

que implica que x = 0.

ii) Si ¢(x) € R para cada ¢ € S(A) entonces ¢(xp) = ¢((x —x*)/2i) = 0, para
cada ¢ € S(A). Por el inciso anterior x; = 0, esto es x = x*.

iii) Si ¢(x) > 0 para cada ¢ € S(A), entonces por el inciso anterior x es autoad-
junto. El Teorema 2.23 implica que ¢(x) C R™, y por consecuencia x > 0.

iv) Si x es normal entonces ||x|| = r(x). Ya que o(x) es cerrado existe A € o(x)
tal que ||x|| = |A|. Entonces por el Teorema 2.23, existe ¢ € S(.A) tal que |¢(x)| =
Al = [/l

Corolario 2.26 Existe una tinica involucién sobre un algebra de Banach A que la
convierte en un algebra C*.

Demostracion

Sean * y o dos involuciones sobre A que la convierten en un dlgebra C*. El Teorema
2.22 implica que los estados de (A, *) y (A, o) son los mismos, pues este Reorema
nos dice que solo importa que los estados preserven la unidad y sean de norma
uno. Entonces el inciso ii) del Teorema 2.25 implica que un elemento x € A es
autoadjunto con respecto a * si y solo si x es autoadjunto con respecto a o.

Sea x € A. Entonces

Xt =x] —ixy = x] —ix; = x°.

Estoes, x = o. N

Recordemos que el espacio de estados es convexo y compacto, entonces por el Teo-
rema de Krein-Milman [44], S(A) es la envolvente convexa de sus puntos extremos
y por tanto S(.A) tiene puntos extremos. Los puntos extremos de S(.A) son llama-
dos estados puros y el conjunto de estados puros de A es denotado por P(.A).

El Teorema 2.25 se puede obtener incluso si sustituimos S(.A) por P(.A), lo que im-
plica que los puntos extremos de S(.A) forman un conjunto suficientemente grande
como para clasificar elementos en el 4lgebra.

Probemos ahora que los estados vectoriales de B(H) con H separable, son estados
puros.
Primero observemos que para un funcional lineal positivo ¢ sobre un &lgebra



2.3 FUNCIONALES LINEALES POSITIVOS Y ESTADOS 31

C* A,

|(p(x*y)|2 < ¢(x*x)p(y*y) paratodosx,y € A. (2.9)

La ecuacién anterior se sigue de la desigualdad de Cauchy Schwarz y por el hecho
de que ¢ define un semi producto interno sobre A mediante

(x,y) = oy x). (2.10)

Sea v € H de norma uno. Veamos que el funcional ¢,(T) = (Tv,v), T € B(H), es
un estado puro.
Tomemos una base ortonormal {v;};cA con v; = vy sea P; la proyeccién ortogonal
sobre el espacio generado por v;.
Supoéngase que

g0 =ap+ Py, @9 €S(B(H)),
cona, € (0,1) tales que a + g = 1.
Ya que I — P; es una proyeccion, en particular I — P; > 0, o equivalentemente,
Py < I, 1o que implica que ¢(Py), (P;) < 1. Por otro lado

1= (P10,0) = ¢o(P1) = a@(P1) + pip(P1).

Entonces ¢(P;) = ¢(P;) = 1 6 equivalentemente ¢(I — P;) = 0.
Sea T € B(H). Por la ecuacién 2.9,

@(T(I=P))* < @(TT*)@((I = P1)?) = o(TT") (I - Py) = 0.

Entonces ¢(T) = ¢(TP;). Intercambiando T con I — P en la ecuacion anterior se
obtiene que ¢(T) = ¢(P;T).

Ahora si aplicamos el anterior procedimiento a TP; en lugar de T obtenemos que
¢(TP1) = ¢(TP}) = ¢(PiTPy). Asi, ¢(T) = ¢(P,TPy).

No es dificil ver que P, TP (w) = (Tv,v)P;. Entonces

¢(T) = ¢(PTP1) = (Tv,0)¢(P1) = ¢o(T).

Asi, ¢, = ¢. Concluimos que ¢, es punto extremo de S(B(H)).

Generalizemos el ejemplo anterior. Sea H un espacio de Hilbert separable, {vy, },en
una base ortonormal y ¢/ un ultrafiltro de IN. Entonces

AYN(T) := im(Tv,,v,), T ,
5 (T) == lim(To,,0,), T € B(H)

define un estado puro de B(#) [40]. El limite es el punto zy € C tal que para cada
vecindad U de zg existe A € U tal que (Tv,, v,) € U siempre que n € A. Ya que
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{{Tvn,v) :n € N} C {z €C:|z| <|T|} y este dltimo es un conjunto compacto
y Hausdorff, A} converge a un tinico punto en C.

Si U es el ultrafiltro principal generado por {n} € P(IN) (P(N) es el conjunto
potencia de IN) entonces A7 (T) es simplemente el estado vectorial (Tv,,, vy,).

Un ultrafiltro de IN se dice que es libre si

N A=0,

AelU

por lo tanto los ultrafiltros libres tienden de alguna forma a infinito. El ultrafiltro
de Frechet que se define como F = {A C IN : [N — A| < oo} induce el limite
clasico lim;, . .

Mostremos que si U es un ultrafiltro libre entonces Aj; define un estado puro
de C(#). Acordemos por ahora que si A es un édlgebra C* conmutativa entonces
P(A) = M 4 (mostraremos esta afirmacién en el siguiente capitulo).

Usemos que T = T; + iT, con T; autoadjunto. Por el teorema espectral aplicado a
T; tenemos que

o(Ti) = {o(Ti) : ¢ € Mu} = {9(Ti) : ¢ € P(A[T}]) }.

Ya que ¢y, (S) = (Svy, Sp) es un estado puro de A[T;] entonces (T;v,,v,) € 0(T;).

Recordemos que el tnico posible punto de acumulacién de o(T;) es cero. Asi que

é&?] ()Tl) = 0y por linealidad A},(T) = 0. Por tanto A;} define un estado puro en
H).

Estados de la forma A7} son llamados estados diagonalizables. Una conjetura de J.
Anderson afirmaba que cada estado puro de B(#) es de la forma A} para un ul-
trafiltro & de N y alguna base ortonormal {v, } ,cn. Hoy se sabe que esta conjetura
es falsa. Un contraejemplo muy elegante lo construye Koszmider en [43].

Discutamos brevemente la relacién que hay entre el espacio de estados y el espacio
de funcionales lineales multiplicativos de un dlgebra C*.

Sea A un algebra C*, por el Teorema 2.22, M 4 C S(A). De hecho M 4 C P(A)
como mostraremos a continuacion.

Sea ¢ € M 4y supdngase que existen estados ¢1, ¢, € S(A), y«,p € (0,1) con
a+ B =1, tales que ¢ = a@q + Bp>.

Sea x un elemento autoadjunto de .A. Por la ecuacién 2.9 ¢(x?) > ¢(x)2. Enton-
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ces

0= ¢(x*) — ¢(x)?
= (a4 B) (a1 (x*) + Bg2(x%)) — (a1 (x) + Bpa(x))?
> (a4 B) (g1 (x)* + Be2(x)?)) — (g1 (x) + B (x))?
= aBp1(x)” + aBepa(x)” — 20pg1 (x) 92(x)
= af(g1(x) — pa(x))*.

(Xq01
Dé(pl

Como « - B # 1, entonces ¢(x) = ¢1(x) = @2(x) para cada x autoadjunto. Ya que
cada elemento en A es combinacién lineal de elementos autoadjuntos, se sigue que

@(x) = @1(x) = @2(x) para cada x € A. Por tanto ¢ € P(A).

Mostraremos mds adelante que si el dlgebra C* A es conmutativa entonces P(A) C
M 4, en consecuencia, M 4 = P(.A). Sin embargo, la contencién P(A) C M 4 no
es vélida para toda algebra .A. Por ejemplo, si A = B(H), entonces existen estados
puros sobre B(H) tal que al restringirse a una subalgebra abeliana maximal no son
multiplicativos. Esto se muestra en [21].

Es mas sencillo ver que M 4 # S(.A). En efecto, si A = C([0,1]) y

= [ s

Entonces ¢ € S(A) pero ¢ ¢ M 4.

2.3.1 EL ESPACIO DE ESTADOS DE M,,(C)

Recordemos que el conjunto de funcionales lineales multiplicativos del dlgebra de
matrices es vacio. Esto no ocurre para el espacio de estados, de hecho resulta ser un
espacio considerablemente grande. En lo que sigue llevaremos a cabo los célculos
para demostrar que el espacio de estados de M,,(C) es homeomorfo al conjunto de
matrices positivas de traza uno, esto es,

S(Mp(C)) ~ Q:={A € My(C): A>0,Tr(A) = 1}. (2.11)

Usando que una matriz A € M,(C) es positiva si y solo si (Av,v) > 0 para todo
v € C", es facil probar que (2 es convexo. De modo que (2 tiene puntos extremos.
Necesitaremos de los siguientes dos lemas para obtener (2.11).

Lemma 2.27 Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1) P € M, (C) es una proyeccién de rango 1.
2)P € (2 es un punto extremo de (2.
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Demostracion.

1) implica 2).
Sea P una proyeccién de rango 1. Es claro que P > 0. Sea v un vector unitario tal
que

0101 - U0y

*

P=ovor=| : . i |,

001 -+ Un0y

donde v* = T ([28, Proposicién 6.6]). Entonces Tr(P) = ||v||2 = 1y en consecuen-
cia P € (.

Veamos que P es un punto extremo de (2. Suponga que existen A,B € Qya,b €
(0,1) cona+ b =1 tales que P = aA + bB. Entonces

1= (v,v) = (Pv,v) = a{Av,v) + b(Bo,v). (2.12)
Por el Teorema de descomposicién espectral,
|C|l = max{A : AeseigenvalordeC} < Tr(C), paracadaC € Q.

Entonces (Av,v) < ||A|| < Tr(A) = 1. La ecuacién 2.12 implica que (Av,v) = 1.
Entonces (Av — v,v) = 0. Se sigue que

1 < [[Av — o] +[jo]| = [[(Av —v) + o] = [[Ao| < 1.
Por tanto ||Av — v|| = 0, 0 equivalentemente Av = v. Tomemos w € (span{v})=.
Entonces Pw = 0, por tanto

0= (Pw,w) = a{Aw,w) + b(Bw, w).
Usando que (Aw,w, ), (Bw,w,) > 0y quea,b € (0,1), obtenemos que
(Aw,w) = 0 = (Bw, w).
Sea u = aw + Bv € C" un vector arbitrario con w € (span{v})*. Entonces,
(Aw,u) = &{Aw, w) + B{w, Av) = B{w,v) =0,

)L. En conclusién A = P. Por lo

y por lo tanto Aw = 0 para cada w € (span{v}
tanto P es un punto extremo de (2.

2) implica 1)
Sea P € (2 un punto extremo. Como P > 0, el Teorema de descomposicién espec-
tral implica que existen nimeros Ay,..., A, con Ay > Ay > - -+ > A, y proyecciones
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ortogonales Py, ..., P, de rango uno tales que P = )" ; A;P;. El hecho de que cada
P; € (2 implica que,
n n
1=Tr(P) =Y ATr(P) =) A
i=i i=1

La ecuacién anterior implica que P es combinacién lineal convexa de las P;. Ya que
P es un punto extremo, Ay =1y A; = 0parai = 2,...,n. Por tanto P = P; y asi P es
una proyeccién de rango uno ll

Para un funcional lineal ¢ sobre M,(C), denotamos por [¢(E;;)] a la matriz con
valor ¢(E;;) en la entrada (i, j), donde E;; es la matriz con uno en la entrada (i, j) y
ceros en las demds entradas.

— C un funcional lineal. Entonces ¢ es un estado

Lemma 2.28 Sea ¢ : M, (C)
go(El-]-)] es positiva y Tr([(p(Eij)]) =1.

sobre M,,(C) siy solosi |
Demostracion

Sea ¢ € S(M,(C)). Entonces

Upy01 - U0y

(lo(Eij)]v,v) = ”21 @(E;j)vv; = @(_il v;0;E;j) = ¢(A) > 0.
ij= ij=

Por tanto [¢(E;j)] > 0.
Ahora suponga que [¢(E;j)] > 0y que Tr([¢(E;j)] = 1. Entonces,
n

¢(I) = ¢()_ Ei) = Tr([p(E;j)]) = 1.

i=1
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Sea P una proyeccion de rango uno. Entonces existe un vector unitario v € C" tal
que P = v*v. Por tanto

= Y o(Ey)Ti0; = {[g(E;)Jo,0) > 0.

Ahora sea A € M,(C) una matriz positiva. Por el Teorema de descomposicién
espectral existen existen A; € R y proyecciones P; de rango uno tales que A =
1 AiP;. Entonces

= i )\i(P(Pl) >0

ij=1

por tanto ¢ es un estado sobre M, (C). R

Sea & : S(M,(C)) — Q dada por ®(¢) = [¢(E;j)]. Por el Lema 2.28 ®(¢) es
positiva y Tr(®(¢)) = 1 para cada ¢ € S(M,(C)), por consiguiente ¢ estd bien
definida.

Teorema 2.29 La funcién @ definida anteriormente satisface lo siguiente:
1) @ es un homeomorfismo.
2)SiA € (0,1) y 91, 92 € S(M,(C)) entonces

P(Ap1+ (1= A)g2) = AD(¢1) + (1 — A)D(¢2). (2.13)

3) ¢ € P(M,(C)) siy solosi (¢) es punto extremo de (2.

Demostracion.

1) Sean @1, @2 € S(M,(C)) y supéngase que @(¢1) = P(¢2). Entonces @1 (E;;) =
¢2(Ejj), esto es, @1 y ¢z coinciden sobre cada vector base. Por tanto ¢1 = ¢».
Ahora sea A = [g;j] € Q. Definimos el funcional lineal ¢4 en M, (C) como

a[xi]) 2 aijXij-

i,j=1

Noétese que @(pa) = [¢a(E;j)] = A >0y Tr([pa(E;j)]) = Tr(A) = 1. Por el Lema
2.28 ¢4 es un estado de M, (C) y cumple que CD((pA) = A.
Finalmente, sea ¢ € S(M,,(C)) vy (¢n) C (S(M,(C)) una sucesién que converge a
¢ con la topologia débil estrella. Entonces ¢,(A) — ¢(A) paracada A € M,(C).
En particular para cada E;; € M,;(C). Por lo tanto [¢,(E;;)] — [¢(E;j)] en la
topologia de la norma de operadores.
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Ahora supongase que A, = [a,;] — A = [a;j] con la topologfa en norma de
operadores. Entonces

|94, ([xi]) — @allxiiD)| = | o anijxij — Y aijxij
i,j 0]
<Y g, — al|xi]
ij
< sup |ay,ij — a;|N,
L
donde N =} i |x;;|. Ya que,
sup |a,;j — a;j| — 0 cuando 71 — oo,
]
entonces ¢4, — @4 con la topologia debil estrella. Por tanto @ es un homeomor-
tismo.
2) Es trivial.

3)Si ¢ € S(My(C)) no es un estado puro entonces se puede escribir como combi-
nacion lineal convexa de elementos de S(M,,(C)). La ecuacién 2.13 y la afirmacién
1) de este teorema implican que @ (¢) también se puede escribir como combinacién
lineal convexa de elementos de (2. En consecuencia (@) no es un punto extremo
de ). El reciproco se prueba de manera similar. l

Observe que ¢ € P(A) siy solo si [¢(E;;)] es una proyeccion sobre un subespacio
de dimensi6n 1. Esto se obtiene combinando el inciso 3) del teorema anterior y el
Lema 2.27.

Corolario 2.30 Sea ¢ : M,(C) — C un funcional lineal. Entonces ¢ € P(A) siy
solo si existe un vector unitario v € C" tal que

¢(A) = (Av,v), paratoda A = [a;;] € M,(C). (2.14)
Demostracion
Sea ¢ € P(A), por 3) del Teorema 2.29 y el Lema 2.27 [¢(E;;)] es una proyeccién
de rango 1. Entonces existe un vector unitario v € C" tal que (7;v;) = [@(E;j)] y
por tanto

n
9(A) = Pk, (A) = ) ajdivj = (Av,0).
iji=1
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Reciprocamente, supéngase que (2.14) se cumple con ||v|| = 1. Por el inciso 1) del
teorema anterior ¢ = @[,(r,))- Por otro lado (Av,v) = ¢p(A), donde P = v*v =
(0jv;) es una proyeccién de rango 1. Por unicidad [¢(E;j)] = P.

Luego por el Lema 2.27 la matriz [¢(E;;)] es un punto extremo de (2, y en conclu-
sibn g € P(A). 1



CAPIiTULO 3

REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS C*
Y APLICACIONES

3.1 NOCIONES BASICAS

Una representacion de un dlgebra C*.A es un par (71, 1), donde H es un espacio de
Hilberty 7 : A — B(H) es un homomorfismo C*. La dimension de # se llama
la dimensién de la representaciéon. Decimos que una representacion (77, H) es fiel
si Kerrt = {0}.

Si A C B(H) es una subdlgebra C*, entonces la representacion (id, H) donde id es
el mapeo identidad es una representacion de A.

Considérese el dlgebra de funciones continuas C([0,1]). Sea H = L?[0, 1], entonces
(7t, L%[0,1]) es una representacion de C(K), donde 7t estd dado por

n(f) =My, Mg(g) =fs, g€L01]
Dos representaciones (711, H1) y (712, Hz) son equivalentes si existe un operador
lineal unitario T : Hq; — H, tal que

m(x) = T*my(x)T, paracada x € A.

En tal caso escribimos 711 ~ 71p.
Sea (71, H) una representacién de un édlgebra C*.A. Un vector v € H es llamado
ciclico si

{rn(x)v:x e A} =H.
Si existe tal vector ciclico v en ‘H decimos que la representacion es ciclica y que la

tripleta (77, H, v) es una representacion ciclica.

Si A es un algebra C* y {(71;, H;) }ic; es una familia de representaciones de A4,
entonces la suma directa (71, H) = (D, i, Pic; Hi) es una representacion de
A. El espacio de Hilbert H consiste de los vectores v = {v;};cr, (v; € H;) tales

que
ol =} lloil|* < oo,

i€l
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y el producto interno en H se define como

(xy) =) (x,yi)) xyeH.
i€l
Para x € A, el operador lineal 7t(x) : H — H estd dado por
r(x)o = (P mi(x)) ({vitier) = {mi(x)vitier
il

No es dificil ver que 7 : A — B(H) es un homomorfismo C*, en consecuencia
|l7t(x)]| < ||x||- De hecho

l7e(x) | = sup{||7i(x)|| = i € I}

Una representacion (71, ) de un algebra C*A se llama no degenerada si el subes-
pacio {m(x)v:x € A,v € H} esdensoen H.

Proposicién 3.1 Una representacién (71, ) de un dlgebra C* A es no degenerada
siysolosi (1) = I.

Demostracion.

Si 7t(1) = I el resultado es claro.

Supongamos que (77, H) es una representacion no degenerada. Seaw € Hy (x,) C
A, (v,) C H sucesiones tales que limy_c 77(x,)v, = w. Como 7(x) es continuo
paracadax € A

(1w = 71(1)(”15120 T(Xp)0n) = nlgrolo (1) t(xy)v, = 11151;0 T(xn)on = w.

Por tanto 7(1) = 1. W

Sea 7t : A — B(#) una representacién. Un subespacio cerrado V de H se llama
n-invariante si 7(A)V C V.

Sea V un subespacio cerrado de H y Py : H — V la proyeccién ortogonal de H
sobre V. Entonces V es rr-invariante si y solo si,

Pym(x)Py = rt(x)Py paratodox € A.
Esto equivale a que,

mt(x)Py = ((Pym(x)Py)*)* = (Pym(x*)Py)" = (m(x")Py)* = Pym(x). (3.1)
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Esto es, un subespacio V de H es rr-invariante si y solo si la proyeccién ortogonal
de H sobre V conmuta con 7t(x) para todo x € A. Bajo las condiciones anteriores
podemos definir

m: A— B(V) como 71(x)= Pym(x)Py.

No es dificil ver que 711 es una representaciéon de A, la cual nos permitira descom-
1 p

poner a 7T como suma directa de representaciones. En efecto, sea Py, la proyeccién

ortogonal de H sobre V. Entonces para cada x € A

(x)Py. = m(x)(I — Py) = (I — Py)m(x) = Py.m(x).

Asf que V= es también un subespacio 7t-invariante. Sea 7, : A — B(V+) dado
por

ma(x) = Pyumt(x)Py..
Entonces

nt(x) = (11 @ m2) (x).
La representacion (71, ) se llama irreducible si la descomposicion anterior no exis-
te.

Observacion.

Sea (71,’H) una representaciéon de un élgebra C*. Si V' C H es un subespacio 7t-
invariante entonces las representaciones 711 y 71, de la discusién anterior estdn da-
das por 1 (x) = 7(x)|y y ma(x) = 7t(x) ]y

Se deduce del desarrollo anterior que una representacién es irreducible si y solo si
no tiene subespacios cerrados invariantes no triviales.

Dado un subconjunto 2 de B(H), definimos el conmutador de 2l como
2" :={T € B(H) : TS = ST para todo S € 2}.

Si A es una subalgebra C* de B(#), no es complicado ver que A’ también es una
subalgebra C*.

Lemma 3.2 (Schur)

Sea (71, H) una representacién no cero de un algebra C*. Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes.

i) (7t, 1) es una representacion irreducible.

i) t(A) ={T € B(H) : Tn(x) = n(x)T, Vx € A} = CI.

iii) Cada vector v # 0 € H es ciclico.

Demostracion.
i) implica iif)
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Sea v # 0 en H. El subespacio E = nt(A)v = {m(x)v: x € A} es un subespacio
cerrado invariante bajo 7t. Ya que (71, 1) es irreducible, E = {0} o E = #. Suponga
que E = {0}. Entonces Cv = {zv : z € C} es un subespacio cerrado no cero
e invariante bajo 77. De nuevo por la irreducibilidad de (7r,H), H = Cuv. Pero
entonces tendriamos que 7t = 0, lo que contradice la hipétesis. Por lo tanto H = E
y asi, v es ciclico.

iii) implica 1)

Sea W C H un subespacio cerrado distinto de {0} e invariante bajo 7t. Entonces

7t(x)W C W para cadax € A.

Al ser W cerrado tenemos que

{r(x)w:weW,xe A} C W.

Como cada elemento no cero de H es ciclico, al tomar w # 0 en W tenemos que

H={n(x)w:xec A} CW,
conlo cual W = H y (7, H) es irreducible.

i) implica ii)

Sea T € n(\A)’. Pasando a la parte real e imaginaria de T si es necesario, podemos
asumir que T = T*. Ya que p(T)7t(x) = 7(x)p(T) para cada x € Ay cada polino-
mio p € C(o(T)), entonces f(T)mr(x) = r(x)f(T) paracadax € Ay f € C(c(T)).
Mostremos que o (T) estd formado por un solo elemento A, si tal es el caso entonces
las funciones f(t) =ty g(t) = A coinciden en o(T).

Supéngase que existen A, u € o(T). Entonces podemos tomar funciones hy,h, €
C(c(T)) tales que

hy
Entonces h1(T) # 0 # ho(T) y hi(T)ho(T) = (hy - hp)(T) = 0.Sea V := hy(T)H,
entonces

Ya que (71, H) es irreducible y V # 0,
V="H. (3.2)

Por otro lado tenemos

ha(T)V C ha(T)(T)H = (hp)(T)H = 0H = {0}.
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Ya que hp(T) # 0, la ecuacién anterior implica que V no puede ser H, contradi-
ciendo asi la igualdad 3.2. Por tanto ¢(T) = {A}, en consecuencia T = f(T) =
g(T) = Al

ii) implica i)

Se sigue de la ecuacién 3.1. &

Teorema 3.3 Sea A un algebra C*. Entonces las siguientes afirmaciones se cum-
plen.

i) Cada representacion (7t, H) no cero se descompone como suma directa de repre-
sentaciones no degeneradas.

ii) Cada representacion (71, 1) no degenerada se descompone como suma directa
de representaciones ciclicas.

Demostracion

i) Definimos el subespacio V := 7(A)H. Observe que V es m-invariante. Entonces
podemos definir las subrepresentaciones 7ty : A — B(V)y L : A — B(V1)
tales que 77 se descompone como 7ty @ 71y,1. Veamos que 7y es no degenerada.

y(A)V =y (A)n(AH = n(A)H = n(A)(H) = V.

De manera similar se prueba que 77y,. es no degenerada.

ii) Sea {14 }oer C ‘H un conjunto de vectores con la propiedad de que

m(A)ug L w(A)ug, a#p.

Considere la familia B de los {u,},cr que cumplen la propiedad anterior. Para
{ua}uer, {wp}pes € B decimos que,

{ua}y <{wp} si 7(A)({uataer) C (A){wp}per)-

Por el Lema de Zorn existe un elemento maximal {v, },er € B. Ya que (71, H) es
no degenerada y por maximalidad de {v, }4cr se cumple que H = @,; Ha donde
« = 77(A)v,. Entonces,

(m, H) = (@ T, @ Ha),

acl acl

con 71, (x) = 71(x)|y, y cada (714, H,) tiene a v, como vector ciclico. l
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3.2 LA CONSTRUCCION DE GELFAND-NAIMARK-SEGAL

Considere el élgebra C[0,1] y sea ¢ : C([0,1]) — C el funcional lineal dado
por
P = fp fBE

01]
Note que

o) = |

L FOPaE20 y p(1) = [ ade=1

[0.1]

Por tanto ¢ es un estado de CJ[0, 1]. Observe que,
I:={feCo1]:9(ff") =0} = {0},

de modo que el cociente no proporciona nueva informacién, en efecto

cl0,1]/Z ~ C[0,1].

Por otro lado, C[0, 1] = 12 [0,1], donde la cerradura es tomada con la norma

5P = [, [f Pt

Si definimos 77 : C[0,1] — B(CJ0, 1]) como el operador de multiplicacién

(n(@)1(f) =gf, geCl0] feL01].

Entonces (77, L2[0,1]) es una representacién de C[0, 1].
La construccion Gelfand-Naimark-Segal generaliza el procedimiento anterior.

Proposicion 3.4 Sea ¢ un estado de un dlgebra C* Ay
Ly:={xec A:p(x"x) =0}

Entonces L, es un ideal cerrado izquierdo de A. Ademas, ¢(x*y) = 0 siempre que
x oy pertenezca a L.

Demostracion.
Recordemos la ecuaciéon 1.20,

lp(x*y)|> < p(x*x)(y*y), xy € A

Entonces

¢(x*y) =0 sixoypertenecea L. (3.3)
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Dados x,y € Ay a € C, se cumple que

o((ax +y)*(ax +y)) = |a*p(x*x) + 2Re(@p(x*y)) + ¢(v*y). (3.4)

Las ecuaciones 3.3 y 3.4 implican que £, es un subespacio vectorial de .A. Ademas,
L, es cerrado en vista de que es la preimagen de {0} bajo la funcién continua
x = @(x*x).

Finalmente veamos que L, es un ideal izquierdo, para esto tomemos x € Ly y
y € A. Entonces por la ecuacién 3.3

P((yx)*(yx)) = e(x*(y*yx)) = 0.

Por tanto yx € Ly y asi L, es un ideal izquierdo. B

Sea A un algebra C*y ¢ € S(.A). Definimos
HY = A/ Ly,

el cociente es tomado con la estructura lineal, estoes, x ~ ysiysolosix —y € E(p.
Denotamos por [x] a la clase de equivalencia de x. El espacio 7—[,2, es un espacio
pre-Hilbert con el producto interno dado por

([x], [v]) = e(y"x) x,y€ A

La ecuacién 3.3 implica que este producto interno estéd bien definido. Denotamos
por H, al espacio de Hilbert que se obtiene al hacer la completacién de H?,, con
respecto al producto interno definido anteriormente.

Proposicién 3.5 Sea ¢ un estado sobre un algebra C*. Para cada x € A definimos
el operador T : HY, — HJ, por

R(y) =[x, xyeA

Entonces T? es acotado y se extiende a un tinico operador lineal acotado Ty sobre
Hy con || T < [|x][-

Demostracion.
Si [y1] = [y2] en 7—[% entonces y; — Yy, pertenece al ideal izquierdo £, y por tanto

xy1 — xyp € Ly, se sigue que [xy;] = [xy2]. Asi que T? estd bien definido.
Ahora mostremos que

IT (DI < =, %y € A.
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Para cada x,y € A, tenemos que

PN = T2 = x 120 y) — @((ey)*(xy)) = @y ([x]*1 = x"x)y).

Por el inciso iii) del Teorema 2.25 el elemento ||x||*1 — x*x es positivo. Por ello
existe z € A tal que ||x||?1 — x*x = z*z. En consecuencia y*(z*z)y = (zy)*(zy) > 0
Ya que ¢ es positivo

PN = I TR = ey (I1x]*1 = x*x)y) = ¢((zy)* (zy)) > 0

De modo que || TY([y])]l < [[x[/[|[y][|- Asi T} es acotado sobre . Por tanto T} se
extiende a un tinico operador lineal Ty sobre H, cumpliendo que || Tx|| < ||x|. H

El siguiente teorema muestra que cada estado de un algebra C* A produce una
representacion de A.

Teorema 3.6 Sean A un élgebra C* y ¢ un estado de A. El homomorfismo C*
my : A — B(H) definido por
Te(x) =Ty x €A,

Te(ly]) = [xyl, [yl € Hy,

es una representacién de 4. Mas atin, la representacién (7, H,) es ciclica con
generador v = [1] € H, y cumple que

(mo(x)v,v) = @p(x) x € A (3.5)
Si (71, 1) es otra representacion ciclica de A con generador w € H tal que
(r(x)w, w)yy = ¢(x), paracadax € A,

entonces 7T y 71, son equivalentes.

Demostracion.
Es sencillo ver que 7t es lineal y que preserva productos. Veamos que 71, preserva
adjuntos. Para cada y1,y2 € A tenemos que

(Tex([1]), [y2])

¢ (y2x*y1)
¢((xy2)"y1)
(yal, [xya])
(], Te([y2]))
= (Ty(n1]), [y2]))-
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por tanto 77,(x*) = 7y (x)*. La ecuacion 3.5 se sigue de la definicién del producto
interno sobre H .

Ya que {71, (x)[1] : x € A} = H{) es un conjunto denso, el vector [1] es ciclico.
Finalmente, sea (71, H, w) otra representacion ciclica que satisface (7t(x)w, w)y =
¢(x). Definimos densamente el operador lineal Uy como Uy (77,(x)v) = rr(x)w. Uy
estd bien definido ya que si 77, (x)v = 0, entonces la ecuacién 3.5 implica que para
caday € A

0 = (11y(x)v, 719 (y)0) = @(y"x) = (n(y"x)w, w) = {7t(x)w, 7(y)w).

Y ya que 7t(A)w es denso en H, 7t(x)w = 0. Resta ver que Uy preserva el producto
interno, lo cual se sigue del siguiente desarrollo

(m(x)w, m(x)w) = (m(x"x)w, w) = @(xx™) = (71 (x"x)v,v) = (71y(x)v, 7Ty (x)V).

Esto muestra que Uj es unitario. Entonces podemos extenderlo a un operador li-
neal U sobre H,. Ademas U cumple que

Uy (x) (7 (y)0) = Uty (xy)o = m(xy)w = 7(x) m(y)w = m(x)U(mp(y)o).

Como {7y(y)v : y € A} es denso en H, la ecuacién anterior se cumple sobre todo
H . Por tanto (71, Hy,v) y (71, H, w) son unitariamente equivalentes. l

Decimos que la tripleta (71, H, [1]) es la representacion GNS inducida por el es-
tado ¢.

Hemos probado que cada estado de un élgebra C* A da origen a una representa-
cion ciclica de A. Reciprocamente, si (71, H,v) es una representacion ciclica de A
com ||v]| = 1. Entonces (x) := (rt(x)v,v) es un estado de A.

Una consecuencia del teorema anterior es que si (711, H1,v1) y (712, Hp, v2) son dos
representaciones ciclicas de un algebra C* tales que (711(x)v1,v1) = (m2(x)vy, v2).
Entonces las representaciones son unitariamente equivalentes, ya que el estado
¢(x) := (m(x)v1,v1) = (m2(x)vp, v2) genera una representacion GNS unitaria-
mente equivalente a (77;, H;,v1)i = 1,2.

La construccién GNS da origen a una representacién de un algebra C*, sin embargo
esta representacién no es en general fiel. A continuacién veremos como construir
una representacion fiel.

Teorema 3.7 (Representacion universal)
Sea A un élgebra C*, entonces existe una representacion (77, H ) fiel de A. El espacio
de Hilbert # y el isomorfismo C* 7 : A — B() estan dados por

Hi= P He 7n(x):= P mex),

9ES(A) p€ES(A)
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donde (H, 71y) es la representacién GNS inducida por el estado ¢. En consecuen-
cia cada dlgebra C* es isomorfa a una subalgebra de B(H) para algtin espacio de
Hilbert H.

Demostracion.

Por el Teorema 3.6 y del hecho de que la suma directa de representaciones es una
representacion, el par (71, H) es una representacion de A.

Veamos que 7t es inyectivo. Supéngase que 7(x) = 0, entonces 71,(x) = 0 para
cada ¢ € S(A). Esto implica que xy € L,, para todoy € A, esto es

¢((xy)*xy) =0 paratodoy € A, y¢ € S(A),

y entonces por el Teorema 2.25 se sigue que (xy)*xy = 0. Por la propiedad C* de
la norma xy = 0 para cada y € A. En particular para y = x*. De nuevo por la
propiedad C* de la norma x = 0y asi 7t es inyectivo. Por lo tanto 7 : A — 7(.A)
es un isomorfismo C*.

Finalmente el Teorema 2.17 implica que 77(.A) es una subalgebra C* de B(#). Por
tanto A es isomorfa a una subélgebra de operadores. B

El Teorema 2.25 puede obtenerse si reemplazamos S(.A) por P(.A). Entonces po-
demos obtener la representacion fiel del eorema anterior con solo tomar la suma
directa sobre los estados puros.

En el siguiente capitulo veremos otra manera de construir una representacion fiel
de un 4lgebra C*.

3.3 REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES

En esta seccién nos vamos a enfocar en las representaciones irreducibles de un
algebra C*. Definiremos el espectro de un algebra C*, el cual es una generalizacién
del espacio de ideales maximales de un dlgebra C* conmutativa.

Teorema 3.8 Sean A un élgebra C*, ¢ € S(A) y (71, H,v) la representaciéon GNS
inducida por ¢, esto es,

¢p(x) = (n(x)v,v), x€ A
Entonces ¢ € P(.A) siy solosi (71, H,v) es irreducible.

Demostracion
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Supongamos que ¢ es un estado puro y que (714, Hy,v) no es irreducible. Enton-
ces existe un subespacio cerrado no trivial 7r-invariante V de H. El Lema de Schur
implica que la proyeccion ortogonal P : H — V pertenece a 7t(.A)’. Obsérvese
que v ¢ V, pues de lo contrario V seria H. Asi que t := || Pv||> < 1, ya que ||v|| = 1.
Definimos los funcionales lineales ¢;,i = 1,2, mediante
1 1

p1(x) = L (7(0)0,Po), a(x) = 1 ((x)o, ),
donde P+ = I — P. Nétese que ¢ = t¢1 + (1 — t)@,. Si probamos que cada g@; es
un estado refutaremos que ¢ es un estado puro.
Observe que,

tgq(x) = (r(x)v, Pv) = (r(x)v, P>v) = (Pm(x)v, Pv) = (r(x)Pv, Pv),

porlo que, ¢1(1) =1y ¢(x*x) > 0, esto es, @1 es un estado. De manera similar se
prueba que ¢, es un estado.

Reciprocamente, suponga que (71, Hy, v) es una representacion irreducible y que

p=tep1+(1—1t)gs, t€(0,1), ¢;cS(A).
Mostremos que ¢ = ¢1. Definimos una forma sesquilineal |-, -] sobre el subespacio
denso 77(.A)v mediante
[t(x)v, m(y)o] :==ter(y*x), xy€ A
Ya que los funcionales lineales ¢; son positivos tenemos que
0 < [rt(x)v, T(x)v]

= tq(x*x)

= ¢(x"x) = (1= D)2 (x"x)

< ¢(x"x)

= (7t(x)v, (x)v),
esto implica que [, -] es acotada. Por el Teorema de representacion de Riesz para
formas sesquilineales existe un T € B(H) tal que [u, w| = (u, Tw),u,w € H [23]

Teorema 3.8-4]. Ya que 7r(.A)v es denso en H, el siguiente desarrollo muestra que

T € n(A)’,
(m(x)o, Tr(y)7(z)v) =
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Por el Lema de Schur existe A € C tal que T = AI. Por tanto
to1(x) = [t(x)v,v] = (rt(x)v, To) = (7t(x)v, Av) = A(m(x)v,v) = Ag(x).

Haciendo x = 1 obtenemos que t = A y entonces ¢ = @1. Mostrando asi que ¢ es
un estado puro. M.

Corolario 3.9 Cada representacién irreducible de un algebra C* A es equivalente
a una representacion GNS que proviene de un estado puro de A.

Demostracion

Sea (71, H) una representacion irreducible y v € H un vector ciclico de norma 1.
El funcional lineal ¢ : A — C dado por ¢(x) = (rt(x)v,v) induce la representa-
cion GNS (714, Hg, vy) que cumple que ¢(x) = (7y(x)vy, vy). Por el Teorema 3.6
(r,H) y (71, Hy) son equivalentes, en consecuencia (7, Hy) también es irredu-
cible. Luego por el teorema anterior ¢ es un estado puro. &

Sea A un algebra C* conmutativa y (7r, {) una representacién irreducible. Enton-
ces tenemos la siguiente igualdad paracada x,y € Ayv € H,

(x)re(y)o = m(xy)o = n(yx)o = n(y)m(x)o.
Por tanto 7(x) € 7t(A)’. Por el Lema de Schur obtenemos que
m(x) = AyI, paraalginAi, € C.

La ecuacién anterior implica que cada subespacio cerrado V de H es invariante
bajo 7r. En particular, cada subespacio de dimensién finita es invariante bajo 7. La
irreducibilidad de 7t implica que dimH = 1, es decir, H es isomorfo a C.

Si identificamos B(C) con C, entonces 77 es un funcional multiplicativo.
Recapitulamos la discusion anterior en el siguiente corolario.

Corolario 3.10 Si A es un algebra C* conmutativa entonces cada representaciéon
irreducible de A es de dimensién uno.

Corolario 3.11 Sea A un algebra C* conmutativa. Entonces P(A) = M 4.

Demostracion

Recordemos que M 4 C P(A). Por otro lado sea ¢ € P(A) y (g, Hy,v) la repre-
sentacion GNS inducida por ¢. Por el Teorema 3.8 la representacion (71, H,v) es
irreducible. Luego por el corolario 3.10

my(x) = Ay paracadax € A.
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Ya que ||v]| =1

p(xy) = (e (xy)v,v) = (7p(x) 719 (y)v,v) (v, 0) = (Ax0,0) (Ay0,0) = (x)P(y)-
De modo que ¢ € M 4y por lo tanto M 4 = P(A). B

3.3.1 EL ESPECTRO DE UN ALGEBRA C*

Sea A un édlgebra C*. Definimos
Irr g = {(mr,H) : (71, H) es rep. irreducible de A}.

El Teorema 3.8 implica que el mapeo P(A) — Irr, dado por la construccién
GNS esta bien definido. Este mapeo no es en general inyectivo, ya que si ¢ €
P(A) y u € A es unitario, entonces el estado ¢, (x) := ¢(uxu*) produce la misma
representacion GNS que ¢. Pero si pasamos al cociente A = Irry/ ~, donde
711 ~ 7T siy solo si existe T : H; — Hy tal que Tty = mp(x)T para cada x € A.
Entonces

-~

P(A) ~ A, (3.6)
mediante la correspondencia

g(p) = [(7'5(/)/ He, U(p)]-

El corolario 3.9 implica que g es sobreyectivo. Ahorasi (71, Hy, vy)] = [(71y, Hy, vy)],
entonces

P(x) = (mp(x)vy,vy) = (7Typ(x)vy, vy) = P(x) paracadax € A.

Mostrando asi el isomorfismo 3.6.

Sea Z un ideal bilateral de un 4lgebras C* A. 7 se dice que es primitivo si es el ker-
nel de una representacién irreducible de .A. Denotamos por Prim(.A) a la familia
de ideales primitivos de A. Observe que cada Z € Prim(.A) es cerrado. Tenemos
entonces el siguiente mapeo sobreyectivo

A — Prim(A), p([n]) = Kerm.

Note que si 711 ~ 71, entonces Kermry = Kerrp, por ello el mapeo p esta bien defini-
do. Definimos la topologia de Jacobson sobre Prim(.A) declarando a los conjuntos
abiertos como aquellos de la forma {J € Prim(A) : J 2 I} cuando 7 varia a
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través de Prim(\A). R
El espectro de un algebra A es el conjunto .A dotado con la topologia

{p~1(U) : U es un conjunto abierto de Print(A)}.

Sea A un algebra C* conmutativa. Recordemos que cada representaciéon irreduci-
ble (77, ) de A es de dimensién uno. Sean [m], [2] € A. No es dificil ver que
[711] = [712] siy solo si 713 = 715. Ya que podemos identificar una representaciéon de
dimensién uno con un funcional lineal multiplicativo, obtenemos que A~ My.
Asi que en efecto, el espectro de un algebra C* es una generalizacién del espacio
de ideales maximales.

Observe que también pudimos haber usado la ecuacién 3.6 y el corolario 3.11 para

deducir que A ~ M 4.

Proposicién 3.12 Para cada x en un dlgebra C* A se cumple que

x|l = sup{||(x)] : [] € A}.

Demostracion
Dado que xx* es normal para cada x € A, el inciso iv) del Teorema 1.36 implica
que existe ¢y € S(A) tal que @ (xx*) = |px(xx*)| = ||xx*||. Recordemos que para

cada ¢ € S(A), ¢(xx*) < ||xx*||. Por tanto

x(xx") = sup{g(xx”) : ¢ € S(A)} = sup{g(xx") : ¢ € P(A)}.
Entonces
1 = [l
= @x(xx7)
= sup{g(xx”) : ¢ € P(A)}
= sup{(m(xx*)v,v) : (1r, H,v) es irreducible}

sup{(7t(x)v, t(x)v) : (7, H,v) es irreducible }

= sup{||7t(x)v||?: (71, H,) es irreducible}
< sup{||(x)|* : [7] € A}
< x|

Por lo tanto ||x|| = sup{||7(x)| : [7] € A}. W

A continuacién mostramos que el espectro de un algebra C* A juega el mismo
papel que S(.A) en la representacioén universal de A.
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Teorema 3.13 Sea .A un élgebra C*. Entonces

(¥, € Hn), donde ¥(x) = 7t(x),
[red [n]e A

es una representacion fiel de A.

Demostracion
Solo es necesario ver que ¥ es inyectivo. Observe que

¥ (x)[| = sup {[[7(x)]|}-
[r]eA

Luego por la Proposiciéon 3.12 ¥ es inyectivo. Bl

Sea A un dlgebra C* e 7 un ideal bilateral cerrado de .A. Definimos
AL = {[rle A:n(T) #£0} v Az:={[n] e A:n(T)=0}.
Observemos que

A= ATU 4. (3.7)

Teorema 3.14 Sea 7 un ideal cerrado bilateral de un dlgebra C* Ay 7 : T —
B(#) una representacion no degenerada de Z. Entonces existe una tnica represen-
tacion 77 : A — B(#H) tal que 7|7 = 7.

Demostracion
Para cada x € A definimos 77(x) sobre el subespacio denso 71(Z)H mediante

7(x)(m(y)v) = m(xy)v, dondey € Zyv € H.

Veamos que 7t(x) estd bien definido. Sea {u, }4c; una unidad aproximada bilateral
de Z y x € A. Entonces para cada w = 7t(y)v € n(Z)H,

7T(x)w =7(x)(7(y)v) = lior(n mT(xuyy)v = Ho{n T(xuy) 7T (Y)0.

Entonces 77(x) no depende de la representaciéon de w € 7(Z)H, y por lo tanto 77(x)
esta bien definido.
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Se puede ver facilmente que 77(x) es lineal y multiplicativo. Veamos que 7t(x) pre-
serva la involucion. Sean v, w € 7(Z)H.

(7(x)v, w) = lim

Asi que 7T es una representacion. Mostremos ahora que 77(x) es continuo para cada

x € A
[72(x)o]| = lim [|7r(xuq)o]
< sup |7t (xuq) 0|
< sup |72 (xua) |||
< sup [[xuql|[|o]l
< [lx[[{|o]]-

Por consiguiente 7T(x) es continuo. Entonces tiene una extensiéon a # que denota-
mos de la misma manera. Ahorasi x € Zy v € m(Z)H entonces

7T(x)v = lim 7t (xuy)v = (x)v.
14
Asi ﬁ’ 7 = TT.
Finalmente, si 7T es otra extensién de 7t entonces

t(x)m(y)v = (xy)v = 7t (x)t(y)v paracadax € A.

Por densidad de t(Z)H, 7t(x) = 7t(x). B

Sea Z un ideal primitivo de un dlgebra A. Definimos Prim”(A) y Primz(.A) como
el conjunto de ideales primitivos que contienen a 7 y que no contienen a 7 respec-
tivamente. Necsesitamos del siguiente lema para obtener el resultado principal de
esta seccion.

Lemma 3.15 [15] Sea Z un ideal bilateral cerrado de un algebra C*. Entonces los
siguientes mapeos son homeomorfismos
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Prim*(A) — Prim(A/T), ] —J/T,

Primz(A) — Prim(Z), [+~ JNZI.

Definicién 3.16 Sea A un algebra C* e Z un ideal cerrado de .4, denotamos por
q: A— A/T al mapeo cociente.

Teorema 3.17 Sea A un algebra C* e 7 un ideal cerrado de A. Entonces los siguien-
tes mapeos son homeomorfismos

fiAT I, f(n]) = [nlg].

g: A/T — A7, g([n]) = [moq].

Demostracion. .

Veamos primero que f esta bien definida. Sea [(7r, )] € AZ. El hecho de que
7 es un ideal implica que 77(Z)H es un subespacio cerrado no cero 7m-invariante.
Luego como (77, H) es irreducible se sigue que 71(Z)H = H. Ahorasea T € 7t(Z)".
Entonces paracadax € A, ye Zyv e H

Tr(x)(re(y))o = Tr(xy)o = n(xy)To = 7(x)n(y)To = 7()T(n(y)0).  (38)
Ya que m(Z)H = H sesigue que T € n(A)" = CI. Ya que T se tomo arbitrario se
obtiene que 71(Z)" = CI. Por el Lema de Schur [7t|7] € Z.

Veamos que

(711, H1) ~ (712, Ha) siy solo si (1|7, H1) ~ (2|7, Ha). 3.9)

SilU: H; — Hz esuna equivalencia entre 7711 y 712 entonces es una equivalencia
entre 711 |7 y 2|7

Reciprocamente, asuma que U es una equivalencia entre 7r1|7 y 712|7. Entonces
paracadaxc A, ycZyv e H,

Ur(x) (7(y)o) = Un(xy)o = n(xy)Uo = r(x)r(y)Uo = 7(x)U(r(y)o).

Puesto que t(Z)H = H se sigue que U es una equivalencia entre 711 y 71,. Esto
muestra que f estd bien definida.
Note que la direccién <= en la ecuacién 3.9 implica que f es inyectiva.
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Por el Teorema 3.14 f es sobreyectiva y por lo tanto f es biyectiva.

No es complicado ver que ¢ estd bien definida y que g es inyectiva. Para ver que
g es sobreyectiva tomemos [71] € A7 y definimos 7° : A/Z — B(H) mediante
'([x]) := mt(x).Si x —y € T entonces 7t'([x]) = 7(x) = n(y) = 7'([y]). Asi que
7’ estd bien definida y es una representaciéon de A/Z tal que g([7t']) = [t'oq] =
[7r]. Finalmente veamos que f y g son homeomorfismos. Note que tenemos los
siguientes diagramas conmutativos

AT A/T Az

T

Primz(A) — Prim(Z)  Prim(A/T) —-= PrimZ(A)

Entonces por definicién de la topologia de Jacobson y usando el lema 3.15 obtene-
mos que f y g son homeomorfismos.

El siguiente corolario se obtiene al combinar la ecuacién 3.7 con el teorema ante-

rior. Este resultado nos brinda un método para calcular el espectro de un algebra
C*.

Corolario 3.18 Para cada dlgebra C* A e 7 un ideal cerrado de A se cumple que

ﬁzTU.Z/\I.

3.4 REPRESENTACIONES DE K(H)

Sea H un espacio de Hilbert. Recordemos que K(#H) denota el subconjunto de
B(H) que consiste de operadores lineales compactos y C(H) = B(H)/K(H).

Sea (7t¢, H¢) una representacion irreducible del dlgebra de Calkin. Si 77 := ¢ o g
entonces (71, H¢) es una representacion irreducible de B(#). Por el Teorema 3.9
existe un estado puro ¢ definido en B(#) tal que la representacion (71,5, Hy, vy)
inducida por ¢ es equivalente a (77, H¢ ). Entonces

¢(T) = (11y(T)vy,vp) = (m(T)w,w) =0 paratodoT € K(H). (3.10)

Aquiw € H¢ es un vector ciclico de norma uno.
Ahora suponga que ¢ es un estado vectorial ¢, para algin v € H de norma 1. Sea
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{v; }ie; una base ortonormal de H con v; = v. Considérese la proyeccién ortogonal
Py sobre el espacio generado por v. Entonces

@(P1) = ¢o(P1) = (P1v,v) = 1.

Contradiciendo asi la ecuacién 3.10. Por consiguiente ¢ no es un estado vectorial
de B(H).

Observe que la representaciéon GNS inducida por ¢ y cualquier estado vectorial no
pueden ser equivalentes. Esta es una forma de ver que B(#) tiene muchas repre-
sentaciones irreducibles.

Afortunadamente este no es el caso del dlgebra IC(?), ya que como veremos en
esta seccion, cada representacion irreducible de K(H) es equivalente a la repre-
sentacion identidad.

Definicién 3.19 Una subalgebra C* de B() se llama irreducible si la representa-
cién (id, H) es irreducible.

SeaT € K(H)’, v € H y P, la proyeccion sobre el espacio generado por v. Ya que
P, e K(H)
P,Tv =TP,v = To.

Lo anterior nos dice que Tv esta en el espacio generado por v. Es decir, Tv =
N0, iy € C.
Sea u otro vector de H. Procediendo como en el razonamiento anterior, de nuevo
tenemos que existe a;, € C tal que Tu = a,u y de manera similar para v + u. Luego
como

dpyy(v+u)=T(w+u) =T(v)+ T(u) = ayv + ayu,

se sigue que ay4y = &y = «&y. Procediendo inductivamente obtenemos que T = Al
para algin A € C, lo que implica que ()" = CI. Por el Lema de Schur () es
irreducible.

Sea A un algebra C* y p € A una proyecciéon. Una proyeccién g € A es una sub-
proyeccion de p si pg = gp = g. Una proyeccién p € A es minimal si no tiene
subproyecciones.

A continuacién demostramos el Teorema de Burnside, el cual nos dice que IC(H ) es
la subalgebra mas pequefia de B(#H ) sin subespacios cerrados invariantes no trivia-
les. Requerimos del siguiente lema cuya prueba omitimos [24, Lema 2.5.10].

Lemma 3.20 Sea A C K(7?) una subédlgebra C*y p € A una proyeccién. Entonces
p es una proyeccién minimal de A siy solo si pAp = Cp.
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Teorema 3.21 (Burnside)
Sea A una subdélgebra C* de IC(#H ). Si A es irreducible entonces A = KC(H ).

Demostracion
Sea T € A autoadjunto. De el Teorema de descomposicién espectral para operado-
res normales y compactos tenemos que,

T=)Y Aipi pi€A, (3.11)
iel
donde cada p; es una proyeccién de rango finito. Asi que A contiene proyecciones
y por tanto una proyeccién minimal p. Mostremos que Ran(p) = 1.
Sean u,v, € Ran(p) tales que u L v,.Sea T € A, por el lema anterior pTp = Ap.
Entonces

(u, Tvy) = (pu, Tpvy) = (u, pTpv,) = (u, Avy) = A{u,vp,) = 0.
La ecuacién anterior implica que u L Av,. Ya que A es irreducible, el Lema de
Schur implica que cada vector no cero es ciclico, en particular v,, de modo que
Av, = H. Por tanto (Avp,)+ = {0}, esto es, u = 0. Esto muestra que Ran(p) tiene
dimensién uno.
Observe que pw = (w,v,)vp, w € H.Sea q € B(H) una proyeccion de rango uno
y v5 € H un vector unitario tal que qw = (w,v4)v,, w € H.
Ya que Av, = H, existe una sucesién (T,),en € A tal que T,,v, — v,. Podemos
asumir que || T,v,| = 1 para cada n € IN. Es claro que T,,pT,; € Ay cumple que

Lo anterior nos dice que T,pT,; es una proyeccién sobre span{T,v,} y ademas
cumple que

| TupT,w — qwl|| = [|(w, Tnvp>TnUp —(w, Uq)”q”
< lw]| HTnUpH HTnUp - Uq“ + |<w,vq>\|]vq - Tnvp” — 0.

Tomando el supremo sobre los w € ‘H de norma menor o igual que uno, obtenemos
que T,pT,; — q con la norma de operadores. Ya que A es cerrada, 4 € A. Asi A
contiene cada proyeccién de rango uno y por tanto cada proyeccién de rango finito.
Por la ecuacién 3.11 A contiene cada operador compacto autoadjunto y por tanto
cada operador compacto. Concluimos que A = IC(). ®

Un algebra C* es llamada simple si no tiene ideales cerrados no triviales. A pesar
de que K(#H) contiene ideales no triviales y no cerrados, los operadores de rango
finito son un ejemplo, el siguiente corolario muestra que KC(H) es simple.
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Corolario 3.22 [C(H) es simple.

Demostracién

Sea Z C K(H) un ideal cerrado no cero y fijemos un vector v # 0 en H. Ya que
Tv es invariante bajo (), la cual es irreducible, se sigue que Zv es {0} o H. Si
Zv = {0} entonces paracadaw € Hy T € T

0= (Tv,w) = (v, T"w).

Lo que implica que v L. ZH # {0}. Como ZH es un subespacio no cero, cerrado
e invariante bajo KC(H) entonces ZH = H. Por lo tanto v = 0, contradiciendo la
eleccion de v. Se sigue que Zv = H. Por el Lema de Schur Z es irreducible y por el
Teorema de Burnside Z = (). Se concluye que K(#) es simple. B

Sea A C B(H) una subalgebra C* irreducible tal que Z := ANK(H) # {0}. Es
facil ver que Z es un ideal cerrado de A. Ya que A es irreducible y ZH es un subes-
pacio cerrado no cero A-invariante se sigue que ZH = H. Haciendo un desarrollo
similar al hecho en la ecuacién 3.8 llegamos a que Z° = CI y por tanto Z es irre-
ducible. Por el Teorema de Burnside Z = K(#) y en consecuencia K(#H) C A. En
palabras, una subdlgebra C* irreducible de B(H) no contiene operadores compac-

tos o bien los contiene a todos.

Lemma 3.23 Suponga que A C K(H) es una subélgebra C*y p € A es una pro-
yeccién minimal. Sea u € pH un vector de norma uno. Si definimos V := Au,
entonces A|y = K(V), en consecuencia Aly es irreducible.

Teorema 3.24 Sea A una subélgebra C* de K(H) y (71, Hx) una representacion
no degenerada de .A. Entonces existe una familia de representaciones irreducibles

{(7t;, H;) }icr tales que
(7-(/ HTL’) = (@ 7Ti/ @ ,Hi)/
iel iel
donde cada (71;, H;) es equivalente a una subrepresentacion de la identidad de

K(#).

Demostracion

Sea T € A autoadjunto tal que 7(T) # 0. Por el Teorema de descomposicién
espectral existe una proyeccion g € A asociada a T tal que 77(q) # 0. Por tanto A
tiene una proyeccién minimal p tal que 7t(p) # 0. Por el Lema 3.19 existe Ag € C
tal que pSp = Agp paracada S € A.

Seanv € pH y w € m(p)H vectores unitarios. Definimos

Vi=Av y W:=n(Aw.
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Por el lema anterior A|y es irreducible. Mostremos que,
(T[WI W) ~ (idV/ V)

Sea Uy : Av — 11(A)w definido como Uy(Tv) = 7(T)w con T € A. Los siguien-
tes calculos muestran que Uy es unitario

Por tanto Uy se extiende a un operador lineal unitario U : V. — W.
Ahorasea S € Aly y T € A. Entonces

US(Tv) = n(ST)w = n(S)m(T)w = my(S)7(T)w = 7ty (S)U(T).

Esto muestra que (rtwy, W) ~ (idy, V).

Hemos probado que cada representaciéon no degenerada tiene una subrepresen-
tacion equivalente a una subrepresentacion de la identidad. No es dificil ver que
(7tyyL, W) también es una representacién no degenerada de .A. Entonces aplica-
mos el mismo procedimiento a (7ry., W) y continuando de esta manera obtene-
mos una familia de subrepresentaciones {(7t;, W;) }ic; con (711, Wp) = (mtw, W) y
donde cada (7t;, W;) es equivalente a una subrepresentacion de (id, H).
Considérese a la familia § de representaciones que pueden escribirse como suma
directa de elementos de {(71;, W;) }ic;. El Lema de Zorn implica que § tiene un
elemento maximal, a saber (P, 71;, D, W;). Por maximalidad

T = EE)?Tﬁ Hr= EE)?ii, H;, =W,

i€l i€l

Corolario 3.25 Cada representacion no degenerada (71, H,) de () es equiva-
lente a un multiplo de (id, H) (esto es, (n-id,n-H) = (Pie;id, P;c; H) donde
n=I|).

Demostracién
Tenemos del Teorema 3.24 que (71, Hr) = (D;c; 71, Bic H;) con cada (7, H,;) sien-
do equivalente a una subrepresentacién de (id, H). Pero como K(#) es irreducible,
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(id, H) no puede tener subrepresentaciones, asi que (71;, H;) ~ (id, H). Entonces
existen operadores unitarios U; : H; — H, i € I, tales que

mi(T) = U;TU; paratodoT € K(H).
Sin = |I| entonces,

n(T)=U"(n-T)U, (3.12)
donde U = @iel Ui : @iEI H,—n-H.1

Teorema 3.26 Cada representacion irreducible de IC(7) es equivalente a la repre-
sentacion identidad.

Demostraciéon
Si (71, Hr) es una representacion irreducible entonces n = 1 en la ecuacién 3.12.
Por lo tanto (77, Hr) ~ (id, ). W

Corolario 3.27 Si (71, H) es una representacién irreducible de K(# ), entonces:
i) (77, H) es una representacion fiel.

ii) o(n(T)) = o(T) y |(T)|| = [|T|| paracada T € K(#).

i) T(K(H)) = K(Hnr)-

Demostracion
Sea U : H; — H tal que

n(T)=U'TU paracada T € K(H). (3.13)

i) Si (Ty) = 7(Ty), se sigue facilmente de la ecuacién 3.13 que Ty = T,. Entonces
7T es inyectivo.

El inciso ii) es una consecuencia directa del inciso 7).

iii) Sea T € K(H), y U como al inicio. Entonces TU € K(H, H). Similarmente
U*TU € K(Hr, Hz) = K(Hr). Entonces m(C(H)) C K(Hr). Tomemos ahora
T € Hy. Entonces TU* € K(H, Hr). Luego S = UTU* € K(H,H) = K(H) y es
tal que 71(S) = T. Por tanto (K(H)) = K(H-). 1

Dos estados ¢, ¢ de un dlgebra C* A son equivalentes si existe un elemento unitario
u € Atal que

¢(x) = p(uxu™), paratodox € A.
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Corolario 3.28 Cada estado puro de () es de la forma ¢, para algtin v € H de
norma uno. Por lo tanto existe un tinico estado puro en (H) salvo isomorfismo.

Demostracion

Sea ¢ € P(K(H)) y (7y, He, ve) la representacion GNS inducida por ¢. Por el
Teorema 3.25 existe un operador unitario U : H — H,, tal que 71,(T) = UTU*
para todo T € IC(H). Entonces

¢(T) = (me(T)vg, vg) 1, = (UTU vy, U<p>7-l,(p = (To,v),

donde v = U*v,.

Sean ¢y, ¢y, dos estados vectoriales de /(). De nuevo por el Teorema 3.25 las
representaciones GNS inducidas por ¢,, ¢, son equivalentes. Entonces existe un
operador unitario U : Hy, — Hg, tal que Uv = w. Por tanto

¢w(T) = (Tw,w) = (TUv, Uv) = ¢,(U*TU). R

Sea ¥ : K(H1) — K(H2) un homomorfismo C* sobreyectivo. Note que podemos
interpretar a ¥ como una representacion.

La igualdad ¥ (KC(H1)) = K(H,) implica que ¥ es una representacion irreducible.
Entonces por el corolario 2.24 existe un operador lineal unitario U : H1 — H; tal
que

¥Y(T)=UTu". (3.14)
Si Hy = Hy y V es otro operador unitario que cumple (3.14), es decir, VIV* =
UTU* paracada T € K(H1). Entonces TU*V = U*VT, lo que implica que U*V €
KC(H1)’. Por el Lema de Schur U*V = AI, con |A| = 1, o equivalentemente V = AU.

En conclusion

Aut(lC(Hl)) ~ Ll(’Hl)/Sl.

Donde U(#1) C B(#H1) denota el conjunto de operadores lineales unitarios.

3.5 APLICACIONES

Lemma 3.29 Si A es un algebra separable entonces S(.A) es un espacio separable.

Demostracion
Sea {xy }neN un subconjunto denso de A. Los conjuntos

V(xn,z,e) ={p € S(A) : |p(x) —z| <e}, z€Q+iQ,ecQ
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forman una subbase de S(.A). Entonces S(.A) tiene una base contable y por tanto
es separable. l

Teorema 3.30 Para cada dlgebra C* A de dimension finita existen enteros positivos
ni, ..., ng tal que

k
A~ P M,,(C).
i=1

Demostracion
Ya que A es de dimension finita, A es separable, y por el lema anterior S(.A) es
separable. Sea {9}’ ; € S(.A) un subconjunto denso de S(.A). Definimos

9= 27",
n=1

Note que si ¢(xx*) = 0 entonces xx* = 0y por tanto x = 0. Considere la re-
presentacion GNS inducida por ¢. Ya que A es de dimensién finita, H, lo es. Si
my(x) = 0 entonces ¢(x*x) = 0y por lo tanto x = 0. Lo que muestra que 7,
es inyectiva. Apliquemos ahora el teorema 3.24 a la representacion identidad de

my(A) C B(Hy) = K(Hg), entonces

k
o (A) = P mi(A)

i=1

con cada 7r; una representacién irreducible. Sea H; el espacio de Hilbert sobre
el cual actua 71; y n;=dim(H;). Por el lema de Schur m;(A)" = Cly, y asi que
7;(A)" = B(H;). Por el teorema del doble conmutante de Von Neumann 77;(.A) =
7;(A)". Por lo tanto obtenemos que

k k

k
A= 7y(A) = P mi(A) = P B(H;) ~ P My(C). W
i=1

i=1 i=1

Dada un 4lgebra C* A construiremos un haz C*(p,E, T) de tal manera que A es
isomorfa al dlgebra de secciones continuas de (p, E, X). Esta construccién brinda
una bella conexién entre lgebra y topologia.

Un haz es una tripleta (p,E, T) donde E, T son conjuntosy p : E — T es un
mapeo sobreyectivo.

Un haz de Banach es una haz (p,E, T) donde E es un espacio Hausdorff, T es
un espacio localmente compacto, p : E — T es un mapeo continuo y tal que
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para cada t € T la fibra E; := p~!({t}) es una espacio de Banach, y satisface las
siguientes condiciones:

i) La suma + : E x E — E es continua sobre el conjunto E; x E; para cada t €
T,

ii) la multiplicacién por escalar: C x E — E es continua,
iii) lanorma | - || : E — R es continua,

iv) para todo t € T, la familia U(Oy,€) = {x € E : ||x|| < ¢, p(x) € O;} donde
O C T es un abierto que contiene a t y € > 0, forman un sistema fundamental de
vecindades de 0 € E;.

Una seccién de un haz de Banach (p,E,T) es un mapeos : T — E tal que p o
s = It. Denotamos por I’ (p,E, T)al conjunto de todas las secciones continuas de

(p,E, T).

Definicién 3.31 Sea T un espacio topolégico Hausdorff localmente compacto. Un
haz C* es un haz de Banach (p, E, T) junto con una multiplicacién - y una involu-
ciéon * en cada fibra E; tal que:

i) Para cada t € T, E; es un dlgebra C* con la norma y la suma de E,
ii) la multiplicacién - : E; x E; — E; es continua paracadat € T,

ii) la involucién * : E — E es continua.

Sea A un dlgebra C*, T un conjunto no vacio e Z = {Z; : t € T} una familia de
ideales bilaterales cerrados de A tales que N;c1Z; = {0}. Paracadat € T definimos
el dlgebra local en el punto t como

Af — .A/It

Dos elementos x, y € A son llamados locamente equivalentes en ¢ si 7t (x) = 7:(y),
donde 71; : A — A; es el mapeo candnico. Sea

E=|]A.

teT

Definimos el mapeo p : E — T como p(m:(x)) = t. Dotamos a E y T con topo-
logias de tal manera que el haz (p, E, T) sea un haz C*.

Para cada x € A definimos la seccién X € I'(p,E, T) mediante X(¢) = 7;(x). Si
A={%:x¢€ A} esclaroque A C I'(p,E, T).
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Cuando T es compacto I'(p, E, T) adquiere la estructura de algebra C* con la nor-
ma y las operaciones definidas como:

Sisy, s € I'(p,E, T) y A € C, entonces
(s1+92)(t) =s1(t) +52(t), (As1)(t) = As1(2),

(s192)(£) = s1(t)s2(t),  (9)1(F) = (s1(£))", lsal = sup [|s(#)]]

teT

Veamos ahora que si A es conmutativa entonces el mapeo de Gelfand I' : A —
C(M 4) se puede ver como I'(x) =X, x € A.

Tomemos T como el espacio compacto M 4 e Z, = Kerp para cada ¢ € My.
Recordemos que A, = A/Kerg ~ C. Luego si identificamos E con C x M 4y
p(z, ¢) = ¢. Entonces para x € A la funciéon X(¢) = (¢(x), ¢) es una seccién de p.
No es complicado ver que C(M 4) ~ I'(p,C x M 4, M 4) con el mapeo

fr= (o= (o(f) 9))

El Teorema 1.18 afirma justamente que A ~ I'(p,C X M 4, M 4).
REPRESENTACIONES DE ALGEBRAS CONCRETAS

Suponga que A y B son algebras C*. S5i @ : A — B es un isomorfismo sobre-
yectivoy 7w : B — B(#) es una representacion de B, entonces 7w o ¢ es una
representacion de A. Por tanto si R(\A) denota el conjunto de representaciones de
un édlgebra C* A, y B es un algebra C* isomorfa a .4, entonces R(.A) = R(B). En
particular tenemos que A ~ B.En este capitulo usaremos este hecho para calcular
algunas representaciones de dlgebras.

Sea ‘H un espacio de Hilbert y P;, P, en B(H) dos proyecciones ortogonales. Sea
R(I, Py, P;) el dlgebra C* generada por P, P, y el operador identidad. Denotemos
por D, (C) el conjunto de matrices diagonales de 1 x n.

Establecemos las siguientes condiciones,

i)Si0 € A:= (P, — P;)? entonces +1 € o (I — P; — P3).
ii) Sil € Aentonces +1 € (P — P,).

Definimos el dlgebra C* D formada por las funciones f : A — M (C) tales que
f(AN{0,1}) C Dy(C). Las operaciones de suma y producto son definidas pun-
tualmente, por tanto la identidad del dlgebra D es la funcién que a cada t € A asig-
na la matriz identidad de M,(C). La involucién y la norma estan dadas por

fr @)= f®)7, If = sup[lf(B)]]

teA
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Teorema 3.32 ([38]) Sea H un espacio de Hilbert y P;, P, dos proyecciones orto-
gonales que cumplen las condiciones i) y ii). Entonces el dlgebra R(I, Py, P») es
isomorfa al dlgebra D. El isomorfismo @ : R(I, P, P,) — D estd dado mediante
la siguiente aplicacién sobre los generadores

o)) = (g o) 20 = gty V4T rea

REPRESENTACIONES DOS-DIMENSIONALES DE R (I, P, P,).

Para cada t € A definimos el mapeo
i D — B(C?), m(f) = f(t) f € D.

Por la manera en que estan definidas las operaciones en D, el mapeo 7; es un
homomorfismo C*, de modo que 71; es una representacién de D. Analizemos la
irreducibilidad de 7; a partir de la elecciéon de t.
Si t = 0, entonces puede verse que el espacio generado por el vector (1,0) es un
subespacio propio cerrado mp-invariante. De modo que 77y no es una representa-
cién irreducible.
Ahora si t = 1 entonces el subespacio generado por el vector (0,1) es un subespa-
cio cerrado 7ry-invariante.
Finalmente veamos que si t # 0, 1 entonces 7; es irreducible. Para esto mostremos
que para cada vector v = (x,y) distinto de cero existe f € D tal que 7;(f)v no es
un multiplo de v.
Casol,x =00y =0.
La funcioén f, = @(P;) es tal que 71¢(f2)v # Av, para cada A € C.
CasoIL, x,y # 0.
La funcién fi = @(P) es tal que 71¢(f1)v # Av paracada A € C.
Por lo tanto

mio®:R(I,P,P) — B(C?) teA—{0,1}

es una representacion irreducible de R(I, Py, P»).

Examinemos ahora si las representaciones 71; son equivalentes para t € A —{0,1}.
Seant,t' € A— {0,1}. Por definicién, 7ty ~ 7y si y solo si existe una matriz unitaria
U € M;(C) tal que

m(f) = Uy (f)U, paracadaf € D,
esto es

f(t) =Uu*f(¥)u. (3.15)
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Por los valores matriciales de las funciones fy = ®(I) y f1 obtenemos que U tie-
ne que ser la matriz identidad. Sin embargo la matriz identidad no satisface la
ecuacion 3.15 para f,. Por tanto las representaciones 7t; con f € A — {0,1} no son
equivalentes.

REPRESENTACIONES DE UNA SUMA DIRECTA DE ALGEBRAS C*.

Sean Aj, ..., A, dlgebras C*. Considere la suma directa A = A; & - - - & A,. Es facil
ver que A se convierte en un algebra C* con las operaciones puntuales y con la
involucién y norma dadas por

(X1, e X0)* = (X7, 00, X), [[(X1, 0 x0) || = max (]| x| 4,)-

Ahora observe que cada representacion de A induce una representacion de A;
paracadai € [n] ([n] = {1,...,n}). Mds precisamente, si 7 : A — B(H) es una
representacion de A, entonces la funcién 7t; : A; — B(H) dada por

mi(x;) = (0, ..., x;, ..., 0),

es una representacion de A;. Notese que si 7t es irreducible, en general no se cum-
ple que 71; sea irreducible. Por otro lado, si 77; : A; — B(7;) es una representacion
de A; para cada i € [n]. Entonces la funcién 7w : A — B(H) dada por

n n
TT(X1, ey X)) = @ mti(x;) : H — H, dondeH = @”Hi,
i=1 i=1

es una representacion de A. Observe que si las 7t; son irreducibles no implica que 7
lo sea. Con la siguiente proposicién clasificamos las representaciones irreducibles
de A en términos de las representaciones irreducibles de A;, ..., A,.

Proposicién 3.33 Sean Aj, ..., A, dlgebras C* y sea A = @} ; A;. Entonces una
representacion 7w : A — B(#H) es irreducible si y solo si 7;(x;) = (0, ..., x;, ..., 0)
es irreducible para exactamente una i € [n] y 71; = 0 para cada j € [n] — {i}. Porlo
tanto

A~ O A, [r] = [T (3.16)

Demostracion
Sea 7t una representacién irreducible de A. Por el Lema de Schur

n(A)v ="H paracadav € H.
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Los subespacios cerrados V; = 7(0, ..., A;,..0)v son rt-invariantes, de modo que
Vi = {0} o H. Note que V; no puede ser {0} para cada i € [n], pues de lo contrario
7 serfa igual a 0. Ahora asuma que existen distintos 7, j € [n] tal que V; = V; = H.
En particular 7t;, 71; # 0. Podemos suponer sin perdida de generalidad quei =1y
j = 2. Entonces

1 (A1) (72 (A2)0) = 7(A1,0, ..., 0)7(0, Ay, ..., 0)v
7T(./41 0 0- ./42, . )

(0,...,0)v = {0}.

Ya que 715(Az)v es denso en H, se sigue que 711 = 0. Contradiciendo el hecho de
que 711 # 0. Por tanto 71; es irreducible para exactamenete un i € [n] y 71; = 0 para

cada j € [n] — {i}.

Ahora supéngase que 71; es irreducible y 71; = 0 para cada j # i. Entonces H; = {0}
y por tanto H = @)_; Hyx =~ H;. Por lo tanto 7 : A — B(H) adquiere la siguiente
forma

xl/ X @ﬂk xk =TT xl)

Se sigue que 77 : A — B(H;) es irreducible.
Veamos que el mapeo [77] — [71;] estd bien definido. Si 7t ~ 77’ entonces existe un
operador unitario U tal que

m(x) = U (x)U*, x=(xq,..,x,) € A

Tomando x = (0, ..., x;,..,0) obtenemos que 7T; ~ 7'(1’. . El isomorfismo 3.16 es enton-
ces una consecuencia de lo mostrado. B

Sea H un espacio de Hilbert, vy € H un vector de norma uno y Vj el subespacio
generado por vg. Sea P : H — V} la proyeccién ortogonal sobre V.
Tomemos n proyecciones ortogonales Py, ..., P, tales que

P,P; = 6;;P; parai,j=1,.n y Y P=1

Denotemos por Im(P;) alaimagen de P;. Sea
R(P, Py, ..., Py)

el dlgebra C* generada por Py por P, ..., P,.
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Teorema 3.34 ([39]) Si V- NV; = {0} para cada i = 1,..,n. Entonces el dlgebra
R(P, Py, ..., Py) esisomorfa a C" & M, (C). El isomorfismo estd dado por la siguien-
te aplicacion sobre los generadores

P — (0, (llij)), P — (ei, ((Sii)) parai =1,..,n

Donde {ey, ..., e, } es la base canénica de C", (a;j) representa la matriz con entradas
a;j = ||P;(vo)l|[|Pj(vo) |l y (6ii) es la matriz con uno en la entrada ii y ceros en las
demads entradas.

Sea R = R(I, Py, .., Py) el dlgebra descrita en el teorema anterior.

Dado que C" es un 4lgebra conmutativa tenemos que Ch ~ {x1, ..., Xy} donde los
x; son puntos de C, es decir, las representaciones irreducibles de C" son las pro-
yecciones sobre la entrada i-ésima.

Por otro lado como M,(C) = B(C") = K(C"), tenemos entonces por el Teore-

—

ma 3.26 que M,,(C) = {[1]}, donde 1 : M, (C) — M,(C) es la representacion
identidad. Combinando el Teorema 3.31 y la Proposicién 3.30 llegamos a que

R~ {x1, ...} J{[]}.

SeaT = {z € C: |z| = 1}. A continuacién llevaremos a cabo el cdlculo del espectro
de un dlgebra de operadores actuando en L?(T).
Definimos St : L?(T) — L?*(T) mediante

_ [ fw) 2
1)) = [ L%, ferrm),
y las proyecciones P+ = (I + St). Sea R(C(T),St) C B(L?*(T)) el 4lgebra gene-
rada por los operadores de multiplicacién por funciones de C(T) y el operador
ST.

Proposicién 3.35 ([37])
El dlgebra R = R(C(T), St) contiene al ideal K = K(L?(T)), es irreducible y cada
elementode T € R(C(T), St) tiene la forma

T =a(t)P{f +b(t)Py + K, dondea,b e C(T)yK € K.

El dlgebra cociente R /K es isométricamente isomorfa al dlgebra C(T) & C(T) y el
isomorfismo estd dado por

[T] = (a(t), b(t)).
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Si R = R(C(T), St) entonces por el corolario 3.18 y las Proposiciones 3.31 y 3.33
obtenemos que

ﬁ:?ﬂul&
~ C(T) & C(T) U {[1]}

~ C(T) UC(T) U {[1]}
— TUTU{[1]}.

Hemos usado el simbolo de unién disjunta para distinguir entre elementos del
mismo conjunto T, pues los sumandos en la suma directa son iguales.

Recordemos que el espectro de un dlgebra C* es un espacio topolégico, asi que el
objetivo de esta tltima seccién fué encontrar un espacio topolégico familiar que
sea isomorfo al espectro. Por supuesto que la esencia del espectro es codificar las
representaciones irreducibles de un dlgebra C*, pero una vez calculado este espa-
cio, hay que descifrar como un elemento del espectro induce una representacién

——

irreducible. Por ejemplo si tenemos el dlgebra C|0, 1], sabemos que [0, 1] ~ CJ[0, 1].
A esta altura sabemos que dado t € [0, 1], la representacion irreducible asociada a
t es el funcional de evaluacion ¢;(f) = f(t).

Se sabe que si A es unitaria entonces Aes quasi-compacto, y que si el algebra es
separable entonces la topologia de su espectro tiene una base contable. Cuestiones
de este tipo quedan pendientes por investigar, por ejemplo, ;cuando A es conexo?
0, ;que implica la conexidad de A sobre la estructura algebraica de A?
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