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Resumen

El tema de interés en este trabajo son los codigos de Goppa, los cuales son codigos
lineales que se construyen a partir de curvas algebraicas definidas sobre campos fini-
tos. Entender los parametros de este tipo de codigos ha sido un creciente tema de
estudio desde su descubrimiento por Goppa alld por los afios 70’s. Aunque existen
muchos resultados acerca de su distancia minima, ain no se entiende adecuadamente
este pardametro para dichos codigos, a pesar de que se ha determinado completamente
para varias clases de curvas; ver capitulo 5. El objetivo principal en esta tesis es pre-
sentar los resultados mas conocidos, no solo para la distancia minima, sino también
para los pesos generalizados de estos codigos y de sus codigos duales; ver capitulos
4-6. En general, son pocos los resultados en esa direccién. Un caso importante, y
completamente determinado, es el de las curvas hermitianas; que no se incluye en su
totalidad en el trabajo porque es demasiado técnico, y sélo se da una referencia al final.
Uno de los principales obstéculos para profundizar en el estudio y desarrollo de estos
temas es que se requiere un conocimiento mucho mas sélido de geometria algebraica,

particularmente de la teoria de campos de funciones algebraicas.

Una breve descripcién del contenido del trabajo es como sigue. En el capitulo 1
se describe un contexto introductorio para los cédigos de Goppa. En el capitulo 2 se
introducen los conceptos preliminares de la teoria de codigos lineales, particularmente
sus parametros fundamentales, a saber, longitud, dimensién y distancia minima. En el
capitulo 3 se dan los elementos necesarios sobre campos de funciones algebraicas para
entender el espacio de Riemann asociado a un divisor, y concluir con el enunciado del
Teorema de Riemann-Roch, el cual es la herramienta mas importante para calcular,

entre otras cosas, la dimensién—como espacio vectorial-de dicho espacio de Riemann.
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En el capitulo 4 se introducen los codigos de Goppa—también conocidos en la literatura
como codigos geométrico algebraicos. Damos una descripcion de los parametros de
estos codigos. El capitulo 5 se dedica a dar ejemplos donde se describe su distancia
minima para varias clases de curvas algebraicas. Finalmente, en el capitulo 6, se
introduce el concepto de pesos generalizados de un cédigo lineal y se enuncian algunos

de los resultados conocidos sobre dichos pesos para el caso de cddigos de Goppa.
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Abstract

In this work we are interested in Goppa codes, which are linear codes constructed from
algebraic curves over finite fields. The understanding of the parameters of these codes
has been an increasing topic of study since its discovery by Goppa in the 70’s. Since
then, many results about its minimum distance have been obtained, however, there is
no yet an adequate understanding of these parameters, even that they are well known
for several classes of curves; see chapter 5. The aim in this thesis is to present very well
known results, not only for the minimum distance, but also about generalized weights
of these codes and their duals; see chapters 4-6. In general, there are just a few results
in that direction. An important case, and completely known, is the one of hermitian
curves; because it is so technical, it is not totally described, and just a reference is
given at the end. One of the main obstacles for a deep study of these topics is that
a stronger knowledge of algebraic geometry is needed, particularly of the theory of

algebraic functions fields.

A brief description of the content of this work is as follows. Chapter 1 describes an
introductory context for the Goppa codes. In chapter 2 the preliminary concepts of
linear codes are introduced, particularly its fundamental parameters, namely, length,
dimension and minimum distance. In chapter 3 are given the basic elements about
algebraic functions fields to understand the Riemann space associated with a divisor,
and then the Riemann-Roch Theorem is skethced out. This theorem is the main tool
to compute, among other things, the dimension—as a vectorial space—of the Riemann
space. Chapter 4 introduce Goppa codes, also known as algebraic geometric codes. The
parameters of these codes are described. In chapter 5 examples are presented, where

the minimum distance of several classes of algebraic curves is computed. Finally, in

X



chapter 6, the definition of generalized weights of a linear code is given and some known

results about these weights are presented for the case of Goppa codes.



Chapter 1

Introduccion

La segunda mitad del siglo pasado fue testigo de lo que podriamos llamar la gran re-
volucién de la informacién digital. Uno de los motores principales de este proceso fue
la matematizacion de la teoria de transmision electrénica de datos, particularmente la
enfocada a la deteccion y correccién de errores; ver el seminario de C.E. Shannon [16]
y el articulo de R.W. Hamming [4], quienes fueron los principales fundadores de esta
area. Después de estos inicios, los matematicos comenzaron a tratar los problemas
fundamentales de la teoria de cédigos como preguntas matematicas, sin preocuparse
necesariamente por las aplicaciones. En la década de los 70’s se realizaron importantes
investigaciones sobre aspectos tedricos y practicos de la teoria de cddigos, y alrededor
de ese tiempo se establecieron conexiones con la geometria, la combinatoria y la teoria
de latices. Actualmente, la teoria de codigos se ha convertido en una rama importante
del &lgebra, con numerosas conexiones con otras ramas de la matematica, como la

teoria de nimeros, y con aplicaciones en teoria de la informacion y criptografia.

Segun las caracteristicas del canal de comunicacién, la informacién se codifica de
tal manera que el proceso de transmision sea lo més réapido y fiable posible, dando
asi lugar a diferentes tipos de cédigos, que entre los mas importantes tenemos a los
cddigos geométricos. Este tipo de codigos surgieron en el periodo de 1977-1982, cuando
el matematico ruso Valery Denisovich Goppa descubrié una importante conexion entre
la teoria de curvas algebraicas sobre campos finitos y la teoria de cédigos. Esto cred

un fuerte interés en el area debido a que los principales parametros de estos codigos



tienen una interpretacion en términos de la geometria de las curvas. Muchas de estas
cuestiones acerca de curvas se remontan a la época de Gauss, por ejemplo, el problema
de contar puntos sobre curvas habia estado méas o menos latente, pero nunca habia
sido un tema muy destacado de las matematicas. Sin embargo, en tiempos recientes,

se ha convertido en un tema central de investigacion.

La idea para la construccién de codigos geométricos es similar a la de los cédigos de
Reed-Solomon, los cuales resultan de evaluar polinomios en una variable sobre campos
finitos. Goppa extendi6 esta idea mediante el uso de funciones racionales definidas
sobre una curva algebraica en lugar de polinomios. Este tipo de codigos se conocen

como codigos geométrico algebraicos o cédigos de Goppa.

Los cédigos de Goppa se vuelven relevantes en los ochentas, debido a que Michael
Tsfasman, Serge Vladut y Thomas Zink demuestran la existencia de familias infinitas
de este tipo de cédigos que mejoran diversas cotas relacionando la tasa de informaciéon y
la distancia minima relativa, entre ellas, especificamente, la cota asintética de Gilbert-
Varshamov [5], 8, 25], cuya demostracién hace uso de la teorfa de curvas modulares;
ver [9] para una demostracién. En consecuencia, se obtiene la solucién a un problema
fundamental de la teoria de cédigos considerado por Shannon, planteado en términos

probabilisticos, pero sin dar una idea de la construccion en aquél momento.

Por otra parte, los pesos generalizados—de Hamming— asociados a un cédigo lineal
se comportan de varias maneras como pesos minimos de codigos. Estos pesos gene-
ralizados, que incluyen a la distancia minima del codigo, satisfacen por ejemplo la
cota de Singleton generalizada. Los pesos generalizados fueron introducidos en 1977
por Helleseth, Klove y por Mykkeltveit en [10]. Victor Wei los introdujo de manera
independiente en [26] mientras trabajaba en un problema de criptografia. Demostréo
que el desempeno de un cédigo empleado en un cierto tipo de canal de transmision
esta determinado por sus pesos generalizados. Descubrié que los pesos generalizados
tienen interesantes propiedades matematicas, por ejemplo, generalizan la nocién de
distancia minima de un cédigo lineal y forman una sucesién estrictamente creciente de
enteros positivos. Otra propiedad fundamental, también debida a Wei, es que los pesos

generalizados de un cédigo lineal determinan completamente a los pesos generalizados



de su codigo dual; este resultado se conoce como la dualidad de Wei. En términos de
sistemas proyectivos, la nocién de pesos generalizados fue descubierta por Tsfasman,

en un intento de encontrar invariantes geométricos de sistemas proyectivos.






Chapter 2

Cddigos lineales

2.1 Parametros

Definiciéon 2.1.1. Sea F, un campo con ¢ elementos. Un cddigo lineal C' es un sub-
espacio vectorial de Fy. Si C tiene dimensién k, entonces decimos que C' es un codigo
lineal con pardmetros [n, k], y nos referimos a C' simplemente como un [n, k],-cédigo.
El campo F, se llama el alfabeto del codigo, los elementos de Fy se llaman palabras—del

alfabeto, y los elementos de C' se llaman las palabras cddigo.

Definicion 2.1.2. En el espacio vectorial [ esta provisto de manera natural con la
métrica d(x,y) = [{i : ; # y;}|, donde x = (x1,...,2,) y ¥y = (y1,...,Yn). Esta se
llama la métrica o distancia de Hamming. El peso de Hamming de un vector x € Fy
es su distancia de Hamming al origen y se denota por w(x). La distancia minima del
codigo se define como d := min{w(z) : 0 # x € C}. En general, calcular la distancia
minima de un cédigo es un problema dificil, y a menudo tenemos que conformarnos

con tener una estimacion basada en algunas cotas disponibles.

Cuando un cddigo lineal, definido sobre el campo F,, tiene longitud n, dimensién k
y distancia minima d, nos referimos a él como un [n, k, d],-cédigo, o simplemente un

[n, k, d]-cédigo cuando no es necesario enfatizar el campo F,,.
La siguiente relaciéon entre los pardmetros de un cédigo se llama la cota de Singleton.
Proposicién 2.1.3. Los parametros de un [n, k, d]-cddigo satisfacen que k+d < n+1.

5



Prueba. Sea V- = {(a1,...,a,) € F} 1 a; = 0,Vi > d}. Asi,dimV =d—-1yVnC =0,
por tanto n = dimF} > dim(C' + V) =dim C +dimV =k +d - 1. .

Definicién 2.1.4. A los cédigos cuyos parametros satisfacen la igualdad en la cota de
Singleton se les llama cédigos de mdzima distancia separable o simplemente cdodigos
MDS. Entonces los cédigos MDS tienen la mayor distancia posible entre aquéllos de

longitud n y dimension k.

Definicién 2.1.5. Una matriz G € IF’;X" cuyos renglones forman una base del codigo

C se llama una matriz generadora del cédigo. En tal caso C' = {zG : x € F}}.

2.2 (Cbdigo dual

Definicion 2.2.1. El espacio vectorial F} esté provisto también, de manera natural,
de un producto interno (i.e. una forma bilineal simétrica no-degenerada): Si a =
(a1,...,a,) y b= (by,...,b,), entonces definimos (a,b) := a1by + - - - + a,b,. Cuando
(a,b) = 0 decimos que a y b son ortogonales. Entonces podemos definir un complemento
ortogonal en Fy', 1o que nos permite asociar con cada codigo C' otro cédigo C* llamado
su codigo dual:
Ct:={y eF}: (x,y) =0 para todo = € C}.

Definicién 2.2.2. Una matriz H de orden n — k X n que sea matriz generadora del

cédigo dual C* se llama una matriz de chequeo de paridad del cédigo C.

Observe que el cédigo C' esta determinado por la matriz de chequeo de paridad H:
C={zeF,:Ha" =0},

donde z” denota la transpuesta de z.

Definicién 2.2.3. Dos codigos C; y Cs de longitud n se dicen equivalentes si existe
una permutacion o € S, tal que Cy = g,C3, donde g, es el automorfismo de Fy el cual

envia (z1,...,2,) en (Toa), .- ., To(m))-

Cédigos equivalentes tienen los mismos pardametros, asi, se estudian codigos lineales

salvo equivalencia.



Es bien conocido de élgebra lineal que el espacio dual de un [n, k, d]-c6digo satisface
que (CH)t = C y es un [n,n — k,d*]-cédigo; donde d* es la distancia minima de
C*. En particular, la longitud n de un cédigo autodual (i.e. C+t = C) es par y su
dimensién es n/2. Claramente una matriz generadora de C' es una matriz de chequeo
de paridad de C+. En general, a partir de los parametros [n, k,d] de un cédigo C' no

puede deducirse una relacién entre las distancias minimas de C' y la de su dual C*.






Chapter 3

Campos de funciones

En este capitulo recordamos los elementos necesarios de geometria algebraica para
poder enunciar el Teorema de Riemann-Roch, que se utilizara en el siguiente capitulo

para estudiar los cédigos de Goppa.

Un campo de funciones es una extension de campos F/K finitamente generada de
grado de trascendencia uno. La cerradura algebraica de K en F se llama el campo de
constantes de la extensién. En lo que sigue supondremos que el campo de constantes
es igual a K. Para mds detalles y resultados referimos a [9, [17, 21]. Otra referencia

util para este capitulo y el siguiente sera [23].

A lo largo del trabajo, por una curva entenderemos una curva proyectiva nosingular

absolutamente irreducible; ver capitulo 4.

3.1 Divisores

Definicién 3.1.1. Un divisor de una curva X es un elemento del grupo abeliano libre
generado por los puntos de X, es decir, es una suma formal finita D = ", npP,
donde np € Z y np = 0 para casi todo punto P € X. El conjunto de divisores de X
se denota por Div(X). El grado de un divisor D es el entero deg(D) := >,y np.

Definicién 3.1.2. Un divisor ), npP se dice efectivo en P si np > 0. Un divisor se

dice efectivo si es efectivo en cada punto P; en tal caso escribimos ) . npP > 0.
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Denotamos por supp(D) al soporte de un divisor D, es decir, el conjunto de puntos

P € X tales que np # 0.

3.2 Divisores principales

En esta seccion introducimos la nocién de un divisor principal y hacemos notar que
tienen grado cero. De esto se sigue que los divisores principales forman un subgrupo

del grupo de divisores de grado cero Div’(X).

Para una curva X definida sobre un campo K, denotamos por F a su campo de
funciones. Y si P € X, entonces denotamos por ordp(-) a la valuacién discreta del

campo de funciones F'/K determinada por P.

Lema 3.2.1. [9, Lemma 2.1] Si f € F'*, entonces ordp(f) = 0 para casi todo P € X.

Definicién 3.2.2. Se define el divisor principal de f € F* como (f) := Y pcynpP,
donde np := ordp(f). Definiendo el divisor de ceros y el divisor de polos, respectiva-

mente, como:

(fo:=Y_npP vy (fleo:= Y (-np)P,

np>0 np<0
podemos escribir (f) = (f)o — (f)e. Un divisor D de X se dice principal si D = (f)

para alguna funcién f € F*.

Si f,h € F*, entonces (fh) = (f)+ (h) y (f~') = —(f). El conjunto de todos los

divisores principales es un subgrupo del grupo de divisores de la curva.

Lema 3.2.3. [9, Lemma 2.2] Si f es un elemento no constante de F, entonces

deg (f)o = deg (f)oo = [F: K(f)].

Definiciéon 3.2.4. Dos divisores D y D' de X se dicen linealmente equivalentes, escrito
D ~ D', si D— D' es un divisor principal. La clase de equivalencia de un divisor D se
denota por [D]. El grupo de todos los divisores de X de grado cero, Div’(X), médulo
el subgrupo de divisores principales se llama el grupo de clases de divisores o el grupo

de Picard de X.

10



3.3 Diferenciales

Sea F/K una extensién de campos, y con cada x € F asociamos el simbolo [z]. Sea
E el F-modulo libre generado por todos los simbolos [z] y sea N el submdédulo de E

generado por los elementos de la forma:

o [z+yl—[z] -y, v,y € F;
o \z] = Az],z € Fy e K,
o [zy] —zly] — ylz|, z,y € F.

El médulo cociente Qg (F) := E/N se llama el mddulo de diferenciales de la extension.

La diferencial de x € F, denotada por dz, es la clase lateral de [z] en Qg (F).

Definicién 3.3.1. Sea X una curva definida sobre el campo K. El espacio de diferen-

ciales de X, denotado por Q(X), se define como
Q(X) == Qp (K(X)),
donde K (X) es el campo de funciones de X.

Ahora establecemos algunos resultados sobre Q(X).

Proposicién 3.3.2. Sean P € X yt € K(X) un pardmetro uniformizante en P.

(1) QX) es un K(X)-espacio vectorial de dimension uno.

(i7) Si f € K(X), entonces df es una base para Q(X) si y solo si la extension
K(X)/K(f) es finita y separable.

(24i) Para toda w € Q(X) existe una unica funcion g € K(X), que depende de w y t,
tal que w = gdt. Esto permite definir ordp(w) := ordp(g).

(iv) Sea f € K(X) regular en P. Entonces df /dt es también regular en P; donde
df /dt es el elemento tal que df = (df /dt)dt.

(v) Siw # 0, entonces para casi todo P € X se tiene que ordp(w) = 0.
Prueba. Ver [17, Prop. 4.2-4.3]. .

11



3.4 Residuo de una diferencial

Sea X una curva sobre K, F' su campo de funciones y P € X. Recordemos que el punto
P determina una valuacion discreta vp := ordp(-) en F. Esta valuacién vp a su vez
determina un valor absoluto del campo F', digamos |- |,,.. Bajo estas consideraciones

podemos hablar de la completacién del campo F respecto del valor absoluto | - el

|I/P7
cual denotamos como Fp. Todas estas afirmaciones y los resultados siguientes pueden

consultarse, por ejemplo, en [21].

Teorema 3.4.1. Sean X wuna curva, P € X un punto racional y t un parametro

uniformizante en P. Entonces se satisface

(¢) [21, Thm. 4.2.6] Todo elemento z € Fp tiene una tnica representacion de la

forma

oo
Z:Zaiti, conn €2 ya; € K;
i=n

(1) [21, Thm. 4.2.7] Si 2z € F tiene expansion z =Y .- a;t', entonces

i=n

o0

% = Z iaiti_l.

=n

Con el fin de definir el residuo de una diferencial w, enunciamos algunos resultados
necesarios.

Definicién 3.4.2. Sean X una curva, P € X un punto racional y ¢t un parametro

oo
i=n

uniformizante en P. Si z € F tiene una expansiéon z = > - ;' en F, definimos el

residuo de z, con respecto a Py t, como
respy(2) == a_y.

Proposicién 3.4.3. [21, Thm. 4.2.9] Si s,t € F' son pardmetros uniformizantes en P,

entonces resps(z) = respy(z%) para todo z € F.

Contamos ahora con los elementos para definir el residuo de una diferencial.

12



Definicién 3.4.4. Sean X una curva, P € X un punto racional y w € Q(X). Por la
Proposicion 3.3.2(iii), escribimos w = gdt, donde ¢ es un parametro uniformizante en

Py ge K(X). Definimos el residuo de w en P como:

resp(w) 1= respy(g).

Esta definiciéon no depende de la eleccion de t. En efecto, si s es otro parametro

ds

uniformizante y w = udt = zds, entonces u = 2%,

y de la Proposicién 13.4.3 se sigue
que

resps(z) = resP,t(zd—j) = resps(u).

Teorema 3.4.5. (Teorema del Residuo) Para cualquier w € Q(X) se tiene que

Z resp(w) = 0.

pPeX

Prueba. Ver |21, Cor. 4.3.3]. .

Definicién 3.4.6. Sea 0 # w € Q(X). El divisor de w en Div(X) se define como

(W) :== Z vp(w)P.

PeX

Debido a la Proposicién 3.3.2(iii) el divisor (w) estd bien definido. A las diferenciales

w € Q(X) para las cuales vp(w) > 0 para todo P € X se les llama regulares.

Definicién 3.4.7. Un divisor candnico de X es cualquier elemento en la clase de

equivalencia del divisor (w).

Esta definicién tiene sentido debido a la Proposicién 3.3.2(i). Se deduce de que
si wy,ws € Q(X) son diferenciales no cero, entonces existe una funcién racional f €

K(X)* tal que wy = fw; y por lo tanto (wy) = (w1) + (f).

A cada divisor D en una curva X le asociamos el siguiente K-espacio vectorial,

llamado el espacio de Riemann del divisor:
L(D) ={f e K(X)*: (f)+ D =0} uU{0}.

13



El caso en el cual D es el divisor canénico es de especial interés. Sea W = (w) € Div(X)
el divisor canénico de X, donde w es alguna diferencial no cero. Por definicién, cada

f € L(W) satisface (fw) = (f) + (w) > 0. Esto quiere decir que

L(W) ~{w € QX) : w es regular}.

3.5 Género de un campo de funciones

Definicién 3.5.1. El género de un campo de funciones F'/K se define como
g :=sup{deg(D) —dim L(D)+ 1 : D € Div(F)}.

Notar que esta definicién es legitima (el supremo en cuestién existe) dado que la dife-
rencia deg(D) —dim L(D) esta acotada superiormente; Teorema 3.5.3. Mas algebraica-

mente,

g=min{[F: K(f)]: f € F]}.

Existe un entero ¢ tal que dim L(D) = deg(D) + 1 — g cuando dim L(D) > c.
De hecho, elegir un divisor D’ € Div(F) tal que g = deg(D’') — dimL(D') + 1y
sea ¢ = deg(D') + g. Si deg(D) > ¢, entonces dim L(D — D) > deg(D — D’) +
l—g>c—deg(D)+1—g > 1, y de modo que existe un elemento no cero z €
L(D — D’). Considerar el divisor D' = D + (z), el cual es > D’. Observamos que
deg(D) — dim L(D) = deg(D’) — dim L(D’) > deg(D’) — dim L(D’) = g — 1. Luego
dim L(D) < deg(D) + 1 — g, lo cual provee la igualdad deseada.

Con el fin de lograr nuestro segundo objetivo necesitamos primero algunos lemas
técnicos, la mayoria de los cuales involucran la dimensién del espacio vectorial L(D)

asociado a un divisor. Empezamos con el siguiente.

Lema 3.5.2. Sean D; y D, divisores de un campo de funciones F/K con Dy < Ds.
Entonces L(D1) C L(Ds) y dim L(Dy)/L(D;) < deg(D3) — deg(Dy).

El teorema que buscamos ahora se puede obtener.

14



Teorema 3.5.3. Todo campo de funciones tiene género finito. Mas precisamente,
existe una constante ¢ € Z, que sdlo depende de F/K, tal que deg(D) — dim L(D) < ¢
para todo D € Div(F).

3.6 Teorema de Riemann-Roch

Sean X una curva sobre K (denotado por X/K)y f € K(X) una funcién que es regular
en todas partes, excepto en un punto P € X. Si f tiene un polo de orden a lo mas n
en P, esto puede expresarse en términos de divisores como (f) > —nP. Similarmente,
para () € X y m un entero positivo, (f) > m@) — nP expresa ademas que f tiene un
cero en () de orden al menos m. Este uso de los divisores es una herramienta muy util

para describir polos y ceros de funciones.

Definicién 3.6.1. Sea D un divisor de la curva X/K. Definimos

L(D) :={f e K(X)*: (f)+ D >0} U{0}.

Este es el espacio vectorial de funciones racionales de la curva cuyo divisor de polos

estd acotado por D. Se llama el espacio de Riemann del divisor D.

Es claro que L(D) es un espacio vectorial y que a todos los divisores equivalentes les
corresponden espacios vectoriales isomorfos: Para esta segunda afirmacion, asumir que
D ~ D" y entonces hacer ¢ : L(D) — L(D') dada por x +— xz, donde z es el elemento
fijo de K(X) tal que D = D’ + (z). Es bien conocido que dim L(D) es finito para
todos los divisores D de F/K [21]. Esto esta intimamente conectado con el hecho de
que el género de F'/K, esta en efecto bien definido y es finito. Ademads, si deg(D) < 0,
entonces L(D) = {0}.

Observe que si una curva estd definida sobre K y dos divisores equivalentes D ~
D" en X estan definidos sobre K, entonces existe una funcién f € K(X)* tal que

D—D' = (f).
Ahora estamos listos para enunciar el resultado mas importante de este capitulo.

Teorema 3.6.2. (Riemann-Roch)[21, Thm. 1.5.15] Sean W un divisor candnico y g el
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género del campo de funciones F/K. Entonces para todo divisor D € Div(F') se tiene

que

dim L(D) — dim L(W — D) = deg(D) + 1 — g.
Corolario 3.6.3. (i) dim L(W) =g¢;
(17) deg(W) =2g —2;
(113) Sideg(D) > 2g — 2, entonces dim L(D) = deg(D) +1 — g.

Prueba. (i) Hacer D = 0 y obervar que L(0) = K. (ii) Hacer D = W. (iii) En este
caso deg(K — D) < 0, luego L(K — D) = 0. Por tanto dim L(D) = deg(D) +1—g. =

Definicién 3.6.4. Un divisor D se llama especial si dim L(W — D) > 0 y no especial
en otro caso. En el caso de que D sea especial, dim L(W — D) se llama el indice de
especializacién y se denota por i(D). Observe que si deg(D) > 2g — 2, entonces D no

es especial.
Finalizamos con un resultado 1til en el siguiente capitulo.
Teorema 3.6.5. (Clifford) Sea D un divisor tal que 0 < deg(D) < 2g — 2. Entonces

1
dim L(D) < 3 deg(D) + 1.

Prueba. Ver |21, Thm. 1.6.13]. .

El siguiente teorema es de utilidad para curvas que alcanzan su nimero maximo de

puntos racionales, por ejemplo, las curvas hermitianas que se presentan mas adelante.

Teorema 3.6.6. (Hasse-Weil) Sea X una curva sobre F, de género g > 0. El nimero
N :=|X(F,)| satisface que
[N = (q+1)| <2g¢'.

Prueba. Ver |21, Thm. 5.2.3]. .

16



Chapter 4

Cddigos de Goppa

Sean [F, un campo finito con ¢ elementos y X una curva proyectiva nosingular absolu-
tamente irreducible de género g definida sobre [F,. Recordemos lo que estos adjetivos

significan. Como un objeto geométrico, X es una variedad proyectiva de dimension 1.

La propiedad de nosingularidad significa que en cada punto de X esté determinada
una unica direccién tangente. Esta es una condicién que para una curva plana proyec-

tiva puede checarse facilmente.

La condiciéon de absolutamente irreducible garantiza que la curva es conexa en
un cierto sentido. En efecto, si X estd definida por un polinomio homogéneo f en
F,[z,y, 2], la irreducibilidad significa que f no es el producto de dos polinomios ho-
mogéneos no-constantes de menor grado. Absolutamente irreducible es una propiedad
geométrica, lo que significa que f es irreducible sobre cualquier extensién finita de [y,
i.e. la curva X, cuando es vista sobre la cerradura algebraica de [F;, no es una unién
disjunta de otras dos curvas. En términos practicos, cuando X esta definida por la
curva afin f(z,y) = 0, absolutamente irreducible implica que el anillo de coordenadas
F,[z,y]/(f) es un dominio entero y permanece asi cuando el campo es remplazado por
cualquier extension finita. Esto a su vez garantiza que el campo de fracciones tiene

grado de trascendencia igual a 1.

El género g de X es una medida de la complejidad de la curva X con respecto a la

linea proyectiva.
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4.1 Construccion

En esta seccién explicamos como construir cédigos lineales a partir de curvas alge-

braicas, siguiendo las ideas basicas de V.D. Goppa, quien los introdujo en 1981.

Sea X una curva. Sean P,..., P, distintos puntos F,-racionales de la curva X, D
el divisor P, 4 --- 4+ P, y G otro divisor de X definido sobre [, y disjunto de D. En

particular, los P; no son polos de las funciones f € L(G).

Definicién 4.1.1. El cédigo geométrico algebraico o cddigo de Goppa C(X, D, G) es

la imagen del mapeo evaluacién

a: L(G) —F,, [ (f(P),..., f(P)).

Ahora se estiman los parametros del cédigo de Goppa. Su longitud es claramente n

y los otros pardametros se dan en el siguiente resultado.

Teorema 4.1.2. Los pardmetros n, k,d] del cédigo C(X, D, G) satisfacen

(i) k=dim L(G) — dim L(G — D).
En particular, si deg(G) < n, entonces k = dim L(G).

Por otra parte, si 2g — 2 < deg(G), entonces k = deg(G) +1 — g.

(i7) d > n — deg(G).

Prueba. (i) Sea f € kera. Por tanto f se anula en Pj,...,P,. Como Py,..., P, ¢
supp(G), f € L(G — D). Sin > deg(G), L(G — D) = 0; por tanto « es inyectivo y
k = dim L(G). Por otra parte, si 2g — 2 < deg(G), entonces k = deg(G) + 1 — g, por

el Teorema de Riemann-Roch.

(ii) Si d es la distancia minima del c6digo, entonces existe f € L(G) tal que a(f) tiene
peso d > 0. Suponga f(F;) # 0parai=1,...,dy f(P) =0parai=d+1,...,n. Asi,
f € L(G=Py1—---—P,). Como f # 0, deg(G)—(n—d) = deg(G—Pyi1—---—F,) > 0,
asi, d > n — deg(G). .
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Corolario 4.1.3. Sean C = C(X,D,G) un cddigo de Goppa con deg(G) < n y
{f1,..., f} una base del espacio L(G) sobre F,. Entonces {a(f1),...,a(fx)} es una

base de C'. En particular, la matriz

f(P) e fi(B)

flP) - flP)

es una matriz generadora para C'.

Definicién 4.1.4. El entero d¢ := n — deg(C) se llama la distancia de diseno del
codigo C(X, D, G).

El Teorema [4.1.2 establece que la distancia minima d de un cédigo C(X, D, G) es
mayor o igual que su distancia de disenio. La pregunta de cuando se tiene la igualdad

la responde la siguiente proposicion.

Proposicién 4.1.5. Supongamos que dim L(G) > 0 y de = n—deg(G) > 0. Entonces
d = d¢ siy solo si existe un divisor D' con 0 < D' < D, tal que deg(D’) = deg(G) y
dim L(G — D) > 0.

Prueba. Supongamos primero que do = d. Entonces existe 0 # f € L(G) tal que la
palabra cédigo (f(P1),..., f(P,)) € C(X, D, Q) tiene precisamente n —d =n — do =
deg(G) componentes igual a cero, digamos que f(F;;) = 0 para j =1,...,deg(G). Sea
D' = Z?igl(G) P;,. Entonces 0 < D' < D, deg(D') = deg(G) y dimL(G — D) > 0
(ya que f € L(G — D")). Conversamente, si D’ tiene las propiedades citadas, entonces
elegimos un elemento 0 # f € L(G — D’'). El peso de la correspondiente palabra codigo

(f(P1),..., f(P,)) esn—deg(G) = d¢, lo que implica que d = dc. .

Ejemplo 4.1.6. Sea X una curva eliptica sobre F,. Sean Fi,..., P, puntos F,-
racionales en X y sea D := P + --- + P,. Para elegir un cédigo especifico tenemos
que elegir un divisor G' que tenga soporte disjunto de D. Una posible eleccién para el
divisor G es G = m@), donde @ = (0: 1:0) es el punto al infinito en X y 0 < m < n.

Como X tiene género g = 1, el c6digo tiene parametros [n,m,d] con d > n — m.
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4.2 C(Cobdigo dual

En esta seccién se define el cédigo C*(X, D, G), llamado el cédigo de Goppa dual
asociado a la terna (X, D, G).

Continuamos con la notacién anterior. Denotamos por ©(X) al conjunto de diferen-

ciales de X, y dado un divisor £ € Div(X), definimos
Qx(F) ={w e QUX)" : (w) > E}.

Este es un espacio vectorial de dimensién finita, denotada por i(A), y le hemos llamado
el indice de especialidad de A, sobre [F,. En lo que sigue, W es el divisor canénico para
X, W = (w) con w € Qx(F). Claramente, si elegimos una diferencial w’ diferente,

entonces w’ = fw para algin f € F,(X), por tanto (') ~ W.

Definicién 4.2.1. El cddigo de Goppa dual C*(X, D, G) es la imagen de la aplicacion
F,-lineal

o Qx(G—D)— Fy, nw— (resp,(n),...,resp, (1)),
donde resp, (1) es el residuo de 7 en el punto P;.

Observacién 4.2.2. Se puede verificar que si £ € Div(X), entonces la aplicacién
LW — E) — Qx(F), f — fw es una biyeccién. Por lo tanto, equivalentemente,

C*(X, D, Q) es la imagen de
g LW+ D—G)—Fy, [ (resp(fn), ... resp,(fn)).

Teorema 4.2.3. Sean X, D y G como antes, y sean k* y d* la dimension y distancia

minima, respectivamente, del cédigo C*(X, D, G).

(i) k*=dim L(IW +D — G) —dim L(W — G).
En particular, si deg(G) > 2g — 2, entonces k* = dim L(W + D — G).

Por otra parte, si deg(G) < n, entonces k* =n — (deg(G) +1 — g).
(11) d* > deg(G) — (29 — 2).
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Prueba. (1) El kernel de 5* es L(W —G). Sideg(G) > 2g—2, entonces 3* es inyectivo.

La tultima afirmacién se sigue del Teorema de Riemann-Roch.

(ii) Andlogamente como en el Teorema [4.1.2, consideremos una palabra cédigo de
peso d* y observe que, salvo reordenamiento de Py, ..., P,, este c6digo es igual a a*(n)

para un elemento no cero n € Qx(G — (P + - -+ F,)). Por otro lado,
dimQx(G—(Pi+--+ PFPy))=dmL(W -G+ P+ ---+ P,) > 1,
y concluimos que el grado de tal divisor es mayor o igual a 1. .

Por lo visto hasta ahora, es claro que para calcular mas facilmente los parametros
del cédigo y tener una distancia positiva, es mejor elegir los divisores D y GG de modo

que 2g — 2 < deg(G) < deg(D).

Teorema 4.2.4. Los cddigos C(X,D,G) y C*(X, D, G) son duales uno del otro.

Prueba. Veamos primero la inclusién C*(X, D, G) C C(X, D, G)*. Seann € Qx (G —
D)y f € L(G). Mostramos que a(f)oa*(n) = 0. Pero a(f)oa*(n) = Y1, f(P)resp,(n).

Observe que la diferencial f7, perteneciente a Q) x(—D), puede tener polos simples sélo

en el soporte de D. Por lo tanto, Spexresp(fn) =Y i resp(fn) => o f(P)resp,(n).

Concluimos, por el teorema del residuo, que a(f) o a(n) = 0. Ademads, sabemos que
dim C(X,D,G)*" =n —k =n —dim L(G) + dim L(G — D)
— dim L(W + D — G) — dim L(W — G) = k*.
Asf que C*(X,D,G) = C(X,D,G)*. .

El siguiente resultado muestra que cada cédigo de Goppa dual se puede obtener como

un cédigo de Goppa, y viceversa.

Lema 4.2.5. Existe una diferencial, w, con polos simples y residuos igual a 1 en los

polos del soporte de D y tal que C*(X,D,G) = C(X,D,W+ D —G), donde W = (w).
Prueba. Elejir n € Q(X) y f € F,(X) tales que ordp,(f) = —(ordp,(n) +1). La

funcion fn tiene polos simples en Py, ..., P,. Podemos multiplicar fn con una funcion
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racional para obtener residuos iguales a 1 en todos los polos simples. Sea w teniendo
tales propiedades y sea W = (w). Para todo f € L(W+D—G) se tiene que res,, (fw) =
f(P)resp, (w) = f(F;). Entonces a(f) = 5*(f) v asi tenemos C(X,D,W + D — G) =
C*(X,D, Q). .

En la Definicién 2.2.3 dijimos que dos codigos son equivalentes si difieren por una
permutacién fija de las coordenadas. Ahora damos una nueva relacion de equivalencia
entre cédigos, de modo que refleje la relacién de equivalencia entre los divisores de la
curva. A partir de ahora, cuando hablemos de cédigos equivalentes, nos referimos a

equivalentes de acuerdo con la siguiente definicion.

Definicién 4.2.6. Dos cddigos no triviales C; y C, de longitud n, sobre [y, se dicen

equivalentes si existe v € Fy tal que Cy = 7C.

Es claro que la dimension y los pesos de un cédigo no cambian si multiplicamos
por un elemento 0 # v € Fy. Asi, estudiaremos las propiedades de un cédigo salvo

equivalencia.

Lema 4.2.7. Sea D =" | P; como antes, y sean G,G" € Div(X) cuyos soportes son
disjuntos de supp(D), g(F;) # 0, la multiplicacion con g es un isomorfismo entre L(G)
y L(G"), y entre Qx(G — D) y Qx(G' — D). Por lo tanto, C(X,D,G) =~C(X,D,G")
y C*(X,D,G) =~vC(X,D,qG"), donde v = (g(Py),...,9(P,)).

Prueba. Inmediato a partir del Teorema [4.1.2 y de los Lemas 4.2.5 y 4.2.7. .

El siguiente teorema da una condicién equivalente para la existencia de un divisor

G tal que 2G ~ W + D.
Teorema 4.2.8. (Weil) Existe un divisor G tal que 2G ~ W + D si y sélo si D es un
cuadrado en el grupo de Picard Pic(X).

El siguiente objetivo es mostrar que C*(X, D, G) puede verse como C(X, D, H) para

un divisor apropiado H. El siguiente lema es un paso en esa direccion.

Lema 4.2.9. Si existe n € Q(X) con polos simples y residuos iguales a 1 en los polos

del soporte de D y tal que 2G ~ K+ D para K = (n), entonces C(X, D, Q) es autodual.
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Prueba. Sean w y W como en el Lema 4.2.5. Se tiene n = fw par alguna funcion
racional no-cero f. Asi, K+ D — G ~ W + D — G y, por la demostracién del lema
anterior, C'(X, D, K+D—G) = vC(X,D,W+D—-G), cony = (f(FP1),..., f(P,)). Pero
f(P;) =resp,(n)/resp(w) =1, ast, C(X,D,G) =C(X,D,K+D—-G) =C(X,D,W +
D—-G)=C*X,D,G)=C(X,D,G)*. .

Ahora investigamos la relacion entre los pardmetros de los codigos de Goppa.

Lema 4.2.10. Sean 29 — 2 < deg(G) < n, d y d* la distancia minima de C(X, D, Q)
y C*(X, D, G) respectivamente. Entonces

(i) n—deg(@) <d <n—deg(G)+g;

(1) deg(G) — (2g — 2) < d* < deg(G) — g + 2.

Prueba. Las cotas inferiores son demostradas en los Lemas 4.2.5 y 14.2.7, y las cotas

superiores se siguen de la cota de Singleton. .

Corolario 4.2.11. Sean 2g — 2 < deg(G) < n. Si g = 0, entonces los codigos
C(X,D,G) y C*(X,D,q) son MDS.

Nos gustaria ver la distancia minima de un c6digo como una propiedad geométrica
de los divisores D y (G. Siguiendo lo que se hizo en la demostracion del Teorema 4.1.2,
observemos que z € C(X, D, G) tiene peso r > 0si z = «a(f), con f diferente de 0 en r
puntos de {P, ..., P,} y anularse en n —r puntos. Asi, f € L(G — Py 1) — - — Pin))
para algin i € S,,. Se deduce que existe un divisor D’ < D de grado n — r tal que
L(G— D) # 0. En cuyo caso, podemos suponer que « es inyectivo, i.e. deg(G) < n. Si
existe D' < D con deg(D’) = n — d, entonces existe una palabra no cero de peso < d
en C(X,D,G). Asi, la distancia minima de C(X, D, G) es el menor entero d tal que
existe un divisor D’ < D con L(G — D’) # 0. Por lo tanto, la distancia minima de un

codigo puede obtenerse considerando algunos subespacios de L(G).

Analogamente, si deg(G) > 2¢g — 2, la distancia minima de C*(X, D, G) es el menor
entero d* tal que existe un divisor D’ < D de grado d*, con L(W + D' — G) # 0.

Podemos enunciarlo de la siguiente manera: = € C*(X,D,G) tiene peso r > 0 si
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x = [*(f) para algun f € L(W + D — G) tal que fw tiene residuo no cero en r puntos
de {Py,...,P,} y residuo cero en los puntos restances. Entonces fw es regular en
n—r puntos y (fw)+> 7, Pij + G = E, donde E es un divisor efectivo con soporte
disjunto de {Py1),..., P} Asi, G =W ~ — Z;zl Pyjy + E. Reciprocamente, si se
da la ultima igualdad, entonces C*(X, D, ) tiene una palabra de peso r. En resumen,

se ha obtenido el siguiente resultado.

Teorema 4.2.12. La distancia minima d* del cédigo C*(X, D, G) es el menor nimero
de puntos distintos Py, ..., Pya) en el soporte de D tal que, en Pic(X), se tiene que
G-W = Z?; Pi;y — E para cualquier divisor efectivo £ con soporte disjunto de
{Pi(1)7 SR 713i(d*)}'

Argumentando de esta manera podemos calcular la distribucién de pesos; de hecho,
el nimero de palabras cédigo con peso igual a r es igual a (¢ — 1)-veces el nimero
de divisores D’ < D de grado r linealmente equivalentes a un divisor de la forma

G — W + E para algin E € L(0), con supp(D’) Nsupp(E) = (.

4.3 Cobdigos de Reed-Solomon

En esta Seccion describimos los cédigos de Goppa asociados con un campo de funciones
racionales. Este tipo de codigos se conocen como codigos de Reed-Solomon. Algunos de
los c6digos mas importantes usados en la practica pueden obtenerse de manera natural

mediante este tipo de codigos.

En los anos sesenta, I. Reed y G. Solomon publicaron un articulo de alrededor de
cinco paginas bajo el poco ostentoso titulo “Polynomial codes over certain finite fields”;
ver [15]. Su articulo describe una nueva clase de cédigos que ahora son conocidos como
cédigos de Reed-Solomon. En las décadas posteriores a su descubrimiento, los cédigos

de Reed-Solomon han disfrutado de diversas aplicaciones; ver [27].

Ejemplo 4.3.1. Sean F, un campo finito y n = ¢ — 1. Sea # € F, un elemento

primitivo. Para un entero 1 < k£ < n, considere el espacio vectorial de dimensién k,
Ly = {f €F,[T] : deg () < k — 1},
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y el mapeo evaluacién

ev: Ly — Fy, [ = (f(B),....f(B)).

El mapeo “ev” es F,-lineal e inyectivo, ya que un polinomio f € Lj tiene a lo mas k—1
raices. Por lo tanto, Cy := {ev(f) : f € Ly} es un [n, k]-cédigo sobre F,; los cédigos
obtenidos de esta forma se llaman cddigos de Reed-Solomon. El peso de una palabra

0 # ¢ = ev(f) € C}, satisface

w(e) =iz f(B) £ 0} =n—|{i: f(8") = 0}[ = n—deg(f) =n— (k- 1)

Por lo tanto, la distancia minima d del cédigo C} satisface la desigualdad d > n+1—k.

Pero por otro lado, por la cota de Singleton, d <n+1—Fk, asiqued=n+1—k.

El ejemplo anterior sirve de motivacién para el siguiente resultado.

Definicién 4.3.2. Sean X = Pg,, ie. la linea proyectiva sobre Fq. Un cédigo de Goppa
C(X, D, @), se dice que es un cédigo racional sobre F,; donde D = P, + --- + P,, con
los P; puntos F,-racionales distintos y supp(G) Nsupp(D) = 0.

Observacion 4.3.3. El término en la definicién anterior proviene de una equivalencia
bien conocida entre curvas y campos de funciones en una variable. Para la linea
proyectiva X = Py se tiene asociado su campo de funciones F,(X), el cual es un
campo de funciones racionales en una variable (i.e. el campo de fracciones de un anillo

de polinomios).

Hay que notar que la longitud de un cédigo racional es a lo mas ¢+ 1, en particular,
si se trabaja con el campo [y, podemos tener cddigos de longitud < 3. Lo anterior
se debe a que X = PE tiene s6lo ¢ + 1 puntos F,-racionales: los puntos finitos se
corresponden en términos de anillos de valuacién discreta con Fy[T|r_q), con a € Fy,

y el punto al infinito, P, con el anillo Fy[T]7-1).

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Teorema 4.1.2.

Proposicién 4.3.4. Sean C(X,D,G) un cddigo racional sobre Fy, y n, k,d los pard-

metros del codigo. Entonces se tiene
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(i) n<q+1;
(17) k=0 siy sdlo sideg(G) <0, yk=mn siysdlo sideg(G) >n—2;
(173) Para 0 < deg(G) <n—2, k=deg(G)+1, yd=n—deg(g);

(iv) C* es también un cédigo racional.

Prueba. La parte (iv) se deduce del Lema 4.2.5 .

4.4 Cbdigos de Reed-Solomon generalizados

Ahora se extiende la definicion de cédigos de Reed-Solomon, después se ve que estos
son casos especiales de cédigos racionales.

Definicién 4.4.1. Sea a = (a4, . .., ) € F} con los o; distintos, y sea v = (vy,...,v,) €
[y con los v; no-cero. El cddigo de Reed-Solomon generalizado se define como el con-

junto de todos los vectores

(Ulf(a/l)v s 7Unf(an)) € FZ?
con f € F,[T] y deg(f) < k — 1 (para un entero fijo k& < n); este cédigo se denota
como GRSk(a,v).

Observacién 4.4.2. Notar que en la definicién anterior se pide que los «; sean distin-

tos, lo que implica que n < q.

Sia = (6,...,0") yv=(1...,1), entonces GRSk(,v) es el cédigo del Ejem-
plo 4.3.1. Obviamente, los cédigos GRSk(a,v) son [n,k,n — k + 1] c6digos, para
obtener la distancia minima se procede como en el Ejemplo [4.3.1. El siguiente resul-
tado muestra que los cédigos de Reed-Solomon generalizados provienen de la geometria

algebraica.

Proposicién 4.4.3. Todo cédigo de Reed-Solomon generalizado es un codigo racional.

Prueba. Sea GRSk(cv,v) un cédigo con a = (ay, ..., ) vy v = (v1,...,v,). Primero

veamos el caso n = q— 1y «; # 0 para todo . Sea G = kP, con k < n y sea P, un
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punto finito (i = 1,...,n) correspondiente a a;. Sea D el divisor P;+- - -+ P,. Entonces
L(G) = {f € F,[T] : deg(f) < k}, y reordenando los puntos P;, si es necesario, se

tiene que

CX,D,G) ={(f(P1),..., [(Pn)): [ € L(G)} ={(f(B),.... f(B") : f € L(G)},

con 3 un elemento primitivo de F,; éste es el cédigo de Reed-Solomon. Para el caso
general, sea g € F,[T] un polinomio tal que ¢g(P;) = v; (este polinomio existe por
interpolacion de Lagrange). Considere el divisor G = nP, — div(g). El soporte de
G es disjunto del soporte del divisor D = P, + --- + P,. Como cada v; es no cero,
entonces ningin P; es cero (o polo) de g. Por otra parte, L(G) = gL(nPs). Asi, para
f € L(nPy) se tiene que gf € L(G), y entonces

(9f(P1), -, 9f(Pn)) = (0 f (P1), -, onf(Fn)),

lo que demuestra que C(X, D,G) = GRSk(a,v). .

Observacion 4.4.4. Para un cédigo racional C(X, D, G) sobre F,, con longitud n < g,

es posible demostrar que C(X, D, G) es un c6digo de Reed-Solomon generalizado.
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Chapter 5

Diversos tipos de curvas

5.1 Curvas de género cero

En esta seccién vemos como son los cédigos de género cero, es decir, codigos sobre
curvas de género cero. Aqui K es un campo perfecto, por ejemplo, un campo finito o

un campo algebraicamente cerrado.

Lema 5.1.1. Si la curva X es isomorfa a P', entonces para todo divisor efectivo D de

la curva se tiene que dim L(D) = deg(D) + 1.

Teorema 5.1.2. Sea X una curva con al menos un punto racional. Entonces X tiene

género 0 si y sélo si es isomorfa a P'.

Prueba. Toda curva isomorfa a P! tiene género 0: esto se deduce del lema anterior y
del Teorema de Riemann-Roch, tomando a D como un punto racional. Reciprocamente,
sea X/K una curva de género 0 y P un punto racional. Por el Corolario 3.6.3(iii) se
tiene que

dim L(P) =deg(P)+1—g=1+1-0=2.

Existe por tanto una funcién racional no constante f en L(P) tal que (f)+ P > 0,
i.e. f tiene un polo simple en P y no tiene ningtin otro polo. Como P es efectivo y
deg(P) = 1, entonces la desigualdad (f) + P > 0 es valida sélo si (f)s = P. Por lo
tanto, f da un morfismo de grado 1 de X a P!, definido sobre K, ya que f € K(X), y

este es un isomorfismo debido a [17, Cor. 2.4.1]. .
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Recordemos que en la Definicion 4.1.1/ la aplicacién

a: L(G) = Fy, [ (f(P),..., f(P)

es inyectiva si deg(G) < n y la imagen de a define un [n,k,d]-cédigo X. Por el
Teorema 4.1.2, sus parametros satisfacen la desigualdad £ +d > n+ 1 — g. Notemos
que la desigualdad anterior se parece mucho a la cota de Singleton. Comparando ambas

desigualdades vemos que para deg(G) < n,
n+l—g<k+d<n+1. (5.1)

Si X es una curva de género 0, entonces k+d =n+1, i.e. el cédigo asociado es MDS.
Ahora bien, segin el teorema anterior, las curvas de género 0 son todas isomorfas a
la linea proyectiva P!. Por lo que, en resumen, todos los cédigos sobre curvas X de

género 0 son racionales y de tipo MDS.

Ejemplo 5.1.3. Considere la curva X sobre F;: f = X2 —YZ = 0. Esta curva es
nosingular de género 0 y sus puntos racionales son P; = (j: j2:1) con j =0,1,...,6
yQ =(0:1:0). Sean z = X/Z y L(mQ) el espacio vectorial cuya base viene dada
por las funciones z‘ con i = 0,1,...,m. Sea D = Py + --- + Ps. La matriz de chequeo

de paridad para el cédigo C*(X, D, m@Q) esta dada por

1 1
$m<Po) e xm('PG)

y al evaluar las funciones en los puntos se tiene

111 1
01 2 - 6
0 1™ 2m ... 6"

El Teorema [4.2.3 nos da la dimensién del cédigo C*(X, D, m@Q): k* =7 —deg(G) — 1+
0=7—m—1=6—m, asi que m < 6; y el Lema 4.2.10 nos da la distancia minima

d* = deg(G) — g+ 1 = m + 2. En particular, si m = 3, entonces d* = 5.
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5.2 Curvas elipticas

En esta secciéon consideramos cédigos de género uno, es decir, cuando la curva es una
curva eliptica. Este tipo de curvas provee una familia infinita de cédigos con buenos

parametros.

Definicién 5.2.1. Una curva eliptica sobre un campo K es un par (X, 0), donde X

es una curva proyectiva nosingular de género uno y O es un punto racional de X.
Iniciamos discutiendo la relacion entre la distancia minima de un cédigo de género
uno y el grupo de puntos racionales de la curva eliptica.

En la Eq. (5.1) se lleg6 a la desigualdad: n+1—¢g <k+d <n+1. Si X es una
curva eliptica sobre F,, tenemos sélo dos opciones para la distancia minima del cédigo
C(X,D,G):d=n—kobiend=n—k+ 1.

Fijamos alguna notacién para esta seccion:

X/F, es una curva eliptica;

e X(F,) es el conjunto de puntos F, racionales de X;

D ={P,...,P,} es un subconjunto de puntos racionales de X (F,);

G es un divisor de grado k, con 2g — 2 < k < n y supp(G) N D = 0.

Sean G un grupo abeliano con elemento cero O y D un subconjunto finito de G, para

un entero 0 < k < n y un elemento b € G, denotamos (cf. [7])

Na(k,b,D)=[{SCD:|S|=kb=> x}|.
zeS
Sea X una curva eliptica definida sobre F, con un punto racional O. El conjunto de
puntos racionales X (F,) forman un grupo abeliano con elemento cero O, y es isomorfo
al grupo de Picard Div?(X)/P(X), donde P(X) es el grupo de divisores principales.

Denotamos por & a la suma en el grupo X (F,).
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Proposicién 5.2.2. Sean X/F, una curva eliptica, D = { Py, ..., P,} un subconjunto
de X(F,) tal que los puntos racionales (no necesariamente distintos) O, P ¢ D. Sea
G=k-1D)0+P,0<k<n Sea H= X(F,) dotado de la estructura de grupo
con elemento cero O. Entonces el cédigo C(X,D,G) es de tipo MDS si y sdlo si
Ng(k,P,D) =0. Yla distancia minima d es igual an—k si y solo si Ng(k, P, D) > 0.

Prueba. Tenemos dos elecciones para la distancia minima de C'(X, D,G), a saber,

n—kyn—k+1; esto debido a la desigualdad en la Eq. (5.1).

Asi, C(X,D,G) no es MDS, i.e. d =n — k siy sélo si existe una funcién f € L(G)
tal que el vector (f(P1),..., f(P,)) € F} tiene peso n — k. Esto equivale a que f tenga
k ceros en D, digamos, F;,, ..., P, . Es decir, que el divisor principal asociado a f, que

denotamos por (f), satisface
(f)z—-(k-1)O—-P+P,+ -+ P,

lo cual es equivalente a, pues ambas desigualdades tienen grado cero,
(f)=—(k=1)0 =P+ Py +---+P,.

i.e.

Po(k=1)0+P, +--+P,.

Como la ley geométrica del grupo X(IF,) y la ley algebraica del grupo de Picard son

las mismas [17, Prop. 3.4], entonces
P=P,®---®P,

Es decir, Ny (k, P,D) > 0. Se deduce que el cédigo C(X,D,G) es MDS si y sélo si
Ny(k, P, D) = 0. .

Observaciéon 5.2.3. En general, si G es un divisor de grado k£ en X, entonces para
cualquier punto racional @ € X(F,), como deg(G — (k — 1)Q) = 1, por el Teorema de
Riemann-Roch, existe un unico punto racional P € X (F,) tal que G es equivalente a

(k—1)Q + P. Suponga que existen puntos racionales @, P tales que G es equivalente
ak—1)Q+PyPQ¢D,y PQ ¢ supp(D). Sea G' = (k—1)Q + P. Entonces los
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codigos C(X, D,G) y C(X, D,G") son equivalentes en el sentido de la definicién 4.2.6.
Como codigos equivalentes tienen la misma distancia minima, entonces basta considerar

c6digos de tipo C(X, D, (k —1)Q + P).

Ejemplo 5.2.4. Sea X la curva eliptica de Fermat en P? dada por 2 + y3 + 2% = 0.
e Puntos sobre Fy:

Pob=0:1:1),P=(1:1:0), b=(1:0:1).

e Puntos sobre Fy = % = Fy[a] = Fo(a): con « raiz de 22 + z + 1.
Pob=0:1:1),P=(1:1:0), b=(1:0:1),
Pi=(a:1:0), P,=(a+1:1:0), Ps=(a:0:1),
Po=(a+1:0:1),Pr=0:a:1), Bs=0:a+1:1).

e Puntos sobre Fg = (23%% = Fylw]:
Po=(0:1:1),P=(1:1:0),,=(1:0:1),

Qr=w:w*+1:1),Qy=(w?:w?+1:1),Q3=(W*+w+1l:w+1:1),

Qi=(W+1:w:1),Qs5=(WHw:w?:1),Qs=(w+1:w*+w+1:1).

La curva es nosingular si char(FF,) # 3, ya que el sistema

Py +2 =0
322 = 0
322 = 0
no tiene soluciones en P2. Por lo tanto, el género puede calcularse por la férmula de

Pliicker [9, Pég. 169] y es igual a uno. Considere ahora el cédigo C*(X, D, G), donde
D=P+ ---+FyG=aFPyconl<a<T.

e La longitud es 8 por la definicién de C*(X, D, G);
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e la dimension es 8 — a por el Teorema 4.2.3;

e la distancia minima es el menos a por el Teorema 4.2.3.

Por ejemplo, si a = 6, C*(X, D, G) es un [8,2,> 6]-cddigo; mientras que por el Teo-
rema 4.1.2 C(X, D,G) es un [8,6, > 2|-cdodigo.

Calculamos la distancia minima si ¢ = 6. Primero discutimos la dimension del

espacio L(aP,) en algunos casos.

Caso a = 3: En Py = (0 : 1 : 1), consideramos t = z/z como un parametro
uniformizante. La expresiéon x/(y + z) parece una funcién razonable en X (de hecho
lo es casi en todo X). Sin embargo, en Fy la fraccién no tiene sentido. Asi, conviene
encontrar una forma equivalente para f alrededor de Fy. En X se tiene la expresion

v _wlytyz+)
y+z o Y3+ 23 N 2

WU +yz + 2°
2 ]

donde el segundo factor en la derecha es regular y no cero en F,. Esto muestra que
f tiene un polo de orden 2 en F,. Similarmente g = ﬁ tiene un polo de orden 3 en
Py. Segtun esto, las funciones 1, f, g tienen 6rdenes de polos mutuamente distintos y
son elementos de L(3F,). Por lo tanto la dimensién es al menos 3. Ahora, si W es el
divisor canénico de la curva X, entonces el grado del divisor W — 3F, es negativo. El
Teorema de Riemann-Roch implica que el espacio L(3F,) tiene dimensién 3.

2

. 3
Caso a = 6: Se puede mostrar que el conjunto {1, ?ﬁ, ﬁ, (yiz)% (zf;)% (yiz)g} es

una base del espacio L(6F) y las funciones de dicho conjunto tienen polos de orden

0,2,3,4,5 y 6, respectivamente.

Por lo tanto, al evaluar las funciones en los puntos P, ..., Py, encontramos una

matriz generadora para C(X, D,6F):

11 1 1 1 1 1 1
11 « a+1 « a+1 0 0
- 10 1 1 0 0 a+1l «
1 1 a+1 « a—+1 o 0 0
1 0 « a+1 0 0 0 0
11 1 1 1 1 0 0
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Se puede mostrar que existen 6 columnas de la matriz G que son linealmente inde-
pendientes, lo que verifica que la dimensién de C'(X, D, G) es 6. La distancia minima

satisface d > n — deg(G) =8 — 6 = 2. .

Ejemplo 5.2.5. Considere la curva ctibica dada por 4% +y = 2% + x sobre F,. Esta es
una curva nosingular de género uno. Tiene cinco puntos sobre sy, junto con el punto

al infinito:
Pe=(0:1:0,P,=(0:0:1),P3=(0:1:1),P,=(1:0:0),Ps=(1:1:1).

Ya que L(Ps) contiene sélo funciones constantes, entonces considere el divisor G =
2P,,. El espacio L(G) esta generado por {0,1,z,x + 1}, luego una base es {1,z}.
Evaluando estas dos funciones en los 4 puntos racionales restantes obtenemos la matriz

generadora asociada al cédigo C'(X, D, G), donde D = Py + - - - + P,

Es decir,

1111
G:{0011]'

Podemos verificar que el peso minimo es 2, por lo que este es un [4, 2, 2]-cédigo.

Ejemplo 5.2.6. Sea F; = {0,1,a,a}, donde @ = o® = o + 1. Considere la curva X
sobre F, dada por la ecuacién z?y + ay®z + @z?x = 0. Esta es una curva nosingular

de género uno. Sus nueve puntos racionales son
P=(1:0:0,P,=(0:1:0),Ps=(0:0:1),
Pi=(1:a:@),Ps=(1:a:a),P=(1:1:1),
Qr=(a:1:1),Q=(1:a:1),Q3=(1:1:a).

Sean D =P, +---+ Py y G = 2Q1 + Q2. Se puede mostrar que el conjunto

T Y az
r+y+a c+y+a r+y+a

{ }
es una base de L(G).
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e La matriz generadora del cédigo C(X, D, G) es

G —

o O =
o = O
—_ o O

1
o
e}

S =9
— 9 9

que en este caso coincide con una matriz de chequeo de paridad H para el codigo.

e el cédigo C(X, D, G) tiene longitud 6; y por el Teorema [4.1.2] C(X, D, G) tiene
dimensién k = deg(G) + 1 — g = 3;

e por el Teorema [4.1.2 la distancia minima satisface d > n — deg(G) =6 — 3 = 3.
Y como las ternas de vectores columna de H son linealmente independientes,

y cualquiera cuatro de ellas son linealmente dependientes, se tiene que d = 4;

ver [5, Cor. 1.4.14].

De hecho, el cédigo anterior es MDS, ya que satisface que d =n — k + 1.

De manera similar, se puede ver que la curva y?z +yz? = 23 sobre 4 tiene el mismo

nimero de puntos racionales y los mismos parametros que la curva anterior.

El cédigo del ejemplo anterior es peculiar en el sentido de que para cédigos elipticos
cuya longitud sea mayor a ¢ + 1 se tiene que los parametros son los mismos que en
el ejemplo anterior. Este es un resultado debido a C. Munuera [11]. Enunciamos el

resultado.

Proposicién 5.2.7. [11, Prop. 3.4] Sea X una curva eliptica sobre F,. Si el codigo
C(X,D,G) es MDS y su longitud es mayor que q + 1, entonces C(X,D,G) es un

6, 3, 4]-cddigo sobre Fy que proviene de una curva con nueve puntos racionales.

5.3 Curvas hermitianas

Definicién 5.3.1. Sea g una potencia prima. Definimos la curva hermitiana, H, como
la curva plana afin definida sobre F 2 por el polinomio uit! + vt = 1. Esta es una

curva nosingular de género g = (¢*> — q)/2, con ¢ + 1 puntos al infinito.
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Considere la cerradura proyectiva de la curva hermitiana, H : u?t! 4 v9t! = Wi+l
Para las coordenadas w = 0, v = 1, tenemos que u?t! + 1 = 0, y para esta ultima
ecuacion existen ¢+ 1 raices. Estas raices estdn en IF 2 ya que plathle=1) — (=)t =1,
para cualquier potencia de un primo. Asi, u¢°~! = 1, lo cual confirma que las rafces

estdn en [Fp2.

Escribiendo w = 1, tenemos que u*! + ¢4+l = 1. Existen ¢ + 1 valores para v tales
que v¥T! + 1 = 0, asi, existen ¢ + 1 puntos de la forma (0 : a : 1) que pertenecen a la
curva. Ahora, si 8 = v9" 4+ 1 # 0, entonces w4t + 3 tiene ¢ + 1 raices distintas. El
nimero de posibles v’s que satisfacen lo anterior deben ser ¢> — ¢ — 1, ya que, aparte

de ¢? elementos de F 2, ¢ + 1 elementos satisfacen v?™ + 1 = 0.

Por lo tanto, el nimero de puntos racionales de la curva hermitiana es
g1+ @+ D+ (@ —g-Dg+1) =g +1.

En resumen, si ¢ es una potencia prima, entonces existen ¢ + 1 puntos racionales en

la curva hermitiana definida sobre [F 2.

La curva H es uno de los mejores ejemplos de una curva maximal, i.e. con el
nimero maximo de puntos F2-racionales asegurado por la cota de Hasse-Weil; ver

Teorema 3.6.6. Eligiendo a,b, c € Fp2 tales que
a™t=—1, V+b=1 c=—ab%
se deduce que
ab? +c =0,
ac? + alc = a(—a®b) + a’(—ab?) = —a® (b +b7) = 1.
Sean

1 bu+ cv
y y=

T =

u+ av u+av

Entonces se obtiene

(u+ av)T™attt =1

(u+av)™ (Y1 +5y) = (u+av)(bu+ cv)? + (u+ av)i(bu + cv)
= (074 b)ut + (bla + c)uv + (¢ + ba?)uv? + (ac? + a%c)v?.
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De los calculos anteriores podemos concluir que la curva H la podemos definir como

los ceros del polinomio y4+vy = 297! 1a cual es una curva con sélo un punto al infinito.
b

Ejemplo 5.3.2. Considere la cerradura proyectiva de la curva anterior con ¢ = 4 dada
por H : 2° + y*z 4 yz* sobre F14. Es nosingular, ya que las ecuaciones de las derivadas
parciales

Sat =4yt + 2t =yt 4+ 2Py =0,

lo cual se simplifica como
==yt By =0

Cualquier punto singular debe satisfacer + = y = 2z = 0. Es decir, la curva es no-
singular. Sea () = (0 : 1 : 0) el inico punto al infinito. Sean x, = z/y y 2z, = 2/y y
considere la curva plana afin definida por f(z,,1, z,). Al diferenciar se muestra que z,

es un parametro uniformizante en @, asi, ordg(z,) = 1. Tenemos

5 .4 _
T, +z,+z = 0,
5
y?
5
y?
25
zy = z
3 .
zy+ 1

4 —
2yt = T

2z +1) = @

+

1

Por otra parte, vemos que (0,0) = 1, es decir, que —— € Fw[ﬁ]g. Por lo tanto,

29
ordg(z,) = ordQ(zgil) =5-ordg(z,) = 5. Se deduce que

ordg(y/z) = ordg(1/z,) = =5,

y similarmente
ordg(z/z) = ordg(zy/z,) = ordg(z,) —ordg(z,) =1 —5 = —4.

Por la férmula de Pliicker, la curva tiene género 6 y el Teorema de Riemann-Roch
implica que la dimensién de L(11Q)) es igual a 11+ 1 —6 = 6. Ya que tanto x/z y y/z
tiene polos sélo en @, entonces claramente se debe tener que L(11Q)) tiene por base al

conjunto {1,x/z,y/z,x%/2* xy/x?, y*/2*}.
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La representacién de la curva hermitiana del ejemplo anterior es considerablemente
mas util, porque se puede dar una descripcion explicita del divisor candnico de la curva,
de los espacios L(rPs) y de todos los puntos racionales. Para diversas aplicaciones

enunciamos esos resultados en el lema siguiente.

Lema 5.3.3. [21, Lemma 6.4.4] La curva hermitiana definida por y? +y = x4 tiene

las siguientes propiedades:

' 3 _ a(g=1) .
(1) El género de la curva es g = %;

(ii) La curva tiene ¢ + 1 puntos racionales sobre F 2, a saber:
(a) El punto al infinito @ = (0:1:0);

(b) Para cada o € F2 existen q elementos 8 € F 2 tales que 9+ = a1,
(17i) Es una curva mazximal, i.e. alcanza la cota de Hasse- Weil;

(iv) Parar >0, los elementos 'y’ con 0 <i; j<q—1;yiqg+7j(q—1) <r, forman
una base del espacio L(rQ)).

Ejemplo 5.3.4. (Cédigos hermitianos) Considere la curva hermitiana, X, definida por
22 4+1y%2+yz? = 0 sobre F4. Esta curva es nosingular de género uno. Tiene nueve puntos
racionales y un punto al infinito, ¢ = (0 : 1 : 0). Considere el cédigo C*(X, D, a@),
donde D es la suma de los otros ocho puntos racionales, excepto Q).

e La distancia minima satisface a < d* < a + 1;

e sideg(G) < 8, entonces el cdigo tiene dimensién k* = 8 —deg(G)+1—g = 8—a.

Por ejemplo, si a = 5, entonces k* =8 — a = 3;

e Podemos suponer que d* = a ya que el caso d* = a + 1 implica que el codigo

C*(X, D,aQ) es MDS, lo cual se trata en la Proposicién [5.2.7.

Por el Ejemplo 5.3.2, el espacio L(5@Q) tiene por base al conjunto {1,2' = z/z,y’ =
y/z,x? = 2?/2% 2y = xy/2*}. Defina Fy := Flw], donde w? + w + 1 = 0. Sean

P=(0:0:1),P,=(0:1:1),P3=(1:w:1),P=(1:w":1),
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Ps=(w,w,1),Ps=(w:w?:1),Pr=(w:w:l), =W :w:1).

El codigo C*(X, D, aQ) tiene matriz de chequeo de paridad

1 1
z'(Pr) '(Fs)
y'(P) Y (Bs) |
x’Q(Pl) x/Q(P )
PY(R) - 2y (P

y al evaluar las funciones se tiene
111 1 1 1 1 1
001 1 w w w W
01 w W w w w W
001 1 w w w w
0 0 w w2 w2 1 1 w

Observe que si a > n + 2g — 2, el Teorema de Riemann-Roch implica que
k=a—g+1—(a—n—g+1)=n.

En este caso, C(X,D,G) ~ Fp, ie. el cédigo trivial. Por lo tanto, sélo interesan

cédigos con 0 < a < n+2¢g — 2.

Para la curva hermitiana X : 39 +y = 29 se tiene el cédigo C(X, D, G) con
D=P +---+ P, n=¢> los P, son los puntos racionales de la curva X, y G = aQx
es un miultiplo del inico punto al infinito de la curva con 0 < a < n+2g—2. El cédigo

C(X,D,G) esdual a C(X,D,bQ), con b=n+2g —2 — a.

Para encontrar la distancia minima de cddigos sobre curvas hermitianas primero

necesitamos alguna notacién.

El siguiente resultado nos da los parametros principales de un cédigo hermitiano, y
generaliza al ejemplo anterior.
Proposicién 5.3.5. Suponga que 0 < a < ¢>+(29—2), y seab= ¢+ (29—2)—2—m.
Entonces la dimension k de C(X, D, aQs) viene dada por

dim L(aQ), 0<a< g
k=14¢—dmLbQ), ¢ <a<q +(29—2);
m—g-+1, 29 —2<m < ¢,

y la distancia minima satisface d > ¢ — m.
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Prueba. Para 0 < a < ¢* tenemos k = dim L(aQy). Para ¢* <a < @+ (29 —2) y
b=¢q*>+ (29 —2) — 2 — m se tiene que 0 < b < ¢, y entonces

k=q¢"—dimC(X,D,bQs) = ¢° — dim L(bQx).

Las afirmaciones restantes se siguen del Teorema 4.1.2. .

Definicién 5.3.6. Sea X una curva sobre F;, de género g > 2. Seanz € X ya > 1 un
entero. Llamamos a « una brecha en x si dim L(ax) = dim L((« — 1)) y un agujero

en caso contrario.

En otras palabras, a es un agujero en x si y solo si existe una funcién f € F,(X)
teniendo un polo de orden « en z y siendo regular afuera de «a, i.e. (f)s = ax. Si tal

f no existe entonces « es una brecha en .

La condicion del género en la definicién anterior es una condicién técnica que per-
mite mostrar la existencia de puntos importantes en la curva X llamados puntos de

Weierstrass.

Considere el campo Iﬁ'g y el conjunto N de agujeros en el punto Qo = (0:1:0), es
decir,

N :={n>0:existe f € F2(X) con (f)o = nQco}-

Para s > 0, sea

Ny={neN :n<s}

Entonces |[N;| = dim L(sQ4) y para s > 29 — 1 = ¢* — ¢ — 1, el Teorema de Riemann-

Roch nos da que

¢ —q

N =s+1-

Ahora introducimos los principales parametros de los c6digos hermitianos y se gene-

raliza el ejemplo anterior.

Definicién 5.3.7. Para r € Z definimos el cédigo C, := C(X, D,rQ«), donde D :=
Zgil P; es la suma de todos los puntos racionales P; (excepto Qs = (0:1:0)) de la

curva y? + y = x9t! sobre F2. Los cédigos C, son llamados c6digos hermitinanos.
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Parar < 0, L(rQ.) = 0, por tanto C, = 0. Sir > ¢>+ ¢*> — ¢ — 2, el Teorema 4.1.2

implica que
dim C, = dim L(rQu) —dim L(rQu — D) = (r+1—g) —(r—¢* +1—g) = ¢ =n.

Por lo tanto, C es el codigo trivial.

La dualidad de un cédigo hermitiano viene dada en el siguiente resultado, tiene
utilidad también para calcular los pesos generalizados de cédigos hermitianos, lo cual

hacemos en el siguiente capitulo.

Proposicién 5.3.8. |21, Prop. 8.3.2] El cddigo dual de C, es

L _ .
CT — Cq5+q2_q_2_r.

Los casos no triviales de cddigos hermitianos se tratan en el siguiente resultado.

Proposicién 5.3.9. Suponga que 0 < r < ¢® + ¢*> — q¢ — 2. Entonces se satisface lo

siguiente

(i) La dimension k de C, = C(X, D,rQ) viene dada por

L N, 0<r<g
¢ —IN, ¢<r<d+¢—q-2,
donde s = ¢ +q*> —q—2—r.

(i1) Para ¢* —q—2 <71 < ¢ se tiene

q(q—l).

dimC,=r+1— 5

(17i) La distancia minima satisface

qu?’—r.

Si 0 <r<q®y ambos nimeros r y ¢3 — r son agujeros en Qu, entonces d = ¢ —r.
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Prueba. (i): Para 0 < r < ¢, el Teorema 4.1.2 implica que
k=dimC, = dim L(rQ«) = [N;|.

Para® <r <@+ —-q—2ys=¢+¢—q—2—rsetiene que 0 < s < ¢, y
entonces

k=q¢"—dimCO(X,D,sQs) = ¢° — dim L(5Qx).
(ii): Para ¢* —q—2 =29 — 2 <r < ¢*, el Teorema 4.1.2 nos da

q(q—l)‘

dimC, =r+1—g=r+1-— 5

(iii): La desigualdad se deduce del Teorema 4.1.2. La igualdad se demuestra en el

Teorema 6.5.5, junto con una generalizacion. .
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Chapter 6

Pesos generalizados

El concepto de pesos generalizados fue introducido por Wei en [26]. Brevemente recor-

damos esta nocién. Una referencia para cddigos lineales es [5].

6.1 Definicion

Sean K = F, un campo finito y C un cédigo lineal con longitud n 'y dimension k, esto

es, C es un subespacio vectorial de K" con k = dim C.

Definicién 6.1.1. Sean 1 < r < k un entero. Dado un subespacio vectorial D de C,

el soporte de D es el conjunto
supp(D) :={i: 3 (a1,...,a,) € D, a; # 0}.
El r-ésimo peso generalizado de C, denotado d,.(C), esta dado por
d,(C) := min{|supp(D)|: D es un subespacio de C' con dim L(D) = r}.
El conjunto {d;(C),...,di(C)} se llama la jerarquia de pesos del codigo.

Observando que d;(C') es precisamente la distancia minima del cédigo, podemos

considerar a la jerarquia de pesos como una generalizacion de la distancia minima.
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6.2 Algunas propiedades

Esta secciéon se presentan algunas generalizaciones de resultados dados en el primer

capitulo acerca de la distancia minima de un cédigo.

Proposicién 6.2.1. Para un [n, k,d]-cédigo C, los pesos generalizados satisfacen las
desigualdades
0<dy < <dp <n.

Prueba. La desigualdad d,_; < d, se sigue de la definicion; mostremos que es estricta.
Sean D un subcddigo de C' de dimensién r y [supp(D)| = d,(C). Sean i € supp(D) y
D; :={x € D :x; =0}, donde z; es la i-ésima coordenada de x. La dimensién de D;

es 7 — 1 y se tiene que d,_; < |supp(D)| < |supp(D)| — 1 =d,(C) — 1. .
El siguiente resultado generaliza la cota de Singleton.

Corolario 6.2.2. Sea C' un [n, k,d]-cdédigo. Entonces k + d.(C) <n+r.

Prueba. Por induccién en &k —r. Si k—r =0, entonces d, = d, <n=n—k+r
por el resultado anterior. Suponga que d, < n — k + r para algin r < k, por el mismo

resultado, d,_1 < d, —1<n—-k+r—1. .

La matriz de chequeo de paridad de un [n, k, d]-cédigo lineal C' es una matriz H de
tamano (n— k) x n. Las palabras c6digo son entonces vectores renglén x de longitud n
tales que Hx™T = 0. El siguiente teorema da una manera alterna de calcular los pesos
generalizados. Primero definimos (H; : i € I) como el espacio vectorial generado por

las columnas de H, donde I C {1,...,n}. (H; es la i-ésima columna de H.)

Teorema 6.2.3. Sea C' un [n, k,d]-cddigo. Para todo r < k,

d,(C)=min{|I| : |I| — dim(H,; : 1 € I) > r}.

Prueba. Para cualquier I C {1,...,n},sea V= (H;:i € I). Sea

Vei={x eV :x;=0paratodoi €y inHi:O}.

el
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Entonces dim V +dim V° = |I|. Sea d igual al valor del lado derecho de la igualdad en
la afirmacién de este teorema. Sea I C {1,...,n} tal que |I| —dimV =ry |I| = d.
Entonces dimV° = r, V° es un subcéddigo de C, y d,.(C) < [supp(V°)| < |I] = d.
Asi, d.(C) < d. Falta demostrar la desigualdad anterior en la otra direccién. Sea S
un subcédigo de C' con dimS = r y [supp(V)| = d,(C). Sea I C supp(V), entonces
S C Ve, Pero dimV = |I| —dimV*® < |I| —r, asi, |[I| —dimV > r. Suponga
|[I| —dimV = ¢" > r. Entonces S # V° y d,(C) < |supp(V°)| > ||, una contradiccion.
Por tanto |/| —dimV =r y d < d,.(C). .

Proposicién 6.2.4. (Dualidad de Wei)[26, Thm. 3] Sean C' un [n, k,d]-cédigo y C*

su codigo dual. Entonces se tiene que

{d.(C):1<r<k}u{n+1—-d.(CH):1<r<n—k}={1,...,n}

6.3 Sucesion de gonalidades

Ahora definimos la gonalidad de una curva y establecemos algunas de sus propiedades.

Definicién 6.3.1. La gonalidad v(X) de una curva X sobre un campo K es el menor

grado de un mapeo no constante racional de X a la linea proyectiva P!; cf. [14].

Lema 6.3.2. Si D es un divisor de grado deg(D) < v(X), entonces dim L(D) < 1.

Prueba. Si dim L(D) > 1, entonces existe una funcién racional no constante f en X
tal que (f) > —D, de donde se tiene que (). > D. Podemos ver a f como un mapeo
no constante, definido sobre el campo de constantes, de X a la linea proyectiva. El
grado de este mapeo es igual a deg (). < deg(D) < v(X), contradiciendo la definicién
de gonalidad. .

Lema 6.3.3. Sea X wuna curva de género g definida sobre F, y sea N = |X(F,)|
(nimero de puntos racionales de X ), entonces g+ 1 > (X)) > qle. Por otra parte, si

Y(X)=g+1>3, entonces g < 10 y ¢ < 31.

Prueba. Para el lado izquierdo de la desigualdad notar que sobre un campo finito

siempre existe un divisor de grado g + 1 (ver [9]). Por el teorema de Riemann-Roch la
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dimension de tal divisor es al menos 2; ver [9, Thm. 3.2].

Para el lado derecho de la desigualdad notar que bajo un mapeo no constante de
grado y(X) de una curva X a la linea proyectiva, los N puntos racionales de la curva
son mapeados a uno de los ¢ + 1 puntos racionales de la linea proyectiva y la imagen

inversa de un punto en la linea proyectiva contiene al menos v(X) puntos racionales.

Suponga ahora que v = g + 1 > 3. Primero mostramos que tal curva no tiene
divisores efectivos de grado g — 2. En efecto, si tal divisor existe considere el divisor
canénico W, asi, dim L(W — D) > dim L(W) — deg(D) = 2 y deg(W — D) = g. Por
lo tanto deg(W — D) = g < g+ 1 = 7y(X). Pero esto contradice el Lema [6.3.3. Ahora
bien, la curva no tiene divisores efectivos de grado g — 2, lo que implica que la curva
sobre cualquier extensién de grado g — 2 no tiene puntos racionales. Por la cota de

Hasse-Weil, Teorema 3.6.6, tenemos que
¢ +1- 299" <0,
por tanto g < 2log,(2g) + 1. Esto implica que ¢ <10 y ¢ < 31. .

Lema 6.3.4. Sea X una curva de género g. Entonces

(1) v(X) =1 si y sdlo si X es isomorfa a la linea proyectiva.
(17) v(X) =2 siy sdlo si X es una curva eliptica o hipereliptica.
Definicién 6.3.5. Sea X una curva sobre F,. Para un entero positivo r, sea
¥ =7(X,F,) := min{deg(A) : A € Div(X) y dim L(A) > r}.
GS(X,F,) .= {7y, : r € N} se llama la sucesion de gonalidades de X sobre F,.

Observese que el Teorema de Riemann-Roch implica 73 = 0. Enunciamos algunas

propiedades de la sucesién G'S(X,F,) en el siguiente resultado.

Lema 6.3.6. [0, Prop. 11] Sea g el género de X y suponga que X (F,) # 0. Entonces

(i) La sucesion GS(X,F,) es estrictamente creciente;
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(i) vy =g+r—1parar>g+1;
(i17) vy =29 —2;

(i) v >2r—2para 0 <r <g-—1.

Prueba. (i) Sea A un divisor con deg(A) = 7, y dim L(A) > r. Basta ver que existe un
divisor A" con deg(A’) < ry dim L(A") > r—1. Sea A" := A— P, donde P es un punto
racional de la curva X. Tenemos que dim L(A) < dim L(A’) +deg(P) = dim L(A’) + 1.
Por lo tanto dim L(A") > dim L(A) =1 >r — 1.

(ii) Sea A un divisor de X con deg(A) =r +g—1 > 29 — 1. Por el Teorema de
Riemann-Roch, dim L(A) = deg(A) + 1 — g, asi, 7, < r+ g — 1. Considere cualquier
divisor B de grado < r 4+ g — 1. Entonces existe un divisor B’ tal que B < B’ y
deg(B') = r+g—2 > 29 —2. Por lo que dim L(B) < dim L(B') y dim L(B') =
deg(B’) +1 =g =r—1. De esto se sigue que v, > r + g — 1.

(iii)-(iv) Considere la clase del divisor canénico W de X. Entonces deg(W) = 2g —2
y dim L(W) = g, luego 7, < 2¢g — 2. Por definicién de +,, tenemos que 0 <, < 2g—2
para cualquier 1 < r < g. Sea A un divisor con deg(A) = v, y dim L(A) > r. Por
el Teorema de Clifford 3.6.5, dim L(A) < (1/2)deg(A) + 1 =1+ ,/2. Por lo tanto,
r<14~./2=g. Parar=g, v, <2(g—1) =29 — 2. Esto muestra la igualdad en
(ili) y la desigualdad en (iv). .

6.4 Cotas inferiores

El siguiente teorema muestra que la cota inferior dada en el Teorema 4.1.2, para la dis-
tancia minima de un cédigo de Goppa, admite una generalizaciéon para todos los pesos

generalizados d,., pero esta vez involucrando la sucesién de gonalidades GS(X,F,).

Teorema 6.4.1. [0, Thm. 12] Para el cédigo de Goppa C = C(X, D, G), con pardmetros

[n, k,d], se tiene que
d.(C) >n —deg(G)+ para todo 1<r <k.
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Prueba. Sea V,. un subcédigo r-dimensional de C' tal que d,.(C) = |supp(V;)|. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que V, esta generado por r palabras cédigo
de la forma a(fy),...,a(f,), donde fi,..., f. € L(G) son linealmente independientes y
« es la aplicacién dada en la Definicién 4.1.1. Entonces, decir que d,.(C) = |[supp(V}.)]
es equivalente a decir que todas las palabras en la base {a(f1),...,a(f.)} comparten
exactamente n — d,.(C') lugares distintos donde todas las coordenadas son cero. Esto
se puede establecer en término de divisores, a saber, que para cualquier 1 < i < r se
tiene que

donde 0 < A< D, deg(A)=n—4d.(C)y Bi>0parai=1,...,7.

En efecto, como f; € L(G), entonces (f;) > —G. Podemos elegir un divisor C; > 0

tal que (f;) = C; — G. Los Teoremas 4.1.2 y 6.2.1 implican que
deg(G) >n—dy >n—d,,

Asi, deg(G) = b+ n — d,.. Por otra parte, deg (f) = 0 = deg(C;) — deg(G). Estas dos
observaciones implican que podemos escribir el divisor C; como una suma de divisores

A+ B; con deg(A) =n —d, y deg(B) =b> 0.

La independencia lineal del conjunto { f1, ..., f.} implica que el conjunto de funciones

{fi/f1,---, [+/f1} es linealmente independiente y esta contenido en L(B;) ya que

(%):BQ_Blz_Bl, paraizl,...,r.
1

Esto implica que dim L(B;) > r y por la definicién de ~, se tiene que deg(By) > 7.
Como deg (f1) = 0 = deg(B) + deg(A) — deg(G), entonces

deg(G) — deg(A) = deg(G) —n+d,.(C) > ~,,
lo que concluye la demostracién. .

Corolario 6.4.2. Para n > deg(G) > 2g — 2, los pesos del cédigo C = C(X, D, QG)
satisfacen

d.(C)=n—k+r para g+1<r <k,

donde k es la dimension de C'.

20



Prueba. La hipédtesis inicial implica que k = dim L(G) = deg(G) +1—g¢, y

4(C) > n—dea(G) +,
= n—(deg(G)+1—g)+r
= n—k+r

para cualquier r con g + 1 < r < k por el Lema 6.3.6 y el Teorema 6.4.1. Por el
Corolario [6.2.2] se tiene que d,.(C) < n — k + r. Por lo tanto, si 2g — 2 < deg(G) < n,

entonces

d.(C)=n—Fk+r,

para cualquier 7 con g+ 1 <r < k. .

6.5 Curvas hermitianas

En esta seccién se considera un caso mas general de curvas hermitianas que las tratadas
en el capitulo anterior, se establecen algunos resultados que complementan los resulta-

dos ya establecidos sobre c6digos hermitianos.

Ejemplo 6.5.1. Considere la curva afin sobre IF 2 dada por

y!+y=12° s dividea g+ 1.
El género de la curva anterior es g = ("_1)2&. Se afirma que tiene N = 1+ ¢(1 +
(¢ — 1)s) puntos racionales. El punto Qoo = (0 : 1 : 0) es uno de ellos. Sea a € .
Contamos el nimero de elementos o € Fy2 tales que la ecuacion 79+ 71" = o tiene una
raiz § € Fp2. La aplicacién [ +— (7 + [ es la traza de la extension de campos F 2 /F,,
la cual es sobre. Por lo tanto, la ecuacién anterior tiene una raiz en Fgp si y sélo si
a®* e F,. SeaU C F;,

o’ elF, o aecUU{0}.

Por lo tanto, N = q|U| +1 = q(1+ (¢ —1)s) +1. Yaque N = 1+ ¢* + 2gq =
1+ ¢ +4q(g—1)(s—1), la curva y? + y = 2° sobre Fp2 es otro ejemplo de curva

maximal.
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Sea m > 0 un entero. Como en el Lema [5.3.3 se tiene que una base para el espacio

L(mQ«) viene dada por

{2 :0<4,0<j<q—1,ig+sj <m}.

Ahora, basandose en el ejemplo anterior definimos el cédigo mas importante de la

seccidn.

Definicién 6.5.2. Sean m > 0 un entero, X la curva del ejemplo anterior y @), el
punto al infinito. Definimos el cédigo C,, = C(X, D, mQ ), donde D := zlj\il P; es
la suma de todos los puntos racionales de X (excepto Q). El cédigo anterior es una

generalizacion de los cédigos hermitianos.

El codigo Cy, es un cédigo lineal de longitud n = ¢(14-(g—1)s) y si my; < mg, entonces
Ciny € Chy, v por lo tanto los pesos generalizados satisfacen d,.(C,,) > d.(Cy,,) para

todo 7, con 1 <r < ky, donde k; es la dimensién de C,,, sobre F 2.

Proposicién 6.5.3. Sea p, el r-ésimo agujero de Qs y sea {7, : v > 1} la sucesion

de gonalidades de la curva hermitiana X definida por y? +y = 291, Entonces

(Z) T =P1= O;'
(it) v2 =p2 =q;

(ii) v3=ps=q+1.

Prueba. De las definiciones se sigue que 71 = 0 = p; y de la definicién de ~, se sigue
que v, < p,. Sea N el nimero de puntos racionales de X sobre Fp.. Suponga que
72 < q. Entonces los Lemas 6.3.6/ y [6.3.3 implican que N < (¢*+ 1)y, < (¢*+1)(g—1).
Asi, N < ¢*+1, lo cual es una contradiccién al Lema 5.3.3(ii). Esto implica que vy, = q.
El Lema 6.3.6/ dice que 73 > 79 = q¢ > g+ 1. Como 73 < p3 = g+ 1, observando que

v < py, donde p, es el r-ésimo agujero, se obtiene la igualdad. .

Respecto a una cota para los pesos generalizados en general se tiene:
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Teorema 6.5.4. [I, Thm. 4.14] Sean s = q+1 y p, el r-ésimo agujero de Q. Suponga
que 2¢> —q—2 < m < ¢ y que ¢ — m es un agujero de Q. Entonces, para todo

1 <r<yg, donde g es el género de la curva hermitiana, se tiene que

d.(Cr) < ¢* —m +p,.

Ahora se da un resultado que muestra los primeros tres pesos generalizados.
Teorema 6.5.5. (Caso hermitiano) Sea s = ¢+ 1. Suponga que 2¢> —q—2 <m < ¢*
y que ¢° —m es un agujero del punto Q.. Entonces se satisface

(a) di(Cr) =¢* —m;

(b) do(Cp) = ¢* —m+gq;

(¢) d3(Cn) =@’ —m+q+1.

Prueba. Por la Proposiciéon 6.5.3, 71 = 0 =p1, o = q¢=p2y v3 =q¢+ 1 = ps.

Con la observacién previa, el Teorema 6.4.1 para r = 1,2,3, dice que en este caso

d.(Cp) > ¢ —m -+, y por el Teorema anterior d.(C,,) < ¢*> —m + ~,, lo que implica
(a), (b) y (c). .

Ahora, la tdltima parte del Teorema [5.3.9 es (a) en el resultado anterior.

De los primeros trabajos mas relevantes en el area de codigos hermitianos se debe a

Kyeongcheol Yang en su trabajo de tesis doctoral [2§].

Enunciamos algunos de sus resultados en cuanto a pesos generalizados, la gran

mayoria es para la distancia minima y los pesos ds y ds.

Teorema 6.5.6. [1, Thm. 4.16] Suponga que 0 < m < ¢* y que m es un agujero de
Q- Sea k la dimension de C,, y escribamos m = aq+, con 0 < b<a < q—1. Sea p,

el r-ésimo agujero de Q. Entonces
(i) di(Cn) = ¢* —m;

(i) da(Cm) = ¢* —m +q;
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(¢ii) d3(Cp) =¢* —m+q+1sib#0;
(tv) Sib=a, entonces

dr(Cm)ng_m+pr7 4§’T‘§]€—CL—1

(v) Sib=a—1, entonces

dp—i(Cr) =n — 1, 0<i<a-—1;
dr(Cm)ng_m—'—ph 4§T§k’—a

(vi) Si0 < b < a-—2, entonces d.(Cy,) < ¢ —m + p, para todo r con 1 < r <
b+2)(b+3)/2—1.

Teorema 6.5.7. [1, Thm. 4.17] Suponga que ¢* < m < 2¢> — q — 2. Entonces

(i) di(Cm) = ¢* —m;
(i) do(Crm) = ¢° —m+q;
(ii1) d3(Cp) =q* —m+q+1 sim > ¢
(iv) Sim=q*>+aq+0b, con0<a<b<q-—3, entonces
d(Cn) <@ —m+p,, 1<r<(b+2)(b+3)/2—1,

donde p, es el r-ésimo agujero de Q. En otro caso, d.(Cy,) < ¢ —m+p,, para

todo 1 <r <g, yp, es el r-ésimo agujero de Q.

Teorema 6.5.8. [I, Thm. 4.19] Suponga que ¢> < m < ¢® + ¢* — q — 2 y escribimos
m=q¢+q¢—q+alqg+1)+b, con0<ay0<b<q. Entonces para todo1 <r <a+1
tenemos

d,(Cp)) =q—a+r+1

Los pesos generalizados de curvas hermitianas fueron determinados completamente

por A. Barbero y C. Munuera en [1].
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