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Resumen

El propésito de este trabajo es analizar de manera formal y rigurosa un modelo estocdstico de control
hibrido a tiempo discreto y mostrar algunas aplicaciones que ilustren al mismo.

Los espacios de estados y de acciones considerados en el modelo son definidos de manera general
como espacios de Borel y la funcién objetivo es tipo descontado en horizonte infinito. Para dar mds
intuicidn en los resultados, se considerard unicamente el caso en el que la dindmica se rige mediante una
ecuacion en diferencias.

Para dar resultados de optimalidad, se usard como herramienta el método de programacién dindmica
el cual caracteriza a la funcién de costo 6ptima como solucién de cierta ecuacion tipo funcional y los
controles 6ptimos son también obtenidos mediante esta ecuacién. También se mostrard una region clave
contenida en el espacio de estados llamada region de continuidad (o continuacion) la cual determina de
manera 6ptima el tipo de control y dindmica a ejecutar a lo largo del tiempo.

Posterior a ello, se ilustrardn los resultados mediante dos aplicaciones: una que tiene que ver con un
problema de inventario-produccién y otra que trata un problema de acumulacién de contaminacién sobre
una comunidad en la que existen diferentes tipos de contingencias ambientales. Para dar a entender un
poco mads estas aplicaciones, se dard un algoritmo elaborado en el software Mathematica con el fin de
encontrar de manera aproximada los elementos 6ptimos asociados a éstas.

Finalizaremos el trabajo con algunas conclusiones y extensiones a realizarse en un futuro.



Abstract

The purpose of this work is to analyze in a formal and rigorous way a stochastic model of hybrid
control at discrete time and show some applications that illustrate it.
The spaces of states and actions considered in the model are generally defined as Borel spaces and the
objective function is a discounted type in an infinite horizon. To give more insight into the results, only
the case in which the dynamics is governed by a difference equation will be considered.
To give results of optimality, the dynamic programming method will be used as a tool which characterizes
the optimal cost function as a solution of a certain functional type equation and the optimal controls are
also obtained through this equation. It will also show a key region contained in the state space called the
continuity region (or continuation) which optimally determines the type of control and dynamics to be
executed over time.
Subsequently, the results will be illustrated by two applications: one that has to do with an inventory-
production problem and another that deals with a problem of accumulation of pollution over a community
in which there are different types of environmental contingencies. To give a little more understanding
of these applications, an algorithm developed in Mathematica software will be given in order to find
approximately the optimal elements associated with them.
We will finish the work with some conclusions and extensions to be carried out in the future.



1. Introduccion

Un sistema controlado se puede ver como un conjunto de componentes conectadas que interactian
entre si mediante ciertas reglas y en donde el control determina el curso del estado del sistema. En parti-
cular, un sistema dindmico controlado es un sistema en el cual el tiempo juega un papel importante, en el
sentido de que, cuando el control es seleccionado, el estado del sistema evoluciona con respecto al tiempo
de acuerdo a una dindmica (o ley de evolucion).

Los sistemas dindmicos controlados pueden ser clasificados de diversas formas, e.g., por el conjunto
de pardmetros que representan el tiempo (e.g. discreto o continuo) o por el tipo de espacios de acciones y
de estados (e.g. finito o infinito numerable o no-numerable) o también por el tipo de funcién objetivo (e.g.
descontada, promedio, sensible al riesgo). Respecto a la primera clasificacion, hay modelos en los que
se tienen que involucrar ambos tiempos para dar una adecuada interpretacion del fendmeno a modelar.
En el caso de modelos (o sistemas) controlados, el control juega un papel fundamental en cada tiempo,
sea discreto y continuo. Es importante mencionar que dependiendo el fendmeno a modelar, en algunas
ocasiones la interpretacion que se la da a los tiempos continuo y discreto es reemplazada por tiempos
rdpido y lento, ambos discretos. En este trabajo estaremos considerando esta tltima interpretacion.

En afios anteriores, el concepto de control hibrido se cred para hacer frente a fenémenos en los que
bajo condiciones normales, dicho fendmeno evoluciona a través del tiempo (rdpido) por medio de una di-
ndmica estandar, sin embargo en algtin momento cierto evento (endégeno o exégeno) puede presenciarse
haciendo que el modelo original (con dindmica estdndar) se vuelva invélido, lo cual forza al modelador
a reconsiderar los datos del problema haciendo cambios estructurales en el modelo de forma, digamos,
dréastica. Ejemplo de ello seria el problema de acumulacion de contaminacion. En este, un pais consu-
me un bien o producto especifico y como resultado de esto se genera contaminacion. Bajo condiciones
normales de contaminacién nuestro modelo evolucionard de acuerdo a una dindmica estandar, sin em-
bargo cuando la contaminacién sea muy alta se generard un estado extremo, obteniendo asi, un cambio a
una dindmica especial, la cual pueda modelar de forma correcta lo que esta ocurriendo. Otro caso, es el
problema de Inventario-Produccion, en el cual, una empresa tiene una maquina que produce un articulo.
Para su abastecimiento tiene la opcién de producir o comprar ese articulo a los competidores. Bajo condi-
ciones normales nuestra empresa podrd producir su articulo y la cantidad de articulos en inventario serd
modelada por una dindmica estdndar, pero en ciertos casos serd mds beneficioso comprarle el articulo a
los competidores, ya que, genera un menor costo, es ahi donde se activa una dindmica especial. Esto se
podrd ver con mds detalle en los ejemplos del capitulo 4. De esta manera, un modelo hibrido consiste de
una sub-dindmica estdndar la cual es utilizada durante casi cualquier situacion, pero bajo circunstancias
extremas, una sub-dindmica especial se activa, anulando la sub-dindmica estdndar. Estos cambios entre
las sub-dindmicas pueden producir modificaciones estructurales al sistema y al mismo tiempo dan una
oportunidad de redimensionar al estado del sistema.

La manera de cdmo se aplica el control en este tipo de modelos consiste en lo siguiente: cuando la
dindmica estd en su fase de sub-dindmica estdndar (respectivamente sub-dindmica especial), el control
toma valores en un conjunto llamado acciones estdndar (respectivamente acciones especiales). También
existe otro control de tipo no convencional que determina el momento en los que hay que cambiar de
sub-dindmica. Este dltimo control no siempre es permitido y la libertad de su uso dependerd en donde
se ubique el estado del sistema; en particular, existirdn regiones en el espacio de estados en donde es
obligatorio ejercer alguna de las dos sub-dindmicas (estdndar y especial) con sus respectivos controles.

Respecto al estado del sistema, éste consiste en un par, cuya primer componente muestra la descripcion
o medicion real del fendmeno (variable estdndar o rdpida), mientras que la segunda guarda los cambios



estructurales del sistema, mismos que se conocen como configuraciones del sistema (variable especial o
lenta).

En resumen, un modelo de control hibrido consiste en lo siguiente: (1) un estado del sistema con
dos componentes: variable rdpida y variable lenta, (2) dos sub-dindmicas: estdndar y especial las cuales
evolucionan en dos escalas de tiempo: tiempo répido para la estdndar y tiempo lento para la especial. El
cambio entre estas sub-dindmicas puede ser ejecutada a través del controlador por medio del control no
convencional o de manera obligatoria de acuerdo a la ubicacién del estado del sistema y (3) un control que
toma diferentes valores en sus acciones dependiendo en que sub-dindmica estamos ubicados y un control
no convencional que determina el momento en el que habra que hacer cambios entre sub-dindmicas.

Literatura relacionada. El estudio de modelos de control de tipo hibrido es muy vasto y cubre tanto
resultados tedricos como précticos, en modelos deterministicos como estocésticos, a tiempo discreto y
continuo. Por mencionar algunos de estos trabajos desde el punto de vista tedrico, podemos mencionar a
Azhmayakov, et al. [1]], Barles et al. [2], Bensoussan [3]], Bensoussan y Menaldi [4]], Branicky et al. [7],
Borkar et al/ [6]], Dhamarmatti y Ramaswamy [{8]], Lygeros [14], Riedinger et al. [17]], Shainkh y Caines
[18]], Jasso-Fuentes et. al [11]], [[12]. Desde el punto de vista de aplicaciones, especificamente en robdtica,
planeacion de aviones y teoria de automatas, podemos mencionar, por ejemplo los trabajos de Posa et
al [15]], Soler et al. [[19], Tavernini [20]], aunque existen muchas aplicaciones mds en la literatura.

Los aspectos tedricos de esta tesis se basan en la referencia Jasso-Fuentes et al. [[11] en el caso especial
donde la ley de transicién se realiza a través de una ecuacion en diferencias y las politicas de control se
toman de manera no-aleatorizada. En cuanto a las aplicaciones en el trabajo, se hicieron adaptaciones a
este contexto de ejemplos tomados en Kawaguchi y Morimoto [13]] y de Herndndez-Lerma y Lasserre [9].

Contenido de la tesis. El contenido de esta tesis se clasifica de la siguiente manera: después de esta
parte introductoria, el Capitulo 2 consiste en la definicion del modelo, la cual contempla las definiciones
de espacio de estados y espacio de acciones, la introduccion de las politicas de control a tratar y la evo-
lucién el proceso mediante su dindmica. También se dard el concepto de la componente de tiempo y se
mostraré el criterio de optimalidad (funcidn objetivo) con el que trabajaremos a lo largo del documento.
Para finalizar el capitulo plantearemos la solubilidad del problema en el sentido de mostrar que la funcién
objetivo es finita para al menos una politica de control. En el Capitulo 3 se introducirdn las ecuaciones de
programacion dindmica (EPDs) las cuales son una variacién de las ecuaciones cldsicas de programacion
dindmica, ademds de esto se definira el concepto de conjunto de contacto o regién de continuacién. Me-
diante estos ultimos elementos se demostrard la existencia de politicas de control 6ptimas y la existencia
y caracterizacion de la funcion objetivo optimizada, esta ultima vista como solucion de dichas EPDs. En
el Capitulo 4 se trabajardn dos aplicaciones referentes al modelo de control hibrido, las cuales consisten
en (1) un problema de inventario-produccién y (2) un problema de acumulacién de contaminacién. En
estas aplicaciones se mostrard cémo el modelo de control hibrido puede describir de forma satisfactoria
estos fenémenos, ademds de ello, se verificard que cada aplicaciéon cumple las hip6tesis expuestas en el
modelo tedrico y por ultimo se dard una solucién aproximada a las EPDs por medio de un algoritmo; éste
serd desarrollado en el software Mathematica. Para finalizar daremos las conclusiones relacionadas a este
trabajo de tesis, mostrando resultados obtenidos y algunas extensiones del trabajo.



Notacion.

No = {0,1,---} = NU {0}.

A cada espacio métrico Z, lo dotaremos con su o-dlgebra de Borel denotada por B(Z7) y el atributo
medible se referird tanto para conjuntos como para funciones.

M(Z) denota a la familia de funciones medibles g : Z — R U {oco}. Andlogamente M (Z) denota
a la sub-familia de funciones no negativas de M(Z2).

Denotaremos a la familia de funciones medibles y acotadas g : Z +— R por B(Z) y por B (Z) ala
sub-familia de funciones no negativas de B(Z). Estos dos tltimas, serdn dotadas por la norma del
supremo, denotada por || - ||.

A la familia de funciones semi-continuas inferiormente (s.c.i) g : Z — R U {cc} se denotard por
L(X), mientras que al subconjunto de funciones s.c.i. no negativas por L (X).






2. Definicion de modelo

En este capitulo presentaremos las bases para el desarrollo de nuestro problema de control hibrido.
Definiremos los espacios de estados y el de acciones, el sistema controlado que tendrd una naturaleza
aleatoria (o proceso estocdstico controlado) y las politicas de control que llamaremos admisibles. También
se definird la funcidn objetivo a tratar, la cual estard dada por medio de un costo acumulado en horizonte
infinito y su solubilidad en el sentido de encontrar al menos una politica de control que haga finito tal
costo.

2.1. Espacio de estado y acciones

El espacio de estados X de un sistema de control hibrido se considerard de manera general como el
producto X = X7/ x X* de dos conjuntos de Borel, donde las componentes 2/ € X/ y 2° € X* son
llamados el estado rapido y estado lento, respectivamente . Por otro lado, el espacio de acciones denotado
por A, va a ser considerado a través de la unién de dos conjuntos disjuntos de Borel, es decir, A = Af U A®
tal que A/ N A% # (). A estos tltimos se les llama el conjunto de accién répida y el de accién lenta, res-
pectivamente. El conjunto de estado-accion admisible esta dado por el subconjunto medible K C X x A
con X -seccién no vacfa, es decir , ) # A(x/, 2%) C A, para cada (27, 2°) € X.

Ademds asumiremos la existencia de dos conjuntos medibles
DMNCDVCX
tales que:

(a) A(zf,2%) N A7 = () cuando (x/,2°%) € D", esto significa que cuando el estado del sistema se
encuentra en D", el controlador necesariamente debe escoger una accién en A® (accién lenta).

(b) A(x/,2%) N A® = () cuando (27, 2°) € X \ DV, significa que si el estado del sistema estd por fuera
de DV, el controlador necesariamente debe escoger una accién en A’ (accién rdpida).

De la definici6n anterior , los conjuntos D"y DV resultan ser obligatorios para el controlador, ya que
dentro de D"y fuera de DV, el controlador esta forzado a escoger una accion de una naturaleza especifica
(rdpida o lenta). En contraste, cuando el estado del sistema (z/, 2*) se encuentraen DV\ D", el controlador
no tendré una restriccion a priori sobre la naturaleza de sus acciones y éste puede elegir cualquier accion,
sea rdpida o lenta.

2.2. Aleatoriedad y politicas de control

A lo largo de este documento asumiremos la existencia de un espacio de probabilidad fijo, definido
como & := (Q, F, P). Asi pues consideraremos un espacio de Borel fijo denotado por A y a su vez la
existencia de una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) {&;}
con valores en A y definidas sobre £, mismas que tienen distribucién de probabilidad comun y; es decir,
P(& € B) = u(B), paratodot € Ngy B € B(A).

Ahora bien, para fines practicos, consideraremos tnicamente politicas no aleatorizadas (para mas de-
talles sobre politicas aleatorizadas, ver Hernandez-Lerma y Lasserre [9]). A saber, parat € Ny, definimos

11



el espacio H; de las historias admisibles antes del tiempo ¢ de la siguiente manera recursiva: Hy = X,
H, = (Kx A)' x X,y Hy, = K>, todos con el correspondiente producto de o-dlgebras. Un elemento
genérico h; de H,, el cual es llamado una ¢-historia admisible, o simplemente ¢-historia, es un vector de
la forma.

h: = (atg,:pg,ao,fo e ,x{_l,xf_l,at_l,ft_l,a:{,xf) € H,.

Una politica de control admisible {7 };>o es una sucesion de funciones medibles 7, : H; — A tal que
7Tt<ht> € A(x{wf) Vh € H,teN,.
En particular, necesariamente se cumple que
m(he) € Azl x5y N A* si(af,28) e DMy

™ (he) € Al x5y N AT si(af 23) € X\ DV,

Denotaremos por II el conjunto de politicas de control admisibles.

Definimos por I al espacio de funciones medibles f : X — Atal que f(2/, 2°) € A(x/, 2*), para toda
(zf,x%) € X. Si para algin £ € F tenemos que la politica 7 € II satisface que m;(h;) = £(x, 2?) para
todo h; € H; yt € Ny, entonces decimos que 7 es una politica determinista estacionaria Markoviana
o simplemente estacionaria. Ademads de esto, si identificamos las politicas admisibles con la propiedad
anterior, tendremos que [ C II.

2.3. Evolucion del estado y dinamica del proceso hibrido

Asumamos la existencia de dos funciones medibles F' : X x A/ x A - X/ yG: X x A x A — X,
tales que cumplan las siguientes propiedades: Dado un estado inicial (z/,2°) € X y una politica de
control 7 = {a;}; € II, se tiene que:

(wg,:cg) = (:Uf,xs), y ag= 7T0<£L'f,1’8).

parat € N,
(x{—i—lax?-i-l) = (F(:U{axfaahgt)vmf) si a; € A7, (2.1)
sub-dinamica estandar
o)
(${+17$f+1) = G(l’{?xfyat,ft)l si ap € A%, (2.2)
sub-dindmica especial
y

Ay = Wt(ht), Vt € No,

con {&} la sucesion de variables aleatorias i.i.d. con valores en A previamente definidas. También pode-
mos definir la evolucion de nuestro sistema dindmico de la siguiente manera compacta.
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(F(I1{7'xf7at7§t)7$§) S? a; € Af

(x{ﬂvxfﬂ) = F(xi{c?xfaatagt) = (2.3)
Gl 27, a1,&) sia€ A,

a = Wt(ht>. (24)

Intuitivamente, nuestro modelo de control hibrido puede resumirse en dos sub-modelos, en el cual
el modelo de sub-dindmicas rdpidas evoluciona de acuerdo a (2.I]), mientras el de sub-dindmica lenta
evoluciona de acuerdo a (2.2).

Entonces, por el teorema de Ionescu-Tulcea (ver e.g. Bertsekas y Shreve [5] pp. 140-141), para cada
x = (z/,2°) € X y 7 € II, existe una tinica medida de probabilidad P en (X x A x A)*, con soporte
en H, tal que, paratodo B € B(X),C € B(A),D € B(A) yt € Ny,

(@) Pr(z € B)=0,(B).
(b) P;(at € C|ht) = 5ﬂ-t(ht)(0).
(©) PZ(& € Dlhy) = P(& € D) = p(D),
(d) Se tiene que
P;r(@{H?J?fH) € B’htaat) = P(F(${7x§7at7£t) S B!fﬂf@i%) =

M({Q € A|(F(l‘1{7$fvat7 Q)?xf) S B}>1{az€Af} + M({Q € A|G(l’{,]}f,at’ Q) € B})l{atGAs}'
Es claro que
:U’({Q € A|(F(x{,xf,at, Q)axf) € B}) 1{at€Af} = N’({Q € A|F(I’{,flff,(lt, Q) € Bf})é{wf}(Bs>1{at€Af}

donde B/ y B* son las proyecciones de B en X/ y X*, respectivamente.
Definimos las leyes de transicién como:

QB w0 = p({o € MG o a0 € BY) = [ IplFG) % a oluta) @9

Q*(B|a’, 2%, a) := u({g € AlG(z7, 2%, a, 0) € B}) = / I[G(27, 2%, a, 0)]p(do) (2.6)
A
paratodo B € B(X)y B := {2/ € X/|(2/,2°) € B}. Esta notacién ser4 utilizada mds tarde.

2.4. Componente de tiempo y criterio de optimalidad

En este trabajo asumiremos que las transiciones al aplicar la sub-dindmica lenta (o especial) se realizan
de manera instantdnea. De esta manera el tiempo real o componente de tiempo en la k-€sima transicion,
se define por medio de la sucesion de variables aleatorias {t : £ > 0} con valores en N cuyos elementos
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t; representan el numero de veces que, previo a k, la accién en A7 ha sido tomada. La sucesién se define
asi: to(w) = 0y en general, paracada k > 1y w € )

tr(w) = i 145 (a;(w)). (2.7)

Por otro lado, definiremos el costo por unidad de tiempo como la funcién medible [ : KN (X x AT) —
[0, 00), asi como el costo impulsivo (o costo de salto) £ : KN (X x A®) — [0, 00), éste Gltimo también
funcion medible.

Con estos elementos podemos definir el costo por cada transicion como sigue

c(xf 2% a) = 12!, 2%, a)14r(a) + L(2!, 2%, a)1 45 (a). (2.8)

Supondremos ademads que el costo tiene un factor de descuento que no es constante. Esto permite
considerar modelos mds generales que algunos estudiados en la literatura. Asi pues, consideraremos como
factor de descuento a la funcién medible (fija) o : K — [0, 1], la cual, como se puede observar, puede
tomar valores inclusive de cero o uno. Mds supuestos sobre esta funcion se discutirdn mas adelante en la

Hipétesis [2.1]
Dado un estado inicial = := (z/,2*) € X y una politica de control = € II definimos

o) t—1

J(xz,m) = ET Z [c(w{, Ty, ay) Ha(m{, ), ai)] (2.9)

t=0 =0
Ahora impongamos las siguientes condiciones a los elementos de (2.8)) y (2.9).
Hipétesis 2.1. Para cada (r,a) € K:

(a) La funcion costo { es acotada por arriba, mientras que por abajo existe una constante (o > 0 tal que
Uz, a) > L.

(b) La funcion [ es acotada por arriba y no negativa.

(¢) Elfactor de descuento satisface:

(2.10)

alz,a) =1, cuando a € A,
a(z,a) <ag <1, cuandoa € A7,

para alguna constante dada 0 < oy < 1.

2.5. Planteamiento y solubilidad del problema

El problema de control 6ptimo a analizar se define de la siguiente manera: Dado J el costo total
definido en (2.9), queremos encontrar condiciones para la existencia de una politica 7* € II tal que, para
cadazr € X

J*(z) = fnlfIJ(x,W):J(x,W*) VzelX. (2.11)

e

En tal caso decimos que 7* es optima y a la funcién J* se le llama funcion de valor.
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En este apartado veremos que el problema de control 6ptimo planteado arriba, es soluble en el sentido
de que existird al menos una politica de control 7 € II bajo la cual el costo total definido en (2.9) es finito,
luego entonces la funcién de valor J* ser4 finita también.

Para comenzar, haremos uso de la siguiente notacion.

Qf(dz|y7 n, a)(sn(dm) paraa € Af7

dz X d = 2.12
Qs dmly.n.o) {Qs(dzxdm\ym,a) paraa € A° o

Ademés denotaremos por Q(-|z, ) := Q(-|z, f(x)), para todo = := (z/,2°) € X y f € FF.

Definicion 2.2. La probabilidad de transicion en t-pasos Q'(Blz, ) = PX(x; € B) se define de manera
recursiva de la siguiente manera:

Q’(Blx,f) = 6,(B) y Q(Blx,1) ¢=/XQ(B!nvf)Qt_l(d77|ﬂ%f), t=>1,

con dn = dy/ x dy*,yn =1yl xy°.

La siguiente hipétesis es crucial para la solubilidad del problema de control. Esta condicion reemplaza
el supuesto en otros trabajos de considerar el factor de descuento v acotado uniformemente por un valor
menor a 1.

Hipétesis 2.3. Existe una politica de control estacionaria £ € T, y una constante m > 1, tal que para
€ > 0y para todo, z := (v/,2°) € X,

Qm(D|{E7f) S 1 - €,
donde D = {x € X : f(z) € A®}.

La meta sera el demostrar que, bajo nuestros supuestos ya dados, el costo (2.9) es finito cuando utili-
zamos la politica £ € [F de arriba. Esto se verd reflejado en de las siguientes dos proposiciones.

Proposicién 2.4. Supongamos que el estado inicial x = (7, x°) se encuentra en el conjunto D definido
enla Hipétesis Definimos T = min{k > 0 : x; & D} como el tiempo de salida de D. Entonces, bajo

las Hipotesis[2.1]y[2.3] se tiene que

PHT > km} < (1 —¢)* para todo k>0 (2.13)

EX[T) <m/e (2.14)

Demostracion. Demostraremos esta proposicion por induccion matemadtica: Observe que para el caso
k = 0, larelacién (2.13) se cumple trivialmente. Ahora tomemos k = 1, tenemos que

Pxf{T>m}:P$f{x17x2a““7xm € D} Spj{xm € D} :Qm(D|ajaf) < (1_6)7

donde la dltima desigualdad se debe a la Hipétesis [2.3]
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En general, supongamos que el resultado se cumple para k > 1y lo demostremos para el caso k + 1.
En efecto,

PHT > (k+1)m} = PHai,z2, ..., Tpi1m € D}
= E;i [Ei [1{117127~--'7I(k+1)m€D} | ]|
= Ei[limmr o aimeDy B L iz gosyme D} | P
< Bl mmmimeny (1 — )] < (1= ),

en donde en la dltima expresién hemos utilizado la estacionariedad del proceso, el caso & = 1y la hipdtesis
de induccién. Por lo tanto la expresién (2.13) se cumple para todo k& > 0.

Usando (2.13) y la caracterizacion de la esperanza para variables aleatorias no negativas, tenemos que
parax € D,

BT =Y PHT >k} <m) (1-ef=m/e (2.15)
k=0 k=0
O

Proposicion 2.5. Bajo las Hipétesis[2.1) y[2.3} la funcién de valor J* definida en 2.11)) es acotada y por
lo tanto finita.

Demostracion. Definamos dos sucesiones de variables aleatorias {7} },>0y {5, }»>0, como los tiempos de
salidade Dy D¢ respectivamente. De forma especifica definamos 77 = T'y S = min{k > T} : z, € D}
y, parar > 2,

T, =min{k > S, | : zx & D} y S, =min{k > T, : z;, € D}. (2.16)

Podemos notar que si el estado inicial « esta en D, entonces 77 > 0, mientras que si x no esta en D,
entonces 77 = 0. Si para algin r > 1, S, = o0, entonces el proceso no retorna a [J, en caso contrario
si para algin r tenemos que .S, < oo , entonces por argumentos anteriores tendriamos que 7,1 es finito
casi seguramente.

Asfi pues, supondremos primero que el estado inicial = esta en D y haremos la convencién de Sy = 0.
Ahora bien, para algin k£ > 1y para cualquiera w € 2, definamos a ny(w) como la cantidad de veces que
el proceso esta por fuera de D durante los primeros k£ — 1 periodos, es decir

ng(w) = z_: 1pe(x;).

Ya que a(y,f(y)) = 1lcuandoy € Dy a(y,f(y)) < op cuando y ¢ D, tenemos que
D"
k=0

lell +lell D (B2 > agt| +E:
r=1

Sr71<kSTr

J(z,£) < ||l B3

> |

Tr<k<S:
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De esta manera, cuando 7, < k < S, los términos n; se incrementan en uno. Agrupando todos los
términos, obtenemos la serie ||c|| > ak. Por el contrario, cuando S,_; < k < T, el termino n;, permanece

constante y es igual a
r—1

ne=> (S;-T)>r—1

Jj=1

con esto a* < af ', Luego,

el

el Y ag EE (T, — S -

r=1

f) <
Tof) € T

Por la propiedad de Markov, al tiempo S,._; el proceso se encuentra en D y luego por la estacionariedad

del proceso y usando la Proposicién[2.4] tenemos ccc Usando un razonamiento andlogo se llega a la tltma
desigualdad cuando el proceso iniciaen z ¢ D. 0
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3. Programacion dinamica: resultados de optimalidad

En esta seccién vamos a estudiar la solucién del problema de control hibrido (2.11). Para tal fin utili-
zaremos el conocido método de programacién dindmica, el cual consiste en estudiar la solucion de cierta
ecuacion funcional. Resulta ser que la funcién de valor J* definida en (2.11)) es solucién de la mencionada
ecuacion; ademds, bajo ciertas condiciones, la solucion es tinica. Finalmente se veré que el control 6ptimo
se puede obtener a través de este tipo de ecuaciones y mostraremos una region del espacio de estados, lla-
mada region de continuidad (o conjunto de contacto), la cual muestra la manera 6ptima de cambiar entre
dindmicas y aplicar los controles 6ptimos correspondientes a cada una de ellas.

Ecuaciéon de programacion dindmica. Dadas una funcién medible v € M(X) y F como en (2.3),
definimos el operador de programacion dindmica 7w« en X de la siguiente manera:

Tu(z) = inf {c(w,a)—ira(x,a)/

u(F(x,a x = (2f. 2° .
a€A() A (F(z, ,Q))u(dg)}, (x,2%) e X

Tomando en cuenta la naturaleza del modelo de control hibrido, podemos definir los siguientes operadores
Muy Hu en X como sigue:

Mu(x) = inf {E(x,a) + /AU(G(ZL‘7CL, Q))u(dg)}, z:=(2f,2%) € X (3.1)

a€A(z)NA3

Hu(x) = i {l(az,a)+a(:c,a) /

S . f .8
ac€A(z)NAS A“«F(%a, 0), ))M(dé))}a r:= (2, 2°) e X. (3.2)

Por lo tanto, el operador de programacion dinamica 7 puedes ser escrito en términos de éstos operadores
de la siguiente forma:

Mu(x), siz € D",
Tu(x) = < min {Mu(z), Hu(z)}, size DY\ D",
Hu(z), size X\ D".

De lo anterior, definimos la ecuacion de programacion dinamica (EDP) como:
u(z) = Tu(x) paratodox € X, (3.3)

la cual por simplificacion se escribird como u = T u.

En el resto de la seccion, mostraremos que la funcién de valor J* es una solucién de la ecuacion
de programacion dindmica (3.3)), es decir J* = T J*. También se mostrard como se puede obtener una
politica 6ptima de esta ecuacion. En esta tesis trabajaremos el caso cuando las funciones medibles F'(+, d)
y G(-,0), definidas en y respectivamente son funciones continuas en X x A paratodad € A;
esto nos llevard a demostrar que la transicion Q es débilmente continua.

Hipétesis 3.1. Para todo v = (2!, 2°) € X tenemos:

(a) La funcion x — A(x) es compacta valuada y semi-continua superior.
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(b) Las funciones medibles F(-,6) y G(-,0) son continuas en X x A para cada § € A

(¢) Las funciones ¢y o en 2.8)) y (2.9) son semi-continuas inferiores en K

Proposicion 3.2. Bajo la Hipétesis[3.1] la funcion de transicion Q definida en 2.12) es débilmente con-
tinua, es decir, para toda funcion continua y acotada u : X +— R, la funcion

(z,a »—>/ Q(dy|z,a), (3.4

es continua y acotada en K.

Demostracion. El hecho de que es acotada, se sigue directamente de la propiedad de que u es acotada
y Q(-|z7, 2°, a) es una medida de probabilidad para todo (z/, 2%, a) € K.

La continuidad de (3.4) se basa del siguiente hecho: Dada una funcién continua y acotada u : X — R
y un elemento x := (27, 2°) € X, se tiene

[ u(y!, v*)Q (dyf|al , %, a) 6, (dy*) si a € AT,
[ QU x dyle? %) = (5)
X S uy v9)Q(dy! x dy*lal,a%,a)  si a€ A*.

Aplicando la férmula de cambio de variable para integrales y de (2.5)), tenemos
[ )@ @, 015 d) = [ (P, 0% () (.6
X A

Ya que que = +— u(x) es continua y acotada sobre X y (z/,2°,a) — F(z/,2° a,-) es continua en K,
entonces se tiene que (z/, 2%, a) — u(F(z/, 2%, a,-), z°) es continua y acotada. Ahora bien tomemos una
sucesion {(x,, a,)}n>o € K, tal que (2, a,) — (z,a) en K, definamos:

gn(@) = U(F(Z‘n,an, 0)71‘2)‘

Notemos que la sucesién de funciones {g, },>0 es medible y acotada, ademds g,,(0) — u(F(z,a, o), z°),
cuando n — co. Entonces, haciendo tender n — oo, (x,,, a,) — (z,a), y por el teorema de convergencia
dominada,

lim gn(g)u(dp)z/AU(F(x,a, 0),2°)u(do).

n—oo

Esto implica que la funcion
(z,a) — / (z,a,0),x°)u(do),

es continua en K, esto es justamente lo que se deseaba. Andlogamente, sia € A*y u : X — R es una
funcién continua y acotada, de (2.6) tenemos:

[t @ty < dyle.) = [ uGlo.a. 0o 6
X A

Aplicando el hecho de que (z/, 2%, a) — G(z/, 2°, a, -) es continua en K y siguiendo argumentos andlogos
que el anterior, se puede ver facilmente que (3.7)) es continua en K. Asi, Q es débilmente continua usando

su definicion en (2.12). L]
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En lo que sigue presentaremos la definicion de semi-continuidad inferior de funciones y mostraremos
algunos resultados de estas funciones, mismos que nos seran de gran utilidad mas adelante.

Definicion 3.3 (Funciones semi-continuas inferiormente). Dado X un espacio métricoy u : X — R U
{o0} tal que u(z) < oo para al menos un punto x € X. Decimos que u es una funcion semi-continua

inferiormente (s.c.i.) en v € X si
liminf u(x,) > u(x) (3.8)

n—0o0

para alguna sucesion {x,,} en X que converja a .

Recuerde en la parte introductoria de esta tesis que el conjunto de funciones s.c.i. v : X — R U
{o0} se denotard por IL(X ), mientras que al subconjunto de funciones s.c.i. no negativas por LT (X). A
continuacion se dan algunas propiedades de estas funciones. Para mds detalles sobre las demostraciones,
ver [16], [9].

Proposicion 3.4. (a) Siu € L(X), entonces existe una sucesion de funciones continuas y acotadas u,,
en X tal que u, T u.

(b) Dado X un espacio métrico completo y separable, u,v € LT(X), donde u > 0. Entonces u + v €
LX) yuv € LT(X).

Notacion: Para simplificar la notacion, consideraremos de ahora en adelante la siguiente notacién com-
pacta. v := (27, 2°) € X y dy := dy’ x dy?.

Proposicién 3.5. Bajo las Hipétesis[3.1] (b) y (c), para toda w € LT(X) la funcién (x,a) — c(z,a) +
a(z,a) [y u(F(z,a,0))u(do) es s.ci. en K.

Demostracion. Tomemos un punto (x, a) € K, de tal forma que podamos elegir una sucesién (x,,, a,) €
K que converge a (x,a). Dado que u es el limite puntual de una sucesién de funciones mondétonas no
decrecientes, no negativas, acotadas y continuas u,, T u, tenemos que para cada k > 1

h’minf/Au(F(:vn,an,g)),u(dg) Zh’minf/Auk(F(xn,an,g))u(dg) :/uk(F(:c,a, 0))(do)

n—00 n—00 A

donde la dltima desigualdad, se sigue de la continuidad de F en K, ya que al ser u;, una familia de funciones
acotadas y continuas podemos utilizar el teorema de convergencia dominada. Ahora bien por teorema de
convergencia mondtona, se obtiene

liminf/Au(F(xn,an,Q)),u(dg) > lim [ ug(F(z,a,0))u(do) = / u(F(z,a,0))u(do) (3.9)

n—00 k—oo [ A A

esto prueba que la funcion (z,a) = [, u(F(z,a, 0))u(do) es s.c.i.en K.
Asi, el resultado se sigue de la Hipétesis [3.1] (¢) y 1a Proposicién [3.4(b). O
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Para u € LT(X), tenemos que Tu : X — [0, oo] estd definido como:

Tu(x) = inf {c(a:,a)+a(a:,a)/

u(F(z,a, Q)),u(dg)} paratodo x € X (3.10)
a€A(x) A

A continuacion daremos algunos comentarios sobre este operador.
Observacion 3.6. (a) Note que existe la posibilidad que T u(x) sea infinita para algiin punto x € X.

(b) Debido a la no-negatividad de los elementos de T, éste iiltimo resulta ser un operador mondotono,
esto significa que para u,v € LT (X) con u < v, tenemos Tu < To.

Finalmente llegamos a un resultado auxiliar pero crucial para nuestro andlisis.

Proposicion 3.7. Bajo las Hipotesis y para toda u € L7 (X) el operador Tu es s.c.i. y existe
f €T, tal que:

Tu(x) = if {c(x,a)—i—oz(x,a)/

acA(x) A

u(F (2.0, g))u(dm}
= ol 1) + e, 0) [ alF(r.2(0). O)ldo) G

para cada v € X.

Demostracién. Por la Proposici(’)nsabemos que (z,a) — c(z,a) + a(z,a) [ u(F(z,a,0))u(do) es
s.c.i., luego la primera parte del resultado se obtiene usando la Proposiciéon D.5(b) en Hernandez-Lerma
y Lasserre [9]]. La segunda parte de la demostracion concerniente a la existencia de un minimo, se sigue
del hecho de que estamos minimizando una funcion s.c.i. en un conjunto compacto A(x) —ver Hipétesis
3.1fa), luego tenemos que el minimo en (3.10) se alcanza para cada x € X o equivalentemente (3.11) se
sigue —ver mds detalles en Himmelberg et. al. [[10]. [

Ahora definamos recursivamente a uy, para k > 0. Dado u := 0 es la funcién nulaen X y para k > 0,
tenemos uy1 := 7 ug. Vamos a probar algunas propiedades de la sucesion {ug }r>o.

Teorema 3.8. Supongamos que las Hipétesis[2.1] 2.3y B.1| se cumplen, entonces

(@) Para cada k > 0, la funcion uy se encuentra en L™ (X)

(b) La sucesion {ug }r>o converge mondtonamente a una funcion u* € L*(X) con u* < J*.
(¢) La funcion u* satisface u* = T u*

Demostracion. (a) Vamos a verificar que, para cada £ > 0, cada elemento de la sucesion {Uk}kzo es
acotado y son funciones no negativas y s.c.i. Para ello, vemos primero que

Tuy < cfz,a) + a(z, a) /A wn(Fz.a. 0))yu(do),

lo cual da ||ugy1|| = || Tukl|l < |le|l + [Juk||, de aqui sigue que la funcién es acotada. Por otro lado, como
¢ > 0, es facil ver que uy1 = T uy es no negativa y finalmente, por la Proposicién se concluye que
U1 € LT(X) para cada k > 0.
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(b) Vamos a demostrar que la sucesion {uy}r>0 €s mondtona no decreciente. A saber, dado que la
funcién de costo ¢ es no negativa, tenemos que 1y < u;. Razonando de manera inductiva, supongamos
que para k > 1 se cumple que ug_; < ug, por ser 7 mondtono, tenemos que uy < g1, asi {ug }r>o
es mondtona no decreciente, por lo tanto converge a alguna funcién medible y no negativa u*. Resta
demostrar que u*(z) es finita para toda x € X y que u* € L*(X). En efecto, de la Proposicién
tenemos que para cada k£ > 0 existe un selector medible £, € I tal que

U1 () = c(z, £(2)) + alx, £1(x)) /A ug(F(x,fr(x), 0))u(do) paratodox € X. (3.12)

Por otro lado, fijo N € N, nos concentraremos en la decisiones que se toman para la evolucién del
proceso en transiciones {0, ..., N'}. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que cada politica 7 € TI
es vista como una politica de control de problemas con horizonte de planeacion de 0 a N, de la siguiente
manera: 7 = {7, 7y, ..., Ty }. Ahora fijemos 0 < ¢ < N y 7 € II, de tal manera que para cada ¢-historia

hy = (zo, ag, &o, --.., ) € Hy, podemos definir un costo total descontado de ¢ a N, como sigue:
N k—1
JaN(h,g,’ﬂ') = E;O[ c(xk,ak)Ha(xj,ajﬂht]
k=t j=t

Es obvio que J; n(h:, ) depende de la politica 7 en los tiempos {t, ..., N'}; esto es, la funcién depende
del conjunto {7, w441, ..., 7n }. Definamos ahora

Jin(he) == llellf[ Jin(he,m) para hy € Hy (3.13)

y la politica 7}, = {fo, ..., x5} € Il con £; obtenida como (3.12) en el rango {0, ..., N'}, . Nuestro objetivo
ahora es mostrar que, fijando un N > 0, se tendra que

Jin(he) = Jen(he,my) = uny1-e(xe) para cada 0<t<N y h € H; (3.14)

Demostraremos este hecho por inducciéon matematica hacia atrds en ¢:
Sit = N tenemos que paracadaw € [y hy € Hy

JN7N(hN,7T) = E;ro [C(Z'N,CLN)‘]IN = C(.Z'N,T('N(hN)),

y asi

JN,N(hN) = aeIIIL‘I(l/;lN)C(mN,a) = C(l‘N,fo(fL‘N)) = JN,N(hNaﬂ'}k\f) = ul(xN)

Ahora supongamos que (3.14) cumple para ¢ + 1 y demostremos que se cumple para . Tomemos 7 € II
y hy € H,, entonces
k—1

N
Juv(he,m) = EF[ER [ clz,ar) [ ] aleg, a5)hes] 1]
k=t j=t
N k—1

B} [e(ze,a0) + alz, a) EL [ Y clawar) [ eday, ap)lhea ][]

k=t+1 j=t+1
E;ro |:C<xt7 at) + Oé(iUta at) Jt+1,N<ht+17 7T) ‘ ht}

> BT [c(zy, ar) + o(@y, ap)un—i(Te41)| he
= [C(xmﬂt(ht)) +a(mt,7rt(ht))/AuN_t(F(mt,wt(ht),g))u(d@)}
> uny1-¢(Tt)
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y se cumple la igualdad cuando m = 7},. Asi hemos demostrado que parat =0, N >0y z € X.

Jon(x) = Jon(T0, TN) = uny1(T),

y puesto que la funcién costo por etapa es no negativa, esto implica que, paracadax € X, N > 0y
m e Il
un+1(z) < Jon(z,m) < J(x, ™) (3.15)

y asi uy1(z) < J*(2), la cual por la Proposicion2.5] es finita, esto muestra que el limite u*(z) < J*(x),
es finita en X, y asi concluimos que u* € L*(X).

(c)Paratodo k > 0, tenemos que w1 1= Ty, < Tu*yasiu* < Tu*, Ahorabien parala desigualdad
inversa, podemos tomar f, € [F para k > 0 tal que

Upr1(x) = ez, £,(2)) + oz, f1(x)) /A ur(F(z, £x(x), 0))pu(do) paratodoz € X. (3.16)

Ahora bien fijemos = € X arbitrario. Ya que A(x) es compacto, existe una sub-sucesion {k,, },>o, con
fr, (x) = ax, — a* para algin a* € A(x). Fijando alglin ny y suponiendo que n > ng, tenemos lo
siguiente

/ wn, (B, ap,, 0))i(do) = / ws, (F(z, ap,, 0))pu(do). (3.17)
A A

La funcién uy,,, € IL*(X), por lo tanto tenemos que [, uy,, (F(-, -, 0))u(do) es semi-continua inferior en
K. Entonces,

h’rr_l)inf/ uy, (F(z, ag,, 0))u(do) > / ug, (F(z,a", 0))u(do). (3.18)
Usando el teorema de convergencia mondtona cuando ny — oo,
lirginf/ uk, (F(z, a,, 0))pu(do) > / u*(F(z,a", 0))u(do) (3.19)

ahora por la semi-continuidad de c y «, obtenemos

u(z) = ligioglfuknﬂ(x)

> liminf ¢(z, a,) + liminf [a(z, akn)/ up, (F(z, ax,, 0))u(do)]
A

n—o0 n—oo

> c(z,a") + oz(x,a*)/Au*(F(x,a*, 0))p(do) > Tu*(x).

por lo tanto u* = Tu*. O

Una vez que hemos probado la existencia de soluciones de la ecuacién de programacién dindmica
(EPD) en cuestion, haremos un puente entre esta solucion y la funcion de valor J* de nuestro problema
de control hibrido. Esta y otras propiedades estdn dadas en el siguiente resultado.

Teorema 3.9. Bajo las hipétesis del Teorema se tiene:

(a) La funcion dptima de costo descontado J* es igual a la funcion limite u* obtenida en el Teorema 3.8
de hecho J* resulta ser la solucion minima en L™ (X) de la EPD (3.3).
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(b) Existe £ € F para la cual la ecuacion optima J* = T J* alcanza el minimo en £; ésta politica es
optima para el problema de control hibrido.

(c) Si, ademds, J* € BT (X), entonces J* es la iinica solucion de la EPD (3.3) en LT (X) NB*(X).

Demostracion. (a) Sea v € L1 (X) solucién de la ecuacién de programacién dindmica v = Tv. Por la
Proposicion 3.7} existe £ € I con:

v(z) = c(z, £(x)) + az, £(x)) /A v(F(z,£(z), 0))u(do) paratodoz € X (3.20)

Interando la ecuacidn anterior, obtenemos que paracada N > 0y x € X

N t—1 N
o(x) = EI[S elant(z) [] ale f(:m-))} + Ex[o(ay4r) [ ala, f(xi))}
=0 i=0 i=0
N t—1
> E;;[Zc(xt,f(xt))Ha(xi,fm))}
t=0 i=0
Asi cuando N — oo y usando el teorema de convergencia monétona obtenemos:
t—1
v(@) > lim B[ Z e ) [ oo £(2:))] = J(2.1) > () (3.21)

Entonces podemos observar que si v € ILT(X) es una solucién de la EPD, entonces v > J*. De otro lado,
en la Proposicién 3.8 mostramos que u* € L1 (X)) es una solucién de la ecuacién de optimizacién con
u* < J*;asi u* = J*, siendo esta dltima la minima solucién en L™ (X).

(b) Si aplicamos el mismo razonamiento de la parte (a) para v = J*, de (3.21]) obtenemos que:

J(x) > J(x, £) > J*(x);

luego, J*(z) = J(x, f), por lo tanto necesariamente £ € [ debe ser Gptima.

(c) Ahora supongamos a v € L (X) y acotada, la cual resuelve v = Tv. De la parte (a) tenemos
que v > J*. Ahora demostraremos que v < J*. Fijemos x € X y = € II. Claramente, si J(x,7) = o0,
entonces v(x) < J(x, ). Por lo tanto en lo que sigue, supondremos que, J(z,7) < 00

0(a) < efea) + ale.a) [ o(F(@,0,0)lde) paratodo (z.a) € K.
A
Ahora bien, para todo ¢t > 0, tenemos

t

Ezfolen) [Jawailn o] = [Jatwa) [ oo oo

i=0 A

= ﬁa(azi,ai) [c(azt,at) + a(mt,at)/ v(F (24, ay, 0))p(do) — c(%at)]

A

v

H o(z;, a;) [U(xt) — c(xy, at)}
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ahora tomando esperanza £ en ambos lados de la anterior desigualdad, obtenemos

ET [c(xt,at)ﬁa(xi,ai)} > ET [v(xt)ﬁa(xi,ai)}

- E7 |:U(xt+1) H a(z,, ai)}

i=0
sumando la anterior desigualdad parat = 0,1, 2, ....., N, tenemos
N t—1 N
E;’[ c(xy, ar) HOZ(%, ai)] > () — EX [U($N+1) H(x(xi, ai)}
t=0 =0 =0
aplicando limites a ambos lados,
N t—1 N
A 22| 3 etewag JJ o)) 2 v(@) = im Bz [ofeen [Jateica)]

ahora por teorema de convergencia mondtona,
N
J(x,m) >v(x) — lim EI [U(:C]\url) Ha(:ci, ai)],
N—o00
=0
bastarfa demostrar que A}l’m ET [v(x Nt1) Hi]\io alx;, ai)] = 0, para obtener el resultado deseado. Puesto
—00

que v € LT (X) y acotada, se sigue

N N
Jlim 7 [v<a:N+1>_1_Ioa<xi,ai>] < ]ggnooE;[ljoam,ai)} ol

demostremos que A}im E7 [Hij\ioa(mi, ai)} = 0. Suponiendo que se cumple la Hipotesis y que
—00

J(x, ) es finito, consideremos a xo = x y los siguientes conjuntos medibles

Ay = {(zo,a0,&,71,01,&......) € Hy 1 ay € A’} para t >0,
B = {(xo,a0,&),%1,01,&......) € Hyo : a(x4,04) >0} paratodo ¢ >0,

escojamos un historia
(QTo,ao,fo,.Thal,fl, ...... ) € Bﬂlfmlank

Si para algin o, a; € A® para todo ¢ > t,, por la Hipétesis [2.1] tenemos que a(zs, a;) = 1y c(z4, 1) =
U(xy, ap) > L. Yaque (g, ag, &, T1, a1, &1, .. ) € B, se tiene

t—1 to—1
Hoz(xi,ai) = H alxg,a;) >0, YVi>t
i=0 =0
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y asi

[e'e) t—1
Z c(xy, ar) H alz;, a;) = 0.
t=0 i=0
Por lo anterior, el costo total descontado en las trayectorias que pertenecen a B Nlim inf A, es infinito.
Pero por hipétesis J(x, ) es finita, entonces necesariamente P (BNliminf A;) = 0, o equivalentemente

PT(B°Ulimsup A7) = 1.

Tomemos ahora una historia (¢, ag, £, 1, a1, &1, ... ) € B¢. Tenemos que szo a(x;, a;) converge a ce-
ro pues por lo menos un factor de descuento se anula. Por otro lado, tomando un historia (o, ag, &, 21, a1,
&1y ) € limsup A¢, lo cual significa que a; € A/ para un nimero infinito de ¢, y as Hﬁ:o a(z;, a;)
también converge a cero, puesto que a(zy, a;) < «q para un nimero infinito de ¢. En resumen, hemos
mostrado que Hf’:o a(x;,a;) — 0 Pr-casi seguramente. Aplicando el teorema de convergencia domina-
da, concluimos entonces que

N
Jim P [ e =0

que es justamente lo que desedbamos demostrar. Por lo tanto, J(x,7) > v(z), teniendo asi J* > v. En
conclusién J* es la Gnica solucién de v = Tv en LT(X). O

3.1. Conjunto de contacto y region de continuacion

En los Teoremas [3.9)y [3.8] dimos condiciones suficientes bajo las cuales la funcion de valor (2.11)
llega a ser solucién de la EPD (3.3)) y mostramos ademés cémo obtener una politica ptima estacionaria
a partir de la ecuacién de punto fijo J* = T J*. Definiendo a = := (27, 2°) y recordando los operadores
de programacién dindmica (3.1) y (3.2)), definidos anteriormente, obtenemos

MJT*(x), siz € D",
J'(x) = ¢ min {MJ*(z),HJ*(x)}, size DY\ D",
HJ*(z), siz e X\ D".

Ademads, considerando a £ € [F un selector en el cual la ecuacién de punto fijo J* = 7 J* alcanza su
minimo, entonces f € [ es una politica 6ptima. De esto tltimo, es facil ver que si el estado del sistema x
se encuentra ubicado en DY \ D", obtendriamos las siguientes situaciones:

» Si MJ*(x) >HJ*(x) entonces la accién 6ptima £ (z) esta en A7;
= Si MJ*(x) <HJ*(x) entonces la accion optima £(x) esta en A®;
» Si MJ*(x) = HJ*(z) entonces la accién éptima £ () puede ser escogida de A* o A/.

Claramente, cuando el estado = estaen D" o X \ DY, la accién 6ptima necesariamente debe ser escogida
de A% o A/, respectivamente.
Definamos ahora del conjunto D* como sigue:

D*={zeD":J"(x) = MJ(2)},
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A este conjunto se le denomina conjunto de contacto, éste es considerado como la regién 6ptima, en el
sentido que fuera de su cerradura, la regla 6ptima es aplicar una accién en A/, y como consecuencia la
sub-dindmica estandar es activada y una vez que el sistema alcanza el interior de D*, la regla 6ptima es
aplicar una accion en A®, luego entonces se activaria la sub-dindmica especial. La siguiente proposicion
resumird un poco lo mencionado anteriormente.

Proposicion 3.10. Si para cierto estado x, éste esta fuera de D*, la accion optima necesariamente debe
ser escogida en AT, mientras que si el estado x, esta en el interior de D*, la accion optima debe ser
tomada en AS.

Demostracion. En primer lugar, notemos que la regla dptima para escoger una politica de control en
la regién X \ DV, ya fue dada anteriormente durante el desarrollo de este documento, necesariamente
debemos aplicar una accién a € A/. También, la ecuacién de programacién dindmica muestra que
cuando un estado z € DV, pero, x & D*,

J*(z) = min {MJ*(z), HJ*(z)}, (3.22)

entonces necesariamente tenemos los siguientes casos: (a) J*(z) > MJ*(z) o (b) J*(x) < MJ*(x).
Mostraremos que la regla 6ptima, necesariamente serd el aplicar una accién de A/. En efecto, por y
considerando el caso (a) primero, tenemos que min { M.J*(z), HJ*(z)} > M.J*(z), lo cual es una con-
tradiccion. Por otro lado combinando la opcién (b) con , obtenemos que min { M.J*(z), HJ*(z)} <
MJ*(x), con esto, HJ*(z) < MJ*(x), entonces, en virtud de las condiciones dadas al inicio de esta
seccion, tenemos que la regla Gptima seria aplicar el control £(z) € A/,

Ahora bien, si z esta en el interior de D*, también obtendremos dos casos: (a) z € D" o (b) z € DY\ D".
Considerando el caso (a), tenemos que por definicion de las politicas admisibles, necesariamente debemos
tomar un control en A°. Ahora en el caso (b), notemos que la ecuacion (3.22)) se cumple en el interior de
D*, por lo tanto,

min {MJ*(z), HJ*(z)} = MJ*(z) < HJ* ().

Entonces, teniendo en cuenta las condiciones dadas al principio de la seccidn, necesariamente se debe
cumplir que f(x) € A® cuando M J*(z) < HJ*(x), y cuando MJ*(z) = HJ*(x) tenemos la opcién de
escoger a f(x) € A®, con esto obtenemos que si « esta fuera de D*, entonces debemos aplicar un control
de A/, mientras que si  esta en el interior de D*, debemos aplicar un control de A*, que es justamente lo
que desedbamos demostrar. [

Las reglas anteriores, sirven para saber cuando aplicar una accién 6ptima, estas son claras cuando
nuestro estado z, esta dentro o fuera de D*; Sin embargo, nuestras hipétesis son insuficientes para dar
una regla de eleccion cuando nuestro estado x, este en la frontera de D*, (0D*). Una condicién suficiente
es extender la proposicion anterior sobre todo el espacio de estados X y asumir que el conjunto D* es
cerrado (abierto); Otra condicion suficiente puede darse en el espiritu de la continuidad MJ* y J*. La
siguiente proposicion nos dara la regla de eleccién de nuestra politica 6ptima en 0 D*.

Proposicion 3.11. Asumamos que J* y MJ* son funciones continuas en X. Entonces el conjunto de
contacto D* es cerrado, lo cual implica que la accion optima a escoger en 0D* debe pertenecer a A®.

Demostracion. Tomemos una sucesion {xy }x>o en D*, tal que x;, — x, para algin = € X. Entonces,
para cada k, tenemos
J*($k> = MJ*(Ik), k Z 1.
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Tomando limites a ambos lados de la expresion anterior, y usando la continuidad de J* y M J*, tenemos
J*(x) = MJ*(x), asi x € D*, lo que implica que D* es cerrado.

En efecto la accidn 6ptima que debemos escoger en 0 D*, debe estar en A®, esto se sigue de la proposicion
anterior y al tener que D* = D* por ser cerrado. 0

El conjunto de contacto D*, nos permite definir un conjunto que llamaremos regién de continuacion,
ésta en muy comun en los problemas de control impulsivos. La regiéon de continuacién simplemente es el
complemento del conjunto de contacto D*.

Los resultados obtenidos a lo largo de este documento nos dan bases s6lidas para poder entender de
forma correcta lo que es un modelo de control hibrido, desde su planteamiento hasta su desarrollo. En
esta tesis nos basamos en las ecuaciones de programacién dindmica para caracterizar la funcién de valor
y mostrar la existencia de politicas de control 6ptimas. Sin embargo, creemos muy conveniente mostrar
algunos ejemplos, los cuales serdn desarrollados en la siguiente seccion.
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4. Aplicaciones

En esta seccién nos ocuparemos en dar dos aplicaciones relacionadas con modelos de control hibri-
do. El objetivo es mostrar de forma explicita la ecuacién de programacién dindmica y dar soluciones
aproximadas usando mathematica como herramienta para el andlisis numérico en cada ejemplo.

4.1. Problema de Inventario y Produccion

Consideremos un sistema de inventario y produccién en el que una compaiiia produce un solo tipo
de articulo. La produccion es efectuada por una maquina, la cual tiene una tnica configuracion prede-
terminada. La variable aleatoria xf representa el inventario del articulo en el tiempo ¢ > 0, la cual to-
ma valores en Ny. Asumiremos que la variable z; es constante igual a A, en consecuencia el conjunto
X?® = {A}; esto quiere decir que s6lo estaremos considerando la configuracién de que la(s) maquina(s)
de produccién siempre estdn en funcionamiento. En cada periodo de tiempo ¢, la variable de control a;
puede ser alguna de las siguientes opciones: (a) el articulo producido por la compaiiia o (b) el articulo
que compra la compafiia a competidores externos. Asumamos que esta dltima tiene una capacidad de al-
macenamiento C' < co, de esta manera el conjunto de acciones y el de acciones admisibles estardn dados
por A={1,....C},U{l,...Cley A(z/,2*) = {1,....,C — 2/}, U{1,....,C — 2/}, respectivamente,
donde los conjuntos {1,..,C},y {1,....,C}. (resp. {1,.....C — 27}, y {1,..,C =2/}, ), son los articulos
que son producidos por la empresa y los que son comprados a los competidores.

Denotaremos el conjunto donde tomaremos acciones especiales por D" := {0}, es decir, no existe
una accion especial obligatoria para el controlador o en otras palabras, la empresa no esta obligada a
comprarle articulos a los competidores. Por otro lado nuestro DV = X, donde X = {0,---,C} x {A}.
Como se menciond anteriormente, hemos asumido que z} para cada ¢t > 0, es una constante igual a A, asf
que podremos asumir que la variable X* es irrelevante para nuestro problema. Por lo tanto la dindmica
del sistema se rige de la siguiente manera.

tly=al+ta—& siae{l,...C—af}, @.1)

sub-dinamica estandar
al = a] +a si a,€{1,....,C —xf}e, (4.2)
N—————

sub-dindmica especial

donde {&;}; es una sucesion de vv.aa. i.i.d definida en el espacio de probabilidad £ = (2, F, P), con
distribucién comin uniforme p la cual toma valores en el conjunto A = [0, C] y representa el nivel de
demanda del producto.

Asumiremos que la demanda cumple lo siguiente:

P(& #27) >0, Val €Ny, (4.3)

esto implica que la propiedad anterior se cumple para cualquier &; pues la sucesion {&; }; es idénticamente
distribuida. Note también que la condicién anterior (4.3)) no es nada fuerte, pues de cumplirse lo contrario,
se seguiria que &, es constante (con valor z/) para toda ¢ > 0, lo cual trivializa el problema.

Entonces, resumiendo, nuestros elementos quedan de la siguiente manera: X := {0,--- ,C'} x {A}
(o simplemente X = {0,---,C}), A = {1,....,C},U{1,...,C}.y A(z',2*) = {1,...,C — 27}, U
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{1,...,C — 27}., D" = {0}, y DV = X. De esto tltimo, podemos notar que X \ DV = (), es decir,
no existe la posibilidad de producir el producto o de comprarlo de forma obligatoria, asi en cada instante
de tiempo, la empresa tendré la opcion de comprar el articulo o producirlo dependiendo de lo que mas le
convenga.

Definamos ahora el costo de inventario-produccién [/, dado por:

I(x!,a) = () + Lt (4.4)

Donde [; es una funcién continua no-negativa que representa el costo de produccién que depende de
la cantidad de articulos en inventario, mientras que [, > 0 denota el costo de inventario por unidad de
producto. Por otra parte, nuestro costo de impulso estd definido como sigue:

((x!,a) .= p(z')a, 4.5)

donde p(x/) > 0 es una funcién continua que representa el costo del producto a comprar un articulo, este
dependerd de la cantidad de articulos se tengan en inventario.
El operador de programacién dindmica 7, para cualquier funcién v € L*(X) y 2/ € X, estd dado
por:
Tu(z’) = min {Mu(zf), Hu(z')}, paraz’ € N,.

donde M y H, estdn definidos como en (3.1) y (3.2) respectivamente. De manera explicita y extendida,
se tiene que estos operadores tienen la siguiente expresion

Mu(z!) = ae{1 ..lf.né—zf} {p(eDa+ue’ +a)} (4.6)

Hu(z) = inf {ll(xf)a + Lol + a2z’ a) /

I+ a—o)u(do) . 4.7
a€{l,....C—al}, A“(x +a— o)u( Q)} 4.7

Ahora bien, el problema de control hibrido consiste en hallar una politica 7*, que este conformada por
una serie de decisiones de produccién y compra , tal que (2.11)) se satisfaga en este contexto de inventario-
produccion.

Lo que sigue es verificar que las hipdtesis expuestas en esta tesis se satisfacen para este ejemplo. A
saber, para r/ € X y a € A(x/), consideremos los costos y , verifiquemos que estas funciones
cumplen la Hipétesis [2.1] Por definicién, los costos anteriores son no-negativos. Por otro lado, tomando
en cuenta que el inventario tiene capacidad maxima igual a C', se pude ver que las funciones de costo estan
acotadas como sigue

I(xf a) < (@) +1)C < (My +1,)C y (2, a) < p(a))C < M,yC,

En lo anterior hemos usado el hecho que no podemos producir o comprar mds articulos una vez el in-
ventario nivel de inventario alcance su capacidad total C', ademds de considerar a M; = maxys ll(a:f )
y My = méaxy; p(x/), estos maximos son finitos debido a la continuidad de las funciones en el espacio
compacto X/ . Gracias a esto tenemos y son no-negativas y acotadas.
Por ultimo, definamos,
by = min p(a))
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Asi, se puede deducir ficilmente que, /(x/,a) > £, > 0. Por lo tanto las funciones y , verifican
la Hipétesis Respecto al factor de descuento o : K — [0, 00), podemos seleccionarlo de tal forma
que también cumpla la Hipétesis [2.1(c) y de esta forma, la Hipétesis [2.1] se cumple en su totalidad.

A continuacion vamos a verificar que se cumple la Hipotesis pare ello usaremos la politica esta-
cionaria

t(zy=0e{1,....C -2}, (4.8)

Dada la politica anterior, es claro que D = D" = (), donde D es el conjunto considerado en la Hip6tesis
este dltimo hecho es debido a que no existe z € X/ x {A} para la politica anteriormente escogi-
da tal que, f(z/) € X*. Asi pues, se sigue que, existe m = 1, f € F como en #.8) y ¢ > 0 tal que
Q(D|z',£) <1 — &, lo cual garantiza la Hip6tesis

Por ultimo, verifiquemos que se cumple la Hipétesis [3.1] Demostremos primero que la funcion costo
por etapa c(+), definida por:

c(@!,a) =1zl a)liucqo. . cmwiyy T 0 ) Luen . omuiyeys (4.9)

es semi-continua inferior; ésto se reduce a demostrar que tanto [ como ¢ son funciones s.c.i en K. Consi-
deremos {(z/, a,)}n>0 una sucesién en K, la cual converge, es decir, (z,a,) — (z/, a) en K. Entonces

ll (xfl)an + l2$£ — ll (acf)a + lgxf,

Asf cuando n — oo, I(z!, a,) — I(x/,a). Como consecuencia, se concluye que [ es s.c.i. Un razona-
miento andlogo, nos llevara a concluir que ¢ es semi-continua inferior. Por lo tanto la funcién costo por
etapa (4.9) es también s.c.i. Por otra parte, podemos considerar de inicio que nuestro factor de descuento
a : K — [0,00) sea una funcién s.c.i. y que cumpla las hipétesis correspondientes expuestas en este
documento.

Para finalizar, F'(2/,a,&) = 2/ +a— ¢ y G(27, a) = 2/ + a son funciones continuas en Ny x A para
cualquier £ € A. Bajo estas condiciones y gracias a la Proposicién las leyes de transicién Q7 y Q°
son débilmente continuas.

Una vez que nuestras hipétesis han sido verificadas, los Teoremas [3.8]y [3.9) garantizan la existencia de
una politica 6ptima estacionaria £* € [ que minimiza el costo total descontado

t—1

Tt Z { Dot bal) 1o ooy +oleDad en e, }}HO‘ ofa)].

Ademids el costo 6ptimo (funcién de valor) asociado a la esperanza de arriba, es solucién de la EPD (3.3).
Para concluir, plantearemos las ecuaciones de programacion dindmica para este ejemplo, ademads de
presentar un algoritmo, el cual nos ayudard de forma aproximada a encontrar la soluciones deseadas.
Recordemos que para encontrar la solucién, en este caso, debemos plantear el siguiente sistema con con-
dicién inicial a resolver:
up(x') =0

uy(2') = min { Mu,_1(2f), Hu,—1(2/)} para n>1,
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donde M y H estarian definidas como en y (4.7). Recordemos que nuestro objetivo, es calcular
lim u, (%), ya que, por los Teoremas [3.8|y este limite es igual a J*(x/), que es justo lo que estamos
n—oo

buscando.

Desarrollaremos ahora el algoritmo en el software Mathematica, el cual, mediante métodos numéricos
nos ayudara a dar una idea de la solucién explicita al el sistema anteriormente planteado, dindonos una
aproximacion de la funcién de valor.

Con esto en mente y con la finalidad de ilustrar los cdlculos, se tomardn como valores para la capacidad
de inventario C' = 6 y el inventario con valores z/ € {0, 1, ...., 6}. Tomaremos también valores fijos para
los costos de compra, costos de produccion, el costo de inventario y factor de descuento, éstos serdn
los siguientes: p(zf) = {p(0), p(1), p(2), p(3), p(4), p(5), p(6)} = {5,4,3,2,1,1,0.8}, andlogamente
tendremos a ll(l’f) = {ll (O), ll(l), l1<2), ll(3>, ll (4), l1(5), ll (6)} = {5, 45, 4, 3, 2, 1, 08} s l2 =3 y
a(z!,a) = § paratodo (z/,a) € K.

A continuacion se presentara el cddigo correspondiente, con los datos iniciales anteriormente men-
cionados:

Module [{ x, Lista 7,

Lista = { };

rho={5,4,3,2,1,1,0.8};

ele={5,4.5,4,3,2,1,0.8};

For[ x =0, x <= 6 , x++ , Print[" Para x = ", x , " tenemos que : "];

Inicialslow [j_]:= O;
Inicialfast [j_]:=
M[j] = Inicialslow [j];
H[j] = Inicialfast [j];
gljl = Min [M[j],H[]1];

|
o

uljl = gljl;
For[ i =1, i <= 10 , i++,
M[j] = MinValue[{(rho[[x]]*a) + N[ulx+all; 1 <= a <=6 - x },{a}];

H[j] = MinValue[{(ele[[x]]*a) + 3x + 1/9 N[(Expectation[u[x+a-\xi],\xi
- UniformDistribution[{0,6}]11), 1<= a <= 6-x},{a}];
ulj] = Min[M[j1,HL1T;

Print[" El operador M[x], en la etapa ", i , " es: ", N[M[jIl]1];
Print[" El operador H[x], en la etapa ", i , " es: ", N[H[j]]];
Print[" El operador u[x], en la etapa ", i , " es : ", N[ul[j]l];
1;

AppendTo[Lista,N[ul[jl]]; Lista
1; Print[Listal
1.

Este algoritmo es de convergencia rdpida, ya que, a lo mds en la octava iteracion se alcanza la conver-
gencia para cada x € {1, ....,6}. Aunado a que dicho algoritmo nos da el costo 6ptimo, también logramos
obtener las acciones Optimas , esto es gracias a la arreglo Print, el cual en cada iteracién nos imprime
el valor de los operadores M|[z| y H|[z]| para saber el origen del minimo. Se presentardn algunas tablas
donde se pueden observar los cdlculos realizados, éstos estardn basados en la variacion de la cantidad de
inventario. Se hace notar que en la tltima columna se especifica el vector 6ptimo del tipo de dindmica.
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Solucién Ecuacién Programacién Dindmica, zf = 0

Cantidad de Iteraciones | M (x) H(x) u,(0) Dindmica ptima
n=1 5 5 5 f/s
n=2 10 5.55556 | 5.55556 (f/s, f)
n=3 10.5556 | 5.61728 | 5.61728 (f/s, [, f)
n=4 10.6173 | 5.62414 | 5.62414 (f/s £ f, )
n=>5 10.6241 | 5.6249 | 5.6249 Fls F L F 0D
n=7 10.6249 | 5.62499 | 5.62499 (f/s, [, . 1 6 1 F)
n=38§ 10.625 5.625 5.625 (f/s, L L LT F)
n=9 10.625 5.625 5625 | (f/s, [, [, L 061 f)

Tabla 1: Ningtn articulo en inventario.

Solucién Ecuacién Programacién Dinamica, 27 = 1

Cantidad de Iteraciones | M (x) H(z) un(1) Dindmica éptima
n=1 4 4.5 4 s
n=2 8 4.94444 | 4.94444 (s, f)
n=3 8.94444 | 5.04938 | 5.04938 (s, f, )
n=4 9.04938 | 5.06104 | 5.06104 G D
n=5 9.06104 | 5.06234 | 5.06234 G f o )
n=6 9.06234 | 5.06248 | 5.06248 G D
n=7 9.06248 | 5.0625 | 5.0625 | (s f. f. f. fo f. )
n=8 9.0625 | 5.0625 | 5.0625 | (s, [, . . Fo o Jo )
n=9 9.0625 | 5.0625 | 5.0625 | (5. fo fofo fofo o Fi )

Tabla 2: Un Articulo en inventario.

Solucién Ecuacién Programacién Dinamica, 27 = 2

Cantidad de Iteraciones | M (x) H(zx) un(2) Dindmica éptima
n=1 3 4 3 s
n=2 6 4.33333 | 4.33333 (s, f)
n=3 733333 | 448148 | 448148 G LD
n=4 7.48148 | 4.49794 | 4.49794 G D)
n=>5 749794 | 4.49977 | 4.49977 G )
n=6 749977 | 449997 | 4.49997 RAREN
n=7 7.49997 4.5 4.5 (s, [, ., F o )
n=3§ 7.5 4.5 4.5 (s, L LL 0T
n=9 7.5 4.5 4.5 s, L)

Tabla 3: Dos Articulos en inventario.
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Solucién Ecuacién Programacién Dindmica, 27 = 3

Cantidad de Iteraciones | M (x) H(z) un(3) Dindmica éptima
n=1 2 3 2 s
n=2 4 3.22222 | 3.22222 (s, f)
n=3 5.22222 | 3.35802 | 3.35802 (s, £, )
n=4 535802 | 3.37311 | 3.37311 G
n=5 537311 | 3.37479 | 3.37479 G D)
n=6 537479 | 3.37498 | 3.37498 G LD
n=7 537498 | 3375 | 3375 G F o f )
n=8 5375 | 3375 | 3315 | (S S F BT )
n=9 5375 | 3375 | 3375 | 5 f f o f Ff D)

Tabla 4: Tres Articulos en inventario.

Solucién Ecuacién Programacién Dindmica, v/ = 4

Cantidad de Iteraciones | M (x) H(x) un(4) Dindmica éptima
n=1 1 2 2 s
n=2 2 |z1101| 2 (s,5)
n=3 3 2.22222 | 2.22222 (s,s, f)
n=4 322222 | 2.24691 | 2.24691 s o )
n=5 324601 | 2.24966 | 2.24966 Gos ff )
n=6 324966 | 2.24996 | 2.24996 | (s,s. . [, 1. [)
n=7 324996 | 225 | 225 Gos ff f F )
n=38 325 225 225 | s h B
n=9 3.5 225 | 225 | Gs LI LD

Tabla 5: Cuatro Articulos en inventario.

Solucién Ecuacién Programacion Dindmica, =5

Cantidad de Iteraciones | M (x) H(x) un(5) Dindmica ptima

n=1 1 1 1 7/s
=2 2 | L1001 | LIII11 /s )

n=3 211111 | 1.12346 | 1.12346 (f/s, [, 1)
n=4 2.12346 | 1.12483 | 1.12483 (f/s, £, f, )
n=>5 2.12483 | 1.12498 | 1.12498 FIsf fF D
n=6 212498 | 1.125 | 1.125 CIE BN
n=7 2125 | 1125 | 1125 BN N)
n=8 2025 | 1125 | 1125 | (f/s f. ff Ff o )
n=9 2025 | 1125 | 1125 | (f/sif fof Fo S P fo )

Tabla 6: Cinco Articulos en inventario.

Solucion Ecuacién Programacién Dindmica, 2F=6

Cantidad de Iteraciones | M (z) H(x) U, (6) Dindmica Gptima
n=1 0.8 08 08 /s
n=2 16 | 0.888889 | 0.838889 /s, )
n=3 1.68889 | 0.898765 | 0.898765 /s . )
n=4 1.69877 | 0.899863 | 0.899863 (f/s, [, f, )
n=>5 1.69986 | 0.899985 | 21.3704 (f/s, [, 1, 1, )
n=6 1.69998 | 0.899998 | 21.3745 (f/s, [, L1 11
n=7 1.7 0.9 0.9 (f/s, £, 1, . F. 1. f)
n=38 1.7 0.9 0.9 (f/s, £ 1, 1 F F. 1 f)
n=9 1.7 0.95 0.9 /s, [ 1L L L T)

Tabla 7: Seis Articulos en inventario.
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Para ser méds explicitos en los resultados obtenido tenemos en las primeras columnas los operadores
de programacion dindmica y en la ultima la dindmica 6ptima, esta serd vista como vector, donde la com-
ponente f indica una accién rapida, es decir, que el minimo en esa etapa se alcanza en el operador #, por
otro lado, s, indica una accién lenta y entonces el minimo se alcanzara en el operador M.

Basdndonos en los cdlculos anteriores, para los valores de inventario de 0, 1, - - - | 6, se obtuvieron las
siguientes aproximaciones de u:

{u[0], u[1], w[2], u[3], u[4], u[5), u6]} = {5.625,5.0625,4.5,3.375,2.25, 1.125, 0.9},

la cual es nuestra funcién de costo ptimo para diferentes niveles de inventario.
La gréfica de esta funcién se puede ver en la Figura 1 que aparece abajo.

Figura 1: Aproximacion de la funcién u[x], para una capacidad de inventario de 6 articulos

De los resultados obtenidos, podemos deducir que en las primeras etapas del proceso, por lo regular es
mejor comprarle a los competidores el articulo, en algunos casos con los datos iniciales dados, tendremos
la oportunidad de escoger entre comprar al competidor o producir el articulo, como es el caso de cuando
la condicién inicial es z/ = 3. Una vez que pasen las primeras etapas del proceso (un maximo de tres),
los mas conveniente serd producir el articulo, ya que éste genera el costo minimo para ciertas iteraciones.
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4.2. Un problema de acumulacion de contaminacion

Suponga que la economia de un pais consume un bien o producto especifico y como consecuencia de
este consumo se genera contaminacién. Vamos a denotar por :1:,{ a la cantidad de contaminacién generada

en el tiempo ¢ > 0, cuya evolucion estd representada de la siguiente forma:
fo_ I >0
Ty =2y +9(ar) —g(xi)zy +& >0,

En la ecuacion de arriba, la variable x{ , como ya se menciond, representa la cantidad (o cimulo) de
contaminacién en el tiempo ¢, la cual toma valores en el conjunto X/ = [0, o). Por otro lado, la variable
x; representa los niveles (o modos) de contingencia ambiental decididos por el gobierno al tiempo ¢,
misma que toma valores en X* = {1, ..... ,[}. También, consideremos la cantidad a; > 0 que denota
la tasa de consumo del bien (o producto) en la etapa ¢ cuyo rango es [0, (z®)], donde vy(z®) > 0 es
una constante generalmente impuesta por protocolos internacionales, mientras que la funcion continua
(a) denota la cantidad de contaminacién derivada de la tasa de consumo a, donde ¢ : [0, 00) +— [0, 00).
Ademds, para cada: € X*, existe una tasa de disminucion de la contaminacion (tasa de limpieza) asociada
al nivel de contingencia i, la cual estd representada por la funcién continua 0 < g(i) < 1. Finalmente
en la dindmica de arriba, asumiremos la existencia de una sucesion de variables aleatorias {; }, que son
i.i.d con valores en A = [0, c0) las cuales miden eventos externos que no se predicen en el modelo. Estas
variables tienen distribucién uniforme comtin denotada por x y cumplen la condicién (@.3)).

El gobierno también es capaz de cambiar entre los diferentes modos de contingencia ambiental; tales
cambios son instantdneos en el tiempo y se aplican a través de una accién de control de un modo z° = ¢
aun modo a = j.

De lo anteriormente mencionado, en cada etapa se tiene la posibilidad de aplicar ya sean acciones
de consumo (como se ilustra en la dindmica de arriba) o se pueden aplicar acciones de cambio de modo
de contingencia. Todas estas acciones se encuentran en los siguientes conjuntos denominados conjunto

de acciones y conjunto de acciones admisibles, respectivamente , los cuales se muestran a continuacion.
A=10,00)UX*y Azl 2%) = [0,7(z*)] U [X*\ {2*}].

De forma unificada, la dindmica se rige de la siguiente manera:

(‘7{+17x§+1) = ("B{ + w(at) - g(l’f)l’{ + gta‘rf) si a; € [O,V(ZE?)], (410)

N J/

~
sub-dinamica estandar

(eli1.23) = (2f,a0) sioa € X\ {ai}, >0 @.11)

N J/

<
sub-dindmica especial

Como ya se menciond antes, el gobierno también es capaz de cambiar entre los diferentes modos de
contingencia ambiental; tales cambios producen un costo de cambiar entre los modos x° = 7 aa = J,
el cual es denotado por la funcién continua y no-negativa £(, j). También existe para cada nivel ¢ una
aplicacién continua de desutilidad D;(x/) derivada del ctimulo de contaminacién z/. Adicionalmente, se
considera un factor de descuento constante para cada nivel : € X*, éste es denotado por «;, tal que o; < 1.
Asi, el factor de descuento no constante estd dado de la siguiente manera

Oé($f7 x®, CL) = Qlys ]-{ae[Oﬁ(xS)]} + l{ans\xs} 4.12)
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El objetivo es encontrar un politica de consumo-cambio de contingencia m = {a, } con valores en [0, y(z*)]U
[ X\ {z°}], que minimice el costo del tipo (2.9) asociado al costo unitario

C(%f, x°, a) = Dgs (xf)]_{ae[gn,(xs)]} + E(xs, a)l{ans\ms}

y factor de descuento (4.12)).

Para simplificar las cosas, consideraremos los conjuntos D" = () y DY = [0,00) x X*. Antes de
comenzar el desarrollo de la ecuacion de programacion dindmica y verificar las hipGtesis expuestas para
este ejemplo, nos vemos en la necesidad de hacer la siguiente aclaracién. Puesto que D" = ) y DV =
[0,00) x X*, tenemos que el controlador tiene la libertad de escoger la accién a su conveniencia en
todo momento. Asi, el operador de programacién dindmica 7, para cualquier funcién v € LT(X)y
z = (2, 2%) € X, estd dado por:

Tu(z) = min {Mu(z), Hu(z)}, paraz € [0,00) x X°.

Donde My H, estan definidos como en (3.1) y (3.2) respectivamente. De manera explicita y extendida,
se tiene que estos operadores tienen la siguiente expresion

Mu(zf 2°) = inf } {0(2°,a) + u(z,a)},

aeXs\{z*°

Hu(z!, %) =  inf {D:Cs(xf)—i—o%s/

a€l0 ()] N u((@! +(a) — g(x)a! + o, xs))u(d@)}'

A continuacién vamos a verificar las hipétesis dadas en esta tesis. Primero veremos que, para z =
(xf,2%) € X ya € A(x), los costos D,s(zf) y £(z, a), deben satisfacer la Hip6tesis En efecto, por
definicién podemos considerar de inicio que las funciones de costo D;(x/) y £(x, a) son no-negativas, ade-
més al ser {(z, a) > 0y X*(= A?) finito, es fdcil ver que existe una constante 0 < £, = min {£(¢, j)|i,j €
{1,---,1}}, tal que,

Uz,0) >l Y(z,a) € X* x A°. (4.13)

Ahora, por continuidad de ¢(z,a) en X*® x X°, ésta es acotada, debido a la compacidad del conjunto
anterior, pues este Gltimo es finito. Por otro lado, se puede asumir que D;(z/) es acotada en X/, ya que en
términos practicos lo es (i.e, en el mundo real no se tienen costos infinitos de desutilidad). Adicionalmen-
te, el factor de descuento definido como en (4.12)) satisface la Hipétesis yaque quesia € X°\ {z°}
entonces a(x/, 2%, a) = 1, mientras que si a € [0,v(z*)], a(zf,2°,a) = s < 1, de esta forma, se
satisface la Hipdtesis [2.1]en su totalidad.

Vamos a verificar que se cumple la Hipétesis[2.3] utilizando una idea parecida al ejemplo anterior, asf,
consideremos la politica estacionaria

f(z/,2°) =0 paratodo =€ X. (4.14)
Se sigue facilmente que D = (), el cual es el conjunto considerado en la Hipétesis Trivialmente,

tenemos que, existe m = 1, £ € F como en y e > 0tal que Q(D|z,f) <1 — ¢, lo cual garantiza
la Hipdtesis
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Por ultimo, verifiquemos que se cumple la Hipétesis [3.1] Demostremos primero que la funcion costo
por etapa c(+), definida por:

c(x!, 2% a) = Dws(xf)l{ae[gﬁ(xs)” +0(2%, a)Liaexs\a%)

es semi-continua inferior; andlogamente al ejemplo anterior, basta demostrar que tanto D,s(z/) como
¢(x*,a) son funciones s.c.i en K. Consideremos {(x,,, a,)}»>0 una sucesién en K, la cual converge, es
decir, (x,, a,) — (z, a) en K. Entonces por continuidad

0z an) — L(2° a),

Asi, se concluye que /(x*, a) es s.c.i. Un razonamiento parecido al anterior, acompafiado de la continuidad
de D, (x'), nos llevara a concluir que D, (z”) es semi-continua inferior. Por lo tanto, la funcién costo
por etapa c(-) definida anteriormente es también s.c.i. Por otra parte, nuestro factor de descuento « es una
funcion s.c.i. por como se definid, ya que, es la suma de funciones constantes.

Para finalizar, F'(z,a,&) = 2/ +(a) — g(z*)2’ + £y G(x,a) = (27, a) son funciones continuas en
[0,00) x X® x A(z, 2°) para cualquier £ € A. Bajo estas condiciones y gracias a la Proposicic’)n la
ley de transicion Q es débilmente continua.

Una vez que nuestras hipdtesis han sido verificadas, los Teoremas [3.8]y [3.9 garantizan la existencia de
una politica ptima estacionaria £* € [F, que es justamente lo que se desea para resolver el problema de
control hibrido anteriormente expuesto.

Ahora, procederemos a la aproximacion de las correspondientes ecuaciones de programacion dindmi-
ca. Para simplificar los célculos, vamos a considerar el costo de cambio de contingencia de la siguiente

forma:
a st x5=1

lzfa)=¢ 1 si 2°=2

1/a si x*=3
La funcién anteriormente definida, nos dice lo siguiente: Estar en el modo de contingencia mds bajo
x® = 1, el costo de cambiar de modo de contingencia es lineal, ya que, aumenta proporcionalmente

a medida que cambiamos a niveles de contingencia mayores; en otras palabras, el costo serd més alto
mientras el modo de contingencia sea mds alto. Ahora, si nos encontramos en el modo de contingencia
x® = 2 nos generard el mismo costo cambiar a cualquier modo de contingencia; es decir, el costo es
constante (en este caso lo consideraremos como 1). Para finalizar, si nos encontramos en el modo de
contingencia x® = 3, cambiar a los modos de contingencia anteriores nos costara mds cada vez que nos
acercamos el primer modo. No estd de mds resaltar que la anterior funcion de costo es continua, ya que,
en el conjunto donde estd definida, es un conjunto discreto y con la topologia discreta lograriamos la
continuidad de la funcién, cumpliendo asi, las hipdtesis anteriormente mencionadas para la misma.

Por otro lado, asumiremos que la funcién de desutilidad D, (zf) = a - 27; esto quiere decir que
para cada nivel de contingencia ¢, estamos asumiendo que la funcién de desutilidad D; es directamente
proporcional al nivel de contaminacién z/ existente en el momento y a manera de simplificar las cosas,
estamos asumiendo que esta desutilidad es la misma en todo nivel de contingencia.
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Suponderemos también que algunos elementos de la dindmica (#.10) tienen naturaleza especifica. A
saber, nuestra tasa de limpieza ¢(7) estard dada de la siguente manera: g(7) = 1—1/i y la contaminacién 1)
derivada del consumo a, estard dada por ¢)(a) = ca, donde c es una constante dada. Con los ingredientes
previos, vamos a proponer un algoritmo desarrollado en el software Mathematica que nos dard una idea
aproximada sobre la solucién a las ecuaciones de programacion dindmica. Para efectos practicos, consi-
deraremos una capacidad de contaminacion finita, es decir, 0.25 < 2! < 3. En este caso consideramos
que la contaminacion es estrictamente positiva. Definiremos (z°) = 10 paratodo z® € {1,2,3},c =3y
consideraremos que los factores externos £ tienen distribucién uniforme en [0, 10]. Para el desarrollo del
algoritmo en Mathematica discretizaremos el intervalo [0.25, 3] como sigue:

int = {0.25,0.5,0.75,1,1.25,1.5,1.75,2,2.25,2.5,2.75, 3};

es decir, partiremos la unidad de manera uniforme en cuartos. Cabe resaltar que la particién se puede
efectuar de multiples formas pero en este caso escogeremos esta. Resumiendo lo anteriormente dicho,
presentaremos el siguiente algoritmo en donde, [(z®, a) = elexsa , (z®) = alpha.

Module [{ x, Lista },

Lista = { };

elexsa = {a, 1, 1/a};

alpha = {0.5, 0.4, 0.7};

int = {0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.25, 1.5, 1.75, 2, 2.25, 2.5, 2.75, 3%};

For [xs =1 , xs <= 3, xs++, Print[" Nivel de contingencia ", xs , " Se tiene: "];
Axs = Tablelxs, {xs, 1, 3}];

y = Delete[Axs, xs];

For[ x =1, x <= 12 , x++ , Print[" Para xf = ", int[[x]] , " tenemos que : "];
Inicialslow [j_]:= O;

Inicialfast [j_]:= 0;

M[j] = Inicialslow [j];

H[j] = Inicialfast [j];

gljl = Min [M[j],H[j1];

uljl = gljl;

For[ k =1, k <= 10 , i++,

M[j] = MinValue[{elexsa[[xs]] + N[ulint[[x]],all; y[[1]1] <= a <= y[[2]]},{a}];
H[j] = MinValue[{(a*int[[x]]) + (alphal[[xs]]) N[(Expectation[ulint[[x]]+3a+(1-1/1)

int [[x]]+\xi],\xi- UniformDistribution([{0,10}]1]1]), 1<= a <= 10},{al}];
uljl = Min[M[j]1,H[;11;

Print[" El operador M[x], en la etapa ", k , " es: ", N[M[j1]];
Print[" El operador H[x], en la etapa ", k , " es: ", N[H[j]]];
Print[" El operador ul[x], en la etapa ", k , " es : ", N[ul[jl]l];
15

AppendTo[Lista,N[u[j]l]]; Lista
11; Print[Lista]
1.
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La convergencia del algoritmo es un poco mds lenta, ya que, maximo en 50 iteraciones se llega al
objetivo deseado para ciertos casos de contaminacién y modos de contingencia.. Sin embargo, a medida
que aumentemos la capacidad médxima de contaminacion permitida por consumir un bien o servicio por
un pais, el nimero de iteraciones necesarias para llegar a la funcion objetivo va aumentando, atn asi,
la convergencia es obtenida en no méas de 50 iteraciones. En ambos ejemplo buscamos entender el com-
portamiento de los operadores asociados a la programacién dindmica y estos algoritmos aunque no sean
exactos nos permiten dar una intuicién sobre la convergencia y la naturaleza de solucién a las ecuaciones.
Al tener una cantidad de datos relativamente alta, las tablas presentardn de forma resumida los cdlculos
obtenidos en el algoritmo, para ciertas aproximaciones. Al igual que el ejemplo anterior, en las primeras
columnas de las tablas se mostrardn los operadores de programacion dindmica y en la ultima se presentard
la dindmica Optima, esta serd vista como vector, donde la componente f indica una accién rdpida, es decir,
que el minimo en esa etapa se alcanza en el operador H, en cuanto a s, indica una accién lenta y el minimo
se alcanzara en el operador M.

Se tomardn algunos casos especificos para las tablas presentadas, mismos que se eligieron de tal forma
que se pueda ver una evolucion “coherente” del proceso en cada iteracion. Algunas de las siguientes tablas,
presentaran los datos cada dos o cinco iteraciones dependiendo del caso, debido a que, para ciertos valores
de 2/ y * 1a convergencia del proceso varia. Sin mas preambulo a continuacién se prestardn los resultados
obtenidos.
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Nivel de contingencia, 2° = 1, 2l =0.25

Cantidad de Iteraciones | M (x) H(z) | u,(0.25,1) Dmamlca Gptima
n=1 2 0.25 0.25
n=2 2.25 0375 0.375 ( f f)
n=4 2.4375 | 0.46875 | 0.499512 ( - f)
n=6 2.48438 | 0.492188 | 0.492188 (f, )
n=8 2.49609 | 0.498047 | 0.498047 . f f ,f)
n=10 2.49902 | 0.499512 | 0.499512 (SN
n=12 2.49976 | 0.499878 | 0.499878 . 11T fA D
n=14 2.49994 | 0.499969 | 0.499969 AN
n=16 2.49998 | 0.499992 | 0.499992 | (f. [ F i F i foroe s )
n=18 25 | 0499998 | 0.499998 | (f.f. f.ffofififoroe s f)
n=20 2.5 0.5 0.5 (BN
Tabla 8: Nivel de contingencia 1.
Nivel de contingencia, 2° = 1, ¥ = 1
Cantidad de Iteraciones | M (x) H(z) | un(1,1) Dindmica ptima
n=1 2 1 I 7
n=2 3 5 5 7.5
n=4 375 | 1875 | 1875 G )
n=6 3.9375 | 1.96875 | 1.96875 G f D
n=8 3.08438 | 1.99219 | 1.99219 G Ifi )
n=10 3.99609 | 1.99805 | 1.99805 G D
n=12 3.99902 | 1.99951 | 1.99951 (AN
n=14 3.99976 | 1.99988 | 1.99988 (AR N)
n=16 3.99004 | 1.99997 | 1.99997 | (£, /. f Jo o for - ,f)
n=18 3.99998 | 1.99999 | 1.99999 | (/.. f. f Fo s o for s )
n=20 g 2 > U SITTT ST S]]
Tabla 9: Nivel de contingencia 1.
Nivel de contingencia, 7° = 1, 7 = 2
Cantidad de Iteraciones | M (x) H(z) |un(2,1) Dindmica Gptima
n=1 2 2 2 7/
n=2 7 3. 3. F/s:
n=4 55 375 | 375 Fls. o )
n=6 5875 | 3.9375 | 3.0375 Flsifi )
n=8 5.06875 | 3.98438 | 3.98438 Ul )
n=10 5.99219 | 3.99609 | 3.99609 (f/s, fo fifoeee s )
n=12 5.99805 | 3.99902 | 3.99902 Fls b fi D)
n=14 5.99951 | 3.99976 | 3.99976 /s, L L f)
n=16 5.99988 | 3.90004 | 3.99994 | (f/s, [, . Fs S-S Fooe s )
n=18 5.99997 | 3.99998 | 3.99998 | (f/s. f, J. fs o fo o foe s )
n=20 6 4 4 /s, L LEEEEE - f)

Tabla 10: Nivel de contingencia 1.
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Nivel de contingencia, z° = 1, 2/ = 3

Cantidad de Iteraciones | M (x) H(z) | un(3,1) Dindmica 6ptima
n=1 2 3 3 s
n=2 4 4 4 (s,s)
n=4 7 55 55 (s,s. f, f)
n=6 775 | 5875 | 5875 YN AN
n=38 7.9375 | 5.96875 | 5.96875 (s,s,f,---, )
n=10 7.98438 | 5.99219 | 5.99219 (s,s, fo fs---,f)
n=12 7.99609 | 5.99805 | 5.99805 Gosifff o )
n=14 7.99902 | 5.99951 | 5.99951 G ff o )
n=16 7.99976 | 5.99988 | 5.99988 | (5,5, . . f. Fs f o )
n=18 7.99994 | 5.99997 | 5.99997 | (s,s, f. . Fs oo for e o f)
n=20 7.99998 | 5.99999 | 5.99999 | (s, s, f. . f. 2 Fofo ko )
n=22 8 6 6 (s fo s L LEFf f)

Tabla 11: Nivel de contingencia 1.

Nivel de contingencia, 2° = 2, 2/ = 0.25

Cantidad de Iteraciones | M (z) H(z) | u,(0.25,2) Dindmica éptima
n=1 1 0.25 025 7
n=2 125 035 035 A
n=4 139 0.406 0.406 F )
=6 14124 | 041496 | 041496 Ffih
n=_3§ 1.41598 | 0.416394 | 0.416394 (L ff 0 f)
n=10 1.41656 | 0.416623 | 0.416623 (f fofif- 0 f)
n=12 141665 | 0.41666 | 0.41666 Uh Ff D)
n=14 141666 | 0.416666 | 0.416666 (AR
n=16 141667 | 0416667 | 0416667 | (L. J- ff S foro i )
n=18 141667 | 0416667 | 0416667 | (f.fF fofo o fofo oo )
n=20 1.41667 | 0.416667 | 0.416667 | (f. f. f, f.f. [, f. f fi-- . f)

Tabla 12: Nivel de contingencia 2.

Nivel de contingencia, z° = 2, =1

Cantidad de Iteraciones | M (x) H(z) | un(1,2) Dindmica 6ptima
n=1 1 1 1 f/s
n=2 2 1.4 1.4 (F/s )
n=4 2.56 1.624 | 1.624 /s, [, 1. 1)
n=6 2.6496 | 1.65984 | 1.65984 (f/s, [, f)
n=8 2.66394 | 1.66557 | 1.66557 (/s fifi i )
n=10 2.66623 | 1.66649 | 1.66649 (/s f fi f )
n=12 2.6666 | 1.66664 | 1.66664 /s, f i f D)
n=14 2.66666 | 1.66666 | 1.66666 s L ff i f)
n=16 2.66666 | 1.66667 | 1.66667 | (f/s, f, [, fs o oo s f)
n=18 2.66667 | 1.66667 | 1.66667 | (f/s, f, f, f- f f- fifo- 5 f)
n=20 2.66667 | 1.66667 | 1.66667 | (f/s, f, f, [ f. lLfi fofy o f)

Tabla 13: Nivel de contingencia 2.
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Nivel de contingencia, 2° = 2, 2/ = 2

Cantidad de Iteraciones | M (x) H(z) | un(2,2) Dindmica 6ptima
n=1 1 2 1 s
n=2 2.4 2 (s,s)
n=4 338 312 312 (5.5, . )
n=6 4248 | 32992 | 3.2992 Giosifo o )
n=38§ 431968 | 3.32787 | 3.32787 (syso fyo 0 f)
n=10 433115 | 3.33246 | 3.33246 (sysy fy foree s )
n=12 433298 | 333319 | 333319 Gosiff fo o )
n=14 433328 | 3.33331 | 333331 G D)
n=16 433331 | 333332 | 333332 | 55 [ Lo fi oS s )
n=18 433333 | 333333 | 333333 | (5.5 [ o T )
n=20 433333 | 333333 | 333333 | (.5, f f o F fuFofo o f)
Tabla 14: Nivel de contingencia 2.
Nivel de contingencia, 2° = 2, 2/ = 3
Cantidad de Iteraciones | M (x) H(x) | un(3,2) Dindmica 6ptima
n= 1 3 1 s
n=2 2 3.4 3.4 (s,9)
n=4 4 4 4 5, 8,8, [/5)
n=6 56 484 | 484 5, 7/5, 0. 1)
n=8 5936 | 4.9744 | 4.9744 F/s o )
n=10 5.98076 | 4.9959 | 4.9959 s o f)
n=12 5.99836 | 4.99934 | 4.99934 P o
n=14 599974 | 4.9999 | 4.9999 (s.5,5 /s fo o s )
n=16 5.99996 | 4.99998 | 4.99998 | (s, s, s, f/s. [. ], f, N
n=18 5.99999 5 5 (sysys, f/s, [ [ f fr 0 )
n=20 6 5 5 (.88, f/s; L [ fo o S f)
Tabla 15: Nivel de contingencia 2.
Nivel de contingencia, 2° = 3, 2/ = 0.25
Cantidad de Iteraciones | M (x) H(z) | u,(0.25,3) Dindmica 6ptima
n=1 0.5 0.25 0.25 f
n=>5 0.75 0.325 0.325 (f. )
n=10 1.29971 | 0.809794 | 0.809794 (f. f)
n=15 1.32768 | 0.829377 | 0.829377 (f, f - f)
n=20 1.33238 | 0.832668 | 0.832668 . ] f ,f)
n=25 133317 | 0.833222 | 0.833222 (RN f)
n=30 133331 | 0.833315 | 0.833315 . ] f, f, f, )
n=35 1.33333 | 0.83333 0.83333 (f. fif, )
n=40 133333 | 0.83333 | 0.83333 U I 1 jA 77 fA -
n=45 133333 | 0.83333 | 083333 | (S L f il fdif o)
n=50 133333 | 0.83333 | 083333 | (/... J. [ L o T T f, D

Tabla 16: Nivel de contingencia 3.
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Nivel de contingencia, 2° = 3, 2/ = 0.5

Cantidad de Iteraciones | M (x) H(z) | u,(0.5,3) Dindmica 6ptima
n=1 0.5 0.5 0.5 f/s
n=>5 1.7665 | 1.38655 | 1.38655 (f/s, f,-- . f)
n=10 2.00941 | 1.61959 | 1.61959 /s 0)
n=15 2.15536 | 1.65875 | 1.65875 (f/sify--, 1)
n=20 216477 | 1.66534 | 1.66534 Uisiff o f)
n=25 2.16635 | 1.66644 | 1.66644 I fff o f)
n=30 2.16661 | 1.66663 | 1.66663 (f/s, f. [ f f . f)
n=35 2.16666 | 1.66666 | 1.66666 /s f h L F o )
n=40 2.16667 | 1.66667 | 1.66667 | (//s [ [l f oo o f)
n=45 216667 | 1.66667 | 1.66667 | (f/s [, f.f2fr oo o s f)
n=50 216667 | 1.66667 | 1.66667 | (f/s, [, 1. J. J T J F fo o )

Tabla 17: Nivel de contingencia 3.

Nivel de contingencia, z° = 3, =15

Cantidad de Iteraciones | M (x) H(z) | un(1.5,3) Dindmica Gptima
n=1 0.5 1.5 0.5 s
n=>5 2.5 2.9 2.5 (sy8,,8,8, f)
n=10 4765 | 44855 | 44855 s s, fo o )
n=15 5.37647 | 491353 | 4.91353 (sys,8,8, f,-,f)
n=20 5.47924 | 498547 | 4.98547 (55,55 F, )
n=25 5.49651 | 4.99756 | 4.99756 (sys,8,8, f,, f)
n=30 5.49041 | 4.99959 | 4.99959 (55,55 f, 1 )
n=35 5.4999 | 4.99993 | 4.99993 (sysy8,8, f, fyoo o f)
n=40 5.49999 | 499990 | 499999 | (s, s, 5,5, /. fs fo- s )
n=45 55 (sysysys, [y fofs oo f)
n=50 55 Gosisis I ff o )

Tabla 18: Nivel de contingencia 3.

Nivel de contin,

encia, 2° = 3, 2/

=25

Cantidad de Iteraciones | M (x) H(z) | un(2.5,3) Dindmica 6ptima
n=1 0.5 3 0.5
n=>5 2.5 4.4 25
n=10 5 6.15 5 (s,
n=15 75 79 75 (5,5,5,5 )
n=20 9765 | 94855 | 9.4855 (5.5,8,55 T/, f. )
n=25 10.3765 | 9.91353 | 9.91353 Tl T D
n =30 9.98547 | 9.98547 | 9.98547 /s L))
n =35 10.4965 | 9.99756 | 9.99756 s f L))
n=40 10.4994 | 9.99959 | 9.99959 S5 S5 o f)
n=45 10.4999 | 9.9999 | 9.9999 5,5,5,5555 - [/5 . f)
n=350 10.5 10 10 (5,5,5,8,5,8,8,8,8, -, f/s,f,- ., [)

Tabla 19: Nivel de contingencia 3.
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A diferencia del ejemplo anterior donde nuestra solucion a la ecuacién de programacion dindmica no
depende de x° (ya que el espacio X* tenia un solo elemento), este ejemplo si depende del espacio X?,
por tanto, la solucion aproximada serd mostrada en términos matriciales, como se presenta a continuacion.

0.5 0.416667 0.833333

1 0.833333 1.66667
1.5 1.25 2.5

2 1.66667 3.33333
2.5 2.08333 4.16667

3 2.5 3
3.5 291667 5.83333

4 3.33333 6.66667
4.5 3.75 7.5

5 4.16667 8.33333
5.5 4.58333  9.16678

6 ) 10

En cuanto al conjunto de acciones dptimas, para ciertos niveles de contaminacidn, este conjunto se
encuentra en la dltima columna de las tablas anteriores. Como conclusién de los resultados obtenidos,
podemos verificar que a medida que aumenta la cantidad de contaminacién permitida, en las primeras
etapas del proceso, este dird que debemos cambiar de modo de contingencia para disminuir el nivel de
contaminacion, una vez ocurra esto podremos consumir el bien o servicio que produce contaminacion,
hasta que vuelva y el nivel de contaminacién aumente. Los resultados obtenidos, nos acercan un poco
mads a la solucién real del problema anteriormente expuesto, la aproximacion lograda es buena y de cierta
manera nos ayuda a entender cémo poder obtener las soluciones de forma explicita, ésta Gltima es una
tarea un poco mas compleja, debido a la cantidad de casos en cada iteracion que se deben analizar, aun
asi, este es un buen comienzo, para el desarrollo general de las ecuaciones de programacion dindmica para
ciertos casos especificos . En este ejemplo se optd por no poner graficas de la funcioén objetivo, puesto
que estd compuesta por una matriz. Con estos célculos finalizamos nuestra tesis. En el siguiente capitulo,
daremos las conclusiones correspondientes de nuestro documento.
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5. Conclusiones

En esta tesis analizamos un problema general de control estocdstico de tipo hibrido en tiempo discre-
to. El andlisis consistié basicamente en proponer el modelo general y dar solucién de éste a través de la
herramienta de programacion dindmica.

El modelo que se consideré involucra una gran cantidad de modelos particulares, ya que los espacios
de estados y de acciones fueron definidos de manera general como espacios de Borel y la dindmica atn
cuando se definié de manera fuerte a través de una ecuacion en diferencias, se hizo de manera general,
incolucrando un vasto conjunto de casos especiales. La funcién objetivo se considerd de tipo descontado
en horizonte infinito, misma que tiene bastante uso en diversas aplicaciones.

Se ilustraron también dos aplicaciones: una referente a un problema de inventario-produccion y otra
que tuvo que ver con un problema de consumo-contaminacion en donde existen diferentes tipos de con-
tingencias ambientales.

Este trabajo puede ser de gran utilidad para las personas que desean estudiar por primera vez de una
manera rigurosa problemas de control hibrido ya que, por un lado, el tiempo discreto da una gran intui-
cién de lo que estd pasando en cada etapa y por el otro, agregamos el ingrediente de tener explicitamente
la evolucién del estado del sistema mediante una dindmica de manera percisa. También es importante
senalar que la teoria fue aterrizada a dos aplicaciones que consieramos interesantes, las cuales ya fueron
mencionadas con anterioridad. En resumen, pensamos que el trabajo cubre ambas caras: el rigor mate-
matico que involucro la teoria de la tesis y las aplicaciones que se derivaron de la misma. Respecto a las
aplicaciones, se logro ver cémo el algoritmo expuesto logré aproximar de forma satisfactoria las solu-
ciones de las ecuaciones de programacion dindmica, ademds de ayudarnos a dar una idea de la rapidez
de convergencia de la solucidn; aunque no se alcanzo a dar la solucién de forma explicita, si se pudo dar
una idea intuitiva y aproximada de la solucién real. Se espera que en futuros trabajos podamos crear un
algoritmo mads preciso con el fin de dar la solucion explicita de estas aplicaciones.

Para concluir, cabe mencionar que este trabajo puede ser extendido al mismo anélisis cuando se tie-
nen otro tipo de criterios de optimalidad, tales como el critero promedio o el criterio sensible al riesgo.
También se puede extender a problemas cuya dindmica estaddar es de tiempo continuo. Algunos de estos
trabajos han sido estudiados con anterioridad, pero creemos que se han quedado en resultados tedricos y
no se ha hecho algun trabajo que involucre ambas facetas: aspectos tedricos y aplicaciones.
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