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Notacién utilizada.

R: Conjunto de los nimeros reales.

R[s]: Conjunto de los polinomios en s con coeficientes reales.

R(s): Conjunto de las funciones racionales en s con coeficientes reales.

R, (s): Conjunto de las funciones racionales propias en s con coeficientes reales.
f: A— B Funcién que mapea del espacio vectorial A al espacio vectorial B.
f(z): Funcién con pardmetros .

|a| Valor absoluto de a.

le]] Norma de a.

AT: Matriz A transpuesta.

I,: Matriz identidad de nxn.

Im(A): Imagen de la matriz A.

ker(A): Kernel de la matriz A.

rank(A): Rango de la matriz A.

v(A): Nulidad de la matriz A.

col; A: Columna i-esima de A.

row; A: Fila i-esima de A.

deg z(s): Grado del polinomio z(s).

deg, f(s): Grado relativo de la funcién racional propia f(s)

span{vy, v, ...,Um}: Espacio vectorial generado por los vectores vy, va, ..., Um
diag{a1,as, ...,an}: Matriz diagonal de n x n que tiene los valores a; en la diagonal.
sign(z): Funcién signo de z.

min: La funcién min {a1,as,...,am} es igual al menor de los elementos a1, az, ..., @m-
max: La funcién max {a;,as,...,a,,} es igual al mayor de los elementos ay,a2, ..-,@m

K x 10™: representa la notacién cientifica del nimero K. Por ejemplo, 0.0345 = 34.5 x 10~3



Introduccién.

En la actualidad, los avances computacionales, tanto de software como de hardware permiten a di-
ferentes ramas de la ciencia apoyarse en algoritmos computacionales para la solucién y el anédlisis de un
gran nimero de problemas.

Estos algoritmos computacionales capaces, en un principio de resolver unicamente problemas numéri-
cos, han evolucionado y actualmente, gracias a la introduccién de los lenguajes computacionales de
matematicas simbélicas, como por ejemplo MAPLE (23] o Symbolic Math Toolbox de MATLAB [25], es
posible la solucién de problemas totalmente simbélicos. Podemos entonces distinguir, a grandes rasgos,
dos tipos de algoritmos, los que manejan unicamente nimeros y que son llamados algoritmos niimericos
y aquellos que tienen la capacidad de trabajar con simbolos y con variables no valuadas. Este sé‘;gundo
tipo de algoritmo es llamado algoritmo simbélico.

En el campo del control automaético, estos avances en el desarrollo de algoritmos computacionales no
han sido la excepcién. Actualmente son muchas las herramientas y algoritmos computacionales que se
utilizan para resolver y analizar problemas de control desde un nivel tedrico e incluso en la implementacién
real de los mismos. Por ejemplo, en la teoria de control clésico, donde los sistemas lineales monovariables
e invariantes en el tiempo son representados por medio de una funcién de transferencia, el desarrollo de
algoritmos numéricos computacionales nos permite hacer todo tipo de anilisis, tales como: Gréficas de
Bode, diagramas de Nyquist, gréficas del lugar de raices, gréficas de la respuesta al escal6n o al impulso
unitario, etc. El avance y desarrollo del dlgebra numérica, base de la representacién de sistemas en el
espacio de estado, también ha permitido la creacién de un gran nimero de algoritmos numéricos para el
anilisis de sistemas de control desde este enfoque (las variables de estado), por ejemplo: la determinacién
de la controlabilidad y observabilidad de un sistema, obtencién de valores propios y ubicacién de polos,
etc.

De igual forma, actualmente se cuenta con algoritmos numéricos desarrollados para casi todas las
técnicas de control modernas, por ejemplo: Control no lineal, légica difusa, redes neuronales, control
robusto, control éptimo, etc.

Por otro lado, la creacién de algoritmos computacionales para el enfoque polinomial de la teoria de
control, es un campo de investigacién que apenas desde hace algunos afnos, empez6 a desarrollarse. El
enfoque polinomial, iniciado por Kugera [19], es una elegante manera de analizar sistemas y problemas
de control. En este enfoque, bdsicamente, la solucién de un problema de control se reduce a la solucién
de alguna ecuacién polinomial o ecuacién Diofantina asociada al mismo [18]. Para esto se requiere la
manipulacién de polinomios y matrices polinomiales, es decir, matrices cuyos elementos no son nimeros
sino polinomios en la variable compleja s. Por lo tanto, los algoritmos del dlgebra numérica aplicados en
el enfoque de las variables de estado, por ejemplo, no pueden ser utilizados y es necesaria la creacién de
nuevos algoritmos capaces de manejar este tipo de matrices.

Una solucién que parecerfa légica, es la de desarrollar algoritmos simbélicos donde s sea visto como
una variable no valuada, sin embargo, la cantidad de tiempo y recursos de memoria que estos algoritmos
simbélicos pueden requerir para resolver problemas complicados como la solucién de ecuaciones polino-
miales o la obtencién de formas canénicas, puede ser un gasto innecesario si el problema puede resolverse
numéricamente. Asi pues, la posibilidad de desarrollar algoritmos numéricos capaces de manejar matrices



polinomiales de una manera eficiente, con una exactitud aritmética comparable a la conseguida por los
algoritmos simbélicos, y sin sacrificar recursos computacionales como tiempo de ejecucién, y memoria, se
ha vuelto un campo de investigacién importante.

Algunos de los principales trabajos realizados recientemente en esta drea son los siguientes:

State-Space Algorithms for Polynomial Matrix Operations [16]. Este trabajo realizado por
Ferdinand Kraffer en 1998 se orienta a la solucién de las operaciones con matrices polinomiales desde el
espacio de estado. Este trabajo presenta algortimos numeéricos para transformar una operacién polinomial
en un sistema en el espacio de estado, posteriormente presenta técnicas para la manipulacién y solucién
de ese sistema (tedrico) en el espacio de estado y finalmente, técnicas para regresar del espacio de estado
y presentar la solucién de la operacién polinomial.

Reliable Algorithms for Polynomial Matrices [8]. Este trabajo, realizado por Didier Henrion
también en 1998 presenta algoritmos numéricos basados en técnicas polinomiales como interpolacién y
matrices de Sylvester. El desarrollo de estos algoritmos estd enfocado a realizar eficientemente, y sin
pasar por el espacio de estado, operaciones como la evaluacién del rango de matrices polinomiales, la
triangularizacién de las mismas y la factorizacién espectral.

Numerical Algorithms for Polynomial Matrices [13]. Realizado en 1999 por Martin Hrom&ik.
Aqui se presenta una nueva técnica de solucién de problemas con matrices polinomiales, basada en la
interpolacién y la transformada rédpida de Fourier. Se presentan una serie de algoritmos, algunos de ellos
ya estudiados en trabajos anteriores, pero ahora resueltos con la transformada réapida de Fourier.

The Polynomial Toolbox [22]. Desarrollado por un grupo de investigadores encabezados por:
Huibert Kwakernaak, Rens C.W. y Michael Sebek. The Polynomial Toolbox, estd desarrollado para
trabajar en MATLAB 5.x. Es un conjunto de nuevos algoritmos répidos y confiables basados en avanzados
métodos polinomiales que constituye la plataforma bésica en la que se han programado los algoritmos de
los otros trabajos.

El objetivo del presente trabajo es, primeramente, estudiar el estado del arte de esta clase de nuevos
algoritmos numéricos que se han desarrollado y que se estédn desarrollando para el enfoque polinomial.
Para esto, se presentardn también conceptos bésicos del algebra numeérica y los algoritmos numéricos en
general. Un segundo objetivo que se plante6 para este trabajo, fue el de desarrollar nuevos resultados y
algoritmos para el estudio de sistemas lineales.

En particular, se logré el desarrollo de 3 nuevos algoritmos, los cuales fueron programados sobre la
plataforma de MATLAB y el Polynomial Toolbox, y que constituyen la principal contribucién de este
trabajo.

El primero de estos algoritmos obtiene la matriz interactor de un sistema lineal multivariable. Esta
matriz interactor es una matriz polinomial, invariante bajo retroalimentacién de estado estética regular,
que contiene la informacién al infinito del sistema y por lo tanto es un ingrediente fundamental en la solu-
cién de algunos problemas de control. El interactor de un sistema se puede obtener mediante operaciones
elementales por columnas sobre el anillo de las funciones racionales propias, dada la relacién que guarda
con la forma de Hermite por columnas de la matriz de transferencia del mismo sistema. Sin embargo,
estas operaciones elementales son numéricamente inestables e ineficientes al momento de utilizarlas en
un algoritmo. En este trabajo se presenta un algoritmo alternativo que obtiene el interactor sin recurrir
a las operaciones elementales. Este algoritmo basado unicamente en operaciones numéricamente estables
es un algoritmo de los que llamaremos algoritmos confiables.

Con base en la informacién contenida en el interactor se pueden resolver algunos problemas de control,
como el desacoplamiento de sistemas lineales, asf como obtener la estructura al infinito de cualquier matriz



racional. La solucién de este par de problemas se abordé en los otros dos algoritmos desarrollados en este
trabajo.

El segundo algoritmo determina si el sistema lineal analizado puede desacoplarse mediante retroa-
limentacién dindmica o estédtica. En el caso de sistemas cuadrados que sean desacoplables por retroa-
limentacién estética, también encuentra una retroalimentacién que logra el desacoplamiento. En este
algoritmo, la matriz interactor juega un papel muy importante tanto en la prueba que indica si el sistema
es desacoplable como en la determinacién de la retroalimentacién. Este algoritmo, basado en operaciones
estables y en el algoritmo que obtiene el interactor, también podrd ser considerado como un algoritmo
confiable.

El tercer y ultimo algoritmo desarrollado resuelve el problema de obtener la estructura al infinito
de cualquier matriz racional en general. Para este algoritmo se hace una generalizacién de la matriz
interactor y una modificacién préctica al algoritmo que la obtiene, de esta forma es posible obtener lo
equivalente al interactor de cualquier matriz racional. Con base en este equivalente del interactor, se
logra determinar la estructura al infinito de la matriz analizada.

Para la presentacién de estos resultados asi como del estado del arte del desarrollo de algoritmos
numéricos para el enfoque polinomial, se ha dividido el presente trabajo de Ia siguiente forma:

En el Capitulo 1 se presentan, primeramente, algunos preliminares. Se introduce el concepto de
problema numeérico y de algoritmo numérico como método de solucién del primero. Se habla de algunos
conceptos importantes como la estabilidad numeérica, la precisién, exactitud y resolucién y finalmente se
introduce el concepto de algoritmo confiable y los métodos del algebra numeérica en los que se basa este
tipo de algoritmos.

En el Capitulo 2 se exponen los tipos de algoritmos que se utilizan en los distintos enfoques de la
teoria de control y se presentan los problemas y el estado del arte de los algoritmos aplicados en el enfoque
polinomial, base de este trabajo. Finalmente se exponen los métodos polinomiales avanzados en los que se
basan estos algoritmos numeéricos confiables para la teoria de control, vista desde el enfoque polinomial, y
se presentan dos algoritmos representativos, uno para obtener el determinante [9] y el otro para obtener
el rango (8] de matrices polinomiales.

A partir del Capitulo 3 se presentan los resultados originales obtenidos durante el desarrollo de este
trabajo.

En el Capitulo 3 se presenta el algoritmo que obtiene la matriz interactor. Primeramente se introduce
el concepto de interactor y la teoria necesaria para obtenerlo. En la segunda parte del capitulo se presenta
el algoritmo desarrollado.

El algoritmo sobre el desacoplamiento de sistemas lineales es presentado en el Capitulo 4. Este
algoritmo representa una aplicacién directa del interactor y por lo tanto del algoritmo presentado en
el Capitulo 3. De igual forma, primeramente se expone el problema del desacoplamiento de sistemas
lineales asi como la teorfa necesaria para resolverlo y posteriormente, en una segunda parte del capitulo,
se presenta el algoritmo.

En el Capitulo 5 se presenta otra aplicacién del interactor mds generalizada y no tan enfocada a un
sistema fisico real como en el caso del desacoplamiento. Esta aplicacién es la obtencién de la estructura
al infinito de cualquier matriz racional por medio de un algoritmo basado en la obtencién del interactor.
Este capitulo también consta de dos secciones, en la primera se define la estructura al infinito de una
matriz racional y se presenta la teoria necesaria que nos permitird desarrollar el algoritmo para obtenerla.
En la segunda seccién se presenta el algoritmo en cuestién.

Finalmente, se formulan algunas conclusiones generales sobre el trabajo en si y sobre los resultados
obtenidos.



Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo se presenta la teorfa bésica de los algoritmos numéricos. También se definen algunos
conceptos que se utilizarén a lo largo de este documento.

Se presenta el concepto de problema numérico y sus caracteristicas y se introducen los algoritmos
numéricos como métodos de solucién de este tipo de problemas. Asi mismo, se plantean los conceptos
de la estabilidad numeérica, precisién, resolucién y exactitud numérica, los cuales serdn utilizados en
los capitulos posteriores. Con base en estos conceptos se define un algoritmo numeérico confiable y
posteriormente se presentan las herramientas del 4lgebra lineal que son base de este tipo de algoritmos.
El conocimiento de estas herramientas es importante ya que, si bien no serdn directamente utilizadas, se
encuentran como base de muchas de las operaciones numéricamente estables que realiza la computadora
al momento de ejecutar alguno de los algoritmos numéricos aplicados al control que describiremos maés
tarde.

Es importante mencionar que los problemas y resultados sobre los aspectos numeéricos, la estabilidad
y las herramientas del dlgebra numérica que serdn presentados, han sido bien estudiados durante mucho
tiempo y existe una gran cantidad de literatura sobre el tema. Sin embargo, en este trabajo solamente se
presentan algunos resultados importantes sin demostracién y sin profundizar demasiado en ellos, ya que
su estudio est4 fuera de los alcances de esta tesis. Para mds detalles sobre este tema se puede consultar
por ejemplo [5, 31, 27, 7]

1.1 Problemas y algoritmos numeéricos.

1.1.1 Los problemas numéricos y su solucién.

Un problema numérico puede ser descrito como una funcién f : R™ — R™ de la siguiente forma:
f(z) =y, donde z € R™ son los datos que determinan el problema y y € R™ es la respuesta del mismo.

Si tomamos los datos x y resolvemos el problema obteniendo f(z), es natural esperar que si se
presenta una pequefia variacién en z, el resultado del problema con los nuevos datos z’ se encontrard
cercano al resultado original, es decir, f(z) = f(z’). Este tipo de problemas numéricos son conocidos
como problemas bien condicionados (well conditioned). Sin embargo, no todos los problemas numéricos
son bien condicionados, existen problemas en los que las soluciones f(z) y f(z') son muy distintas aun
cuando z ~ z'. Este tipo de problemas es conocido como problemas mal condicionados (ill conditioned).
Es importante mencionar que los conceptos de cercanfa o de lejania entre dos nimeros o resultados,
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8 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

conceptos que seguiremos utilizando a lo largo de este trabajo, tienen una cuantificacién formal que se
introducird cuando se hable, més adelante, de normas vectoriales y matriciales.

A continuacién se presentan ejemplos de problemas mal condicionados y bien condicionados.

Ejemplo 1.1 Consideremos la ecuacion de quinto orden:
z° + Tz* +19.42° + 26.62% + 18.0384z + 4.8384 = 0

La solucidn de esta ecuacidn es nuestro problema numérico, es decir, la solucion y = f(z) son las
ratces de la ecuacion representada por f con los pardmetros

z=[7 194 266 18.0384 4.8384 ]
Para estos pardémetros la solucién es,
y=[-1 -12 -14 -16 -18]
Ahora supongamos que el vector de pardmetros sufre una pequeria variacion, es decir:
= [ 7.001 .194 26.6 18.0384 4.8384 ]
de esta forma:
y' = f(«)=[ -1.06+0.024j -1.06—-0.024j —148+0.23; —148-0.23; -1.92 ]

como se puede ver, las soluciones son muy diferentes, es decir, estamos hablando de un problema mal
condicionado.

Ejemplo 1.2 Ahora consideremos la ecuacién de segundo orden:
2? — 3.57z +2.8782 =0

La solucién ezacta de esta ecuacion es 1 = 2.34 y zo = 1.23.
Ahora consideremos una pequenia variacion en los pardmetros, es decir,

z? —3.57z+2.8783 =0

la solucién de esta ecuacion es: 1 = 2.3399 y zo = 1.2301. Este es un problema bien condicionado.

El hecho de que existan estos dos tipos de problemas numéricos toma importancia cuando en el
proceso de solucién se utilizan herramientas como computadoras o calculadoras. Estas herramientas
generalmente trabajan con un sistema de punto decimal flotante en el cual el nimero de digitos utilizados
en la representacién de los numeros y sus operaciones estd limitado. Un nimero z en punto flotante es
representado como sigue: z = £0.d;d2d3...d; x B® = M B® Los digitos *+d;dzds...d; son conocidos
como la mantisa M, la base B es generalmente 10 (numeracién decimal), e es el exponente y ¢, que es el
nimero de digitos que representan a z, es lo que llamaremos resolucién.

Es importante tener en mente que el hecho de que un problema sea mal condicionado depende m4s
de la estructura del mismo y de la sensibilidad que tenga al cambio de pardmetros y no tanto del hecho
de que se resuelva por un algoritmo numérico con alguna resolucién limitada.

Dada la limitacién en la resolucién, todo niimero debe ser aproximado segin el numero de digitos ¢
que se esté manejando, lo cual evidentemente ocasiona un error de redondeo que, en el caso de que el
problema que se esté resolviendo sea mal condicionado, puede ser peligroso. El error de redondeo y la
aproximacién en punto flotante, se definen a continuacién.
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Definicién 1.1 Sea x € R, y sea z, su aprorimacidn en punto flotante. El nimero x, puede ser escrito
como: z, = z(1 + 8). Por notacidn, la aprozimacién de un nimero o incluso del resultado de alguna
operacidn en punto flotante, se escribe como: fl(z) = z(1+ 8) = z,, donde 0 es el error relativo que estd
acotado por |8| < €. El valor de ¢ depende de la técnica de aprozimacidn utilizada.

a) Si la aprozimacidn se realizd por redondeo (aprozimacion al entero inmediato superior), entonces:
€<05x 101t

b) Si la aproximacién se realizd por truncamiento (aprozimacién al entero inmediato inferior), en-
tonces: € < 1.0 x 10!¢

El efecto del error de redondeo, el cual es inevitable, nos permite precisar dos conceptos més que
seguiremos utilizando a lo largo de este trabajo. Estos son: la precisién y la exactitud!

Por exactitud entenderemos que tan cercano o lejano estd un resultado de su valor real, es decir, si
tenemos un problema numérico del cual conocemos el resultado exacto que es 3.78, por ejemplo, y nuestro
algoritmo de solucién nos entrega un resultado igual a 3.23 la primera vez que lo aplicamos y 3.77 la
segunda vez, diremes que el segundo resultado es més exacto que el primero. También podemos decir
que el algoritmo utilizado no es muy preciso, ya que nos di6 un resultado diferente por cada vez que lo
aplicamos. Por otro lado, si el algoritmo de solucién nos entrega, cada vez que lo aplicamos, 2.34 como
resultado, entonces diremos que es un algoritmo preciso pero que el resultado obtenido no es exacto.

En resumen, el conocimiento previo del tipo de problema que se va a resolver (mal o bien condiciona-
do), los errores de redondeo en el algoritmo de solucién y la resolucién utilizada, nos dardn idea de la
confiabilidad, es decir, de la precisién y exactitud del resultado que se obtendr4.

1.1.2 Algoritmos numéricos y estabilidad.

La aplicacién de un algoritmo numérico para resolver un problema y = f(z) implica la definicién de una
nueva funcién f’ la cual, para un vector de datos z, regrese una solucién aproximada f’(z) del problema.
Una de las caracteristicas mds importantes del algoritmo f’ es la estabilidad numérica. La estabilidad
numeérica de un algoritmo se define como sigue: se dice que un algoritmo es numéricamente estable si
Vz € D C R™, existe un 2’ tal que f(z’) es cercano a f’(z). Lo anterior significa que si aplicamos un
algoritmo numeéricamente estable, la solucién que obtengamos deberd estar cerca de la solucién exacta
del problema cuando los datos de entrada sufren una pequena variacién. Esta pequefia variacién puede
ser considerada como los errores generados por las aproximaciones numeéricas en las operaciones propias
del mismo algoritmo.

De esta forma, si utilizamos un algoritmo numéricamente estable para resolver un problema bien
condicionado en el que consideramos una aproximacién z’ de los datos de entrada, sabemos que la
solucién f(z’) estard cerca de la soluci6én exacta f(z) y también, por definicién de estabilidad numérica,
que la solucién f(z’) estard cerca de f'(z). En otras palabras, obtendremos una solucién aproximada
f'(z) cercana a la solucién exacta f(z). Lo anterior se muestra gréficamente en la figura 1.1.

1Cabe mencionar que los conceptos de precisién y exactitud asi como el concepto de resolucién son muchas veces
englobados, en la literatura, bajo el término tnico de precisién. Es en el campo de la medicién y la instrumentacién donde
generalmente se hace la distincién y se nombra de una forma diferente a cada concepto [3). Para efectos de claridad, en este
trabajo, hemos decidido nombrar y utilizar estos tres conceptos también de manera independiente.
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Figura 1.1. Aplicacién de un algoritmo estable a un problema bien condicionado

Por otro lado, si utilizamos un algoritmo numéricamente estable para tratar de obtener 1a solucién
de un problema mal condicionado veremos como, aunque la solucién f’(z) obtenida por el algoritmo
esté cerca de la solucién f(z') del problema con perturbacién, dado que f(z) est4 lejos de f(z'), la
soluci6én aproximada f’(z) estard también alejada de la solucién exacta f(z). Sin embargo, la estabilidad
del algaritmo asegura que no esté més alejada de lo que estd f(z’). En otras palabras, la aplicacién
de un algoritmo estable en la solucién de un problema mal condicionado, no asegura la obtencién de
un resultado cercano al resultado exacto, sin embargo tampoco introduce mds error del que el propio
problema presenta. Lo anterior se muestra graficamente en la figura 1.2.

Figura 1.2. Aplicacién de un algontmo estable a un problema mal condicionado

Finalmente, con base en estos conceptos, podemos precisar lo que entenderemos como un algoritmo
numérico confiable. Este concepto lo seguiremos utilizando a lo largo de este trabajo, ya que lograr
algoritmos numeéricos confiables para aplicarlos al estudio de sistemas de control es uno de los objetivos
principales del mismo.

Llamaremos algoritmo numérico confiable a todo algoritmo que sea numéricamente estable, preciso y
con una exactitud aceptable, es decir con una diferencia, con respecto al resultado real, muy pequeiia. Es
evidente que la exactitud del resultado depende también de la resolucién numérica que se maneje en la
representacién de los nimeros y sus operaciones (a mayor resolucién, mayor exactitud), sin embargo, es
importante que un algoritmo numérico confiable, maneje las operaciones y los errores de aproximacién de
una manera adecuada, de modo que la exactitud alcanzada en el resultado sea la méxima posible dada
la resolucién fijada por la computadora o herramienta donde se implementa el algoritmo.
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1.2 Algebra numérica y algoritmos confiables.

Muchas son las herramientas del dlgebra numérica que se utilizan para el estudio de los problemas
numéricos, el estudio de los errores de redondeo y la distancia o error entre dos mimeros. También son
muchos los resultados aplicados para manejar las matrices numeéricas dentro de un algoritmo u operacién
numérica de modo que el error en el resultado final sea el mfnimo posible. En esta parte del capftulo se
presentan algunos de estos resultados.

Es importante recordar que estos resultados se presentan més bien como parte de los antecedentes y
del estado del arte de los algoritmos numeéricos y no tanto porque sean directamente utilizados en algunos
de los algoritmos que presentaremos. Algunas referencias sobre estos temas son [5, 31, 27, 7).

1.2.1 Normas vectoriales y matriciales.

Dada la forma en la que un problema numeérico es presentado, el dlgebra de matrices y vectores y el
dlgebra numérica constituye la herramienta matemdtica principal para su andlisis. En particular, los
conceptos de lejanfa o cercanfa entre las soluciones, o entre los datos de un problema numérico, son
cuantificados en base a los conceptos de error y norma de vectores y matrices.

Primeramente se presentan los conceptos de norma matricial y vectorial y algunos resultados intere-
santes.

Definicién 1.2 La norma de un vector es una funcion f : R® — R, que satisface las siguientes
propiedades:

a) f(z) >0, VzeR*, z#0

b) f(z+y) < f(z) + f(y), Vz,yeR”

¢) flaz) =|a| f(z) Yz eR*, VaeR

d) Si z = 0,entonces, f(z) =0

Por notacién, f(x) se escribe como ||zl

Algunas de las normas més usadas en &lgebra numérica son la norma p, definida como l=ll, =
(21| + |z2f” + ... + |za|?)"/? y la norma infinita definida como |zl = max{|z;|: i =1,2,...,n}

Sean z,y € R™, las siguientes propiedades se verifican:

a) |+7y| < llall, Iyll, con 3 +1 =1

b) lizll, < llell, < v el

) el < llzlly < v llzllo

d) Nzl < llzlly € Vrllzle
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Un caso especial de la propiedad a) es la desigualdad |zTy| < ||z||, [ly|l, conocida como Desigualdad
de Cauchy. La igualdad se verifica cuando = = y, es decir, 27z = |lz||§ ;

La norma de una matriz puede definirse de manera anéloga a la norma vectorial, es decir, como una
funcién f : ®™*™ — R que cumple con las propiedades mencionadas. La notacién es similar, f(A) = ||4||
donde A € R™™.

Una de las normas matriciales més utilizadas es la norma p definida como:

|| Az||
= max{ ll|| Piz#0,p=12,..,00
p

Con base en esta definicién, se puede probar que:

llAll;

max{Zlam j = 1,2, ...,n}
i=1

n

[l Alloo max

|aij| 1= 1,2,...,TL

j=1

donde a;; es el elemento (%,5) de la matriz A.

Otra norma muy utilizada es la norma Frobenius que se define como || 4| = /> ix; Z_;-':l a?j.

Sean A € R™"™ y z € R™, las siguientes propiedades se verifican:

a) |4l < [[Allp < vn [IAll;

b) max{|a;|:i=1,2,...,m j=12,..,n} < |[Al, < vmn max{|a;;| : i =1,2,..,m j=1,2 ey}
¢) 7z Al < ll4ll; < vm | Allo

d) 2= l4l; < 114l < vrllAll,

e) [lAz|l < Allll=ll

£) NAzlly < 1AllF ll=ll,

g) lelly = llzllr

Estos conceptos y resultados nos ayudan a definir de una manera més formal el error relativo entre
dos nimeros, dos vectores o dos matrices. A continuacién se presenta esta definicién y también algunos
resultados importantes sobre los errores relativos.

Definicién 1.3 Sean a y 8 dos mimeros donde B es una aprozimacion numérica de a.

El residuo de B es: a—f
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El error absoluto es: ||a— B

El residuo relativo es: 2=£ . a#0

El error relativo es: “"‘—;g“ ,a#0

En el caso de que a 0 8 sean matrices, esta definicién se aplica a cada elemento de ellas, es decir, se
hablard por ejemplo de la matriz de errores relativos, donde el elemento ij — éstmo serd igual a:

Qg5 — ,31]'

con a;; #0
a,;j

Dada la definicién de error relativo, el orden de magnitud del mismo indica el nimero de cifras en las
que la aproximacién es igual al valor real. Es decir, si el error relativo es del orden de 10~™, entonces «
y B coinciden en n cifras significativas. En el siguiente ejemplo se ilustran algunos de estos conceptos.

Ejemplo 1.3 Consideremos que el siguiente nimero 1.7347 es parte de aifiin algoritmo numérico con
una resolucién numérica de 4 digitos. Al representar este mimero en la resolucién manejada por el
algoritmo tendremos 1.735, es decir:

F1(1.7347) = 1.7347(1 + 8) = 1.735

donde 9 es el error relativo que podemos acotar como: |8 < € donde € dado que la aprozimacion se hizo
por redondeo y no por truncamiento, estd acotado como: € < 0.5 x 101t = 0.5 x 10~3 Es decir:

18] <0.5x 1073
El valor ezacto del error relativo @ lo podemos obtener como se indicd en la definicion anterior, es decir:

1.7347 — 1.735

- -3
17347 =0.17294 x 10

5=

para comprobar podemos observar que efectivamente:
1.7347(1 + 9) = 1.7347(1 + .00017294) = 1.735
por 4ltimo podemos verificar que, dado que el error relativo es del orden de 1073, efectivamente 1.7347 y

su aprozimacién 1.735 coinciden en 3 cifras.

Por iltimo, se considera el siguiente resultado interesante para matrices. Sea A € R™*" y su
aproximacién A = [a;;] = [a:;(1 + e;;)] = A+ E, donde FE es la matriz de los errores relativos. Entonces
se cumple que:

a) [|E||lp <ellAllp
b) fl(A+B)=A+B+F, donde |F||z <e||A+ B|p
) fl(AB) = AB+F, donde |F||p < ne||Allp|1Bl ¢

La demostracién de estos resultados se puede revisar en cualquier libro de dlgebra numérica como
5, 27].
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1.2.2 Matrices ortogonales.

Las matrices ortogonales son muy estudiadas dentro del dlgebra numérica y los algoritmos numéricos ya
que son la base de las transformaciones ortogonales las cuales tienen propiedades numeéricas interesantes
que mencionaremos m4és adelante.

Definicién 1.4 Un conjunto de vectores (z1,Z2,...zp) en R™ se dice ortogonal siVi,j =1,2,..p, z¥z; =
0. Si ademds ||z||, =1, se dice que los vectores son ortonormales.

Definicién 1.5 Una matriz A € R™*" se dice ortogonal o unitaria si ATA = I,,, donde I, es la matriz
identidad de n X n.

Esto significa que las columnas de una matriz ortogonal forman una base ortonormal de R™

Una de las propiedades numeéricas mds importantes de las matr#:z: srtogonales es que cuando son usa-
das para transformaciones, no modifican las normas principales de los vectores o matrices transformadas
(5, 27, esto es:

a) 1%, = 11Qzll, = ||z||, para cualquier matriz ortogonal Q.

b) “A”Z =||QAZ||, = ||Al|, para cualquier Q y Z ortogonales.

c) ”A”F = ||QAZ||p = ||Allp para cualquier Q y Z ortogonales.

1.2.3 Transformaciones Ortogonales.

Muchos de los problemas numeéricos son resueltos reduciendo las matrices que los representan en formas
maés sencillas por medio de transformaciones ortogonales. Las transformaciones ortogonales aseguran
adems4s, la estabilidad numérica en el algoritmo de solucién, tienen la propiedad de no aumentar los
errores de redondeo y como mencionamos, mantienen invariante la norma de vectores y matrices, es por
eso que son muy usadas.

Las transformaciones ortogonales bésicas son dos: Reflexiones Householder y Rotaciones Givens.
Estas transformaciones permiten entre otras cosas lograr un tipo de factorizacién de matrices muy usado

en el dlgebra numérica, la factorizacién QR. Ademds, la descomposicién en valores singulares, como se
verd méas adelante, también es otra factorizacién importante basada en las matrices ortogonales.

Reflexiones Householder.

Definicién 1.6 Una matriz o transformacion Householder es una matriz ortogonal de la forma:

2 T
U=I—muu

donde u # 0 es un n-vector conocido como vector Householder.
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Una de las principales utilidades de las transformaciones Householder es que pueden introducir la
cantidad de ceros necesaria para transformar un vector z en la forma candnica e;, y por lo tanto, por
medio de una o varias transformaciones Householder podemos diagonalizar o triangularizar una matriz.

En otras palabras, para un vector dado , es posible encontrar una reflexion U tal que: Uz =
—sign(x1) ||z|| e1. El vector Householder u puede escogerse como: u = z + sign(z1) lz|l5 €1

Ejemplo 1.4 Consideremos = = [1,-2,2,4]T Obtengamos la matriz U que transforma a = en un vector

candnico.
Tomemos u = z + ||z, e1 = [6,—-2,2,4]T por lo tanto la reflexion es:

r-1 2 _2 _4
5 B 5 5
2 13 2 4
2 5 15 15 15
U=1- TuuT =
utu -2 2 1B _4
5 15 15 15
4 4 _4 T
L 75 15 15 15
r -1 2 _2 _4
5 5 5
2 13 2 4 1
5 15 15 15 )
Para comprobar obtengamos Uz = 9
-2 2 13 _4
5 15 15 15 4
4 4 _4 T
L 75 15 15 15

es decir, Uz = = —sign(z) [|z|l, e1

oo o wm

Obviamente, si el ejemplo anterior se realizara numéricamente, es decir, evaluando las fracciones y
tomando su aproximacién en punto flotante con alguna resolucién finita, serfa de esperarse que el resultado
no fuera exacto, sin embargo, otra de las buenas propiedades que tiene el uso de las transformaciones
ortogonales es que introducen muy poco error de aproximacién. De hecho, se puede demostrar que: si
U es la aproximacién en punto flotante de U, entonces, ||U -U || < (4n + 22)¢, donde € depende de la
técnica de aproximacién usada (redondeo o truncamiento) y n es la dimensién de U.

Un procedimiento similar puede extenderse a todos los vectores columna de una matriz y lograr
con esto una triangularizacién (reduccién Householder) de la misma, adems4s, el uso de este método de
triangularizacién conserva las buenas propiedades numéricas de las transformaciones ortogonales. La
reduccién Householder se realiza de la siguiente forma:

Algoritmo 1.1 (Reduccién Householder).

Consideremos A = [ a; am ] € R™*™  La matriz triangular o trapezoidal superior Ayy, =
UrUk—1...U1 A se obtiene de la siguiente forma:

1) Se obtiene la matriz U; de modo que Ura; = [r11,0,0,...,0)7 de esta forma:

T1 Tim

—

0 ; ,
Ay =U 1A = 0 4, con A =[a2 a;n]
0
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2) Se obtiene la matriz Uy de modo que Uzay = [r22,0,0,...,0|7 de esta forma:

T11 Tim

T22 T2m

[

A3 =UUA = con Ay = [ af o ]

oo oo

0
0 A
0

St n > m, este proceso deberd seguir hasta que k = m y entonces, la matriz trapezoidal superior
resultante serd:

T11 Tim
T22 T2m
Am+1 =
0 T
e b

Sin < m, el proceso deberd seguir hasta que k = n — 1 y la matriz trapezoidal superior resultante
serd:

T11 Tin
T22 T2n
o *
An = an+ 1 am
0
Tnn

Por dltimo, si m = n, el proceso sequird hasta que k = m — 1 y entonces la matriz resultante serd
triangular superior de dimensiones m x m.

Rotaciones Givens.

Definicién 1.7 Una rotacién o transformacién Givens en el plano (i,j) es una matriz de la forma:

[ col. i col. j
0 0
filat O p 0 q 0 0
0 1 0
R=
filaj 0O —-q 0 D 0 0
0 0 1
| 0 0 0 1

donde p* + ¢* = 1.
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Dada la forma de una rotacién Givens, el producto y = Rz es facilmente resuelto, ya que y solo difiere
de z en la i-esima y j-esima componente,

Y;i = PT; —qT;
Yi pTi +qT;

Por esta propiedad, las rotaciones Givens son usadas, generalmente, para hacer cero algin elemento
de cierto vector. Si z es un vector dado de R se puede construir una transformacién Givens R con

p = &
a? +a?
a7
§ o= —t
\/a? +a?
de modo que p? + g% = 1. Con esta transformacién, y = Rz tiene la siguiente forma: y; = (/a? + a2 y

Y = 0.
sl
Ejemplo 1.5 Consideremos el vector z = [4,—3,1,4]T Obtengamos la rotacién R tal que el segundo
elemento de x sea igual a cero.
Tomemos i =1 y j = 2, entonces:

por lo tanto, la rotacion Givens es:

£ -3 00
0 0 10
0 0 01
De esta forma, y = Rx tiene la siguiente forma:
£ -3 00
4 5
3 4 00 -3 0
y= 5 5 1 = 1
0 0 10 4 4
0 0 01

De igual forma que con las transformaciones o reflexiones Householder, las rotaciones Givens cuentan
con buenas propiedades numéricas y el uso de algoritmos con este tipo de matrices asegura errores
pequefios de aproximacién numeérica.

Finalmente, se presentan algunos resultados bésicos sobre dos tipos de factorizaciones, la factorizacién
QR y la descomposicién en valores singulares. Estas factorizaciones se basan en las transformaciones or-
togonales y por lo tanto, guardan las buenas propiedades numéricas de estas transformaciones. La factor-
izacién QR permite, adem4s de la triangularizacién de matrices, conocer algunas propiedades importantes
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(ver teorema 1.1) sobre las mismas que son ttiles para algunos algoritmos numéricos. La descomposicién
en valores singulares también es una factorizacién muy usada en el slgebra numérica y en la creacién de
algoritmos numeéricos, por ejemplo, para obtener el rango de matrices reales.

Factorizacién QR.

Definicién 1.8 La factorizacién QR de una matriz A € R™*™ estd dada por: A = QR. La matriz
Q € R™*™ eg ortogonal y la matriz R € R™*™ es triangular superior.

Muchos son los algoritmos que se han desarrollado para obtener la factorizacién QR de una matriz, a
continuacién presentamos algunos de ellos:

Algoritmeo 1.2 (Householder QR)
La matriz triangular superior se obtiene de A realizando reduccidon Householder, es decir:

R=UfUl . .id

La matriz ortogonal estd formada por la multiplicacion de las transpuestas de las matrices Householder
necesarias para la reduccion, es decir:

Q=UUs..Ux
De este modo, la matriz A puede escribirse como:

A=QR

Algoritmo 1.3 (Givens QR)
De igual forma, podemos obtener una matriz triangular superior a partir de A por medio de varias
transformaciones Givens, es decir:

R=GTGL_,.GT4
La matriz ortogonal estd formada de la misma forma:
Q = G1G2...Gk
Finalmente, A puede escribirse como:

A=QR

A continuacién se presenta un ejemplo dg factorizaciéon QR. El ejemplo es resuelto numéricamente con
5 digitos de resolucién y después se presenta la solucién simbdlica obtenida por MAPLE para comparar

la exactitud aritmética del algoritmo.
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Ejemplo 1.6 Obtener la factorizacién Householder QR de la matriz:

2 2 3
A=12 0 2
11 2
Primeramente aplicamos la reduccién Householder sobre la matriz A = [ a; az as ]
Tomamos:
2 3 5
uy = ay + sign(an) [larll,es=| 2 |+ | 0 | =] 2
1 0 1
por lo tanto,
2 —.66667 —.66667 —.33333
Ul =1 - ——uwu] = | —.66667 73333 -—.13333
it —.33333 —.13333  .93333
entonces:
—.66667 —.66667 —.33333 2 23 -3.0 -1.6667 —-4.0
Ag = UITA = | —.66667 .73333 —.13333 2 0 2 |=] —.00001 -1.4667 —.80001
—.33333 -—.13333  .93333 11 2 .00001 . 266 67 .60001

Tomemos ahora:

up = a4 sign(ay,) bl e = ~1.4667 | [ 1.4907 ] _ [ —2.9574
2= Gz T Signiaay) %2l &1 26667 0o || .26667

por lo tanto,

U = [ —.98387 .17889 }

.17889  .98387

de este modo,

1 0 0
UF=| 0 -.98387 .17889
0 .17889 .98387

entonces:
-3.0 -1.6667  —4.0
R=UJUTA=| 1.1627 €105 1.4907 .89444
8.0498 el0~® —3.9834 €106 .44722
y la matriz Q) estd dada por:
—.66667  .59629 —. 44721
Q=UU;=| —.66667 —.74535 6.0166 €10~
-.33333  .29814 .894 42
Finalmente, A es factorizada como:
—.66667  .59629 —.44721 -3.0 -1.6667  —4.0
A = | —.66667 —.74535 6.0166 e10~° 1.1627 €10~5 1.4907 .89444 | =QR
-.33333  .29814 .894 42 8.0498 el0~® —3.9834 €106 44722
2.0 2.0 3.0 2 2 3
= | 20 4.5644¢€l07° 20 |~ |2 0 2
1.0 .99999 2.0 112
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Como se puede ver, el error introducido por el redondeo es considerablemente pequerio, lo cual confirma
las buenas propiedades numéricas de las transformaciones ortogonales. Podemos comparar las matriz
obtenidas por el algoritmo con las matrices que se obtienen de la solucidn simbélica que son las siguientes:

AVE WA T8 3
-5 0 0 2v5 2V5 | =QR

1
V6 %5 0 0 iv5

4

Wi

[ S |
Il
wino

W=

Es importante recordar que entre mds digitos se utilicen en la aprozimacidn, la exactitud aritmética
serd mejor. A continuacion se presenta la solucidn numérica obtenida con Matlab con 15 digitos en la
aprorimacion.

A = —0.66666666666667 —0.74535599249993 —0.00000000000000

(—0.66666666666667 0.59628479399994 —0.44721359549996
—0.33333333333333  0.29814239699997  0.89442719099992

[ —3.00000000000000 —1.66666666666667 —4.00000000000000 7
0 1.49071198499986 0.89442719099992
| 0 0 0.44721359549996
2.0 20 3.0
= |20 0 20|=0r

| 10 10 20
Teorema 1.1 Sea A= [ a; an | € R™*" conrank(A) =n. Sea Q = [ @ gm | €
gmxm y R=[n Tn | € R™*™ Si eziste la factorizacion A = QR entonces:

a‘) span {a11a21 '-'1an} = span {QI>‘12a ---)‘In}

b) Im(4) = Im(Q1) y Im(A)* =Im(Q>)
donde Q1 = [ ¢ ] ¥y Q2= gnt1 m ]

T1
¢) A= Q@Q1R; donde R, =

Tn

Esta ultima forma de factorizar A es conocida como Thin QR factorization

Ejemplo 1.7 Obtengamos la Thin QR factorization de:

1 2
2 3
-1 -
0 0

[ (&)
© O W
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El rango de A es igual a § y ademds, existe la factorizacion:

—0.40824829046386  0.57735026918963 —0.16222142113076 —0.68824720161169
—0.81649658092773 —0.57735026918963  0.00000000000000  0.00000000000000

A = QR=| (40824829046386 —0.57735026018963 —0.16222142113076 —0.68824720161169
0 0 _0.97332852678458  0.22941573387056
—2.44948074278318 —4.08248200463863 —4.49073119510249
0 0.57735026918963  —0.57735026918963
0 0 —9.24662100445346
0 0 0

Por lo tanto, podemos encontrar:

[ —0.40824829046386  0.57735026918963 —0.16222142113076 ]
_ —0.81649658092773 —0.57735026918963  0.00000000000000
A = 0.40824829046386 —0.57735026918963 —0.16222142113076
| 0 0 —0.97332852678458 |
(—2,44948974278318 —4.08248290463863 —4.49073%19510249 ]
R, = 0 0.57735026918963 —0.57735026918963
| 0 0 —9.24662100445346 |

de modo que la Thin QR Factorization estd dada por:

1.0 20 3.0
_ 20 3.0 40 | _
@Ri=1 _10 —20 00|~
0 0 9.0
Descomposicién en valores singulares.
Teorema 1.2 SVD (Singular Value Decomposition)
Si A € R™*™ y rank(A) =r, existen matrices ortogonales
U=[u1 um]em’"xm; V=[v1 vn]E?R"x"
tales que:
7T _ Er 0 mxn
E=U AV—[ 0 O]ER
donde,

¥, = diag(0,05...0,)
con,
r=min(m,n), o1>209>..>20,>0

Los numeros g; se conocen como los valores singulares de A.
Los vectores u; son llamados vectores singulares izquierdos.
Los vectores v; son los vectores singulares derechos.
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De este teorema se deduce que una matriz A cualquiera también puede ser factorizada como:

A=UzVT = o]

=1

Algunas propiedades importantes son:

i) Los valores singulares coinciden con la rafz cuadrada de los valores propios positivos comunes de
AAT y AT A,

il) Si los valores singulares son o1 > 02 > ... 2 0p > Opt1 = Opy2 = ... = 0, = 0, entonces:
Ker(A) = span {vp41, ..., Un}

Im(A) = span{uy, ..., up}

iii) Av; = osu; y ATu; = 0;0; con i = min(m,n)

Ejemplo 1.8 Obtengamos la SVD de la siguiente matriz:

1 2
A=|0 -1
1 3

usando 4 digitos de resolucién. Primeramente obtengamos los valores singulares.

1 2 1 01 5 -2 7
eig 0 -1 [2 _1 3] = eig -2 1 -3 =0,15.81,0.1898
1 3 7 -3 10
1 2
, 1 01 . 2 5 _
etg [2 _1 3] 0 -1 —ezg([5 14])—15.81,0.1898
1 3
por lo tanto,
3.9762 0
= 0 0.4357
0 0

Ahora, si se desea conocer las matrices U y V, estas se pueden calcular, a partir de la propiedad it
de la siguiente forma:

1 2 7 v11 + 2v9; U1
0 -1 [ v“ ] = —vg) =3976 | ug
1 3 % v11 + 3vg; Uz

ademds, usando el hecho de que U y V' deben ser ortogonales, es decir, la norma de sus vectores columna
debe ser igual a 1, entonces tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

v11 + 2vu9; = 3.976u;;
—V21 = 3.976U21
v11 +3vg; = 3.976us;
uh +ud i = 1

2 2 _
vy +vy; = 1
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cuya solucion es:

[ —.34043 ]
v =

—.55856
u=| .23647 — Bdfien

—.79504

ast, sucesivamente se puede comprobar que la SVD de la matriz A es:

3.9762 0
23647 —.7815 .57735 [ J[_'34043 — 22027

0 .4356
79504 .18596 57735 Ll T L

—.55856 —.59554 —.57735
A=
0 0

Teorema 1.3 (The thin SVD)
Sea A € R™*™ una matriz cualquiera de rango r. Si eriste la descomposicién SVD

A=UzvT
-
donde
V1
U= [ u U ] @ mmxm, VT - € pnxn
Un
entonces:
A=U3, VIT
donde,
T
U1
U, = [ Uy Up ] , VlT = y X =diag(o;...0r)

vy



Capitulo 2

Algoritmos numeéricos en la teoria de
control.

sl
En este capitulo, se pone atencién a los algoritmos numéricos aplicados a la teorfa de control. Se delimita

el enfoque polinomial de la teoria de control como nuestro campo de trabajo. Se hablar4 de la importancia
que tiene desarrollar algoritmos numéricos confiables para estudiar problemas de control desde el enfoque
polinomial y se presenta un breve estado del arte sobre los nuevos algoritmos confiables que se han estado
desarrollando para el enfoque polinomial. Finalmente se expondrdn algunos de los métodos polinomiales
avanzados que son base de estos nuevos algoritmos.

En la segunda parte de este capitulo se presentan dos algoritmos representativos de esta nueva clase
de algoritmos confiables desarrollados para el enfoque polinomial. La explicacién de estos algoritmos
permitird ejemplificar el uso concreto de algunas de las técnicas polinomiales avanzadas descritas en la
primera seccién.

Los problemas resueltos por este par de algoritmos son el de la obtencién del determinante y el de la
obtencién del rango de una matriz polinomial. Como se verd més adelante, la informacién que entrega el
determinante y el rango de un matriz polinomial es de gran importancia para la solucién de problemas
de control, por lo tanto, es importante presentar los algoritmos confiables que permiten obtenerla.

En esta parte del capitulo también es importante observar la forma en la que se tratard, numérica-
mente, un problema que implica el manejo de matrices cuyos elementos nos son constantes numéricas
sino polinomios en la variable compleja s.

2.1 Los algoritmos numéricos y el enfoque polinomial.

Una vez presentado, en el capftulo anterior, un panorama general de los problemas numéricos, las herra-
mientas matema4ticas con que pueden analizarse y los algoritmos numéricos como una forma de resolverlos,
se pondr4 atencién en la forma en que los algoritmos numéricos se han aplicado para resolver algunos
problemas de la teorfa de control.

25
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2.1.1 El enfoque polinomial de la teoria de control.

A lo largo de los afios, la teorfa de control se ha analizado desde diferentes enfoques, por ejemplo, el
enfoque cldsico, que se basa en la descripcién de un sistema lineal monovariable mediante una funcién
de transferencia, el enfoque moderno, basado en la representacién de sistemas mediante las variables de
estado y el enfoque polinomial, sobre el cual gira el tema de este trabajo.

El enfoque polinomial (o algebraico) de los sistemas lineales de control fue iniciado por Kugera en los
anos 70. Inicialmente desarrollado para tratar problemas de control de sistemas discretos invariantes en el
tiempo [19], el enfoque polinomial ha dado pie a muchas investigaciones. Actualmente se ha demostrado
que el enfoque polinomial puede extenderse a los sistemas continuos [33], a los sistemas con pardmetros
desconocidos [17] y a los sistemas no lineales [18, 1] pudiendo resolver muchos de los problemas que el
andlisis y disefio de control de estos sistemas presenta.

El enfoque polinomial reformula, dentro del dlgebra polinomial, muchas de las ideas del control en el
campo de las variables de estado o en el campo de la frecuencia. La idea bédsica de este enfoque consiste
en establecger una equivalencia entre resolver un problema de control y una ecuacién polinomial asociada
al mismo.”

La presencia de polinomios y matrices polinomiales dentro de la teoria de control es evidente. Por
ejemplo, las matrices polinomiales describen sistemas lineales multivariables {15] y ayudan en el anélisis
de sistemas singulares [20]. También se puede utilizar el enfoque polinomial para analizar el problema
de la asignacién de polos y la estabilizacién de sistemas por retroalimentacién [19]. Problemas de control
6ptimo cuadrético [14] y control robusto [17], entre otros, también pueden estudiarse desde el enfoque
polinomial. Es pues evidente la importancia de este enfoque.

Por lo que respecta a los algoritmos numeéricos, en campo del control automético, son varios los inves-
tigadores que actualmente desarrollan e investigan métodos y algoritmos numéricos y computacionales
enfocados al estudio de las propiedades de los sistemas asi como a la solucién de los problemas de con-
trol. Desde principios de los 50, se han desarrollado una gran cantidad de algoritmos para la solucién de
problemas de 4lgebra lineal, base de la representacién de sistemas en variables de estado. También son
actualmente conocidos muchos paquetes computacionales que resuelven problemas de control desde el
enfoque clésico, obteniendo con gran exactitud y rapidez, diagramas de Bode, Nyquist, lugares de raices,
etc.

Sin embargo, como hemos dicho, el enfoque polinomial se basa en la solucién de los problemas de
control por medio de la solucién de ecuaciones de matrices polinomiales asociadas a los mismos y los
métodos numeéricos mencionados en el parrafo anterior no permiten la manipulacién de matrices cuyos
elementos son polinomios y no ndmeros. De ahi la importancia de desarrollar nuevos algoritmos y
herramientas computacionales para este nuevo enfoque de la teoria de control.

2.1.2 Algoritmos numéricos para el enfoque polinomial.

Tradicionalmente, los investigadores se han preocupado més por el planteamiento de ecuaciones de matri-
ces polinomiales que representen problemas de control que por la solucién de las mismas. Estas ecuaciones
se han venido resolviendo con operaciones polinomiales bésicas (como la divisién euclidiana) y operaciones
elementales en el anillo de los polinomios o las funciones racionales. Sin embargo, los algoritmos numéri-
cos basados en estas operaciones basicas, son inexactos y peor ain, generalmente son numeéricamente
inestables.
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Hace unos afios, con la introduccién de los lenguajes de mateméticas simbdlicas, el problema de
generar herramientas computacionales para trabajar con matrices cuyos elementos no fueran constantes
parecfa resolverse. Incluso, el trabajar con algoritmos simbdlicos basados en estos lengujes mejoran la
exactitud del resultado obtenido. Al evaluar los mimeros no enteros hasta el final del algoritmo y en una
sola operacién se evita la propagacién de errores de aproximacién y se consigue un resultado més exacto.

Pese a estas ventajas, se ha demostrado que los algoritmos simbdlicos son ineficientes en el sentido
de tiempo de ejecucién y recursos de memoria utilizados para obtener una solucién. De este modo, la
exactitud y estabilidad numérica obtenida, en ocasiones puede pagarse caro y més ain cuando el problema
puede resolverse numéricamente. Asf pues, el desarrollo y aplicacién de algoritmos numeéricos estables
m4és avanzados, que sustituyan los algoritmos polinomiales bésicos y que logren una exactitud numeérica
igual a la obtenida por los algoritmos simbélicos, pero sin sacrificar memoria y tiempo de ejecucion, se
presenta actualmente como un campo muy grande para la investigacién.

El enfoque polinomial mantiene estrechas similitudes con el enfoque del espacio de estado, sin embargo,
el mayor desarrollo de algoritmos de solucién para sistemas vistos desde el espacio de estado, le ha dado
mayor reputacién a este segundo. Esta situacién ha provocado el desarrollo de algoritmos numéricos
confiables para transformar una ecuacién polinomial en un sistema representado en espacio de estacdo.
Este sistema es analizado o solucionado con algoritmos del dlgebra numérica y después se regresa la
solucién, por medio de otro algoritmo, de nuevo al campo de las matrices polinomiales. Este tipo de
algoritmos se ha desarrollado en los ltimos afios [16], sin embargo, los algoritmos confiables que actuan
directamente sobre las matrices polinomiales sin recurrir al espacio de estado son los que trataremos en
este trabajo.

Varias son ya las investigaciones y los resultados obtenidos en este campo (8, 13], estos resultados asf
como los investigadores que han trabajado sobre ellos han contribuido al desarrollo de ” The Polynomial
Toolbox” [22]. Este es un conjunto de instrucciones desarrollado para trabajar en MATLAB 5.x especffi-
camente con matrices y operaciones polinomiales. La versién 2.0 del Polynomial Toolbox cuenta con m4s
de 220 instrucciones y con ellas es capaz de resolver todo tipo de ecuaciones polinomiales, de manipular
matrices polinomiales y obtener una gran cantidad de informaciones de ellas como, por ejemplo, el rango,
el determinante, los valores propios, etc. El Polynomial Toolbox cuenta también con algunas macros que
resuelven problemas concretos de control como, por ejemplo, la obtencién de factorizaciones coprimas de
alguna matriz de transferencia, la solucién de problemas LQG y asignacién de polos, etc.

2.1.3 Meétodos polinomiales y algoritmos confiables.

A continuacién se presentan algunas de las técnicas polinomiales avanzadas que ayudan en el desarrollo
de algoritmos numeéricos confiables para matrices polinomiales. De igual forma que con las herramientas
b4sicas del dlgebra numérica, es importante presentar estas técnicas no porque sean directamente uti-
lizadas sino porque son parte del estado del arte y ayudarédn a entender como es que se realizan algoritmos
numeéricos con matrices cuyas entradas no son mimeros sino polinomios. Algunas de estas operaciones y
métodos polinomiales avanzados que se consideran a continuacién son los siguientes:

- Matrices de Sylvester [8].
Interpolacién (8].
- Interpolacién con transformada de Fourier [13].

Para explicar estos métodos, los usaremos para encontrar la solucién de la siguiente ecuacién polino-
mial,

A(s)X(s) = B(s) (2.1)
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donde A(s) € R™*" [s], B(s) € R™*P[s] y X(s) € R"*P[s]. Las matrices A(s) y B(s) son conocidas y
la incognita es X (s). Definamos como d4 el grado del polinomio de mayor orden de A(s), lo mismo con
dp y dx para las matrices B(s) y X(s) respectivamente. Adem4s, supongamos que dg = d4 + dx

Matrices de Sylvester.

Las matrices de Sylvester es una técnica que reduce un problema con matrices polinomiales al problema
de solucionar un sistema de ecuaciones numéricas. Esta técnica es muy ttil en la solucién de ecuaciones
polinomiales como lo vemos a continuacién.

Una forma de resolver la ecuacién (2.1) consiste en expresar las matrices de la siguiente forma:

A(s) = Ao+ sA;+82As+...+s%A,,
B(s) = Bo+sB;+sBy+...+5%By,
X(S) = X0+5X1+32X2+...+dexdx

Con esta descomposicién e igualando las potencias de s podemos obtener un sistema de ecuaciones li-
neales equivalente, es decir, un sistema que involucra tinicamente las matrices constantes Ao, ..., A4, , Bo, ..., Big
y cuya solucién permite encontrar las matrices Xo, ..., X4, que forman la matriz buscada X (s). Este sis-
tema lineal equivalente es:

Ap 0
A1 AO XO BO
o 4 X B
AX =B, | Aa, Ao -
Aa, A Xuy Ba,
| 0 Ad,

donde la matriz 4 € R(@atdx+1)mx(dx+1)n g6 conoce como la matriz de Sylvester.

Ejemplo 2.1 Resolvamos la ecuacion polinomial

1 s 52 X(s)— 24541 s2+s
0 s+1 s2+3 T s24+s4+4 s2+3

Primeramente ezpresemos las matrices en la forma propuesta. Suponiendo que dg = d4+dx, entonces
dx = 0, pero esto evidentemente no puede ser, por tanto, supongamos que dx = 1, y que entonces
dg =da + dx = 3, es decir, B(s) debe tener una matriz de coeficientes igual a cero.

100 010 00 1],
A(s)‘[o 1 3]+[0 1 0]”[0 0 1]3

To1 ZTo2 T11 ZT12
X(s)=| zo3 zoa |+ | T13 T14 | S
Tos Zoe T15 16
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De esta forma, el sistema de ecuaciones lineal resultante es:

[ 10 0000 [ o1 o2 ] r 1 0
013000 To1 To2 Zo3 + 3z0s Toq + 3206 4 3
01 0100 To3 To4 To3 + Z11 To4 + T12 11
010013 Tos Zos | _ | Tosa+T13+3T15 Toa+Tia+3T16 | _ | 1 0
001010 T1 Ti2 - Tos + Z13 Tos + T14 - 11
001010 T13 Ti4 Tos + T13 Tos + T14 11
0 00 O0O01 15 Tie T15 Z16 00

L 0 000 O0T1 L T15 T16 J i 00 ]

Resolviendo este sistema encontramos que:

>
I
cor~r~rooO

OO O - = =

Por lo tanto,

Comprobacion:

8 _[1+s+s% s+s?
1 Tl 4+s+s% s2+3

El problema que se presenta en este tipo de algoritmo es que no siempre serd facil estimar dx y
por lo tanto, no siempre serd facil saber si hay matrices de coeficientes iguales a cero como sucedié en
este ejemplo. Esta situacién, si es resuelta por medio de la prueba y error, puede presentar un gran
problema en la eficiencia de los algoritmos que utilicen este método. Entonces, para lograr un algoritmo
confiable que resuelva, en este caso, la ecuacién (2.1) se debe buscar una forma confiable de estimar,
primeramente, el valor de dx. Salvado el obstdculo de la determinacién del grado dx, las matrices de
Sylvester representan un método confiable y eficiente.

Interpolacién.

Ahora supongamos que las matrices A(s) € R™*" [s] y B(s) € R™*Ps] solo se conocen en algunos
puntos s; del plano complejo. Es decir, A(s) y B(s) se conocen tnicamente por algunas matrices
constantes A(s;) y B(s;) con i = 0,1,...,d. Ahora, la forma en que se puede resolver la ecuacién
polinomial es por medio de la interpolacién.

La ecuacién polinomial también puede escribirse como:

[ A(s) sA(s) 5% A(s) | X = B(s)
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de modo que usando las matrices constantes que conocemos podemos plantear el sistema de ecuaciones
como:

A(sq) s4aA(sq) sg"A(sd) Xo B(sq)
X,

A(s1) s14(s1) 1% A(s1) B(s1)

A(so) s0A(so) 8% A(s0) Xax B(so)

El problema con este método es también, como con las matrices de Sylvester, la estimacién del grado
d. y por lo tanto del nimero (d) de puntos de interpolacién s; necesarios para obtener un buen resultado.

El algoritmo de interpolacién de una forma mds general se plantea como sigue:

Supongamos una funcién f que se aplica a alguna matriz polinomial
A(s) = Ao+ A1s + Ags® + ... + Ay, 5%
El resultado de esta operacién es, en general otra matriz polinoﬁriial
Y(s) = f(A(s)) = Yo + Yas + ... + Yy, s%

Para encontrar numeéricamente esta matriz Y'(s), y una vez salvado el obstaculo de estimar el grado
dy, se puede utilizar el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.1 (Algoritmo de Interpolacién)

1) Primeramente se evalua la matriz A(s) endy +1 puntos escogidos de alguna forma. Esta evaluacidn
nos dard un conjunto de dy + 1 matrices constantes A'(s;) donde s; coni=0,1,2,...,dy son los puntos
escogidos.

2) Se aplica la funcidn f a las dy + 1 matrices constantes obteniendo otro conjunto de matrices
constantes Y'(s;) donde s; coni=0,1,2,...,dy son los puntos escogidos.

3) Finalmente, se plantea el siguiente sistema de ecuaciones y se resuelve para Yo, ..., Ya,

Y'(s0) = Yo+VYiso+ ..+ Yy s&¥
Y'(s1) = Yo+Yisy+..+ Yy s
Y'(say) = Yo+Ylsdy+...+YdYsiY,

que en forma matricial se puede escribir como:
(Yo 1 Yo, JV=[Y(50) Y'(1) Y'(say) ]

donde V se conoce como matriz de Vandermonde y estd dada por:

1 1 1

S0 S1 Sdy
V =

dy dY dY

So 8 Sdy
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Ejemplo 2.2 Resolvamos el ejemplo 2.1 con este algoritmo.

1 s s2 X(s) = s2+s+1 s2+s
0 s+1 s2+3 9= 24544 243

Sabemos, por el ejemplo 2.1, que el grado de X(s) es 1, de modo que necesitamos evaluar las matrices

A(s) y B(s) de la ecuacidn en 2 puntos distintos. Tomemos arbitrariamente los puntos so =0 y 51 = 1,
entonces,

A(so)=A(0)=[(1) ‘1’ g] B(So)=B(O)=[411 g]
A(sl)=A(1)=[(1) ; }1] B(sl)=B(1)=[g Z}

Ahora, obtengamos una solucion particular de las ecuaciones equivalentes para cada punto.
Para el punto sg = 0, tenemos,

cuya solucion puede ser,

Para el punto s; = 1, tenemos,

cuya solucién particular puede ser,

Finalmente, el sistema de ecuaciones lineales a resolver es:

1 01 1
[Xo X1 ]JV=|1 010
1111
donde V es la matriz no singular

1 010

01 01

= 0010

0 001

La solucién de este sistema de ecuaciones es:

10 01
Xo={1 0 X;=100
11 00

de modo que,

X(s) = Xo + X158 = l

—
- O »n
f I—
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Del ejemplo anterior, podemos ver que los dy +1 puntos pueden ser escogidos arbitrariamente siempre
y cuando la matriz V' sea no singular. Sin embargo, est4 demostrado (13] que la arbitrariedad de esta
seleccion puede ocasionar que el problema de la solucién del sistema de ecuaciones resultante sea mal
condicionado (ill conditioned). Asi pues, una mala aproximacién numérica en la evaluacién de las matrices
constantes Y”(s;) puede resultar en matrices Yp, ..., Yy, erréneas.

Para resolver este problema, se ha demostrado [13] que una buena seleccién de puntos pueden ser las
dy + 1 raices complejas de la unidad, es decir,

_ i 2wk
sp=e Jdy+T

estos puntos son llamados puntos de Fourier. La idea de evaluar el algoritmo de interpolacién en los
puntos de Fourier da pie a la siguiente modificacién del algoritmo de interpolacion.

Interpolacién con transformada de Fourier.

Primeramente se empieza con la definicién y algunos resultados de la transformada de Fourier.

Definicién 2.1 Sea un vector de nimeros complejos

p=[p m Pn |

la DFT (discrete Fourier transform) de m + 1 puntos del vector p estd dada por el vector

7=[0 a Im |
conocido como la imagen de p donde
m . 5
=0
La DFT inversa del vector q nos entrega el vector p original donde:

m

1 ; 2 k
;= — eJm+1
pi me1 k§_0qk

La extensién de la definicién 2.2 a matrices es andloga

Ejemplo 2.3 Obtengamos la DFT de 4 puntos del siguiente vector:
z=[1 1 -1]

Para qp:

3
go=) z=1+1-1+0=1
1=0
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Para ¢,
3 . . . .
Q= Zz;e"”f' =1+1le % —1e 9" +0=2—
i=0
Para g5
3 3 . . .
g2 = Zz,-e‘-”" =1+1le9" -1 %" +0=-1
1=0

Por 1ltimo, para q3:

3
g3 = Z:c,-e‘jgf" =1+1e7F 1" 40=2+
=0

Por lo tanto:

y=[1 2-j -1 2+j]
Algunos resultados titiles sobre la DFT se resumen en los siguientes teoremas [13]:

Teorema 2.1 La DFT inversa puede expresarse como —i— wveces el complejo conjugado de la DFT

m+1
aplicada al complejo conjugado de la imagen q, es decir:

p=_1___ iq*e_-j;ﬁk
T m+1 k—Ok

Teorema 2.2 En el caso particular en que p tenga solo elementos reales, la imagen q cumple con la
siguiente condicion:

"
dm+1-k = Gk

Otra forma de escribir la definicién de DFT es la siguiente:

m .
qk = Zpisi
i=0
donde
sk = e ImEr
Es pues evidente que g es la evaluacién del polinomio o matriz
p(s) = po+ P15 +p2s® + ... + pns”

en los m + 1 valores s;.

Estos resultados también se aplican, de manera andloga en el caso de matrices.
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Asi pues, si hacemos m = dy, el primer paso del algoritmo general de interpolacién (algoritmo 2.1)
se reduciria a encontrar la DFT del conjunto de matrices Ag, Ay, ..., Ay e

Por otro lado, como es de esperarse, dado un conjunto de valores (o matrices ) 2o, ..., 24y, la DFT
inversa, nos permitirfa encontrar el conjunto de valores (o matrices) constantes que forman el polinomio
(o matriz):

z(s) = zo + T15 + 982 + ... + zgy 5%

cuya evaluacién en los dy + 1 valores sy es igual a z; con i = 0,1,...,dy. Asi pues, el tercer paso del
algoritmo general de interpolacién se reduce a encontrar una DFT inversa.

Resumiendo, el algoritmo de interpolacién con DFT puede ser escrito como sigue:

Algoritmo 2.2 (Algoritmo de interpolacion con DFT).

1) Primeramente se evalua la matriz A(s) en dy + 1 puntos de Fourier. Para hacer esta evaluacién
se obtiene la DFT del conjunto de matrices constantes Ay, ..., Aa,. Esto nos dard un conjunto de dy + 1
matrices constantes A’(s;) donde s; coni=0,1,2,...,dy son los puntos de Fourier.

2) Se aplica la funcién f a las dy + 1 matrices constantes obteniendo otro conjunto de matrices
constantes Y'(s;) donde s; coni=0,1,2,...,dy son los puntos de Fourier.

3) Finalmente, se obtiene la DFT inversa del conjunto de matrices Y’(s;) dando como resultado el
conjunto de matrices Yy, ..., Yy, que forman la matriz resultado

Y(s) = f(A(s)) = Yo+ Yis + ... + Yy, 5%

El problema con este método sigue siendo la estimacién del grado dy de la solucién, sin embargo,
el problema de que las aproximaciones numeéricas ocasionen resultados erréneos, por que el sistema de
ecuaciones a resolver resulte mal condicionado, se puede evitar.

Para ejemplificar este método resolvamos también el ejemplo 2.1.

Ejemplo 2.4 Tomemos el mismo problema,

1 s s X = s2+s5+1 s+s
0 s+1 s*+3 TP Hs+4 s243

Considerando de nuevo que dx = 1, obtengamos la DFT de dos puntos de las matrices

(100 010 00 1],
A(s)—[o 1 3J+[0 1 0]”[0 0 1]3

so=[3 8] <[4 4]+ 1]

Para A(s) tenemos,

w o

DFT {Ao, A1, Az} = {[

[
N =

Para B(s) tenemos,

DFT{BO,Bl,Bz}={[ § ; [g —31 }}
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Ahora, resolviendo la ecuacién para cada par de matrices, tenemos

[0 2 5 |xe=3 5]

[0 @ §)xe=[3 3]

de donde,

—
|
—

X(s0) = X(s1) =

—
— O
—

Ahora, obteniendo la DFT inversa de X (so) y X(s1) tenemos,

11 1 -1 10 01
DFT™! 10 1 0 = 10 00 = {Xo, X1}
11 1 1 11 00
de modo que,
1 s
X(s)=Xo+X1s=|1 0
11

2.2 Algoritmos representativos.

Esta segunda seccién est4 dividida en dos partes, en la primera parte se presenta el algoritmo que obtiene
el determinante de una matriz polinomial y en la segunda parte un algoritmo para obtener el rango de
una matriz polinomial.

Ambos algoritmos ya estdn desarrollados, el de la obtencién del determinante en [9] y el de la obtencién
del rango en [8]. El objetivo de presentarlos en este trabajo es para ejemplificar el uso de las técnicas
polinomiales avanzadas para resolver este par de problemas, los cuales, como se explica méds adelante,
tienen una gran importancia para el anélisis y disefio de sistemas de control.

2.2.1 El Determinante de una matriz polinomial.

Dentro del enfoque polinomial de la teoria de control, la obtencién del determinante de una matriz
polinomial cuadrada asf como el grado del mismo representa un problema tipico de mucha importancia.
Por ejemplo, a partir del determinante de una matriz polinomial se puede determinar el orden de una
realizacién en espacio de estado de algin sistema lineal, conocer el nimero de ceros y polos del sistema
y determinar la estructura al infinito de matrices polinomiales entre otras cosas [15, 2].
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Preliminares.

Se presentan, primeramente, algunas definiciones y resultados b4sicos sobre el determinante de una
matriz polinomial, posteriormente, se presenta el algoritmo desarrollado para obtenerlo.

Sea A(s) € R™**™(s) una matriz cuadrada polinomial, se dice que A (s) es singular si det A (s) = 0 para
toda s, y no singular cuando det A (s) # 0 para toda s excepto para los valores de s donde A(s) pierde
rango. Estos valores son conocidos, como veremos mds adelente, como ceros de A(s). El determinante
det A (s), de una matriz polinomial es, en general, un polinomio en s de la forma:

d(s) =do+dis+ ... + das®
La matriz A(s) también puede ser escrita como:
A(s) = Ag+ Ays+ ...+ Ags*

donde las matrices A; son conocidas como matrices de coeficientes. El mimero a indica el mayor orden de
los elementos (polinomios) de la matriz A(s). Las matrices A; o matrices de coeficientes son las matrices
con las que los algoritmos trabajaran.

Ahora bien, para obtener el determinante de una matriz polinomial, se puede realizar la expansién
en cofactores sobre cualquier fila o columna de la misma y realizar las multiplicaciones entre polinomios
necesarias. Sin embargo, para obtener el determinante numéricamente, es decir, utilizando solo las ma-
trices de coeficientes de A(s) es necesario estimar de alguna forma el grado 0 del polinomio determinante
para después (por algin método basado en interpolacién) encontrar el polinomio determinante. Es la
estimacién de 9 el problema principal que se presenta en el disefio de métodos numéricos confiables para
obtener determinantes.

Resultados principales.

A continuacién se presenta el teorema bésico enunciado en [9] con respecto a la obtencién del deter-
minante. Este teorema nos proporciona un algoritmo confiable para obtener el grado 9 del determinante,
una vez salvado este problema, la obtencién del polinomio determinante se puede lograr con alguno de
los métodos de interpolacién mostrados en la seccién anterior.

Teorema 2.3 Sea A(s) una matriz polinomial cuadrada de nan:
A(s) = Ao+ A1s + ... + Ags®

y sea T; la matriz de Toeplitz siguiente:

i As Aar A-‘i+1 A
0 A4 A_iy2 A-in
T =
0 0 Aa Aa—l
0 0 0 As
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donde A, son las matrices de coeficientes de A(s). Asumamos que Ap =0 para p < 0, es decir, A(s) no
tiene potencias de s negativas.

Ahora, definiendo:

y tomando

r; = rankT; — rankT;_1

k=min{i:r; =n,i >0}

entonces, el grado O del determinante de A(s) estd dado por:

8 = rankT, —n(k + 1)

La prueba de este resultado se puede revisar en [9].

A continuacién se presentan algunos ejemplos sobre la aplicacién de este algoritmo.

Ejemplo 2.5 Obtengamos el determinante de la siguiente matriz:

A(s) = [

u

Primeramente obtenemos las matrices T, y Ty,

10
-1 0
00

0
=1|0
0

T, =

T, =

C OO0 OO OOOOO O

OO OO OODOOOO K =

1+ 252

—3+s5—2s2

OO oo oCcoOooOooo

OO O0OO0ODOODOODOOOO

2

2
-2
0

OO OO OOO =

OO OOOoOOCOoOOoOOoOoNMN

2
-1
0

OO O OOOOKHFOFDN

-1

1

0

O OO OODODOOO O =

252 4+ §3
—1+s—52-35%

2+s

32+[

OO OO MH-=O N

O OO OO OONNDNO~=O

o = O

OO O0OOCOOO - M=

OO OO MFHFOMFDNMERFREO

00
1 1 |s+| —
10
0o 0 O
1 1 1
0 1 0
2 2 1
-2 -1 -1
0 0 O
0 1 0
0 -1 0
0o 0 O
0 1 0
1 -3 -1
0 2 2
1 0 O
-1 1 1
0o 0 1
0 2 2
0 -2 -1
0 0 0
0 0 1
0 0 -1
0O 0 O

0 0
-1 -1
2 1

o

1

1

0

1

0

1

1

0

0

0

0.




38 CAPITULO 2. ALGORITMOS NUMERICOS EN LA TEORIA DE CONTROL.

de esta forma, ro = rankTy —rankT_; = 6 —4 = 2. Continuando con el método, podemos demostrar que
r4 = 3 = n asi que, segun el teorema 2.1,

O=rankTy—n(4+1)=15-15=0

Este resultado significa entonces que la matriz A(s) es una matriz unimodular y su determinante es
igual a una constante distinta de cero que puede ser obtenida de la evaluacion de A(s) en cualgquier punto.

1 0 O
d(s) =det A(0) =det | =3 -1 -1 =1
2 2 1

Es importante mencionar que la evaluacion del rango de las matrices constantes T; se realiza con los
algoritmos ya programados en MATLAB.

Ejemplo 2.6 Obtengamos ahora el determinante de la matriz:

_[s+1 s
A(S)_[ 1 s2+3s+1]

Obtengamos primeramente T_; y T,

0110
0103
Ta=|04 9 0 1
0001
011010
010311
looo11o0
o=]090010 3
00000 1
00000 1

de esta forma, 1o = rankTy — rankT_; = 2 = n. Finalmente:
O=rankTy—2=3
Ahora, para obtener el polinomio determinante de orden 3,
d(s) = do + dys + das® + d3s®

se puede usar interpolacién (tomando 4 diferentes puntos). Tomando los puntos s = 0,1,2,3, el sistema
de ecuaciones resultante es el siguiente:

do

do+dy +da+d3

do + 2d; + 4d3 + 8d3

= dp+3d; +9d; + 27d3

o
[}
et
b
~
(3]
o B A
Il

es decir,
= dy
9 = do+d;+dy+ds
29 = do+2d; +4dy + 8d3
67 = dg+3dy +9ds +27d3
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La solucidn de este sistema es: dy = 1,d; = 4,dy = 3,d3 = 1. Finalmente, el determinante de A(s)
es:
d(s) =1+4s+3s% + &3
Ahora resolvarnos este mismo problema con el algoritmo de interpolacion con DFT (Discrete Fourier

Transform,).

1 0 10 01
A(s)=Ao+Als+Azsz=[1 1]+[0 3]s+[0 1]52

obtengamos la DFT del conjunto de matrices Q = { Ao, A1, A2} para cuatro valores (8 +1). El resultado
de esta operacion es el siguiente conjunto de matrices:

{7 3 A 3

La evaluacidn del determinante de estas cuatro matrices nos da el siguiente vector de resultados:
£

r=[9 -2-3 -1 -2+3j]
Y finalmente, la DFT inversa de v’ es el siguiente vector:
r=[1 4 3 1]
Por lo tanto,

d(s) =1+4s+3s% +s*

2.2.2 El rango de una matriz polinomial.

Determinar el rango de una matriz polinomial suele ser el primer paso en la mayorfa de los algoritmos
numéricos que se desarrollan para el estudio de propiedades de sistemas vistos desde el enfoque polinomial.
De ahi la importancia de contar con algoritmos numéricos que permitan determinar ese rango de una
manera confiable y eficiente.

Preliminares.

De igual forma que en la seccién anterior, se comienza presentando algunas definiciones y resultados
bésicos, para después analizar los resultados y algoritmos desarrollados para obtener el rango de matrices
polinomiales.

Se sabe que por definicién, el rango de una matriz con elementos reales es la dimensién de su imagen,
que también corresponde con el nimero de columnas linealmente independientes que tiene. Una definicién
anéloga se puede aplicar para hablar del rango de matrices polinomiales. Algunas de las definiciones
equivalentes de rango para matrices polinomiales son:

1) El mayor orden de todos los menores distintos de cero de la matriz A(s).
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2) El niimero,

max rankA (X)
XeC

Otro concepto importante es el concepto de cero de una matriz polinomial. El valor s = s, es un cero
de la matriz A(s) si

rankA(so) <T

donde 7 es el rango de A(s).

Ejemplo 2.7 El rango de la matriz polinomial,

241 s s+
As)=| 2 0 2
3 s+2  3s

es 2, ya que evidentemente la columna § es igual a la columna 1 multiplicada por s, es decir, hay sdlo
dos columnas que son linealmente independientes (en sentido polinomial).

Comprobemos las definiciones equivalentes que acabarmnos de mencionar con esta matriz. Obtengamos
los menores de A(s),

M1]—-— [ s+2 3s ] detMn— 2s 4s

Mys = [g gz ] det M1, =0

continuando de esta forma, veremos como el orden mdzrimo de los menores de A(s) distintos de cero es
2.

Ahora, obtengamos el nimero:

max rankA ()
AeC

Por simple inspeccion de la matriz A(s), podemos ver que no hay ningun valor de s que haga que el rango
de esta sea menor de 2, es decir, A(s) no tiene ceros. Por otro lado, también se puede ver que para
cualquier valor de s, la columnas 1 y 3 sequirdn siendo dependientes. Por lo tanto, para cualquier valor
de A\, rankA(N) = 2.

El rango de una matriz polinomial se puede ver, desde la teorfa del 4lgebra lineal, como si se tratara
de una matriz de coeficientes constantes es decir, para una matriz A(s) € R™*"(s),
rankA(s) = n — v(A(s))

donde v(A(s)) se conoce como la nulidad de A(s) y es la dimensi6n del kernel de A(s), es decir, el conjunto
de vectores v;(s) linealmente independientes, tales que:

A(s)vi(s) =0
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Resultados principales.

A continuacién se presentan dos algoritmos desarrollados en [8] para obtener el rango de una matriz
polinomial, uno de ellos basado en la técnica de interpolacién y otro basado en las matrices de Sylvester.

Algoritmo de Interpolacién.

Un primer algoritmo para determinar el rango, se deriva de la técnica de interpolacién y del hecho de
que una matriz polinomial A(s) € R™*" [s] puede tener a lo mas k ceros, donde

m n
k = min (Z degrow; A, Zdegcole)

i=1 i=1

La idea bésica de este algoritmo es la siguiente: si evaluamos el rango de A(s) en determinados puntos,
a lo més haremos k& evaluaciones hasta encontrar un valor s = sg que no sea cero de la matriz y que por
lo tanto

rankA(sg) = TeagcrankA(A) = rankA(s)

Este algoritmo puede modificarse también para utilizar la DFT, de esta forma, los k valores en los
que se evaluard el rango de A(s) serén los puntos de Fourier.

Ejemplo 2.8 Obtengamos el rango de la matriz polinomial

s s 0 &2
A(s)=| 2s 25 2 2
1 s 0 s

Primero encontremos el nimero mdzrimo de puntos a evaluar,
m n
k = min Zdeg'rowiA, Zdeg col;A | =min(4,4) =4
i=1 j=1

y evaluemos el rango de A(s) en cuatro puntos escogidos arbitrariamente,

[0 0 0 0]

rankA(0)=rank [ 0 0 2 2 | =2
|1 0 0 0|
[1 1 0 1]

rankA(l)=rank | 2 2 2 2 | =1
(110 1|
[2 2 0 4]

rankA(2)=rank | 4 4 2 2 | =3
|1 2 0 2

y claro, como el rango mdzimo que puede tener A(s) es tres, significa que ese es el resultado, es decir,
rankA(s) =3

y por lo tanto, los puntos so =0 y s1 = 1 son ceros de A(s).
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Algoritmo con Matrices de Sylvester.

Este algoritmo, més elaborado que el primero, se basa en la idea de encontrar una base para el kernel
de A(s) € R™*"(s], es decir, las g columnas de la matriz K(s) € R™*9(s] tal que

A(8)K(5) = Opmaq
de esta forma, el rango de A(s) estaria dado por
rankA(s)=n—q
Para resolver este problema numeéricamente, se propone una equivalencia entre la ecuacién polinomial

A(s)K(s) = Opmazq ¥ la ecuacién de Sylvester asociada, es decir, considerando

A(s) = Ag+Ais+ ..+ Ags%
K(S) = K0+K15+...+desdk

se forma la ecuacién constante

( Ag 0
Al -AO KO
A
Ag, Ao K O = AK
AdA Al Kd
"
| O Ad,

Asf pues, encontrar el espacio nulo de A(s) es también ‘equivalente a encontrar el espacio nulo de_fi.
El problema de nuevo es estimar el grado dy para de esta forma determinar el tamafo de la matriz A.

Para determinar el grado dk, el siguiente lema y su corolario nos provee de una cota superior e inferior.

Lema 2.1 Sea la matriz A(s) € R™*"[s]. El grado d, de la matriz K(s), cuyas columnas son una base
del espacio nulo derecho de A(s), es menor o igual que df, donde,

R = E deg col; A — 1=11n5nn degcol; A

i=1
La prueba de este lema se puede revisar en [8].

Corolario 2.1 Sea la matriz A(s) € R™*"[s|, el grado d} de la matriz K'(s) € R™*™[s], cuyas filas son
una base del espacio nulo izquierdo de A(s), es menor o igual que d}, donde,

m
1= Zdeg row; A — 1._irnzin mdeg row; A
o =1,2...,
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Nota 2.1 De la teoria del dlgebra de matrices podemos comprobar que obtener una base para el kernel
izquierdo de una matriz es equivalente a obtener una base para el kernel derecho de la matriz transpuesta.
Es decir, sea A € R™*" [s], definimos

AT(8)nxm K" (8)mxr = Onxr
donde K*(s) estd formada por la base del kernel derecho de AT(s), y
Ki(8)rxmA(8)mxn = Orxn
donde K;(s) estd formada por la base del kernel izquierdo de A(s), entonces, podemos demostrar que:

Ki(s) = (K*(s))T

Por otro lado, debido a la forma de la matriz, las columnas linealmente dependientes de A van
aumentando en cada grupo de columnas. Esto es, sea gg el nimero de columnas dependientes dentro de
las primeras n columnas, g; el nimero de columnas dependientes dentro de las 2n primeras columnas y asf

_sucesivamente hasta que g4, es el mimero de columnas linealmente dependientes dentro de las (d + l)n
cotumnas de A, entonces se verifica que: ’

0<@<q<..<qgq
De esta forma, el rango de A, se puede escribir como:
rankA=(n—q)+(n—q)+...+(n—qaq,)
Ahora, considerando que solo sabemos que di < d}, podemos escribir:
0<g<q<.. <4qa=4qa+1=..=¢
donde q es la dimensién del espacio nulo de A(s). Finalmente, el rango de A(s) se puede encontrar como:

rankA(s) = mnkfid;l - rankfid;?_l

(n—g)+Mn-—q)+t..+(n—qa;) —(n—q) -~ (n—q1) — ... — (0~ gaz—1)
= n—gay=n—g¢

Ahora, con base en el corolario 2.1 (nota 2.1), también podemos escribir:
rankA(s) = 'rank/ifil - 'rankﬁ'dz_l

= (m-ro)+(m—r)+..+(m—rag;)—(m—ro) —(m—711)— ... —(Mm—rg: 1)
= m—rd;_=m—r

Veamos un ejemplo para ilustrar el algoritmo.

Ejemplo 2.9 Obtengamos el rango de la matriz polinomial
s s 11
A= 2s 25 2 2
1 s 0 s
Primeramente resolvamos este problema considerando el espacio nulo derecho

dp =) degcol;A - ,min degcoliA=(1+1+0+1)-0=3

i=1
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R

y Ag- _1estin dadas por:

de esta forma, Ags,

10

7'ankﬁd;i =
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OO O OO OCOOOOOO -
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OO HANOODODODOOO

Adz,—1

por lo tanto,

=10-8=2

rankA(s)

Ahora resolvamos el problema considerando la dimensidn del espacio nulo izquierdo, es decir,

m
di = ZdegrowiA — min degrow;A

=(1+1+1)-1=2

.m

1=1,2..

1

%
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L

y A,. _ estdn dadas por:

L

de esta forma, Al.

rankA . =6

OCOO0OO0COCO0OO0OO~~O0O0OOO —=O —
oo oOoo0oOocooAaNANANANOO
OO0 O0OO0OO0OO0CO OO
OO0 O0O—0O0OO0OO0O0O~MO 0O OO0OO
CoOoOO0oOoOoOCoOoOANAANNNODODOOOO
OO0~ € OO0O0OOO
F O 00O NO1TO0O0O0OOOODOOOoO
coaNAaNaNNOOOOOOOOOO

OO 10000000 0OO0OO0O

2
]
<t

/

rankA

=4

ds -1~

r

OO0 O0O OO OO O

oo ocoooAaNAaNANANOO

OO0 —=mrrem—OO

—FOOOO-HOOOOO

oSO NANANNODODOOOO

OO M mrrem e~ OO0 00O

(.

=3

I
e
|
»2

S

Finalmente:

=6—-4=2

rankA(s)



Capitulo 3

Obtencion del Interactor de un
sistema lineal.

En este capitulo se presenta el primero de los algoritmos obtenidos en el desarrollo de este trabajo. Este
algoritmo obtiene la matriz interactor de un sistema lineal multivariable.

Como se explicard més adelante, el interactor de un sistema lineal multivariable es una matriz polino-
mial invariante bajo retroalimentacién de estado regular, que contiene la informacién sobre la estructura
al infinito del sistema lineal. Dadas estas caracterfsticas, el interactor es utilizado para resolver diversos
problemas de control, como por ejemplo, el desacoplamiento de sistemas lineales que se abordard en el
siguiente capitulo.

De igual forma, dada una matriz racional cualquiera, sea propia o no, la informacién al infinito
contenida en lo que serfa su matriz interactor, puede ser utilizada, como se verd en el capitulo 5, para
obtener la estructura al infinito de la matriz o su forma de Smith McMillan al infinito.

Como se verd més adelante, una forma natural de obtener el interactor seria por medio de operaciones
elementales las cuales, como se mencion6 en el capftulo anterior, son numéricamente inestables. Nues-
tro algoritmo, en cambio, es un algoritmo confiable el cual evita estas operaciones elementales. Cabe
mencionar que existen algunos otros trabajos mds recientes que presentan algoritmos para la obtencién
del interactor, tal es el caso de [28], el cual presenta un algoritmo para obtener una forma de interactor
nilpotente de un sistema lineal. Existen, sin embargo, algunas diferencias entre este interactor nilpotente
y la definicién clésica de interactor, presentada en [34]. Por lo tanto, los problemas no son estrictamente
los mismos, y sus métodos de solucién son completamente distintos.

Este capitulo se divide de la siguiente manera, primeramente se presenta la definicién general del
interactor y algunos resultados importantes. En la segunda seccién se presenta el algoritmo desarrollado
para obtener este interactor.

3.1 El interactor de un sistema lineal multivariable.

Consideremos un sistema lineal multivariable de n estados, p salidas y m entradas descrito, en espacio
de estado, por:

(t) = Az(t) + Bul(t)
(4,8,0) { o(8) = Calt)

47
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donde z € R*, u € R™, y € RP, A € R™*", B € R**™ y C € R™*". Consideremos también que la matriz
de transferencia de este sistema es la matriz racional propia T'(s) € §Rg"’" dada por:

T(s)=C(sI — A)~'B

Ahora, definamos la matriz interactor de este sistema lineal. Esta definicién asi como gran parte de
los resultados que se presentan en este capitulo estdn basados en el articulo de Falb y Wolovich [34].

Definicién 3.1 Sea (A, B,C) un sistema lineal multivariable con matriz de transferencia T(s) de rango
igual a p y sea ®(s) una matriz polinomial triangular inferior, unica, de p x p y de la forma:

sh 0
bn(s) s
®(s) =
¢p1 (5) ¢p2(s) sfv

donde, parai > j, ¢;;(s)=0 o ¢;;(s) /sfi es divisible por s, tal que:
sll’rgo ®(s)T(s) =K

y donde K es una matriz constante de p x m y de rango pleno, es decir rankK = p.
La matriz ®(s) es lo que se conoce como el interactor del sistema (A, B,C) cuya matriz de transfe-
rencia es T(s).

La matriz interactor, como se verd més adelante, contiene toda la informacién de los ceros al infinito del
sistema representado por T'(s). Ademds, se puede demostrar que ®(s) es invariante bajo retroalimentacién
de estado, es decir, ®(s) no se puede modificar mediante una retroalimentacién de estado regular. Estas
propiedades hacen que el interactor juegue un papel importante en la solucién de muchos problemas de
control. M4s adelante se vers una de sus aplicaciones en el desacoplamiento de sistemas y también serd
utilizado indirectamente para obtener la estructura al infinito de una matriz racional en general.

A continuacién se presentan algunos resultados sobre el interactor que nos ayudardn a demostrar
algunas de sus propiedades y que nos dar4n idea de como es posible obtenerlo. Se comienza con algunas
definiciones generales.

Definicién 3.2 Sea f(s) una funcidén racional. El grado relativo de f (s), denotado por deg, f(s), se
define como la resta del grado del polinomio denominador menos el grado del polinomio numerador. Una
funcién racional propia es aquella en la que deg, f(s) > 0.

Definicién 3.3 Sea A(s) una matriz racional. Se dice que A(s) es propia cuando todos sus elementos
son funciones racionales propias. Se dice que A(s) es bipropia cuando es una matriz racional propia no
singular y ademds su inversa es también racional propia.

Si A(s) es polinomial, se dice que es unimodular si es no singular y ademds su inversa es también
polinomial.
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Lema 3.1 Una matriz A(s) es bipropia si y solo si,
det (‘gx& A(s)) —zeR, z#0

o equivalentemente, si y solo si,

lim A(s) = A
8§— 00
donde A’ es una matriz constante no singular.
Por otro lado, una matriz A(s) es unimodular si y solo si,

det (A(s)) =z € R, z#0.

Ahora, para poder introducir la forma de Hermite por columnas de una matriz racional propia, la
cual, como se verd, tiene una relacién directa importante con la matriz interactor, se necesita definir lo
que son las operaciones elementales en el anillo! de las funciones racionales propias.

Definicién 3.4 Las operaciones elementales por columnas, en el anillo de las funciones racionales
propias R,(s), sobre la matriz T(s) se definen como:

1. Intercambiar dos columnas de T'(s).

2. Multiplicar una columna de T(s) por una funcion racional bipropia.

3. Sumar a una columna de T(s) otra columna de T(s) multiplicada por una funcién racional propia.

Estas operaciones son una extensién de las operaciones elementales en el anillo de los polinomios R(s),
las cuales se definen a continuacién ya que también son utilizadas para la obtencién del interactor.

Definicién 3.5 Las operaciones elementales por columnas, en el anillo de los polinomios R(s), sobre la
matriz T(s) se definen como:

1. Intercambiar dos columnas de T'(s).

2. Multiplicar una columna de T(s) por una constante distinta de cero.

3. Sumar a una columna de T(s) otra columna de T(s) multiplicada por un polinomio.

De manera andloga se pueden definir las operaciones elementales por filas en R,(s) o en R(s).

La forma de Hermite por columnas de una matriz racional propia se define como sigue.

Definicién 3.6 Sea T(s) € Ry**™(s) una matriz racional propia de rango pleno y sea B(s) una matriz
bipropia tal que:

i 0
T(s)B(s) = H(s) = (3.1)
hml (S) ;};

es una matriz triangular inferior dnica, conocida como la forma de Hermite por columnas de T(s) en el
anillo de las funciones racionales propias Ry(s), donde hij(s) son funciones racionales propias con un
tnico polo en s = 0 y que satisfacen, hij(s) =0 o deg, hij(s) < fi para toda i > j.

1Es importante mencionar que, para no desviarnos de nuestro objetivo, muchos de los conceptos del dlgebra lineal que se
utilizan en este capitulo, como por ejemplo, el concepto de anillo, unidad en el anillo, etc, no son definidos en este trabajo.
Para ver estas definiciones se puede revisar por ejemplo (7, 2, 12].
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Se puede demostrar que la matriz bipropia B(s) estd dada por:
B(s) = Bl (S)Bg(s)...Bk(s)
donde B;(s) coni = 1,2, ..., k son las matrices resultantes de aplicar a la identidad I,,, la misma operacién
elemental por columnas, en el anillo de las funciones racionales propias R,(s), que la que se aplic6 a T'(s)

para llegar a su forma de Hermite por columnas. Las matrices B;(s) son llamadas matrices elementales
en el anillo R,(s).

También se puede demostrar que aplicar una serie de operaciones elementales por filas en ®,(s) a una
matriz T'(s), es equivalente a multiplicarla, por la izquierda, por una matriz bipropia.

Veamos un ejemplo para ilustrar las definiciones anteriores.

Ejemplo 3.1 Obtengamos la forma de Hermite por columnas de:

1 1

s+1 s+2
T(S) - 1 1

s+3  s+4

utilizando operaciones elementales para llegar a la forma H(s) presentada en la Definicion 8.4.

Primeramente multipliquemos la columna 1 por la funcidn bipropia *11, es decir, con cy (£1) — ¢

tenemos,

1 1
s+2
T(s)B1(s) =
s+l 1
s(s+3) s+4

donde B;(s) viene de realizar a la identidad la misma operacién elemental, es decir,

41
Bi(s) =
0 1
Ahora, con ¢y — ?8261 — ¢ tenemos,
1
5 0 1 —-ﬁ
T(s)Bi(s)Ba(s) = Ba(s) =
s+1 2 0 1
s(s+3)  (5+2)(s+3)(s+4)
Después, con czﬁﬁ)—(%g)—(ﬂ — ¢ tenemos,
i 0 1 0
T(s)B1(s)Bz(s)Bs(s) = Bs(s) =

s+1 1 (s+2 (s+3)(s+4)
s(s+3) % 0 2s

Finalmente, con ¢, — :_5'_—"3(:2 — ¢; tenemos,

» =
o
—
(=)

H(s) = T(s)Bi1(s)B2(s)B3(s)Bs(s) = By(s) =

g
o
i
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De esta forma, la matriz B(s) estd dada por:

4a’+19a+12 _o.ssa+4.§+9.5a-t6
8

B(s) = Bi(s)Bz(s)Bs(s)Ba(s) =
_3-21:841124 0.5331:4.5:25:13.112

de donde podemos comprobar que es bipropia y ademds que,

1 1 4524165412 0.55%445%+9.55+6 1
s+1  s+42 s - s s 0
T(s)B(s) = = = H(s)
1 1 3524185424 0.55%44.552+13s+12 s=2 1
543 s+ _3s +s=s+ s + ;’:r+ s+ el

En el siguiente lema, presentado en [26], se establece la relacién entre el interactor y la forma de
Hermite por columnas de una matriz T'(s).

Lema 3.2 Sea T'(s) € R;**™(s) una matriz racional propia no singular y sea H(s) su forma de Hermite
‘for columnas. Entonces, el interactor de T(s) se puede encontrar como: -

o(s) = H(s)™!

De este lema, de la Definicién 3.1 y considerando la ecuacién (3.1), se puede ver que:
®(s)T(s) = H(s)"'T(s) = B(s)"!T(s)"'T(s) = B~1(s)
de modo que:

sliorgo B(s)T(s) = 31_1_'120 B(s)'=K (3.2)

Esta ultima expresién (3.2), se puede demostrar con el Lema 3.1, ya que si B(s) es bipropia, entonces
B~1(s) también es bipropia, de modo que

lim B(s)™!

8§—00
es una matriz constante no singular.
De estos resultados se puede concluir que ya que B(s) es bipropia y no contiene ceros ni polos al
infinito, la forma de Hermite por columnas H(s), y por lo tanto también el interactor ®(s), contienen

toda la informacién al infinito de T'(s). Este resultado también representa una posible forma de encontrar
®(s), utilizar operaciones elementales para llegar a H(s) y obtener su inversa.

Ejemplo 3.2 Obtengamos el interactor de:

1 1

s+1 s+42 .
T(S) = 1 1

s+3 s+4

Sabemos que la forma de Hermite por columnas de T(s) es:
10
H(s) =
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de modo que, segin el Lema 8.1, podemos encontrar ®(s) como:
_ s 0
26 =HE = 50" 5 3]

Comprobemos que este es el interactor de T'(s) verificando la ecuacidn (3.2).

0
lim ®(s)T(s) = lim 25 3 03 ’ s &L =K
s—00 s—oo | 28— 8 S s—2 1 6 8
2 re
por otro lado,
245342654 495% 458 125341954 48554 55
. i . 2452+4+5053+35514+10s5+s%  2452450s3+3551+105%+sC 1 1
lim B(s)™' = lim =15 8 =K
=09 =00 485143655 +65° 245143255 485°

2452450534+35s1+10s5+5° 245245053 +355%+10s5+s6

donde K es evidentemente no singular.

Hasta ahora se ha considerado que la matriz T(s) es cuadrada, ahora se verdn algunos resultados ttiles
para el caso de que no lo sea. El siguiente resultado resuelve el caso de que T'(s) tenga més columnas
que filas.

Lema 3.3 Sea T'(s) € RE*™(s) una matriz racional propia de rango p y sea

iy 0
H(s) = 0 =[ Hi(s) 0]
hp1(s) s—};

su forma de Hermite por columnas. Entonces, el interactor de T(s) se puede encontrar como:

®(s) = Hy(s)™!

Por ultimo, para el caso de que T(s) tenga més filas que columnas, ®(s) debe de formarse por partes,
como se indica en el siguiente lema.

Lema 3.4 Sea T(s) € RE*™(s) una matriz racional propia de rango m con las primeras m filas lineal-
mente independientes. Entonces, el interactor de T'(s) estd dado por:

o(s) = [ ?;((Z)) yz?s) ]

donde, si consideramos una factorizacién coprima derecha de T'(s),

10 =] 170 | = | My | Pl = mepe

entonces, ®,(s) es el interactor de Tr,(s) y las matrices y1(s) y y2(s) son una factorizacidn coprima
izquierda de Np_n(8)Nim(s)™! es decir,

Np_ ()N (s) ™! = ya(s) '3 (s)
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donde ademds, para asegurar la unicidad del interactor, yz(s) debe ser triangular inferior y en forma de
Hermite (ver [34]).

Para este caso, la matriz

lim ®(s)T(s) = K

§—00

no sélo tendrd rango pleno, sino que ademds las p — m ultimas filas serdn iguales a cero.

Veamos un ejemplo de este dltimo caso.

Ejemplo 3.3 Obtengamos el interactor de la matriz

; 1
2 B
2 stl
s+ s+ T (s
S S p-m(8)
(s+2)(s+3) s+3
2547 .
L +2)(s+3) 43

Por el Lema 3.1 podemos obtener,

o= ¢]

Ahora, tomando una factorizacién coprima derecha de T(s) tenemos:

1 0
-1
|1 s+1 s+2 0 _ | Nm(s) -1
& =190 1 [—1 s+3] —[N,,_m(s) B
2 1
de esta forma,
1 1
s+1 s+1
Np-m(s)N'(s) =
2s+1 1
s+1 s+1

Ahora, tomemos una factorizacién coprima izquierda de N SN 15,

1 1
TS+1 s+l i
= Dy (s)Ni(s)
2s+1 1
sfl s+1

y finalmente, por medio de operaciones elementales por filas en R(s), hacemos que D;(s) sea triangular
inferior y en forma de Hermite. Asi, las matrices y1 Y Y2 buscadas son,

y2(s) = U(s)D1(s)  y1(s) = U(s)Ni1(s)

donde U(s) es una matriz unimodular. Es evidente que, haciendo esto, las matrices y; y Y2 siguen
siendo una factorizacién coprima izquierda de N, _m(8)N;2(s) ya que:

y3 L (s)yi(s) = Dfl(s)U"l(s)U(s)N(s) = D (s)Ni(s)
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Asi pués, haciendo estas operaciones obtenemos,
-1 1 _| s+1 0
vi(s) = [ 9 0 ] y2(s) = [ 211 ]

de modo que,

s 0 0 0
0 1 0 o0
=11 1 s+1 0
-2 0 -1 1
Comprobemos este resultado,
sz 0
10
2 s+l 01
lim ®(s)T(s) = lim | s+3 s+3 [ = =K
$§—00 S— 00 0 0
0 0 00
0 0 “

lo cual es correcto segin el Lema 3.4.

3.2 El algoritmo interactor.

De la definicién 3.1, se han derivado tres casos particulares. Uno cuando T'(s) es cuadrada, otro cuando
tiene m4s filas que columnas (p > m) y un ultimo caso para cuando T(s) tiene méds columnas que filas
(p < m). Para estos casos también se ha visto que el interactor o una parte de él (en el caso de que
p > m), puede ser obtenido de la inversa de la forma de Hermite por columnas de la matriz T'(s) (0 Tm(s)
para el caso de que p > m). Sin embargo, como se mencioné en el Capitulo 2, un algoritmo numérico
basado en las operaciones elementales dista mucho de ser un algoritmo confiable ya que estas operaciones
elementales, al implicar divisiones euclidianas entre polinomios, son numéricamente inestables y dificiles
de programar.

En esta seccién se presenta el algoritmo numeérico confiable que se desarroll6 para obtener el interactor
de una forma alternativa y sin recurrir a las operaciones elementales. El siguiente algoritmo estd basado
en el procedimiento presentado por W. A. Wolovich y P. L. Falb. Para mayor detalle sobre algunos
aspectos de lo que se presentard méds adelante se puede consultar [34].

Para una explicacién m4s clara del algoritmo, este se dividird en dos casos, €l primero para cuando
p < m y el segundo para cuando p > m, sin embargo, como se puede ver en el Anexo 1, en un solo
programa se han implementado ambos casos.

3.2.1 Caso 1. Para T(s) de rango pleno por filas.

La idea bésica del algoritmo consiste en proponer la i-ésima fila ®;(s) del interactor cuidando que la
i — ésima fila K; sea linealmente independiente de las 7 — 1 filas anteriores, donde,

K; = lim ®;(s)T(s)
§—00
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La forma de proponer las m filas del interactor es la siguiente:

Primeramente se obtienen los nimeros y; que es el érden del cero al infinito de la i — ésima fila de
T(s) (ver Capftulo 5), es decir y; es tal que:

lim s*iT;(s) =7
§—00

con 7; constante y distinto de cero y donde T;(s) es la i — ésima fila de T'(s). Ahora se proponen las filas
del interactor como,

®i(s)=[0 s 0 0] (3.3)
y se evalua lo que serfa la fila i — ésima de K, esto es,
Ti = lim . (s)T(s)

Se toma efectivamente ®,(s) = ®}(s), de modo que K; = 7;. Para la siguiente fila se observa si
T2 es linealmente independiente de K, si lo es entonces se toma ®3(s) = ®5(s) y Kz = 72. Si no son
linealmente independientes, se toma ®5,(s) = ®5, T2; = 72 ¥y se propone una nueva fila

Po(s) = sH22 (@) (s) — 2281 (s)]
con,
T21 = a2K)
y tal que:
sljf{.lo D32(8)T(s) = 722
es constante distinto de cero.

Ahora, si T2 es linealmente independiente de K, se toma ®5(s) = ®4,(s) y Kz = 722. Si no son
linealmente independientes, se propone una nueva fila ®53(s) de forma similar. Este proceso es iterativo
hasta lograr la independencia lineal. Una vez lograda la independencia lineal se pasa a las siguientes filas
y se realiza el mismo proceso con todas hasta encontrar el interactor.

En el paso general del proceso de construccién, consideremos el indice ¢ como el nimero de fila que
se estd construyendo y el indice j como el mimero de veces que se ha intentado obtener la independencia
lineal, entonces:

q)'lij(s) = gHij [(I)g,j_l(s) - a,-j(bi_l(s)] (34)
con
Tij—1 = ai; Kiq (3.5)
y tal que:
lim @;;(s)T(s) =745 (3.6)

es constante distinto de cero.

El siguiente ejemplo ilustra la aplicacién de este algoritmo.
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Ejemplo 3.4 Obtengamos, por medio del algoritmo anterior, el interactor de:

[ S
s+1 s+2

s+3  s+4

Primeramente obtengamos los valores p;. Primero, para la fila 1,
lim sTi(s) = [ 11 ] =T1
S—00
por lo tanto, u; = 1. Para la fila 2,
BILIEOSTZ(S) = [ 11 ] =T2

por lo tanto, también, py, = 1.
Ahora, segin (3.8), la primera fila de ®(s) estd dada por,

Pi(s)=[s 0]
y entonces,
1 1
X . s+1 542
Ol Bl EERRES
s+3  s+4

La segunda fila de ®(s) estaria dada, segun (8.3) por,

2(s)=[0 s]
sin embargo,
H o
s+ s+
ﬁﬂ%ww@ﬂﬂWSﬂl | Tdmles wm]=(1 1]
s+3  s+4

es linealmente dependiente de K, por lo tanto hay que proponer otra fila sequn la expresion (8.4), es
decir:

22(8) = 8922 [0 (5) — a92P1(s)) =22 ([0 s | —am[s 0])
donde, seqin (8.5), agp = 1, y donde, para cumplir con (3.6), pqs =1, esto es,
p(s)=s[ —s s]
Con esta nueva fila tenemos que,
722 = lim @5 (s)T(s) = lim [ —si + 555 —shptsa ] =[-2 2]

que sigue siendo linealmente dependiente de K1, por lo tanto, se debe proponer una nueva fila 2,

Bha(s) = 522 (B (s) — ane®y(s)] = 5 ([ =s s | —ans[s 0])
donde de nuevo, segun (3.5) y (3.6), podemos ver que agz = —2 y que py3 = 1 y por tanto,

Pha(s) =s[ —s2+2s s |
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Con esta nueva fila,

. ’ 52 2 _
o = lim @ ()T(s) = Jim | eltrw rdeww | =[6 8]

que es linealmente independiente de K, por lo tanto, ®2(s) = ®h3(s) y Ko = Toa.

Finalmente, el interactor es
_ | ®¢(s) | _ s 0
O(s) = [ Do(s) |~ | 282 -3 &3

el cual corresponde exdctamente a lo obtenido, por medio de operaciones elementales, en el Ejemplo 3.2.
Comprobemos este resultado,

S 8
[ ®y(s) o Wil e (1 1] _[K
355.‘0[@2(3) T(s) = fim [, W | =6 8|7 K

Para la programacién, en MATLAB, de este algoritmo, se utilizaron funciones del Polynomial Toolbox
para introducir y manejar las matrices polinomiales. Sin embargo, esta plataforma, no permite el manejo
directo de matrices racionales como el caso de T'(s) ni el cdlculo numérico de los limites al infinito de una
funcién racional en s. Asi pues, para programar este algoritmo, se formularon los siguientes resultados
que ayudan a resolver estos problemas.

Primeramente, para manejar las matrices racionales lo que se hizo fue transformar la matriz original
en una matriz polinomial y trabajar con ella. Para eso se multiplicaron todos los denominadores y el
resultado se multiplic6 por cada numerador obteniendo asf una matriz polinomial. Cabe mencionar que
obviamente, en lugar de multiplicar todos los denominadores se pudo haber obtenido el minimo comiin
muiltiplo de ellos, sin embargo, esto requerfa de més tiempo de ejecucién.

El problema con esta operacién es que modifica el orden del cero al infinito por fila de la matriz T'(s)

original y por lo tanto el valor de los enteros p;. El siguiente lema nos garantiza la forma de recuperar
estos enteros, que como hemos explicado, son base del algoritmo.

Lema 3.5 Sea T(s) una matriz racional propia de la siguiente forma:

an !Sl an.gsz

bl 1 (a bl,.(s)
T(s) =

amlgsz amng-’l

bmi(s) bmn (s)

y sea m(s) = [Ti=, [1j=, bi;(s), entonces:
p; = degm(s) — deg T; (s)
donde deg T!(s) es el grado por filas de T;(s) y donde
T'(s) = m(s)T(s)

es una matriz polinomial.
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Demostracién. Recordemos que,
lim s*T;(s) =7; (3.7
$§—00
donde 7; es constante distinto de cero.

Consideremos que T;(s) es de un sélo elemento, es decir,

Ti(s) = AnS™ + 18" 1+ ... +ag
BT bpsP 4 bp_1sP~1+ L+ by

entonces,

anS" +an_1s" 1+ .. +ag 0

sll»IgoE(s) = sli’rgo pSp + b —l'sp_1 +..+ b(]

siempre que p > n. Para hacer este limite distinto de cero, se debe cumplir que p = n.
Por lo tanto, ya que T;(s) es racional propia, para cumplir con (3.7),

B, =p—n

de modo que,

P p—1
lim sp—njwi(s) — lim ansf +anp_18 +...+ag — _aﬁ
s=00 s—oo bpsP 4+ by_15P7 14 .. +by b

Ahora, si T;(s) tiene més de un elemento,

_ ai(s az(s s
o) = 843 43 ol
se puede ver facilmente que,
p; = min {degb;(s) — dega;(s)} con j=1,2,..,k (3.8)

Supongamos que el elemento r — ésimo cumple con (3.8), es decir,
p; = degbr(s) — degar(s)
entonces, el elemento r — ésimo de T)(s) tendrd el mayor grado de la fila, ya que,
dega..(s) = dega,(s) — degb,(s) + deg m(s)

por lo tanto, el grado por fila de T}(s) serd dega..(s).
Finalmente,

w; = degm(s) — deg T} (s) = degm(s) — dega,(s) + degb-(s) — degm(s)

i = degb,(s) — degas (s)

Para obtener los limites cuando s tiende al infinito de las distintas funciones racionales que aparecen
a lo largo del desarrollo del algoritmo, también se formulé el siguiente resultado.
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Lema 3.6 Sea T(s) una matriz racional propia de la siguiente forma:

an1is ainls

bii(s bin(s
T(s) =

ami(s Amn(S

bmi(s bmn (s

sea m(s) = [Ti2; [Tj=1 bis (s), v sea
T'(s) = m(s)T(s)

donde t; es el vector de coeficientes de mayor grado en s de la fila T](s), entonces:
Jim T =

Demostracién. Este resultado se puede demostrar, con base en la prueba del lema anterior, ya que
suponiendo que el elemento r — ésimo de

) = 3 o)
cumple con (3.8), entonces,
slirgo P T(s) = [ 0 %f-: 0 0 ]

lo cual corresponde con el vector de coeficientes de mayor grado en s de T/(s) ya que el elemento de
mayor grado es efectivamente el elemento 7 — ésimo. ®

Resumiendo, con este par de resultados, se puede ver como los enteros u; pueden ser obtenidos a
partir del grado del polinomio m(s) y del grado por filas de T)(s), ademés, el limite

lim s*iT;(s)

puede ser obtenido como los coeficientes lideres de otro vector polinomial. Asi pues, las operaciones con
matrices racionales necesarias, en un principio, para obtener el interactor, son reducidas a operaciones con
polinomios y matrices polinomiales, las cuales son facilmente manejadas por MATLAB y el Polynomial
Toolbox.

Observe que si los vectores
o= Jim 9(s)T(s)

con ®/(s) dado por (3.3) fueran siempre linealmente independientes, los nimeros y; podrian ser obtenidos
directamente, de la expresién (3.8), a partir de la matriz original T'(s). El uso de los Lemas 3.5 y 3.6 se
justifica ya que en general siempre hay alguna dependencia lineal y es necesario proponer otras filas del
interactor distintas a las propuestas en (3.3). Para hacer esto es necesaria la manipulacién de T'(s) lo
cual implica, como se ha dicho, que deba ser transformada a matriz polinomial de modo que pueda ser
manejada en MATLAB (30].

Las otras operaciones necesarias para desarrollar este algoritmo, como lo son: la evaluacién de la
independencia lineal entre vectores y la determinacién de los multiplos a;; de (3.5) son realizadas con
funciones de MATLAB y del Polynomial Toolbox ya existentes.

Veamos entonces como se resolveria el ejemplo 3.4 con nuestro algoritmo.
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Ejemplo 3.5 Obtengamos el interactor de:

a1 1
s+1 42

1 1
s+3  s+4

utilizando el algoritmo anterior.
Primeramente obtengamos la matriz polinomial equivalente. Con m(s) = (s+1)(s+2)(s+3)(s+4),
tenemos,

T'(s) = [ (s+2)(s+3)(s+4) (s+1)(s+3)(s+4) ]
T (s+1)(s+2)(s+4) (s+1)(s+2)(s+3)

Ahora, utilizando el Lema 3.4, obtengamos los valores u,;, para la fila 1,
p, =degm(s) —degTi(s) =4-3=1
y para la fila 2,
Uy =degm(s) —degTh(s) =4—-3=1
Por lo tanto, usando el Lema 3.5,

1= [1 1]
7 = [1 ]

Como se puede ver, los resultados son los mismos que si se trabajara con la matriz racional.
Ahora, segin (3.8), las filas del interactor sertan

Pi(s)=[s 0], Paf(s)=[0 s]
pero, To es dependiente de K1 = T1, ya que si probamos, como lo haria el programa interactor,
'ra.'nk[ i i ]
el resultado es uno, lo que significa que la segunda fila es dependiente de la primera, entonces debemos
proponer otra fila
Pho(s) = sH22 [D(s) — 22 ®i(s)] =522 ([0 s | —ae[s 0])

Para encontrar g, el programa interactor utiliza la funcién azb del Polynomial. Para encontrar pog
se vuelve a aplicar el Lema 8.5. Asi sucesivamente, se puede ver como con los Lemas 3.5, 3.6 y con las
funciones de MATLAB y el Polynomial Toolbox es posible la obtencidn del interactor,

2= 50° 0 |

3.2.2 Caso 2. Para T(s) de rango pleno por columnas.

Para este caso, un vez programado el caso anterior, ®,,(s) se encuentra sin ningin problema.

Las matrices y1(s) y y2(s) se encuentran con las funciones del Polynomial Toolbox de la siguiente
forma:
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Primeramente se obtiene un factorizacién coprima derecha de T'(s),

6= Ny

con la funcién rat2rmf. Después se obtiene una factorizacién coprima izquierda de Np_m(s)N;,1(s),
Np—m(s)Ni ' (s) = Dy ' (s)Ni(s)

con la funcién rat2lmf. Ahora, para transformar D, (s) en la forma requerida necesitamos, como se explicé
en el Ejemplo 3.3, realizar operaciones por filas sobre D;(s). La funcién hermite del Polynomial realiza
operaciones por filas para obtener la forma de Hermite (por filas) de la matriz que se le de como entrada,
el problema es que esta forma de Hermite es triangular superior y se requiere que y»(s) sea triangular
inferior.

D™(s)

Para resolver este problema se hace lo siguiente. Se cambian de orden las columnas de D;(s) (la dltima
se pone como primera, la peniiltima como segunda, etc...) y se obtiene, con la funcién hermite, D3 (s) que
es la forma de Hermite por filas de esta nueva matriz. Finalmente, la matriz y;(s) se obtiene de cambiar
de orden filas y columnas de Ds(s). Con esto, al realizar dos veces cambio de columnas, efectivamente
se esta obteniendo ys(s) en la forma requerida y tnicamente con operaciones pot filas. Ahora, para que
v2(s) y vi(s) sigan siendo coprimas izquierdas, tomemos y; (s) = y2(s) D7 *(s)N(s) de modo que,

vz ' ()u1(s) = v3 " (s)y2(s) D1 (s)N(s) = Dy (s)N1(s)

Ejemplo 3.6 Veamos el ejemplo 8.3 con este procedimiento.
Tenemos que:

Npm(8) N7} (s) = 1
s+1

2s+1
s+1

Ahora, tomemos una factorizacién coprima izquierda de Np_pm(s)N71(s),

1 1
T W -0.41 0.41 o8 o
—_ n-1 —
I (S)Nl(s)—[0.4e+o.7es 0.46+o.1ss] [0.35 0.91
s+1 s+1

Cambiando de orden las columnas de D1(s) y obteniendo su forma de Hermite por filas tenemos,

Da(s) = [ (1) s:-ll ]

y por lo tanto, cambiando filas y columnas,

_|s+1 0
y?(s) - [ -1 1 ]
Finalmente,
1 -1 1
u(©) =D EM6 = 3 ]
de modo que,
s 0 0 O
0 1 0 0
®6)=| 1 -1 s+1 0
-2 0 -1 1
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Las funciones rat2lmf, rat2rmf y hermite estdn basadas en las técnicas de Sylvester e Interpolacién
vistas en el Capftulo 2, por lo tanto también son funciones confiables.

Resumiendo, el método presentado en [34] y que hemos reformulado en este capitulo, permite obtener
el interactor de un sistema lineal sin recurir a las operaciones elementales. Por otra parte, los Lemas
3.5 y 3.6 permiten la implementacién de este algoritmo en MATLAB de una forma confiable ya que
tampoco implican la utilizacién de operaciones elementales ni operaciones polinomiales basicas como la
divisién euclidiana. Ademds, el uso de funciones confiables del Polynomial Toolbox y funciones numéricas
de MATLAB permite también la solucién, de manera confiable, de otros problemas relacionados con la
obtencién del interactor como lo son: la prueba de la independencia lineal entre vectores, o la obtencién
de las matrices y; y y2. De esta forma, podemos decir que el algoritmo interactor es, para cualquier caso,
un algoritmo confiable.



Capitulo 4

Desacoplamiento de sistemas
lineales.

Como mencionamos en el capftulo anterior, el interactor de un sistema lineal multivariable contiene la
informacién al infinito del sistema, y es un invariante completo en el sentido de que es la parte del sistema
que no puede ser modificada mediante una retroalimentacién de estado regular. Desde este punto de vista,
la informacién contenida en esta matriz juega un papel determinante en la existencia de la solucién de
algunos problemas de control.

En este capitulo se estudia uno de estos problemas, a saber, el desacoplamiento de sistemas lineales
multivariables.

Se comenzaré con la definicién del problema, posteriormente se presentan las condiciones de solucién,
existentes en la literatura, en términos del interactor del sistema. El objetivo es aplicar el algoritmo
desarrollado para obtener el interactor y con él determinar si el sistema en cuestién es desacoplable y
obtener una retroalimentacién que logre el desacoplamiento, en caso de que el problema tenga solucién.
En la segunda seccién de este capitulo se presenta el algoritmo desarrollado para resolver este problema
de desacoplamiento.

4.1 El problema del desacoplamiento de sistemas lineales.

El desacoplamiento de sistema dindmicos es uno de los tépicos més ampliamente tratados en teoria de
control, y existe una gran cantidad de publicaciones y resultados al respecto. B4sicamente, se dice que
un sistema dindmico es desacoplable si existe una retroalimentacién de estado tal que en el sistema en
lazo cerrado, cada nueva entrada controle de manera independiente a cada salida del sistema.

La ventaja de lograr sistemas desacoplados es evidente. El hecho de que la i — ésima entrada afecte
solamente a la i — ésima salida permite controlar cada salida como si se tratasen de sistemas indepen-

dientes.

El problema de desacoplamiento puede mostrar diversas variantes, dependiendo por ejemplo, de la
estructura del sistema en lazo cerrado, del tipo de retroalimentacién que se utilice, del hecho de que el
sistema tenga el mismo numero de entradas que salidas, etc. No es la intencién de este trabajo presentar
un estudio general de este problema, por lo que nos restringiremos a casos particulares. Se considera,

63
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primeramente, el desacoplamiento linea por linea de sistemas cuadrados y no cuadrados mediante retroa-
limentacién estética de estado, y posteriormente el desacoplamiento linea por lfnea de sistemas cuadrados
¥y no cuadrados mediante retroalimentacién dindmica.

4.1.1 Desacoplamiento por retroalimentacién estética.

Se dice que el sistema lineal multivariable de n estados, p salidas y m entradas descrito, en espacio de
estado, por:

(4,B,0) { ;g; = g;gg + Bu(t) (4.1)

donde z € R*, u € R™, y € RP, A € R**™, B € R™*™ y C € R™*", y con matriz de transferencia la
matriz racional propia T'(s) € R5*™ obtenida por:

T(s) = C(sI — A)~'B

es desacoplable por retroalimentacién de estado estdtica si existe una retroalimentacién de la forma
u(t) = Fz(t) + Gu(t) (4.2)

donde F' € R™*™ y G € R™*P son matrices constantes, tal que en el sistema retroalimentado (A +
BF,BG,C) la entrada v;(t) controle solamente a la salida y;(t) sin afectar a las otras salidas.

En términos de funcién de transferencia, observe que la formulacién anterior es equivalente a la
existencia de una retroalimentacién de estado (4.2) tal que la funcién de transferencia en lazo cerrado es
una matriz diagonal no singular.

Cuando p = m es decir, T(s) es cuadrada, podemos hablar de desacoplamiento regular (donde G
debers ser no singular). Por otro lado, cuando m > p, es decir, T(s) tiene m4s columnas que filas,
entonces se hablard de desacoplamiento no regular.

Existen varios resultados equivalentes que establecen las condiciones bajo las cuales un sistema es
desacoplable mediante retroalimentacién estética regular. Dichas condiciones pueden establecerse a partir
de los ceros al infinito del sistema, de los ceros al infinito por lineas, de los 6rdenes esenciales y del
interactor del sistema. La condicién que utilizaremos en nuestro algoritmo serd la siguiente, la cual est4
en funcién del interactor del sistema.

Lema 4.1 Un sistema lineal (A, B,C) den estados, p entradas y p salidas y cuya matriz de transferencia
es T(s) € RE*P(s), es desacoplable por retroalimentacidn regular estética si y solo si el interactor ®(s)
de T(s) es diagonal.

En el caso del desacoplamiento estatico no regular, es decir, cuando T'(s) no es cuadrada, las condi-
ciones de este lema son suficientes pero no necesarias. Cabe mencionar que, de hecho, el problema del
desacoplamiento estdtico no regular, continua sin ser resuelto completamente hasta la fecha.

Evidentemente que, con el algoritmo del interactor desarrollado, hacer un programa que resuelva la
parte de saber si un sistema es desacoplable est4 resuelta. Ahora, el problema es como encontrar la re-
troalimentaci6n estdtica adecuada para desacoplar dicho sistema. Para este problema se han desarrollado
varios resultados, sin embargo, sélo para el caso regular estdtico se ha expresado el problema como una
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ecuacién polinomial cuyas soluciones proporcionan la retroalimentacién u(t) = Fz(t) + Gv(t) buscada.
Este resultado se presenta a continuacion.

Consideremos un sistema (4, B,C) con matriz de transferencia T'(s) cuadrada e interactor ®(s) y
tomemos una factorizacién coprima derecha N;(s)D~!(s) de (A,B,I,) donde D(s) sea reducida por
columnas.

Ahora, el problema de encontrar la retroalimentacién estdtica que desacopla al sistema se reduce a
encontrar una solucién particular constante con X no singular, de la ecuacién

XD(s)+ YNi(s) = ®(s)T(s)D(s) (4.3)
donde la retroalimentacién estd dada por:

G=X"'y F=-X"'Y

Se puede demostrar que la accién de u(t) = Fz(t) + Gu(t), obtenida de esta forma, es equivalente a
la accién de un compensador Co(s) que multiplicando por la derecha a T'(s) produce un lazo cerrado

C(sI - A—BF)™'BG =T(s)Co(s) = ®~(s) = diag{ ! } =Trc(s)

shi

donde n; son los 6rdenes de los ceros al infinito del sistema (ver Capitulo 5)

Ejemplo 4.1 Sea el siguiente sistema (A, B,C), donde,

2 8 0 6 12
1 0 0 0 0
A=]| =26 -50 -10 -53 -T74
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

8
Il
co~oo

1
0
-5
0
0

1 -9 0 0 -12

y cuya matriz de transferencia es:

1 1
GrZ GG
T(s) =

-6 s—=3
(s+1)(s+2)2 (s+2)?

El interactor de T(s) obtenido con el algoritmo del capftulo anterior es

e[5!
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como podemos ver, ®(s) es diagonal y por lo tanto, segin el Lema 4.1, el sistema es desacoplable por
retroalimentacion estdtica.
Para obtener la retroalimentacion que desacopla a este sistema, tomemos la factorizacion,

0 s
0 1 -1
B N 14 + 235+ 1052 + s® 10 + 155 + 5s2
_ 1p _ 1(e) — 2
(sI = A)™"B = Ni(s)D™"(s) ss 8 [ —12 —6s -—8—28+s2]
1 0

Con estas matrices, la ecuacion polinomial
XD(s)+ Y Nyi(s) =2(s)T(s)D(s)
tiene como una solucién particular,

1 1] Y=[—13 -2 -2 -17 —2]

X=[01 7 8 0 -6 12

Y por lo tanto, finalmente,

- -1 |1 —1
owxs=[3 7]

6 10 2 11 14
— _vy-ly —
==k Y'[7 8 0 6 —12]
Ahora, para demostrar que F y G efectivamente desacoplan al sistema, tomemos el lazo cerrado,
10
C(sI-A—-BF)™'BG = =Trc =37 (s)
0

4.1.2 Desacoplamiento por retroalimentacién dindmica.

La formulacién del problema de desacoplamiento dindmico es anédloga a la del desacoplamiento estético.
Se dice que el sistema 4.1 es desacoplable por retroalimentacién dindmica si existe una retroalimentacién,
en funcién de la frecuencia,

u(s) = F(s)z(s) + Gu(s)

donde F(s) € R7**"(s) es una matriz racional propia y G € R™*? es una matriz constante tal que en el
sistema retroalimentado (A + BF, BG, C) la entrada v;(t) controle solamente a la salida y;(t) sin afectar
a las otras.

De igual forma, cuando p = m es decir, T(s) es cuadrada, podemos hablar de desacoplamiento
dindmico regular (donde G deber4 ser no singular). Por otro lado, cuando m > p, es decir, T'(s) tiene
més columnas que filas, hablaremos de desacoplamiento dindmico no regular.

Los resultados del lema 4.1 también son andlogos a este caso, es decir, un sistema cuadrado es
desacoplable por retroalimentacién regular dindmica si y sélo si su interactor es diagonal. Las condiciones,
del Lema 4.1 también son unicamente suficientes para el caso no regular (sistemas no cuadrados), sin
embargo, para este caso si existe otro resultado que expresa las condiciones necesarias y suficientes.

Consideremos la siguiente definicién.
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Definicién 4.1 Sea A(s) una matriz polinomial de p x m. El rango al infinito por columnas de A(s) se
define como el rango (sobre los reales) de la matriz Ag = [ a1 am | donde

a; = lim A;(s)s™™
8§— 00

son vectores constantes distintos de cero y donde A;(s) es la i — ésima columna de A(s),

Ahora, las condiciones necesarias y suficientes para que un sistema no cuadrado sea desacoplable por
retroalimentacién dingmica son las siguientes [4]:

Lema 4.2 Un sistema lineal (A, B,C) de n estados, m entradas y p salidas donde p < m y cuya matriz
de transferencia es T(s) € RE*™(s) es desacoplable por retroalimentacidn dindmica no regular siy solo
st,

m>2p—k (4.4)

donde k es el rango al infinito por columnas del interactor ®(s) de T'(s).

Estas condiciones son tnicamente necesarias para retroalimentacién estitica, es decir, para que un
sistema no cuadrado sea desacoplado con retroalimentacién estética se debe cumplir (4.4).

Ejemplo 4.2 Analicemos si el siguiente sistema no cuadrado, cuya matriz de transferencia es

571 0 0 52 0
T(s) = 0 st 0 573 0
_s=1 _g=1 =2 _g=2_ g3 o3

es desacoplable.
Primeramente obtengamos el interactor,

s 0 O
)= 0 s 0
2 §% 2
y probemos la condicion (4.4)
Segiin la Definicion 4.1,
000
d=(0 0 O
1 11
por lo tanto, k =1 y la condicién (4.4)
m>2p—k
5>23)-1=5

se cumple, lo que significa que el sistema es desacoplable por retroalimentacién dindmica.
Observe que no puede asegurarse si el sistema es desacoplable por retroalimentacion estdtica, ya que se
cumple la condicidn (4.4) (condicién necesaria) pero el interactor no es diagonal (condicidn suficiente).

El problema de encontrar la retroalimentacién dindmica de un sistema desacoplable, cuadrado o no
cuadrado, tampoco estd totalmente resuelto, existen algunos resultados pero atin no se ha expresado
el problema como la solucién de una ecuacién polinomial como en el caso de retroalimentacién regular
estética.
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4.2 El algoritmo desacop.

Resumiendo lo que se present6 en la seccién anterior, si el sistema a estudiar es cuadrado (desacoplamiento
regular), el sistema serd desacoplable si y solo si su interactor es diagonal y se podr4 utilizar retroalimen-
tacién estética, para la cual, el problema de como determinarla ya estd resuelto.

Si el sistema a estudiar tiene més entradas que salidas (desacoplamiento no regular), el sistema ser4
desacoplable por retroalimentacién dindmica si y sélo si se cumpla la condicién (4.4). Si ademés se
cumple que el interactor es diagonal, se puede asegurar que el sistema también podr4 ser desacoplado con
retroalimentacion estética. Si por otro lado, no se cumple la condicién (4.4), entonces el sistema no serd
desacoplable por ningun tipo de retroalimentacién. El problema de como determinar la retroalimentacién
no regular tampoco tiene hasta el momento una solucién completa.

Con base en estos resultados, se desarroll6 el algoritmo desacop el cual, por lo tanto, tiene las siguientes
caracterfsticas:

1) Es capaz de determinar si un sistema cuadrado es desacoplable por retroalimentaciér} estdtica y
dindmica. En el caso de que el sistema estudiado sea desacoplable, el algoritmo es capaz de determinar
también las matrices F y G de la retroalimentacién estética (4.2) que lo desacopla.

2) Es capaz de determinar si un sistema no cuadrado es desacoplable por retroalimentacién dindmica
comprobando la condicién (4.4). Si ademds se cumple que el interactor es diagonal, se asegura que el
sistema también es desacoplable por retroalimentacién estética.

3) Si el sistema no es desacoplable, es decir, no es diagonal para el caso cuadrado y no se cumple (4.4)
para el caso no cuadrado, el programa desacop regresard cero como resultado.

El programa desacop se basa en otros programa de MATLAB, del Polynomial Toolbox y claro en el
programa interactor.

Para presentar este algoritmo se va a dividir el problema en dos partes, la prueba de desacoplamiento
que determina si el sistema tratado es desacoplable y la obtencién de la retroalimentacién para el caso
regular estético.

4.2.1 La prueba de desacoplamiento.

Para saber si ®(s) es diagonal, simplemente se obtiene el interactor y con funciones de MATLAB se
observa si es efectivamente diagonal. Para probar la condicién (4.4), el problema es como obtener el
rango al infinito de ®(s).

Para resolver este problema consideremos lo siguiente: ®(s) es siempre polinomial ya que T'(s) es
racional propia, por lo tanto, los vectores columna

¢; = lim P;(s)s™"

donde ®;(s) es la j — ésima columna de ®(s), serdn constantes y distintos de cero cuando r; sea igual a
la mayor potencia en s de la columna ®,(s), es decir, al grado por columna de ®;(s). Ahora, si tomamos
r; igual al grado por columna de ®;(s), entonces se puede ver como ¢; serd igual al vector de coeficientes
lfderes de ®;(s).
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Asi pues, el rango al infinito de ®(s) se puede obtener como el rango de la matriz
Qo= ¢ ¢ |
donde
¢; = g;j
con

Di(s) = g;-"s'f + g,7;-"_1.s'f'1 + ..+ g?
Resolvamos el Ejemplo 4.3 aplicando este algoritmo.

Ejemplo 4.3 Tomemos el sistema

s71! 0 0 s—2 0
T(s) = 0 sstoo s73 0
sl —s7l g2 _g2_g"3 g3
cuyo interactor es,
s 0 0
®(s)=[ 0 s 0
2 s2 g2

Ahora, seqin el algoritmo anterior,

0 1
Qi1(s)=| 0 |s2+|0|s
S

por lo tanto,
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4.2.2 Obtencién de la retroalimentacién.
Como se ha dicho, el programa desacop puede determinar \nicamente la retroalimentacién regular es-
tética. Encontrar esta retroalimentacién se reduce a encontrar la solucién de
XD(s) +YNi(s) = ®(s)T(s)D(s)
donde,
(sI — A)71B = Ny(s)D7(s)

Para solucionar esta ecuacién, se puede utilizar la funcién zaybc del Polynornial Toolbox, donde
obviamente,

a=D(s), b=Ni(s) y c=®(s)T(s)D(s)
Sin embargo, como se puede ver, para encontrar c¢ es necesaria la multiplicacién entre matrices poli-

nomiales, como D(s) y ®(s), con T'(s) que es racional. Esta multiplicacién no se puede realizar ya que,
como se ha mencionado, MATLAB no puede manejar directamente las matrices racionales.

Para resolver este problema, consideremos la factorizacién
C(sI — A)71B = N(s)D7(s) = CNy(s)D~1(s) = T(s) (4.5)
de este modo,
¢ = ®(s)T(s)D(s) = ®(s)CN1(s)D~1(s)D(s) = ®(s)CNi(s)
ya puede ser obtenido ficilmente.

Por 1ltimo, resolvamos el Ejemplo 4.1 aplicando este algoritmo.

Ejemplo 4.4 Desacoplemos el mismo sistema (A, B,C), donde

2 8 0 6 12
1 0 0 0 0
A=]-25 =50 -10 -53 -74
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

0 1
0 0
B=|1 -5
0 O
0 0
0 6 01 8
c= 1 -9 0 0 -12
cuya matriz de transferencia es:
1 1
G+D)? G+ (s12)
T(s) =

-6 -3
Gs+1)(s+2)? i.:+2)2
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Y cuyo interactor es

o[ ¢)

Para obtener la retroalimentacidn, tomemos la factorizacion,

0 s
0 1 -1
_ _ 14 + 235 + 10s2 + s 10 + 15s + 582
=A== | € 0 [ ~12-6s —8 25+ 52
1 0

De este modo, la factorizacién del sistema completo es, segun (4.5),

[8+s 6 ][14+23s+10s2+53 10+15s+532]

C(sI — A)"'B=CNy(s)D7(s) =
: | 12 s-9 -12-6s —8—2s + s?

Con estas matrices, podemos escribir la ecuacidn polinomial como
XD(s) + YNi(s) = ®(s)T(s)D(s) = ®(s)CNi(s)
donde,

8(5)ON; (s) = [ s2(8+s)  6s? ]

-12s  s(s-9)

puede ser facilmente obtenido por MATLAB ya que es una multiplicacién de solamente matrices polino-
miales.
Ahora, ya que

®(s)CN1(s) = ®(s)T(s)D(s)

Esta ecuacion también tiene como una solucidn particular,

11 13 -2 -2 —17 —2
X=[01 Y—[—7 8 0 -6 12]
y por lo tanto, finalmente,
o 1 4
F=X "[0 1]
6 10 2 11 14
F='GY—[7 80 6 —12]

4.2.3 Conclusiones de este algoritmo.

El algoritmo desacop, como se mencion6 anteriormente, verifica las condiciones de desacoplamiento para
sistemas lineales por retroalimentacién estética o dindmica, regular y no regular. En el caso de sistemas
cuadrados desacoplables, también calcula una retroalimentacién que desacopla al sistema.

Por lo que respecta al célculo de la retroalimentacién desacoplante, observe que hablar de una solucién
particular de (4.3) significa que puede haber mds de una de ellas, es decir, la retroalimentacién que
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desacopla al sistema no es tnica y la forma final de esta depende de como sea obtenida la solucién
particular X y Y

A pesar de la facilidad con que puede desacoplarse un sistema con este procedimiento, este enfoque
tiene algunas desventajas que es importante mencionar.

En primer lugar, se debe notar que la retroalimentacién obtenida con este procedimiento da como
resultado una funcién de transferencia, en lazo cerrado, que es igual a la inversa del interactor. Esta
situacién, desde el punto de vista de ubicacién de polos, significa que la retroalimentacién produce una
cancelacién de polos con ceros finitos (en caso de que los hubiera), mientras que los polos restantes
son ubicados todos en s = 0. Esto significa que el sistema estd desacoplado, sin embargo, no se puede
asegurar su estabilidad ni tampoco que las salidas tengan algin comportamiento deseado. Para lograr
esto, es necesaria la aplicacién de una retroalimentacién posterior que permita ubicar estos polos de
una manera adecuada y sin perder la estructura de sistema desacoplado que se consiguié con la primera
retroalimentacién. El problema de obtener un sistema desacoplado e internamente estable se conoce como
desacoplamiento con estabilidad, pero su estudio estd fuera de los alcances de este trabajo. Para revisar
este tema ver, por ejemplo, [24, 29].

Otra problema de este procedimiento para tesacoplar un sistema, sobre todo si se pretende aplicarlo
al desacoplamiento de un sistema real, es el de la robustez. Este es un inconveniente propio de la falta
de resultados en esta area, ya que hasta donde sabemos, el problema de desacoplamiento robusto no ha
sido resuelto. Los resultados presentados sobre retroalimentacién estdtica no son robustos en el sentido
de que, por ejemplo, las condiciones de desacoplamiento para un sistema que era desacoplable, pueden
no cumplirse més si se presenta una pequeiia variacién en alguno de sus pardmetros.

Como ilustracién considere el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5 Consideremos el siguiente sistema (A, B,C) con matrices,

010 0 ¢
A=lo0o00]| B=|11 C=[(l)g(1)]
00 0 01

Si € es igual a cero, el interactor de este sistema es

o= ?]

que es diagonal y por lo tanto, el sistema es desacoplable.
Ahora, si e # 0, por ejemplo € = 0.001, el interactor de este sistema es
s 0
2(s) = [ —1000s% s? ]

y entonces la condicién de desacoplamiento ya no se cumple.

Estas desventajas son, naturalmente, heredadas al programa desacop, sin embargo, este primer algo-
ritmo confiable puede ser base de algoritmos futuros que resuelvan el problema incluyendo la estabilidad
y una ubicacién deseada de polos. Por lo anterior, podemos afirmar que el algoritmo puede ser utilizado
para estudiar el problema de desacoplamiento de sistemas lineales multivariables, pero hay que conside-
rar algunos aspectos de estabilidad y robustez si se quisiera aplicar este algoritmo al control de sistemas
reales.



Capitulo 5

Obtencion de la estructura al
infinito.

En este capitulo se presenta el algoritmo desarrollado para obtener la estructura al infinito de una matriz
de rango pleno racional en general, es decir, no necesariamente polinomial o racional propia.

La estructura al infinito de una matriz racional comprende el conjunto de los 6rdenes de los polos y
ceros al infinito de la matriz. Esta informacién se puede definir, como se mostrard més adelante, a partir
de la forma de Smith McMillan al infinito de la matriz, que es bésicamente una forma canénica bajo
equivalencia con matrices bipropias. De lo anterior, es evidente que una forma de obtener la estructura
al infinito de una matriz es mediante operaciones elementales por filas y por columnas en el anillo ,(s)
sobre la matriz. Como se mencioné anteriormente en el célculo del interactor de un sistema lineal, dichas
operaciones no son numéricamente estables, por lo que no pueden ser usadas para desarrollar un algoritmo
numérico confiable.

Nuestra intencién es entonces, desarrollar un método confiable y el algoritmo correspondiente para
obtener los polos y los ceros al infinito de una matriz racional. La idea es muy simple y est4 relacionada
también con el método presentado en el Capitulo 3 para obtener el interactor de un sistema lineal
multivariable.

Primeramente se define la estructura al infinito de una matriz racional, mencionando brevemente la
importancia y posible interpretacién que tiene esta informacién. Después se mostrarén los resultados que
relacionan al interactor con esta estructura al infinito y finalmente se presenta el algoritmo desarrollado.

5.1 La estructura al infinito de matrices racionales.

La estructura al infinito de una matriz racional se puede definir como sigue.
Definicién 5.1 Sea A(s) € RP*™(s) una matriz racional de rango r. Entonces existen matrices bipropias

Bi(s) y Ba(s), y una matriz dnica,

s™

B1(s)A(s)Ba(s) = Moo(s) = (5.1)

shr
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conocida como la forma de Smith McMillan al infinito de A(s) o la forma de Smith sobre el anillo Rp(s)
de A(s), donde n; > n;y1, i = 1,2,...,7 — 1 son enteros positivos, negativos o cero.

La matriz Mo (s) despliega la estructura al infinito de A(s), la cual puede tener en general tanto
polos como ceros al infinito de distintos érdenes. Sin; < 0, entonces n; es el orden de un cero al infinito
de A(s), si n; > 0, entonces n; es el orden de un polo al infinito. Evidentemente, las matrices By(s) y
By(s) representan las operaciones elementales en R,(s) por filas y por columnas, respectivamente, que se
tuvieron que aplicar a A(s) para llevarla a la forma Mu(s).

Si en particular, la matriz estudiada es racional propia, es decir, puede ser la matriz de transferencia
que representa a un sistema lineal multivariable, entonces la estructura al infinito tendr4 solamente ceros
al infinito. En este caso, el orden de estos ceros al infinito se puede interpretar como el mimero de veces
que se debe derivar cada una de las salidas para obtener un componente del vector de entradas. Esta infor-
macién es de gran importancia en el estudio de algunos problemas de control como son: desacoplamiento,
seguimiento de modelo, rechazo de perturbaciones, etc.

Por otro lado, la estructura al infinito de matrices polinomiales también es de gran importancia para
la teorfa de ¢ontrol [15, 2, 10]. Por ejemplo, en caso de que el sistema lineal sea descrito en espacio de
estado, es decir por las matrices (A, B, C), los ceros al infinito del sistema, corresponden también a los
ceros al infinito de la matriz polinomial

[ sI-A B
c 0

Son muchas las aplicaciones que puede tener €l encontrar la estructura al infinito de una matriz
racional en general, de ahi la importancia de desarrollar este algoritmo. Cabe mencionar que ya existen
otros algoritmos confiables desarrollados para obtener la estructura al infinito de matrices polinomiales
como por ejemplo el desarrollado en [10]. Este algoritmo estd basado en matrices de Toeplitz formadas
con las matrices de coeficientes de la matriz analizada. Otro algoritmo es el presentado en [32], el cual
presenta una técnica en espacio de estado basada en la correspondencia entre la forma de Smith McMillan
de la matriz analizada y la forma canénica de Kronecker de un pencil de matrices asociado.

Existen algunos otros algoritmos que obtienen la estructura al infinito de matrices racionales propias
pero, por sus caracteristicas no pueden considerarse algoritmos confiables. Un ejemplo de estos es el
algoritmo desarrollado en [21], el cual estd basado en los grados relativos de todos los menores de la
matriz analizada. Algunos algoritmos simbélicos como por ejemplo el presentado en [6] también han sido
desarrollados.

Los procedimientos utilizados en esta serie de algoritmos, son fundamentalmente diferentes del pro-
puesto en nuestro algoritmo, y la comparacién entre estos estd fuera de los alcances de este trabajo.

La importancia de desarrollar este algoritmo para obtener la estructura al infinito de una matriz
racional, es mostrar una aplicacién més de la matriz interactor y lo importante que puede ser tener una
forma para obtenerla. Ademas, nuestro algoritmo, como veremos m4s adelante, tiene la ventaja de que
puede trabajar igualmente con matrices polinomiales, matrices racionales propias o matrices con algunos
elementos como funciones racionales propias y otros como polinomios.

Antes de presentar el algoritmo desarrollado, se presentan algunos resultados importantes que involu-
cran al interactor y que por lo tanto son base de este algoritmo. Es importante mencionar que el término
interactor esté definido, como se vi6 en el Capitulo 3, tinicamente para sistemas lineales, es decir, cuando
T(s) es racional propia y es la representacién matematica de algun sistema fisico con entradas y salidas.
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En este capftulo consideraremos que la matriz a analizar es cualquier matriz racional A(s), no necesaria-
mente propia ni tampoco necesariamente relacionada con algun sistema lineal. Por lo tanto, hablar de
su interactor no serfa estrictamente correcto, sin embargo, como veremos més adelante, la relacién entre
la forma de Hermite por columnas de A(s) y su inversa ®(s) se puede establecer sin importar si A(s) es
racional o no. Entonces por analogfa, durante el desarrollo de este capftulo, seguiremos llamando a esta
inversa ®(s) la matriz interactor de A(s).

Comencemos con la definicién de una matriz reducida por filas.

Definicién 5.2 Sea A(s) una matriz polinomial no singular de p x p, y sea {g;:} ., con
¢i = max{dega;;(s), 1=1,2,..,p}, i=1,2,..,p
el conjunto de los grados por filas de A(s). Se dice que A(s) es reducida por filas si

deg {det A(s)} = i g

i=1

Ahora, para explicar como es que el interactor de una matriz racional nos ayuda a encontrar su
estructura al infinito, se considera, primeramente, una matriz A(s) racional propia y cuadrada.

De la Definicién 3.5, sabemos que la forma de Hermite por columnas de A(s) es
A(s)B(s) = H(s)
donde B(s) es bipropia. Ahora, del Lema 3.2 sabemos también que
sfl
H™(s) =&(s) =

¢p1 sfp

Ahora, supongamos que la matriz polinomial ®(s) es reducida por filas, esto significa que, segin la
Definicién 5.2, el grado de cualquier elemento ¢;; es menor o igual que el grado del elemento en la diagonal
de esa fila, es decir, ¢;;. Esta relacién de grados implica que, para cualquier i < j, ¢,; sea divisible por
¢;; en el anillo R®,(s) en el sentido de que existe una funcién racional propia z(s) € Rp(s) tal que,

¢ = ¢ijx(s)

Asi pues, es posible aplicar una serie de operaciones elementales por columnas de tipo 3 en R,(s), de
modo que se llegue a una forma diagonal de ®(s), es decir,

®(s)B(s) = diag {sf‘ i .‘.,sf"} = P(s)
donde B(s) representa las operaciones elementales en R,(s) aplicadas. Con esto podemos ver que,
A(s)B(s) = ®7X(s) = (P(s)B™\(s)) " = B(s)P~(s) (5.2)
finalmente,
B~1(s)A(s)B(s) = P™1(s) (5.3)
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Ahora, si se cumple que f; > fit1, ¢ = 1,2,...,p — 1 (si no se cumple desde el principio, se puede
lograr haciendo intercambio de filas), y haciendo B~(s) = Bi(s), B(s) = By(s), y P~1(s) = Mwo(s),
esta tltima expresién (5.3) es equivalente a la definicién de la forma de Smith McMillan (5.1), en otras
palabras podemos decir que, si el interactor de A(s) es reducido por filas, entonces los 6rdenes de los
ceros al infinito estdn sobre la diagonal del interactor.

Con base en este procedimiento podemos formular el siguiente resultado, base de nuestro algoritmo.

Lema 5.1 Sea A(s) € R5*P(s) una matriz racional propia de rango pleno y sea (s) € RP*P(s) su matriz
polinomial interactor. Si ®(s) es reducido por filas, entonces, los drdenes de los ceros al infinito de A(s)
corresponden a los enteros deg ¢;;(s) donde ¢,;(s) son los elementos en la diagonal de ®(s).

Si el interactor de A(s) no es reducido por filas, siempre existe una matriz de permutacién P que
equivale a un cambio de filas en A(s) (y que por lo tanto no modifica la estructura al infinito de A(s)),
tal que el interactor de PA(s) es reducido por filas [11]. La forma en la que se debe hacer este cambio de
filas se presenta mds adelante.

Para el caso de que A(s) tenga mds columnas que filas, se puede ver facilmente que el mismo resultado
que acabamos de describir también puede aplicarse, ya que, como se formul6 en el Lema 3.3, el interactor
de A(s) también viene de la inversa de su forma de Hermite por columnas. En el caso de que A(s) tenga
més filas que columnas y dado que la estructura al infinito de A(s) es la misma que la de AT(s), se
puede transponer la matriz y considerar que hay més columnas que filas, de esta forma, se puede aplicar
también el mismo resultado.

Ahora bien, supongamos el caso de que A(s) sea racional en general, es decir, no necesariamente
racional propia o polinomial. Para este caso se puede encontrar el entero positivo méds pequeifio d tal que
s—l,,A(s) = A'(s) sea racional propia y entonces el Lema 5.1 sea aplicable. Haciendo esto, y suponiendo
que el interactor de A’(s) sea reducido por filas, entonces las expresiones equivalentes de 5.2 y 5.3 serian

A'(s)B(s) = Y(s) = (P(s)B~(s)) " = B(s)P~}(s)

B™l(s)A'(s)B(s) = P7(s)
y los 6rdenes n; de los polos y ceros al infinito de la matriz original A(s) serfan
n,=—fi+d
donde f;, en este caso, son los érdenes de los ceros al infinito de la matriz racional A’(s).

A continuacién se reformula el lema 5.1 de una manera general.

Lema 5.2 Sea A(s) € RP*™(s) una matriz racional en general de rango pleno por filas, sea d el mimero
entero positivo mds pequenio tal que A’(s) = L A(s) es racional propia y sea ®(s) € RP*P(s) la matriz
polinomial interactor de A’(s). St el interactor

h
d(s) =

¢p 1 sfv
es reducido por filas, entonces, los érdenes n; de los ceros y polos al infinito de A(s) son los enteros

ni=-—f;+d (54)
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Observe que aunque la estructura al infinito est4 definida (Definicién 5.1) para cualquier matriz de
rango r, en nuestro algoritmo y dado a que est4 basado en el algoritmo interactor del Capitulo 3, solo
consideraremos matrices de rango pleno. Para poder considerar el caso de que la matriz analizada no fuera
de rango pleno, se deberfa de empezar por la modificacién del algoritmo interactor. Esta modificacién no
es muy complicada y consiste en poner la fila ®; del interactor igual a cero cuando no se logre después
de un nimero n de veces la independencia lineal entre las filas K, K5, ..., K;. Este nimero n tiene una
cota superior (ver [34]).

Obtengamos ahora la estructura al infinito de algunas matrices para ejemplificar estos resultados.

Ejemplo 5.1 Obtengamos la estructura al infinito de la matriz racional propia,

1

842

|D—4

@
+
-

T(s) =

-

s+4

w)

s+

Primeramente utilicemos operaciones elementales en R,(s) por columnas.
Multipliquemos la columna I por la funcidn bipropia 21, es decir, con c; (2L) — ¢; tenemos,

1

-

s+2
T(s)Bi(s) =
s+1 1
s(s+3) s+4
Ahora, con cg — 53361 — C2 tenemos,
1 0

T(6)B()Bals) = | 2
s(s+3) (s+2)(s+3)(s+4)

Después, con cp*2 ’2':3 s+4) _, ¢y tenemos,

1 0

s+1 1
s(s+3) 3

T(s)B1(s)Ba(s)Bs(s) =

Finalmente, con ¢, — 3—‘_5'_"’—3cz — ¢1 tenemos,
19
H(s) = T(s)Bi1(s)B2(s)Bs(s)Ba(s) =

donde H(s) serta la forma de Hermite por columnas y las matrices B;(s) las matrices elementales en
R,(8) correspondientes.
Ahora apliquemos operaciones elementales en Ry (s) por filas para llegar a la forma de Smith McMillan

(5.1). ,

Sumando a la segunda fila (—"—g—g) veces la fila 1, es decir, rg — 55211 — 19, tenemos,

L
Moo(s) =

1
3

De esta forma, podemos ver que los érdenes de los ceros al infinito sonn; =1 yny = 3.
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Ahora tomemos el interactor,

3o =H6) = 5% o 3]

el cual es evidentemente reducido por filas, por lo tanto, los drdenes de los ceros al infinito de T(s) estén
sobre la diagonal, es decir, efectivamente n; =1 y ng = 3.

Ejemplo 5.2 Obtengamos la estructura al infinito de la matriz racional,

1 0 0
Ais)=| 0 1 o &2
0 0% 0
Siguiendo el Lema 5.2, tenemos que d = 3, entonces,
£ 1.0 0 110 0
Al(s) = sl3 0 20 $2|=]0 % i
00 L0 0 0 % 0

El interactor de A’(s) estd dado por,

1 0 0
®(s)=(0 s O
0 0 s°

el cual es evidentemente reducido por filas, por lo tanto, los drdenes de los ceros al infinito de A’(s) son,
f1=0,fa=1y f3=5.

Finalmente, seqin (5.4), A(s) tiene dos polos al infinito de drdenes ny = 3 y ng = 2, y un cero al
infinito de orden nay = 2.

5.2 El algoritmo structinf.

El algoritmo structinf, al igual que el algoritmo desacop presentado en el Capitulo 4, se basa en algunas
funciones de MATLAB, en algunas manipulaciones para poder manejar las matrices racionales y claro en
el algoritmo interactor presentado en el Capitulo 3.

La idea bésica del algoritmo structinf se basa en el Lema 5.2 presentado en la seccién anterior. A
continuacién se presenta este algoritmo.

Supongamos que se desea obtener la estructura al infinito de A(s) que es racional en general, es decir,
se necesita encontrar el niimero d tal que A’(s) = s—lnrA(s) es racional propia. Posteriormente se ordenan
las filas de A’(s) de modo que los grados relativos por filas, es decir, la menor diferencia entre el grado
de denominador menos el del numerador de cada elemento de la fila, vayan del menor en la primera fila
al mayor en la iltima fila.
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Al sacar el interactor de esta matriz ordenada, aseguramos que, dado que la primera fila del interactor
es siempre

®i(s)={sh 0 0]

este f; sea efectivamente el menor de todos los érdenes de los ceros al infinito de A’(s), de hecho, si el
interactor resulta reducido por filas, entonces todos los 6rdenes de los ceros al infinito estardn sobre la
diagonal. Ahora consideremos que el interactor no es reducido por filas, entonces, sabiendo que el orden
f1 es correcto, escribamos al interactor de la siguiente forma

sfi 0 0

" o(s)
s
Pp1

y tomemos la inversa de las p — 1 filas y columnas siguientes, es decir ®~(s). Ordenando los grados
relativos de $~!(s) de menor a mayor y haciendo ese mismo cambio de filas sobre la matriz A’(s) de la
que sacamos el interactor, se logra entonces que, al sacar de nuevo el interactor de la matriz reordenada,
ahora las dos primeras filas tengan en la diagonal los dos primeros 6rdenes de los ceros al infinito.

Haciendo este proceso iterativamente y un méximo de p — 1 veces finalmente se llegard a que el
interactor sea reducido por filas y los 6rdenes de los ceros al infinito estén sobre la diagonal del mismo.
Finalmente, para recuperar el orden de los polos y ceros al infinito de la matriz original A(s), al valor d
se le resta los valores obtenidos hasta este punto.

Ahora, recordando que MATLAB s6lo maneja matrices polinomiales, sabemos que al sacar el interactor
de A’(s) primeramente se transforma A’(s) a una matriz polinomial A”(s) multiplicindola por el producto
p(s) de todos los denominadores de sus elementos. Después se utilizardn los Lemas 3.6 y 3.6 para que,
a partir del grado degp(s) se recupere la informacién original de A’(s) (ver Capitulo 3). Dada esta
situacién, resulta ineficiente que se transforme A(s) a una matriz racional propia A’(s) y después regresar
a una matriz polinomial A”(s).

Para evitar esta ineficiencia, el algoritmo sigue el procedimiento presentado en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.3 Obtengamos la estructura al infinito de la matriz racional,

21 0 0
Ais)=| 0 1 0 &2
0 0 % 0

Siguiendo el Lema 5.2, sabemos que A(s) debe ser multiplicada por % donde d = 3, es decir,

S 10 0 1L 0 0
A@=%0 1 0 #|=l0% 01
00 % 0 00 % 0

y después, para poder aplicar el algoritmo interactor, A’(s) deberta ser pasada a una forma polinomial.
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Sin embargo, en el algoritmo lo que se hace es pasar directamente A(s) a una forma polinomial
multiplicéndola por:

p(s) = §°
haciendo lo anterior tenemos,

s6

[ I

S
S

0
0 0

w OO
S BS

p(s)A(s) = A"(s) = {

|

Ahora se toma como degp(s), para la aplicacién del algoritmo interactor (ver Capttulo 8, Lemas 3.5
y 8.6), el mimero g = 6 que es el mayor grado en s de la matriz A”(s) y se obtiene el interactor reducido

por filas,
0
®(s) = 0

O -
o n O

5

"]

de lo que serta, por lo tanto, la matriz g

1 1 i
s—gA”(S) = S—GA”(S) = 0 s 0 %

o
o
@l
o

que es efectivamente la matriz A’(s) que necesitdbamos.
Ahora, seqin el Lema 5.2, los érdenes de los ceros y polos al infinito de A(s) son,

ni=—fi+d

donde f; son las potencias en s de la diagonal de ®(s), sin embargo el nimero d no lo conocemos ya que
en realidad nunca obtuvimos A’(s). A pesar de lo anterior, sabemos que g = 6 y que el verdadero valor
de deg p(s) = 3, por lo tanto, se puede ver facilmente que,

n; = —fi + g — degp(s) (5.5)
es decir,

ng = 04+46-3=3,
ng = —-5+6-3=-2

lo cual corresponde con lo obtenido en el Ejemplo 5.2.

Ahora veamos un ejemplo en el que sea necesaria la reordenacién de filas.

Ejemplo 5.4 Obtengamos la estructura al infinito de la matriz racional,

101 1
S I -
1 1
As)=| 5 0

"‘Nl»—n
hul s
o
(Y
£
©
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Primeramente, se pasa esta matriz a una forma polinomial multiplicdndola por

_ 20
p(s)=s
es decir,
s19 416 519
/1/(8) = 519 0 319
g8 g17 154 18

y se toma g = 19, ahora, seguin el Lema 3.5 los grados por filas de A”(s) serdn 0 para la fila 1, 0 para la
fila 2 y 1 para la fila 8. Es decir, las filas estdn ordenadas corréctamente y se puede obtener el interactor
de A5 AY(s) que es,

1 0 O
®,(s) = -3 0
_3_ 5 g5

Ahora, como se puedt®ic., este interactor no es reducido por filas, por lo tanto, se debe obtener la
tnversa de

= s 0

P1(s) = [ —s5 st ]
que es,

- 1 0

-5 i

De esta inversa se ve que las filas 2 y 3 deben ser intercambiadas ya que el grado relativo de la fila 8
es menor que el de la fila 2. Entonces, se toma

s19 g6 519
His)= | s1® 17 5154 g18
s19 0 s19
y se obtiene el interactor de Jz A{(s) que es,
1 0 0
0y(s) = —s 20
-3 -5 st P

Finalmente, dado que ®2(s) ya es reducido por filas, el algoritmo términa. Ahora, dado que degp(s) =
20 y segun (5.5) . los érdenes de los ceros al infinito de A(s) son:

ng = 0419-20=-1
ng = -2+19-20=-3
ng = —-5+19-20=—6

En resumen, este algoritmo es entonces un algoritmo confiable pero que tiene la desventaja de que
para algunos casos en los que las matrices sean demasiado grandes, puede darse la situacién de que
sea necesario calcular varias veces (a lo méds p — 1 veces) el interactor de una matriz. Por otro lado,
este algoritmo permite trabajar indistintamente, y con el mismo procedimiento, matrices polinomiales,
racionales propias o matrices racionales en general lo cual es una ventaja importante.
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Conclusiones.

El actual desarrollo que el enfoque polinomial de la teorfa de control esté teniendo, ha abierto nuevos
campos de investigacién como lo es el desarrollo de algoritmos para trabajar con matrices polinomiales y
resolver problemas de control desde este enfoque.

A pesar de la introduccién de los lenguajes de matemdticas simbdlicas, con los cuales el manejo de
matrices y ecuaciones polinomiales se reducirfa a considerar la variable compleja s como una variable
no valuada, muchos investigadores trabajan por encontrar algoritmos numéricos que manejen este tipo
de matrices. Un algoritmo numérico puede resultar més eficiente en términos de memoria y tiempo
de ejecucién que un algoritmo simbdlico, ademds, aplicando los métodos adecuados estos algoritmos ,
numéricos pueden lograr la precisién numérica obtenida simbélicamente. Esta posibilidad de lograr
algoritmos eficientes ademés de la elegancia con que un problema, que involucra matrices polinomiales,
puede ser resuelto al aplicar un algoritmo numérico hace que estos ultimos sean muy atractivos para la
investigacién.

En el desarrollo de estos algoritmos numeéricos confiables, aplicados al enfoque polinomial de la teoria
de control, varios son los resultados que se han obtenido y que han permitido, entre otras cosas, la creacién
de The Polynomial Toolbox. En este trabajo se han desarrollado 3 algoritmos numéricos confiables
programados sobre la plataforma que proporcionan MATLAB y el Polynomial Toolbox.

Uno de estos algoritmos, el algoritmo interactor presentado en el capitulo 3, es capaz de obtener la
matriz interactor de un sistema lineal multivariable con matriz de transferencia de rango pleno, ya sea
por filas o por columnas. El procedimiento para obtener este interactor sin recurrir a las operaciones
elementales que, como mencionamos, se ha demostrado son numéricamente inestables, es una modifi-
cacién al procedimiento presentado inicialmente en el articulo de Falb y Wolovich [34]. En este trabajo,
se modific6 en lo necesario este procedimiento para poder programarlo utilizando MATLAB y The Poly-
nomial Toolbox. El algoritmo programado, basado uinicamente en operaciones estables, es entonces un
algoritmo confiable y, hasta donde sabemos, tinico. La importancia de este algoritmo es evidente cuando
se estudian los problemas en los que el interactor forma parte importante. Algunos de estos proble-
mas, como el desacoplamiento de sistemas lineales y la obtencién de la estructura al infinito de matrices
racionales, fueron tratados también en este trabajo, otros problemas quedan como posibilidad de trabajo
futuro. Uno de estos problemas es el de la equivalencia de sistemas bajo compensacién dindmica. Para
este problema el interactor también forma parte importante de la solucién, tanto para probar si los dos
sistemas analizados son equivalentes bajo compensacién dindmica como para encontrar el compensador
en caso de que lo sean.

El algoritmo desacop, desarrollado para el desacoplamiento de sistemas lineales, se basé, obviamente
en el algoritmo interactor y en otras funciones de MATLAB y del Polynomial Toolbox (ver Capitulo
4). Este algoritmo determina si el sistema lineal analizado el desacoplable mediante retroalimentacién
dindmica o estédtica. En el caso de sistemas cuadrados que sean desacoplables por retroalimentacién
est4tica, también encuentra una retroalimentacién que logra el desacoplamiento. También se puede decir
que este algoritmo es un algoritmo confiable, sin embargo, presenta algunos inconvenientes sobre todo si se
piensa en la aplicacién de este algoritmo para el desacoplamiento de un sistema real. Estos inconvenientes
tienen que ver, como se explicé en el Capitulo 4, con la estabilidad del sistema retroalimentado y con la
robustez de las condiciones de desacoplamiento. Se presentan también , por lo tanto, muchas opciones de
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trabajo futuro tanto a nivel practico, en la programacién de algoritmos, como a nivel teérico. La solucién
completa del problema de desacoplamiento no regular estético, obteniendo las condiciones necesarias y
suficientes para saber si un sistema es desacoplable, asi como la determinacién de la ecuacién polinomial
que pudiera determinar las matrices F' y G de la retroalimentacién, es un ejemplo del trabajo futuro que
se debe realizar. El desarrollo de un algoritmo que obtenga un sistema desacoplado y estable con alguna
ubicacién deseada de polos también es un trabajo importante que puede tener mucha aplicacién, a nivel
préctico, en la implementacién de control a sistemas fisicos.

El tercer y ultimo algoritmo desarrollado fue el algoritmo structinf. Este algoritmo confiable, desa-
rrollado también con base en el algoritmo interactor y en las funciones de MATLAB y del Polynomial
Toolbox, obtiene la estructura al infinito de cualquier matriz racional. La idea bésica del algoritmo im-
plica, como vimos en el Capitulo 5, que en algunos casos sea necesario obtener el interactor en varias
ocasiones lo cual puede representar un inconveniente para este algoritmo. Sin embargo, la capacidad del
algoritmo de trabajar indistintamente cualquier matriz, sin importar que forma tengan sus elementos, es
decir, sin importar si son polinomios, funciones racionales propias, o si estan combinados ambos tipos
dentro de la misma matriz, es una caracteristica interesante que puede ser una ventaja con respecto a
otro métodos.

Por lo que respecta a este 1iltimo algoritmo, existen ya algoritmos confiables que obtienen, poi“ciemglo,
la estructura al infinito de matrices polinomiales [10,32]. Las técnicas empleadas en estos algoritmos
son, sin embargo, fundamentalmente diferentes. La comparacién cuantitativa de nuestro algoritmo con
estos otros algoritmos existentes, qued6 fuera de nuestros objetivos. Es importante mencionar que esta
comparacion, la cual implica necesariamente una forma de cuantificar la complejidad de los algoritmos, no
solo es un trabajo préactico en el que se mide el tiempo de ejecucién y el nimero de operaciones utilizadas,
sino que requiere también de un célculo analitico.

Unido a este cédlculo analitico de la complejidad de un algoritmo, se debe considerar también la prueba
formal de la estabilidad numérica del algoritmo. Todo esto se ha desarrollado poco y casi no se ha aplicado
a los algoritmos que se han venido obteniendo. Por lo tanto, puede ser tema también de investigaciones
y trabajos futuros.
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Anexo 1. El funcionamiento de los programas.

A continuacién se presentan algunos ejemplos (hechos en MATLAB) que muestran el funcionamiento
de los programas desarrollados.

Para el programa interactor.
>>help interactor
INTERACTOR Interactor matrix of a Linear System

The command

interactor(num,den)

returns the polynomial matrix Interactor of the linear system
represented by the rational transfer matrix T(s) given by the
arrays NUM and DEN of the same dimensions, containing the
numerators and the denominators of T(s).

The Transfer matrix T(s) should have full rank.

The command

interactor(A,B,C)

returns the polynomial matrix Interactor of the linear system
represented in state space by (A,B,C).

The equivalent Transfer matrix T(s) should have full rank.

If the matrix T(s) has more rows than columns, this command also
returns a polynomial called dd, such that, the interactor of the
system is: E=ans*1/dd

» num=([1 1; 1 1]
» den=[s+1 s+2; s+3 s+4]
» interactor(num,den)

ans =

s 0
252 — g3 &8

»A=[123;012;114
» B=[12;23;01]
»C=[001;110;114]
» interactor(A,B,C)
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Constant polynomial matrix: 1-by-1
dd =

1

ans =

Para el programa desacop.
>>help desacop

DESACOP Feedback Decoupling of Linear Systems

The command

[F,G]=desacop(A,B,C)

returns the matrix F and G such that the feedback u=Fx+Gv decouples the
square system represented by the matrix A, B and C. If the system is not
decouplable, the command returns F=0, G=0

The command

[F,G]=desacop(num,den)

returns the matrix F and G such that the feedback u=Fx+Gv decouples the
square system represented by the transfer matrix T(s) given by the

arrays NUM and DEN of the same dimensions, containing the

numerators and the denominators of T(s).

It also returns the state space representation (A,B,C) used in the

feedback calculations. If the system is not decouplable, the command
returns F=0, G=0

The closed loop system (A+BF,BG,C) has as a transfer matrix, the following one:

diag{1/s"Ni} where {Ni} are the orders of the zeros at infinity.

If the system is decouplable but not square, this commands only returns
an indicative message.

»A=[280612;10000;-25-50-10-53-74;,00100;00 01 0];
» B=[01;00; 1-5;00; 00J;

»C=[06018;1-900-12J;

[F,G]=desacop(A,B,C)

Constant polynomial matrix: 2-by-5
F =

6 10 2 11 14
7 -8 0 6 -—12



Constant polynomial matrix: 2-by-2
G =

» num=([1 1; 1 1J;

» den=[s+1 s+2; s+3 s+4];
[F,G]=desacop(num,den)

F =

0
G=
0

Para el programa structinf.
>>help structinf
STRUCTINF Infinite structure of a rational matrix

The command

structinf(num,den)

returns a vector with the powers of s of the diagonal of the Smith
Mcmillan form at infinity of a rational matrix A(s) given by the
arrays NUM and DEN of the same dimensions, containing the
numerators and the denominators of A(s).

The matrix A(s) should have full rank

The command

structinf(num,1)

returns a vector with the powers of s of the diagonal of the Smith
Mcmillan form at infinity of a polynomial matrix A(s)=num(s)
The matrix A(s) should have full rank

» num=[1s+12;123;111];

» den=[s"11s+1; s"25~3 s74; s+1 s+1 1];
» structinf(num,den)

ans =

1

0

-2

» num=[s 1; 1 s+1; 0 s"4]
» structinf(num,1)

ans =

4

1
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