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Notación utilizada.

3?: Conjunto de los números reales.

ít[s\: Conjunto de los polinomios en s con coeficientes reales.

9?(_): Conjunto de las funciones racionales en s con coeficientes reales.

Jfp(s): Conjunto de Las funciones racionales propias en s con coeficientes reales.

/ : A —» B Punción que mapea del espacio vectorial A al espacio vectorial B.

f(x): Función con parámetros x.

\a\ Valor absoluto de a.

\\a\\ Norma de a.

AT: Matriz A transpuesta.

/„: Matriz identidad de nxn.

lm(A): Imagen de la matriz A.

ker(j4): Kernel de la matriz A.

rank(A): Rango de la matriz A.

v(A): Nulidad de la matriz A.

coUA: Columna i-esima de A.

rowiA: Fila i-esima de A.

degx(s): Grado del polinomio z(s).

degp /(-): Grado relativo de la función racional propia f(s)

span{vi , i>2 ,
■ • ■

, vm } : Espacio vectorial generado por los vectores vx , v? ,
. . .

, i>m

diag {ai, ar>, ...,an}: Matriz diagonal denxn que tiene los valores a¿ en la diagonal.

sign(x): Función signo de x.

min: La función min {a 1,02, ...,am} es igual al menor de los elementos <~i,a2) ■■■,am.

m._x: La función max {ai, 02, ...,am} es igual al mayor de los elementos a.,Qi2,,..,om

K x 10n: representa la notación científica del número K. Por ejemplo, 0.0345 = 34.5 x 10
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Introducción.

En la actualidad, los avances computacionales, tanto de software como de hardware permiten a di

ferentes ramas de la ciencia apoyarse en algoritmos computacionales para la solución y el análisis de un

gran número de problemas.

Estos algoritmos computacionales capaces, en un principio de resolver únicamente problemas numéri

cos, han evolucionado y actualmente, gracias a la introducción de los lenguajes computacionales de

matemáticas simbólicas, como por ejemplo MAPLE [23] o Symbolic Math Toolbox de MATLAB [25], es

posible la solución de problemas totalmente simbólicos. Podemos entonces distinguir, a grandes rasgos,
dos tipos de algoritmos, los que manejan únicamente números y que son llamados .algoritmos numéricos

y aquellos que tienen la capacidad de trabajar con símbolos y con variables no valuadas. Este segundo

tipo de .algoritmo es llamado .algoritmo simbólico.

En el campo del control automático, estos avances en el desarrollo de algoritmos computacionales no

han sido la excepción. Actualmente son muchas las herramientas y algoritmos computacionales que se

utilizan para resolver y analizar problemas de control desde un nivel teórico e incluso en la implementación
real de los mismos. Por ejemplo, en la teoría de control clásico, donde los sistemas lineales monovariables

e invariantes en el tiempo son representados por medio de una función de transferencia, el desarrollo de

algoritmos numéricos computacionales nos permite hacer todo tipo de análisis, tales como: Gráficas de

Bode, diagramas de Nyquist, gráficas del lugar de raíces, gráficas de la respuesta al escalón o al impulso

unitario, etc. El avance y desarrollo del álgebra numérica, base de la representación de sistemas en el

espacio de estado, también ha permitido la creación de un gran número de algoritmos numéricos para el

análisis de sistemas de control desde este enfoque (las variables de estado) , por ejemplo: la determinación

de la controlabiüdad y observabilidad de un sistema, obtención de valores propios y ubicación de polos,
etc.

De igual forma, actualmente se cuenta con algoritmos numéricos desarrollados peara casi todas las

técnicas de control modernas, por ejemplo: Control no lineal, lógica difusa, redes neuronales, control

robusto, control óptimo, etc.

Por otro lado, la creación de algoritmos computacionales para el enfoque poUnomial de la teoría de

control, es un campo de investigación que apenas desde hace algunos años, empezó a desarrollarse. El

enfoque polinomial, iniciado por Kucera [19], es una elegante manera de analizar sistemas y problemas
de control. En este enfoque, básicamente, la solución de un problema de control se reduce a la solución

de alguna ecuación polinomial o ecuación Diofantina asociada al mismo [18]. Para esto se requiere la

manipulación de polinomios y matrices polinomiales, es decir, matrices cuyos elementos no son números

sino polinomios en la variable compleja s. Por lo tanto, los algoritmos del álgebra numérica aplicados en

el enfoque de las variables de estado, por ejemplo, no pueden ser utilizados y es necesaria la creación de

nuevos algoritmos capaces de manejar este tipo de matrices.

Una solución que parecería lógica, es la de desarrollar algoritmos simbólicos donde s sea visto como

una variable no valuada, sin embargo, la cantidad de tiempo y recursos de memoria que estos algoritmos
simbólicos pueden requerir para resolver problemas complicados como la solución de ecuaciones polino
miales o la obtención de formas canónicas, puede ser un gasto innecesario si el problema puede resolverse
numéricamente. Así pues, la posibilidad de desarrollar algoritmos numéricos capaces de manejar matrices
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polinomiales de una manera eficiente, con una exactitud aritmética comparable a la conseguida por los

algoritmos simbólicos, y sin sacrificar recursos computacionales como tiempo de ejecución, y memoria, se
ha vuelto un campo de investigación importante.

Algunos de los principales trabajos realizados recientemente en esta área son los siguientes:

State-Space Algorithms for Polynomial Matrix Operations [16]. Este trabajo realizado por

Ferdinand Kraffer en 1998 se orienta a la solución de las operaciones con matrices pohnomiales desde el

espacio de estado. Este trabajo presenta algortimos numéricos para transformar una operación polinomial
en un sistema en el espacio de estado, posteriormente presenta técnicas para la manipulación y solución

de ese sistema (teórico) en el espacio de estado y finalmente, técnicas para regresar del espacio de estado

y presentar la solución de la operación polinomial.

Reliable Algorithms for Polynomial Matrices [8]. Este trabajo, realizado por Didier Henrion

también en 1998 presenta algoritmos numéricos basados en técnicas polinomiales como interpolación y

matrices de Sylvester. El desarrollo de estos algoritmos está enfocado a realizar eficientemente, y sin

pasar por el espacio de estado, operaciones como la evaluación del rango de matrices polinomiales, la

triangularización de las mismas y la factorización espectral.

Numerical Algorithms for Polynomial Matrices [13]. Realizado en 1999 por Martin Hromcík.

Aqui se presenta una nueva técnica de solución de problemas con matrices polinomiales, basada en la

interpolación y la transformada rápida de Fourier. Se presentan una serie de algoritmos, algunos de ellos

ya estudiados en trabajos anteriores, pero ahora resueltos con la transformada rápida de Fourier.

The Polynomial Toolbox [22]. Desarrollado por un grupo de investigadores encabezados por:

Huibert Kwakernaak, Rens CW. y Michael Sebek. The Polynomial Toolbox, está desarrollado para

trabajar en MATLAB 5.x. Es un conjunto de nuevos algoritmos rápidos y confiables basados en avanzados

métodos poUnomiales que constituye la plataforma básica en la que se han programado los algoritmos de

los otros trabajos.

El objetivo del presente trabajo es, primeramente, estudiar el estado del arte de esta clase de nuevos

algoritmos numéricos que se han desarrollado y que se están desarrollando para el enfoque poUnomial.

Para esto, se presentarán también conceptos básicos del algebra numérica y los algoritmos numéricos en

general. Un segundo objetivo que se planteó para este trabajo, fue el de desarrollar nuevos resultados y

algoritmos para el estudio de sistemas lineales.

En particular, se logró el desarrollo de 3 nuevos algoritmos, los cuales fueron programados sobre la

plataforma de MATLAB y el Polynomial Toolbox, y que constituyen la principal contribución de este

trabajo.

El primero de estos algoritmos obtiene la matriz interactor de un sistema lineal multivariable. Esta

matriz interactor es una matriz polinomial, invariante bajo retroalimentación de estado estática regular,

que contiene la información al infinito del sistema y por lo tanto es un ingrediente fundamental en la solu

ción de algunos problemas de control. El interactor de un sistema se puede obtener mediante operaciones

elementales por columnas sobre el anillo de las funciones racionales propias, dada la relación que guarda

con la forma de Hermite por columnas de la matriz de transferencia del mismo sistema. Sin embargo,

estas operaciones elementales son numéricamente inestables e ineficientes al momento de utiüzarlas en

un algoritmo. En este trabajo se presenta un algoritmo alternativo que obtiene el interactor sin recurrir

a las operaciones elementales. Este algoritmo basado únicamente en operaciones numéricamente estables

es un algoritmo de los que llamaremos algoritmos confiables.

Con base en la información contenida en el interactor se pueden resolver algunos problemas de control,

como el desacoplamiento de sistemas lineales, así como obtener la estructura al infinito de cualquier matriz
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racional. La solución de este par de problemas se abordó en los otros dos algoritmos desarrollados en este

trabajo.

El segundo algoritmo determina si el sistema lineal analizado puede desacoplarse mediante retroa

Umentación dinámica o estática. En el caso de sistemas cuadrados que sean desacoplables por retroa

limentación estática, también encuentra una retroalimentación que logra el desacoplamiento. En este

algoritmo, la matriz interactor juega un papel muy importante tanto en la prueba que indica si el sistema

es desacoplable como en la determinación de la retroalimentación. Este algoritmo, basado en operaciones

estables y en el algoritmo que obtiene el interactor, también podrá ser considerado como un algoritmo

confiable.

El tercer y último algoritmo desarrollado resuelve el problema de obtener la estructura al infinito

de cualquier matriz racional en general. Para este algoritmo se hace una generalización de la matriz

interactor y una modificación práctica al algoritmo que la obtiene, de esta forma es posible obtener lo

equivalente al interactor de cualquier matriz racional. Con base en este equivalente del interactor, se

logra determinar la estructura al infinito de la matriz analizada.

Para la presentación de estos resultados asi como del estado del arte del desarrollo de algoritmos

numéricos para el enfoque polinomial, se ha dividido el presente trabajo de la siguiente forma:

En el Capítulo 1 se presentan, primeramente, algunos preliminares. Se introduce el concepto de

problema numérico y de algoritmo numérico como método de solución del primero. Se habla de algunos

conceptos importantes como la estabilidad numérica, la precisión, exactitud y resolución y finalmente se

introduce el concepto de algoritmo confiable y los métodos del algebra numérica en los que se basa este

tipo de algoritmos.

En el Capítulo 2 se exponen los tipos de algoritmos que se utilizan en los distintos enfoques de la

teoría de control y se presentan los problemas y el estado del arte de los algoritmos aplicados en el enfoque

poUnomial, base de este trabajo. Finalmente se exponen los métodos polinomiales avanzados en los que se

basan estos algoritmos numéricos confiables para la teoría de control, vista desde el enfoque poUnomial, y
se presentan dos algoritmos representativos, uno para obtener el determinante [9] y el otro para obtener

el rango [8] de matrices poUnomiales.

A partir del Capítulo 3 se presentan los resultados originales obtenidos durante el desarroUo de este

trabajo.

En el Capítulo 3 se presenta el algoritmo que obtiene la matriz interactor. Primeramente se introduce

el concepto de interactor y la teoría necesaria para obtenerlo. En la segunda parte del capítulo se presenta

el algoritmo desarroUado.

El algoritmo sobre el desacoplamiento de sistemas lineales es presentado en el Capítulo 4. Este

algoritmo representa una aplicación directa del interactor y por lo tanto del algoritmo presentado en

el Capítulo 3. De igual forma, primeramente se expone el problema del desacoplamiento de sistemas

Uneales así como la teoría necesaria para resolverlo y posteriormente, en una segunda parte del capítulo,
se presenta el algoritmo.

En el Capítulo 5 se presenta otra aplicación del interactor más generalizada y no tan enfocada a un

sistema físico real como en el caso del desacoplamiento. Esta aplicación es la obtención de la estructura

al infinito de cualquier matriz racional por medio de un algoritmo basado en la obtención del interactor.

Este capítulo también consta de dos secciones, en la primera se define la estructura al infinito de una

matriz racional y se presenta la teoría necesaria que nos permitirá desarrollar el algoritmo para obtenerla.

En la segunda sección se presenta el algoritmo en cuestión.

Finalmente, se formulan algunas conclusiones generales sobre el trabajo en sí y sobre los resultados

obtenidos.



Capítulo 1

Preliminares.

En este capítulo se presenta la teoría básica de los algoritmos numéricos. También se definen algunos

conceptos que se utilizarán a lo largo de este documento.

Se presenta el concepto de problema numérico y sus características y se introducen los algoritmos
numéricos como métodos de solución de este tipo de problemas. Asi mismo, se plantean los conceptos

de la estabilidad numérica, precisión, resolución y exactitud numérica, los cuales serán utiUzados en

los capítulos posteriores. Con base en estos conceptos se define un algoritmo numérico confiable y

posteriormente se presentan las herramientas del álgebra lineal que son base de este tipo de algoritmos.

El conocimiento de estas herramientas es importante ya que, si bien no serán directamente utiUzadas, se

encuentran como base de muchas de las operaciones numéricamente estables que reaUza la computadora

al momento de ejecutar alguno de los algoritmos numéricos aplicados al control que describiremos más

tarde.

Es importante mencionar que los problemas y resultados sobre los aspectos numéricos, la estabilidad

y las herramientas del álgebra numérica que serán presentados, han sido bien estudiados durante mucho

tiempo y existe una gran cantidad de literatura sobre el tema. Sin embargo, en este trabajo solamente se

presentan algunos resultados importantes sin demostración y sin profundizar demasiado en ellos, ya que
su estudio está fuera de los alcances de esta tesis. Para más detaUes sobre este tema se puede consultar

por ejemplo [5, 31, 27, 7]

1.1 Problemas y algoritmos numéricos.

1.1.1 Los problemas numéricos y su solución.

Un problema numérico puede ser descrito como una función / : íR7" —> 9?" de la siguiente forma:

f{x) = y, donde x € 5?m son los datos que determinan el problema y y £ SR" es la respuesta del mismo.

Si tomamos los datos x y resolvemos el problema obteniendo /(_•), es natural esperar que si se

presenta una pequeña variación en x, el resultado del problema con los nuevos datos x' se encontrará

cercano al resultado original, es decir, f(x) « f(x'). Este tipo de problemas numéricos son conocidos

como problemas bien condicionados (weil conditioned). Sin embargo, no todos los problemas numéricos

son bien condicionados, existen problemas en los que las soluciones f(x) y f(x') son muy distintas aún

cuando x « x' . Este tipo de problemas es conocido como problemas mal condicionados (ill conditioned).
Es importante mencionar que los conceptos de cercanía o de lejanía entre dos números o resultados,

7
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conceptos que seguiremos utilizando a lo largo de este trabajo, tienen una cuantificación formal que se

introducirá cuando se hable, más adelante, de normas vectoriales y matriciales.

A continuación se presentan ejemplos de problemas mal condicionados y bien condicionados.

Ejemplo 1.1 Consideremos la ecuación de quinto orden:

x5 + 7x4 + 19.4x3 + 26.6z2 + 18.0384x + 4.8384 = 0

La solución de esta ecuación es nuestro problema numérico, es decir, la solución y
= /(x) son las

raíces de la ecuación representada por f con los parámetros

x=[7 19.4 26.6 18.0384 4.8384 ]

Para estos parámetros la solución es,

y
= [ -1 -1.2 -1.4 -1.6 -1.8 ]

Ahora supongamos que el vector de parámetros sufre una pequeña variación, es decir:

x' = [ 7.001 ..19.4 26.6 18.0384 4.8384 ]

de esta forma:

y' = /(ar') = [ -1.06 + 0.024J -1.06 -

0.024; -1.48 + 0.23¿ -1.48 -

Q.23J -1.92 ]

como se puede ver, las soluciones son muy diferentes, es decir, estamos hablando de un problema mal

condicionado.

Ejemplo 1.2 Ahora consideremos la ecuación de segundo orden:

x2 - 3.57x + 2.8782 = 0

La solución exacta de esta ecuación es X\ = 2.34 y x<i
= 1.23.

Ahora consideremos una pequeña variación en los parámetros, es decir,

x2 - 3.57a: + 2.8783 = 0

la solución de esta ecuación es: xx = 2.3399 y x^ = 1.2301. Este es un problema bien condicionado.

El hecho de que existan estos dos tipos de problemas numéricos toma importancia cuando en el

proceso de solución se utilizan herramientas como computadoras o calculadoras. Estas herramientas

generalmente trabajan con un sistema de punto decimal flotante en el cual el número de dígitos utilizados

en la representación de los números y sus operaciones está limitado. Un número x en punto flotante es

representado como sigue: x = ±Q.d\d2d^...dt x Be = MBe Los dígitos ±(_i<_2í¿3 •••<¿t son conocidos

como la mantisa M, la base B es generalmente 10 (numeración decimal), e es el exponente y í, que es el

número de dígitos que representan a a, es lo que llamaremos resolución.

Es importante tener en mente que el hecho de que un problema sea mal condicionado depende más

de la estructura del mismo y de la sensibilidad que tenga al cambio de parámetros y no tanto del hecho

de que se resuelva por un algoritmo numérico con alguna resolución limitada.

Dada la limitación en la resolución, todo número debe ser aproximado según el número de dígitos t

que se esté manejando, lo cual evidentemente ocasiona un error de redondeo que, en el caso de que el

problema que se esté resolviendo sea mal condicionado, puede ser peligroso. El error de redondeo y la

aproximación en punto flotante, se definen a continuación.
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Definición 1.1 Sea x 6 SR, y sea xr su aproximación en punto flotante. El número xT puede ser escrito

como: xr = x(l + d). Por notación, la aproximación de un número o incluso del resultado de alguna

operación en punto flotante, se escribe como: fl(x) = x(l + d) = xr, donde d es el error relativo que está

acotado por \d\ < e. El valor de e depende de la técnica de aproximación utilizada.

a) Si la aproximación se realizó por redondeo (aproximación al entero inmediato superior), entonces:

e < 0.5 x IO1-4

b) Si la aproximación se realizó por truncamiento (aproximación al entero inmediato inferior), en

tonces: e < 1.0 x 101_t

El efecto del error de redondeo, el cueal es inevitable, nos permite precisar dos conceptos más que

seguiremos utüizando a lo largo de este trabajo. Estos son: la precisión y la exactitud1

Por exactitud entenderemos que tan cercano o lejano está un resultado de su valor real, es decir, si

tenemos un problema numérico del cual conocemos el resultado exacto que es 3.78, por ejemplo, y nuestro

algoritmo de solución nos entrega un resultado igual a 3.23 la primera vez que lo aplicamos y 3.77 la

segunda vez, diremos que el segundo resultado es más exacto que el primero. También podemos decir

que el algoritmo utüizado no es muy preciso, ya que nos dio un resultado diferente por cada vez que lo

aplicamos. Por otro lado, si el algoritmo de solución nos entrega, cada vez que lo aplicamos, 2.34 como

resultado, entonces diremos que es un algoritmo preciso pero que el resultado obtenido no es exacto.

En resumen, el conocimiento previo del tipo de problema que se va a resolver (mal o bien condiciona

do), los errores de redondeo en el algoritmo de solución y la resolución utilizada, nos darán idea de la

confiabilidad, es decir, de la precisión y exactitud del resultado que se obtendrá.

1.1.2 Algoritmos numéricos y estabilidad.

La apUcación de un algoritmo numérico para resolver un problema y
= f(x) implica la definición de una

nueva función /' la cual, para un vector de datos x, regrese una solución aproximada /'(x) del problema.
Una de las características más importantes del algoritmo /' es la estabilidad numérica. La estabiUdad

numérica de un algoritmo se define como sigue: se dice que un algoritmo es numéricamente estable si

V x e D C SRm, existe un x' tal que }{x') es cercano a /'(x). Lo anterior significa que si aplicamos un

algoritmo numéricamente estable, la solución que obtengamos deberá estar cerca de la solución exacta

del problema cuando los datos de entrada sufren una pequeña variación. Esta pequeña variación puede
ser considerada como los errores generados por las aproximaciones numéricas en las operaciones propias
del mismo algoritmo.

De esta forma, si utilizamos un algoritmo numéricamente estable para resolver un problema bien

condicionado en el que consideramos una aproximación x' de los datos de entrada, sabemos que la

solución f(x') estará cerca de la solución exacta /(x) y también, por definición de estabilidad numérica,

que la solución f(x') estará cerca de f'(x). En otras palabras, obtendremos una solución aproximada

/'(x) cercana a la solución exacta f(x). Lo anterior se muestra gráficamente en la figura 1.1.

'Cabe mencionar que los conceptos de precisión y exactitud asi como el concepto de resolución son muchas veces

englobados, en la literatura, bajo el término único de precisión. Es en el campo de la medición y la instrumentación donde

generalmente se hace la distinción y se nombra de una forma diferente a cada concepto [3]. Para efectos de claridad, en este

trabajo, hemos decidido nombrar y utilizar estos tres conceptos también de manera independiente.
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Figura 1.1. Aplicación de un algoritmo estable a un problema bien condicionado

Por otro lado, si utilizamos un algoritmo numéricamente estable para tratar de obtener la solución

de un problema mal condicionado veremos como, aunque la solución /'(x) obtenida por el algoritmo
esté cerca de la solución f(x') del problema con perturbación, dado que /(x) está lejos de /(x'), la
solución aproximada f'(x) estará también alejada de la solución exacta /(x). Sin embargo, la estabiUdad
del algoritmo asegura que no esté más alejada de lo que está /(x'). En otras palabras, la aplicación
de un algoritmo estable en la solución de un problema mal condicionado, no asegura la obtención de

un resultado cercano al resultado exacto, sin embargo tampoco introduce más error del que el propio

problema presenta. Lo anterior se muestra gráficamente en la figura 1.2.

Figura 1.2. Aplicación de un algoritmo estable a un problema mal condicionado

Finalmente, con base en estos conceptos, podemos precisar lo que entenderemos como un algoritmo
numérico confiable. Este concepto lo seguiremos utilizando a lo largo de este trabajo, ya que lograr

algoritmos numéricos confiables para aplicarlos al estudio de sistemas de control es uno de los objetivos

principales del mismo.

Llamaremos algoritmo numérico confiable a todo algoritmo que sea numéricamente estable, preciso y

con una exactitud aceptable, es decir con una diferencia, con respecto al resultado real, muy pequeña. Es

evidente que la exactitud del resultado depende también de la resolución numérica que se maneje en la

representación de los números y sus operaciones (a mayor resolución, mayor exactitud), sin embargo, es

importante que un algoritmo numérico confiable, maneje las operaciones y los errores de aproximación de

una manera adecuada, de modo que la exactitud alcanzada en el resultado sea la máxima posible dada

la resolución fijada por la computadora o herramienta donde se implementa el algoritmo.
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1.2 Álgebra numérica y algoritmos confiables.

Muchas son las herramientas del álgebra numérica que se utilizan para el estudio de los problemas

numéricos, el estudio de los errores de redondeo y la distancia o error entre dos números. También son

muchos los resultados aplicados para manejar las matrices numéricas dentro de un algoritmo u operación

numérica de modo que el error en el resultado final sea el mínimo posible. En esta parte del capítulo se

presentan algunos de estos resultados.

Es importante recordar que estos resultados se presentan más bien como parte de los antecedentes y

del estado del arte de los algoritmos numéricos y no tanto porque sean directamente utilizados en algunos

de los algoritmos que presentaremos. Algunas referencias sobre estos temas son [5, 31, 27, 7].

1.2.1 Normas vectoriales y matriciales.

Dada la forma en la que un problema numérico es presentado, el álgebra de matrices y vectorfec y el

álgebra numérica constituye la herramienta matemática principal para su análisis. En particular, los

conceptos de lejanía o cercanía entre las soluciones, o entre los datos de un problema numérico, son

cuantificados en base a los conceptos de error y norma de vectores y matrices.

Primeramente se presentan los conceptos de norma matricial y vectorial y algunos resultados intere

santes.

Definición 1.2 La norma de un vector es una función f : SRn —» SR, que satisface las siguientes

propiedades:

a) /(x) > 0, Vx £ !Rn, x / 0

b) f(x + y)< /(x) + f(y), Vx)2/ e SR"

c) }{ax) = \a\ f(x) Vx e SR", Va 6 !R

d) Si x = 0,entonces, f(x) = 0

Por notación, /(x) se escribe como ||x||

Algunas de las normas más usadas en álgebra numérica son la norma p, definida como ||x|| =

(|xi|p + |x2|p + ... + |xn|p) y la norma infinita definida como HxH^ = max{|x¿| : i = 1,2, ...,n}

Sean x,y € SRn, las siguientes propiedades se verifican:

a) \xTy\<\\x\\p\\y\\q con
¿ + \ = 1

b) ||x||2< ||*||x <Vñ||i||a

c) lML<Nla<v^lWL

d) W00<IW|1<v/^IN|00
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Un caso especial de la propiedad a) es la desigualdad |xry| < ||x||2 \\y\\- conocida como Desigualdad
de Cauchy. La igualdad se verifica cuando x = y, es decir, xTx = ||x||? .

La norma de una matriz puede definirse de manera análoga a la norma vectorial, es decir, como una

función / : SRmxn —, SR que cumple con las propiedades mencionadas. La notación es similar, f(A) = \\A\\
donde A £ SRmxn.

Una de las normas matriciales m.ls utilizadas es la norma p definida como:

í 11-4*11.
||__||p

= m£_W
p

:x^0, p=l,2,...,oo

Con base en esta definición, se puede probar que:

P||l = maxi^layl :j = l,2, ...,n\

II^IL =

max^^|ay|:i
= l,2,...,n

donde au es el elemento (i, j) de la matriz A.

Otra norma muy utilizada es la norma Frobenius que se define como \\A\\F = j^j __¡"=i aij-

Sean A £ SRmxn y x £ SR", las siguientes propiedades se verifican:

a) ||--4.||a < \\A\\F < y/ñ \\A\\2

b) _aax{|ag| :t = l,2, ...,m j = 1,2, ...,n} < \\A\\2 < y/rññ m___{|«iy| : i = l,2,...,m j' = l,2,...,n}

c) ^l|A|L<||A||2<v^lHloo

d) ^S||il||1<||i4||a<VííNli

e) \\Ax\\ < \\A\\ \\x\\

f) ||/lx||2<||/l||F||x||2

g) ||*H_ = IMIf

Estos conceptos y resultados nos ayudan a definir de una manera más formal el error relativo entre

dos números, dos vectores o dos matrices. A continuación se presenta esta definición y también algunos

resultados importantes sobre los errores relativos.

Definición 1.3 Sean a y (3 dos números donde 0 es una aproximación numérica de a.

El residuo de (3 es: a
— (3
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El error absoluto es: \\a — 0\\

El residuo relativo es: ^^ ,
a j- O

El error relativo es: pjp i
a / O

En el caso de que a o 0 sean matrices, esta definición se aplica a cada elemento de ellas, es decir, se

hablará por ejemplo de la matriz de errores relativos, donde el elemento ij
— ésimo será igual a:

Oía

con ay ^ O

Dada la definición de error relativo, el orden de magnitud del mismo indica el número de cifras en las

que la aproximación es igual al valor real. Es decir, si el error relativo es del orden de 10-n, entonces a

y j3 coinciden en n cifras significativas. En el siguiente ejemplo se ilustran algunos de estos conceptos.

Ejemplo 1.3 Consideremos qae el siguiente número 1.7347 es parte de áúfúa algoritmo numérico con

una resolución numérica de 4 dígitos. Al representar este número en la resolución manejada por el

algoritmo tendremos 1.735, es decir:

f7(1.7347) = 1.7347(1 + d) = 1.735

donde d es el error relativo que podemos acotar como: \d\ < e donde e dado que la aproximación se hizo

por redondeo y no por truncamiento, está acotado como: e < 0.5 x 101-t = 0.5 x IO-3 Es decir:

\d\ < 0.5 x IO-3

El valor exacto del error relativo d lo podemos obtener como se indicó en la definición anterior, es decir:

1.7347 - 1.735
d = = 0.17294x10"

1.7347

para comprobar podemos observar que efectivamente:

1.7347(1 + d) = 1.7347(1 + .00017294) = 1.735

por último podemos verificar que, dado que el error relativo es del orden de IO-3, efectivamente 1.7347 y
su aproximación 1.735 coinciden en 3 cifras.

Por último, se considera el siguiente resultado interesante para matrices. Sea A £ SRmxn y Su

aproximación A = [áy] = [ay(l + ey)] = A + E, donde E es la matriz de los errores relativos. Entonces

se cumple que:

a)||_.||F<_||/.||F

b) fl(A + B) = A + B + F, donde ||F||F<-||A + _.||F

c) fl(AB) = AB + F, donde ||F||F < ne \\A\\F \\B\\F

La demostración de estos resultados se puede revisar en cualquier libro de álgebra numérica como

[5, 27].
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1.2.2 Matrices ortogonales.

Las matrices ortogonales son muy estudiadas dentro del álgebra numérica y los algoritmos numéricos ya

que son la base de las transformaciones ortogonales las cuales tienen propiedades numéricas interesantes

que mencionaremos más adelante.

Definición 1.4 Un conjunto de vectores (xi,X2, ■■■xp) en SR" se dice ortogonal siVi,j = 1,2, ...p, xjxj =

0. Si además ||x||2 = 1, se dice que los vectores son ortonormales.

Definición 1.5 Una matriz A £ SRmxn se dice ortogonal o unitaria si ATA = In, donde In es la matriz

identidad de n x n.

Esto significa que las columnas de una matriz ortogonal forman una base ortonormal de SRn

Una de las propiedades numéricas más importantes de las matr__?c ortogonales es que cuando son usa

das para transformaciones, no modifican las normas principales de los vectores o matrices transformadas

[5, 27], esto es:

a) 11^112 = licita = Ilxll2 Para cualquier matriz ortogonal Q.

b) \\Á\\ = \\QAZ\\2 = \\A\\2 para cualquier Qy Z ortogonales.

c) L_ = ||Qj4Z||f = \\A\\F para cualquier Q y Z ortogonales.
1 1F

1.2.3 Transformaciones Ortogonales.

Muchos de los problemas numéricos son resueltos reduciendo las matrices que los representan en formas

más sencillas por medio de transformaciones ortogonales. Las transformaciones ortogonales aseguran

además, la estabilidad numérica en el algoritmo de solución, tienen la propiedad de no aumentar los

errores de redondeo y como mencionamos, mantienen invariante la norma de vectores y matrices, es por

eso que son muy usadas.

Las transformaciones ortogonales básicas son dos: Reflexiones Householder y Rotaciones Givens.

Estas transformaciones permiten entre otras cosas lograr un tipo de factorización de matrices muy usado

en el álgebra numérica, la factorización QR. Ademéis, la descomposición en valores singulares, como se

verá más adelante, también es otra factorización importante basada en las matrices ortogonales.

Reflexiones Householder.

Definición 1.6 Una matriz o transformación Householder es una matriz ortogonal de la forma:

2
U = I ^uu

u1 u

T

donde u ^ 0 es un n-vector conocido como vector Householder.
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Una de las principales utilidades de las transformaciones Householder es que pueden introducir la

cantidad de ceros necesaria para transformar un vector x en la forma canónica e^, y por lo tanto, por

medio de una o varias transformaciones Householder podemos diagonalizar o triangularizar una matriz.

En otras palabras, para un vector dado x, es posible encontrar una reflexión U tal que: Ux =

-sign(xi) ||x||2 ei. El vector Householder _ puede escogerse como: u = x + sign{x\) ||x||2 e\

Ejemplo 1.4 Consideremos x = [1, -2, 2, 4]T Obtengamos la matriz U que transforma ax en un vector

canónico.

Tomemos u = x + ||x||2 e\ = [6, -2, 2, 4]T por lo tanto la reflexión es:

U = I

Para comprobar obtengamos Ux =

1

5

2

5

2

5

4

5

T
uu

2

5

13 2

15 15

4

15

2

5

2 13

15 15

4

15

4

5

4

15

4

15

7

15

1

5

2

5

2

5

4 1

5

2

5

13

15

2

15

4

15

1
'

-2

2

5

2

15

13

15

4

15

2

4

4

5

4

15

4

15

7

15 .

es decir, C/x =

-5

0

0

0

= -sign{xy)^x\2ex

Obviamente, si el ejemplo anterior se realizara numéricamente, es decir, evaluando las fracciones y

tomando su aproximación en punto flotante con alguna resolución finita, sería de esperarse que el resultado

no fuera exacto, sin embargo, otra de las buenas propiedades que tiene el uso de las transformaciones

ortogonales es que introducen muy poco error de aproximación. De hecho, se puede demostrar que: si

Ü es la aproximación en punto flotante de U, entonces, ||t/
—

Ü\\ < (4n + 22)e, donde e depende de la

técnica de aproximación usada (redondeo o truncamiento) y n es la dimensión de U.

Un procedimiento similar puede extenderse a todos los vectores columna de una matriz y lograr
con esto una triangularización (reducción Householder) de la misma, además, el uso de este método de

triangularización conserva las buenas propiedades numéricas de las transformaciones ortogonales. La

reducción Householder se realiza de la siguiente forma:

Algoritmo 1.1 (Reducción Householder).
ConsideremosA= { a% am ] £ SRn;

UkUk-i-UiA se obtiene de la siguiente forma:

1) Se obtiene la matriz U\ de modo que U\a\

La matriz triangular o trapezoidal superior A^+\

[fu, 0,0, ...,0]r de esta forma:

A2 = UiA
0

0

0

r_-

A'„
con A'2= [ a'2 O
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2) Se obtiene la matriz U2 de modo que U2a'2 = [7-22, 0, 0, ...,0]T de esta forma:

con A'3 = [ a'£ _£ ]

ru n

0 7.2 r2

A3 = U2U^A = 0 0

0 0 A'

0 0

Si n > m, este proceso deberá seguir hasta que k = m y entonces, la matriz trapezoidal superior
resultante será:

lm+1

ru

r22

r\m

r2m

Si n < m, el proceso deberá seguir hasta que k = n — 1 y la matriz trapezoidal superior resultante

será:

An

ni

722

O

r\n

r2n

-'n+l

Por último, si m — n, el proceso seguirá hasta que k = m
— 1 y entonces la matriz resultante será

triangular superior de dimensiones mx. m.

Rotaciones Givens.

Definición 1.7 Una rotación o transformación Givens en el plano (i,j) es una matriz de la forma:

R =

0

col. i

0

col. j
0 0

fila i 0 P

0

0

1

Q

0

0 0

fila j 0 -Q

0

0 V

0

0

1

0

o o

donde p¿ + q
= 1
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Dada la forma de una rotación Givens, el producto y
= Rx es fácilmente resuelto, ya que y solo difiere

de x en la i-esima y j-esima componente,

Vi
=

Pxj
~

Qxi

y{
=

px¿ + qxj

Por esta propiedad, las rotaciones Givens son usadas, generalmente, para hacer cero algún elemento

de cierto vector. Si x es un vector dado de 5Rn se puede construir una transformación Givens R con

\/ai+a
Q

=

\Jai+a

de modo que p2 + q2 — 1. Con esta transformación, y = Rx tiene la siguiente forma: j/¿
= Ja2 + a? y

Vi
= o.

Ejemplo 1.5 Consideremos el vector x = [4,
—3,1,4]T Obtengamos la rotación R tal que el segundo

elemento de x sea igual a cero.

Tomemos i = 1 y j = 2, entonces:

]/ai+a

por lo tanto, la rotación Givens es:

\Jai + °."

R-

De esta forma, y = Rx tiene la siguiente forma:

y
=

4

5 -I o 0
'

3

5 i o 0

0 0 1 0

0 0 0 1

4

5

3

5
0 0

'

r 4 1
r

5 1
3

5

4

5
0 0 -3

1
=

0

1

0

0

0

0

1 0

0 1

4 4

De igual forma que con las transformaciones o reflexiones Householder, las rotaciones Givens cuentan

con buenas propiedades numéricas y el uso de algoritmos con este tipo de matrices asegura errores

pequeños de aproximación numérica.

Finalmente, se presentan algunos resultados básicos sobre dos tipos de factorizaciones, la factorización

QR y la descomposición en valores singulares. Estas factorizaciones se basan en las transformaciones or

togonales y por lo tanto, guardan las buenas propiedades numéricas de estas transformaciones. La factor

ización QR permite, además de la triangularización de matrices, conocer algunas propiedades importantes
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(ver teorema 1.1) sobre las mismas que son útiles para algunos algoritmos numéricos. La descomposición
en valores singulares también es una factorización muy usada en el álgebra numérica y en la creación de

algoritmos numéricos, por ejemplo, para obtener el rango de matrices reales.

Factorización QR.

Definición 1.8 La factorización QR de una matriz A £ %tmxn está dada por: A = QR. La matriz

Q £ sjjmxm es ortogonal y la matriz R £ SRmxn es triangular superior.

Muchos son los algoritmos que se han desarrollado para obtener la factorización QR de una matriz, a

continuación presentamos algunos de ellos:

Algoritmo 1.2 (Householder QR)
La matriz triangular superior se obtiene de A realizando reducción Householder, es decir:

R=UkrUkr_l...U1A

La matriz ortogonal está formada por la multiplicación de las transpuestas de las matrices Householder

necesarias para la reducción, es decir:

Q = UlU2...Uk

De este modo, la matriz A puede escribirse como:

A = QR

Algoritmo 1.3 (Givens QR)
De igual forma, podemos obtener una matriz triangular superior a partir de A por medio de varias

transformaciones Givens, es decir:

P = GkGk_l...Gl A

La matriz ortogonal está formada de la misma forma:

Q = G\G2...Gk

Finalmente, A puede escribirse como:

A = QR

A continuación se presenta un ejemplo de factorización QR. El ejemplo es resuelto numéricamente con

5 dígitos de resolución y después se presenta la solución simbólica obtenida por MAPLE para comparar

la exactitud aritmética del algoritmo.
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Ejemplo 1.6 Obtener la factorización Householder QR de la matriz:

A =

Primeramente aplicamos la reducción Householder sobre la matriz A = [ ai
Tomamos:

a2 t_3

Ui
=
ai +sign(au) ||ai ||2 ei =

r 2 1 r 3 1
"

5
"

2 + 0 = 2

i 0 1

por lo tanto,

entonces:

A2 = U{A =

U? = I
«fui

T

U\U\
=

-.66667

-.66667

-.33333

.66667 -.66667 -.33333

.66667 .73333 -.13333

.33333 -.13333 .93333

-.66667

.73333

-.13333

-.33333

-.13333

.93333

-3.0

.00001

.0000 1

-1.6667

-1.4667

.26667

-4.0

-.80001

.60001

Tomemos ahora:

u2
= a'2 + sign(a'21) \\a'2\\ ei =

'

-1.4667
'

.26667

-

'

1.4907
'

0
=

'

-2.9574
"

.26667

por lo tanto,

U? =
-.98387 .

.17889

178

.983

89

87

de este modo,

entonces:

U? =
0

-.98387

.17889

0

.17889

.98387

R = UjujA =

y la matriz Q está dada por:

Q = UXU2 =

Finalmente, A es factorizada como:

-3.0

1.162 7 elO"5

8.0498 elO"6

-1.666 7

1.490 7

-3.9834 elO"6

-4.0

.89444

.44722

-.66667 .59629 -.44721

-.66667 -.74535 6.0166 elO"6

-.33333 . 298 14 .89442

A =

-.66667 .59629 -.44721

-.66667 -.74535 6.0166 elO-6

-.33333 .29814 .89442

-3.0

1.162 7 elO-5

8.0498 elO-6

-1.6667

1.4907

-3.9834 elO"6

-4.0

.89444

.44722

= QR

2.0

2.0

1.0

2.0

4.5644 elO-5

.99999

3.0

2.0

2.0
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Como se puede ver, el error introducido por el redondeo es considerablemente pequeño lo cual confirma
las buenas propiedades numéricas de las transformaciones ortogonales. Podemos comparar las matriz

obtenidas por el algoritmo con las matrices que se obtienen de la solución simbólica que son las siguientes:

= QR

"! é^> -¡VE' "3 f 4
"

2 2 3'

2 0 2 = § -3-V- 0 0 fv^ \y/b
1 1 2

._ ftvs ¡V5 .

0 0 1-/5

Es importante recordar que entre más dígitos se utilicen en la aproximación, la exactitud aritmética

será mejor. A continuación se presenta la solución numérica obtenida con Matlab con 15 dígitos en la

aproximación.

-0.66666666666667

-0.66666666666667

-0.33333333333333

-3.00000000000000

0

0

2.0

2.0

1.0

2.0

0

1.0

3.0

2.0

2.0

0.59628479399994

-0.74535599249993

0.29814239699997

-1.66666666666667

1.49071198499986

0

-0.44721359549996

-0.00000000000000

0.89442719099992

-4.00000000000000"*

0.89442719099992

0.44721359549996

= QR

Teorema 1.1 Sea A= [ a. an ] £ SRmxn con rank(A) = n. Sea Q = [ q\ qm ] £
SRmxm y R = [ r-j rn ] £ SRmxn Si existe la factorización A = QR entonces:

a) span{a1,a2,...,an} = span{qi,q2, ...,qn}

b) Im(A) = Im(Qi) y Im(A)x = Im(Q2)
donde Qi = [ qi qn ] y Q2 = [ qn+i qm ]

n

c) A — Q1R1 donde Ri

Esta última forma de factorizar A es conocida como Thin QR factorization

Ejemplo 1.7 Obtengamos la Thin QR factorization de:

A =

1 2 3

2 3 4

-1 -2 0

0 0 9
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El rango de A es igual a 3 y además, existe la factorización:

A = QR =

-0.40824829046386 0.57735026918963 -0.16222142113076 -0.68824720161169

-0.81649658092773 -0.57735026918963 0.00000000000000 0.00000000000000

0.40824829046386 -0.57735026918963 -0.16222142113076 -0.68824720161169

0 0 -0.97332852678458 0.22941573387056

-2.44948974278318 -4.08248290463863 -4.49073119510249

0 0.57735026918963 -0.57735026918963

0 0 -9.24662100445346

0 0 0

Por lo tanto, podemos encontrar:

-0.40824829046386 0.57735026918963 -0.16222142113076

-0.81649658092773 -0.57735026918963 0.00000000000000

0.40824829046386 -0.57735026918963 -0.16222142113076

0 0 -0.97332852678458

-2.44948974278318 -4.08248290463863 -4.49073.19510249

0 0.57735026918963 -0.57735026918963

0 0 -9.24662100445346

Qi =

Ri =

de modo que la Thin QR Factorization está dada por:

QiRi

1.0 2.0 3.0

2.0 3.0 4.0

-1.0 -2.0 0.0

0 0 9.0

= A

Descomposición en valores singulares.

Teorema 1.2 SVD (Singular Valué Decomposition)
Si A € SRmxn y rank(A) = r, existen matrices ortogonales

tales que:

donde,

U=[ui um ] £ !Rmxm V = [ vi

T, = U1 AV =

E- 0

0 0
£SR"

E- = diag(axa2...aT)

vn ] £ !Rn*n

con,

r = min(m, n), a¡ > a2 >
... > ar > 0

Los números ai se conocen como los valores singulares de A.

Los vectores Ui son llamados vectores singulares izquierdos.
Los vectores v¿ son los vectores singulares derechos.
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De este teorema se deduce que una matriz A cualquiera también puede ser factorizada como:

T

A = UT,VT = J^aiuiv'?
i=1

Algunas propiedades importantes son:

i) Los valores singulares coinciden con la raíz cuadrada de los valores propios positivos comunes de

AAT y ATA.

ii) Si los valores singulares son ai > a2 > ...
>
ap

>
<Jp+i

=

op+2
=

...
= <jr = 0, entonces:

Ker(A) = span{vp+i, ...,vn}
Im(A) = spa7i{ui, ...,up}

iii) Aví = OíUí y ATUi = CTjD¿ con i = min(m, n)

Ejemplo 1.8 Obtengamos la SVD de la siguiente matriz:

A =

1 2

0 -1

1 3

usando 4 dígitos de resolución. Primeramente obtengamos los valores singulares.

yin ! -_ i -ó i =0,15.81,0.1898eig

'

1 2

0 -1

1 3

1 0 1

2-13

5 -2 7
"

-2 1 -3

7 -3 10

eig

1 0 1

2-13

"

1 2
'

0 -1

1 3

=

eig

2 5

5 14
= 15.81,0.1898

por lo tanto,

3.9762 0

0 0.4357

0 0

Ahora, si se desea conocer las matrices U y V, estas se pueden calcular, a partir de la propiedad iii,

de la siguiente forma:

1 2 Vu +2v2i uu

0 -1
vu

=
-V2i = 3.976 «21

1 3
v2x

vu + 3i_i «31

además, usando el hecho de que U yV deben ser ortogonales, es decir, la norma de sus vectores columna

debe ser igual a 1, entonces tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

vu +2^21 = 3.976«n

-■^21
= 3.976_2i

*>ii+3t>2i = 3.976tt3i

«n +«21 +«31

v11 + «21

= 1

= 1
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cuya solución es:

«! =

.55856

.23647

.79504

-i
=

-.34043

-.94027

asi, sucesivamente se puede comprobar que la SVD de la matriz A es:

-.558 56 -.595 54 -.57735

.23647 -.7815 .57735

-.79504 .18596 .57735

3.9762 0

0 .4356

0 0

-.34043 -.94027

-.94027 .34043

Teorema 1.3 (The thin SVD)
Sea A £ SRmxn una matriz cualquiera de rango r. Si existe la descomposición SVD

donde

entonces:

donde,

U=[ui

A = UT,VT

um ] £ SRmxm, VT =

vi

€SR"

A = C/iEiV1T

í/i = [ «i Ur ], V? =

Vl

y Ei = diag(ai...(Tr)



Capítulo 2

Algoritmos numéricos en la teoría de

control.

En este capítulo, se pone atención a los algoritmos numéricos aplicados a la teoría de control. Se deUmita

el enfoque polinomial de la teoría de control como nuestro campo de trabajo. Se hablará de la importancia

que tiene desarroUar algoritmos numéricos confiables para estudiar problemas de control desde el enfoque

poUnomial y se presenta un breve estado del arte sobre los nuevos algoritmos confiables que se han estado

desarrollando paxa el enfoque polinomial. Finalmente se expondrán algunos de los métodos poUnomiales
avanzados que son base de estos nuevos algoritmos.

En la segunda parte de este capítulo se presentan dos algoritmos representativos de esta nueva clase

de algoritmos confiables desarroUados para el enfoque polinomial. La explicación de estos algoritmos

permitirá ejempUficar el uso concreto de algunas de las técnicas polinomiales avanzadas descritas en la

primera sección.

Los problemas resueltos por este par de algoritmos son el de la obtención del determinante y el de la

obtención del rango de una matriz polinomial. Como se verá más adelante, la información que entrega el

determinante y el rango de un matriz polinomial es de gran importancia para la solución de problemas
de control, por lo tanto, es importante presentar los algoritmos confiables que permiten obtenerla.

En esta parte del capítulo también es importante observar la forma en la que se tratará, numérica

mente, un problema que impUca el manejo de matrices cuyos elementos nos son constantes numéricas

sino poUnomios en la variable compleja s.

2.1 Los algoritmos numéricos y el enfoque polinomial.

Una vez presentado, en el capítulo anterior, un panorama general de los problemas numéricos, las herra

mientas matemáticas con que pueden analizarse y los algoritmos numéricos como una forma de resolverlos,
se pondrá atención en la forma en que los algoritmos numéricos se han aplicado para resolver algunos
problemas de la teoría de control.

25
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2.1.1 El enfoque polinomial de la teoría de control.

A lo largo de los años, la teoría de control se ha analizado desde diferentes enfoques, por ejemplo, el

enfoque clásico, que se basa en la descripción de un sistema lineal monovariable mediante una función

de transferencia, el enfoque moderno, basado en la representación de sistemas mediante las variables de

estado y el enfoque polinomial, sobre el cual gira el tema de este trabajo.

El enfoque polinomial (o algebraico) de los sistemas lineales de control fue iniciado por Kucera en los

años 70. Inicialmente desarrollado para tratar problemas de control de sistemas discretos invariantes en el

tiempo [19], el enfoque polinomial ha dado pie a muchas investigaciones. Actualmente se ha demostrado

que el enfoque polinomial puede extenderse a los sistemas continuos [33], a los sistemas con parámetros

desconocidos [17] y a los sistemas no lineales [18, 1] pudiendo resolver muchos de los problemas que el

análisis y diseño de control de estos sistemas presenta.

El enfoque polinomial reformula, dentro del álgebra polinomial, muchas de las ideas del control en el

campo de las variables de estado o en el campo de la frecuencia. La idea básica de este enfoque consiste

en establecer una equivalencia entre resolver un problema de control y una ecuación polinomial asociada

al mismo.

La presencia de polinomios y matrices polinomiales dentro de la teoría de control es evidente. Por

ejemplo, las matrices poUnomiales describen sistemas lineales multivariables [15] y ayudan en el análisis

de sistemas singulares [20]. También se puede utilizar el enfoque polinomial para analizar el problema

de la asignación de polos y la estabilización de sistemas por retroalimentación [19]. Problemas de control

óptimo cuadrático [14] y control robusto [17], entre otros, también pueden estudiarse desde el enfoque

polinomial. Es pues evidente la importancia de este enfoque.

Por lo que respecta a los algoritmos numéricos, en campo del control automático, son varios los inves

tigadores que actualmente desarrollan e investigan métodos y algoritmos numéricos y computacionales

enfocados al estudio de las propiedades de los sistemas así como a la solución de los problemas de con

trol. Desde principios de los 50, se han desarrollado una gran cantidad de algoritmos para la solución de

problemas de álgebra lineal, base de la representación de sistemas en variables de estado. También son

actualmente conocidos muchos paquetes computacionales que resuelven problemas de control desde el

enfoque clásico, obteniendo con gran exactitud y rapidez, diagramas de Bode, Nyquist, lugares de raíces,

etc.

Sin embargo, como hemos dicho, el enfoque polinomial se basa en la solución de los problemas de

control por medio de la solución de ecuaciones de matrices polinomiales asociadas a los mismos y los

métodos numéricos mencionados en el párrafo anterior no permiten la manipulación de matrices cuyos

elementos son polinomios y no números. De ahí la importancia de desarrollar nuevos algoritmos y

herramientas computacionales para este nuevo enfoque de la teoría de control.

2.1.2 Algoritmos numéricos para el enfoque polinomial.

Tradicionalmente, los investigadores se han preocupado más por el planteamiento de ecuaciones de matri

ces polinomiales que representen problemas de control que por la solución de las mismas. Estas ecuaciones

se han venido resolviendo con operaciones polinomiales básicas (como la división euclidiana) y operaciones

elementales en el anillo de los polinomios o las funciones racionales. Sin embargo, los algoritmos numéri

cos basados en estas operaciones básicas, son inexactos y peor aún, generalmente son numéricamente

inestables.
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Hace unos años, con la introducción de los lenguajes de matemáticas simbólicas, el problema de

generar herramientas computacionales para trabajar con matrices cuyos elementos no fueran constantes

parecía resolverse. Incluso, el trabajar con algoritmos simbóUcos basados en estos lengujes mejoran la

exactitud del resultado obtenido. Al evaluar los números no enteros hasta el final del algoritmo y en una

sola operación se evita la propagación de errores de aproximación y se consigue un resultado más exacto.

Pese a estas ventajas, se ha demostrado que los algoritmos simbólicos son ineficientes en el sentido

de tiempo de ejecución y recursos de memoria utilizados para obtener una solución. De este modo, la

exactitud y estabilidad numérica obtenida, en ocasiones puede pagarse caro y más aún cuando el problema

puede resolverse numéricamente. Así pues, el desarrollo y aplicación de algoritmos numéricos estables

más avanzados, que sustituyan los algoritmos polinomiales básicos y que logren una exactitud numérica

igual a la obtenida por los algoritmos simbólicos, pero sin sacrificar memoria y tiempo de ejecución, se

presenta actualmente como un campo muy grande para la investigación.

El enfoque polinomial mantiene estrechas similitudes con el enfoque del espacio de estado, sin embargo,
el mayor desarroUo de algoritmos de solución para sistemas vistos desde el espacio de estado, le ha dado

mayor reputación a este segundo. Esta situación ha provocado el desarroUo de algoritmos numéricos

confiables para transformar una ecuación poUnomial en un sistema representado en espacio de estado.

Este sistema es analizado o solucionado con algoritmos del álgebra numérica y después se regresa la

solución, por medio de otro algoritmo, de nuevo al campo de las matrices poUnomiales. Este tipo de

algoritmos se ha desarroUado en los últimos años [16], sin embargo, los algoritmos confiables que actúan

directamente sobre las matrices polinomiales sin recurrir al espacio de estado son los que trataremos en

este trabajo.

Varias son ya las investigaciones y los resultados obtenidos en este campo [8, 13], estos resultados así

como los investigadores que han trabajado sobre ellos han contribuido al desarroUo de "The Polynomial
Toolbox" [22]. Este es un conjunto de instrucciones desarrollado para trabajar en MATLAB 5.x específi
camente con matrices y operaciones polinomiales. La versión 2.0 del Polynomial Toolbox cuenta con más

de 220 instrucciones y con ellas es capaz de resolver todo tipo de ecuaciones poUnomiales, de manipular
matrices poUnomiales y obtener una gran cantidad de informaciones de eUas como, por ejemplo, el rango,
el determinante, los valores propios, etc. El Polynomial Toolbox cuenta también con algunas macros que
resuelven problemas concretos de control como, por ejemplo, la obtención de factorizaciones coprimas de

alguna matriz de transferencia, la solución de problemas LQG y asignación de polos, etc.

2.1.3 Métodos polinomiales y algoritmos confiables.

A continuación se presentan algunas de las técnicas polinomiales avanzadas que ayudan en el desarroUo

de algoritmos numéricos confiables para matrices polinomiales. De igual forma que con las herramientas

básicas del álgebra numérica, es importante presentar estas técnicas no porque sean directamente uti-

üzadas sino porque son parte del estado del arte y ayudarán a entender como es que se realizan algoritmos
numéricos con matrices cuyas entradas no son números sino polinomios. Algunas de estas operaciones y
métodos poUnomiales avanzados que se consideran a continuación son los siguientes:

- Matrices de Sylvester [8].

Interpolación [8].
- Interpolación con transformada de Fourier [13].

Para explicar estos métodos, los usaremos para encontrar la solución de la siguiente ecuación poUno

mial,

A(s)X{s) = B(s) (2.1)
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donde A(s) £ SRmxn [a], _?(.) £ SRmxP [s] y X(s) £ SR"*? [s] . Las matrices A{s) y B(_) son conocidas y
la incógnita es X(s). Definamos como dA el grado del polinomio de mayor orden de A(s), lo mismo con

d-B y dx para las matrices B(s) y X{s) respectivamente. Además, supongamos que dg = ¿a + dx

Matrices de Sylvester.

Las matrices de Sylvester es una técnica que reduce un problema con matrices poUnomiales al problema
de solucionar un sistema de ecuaciones numéricas. Esta técnica es muy útil en la solución de ecuaciones

poUnomiales como lo vemos a continuación.

Una forma de resolver la ecuación (2.1) consiste en expresar las matrices de la siguiente forma:

A(s) = AQ + sAi+s2A2 + ... + sdAAdA

B(s) = B0 + sBi+s2_?2 + ... + sdBi?_B

X(s) = X0 + sX1+s2X2 + ... + sdxXdx

Con esta descomposición e igualando las potencias de s podemos obtener un sistema de ecuaciones li

neales equivalente, es decir, un sistema que involucra únicamente las matrices constantes Ao, ..., A¿A , So, ..., S_B

y cuya solución permite encontrar las matrices Xq, ...,Xdx que forman la matriz buscada X(s). Este sis

tema lineal equivalente es:

ÁX = B,

Ao 0

Ai Ao

Ai

*** A0

AdA Ai

0 *dA

r x0
'

S0

Xi
=

Bi

[ Xdx
.

BdB

donde la matriz A £ ^.<¡.A+dx+i)mx(dx+i)n se conoce como ia matriz de Sylvester.

Ejemplo 2.1 Resolvamos la ecuación polinomial

.2
S

s + l s2 + 3
X(s)

s2 + s + 1 s2 + s

s2 + s + 4 s2 + 3

Primeramente expresemos las matrices en la forma propuesta. Suponiendo que ds = dA+dx >
entonces

dx = 0, pero esto evidentemente no puede ser, por tanto, supongamos que dx = 1, y que entonces

ds = dA + dx = 3, es decir, B(s) debe tener una matriz de coeficientes igual a cero.

A(s)
1 0 0

0 1 3
+

0 1 o

0 1 o
s +

0 0 1

0 0 1

_?(_) =
"10" 11" "11" 2 .

0 0'

4 3
+

1 0
s +

1 1
s¿ +

0 0

X(s) =
ZOI Z02

^03 Z04

~_5 x06

+

xu xi2

X13 xí4

£15 ^16
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De esta forma, el sistema de ecuaciones lineal resultante es:

1 0 0 0 0 0 XQ1 Xo.

0 1 3 0 0 0 SOI Z02 Xq3 + 3X05 X04 + 3X06

0 1 0 1 0 0 XQ3 ¡-04 Z03 + Ell X04 + X12

0 1 0 0 1 3 X05 X06 X03 + 113 + 3Z15 X04 + X14 + 3li6

0 0 1 0 1 0 Xu X12 XQS + Zl3 X06 + ^14

0 0 1 0 1 0 Xl3 X14 X05 + ^13 X06 + X14

0 0 0 0 0 1
.

Xis Xl6 Xl5 Xi6

0 0 0 0 0 1 Xl5 Xl6

Resolviendo este sistema encontramos que:

X =

"

1 0
'

1 0

1 1

0 1

0 0

0 0

Por lo tanto,

X(a) =
1 s

1 0

1 1

Comprobación:

s

s + l

s2
"

"

1 s

'

1 0
—

+ 3
1 1

'10'

4 3

1 1

=

1 0

1 1

1 1

0 0

0 0

1 + s + s2 s + s2

4 + s + s2 s2 + 3

El problema que se presenta en este tipo de algoritmo es que no siempre será fácil estimar dx y

por lo tanto, no siempre será fácil saber si hay matrices de coeficientes iguales a cero como sucedió en

este ejemplo. Esta situación, si es resuelta por medio de la prueba y error, puede presentar un gran

problema en la eficiencia de los algoritmos que utilicen este método. Entonces, para lograr un algoritmo
confiable que resuelva, en este caso, la ecuación (2.1) se debe buscar una forma confiable de estimar,

primeramente, el valor de dx- Salvado el obstáculo de la determinación del grado dx, las matrices de

Sylvester representan un método confiable y eficiente.

Interpolación.

Ahora supongamos que las matrices A(s) £ !Rmxn [s¡ y _?(s) £ !RmxP [_] solo se conocen en algunos

puntos Si del plano complejo. Es decir, A(s) y B(s) se conocen únicamente por algunas matrices

constantes A(sí) y B(sí) con i = 0,1,..., d. Ahora, la forma en que se puede resolver la ecuación

poUnomial es por medio de la interpolación.

La ecuación poUnomial también puede escribirse como:

[ A(s) sA{s) sd*A(s) )X = B(s)
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de modo que usando las matrices constantes que conocemos podemos plantear el sistema de ecuaciones

como:

A(sd) sdA(sd)

A(si) SiAtsj)

A(sQ) sqA(s0)

sddxA(sd)

stxA(si)
4xA(s0) J

X0

Xi

Xdx

B(sd)

S(si)

S(s0)

El problema con este método es también, como con las matrices de Sylvester, la estimación del grado

dx y por lo tanto del número (d) de puntos de interpolación s¿ necesarios para obtener un buen resultado.

El algoritmo de interpolación de una forma más general se plantea como sigue:

Supongamos una función / que se aplica a alguna matriz polinomial

A(s) =A0 + Ais + A2s2 + ... + AdAsdA

El resultado de esta operación es, en general otra matriz polinomial

Y(s) = f(A(s)) =Y0 + Yis + ... + YdYsdr

P<ara encontrar numéricamente esta matriz Y(s), y una vez salvado el obstáculo de estimar el grado

dy ,
se puede utilizar el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2.1 (Algoritmo de Interpolación)

1) Primeramente se evalúa la matriz A(s) endy+1 puntos escogidos de alguna forma. Esta evaluación

nos dará un conjunto de dy + 1 matrices constantes A'(sí) donde s¿ con i = 0, 1, 2, ..., dy son los puntos

escogidos.

2) Se aplica la función f a las dy + 1 matrices constantes obteniendo otro conjunto de matrices

constantes Y'(si) donde s¿ con i = 0, 1,2, ,,., dy son los puntos escogidos.

3) Finalmente, se plantea el siguiente sistema de ecuaciones y se resuelve para Vo, ..., Y_v

Y\so) = Yo + YiSo + ...+YdYsdY
Y' (ai) = Yo + YiSi + ... + YdysdY

Y'(sdY) = Y0 + YisdY+... + YdYsdl

que en forma matricial se puede escribir como:

[Y0 Yi YdY]V=[ Y' (s0) Y'(si)

donde V se conoce como matriz de Vandermonde y está dada por:

Y'(Sdy) ]

1

so

1

si

1

Sdy

V =

„dY „dy sdY
sdY
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Ejemplo 2.2 Resolvamos el ejemplo 2.1 con este algoritmo.

1 s s2

0 s + l s2 + 3
X(')

s2 + s + 1 s2 + s

s2 + s + 4 s2 + 3

Sabemos, por el ejemplo 2.1, que el grado de X(s) es 1, de modo que necesitamos evaluar las matrices

A(s) y B(s) de la ecuación en 2 puntos distintos. Tomemos arbitrariamente los puntos sq = 0 y si
= 1,

entonces,

A(s0) _. A(0) =

A(Sl)=A(l) =

1 0 0
'

0 1 3

1 1 1
'

0 2 4

S(s0) = 5(0) =

B(3l) = B(l) =

'

1 0
'

4 3

'

3 2
'

6 4

Ahora, obtengamos una solución particular de las ecuaciones equivalentes para cada punto.
Para el punto sq = 0, tenemos,

cuya solución puede ser,

Para eipunto Si = 1, tenemos,

cuya solución particular puede ser,

1 0 0

0 1 3

Xk =

1 1 1

0 2 4

X0
1 0

4 3

"

1 0
'

1 0

1 1

x[

x¡ =

1 1

1 o

1 1

3 2

6 4

Finalmente, el sistema de ecuaciones lineales a resolver es

[X0 Xi]V =

donde V es la matriz no singular

V =

La solución de este sistema de ecuaciones es:

X0

1 0 1 1

1 0 1 0

1 1 1 1

1 0 1 0
'

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

■

1 0

1 0

1 1

Xi =

"

0 1
'

0 0

0 0

de modo qae,

X(s) = X0 + Xis =

1 s

1 0

1 1
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Del ejemplo anterior, podemos ver que los dy + 1 puntos pueden ser escogidos arbitrariamente siempre
y cuando la matriz V sea no singular. Sin embargo, está demostrado [13] que la arbitrariedad de esta

selección puede ocasionar que el problema de la solución del sistema de ecuaciones resultante sea mal

condicionado (iU conditioned). Asi pues, una mala aproximación numérica en la evaluación de las matrices
constantes Y' (si) puede resultar en matrices lo, ..., l_v erróneas.

Para resolver este problema, se ha demostrado [13] que una buena selección de puntos pueden ser las

dy + 1 raíces complejas de la unidad, es decir,

_,■____.

Sk
= e J,'y+'

estos puntos son llamados puntos de Fourier. La idea de evaluar el algoritmo de interpolación en los

puntos de Fourier da pie a la siguiente modificación del algoritmo de interpolación.

Interpolación con transformada de Fourier.

Primeramente se empieza con la definición y algunos resultados de la transformada de Fourier.

Definición 2.1 Sea un vector de números complejos

P=[po Pi Pn]

la DFT (discrete Fourier transform) de m + 1 puntos del vector p está dada por el vector

.= [.0.1 qm }

conocido como la imagen de p donde

m

pie
J">+i

¿=o

La DFT inversa del vector q nos entrega el vector p original donde:

. m

Pi
= —

r-r >^9fce
m+I

La extensión de la definición 2.2 a matrices es análoga

Ejemplo 2.3 Obtengamos la DFT de 4 puntos del siguiente vector:

x= [ 1 1 -1 ]

Para qo:

3

«jo
= ^x¿ = 1 + 1 -1+0 = 1

2=0
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Para qi :

3

gi
= ^x^e"'** = 1 + le-'* - le"'* + O = 2 -

j

i=0

Para q2 :

3

92
= _TXie"'" = 1 + le"'" - le"2'" + O = -1

t=0

Por último, para q<\ :

3

.3
= ^Txie-'*1 = 1 + le~'^ - le"'3" +0 = 2 + j

Por lo tanto:

y=[ 1 2 -j -1 2 + j ]

Algunos resultados útiles sobre la DFT se resumen en los siguientes teoremas [13]:

Teorema 2.1 La DFT inversa puede expresarse como j¿j veces el complejo conjugado de la DFT

aplicada al complejo conjugado de la imagen q, es decir:

-=Vi (£<"•*)

Wk

t=0

Teorema 2.2 En el caso particular en que p tenga solo elementos reales, la imagen q cumple con la

siguiente condición:

.m+l-fc
= .¡fc

Otra forma de escribir la definición de DFT es la siguiente:

m

Qk
= y^Pi

donde

_•,.___

sk
= e ■7">+'

Es pues evidente que qk es la evaluación del polinomio o matriz

p{s) = po + Pis + p2s2 + ...+pnsn

en los rn + 1 valores s„.

Estos resultados también se aplican, de manera análoga en el caso de matrices.
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Asi pues, si hacemos m = dy, el primer paso del algoritmo general de interpolación (algoritmo 2.1)
se reduciría a encontrar la DFT del conjunto de matrices A0, Ai, ..., AdA.

Por otro lado, como es de esperarse, dado un conjunto de valores (o matrices ) _0,...,__y, la DFT

inversa, nos permitiría encontrar el conjunto de valores (o matrices) constantes que forman el poünomio

(o matriz):

x(s) = xo + Xis + x2s2 + ... + x(iy.s'ív

cuya evaluación en los dy + 1 valores sfc es igual a _¿ con i = 0, 1, ...,dy. Así pues, el tercer paso del

algoritmo general de interpolación se reduce a encontrar una DFT inversa.

Resumiendo, el algoritmo de interpolación con DFT puede ser escrito como sigue:

Algoritmo 2.2 (Algoritmo de interpolación con DFT).
1) Primeramente se evalúa la matriz A(s) en dy + 1 puntos de Fourier. Para hacer esta evaluación

se obtiene la DFT del conjunto de matrices constantes Aq, ...,AdA. Esto nos dará un conjunto de dy + 1

matrices cqnstantes A'(sí) donde Si con i = 0, 1, 2, ..., dy son los puntos de Fourier.

2) Se aplica la función f a las dy + 1 matrices constantes obteniendo otro conjunto de matrices

constantes Y'(sí) donde s¿ con i = 0, 1, 2, ..., dy son los puntos de Fourier.

3) Finalmente, se obtiene la DFT inversa del conjunto de matrices Y'(sí) dando como resultado el

conjunto de matrices Yo, ...,l_v que forman la matriz resultado

Y(s) = f(A(s)) = Y0 + Yxs + ... + YdYsd*

El problema con este método sigue siendo la estimación del grado dy de la solución, sin embargo,
el problema de que las aproximaciones numéricas ocasionen resultados erróneos, por que el sistema de

ecuaciones a resolver resulte mal condicionado, se puede evitar.

Para ejempUficar este método resolvamos también el ejemplo 2.1.

Ejemplo 2.4 Tomemos el mismo problema,

1 s s2

0 s + l s2 + 3
X(s) =

s2 + s + 1 s2 + s

s2 + s + 4 s2 + 3

Considerando de nuevo que dx = 1, obtengamos la DFT de dos puntos de las matrices

A(s)
1 0 0

0 1 3
+

0 1 o

0 1 o
s +

0 0 1

0 0 1

B(s)
1 0

4 3
+

1 1

1 0
s +

1 1

1 1

Para A(s) tenemos,

Para B(s) tenemos,

DFT{A0,Ai ■ ¿2} = {
1 1 0

0 2 3

DFT{B0,Bi,B2)

1 -1 0

0 0 3

rr 2 1 1 [o -ill
~

U 5 3 J ■[ 3 3 J;
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Ahora, resolviendo la ecuación para cada par de matrices, tenemos

de donde,

X(s0)

'

1

0

1

2

0

3
X(s0) =

2

5

1

3

1 -1

0 0

0

3
j

X(si) =
r

0

3

-1

'

3

=

"

1

1

1

1
'

0

1

X(si) =

'

1

1

1

-1

0

1

Ahora, obteniendo la DFT inversa de X(sq) y X(si) tenemos,

DFT-1
( '11'

"

1 -1
'

i r "10 "01"

1 0 1 0 H 1 0 0 0

\ 1 1 1 1 í 1 1 1 0 0

de modo que,

X(s)=X0 + XlS =

1 s

1 0

1 1

{Xo,X!}

2.2 Algoritmos representativos.

Esta segunda sección está dividida en dos partes, en la primera parte se presenta el algoritmo que obtiene

el determinante de una matriz poUnomial y en la segunda parte un algoritmo para obtener el rango de

una matriz polinomial.

Ambos algoritmos ya están desarrollados, el de la obtención del determinante en [9] y el de la obtención
del rango en [8]. El objetivo de presentarlos en este trabajo es para ejemplificar el uso de las técnicas

poUnomiales avanzadas para resolver este par de problemas, los cuales, como se explica más adelante,
tienen una gran importancia para el análisis y diseño de sistemas de control.

2.2.1 El Determinante de una matriz polinomial.

Dentro del enfoque polinomial de la teoría de control, la obtención del determinante de una matriz

poUnomial cuadrada así como el grado del mismo representa un problema típico de mucha importancia.
Por ejemplo, a partir del determinante de una matriz polinomial se puede determinar el orden de una

realización en espacio de estado de algún sistema lineal, conocer el número de ceros y polos del sistema

y determinar la estructura al infinito de matrices polinomiales entre otras cosas [15, 2].
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Preliminares.

Se presentan, primeramente, algunas definiciones y resultados básicos sobre el determinante de una

matriz polinomial, posteriormente, se presenta el algoritmo desarroUado para obtenerlo.

Sea A(s) £ SRnxn(s) una matriz cuadrada polinomial, se dice que A (s) es singular si det A (s) = 0 para

toda s, y no singular cuando det A (s) ^ 0 para toda s excepto para los valores de s donde A(s) pierde

rango. Estos valores son conocidos, como veremos más adelente, como ceros de A(s). El determinante

det A (s) ,
de una matriz polinomial es, en general, un polinomio en s de la forma:

d(s) = do + dis + ... + dgsa

La matriz A(s) también puede ser escrita como:

A(s) = A0 + Ais + ... + Aasu

donde las matrices A¿ son conocidas como matrices de coeficientes. El número a indica el mayor orden de

los elementos (polinomios) de la matriz A(s). Las matrices A¿ o matrices de coeficientes son las matrices

con las que los algoritmos trabajarán.

Ahora bien, para obtener el determinante de una matriz polinomial, se puede realizar la expansión

en cofactores sobre cualquier fila o columna de la misma y realizar las multiplicaciones entre poUnomios

necesarias. Sin embargo, para obtener el determinante numéricamente, es decir, utilizando solo las ma

trices de coeficientes de A(s) es necesario estimar de alguna forma el grado d del polinomio determinante

para después (por algún método basado en interpolación) encontrar el polinomio determinante. Es la

estimación de d el problema principal que se presenta en el «diseño de métodos numéricos confiables para

obtener determinantes.

Resultados principales.

A continuación se presenta el teorema básico enunciado en [9] con respecto a la obtención del deter

minante. Este teorema nos proporciona un algoritmo confiable para obtener el grado d del determinante,

una vez salvado este problema, la obtención del poUnomio determinante se puede lograr con alguno de

los métodos de interpolación mostrados en la sección anterior.

Teorema 2.3 Sea A(s) una matriz polinomial cuadrada de nxn:

A{s) = A0 + AiS + ... + A.sa

y sea Ti la matriz de Toeplitz siguiente:

'

Aa Aa_i A_i+i A_¿

0 A0 A_i+2 A_i+i

Tt =

0 0 Aa Aa-1

0 0 0 Aa
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donde A- son las matrices de coeficientes de A(3). Asumamos que Ap = O para p < O, es decir

tiene potencias de s negativas.

Ahora, definiendo:

Ti = rankTi — rankTi-i

y tomando

k = min {i : r< = n, i > 0}

entonces, el grado d del determinante de A(s) está dado por:

d = rankTk -

n(k + 1)

La prueba de este resultado se puede revisar en [9] .

A continuación se presentan algunos ejemplos sobre la aplicación de este algoritmo.

Ejemplo 2.5 Obtengamos el determinante de la siguiente matriz:

A(s)

1 + 2s2 2s2 + s3 s2

-3 + s-2s2 -l + s-s2-s3 -1 + s-s2

2 2 + s 1

Primeramente obtenemos las matrices T_i y To,

1 0
"

1 0 s3 +

0 0

2 2 1

'

2 -1 -1 s2 +

0 0 0

0 0 0

1 1 1 s +

0 1 0

T_i =

0 1 0 2 2 1 0 0 0

0 -1 0 -2 -1 -1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 1 0 2 2 1

0 0 0 0 -1 0 -2 -1 -1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 -1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

o o

-1 -1

2 1

To =

0 10 2 2 1

0-10-2 -1 -1

0 0 0 10 0

1 1 1-3-1-1

0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 2 1

0 0 0 0 1 0 2 2 1 0 0 0

0 0 0 0 -1 0 -2 -1 -1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 2 2 1

0 0 0 0 0 0 0 -1 0 -2 -1 -1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0

oooooooooooo
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de esta forma, ro = rankTo
— rankT-i =6

— 4 = 2. Continuando con el método, podemos demostrar que

r4 = 3 = n asi que, según el teorema 2.1,

d = rankTA
-

n(4 + 1) = 15 - 15 = O

Este resultado significa entonces que la matriz A(s) es una matriz unimodular y su determinante es

igual a una constante distinta de cero que puede ser obtenida de la evaluación de A(s) en cualquier punto.

d(s) = det A(O) = det

1 0 0

-3 -1 -1

2 2 1

= 1

Es importante mencionar que la evaluación del rango de las matrices constantes Ti se realiza con los

algoritmos ya programados en MATLAB.

Ejemplo 2.6 Obtengamos ahora el determinante de la matriz:

... [s+l s2

A^=[ 1 s2 + 3s + l

Obtengamos primeramente T-i yTo,

0 1 1 0
'

0 1 0 3

0 0 0 1

0 0 0 1

To

0 1 1 0 1

0 1 0 3 1

0 0 0 1 1

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

de esta forma, ro = rankTo
— rankT-i = 2 = n. Finalmente:

d = rankTo -2 = 3

Ahora, para obtener el polinomio determinante de orden 3,

d(s) =do + diS + d2s2 + d3s3

se puede usar interpolación (tomando 4 diferentes puntos). Tomando los puntos s = 0, 1,2,3, el sistema

de ecuaciones resultante es el siguiente:

es decir,

detA(O) = do

detA(l) =
(_o + rf] + «_2 + <_3

detA(2) = d0 + 2di + 4d2 + 8d3

detA(3) = d0 + 3di + 9d2 + 27d3

1 = cío

9 = do + di + d2 + d¡

29 = d0 + 2<-i + 4d2 + 8d3

67 = do + 3da + 9d2 + 27d3
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La solución de este sistema es: do = l,-_ = 4,d2 = 3,d3 = 1. Finalmente, el determinante de A(s)
es:

d(s) = 1 + 4s + 3s2 + s3

Ahora resolvamos este mismo problema con el algoritmo de interpolación con DFT (Discrete Fourier

Transform).

A(s) = A0 + Ais + A2s2 =

obtengamos la DFT del conjunto de matrices Q = {Ao, Ai, A2} para cuatro valores (9+1). El resultado

de esta operación es el siguiente conjunto de matrices:

10 10' 0 1

11
+

0 3
s +

0 1

"-{[íi]
1-3

1

-1

-3_

0 1

1 -1

'

1+3 -lll
1 3i J;

La evaluación del determinante de estas cuatro matrices nos da el siguiente vector de resultados:
1

r'=[9 -2-3. -1 -2 + 3_]

Y finalmente, la DFT inversa de r' es el siguiente vector:

r= [ 1 4 3 1 ]

Por lo tanto,

d(s) = 1 + 4s + 3s2 + s3

2.2.2 El rango de una matriz polinomial.

Determinar el rango de una matriz polinomial suele ser el primer paso en la mayoría de los algoritmos
numéricos que se desarrollan para el estudio de propiedades de sistemas vistos desde el enfoque poUnomial.
De ahí la importancia de contar con algoritmos numéricos que permitan determinar ese rango de una

manera confiable y eficiente.

Preliminares.

De igual forma que en la sección anterior, se comienza presentando algunas definiciones y resultados

básicos, para después anaUzar los resultados y algoritmos desarrollados para obtener el rango de matrices

poUnomiales.

Se sabe que por definición, el rango de una matriz con elementos reales es la dimensión de su imagen,
que también corresponde con el número de columnas linealmente independientes que tiene. Una definición

análoga se puede aplicar para hablar del rango de matrices polinomiales. Algunas de las definiciones

equivalentes de rango para matrices polinomiales son:

1) El mayor orden de todos los menores distintos de cero de la matriz A(s).



40 CAPÍTULO 2. ALGORITMOS NUMÉRICOS EN LA TEORÍA DE CONTROL.

2) El número,

max rankA (A)
xec

v '

Otro concepto importante es el concepto de cero de una matriz poUnomial. El valor s = s0 es un cero

de la matriz A(s) si

rankA(so) < r

donde r es el rango de A(s).

Ejemplo 2.7 El rango de la matriz polinomial,

s2 + l

A(s)

s só + s

0 2s

s + 2 3s

es 2, ya que evidentemente la columna 3 es igual a la columna 1 multiplicada por s, es decir, hay sólo

dos columnas que son linealmente independientes (en sentido polinomial).
Comprobemos las definiciones equivalentes que acabamos de mencionar con esta matriz. Obtengamos

los menores de A(s),

Mu =
0 2s

s + 2 3s
detMu -2s¿ - 4s

Mi2
2 2s

3 3s
det M12 = 0

continuando de esta forma, veremos como el orden máximo de los menores de A(s) distintos de cero es

2.

Ahora, obtengamos el número:

max rankA (A)
xec

v '

Por simple inspección de la matriz A(s), podemos ver que no hay ningún valor de s que haga que el rango

de esta sea menor de 2, es decir, A(s) no tiene ceros. Por otro lado, también se puede ver que para

cualquier valor de s, la columnas 1 y 3 seguirán siendo dependientes. Por lo tanto, para cualquier valor

de A, rankA(X) = 2.

El rango de una matriz polinomial se puede ver, desde la teoría del álgebra lineal, como si se tratara

de una matriz de coeficientes constantes es decir, para una matriz A(s) £ SRmxn[s],

rankA(s) = n — v(A(s))

donde v(A(s)) se conoce como la nulidad de A(s) y es la dimensión del kernel de A(s), es decir, el conjunto
de vectores v¿(s) linealmente independientes, tales que:

A{s)ví(s) = 0
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Resultados principales.

A continuación se presentan dos algoritmos desarrollados en [8] para obtener el rango de una matriz

poUnomial, uno de eUos basado en la técnica de interpolación y otro basado en las matrices de Sylvester.

Algoritmo de Interpolación.

Un primer algoritmo para determinar el rango, se deriva de la técnica de interpolación y del hecho de

que una matriz poUnomial A(s) € JRmxn [_] puede tener a lo más k ceros, donde

(m
n \

V^ deg rowiA, Y^ deg coljA I

i=l Jml )
La idea básica de este algoritmo es la siguiente: si evaluamos el rango de A(s) en determinados puntos,

a lo más haremos k evaluaciones hasta encontrar un valor s — sq que no sea cero de la matriz y que por

lo tanto

rankA(so) = maxrankA(X) = rankA(s)

Este algoritmo puede modificarse también para utiUzar la DFT, de esta forma, los k valores en los

que se evaluará el rango de A(s) serán los puntos de Fourier.

Ejemplo 2.8 Obtengamos el rango de la matriz polinomial

s s 0 s2

A(s) = 2s 2s 2 2

1 s 0 s

Primero encontremos el número máximo de puntos a evaluar,

k = min I YJ deg rowiA, YJ deg coljA = min(4,4) = 4

\¿=i 3=1 /

y evaluemos el rango de A(s) en cuatro puntos escogidos arbitrariamente,

rankA(0) = rank

0 0 0 0
'

0 0 2 2

1 0 0 0

ranfcA(l) = rank

1 1 0 1

2 2 2 2

1 1 0 1

= 1

ranfcA(2) = rank

2 2 0 4

4 4 2 2

12 0 2

= 3

y claro, como el rango máximo que puede tener A(s) es tres, significa que ese es el resultado, es decir,

rankA(s) = 3

y por lo tanto, los puntos sq = 0 y Si = 1 son ceros de A(s).
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Algoritmo con Matrices de Sylvester.

Este algoritmo, más elaborado que el primero, se basa en la idea de encontrar una base para el kernel

de A(s) £ 5Rmln[s], es decir, las q columnas de la matriz K(s) £ SRnx9[s] tal que

A{s)K(s) = 0m_,

de esta forma, el rango de A(s) estaría dado por

rankA(s) = n
—

q

Para resolver este problema numéricamente, se propone una equivalencia entre la ecuación poUnomial

A(s)K(s) = 0m_- y la ecuación de Sylvester asociada, es decir, considerando

A(s) = A0+A1S+... + A_.sd°

K(a) = K0 + Kis + ... + Kdk8dk

se forma la ecuación constante

Ao 0

Ai Ao

Ai

AdA Ao

AdA Ai

0 AdA

K0

Ki

Kdk

'

"7713.CÍ
" — ■/***

Así pues, encontrar el espacio nulo de A(s) es también equivalente a encontrar el espacio nulo de A.

El problema de nuevo es estimar el grado dk para de esta forma determinar el tamaño de la matriz A.

Para determinar el grado dk, el siguiente lema y su corolario nos provee de una cota superior e inferior.

Lema 2.1 Sea la matriz A(s) £ SRmxn[s]. El grado dk de la matriz K(s), cuyas columnas son una base

del espacio nulo derecho de A(s), es menor o igual que d*R, donde,

d*R = YJ deg coljA — min deg coliA

La prueba de este lema se puede revisar en [8].

Corolario 2.1 Sea la matriz A(s) £ SRmxn[s], el grado d'k de la matriz K'(s) £ 5Rrxm[s], cuyas filas son

una base del espacio nulo izquierdo de A(s), es menor o igual que d*L, donde,

di = Y^ deg rowiA - min deg rowiA
¿—r

i=1,2...,m
i=1
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Nota 2.1 De la teoría del álgebra de matrices podemos comprobar que obtener una base para el kernel

izquierdo de una matriz es equivalente a obtener una base para el kernel derecho de la matriz transpuesta.

Es decir, sea A £ SRmxn [s], definimos

A {s)nxm.K (fi)mxr = Onxr

donde K*(s) está formada por la base del kernel derecho de AT(s), y

Ki(s)rxm.A(S)Tnxn = ()rxn

donde Ki(s) está formada por la base del kernel izquierdo de A(s), entonces, podemos demostrar que:

Ki(s) = (K*(s)f

Por otro lado, debido a la forma de la matriz, las columnas linealmente dependientes de A van

aumentando en cada grupo de columnas. Esto es, sea qo el número de columnas dependientes dentro de

las primeras n columnas, qi el número de columnas dependientes dentro de las 27i primeras columnas y así

sucesivamente hasta que qdk es el número de columnas linealmente dependientes dentro de las (dk + l)n
columnas de A, entonces se verifica que:

0 < fo < .1
< - < ■?_.

De esta forma, el rango de A, se puede escribir como:

rankA = (n
- q0) + (n

- qi) + ... + (n
-

qdk)

Ahora, considerando que solo sabemos que d„ < d*R, podemos escribir:

0 < 9o < 9i < ■•■
<
Id'n

=

qd%+i
=

•••
=

q

donde q es la dimensión del espacio nulo de A(s). Finalmente, el rango de A(s) se puede encontrar como:

rankA(s) = rankÁd- — rankÁd- _i

= (n
-

go) + (n - g_) + ... + (n
-

qd'R)
-

(n
-

q0)
-

(n
-

qi)
-

...

- (n -

qd-R-i)
~

n
~

qd'R
= n

-

q

Ahora, con base en el corolario 2.1 (nota 2.1), también podemos escribir:

ranA:A(s) = rankA'd. — rankA'd. _j

= (m-r0) + (m-7i) + ... + (m
-

rd-L)
-

(m
-

r0) - (m -

rx)
-

... -(m-r^^)
= rn

—

rd. = m
— r

Veamos un ejemplo para ilustrar el algoritmo.

Ejemplo 2.9 Obtengamos el rango de la matriz polinomial

A

Primeramente resolvamos este problema considerando el espacio nulo derecho

n

d*R = YJ deg coliA
-

_min deg coUA = (1 + 1+0+1) -0 = 3

s s 1 1

2s 2s 2 2

1 s 0 s
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de esta forma, Ad-a y Ad-i están dadas por:

Ad- =

0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0

0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 2 2 0 0 0 0 2 2 0

0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0
'

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 1

0 2 2

0 0 0

1 0 0

2 0 0

1 0 1

rankAd- = 10

A¿_-i =

001100000000

002200000000

100000000000

110000110000

220000220000

010110000000

000011000011

000022000022

000001011000

000000001100

000000002200

000000000101

rankAd- i
= 8

por lo tanto,

rankA(s) = 10 - 8 = 2

Ahora resolvamos el problema considerando la dimensión del espacio nulo izquierdo, es decir,

d*L = } degrowiA
- min degrouiiA = (1 + 1 + 1) -1 = 2

~—'
i=1,2...,m
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de esta forma, A'd. y A'd. _j están dadas por:

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 0 0 0 0 0 0 0

1 2 0 0 0 0 0 0 0

1 2 0 0 0 1 0 0 0

1 2 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 2 0 0 0 0

0 0 1 1 2 0 0 0 0

0 0 0 1 2 0 0 0 1

0 0 0 1 2 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 2 0

0 0 0 0 0 1 1 2 0

0 0 0 0 0 0 1 2 0

0 0 0 0 0 0 1 2 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 2 0 0 0 0

1 2 0 0 0 0

1 2 0 0 0 1

1 2 1 0 0 0

0 0 0 1 2 0

0 0 1 1 2 0

0 0 0 1 2 0

0 0 0 1 2 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

Finalmente:

rankA(s) =6
— 4 = 2

rankÁ'j. = 6
aL



Capítulo 3

Obtención del Interactor de un

sistema lineal.

En este capítulo se presenta el primero de los algoritmos "obtenidos en el desarrollo de este trabajo. Este

algoritmo obtiene la matriz interactor de un sistema Uneal multivariable.

Como se explicará más adelante, el interactor de un sistema lineal multivariable es una matriz polino
mial invariante bajo retroalimentación de estado regular, que contiene la información sobre la estructura

al infinito del sistema Uneal. Dadas estas características, el interactor es utilizado para resolver diversos

problemas de control, como por ejemplo, el desacoplamiento de sistemas Uneales que se abordará en el

siguiente capítulo.

De igual forma, dada una matriz racional cualquiera, sea propia o no, la información al infinito

contenida en lo que sería su matriz interactor, puede ser utilizada, como se verá en el capítulo 5, para

obtener la estructura al infinito de la matriz o su forma de Smith McMillan al infinito.

Como se verá más adelante, una forma natural de obtener el interactor sería por medio de operaciones
elementales las cuales, como se mencionó en el capítulo anterior, son numéricamente inestables. Nues

tro algoritmo, en cambio, es un algoritmo confiable el cual evita estas operaciones elementales. Cabe

mencionar que existen algunos otros trabajos más recientes que presentan algoritmos para la obtención

del interactor, tal es el caso de [28], el cual presenta un algoritmo para obtener una forma de interactor

nilpotente de un sistema lineal. Existen, sin embargo, algunas diferencias entre este interactor nilpotente

y la definición clásica de interactor, presentada en [34]. Por lo tanto, los problemas no son estrictamente
los mismos, y sus métodos de solución son completamente distintos.

Este capítulo se divide de la siguiente manera, primeramente se presenta la definición general del

interactor y algunos resultados importantes. En la segunda sección se presenta el algoritmo desarroUado

para obtener este interactor.

3.1 El interactor de un sistema lineal multivariable.

Consideremos un sistema lineal multivariable de n estados, p salidas y m entradas descrito, en espacio
de estado, por:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)(A R r.f ±(t)=Ax(t)

47
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donde x £ SRn, u £ SRm, y £ W, A £ SRnxn, B £ SRnxm y C £ SR™xn. Consideremos también que la matriz

de transferencia de este sistema es la matriz racional propia T(s) £ ÍRPxm dada por:

T(s) = C{sI-A)-1B

Ahora, definamos la matriz interactor de este sistema lineal. Esta definición asi como gran parte de

los resultados que se presentan en este capítulo están basados en el artículo de Falb y Wolovich [34].

Definición 3.1 Sea (A, B, C) un sistema lineal multivariable con matriz de transferencia T(s) de rango

igual ap y sea _>(s) una matriz polinomial triangular inferior, única, de p x p y de la forma:

«/i n

*(_) =

sJ

<Ms)

<PPl(s) <Pp2(s) sh

donde, para i > j, 0i;,(-)=O o (/>^-(s)/s^ es divisible por s, tal que:

Um <¡>(s)T(s) = K
s—*oo

y donde K es una matriz constante de p x m y de rango pleno, es decir rankK =
p.

La matriz _>(s) es lo que se conoce como el interactor del sistema (A,B,C) cuya matriz de transfe

rencia es T(s).

La matriz interactor, como se verámás adelante, contiene toda la información de los ceros al infinito del

sistema representado por T(s). Además, se puede demostrar que <_>(s) es invariante bajo retroaUmentación

de estado, es decir, _>(s) no se puede modificar mediante una retroalimentación de estado regular. Estas

propiedades hacen que el interactor juegue un papel importante en la solución de muchos problemas de

control. Más adelante se verá una de sus aplicaciones en el desacoplamiento de sistemas y también será

utilizado indirectamente para obtener la estructura al infinito de una matriz racional en general.

A continuación se presentan algunos resultados sobre el interactor que nos ayudarán a demostrar

algunas de sus propiedades y que nos darán idea de como es posible obtenerlo. Se comienza con algunas

definiciones generales.

Definición 3.2 Sea f(s) una función racional. El grado relativo de f(s), denotado por degp/(s), se

define como la resta del grado del polinomio denominador menos el grado del polinomio numerador. Una

función racional propia es aquella en la que deg_ f(s) > 0.

Definición 3.3 Sea A(s) una matriz racional. Se dice que A(s) es propia cuando todos sus elementos

son funciones racionales propias. Se dice que A(s) es bipropia cuando es una matriz racional propia no

singular y además su inversa es también racional propia.

Si A(s) es polinomial, se dice que es unimodular si es no singular y además su inversa es también

polinomial.
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Lema 3.1 Una matriz A(s) es bipropia si y solo si,

det ( lim A(s)) = x 6 SR, x j- 0.
Va—>oo /

o eejtitva/eníemeTiíe, si y solo si,

lim A(s) = A'
«—*oo

donde A' es una matriz constante no singular.
Por otro lado, una matriz A(s) es unimodular si y solo si,

det (A(s)) = x € SR, ijíO.

Ahora, para poder introducir la forma de Hermite por columnas de una matriz racional propia, la

cual, como se verá, tiene una relación directa importante con la matriz interactor, se necesita definir lo

que son las operaciones elementales en el anillo1 de las funciones racionales propias.

Definición 3.4 Las operaciones elementales por columnas, en el anillo de las funciones racionales

propias SRp(s), sobre la matriz T(s) se definen como:

1. Intercambiar dos columnas de T(s) .

2. Multiplicar una columna de T(s) por una función racional bipropia.
3. Sumar a una columna de T(s) otra columna de T(s) multiplicada por una función racional propia.

Estas operaciones son una extensión de las operaciones elementales en el aniUo de los poUnomios SR(s),
las cuales se definen a continuación ya que también son utilizadas para la obtención del interactor.

Definición 3.5 Las operaciones elementales por columnas, en el anillo de los polinomios SR(s), sobre la

matriz T(s) se definen como:

1. Intercambiar dos columnas de T(s).
2. Multiplicar una columna de T(s) por una constante distinta de cero.

3. Sumar a una columna de T(s) otra columna de T(s) multiplicada por un polinomio.

De manera análoga se pueden definir las operaciones elementales por filas en 5Rp(s) o en SR(s).

La forma de Hermite por columnas de una matriz racional propia se define como sigue.

Definición 3.6 Sea T(s) £ SR™xm(s) tina matriz racional propia de rango pleno y sea B(s) una matriz

bipropia tal que:

T(s)B(s) = _í(_) =

£ 0

hml(s)

(3.1)

es una matriz triangular inferior única, conocida como la forma de Hermite por columnas de T(s) en el

anillo de las funciones racionales propias SR-(s), donde hij(s) son funciones racionales propias con un

único polo en s = 0 y que satisfacen, /i¿3(s) = 0 o degp hij(s) < fi para toda i > j.

'Es importante mencionar que, para no desviarnos de nuestro objetivo, muchos de los conceptos del álgebra lineal que se

utilizan en este capítulo, como por ejemplo, el concepto de anillo, unidad en el anillo, etc, no son definidos en este trabajo.
Para ver estas definiciones se puede revisar por ejemplo [7, 2, 12].
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Se puede demostrar que la matriz bipropia B(s) está dada por:

B(s) = Bi(s)B2(s)...Bk(s)

donde Bi(s) con i = 1, 2, ..., k son las matrices resultantes de aplicar a la identidad Im la misma operación
elemental por columnas, en el anillo de las funciones racionales propias SR-(s), que la que se aplicó a T(s)
para llegar a su forma de Hermite por columnas. Las matrices _?¿(s) son llamadas matrices elementales

en el anillo SRp(s).

También se puede demostrar que aplicar una serie de operaciones elementales por filas en SRp(s) a una
matriz T(s), es equivalente a multiplicarla, por la izquierda, por una matriz bipropia.

Veamos un ejemplo para ilustrar las definiciones anteriores.

Ejemplo 3.1 Obtengamos la forma de Hermite por columnas de:

T(s) =

i i

s+l s+2

1 1

s+3 s+4

utilizando operaciones elementales para llegar a la forma H(s) presentada en la Definición 3-4-

Primeramente multipliquemos la columna 1 por la función bipropia &&■, es decir, con ci (^^)
—* Ci

tenemos,

i _i_
s s+2

¡___

T(s)B1(s)

s(s+3) s+4 .

donde Bi (s) viene de realizar a la identidad la misma operación elemental, es decir,

_±1 o

_?_(_)
0 1

Ahora, con c2
—

tto-i
—* c2 tenemos,

T(s)Bi(s)B2(s)
s+l 2

s(s+3) (s+2)(s+3)(s+4) .

B2(s) =
1 __

1
s+2

0 1

Después, con c2 ''ot- —* c2 tenemos,

T(s)Bi(s)B2(s)B3(s) =

Finalmente, con Ci
—

jq^C2
—* Ci tenemos,

s+l 1

(-+3J _*

B3(s)

1 0

- (s+2) (s+3) (s+4)
V 2¿3

H(s) = T(s)_?i(s)_?2(s)53(s)S4(s) =
s-2 1
—

1J~
~

T

B4(s) =

1 0

6s

s+3
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De esta forma, la matriz B(s) está dada por:

_?(s) = S1(s)B2(s)_?3(s)B4(s) =

4s3+ 16s+12
ai

0,5s''+4a''+_.5s+6
■

3bí+ 1Sb+24 0,5sJ+4.5s'+ 13s+12

de donde podemos comprobar que es bipropia y además que,

i o

T(s)B(s)

i i

s+l s+2

1 1

s+3 s+4 .

4s2+ 16s+12 0.5s3+4s3+..5»+6
7* 7*

_3sitl8s_t24 0.5sJ+4.5s''+ 13s+12
Ti 73

-2 1

= H{s)

En el siguiente lema, presentado en [26], se establece la relación entre el interactor y la forma de

Hermite por columnas de una matriz T(s).

Lema 3.2 Sea T(s) £ !R™xm(_) una matriz racional propia no singular y sea H(s) su forma de Hermite

fer columnas. Entonces, el interactor de T(s) se puede encontrar como:

•(a) = ií(s)-1

De este lema, de la Definición 3.1 y considerando la ecuación (3.1), se puede ver que:

<¡>(s)T(s) = iíXs)-1-» = .Bía)-1-»-1.» = B^is)

de modo que:

lim $(s)T(s) = lim B(s)-1 = K (3.2)

Esta última expresión (3.2), se puede demostrar con el Lema 3.1, ya que si B(s) es bipropia, entonces

B~1(s) también es bipropia, de modo que

Um Bis)-1

es una matriz constante no singular.

De estos resultados se puede concluir que ya que B(s) es bipropia y no contiene ceros ni polos al

infinito, la forma de Hermite por columnas H(s), y por lo tanto también el interactor ->(s), contienen

toda la información al infinito de T(s). Este resultado también representa una posible forma de encontrar

_>(s), utilizar operaciones elementales para llegar a H(s) y obtener su inversa.

Ejemplo 3.2 Obtengamos el interactor de:

T(s) =

i i

s+l s+2

1 1

s+3 s+4

Sabemos que la forma de Hermite por columnas de T(s) es:

.

0

H(s)
-2 1
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de modo que, según el Lema 3.1, podemos encontrar _>(s) como:

*(•) = H(s)-1 =

Comprobemos que este es el interactor de T(s) verificando la ecuación (3.2).

.
O

lim $(s)T(s) = Um
s—.oo s—.oc

por otro lado,

lim B(s)_1 = lim

s 0

2s2-s3 s3 -2 1

1 1

6 8

24sJ+26s"+9s5+s4_i_o,5 _i_ „6 12s3+19s4+8s5+s°
24s2+50s3+35s4+ 10s5+s6 24s2+50s3+35s4+10s5+s6

48s4+36s!i+6s'i 24s4+32s5+8s°
24s2+50s3+35s4+10s5+sü 24s2+50s3+35s4+10s5+sB

K

1 1

6 8
= K

donde K es evidentemente no singular.

Hasta ahora se ha considerado que la matriz T(s) es cuadrada, ahora se verán algunos resultados útiles

para el caso de que no lo sea. El siguiente resultado resuelve el caso de que T(s) tenga más columnas

que filas.

Lema 3.3 Sea T(s) £ SR£xm(s) una matriz racional propia de rango p y sea

H(s) =

i

¡Ti
0

o

1

s-^P

[Hi(s) 0]

hpi(s)

su forma de Hermite por columnas. Entonces, el interactor de T(s) se puede encontrar como:

4>(s)=//i(s)-1

Por último, para el caso de que T(s) tenga más filas que columnas, _>(s) debe de formarse por partes,
como se indica en el siguiente lema.

Lema 3.4 Sea T(s) £ SR^xm(s) una matriz racional propia de rango m con las primeras m filas lineal

mente independientes. Entonces, el interactor de T(s) está dado por:

*(_)
*m(») 0

-yi («) ..(-s)

donde, si consideramos una factorización coprima derecha de T(s),

T(s)
Tm(s) Nm(s)

Np-m(s)
D(s)-1 = N(s)Dis)-1

entonces, $m(s) es el interactor de Tm(s) y las matrices yi(s) y y2(s) son una factorización coprima

izquierda de Np-m(s)Nm(s)~1 es decir,

iVp-m(s)7Vm(s)"1 = __(s)-V(s)
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donde además, para asegurar la unicidad del interactor, y2(s) debe ser triangular inferior y en forma de

Hermite (ver [34])-
Para este caso, la matriz

lim <¡>{s)T(s) = K
s—»oo

no sólo tendrá rango pleno, sino que además las p
-

m últimas filas serán iguales a cero.

Veamos un ejemplo de este último caso.

Ejemplo 3.3 Obtengamos el interactor de la matriz

T(s) =

Por el Lema 3. 1 podemos obtener,

2 s+l

s+3 s+3

(s+2)(s+3) s+3

2s+7 1

(s+2)(s+3) s+3 J

Tm(s)

Tp-m(s)

*mW =

s 0

0 1

Ahora, tomando una factorización coprima derecha de T(s) tenemos:

T(s)

1 0

1 s + l

0 1

2 1

s + 2 0

-1 s + 3

Nm(s)

Np-m(s)

l_ _J_
s+l s+l

2s+l 1

s+l s+l

D-Hs)

de esta forma,

Np-rn(s)N-1(s) =

Ahora, tomemos una factorización coprima izquierda de Np-m(s)N~1(s),

= D^(s)Ni(s)

i i

s+l s+l

2s+l 1

s+l s+l .

y finalmente, por medio de operaciones elementales por filas en $l(s), hacemos que Di(s) sea triangular

inferior y en forma de Hermite. Asi, las matrices yx y y2 buscadas son,

y2(s) = U(s)Di(s) yi(s) = U(s)Ni(s)

donde U(s) es una matriz unimodular. Es evidente que, haciendo esto, las matrices yi y y2 siguen

siendo una factorización coprima izquierda de JVp_Tn(s)iV~1(s) ya que:

y2l(s)yi(s) = D^(s)U-H8)Ü{s)N(s) = D^1(s)N1{s)
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Asi pues, haciendo estas operaciones obtenemos,

2/1 00
-1 1

2 O
..(s) =

s + l O

-1 1

de modo que,

*(«) =

Comprobemos este resultado,

s O O O

0 10 0

1 -1 s + l O

-2 0 -11

s+2

lim $(s)T(s) = lim

2 s+l

s+3 s+3

O O

O o

"10

=

0 1

0 0

0 0

= K

lo cual es correcto según el Lema 3-4-

3.2 El algoritmo interactor.

De la definición 3.1, se han derivado tres casos particulares. Uno cuando T(s) es cuadrada, otro cuando

tiene más filas que columnas (p > m) y un último caso para cuando T(s) tiene más columnas que filas

(p < m). Para estos casos también se ha visto que el interactor o una parte de él (en el caso de que

p > m), puede ser obtenido de la inversa de la forma de Hermite por columnas de la matriz T(s) (o Tm(s)

para el caso de que p > m). Sin embargo, como se mencionó en el Capítulo 2, un algoritmo numérico

basado en las operaciones elementales dista mucho de ser un algoritmo confiable ya que estas operaciones

elementales, al implicar divisiones euclidianas entre polinomios, son numéricamente inestables y difíciles

de programar.

En esta sección se presenta el algoritmo numérico confiable que se desarroUo para obtener el interactor

de una forma alternativa y sin recurrir a las operaciones elementales. El siguiente algoritmo está basado

en el procedimiento presentado por W. A. Wolovich y P. L. Falb. Para mayor detalle sobre algunos

aspectos de lo que se presentará más adelante se puede consultar [34].

Para una explicación más clara del algoritmo, este se dividirá en dos casos, el primero para cuando

p < m y el segundo para cuando p > m, sin embargo, como se puede ver en el Anexo 1, en un solo

programa se han implementado ambos casos.

3.2.1 Caso 1. Para T(s) de rango pleno por filas.

La idea básica del algoritmo consiste en proponer la i-ésima fila $i(s) del interactor cuidando que la

i — ésima fila Ki sea linealmente independiente de las i — 1 filas anteriores, donde,

K = lim <S>i(s)T(s)
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La forma de proponer las m filas del interactor es la siguiente:

Primeramente se obtienen los números /_; que es el orden del cero al infinito de la i — ésima fila de

T(s) (ver Capítulo 5), es decir ^ es tal que:

lim s^TAs) = t¿
s—•<»

con Ti constante y distinto de cero y donde T¿(s) es la i
— ésima fila de T(s). Ahora se proponen las filas

del interactor como,

•jt» = [ 0 s* 0 0 ] (3.3)

y se evalúa lo que sería la fila i
— ésima de K, esto es,

n = lim _»•(_)_»
s—>oo

Se toma efectivamente _>i(s) = $í(s)> de modo que Kx = t_. Para la siguiente fila se observa si

t2 es üneabnente independiente de K\, si lo es entonces se toma $2(s) = $2(s) y K2 = t2. Si no son

ünealmente independientes, se toma ->2i(s) = $'2, t2i — t2 y se propone una nueva fila

a>.2(s) = s"22[$2i(s)-a22#i(s)]

con,

T21 = a22KX

y tal que:

lim <S-22(s)T(s) = r22
s—.oo

es constante distinto de cero.

Ahora, si t22 es Ünealmente independiente de K\, se toma $2(s) = _>22(s) y K2 =
t22. Si no son

Ünealmente independientes, se propone una nueva fila #23 (s) ^e forma similar. Este proceso es iterativo

hasta lograr la independencia lineal. Una vez lograda la independencia lineal se pasa a las siguientes filas

y se reaUza el mismo proceso con todas hasta encontrar el interactor.

En el paso general del proceso de construcción, consideremos el índice i como el número de fila que

se está construyendo y el índice j como el número de veces que se ha intentado obtener la independencia

Uneal, entonces:

*fc(a) = s»» [*k__(-)
-

eH,*i__(_)] (3.4)

con

tíj-i
= oiijKi-i (3.5)

y tal que:

lim Vij^Tis) = Tij (3.6)
S—IOO

es constante distinto de cero.

El siguiente ejemplo ilustra la aplicación de este algoritmo.
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Ejemplo 3.4 Obtengamos, por medio del algoritmo anterior, el interactor de:

T(s)

i i

s+l s+2

1 1

s+3 s+4

Primeramente obtengamos los valores /.¿. Primero, para la fila 1,

Um sTj(s)= [1 1 ] =ti
S—.00

L J

por lo tanto, /_x
= 1. Para la fila 2,

lim sT2(s) = [ 1 1 ] = t2
8—»IX>

L J

por lo tanto, también, \i2 = 1.

Ahora, según (3.3), la primera fila de _>(s) está dada por,

*_(_) = [ s 0 ]

y entonces,

Um <_>i(s)T(s) = lim [ s 0 1
s—.oo s—*oo

L J

1 1

s+l s+2

1 1

s+3 s+4 .

= [ 1 1 J = KX = Tj

¿a segunda fila de _>(s) estaría dada, según (3.3) por,

*_(«) = [ 0 s ]

sin embargo,

T_=Bm*í(*)T(_)=Um[0 .]

r ___ _i_
s+l s+2

1 1

s+3 s+4

=

s1lln.[^ s+4 ] = [1 1]

es linealmente dependiente de Kx , por /o tanto hay que proponer otra fila según la expresión (3.4), es

decir:

■í22(s) = s"22[$21(s)-a22$i(s)]=s'i22([ 0 s]-a22[s 0 ])

donde, según (3.5), a22 = 1, y donde, para cumplir con (3.6), fi22 = 1, esto es,

$22(s) =s[-s s]

Con esta nueva fila tenemos que,

r22=l]m^2(s)T(s)=üm [-;*_+_£$ -¡fr +_£] = [ -2 -2]

gue sípue siendo linealmente dependiente de Kx , por lo tanto, se debe proponer una nueva fila 2,

$2300 = *M23 [*__(«) -

a_3*i(s)] = ^23 ([ -s s ]
-

a23 [ s 0 ])

donde de nuevo, según (3.5) y (3.6), podemos ver que a2¡ = — 2 y que /_23
= 1 V Por tanto,

$23(s) = s [ -s2 + 2s s2 ]
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Con esta nueva fila,

r23 = Km *_,<_)r(_) = Um [ j^fi^ j-^-^ ] = [ 6 8 ]

que es linealmente independiente de Kx, por lo tanto, $2(s) = $'23(s) y K2 = t23.

Finalmente, el interactor es

*(») =
•a(«)

s O

„3 „3

e/ cua/ corresponde exactamente a lo obtenido, por medio de operaciones elementales, en el Ejemplo 3.2.

Comprobemos este resultado,

Um *x(»)
*a(a)

2» = lim

s+l

6s2

s+2

8s2

(s+l)(s+3) (s+2)(s+4)

1 1

6 8

K.

K2

Para la programación, en MATLAB, de este algoritmo, se utilizaron funciones del Polynomial Toolbox

para introducir y manejar las matrices polinomiales. Sin embargo, esta plataforma, no permite el manejo
directo de matrices racionales como el caso de T(s) ni el cálculo numérico de los límites al infinito de una

función racional en s. Asi pues, para programar este algoritmo, se formularon los siguientes resultados

que ayudan a resolver estos problemas.

Primeramente, para manejar las matrices racionales lo que se hizo fue transformar la matriz original
en una matriz poUnomial y trabajar con ella. Para eso se multiplicaron todos los denominadores y el

resultado se multipUcó por cada numerador obteniendo así una matriz poUnomial. Cabe mencionar que

obviamente, en lugar de multipUcar todos los denominadores se pudo haber obtenido el mínimo común

múltiplo de eUos, sin embargo, esto requería de más tiempo de ejecución.

El problema con esta operación es que modifica el orden del cero al infinito por fila de la matriz T(s)

original y por lo tanto el valor de los enteros /-j. El siguiente lema nos garantiza la forma de recuperar

estos enteros, que como hemos expUcado, son base del algoritmo.

Lema 3.5 Sea T(s) una matriz racional propia de la siguiente forma:

T(s)

an(s)

Qml(s)

t>ml(s)

5i7t¡T

Qmt.(s)

bni.n{s)

y sea m(s) — \\JLX 11^=1 bij{s), entonces:

^
= degm(s)

- degT/(s)

donde degT/(s) es el grado por filas de T¡(s) y donde

T'(s) = m(s)T(s)

es una matriz polinomial.
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Demostración. Recordemos que,

lim s^Tiis) = n (3.7)
s—*cx>

donde t¿ es constante distinto de cero.

Consideremos que T¿(s) es de un sólo elemento, es decir,

T(
.

_

ansn + an-is"-1 + ... + a0

iW
.pSP + 6p_isP-1 + ... + &0

entonces,

,.
-., . .. ansn + an-1sn-1 + ...+ao

Um Ti[s) = hm ■

: ¡
— = 0

s^oo
IW

s-^oo 6pSP + tp_lSP-l+...+60

siempre que p > n. Para hacer este límite distinto de cero, se debe cumplir que p = n.

Por lo tanto, ya que Ti(s) es racional propia, para cumplir con (3.7),

Hi=P~n

de modo que,

..

..„„,
.

,.
ansp + an-is?-1 + ... + a0 an

lim sp TAs) = hm ■

r—
= —

s-c»
W

s^oo bpsP + bp_isP~l + ... + -0 bp

Ahora, si T¡(s) tiene más de un elemento,

■íti»;
-

[ k,(.) 62(s) bítí ]

se puede ver fácilmente que,

/i¿
= min {deg bj(s)

—

deg aj(s)} con j = l,2,...,k (3.8)

Supongamos que el elemento r
— ésimo cumple con (3.8), es decir,

[ii
= deg6_(s)

-

deg ar(s)

entonces, el elemento r
— ésimo de T¡(s) tendrá el mayor grado de la fila, ya que,

degaj.(s) = deg ar(s)
-

degb-(s) + degm(s)

por lo tanto, el grado por fila de T¡(s) será deg a'r(s).

Finalmente,

^
= degm(s)

—

deg T¡(s) = degm(s)
—

deg ar(s) + degb-(s)
— degm(s)

Hi
= deg br(s)

-

deg a_(s)

Para obtener los límites cuando s tiende al infinito de las distintas funciones racionales que aparecen

a lo largo del desarrollo del algoritmo, también se formuló el siguiente resultado.
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Lema 3.6 Sea T(s) una matriz racional propia de la siguiente forma:

T(s) =

ffífc
Piret»)

m bmní»
««» m(s) = [](«_ 117=1 Ma)> 2/ sea

_■"(.) = 7n(s)T(s)

donde ti es el vector de coeficientes de mayor grado en s de la fila _7(s), entonces:

Um s^Tiis) = U
8—*0O

Demostración. Este resultado se puede demostrar, con base en la prueba del lema anterior, ya que

suponiendo que el elemento r — ésimo de

1«W
~

[ t!(s) fc_(s)

o.(-)

0 0

cumple con (3.8), entonces,

Um sp'-n'-Ti(s) = f 0

lo cual corresponde con el vector de coeficientes de mayor grado en s de T¡(s) ya que el elemento de

mayor grado es efectivamente el elemento r — ésimo. ■

Resumiendo, con este par de resultados, se puede ver como los enteros ¿-¿ pueden ser obtenidos a

partir del grado del polinomio m(s) y del grado por filas de T¡(s), además, el Umite

lim s^'Tiis)
s—*oo

puede ser obtenido como los coeficientes líderes de otro vector polinomial. Así pues, las operaciones con

matrices racionales necesarias, en un principio, para obtener el interactor, son reducidas a operaciones con

polinomios y matrices polinomiales, las cuales son fácilmente manejadas por MATLAB y el Polynomial

Toolbox.

Observe que si los vectores

n = lim *í (■.)_»

con _>í(s) dado por (3.3) fueran siempre linealmente independientes, los números ^ podrían ser obtenidos

directamente, de la expresión (3.8), a partir de la matriz original T(s). El uso de los Lemas 3.5 y 3.6 se

justifica ya que en general siempre hay alguna dependencia lineal y es necesario proponer otras filas del

interactor distintas a las propuestas en (3.3). Para hacer esto es necesaria la manipulación de T(s) lo

cual impUca, como se ha dicho, que deba ser transformada a matriz polinomial de modo que pueda ser

manejada en MATLAB [30].

Las otras operaciones necesarias para desarrollar este algoritmo, como lo son: la evaluación de la

independencia lineal entre vectores y la determinación de los múltiplos q¡j de (3.5) son realizadas con

funciones de MATLAB y del Polynomial Toolbox ya existentes.

Veamos entonces como se resolvería el ejemplo 3.4 con nuestro algoritmo.



60 CAPÍTULO 3. OBTENCIÓN DEL INTERACTOR DE UN SISTEMA LINEAL.

Ejemplo 3.5 Obtengamos el interactor de:

T(_) =

i i

s+l s+2

1 1

s+3 s+4 .

utilizando el algoritmo anterior.

Primeramente obtengamos la matriz polinomial equivalente. Con m(s) = (s + l)(s + 2)(s + 3)(s + 4),
tenemos,

T'(s)
(s + 2)(s + 3)(s + 4) (s + l)(s + 3)(s + 4)

(s + l)(s + 2)(s + 4) (s + l)(s + 2)(s + 3)

Ahora, utilizando el Lema 3-4, obtengamos los valores /Xj, para la fila 1,

¿.j
= degm(s)

-

deg T[ (s) =4-3=1

y para la fila 2,

fi2
= degm(s)

-

deg T2(s) =4-3=1

Por lo tanto, usando el Lema 3.5,

Ti = [1 lj
T2 = [1 1]

Como se puede ver, los resultados son los mismos que si se trabajara con la matriz racional.

Ahora, según (3.3), las filas del interactor serían

$i(s) = [ s 0 ] , $2(s) = [ 0 s ]

pero, t2 es dependiente de Ki = Ti , ya que si probamos, como lo haría el programa interactor,

rank
1 1

1 1

el resultado es uno, lo que significa que la segunda fila es dependiente de la primera, entonces debemos

proponer otra fila

$22(<0 = *M" [*2l00
~

023*100] = S»22 ([0 S ]
-

a22 [ S 0 ])

Para encontrar a22, el programa interactor utiliza la función axb del Polynomial. Para encontrar p,22

se vuelve a aplicar el Lema 3.5. Asi sucesivamente, se puede ver como con los Lemas 3.5, 3.6 y con las

funciones de MATLAB y el Polynomial Toolbox es posible la obtención del interactor,

*(_)
s 0

2s2-s3 s3

3.2.2 Caso 2. Para T(s) de rango pleno por columnas.

Para este caso, un vez programado el caso anterior, _>m(s) se encuentra sin ningún problema.

Las matrices yx(s) y y2(s) se encuentran con las funciones del Polynomial Toolbox de la siguiente

forma:
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Primeramente se obtiene un factorización coprima derecha de T(s),

T(s) =
Nm(s)

Np-m(s)
D~l(s)

con la función rat2rmf. Después se obtiene una factorización coprima izquierda de Np-m(s)Nml (s) ,

Np-m(S)N-1(s)=Dx\s)Ni(s)

con la función rat2lmf. Ahora, para transformar D\ (s) en la forma requerida necesitamos, como se explicó
en el Ejemplo 3.3, reaUzar operaciones por filas sobre £>i(s). La función hermite del Polynomial reaUza

operaciones por filas para obtener la forma de Hermite (por filas) de la matriz que se le de como entrada,
el problema es que esta forma de Hermite es triangular superior y se requiere que y2(s) sea triangular
inferior.

Para resolver este problema se hace lo siguiente. Se cambian de orden las columnas de Di(s) (la última
se pone como primera, la penúltima como segunda, etc..) y se obtiene, con la función hermite, D2(s) que
es la forma de Hermite por filas de esta nueva matriz. Finalmente, la matriz y2 (s) se obtiene de cambiar
de orden filas y columnas de D2(s). Con esto, al realizar dos veces cambio de columnas, efectivamente

se esta obteniendo y2{s) en la forma requerida y únicamente con operaciones poí ñias. Ahora, para que

!/2(s) y í/i(s) sigan siendo coprimas izquierdas, tomemos yi(s) = y2(s)D1~1(s)N(s) de modo que,

W^MeViW =y2\s)y2{s)Dx1(s)N(3) = D1-\s)Nl(s)

Ejemplo 3.6 Veamos el ejemplo 3.3 con este procedimiento.
Tenemos que:

/Vp_m(_)JV-1(s) =

i i

s+l s+l

2s+l 1

L s+l s+l

Ahora, tomemos una factorización coprima izquierda de Np-m(s)Nm1(s),
i i

s+l s+l

28+1 1

s+l s+l J

DT1(s)N1(s)
-0.41 0.41

0.46 + 0.76s 0.46 + 0.15s

-i r
0.82 0

0.3s 0.91

Cambiando de orden las columnas de Di(s) y obteniendo su forma de Hermite por filas tenemos,

D2{s)
1 -1

0 s + l

y por lo tanto, cambiando filas y columnas,

2/2 (s) =
s + l 0

-1 1

Finalmente,

de modo que,

yi(s) = y2(s)Dil(s)Ni(s)
-1 1

2 0

$(s) =

s 0 0 0

0 10 0

1 -1 s+l 0

-2 0 -11
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Las funciones rat2lmf, rat2rmf y hermite están basadas en las técnicas de Sylvester e Interpolación
vistas en el Capítulo 2, por lo tanto también son funciones confiables.

Resumiendo, el método presentado en [34] y que hemos reformulado en este capítulo, permite obtener
el interactor de un sistema lineal sin recurir a las operaciones elementales. Por otra parte, los Lemas

3.5 y 3.6 permiten la implementación de este algoritmo en MATLAB de una forma confiable ya que

tampoco implican la utilización de operaciones elementales ni operaciones polinomiales básicas como la

división euclidiana. Además, el uso de funciones confiables del Polynomial Toolbox y funciones numéricas

de MATLAB permite también la solución, de manera confiable, de otros problemas relacionados con la

obtención del interactor como lo son: la prueba de la independencia lineal entre vectores, o la obtención

de las matrices j/i y y2. De esta forma, podemos decir que el algoritmo interactor es, para cualquier caso,
un algoritmo confiable.



Capítulo 4

Desacoplamiento de sistemas

lineales.

Como mencionamos en el capítulo anterior, el interactor de un sistema lineal multivariable contiene la

información al infinito del sistema, y es un invariante completo en el sentido de que es la parte del sistema

que no puede ser modificada mediante una retroalimentación de estado regular. Desde este punto de vista,
la información contenida en esta matriz juega un papel determinante en la existencia de la solución de

algunos problemas de control.

En este capítulo se estudia uno de estos problemas, a saber, el desacoplamiento de sistemas Uneales

multivariables.

Se comenzará con la definición del problema, posteriormente se presentan las condiciones de solución,

existentes en la Uteratura, en términos del interactor del sistema. El objetivo es apücar el algoritmo

desarroUado para obtener el interactor y con él determinar si el sistema en cuestión es desacoplable y

obtener una retroaUmentación que logre el desacoplamiento, en caso de que el problema tenga solución.

En la segunda sección de este capítulo se presenta el algoritmo desarrollado para resolver este problema

de desacoplamiento.

4.1 El problema del desacoplamiento de sistemas lineales.

El desacoplamiento de sistema dinámicos es uno de los tópicos más ampUamente tratados en teoría de

control, y existe una gran cantidad de publicaciones y resultados al respecto. Básicamente, se dice que

un sistema dinámico es desacoplable si existe una retroaUmentación de estado tal que en el sistema en

lazo cerrado, cada nueva entrada controle de manera independiente a cada saUda del sistema.

La ventaja de lograr sistemas desacoplados es evidente. El hecho de que la i
— ésima entrada afecte

solamente a la i — ésima salida permite controlar cada salida como si se tratasen de sistemas indepen

dientes.

El problema de desacoplamiento puede mostrar diversas variantes, dependiendo por ejemplo, de la

estructura del sistema en lazo cerrado, del tipo de retroalimentación que se utiUce, del hecho de que el

sistema tenga el mismo número de entradas que salidas, etc. No es la intención de este trabajo presentar
un estudio general de este problema, por lo que nos restringiremos a casos particulares. Se considera,

63
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primeramente, el desacoplamiento Unea por Unea de sistemas cuadrados y no cuadrados mediante retroa
Umentación estática de estado, y posteriormente el desacoplamiento Unea por Unea de sistemas cuadrados

y no cuadrados mediante retroalimentación dinámica.

4.1.1 Desacoplamiento por retroalimentación estática.

Se dice que el sistema lineal multivariable de n estados, p saUdas y m entradas descrito, en espacio de

estado, por:

(A BC.Í i(t) =M*)+Bu(t) . .

{A>B'C)\y(t)=Cx(t) (4J)

donde x £ SRn, u £ SRm, y £ W, A £ SRnXn, B € 5Rnxm y C £ SRmxn, y con matriz de transferencia la

matriz racional propia T(s) £ SRpxm obtenida por:

T(s) = C(sI-A)-1B

es desacoplable por retroalimentación de estado estática si existe una retroalimentación de la forma

u(t) = Fx(t) + Gv(t) (4.2)

donde F £ 5Rmxn y G £ SRmxp son matrices constantes, tal que en el sistema retroaUmentado (A +

BF, BG, C) la entrada u¿(í) controle solamente a la salida j/¿(í) sin afectar a las otras saUdas.

En términos de función de transferencia, observe que la formulación anterior es equivalente a la

existencia de una retroalimentación de estado (4.2) tal que la función de transferencia en lazo cerrado es

una matriz diagonal no singular.

Cuando p
= m es decir, T(s) es cuadrada, podemos hablar de desacoplamiento regular (donde G

deberá ser no singular). Por otro lado, cuando m > p, es decir, T(s) tiene más columnas que filas,
entonces se hablará de desacoplamiento no regular.

Existen varios resultados equivalentes que establecen las condiciones bajo las cuales un sistema es

desacoplable mediante retroalimentación estática regular. Dichas condiciones pueden establecerse a partir
de los ceros al infinito del sistema, de los ceros al infinito por líneas, de los órdenes esenciales y del

interactor del sistema. La condición que utilizaremos en nuestro algoritmo será la siguiente, la cual está

en función del interactor del sistema.

Lema 4.1 Un sistema lineal (A, B, C) de n estados, p entradas yp salidas y cuya matriz de transferencia
es T(s) £ SR£xp(s), es desacoplable por retroalimentación regular estática si y solo si el interactor _>(s)
de T(s) es diagonal.

En el caso del desacoplamiento estático no regular, es decir, cuando T(s) no es cuadrada, las condi

ciones de este lema son suficientes pero no necesarias. Cabe mencionar que, de hecho, el problema del

desacoplamiento estático no regular, continua sin ser resuelto completamente hasta la fecha.

Evidentemente que, con el algoritmo del interactor desarrollado, hacer un programa que resuelva la

parte de saber si un sistema es desacoplable está resuelta. Ahora, el problema es como encontrar la re

troaUmentación estática adecuada para desacoplar dicho sistema. Para este problema se han desarrollado

varios resultados, sin embargo, sólo para el caso regular estático se ha expresado el problema como una
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ecuación polinomial cuyas soluciones proporcionan la retroalimentación u(t) = Fx(t) + Gv(t) buscada.

Este resultado se presenta a continuación.

Consideremos un sistema (A,B,C) con matriz de transferencia T(s) cuadrada e interactor _>(s) y
tomemos una factorización coprima derecha Ni(s)D~1(s) de (A, B,In) donde D(s) sea reducida por

columnas.

Ahora, el problema de encontrar la retroalimentación estática que desacopla al sistema se reduce a

encontrar una solución particular constante con X no singular, de la ecuación

XD{s) + YNi(s) = ${s)T(s)D(s)

donde la retroaUmentación está dada por:

G = X~X y F = -X~1Y

(4.3)

Se puede demostrar que la acción de u(t) = Fx(t) + Gv(t), obtenida de esta forma, es equivalente a

la acción de un compensador Co(s) que multiplicando por la derecUa a T(s) produce un lazo cerrado

C(sl
- A - BF)~lBG = T(s)Co(s) = ^(s) = diag i^-\ = TLC(s)

donde ni son los órdenes de los ceros al infinito del sistema (ver Capítulo 5)

Ejemplo 4.1 Sea el siguiente sistema (A,B,C), donde,

2 8 0 6 12

10 0 0 0

-25 -50 -10 -53 -74

0 0 10 0

0 0 0 0 1

B =

r o i
'

0 0

i -5

0 0

0 0

y cuya matriz de transferencia es:

C =

T(s) =

0 6 0 18

1-900 -12

(í+TF (s+l)(s+2)

(s+l)(s+2)2 (s+2)2

El interactor de T(s) obtenido con el algoritmo del capítulo anterior es

*(*)=
0 s
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como podemos ver, $(s) es diagonal y por lo tanto, según el Lema 4.1, el sistema es desacoplable por
retroalimentación estática.

Para obtener la retroalimentación que desacopla a este sistema, tomemos la factorización,

(s/-A)-1B = Ni(s)D-1(s)

"Os"

0 1

s2 0

s 0

1 0

14 + 23s + 10s2 + s3 10 + 15a + 5s2
n ~~1

-12 -6s -8-2s + s2

Con estas matrices, la ecuación polinomial

XD(s) + KM 00 = ->(s)T(s)D(s)

tiene como una solución particular,

X

Y por lo tanto, finalmente,

1 1

0 1
Y =

G = X~l

-13 -2 -2 -17 -2

-7 8 0-6 12

-1
_

1-1
'

0 1

'6 10 2 11 14

7 -8 0 € -12
F = -X~1Y =

Ahora, para demostrar que F y G efectivamente desacoplan al sistema, tomemos el lazo cerrado,

i 0

C(sI-A-BF)-lBG =

0 h

= TLC = $-1(s)

4.1.2 Desacoplamiento por retroalimentación dinámica.

La formulación del problema de desacoplamiento dinámico es análoga a la del desacoplamiento estático.

Se dice que el sistema 4.1 es desacoplable por retroalimentación dinámica si existe una retroalimentación,

en función de la frecuencia,

u(s) = F{s)x{s) + Gv(s)

donde F(s) £ 5R™xn(s) es una matriz racional propia y G £ SRmxP es una matriz constante tal que en el

sistema retroalimentado (A + BF, BG, C) la entrada Vi(t) controle solamente a la salida y¿(í) sin afectar

a las otras.

De igual forma, cuando p
= m es decir, T(s) es cuadrada, podemos hablar de desacoplamiento

dinámico regular (donde G deberá ser no singular). Por otro lado, cuando m > p, es decir, T(s) tiene

meas columnas que filas, hablaremos de desacoplamiento dinámico no regular.

Los resultados del lema 4.1 también son análogos a este caso, es decir, un sistema cuadrado es

desacoplable por retroalimentación regular dinámica si y sólo si su interactor es diagonal. Las condiciones,

del Lema 4.1 también son únicamente suficientes para el caso no regular (sistemas no cuadrados), sin

embargo, para este caso si existe otro resultado que expresa las condiciones necesarias y suficientes.

Consideremos la siguiente definición.
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Definición 4.1 Sea A(s) una matriz polinomial dep xm. El rango al infinito por columnas de A(s) se

define como el rango (sobre los reales) de la matriz Ao = [ ai am ] donde

ai
= lim Ai(s)s-ri

8—.00

son vectores constantes distintos de cero y donde Ai(s) es la i — ésima columna de A(s),

Ahora, las condiciones necesarias y suficientes para que un sistema no cuadrado sea desacoplable por
retroalimentación dinámica son las siguientes [4]:

Lema 4.2 Un sistema lineal (A, B, C) de n estados, m entradas y p salidas donde p < m y cuya matriz

de transferencia es T(s) £ SR£xm(a) es desacoplable por retroalimentación dinámica no regular si y solo

si,

m>2p
— k

donde k es el rango al infinito por columnas del interactor _>(a) de T(s).

(4.4)

Estas condiciones son únicamente necesarias para retroalimentación estática, es decir, para que un

sistema no cuadrado sea desacoplado con retroalimentación estática se debe cumpUr (4.4).

Ejemplo 4.2 Analicemos si el siguiente sistema no cuadrado, cuya matriz de transferencia es

T(s) =
0

„-i c-3

—a-1 —a-1 a-2 —s-2—s~3 a-3

es desacoplable.
Primeramente obtengamos el interactor,

$(a)

a 0 0

0 a 0

y probemos la condición (4-4)
Según la Definición 4-1,

por lo tanto, k = 1 y la condición (4-4)

-•o =

0 0 0
'

0 0 0

1 1 1

m > 2p
— fc

5 > 2(3) -1 = 5

ae cumple, lo que significa que el sistema es desacoplable por retroalimentación dinámica.

Observe que no puede asegurarse si el sistema es desacoplable por retroalimentación estática, ya que se

cumple la condición (4-4) (condición necesaria) pero el interactor no es diagonal (condición suficiente).

El problema de encontrar la retroalimentación dinámica de un sistema desacoplable, cuadrado o no

cuadrado, tampoco está totalmente resuelto, existen algunos resultados pero aún no se Ua expresado
el problema como la solución de una ecuación polinomial como en el caso de retroalimentación regular
estática.
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4.2 El algoritmo desacop.

Resumiendo lo que se presentó en la sección anterior, si el sistema a estudiar es cuadrado (desacoplamiento
regular), el sistema será desacoplable si y solo si su interactor es diagonal y se podrá utilizar retroalimen

tación estática, para la cual, el problema de como determinarla ya está resuelto.

Si el sistema a estudiar tiene más entradas que salidas (desacoplamiento no regular), el sistema será

desacoplable por retroalimentación dinámica si y sólo si se cumpla la condición (4.4). Si además se

cumple que el interactor es diagonal, se puede asegurar que el sistema también podrá ser desacoplado con

retroalimentación estática. Si por otro lado, no se cumple la condición (4.4), entonces el sistema no será

desacoplable por ningún tipo de retroalimentación. El problema de como determinar la retroaUmentación

no regular tampoco tiene Uasta el momento una solución completa.

Con base en estos resultados, se desarrolló el algoritmo desacop el cual, por lo tanto, tiene las siguientes
características:

1) Es capaz de determinar si un sistema cuadrado es desacoplable por retroalimentación estática y

dinámica. En el caso de que el sistema estudiado sea desacoplable, el algoritmo es capaz de determinar

también las matrices F y G de la retroaUmentación estática (4.2) que lo desacopla.

2) Es capaz de determinar si un sistema no cuadrado es desacoplable por retroalimentación dinámica

comprobando la condición (4.4). Si además se cumple que el interactor es diagonal, se asegura que el

sistema también es desacoplable por retroalimentación estática.

3) Si el sistema no es desacoplable, es decir, no es diagonal para el caso cuadrado y no se cumple (4.4)

para el caso no cuadrado, el programa desacop regresará cero como resultado.

El programa desacop se basa en otros programa de MATLAB, del Polynomial Toolbox y claro en el

programa interactor.

Para presentar este algoritmo se va a dividir el problema en dos partes, la prueba de desacoplamiento

que determina si el sistema tratado es desacoplable y la obtención de la retroalimentación para el caso

regular estático.

4.2.1 La prueba de desacoplamiento.

Para saber si <í>(s) es diagonal, simplemente se obtiene el interactor y con funciones de MATLAB se

observa si es efectivamente diagonal. Para probar la condición (4.4), el problema es como obtener el

rango al infinito de -"(a).

Para resolver este problema consideremos lo siguiente: _>(a) es siempre polinomial ya que T(s) es

racional propia, por lo tanto, los vectores columna

<Pi = lim $j(s)s~TjJ
s—>oo

donde $j(s) es la j
- ésima columna de <í>(a), serán constantes y distintos de cero cuando rj sea igual a

la mayor potencia en a de la columna $j(s), es decir, al grado por columna de $j(s). Ahora, si tomamos

rj igual al grado por columna de $j(a), entonces se puede ver como <f>} será igual al vector de coeficientes

líderes de $j(s).
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Asi pues, el rango al infinito de <_>(s) se puede obtener como el rango de la matriz

$0 = [ 4>x <PP ]

donde

con

*. (*) = #'** + g^s**-1 + ... + $

Resolvamos el Ejemplo 4.3 apücando este algoritmo.

Ejemplo 4.3 Tomemos el sistema

T(s) =

cuyo interactor es,

a"1 0 0 s-2 0

0 s-1 0 a~3 0

—a-1 -a-1 a-2 —s~2 — s~3 a-3

*(_) =
a 0 0

0 a 0

a2 a2 a2

Ahora, según el algoritmo anterior,

*i(*)

*2(«)

*s(a)

0
' "

1

0 s2 + 0

1 0

0
'

0
'

0 a2 + 1

1 0

"

0
'

= 0 s2

1

por lo tanto,

$0 = [ 4>. 4>p]

0 0 0

0 0 0

1 1 1
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4.2.2 Obtención de la retroalimentación.

Como se ha dicho, el programa desacop puede determinar únicamente la retroalimentación regular es

tática. Encontrar esta retroalimentación se reduce a encontrar la solución de

donde,

XD(s) + YNi(s) = $(s)T(s)D(s)

(a/-A)-1B = M(s)-C»_1(s)

Para solucionar esta ecuación, se puede utiUzar la función xaybc del Polynomial Toolbox, donde

obviamente,

a = D(s), b = Ni(s) y c= <S?(s)T(s)D(s)

Sin embargo, como se puede ver, para encontrar c es necesaria la multipUcación entre matrices poU

nomiales, como D(s) y -"(s), con T(s) que es racional. Esta multipUcación no se puede reaUzar ya que,

como se Ua mencionado, MATLAB no puede manejar directamente las.matrices racionales.

Para resolver este problema, consideremos la factorización

C(sl
- A)-1/? = N(s)D-\s) = C^i(s)D-1(s) = T(s)

de este modo,

c = $(s)T(s)D(s) = ^(s)CNi(s)D-1(s)D(s) = Q^CN^s)

ya puede ser obtenido fácilmente.

Por último, resolvamos el Ejemplo 4.1 apücando este algoritmo.

(4.5)

Ejemplo 4.4 Desacoplemos el mismo sistema (A,B,C), donde

A =

2 8 0 6 12

10 0 0 0

-25 -50 -10 -53 -74

0 0 10 0

0 0 0 0 1

B

\ ° 1
'

0 0

1 -5

0 0

0 0

C
0 6 0 18

1-900 -12

cuya matriz de transferencia es:



4.2. EL ALGORITMO DESACOP. 71

y cuyo interactor es

•(_) =
a2 O

O a

Pana obtener la retroalimentación, tomemos la factorización,

(sí - A)~lB = Ni(s)D-\s) =

"

0 a

'

0 1

a2 0

a 0

1 0

"

14 + 23s + 10s2 + s3 10 + 15s + 5s2

-12 - 6a -8 - 2s + a2

De este modo, la factorización del sistema completo es, según (4-5),

C(sl
- A)~lB = CNx(s)D-l(s)

8 + a 6

-12 a-9

14 + 23s + 10a2 + s3 10 + 15s + 5s2

-12 - 6s -8 - 2s + a2

Con estas matrices, podemos escribir la ecuación polinomial como

XD(s) + YNi(s) = $(s)T(s)D(s) = $(s)CNx(s)

donde,

$(a)C.Vi(s) =
a2 (8 + a) 6a2

-12a a (a -9)

puede ser fácilmente obtenido por MATLAB ya que es una multiplicación de solamente matrices polino

miales.

Ahora, ya que

$(s)CiVi(s) = $(s)T(s)D(s)

Esta ecuación también tiene como una solución particular,

X =

y por lo tanto, finalmente,

1 1

0 1
r =

-13 -2 -2 -17 -2

-7 8 0-6 12

G = X~1 =
1 -1

0 1

F = -GY
6 10 2 11 14

7-806 -12

4.2.3 Conclusiones de este algoritmo.

El algoritmo desacop, como se mencionó anteriormente, verifica las condiciones de desacoplamiento para

sistemas Uneales por retroalimentación estática o dinámica, regular y no regular. En el caso de sistemas

cuadrados desacoplables, también calcula una retroalimentación que desacopla al sistema.

Por lo que respecta al cálculo de la retroalimentación desacoplante, observe que Uablar de una solución

particular de (4.3) significa que puede haber más de una de ellas, es decir, la retroalimentación que
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desacopla al sistema no es única y la forma final de esta depende de como sea obtenida la solución

particular X y Y

A pesar de la facilidad con que puede desacoplarse un sistema con este procedimiento, este enfoque

tiene algunas desventajas que es importante mencionar.

En primer lugar, se debe notar que la retroalimentación obtenida con este procedimiento da como

resultado una función de transferencia, en lazo cerrado, que es igual a la inversa del interactor. Esta

situación, desde el punto de vista de ubicación de polos, significa que la retroaUmentación produce una

cancelación de polos con ceros finitos (en caso de que los hubiera), mientras que los polos restantes

son ubicados todos en s = 0. Esto significa que el sistema está desacoplado, sin embargo, no se puede

asegurar su estabilidad ni tampoco que las salidas tengan algún comportamiento deseado. Para lograr

esto, es necesaria la aplicación de una retroalimentación posterior que permita ubicar estos polos de

una manera adecuada y sin perder la estructura de sistema desacoplado que se consiguió con la primera

retroaUmentación. El problema de obtener un sistema desacoplado e internamente estable se conoce como

desacoplamiento con estabiUdad, pero su estudio está fuera de los alcances de este trabajo. Para revisar

este tema ver, por ejemplo, [24, 29].

Otra problema de este procedimiento para desacoplar un sistema, sobre todo si se pretende aplicarlo

al desacoplamiento de un sistema real, es el de la robustez. Este es un inconveniente propio de la falta

de resultados en esta área, ya que hasta donde sabemos, el problema de desacoplamiento robusto no ha

sido resuelto. Los resultados presentados sobre retroalimentación estática no son robustos en el sentido

de que, por ejemplo, las condiciones de desacoplamiento para un sistema que era desacoplable, pueden

no cumplirse más si se presenta una pequeña variación en alguno de sus parámetros.

Como ilustración considere el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5 Consideremos el siguiente sistema (A, B, C) con matrices,

A =

0 10
"

0 .

0 0 0 _? = 1 1 c =

0 0 0 0 1

1 o o

0 0 1

Si e es igual a cero, el interactor de este sistema es

*_W =

s2 0

0 s

que es diagonal y por lo tanto, el sistema es desacoplable.

Ahora, si e / 0, por ejemplo e = 0.001, el interactor de este sistema es

*a(a)
0

-lOOOs2

y entonces la condición de desacoplamiento ya no se cumple.

Estas desventajas son, naturalmente, Ueredadas al programa desacop, sin embargo, este primer algo

ritmo confiable puede ser base de algoritmos futuros que resuelvan el problema incluyendo la estabilidad

y una ubicación deseada de polos. Por lo anterior, podemos afirmar que el algoritmo puede ser utilizado

para estudiar el problema de desacoplamiento de sistemas lineales multivariables, pero hay que conside

rar algunos aspectos de estabilidad y robustez si se quisiera aplicar este algoritmo al control de sistemas

reales.



Capítulo 5

Obtención de la estructura al

infinito.

En este capítulo se presenta el algoritmo desarroUado para obtener la estructura al infinito de una matriz

de rango pleno racional en general, es decir, no necesariamente poUnomial o racional propia.

La estructura al infinito de una matriz racional comprende el conjunto de los órdenes de los polos y

ceros al infinito de la matriz. Esta información se puede definir, como se mostrará más adelante, a partir
de la forma de Smith McMillan al infinito de la matriz, que es básicamente una forma canónica bajo

equivalencia con matrices bipropias. De lo anterior, es evidente que una forma de obtener la estructura

al infinito de una matriz es mediante operaciones elementales por filas y por columnas en el anillo SRp(a)
sobre la matriz. Como se mencionó anteriormente en el cálculo del interactor de un sistema Uneal, dichas

operaciones no son numéricamente estables, por lo que no pueden ser usadas para desarroUar un algoritmo
numérico confiable.

Nuestra intención es entonces, desarrollar un método confiable y el algoritmo correspondiente para

obtener los polos y los ceros al infinito de una matriz racional. La idea es muy simple y está relacionada

también con el método presentado en el Capítulo 3 para obtener el interactor de un sistema Uneal

multivariable.

Primeramente se define la estructura al infinito de una matriz racional, mencionando brevemente la

importancia y posible interpretación que tiene esta información. Después se mostrarán los resultados que

relacionan al interactor con esta estructura al infinito y finalmente se presenta el algoritmo desarroUado.

5.1 La estructura al infinito de matrices racionales.

La estructura al infinito de una matriz racional se puede definir como sigue.

Definición 5.1 Sea A(s) £ SRpxm(s) una matriz racional de rango r. Entonces existen matrices bipropias

_?i(a) y B2(s), y una matriz única,

e¡"l

Bi(a)A(a)B2(a)=M00(a)

0

(5.1)

73
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conocida como la forma de Smith McMillan al infinito de A(s) o la forma de Smith sobre el anillo 5Rp(a)
de A(s), donde ni > n¿+i, i

= l,2,...,r
— 1 son enteros positivos, negativos o cero.

La matriz Moo(s) despliega la estructura al infinito de A(s), la cual puede tener en general tanto

polos como ceros al infinito de distintos órdenes. Si n¿ < 0, entonces n¿ es el orden de un cero al infinito

de A(s), si n¿ > 0, entonces n¿ es el orden de un polo al infinito. Evidentemente, las matrices _?i(s) y

B2(s) representan las operaciones elementales en ^(s) por filas y por columnas, respectivamente, que se

tuvieron que aplicar a A(s) para llevarla a la forma Moo(s).

Si en particular, la matriz estudiada es racional propia, es decir, puede ser la matriz de transferencia

que representa a un sistema lineal multivariable, entonces la estructura al infinito tendrá solamente ceros

al infinito. En este caso, el orden de estos ceros al infinito se puede interpretar como el número de veces

que se debe derivar cada una de las saUdas para obtener un componente del vector de entradas. Esta infor

mación es de gran importancia en el estudio de algunos problemas de control como son: desacoplamiento,

seguimiento de modelo, rechazo de perturbaciones, etc.

Por otro lado, la estructura al infinito de matrices polinomiales también es de gran importancia para

la teoría de ¿ontrol [15, 2, 10]. Por ejemplo, en caso de que el sistema lineal sea descrito en espacio de

estado, es decir por las matrices (A, B,C), los ceros al infinito del sistema, corresponden también a los

ceros al infinito de la matriz poUnomial

:sI-A B
'

C 0

Son muchas las aplicaciones que puede tener el encontrar la estructura al infinito de una matriz

racional en general, de ahí la importancia de desarrollar este algoritmo. Cabe mencionar que ya existen

otros algoritmos confiables desarrollados para obtener la estructura al infinito de matrices poUnomiales

como por ejemplo el desarroUado en [10]. Este algoritmo está basado en matrices de Toeplitz formadas

con las matrices de coeficientes de la matriz analizada. Otro algoritmo es el presentado en [32], el cual

presenta una técnica en espacio de estado basada en la correspondencia entre la forma de Smith McMillan

de la matriz analizada y la forma canónica de Kronecker de un pencil de matrices asociado.

Existen algunos otros algoritmos que obtienen la estructura al infinito de matrices racionales propias

pero, por sus características no pueden considerarse algoritmos confiables. Un ejemplo de estos es el

algoritmo desarrollado en [21], el cual está basado en los grados relativos de todos los menores de la

matriz analizada. Algunos algoritmos simbólicos como por ejemplo el presentado en [6] también han sido

desarrollados.

Los procedimientos utilizados en esta serie de algoritmos, son fundamentalmente diferentes del pro

puesto en nuestro algoritmo, y la comparación entre estos está fuera de los alcances de este trabajo.

La importancia de desarrollar este algoritmo para obtener la estructura al infinito de una matriz

racional, es mostrar una aplicación más de la matriz interactor y lo importante que puede ser tener una

forma para obtenerla. Además, nuestro algoritmo, como veremos más adelante, tiene la ventaja de que

puede trabajar igualmente con matrices polinomiales, matrices racionales propias o matrices con algunos

elementos como funciones racionales propias y otros como polinomios.

Antes de presentar el algoritmo desarrollado, se presentan algunos resultados importantes que involu

cran al interactor y que por lo tanto son base de este algoritmo. Es importante mencionar que el término

interactor está definido, como se vio en el Capítulo 3, únicamente para sistemas lineales, es decir, cuando

T(s) es racional propia y es la representación matemática de algún sistema físico con entradas y salidas.
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En este capítulo consideraremos que la matriz a analizar es cualquier matriz racional A(s), no necesaria
mente propia ni tampoco necesariamente relacionada con algún sistema lineal. Por lo tanto, hablar de

su interactor no sería estrictamente correcto, sin embargo, como veremos más adelante, la relación entre

la forma de Hermite por columnas de A(s) y su inversa $(s) se puede establecer sin importar si A(s) es
racional o no. Entonces por analogía, durante el desarroUo de este capítulo, seguiremos llamando a esta

inversa _>(a) la matriz interactor de A(s).

Comencemos con la definición de una matriz reducida por filas.

Definición 5.2 Sea A(s) una matriz polinomial no singular depxp, y sea {qi} , con

gi=max{degaij(s), j = l,2,...,p}, i = 1,2 p

el conjunto de los grados por filas de A(s). Se dice que A(s) es reducida por filas si

p

deg {detA(s)} =^9i
¿=i

Ahora, para expücar como es que el interactor de una matriz racional nos ayuda a encontrar su

estructura al infinito, se considera, primeramente, una matriz A(s) racional propia y cuadrada.

De la Definición 3.5, sabemos que la forma de Hermite por columnas de A(s) es

A(s)B(s) = H(s)

donde B(s) es bipropia. Ahora, del Lema 3.2 sabemos también que

_r-J(_)-_ *(_)_.

o

^
sjp

AUora, supongamos que la matriz polinomial _>(a) es reducida por filas, esto significa que, según la

Definición 5.2, el grado de cualquier elemento faj es menor o igual que el grado del elemento en la diagonal
de esa fila, es decir, <¡>u. Esta relación de grados implica que, para cualquier i < j, (p{j sea divisible por

0¿i en el anillo SRp(a) en el sentido de que existe una función racional propia x(a) £ SRp(a) tal que,

<pu = 4>iáx(s)

Asi pues, es posible aplicar una serie de operaciones elementales por columnas de tipo 3 en SRp(s), de

modo que se Uegue a una forma diagonal de $(s), es decir,

${s)B(s) = diag {sfl , ...,
ay" } = P(s)

donde B(s) representa las operaciones elementales en 5Rp(a) aplicadas. Con esto podemos ver que,

finalmente,

A(s)B(s) = ♦-1(«) = {P(s)B-1(s))
'
= B(s)P-\s)

B-l(s)A(s)B(s) = P~\s)

(5.2)

(5.3)
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Ahora, si se cumple que /¿ > /¿+i, i = 1,2, ...j>
— 1 (si no se cumple desde el principio, se puede

lograr haciendo intercambio de filas), y haciendo _?_1(s) = fli(s), B(s) = B2(s), y P~1(s) = Moo(a),
esta última expresión (5.3) es equivalente a la definición de la forma de Smith McMiUan (5.1), en otras

palabras podemos decir que, si el interactor de A(s) es reducido por filas, entonces los órdenes de los

ceros al infinito están sobre la diagonal del interactor.

Con base en este procedimiento podemos formular el siguiente resultado, base de nuestro algoritmo.

Lema 5.1 Sea A(s) £ SRpxp(a) una matriz racional propia de rango pleno y sea _>(s) £ 5Rpxp(s) su matriz

polinomial interactor. Si .'(s) es reducido por filas, entonces, los órdenes de los ceros al infinito de A(s)
corresponden a los enteros deg0¿i(s) donde (pu(s) son los elementos en la diagonal de ->(s).

Si el interactor de A(s) no es reducido por filas, siempre existe una matriz de permutación P que

equivale a un cambio de filas en A(s) (y que por lo tanto no modifica la estructura al infinito de A(s)),
tal que el interactor de PA(s) es reducido por filas [11]. La forma en la que se debe hacer este cambio de
filas se presenta más adelante.

Para el caso de que A(s) tenga más columnas que filas, se puede ver fácilmente que el misnu-) resultado

que acabamos de describir también puede apUcarse, ya que, como se formuló en el Lema 3.3, el interactor

de A(s) también viene de la inversa de su forma de Hermite por columnas. En el caso de que A(s) tenga
más filas que columnas y dado que la estructura al infinito de A(s) es la misma que la de AT(s), se

puede transponer la matriz y considerar que hay más columnas que filas, de esta forma, se puede aplicar
también el mismo resultado.

Ahora bien, supongamos el caso de que A(s) sea racional en general, es decir, no necesariamente

racional propia o polinomial. Para este caso se puede encontrar el entero positivo más pequeño d tal que

-^A(a) = A'(s) sea racional propia y entonces el Lema 5.1 sea apUcable. Haciendo esto, y suponiendo

que el interactor de A'(s) sea reducido por filas, entonces las expresiones equivalentes de 5.2 y 5.3 serían

A'(s)B(s) = *-!(*) = (P(s)B-\s))-1 = B(s)P~1(s)

B-1(s)A'(s)B(s) = P-1(s)

y los órdenes n, de los polos y ceros al infinito de la matriz original A(s) serían

m = -fi + d

donde /¿, en este caso, son los órdenes de los ceros al infinito de la matriz racional A'(s).

A continuación se reformula el lema 5.1 de una manera general.

Lema 5.2 Sea A(s) € SRpxm(a) una matriz racional en general de rango pleno por filas, sea d el número

entero positivo más pequeño tal que A'(s) = -\A(s) es racional propia y sea -*(a) £ SRpxp(a) la matriz

polinomial interactor de A'(s). Si el interactor

*(_) =
0

4>Pi sf-

es reducido por filas, entonces, los órdenes ni de los ceros y polos al infinito de A(s) son los enteros

ni
= - fi+d (5.4)
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Observe que aunque la estructura al infinito está definida (Definición 5.1) para cualquier matriz de

rango r, en nuestro algoritmo y dado a que está basado en el algoritmo interactor del Capítulo 3, solo

consideraremos matrices de rango pleno. Para poder considerar el caso de que la matriz analizada no fuera

de rango pleno, se debería de empezar por la modificación del algoritmo interactor. Esta modificación no

es muy compücada y consiste en poner la fila $¿ del interactor igual a cero cuando no se logre después
de un número n de veces la independencia Uneal entre las filas Kx,K2, ...,Ki. Este número n tiene una

cota superior (ver [34]).

Obtengamos ahora la estructura al infinito de algunas matrices para ejemplificar estos resultados.

Ejemplo 5.1 Obtengamos la estructura al infinito de la matriz racional propia,

T(s)

i i -|

s+l s+2

1 1

s+3 s+4 J

Primeramente utilicemos operaciones elementales en SRp(s) por columnas.

Multipliquemos la columna 1 por la función bipropia ™-, es decir, con ci (£±^) —> cx tenemos,

i _¡_
s s+2

8+1 1

s(s+3) s+4

s+l 2

s(s+3) (s+2)(s+3)(s+4) .

T(s)B1(s)

Ahora, con c2
—

jt^Ci
—» c2 tenemos,

T(s)B1(s)B2(s) =

Después, con c2 i"+2^s+p<is+4) -► c2 tenemos,

T(s)Bi(s)B2(s)B3(s) =

Finalmente, con cx
—

t^c2
—» ci tenemos,

H(s) = T(s)B1(s)B2(s)B3(s)B4(s) =

s+l 1

J7+3) 7?

s-2 1

donde H(s) sería la forma de Hermite por columnas y las matrices Bi(s) las matrices elementales en

SRp(a) correspondientes.
Ahora apliquemos operaciones elementales en SRp(s) por filas para llegar a la forma de Smith McMillan

(5-1)-
Sumando a la segunda fila (—s~) veces la fila 1, es decir, r2

—

^-j-t.
—» r2, tenemos,

Mro(s)

De esta forma, podemos ver que los órdenes de los ceros al infinito son ni = 1 y n2
= 3.

0 ¿
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Ahora tomemos el interactor,

*(s) = H-\s) 2a2 - a3

el cual es evidentemente reducido por filas, por lo tanto, los órdenes de los ceros al infinito de T(s) están
sobre la diagonal, es decir, efectivamente nx = 1 y n2 = 3.

Ejemplo 5.2 Obtengamos la estructura al infinito de la matriz racional,

"

a3 1 0 0

A(s)= 0 i 0 a2

.

0 0 4, 0

Siguiendo el Lema 5.2, tenemos que d = 3, entonces,

"

s3 1 0 0

m = ¿ o 0 s2

0 0+0

1 4 0 0

o * o i

oo+o

El interactor de A'(s) está dado por,

*(_) =
1 0 0

0 s 0

0 0 s5

el cual es evidentemente reducido por filas, por lo tanto, los órdenes de los ceros al infinito de A'(s) son,

fi = O, h = 1 y f- = 5.

Finalmente, según (5.4), A(s) tiene dos polos al infinito de órdenes ni = 3 y n2 = 2, y un cero al

infinito de orden n$ = 2.

5.2 El algoritmo structinf.

El algoritmo structinf, al igual que el algoritmo desacop presentado en el Capítulo 4, se basa en algunas
funciones de MATLAB, en algunas manipulaciones para poder manejar las matrices racionales y claro en

el algoritmo interactor presentado en el Capítulo 3.

La idea básica del algoritmo structinf se basa en el Lema 5.2 presentado en la sección anterior. A

continuación se presenta este algoritmo.

Supongamos que se desea obtener la estructura al infinito de A(s) que es racional en general, es decir,
se necesita encontrar el número d tal que A'(s) = j,jA(s) es racional propia. Posteriormente se ordenan

las filas de A'(s) de modo que los grados relativos por filas, es decir, la menor diferencia entre el grado
de denominador menos el del numerador de cada elemento de la fila, vayan del menor en la primera fila

al mayor en la última fila.
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Al sacar el interactor de esta matriz ordenada, aseguramos que, dado que la primera fila del interactor

es siempre

$i(s) = [ s^ 0 0

este fi sea efectivamente el menor de todos los órdenes de los ceros al infinito de A'(s), de hecho, si el
interactor resulta reducido por filas, entonces todos los órdenes de los ceros al infinito estarán sobre la

diagonal. Ahora consideremos que el interactor no es reducido por filas, entonces, sabiendo que el orden

/i es correcto, escribamos al interactor de la siguiente forma

*(.) =

0 0

*.

#(.)

pi

y tomemos la inversa de las p
— 1 filas y columnas siguientes, es decir _>_1(a). Ordenando los grados

relativos de $-1(a) de menor a mayor y haciendo ese mismo cambio de filas sobre la matriz A'(s) de la

que sacamos el interactor, se logra entonces que, al sacar de nuevo el interactor de la matriz reordenada,
ahora las dos primeras filas tengan en la diagonal los dos primeros órdenes de los ceros al infinito.

Haciendo este proceso iterativamente y un máximo de p
— 1 veces finalmente se llegará a que el

interactor sea reducido por filas y los órdenes de los ceros al infinito estén sobre la diagonal del mismo.

Finalmente, para recuperar el orden de los polos y ceros al infinito de la matriz original A(s), al valor d

se le resta los valores obtenidos hasta este punto.

Ahora, recordando queMATLAB sólomanejamatrices polinomiales, sabemos que al sacar el interactor

de A'(s) primeramente se transforma A'(s) a unamatriz polinomial A"(s) multiplicándola por el producto

p(s) de todos los denominadores de sus elementos. Después se utilizarán los Lemas 3.6 y 3.6 para que,

a partir del grado degp(s) se recupere la información original de A'(s) (ver Capítulo 3). Dada esta

situación, resulta ineficiente que se transforme A(s) a una matriz racional propia A'(s) y después regresar
a una matriz polinomial A"(s).

Para evitar esta ineficiencia, el algoritmo sigue el procedimiento presentado en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.3 Obtengamos la estructura al infinito de la matriz racional,

A(s)

1 0 0

0 s2

0 0+0

Siguiendo el Lema 5.2, sabemos que A(s) debe ser multiplicada por g donde d = 3, es decir,

A'(s) =

s3 1 0 0

0 ¿ 0 a2

0 0+0

1 ^ 0 0

0 + 0 i

oo+o

y después, para poder aplicar el algoritmo interactor, A'(s) debería ser pasada a una forma polinomial.
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Sin embargo, en el algoritmo lo que se hace es pasar directamente A(s) a una forma polinomial
multiplicándola por:

p(s) = a
- .3

haciendo lo anterior tenemos,

p(s)A(s)=A"(s)

s6 s3 0 0

0 s2 O s5

0 0 a 0

Ahora se toma como degp(a), para la aplicación del algoritmo interactor (ver Capítulo 3, Lemas 3.5

y 3.6), el número g
= 6 que es el mayor grado en s de la matriz A"(s) y se obtiene el interactor reducido

por filas,

*(_) =
1 O O

O a O

O O a5

de lo que sería, por lo tanto, la matriz

-A"(s) = \A"(s)
ss

w
a6

O O

O O

O
.

+ O

que es efectivamente la matriz A'(s) que necesitábamos.

Ahora, según el Lema 5.2, los órdenes de los ceros y polos al infinito de A(s) son,

n{ = -fi + d

donde fi son las potencias en a de la diagonal de -'(a), sin embargo el número d no lo conocemos ya que

en realidad nunca obtuvimos A'(s). A pesar de lo anterior, sabemos que g
= 6 y que el verdadero valor

de degp(a) = 3, por lo tanto, se puede ver fácilmente que,

es decir,

ni
= -fi + g-degp(s)

m = 0 + 6-3 = 3,

n2 = -1 + 6-3 = 2, y

n3 = -5 + 6-3= -2

(5.5)

lo cual corresponde con lo obtenido en el Ejemplo 5.2.

Ahora veamos un ejemplo en el que sea necesaria la reordenación de filas.

Ejemplo 5.4 Obtengamos la estructura al infinito de la matriz racional,

i

A(s) =

1 1

0

7? ^3
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Primeramente, se pasa esta matriz a una forma polinomial multiplicándola por

p(s) = s20

es decir.

A'j'(a) .19 „19

Sí0 + S
18

y ae toma g
= 19, ahora, según el Lema 3.5 los grados por filas de A"(s) serán 0 para la fila 1, 0 para la

fila 2 y 1 para la fUa 3. Es decir, las filas están ordenadas correctamente y se puede obtener el interactor

de jtijAÍ'(s) que es,

*i(«) =

Ahora, como se puedtfhcr, este interactor no es reducido por filas, por lo tanto, se debe obtener la

inversa de

1 0 0

-a3 s3 0

-s3 - s5 s5 s4

que es,

*_(«) =

*r1w =

o

1

7*

4 i
.8¡ S«

.

De esta inversa se ve que las filas 2 y 3 deben ser intercambiadas ya que el grado relativo de la fila 3

es menor que el de la fila 2. Entonces, se toma

A'í(s)

"

s19 a16 a19

s18 a17 a15 + a18

s19 0 s19

y se obtiene el interactor de
jrsA'i'(s) <7we es,

*a(«) =
0 0

Finalmente, dado que _>2(s) ya es reducido por filas, el algoritmo termina. Ahora, dado que degp(a) =

20 y según (5.5) .
los órdenes de los ceros al infinito de A(s) son:

nx = 0+19-20=-l

n2
= -2 + 19 - 20 = -3

n3
= -5 + 19 - 20 = -6

En resumen, este algoritmo es entonces un algoritmo confiable pero que tiene la desventaja de que

para algunos casos en los que las matrices sean demasiado grandes, puede darse la situación de que

sea necesario calcular varias veces (a lo más p
— 1 veces) el interactor de una matriz. Por otro lado,

este algoritmo permite trabajar indistintamente, y con el mismo procedimiento, matrices polinomiales,
racionales propias o matrices racionales en general lo cual es una ventaja importante.
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Conclusiones.

El actual desarroUo que el enfoque polinomial de la teoría de control está teniendo, ha abierto nuevos

campos de investigación como lo es el desarrollo de algoritmos para trabajar con matrices poUnomiales y

resolver problemas de control desde este enfoque.

A pesar de la introducción de los lenguajes de matemáticas simbólicas, con los cuales el manejo de

matrices y ecuaciones polinomiales se reduciría a considerar la variable compleja a como una variable

no valuada, muchos investigadores trabajan por encontrar algoritmos numéricos que manejen este tipo
de matrices. Un algoritmo numérico puede resultar más eficiente en términos de memoria y tiempo

de ejecución que un algoritmo simbólico, además, aplicando los métodos adecuados estos algoritmos
numéricos pueden lograr la precisión numérica obtenida simbólicamente. Esta posibiUdad de lograr

algoritmos eficientes además de la elegancia con que un problema, que involucra matrices poUnomiales,

puede ser resuelto al apUcar un algoritmo numérico hace que estos últimos sean muy atractivos para la

investigación.

En el desarroUo de estos algoritmos numéricos confiables, apücados al enfoque polinomial de la teoría

de control, varios son los resultados que se han obtenido y que han permitido, entre otras cosas, la creación

de The Polynomial Toolbox. En este trabajo se han desarrollado 3 algoritmos numéricos confiables

programados sobre la plataforma que proporcionan MATLAB y el Polynomial Toolbox.

Uno de estos algoritmos, el algoritmo interactor presentado en el capítulo 3, es capaz de obtener la

matriz interactor de un sistema lineal multivariable con matriz de transferencia de rango pleno, ya sea

por filas o por columnas. El procedimiento para obtener este interactor sin recurrir a las operaciones

elementales que, como mencionamos, se ha demostrado son numéricamente inestables, es una modifi

cación al procedimiento presentado inicialmente en el artículo de Falb y Wolovich [34]. En este trabajo,
se modificó en lo necesario este procedimiento para poder programarlo utilizando MATLAB y The Poly

nomial Toolbox. El algoritmo programado, basado únicamente en operaciones estables, es entonces un

algoritmo confiable y, hasta donde sabemos, único. La importancia de este algoritmo es evidente cuando

se estudian los problemas en los que el interactor forma parte importante. Algunos de estos proble

mas, como el desacoplamiento de sistemas lineales y la obtención de la estructura al infinito de matrices

racionales, fueron tratados también en este trabajo, otros problemas quedan como posibiUdad de trabajo
futuro. Uno de estos problemas es el de la equivalencia de sistemas bajo compensación dinámica. Para

este problema el interactor también forma parte importante de la solución, tanto para probar si los dos

sistemas analizados son equivalentes bajo compensación dinámica como para encontrar el compensador

en caso de que lo sean.

El algoritmo desacop, desarrollado para el desacoplamiento de sistemas Uneales, se basó, obviamente

en el algoritmo interactor y en otras funciones de MATLAB y del Polynomial Toolbox (ver Capítulo

4). Este algoritmo determina si el sistema üneal analizado el desacoplable mediante retroaUmentación

dinámica o estática. En el caso de sistemas cuadrados que sean desacoplables por retroalimentación

estática, también encuentra una retroalimentación que logra el desacoplamiento. También se puede decir

que este algoritmo es un algoritmo confiable, sin embargo, presenta algunos inconvenientes sobre todo si se

piensa en la apUcación de este algoritmo para el desacoplamiento de un sistema real. Estos inconvenientes

tienen que ver, como se explicó en el Capítulo 4, con la estabilidad del sistema retroalimentado y con la

robustez de las condiciones de desacoplamiento. Se presentan también , por lo tanto, muchas opciones de



84

trabajo futuro tanto a nivel práctico, en la programación de algoritmos, como a nivel teórico. La solución

completa del problema de desacoplamiento no regular estático, obteniendo las condiciones necesarias y

suficientes para saber si un sistema es desacoplable, asi como la determinación de la ecuación poUnomial
que pudiera determinar las matrices F y G de la retroaUmentación, es un ejemplo del trabajo futuro que

se debe realizar. El desarroUo de un algoritmo que obtenga un sistema desacoplado y estable con alguna
ubicación deseada de polos también es un trabajo importante que puede tener mucha aplicación, a nivel

práctico, en la implementación de control a sistemas físicos.

El tercer y último algoritmo desarrollado fue el algoritmo structinf. Este algoritmo confiable, desa

rrollado también con base en el algoritmo interactor y en las funciones de MATLAB y del Polynomial

Toolbox, obtiene la estructura al infinito de cualquier matriz racional. La idea básica del algoritmo im

pUca, como vimos en el Capítulo 5, que en algunos casos sea necesario obtener el interactor en varias

ocasiones lo cual puede representar un inconveniente para este algoritmo. Sin embargo, la capacidad del

algoritmo de trabajar indistintamente cualquier matriz, sin importar que forma tengan sus elementos, es

decir, sin importar si son polinomios, funciones racionales propias, o si están combinados ambos tipos
dentro de la misma matriz, es una característica interesante que puede ser una ventaja con respecto a

otro métodos.

Por lo que respecta a este último algoritmo, existen ya algoritmos confiables que obtienen, po/cjcmplo,
la estructura al infinito de matrices polinomiales [10,32]. Las técnicas empleadas en estos algoritmos

son, sin embargo, fundamentalmente diferentes. La comparación cuantitativa de nuestro algoritmo con

estos otros algoritmos existentes, quedó fuera de nuestros objetivos. Es importante mencionar que esta

comparación, la cual impüca necesariamente una forma de cuantificar la complejidad de los algoritmos, no

solo es un trabajo práctico en el que se mide el tiempo de ejecución y el número de operaciones utiUzadas,

sino que requiere también de un cálculo anah'tico.

Unido a este cálculo analítico de la complejidad de un algoritmo, se debe considerar también la prueba
formal de la estabilidad numérica del algoritmo. Todo esto se ha desarrollado poco y casi no se ha aplicado
a los algoritmos que se han venido obteniendo. Por lo tanto, puede ser tema también de investigaciones

y trabajos futuros.
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Anexo 1. El funcionamiento de los programas.

A continuación se presentan algunos ejemplos (hechos en MATLAB) que muestran el funcionamiento

de los programas desarrollados.

Para el programa interactor.

>>help interactor

INTERACTOR Interactor matrix of a Linear System

The command

interactor(num,den)
returns the polynomial matrix Interactor of the linear system

represented by the rational transfer matrix T(s) given by the

arrays NUM and DEN of the same dimensions, containing the

numerators and the denominators of T(s).
The Transfer matrix T(s) should have full rank.

The command

interactor(A,B,C)
returns the polynomial matrix Interactor of the linear system

represented in state space by (A,B,C).
The equivalent Transfer matrix T(s) should have full rank.

If the matrix T(s) has more rows than columns, this command also

returns a polynomial called dd, such that, the interactor of the

system is: E=ans*l/dd

» num=[l 1; 1 1]
» den=[s+l s+2; s+3 s+4]
» interactor(num,den)

ans =

s 0
'

2s2-s3 a3

» A=[l 2 3; 0 1 2; 1 1 4]
» B=[l 2; 2 3; 0 1]
» C=[0 0 1; 1 1 0; 1 1 4]
» interactor (A,B,C)
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Constant polynomial matrix: 1-by-l

dd =

1

ans =

"a 0 0

0 a 0

-1 -4 1

Para el programa desacop.

>>help desacop

DESACOP Feedback Decoupling of Linear Systems

The command

[F,G]=desacop(A,B,C)
returns the matrix F and G such that the feedback u=Fx+Gv decouples the

square system represented by the matrix A, B and C. If the system is not

decouplable, the command returns F=0, G=0

The command

[F,G]=desacop(num,den)
returns the matrix F and G such that the feedback u=Fx+Gv decouples the

square system represented by the transfer matrix T(s) given by the

arrays NUM and DEN of the same dimensions, containing the

numerators and the denominators of T(s).
It also returns the state space representation (A,B,C) used in the

feedback calculations. If the system is not decouplable, the command

returns F=0, G=0

The closed loop system (A+BF,BG,C) has as a transfer matrix, the following one:

diag{l/s~Ni} where {Ni} are the orders of the zeros at infinity.

If the system is decouplable but not square, this commands only returns

an indicative message.

» A=[2 8 0 6 12; 1 0 0 0 0; -25 -50 -10 -53 -74; 0 0 1 0 0; 0 0 0 1 0];
» B=[0 1; 0 0; 1 -5; 0 0; 0 0];
» C=[060 1 8; 1-9 0 0-12];

[F,G]=desacop(A,B,C)

Constant polynomial matrix: 2-by-5

F =

'

6 10 2 11 14

7-806 -12
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Constant polynomial matrix: 2-by-2
G =

1-1

0 1

» num=[l 1; 1 1];
» den=[s+l s+2; s+3 s+4];
[F,G]=desacop(num,den)
F =

0

G =

0

Para el programa structinf.

>>help structinf

STRUCTINF Infinite structure of a rational matrix

The command

structinf(num,den)
returns a vector with the powers of s of the diagonal of the Smith

McmiUan form at infinity of a rational matrix A(s) given by the

arrays NUM and DEN of the same dimensions, containing the

numerators and the denominators of A(s).
The matrix A(s) should have full rank

The command

structinf(num, 1 )
returns a vector with the powers of s of the diagonal of the Smith

McmiUan form at infinity of a polynomial matrix A(s)=num(s)
The matrix A(s) should have full rank

» num=[l s+l 2; 1 2 3; 1 1 1];
» den=[s"l 1 s+l; s"2 s~3 s"4; s+l s+l 1];
» structinf(num,den)
ans =

1

0

-2

» num=[s 1; 1 s+l; 0 s~4]
» structinf(num,l)
ans =

4

1
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