


BC-GíO

■vx(iwisi.i)



ZOIO



Centro de Investigación y de Estudios Avanzados

del Instituto Politécnico Nacional

Unidad Guadalajara

Técnicas H-Infinito en Sistemas

Estocásticos

C1MVESTAV
IPN

^M

ADQUISICIÓN
CE UBROS

Tesis que presenta:

José Santiago Elvira Ceja

para obtener el grado de:

Maestro en Ciencias

en la especialidad de:

Ingeniería Eléctrica

Directores de Tesis

centro nr ínvesticación v
Di. ES*- 1 y,.-,s AVANZADOS DEL
INSTITUTO POLITÉCNICO

nacional

COORDINACIÓN GENERAL DE
SERVICIOS tólBLIOOlUFICOS

Dr. Edgar Nelson Sánchez Camperos
Dr. Mikhail Valentinovich Basin

CINVESTAV del IPN Unidad Guadalajara, Guadalajara, Jalisco, Noviembre de 2010.



I CLASIF.iTYxl-

ADQUSS.:£^JfllS-_
FF^HA: H- Jvi\.Q..*_

PPfir.ED..^nn ,

- ?.£__.

2..QX.C

Toüx

*.

lb.W2>e>&5-



Técnicas H-Infinito en Sistemas

Estocásticos

Tesis deMaestría en Ciencias

Ingeniería Eléctrica

Por:

José Santiago Elvira Ceja

Ingeniero en Electrónica

Instituto Tecnológico de Morelia 2002-2007

Becario de CONACyT, expediente no. 219146

Directores de Tesis

Dr. Edgar Nelson Sánchez Camperos

Dr. Mikhail Valentinovich Basin

CINVESTAV del IPN Unidad Guadalajara, Noviembre de 2010.



Abstract

This thesis provides a solution to the filtering and control problems for linear stochastic systems
affected for integral-quadratically bounded disturbances, under the approach of the iíoo theory. As

result, the existence conditions for the filter and controller were obtained, as well as its respective

algorithms.

In order to evalúate the synthesized algorithms performance, these are compared against the iíoo

filter and controller available for deterministic systems via numerical simulations.

Finally, the obtained algorithms are applied to the linear stochastic model corresponding to the

helicopter of two degrees of freedom to stabilize the system by the controller, and estimate the angular

positions by means ofthe filter, as well as its respective algorithms, so thatmeets certain performance
measure.
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Resumen

En esta tesis se da solución al problema de filtrado y control para sistemas estocásticos lineales

afectados por perturbaciones de energía finita, bajo el enfoque de la teoría Hoo- Como resultado,

se obtienen las condiciones de existencia para el filtro y el controlador, así como sus respectivos

algoritmos.

Para evaluar el desempeño de los algoritmos sintetizados, éstos son comparados con el filtro y

controlador H^ para sistemas lineales deterministas mediante simulaciones numéricas.

Finalmente los algoritmos obtenidos se aplican al modelo estocástico lineal de un helicóptero de

dos grados de libertad para estabilizar el sistema por parte del controlador, y estimar las posiciones

angulares por medio del filtro, de tal forma que se minimize el criterio de desempeño respectivo.
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Capítulo 1

Introducción

El problema de control y de filtrado desde un enfoque de la teoría Hoo, ha sido ampliamente

estudiado desde la década de los ochenta, por presentar propiedades de robustez y optimización, lo

cual hacen de este estudio un tema de gran importancia aún en la actualidad. La técnica de control Hoo

para sistemas en espacio de estado, fue introducida y publicada por J. C. Doyle et al. en 1989 en [12].

Mientras que el problema de estimación Hoo fue tratado en los artículos [33], [27] y [21]. A partir

de [12]-[21], se estableció una base para tratar consistentemente el problema de control y filtrado en

el sentido de la teoría Hoo, del cual se han publicado una gran variedad de resultados respecto a este

tema para diferentes sistemas (ver por ejemplo.para control [22], [24], [10], [29], [32], [34], y para

filtrado [23], [5], [19], [31], [7], [30], [28], [8], [11], [36], [35], [6], [1], [2]).

El filtrado y control Hoo es un problema de maximización y minimización, puesto que se trata

de minimizar el efecto producido por la máxima perturbación que pudiera afectar la dinámica del

sistema.

En esta tesis, se da solución al problema de filtrado y de control para sistemas estocásticos lineales

afectados por perturbaciones determinísticas (perturbaciones de energía finita), bajo el enfoque de

la teoría Hoo. Como resultado, se obtienen algoritmos para el filtro y el controlador, así como sus

respectivas condiciones de existencia.

El sintetizar un controlador y filtro Hoo para sistemas estocásticos lineales presenta ventajas sig

nificantes en lo teórico como en lo práctico, ya que permite tratar problemas de control y filtrado para

sistemas estocásticos lineales variantes en el tiempo. Además, son algoritmos óptimos (respecto a un

nivel de atenuación) y de dimensión finita.

Los algoritmos de control y filtrado desarrollados en esta tesis, son comparados con los existentes

para sistemas lineales variantes en el tiempo, con el propósito de mostrar el desempeño de cada uno

en un sistema estocástico lineal.

Finalmente los algoritmos diseñados se aplican en un helicóptero de dos grados de libertad para

estimar el ángulo de elevación por parte del filtro, y estabilizar el sistema con el controlador.

El contenido de esta tesis se organiza de la siguiente manera:

En Capítulo 2, se presentan conceptos relacionados con la teoría de la probabilidad, procesos

estocásticos, sistemas lineales y teoría i/oo- Además, se incluye de forma detallada la síntesis del

filtro de Kalman-Bucy, controlador Hoo de información completa, filtro Hoo y el controlador Hoo por

1



2

retroalimentación, todos estos algoritmos para sistemas lineales variantes en el tiempo.
El Capítulo 3 muestra el análisis para la obtención del filtro Hoo en promedio cuadrático sub-ópti

mo para un sistema estocástico lineal variantes en el tiempo, en presencia de perturbaciones cuadrado

integrables acotadas, así como la aplicación a un sistema estocástico lineal particular, con la finalidad

de verificar el desempeño del filtro sintetizado frente al filtro Hoo central sub-óptimo. El análisis se

establece para intervalos de tiempo finito e infinito.

El Capítulo 4 presenta el análisis para la obtención de un controlador Hoo en promedio cuadrático

sub-óptimo central para sistemas estocásticos lineales variantes e invariantes en el tiempo, en presen

cia de perturbaciones deterministas cuadrado integrables acotadas, afectando el sistema y la medición.

Además, se muestra mediante un ejemplo la aplicación de la ley de control y la robustez del contro

lador para un sistema estocástico lineal; así mismo se compara con un control Hoo sub-óptimo central

diseñado para el sistema determinista correspondiente. El análisis se establece para un intervalo de

tiempo finito cuando el sistema es variante en el tiempo, e infinito para sistemas invariantes en el

tiempo.
En el Capítulo 5 se aplican los algoritmos desarrollados a un helicóptero de dos grados de libertad

y se prueban a nivel simulación.

Finalmente, el Capítulo 6 presenta las conclusiones del presente trabajo, además se plantea el

trabajo futuro.

Adicionalmente, en el Apéndice A, se incluyen conceptos básicos de variación, multiplicadores

de Lagrange y juegos diferenciales; y en el Apéndice B, se enlistan las publicación realizadas que son

producto de este trabajo.



Capítulo 2

Fundamentos Teóricos

En este capítulo se presentan los conceptos básicos necesarios, para el estudio y análisis de los

temas expuestos en los capítulos siguientes. Las fuentes consultadas principalmente son: para pro

babilidad y procesos estocásticos ([13], [26], [17] y [3]); señales y sistemas ([9], [21] y [15]) y para

control /foo y filtro ííoo ([4], [9], [24],[14], [12] y [21]).

2.1. Probabilidad y Procesos Estocásticos

Definición 1. La tripleta (fl, F, P) se le conoce como espacio de probabilidad asociado con un

experimento aleatorio, donde:

(i) O es el conjunto de todos los posibles resultados del experimento aleatorio, y se conoce como

espacio de muestreo.

(ii) F es una familia de subconjuntos de Q, el cual tiene la estructura de una -7-álgebra:

a) 0 G F,

b) Si A € F, entonces su complemento Ac también pertenece a F,

c) AuA2t...eF=>\J^lAieF.

(iii) P es una función la cual asocia un número P(A) a cada subconjunto A € F con las siguientes

propiedades:

a) 0 < P(A) < 1,

b) P(Ü) = 1,

c) Para cualquier secuenciaAi , A_>, ... de subconjuntos disjuntos en F (es decir, A¡nAj = 0

si i ¿ j),
oo oo

P(\jAi) = YiP(Ai).
t=l i=l

3



4 Fundamentos Teóricos

Definición 2. Un espacio de probabilidad se define completo si para cada subconjunto de un

conjunto nulo (P(N) = 0), éste pertenece a la a-álgebra F y obviamente tiene probabilidad cero

(McN^>M(EFy P(N) = 0).
Definición 3. Si (fi, F, P) es un espacio de probabilidad, entonces la función Y : fi —

■ Rn se

define F-medible si

Y-\U) := {w 6 Ü;Y(u) €U}eF,

para todos los conjuntos abiertos U e Rn

Definición 4. Una variable aleatoria X — X(u.) es una función F-medible. Es decir, para todo

número real fc, la desigualdad

X(u) < k

define un conjunto w cuya probabilidad está definida.

Definición 5. Un proceso estocásticoX(t) = {Xt(w),t € T,u> e Cl} es una colección parametriza-
da de variables aleatorias, definidas sobre un espacio de probabilidad (fi, F, P). El p.arámetro T re

presenta al conjunto {í : í > 0}.
Proceso deWiener y Ruido Blanco

El proceso deWiener o comúnmente llamado movimiento Browniano es un ejemplo de un proce

so estocástico. Fue determinado por el botánico inglés Robert Brown y representa el movimiento de

una partícula de polen inmersa en líquido. Actualmente el proceso se usa en muchas áreas de la cien

cia como la física, la biología, la economía o las finanzas. A continuación se presenta una definición

del proceso de Wiener.

Definición 6. Sea (fi, F, P) un espacio de probabilidad y {Ft}t>o una familia de sub a-álgebras

de F crecientes, es decir, Fs C Ft, s < t. Un proceso estocástico W(í) = {Wf (i_), í e T, w e fl} es

un proceso deWiener estándar sobre (fl, F, P) si satisface las siguientes condiciones:

1. P(W(0) = 0) = 1,

2. Para 0 < s < t < oo, los incrementos W(t)
—

W(s), tienen distribuciones Gaussianas con

media cero y varianza í
—

s; es decir, tiene incrementos estacionarios.

3. Para 0 < s < t < oo, el incremento W(t)
-

W(s) es independiente de Fs; es decir, tiene

incrementos independientes.

Definición 7. El Ruido Blanco se define como un proceso £(í), í € R tal que sus incrementos £(í-f

s)
— £(í) tiene distribución normal y son estacionarios, la esperanza de £(í) igual a cero (E[£(í)] = 0)

y tal que su función de densidad espectral /(A) (transformada de Fourier de la función de correlación)

es constante e igual a:

/(A) = ¿ jT e-iXtC(t)dt = ± VA € R,

donde c > 0 y C(t) — E[£(s)£(t + s)] la función de covarianza de £(í).
La relación entre el ruido blanco y el proceso deWiener es la siguiente

W(t)= í\(s)ds
Jo



2.2 Señales y Sistemas 5

o bien

dw(t) = t(t)dt.

Esta última expresión es en el sentido de funciones generalizadas y no en el sentido usual de

ecuaciones diferenciales ordinarias, pues el proceso de Wiener W(t) no es diferenciable en ningún

punto.

2.2. Señales y Sistemas

Definición 8. Una señal f(t) es una función medible, que realiza una transformación de R a R".

Es decir,

f(t) : R ■-► Rn

Definición 9. La norma 2 de una señal f(t) en el intervalo de tiempo [0, tf], está dada por

Ut,
*, 1/2

fT(t)f(t)dtj
Si tf

= oo la norma 2 para f(t) es

Uoo
*• 1/2

/T(í)/(í)dí|
La norma 2 sirve para medir la energía de una señal.

Definición 10. C<¿ se define como el espacio 2 de Lebesgue, el cual representa el conjunto de

señales f(t) con energía finita. Si £■_> se define en el intervalo [0, tf], se representa como

A[0,í/] = {/(í)6 S+ : \\fh,[o,tf] < oo},

donde S+ = {/(í) : f(t) = 0 para todo í < 0}.
Una señal f(t) está en £2^0,*/] si y sólo si la señal desplazada en el tiempo g(t) = f(t + ío)

está en £2(0, í/
-

í0].
El espacio de Lebesgue en un intervalo infinito es definido por

£2[0,oo) = {/(í) G S+ : ||/||2ij0,oo) < 00}.

Definición 11. Un sistema es una transformación desde el espacio de la señal de entrada al espacio
de la señal de salida:

G : S\ —> -S2

: u
—> y

= Gu.

Definición 12. Un sistema se dice que es casual si la salida y hasta el tiempo í 1 sólo depende de

la entrada u hasta t •

, para cada í 1 .



6 Fundamentos Teóricos

Definición 13. Si la respuesta a la entrada desplazada en el tiempo u{t—t\) es y(t
— 1_), el sistema

se llama invariante en el tiempo.

Definición 14. Un sistema G es estable si y
= Gu está en £2[0,oo) siempre que u esté en

£2[0,oo).

Definición 15. Un sistema G : Si —* -S*2 es lineal si

G{au\ + /3_2) = aGu\ + fiGui

para todo escalar a, ¡3 y para toda ui , u_\ G S\ .

Definición 16. La norma infinito de un sistema G está dado por el supremo

||Glf«||oo = BUp~¡p.
«■¡íoIMta

Considere el sistema lineal en variables de estado:

SL:x = A(t)x(t) + B(t)u(t), x(Q) = xQ

y(í) = C(t)x(t)+D(t)u(t), ÍG[Q,Í/]

donde x(t) G R™ es el estado, y(t) G Rm es la salida medida y u(t) G R' es la entrada de

control. Se supone que las matrices A(t), B(t) y C(t) son funciones continuas acotadas de dimensión

apropiada.

Definición 17. El sistema (SL) se dice que es estabilizable si existe una función acotada K(t)

tal que el sistema x(t) — (A
-

BK)(t)x(t) es exponencialmente estable. Se usará la terminología

(A(t), B(t)) estabilizable para denotar esta propiedad.

Definición 18. El sistema (SL) se dice que es detectable si existe una función acotada L(t) tal

que el sistema ¿(í) = (A - LC)(t)x(t) es exponencialmente estable. Se usará la terminología

(C(í), A(t)) detectable para denotar esta propiedad.

Definición 19. El sistema adjunto asociado a (SL) se define como

í(t) = AT(t)x{t) + CT(t)y(t), í(ío)

ü(t) = BT(t)x(t) + DT(t)y(t).

Una propiedad importante del sistema adjunto y SL, es que la norma dos e infinito para ambos

sistemas es igual.
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2.3. Filtro de Kalman-Bucy

Planteamiento del Problema

Sea (fi, F, P) un espacio de probabilidad completo, con una familia de cr-álgebras Ft, í > ío con

tinuas por la derecha y crecientes, y sea (Wi(t),Ft,t > ío) y (Wi(t),Ft,t > ío) procesos de

Wiener independientes, con media cero y covarianza unitaria. Considérese el proceso estocástico

[XT(t), YT(t)]T descrito por las ecuaciones diferenciales estocásticas de Ito

dX(t) = A(t)X(t)dt + B(t)dWi(t), X(t0) = X0, (2.1)

dYi(t) = C(t)X(t)dt + D(t)dW2(t), (2.2)

dondeX(t) g Rn es el proceso estocástico no observable, Yi (í) G Rm es el proceso observable, A(t),

B(t), C(t) y D(t) matrices conocidas variantes en el tiempo y de dimensión adecuada. La condición

inicial X(to) es una variable aleatoria Gaussiana, tal que X(to), Wi(t), W-¡(t) son independientes.
Considerando la relación entre un proceso de Wiener y el ruido blanco, el sistema (2.1 )-(2.2) se

representa de forma equivalente (ver, [13],Sección 5.1) por:

X(t) = A(t)X(t) + 5(í)*i(í), X(tQ) = X0, (2.3)

(2.4)YAt) = C(t)X(t) + D(t)*2(t),

donde &i(t) y \í_(í) son procesos de ruido blanco Gaussiano.

El problema de estimación se centra en determinar el estimadoX(t) del proceso estocásticoX(t),

que minimice la esperanza condicional del proceso estocástico (X{t) — X(t))T(X{t) —

X(t)) con

respecto a la a-álgebra Ft generada por los valores del proceso observable Y = {Yi(s), ío < s < í},
en el intervalo de tiempo [ío, í]. Es decir, minimizar

E[(X(t)-X(t)f(X(t)-X(t))\F? (2.5)

en cada instante de tiempo í.

La Figura 2. 1 muestra a través de un diagrama a bloques, la interconexión de la planta (2.3)-(2.4)

y el filtro que da solución al problema de estimación.

«F(t) > *x(t)

►M(t)

Figura 2.1: Configuración del filtro de varianza mínima.



8 Fundamentos Teóricos

Solución

De acuerdo a ([26], Subsección 5.10.2) el estimado X(t) que minimiza ecuación (2.5), está dado

por

X(t) = E[X(t)\Ff], (2*6)

que es el estimado óptimo de X(t) y se representará con M(t). La efectividad del estimador es

caracterizada por la varianza condicional del error de estimación

P(t) = E[(X(t)
-

M(t))(X(t)
- M(t))T | íf]. (2.7)

La solución propuesta se basa en las fórmulas diferenciales de Itó para la esperanza condicional

E[X(t) | Fty] y su varianza P(t) [26], tal como se muestra a continuación.

La diferencial estocástica del estimado óptimoM(í), está dada por

dM(t) = E[A(t)X(t)\F?]dt + E[X(t)(C(t)X(t) - £[C(í)X(í)|i*f])T|-f ]

x(4D(t)DT(t))-1(áyi(í) - E[C(t)X(t)\F¿~]dt). (2.8)

Teniendo en cuenta (2.7) y reemplazando E\X(t)\F?} por el estimado óptimo, la ecuación (2.8)

se simplifica a

dM(t) = A(t)M(t)dt + P(t)CT(t)(D(t)DT(t))-1(dY1(t) - C(t)M(t)dt), (2.9)

con condición inicial M(ío) = .E*[X(ío)|.Ft^].
En el caso de la varianza del error de estimación, la diferencial estocástica se define como

dP(t) = {E[(X(t)
- M(t))(A(t)X(t))T\F?} (2.10)

+E[A(t)X(t)(X(t)
- M(t)f\F?] + B(t)BT(t)

-E[X(t)(C(t)X(t)
- E[C(t)X(t)\F?])T\F?](D(t)DT(t))-1

xE[(C(t)X(t)
- E[C(t)X(t)\F?])XT(t)\FY}}dt

+E[(X(t)
- M(t))(X(t)

- M(t))(C(t)X(t)
- E[C(t)X(t)\F^])T\F^}

x(D(t)DT(t))-1(dY1(t) - £[C(í)X(í)|Fty]dí).

Aplicando la definición de M(í) y P(t) en la ecuación anterior, se tiene

dP(t) = {P(t)AT(t) + .4(í)P(í) + B(t)BT(t) (2.1 1)

-P(í)Cr(í)(D(í)DT(í))-1C(í)PT(í)}dí

+E[(X(t)
-

M(t))(X(t)
- M(t))(X(t)

- M(t))T\F?](D(t)DT(t))-1

x{dYAt)-C{t)M(t)dt).

Dado que (2.11) aún depende de la variable a estimar X(t), se lleva a cabo el siguiente análi

sis. Sabiendo que el proceso de observación es lineal, el proceso de innovación w(t) = Y\(t) -

i1 C(t)M(t)dt = H C(t)X(t)dt+H D(t)dWAt)-i¡0 C(t)M(t)dt = H C(t)(X(t)-M(t))dt+
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it D(t)dW\ es un proceso de Wiener con respecto a las observaciones (ver, por ejemplo, [20], fórmu

la 31 y el párrafo siguiente). Por lo tanto, la variable aleatoria C(t)(X(t) -M(t)) es condicionalmente

Gaussiana con respecto a las observaciones para todo í > ío. Si la matriz C-1(í) existe, entonces la

variable aleatoriaX(t)
-

M(t) también es condicionalmente Gaussiana para todo í > ío ([25],Sección

5.3). Por lo anterior, se establecen las siguientes consideraciones:

■ El tercer momento E[(X(t)
-

M(t))(X(t)
-

M(t))(X(t)
- M(í))T|Fty] de X(t) -

M(í) es

igual a cero.

■ Todos los momentos condicionales impares de X(t) - M(t) son igual a cero: E[(X(t)
-

M(t))\Fn = E[(X(t)-M(t))3\Fy} =
...
= 0.

■ Todos los momentos condicionales pares de X(t)
—

M(t) son diferentes a cero y son función

de P(f): E[(X(t)
- M(t))*\F?] = P(t),E[(X(t) - M(t))*\F?] = 3P2(t),E[(X(t) -

-WW)6|Pty] = 15P3(í),..etc.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, la ecuación diferencial para la varianza en

función de P(t) y M(t), viene dada por

dP(t) = (P(t)AT(t) + A(t)P(t) + B(t)BT(t) (2.12)

-P(í)CT(í)(D(í)DT(í))-1C(í)P(í))dí,

con condición inicial P(í0) = E[(X(t0)
-

M(t0))(X(t0)
- M(t0))T\F%].

Las ecuación (2.9) y (2.12) conforman el filtro óptimo, mejor conocido como filtro de Kalman-

Bucy [16].

La matriz C(í) no necesariamente debe ser invertible para obtener las ecuaciones de filtrado. Por

otro lado, D(t)DT{t) debe ser invertible.

Considerando las ecuaciones (2.3)-(2.4), la dinámica del estimado óptimo está dada por:

M(í) = A(t)M(t) + P(t)CT(t){D(t)DT(t))-\YAt) -

C(t)M(t)), (2.13)

con condición inicial M(ío) = Mo — E[X (to)\F%].
En la Figura 2.1 muestra de forma esquemática el filtro de Kalman-Bucy, utilizando la repre

sentación equivalente (ecuación 2.13).
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Y(t) *®«- C(t)

Kt)C(t)(DT(t)D(t))

<$h -+*■

A(t)

-* M(t)

Figura 2.2: Filtro de Kalman-Bucy.

2.4. Control H^ de Información Completa

Consiste en un controlador que minimice la norma infinito, en un sistema en lazo cerrado, de la

perturbación entrante a la señal controlada, suponiendo que los estados del sistema y las perturba

ciones están disponibles para la retroalimentación, como se muestra en la Figura 2.3.

w(t)

Planta

z(t)

►

w(t)u(t) y,>(t)

Controlador
4

Figura 2.3: Configuración del control Hoo de información completa.

Formulación del Problema

Considérese el sistema a controlar, representado en variables de estado

x(t) = A(t)x(t) + Pi (t)u(t) + B2(t)cj{t); x(0) = 0 (2.14)
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z{t) =- G(t)x{t) + H(t)u(t) , (2. 15)

donde x(t) g Rn es el estado del sistema, z(t) G R9 es la señal por controlar, u(t) G R' es la entrada

de control y w(í) G £2[0,í/] es la perturbación de energía finita. Las matrices A(t), Pi(í), B2(t),

G(t) y H(t) son conocidas variantes en el tiempo y de dimensión adecuada.

Suponiendo que se cumple las siguientes condiciones, en el intervalo de tiempo [0, tf]:

1. HT(t)G(t) = 0.

2. HT(t)H{t) = It.

El problema de controlH^ consiste en encontrar un controlador por retroalimentación, utilizando

el estado y la perturbación, que minimice la norma infinito del sistema en lazo cerrado (Gzu):u —■>

_
= •_■*__•):

l|Gz-lloo,[o,t/]
=

SUP TÍ777TÑ
■ (2>16)

El argumento í en las señales y matrices se omite para simplificar la notación, en algunas partes
de lo que resta de esta sección, sin perder generalidad.

Solución

El determinar un controlador que minimice (2.16) implica dar solución a un problema de opti

mización, el cual genera un controlador que minimiza una función de costo.

Para que el problema de optimización tenga solución tratable, es necesario una función de costo

cuadrática, que puede obtenerse al considerar una cota sobre (2.16):

l|G*-lloo,[o,t/]
=

sup MM___.<7) (2.17)

H«-'ll2,[o,t/]?**0lMl2,[0,t/]

donde 7 define un nivel de atenuación. Un controlador que cumple con esta cota se llama controlador

Hoo sub-óptimo. Si el controlador sub-óptimo cumple (2.17), también cumple con:

IIg-IILjw- sup S^<72 (Z18)

Para que el supremo cumpla con la desigualdad (2.18), el argumento de éste se acota en un valor

menor que 72; es decir, para un e,
IMI2
ü________] ^ »,2 Ji.

IM
, <l¿-e\

2,[0,t/]

Multiplicando ambos lados por el denominador e intercambiando términos, la desigualdad ante

rior obtiene la siguiente forma

Majo*]
"

-Y2|Ml!,[0,t/] < -£2IMl2,[o>t/1* (2*19)
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Cumpliendo con la desigualdad (2.19), para toda perturbación y un e, se asegura que la norma

infinito del sistema en lazo cerrado es menor al nivel de atenuación 7. Por lo tanto, la parte izquierda
de (2.19) es usada como la función objetivo a minimizar:

Jy(x,u,u) = \\z\\lm
-

72|Ml2,[o>t/]- (2-2°)

El criterio a minimizar (2.20) representa una función cuadrática Bolza-Meyer modificada, ya

que se agrega el término de atenuación con signo negativo. Determinar un controlador que minimice

(2.20), en presencia de la perturbación en el peor de los casos, representa un problema de optimización

con restricciones. Para poder resolver el problema por medio de variaciones, es necesario aplicar el

método de multiplicadores de Lagrange presentado en el Apéndice A.2.

El juego diferencial (ver Apéndice A.3) especificado por la función objetivo (2.20) y la dinámi

ca del juego (2.14) generan un problema mini-max con restricciones. Un nuevo problema de opti

mización sin restricciones de orden mayor, consiste en encontrar las condiciones, tal que se minimice

la función de costo aumentada

Jaty(u,u3,p) = JAx,u,u)) + 2 pT(Ax + B1u + B2uj-x)dt, (2.21)
Jo

donde p es el multiplicador de Lagrange. Nótese que la dinámica del sistema (2.14) se agrega para
formar parte de la condición que se debe cumplir al resolver el problema de optimización sin restric

ciones. El factor 2 que multiplica la ecuación de restricción se usa sólo para simplificar los resultados

finales.

De forma equivalente, la función objetivo aumentada se presenta en términos de sus componentes

elementales como

Ja,-y(u, u>,p) = / [xTGTGx + uTu - 72u/ru; + 2pT(Ax + Biu + B2u -

x)]dt. (2.
Jo

22)

Una condición necesaria para tener un punto silla es que la variación de (2.22) sea cero (ver

Apéndice A.3). La variación se obtiene al calcular el incremento de (2.22) (ver Apéndice A.1), resul

tando

¿AJaa(u,u,p,Su,5u,5p) = Ja>1(u + Su,v + Su,p + Sp)
-

Jaa(u,u,p)

= {(x + 6x)TGTG(x + 6x) + (u + du)T(u + Su) - 72(u; + Suj)t(uj + Soj)
Jo

+2(p + 5p)T[A(x + Sx) + Bi(u + Su) + B2(u> + Su) -

(x + Sx)]}dt

rtf

[xTGTGx + uTu - 72wTc_ + 2pT(AE + Pxu + B2uj -

x)]dt.
lo

Expidiendo la expresión anterior y agrupando términos, se tiene

rlf

AJa,7= / [5xTGTGSx + SuT5u - j2Suit5u, (2.23)
Jo

+25pT(ASx + BiSu + B2S__ -

Sx) + 2(xTGTG + pTA)5x + 2(uT + pTB_)Su

fJo
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-2(72wT - pTB2)Su + 2SpT(Ax + Bxu + B2u> -

x)
- 2pTSx]dt.

Aplicando integración por partes al último término de (2.23), se llega a:

J pTSxdt = pT(tf)5x(tf) - pT(0)Sx(Q) - í
'

fSxdt, (2.24)

el cud será usado para eliminar la variación de la derivada del estado. Además, como la condición

inicial del estado está fija, Sx(0) es cero, sustituyendo esta condición en (2.24) se puede calcular la

variación de la función de costo aumentada.

Finalmente, la variación es

8Ja>7 = -2pT(tf)Sx(tf) + 2 / {(xTGTG + pTA + pT)Sx + (uT + pTB1)5u (2.25)
Jo

-(52uT - pTB2)8w + 5pT(Ax + P-u + B2u -

x)]dt.

Igualando a cero la variación, se generan las condiciones necesarias para que x, p, u, y _>, sean

un punto silla:

p(í/) = 0 (2.26a)

p
= -GTGx - ATp

u = -BTp

c_=7 'B^p

x = Ax + B\u + B2uj.

(2.26b)

(2.26c)

(2.26d)

(2.26e)

Sustituyendo (2.26c) y (2.26d) en (2.26e) y combinando la ecuación resultante con (2.26b) se

formula el siguiente sistema

A -BiBf + 1-*B2Bj
-GTG -AT

(2.27)

el cual representa el sistema Hamiltoniano asociado al problema de control Hoo de información com

pleta.

El control Hoo sub-óptimo se obtiene al resolver (2.27) sujeto a (2.26a), cuya solución en tf, dada

una condición inicial en í, es

x(tf)

[ P(tf) J
_ll(í/-t) -12(í/-í)
$2l(í/"í) $22(í/-¿) .

X(t)

[P(t)
(2.28)

donde *3>(í/
—

í) representa la matriz de transición de estado de (2.27)

Sustituyendo la condición terminal en (2.28), se resuelve para p(f)

P(t) = -$-Atf
-

m(t}
-

í)x(í) = Q(t)x(t), (2.29)

donde Q(t) es la matriz de proporcionalidad entre p(í) y x(t), la cual se expresa como la solución a

la ecuación diferencial de Riccati
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Q = -QA - ATQ - GTG + Q(BiBT - -y-2B2B%)Q, (2.30)

con condición terminal Q(tf) = 0.

El control Hoo sub-óptimo por lo tanto se obtiene de (2.26c) y (2.29), como:

u = -BfQx. (2.31)

Del .análisis anterior, la ley de control y sus condiciones de existencia se resumen en el teorema

siguiente.

TEOREMA 1: Para el sistema (2.14, 2.15), donde x(t) y w(t) son medibles, el control Hoo

central sub-óptimo que cumple (2.17), existe si y sólo si la ecuación diferencial de Riccati

Q(t) = -Q(t)A(t)
- AT(t)Q(t) - GT(t)G(t)

+Q(f)(P1(í)Pf (í) -7-2P2(í)P2T(í))Q(í), Q(tf) = 0

tiene solución en el intervalo [0, tf]. En este caso, la ley de control es

_(t) = -Bf(t)Q(t)x(t).

Es importante señalar que siempre y cuando el controlador (2.31) exista, se puede generar una

familia de controladores que satisfagan (2.17). El controlador presentado en esta sección se conoce

frecuentemente como controlador central. Los detalles para la síntesis de la familia de controladores

se encuentra en ([9], página 232), y en ([14], página 431).

Finalmente, si el nivel de atenuación 7 se disminuye hasta un valor tal que ya no exista un con

trolador sub-óptimo superior, se dice que el controlador es óptimo.

2.5. Filtro Hoo

En esta sección se presenta la síntesis del filtro Poo. como el dual del control Poo de información

completa, tal que la ganancia de energía entre la perturbación y el error de estimación sea menor un

nivel específico. El problema de filtrado, por medio de un diagrama a bloques, se presenta
en la Figura

2.4.
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U)(t) ► >z(t)

► 2(t)

Figura 2.4: Configuración del filtro H0

Formulación del Problema

Considérese el sistema en variables de estado

x(t) = A(t)x{t) + B(t)u(t), x(0) = 0;

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u{t),

z(t) = G(t)x(t),

(2.32)

(2.33)

(2.34)

donde x(t) G Rn es el estado del sistema, y(t) g Rm es la salida medible, _(t) G R9 es la señal

por estimar y <_(i) G £2[0, í/] es la perturbación. Las matrices A(t), B(t), C(i), D(t) y G(t) son

conocidas y de dimensión adecuada.

Para el sistema (2.32-2.34), se consideran las siguientes suposiciones en el intervalo [0, tf]:

1. D(t)BT(t) = 0.

2. D(t)DT(t) = Im.

El problema del filtrado Poo consiste en encontrar un estimado z(t) = Gx(t) de z(t), que mi

nimice la ganancia en el peor de los casos entre la perturbación y el error de estimación e(t) =

Gx(t) - z(t):

wn II
IK*) 1,2,(0,4/] ,-,,-,

Ge- 00,(0,1/]
~ SUP M /,•.■■

• (2*35)
'

u>(t)¿0\\u(t)h,[Q,t¡\

Solución

El problema de filtrado se resuelve utilizando la dualidad entre filtrado y control. Por lo tanto, se

usa el sistema adjunto para convertir el problema de filtrado en un problema de control equivalente.
Los resultados obtenidos en la sección previa correspondientes al control Poo de información com

pleta, se utilizan para resolver el problema de filtrado. Agregando el error de estimación al sistema

(2.32-2.34), se tiene

x(t) = A(t)x{t) + B(t)u(t), x(0) = 0; (2.36)
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y(t)=C(t)x(t) + D(t)Lj(t)>

e(t) = G(t)x(t)-z(t),

donde e(í) representa la nueva señal por estimar.

El sistema adjunto correspondiente a (2.36), viene dado por:

í(r) = At(t)x(t) + CT(r)y(T) + Gt(t)-S(t), x(0) = 0; (2.37)

w(t) = Bt(t)x(t) + DT(r)y(T),

z(t) = -e(r),

el cual representa un sistema a controlar, donde x(r) representa el estado del sistema, y(r) repre
senta la entrada de control, é(r) representa la perturbación, ¿(r) representa la salida medible y c_ (r)

representa la señal por controlar que se desea que se mantenga pequeña.

La variable de tiempo en el sistema adjunto, se define como r = tf
—

t, el cual reforza la idea de

que el sistema adjunto es el inverso del sistema original.

Considerando las suposiciones 1, 2 y 3 para el sistema (2.32-2.34), el sistema adjunto está sujeto

a:

- D(í)(t)Bt(t) = 0.

■ D(i)(t)Dt(t) = Im.

Se puede observar en (2.37) que sólo se tiene acceso a la perturbación e(r). Sin embargo, para

poder aplicar los resultados del control Poo de información completa es necesario conocer x(t).
Como alternativa, se crea un estimador a partir de (2.37)

x(t) = At(t)x(t) + CT(T)y(r) + Gt(t)¿(t), x = 0 (2.38)

donde y(r) es el control Poo sub-óptimo

y(r) = -C(t)Q(t)£(t). (2.39)

Combinando (2.38) y (2.39), se tiene

k(r) = [At(t) - Ct(t)C(t)Q(t)}Í + GT(T)e(T), (2.40)

donde Q(t) es la solución a la ecuación diferencial de Riccati

Q(r) = -Q(t)At(t) - A(t)Q(t)
- B(t)Bt(t) + Q(t)[Ct(t)C(t)

- ^-2Gt(t)G(t)}Q(t),
(2.41)

Q(tf) = 0.

Con las ecuaciones (2.39-2.41) el controlador queda completo. Por lo tanto se calcula el filtro sub

óptimo, que viene dado por el sistema adjunto de (2.39-2.41), tal como
se presenta a continuación.
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TEOREMA 2.1: Para el sistema (2.32-2.34), elfiltro Hoo central sub-óptimo que cumple (2.35)

existe si y sólo si la ecuación diferencial de Riccati

S(t) = S(t)AT(t) + A(t)S(t) + B(t)BT(t) - S(t)[CT(t)C(t) - 1-2GT(t)G(t)]S(t),

5(0) = 0

tiene solución en el intervalo [0, tf]. En este caso, elfiltro está dado por

x(t) = A(t)x(t) + S{t)CT(t)(y(t)-C(t)x(t)), x(0) = 0

z(t) = G(t)x(t).

Si la condición inicial del sistema (2.32) se desconoce, el filtro Poo se modifica tal como se mues

tra en el teorema siguiente.

TEOREMA 2.2: Para el sistema (2.32-2.34) con condición inicial desconocida xo, elfiltro H0

central sub-óptimo que cumple

sup

1/2

IN*)-¿(*)lll,[o,t/i

\Ht)\\lm]+xTRx0_
" h

existe si y sólo si la ecuación diferencial de Riccati

S(t) = S(t)AT(t) + A(t)S(t) + B(t)BT{t) - S(t)[CT{t)C{t) - -y-2GT{t)G(t)]S(t),

5(0) = R'1 R = RT > 0

tiene solución definida positiva en el intervalo [0, tf]. En este caso, elfiltro está dado por

x(t) = A(t)x(t) + S{t)CT(t)(y(t)-C(t)x(t)), i(0) = 0

i(t) = G(t)x(t).

El parámetro R en Teorema 2.1 indica aproximadamente que tan cierto puede ser que x(0) sea

cero. Si se está seguro que la condición inicial es cero, entonces R toma un valor grande y viceversa.

En la Figura 2.4 se presenta el filtro resultante.
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-Ng) ► -t—► G(t) -*2(t)

S(t)CT(t)
A(t) «—

y(t) -K_H- C(t)

Figura 2.5: Filtro Poo central sub-óptimo.

2.6. Control H^ por Retroalimentación

El control Poo por retroalimentación utiliza una medición, que consiste de los
estados del sis

tema afectados por perturbaciones, para generar el control tal como se muestra en la Figura 2.6. Este

controlador es resultado de combinar el control Poo de información completa y el filtro Poo-

w(t )

Planta

z(t)

*,

u(t)
■

i >y(t)

Controlador 4

Figura 2.6: Configuración del control Poo por retroalimentación.

Formulación del Problema

El problema de control Poo sub-óptimo se obtiene considerando el sistema

x{t) = A(t)x(t) + BAt)u{t) + P2(í)w(t), x(0) = 0;

y(t) = C(t)x(t) + D(t)ur(t);

z(t) = G(t)x(t) + H(t)u(t),

(2.42a)

(2.42b)

(2.42c)

donde x(t) G Rn es el estado del sistema, y(t) G Rm es la salida medible, z{t) G R9 es la señal por

controlar, u(t) G R* es la entrada de control y w(í) G £|[0, tf] es la perturbación. Las matrices ¿(í),

Pi (t), B2(t), C(t), D(t), G{t) y H(t) son
conocidas y de dimensión adecuada.
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Para el sistema (2.42), se suponen las siguientes condiciones, en el intervalo de tiempo [0, tf]:

1. HT(t)H(t) = Iiy HT(t)G(t) = 0.

2. D(t)DT(t) = ImyD(t)B%(t) = 0.

El objetivo de control es sintetizar un controlador por retroalimentación, tal que la norma infinito

del sistema en lazo cerrado (G?z_:w —> z = Gz_<_) se minimice, es decir

\\Gz-\\oo,[0,tf] = sup (2.43)

Ih(0ll2,[0,«/|#0lk(í)||2,[0,t/]

debe ser minimizado.

Solución

El controlado Poo sub-óptimo se sintetiza al combinar los resultados obtenidos en el control Poo

de información completa y en filtro Poo- Para lo cual, se supone que el controlador de información

completa existe.

Estableciendo una cota 7 para (2.6), se obtiene un controlador sub-óptimo, el cual debe minimizar

Jy = lk(OIIÍ,(o,t/l
"

72||^(í)IIÍ,[0,t/l. (2*44)

de forma equivalente (ver [4], Sección 9.2.3)

J7 = ||u(t) + Bf(t)Q(t)x(t)\\2mtf]
- 72||->(í) -

l-2Bl(t)Q(t)x(t)\\lm. (2.45)

Reescribiendo (2.45) en la forma de (2.6), se tiene

l,~,,
\\u(t) + BT(t)Q(t)x(t)\\U0¡tjx

11 lloo'[0,t'1
"

w-y-^QmmtoMt) -

72Bnt)Q(t)x(t)\\mtf]
< T {2Ab)

Por lo tanto, el controlador que cumpla con (2.46) también cumple con (2.6) y de esta manera es la

solución del problema de control Poo por retroalimentación de salida.

De ecuación (2.46), se puede notar que si

u(t) = -Bl(t)Q(t)x(t), (2.41)

se cumple (2.46). Sin embargo, como no se conoce x es necesario estimarlo, para lo cual se formula

el siguiente problema: Estimar u(t) tal que cumpla (2.46), dado que se conoce y(t) de (2.42).
Modificando el sistema (2.42), se tiene un nuevo sistema que se utiliza para resolver un problema

de filtrado, como alternativa al problema de control. Si se agrega y se resta *y~2B2(t)BT{t)Q(t)x(t)
en la ecuación (2.42a), se tiene

x(t) = (A(t) + -y-2B2(t)B¡(t)Q(t))x(t) + Bi(t)u(t) + P2(í)A_(í), x(0) = 0, (2.48)

donde A_(í) = uj(t) - -y-2B$(t)Q(t)x(t).
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Con respecto a ecuación (2.42b), se agrega el término -7_2P(í)P|,(í)<5(í)x(í), el cual no mo
difica (2.42) ya que D(t)Bj(t) = 0:

y(t) = C{t)x(t) + D(t)Au(t), (2.49)

con la finalidad de que y(t) dependa de x(f) y A_(t).
La señal a estimar en este caso es

z(t) = -Bf(t)Q(t)x(t). (2.50)

Utilizando las nuevas variables del sistema (2.48-2.50) la norma infinito a minimizar es

xsr, ll
\W)

~

Kt)h,[0,t¡\ ,-e1s

IICaIIoo.io.í/]
=

sup i^<7. (2.51)

l|Aw(í)l|2,[o,*/|#0 l|A_(í)||a,[0,í/]

Resolviendo el problema de filtrado descrito por (2.48-2.51) de acuerdo al Teorema 2.1, el filtro

Poo sub-óptimo es

x(t) = (A(t) + j-2B2(t)Bj(t)Q(t))x(t) + Bi(t)u(t) + S(t)CT(t)(y(t) -

C(t)x{t)) (2.52)

|(í) = ñ(t) = -Bf(t)Q(t)x(t)

donde 5(í) es la solución a la ecuación diferencial de Riccati

5(í) - S(t)(A(t) + j-2B2(t)B%(t)Q(t))T + (A(t) + 7-2P2(í)PÍ(í)Q(í))-5(í) (2.53)

+P2(Í)P2T(Í) - S(t)(CT(t)C(t) - 7-2Q(f)Pi(í)Pf(*)£«)<?«.

5(0) = 0.

El estimador obtenido es usado como el controlador por retroalimentación en el sistema (2.42), a

fin de mantener (2.6) en un valor inferior del nivel de atenuación 7. Sustituyendo _

= ü en (2.52) y

sabiendo que

S(t) = S(t)(-n
- 7"2QW'S(í)r1 (2.54)

es la solución de (2.53). El controlador resultante es

u(t) = -B{(t)Q(t)x(t), (2.55)

tal que x(t), está dado por

í(t) = (A(t) + 7-2P2(í)P2r(í)Q(í) - BAt)Bf(t)Q(t))x(t) (2.56)

+(/„
- 7"2s(í)Q(0r1-sWCT(í)(í/W - C(t)x(t)), x(0) = o,

donde Q(t) y S(t) son las soluciones a las ecuaciones diferenciales de Riccati:

Q(t) = -Q(t)A(t)-AT(t)Q(t) +Q(t)(BAt)Bf(t)-j-2B2(t)B^(t))Q(t)-GT(t)G(t), (2.57)
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Q(tf) = 0;

S(t) = A(t)S(t) + S(t)AT(t) - S(t)(CT(t)C(t) - i-2GT(t)G(t))S(t) + B2(t)B%(t), (2.58)

5(0) = 0.

Del análisis presentado, el controlador y sus condiciones de existencia se resumen en el siguiente
teorema.

TEOREMA 3.1: Existe un controladorpara el sistema (2.42) que cumple

ll*(*)lk[o,«/i .

SUP TTTTTii
< Ti

Il^(t)ll2,[0,t/1/0||W(Í)||2,[0>Í/]

si y sólo si se satisfacen las condiciones siguientes, en el intervalo de tiempo [0, tf]:

■ La ecuación diferencial de Riccati

Q(t) = -Q(t)A(t)
- AT(t)Q(t) - GT(t)G(t)

+Q(t)(BAt)BT(t) - r2B2(t)Bl(t))Q(t), Q(tf) = 0

tiene solución.

■ La ecuación diferencial de Riccati

S(t) = A(t)S(t) + S(t)AT(t) + B2(t)Bl(t)

-S(t)(CT(t)C(t) - 7-2GT(í)G(í))5(i), 5(0) = 0

tiene solución.

El máximo valorpropio de QS es menor que 72

En tal caso, el controlador Hoo central sub-óptimo está dado por

x(t) = (A(t) + 1-2B2(t)B^(t)Q(t) - BAt)BT(t)Q(t))x

+(In-1-2S(t)Q(t))-1S(t)CT(t)(y(t) -

C(t)x(t)),

x(0) = 0

u(t) - -Bj{t)Q(t)x(t).

Si la condición inicid del sistema (2.42a) se desconoce, el controlador presentado en Teorema

3.1 se modifica, tal como se muestra a continuación. Además, se incluye un peso A sobre el estado

del sistema en el instante i¡.
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TEOREMA 3.2: Considérese el sistema (2.42), con condición inicial desconocida x0. Sean R y

A matrices simétricas, tal que A es semidefinida positiva y Res definida positiva. Un controlador

Hoo cn promedio cuadrático que cumple

sup

1/2

<7,
\\z(t)\\2mtf]+xT(tf)Ax(tf)

llw(*)ll|[a,t/i + 4'-ña-o

existe si y sólo si, en el intervalo de tiempo [0, tf],

■ Existe una función matricial simétrica Q(t) tal que

Q(t) = -AT(t)Q(t) -

Q(t)A(t)
- GT(t)G(t)

+Q(t)(Bi(t)BT(t)-1-2B2(t)Bl(t))Q(t), Q(t{) = A

vQ(0)<72P.

■ Existe unafunción matricial simétrica S(t) tal que

S(t) = A(t)S(t) + S(t)AT(t) + B2(t)Bl(t) - S(t)(C?(t)C2(t) - ~f-2GT(t)G(t))S(t),

S(t0) = R
-i

. P(Q(t)S(t)) < 72

En tal caso, el controlador Hoo central sub-óptimo está dado por

x(t) = (A(t) + 7-2P2(í)P2T(í)Q(í) - BAt)BT(t)Q{t))x

+(/-
- 7-25(í)Q(í))-15(í)CT((i)(2/(0 -

C(t)x(t)),

x(0) = 0

u(t) = -Bf(t)Q(t)x(t).

(En el teorema anterior p(-) representa el radio espectral.)

Pormedio de un diagrama a bloques, el control Poo por retroalimentación se presenta en la Figura

2.7.
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Figura 2.7: Control Poo central sub-óptimo.
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Capítulo 3

Filtro Hnn en Promedio Cuadrático

En esté capítulo se presenta la síntesis del filtro H^ en promedio cuadrático para sistemas lineales

estocásticos afectados por perturbaciones de energía finita, que resulta de aplicar el filtro de Kalman-

Bucy y el filtro íf„ central sub-óptimo. Como resultado, se presenta el algoritmo de filtrado, así como

las condiciones de existencia de éste. Finalmente, por medio de un ejemplo numérico se compara el

desempeño entre el filtro Poo en promedio cuadrático y el filtro Poo central sub-óptimo en un sistema

lineal estocástico.

3.1. Formulación del Problema

3.1.1. Sistema Lineal Estocástico

Sea (fl,F, P) un espacio de probabilidad completo con una familia de cr-álgebras Ft,t > ío

crecientes y continuas por la derecha, y sean (W_(t),Ft,t > to) y (W2(t),Ft,t > ío) procesos
de Wiener independientes con media cero y covarianza unitaria. Considérese el siguiente sistema

estocástico lineal:

dX(t) = (A(t)X(t) + Bi(t)u>(t))dt + B2(t)dWi(t), X(t0) = X0 (3.1)

dYi(t) = CAt)X(t)dt + Di(t)dW2(t) (3.2)

Y2(t) = C2(t)X(t) + D2(t)u>(t) (3.3)

Z(t) = G(t)X(t) (3.4)

donde X(t) G Rn es el proceso estocástico no medible, Yi(í) G Rmi y Y2(t) G R"12 son procesos

medibles, Z(t) G R9 es el proceso por estimar, u>(t) G £2 es la perturbación determinística, mientras

que A(t), Bi(t), B2(t), Ci(t), C2(t), Di(t), D2(t) y G(t) son matrices de funciones continuas

variantes en el tiempo, conocidas y de dimensión adecuada. La condición inicial X(to) G Rn es una

variable aleatoria Gaussiana tal que X(to), W\(t) G RP1 y W2(t) G R^ sean independientes.

La ecuación diferencial estocástica de Itó (3.1) y la ecuación de medición de Itó (3.2) se repre

sentan de forma equivalente (ver [13], Sección 5.1) como:

X(t) = A(t)X(t) + BAt)u.(t) + B2(t)*At), X(t0) = X0 (3.5)

25
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Yi(t) = Ci(t)X(t) + DAt)*2(t),

respectivamente. Donde * i(í) y \I>2(í) son procesos de ruido blanco Gaussiano.

(3.6)

3.1.2. Problemas de Filtrado

Problema 1: Para el sistema (3.1)-(3.4), sintetizar un filtro que obtenga el estimado Z(t) de Z(t),
tal que minimice

\\Z(t)-Z(t)\\2M
sup

(t)|]2,[to,«/]5«. Ilw(í)ll2,[t0,í/]
(3.7)

para-_(í) G £%[t0,tf}.
Problema 2: Para el sistema (3.1)-(3.4), sintetizar un filtro estable que obtenga el estimado Z(t)

de Z(t), tal que G2_ : <_(í)
—> (Z(t)

-

Z(t)) sea estable y minimice

\\Z(t)
-

Z(t)\\2Át0tOo)
sup

'

"(t)ll2,[i0,oo)#0 Il«(*)ll2,[to,oo)
(3.8)

paraw(í) G £2[ío,oo).
Utilizando las ecuaciones equivalentes de (3.1)-(3.2), la Figura 3.1 muestra la relación que existe

entre la planta y el filtro por sintetizar.

*(t)

w(t)

►

►

Planta ►

Y,(t) Y2(t)

Filtro —►

>Z(t)

Z(t)

Figura 3.1: Configuración del filtro Poo en promedio cuadrático.

3.2. Síntesis del Filtro H^ en Promedio Cuadrático en [t0, tf]

En esta sección se sintetizan dos filtros (Filtro 1 y Filtro 2) para dar solución al problema de

filtrado 1 en el intervalo de tiempo [ío, tf]. Además, en cada filtro se consideran dos situaciones para

los parámetros del sistema.
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3.2.1. Filtro 1

Para el sistema (3. l)-(3.4), se consideran las suposiciones siguientes (Si) en el intervalo de tiempo

[to,*/]:

(i) D2(t)Bf(t) = 0.

(ii) D2(t)Dl(t) = Im2.

(iii) Di(t)Di(t) definido positivo.

La suposición (i) indica que la perturbación determinística que afectan la planta es independiente
de aquella presente en la medición. La normalización de las perturbaciones en lamedición se establece

en la suposición (ii). Suposición (in) se establece para que la ganancia de Kalman exista.

Para dar solución al problema 1 es necesario aplicar la teoría de filtrado Poo presentada en la

Sección 2.5. Sin embargo, por tratarse de un sistema estocástico, no se puede aplicar de forma di

recta el filtro presentado en Teorema 2. 1 o Teorema 2.2. Por tanto, se requiere obtener un sistema

determinístico que estime la dinámica del sistema (3.1).

Con base en la teoría presentada en la Sección 2.3, el proceso estocástico X(t) del sistema (3.1)-

(3.4) es estimado por medio de

M(t) = E[X(t)\F?},

el cual representa la esperanza condicional del proceso estocástico X(t) con respecto a la a-álgebra

Ft generada por los valores del proceso medible Y — {Y\(s),to < s < i}, tal que la varianza

condicional del error de estimación,

P(t) = E[(X(t)
-

M(t))(X(t)
- M(t))T | F?],

sea mínima en cada instante de tiempo.

Las ecuaciones de filtrado (Filtro de Kalman-Bucy) se describe mediante las ecuaciones diferen

ciales para el estimado óptimo (varianza mínima) y la varianza del error de estimación:

dM(t) = (A(t)M(t) + BAt)u,(t))dt + P(t)CT(t)(DAt)Dj(t))'1 (dYi(t) -

Ci(t)M(t)dt), (3.9)

M(í0) = MQ = E[X(to)\Fl]

y

P(t) = A(t)P(t) + P(t)AT(t) + B2(t)Bl(t) - P{t)CT(t)(DAt)DÍ(t))-lCAt)P(t), (3.10)

P(ío) = P0 = E[(X(t0)
- E[X(to)\Fl\)(X(t0) - E[X{to)\Fl])T\Fl],

respectivamente.

Se puede notar que la ecuación (3.10), a diferencia de (3.9), es independiente del proceso medible

dY\(t). Por lo tanto, la ganancia de Kalman P(t)CT (í)(£>j(í)I?j (í))-1 se puede calcular aun cuando

no se tengan mediciones.
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Sustituyendo el término P(í)Cf(í)(Dj(í)í>f (t))-ldYx(t)/dt por la función f(t), la ecuación
dinámica (3.9) se expresa como

M(t) = ]A(t)
- P(t)CT(t){DAt)Dl(t^CAtmit) + BAt)u>(t) + f(t), (3.11)

M(í0) = Mo = P[X(to)|Pto]*

Considerando la ecuación dinámica determinística (3.11) y la esperanza condicional de Y2(t)

(Y2(t)), es posible aplicar el filtro presentado en Teorema 2.1. Por lo tanto, el filtro Poo central sub

óptimo que estimaM(t), tal que

]\G(t)M(t)-G(t)M(t)\\2t[t0¡tf]
SUp *,—

7-rr. !-^LL<7- (3-12)

ll«(*)lla.[«0,«/ji«) IM*)ll2,[t0,t/]

está dado por

Ñ(t) = [A(t)
- P(t)CT(t)(DAt)Dj(t))-lCAt)}M(t) + f(t) (3.13)

+S(t)C^(t)(Y2(t) -

C2(t)M(t)), M(t0) = Mo = E{X(tQ)\F?Q],

donde S(t) es la solución de la ecuación diferencial de Riccati

S(t) = [A(t)
- P(t)Cl(t)(DAt)F>l(t))-lCAt)_S(t) + Bi(t)Bl(t) (3.14)

+S(t)[A(t)
- P(t)CT(t)(DAt)Dl(t))-1C1(t)]T - 5(í)(C2T(í)C2(í) - 7-2GT(t)G(t))S(t),

S(t0) = 0.

A pesar de que M(t) es el estimado óptimo de X(t), por el hecho de que E[X(to)\F^] es un
estimado de Xq, existe un error de estimación, el cual no se considera en (3.13). Por tanto, es necesario

incluir en las ecuaciones de filtrado un parámetro que considere la diferencia E[X(to)\Ft^] — Xq.

Remplazando Y2(t) por Y2(t) y considerando el Teorema 2.2, las ecuaciones de filtrado (3.13),

(3.14) se modifican tal como se muestra a continuación.

El filtro Poo central sub-óptimo resultante, nombrado filtro Poo en promedio cuadrático, está dado

por

dX{t) = A(t)X{t)dt + P(t)CT{t)(DAt)Dj{t))-\dYAt)
- Cx{t)X(t)dt) (3.15)

+S(t)C^(t)(Y2(t) - C2(t)X(t))dt, X(t0) = X0 = E[X(t0)\Fl],

donde S(t) es la solución de la ecuación diferencial de Riccati

5(í) - \A(t)
- P(t)CT{t)(DAt)Dl(t))-lCAt)}S(t) + Pi(*)Pf(í) (3.16)

+S(t)[A(t)
- P(t)CT(t)(DAt)Dl(t)YlCAt)}T

- S(t)(Cj(t)C2(t) - j-2GT(t)G(t))S(t),

S(to) = So = R-y R = RT>0.
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El filtro Pqq en promedio cuadrático cumple con

________________

sup

2
Va

\Mt)\\2ÁOttf] + (Xo-Xo)TR(Xo-Xo)
< 7, (3-17)

donde Z(t) = G(t)X(t). El parámetro R indica aproximadamente que tan cierto puede ser que Xo
sea Xo- Si se está seguro que la condición inicial es Xo, entonces R toma un valor grande y viceversa.

Proposición 1.1: Considérese el sistema estocástico (3.1)-(3.4) sujeto a S-*. El filtro Hoo cn

promedio cuadrático (3.15) que cumple (3.17) existe si y sólo si:

■ La ecuación diferencial (3.10) tiene solución para todo t G [ío, tf].

■ La ecuación diferencial (3.16) tiene solución definida positiva acotadapara todo t G [ío, */]■

Simplificando Si, las ecuaciones (3.15), (3.16) son modificadas tal como se presenta a conti

nuación.

Para el sistema (3.1)-(3.4), se considera que se cumplen las siguientes suposiciones (S2) en el

intervalo de tiempo [ío, tf]:

(i) D2(t)BT(t) diferente de cero.

(ii) Di(t)D\\(t) definido positivo.

(iii) Di(t)DT(t) definido positivo.

La modificación de las ecuaciones (3.15), (3.16) se fundamenta en resultados presentados en [21]

y [14].

En este caso, el filtro Poo en promedio cuadrático está dado por

dX(t) = [A(t)
- Bi(t)Dl{t){D2{t)Dl{t))-lC2{t)]X{t)dt (3.18)

+P(t)CT(t)(DAt)Dj(t))-\dYAt) -

Ci(t)X(t)dt)

+\S(t)Cl(t)(D2(t)Dl(t))-1(Y2(t) -

C2(t)X(t)) + BA^DKtAD^Dl^T^dt,

X(to) = E[X(to)\FH
donde 5(í) es la solución de la ecuación diferencial de Riccati

S(t) = [^(í)-P(í)Cf(í)(P1(í)i)f(í))-1C1(f)-P1(í)_3|,(í)(D2(í)^(í))-1C2(í)]5(í) (3.19)

+S(t)[A(t)
- P(t)CT(t){DAt)Dj(t)TlCi(t) - BA^DKtADA^D^t))-^^

+[BAt)(Is
- D¡,(í)(_32(í)£'2r(í))-1P2(í))][P1(í)(/s - £>¡,(í)(I>2(í)£>i,(í))-1P2(í))]T

-S(t)(Cl(t){D2(t)DT2(t))-iC2(t) - 1-2GT(t)G(t))S(t),

S(t0) = S0 = R~1, R = RT > 0.
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Proposición 1.2: Considérese el sistema estocástico (3.1)-(3.4) sujeto a S2. El filtro Hoo cn

promedio cuadrático (3.18) que cumple (3.17) existe si y sólo si:

■ La ecuación diferencial (3.10) tiene solución para todo t G [ío, tf].

■ La ecuación diferencial (3.19) tiene solución definida positiva acotada para todo í G [ío, */]■

3.2.2. Filtro 2

En esta sección, al igual que la anterior, se da solución al problema de filtrado 1, siguiendo la

metodología presentada en la sección anterior. Teniendo por diferencia, la forma como se considera

el término P(í)Cf(í)(.Di(í)_)f(í))-1^!^)
-

Cx(t)M(t)dt) de la ecuación (3.9).
Dado que el término P(í)C,f(í)(_)i(í)Pf(í))_1(dyí(í) ~

Ci(t)M(t)dt) representa el compor

tamiento estocástico del sistema (3.1), es necesario mantenerlo como tal en la síntesis del filtro. Por

tanto, dicho término es reemplazado por g(t) multiplicado por di.

Aplicando la teoría, presentada en el Capítulo 2, al sistema

M(t) = A(t)M(t) + Bi(í)w(í) + g(t), M(t0) = M0 = P[X(í0)|F£], (3.20)

y procediendo de la misma manera como se hizo en Filtro 1, se obtiene el filtro siguiente.

El filtro Poo en promedio cuadrático, considerando que se cumple Si, está dado por (3.15). En

este caso, 5(í) es la solución de la ecuación diferencial de Riccati

5(í) = A(t)S(t) + S(t)A(tf + Pi(í)Pf(í) - 5(í)(C2r(í)C2(í) - >y-2GT(t)G(t))S(t), (3.21)

S(t0) = S0 = R~\ R = RT > 0.

Proposición 2.1: Considérese el sistema estocástico (3.1)-(3.4) sujeto a Si. El filtro Hoo cn

promedio cuadrático (3.15) que cumple (3.17) existe si y sólo si:

La ecuación diferencial (3.10) tiene solución para todo t G [ío, */]•

La ecuación diferencial (3.21) tiene solución definida positiva acotada para todo í G [ío, tf].

Si la suposición Si se simplifica a S2, las ecuaciones de filtrado (3.15), (3.21) son modificadas tal

como se presenta a continuación.

La modificación de las ecuaciones (3.15), (3.21) se fundamenta en resultados presentados en [21]

y [14]. La ecuación dinámica del estimado es (3.18), donde 5(í) es la solución
de

5(í) = \A(t)
- BAt)Dl(t)(D2(t)Dl(t))-lC2(t)]S(t) (3.22)

+S(t)[A(t)
- PiWP^O^W-DÍW)"1^^)]7,
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-5(í)(C2T(í)(_)2(í)i?2r(<))-1C2(í) - 7"2GT(í)G(í))5(í)

+[Pi(í)(/4 - ErJ(t)(D2{t)Dj{t))-lD2{t)))\Bi{t)(J, - Dl(t)(D2(t)Dl(t))-lD2)(t)]T

5(ío) = 5o = ñ_1 P = PT>0.

Proposición 2.2: Considérese el sistema estocástico (3.1)-(3.4) sujeto a S2. El filtro Hoo en

promedio cuadrático (3.18) que cumple (3.17) existe si y sólo si:

La ecuación diferencial (3.10) tiene solución para todo t G [ío, */]■

■ La ecuación diferencial (3.22) tiene solución definida positiva acotadapara todo í G [ío, */].

3.3. Síntesis del Filtro Hoo en Promedio Cuadrático en [ío, oo)

En esta sección se presenta el filtro Poo en promedio cuadrático estable (Filtro 3), el cual da

solución al problema de filtrado 2 en el intervalo de tiempo [ío, oo). Las ecuaciones de filtrado se

obtienen a partir del Filtro 2 y resultados presentados en [21].

3.3.1. FUtro 3

La solución al problema de filtrado 2 está sujeta a las suposiciones siguientes (§3) en el intervalo

de tiempo [ío,oo):

(i) D2(t)BT{t) = 0.

(ii) D2(t)Dl{t) =■_ Imi.

(iii) D\{i)Dj{t) definido positivo.

(iv) (A(t), Pi(í)) estabilizable y (C2(t),A(t)) detectable.

(v) (A(i), B2(t)) estabilizable y (Cx(t),A(t)) detectable.

La suposición (i) indica que la perturbaciones determinísticas que afectan la planta son indepen
dientes de aquellas presentes en la medición. La normalización de las perturbaciones en la medición

se establece en la suposición (ii). Suposición (iii) se establece para que la ganancia de Kalman exista.

Las suposiciones (iv) y (v) aseguran que el error de estimación converja a cero (ver [13], [21]).

Para dar solución al problema de filtrado, se sigue la metodología del Filtro 2, además se consi

deran las condiciones establecidas en el Teorema 4 de [21]. El filtro resultante está dado por (3.15),

(3.10) y (3.21).
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Proposición 3.1: Considérese el sistema estocástico (3.1)-(3.4) sujeto a S3. El filtro Hoo cn

promedio cuadrático estable (3.15) que cumple

sup
\\z(t)-z(t)\\22>[0too)

1/2

<7,

JMOIIl.p.oo) + (*o -

X0)TR(X0 -

Xo)

existe si y sólo si:

La ecuación diferencial (3. 10) tiene solución para todo t > to-

■ La ecuación diferencial (3.21) tiene solución definida positiva acotada para todo í > ío, y tal

que el sistema

p(t) = \A(t) - S(t)(C^(t)C2(t)-1-2GT(t)G(t))]p(t)

sea exponencialmente estable.

Utilizando las ecuaciones (3.3)-(3.6), la estructura del filtro Poo en promedio cuadrático sujeto a

Si se presenta en la Figura 3.2.

Y,(t) ■wgw- C,(t) *

PCt)QT(t)(D;(t)Dt(t))

<X> Mg ►

S(t)Cl(t)

Y2(t)

X

A(t) *

-MgW- C2(t)

■ —► G(t)

Figura 3.2: Filtro Poo en promedio cuadrático.

-2(0

3.4. Ejemplo

En esta sección se estima el proceso estocástico no medible de un sistema lineal estocástico, tal

que la ganancia máxima de energía de las perturbaciones determinísticas al error de estimación sea
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menor a un 7 en el intervalo de simulación. Por tanto, se implementan los filtros diseñados y el filtro

Poo central sub-óptimo.
Sea X(t) el proceso no medible cuya dinámica está dada por la ecuación diferencial estocástica

de Itó

dX(t) = (e~*X(t) + 0.5wi(í)) dt + dWi(t), X(t0) = X0> (3.23)

con los procesos medibles

dYi(t) = X(t)dt + dW2(t), (3.24)

Y2(t) = X(t)+w2(t), (3.25)

y el proceso por estimar

Z(t) = X(t), (3.26)

donde co(t) = [uii(í),t_2(í)]T es una perturbación en £^[ío,í/]; Wi(t) y W2(t) son procesos de

Wiener independientes con media cero y covarianza unitaria; la condición inicial X(to) es una varia

ble aleatoria Gaussiana tal que X(to), W\(t) y W2(t) son independientes.

3.4.1. Aplicación de Filtro 1

Se puede verificar fácilmente que el sistema (3.23)-(3.26) cumple con la suposición Si.

Aplicando el filtro Poo en promedio cuadrático de Proposición IA, las ecuaciones de filtrado

están dadas por

Z(t) = G(t)X(t), (3.27)

dX(t) = é-*&(t)dt + P(t)(dYi(t)
-

X(t)dt) + S(t)(Y2(t)
-

X(t))dt (3.28)

con condición inicial X(to) = E[X(to)\F_^}, donde P(í) y 5(í) son las soluciones de las ecuaciones
diferenciales de Riccati siguientes

P(t) = 2e~tP{t) - P2(í) + 1, (3.29)

P(í0) - E[(X(t0)
-

E[X(t0) | Fl])(X(tQ) -

E[X(t0) | F^)f\F^]t

y

5(í) = 2(e-' - P(í))5(í)
- (1 - 7"2)52(í) + 0.25, 5(í0) = 50 = RT1, (3.30)

respectivamente.

3.4.2. Aplicación de Filtro 2

Dado que el sistema estocástico (3.23)-(3.26) cumple con Sj, se aplica el filtro de Proposición

2.1. Las ecuaciones de filtrado en este caso están dadas por

Z(t) = G(t)X(t), (3.31)

dX(t) = e-'Xtydt + P{t)(dYx(t)
-

X(t)dt) + S(t)(Y2(t) - X(t))dt (3.32)
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con condición inicial X(to) = E[X(to)\F^], donde P(í) y 5(í) son la solución de las ecuaciones

diferenciales de Riccati siguientes

P(í) = 2e-*P(t) - P2(t) + 1, (3.33)

P(í0) = E[(X0
-

E[X(t0) | F¿])(X(ío) -

E[X0 | i£])T | F*],

y

5(í) = 2e"í5(í) -

(1
- -y~2)S2(t) + 0.25, 5(í0) = S0 = BT1, (3.34)

respectivamente.

3.4.3. Aplicación del Filtro Poo

El filtro Poo central sub-óptimo, se diseña para el sistema determinístico correspondiente a (3.23),

es decir, se omite la parte aleatoria.

De acuerdo al algoritmo presentado en la Sección 2.5 y considerando la incertidumbre en la

condición inicial, las ecuaciones de filtrado son:

(3.35)

(3.36)

(3.37)

¿(í) = G(t)x(t),

x(t) = e_tí(í) + S(t)(y2(t)
-

í(í)), í(ío) = -o
= 0,

donde 5(í) está dada por:

5(í) = 2e"t5(í) - (1
- 7-2)-52(í) + 0.25, 5(í0) = 50 = RT1.

3.4.4. Parámetros de Simulación

Para mostrar y comparar el desempeño de los filtros, se realiza la simulación numérica utilizando

las ecuaciones equivalentes del sistema (3.23-3.26), filtro (3.28) y filtro (3.32). Los parámetros de

simulación son los siguientes:

■ Intervalo de tiempo de simulación: [0, 15s].

■ Nivel de atenuación: 7 — 1.01.

Condiciones iniciales:

X(0) = 0.5 lo = 0.3 X0 = 0.3 x0 = 0

P*=0.2 P0 = 10 50 = 5 50 = 5

Perturbaciones en £2:

Caso 1:

Caso 2:

u(t) =

Lü(t) =

0.1/(0.1 + í)

1/(1+*)

1/(1+*)
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■ Para simular los procesos de ruido blanco Gaussiano, se utiliza un bloque en MATLAB que

genera señales aleatorias con distribución normal. En este caso, la señal aleatoria tiene media

cero y varianza unitaria.

3.4.5. Resultados Gráficos

Con el objeto de mostrar el desempeño de los filtros, se obtienen resultados gráficos considerando

diferentes perturbaciones en la ecuación diferencial estocástica de Itó.

En las gráficas presentadas a continuación, los estimados Z(t), Z(t) y z(t) son representados
como estimado 1, estimado 2 y estimado 3, respectivamente.

Lafigura3.3 muestra el valor de []\Z(t)-Z\t)]\2/\\w{t)\\2+ {X{i-Xo)TR(X'Q-Xo)\nl2 en cada

instante en el intervalo [0, 15s], considerando la perturbación w(í) del caso 1. Z'(t) y X'Q representan

el proceso estimado y la condición inicial del estimado correspondiente al filtros en cuestión.

Los valores de la norma Poo obtenidos por (3.27-3.30), (3.31-3.34) y (3.35-3.37) son 0.1029,

0.7651 y 0.8855, respectivamente, tal como se muestra en ??.

Para corroborar los resultados de la Figura 3.3, en Figura 3.4 y Figura 3.5 se muestra el proceso

no medible y los estimados.

0.1 í -

r

estimado 1

estimado 2

estimado 3

10 15

Tiempo [s]

Figura 3.3: Norma Poo de w del Caso 1 al error de estimación.
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Tiempo [s]

Figura 3.4: Z(t), Z(t) y z(t) cu.ando oj(t) del caso 1 está presente.

- real

*

estimado 2

estimado 3

15

Figura 3.5: Z(t), Z(t) y z(t) cuando w(í) del caso 1 está presente.

Aplicando i_(í) del Caso 2, se obtienen las siguientes gráficas: En la Figura 3.6 se puede observar

que 0.3852, 0.3696 y 0.4536 son los
valores de la norma Poo al aplicar el filtro (3.28), (3.32) y (3.36),

respectivamente; Figura 3.7 presenta el proceso Z(t) y el estimado generado por el filtro (3.28) y
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(3.36); En la Figura 3.7 se muestra el proceso Z(t) y el estimado generado por el filtro (3.32) y

(3.36).

0.45

0.4

0.35

0.3

8
c

!_ 0.25
i

X

| 0.2

o

z

0.15

0.1

0.05

0

- lf
^

-
"
"

s

"••■-.. .T^
*

—

-___
f "■*•-.

**

.

/
/

/
/

■

1

1

■

estimado 1

•'*■.•' estimado 2

10 15

Tiempo [s]

Figura 3.6: Norma Poo de c_ del Caso 1 al error de estimación.

* real

* estimado 1

estimado 3

5 10

Tiempo [s]

15

Figura 3.7: Z(t), Z(t) y z(t) cuando _*(í) del caso 2 está presente.
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Tiempo [s]

Figura 3.8: Z(t), Z(t) y z(t) cuando u>(<) del caso 2 está presente.

Con base en los resultados gráficos, se concluye que los filtros Poo en promedio cuadrático son

mejores que el filtro Poo central sub-óptimo para sistemas estocásticos lineales.

Si la perturbación determinística que afecta la dinámica del sistema estocástico es desvanesciente

se recomienda utilizar el filtro 1, por lo contrario el filtro 2 debe ser utilizado.



Capítulo 4

Controlador Hoo en Promedio

Cuadrático

En este capítulo se presenta la síntesis del controlador Poo en promedio cuadrático para sis

temas lineales estocásticos, que consiste en la aplicación del filtro de Kalman-Bucy y del control Poo

por retroalimentación, así como las condiciones de existencia del controlador resultante. Además, se

presenta un ejemplo numérico, en el cual se prueba el controlador propuesto y se compara con el

controlador Pqo por retroalimentación.

4.1. Formulación del Problema

4.1.1. Sistema Lineal Estocástico

Sea (fl, F, P) un espacio de probabilidad completo con una familia de a-algebras Pt,í > ío

crecientes y continuas por la derecha, y sean (Wi(t),Ft,t > ío) y (W2(t),Ft,t > ío) procesos
de Wiener independientes con media cero y covarianza unitaria. Considérese el siguiente sistema

estocástico lineal:

dX(t) = (A(t)X(t) + Bi(t)u(t) + B2(t)u.(t))dt + B3(t)dWi(t), X(tQ) = X0 (4.1)

dYi(í) = Ci(t)X(t)dt + Di(t)dW2(t) (4.2)

Y2(t) = C2(t)X(t) + D2(t)w(t) (4.3)

Z(t) = G(t)X(t) + H(t)u(t), (4.4)

donde X(t) £ Rn es el proceso estocástico no medible, u(t) 6 Rl es la entrada de control, Yi(í) 6

Rmi y Y2(t) e R™2 son procesos medibles, Z(t) e Rq es el proceso por controlar, w(í) e Cs2 es

la perturbación determinística, mientras que ^4(í), Pi(í), P2(í), P3(í), Ci(í), C2(í), .Di(í), D2(t),

G(t) y P(í) son matrices de funciones continuas, variantes en el tiempo, conocidas y de dimen

sión adecuada. La condición inicial X(to) € Kn es una variable aleatoria Gaussiana, tal que X(to),

Wi(t) e W1 y W2{t) e RP2 sean independientes.

39
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La ecuación diferencial estocástica de Itó (4.1) y la ecuación de medición de Itó (4.2) se repre

sentan de forma equivalente (ver, [13],Sección 5.1) como:

X(t) = A(t)X(t) + BAt)u(t) + P2(í)<~(*) + P3(í)*i(*), *(*o) = X0 (4.5)

Yi(í) - Cl(t)X(t) + Di(t)*a(í), (4*6)

respectivamente. Donde \&i(í) y ^2(í) son procesos de ruido blanco Gaussiano.

4.1.2. Problemas de Control

Problem 1: Sintetizar un controlador para el sistema (4.1)-(4.4), tal que el máximo valor de la

relación entre la energía del proceso por controlar Z(t) y la energía de la perturbación determinística

<_(í) se minimice, en el intervalo de tiempo [ío, */]. Es decir, minimizar

\\_____W_A
SUP IHTTüi ■ (4-7)

IKt)lk[o,t/1?***o IK*J llajo,*/]

conw 6 £2[ío,í/].
Problem 2: Sintetiza un controlador admisible para el sistema (4. l)-(4.4) con parámetros invari

antes en el tiempo, tal que minimice

gup gy&sL, (4.8)

IKt)ll2,[0,oO)^0lH(*)ll2,[0,oo)

donde u> € £2[*o, oo).
Un controlador admisible es aquel que proporciona estabilidad interna. Donde estabilidad interna

significa que los estados del sistema en lazo cerrado se van a cero a partir de cualquier condición

inicial.

Teniendo en cuenta la representación equivalente de las ecuaciones (4.5)-(4.6), la configuración
del controlador se muestra en la Figura 4.1.

4.2. Síntesis del Control Hoo en Promedio Cuadrático en [í0, tf]

En esta sección se sintetizan dos controladores (Control 1 y Control 2) para dar solución al pro

blema de control 1, en el intervalo de tiempo [ío,*/]* Además, en cada control se consideran dos

situaciones en los parámetros del sistema.

4.2.1. Control 1

La síntesis del controlador que da solución al problema 1, se basa en los resultados obtenidos en

la teoría de filtrado óptimo, así como del control Poo presentados en el Capítulo 2.
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u(t )
—►

►

Planta

>1 u(t) Y,(t)

Controlador
4—

*Z(t)

•Y.(t)

Figura 4.1: Configuración del control P^ en promedio cuadrático.

El filtrado óptimo (filtro de Kalman-Bucy) juega un papel primordial en la solución del problema,

ya que el sistema a controlar es un proceso estocástico y por su naturaleza el estado del sistema es

aleatorio. Por esta razón, es necesario estimar el estado del sistema.

Dadas las características que presenta el proceso estocástico (4.1) y (4.2), como son: linealidad,

W\(t) y W2(t) procesos de Wiener independientes, además de que la condición inicial del sistema

es independiente de los procesos deWiener, se implementa el filtro de Kalman-Bucy para obtener un

estimado óptimo del estado X(t), el cual asegura que la varianza del error de estimación sea mínima.

Por otro lado, la técnica de control Poo se aplica al sistema estimado óptimo, para obtener un

controlador por retroalimentación que dependa del estimado óptimo.

Lo anterior se describe de manera formal como se muestra a continuación.

En la síntesis de este controlador se asumen las siguientes suposiciones Si, en el intervalo de

tiempo [ío,í/]-

(i) HT(t)G(t) = OyHT(t)H(t) = Il.

1712'(ii) D2(t)B$(t) = 0 y D2(t)Dl(t) = 7,

(iii) Di(t)DT(t) definido positivo.

La suposición (i) establece la ortogonalidad entre G(t)X(t) y H(t)u(t). Además, la matriz de

ponderación del vector de control es la matriz identidad. La (ii) equivale a (i) para las matrices de

las perturbaciones determinísticas que actúan sobre el sistema y sobre la medición. Suposición (iii)

es una condición que se establece para que la ganancia de Kalman exista.

Establecidas las condiciones sobre el sistema, se procede a la síntesis del controlador. Como

primer paso se estima el proceso X del sistema estocástico (4. 1),(4.2) pormedio del filtro de Kalman-

Bucy, logrando así un estimado

M(t) = E[X(t)\Ff],

que representa la esperanza condicional del proceso estocástico X(t) con respecto a la a-álgebra Ft

generada por los valores del proceso medible Y(t) = {Y\(s),to < s < t} en el intervalo de tiempo
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[ío, í], tal que (la varianza condicional del error de estimación)

E[(X(t)
- M(t))(X(t) - M(t))T | Pty] (4.9)

sea mínima en cada instante de tiempo.

La ecuación diferencial estocástica paraM(t) (esperanza condicional de X(t)) se describe como

dM(t) -= (A(t)M(t) + BAt)u(t) + P2(í)_-(í)) dt (4.10)

+P(t)CT(t)(DAt)D¡ (t))~l(dYAt)
- CAt)M(t)dt), M(ta) = M0 = E[X(to)\F%].

La variable P(t) representa la varianza del error de estimación, la cual se define como la solución

de la ecuación diferencial

P(t) = A(t)P(t) + P(t)AT(t) - P(t)Cf (t)(DAt)D¡ (í))"1Ci(í)P(í) + P3(í)P3T(*), (4.H)

P(to) = Po = E[(X(t0)
- E[X(to)\F%])(X(tQ)

- ElX(t0)\F?0])T\F?0].

Teniendo el estimado de (4.1) y Y2(t), se diseña el control Poo siguiendo la metodología presen

tada en la Sección 2.6.

Considerando u*(t) = -Bf(t)Q(t)M(t) como el control Poo, w*(í) = <y-2B%(t)Q(t)M(t) co

mo la peor perturbación y sabiendo que P(í)C1T(í)(Di(í)I>f (í))_1(dyi(*)
" Ci(t)M(t)dt) estima

la parte estocástica de (4.1), el problema de control se resuelve al dar solución
al siguiente problema:

Obtener un filtro Poo que estime

_•(*) = -Bf(t)Q(t)M(t), (4.12)

tal que

para el sistema

\\u*(t)-ú*(t)\\2¡[t0¡t}x
sup |T-r fm

—- < 7, (4-13)

l|Aw(*J||a,io1*/]í«> \\^(t)h,[0,tf]

M(t) = (A(t) + 7-2P2(í)Pn*)Q(*))M(*) + Bi (t)u(t) + P2(*)A_(Í) + f(t), (4.14)

M(í0) = M0 = E\X(to)\Fl\

Y2(t) = C2(t)M(t) + -D2(*)A_(í), (4.15)

donde ú*(t) = -BT(t)Q(t)M(t), A_(f) - w(t)
- j-2B^(t)Q(t)M(t), Y2(t) = E[Y2(t)\FtY0] y

f(t) = P(t)CT (í)(Ui(í)Df (í))"1 (dYAt)
- Ci(t)M(t)dt)/dt.

De acuerdo a resultados presentados en la Sección 2.5 y 2.6, el filtro que estima M(í) y que

además satisface (4.13) es:

Ú(t) = (A(t)
- BAt)Bf(t)Q(t) + 7-2P2(í)P2r(í)Q(í))M(í) (4.16)

+{In
_ 7-25(í)Q(í))-14S(í)C2r(í)(y2(í) - C2(t)M(t)) + /(*), M (to) = M0 *= E[X(to)\F%],
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con Q(t) y S(t) las soluciones a las ecuaciones diferenciales de Riccati

Q~(t) = -AT(t)Q(t) -

Q(t)A(t) + Q(t)(BAt)Bf(t) - r2B2(t)B%(t))Q(t) - GT(t)G(t)(4.11)

Q(tf) = 0

y

S(t) = A(t)S(t) + S(t)AT(t) - S(t)(C%(t)C2(t) - 1-2GT(t)G(t))S(t) + P2(í)P2r(í), (4.18)

S(t0) = 0,

respectivamente.

Sustituyendo el valor de /(í), el valor real de Y2(t) y considerando que E[X(t0)\F^} es un

estimado de Xo, las ecuaciones de filtrado (4.16)-(4.18) se modifican de acuerdo al Teorema 3.2

como se muestra a continuación.

El controlador Poo central resultante, nombrado controlador Hoo enpromedio cuadrático, está da

do por

u(t) = -Bf(t)Q(t)X(t), (4.19)

donde X(t) está dado por

dX(t) = (A(t)
- Pi(í)Pf (Í)Q(Í) + 7-2B2(t)B^(t)Q(t))X(t)dt (4.20)

+P(t)CT(t)(DAt)Df(t))-\dYAt) -

Ci(t)X(t)dt)

+(/„
- 7-2S(í)Q(í))-1S(í)C2T(í)(y2(í) -

C2(t)X(t))dt,

X(t0) = E[X(to)\F?0}.

Las funciones matriciales Q(t) y S(t) son las soluciones de las ecuaciones diferenciales

Q(t) = -A(t)TQ(t) -

Q(t)A(t)
- GT(t)G(t) + Q(í)(Pj(í)Pf (í) - 7-2P2(í)P2r(í))Q(í)(4.21)

Q(t¡) = A

y

5(í) = A(t)S(t) + S(t)AT(t) + B2(t)Bl(t) - S(t)(C¡(t)C2(t) - j-2G(t)TG(t))S(t), (4.22)

S(t0) = S0 = R~1 R = RT > 0,

respectivamente.

El controlador Pqo en promedio cuadrático cumple con

[ \\Z(t)\\2mtf]+XT(tf)AX(tf)
SUP

[M*) lll.to.t,] + (^o - ^o)TP(^o -

X0)

El parámetro R indica aproximadamente que tan cierto puede ser que Xo sea Xo- Si se está seguro

que la condición inicial es Xo, entonces R toma un valor grande y viceversa. La matriz simétrica

semidefinida positiva A pondera X(t) en tf.

Proposición IA: Considérese el sistema estocástico (4.1)-(4.4) sujeto a Si. El controlador Hoo

en promedio cuadrático (4.19)-(4.20) que cumple (4.23) existe si y sólo si:

i¡i.

<7* (4.23)
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La ecuación diferencial (4.11) tiene solución en todo t£ [ío, í/].

La ecuación diferencial (4.21) tiene solución definida positiva en todo t e [ío,í/] y Q(*o) <

72P

■ La ecuación diferencial (4.22) tiene solución en todo t € [ío, */].

■ p(Q(t)S(t)) < 72 en todo t € [*o,*/].

(En Proposición IA p(-) representa el radio espectral.)

Simplificando Si, las ecuaciones (4.19)-(4.22) son modificadas tal como se presenta a conti

nuación.

Para el sistema (4.1)-(4.4) se considera que se cumplen las siguientes suposiciones (S2), en el

intervalo de tiempo [ío, tf]:

(i) HT(t)G(t) y D2(t)B$(t) diferentes de cero.

(ii) Di(t)Df(t), D2(t)Dl(t) y HT(t)H(t) matrices definidas positivas.

La modificación de las ecuaciones (4.19)-(4.22) se fundamenta en resultados presentados en [24]

y [14]. En este caso, el controlador Poo en promedio cuadrático está dado por

u(t) -= -(Pr(í)P(í))-1(Pf(í)Q(í) + H(t)G(t))X(t), (4.24)

donde X(t) está dado por

dX(t) = [A(t)
- Pi(í)(Pr(í)P(í))"1(Pir(í)Q(í) + H(t)G(t)) (4.25)

+1-2B2(t)Bl(t)Q(t)}X(t)dt + P(t)C^(t)(D1(t)Dl(t))-x(dY1(t) -

Cx(t)X(t)dt)

+(_„
- 7-25(í)Q(í))"1(5(í)C-f (í) + B^DUiMD^D^t))-1

■ \Y2{t)
-

(C2(í) + 7-2D2(í)P2T(í)Q(í))l(í)]dí, X(í0) - E[X{to) | Fl]

Las funciones matriciales Q(t) y S(t) son las soluciones de las ecuaciones diferenciales

Q(t) = -\A(t)
- P1(Í)(PT(Í)P(Í))"1PT(Í)G(Í)]TQ(Í) (4.26)

-Q(t)[A(t)
- Pi(í)(PT(í)P(*))"1PT(*)G(í)] -

[(/,
- P(Í)(PT(*)P(*))~1

■HT(t))G(t)]T[(Iq - H(t)(HT(t)H(t)TlHT(t))G{t)}

+Q(t)[B1(t)(HT(t)H(t))-1BT(t) - 7-2P2(í)P2r(í)]Q(í), Q(tf) = A

y

S(t) = \A(t)
- P2(*)-D2r(*)(í?2(í)^í(í))"1C2(*)]5(í) (4.27)

+S(t)[A(t)
- B2(t)Dj(t){D2(t)D^(t))-1C2(t)f + [B2(t)(Is

- D?(t)

■(D2(t)Dl(t))-lD2{t))][B2(t)(Is
- Dl(t)(D2(t)Dl(t))-lD2{t))]T

-S(t){Cl(t){D2(t)Dl(t))-lC2(t)
- 7~2GT(t)G(t))S(t), S(t0) = P"1
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respectivamente.

Proposición IB: Considérese el sistema estocástico (4.1)-(4.4) sujeto a S2. El controlador Hoo

en promedio cuadrático (4.24)-(4.25) que cumple (4.23) existe si y sólo si:

xxx La ecuación diferencial (4.11) tiene solución en todo t 6 [ío, */]•

La ecuación diferencial (4.26) tiene solución definida positiva en todo * e [ío, */] y Q(to) <

72P

■ La ecuación diferencial (4.27) tiene solución en todo te [to, tf].

■ p(Q(t)S(t)) < 72 en todo t e [*o, */]•

4.2.2. Control 2

El controlador diseñado en esta sección, al igual que el controlador 1, da solución al problema de

control 1. Teniendo por diferencia la forma de considerar el sistema (4.10) al momento de diseñar el

controlador Hoo por retroalimentación.

En este caso, el término P{t)CT(t)(DAt)Df (t))'1 (dYi(t) -

Ci(t)M(t)dt) de la ecuación

(4.10) se expande, considerando P(t)CT{t){Di(t)Dj (t))~xdY\(t)/dt = g(t). Es decir, el sistema

para el cual se estima u*(t) — —BT(t)Q(t)M(t) está dado por:

M(t) = \A(t)
- P(t)CT(t)(DAt)Df (t))-xCAt) + 7"2P2(í)Pj(í)Q(í)]M(í) (4.28)

+Bi(t)u(t) + P2(í)A_(í) + g(t), M (ío) = M0 = E[X(t0)\FtY0],

Y2(t) = C2(t)M(t) + P2(í)A_(í). (4.29)

El controlador Pqo en promedio cuadrático, considerando que se cumple Si , está dado por (4. 19)-

(4.20). En este caso, Q(t) y S(t) son las soluciones de las ecuaciones diferenciales

Q(t) = ~[A(t)
- P(t)CT(t)(Di(t)D¡{t))-lCAt)}TQ(t) - GT(t)G(t) (4.30)

-Q(t)[A(t)
- P(t)CT(t)(DAt)Df(t))-lCAt)}

+Q(t)(BAt)BT(t) - 7-2P2(í)P2r(í))Q(í), Q(tf) = A

y

S(t) = [A(t)
- P(t)CT(t){DAt)D¡ (t))-lCAt)}S(t) + B2(t)Bl(t) (4.31)

+S(t)[A(t)
- P(t)CT(t)(DAt)Dj(t))-1CAt))T

-S(t)(C¡(t)C2(t) - 7-2G(í)TG(í))*5(í), S(t0) = R~\

Proposición 2A: Considérese el sistema estocástico (4.1-4.4) sujeto aS\. El controlador Hoo en

promedio cuadrático (4.19)-(4.20) que cumple (4.23) existe si y sólo si:
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■ La ecuación diferencial (4.11) tiene solución en todo t e [ío, tf].

■ La ecuación diferencial (4.30) tiene solución definida positiva en todo t e [ío, */] y Q(to) <

72P

La ecuación diferencial (4.31) tiene solución en todo t € [ío, tf}.

• p(Q(t)S(t)) < 72 en todo t € [í0,í/].

4.3. Síntesis del Control H^ en Promedio Cuadrático en [to, oo)

En esta sección se presenta un controlador Poo en promedio cuadrático admisible (Control 3),

el cual da solución al problema de control 2 en el intervalo de tiempo [ío, oo). Las ecuaciones del

controlador se obtienen a partir del Control 1 y resultados presentados en [24].

4.3.1. Control 3

El sistema estocástico (4.1)-(4.4) con parámetros invariantes está dado por

dX(t) = (AX(t) + Biu(t) + B2uj(t))dt + B3dWAt), X(t0) = X0 (4.32)

(¿Yi(í) = dX(t)dt + L>idW2(í) (4.33)

Y2{t) = C2X(t) + D2uj(t) (4.34)

Z(t) = GX(t) + Hu(t) (4.35)

donde A, B\, B2, P3, C\, C2, D\, D2, G y H son matrices constantes, conocidas y de dimensión

adecuada.

Se considera que el sistema (4.32)-(4.35) cumple con las siguientes suposiciones §3, en el inter

valo de tiempo [ío, 00):

i HTG = 0 y HTH = J¿.

ii D2BZ = QyD2D% = Im2.

iii D\Di invertible.

iv (A, Bi) es estabilizable y (C2, A) es detectable,

v (A, B2) estabilizable y (G, A) detectable.

vi (A, Bz) es estabilizable y (Ci , A) es detectable,

La suposición (i) establece la ortogonalidad entre GX{t) y Hu{t). Además, la matriz de pon

deración del vector de control es la matriz identidad. La (ii) equivale a (i) para las matrices de las

perturbaciones determinísticas que actúan sobre el sistema y sobre la medición. Suposición (iii) se

establece para que exista la ganancia de Kalman.
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Por otro lado, la suposición (iv) es necesaria y suficiente para la existencia del controlador ad

misible [24]. Suposición (vi) se establece para obtener un filtro óptimo estable (ver, [18], [13]). La

suposición (v) es una suposición técnica que se explica en [14], [24].

Con base en [24] y la síntesis del Control 1, el controlador que da solución al problema de control

2 está dado por

u(t) = -BfQX(t), (4.36)

donde X(t) es el estimado generado por la ecuación dinámica

dX(t) = (A- BxBfQ + 7-2P2lP2rg)X(í)dí + PCT&iDf)-1 (4.37)

■(dYAt)
-

CxX(t)dt) + (In - -i~2S(t)Q)-lS(t)Cl(Y2(t) -

C2X(t))dt,

X(t0) = E[X(to)\Fl}.

Las funciones matriciales Q y S(t) son las soluciones de

ATQ + QA- Q(B1Bf - 7"2P2P2r)Q + GTG = 0 (4.38)

y

S(t) = AS(t) + S(t)AT - S(t)(C^C2 - 1-2GTG)S(t) + B2B¡¡, (4.39)

5(í0)=P-1, (4.40)

respectivamente.

Proposición 3A: Considérese el sistema estocástico (4.32)-(4.35) sujeto a §3. El controlador

Hoo en promedio cuadrático admisible (4.36)-(4.37) que cumple

sup

ll^(*)ll22,[0,oo)
1/2

< 7, (4.41)

JMOII^oo) + (*°
- *o)TP(X0 - Xo)

existe si y sólo si:

La ecuación diferencial (4.11) tiene solución definida positiva en todo í > 0.

Existe una matriz simétrica Q (0 < Q < 72Pj que cumple (4.38) tal que A — (B\B\ —

7_2P2P2r)Q sea asintóticamente estable.

■ Existe una función matricial simétrica acotada S(t) > 0 que satisface (4.39) para t > 0 tal

que el sistema dinámico

p(t) = [A- S(t)(C¡rC2 - j-2GTG)]p(t)

sea exponencialmente estable.

■ La función [1
— p(j~2S(t)Q)]~1 > Opara todo t>0y acotada.
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Utilizando las ecuaciones (4.5, 4.6, 4.3 y 4.4), la estructura del controlador Poo en promedio

cuadrático sujeto a Si se representa por medio de un diagrama a bloques en la Figura
4.2.

Y.(t) -mEx- C-(t)

Kt)Q(t)(D1(t)D1(t))

--> B,(t) -*$>■

y!Bj;#)Q(t)

-w&

(l„- y^tX^Wj'SCtXÍt)

Y,(t)

X

A(t)

■XgH- C2(t)

< —► -B^t)Q(t) u£)

Figura 4.2: Control Poo en promedio cuadrático.

4.4. Ejemplo

En esta sección se presenta la aplicación de los controladores propuestos a un sistema estocásti

co lineal en tiempo finito, así como la implementación del controlador Poo por retroalimentación

diseñado para el sistema determinístico correspondiente.

Sistema Estocástico

Sea [XT(í), YiT(t)]T un proceso descrito por la
ecuación diferencial estocástica de Itó

dX(t) =

X(ío) = Xo,

junto con el proceso

0 -1

1 0.1
X(í) + u(t) +

0 0

1 o «(*)) dt +
1 0

o o

dYi = [0 1 ]Xdí+[0 1 ]dW2(t),

Y2(t) =[10] X(í) +[01] <~(í).

dWi(t) (4.42)

(4.43)

(4.44)
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El proceso por controlar es

Z(t) =
1 0

o o
X(í) + u(t). (4.45)

En las ecuaciones (4.42) y (4.44), la perturbación determinística w(í) = [u-i(t), W2(*)]T es una

señal con norma 2 acotada; Wi(í) y W2(t) son procesos de Wiener independientes, la condición ini

cial X(ío) es una variable aleatoria Gaussiana tal que Wi(t), W2(t) y X(ío) sean independientes.

Objetivo

Dado el sistema estocástico (4.42)-(4.45), aplicar los controladores Poo en promedio cuadrático

y el controlador P^ por retroalimentación, tal que la ganancia máxima de energía de la perturbación

<_(í) al proceso por controlar Z(t) sea menor que 1.91425.

4.4.1. Aplicación de Control 1

Se puede verificar que el sistema estocástico (4.42)-(4.45) cumple con S\ . Por lo tanto, se aplica

el algoritmo de control presentado en Proposición IA.

El controlador resultante está dado por:

u(t) = -Qi2(í)Xi(f)
-

Q22(t)X2(t). (4.46)

El vector de estado X = [Xi , X2]T se define por las ecuaciones diferenciales

dXx(t) = -X2(t)dt + Pu(t)(dYAt)
- X2dt) (4.47)

+(1/A)[5n(í)
- 7-2(*Sii(í)S22(í)Q22(í) - 5i22(í)Q22(í))](F2(í) -

Xi(f))dí,

<¿X2(í) = {[1 + (7~2 - l)Qi2(í)]Xi(í) + [0.1 + (7-2 -

l)Q22(í)]X2(í)}dí

+P22(t)(dYAt)
- X2(t)dt)

+(l/A)[S12(t)+^-2(Sn(t)S22(t)Q12(t)
- S2At)Qn(t))](Y2(t) - Xi(í))dí,

conX(í0) = P(X(í0)|P£),y

A = i - 7-2(5n(í)Qn(í) + 2Si2(í)Qi2(í) + S22(í)Q22)(í)

+7-4[5ii(í)522(í)(Q11(í)g22(í) - <&(*)) ~ 5i22(f)(Qii(*)Q22(*) - Qí2(t))}.

Las variables Pij(t), Qíj(í) y Sij(t) son elementos de P, Q y S, respectivamente, que están

relacionadas por

*=e>=ÍS:S _•$,<»>- Qn(t) Qn(t)

.
gi2(*) Q22W

.

S(t) =
Su(t) S12(t)

Sn(t) S22(t)
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Expresando las ecuaciones diferenciales de Riccati en términos de sus componentes, de acuerdo

a Proposición IA, se tiene

Pn(í) = 1 - 2Pi2(í)
- Pí2(í) (4*48)

A_(*) - Pll(*) + 0.1Pl2(*)
- P22(*)

- Pl2(*)P22(í)

P22(t) = 2Pi2(í) + 0.2P22(í)-P222(í),

con P(í0) = P((X(í0)
- X(í0))(X(í0)

- X(í0))T | F%).

Qn(t) -= -1 - 2g12(í)
- g?2(í)(7"2 - 1) (4-49)

Qn(t) = Qii(í)-0.1Qi2(í)-Q22(í)-Qi2(í)Q22(*)(7"~2-l)

Q22(t) = 2Q12(t)-0.2Q22(t)-Q222(t)(j-2-l),

con condición terminal Q(t¡) = 0 y

5n(í) = -25i2(í) + 52i(í)(7-2-l) (4-50)

Si2(t) = Sn(t) + 0AS12(t)-S22(t) + Sn(t)S12(t)(j-2-l)

S22(t) = 2S12(t) + 0.2522(í) + 5!22(í)(7-2 - 1) + 1,

con condición inicial 5(ío) = R~

4.4.2. Aplicación de Control 2

Aplicando el algoritmo de control correspondiente a Proposición 2A al sistema (4.42)-(4.45), el

controlador resultante está dado por:

ü(t) = -Q12(t)XAt)
- Q22(t)X2(t). (4.51)

El vector de estado X = [Xi , X2]T se define por las ecuaciones diferenciales siguientes

dXi(í) = -X2(í)dí + Pi2(í)(dyi(*)
- X2dí) (4.52)

+(l/r)[Sn(í)
- 7-2(5n(í)522(í)Q22(í)

- 5i22(í)Q22(í))](V2(í)
-

Xi(í))dí,

dx2(t) = {[i + (7-2 - i)Qi2(t)]xAt) + [0.1 + (r2 - i)Q22(t)}x2(t)}dt

+P22(t)(dYx(t)
- X2(t)dt)

+(l/r)[512(í) + 7-2(5n(í).S22(í)gi2(í)
- 522(í)Qi2(í))](y2(*)

-

Xi(í))dí,

con X(í0) = P(X(*o) | P£)- y

T = 1 - 7-2(5n(í)Qn(í) + 2512(í)Qi2(*) + S22(t)Q22)(t)
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+7-4[5ii(f)522(í)(Qn(í)Q22(í) - Q22(í)) - S22(t)(Qn(t)Q22(t) - Q22(í))].

Las variables Py (í) , Qtj (t) y Sy (í) son elementos de P, Q y S, respectiv-amente, que están relacionan

por

P(t)
Pu(t) Pn(t)

Pi2(t) P22(t)
Q(t) =

Qu(t) Qi2(t)

Qn(t) Q22(t) .

S(t) =
Sn(t) S12(t)

'

Si2(t) S22(t)

Expresando las ecuaciones diferenciales de Riccati, correspondientes a Proposición 2A en función

de sus componentes, se tiene

PnW = 1 -

2PJ2(Í)
- P22(í)

Pi2(*) = Pn(í) + 0.1Pi2(í) -

P22(t) -

Pi2(t)P22(t)

P22(*) = 2Pi2(í) + 0.2P22(í)-P22(í),

con P(f0) = P((X(í0) -

X(ío))(X(í0) - X(í0))T | F%),

(4.53)

Qn(t) = -l-2Qi2(*)-g22(*)(7"2-l) (4.54)

Qi2(<) = (i + Pi2(*))Qn(í)
-

(o.í + p22(í))gi2(í)
-

g22(*) - <9i2(*)g22(*)(7-2 -

1)

42(*) = 2(1 + Pi2(*))Qi2(í)- 2(0.1 + P22(*))g22(*)-(3Í2(í)(7-2-l),

con condición terminal Q(tf) = 0 y

Sn(t) = -2(l + Pi2(t))S12(t)-rS2At)(j-2-l) (4.55)

Si2(t) = Suit) + (0.1
-

P22(í))*5i2(*)
-

(1 + Pi2(t))S22(t) + *Sn(*)-Si2(í)(7-2 - 1)

S22(t) = 25j2(í) + 2(0.1 -P22(í))522(í) + 5122(í)(7-2_1) + 1)

con condición inicial S(to) = P_1

4.4.3. Aplicación del Control Poo por Retroalimentación

De la Sección 2.6, se sabe que este tipo de controlador es aplicable sólo a sistemas lineales deter

minísticos (no estocásticos). Por lo tanto, para sintetizar un controlador Poo por retroalimentación, el

proceso deWienerWi (t) presente en (4.42)-(4.45) se considera nulo.

Teniendo en cuenta la suposición anterior, el sistema de control está dado por:

ü(t) = -Qn(t)xAt)
-

Q22(t)x2(t),

donde xx(t) y x2(t) son los estados el sistema dinámico

(4.56)

xx = -x2(t) + (1/A) [Su (t) - r¿Q22(t)(Sn(t)S22(t) - Sf2(t))](Y2(t) -

_i(í)), (4.57)
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¿2 -**■= [i + (7"2 -

l)Qi2 (í)]-i (i) + [0.1 + (7"2 -

l)Q22(t)]_2(t)

+(l/A)[Si2(í) + 7-2(Sn(í)S22(í)Qi2(*) - Si22(í)Qi2(í))](y2(í) - xi(t)),

con x(ío) ■*= 0. Las variables A, Qíj y Sy son igual a las establecidos para el controlador Poo en

promedio cuadrático (Control 1).

4.4.4. Parámetros de Simulación

La simulación numérica presentada en este apartado, consiste en la aplicación de los controladores

diseñados para el sistema (4.42)-(4.45), considerando los siguientes valores.

- Intervalo de tiempo: [0, 10s].
- Condiciones iniciales:

X(0) =
0.5

-0.5
X(0) = X(0) =

P(0) =
3 1

1 2
fí

0.4

-0.6

8 1

1 8

5(0)-

- Condición terminal:

Perturbaciones en £2:

Q(10) = A -
0 0

0 0

,(t)
0.5 + 0.1sen(18.85t)

V(l + *)

La simulación numérica se realiza en MATLAB, por lo cual el sistema (4.42)-(4.45) y los contro

ladores se pasan a la forma equivalente.

Los procesos *i(í) y $2(t) se simulan con el bloque que genera señales aleatorias con distribu

ción Gaussiana (se considera media cero y covarianza unitaria).

4.4.5. Resultados Gráficos

En esta sección se presentan de forma gráfica los resultados obtenidos
al implementar los contro

ladores Poo en promedio cuadrático al sistema estocástico (4.42)-(4.45),
así como también el contro

lador Poo por retroalimentación.

En la Figura 4.3 se gráfica la relación [\\Z(t) ||§/||w(t)ll_ + (*ó
- -Xo)TP(*¿ - Xo)]1/2 de 0 a 10

segundos. El parámetro X0 representa a las condiciones iniciales de cada controlador; es decir, Xo,

X0 y _0.

El valor de norma Poo obtenido al implementar ú(í),ü(í) y ú(í) son 1.016, 1.454 y 2.204, respec

tivamente. Por lo tanto, los controladores Poo en promedio cuadrático son mejores que el controlador

Poo por retroalimentación.
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|
I

0.5 '

—

usando u*

* '
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—

usando u"

4 6

Tiempo [s]

8 10

Figura 4.3: Norma Poo de <_(í) a Z(t).

Para corroborar los resultados de la Figura 4.3, en la Figura 4.4 y Figura 4.5 se presenta la dinámi

ca de Z(t) = [Zi(t), Z2(t)]T = [Xi(t),u(t)]T al implementar los tres controles (ü(t), ü(t) y ü(t)).

0.5

-0.5
-

-1.5

— — — usando uA

usando u~

usando u"

4 6

Tiempo [s]

Figura 4.4: Señal controlada: Z\(t) — X\(t).
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4 6

Tiempo [s]

Figura 4.5: Señal controlada: Z2(i) — u(t).

Por la simplicidad del algoritmo y menor norma Poo obtenida, es recomendable utilizar el con

trolador Poo en promedio cuadrático obtenido en Control 1.



Capítulo 5

Aplicación a un Helicóptero de Dos

Grados de Libertad

En este capítulo se presenta el diseño del filtro y controlador Poo en promedio cuadrático para el

helicóptero de dos grados de libertad. Así mismo, por medio de gráficas se ilustran los resultados al

implementar los algoritmos diseñados a nivel simulación.

5.1. Descripción del Sistema

El helicóptero de dos grados de libertad gira sobre el eje de inclinación a un ángulo 6 y sobre

el eje de rotación un ángulo tp. Como se muestra en la Figura 5.1, la inclinación se define positiva

cuando la parte delantera del helicóptero se eleva y una rotación positiva se define con un giro en el

sentido de las manecillas del reloj.

5.2. ModeloMatemático

5.2.1. Modelo No Lineal

(Jeq,p + ■nhelilcm)0 = KppVmp + KpyVm,y (5.1)

-mheuglcm. cos 6
- Bpé - mheul2m sin 6 cos 6tp2,

(Jeq¡y + Ttlhelillm C0S62)Í> = KyyVm,y + KypVm<p

-Bytp + 2mhelil2cm sin 6 cos OipÓ.

Especificaciones

■ Amortiguamiento viscoso equivalente sobre el eje de inclinación:

Beq,p = 0.800ÍV/V

55
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Figura 5.1: Helicóptero.

■ Amortiguamiento viscoso equivalente sobre el eje de rotación:

Beq¡y = 0.318N/V

Masa total en movimiento del helicóptero:

mheli
= 1.3872A-3

■ Distancia del centro de masa al eje de inclinación:

Z~n = 0.186m

■ Momento de inercia total sobre el eje de elevación:

Jeq,P = 0.0384fcp • m2

» Momento de inercia total sobre el eje de rotación:

Je(¡iy = O.O432A.0 • m2
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Constante de torque producido por el motor 1 sobre el eje de inclinación:

Kpp = 0.204N • m/V

■ Constante de torque producido por el motor 2 sobre el eje de rotación:

Kyy = 0.072W • m/V

Constante de torque producido por el motor 1 sobre el eje de rotación:

Km = 0.0068N • m/V

Constante de torque producido por el motor 2 sobre el eje de inclinación:

Kyp = 0.0219AT ■ m/V

Constante gravitacional:

g
= 9.81m/s2

5.2.2. Modelo Lineal

Para obtener el modelo lineal, se linealiza el sistema (5.1) en 0 — 0 y tp = 0, obteniendo la

siguiente representación en variables de estado

"

Xl

'

x2

2-3

X4

0 0 1 o

0 0 0 1

0 0 -Bp/Jp 0

0 0 0 -By/Jy

Xl

X2

2-3

X4

+

0 0

o o

Kpp/Jp Kpy/Jp

Kyp/Jy Kyy/Jy

''cm-COn Jp = Jeq,p + mhelil%n y Jy = Jeq,y + ™b.tlA¿c

El modelo de estado anterior considera el cambio de variable siguiente:

Ul

«2
(5.2)

"

xx r e i

x2 1> _i *m,p

xz e u2 v
Ym,y

X4 A .
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5.2.3. Sistema Estocástico Lineal

El modelo estocástico lineal se obtiene a partir del modelo linealizado (5.2), al cual se agrega la

parte estocástica y las perturbaciones determinísticas. Las matrices de poderación, correspondientes

al proceso de Wiener y a la perturbación determinística, son seleccionas de manera que el sistema

estocástico esté normalizado.

El sistema estocástico lineal correspondiente al helicóptero de dos grados de libertad está dado

por:

Ecuación diferencial estocástica

dX(t) =

+

0 o

o o

o o

o o

o

o

0.9024

0.0919

1

0

-9.2751

0

0

1

0

-3.4955

X(t)dt +

0 0

0 0

2.3667 0.0790

0.2410 0.7913

u(t)dt (5.3)

0 0 0 "I

0 0

0.0876 0

0

0
u)(i)dt +

0.8772 0 0

0

o

0.9024

0.0919

0

0

0.0876

0.8772

dWi(t)

con condición inicial

X(í0) = X0

-0.7069

0.0012

0

0

Procesos de observación

dYx

Y2(t) =

10 0 0

0 10 0
X(t)dt

■+
10'

0 1
dW

10 0 0'

0 10 0
X(t) +

"

c

c

0 1

0 0

0

1
w(t).

(5.4)

(5.5)

5.3. Aplicación del Filtro H^ en Promedio Cuadrático

El objetivo de esta sección es diseñar un filtro Poo en promedio cuadrático para estimar el ángulo

de elevación y rotación, de tal manera que se minimice
la relación entre la energía del vector error

de estimación y la energía de las perturbaciones mas un término que considera la incertidumbre en la

condición inicial.

5.3.1. Filtro Hoo en Promedio Cuadrático

Sea el sistema estocástico lineal (5.3)-(5.5) y el proceso por estimar

(5.6)
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Las matrices del sistema estocástico (5.3M5.5) cumplen con las suposiciones deSi, por esta razón

y por simpl icidad en las ecuaciones de filtrado se implementa filtro Poo en promedio cuadrático sujeto
a Proposición 2.1.

La solución al problema de filtrado se establece en el intervalo de tiempo [0, 80s], sobre el cual

sup
\\t________V_______)

IM^Illo.so] + (*o - X0)rP(X0 -

X0)^

1/2

<7, (5.7)

se debe cumplir. El nivel de atenuación 7 se fija en 1.1.

Mediante simulación, se verifica que las soluciones a las ecuaciones diferenciales de Riccati exis

ten.

Las condiciones iniciales consideradas son: Para la varianza del error de estimación

Pn =

y para S(t)

S0 =

10 0 0 0

o 10 o o

0 0 15 0

0 0 0 5

0.1

0.2

0.4

0.9

0.8 0.5 0.2

0.5 0.8 0.7

0.2 0.7 0.9

0.1 0.2 0.4

-1

Dado que el sistema cumple con las condiciones establecidas en Proposición 2.1, el filtro que

cumple (5.7) está dado por

dX =

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 -9.2751 0

0 0 0 -3.4955

X(t)dt (5-8)

+P(t)

r 1 0 1

0 1

0 0

0 0

+S(t)

'

1 0 ]
0 1

0 0

0 0

Y2(t)
-

dYi(t)

0 0 0

1 0 0

10 0 0

0 10 0
X(t)dt

X(t) )dt, X(ío) = X0

La matriz S(t) es la solución de la ecuación diferencial

■?(*) =

0 0 1

0 0 o

0 0 -9.2751

0 0 0

0

1

o

-3.4955

S(t) + S(t)

0 0 0

0 0 0

1 0 -9.2751

0 1 0

0.1745

-0.5236

-0.15

-0.4

0

0

0

-3.4955

(5.9)
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-S(t)

0.1736 0 0 0

0 0.1736 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

S(t) +

0 0 1 o

0 0 0 1

0 0 0.8220 0.1597

0 0 0.1597 0.7779

S(t0) = S0

mientras que P(t) está dada por

P(t) =

0 0 1 0

0 0

0 0

0

-9.2751

1

0
P(t) + P(t)

0 0 0 -3.4955

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 -9.2751 0

0 1 0 -3.4955

(5.10)

-P(t)

1 0 0 0 1

0 1

0 0

0 0

0 0
P(*) +

0 0 0 0

0 0 1 o

0 0 0 1

0 0 0.8220 0.1597

0 0 0.1597 0.7779

, P(*o) = Po*

5.3.2. Resultados Gráficos

Con el objeto de mostrar el desempeño del filtro diseñado, se obtienen los resultados gráficos

siguientes.

El sistema (5.3)-(5.4) es afectado por funciones determinísticas arbitrarias en C2 [0, 80] , mostradas

en la Figura 5.6. Es decir, el vector t_ (t) está dado por

-■(*) =
1 + *

0.1(1 -e-UJt)
0.1745

1 + *
0.0873(1

- e~u-") (5.11)

En Figura 5.2 y 5.3, se muestran las posiciones angulares reales y estimadas. Obteniendo exce

lentes resultados, lo cual es corroborado en la Figura 5.4 y 5.5.
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Figura 5.6: Perturbaciones en £2[0, 80s]

5.4. Aplicación del Control Hqo en Promedio Cuadrático

5.4.1. Control Poo en Promedio Cuadrático

Dado que el sistema (5.3)-(5.12) cumple con las suposiciones establecidas en Si, se aplica el

controlador Poo en promedio cuadrático de acuerdo a Proposición IA; tal que la relación entre la

energía del vector Z(t) y la energía del vector de perturbaciones oj(t) sea menor que 7 = 1.5238,

considerando nula la ponderación del estado final (A = 0).

La señal por controlar es:

Z(t) =

1 0 0 0
" '

0 0

n 1 0 0 0 0

0 0 0 0
X(í) +

1 0

0 0 0 0 0 1

u(t). (5.12)

Aplicando el controlador establecido en Proposición IA, la ley de control está dada por

u(t)
O O 2.3667 0.2410

O O 0.0790 0.7913
Q(t)X(t), (5.13)

donde X(í) es descrito por la dinámica

dX(t) =

O O

1

O

-9.2751

O

O

1

O

-3.4955

+

0 0 0 o

000 o

O O -5.2535 -0.5641

O O -0.5641 -0.3492

Q(t) X(t)dt
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+P(t)

r i 0 1

0 i

0 0

0 0

(dYAt)
10 0 0

0 10 0
X(t)dt\ (5.14)

+(I4-1¿S(t)Q(t))-íS(t)

[10]
0 1

0 0 (V2(*) -

0 0

10 0 0

0 10 0 -*(*)) dt.

Las funciones matriciales P(t), Q(t) y S(t) son las soluciones a las ecuaciones diferenciales de

Riccati siguientes:

P(t) =

0 0 1

0 0 o

0 0 -9.2751

0 0 0

0

1

o

-3.4955

P(t) + P(t)

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 -9.2751 0

0 1 0 -3.4955

-P(t)

1 0 0 0 1

0 1

0 0

0 0

0 0
P(í)+

0 0 0 0

0 0 1 o

0 0 0 1

0 0 0.8220 0.1597

0 0 0.1597 0.7779

(5.15)

Q(t) =
-

"

0 0 0 0 '00 1 0

0 0

1 0 -

0

-9.2751

0

0
Q(t)

-

Q(t)
0 0 0 1

0 0 -9.2751 0

0 1 0 -3.4955 0 0 0 -3.4955

'

0 0 1 0 "10 0 0'

+Q(t)
0 0

0 0

0 1

5.2535 0.5641
Q(t)~

0 10 0

0 0 0 0

0 0 0.5641 0.2 492 0 0 0 0

(5.16)

S(t) =

0 0 1

0 0 o

0 0 -9.2751

0 0 0

0

1

0

-3.4955

S(t) + S(t)

0 0 o

0 0 o

1 0 -9.2751

0 1 0

0

0

0

-3.4955

-S(t)

0.5693 0 0 0

0 0.5693 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

S(t) +

0 0 1 o

0 0 0 1

0 0 0.8220 0.1597

0 0 0.1597 0.7779

(5.17)
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Si se analiza el Hamiltoniano correspondiente a la ecuación diferencial (5.16),

Poo =

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 -9.2751 0 0 0 -5.2535 -0.5641

0 0 0 -3.4955 0 0 -0.5641 -0.3492

-1 0 0 0 0 0 0 0

0 -1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 -1 0 9.2751 0

0 o o 0 -1 3.4955

(5.18)

se obtiene los siguientes valores propios:

9.2718, -9.2718, 3.4914, -3.4914, 0.2622, -0.2622, 0.1451, -0.1451.

Para (5.17), el Hamiltoniano asociado es:

--'oo
—

0 0 0 0 -0.5693 0 0 0

0 0 0 0 0 -0.5693 0 0

1 0 -9.2751 0 0 0 0 0

0 1 0 -3.4955 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 -1 0

0 0 0 0 0 0 0 -1

0 0 -0.8220 -0.1597 0 0 9.2751 0

0 0 -0.1597 -0.7779 0 0 0 3.4955

(5.19)

con valores propios:

9.2748, -9.2748, 3.4903, -3.4903, 0.1913, -0.1913, 0.0720, -0.0720.

Dado que los valores propios de los Hamiltoniano son reales, se afirma que la solución Q(t) y

S(t) existen. Sin embargo, al resolver (5.16) en MATLAB, la solución diverge aproximadamente en

5.74 segundos. Este problema ocurre debido a la exactitud con la que se debe establecer la condición

inicial Q(0).
Como solución alterna, se aplica el control Poo en promedio cuadrático para un intervalo de

tiempo infinito.

5.4.2. Aplicación del Control Poo en Promedio Cuadrático en Estado Estacionario

Dado que el sistema (5.3)-(5.12) cumple con §3, se implementa un controlador admisible para

resolver el problema de control H_nfty.

Este controlador considera el estado estacionario de (5.15), (5.16) y (5.17) de acuerdo a [24]. A

continuación se presenta P(t), Q(t) y S(t) en estado estacionario.

limt->ooP(t) = Poo-

0.0962 0.0138 0.0047 0.0034

0.0138 0.2434 0.0013 0.0297

0.0047 0.0013 0.0443 0.0125

0.0034 0.0297 0.0125 0.1111

(5.20)
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lim,t—>0OQ(t) = Qoo =

4.4126 -1.1264

-1.1264 6.6877

0.4643 -0.1214

-0.3218 1.8332

0.4643 -0.3218

-0.1214 1.8332

0.0494 -0.0347

-0.0347 0.5133

(5.21)

limt-,ooS(t) — Soo =

0.1277 0.0184 0.0047 0.0034

0.0184 0.3252 0.0013 0.0302

0.0047 0.0013 0.0443 0.0125

0.0034 0.0302 0.0125 0.1112

(5.22)

Para asegurar la existencia del controlador en el intervalo de tiempo infinito se realiza el siguiente

análisis.

Valores propios de Poo: {0.0416, 0.0952, 0.1072, 0.2511}.
Valores propios de Qoo: {0.0006, 0.01, 4.0233, 7.6292}.
Valores propios de A

- (PiPf - -y^B^^Q^: {-9.2718, -3.4914, -0.2622, -0.1451}.
Valores propios de Soo: {0.0418, 0.1091, 0.1264, 0.3311}.
Valores propios de A

- Soo(C$C2 - j-2GTG): {-9.2748, -3.4903, -0.0720, -0.1913}.
El máximo valor propio de QooSoo es 2.3215 y j2 igual que 2.3220.

De los valores propios obtenidos se verifica que se cumplen las condiciones de la Proposición 3^4;

por tanto, el controlador Poo en promedio cuadrático en estado estacionario existe y tiene la forma

siguiente:

u(t)
-1.0212 -0.1545 -0.1087 -0.0416

0.2179 -1.4410 0.0235 -0.4034
Mt), (5.23)

donde X(t) es el estimado que satisface la ecuación diferencial siguiente.

dX(t) =

-0.39341 14.510

14.510 -1623.9

-2.1334 -15.625

2.4802 -294.98

+

0.0962

0.0138

0.0047

0.0034

0.0138

0.2434

0.0013

0.0297

dYi +

1 0

0 1

-9.5153 -0.1073

0.0158 -3.6552

0.29716 -14.524

-14.524 1623.7

-.12886 15.227

-2.6331 294.38

X(t)dt

Y2dt,

(5.24)

suponiendo la condición inicial X(0) = [0.1745, -0.5236, -0.15, -0.4]T

5.4.3. Resultados Gráficos

En esta sección, se presentan los resultados gráficos obtenidos al aplicar la ley de control (5.23)

al modelo no lineal que describe la dinámica real del helicóptero de dos grados de libertad.
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La dinámica de la señal por controlar, conformado por las posiciones angulares y entradas de

control, se presenta en las Figuras 5.7-5. 10, en las cuales se aprecia que las señales tienden a disminuir

su tamaño con forme transcurre el tiempo.
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Figura 5.7: Ángulo de elevación
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Figura 5.8: Ángulo de rotación
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Figura 5.9: Voltaje para controlar la elevación

Figura 5.10: Voltaje para controlar la rotación

Aplicando la ley de control sobre la planta no lineal, la norma infinito
del sistema en lazo cerrado

en cada instante del tiempo se muestra en la Figura 5. 1 1 . El valor máximo alcanzado es 0.778, el cual

cumple con el nivel de atenuación requerido.
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Figura 5.11: Norma Poo del sistema en lazo cerrado: l|**||a/||w||a

Las perturbaciones, empleadas para afectar la dinámica de la planta, se muestran en la Figura

5.12. Se observa que éstas son funciones cuadrado integrables acotadas en el intervalo [0, oo).
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Figura 5.12: Perturbaciones en £2[0, oo)
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Capítulo 6

Conclusiones y Trabajo Futuro

6.1. Conclusiones

Con el desarrollo de este trabajo se han obtenido algoritmos para el controlador y el filtro en

el sentido de la teoría Poo para sistemas estocásticos lineales afectados por perturbaciones en £2,

considerando intervalos de tiempo finito e infinito.

Los algoritmos desarrollados son sub-óptimos, puesto que sólo logran satisfacer un nivel de de

sempeño especificado. Por otro lado, si se consigue el mínimo en la atenuación entre la señal objetivo

y la perturbación en £2, se dice que el controlador o filtro es óptimo.
Para evaluar el desempeño de los algoritmos desarrollados, éstos se probaron a nivel simulación

en dos sistemas estocásticos lineales dados; además se compararon con el controlador y el filtro Poo

para los correspondientes sistemas determinísticos, obteniéndose niveles de atenuación menores con

los algoritmos propuestos.

Finalmente los algoritmos desarrollados se aplicaron al helicóptero de dos grados de libertad,

obteniéndose resultados satisfactorios.

6.2. Trabajo Futuro

Como trabajo futuro se propone, obtener el algoritmo de control y del filtro Poo en promedio

cuadrático para sistemas estocásticos no lineales afectados por perturbaciones en C2.
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Apéndice A

Optimización

La información presentada en este apéndice es tomado de [4].

A.1. Variación

La variación es una generalización de diferenciación, que es de gran utilidad en la teoría de control

óptimo. Con esta herramienta es posible calcular la diferenciación de una función escalar real con

respecto a una variable dependiente del tiempo.

Sea J(x) una función escalar real. Se dice que J(x) tiene un mínimo local en x* si y sólo si

J(x* + Sx) > J(x*) (A.1)

para todo Sx suficientemente pequeño. Una forma equivalente de establecerlo es que

AJ(x*,Sx) = J(x" + Sx) - J(x*) > 0.

Expresado J(x* + Sx) en una serie de Taylor alrededor de x", la condición de optimalidad (A.1)

puede ser escrita por

AJ(x\ Sx) = J(x" + Sx)
- J(x*) = ^p-Sx +

d

J¿Pdx2 +O>0 (A.2)

donde O incluye los términos de alto orden. Cuando J es una funcional (una función escalar real de

funciones), Sx se llama la variación de _, y el término en AJ que es lineal en Sx se llama la variación

de J y se denota con 5J(x",5x). La variación de J es una generalización de la diferencial y puede

ser aplicado a la optimización de una funcional.

La condición necesaria para que x* sea un mínimo local, es que 5J(x" , Sx) sea cero en x* para

todo Sx. La condición anterior es sólo aplicable a problemas de minimización sin restricciones. Si el

problema es con restricciones (la función de costo está sujeta a las restricciones sobre el estado y el

control) es necesario formularlo como un problema de minimización sin restricciones.
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A.2. Multiplicadores de Lagrange

El procedimiento para dar solución al problema de optimización con restricciones por medio de

la solución del problema de optimización sin restricciones se llama método de multiplicadores de

Lagrange. Considérese el problema en el cual se desea minimizar J(~), donde x es un vector, tal que

c(x) = 0. (A.3)

La ecuación (A.3) establece una superficie en el espacio de x. Las condiciones necesarias para la

optimización de J(x) en el punto x* es que x* satisfaga (A.3) y que la derivada direccional de J(x)

en x* sea cero en todas las direcciones de la superficie. La segunda condición se cumple si el gradiente

de J(x) es normal a la superficie en x*. Por lo tanto, la segunda condición se cumple si el gradiente

de J(x) es paralelo al gradiente de c(x) en _v, es decir

djp+PSSp = 0, (A.4,
OX ox

para algún escalar p. Ecuación (A.3) y (A.4) forman un conjunto de condiciones necesarias para dar

solución al problema de optimización con restricciones. Las condiciones (A.3) y (A.4) pueden ser

obtenidas como la solución a un problema de optimización sin restricciones con la función de costo:

Ja(x,p) = J(x)+pc(x), (A.5)

donde p es el multiplicador de Lagrange.

Con la nueva formulación del problema se puede aplicar la condición para que x* sea un mínimo,

tal como se estableció en el Apéndice A.1.

El método de multiplicadores de Lagrange se aplica en la Sección 2.5, para dar solución al pro

blema de control de información completa.

A.3. Juegos Diferenciales

Un controlador Pqo óptimo minimiza la ganancia del sistema, cuando se presenta la peor per

turbación. Este problema puede ser visto como un juego con dos participantes: el diseñador, quien

trata de obtener un control que minimice la ganancia, y la naturaleza, que busca una perturbación

que maximice la ganancia. Juegos de este tipo son juegos diferenciales cuando la dinámica del juego

está descrita por ecuaciones diferenciales.

Un juego diferencial está descrito por la dinámica del juego y la función objetivo. La dinámica

del juego es modelada por la ecuación de estado:

x(t) = Ax(t) + Bxu(t) + B2w(t), (A.6)

donde u(t) es la entrada de control, la cual es seleccionada por el diseñador, y u>(t) es la perturbación

seleccionada por la naturaleza. La función objetivo es una función real (no necesariamente definida

positiva) del estado, el control y la perturbación:

J{x(t),u(t)Mt)}. (A.7)
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La solución del juego diferencial consiste de una trayectoria de control óptima u*(t) y de la pertur
bación entrante en el peor caso uj*(t). Esta solución es necesariamente un punto silla de la función

objetivo, la cual se define por la desigualdad siguiente:

J{x(u*,u),u*(t),uj(t)} < J{x(u",u*),u*(t),u*(t)} < J{x(u,LU*),u(t),u>*(t)}. (A.8)

El estado en función de las entradas, hace énfasis en que depende completamente del control y de la

perturbación (con condición inicial cero para el estado).

Un punto silla se puede definir también como el argumento del problema mini-max:

mín(máxJ{x(u, u>),u(t),uj(t)}.

Los multiplicadores de Lagrange pueden ser usados para convertir un problemamini-max con restric

ciones en uno sin restricciones de orden superior. Agregando la ecuación (A.6) a la función objetivo

(A.7) se obtiene la función objetivo aumentada:

Ja(x,u,uj,p) = J(x, u,u,)+ / pT(t){Ax(t) + Bau(t) + Buuj(t)-x(t)}dt. (A.9)
Jo

Una condición necesaria para un punto silla es que la variación de la función objetivo aumentada (con

respecto a la perturbación en el estado, al control, la perturbación y el multiplicador de Lagrange) sea

cero.
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