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Abstract

This thesis provides a solution to the filtering and control problems for linear stochastic systems
affected for integral-quadratically bounded disturbances, under the approach of the H, theory. As
result, the existence conditions for the filter and controller were obtained, as well as its respective
algorithms.

In order to evaluate the synthesized algorithms performance, these are compared against the Ho,
filter and controller available for deterministic systems via numerical simulations.

Finally, the obtained algorithms are applied to the linear stochastic model corresponding to the
helicopter of two degrees of freedom to stabilize the system by the controller, and estimate the angular
positions by means of the filter, as well as its respective algorithms, so that meets certain performance
measure.






Resumen

En esta tesis se da solucién al problema de filtrado y control para sistemas estocésticos lineales
afectados por perturbaciones de energia finita, bajo el enfoque de la teoria Hy,. Como resultado,
se obtienen las condiciones de existencia para el filtro y el controlador, asi como sus respectivos
algoritmos.

Para evaluar el desempeiio de los algoritmos sintetizados, éstos son comparados con el filtro y
controlador H, para sistemas lineales deterministas mediante simulaciones numéricas.

Finalmente los algoritmos obtenidos se aplican al modelo estocéstico lineal de un helicéptero de
dos grados de libertad para estabilizar el sistema por parte del controlador, y estimar las posiciones
angulares por medio del filtro, de tal forma que se minimize el criterio de desempefio respectivo.
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Capitulo 1

Introduccion

El problema de control y de filtrado desde un enfoque de la teoria Hyo, ha sido ampliamente
estudiado desde la década de los ochenta, por presentar propiedades de robustez y optimizacién, lo
cual hacen de este estudio un tema de gran importancia aiin en la actualidad. La técnica de control Hy,
para sistemas en espacio de estado, fue introducida y publicada por J. C. Doyle et al. en 1989 en [12].
Mientras que el problema de estimacién H,, fue tratado en los articulos [33], [27] y [21]. A partir
de [12]-[21], se establecié una base para tratar consistentemente el problema de control y filtrado en
el sentido de la teoria H, del cual se han publicado una gran variedad de resultados respecto a este
tema para diferentes sistemas (ver por ejemplo,para control [22], [24], [10], [29], [32], [34], y para
filtrado [23], [5], [19], [31], [7], (301, [28], [8], [111], [36], [35], [6], [1], [2]).

El filtrado y control H, es un problema de maximizacién y minimizacién, puesto que se trata
de minimizar el efecto producido por la mixima perturbacién que pudiera afectar la dindmica del
sistema.

En esta tesis, se da solucién al problema de filtrado y de control para sistemas estocasticos lineales
afectados por perturbaciones deterministicas (perturbaciones de energia finita), bajo el enfoque de
la teoria Hy,. Como resultado, se obtienen algoritmos para el filtro y el controlador, asi como sus
respectivas condiciones de existencia.

El sintetizar un controlador y filtro H, para sistemas estocasticos lineales presenta ventajas sig-
nificantes en lo tedrico como en lo prictico, ya que permite tratar problemas de control y filtrado para
sistemas estocdsticos lineales variantes en el tiempo. Ademds, son algoritmos 6ptimos (respecto a un
nivel de atenuacién) y de dimensidn finita.

Los algoritmos de control y filtrado desarrollados en esta tesis, son comparados con los existentes
para sistemas lineales variantes en el tiempo, con el propdsito de mostrar el desempefio de cada uno
en un sistema estocastico lineal.

Finalmente los algoritmos disefiados se aplican en un helicéptero de dos grados de libertad para
estimar el 4ngulo de elevacién por parte del filtro, y estabilizar el sistema con el controlador.

El contenido de esta tesis se organiza de la siguiente manera:

En Capitulo 2, se presentan conceptos relacionados con la teoria de la probabilidad, procesos
estocésticos, sistemas lineales y teoria Ho,. Ademds, se incluye de forma detallada la sintesis del
filtro de Kalman-Bucy, controlador H, de informacién completa, filtro Hy, y el controlador H, por
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retroalimentacién, todos estos algoritmos para sistemas lineales variantes en el tiempo.

El Capitulo 3 muestra el andlisis para la obtencién del filtro H,,, en promedio cuadratico sub-6pti-
mo para un sistema estocdstico lineal variantes en el tiempo, en presencia de perturbaciones cuadrado
integrables acotadas, asi como la aplicacién a un sistema estocdstico lineal particular, con la finalidad
de verificar el desempeiio del filtro sintetizado frente al filtro H, central sub-6ptimo. El andlisis se
establece para intervalos de tiempo finito e infinito.

El Capitulo 4 presenta el anilisis para la obtenci6n de un controlador H, en promedio cuadritico
sub-6ptimo central para sistemas estocésticos lineales variantes e invariantes en el tiempo, en presen-
cia de perturbaciones deterministas cuadrado integrables acotadas, afectando el sistema y la medicién.
Ademds, se muestra mediante un ejemplo la aplicacién de la ley de control y la robustez del contro-
lador para un sistema estoc4stico lineal; asi mismo se compara con un control H, sub-6ptimo central
disefiado para el sistema determinista correspondiente. El andlisis se establece para un intervalo de
tiempo finito cuando el sistema es variante en el tiempo, e infinito para sistemas invariantes en el
tiempo.

En el Capitulo 5 se aplican los algoritmos desarrollados a un helicéptero de dos grados de libertad
y se prueban a nivel simulacién.

Finalmente, el Capitulo 6 presenta las conclusiones del presente trabajo, ademds se plantea el
trabajo futuro.

Adicionalmente, en el Apéndice A, se incluyen conceptos bésicos de variacién, multiplicadores
de Lagrange y juegos diferenciales; y en el Apéndice B, se enlistan las publicacién realizadas que son
producto de este trabajo.



Capitulo 2

Fundamentos Teoricos

En este capitulo se presentan los conceptos bésicos necesarios, para el estudio y andlisis de los
temas expuestos en los capitulos siguientes. Las fuentes consultadas principalmente son: para pro-
babilidad y procesos estocasticos ([13], [26], [17] y [3]); sefiales y sistemas ([9], [21] y [15]) y para
control Hy, y filtro Hy, ([4], [9], [24],[14], [12] y [21]).

2.1. Probabilidad y Procesos Estocasticos

Definicion 1. La tripleta (2, F, P) se le conoce como espacio de probabilidad asociado con un
experimento aleatorio, donde:

(i) §2 es el conjunto de todos los posibles resultados del experimento aleatorio, y se conoce como
espacio de muestreo.

(ii) F es una familia de subconjuntos de §2, el cual tiene la estructura de una o-algebra:

a) FEF,
b) Si A € F, entonces su complemento A€ también pertenece a F/,
c) A1, As,... € F=UR A, e F.
(iii) P es una funci6n la cual asocia un nimero P(A) a cada subconjunto A € F con las siguientes
propiedades:
a) 0< P(4) <1,
b) P(Q) =1,
c) Para cualquier secuencia Aj, Ay, ... de subconjuntos disjuntos en F (es decir, A;NA; = &
sii# j),
oo oo
P(J4) =" P(4y).
=1

i=1



4 Fundamentos Teéricos

Definicién 2. Un espacio de probabilidad se define completo si para cada subconjunto de un
conjunto nulo (P(N) = 0), éste pertenece a la o-4lgebra F' y obviamente tiene probabilidad cero
(MCN=MeFyP(N)=0).

Definicién 3. Si (2, F, P) es un espacio de probabilidad, entonces la funcién Y : @ — R se
define F-medible si

YIU) = {we®;Y(w) e U} €F,
para todos los conjuntos abiertos U € R™
Definicién 4. Una variable aleatoria X = X (w) es una funcién F-medible. Es decir, para todo

ndmero real k, la desigualdad
X(w) <k
define un conjunto w cuya probabilidad est4 definida.

Definicién 5. Un proceso estocéstico X (t) = {X;(w),t € T,w € Q} es una coleccién parametriza-
da de variables aleatorias, definidas sobre un espacio de probabilidad (Q2, F, P). El pardmetro 7' re-
presenta al conjunto {¢ : t > 0}.

Proceso de Wiener y Ruido Blanco

El proceso de Wiener o cominmente llamado movimiento Browniano es un ejemplo de un proce-
so estocdstico. Fue determinado por el boténico inglés Robert Brown y representa el movimiento de
una particula de polen inmersa en liquido. Actualmente el proceso se usa en muchas édreas de la cien-
cia como la fisica, la biologia, la economia o las finanzas. A continuaci6n se presenta una definicién
del proceso de Wiener.

Definicién 6. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y {F}}+>0 una familia de sub o-4lgebras
de F crecientes, es decir, F; C F}, s < t. Un proceso estocdstico W (t) = {Wi(w),t € T,w € Q} es
un proceso de Wiener estdndar sobre (2, F, P) si satisface las siguientes condiciones:

1. POW(0)=0) =1,

2. Para0 < s < t < oo, los incrementos W (t) — W(s), tienen distribuciones Gaussianas con
media cero y varianza t — s; es decir, tiene incrementos estacionarios.

3. Para0 < s < t < o0, el incremento W (t) — W(s) es independiente de Fj; es decir, tiene
incrementos independientes.

Definicién 7. El Ruido Blanco se define como un proceso £(t), t € R tal que sus incrementos £(t+
s) —&(t) tiene distribucién normal y son estacionarios, la esperanza de £(t) igual a cero (E[£(t)] = 0)
y tal que su funci6n de densidad espectral f(\) (transformada de Fourier de la funcién de correlacién)
es constante e igual a:

FO) = — / T eomdt= S VAeR
L A T o ek

donde ¢ > 0y C(t) = E[£(s)&(t + s)] la funci6n de covarianza de £(t).
La relacién entre el ruido blanco y el proceso de Wiener es la siguiente

t
W(t) = /0 £(s)ds



2.2 Seiiales y Sistemas S

o bien
dW (t) = &(t)dt.

Esta 1ltima expresi6n es en el sentido de funciones generalizadas y no en el sentido usual de
ecuaciones diferenciales ordinarias, pues el proceso de Wiener W (t) no es diferenciable en ningiin
punto.

2.2. Seiiales y Sistemas

Definicién 8. Una sefial f(t) es una funcién medible, que realiza una transformacién de R a R™.

Es decir,
f@t):R—-R"

Definicién 9. La norma 2 de una sefial f(t) en el intervalo de tiempo [0, ¢¢], estd dada por

t 1/2
£ () la0.,) = { /0 " f(t)dt}

Sit; = oo lanorma 2 para f(t) es

0o 1/2
1 ®)ll2o00) = { I f(t)dt}

La norma 2 sirve para medir la energfa de una sefial.
Definicién 10. Lo se define como el espacio 2 de Lebesgue, el cual representa el conjunto de
sefiales f(t) con energia finita. Si £, se define en el intervalo [0, ¢¢], se representa como

Lo[0,t5] = {7(t) € Sy : I fllz o) < 0}

donde St = {f(t) : f(t) =0 para todo ¢ < 0}.

Una sefial f(t) estd en Ly[to,ty] si y s6lo si la sefial desplazada en el tiempo g(t) = f(¢ + to)
estd en Lo[0,t5 — to].

El espacio de Lebesgue en un intervalo infinito es definido por

£L5[0,00) = {£(t) € S+ : [Ifllz0,00) < 0}

Definicién 11. Un sistema es una transformacién desde el espacio de la sefial de entrada al espacio

de la seiial de salida:
G: 81 — 82

tu— y = Gu.

Definicion 12. Un sistema se dice que es casual si la salida y hasta el tiempo ¢; s6lo depende de
la entrada u hasta 1, para cada t;.



6 Fundamentos Teéricos

Definicién 13. Si la respuesta a la entrada desplazada en el tiempo u(t —t1) es y(t—t1), el sistema
se llama invariante en el tiempo.

Definicion 14. Un sistema G es estable si y = Gu estd en L£3[0,00) siempre que u esté en
L5[0, 00).

Definicién 15. Un sistema G : S; — S es lineal si
G(au; + Bug) = aGu; + BGug
para todo escalar ¢, 3 y para toda ug, ug € Si.

Definicién 16. La norma infinito de un sistema G estd dado por el supremo

G = supy——-
IGyulleo w0 [[ull2

Considere el sistema lineal en variables de estado:

SL: 2 = A(t)z(t)+ B(t)u(t), z(0)=zo
y(t) C(t)=(t) + D(®)u(t), te[0,¢y]

donde z(t) € R™ es el estado, y(t) € R™ es la salida medida y u(t) € R! es la entrada de
control. Se supone que las matrices A(t), B(t) y C(t) son funciones continuas acotadas de dimensi6n
apropiada.

Definicién 17. El sistema (SL) se dice que es estabilizable si existe una funcién acotada K(t)
tal que el sistema (t) = (A — BK)(t)z(t) es exponencialmente estable. Se usar4 la terminologfa
(A(t), B(t)) estabilizable para denotar esta propiedad.

Definicién 18. El sistema (SL) se dice que es detectable si existe una funcién acotada L(t) tal
que el sistema #(t) = (A — LC)(t)z(t) es exponencialmente estable. Se usard la terminologia
(C(t), A(t)) detectable para denotar esta propiedad.

Definicién 19. El sistema adjunto asociado a (SL) se define como

z(t) = AT()Z(t) + CT())F(1), (to)
a(t) = BT(t)z(t) + DT (£)i(t).

Una propiedad importante del sistema adjunto y SL, es que la norma dos e infinito para ambos

sistemas es igual.



2.3 Filtro de Kalman-Bucy 7

2.3. Filtro de Kalman-Bucy

Planteamiento del Problema
Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad completo, con una familia de o-4lgebras Fi, t > to con-
tinuas por la derecha y crecientes, y sea (Wi(t), Fy,t > to) y (Wa(t), Ft,t > to) procesos de
Wiener independientes, con media cero y covarianza unitaria. Considérese el proceso estocdstico
[XT(t), YT (2)]T descrito por las ecuaciones diferenciales estoc4sticas de Itd

dX(t) = A(t) X (t)dt + B(t)dWi(t), X(to) = Xo, 2.1

dYi(t) = C(t) X (t)dt + D(t)dWy(t), (2:2)

donde X (t) € R™ es el proceso estocdstico no observable, Y; () € R™ es el proceso observable, A(t),

B(t), C(t) y D(t) matrices conocidas variantes en el tiempo y de dimensién adecuada. La condicién
inicial X (¢o) es una variable aleatoria Gaussiana, tal que X (to), W1 (t), W2(t) son independientes.

Considerando la relacién entre un proceso de Wiener y el ruido blanco, el sistema (2.1)-(2.2) se
representa de forma equivalente (ver, [13],Seccién 5.1) por:

X(t) = AWX () + BO¥1(2), X(to) = Xo, @3)
Fi(t) = C(O)X () + D) Ta(t), 2.4)

donde ¥, (t) y ¥2(t) son procesos de ruido blanco Gaussiano.

El problema de estimacion se centra en determinar el estimado X (t) del | proceso estocdstico X (),
que minimice la esperanza condicional del proceso estocdstico (X (t) — X (¢))T(X (t) — X(t)) con
respecto a la o-dlgebra F; generada por los valores del proceso observable Y = {Y71(s),to < s < t},
en el intervalo de tiempo [to, t]. Es decir, minimizar

E[(X () - X®)T(X(t) - X() | ] (2.5)

en cada instante de tiempo £.
La Figura 2.1 muestra a través de un diagrama a bloques, la interconexién de la planta (2.3)-(2.4)
y el filtro que da solucién al problema de estimacién.

w(t) —> Planta |—x®

Y

Filtro —M(0)

Figura 2.1: Configuracién del filtro de varianza minima.



8 Fundamentos Tedricos

Solucién
De acuerdo a ([26], Subseccién 5.10.2) el estimado X (t) que minimiza ecuacién (2.5), estd dado
por
X(t) = E[X(®) | FY), 2.6)

que es el estimado Gptimo de X (t) y se representard con M (t). La efectividad del estimador es
caracterizada por la varianza condicional del error de estimacién

P(t) = E[(X(t) - ME))(X () - M&)T | F]. @7

La solucién propuesta se basa en las férmulas diferenciales de Itd para la esperanza condicional
E[X(t) | FY]y su varianza P(t) [26], tal como se muestra a continuaci6n.
La diferencial estocdstica del estimado 6ptimo M (t), estd dada por

dM(t) = E[A(t) X (t)|FY )dt + E[X (£)(C(£) X (t) — E[COX @)Y )T |F]
x(D(t)DT (t))"1(dYi(t) — E[C(¢) X (t)|FY ]dt). (2.8)

Teniendo en cuenta (2.7) y reemplazando E[X (t)| F¥] por el estimado 6ptimo, la ecuacién (2.8)
se simplifica a

dM(t) = A(t)M(t)dt + P(t)CT (¢)(D(¢)DT (t)) " (dYa(t) — C(t)M(t)dt), 2.9)

En el caso de la varianza del error de estimacién, la diferencial estocéstica se define como
dP(t) = {E|(X(t) - M(£))(A®) X (£)T|FY] (2.10)
+E[AM)X (£)(X(t) - M(8))T|FY] + B@)B (t)
~E[X(t)(C(t)X(t) - E[CH)X ®)|FY DTIF (D) DT (¢)~
xE[(C(t)X (t) — E[C(t)X (8)|[FY ) XT ()| F 1}dt
+E[(X(t) — M(£))(X () - M(£))(C()X(t) - E[CO)X OIFY )T |FY]
x (D(t)DT (1))~} (Y1 (t) — E[C(£)X (t)|F]db).
Aplicando la definicién de M (t) y P(t) en la ecuacién anterior, se tiene
dP(t) = {P(t)AT(t) + A(t) P(t) + B(t)B" (¢) @11)
—P@i)CT(t)(D(t)DT ()~ C(t) PT (1) }dt
+E[(X(t) - M(9)(X(8) - M(®)(X(t) - M(®)T|1FY[(D@&DT ()~
x(dY1(t) — C(t)M(t)dt).

Dado que (2.11) atn depende de la variable a estimar X (t), se lleva a cabo el siguiente andli-

sis. Sabiendo que el proceso de observacién es lineal, el proceso de innotvacién w(t) = Yi(t) -
t t — -

JE cyM(t)dt = [, C(6)X (t)dt+ [, D(t)dWa(t)— [, C()M (t)dt = Ji, CO(X(2)-M(2))di+
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ftto D(t)dW, es un proceso de Wiener con respecto a las observaciones (ver, por ejemplo, [20], férmu-
la 31 y el pérrafo siguiente). Por lo tanto, la variable aleatoria C(t)(X (t) — M (t)) es condicionalmente
Gaussiana con respecto a las observaciones para todo t > to. Si la matriz C~1(t) existe, entonces la
variable aleatoria X (t)— M (t) también es condicionalmente Gaussiana para todo t > o ([25],Secci6n
5.3). Por lo anterior, se establecen las siguientes consideraciones:

= El tercer momento E[(X (t) — M (t))(X (t) — M(t))(X(t) — M(t))T|FY] de X (t) — M (t) es
igual a cero.

» Todos los momentos condicionales impares de X (t) — M(t) son igual a cero: E[(X(t) —
M())|F)] = E[(X(t) - M(t)}|FY] = ... = 0.

= Todos los momentos condicionales pares de X (t) — M (t) son diferentes a cero y son funcién
de P(t): E[(X(t) - M(1))*|FY] = P(t),E[(X(t) - M®))*|FY] = 3P(t), E[(X(t) -
M())8|FY] = 15P3(t),...etc.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, la ecuacién diferencial para la varianza en
funcién de P(t) y M(t), viene dada por

dP(t) = (P(t)AT(t) + A(t) P(t) + B(t)BT (t) 2.12)

—P@)CT(t)(D(t)DT (1) "' CX)P(®))dt,

Las ecuacion (2.9) y (2.12) conforman el filtro 6ptimo, mejor conocido como filtro de Kalman-
Bucy [16].

La matriz C(t) no necesariamente debe ser invertible para obtener las ecuaciones de filtrado. Por
otro lado, D(t) DT (t) debe ser invertible.

Considerando las ecuaciones (2.3)-(2.4), la dindmica del estimado 6ptimo est4 dada por:

M(t) = AWM (1) + P)CT ()(D()DT (1))~  (Fa(t) — C(1) M (2)), (2.13)

En la Figura 2.1 muestra de forma esquemitica el filtro de Kalman-Bucy, utilizando la repre-
sentacion equivalente (ecuacién 2.13).
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Y (® —ﬁT'— C®

POCOD D)

— M(t)

[~ ]
) 4

A

A®

Figura 2.2: Filtro de Kalman-Bucy.

24. Control H,, de Informacion Completa

Consiste en un controlador que minimice la norma infinito, en un sistema en lazo cerrado, de la
perturbacién entrante a la sefial controlada, suponiendo que los estados del sistema y las perturba-
ciones estdn disponibles para la retroalimentacién, como se muestra en la Figura 2.3.

w(t) z(®)
| Planta
u(t) x(t) tw(t)
Controlador

Figura 2.3: Configuracién del control H, de informacién completa.

Formulacién del Problema
Considérese el sistema a controlar, representado en variables de estado

i(t) = A(t)z(t) + Bi(t)u(t) + B2(t)w(t); z(0)=0 (2.14)
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2(t) = G(t)z(t) + H(t)u(t), (2.15)

donde z(t) € R" es el estado del sistema, z(t) € R es la sefial por controlar, u(t) € R' es la entrada
de control y w(t) € £3[0,y] es la perturbacién de energia finita. Las matrices A(t), Bi(t), Ba(t),
G(t) y H(t) son conocidas variantes en el tiempo y de dimensién adecuada.

Suponiendo que se cumple las siguientes condiciones, en el intervalo de tiempo [0, ¢ ¢]:

1. HT(t)G(t) = 0.
2. HT(t)H(t) = I,.

El problema de control H, consiste en encontrar un controlador por retroalimentacidn, utilizando
el estado y la perturbacién, que minimice la norma infinito del sistema en lazo cerrado (G,,:w —
z =G, w):
12()ll2,fo,t,)

U . (2.16)
oz 0,10 € ()l2,[0,2]

”sz”oo,[o,tf] =

El argumento ¢ en las sefiales y matrices se omite para simplificar la notacién, en algunas partes
de lo que resta de esta seccidn, sin perder generalidad.

Solucion

El determinar un controlador que minimice (2.16) implica dar solucién a un problema de opti-
mizacién, el cual genera un controlador que minimiza una funcién de costo.

Para que el problema de optimizacién tenga solucién tratable, es necesario una funcién de costo
cuadritica, que puede obtenerse al considerar una cota sobre (2.16):

ll2ll2,0,¢
IGaslloofory = sup i <o, @.17)
oz fo,e 120 1wll2.f0,2]

donde ~y define un nivel de atenuacion. Un controlador que cumple con esta cota se llama controlador
H, sub-6ptimo. Si el controlador sub-6ptimo cumple (2.17), también cumple con:

12113 0,2
IGulZopr = sup it <42 (2.18)
ol o.e170 19112 f0.¢]

Para que el supremo cumpla con la desigualdad (2.18), el argumento de éste se acota en un valor
menor que v2; es decir, para un €,

ll113 10
[0,t4] 2_ .2

2
”""”2,[0,1:,]

Multiplicando ambos lados por el denominador e intercambiando términos, la desigualdad ante-
rior obtiene la siguiente forma

121306, = V21w ll3 0.1 < —€2I1wll3 0y, (2.19)
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Cumpliendo con la desigualdad (2.19), para toda perturbacién y un €, se asegura que la norma
infinito del sistema en lazo cerrado es menor al nivel de atenuacién . Por lo tanto, la parte izquierda
de (2.19) es usada como la funcién objetivo a minimizar:

Ty (@, 0,0) = 121304 = V1B 021 (2:20)

El criterio a minimizar (2.20) representa una funcién cuadrética Bolza-Meyer modificada, ya
que se agrega el término de atenuacién con signo negativo. Determinar un controlador que minimice
(2.20), en presencia de la perturbacién en el peor de los casos, representa un problema de optimizacién
con restricciones. Para poder resolver el problema por medio de variaciones, es necesario aplicar el
método de multiplicadores de Lagrange presentado en el Apéndice A.2.

El juego diferencial (ver Apéndice A.3) especificado por la funcién objetivo (2.20) y la dindmi-
ca del juego (2.14) generan un problema mini-max con restricciones. Un nuevo problema de opti-
mizacién sin restricciones de orden mayor, consiste en encontrar las condiciones, tal que se minimice
la funcién de costo aumentada

ts
Joy(u,w,p) = Jy(z,u,w) + 2/ p? (Az + Biu + Bow — #)dt, (2.21)
0

donde p es el multiplicador de Lagrange. Notese que la dindmica del sistema (2.14) se agrega para
formar parte de la condicién que se debe cumplir al resolver el problema de optimizacién sin restric-
ciones. El factor 2 que multiplica la ecuacién de restriccion se usa sélo para simplificar los resultados
finales.

De forma equivalente, la funcién objetivo aumentada se presenta en términos de sus componentes
elementales como

tf
Japy(u,w,p) = / [T GT Gz + uTu — v*wTw + 2pT (Az 4+ Byu + Bow — )]dt. (2.22)
0

Una condicién necesaria para tener un punto silla es que la variacién de (2.22) sea cero (ver
Apéndice A.3). La variacidn se obtiene al calcular el incremento de (2.22) (ver Apéndice A.1), resul-
tando

AJ,yy(u,w,p, 0u, bw, 8p) = Jo(u + du,w + 0w, p + 6p) — Jo(u,w,p)

- /0 tf{(a; +62)TGTG(z + 6z) + (u + 0u) T (u + 6u) — Y2 (w + dw) T (w + bw)
+2(p + 6p)T[A(z + 6z) + Bi(u + 6u) + Ba(w + 6w) — (2 + 62)]}dt
- /tf [2TGT Gz + uTu — v*wTw + 2pT (Az + Byu + Byw — i)]dt.
Expandiendo l: expresién anterior y agrupando términos, se tiene

ty
Aoy = / (627 GTGéx + 6uTdu — 126w 6w 2.23)
0

+26pT (Abz + B1du + Bad, — 62) + 2(aT GTG + pT A)dz + 2(uT + pT By)bu
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-2(7%T - pTBg)dw + 20pT (Az + Byu + Bow — &) — 2pT 6z)dt.

Aplicando integracién por partes al dltimo término de (2.23), se llega a:

t t
/ pT8idt = pT(t7)5(t5) — pT(0)82(0) — / " B, (2.24)
0 0

el cual serd usado para eliminar la variacién de la derivada del estado. Ademds, como la condicién
inicial del estado est4 fija, dz(0) es cero, sustituyendo esta condicién en (2.24) se puede calcular la
variacién de la funcién de costo aumentada.

Finalmente, la variacién es

ts
6Jay = =27 (tf)0x(ts) + 2 / (TGTG + pT A+ pT)oz + (uT + p? By)du (2.25)
0

(T — p"By)éw + 6p7 (Az + Bru + Byw — &)dt.

Igualando a cero la variacién, se generan las condiciones necesarias para que z, p, u, y w, sean
un punto silla:

p(tf) =0 (2.26a)
p=-GTGz - ATp (2.26b)
w=— B'lrp (2.26¢)
w=~"2Bp (2.26d)

= Az + Biu + Byw. (2.26¢)

Sustituyendo (2.26¢) y (2.26d) en (2.26e) y combinando la ecuacién resultante con (2.26b) se
formula el siguiente sistema
[ T
p

] [ A -B1Bf +y7%ByB]
p| | -GTG —-AT

el cual representa el sistema Hamiltoniano asociado al problema de control H, de informacién com-

pleta.

El control H, sub-6ptimo se obtiene al resolver (2.27) sujeto a (2.26a), cuya solucién en ¢ ¢, dada
una condicién inicial en ¢, es

z(ty) | _ | @ulty —t) Pra(ty —1) ()
[ p(tf) ] B [ @21(tf —t) Qgg(tf -—t) :l [ p(t) ] ) (2.28)

donde ®(t; — t) representa la matriz de transicién de estado de (2.27)
Sustituyendo la condicién terminal en (2.28), se resuelve para p(t) :

p(t) = =87 (t; — )B(ts — t)z(t) = Q(t)z(t), (2.29)

(2.27)

donde Q(t) es la matriz de proporcionalidad entre p(t) y z(t), la cual se expresa como la solucién a
la ecuacién diferencial de Riccati
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Q=-QA-ATQ - GTG +Q(B:1BT -v*B:B3)Q, (2.30)

con condicién terminal Q(¢5) = 0.
El control H, sub-6ptimo por lo tanto se obtiene de (2.26¢) y (2.29), como:

u=-B]Qz. 2.31)

Del anilisis anterior, la ley de control y sus condiciones de existencia se resumen en el teorema
siguiente.

TEOREMA 1: Para el sistema (2.14, 2.15), donde z(t) y w(t) son medibles, el control H,
central sub-dptimo que cumple (2.17), existe si y sdlo si la ecuacidn diferencial de Riccati

Q(t) = —Q(1)A[) — AT(1)Q(t) - GT()G(?)
+Q(t)(B1(t)BY (t) — v~ 2Ba(t)Bf (1)) Q(t), Q(ts) =0

tiene solucion en el intervalo [0, t¢]. En este caso, la ley de control es

u(t) = ~Bf (1)Q(t)z(t).

Es importante sefialar que siempre y cuando el controlador (2.31) exista, se puede generar una
familia de controladores que satisfagan (2.17). El controlador presentado en esta secci6én se conoce
frecuentemente como controlador central. Los detalles para la sintesis de 1a familia de controladores
se encuentra en ([9], pdgina 232), y en ([14], p4gina 431).

Finalmente, si el nivel de atenuacién +y se disminuye hasta un valor tal que ya no exista un con-
trolador sub-6ptimo superior, se dice que el controlador es éptimo.

2.5. Filtro Hy,

En esta secci6n se presenta la sintesis del filtro Hoo, como el dual del control H, de informacién
completa, tal que la ganancia de energfa entre la perturbacién y el error de estimacién sea menor un
nivel especifico. El problema de filtrado, por medio de un diagrama a bloques, se presenta en la Figura

24.
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w(t) —» Planta — Z(t)

y(®

Filtro — 2(t)

Figura 2.4: Configuracion del filtro Hy.

Formulacion del Problema
Considérese el sistema en variables de estado

#(t) = A()z(t) + Bt)w(t), z(0)=0; 2.32)
y(t) = C(t)z(t) + D(H)w(?), (2.33)
2(t) = G(t)z(t), (2.34)

donde z(t) € R" es el estado del sistema, y(t) € R™ es la salida medible, z(t) € RY es la sefial
por estimar y w(t) € L£3[0,ty] es la perturbacién. Las matrices A(t), B(t), C(t), D(t) y G(t) son
conocidas y de dimensién adecuada.

Para el sistema (2.32-2.34), se consideran las siguientes suposiciones en el intervalo [0, ¢¢]:

1. D(t)BT(t) = 0.
2. D(t)DT(t) = Iy,

El problema del filtrado H consiste en encontrar un estimado 2(t) = GZ(t) de z(t), que mi-
nimice la ganancia en el peor de los casos entre la perturbacién y el error de estimacién e(t) =
Gz(t) — 2(¢):

”G “oo [()t ] = su "e(t)”2,[0,tf]
erllng; |93k

_— (2.35)
I L] R

Solucion
El problema de filtrado se resuelve utilizando la dualidad entre filtrado y control. Por lo tanto, se
usa el sistema adjunto para convertir el problema de filtrado en un problema de control equivalente.
Los resultados obtenidos en la seccién previa correspondientes al control H, de informacién com-
pleta, se utilizan para resolver el problema de filtrado. Agregando el error de estimacidn al sistema
(2.32-2.34), se tiene
z(t) = A(t)z(t) + B(t)w(t), z(0)=0; (2.36)
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y(t) = C()x(t) + D(t)w(t),
e(t) = G(t)z(t) — £(t),

donde e(t) representa la nueva sefial por estimar.
El sistema adjunto correspondiente a (2.36), viene dado por:

i(t) = AT(1)z(r) + CT()j(r) + GT(r)é(r), %(0) = O; (2.37)
&(r) = BT(r)Z(r) + DT (1)i(r),
é(‘l’) = —é(T)’

el cual representa un sistema a controlar, donde Z(7) representa el estado del sistema, §(7) repre-
senta la entrada de control, &(7) representa la perturbacion, (7) representa la salida medible y &(7)
representa la sefial por controlar que se desea que se mantenga pequeiia.

La variable de tiempo en el sistema adjunto, se define como 7 = ¢ — ¢, el cual reforza la idea de
que el sistema adjunto es el inverso del sistema original.

Considerando las suposiciones 1,2 y 3 para el sistema (2.32-2.34), el sistema adjunto est4 sujeto

» D(t)(r)BT(r) =0.
» D(t)(1)DT (1) = L.

Se puede observar en (2.37) que sélo se tiene acceso a la perturbacién &(7). Sin embargo, para
poder aplicar los resultados del control H, de informacién completa es necesario conocer Z(7).
Como alternativa, se crea un estimador a partir de (2.37)

i(r) = AT(r)i(r) + CT(r)i(r) + GT(r)é(r), £=0 2.38)
donde §(7) es el control Ho, sub-6ptimo
§(r) = =C(M)Q(r)a(r). (2.39)
Combinando (2.38) y (2.39), se tiene
i(r) = [AT(r) = CT(r)C(1)Q(r))E + GT(7)é(r), (2.40)
donde Q(7) es la solucién a la ecuacién diferencial de Riccati

Q(r) = —Q(1)AT(r) - A(1)Q(r) - B(r)BT(7) + Q()ICT(NC(r) = v72GT(NG()Q(7),
(2.41)

Q(tf) = 0.

Con las ecuaciones (2.39-2.41) el controlador queda completo. Por lo tanto se calcula el filtro sub-
6ptimo, que viene dado por el sistema adjunto de (2.39-2.41), tal como se presenta a continuacién.
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TEOREMA 2.1: Para el sistema (2.32-2.34), el filtro H, central sub-6ptimo que cumple (2.35)
existe si 'y solo si la ecuacion diferencial de Riccati

S(t) = S()AT(t) + A(®)S(t) + B(t)BT(t) - S(1)[CT ())C(t) — v 2GT(£)G(1)]S(2),
5(0) =0

tiene solucion en el intervalo [0, t¢]. En este caso, el filtro estd dado por

3(t) = A@)2(t)+SEOCT(M)(y(t) - C()E(t), £(0)=0
) = GE)E(®).

Si la condicién inicial del sistema (2.32) se desconoce, el filtro H, se modifica tal como se mues-
tra en el teorema siguiente.

TEOREMA 2.2: Para el sistema (2.32-2.34) con condicién inicial desconocida xy, el filtro Ho,
central sub-dptimo que cumple

A 1/2
1)) = 20130, 1

sup
[T 0, + =5 Rao

existe si 'y solo si la ecuacion diferencial de Riccati

5(t) = S@AT(¢) + A(t)S(t) + B(t)BT(t) - S()[CT()C(t) - v *CT()G(®)S(t),
S0)=R! R=RT>0

tiene solucion definida positiva en el intervalo [0,t¢]. En este caso, el filtro estd dado por

A@)2(t) + SE)CT (1) (y(t) — C(1)3(t), #(0)=0
G(t)2(t).

(t)
2(¢)

El pardmetro R en Teorema 2.1 indica aproximadamente que tan cierto puede ser que z(0) sea

......

En la Figura 2.4 se presenta el filtro resultante.
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GO —Z®
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A(t)

A

SOC'(®)

y(® —»ln:—— CQ®

Figura 2.5: Filtro H, central sub-6ptimo.

2.6. Control H,, por Retroalimentacion

El control Hy, por retroalimentacién utiliza una medicién, que consiste de los estados del sis-
tema afectados por perturbaciones, para generar el control tal como se muestra en la Figura 2.6. Este
controlador es resultado de combinar el control Hy, de informacién completa y el filtro Heo.

w(®) z(t)
Planta '
u(t) y(®)

Controlador

Figura 2.6: Configuracién del control H,, por retroalimentacién.

Formulacién del Problema
El problema de control Ho, sub-6ptimo se obtiene considerando el sistema

i(t) = A(t)z(t) + Bi(t)u(t) + Ba(t)w(t), «(0) =0; (2.42a)
y(t) = C(t)z(t) + D(t)w(t); (2.42b)
2(t) = G(t)z(t) + H(t)u(?), (2.42¢)

donde z(t) € R™ es el estado del sistema, y(t) € R™ es la salida medible, z(t) € R es la sefial por
controlar, u(t) € R! es la entrada de control y w(t) € L3O, tf] es la perturbacién. Las matrices A(t),
Bi(t), Ba(t), C(t), D(t), G(t) y H(t) son conocidas y de dimensién adecuada.
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Para el sistema (2.42), se suponen las siguientes condiciones, en el intervalo de tiempo [0, % ]:
1. HT(t)H(t) = Iy HT(t)G(t) = 0.
2. D(t)DT(t) = I, y D(t)BY (t) = 0.

El objetivo de control es sintetizar un controlador por retroalimentacién, tal que la norma infinito
del sistema en lazo cerrado (G, :w — z = G,,w) se minimice, es decir

2(#)ll2,jo.s)

(2.43)
o llzo.e 10 [« ()2, f0,z,]

G wlloo,fo,t) =

debe ser minimizado.

Solucién

El controlado H, sub-6ptimo se sintetiza al combinar los resultados obtenidos en el control H
de informacién completa y en filtro Hy,. Para lo cual, se supone que el controlador de informacién
completa existe.

Estableciendo una cota -y para (2.6), se obtiene un controlador sub-6ptimo, el cual debe minimizar

Iy = 1250, = Y Iw®)lI3 0,0, (2.44)
de forma equivalente (ver [4], Seccién 9.2.3)
Jy = llu(t) + Bf ()Q)z(®) 113 10,1 — ¥ llw(t) = v~ *BF ()Q)z(®)I5 j0,4- (2.45)
Reescribiendo (2.45) en la forma de (2.6), se tiene

lu(t) + BT 1)Q)z(8)ll,[0.z,]
Glloo,f0,t,] = sup o < . (2.46)
1GNoe 01 (wt)-r-2BT QM) |w(t) — 72 B3 ()Q(t)z(8)ll2, 0.t/

Por lo tanto, el controlador que cumpla con (2.46) también cumple con (2.6) y de esta manera es la
solucién del problema de control H, por retroalimentacién de salida.
De ecuacién (2.46), se puede notar que si

u(t) = —B] ()Q(t)x(t), (2.47)

se cumple (2.46). Sin embargo, como no se conoce z es necesario estimarlo, para lo cual se formula
el siguiente problema: Estimar u(t) tal que cumpla (2.46), dado que se conoce y(t) de (2.42).

Modificando el sistema (2.42), se tiene un nuevo sistema que se utiliza para resolver un problema
de filtrado, como alternativa al problema de control. Si se agrega y se resta v~ 2By(t) B (¢)Q(t)z(t)
en la ecuacion (2.42a), se tiene

&(t) = (A(t) +7*Ba(t) B] (1)Q(1))2(t) + Bi(t)u(t) + Ba(t)Au(t), 2(0)=0,  (248)

donde A, (t) = w(t) — v 2BF (t)Q(t)z ().
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Con respecto a ecuacion (2.42b), se agrega el término —7‘2D(t)B;f (t)Q(t)z(t), el cual no mo-
difica (2.42) ya que D(t)BJ (t) = 0:

y(t) = C(t)z(t) + D(t)Au(t), (2.49)

con la finalidad de que y(t) dependa de z(t) y A, (t).
La sefial a estimar en este caso es

Z(t) = —BT (1)Q(t)x(t). (2.50)
Utilizando las nuevas variables del sistema (2.48-2.50) la norma infinito a minimizar es

12(¢) = 2(t)l2,jo,t,)
18u@lz %0 [1Bwl204))

G alloo,o,t/) = (2.51)

Resolviendo el problema de filtrado descrito por (2.48-2.51) de acuerdo al Teorema 2.1, el filtro
H, sub-6ptimo es
2(t) = (A(t) +7~*B2(t) B (1)Q(t)2(t) + Bi(t)u(t) + S(t)CT (t)(y(¥) — C(1)&(t)) (2:52)
£(t) = a(t) = B ()Q(1)2(t)
donde § (t) es la solucién a la ecuacion diferencial de Riccati
8(t) = 5(t)(A®t) +77*B(t) BY )Q(1)T + (A(®) + v Ba(®) BT ()Q)S()  (2.53)
+Ba(t)BF (t) — S(1)(CT()C(1) - v~*Q(1)Bi(t) Bf 1)Q(£)8(2),
5(0) =o0.

El estimador obtenido es usado como el controlador por retroalimentacién en el sistema (2.42), a
fin de mantener (2.6) en un valor inferior del nivel de atenuacién . Sustituyendo v = % en (2.52) y
sabiendo que

S(t) = S@t)(I. - v 2Q(1)S(t)) ™! (2.54)
es la solucién de (2.53). El controlador resultante es
u(t) = - B ()Q(t)&(2), (2.55)

tal que £(t), estd dado por
i(t) = (A(t) + v~ *B2(t) B} (1)Q(t) — Bi(t) B (1) Q(1)2(t) (2.56)

+(In =77 2S(H)Q() ' SCT (H(y(t) - C()2(1)), 2(0) =0,

donde Q(t) y S(t) son las soluciones a las ecuaciones diferenciales de Riccati:

Q) = —Q()A() — AT()Q() +Q(t)(Bi(8)BY (1) —v~*Ba(t) B} (1))Q() -G ()G(1), (257)
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Q(tr) = 0;
S(t) = A(t)S(t) + S)AT(t) - SE)(CT()C(t) — 72 GT(t)G(t))S(t) + Ba(t)Bj (t), (2.58)
5(0) = 0.

Del andlisis presentado, el controlador y sus condiciones de existencia se resumen en el siguiente
teorema.

TEOREMA 3.1: Existe un controlador para el sistema (2.42) que cumple

l2(t)ll2,(0,¢,1
S _—
@l fo,e 170 10 ()2, 0,21

si y s6lo si se satisfacen las condiciones siguientes, en el intervalo de tiempo (0,ty]:
s La ecuacion diferencial de Riccati
Q) = —Q@A() - AT(1)Q(t) - GT()G()
+Q)(Bi(t)BY (t) - v" Ba() BI (£)Q(t), Q(ts) = 0
tiene solucion.

» La ecuacion diferencial de Riccati
S(t) = A@)S(t) + S(t)AT (t) + Ba(t) B (2)
-5@)(CT()C() -y *GT()C®)S(t), S(©0)=0
tiene solucion.
El mdximo valor propio de QS es menor que 2.

En tal caso, el controlador H, central sub-dptimo estd dado por

£(t) = (A(t) + v ?Ba(t) B ()Q(t) — Bi(t) B (£)Q(t))2
+(In = v25(1)Q(1) IS ()CT (t) (y(t) — C(1)2(2)),
(0) =0

u(t) = —Bf ()Q()2(2).
Si la condicién inicial del sistema (2.42a) se desconoce, el controlador presentado en Teorema

3.1 se modifica, tal como se muestra a continuacién. Ademds, se incluye un peso A sobre el estado
del sistema en el instante ¢ .
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TEOREMA 3.2: Considérese el sistema (2.42), con condicién inicial desconocida xo. Sean Ry
A matrices simétricas, tal que A es semidefinida positiva y R es definida positiva. Un controlador
H, en promedio cuadrdtico que cumple

12()13 0,y + =7 (t1) Ax(ts) ]2
[ o, + 23 Rz

existe si'y solo si, en el intervalo de tiempo [0, tf],

w Existe una funcion matricial simétrica Q(t) tal que

Q(t) = —AT(1)Q(t) - Q(1)A(t) - GT()G(¢)
+Q(t)(B1(t) BY (t) = v~*Ba(t) B (1))Q(2), Q(ts) = A

yQ(0) <¥*R.
w Existe una funcion matricial simétrica S(t) tal que
S(t) = A@®)S(t) + S()A (1) + Ba(t)B] (t) — S(£)(C3 (£)Ca(t) — v~ *GT(H)G(2))S(2),
S(tg) = R™?
= p(Q)S®) <%
En tal caso, el controlador H, central sub-dptimo estd dado por
&(t) = (A(t) +7~*B2(1) B (1)Q(t) — BL(t)B] (1)Q(¢))&

+(In = 7728(1)Q()) ' S(CT (1) (y(t) — C(1)(2)),
£(0) =0

u(t) = -Bf (1)Q(t)2(t).

(En el teorema anterior p(-) representa el radio espectral.)
Por medio de un diagrama a bloques, el control Hy, por retroalimentaci6n se presenta en la Figura
27.
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Capitulo 3

Filtro H-, en Promedio Cuadratico

En esté capitulo se presenta la sintesis del filtro H, en promedio cuadratico para sistemas lineales
estocdsticos afectados por perturbaciones de energia finita, que resulta de aplicar el filtro de Kalman-
Bucy y el filtro H, central sub-6ptimo. Como resultado, se presenta el algoritmo de filtrado, asi como
las condiciones de existencia de éste. Finalmente, por medio de un ejemplo numérico se compara el
desempefio entre el filtro H, en promedio cuadrético y el filtro H, central sub-6ptimo en un sistema
lineal estocastico.

3.1. Formulacion del Problema

3.1.1. Sistema Lineal Estocastico

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad completo con una familia de o-dlgebras F;,t > tg
crecientes y continuas por la derecha, y sean (W;(t), Ft,t > to) y (Wa(t), Ft,t > to) procesos
de Wiener independientes con media cero y covarianza unitaria. Considérese el siguiente sistema
estocdstico lineal:

dX(t) = (A®) X (t) + B1(w(t))dt + Bo(t)dWi(t), X (to) = Xo G.1)
dYi(t) = CL() X (t)dt + Di(t)dWa(?) (3.2)

Ya(t) = Ca()X () + Da(t)u(2) (3.3)

Z(t) = G(t) X (t) (3.4)

donde X (t) € R™ es el proceso estocdstico no medible, Y1(t) € R™! y Ya(t) € R™2 son procesos
medibles, Z(t) € RY es el proceso por estimar, w(t) € L3 es la perturbacién deterministica, mientras
que A(t), Bi(t), Ba(t), Ci(t), Ca(t), Di(t), Da(t) y G(t) son matrices de funciones continuas
variantes en el tiempo, conocidas y de dimensién adecuada. La condicién inicial X () € R™ es una
variable aleatoria Gaussiana tal que X (to), Wi (t) € RPt y Wy(t) € RP? sean independientes.

La ecuacidn diferencial estocdstica de It (3.1) y la ecuacién de medicién de It6 (3.2) se repre-
sentan de forma equivalente (ver [13], Seccién 5.1) como:

X(t) = A()X(t) + Bi(t)w(t) + Ba(t)¥1(t), X(to) = Xo (3.5)

25
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Yi(t) = CL(O)X () + D1(t) ¥a(2), (3.:6)

respectivamente. Donde W, (t) y Wo(t) son procesos de ruido blanco Gaussiano.

3.1.2. Problemas de Filtrado

Problema 1: Para el sistema (3.1)-(3.4), sintetizar un filtro que obtenga el estimado Z (t) de Z(t),
tal que minimice
1Z(t) = Z(t)ll2,to,2]

su (3.7)
@l oep#o  @El20y]

para w(t) € L3[to, ty].
Problema 2: Para el sistema (3.1)-(3.4), sintetizar un filtro estable que obtenga el estimado Z(t)
de Z(t), tal que G, : w(t) — (Z(t) — Z(t)) sea estable y minimice

12(2) = Z(t)ll2,{t0,00)
sup "

(3.8)
Iz, eg,00%0 N (B)l2,ft0,00)

para w(t) € L3[to, 00).
Utilizando las ecuaciones equivalentes de (3.1)-(3.2), la Figura 3.1 muestra la relacién que existe
entre la planta y el filtro por sintetizar.

YO —  Planta |—z0
w(t)—ﬂ

Y(® Y,

Filtro — Z(t)

Figura 3.1: Configuracién del filtro Hy, en promedio cuadrético.

3.2. Sintesis del Filtro H, en Promedio Cuadratico en [to, t ]

En esta seccién se sintetizan dos filtros (Filtro 1 y Filtro 2) para dar solucién al problema de
filtrado 1 en el intervalo de tiempo [to, tf]. Ademds, en cada filtro se consideran dos situaciones para

los pardmetros del sistema.
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3.2.1. Filtro1

Para el sistema (3.1)-(3.4), se consideran las suposiciones siguientes (S ) en el intervalo de tiempo
[to , T f] :

(i) Da(t)Bf (t) = 0.
(i) D2(t)D3 (t) = Im,-
(iii) D (t)DT (t) definido positivo.

La suposici6n (z) indica que la perturbacién deterministica que afectan la planta es independiente
de aquella presente en la medici6én. La normalizacién de las perturbaciones en la medicién se establece
en la suposicién (ii). Suposicién (ii¢) se establece para que la ganancia de Kalman exista.

Para dar solucién al problema 1 es necesario aplicar la teorfa de filtrado H,, presentada en la
Seccién 2.5. Sin embargo, por tratarse de un sistema estocéstico, no se puede aplicar de forma di-
recta el filtro presentado en Teorema 2.1 o Teorema 2.2. Por tanto, se requiere obtener un sistema
deterministico que estime la dindmica del sistema (3.1).

Con base en la teoria presentada en la Seccién 2.3, el proceso estocéstico X (t) del sistema (3.1)-
(3.4) es estimado por medio de

M(t) = EX(8) | F),

el cual representa la esperanza condicional del proceso estocdstico X (t) con respecto a la o-dlgebra
F; generada por los valores del proceso medible Y = {Yj(s),to < s < t}, tal que la varianza
condicional del error de estimacién,

P(t) = E[(X(t) - M®)(X(®) - M@®)T | F],

sea minima en cada instante de tiempo.
Las ecuaciones de filtrado (Filtro de Kalman-Bucy) se describe mediante las ecuaciones diferen-
ciales para el estimado 6ptimo (varianza minima) y la varianza del error de estimacién:

dM(t) = (A()M(t) + Bi(t)w(t))dt + P()CT (t)(D1(t)DT ()" (dYi(t) — Cr(t)M(t)dt), (3.9)
M(to) = Mo = E[X (to)|FY]

P(t) = A(t)P(t) + P(t)AT (t) + Ba(t) B (t) — P(t)CT (t)(D1(t) DY (8)) "' C1(t) P(2), (3.10)
P(to) = Po = B[(X(to) — E[X (to) | Fyg ) (X (to) — E[X (to)|Fsy )T |Fy ),

respectivamente.

Se puede notar que la ecuacién (3.10), a diferencia de (3.9), es independiente del proceso medible
dY;(t). Por lo tanto, la ganancia de Kalman P(t)C7 (t)(D1(t) DT (t))~! se puede calcular aun cuando
no se tengan mediciones.
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Sustituyendo el término P(¢)CT (t)(D1(t)DT (t))~1dYi(t)/dt por la funcién f(t), la ecuacién
dindmica (3.9) se expresa como
M(t) = [A(t) - P(t)CT ())(D1()) D (£)) ' C1(8)]M (¢) + Bi(t)w(t) + £ (D), G.1D)
M(to) = Mo = E[X (to)|FY].

. Considerando la ecuacién dindmica deterministica (3.11) y la esperanza condicional de Y>(t)
(Y2(2)), es posible aplicar el filtro presentado en Teorema 2.1. Por lo tanto, el filtro H central sub-
6ptimo que estima M (t), tal que

IG(#)M (1) = GO)M()lla,r0,1,)
o (®)lz ¢ 10 llw(®)ll2,110,2,1

<7, (3.12)

estd dado por
M(t) = [A(t) - P@)CT (&) (D1 (t) DT (1)) *Cr()) M (2) + £(2) (3.13)
+5()CF (8)(Ya(t) — Ca(t) M (1)), M(to) = Mo = E[X (t0)|Fyy),
donde S(t) es la solucién de la ecuacién diferencial de Riccati
5(t) = [A(t) - P@)CT (&)(D1 () D (8)*C1(9)IS(®) + Bu()) BT (¥) (3.14)

+5@®)[A(t) - P)CT (6)(D1(®)DT (1) C1(®)]” - S(@)(C5 (})Ca(t) — v 2GT ()G (1)) 5 (),
S'(to) =0.

A pesar de que M(t) es el estimado 6ptimo de X (), por el hecho de que E[X (to)|FY] es un
estimado de X, existe un error de estimacién, el cual no se considera en (3.13). Por tanto, es necesario
incluir en las ecuaciones de filtrado un pardmetro que considere la diferencia E[X (to)|FY | — Xo.

Remplazando Y3(t) por Ya(t) y considerando el Teorema 2.2, las ecuaciones de filtrado (3.13),
(3.14) se modifican tal como se muestra a continuacién.

Elfiltro H central sub-6ptimo resultante, nombrado filtro H, en promedio cuadrético, estd dado
por

dX(t) = A@®)X (t)dt + P()CT (t)(D1(t) DT ()~} (aYa (t) — C1(t) X (t)dt) (3.15)

+5(8)CT (1) (Ya(t) — Co(t) X (®)dt, X (to) = Xo = E[X (to)|Fyg),
donde S(t) es la soluci6n de la ecuacién diferencial de Riccati

3(t) = [A(t) - P)CT (6)(D1()) DT (1)) "' C1 (918 (8) + B1 ()BT (1) (3.16)

+S®)[A() — P)CT(t)(D1(t)DT (£))1Ci(®))T - S(t)(CF (1)Ca(t) — v 2 GT ()G (1) S (),
S(t)) =So=R* R=RT>0.
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El filtro Hy, en promedio cuadrético cumple con
1/2

1Z(t) = Z@®)3 0., < (3.17)

(D13 10,11 + (Xo = X0)TR(Xo — Xo)

sup ”w

donde Z(t) = G(t)X (t). El pardmetro R indica aproximadamente que tan cierto puede ser que X
sea Xo. Si se estd seguro que la condicié6n inicial es Xo, entonces R toma un valor grande y viceversa.

Proposicion 1.1: Considérese el sistema estocdstico (3.1)-(3.4) sujeto a Sy. El filtro Hy, en
promedio cuadrdtico (3.15) que cumple (3.17) existe si 'y sélo si:
 La ecuacién diferencial (3.10) tiene solucidn para todo t € [to, ts].

» La ecuacion diferencial (3.16) tiene solucion definida positiva acotada para todo t € [to, tf].

Simplificando S, las ecuaciones (3.15), (3.16) son modificadas tal como se presenta a conti-
nuacién.

Para el sistema (3.1)-(3.4), se considera que se cumplen las siguientes suposiciones (S3) en el
intervalo de tiempo [to, t¢]:

(i) Do(t)Bf (t) diferente de cero.
(ii) D2(t)D3 (t) definido positivo.
(i) D1 (t)DY (t) definido positivo.

La modificaci6n de las ecuaciones (3.15), (3.16) se fundamenta en resultados presentados en [21]

y [14].
En este caso, el filtro H,, en promedio cuadriético estd dado por

dX (t) = [A(t) — B1(t) DI (t)(Da(t) DI ()1 Co(2)) X (t)dt (3.18)
+P(t)CT (1)(D1() DT (1)) (aY () - C1(t) X (t)dt)
+S(H)CF (&)(D2(t) D (1))~ (Ya(t) — Co()X (£)) + Ba(t) D7 (£)(D2(t) D5 (1)) ']t
X(to) = E[X(t0)| Fy ),
donde S(t) es la solucién de la ecuaci6n diferencial de Riccati
8(t) = [A(t) = P()CT (1)(D1(t) DT (1)) "' C1(t) — B1(t) D7 (£)(D2() D7 (1)) "' Ca(#))S(2) (3.19)
+S(1)[A(t) — P(t)CT (1)(D1(£)D] (£)) ' Cu(t) — B1(t)D3 (¢)(Da(t) D3 (1))~ Ca(t))”
+[B1(t)(Ls — D (t)(D2(t) D3 (1)) ™ Da(t))][B1(t)(Is — D7 (£)(D2(t)DF ()~ Da(1))]"
—5(t)(CF ())(D2(t)DF (1)) ' Ca(t) — v 2GT (£)G(1)) S (v),
S(te)=So=R!, R=RT>o0.
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Proposicion 1.2: Considérese el sistema estocdstico (3.1)-(3.4) sujeto a Sy. El filtro Hoo en
promedio cuadrdtico (3.18) que cumple (3.17) existe si 'y sélo si:

= La ecuacion diferencial (3.10) tiene solucion para todo t € [to, t5).

s La ecuacién diferencial (3.19) tiene solucién definida positiva acotada para todo t € [to,tg).

3.2.2. Filtro2

En esta seccidn, al igual que la anterior, se da solucién al problema de filtrado 1, siguiendo la
metodologia presentada en la seccién anterior. Teniendo por diferencia, la forma como se considera
el término P(¢)CY (t)(Di1(t) DT (t))~1(dYa(t) — C1(t)M(t)dt) de la ecuacién (3.9).

Dado que el término P(t)CT (t)(D;(t) D¥ (t))~1(dYa(t) — C1(t) M (t)dt) representa el compor-
tamiento estoc4stico del sistema (3.1), es necesario mantenerlo como tal en la sintesis del filtro. Por
tanto, dicho término es reemplazado por g(t) multiplicado por dt.

Aplicando la teoria, presentada en el Capitulo 2, al sistema

M(t) = A£)M(2) + Bi(t)w(t) + 9(t), M(to) = Mo = E[X (t0)|Fyg ], (3.20)

y procediendo de la misma manera como se hizo en Filtro 1, se obtiene el filtro siguiente.
El filtro H,, en promedio cuadritico, considerando que se cumple S, estd dado por (3.15). En
este caso, S(t) es la solucién de la ecuacion diferencial de Riccati

3(t) = A@)S(t) + SBA®)T + Bi(t) BY (t) - S()(CT ()Ca(t) — v~ *GT ()G (1))S(¥), (3.21)

S(to) =So = R—l, R=RT>o0.

Proposicién 2.1: Considérese el sistema estocdstico (3.1)-(3.4) sujeto a S,. El filtro Hy, en
promedio cuadrdtico (3.15) que cumple (3.17) existe si y solo si:

La ecuacion diferencial (3.10) tiene solucién para todo t € [to, tf].
La ecuacion diferencial (3.21) tiene solucion definida positiva acotada para todo t € [to,t fl-

Si la suposicién S; se simplifica a Sy, las ecuaciones de filtrado (3.15), (3.21) son modificadas tal

como se presenta a continuacién.
La modificacién de las ecuaciones (3.15), (3.21) se fundamenta en resultados presentados en [21]
y [14]. La ecuacion dindmica del estimado es (3.18), donde S(t) es la solucién de

S(t) = [A(t) — B1(t)D] (t)(D2(t) D3 (1)) ' Ca(8)]S(2) (3:22)

+S()[A(t) - B1(t)DF (t)(D2(t)DF (£) "' Ca ()"
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~S(t)(CF (t)(D2(8)D3 (1)) Ca(t) = v~*GT (£)G(1))S(t)
+B1(t)(Is — DI (t)(Da(t) DF (1)) ™' Da()][B1(t)(Ls — DY (£)(Da2(t)D3 (£) ™' D2)(1)]"

S(te)=So=R! R=RT>0.

Proposicion 2.2: Considérese el sistema estocdstico (3.1)-(3.4) sujeto a Sa. El filtro Hy, en
promedio cuadrdtico (3.18) que cumple (3.17) existe si y sélo si:

La ecuacion diferencial (3.10) tiene solucién para todo t € [to, t¢].

s La ecuacion diferencial (3.22) tiene solucién definida positiva acotada para todo t € [to, t¢].

3.3. Sintesis del Filtro H,, en Promedio Cuadratico en |[ty, c0)

En esta seccién se presenta el filtro Ho, en promedio cuadrético estable (Filtro 3), el cual da
solucién al problema de filtrado 2 en el intervalo de tiempo [to,c0). Las ecuaciones de filtrado se
obtienen a partir del Filtro 2 y resultados presentados en [21].

3.3.1. Filtro3

La solucidn al problema de filtrado 2 est4 sujeta a las suposiciones siguientes (S3) en el intervalo
de tiempo [to, 0):

(i) Dqo(t)BT(t) =0.
(i) D2(t)D3 () = Im,-
(iii) D1(t)DT (t) definido positivo.
(iv) (A(t), Bi(t)) estabilizable y (Cy(t), A(t)) detectable.
(v) (A(t), By(t)) estabilizable y (C;(t), A(t)) detectable.

La suposicién (7) indica que la perturbaciones deterministicas que afectan la planta son indepen-
dientes de aquellas presentes en la medicidn. La normalizacién de las perturbaciones en la medicién
se establece en la suposicidn (i2). Suposicién (ii) se establece para que la ganancia de Kalman exista.
Las suposiciones (iv) y (v) aseguran que el error de estimacién converja a cero (ver [13],[21]).

Para dar solucién al problema de filtrado, se sigue la metodologia del Filtro 2, ademas se consi-
deran las condiciones establecidas en el Teorema 4 de [21]. El filtro resultante estd dado por (3.15),
(3.10) y (3.21).
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Proposicién 3.1: Considérese el sistema estocdstico (3.1 )-(3.4) sujeto a S3. El filtro Hy, en
promedio cuadrdtico estable (3.15) que cumple

5 1/2
1Z(2) = Z(8)113, 0,00y /
IIw(t)llg,[o,oo) + (XO = XO)TR(XO - Xo)

sup <7

existe si'y sélo si:
La ecuacion diferencial (3.10) tiene solucién para todo t > t,.

 La ecuacion diferencial (3.21) tiene solucion definida positiva acotada para todo t > to, y tal
que el sistema

p(t) = [A(t) - S@)(CF (£)Ca(t) — v 2GT ()G (1))p(t)
sea exponencialmente estable.

Utilizando las ecuaciones (3.3)-(3.6), la estructura del filtro H,, en promedio cuadritico sujeto a
S1 se presenta en la Figura 3.2.

Y. >Qe— C.i(®)

K(OCY(t)(D|®D))

)

GO — Z®

SOCl(1) A

Y,(t) —»lwl— C.(D

Figura 3.2: Filtro H, en promedio cuadrético.

34. Ejemplo

En esta seccién se estima el proceso estocdstico no medible de un sistema lineal estoc4stico, tal
que la ganancia méxima de energia de las perturbaciones deterministicas al error de estimacidn sea
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menor a un v en el intervalo de simulacién. Por tanto, se implementan los filtros disefiados y el filtro
H, central sub-6ptimo.

Sea X (t) el proceso no medible cuya dindmica estd dada por la ecuacién diferencial estoc4stica
de Itd

dX(t) = (e7'X(t) + 0.5w1(t)) dt + dWi(t), X(to) = Xo, (3.23)
con los procesos medibles
dYi(t) = X (t)dt + dW,(t), (3.24)
Ya(t) = X(t) + wa(t), (3.25)
y el proceso por estimar
Z(t) = X(t), (3.26)

donde w(t) = [wi(t),wa(t)]T es una perturbacién en L3[to,ts]; Wi(t) y Wa(t) son procesos de
Wiener independientes con media cero y covarianza unitaria; la condicién inicial X (¢o) es una varia-
ble aleatoria Gaussiana tal que X (to), W1(t) y Wa(t) son independientes.

3.4.1. Aplicacion de Filtro 1

Se puede verificar ficilmente que el sistema (3.23)—(3.26) cumple con la suposicién S;.
Aplicando el filtro H,, en promedio cuadritico de Proposicién 1A, las ecuaciones de filtrado
estdn dadas por

Z(t) = Gt) X (t), (3.27)

dX (t) = et X (t)dt + P(t)(dY1(t) — X (t)dt) + S(t)(Ya(t) — X (t))dt (3.28)

con condicién inicial X (to) = E[X (to)|FY], donde P(t) y S(t) son las soluciones de las ecuaciones
diferenciales de Riccati siguientes

P(t) = 2¢7tP(t) — P(t) + 1, (3.29)

P(to) = E[(X (to) = E[X(t0) | Fy))(X (to) - E[X (to) | Fig))T|Fy],

S(t) = 2(e”t — P(t))S(t) — (1 — y2)S%(t) + 0.25, S(to) = So = R, (3.30)

respectivamente.

3.4.2. Aplicacion de Filtro 2

Dado que el sistema estocéstico (3.23)—(3.26) cumple con S, se aplica el filtro de Proposicién
2.1. Las ecuaciones de filtrado en este caso estdn dadas por

Z(t) = G(t)X(t), (3.31)

dX (t) = et X (t)dt + P(t)(dY1(t) — X (t)dt) + S(t)(Ya(t) — X (t))dt (3.32)
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con condicién inicial X (p) = E[X (to)|FY], donde P(t) y S(t) son la solucién de las ecuaciones
diferenciales de Riccati siguientes

P(t) = 2¢7tP(t) — P2(t) + 1, (3.33)
P(to) = E[(Xo — E[X(to) | Fg])(X(to) — E[Xo | Fs )T | Fy,

S(t) = 2e7t5(t) — (1 — vy~ 2)52(t) +0.25, S(to) = So=R?, (3.34)

respectivamente.

3.4.3. Aplicacion del Filtro H,

El filtro H,, central sub-6ptimo, se disefia para el sistema deterministico correspondiente a (3.23),
es decir, se omite la parte aleatoria.

De acuerdo al algoritmo presentado en la Seccién 2.5 y considerando la incertidumbre en la
condicién inicial, las ecuaciones de filtrado son:

(t) = G(O)E(), (3.35)
Z(t) = e7*E(t) + S(t)(y2(t) — £(t)), E(to) = Zo =0, (3.36)

donde S(t) est4 dada por:
S(t) = 2¢7t5(t) — (1 — y~2)8%(t) + 0.25, S(to) = So= R~ (3.37)

3.4.4. Parametros de Simulacion

Para mostrar y comparar el desempefio de los filtros, se realiza la simulacién numérica utilizando
las ecuaciones equivalentes del sistema (3.23-3.26), filtro (3.28) y filtro (3.32). Los pardmetros de
simulacién son los siguientes:

= Intervalo de tiempo de simulacién: [0, 15s].
s Nivel de atenuacién: v = 1.01.

Condiciones iniciales:

X(0)=05 X;=03 Xo=03 550=0]
R=02 P=10 So=5 S =5

Perturbaciones en Lo:

Caso 1:
0.1/(0.1 +¢) ]

w(t) = [ 1/(1+1)
Caso 2:

o= 1+ |
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w Para simular los procesos de ruido blanco Gaussiano, se utiliza un bloque en MATLAB que
genera sefiales aleatorias con distribucién normal. En este caso, la sefial aleatoria tiene media
cero y varianza unitaria.

3.4.5. Resultados Graficos

Con el objeto de mostrar el desempeiio de los filtros, se obtienen resultados gréficos considerando
diferentes perturbaciones en la ecuaci6n diferencial estocdstica de Ito.

En las gréficas presentadas a continuacién, los estimados Z(t), Z(t) y (t) son representados
como estimado 1, estimado 2 y estimado 3, respectivamente.

La figura 3.3 muestra el valor de [|| Z(t) — Z'(t)| |2/ ||lw(t) |l2+ (X§ — Xo0)T R(X4 — X0)]/? en cada
instante en el intervalo [0, 15s], considerando la perturbacién w(t) del caso 1. Z'(t) y X/, representan
el proceso estimado y la condicién inicial del estimado correspondiente al filtros en cuestién.

Los valores de la norma H, obtenidos por (3.27-3.30), (3.31-3.34) y (3.35-3.37) son 0.1029,
0.7651 y 0.8855, respectivamente, tal como se muestra en ??.

Para corroborar los resultados de la Figura 3.3, en Figura 3.4 y Figura 3.5 se muestra el proceso
no medible y los estimados.

— — —estimado 1
------- estimado 2
estimado 3|

Norma H-infinito

OI1F — ~— o o e e e o 1

o] 5 10 15
Tiempo [s]

Figura 3.3: Norma H, de w del Caso 1 al error de estimacién.
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40

- — —real
0.2} estimado 1 |
------- estimado 3
o 1
¢ 5 10 15
Tiempo [s]

Figura 3.4: Z(t), Z(t) y 2(t) cuando w(t) del caso 1 est4 presente.

— — —real

0.4F
0.2} estimado 2 |
------- estimado 3
o " R
[o] 5 10 15
Tiempo [s]

Figura 3.5: Z(t), Z(t) y Z(t) cuando w(t) del caso 1 est4 presente.

Aplicando w(t) del Caso 2, se obtienen las siguientes graficas: En la Figura 3.6 se puede observar
que 0.3852, 0.3696 y 0.4536 son los valores de la norma H al aplicar el filtro (3.28), (3.32) y (3.36),
respectivamente; Figura 3.7 presenta el proceso Z (t) y el estimado generado por el filtro (3.28) y
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(3.36); En la Figura 3.7 se muestra el proceso Z(t) y el estimado generado por el filtro (3.32) y
(3.36).

0.45

0.4

0.35

o
[2)

0.25

Norma H-infinito
1)
N

©
-
(4]

/ — — —estimado 1
S N R estimado 2
estimado 3

Tiempo [s]

Figura 3.6: Norma H,, de w del Caso 1 al error de estimacién.

10 T T

r4(]
(3]

— — —real

estimado 1 | 1
------- estimado 3

(=]

Tiempo [s]

Figura 3.7: Z(t), Z(t) y #(t) cuando w(t) del caso 2 est4 presente.
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10 T T

40
()]

4 — — —real
estimado 2 | 1
------- estimado 3

(=]

Tiempo [s]

Figura 3.8: Z(t), Z(t) y z(t) cuando w(t) del caso 2 est4 presente.

Con base en los resultados graficos, se concluye que los filtros Ho, en promedio cuadrético son
mejores que el filtro Hy, central sub-6ptimo para sistemas estocésticos lineales.
Si la perturbacién deterministica que afecta la dindmica del sistema estocdstico es desvanesciente

se recomienda utilizar el filtro 1, por lo contrario el filtro 2 debe ser utilizado.



Capitulo 4

Controlador H, en Promedio
Cuadratico

En este capitulo se presenta la sintesis del controlador H, en promedio cuadratico para sis-
temas lineales estocésticos, que consiste en la aplicacién del filtro de Kalman-Bucy y del control H,
por retroalimentacidn, asi como las condiciones de existencia del controlador resultante. Ademds, se
presenta un ejemplo numérico, en el cual se prueba el controlador propuesto y se compara con el
controlador H, por retroalimentacién.

4.1. Formulacion del Problema

4.1.1. Sistema Lineal Estocastico

Sea (R, F, P) un espacio de probabilidad completo con una familia de o-algebras Fy,t > to
crecientes y continuas por la derecha, y sean (Wy(t), Fi,t > to) y (Wa(t), Fi,t > to) procesos
de Wiener independientes con media cero y covarianza unitaria. Considérese el siguiente sistema
estocdstico lineal:

dX(t) = (A()X (t) + Bi(t)u(t) + B2(t)w(t))dt + Bs(t)dWi(t), X(to) = Xo 4.1)

dYi(t) = C1(t)X(t)dt + D1 (t)dWa(t) 4.2)
Ya(t) = Ca(t) X (t) + Da(t)w(?) 4.3)
Z(t) = G(t) X (t) + H(t)u(t), (4.4)

donde X (t) € R™ es el proceso estocéstico no medible, u(t) € R' es la entrada de control, Y;(t) €
R™ y Y5(t) € R™2 son procesos medibles, Z(t) € R? es el proceso por controlar, w(t) € L5 es
la perturbacién deterministica, mientras que A(t), B1(t), Ba(t), Bs(t), Ci(t), Ca(t), D1(t), Da(t),
G(t) y H(t) son matrices de funciones continuas, variantes en el tiempo, conocidas y de dimen-
sién adecuada. La condicién inicial X (t9) € R™ es una variable aleatoria Gaussiana, tal que X (¢o),
Wi(t) € R y Wj(t) € RP? sean independientes.

39
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La ecuacién diferencial estocdstica de Itd (4.1) y la ecuacién de medici6n de Itd (4.2) se repre-
sentan de forma equivalente (ver, [13],Seccién 5.1) como:

X(t) = A()X(t) + Bi(t)u(t) + Ba(t)w(t) + Bs(t)¥1(t), X (to) = Xo .5)

Y1(t) = C1(t) X (t) + D1(¢)Ta(2), (4.6)

respectivamente. Donde W1 (t) y W2 (t) son procesos de ruido blanco Gaussiano.

4.1.2. Problemas de Control

Problem 1: Sintetizar un controlador para el sistema (4.1)-(4.4), tal que el méximo valor de la
relacién entre la energia del proceso por controlar Z(t) y la energia de la perturbaci6n deterministica
w(t) se minimice, en el intervalo de tiempo [to, tf]. Es decir, minimizar

Z(t
. 1Z(®)l2,j0,¢] , w7
o llz, 0,610 1w (B2, f0,60)
conw € Ljto, tf].
Problem 2: Sintetizar un controlador admisible para el sistema (4.1)-(4.4) con pardmetros invari-
antes en el tiempo, tal que minimice

1Z(#)ll2,(0,00)

T (4.8)
Iw(®)l12, 10,0070 1€/ () I|2,[0,00)

donde w € L3[to, 00).

Un controlador admisible es aquel que proporciona estabilidad interna. Donde estabilidad interna
significa que los estados del sistema en lazo cerrado se van a cero a partir de cualquier condici6n
inicial.

Teniendo en cuenta la representacién equivalente de las ecuaciones (4.5)-(4.6), la configuracion
del controlador se muestra en la Figura 4.1.

4.2. Sintesis del Control H,, en Promedio Cuadritico en [to, ¢f]

En esta secci6n se sintetizan dos controladores (Control 1 y Control 2) para dar solucién al pro-
blema de control 1, en el intervalo de tiempo (to, ¢ f]. Ademads, en cada control se consideran dos
situaciones en los pardmetros del sistema.

4.2.1. Control 1

La sintesis del controlador que da soluci6n al problema 1, se basa en los resultados obtenidos en
la teorfa de filtrado éptimo, asi como del control H, presentados en el Capitulo 2.
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¥(t)

—> —» Z(t)
W(t) —» Planta
u(t) YD1 tY,()
Controlador

Figura 4.1: Configuracién del control H, en promedio cuadritico.

El filtrado éptimo (filtro de Kalman-Bucy) juega un papel primordial en la solucién del problema,
ya que el sistema a controlar es un proceso estocéstico y por su naturaleza el estado del sistema es
aleatorio. Por esta razdn, es necesario estimar el estado del sistema.

Dadas las caracteristicas que presenta el proceso estocastico (4.1) y (4.2), como son: linealidad,
Wi (t) y Wa(t) procesos de Wiener independientes, ademds de que la condicién inicial del sistema
es independiente de los procesos de Wiener, se implementa el filtro de Kalman-Bucy para obtener un
estimado 6ptimo del estado X (t), el cual asegura que la varianza del error de estimacién sea minima.

Por otro lado, la técnica de control H,, se aplica al sistema estimado 6ptimo, para obtener un
controlador por retroalimentacién que dependa del estimado 6ptimo.

Lo anterior se describe de manera formal como se muestra a continuacién.

En la sintesis de este controlador se asumen las siguientes suposiciones S;, en el intervalo de
tiempo [to, t5].

(i) HT(t)G(t) =0y HT(t)H(t) = L.
(ii) Do(t)BY(t) = 0y Dy(t)DE(t) = Im,.
(iii) D1 (t)D7T (t) definido positivo.

La suposicién (i) establece la ortogonalidad entre G(t)X (t) y H(t)u(t). Ademds, la matriz de
ponderacién del vector de control es la matriz identidad. La (i7) equivale a (%) para las matrices de
las perturbaciones deterministicas que actian sobre el sistema y sobre la medicién. Suposicién (ii7)
es una condicién que se establece para que la ganancia de Kalman exista.

Establecidas las condiciones sobre el sistema, se procede a la sintesis del controlador. Como
primer paso se estima el proceso X del sistema estocdstico (4.1),(4.2) por medio del filtro de Kalman-

Bucy, logrando asi un estimado
M(t) = E[X(¢) | ),

que representa la esperanza condicional del proceso estocéstico X (t) con respecto a la o-dlgebra F}
generada por los valores del proceso medible Y (t) = {Y1(s),to < s < t} en el intervalo de tiempo
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[to, t], tal que (la varianza condicional del error de estimacién)
E[(X(t) - M@#)(X(t) - M(e))T | F'] @9

sea minima en cada instante de tiempo.
La ecuacién diferencial estocéstica para M (t) (esperanza condicional de X(t)) se describe como

dM(t) = (A(t)M(£) + B (t)u(t) + Ba(t)w(t)) dt 4.10)

+P(H)CT(£)(D1(H)DT (1) " (@Ya(t) - CL(M(8)dt), M (to) = Mo = E[X (to)| Fig).

La variable P(t) representa la varianza del error de estimacién, la cual se define como la solucién
de la ecuacién diferencial

P(t) = A()P(t) + P(t)AT(t) - P(t)CT ())(D1(£)D] (£) *C1(t) P(t) + Bs(t)B3 (1), (4.11)
P(to) = Po = E[(X (to) — E[X (t0)|Fis))(X (to) — E[X (to)| Fg )" | Fyg)]

Teniendo el estimado de (4.1) y Y5(t), se disefia el control Ho, siguiendo la metodologia presen-
tada en la Secci6n 2.6.

Considerando u*(t) = — BT (£)Q(t) M (t) como el control Hoo, w*(t) = y~2Bj (t)Q(t) M (t) co-
mo la peor perturbacién y sabiendo que P(t)CT (t)(D1(t) DT (t)) "1 (dYi(t) — C1(¢) M (t)dt) estima
la parte estocéstica de (4.1), el problema de control se resuelve al dar soluci6n al siguiente problema:

Obtener un filtro H, que estime

w*(t) = —Bf () Q)M (), 4.12)
tal que
* t — % t
P [Ju*(t) — @*( )||2,[to,tf] , @.13)
1Bu@®lape#0 18wl

para el sistema

M(t) = (A(t) + v 2Ba(t) By ()Q()M(t) + Bi(t)u(t) + Ba()Au(t) + f(8),  (414)
M (to) = Mo = E[X (to)| Fy{]
Yg(t) = Co(t)M(t) + Dy(t)Au(?), (4.15)

donde @*(t) = —BY()Q(t)M (t), Au(t) = w(t) — 77 2B3 ()QE)M (1), Ya(t) = E[Y2(t)|Fg)y
f(t) = POCT (6)(D1($)DT (1)~ (Ya(t) — CL(t) M (¥)dt)/dt.

De acuerdo a resultados presentados en la Seccién 2.5 y 2.6, el filtro que estima M(t) y que
ademds satisface (4.13) es:

N(t) = (A(t) - Bu(t) BT (1)Q(t) + 7> B2(t) B (NQ(£) M (2) (4.16)

H(In =7 25(1)0(8) 18 (1) CT () (Ta(t) — Ca()M(2)) + £(2),  M(to) = Mo = E[X (to)| Fyy ],
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con Q(t) y S(t) las soluciones a las ecuaciones diferenciales de Riccati

Q1) = ~AT@®)Q(t) - QV)A() + Q) (B(®)BT (t) - v *Ba(t) BY 1))Q(#) - GT()G()(4.17)

Q(ts) =0
y
5(t) = A()S(1) + S(H)AT (2) - 5(8)(CT (1)Ca(t) — v"2GT(H)G(1))5(t) + Ba(t) BY (1), (4.18)
S(to) =0,
respectivamente.

Sustituyendo el valor de f(t), el valor real de Y,(t) y considerando que E[X (to)IF};] es un
estimado de X, las ecuaciones de filtrado (4.16)-(4.18) se modifican de acuerdo al Teorema 3.2
como se muestra a continuacién.

El controlador H, central resultante, nombrado controlador Ho, en promedio cuadrdtico, estd da-
do por

u(t) = —BFf 1)Q(t) X (¢), (4.19)

donde X (t) ests dado por
dX(t) = (A(®) - Bi())BT()Q(t) + v~ 2Ba(t) BY ()Q(1)) X (t)dt (4.20)
+P(£)CT (1)(D1(t)D] (1)) ™ (dY1(¢) — Cr(t) X (t)dt)
+(In =725 (1)Q(1) T S(1)CF () (Ya(t) — Ca(t) X (2))at,
X (to) = BIX (to)| Fyg ]
Las funciones matriciales Q(t) y S(t) son las soluciones de las ecuaciones diferenciales
Q(t) = —A®)TQ(t) - Q(1)A(t) - GT(£)G(t) + Q(t)(B1(t) B () — v~*Ba2(t) B3 (£))Q(¢)(4.21)
Q) =4
y
5(t) = A@)S(t) + S()AT (t) + Ba(t) B (t) — S(t)(CT (1)Ca(t) = v~ *G()TG(2))S(2), (4.22)
S(te)=So=R! R=RT>0,
respectivamente.

El controlador H, en promedio cuadritico cumple con
1/2

1Z@OIZ 0., + XT(t5)AX ()
2(04] ! ! <. (4.23)

)13 0,11 + (Xo = Xo)TR(Xo — Xo)

sup
[lw

El pardmetro R indica aproximadamente que tan cierto puede ser que Xo sea Xo. Si se estd seguro
que la condicién inicial es Xo, entonces R toma un valor grande y viceversa. La matriz simétrica
semidefinida positiva A pondera X (t) en t.

Proposicion 1A: Considérese el sistema estocdstico (4.1)-(4.4) sujeto a S1. El controlador Hy,
en promedio cuadrdtico (4.19)-(4.20) que cumple (4.23) existe si 'y sdlo si:
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La ecuacidn diferencial (4.11) tiene solucion en todo t € [tg,t 7]

La ecuacion diferencial (4.21) tiene solucion definida positiva en todo t € [to,tf] y Q(to) <
2
v*R.

» La ecuacion diferencial (4.22) tiene solucion en todo t € [to, ty).
= p(Q(t)S(t)) <% entodot € [to,ty].

(En Proposici6n 1A p(-) representa el radio espectral.)

Simplificando S, las ecuaciones (4.19)-(4.22) son modificadas tal como se presenta a conti-
nuacion.

Para el sistema (4.1)-(4.4) se considera que se cumplen las siguientes suposiciones (Sy), en el
intervalo de tiempo [to, tf]:

(i) HT(t)G(t)y Dy(t)B¥ (t) diferentes de cero.
(i) D1(t)DY (t), Do(t)DF (t) y HT (t)H(t) matrices definidas positivas.

La modificacién de las ecuaciones (4.19)-(4.22) se fundamenta en resultados presentados en [24]
y [14]. En este caso, el controlador H, en promedio cuadrético estd dado por

u(t) = —(HT () H(®) (BT (1)Q(t) + H(t)G(1)) X (¢), (4.24)
donde X (t) est4 dado por
dX () = [A() - BLO)(HTOH®) (BT HQE) + HOGE®) @25)
+y72By(t) B (1)Q(1)] X (1)dt + P(H)CT (1)(D1() D] (8) ™ (@Ya(t) — Cr(®) X (t)dt)
+(In = 72 S(6)Q(8) H(S($)CF () + Ba(t) D3 (1)) (D2(t) D3 (¢)) ™!
[Ya(t) = (C2(t) + 772 D2()) B ()Q®) X (t)]dt, X (to) = E[X (to) | Fy;]
Las funciones matriciales Q(t) y S(t) son las soluciones de las ecuaciones diferenciales
Q) = —[A(t) - BIO)HT () H(£)) T HT ()G )T Q) (4.26)
—QM)A®) - Bi(t)(HT () H () HT ())G(®)] — (I, - HO)HT (1)H(t) ™!
HT ()G [(I, - H)(HTOH®) " HT ()G ()]
+Q(&)[Bi()(HT ())H(®) ™' BY (t) -7 *Ba(t)B] (0]Q(1),  Q(ty) = A

$(t) = [A(t) - Ba(t) D3 (t)(Da() D (1) T Co(1))S(2) “.27)
+5(t)[A(t) - Ba(t)DF (1)(D2(t) D (£)) T C2(0)" + [Ba(t)(Is — DI (1)
(Da(t) D (£)) "' D (1)) [Ba(t)(Is — D3 (£)(Da(t)D3 (1)) ' Da(t)))”
—S(t)(CT (t)(D2(t)DF (£) T Ca(t) =72 GT ()G ()S(H),  S(to) = R
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respectivamente.

Proposicién 1B: Considérese el sistema estocdstico (4.1)-(4.4) sujeto a S;. El controlador Ho,
en promedio cuadrdtico (4.24)-(4.25) que cumple (4.23) existe si y sélo si:

» La ecuacién diferencial (4.11) tiene solucién en todo t € [to, ts).

La ecuacidn diferencial (4.26) tiene solucion definida positiva en todo t € [to,ts] y Q(to) <
2
Y¥°R.

w La ecuacion diferencial (4.27) tiene solucién en todo t € [to, ts].

» p(Q(t)S(t)) < ¥2entodot € [to, ty].

4.2.2. Control 2

El controlador disefiado en esta seccidn, al igual que el controlador 1, da solucién al problema de
control 1. Teniendo por diferencia la forma de considerar el sistema (4.10) al momento de diseiiar el
controlador H, por retroalimentacién.

En este caso, el término P(t)CT (t)(D;(t)DT(t))~1(dYi(t) — C1(t)M(t)dt) de la ecuacién
(4.10) se expande, considerando P(t)CT (t)(D:(t)DT (t))~1dYi(t)/dt = g(t). Es decir, el sistema
para el cual se estima u*(t) = — B (t)Q(t) M (t) est4 dado por:

M(t) = [A(t) - POCT(0)(D1())DT (1) Ci(1) + 7B} BTQIM (D) (428)
+Bi(tu(t) + Ba(t)Au() + 9(8),  M(to) = Mo = E[X(t0)| F),
Fa(t) = Co(t)M(t) + Da(t) Au(?). 4.29)

El controlador H,, en promedio cuadrético, considerando que se cumple S, estd dado por (4.19)-
(4.20). En este caso, Q(t) y S(t) son las soluciones de las ecuaciones diferenciales

Q) = —[A(t) - P()CT (1)(D1(t)D (1) ' L)) Q(t) — GT(1)G(2) (4.30)

—Q)[A() - P()CT (t)(D1(t) DY (1)) "' C1(¥)]
+Q()(B1(t)BI (t) -7 *B2() B (1))Q(t), Q(t) =4

3(t) = [A(t) - P(t)CT ())(D1(t) DY (1)) "' C1(8)1S(t) + Ba(t) B (2) (4.31)
+S(t)[A(t) - P(t)CT ()(D1(®) DY (1) ' Cu(e)”
—S(8)(C3 ()Ca(t) =7 2G(1)TG(1))S(t), S(to) = R™".

Proposicién 2A: Considérese el sistema estocdstico (4.1-4.4) sujeto a S. El controlador Hy, en
promedio cuadrdtico (4.19)-(4.20) que cumple (4.23) existe si y solo si:
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= La ecuacion diferencial (4.11) tiene solucion en todo t € [to, ).

s La ecuacion diferencial (4.30) tiene solucidn definida positiva en todo t € [to,tf] ¥ Q(to) <
2
¥“R.

La ecuacion diferencial (4.31) tiene solucion en todo t € [to, t¢].

= p(Q(t)S(t)) <~?entodot € [to,ts).

4.3. Sintesis del Control H,, en Promedio Cuadritico en [ty, 00)

En esta seccién se presenta un controlador H, en promedio cuadritico admisible (Control 3),
el cual da solucién al problema de control 2 en el intervalo de tiempo [tg, 00). Las ecuaciones del
controlador se obtienen a partir del Control 1 y resultados presentados en [24].

4.3.1. Control 3

El sistema estocdstico (4.1)-(4.4) con pardmetros invariantes estd dado por

dX(t) = (AX(t) + Blu(t) + B2u)(t))dt + B3dW; (t), X(to) = Xo 4.32)
dY1(t) = C1 X (t)dt + D1dWs(t) 4.33)

Ya(t) = CoX (t) + Dyw(t) (4.34)

2(t) = GX(£) + Hul(t) 4.35)

donde A, By, B, B3, C1, Co, D1, Dy, G y H son matrices constantes, conocidas y de dimensién
adecuada.

Se considera que el sistema (4.32)-(4.35) cumple con las siguientes suposiciones S3, en el inter-
valo de tiempo (tp, 00):

i HTIG=0yHTH =1,
ii DoBY =0y DoDY = I,,,.
iii D1DT invertible.
iv (A, By) es estabilizable y (Cy, A) es detectable,
v (A, By) estabilizable y (G, A) detectable.
vi (A, B3) es estabilizable y (Cy, A) es detectable,

La suposicién (i) establece la ortogonalidad entre GX (t) y Hu(t). Ademds, la matriz de pon-
deracién del vector de control es la matriz identidad. La (i) equivale a (¢) para las matrices de las
perturbaciones deterministicas que actdan sobre el sistema y sobre la medicién. Suposicion (iii) se
establece para que exista la ganancia de Kalman.
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Por otro lado, la suposicién (iv) es necesaria y suficiente para la existencia del controlador ad-
misible [24]. Suposicién (vi) se establece para obtener un filtro 6ptimo estable (ver, [18], [13]). La
suposicién (v) es una suposicién técnica que se explica en [14], [24].

Con base en [24] y la sintesis del Control 1, el controlador que da solucién al problema de control
2 estd dado por

u(t) = -BF QX (¢), (4.36)

donde X (t) es el estimado generado por la ecuacién dindmica

dX(t) = (A - BiBTQ + v 2B,1BI Q)X (¢)dt + PCT (D, DT)"! (4.37)
(dYi(t) — C1X (t)dt) + (I, — v~25(t)Q)1S(¢)CE (Ya(t) — Co X (2))dt,
X (to) = E[X (to)|F})-

Las funciones matriciales @ y S(t) son las soluciones de

ATQ + QA - Q(B BT -1 2B,BN)Q+GTG =0 (4.38)
y
S(t) = AS(t) + S(t)AT — S(t)(CTCy —v2GTG)S(t) + By BY, (4.39)
S(to) = R71, (4.40)
respectivamente.

Proposicién 3A: Considérese el sistema estocdstico (4.32)-(4.35) sujeto a S3. El controlador
H, en promedio cuadrdtico admisible (4.36)-(4.37) que cumple

IZ(®)113,10,00)
W13, 110,00) + (Xo = Xo)TR(Xo — Xo)

1/2
<7, “4.41)

sup

existe si'y solo si:
La ecuacion diferencial (4.11) tiene solucidn definida positiva en todo t > 0.

Existe una matriz simétrica Q (0 < Q < v?R) que cumple (4.38) tal que A — (B,Bf -
v~2ByBY)Q sea asintdticamente estable.

» Existe una funcién matricial simétrica acotada S(t) > 0 que satisface (4.39) parat > 0 tal
que el sistema dindmico

B(t) = [A - S()(CTCa =1 2CTG)n(2)
sea exponencialmente estable.

» La funcion [1 — p(y~2S(t)Q)]~* > 0 para todo t > 0 y acotada.
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Utilizando las e_cuaciones (4.5, 4.6, 4.3 y 4.4), la estructura del controlador Ho, en promedio
cuadrético sujeto a S; se representa por medio de un diagrama a bloques en la Figura 4.2.

Y.0 > 0

POCO(DiHDY)) YBOBOQW®

- B,(®) 2 ( X1 Boaon Ly

A

| S, ¢----

(L- YSOQ)'SO() A

h

A

Y, (t) Q)¢ C, (t)

Figura 4.2: Control Ho, en promedio cuadratico.

4.4. Ejemplo

En esta seccién se presenta la aplicacién de los controladores propuestos a un sistema estocdsti-
co lineal en tiempo finito, asi como la implementacién del controlador H, por retroalimentacién
disefiado para el sistema deterministico correspondiente.

Sistema Estocastico
Sea [XT(t), YT (¢)]T un proceso descrito por la ecuacion diferencial estocdstica de Itd

dX(t)=([2 a”X(t)Jr[?]u(t)Jr[? g]w(t)>dt+[(1) g]dWl(t) 4.42)

X(to) = X,
dvi=[0 1]Xdt+[0 1]dWs(t), @.43)

junto con el proceso

Ya)=[1 0]X@®)+[0 1]w(). (4.44)
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El proceso por controlar es
20=[ 4 o |xO+ | ] ] “45)

En las ecuaciones (4.42) y (4.44), la perturbaci6n deterministica w(t) = [w1(t), w2(t)]T es una
sefial con norma 2 acotada; W, (t) y Wa(t) son procesos de Wiener independientes, la condicién ini-
cial X (%o) es una variable aleatoria Gaussiana tal que W1 (t), Wa(t) y X (to) sean independientes.

Objetivo

Dado el sistema estocéstico (4.42)-(4.45), aplicar los controladores H,, en promedio cuadritico
y €l controlador H, por retroalimentacién, tal que la ganancia méxima de energfa de la perturbacién
w(t) al proceso por controlar Z(t) sea menor que 1.91425.
4.4.1. Aplicacion de Control 1

Se puede verificar que el sistema estocdstico (4.42)-(4.45) cumple con S1. Por lo tanto, se aplica
el algoritmo de control presentado en Proposicién 1A.
El controlador resultante estd dado por:

a(t) = —Q12(t) X1 (t) — Qaz(t) Xa(2). (4.46)
El vector de estado X = X7, XQ]T se define por las ecuaciones diferenciales
Xm ) = —Xz(t)dt + Pyo(t)(dYa(t) — ngt) 4.47)

+(1/A)[S11(t) — 7~2(S11(8) S22(t) Qaa(t) — ST () Q22(1))(Ya(t) — X1 (2))d,

dXy(t) = {[1 + (772 = DQu2(®)) X1 (t) + [0.1+ (772 — 1)Qa2(t)] Xa(t) }dt
+Pa(t)(dY3(t) — Xa(t)dt)
+(1/A)[S12(t) + v 2(S11(8)S22(£) Qua2(t) — S%H()Qu2(t))](Ya(t) — Xa(t))dt,
con X (to) = E(X(to) | Ft}o’), y
A=1-~"2(S11(t)Qu1(t) + 2512(t)Q12(t) + S22(t)Q22)(2)
7 4[S11()S22(8) (Q11 () Qaa(t) — @%(t)) — 5% (1) (Qu1(£)Q22(t) — Q1,(1))]-

Las variables P;(t), Q;;(t) y Sij(t) son elementos de P, Q@ y S, respectivamente, que estén
relacionadas por

_ | Pu(®) Poa(t) _ | Qu@) @u(t) _ | Sult) Sia(?)
P(t)‘[PE(t) Pnl) ] Q(t)_[Qi;(t) Qa(t) | 5O [sm(t) Szz(t)]
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Expresando las ecuaciones diferenciales de Riccati en términos de sus componentes, de acuerdo
a Proposicién 1A, se tiene

Pn(t) = 1- 2P12(t) — P122(t) (4.48)
Pu(t) = Pu(t) + 0.1Ppo(t) — P2 (t) — Pyo(t) Pya(t)
P22(t) = 2Pj5(t) + 0.2Py(t) — P222(t),

con P(to) = E((X (to) — X (t0))(X (o) = X (t0))” | Fip):

Q) = —-1-2Qu(t)-QhL®)(*-1) (4.49)
Qu2(t) = Qui(t) —0.1Qu2(t) — Q22(¢) — Qu2(t)Q2u®) (72 -1)
Qaa(t) 2Q12(t) — 0.2Q2(t) — Q3(t)(v > - 1),

con condicién terminal Q(tf) =0y

Sll(t) = -—-2S512(¢) + S%l (t) (7_2 = 1) (4.50)
Slg(t) = Sll(t) + 0.1512(t) — Szg(t) + Sll(t)Slz(t)(’y—z — 1)
Spa(t) = 2S1a(t) +0.28m(t) + SH(E)(y > = 1) +1,

con condicién inicial S(to) = R~}

4.4.2. Aplicacion de Control 2

Aplicando el algoritmo de control correspondiente a Proposicion 2A al sistema (4.42)-(4.45), el
controlador resultante estd dado por:

i(t) = —Qua(t) X1(t) — Qaa(t) Xa(2)- (4.51)
El vector de estado X = [f( 1, X 2]T se define por las ecuaciones diferenciales siguientes
dX1(t) = —Xo(t)dt + Pia(t)(dYi(t) — Xadt) 4.52)

+(1/T)[811(t) — v~2(511(£)Soa () @22 (8) — 52,(t) Qa2 (1)) (Ya(t) — X1 (2))dt,

dXa(t) = {1+ (72 = D@2 X (&) + [0.1+ (v7* = 1)Q2a(t)] Xa(t) }dt
+Ppa(t)(dY3 () — Xa(t)d?)
+(1/T)[S12(t) + ~2(811()S22(t) Qua(t) — 52,(1)Qu2(t))](Ya(t) — Xa(2))dt,
con X (to) = E(X(to) | FX ).y
L=1-~v28nt)Qut)+ 2512(t)Q12(t) + Sa2(t)Q22)(t)
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+y74[811(8)S22() (Q11 () Q22 (t) — Q2y(2)) — 52(8)(Qr1 (8)Daa(2) — Q%(®))].

Las variables P;(t), Qi;(t) y Si;(t) son elementos de P, Q y S, respectivamente, que estn relacionan
por

Put) Pt Ou(t) Gu®) ] s [ Su(®) Su®
P = [Pii o o ] Q) = [Qii(t) Saalt) J S(t)‘[éﬂw éiz(t)]

Expresando las ecuaciones diferenciales de Riccati, correspondientes a Proposicién 2A en funcién
de sus componentes, se tiene

Pu(t) = 1-2Pp(t) - P4t (4.53)
Plz(t) = Pu(t) + 0.1Pyo(t) — Paa(t) — Pia(t)Paa(t)
Pzz(t) = 2P;p(t) + 0.2Pp(t) — P222(t),

con P(to) = E((X (to) — X (t0))(X (o) - X (to))T | F¥

6?11(t) = —1-2Q12(t) - QhL () (v 2 -1) (4.54)
le(t) = (14 Pi2(t))Qu1(t) — (0.1 + Paa(t))Qu2(t) — Qoa(t) — Qra(t)Qaa(t)(v~2 - 1)
bn®) = 201+ P(®)@ialt) - 2001+ Pa(®)0n(®) - Gh®)(r - 1),

con condicién terminal Q(tf) =

Sult) = -2+ Pu()5u®) + ShO(2 - 1) (459
Si2(t) = Su(t) + (0.1~ Ppa()S12(t) — (1 + Pra(t))S2(t) + Sua () Sr2(8) (v — 1)
Saa(t) = 2812(t) +2(0.1 — Pyo(8))Sna(t) + SH(t) (72 = 1) + 1,

con condicién inicial S(to) = R™!

4.4.3. Aplicacion del Control H,, por Retroalimentacion

De la Seccién 2.6, se sabe que este tipo de controlador es aplicable sdlo a sistemas lineales deter-
ministicos (no estocdsticos). Por lo tanto, para sintetizar un controlador H, por retroalimentacion, el
proceso de Wiener W (¢) presente en (4.42)-(4.45) se considera nulo.

Teniendo en cuenta la suposicién anterior, el sistema de control estd dado por:

a(t) = —Q12(t)71(t) — Qo2(t)Z2(t), (4.56)

donde Z; (t) y Z2(t) son los estados el sistema dindmico

Z1 = —Z2(t) + (1/4)[S11(t) — v 2Q22(t) (S11 () S22(t) — SH()(Ya(t) — 21(2)),  (4.57)
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Ty =1+ (v = DQ12(®)]Z1 () + [0.1 + (772 — 1)Qu2(t)]Z2(t)
+(1/A)[S12(t) + 77 2(S11(£) S22(t)Qu2(t) — ST2(t)Qu2(t))](Ya(t) — Z1(2)),

con Z(tg) = 0. Las variables A, Qi; y Si; son igual a las establecidos para el controlador Hoo €1
promedio cuadritico (Control 1).

4.4.4. Parametros de Simulacion

La simulacién numérica presentada en este apartado, consiste en la aplicacién de los controladores
disefiados para el sistema (4.42)-(4.45), considerando los siguientes valores.

- Intervalo de tiempo: [0, 10s].

- Condiciones iniciales:

x0 = %% | X@=X@=[46]f@=[J

- Condicién terminal:

- Perturbaciones en Lo:
[ 0.5+ 0.1sen(18.85¢)
o=

La simulacién numérica se realiza en MATLAB, por lo cual el sistema (4.42)-(4.45) y los contro-
ladores se pasan a la forma equivalente.

Los procesos W1 (t) y Wa(t) se simulan con el bloque que genera sefiales aleatorias con distribu-
cién Gaussiana (se considera media cero y covarianza unitaria).

4.4.5. Resultados Graficos

En esta seccién se presentan de forma gréfica los resultados obtenidos al implementar los contro-
ladores Hoo en promedio cuadratico al sistema estocéstico (4.42)-(4.45), asf como también el contro-
lador Ho por retroalimentacion.

En la Figura 4.3 se grafica la relacién [|| Z(¢)[|3/|lw(£)]I5 + (Xo — Xo)TR(X) — X0)]}/2 de 0a 10
segundos. El pardmetro X}, representa a las condiciones iniciales de cada controlador; es decir, Xo,
Xoy Zo.

El valor de norma H., obtenido al implementar 4(t), %(t) y %(t) son 1.016, 1.454 y 2.204, respec-
tivamente. Por lo tanto, los controladores H, en promedio cuadrético son mejores que el controlador
H, por retroalimentacion.
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Norma H-infinito

— — —usando u*
"""" usando u™
usando u”
° ¥ T
(] 2 8 10

Tiempo [s]

Figura 4.3: Norma H, de w(t) a Z(t).

Para corroborar los resultados de la Figura 4.3, en la Figura 4.4 y Figura 4.5 se presenta la dindmi-
cade Z(t) = [Z1(t), Z2(t)]T = [X1(t),u(t)]” al implementar los tres controles (ii(t), %(t) y @(t)).

1 T T
— — —usando ur
"""" usando u”
usando u”
0.5 s

AY

~o.5} M
1}
-1.5 .
o) 2 4 6 8 10

Tiempo [s]

Figura 4.4: Seiial controlada: Z;(t) = X;(t).
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Figura 4.5: Sefial controlada: Z5(t) = u(t).

Por la simplicidad del algoritmo y menor norma H, obtenida, es recomendable utilizar el con-
trolador Ho, en promedio cuadritico obtenido en Control 1.



Capitulo 5

Aplicacion a un Helicoptero de Dos
Grados de Libertad

En este capitulo se presenta el disefio del filtro y controlador H, en promedio cuadritico para el
helicéptero de dos grados de libertad. Asi mismo, por medio de gréficas se ilustran los resultados al
implementar los algoritmos disefiados a nivel simulacién.

5.1. Descripcion del Sistema

El helicéptero de dos grados de libertad gira sobre el eje de inclinacién a un dngulo 6 y sobre
el eje de rotacion un dngulo 1. Como se muestra en la Figura 5.1, la inclinacién se define positiva
cuando la parte delantera del helicéptero se eleva y una rotacién positiva se define con un giro en el
sentido de las manecillas del reloj.

5.2. Modelo Matematico
5.2.1. Modelo No Lineal

(Jegp + Mhelilim)8 = KppVimp + Kpy Viny (5.1
—Mpetiglem cos @ — Bpé - mhelilzm sin @ cos 01&2,
(Jeqy + Mhelily, cos 0%)9 = KyyViny + KypVenp
—Byib + thelilfm sin @ cos quzé.
Especificaciones

= Amortiguamiento viscoso equivalente sobre el eje de inclinacién:
Bgp = 0.800N/V

55
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Aplicacién a un Helicoptero de Dos Grados de Libertad

Figura 5.1: Helicéptero.

Amortiguamiento viscoso equivalente sobre el eje de rotacién:
Begy = 0.318N/V

Masa total en movimiento del helicéptero:

mpel; = 1.3872kg

Distancia del centro de masa al eje de inclinaci6n:

lem = 0.186m

Momento de inercia total sobre el eje de elevacion:

Jeqp = 0.0384kg - m2

Momento de inercia total sobre el eje de rotacién:

Jeqy = 0.0432kg - m?
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Constante de torque producido por el motor 1 sobre el eje de inclinaci6n:

Kpp = 0.204N - m/V

= Constante de torque producido por el motor 2 sobre el eje de rotacion:

Ky, =0.072N -m/V

= Constante de torque producido por el motor 1 sobre el eje de rotacién:

Kpy = 0.0068N - m/V

= Constante de torque producido por el motor 2 sobre el eje de inclinacién:

Kyp = 0.0219N - m/V
= Constante gravitacional:
g=9.81m/s?

5.2.2. Modelo Lineal

Para obtener el modelo lineal, se linealiza el sistema (5.1) en § = 0 y ¥ = 0, obteniendo la

siguiente representacion en variables de estado

i 00 1
| |00 0
23|~ |0 0 —B,/Jp
&4 00 0

—By/-]y

0
1
0

1
T2
T3
T4

con Jp = Jeq,p + mhelilgm yJy= Jeq,y + mhelil?;m-

El modelo de estado anterior considera el cambio de variable siguiente:

T
T2
T3
T4

o
v
4
Y

|

U1
U2

+

]=[V

0
0

Vm YP

m!y

|

0
0

Kpp/Jp Kpy/Jp
Kyp/Jy Kyy/Jy

|

Ul
u2

(5.2)



58 Aplicacién a un Helicéptero de Dos Grados de Libertad

5.2.3. Sistema Estocastico Lineal

El modelo estocéstico lineal se obtiene a partir del modelo linealizado (5.2), al cual se agrega la
parte estocdstica y las perturbaciones deterministicas. Las matrices de poderacion, correspondientes
al proceso de Wiener y a la perturbacién deterministica, son seleccionas de manera que el sistema

estocdstico esté normalizado.
El sistema estocdstico lineal correspondiente al helicéptero de dos grados de libertad estd dado

por:
Ecuacion diferencial estocistica
00 1 0 0 0
00 0 1 0 0
dX(M)=1¢ o —ga2751 0 X(0)dt + | 53567 00700 | HD9 (53)
00 0  —34955 0.2410 0.7913
0 0 00 0 0
0 0 00 0 0
+| 09024 0.0876 0 o |“@%+ | 00094 0.0876 | V1D
0.0910 0.8772 0 0 0.0919 0.8772
con condicion inicial
—0.7069
0.0012
X(to) = Xo = 5
0
Procesos de observacion
1000 10
le_[O ! o 0]X(t)dt+[0 1]de(t) (5.4)
y
1000 0010
Yz(t)_[o o O]X(t)+[0 i 1}w(t). (5.5)

5.3. Aplicacién del Filtro H,, en Promedio Cuadratico

El objetivo de esta seccién es disefiar un filtro Ho, en promedio cuadratico para estimar el dngulo
de elevacién y rotacién, de tal manera que se minimice la relacién entre la energia del vector error
de estimacién y la energia de las perturbaciones mas un término que considera la incertidumbre en la

.....

5.3.1. Filtro H,, en Promedio Cuadratico

Sea el sistema estocéstico lineal (5.3)-(5.5) y el proceso por estimar

z0=[5 % o o|¥® 56
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Las matrices del sistema estocéstico (5.3)-(5.5) cumplen con las suposiciones de S;, por esta razén
y por simplicidad en las ecuaciones de filtrado se implementa filtro H,,, en promedio cuadritico sujeto
a Proposicién 2.1.

La solucién al problema de filtrado se establece en el intervalo de tiempo [0, 80s], sobre el cual

wup [ 12() = Z(0)15 jos0
"“’(t)“%[o_gol + (XO - XO)TR(XO - Xo)
se debe cumplir. El nivel de atenuacion ~ se fijaen 1.1.

Mediante simulacién, se verifica que las soluciones a las ecuaciones diferenciales de Riccati exis-
ten.

Las condiciones iniciales consideradas son: Para la varianza del error de estimacién

1/2
<7 (5.7)

10 0 0 0]
0 10 0 0O
B=14 9 150
0 0 0 5]

y para S(t)
08 05 02 017"
05 08 0.7 02
02 07 09 04

0.1 02 04 09

Dado que el sistema cumple con las condiciones establecidas en Proposicién 2.1, el filtro que
cumple (5.7) estd dado por

So =

00 1 0
5 00 0 1 5
dX=10 0 —gor51 o |X®dt 8)
00 0 —3.4955
10
01 100 0]
+P(t) 00 (le(t) - [ 0100 ]X(t)dt)
00
10 0.1745
01 1 00 0] 5 _ v | —0.5236
+S(¢) 00 (Yf_;(t) - [ 0 0 ]X(t)) dt, X(to) = Xo —0.15
00 —-0.4
La matriz S(t) es la solucién de la ecuacién diferencial
00 1 0 00 0 0
.~ |00 o0 1 00 0 0
SO=100 9251 o |SO+SO|1 ¢ _gors1 o .9}
00 0 —3.4955 01 0 —3.4955
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01736 0 0 0 00 1 0
0 01736 0 0 00 0 1
B OB B 0o 00D |0 0 0820 01597 5(to) = So
0 0 00 0 0 01597 0.7779
mientras que P(t) estd dada por
00 1 0 00 0 0
- 00 0 1 00 0 0
P®=19 o _o2m51 0 PO+PE) | | o _gor51 0 Q.10
00 0  —34955 01 0  —3.4955
1000 00 1 0
0100 00 0 1
=Pt) | g 00 0|POF |0 0 08220 01507 |@ FPlo)=Fho
0000 0 0 01597 0.7779

5.3.2. Resultados Grificos

Con el objeto de mostrar el desempeiio del filtro disefiado, se obtienen los resultados graficos
siguientes.

El sistema (5.3)—(5.4) es afectado por funciones deterministicas arbitrarias en £2(0, 80], mostradas
en la Figura 5.6. Es decir, el vector w(t) estd dado por

0.1745 T
t

w(t) = |— 0.1(1-e%%) 0.0873(1 — e~%%) (5.11)

En Figura 5.2 y 5.3, se muestran las posiciones angulares reales y estimadas. Obteniendo exce-
lentes resultados, lo cual es corroborado en la Figura 5.4y 5.5.
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Angulo de elevacion [grad]

Angulo de rotacién [grad]

50 T T T T T T T
actual : : : :
40| = = = gstimado| - - ‘ ........ 5 :”

100

80

60

40

20

Tiempo [seg]

Figura 5.2: Angulo de elevaci6n

T T T T T T T
actual
- = = gstimado

Tiempo [seg]

Figura 5.3: Angulo de rotaci6n
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Figura 5.5: Medida del desempefio del filtro
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0.8
0.6
0.4

w, [vots]

[0} 20 40 60 80 o 20 40 60 80
Tiempo [seg] Tiempo [seg]

w4 [deg]
w,[deg]

(o] 20 40 60 80 (o} 20 40 60 80
Tiempo [seg] Tiempo [seg]

Figura 5.6: Perturbaciones en £[0, 80s]

5.4. Aplicacién del Control H,, en Promedio Cuadratico

54.1. Control H,, en Promedio Cuadratico

Dado que el sistema (5.3)-(5.12) cumple con las suposiciones establecidas en S1, se aplica el
controlador H,, en promedio cuadrético de acuerdo a Proposicién 14; tal que la relacién entre la
energia del vector Z(t) y la energia del vector de perturbaciones w(t) sea menor que y = 1.5238,
considerando nula la ponderacién del estado final (A = 0).

La seiial por controlar es:
1000 00
0100 00
Z(t) = 000 0 X(t)+ 10 u(t). (5.12)
0 00O 01

Aplicando el controlador establecido en Proposicion 14, la ley de control estd dada por

0 0 23667 0.2410

wt) =0 o om0 07013 | LOX® (.13

donde X (t) es descrito por la dindmica

00 1 0 00 0 0

. 00 0 1 00 0 0 ,

dX®) =110 0 —92751 0 t10 0 —59535 —0s5641 | Q) [X(B)dt
00 0  —34955 0 0 —05641 —0.3492
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10
+P0) | o & (le(t)—[(l) - g]X(t)dt) (5.14)
00
10
Ha-swaese | § o | (so-[g o o]x®)e
00

Las funciones matriciales P(t), Q(t) y S(t) son las soluciones a las ecuaciones diferenciales de
Riccati siguientes:

00 1 0 00 0 0
: 00 0 1 00 0 0
P®=109 o —9or51 0 PB+PO) | 1 o _gom51 0
00 0  —34955 01 0  —34955
1000 00 1 0
0100 00 0 1
=P | 9 00 0|P®*+]| 0 0 08220 01507 (5.15)
000 0 0 0 01597 0.7779
00 0 0 00 1 0
- 00 0 0 00 0 1
QI==11 0 92151 0 QN -QW | ¢ o _go751 0
01 0  —34955 00 0  —34955
00 1 0 1000
00 0 1 0100
+QM) | o o 52535 05641 YD~ |0 0 0 0 (5.16)
0 0 05641 0.3492 0000
00 1 0 00 0 0
- 00 0 1 00 0 0
SO=109 0 —92751 0 SO+5M | 1 ¢ _goms1 0
00 0  —34955 01 0  —34955
05693 0 0 0 00 1 0
0 05693 0 0 00 0 1
A o 0 0|5t |0 0 0820 01597 (5.17)
0 0 0 0 0 0 01597 0.7779
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Si se analiza el Hamiltoniano correspondiente a la ecuacién diferencial (5.16),

( 0 O 1 0 0 o0 0 0
0 0 0 1 0 o0 0 0
0 0 -9.2751 0 0 0 -52535 —-0.5641
0 O 0 -34955 0 0 —0.5641 —0.3492
Hoo = -1 0 0 0 0 0 0 0 (3:18)
0 -1 0 0 0 o0 0 0
0 0 0 0 -1 0 9.2751 0
| 0 O 0 0 0 -1 0 3.4955 |
se obtiene los siguientes valores propios:
9.2718, -9.2718, 3.4914, —3.4914, 0.2622, —0.2622,0.1451, —0.1451.
Para (5.17), el Hamiltoniano asociado es:
[0 O 0 0 —0.5693 0 0 0
00 0 0 0 —0.5693 0 0
1 0 -9.2751 0 0 0 0 0
01 0 —3.4955 0 0 0 0
Joo = 00 0 0 0 0 -1 0 (312
00 0 0 0 0 0 -1
0 0 -0.8220 -0.1597 0 0 9.2751 0
| 0 0 —-0.1597 -0.7779 0 0 0 3.4955

con valores propios:
9.2748, —9.2748, 3.4903, —3.4903, 0.1913, —0.1913, 0.0720, —0.0720.

Dado que los valores propios de los Hamiltoniano son reales, se afirma que la solucién Q(t) y
S(t) existen. Sin embargo, al resolver (5.16) en MATLAB, la solucién diverge aproximadamente en
5.74 segundos. Este problema ocurre debido a la exactitud con la que se debe establecer la condicién
inicial Q(0).

Como solucién alterna, se aplica el control Hy, en promedio cuadritico para un intervalo de
tiempo infinito.

5.4.2. Aplicacién del Control H,, en Promedio Cuadritico en Estado Estacionario

Dado que el sistema (5.3)-(5.12) cumple con Ss, se implementa un controlador admisible para
resolver el problema de control H;n fty.

Este controlador considera el estado estacionario de (5.15), (5.16) y (5.17) de acuerdo a [24]. A
continuaci6n se presenta P(t), Q(t) y S(t) en estado estacionario.

0.0962 0.0138 0.0047 0.0034
0.0138 0.2434 0.0013 0.0297
0.0047 0.0013 0.0443 0.0125
0.0034 0.0297 0.0125 0.1111

limi—ooP(t) = Ps = (5.20)
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44126 —1.1264 0.4643 —0.3218
—-1.1264 6.6877 —0.1214 1.8332

lime-oQ(t) = Qoo = | (4643 —0.1214 00494 —0.0347 G21)
_03218 18332 —0.0347 05133
y
0.1277 0.0184 0.0047 0.0034
i oS = 5o — | 00184 03252 00013 0.0302 a5

0.0047 0.0013 0.0443 0.0125
0.0034 0.0302 0.0125 0.1112

Para asegurar la existencia del controlador en el intervalo de tiempo infinito se realiza el siguiente
andlisis.

Valores propios de Py,: {0.0416,0.0952,0.1072,0.2511}.

Valores propios de Q: {0.0006,0.01,4.0233, 7.6292}.

Valores propios de A — (B;BY — y~2ByBT)Qoo: {—9.2718, —3.4914, —0.2622, —0.1451}.
Valores propios de Soo: {0.0418,0.1091,0.1264,0.3311}.

Valores propios de A — Soo(C3 Co — v~2GTG): {—9.2748, —3.4903, —0.0720, —0.1913}.
El méximo valor propio de Qo0 S €s 2.3215 y v2 igual que 2.3220.

De los valores propios obtenidos se verifica que se cumplen las condiciones de la Proposicion 34;
por tanto, el controlador H, en promedio cuadrético en estado estacionario existe y tiene la forma
siguiente:

-1.0212 -0.1545 -0.1087 —0.0416

“(t)=[ 02179 14410 0.0235 —0.4034 | X () (0:23)
donde X (t) es el estimado que satisface la ecuacién diferencial siguiente.
~0.39341 14510 1 0
. 14510 —16239 0 1 ,
dX()=| _91334 -15625 —9.5153 —o.1073 | X (Bt (5-24)
24802 -29498 00158 —3.6552 |
0.0962 0.0138 0.20716 —14.524 T
0.0138 0.2434 _14524  1623.7
*1 00047 00013 |1 H | 12886 15007 | T2dh
0.0034 0.0297 ~2.6331 29438 |

suponiendo la condicién inicial X(0) = [0.1745, —0.5236, —0.15, -04)T

5.4.3. Resultados Graficos

En esta secci6n, se presentan los resultados graficos obtenidos al aplicar la ley de control (5.23)
al modelo no lineal que describe la dindmica real del helicéptero de dos grados de libertad.
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La dindmica de la sefial por controlar, conformado por las posiciones angulares y entradas de
control, se presenta en las Figuras 5.7-5.10, en las cuales se aprecia que las sefiales tienden a disminuir
su tamaiio con forme transcurre el tiempo.

Angulo de elevacidn grad)

40
Tiempo [seg]

Figura 5.7: Angulo de elevacién

m ; ! : : ; ! :

Angulo de rotacion [grad]

P I ETERR P IRPTNE ......... ......... ......... ...... §
PO USRI S ST . A _— ]
b
~2% 10 20 30 420 50 80 70 80

Tiempo [seg]

Figura 5.8: Angulo de rotacién
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Voltaje 1 [volts]

—02F - el :
_0.25 i i i i i i
) 10 20 30 40 50 60 70 80
Tiempo [seg]
Figura 5.9: Voltaje para controlar la elevacién
sz : e e, i
o.1}f ]
£ :
o™ o :
> : :
g : :
= i 3
i : i ) ] ¥4 - .l

40
Tiempo [seg]

Figura 5.10: Voltaje para controlar la rotacién

Aplicando la ley de control sobre la planta no lineal, la norma infinito del sistema en lazo cerrado
en cada instante del tiempo se muestra en la Figura 5.11. El valor méximo alcanzado es 0.778, el cual

cumple con el nivel de atenuacién requerido.
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40 50 (-1} 70 80
Tiempo [seg]

Figura 5.11: Norma H, del sistema en lazo cerrado: | z||2/||w||2

Las perturbaciones, empleadas para afectar la dindmica de la planta, se muestran en la Figura
5.12. Se observa que éstas son funciones cuadrado integrables acotadas en el intervalo [0, 00).
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Figura 5.12: Perturbaciones en £2[0, 00)






Capitulo 6

Conclusiones y Trabajo Futuro

6.1. Conclusiones

Con el desarrollo de este trabajo se han obtenido algoritmos para el controlador y el filtro en
el sentido de la teoria H, para sistemas estocésticos lineales afectados por perturbaciones en Ly,
considerando intervalos de tiempo finito e infinito.

Los algoritmos desarrollados son sub-6ptimos, puesto que s6lo logran satisfacer un nivel de de-
sempeiio especificado. Por otro lado, si se consigue el minimo en la atenuaci6n entre la sefial objetivo
y la perturbacién en Lo, se dice que el controlador o filtro es éptimo.

Para evaluar el desempeiio de los algoritmos desarrollados, éstos se probaron a nivel simulacién
en dos sistemas estocasticos lineales dados; ademds se compararon con el controlador y el filtro H
para los correspondientes sistemas deterministicos, obteniéndose niveles de atenuacién menores con
los algoritmos propuestos.

Finalmente los algoritmos desarrollados se aplicaron al helicéptero de dos grados de libertad,
obteniéndose resultados satisfactorios.

6.2. Trabajo Futuro

Como trabajo futuro se propone, obtener el algoritmo de control y del filtro H, en promedio
cuadritico para sistemas estocdsticos no lineales afectados por perturbaciones en L.
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Apéndice A
L] L] [ 4
Optimizacion
La informacién presentada en este apéndice es tomado de [4].

A.l. Variacion

La variacién es una generalizacién de diferenciacion, que es de gran utilidad en la teoria de control
6ptimo. Con esta herramienta es posible calcular la diferenciacién de una funcién escalar real con
respecto a una variable dependiente del tiempo.

Sea J(z) una funci6n escalar real. Se dice que J(z) tiene un minimo local en z* si y s6lo si

J(z* + 6z) > J(z*) (A.1)
para todo dz suficientemente pequeiio. Una forma equivalente de establecerlo es que
AJ(z*,8z) = J(z* + 6z) — J(z*) > 0.

Expresado J(z* + dz) en una serie de Taylor alrededor de z”, la condicién de optimalidad (A.1)
puede ser escrita por

dI(@),; . I

2
- sa—dr’+020 (A2

AJ(z*,0z) = J(z" + b6z) — J(z*) =

donde O incluye los términos de alto orden. Cuando J es una funcional (una funcién escalar real de
funciones), 6z se llama la variacién de z, y el término en AJ que es lineal en dz se 1lama la variacién
de J y se denota con §J(z*,dz). La variacién de J es una generalizacién de la diferencial y puede
ser aplicado a la optimizacién de una funcional.

La condicién necesaria para que z* sea un minimo local, es que J(z™, dz) sea cero en z* para
todo 6z. La condici6n anterior es sélo aplicable a problemas de minimizacién sin restricciones. Si el
problema es con restricciones (la funcién de costo estd sujeta a las restricciones sobre el estado y el
control) es necesario formularlo como un problema de minimizacidn sin restricciones.
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A.2. Multiplicadores de Lagrange

El procedimiento para dar solucién al problema de optimizacién con restricciones por medio de
la solucién del problema de optimizacién sin restricciones se llama método de multiplicadores de
Lagrange. Considérese el problema en el cual se desea minimizar J(z), donde z es un vector, tal que

c(z) =0. (A3)

La ecuacién (A.3) establece una superficie en el espacio de z. Las condiciones necesarias para la
optimizacién de J(z) en el punto z* es que z* satisfaga (A.3) y que la derivada direccional de J(x)
en z” sea cero en todas las direcciones de la superficie. La segunda condicién se cumple si el gradiente
de J(z) es normal a la superficie en z*. Por lo tanto, la segunda condicién se cumple si el gradiente
de J(z) es paralelo al gradiente de c(z) en z™, es decir

8J(z*)  Oc(z*)
oz P oz =0,

para algiin escalar p. Ecuacién (A.3) y (A.4) forman un conjunto de condiciones necesarias para dar
solucién al problema de optimizacién con restricciones. Las condiciones (A.3) y (A.4) pueden ser
obtenidas como la soluci6n a un problema de optimizacién sin restricciones con la funcién de costo:

Jo(z,p) = J(2) + pe(2), (A5)

(A4)

donde p es el multiplicador de Lagrange.

Con la nueva formulacién del problema se puede aplicar la condicién para que z* sea un minimo,
tal como se establecié en el Apéndice A.1.

El método de multiplicadores de Lagrange se aplica en la Seccién 2.5, para dar solucién al pro-
blema de control de informacién completa.

A.3. Juegos Diferenciales

Un controlador H,, 6ptimo minimiza la ganancia del sistema, cuando se presenta la peor per-
turbacién. Este problema puede ser visto como un juego con dos participantes: el disefiador, quien
trata de obtener un control que minimice la ganancia, y la naturaleza, que busca una perturbaci6n
que maximice la ganancia. Juegos de este tipo son juegos diferenciales cuando la dindmica del juego
estd descrita por ecuaciones diferenciales.

Un juego diferencial estd descrito por la dindmica del juego y la funci6n objetivo. La dindmica
del juego es modelada por la ecuacién de estado:

&(t) = Az(t) + Biu(t) + Bow(t), (A.6)

donde u(t) es la entrada de control, la cual es seleccionada por el disefiador, y w(t) es la perturbacién
seleccionada por la naturaleza. La funci6n objetivo es una funcién real (no necesariamente definida
positiva) del estado, el control y la perturbacién:

J{z(t),u(t),w(t)}- (A7)
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La soluci6n del juego diferencial consiste de una trayectoria de control 6ptima u*(t) y de la pertur-
baci6n entrante en el peor caso w*(t). Esta solucién es necesariamente un punto silla de la funcién
objetivo, la cual se define por la desigualdad siguiente:

J{z(uv*,w),u*(t),w(t)} < J{z(u",w"),u*(t),w* (1)} < J{z(u,w"),u(t),w*(t)}. (A.8)

El estado en funcién de las entradas, hace énfasis en que depende completamente del control y de la
perturbacién (con condici6n inicial cero para el estado).
Un punto silla se puede definir también como el argumento del problema mini-max:

m&'n(m;i.x.]{x(u, w), u(t),w(t)}.

Los multiplicadores de Lagrange pueden ser usados para convertir un problema mini-max con restric-
ciones en uno sin restricciones de orden superior. Agregando la ecuacién (A.6) a la funcién objetivo
(A.7) se obtiene la funcién objetivo aumentada:

tf
Ta(z,u,0,p) = J(z,u,0) + / PT(O){Az(t) + Bau(t) + Bow(t) — s()}dt.  (A9)
0
Una condicién necesaria para un punto silla es que la variacién de la funcién objetivo aumentada (con

respecto a la perturbacién en el estado, al control, la perturbacién y el multiplicador de Lagrange) sea
cero.
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Apéndice B

Publicaciones

En revista:

= M. V. Basin, S. Elvira-Ceja, and E. N. Sanchez, “Central Suboptimal Mean-Square H., Con-
troller Design for Linear Stochastic Time-Varying Systems”, International Journal of Systems
Science, 2010.

En congresos:

= M. V. Basin, S. Elvira-Ceja, and E. N. Sanchez, “Central Suboptimal Mean-Square H, Con-
troller Design for Linear Stochastic Systems”, IEEE International Symposium on Intelligent
Control, Yokohama, Japan, September, 2010.

= M. V. Basin, S. Elvira-Ceja, and E. N. Sanchez, “Central Suboptimal Mean-Square H, Filter
Design for Linear Stochastic Time-Varying Systems”, 8th International Symposium on Intelli-
gent Automation and Control, Kobe, Japan, September 2010.
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