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Resumen

Este trabajo presenta un método para la reconstrucción de tumores en 3D con aplicaciones
en neurocirujía y laparoscopía. Éste usa imágenes de ultrasonido estéreo endoscópicas, las

cuales son capturadas simultáneamente. Para hacer esto, una sonda de ultrasonido flexible

es rastreada a través de las imágenes estéreo endoscópicas usando un filtro de partículas, y
un método auxiliar basado en la umbralización en el espacio HSV es usado a fin de mejorar
el rastreo. Luego, la pose en 3D de la sonda de ultrasonido es calculada usando álgebra

geométrica conformal.

Las imágenes de ultrasonido en 2D han sido segmentadas usando dos métodos: El método

de conjuntos de nivel y operadores morfológicos, y una comparación entre sus desempeños
ha sido hecha. Finalmente, las imágenes de ultrasonido procesadas son compuestas en un

volumen en 3D, usando la pose de ultrasonido calculada.

Una nueva herramienta gráfica ha sido desarrollada, ésta se llama shape3. Esta puede
ser usada para calcular la envolvente convexa y la forma alfa para un conjunto de puntos

en el espacio de 3D. Ésta se usó para envolver las rebanadas de tumor en el espacio de 3D,
calcular el volumen y encontrar la forma final del tumor. Así, un método robusto para la

reconstrucción en 3D de tumores fue obtenido.



Abstract

This work presents a method for 3D reconstruction of tumors for applications in neuro-

surgery and laparoscopy. This uses stereo endoscopic ultrasound images, which are simulta

neously recorded. To do this, a flexible ultrasound probé is tracked throughout the stereo

endoscopic images using a particle filter and an auxiliary method based on thresholding in

the HSV-space is used in order to improve the tracking. Then, the 3D pose of the ultrasound

probé is calculated using conformal geometric algebra.

The 2D ultrasound images have been segmented using two methods: the level sets method

and morphological operators, and a comparison between their performances has been done.

Finally, the processed ultrasound images are compounded into a 3D volume, using the cal

culated ultrasound pose.

A new graphic tool has been developed, it is called shape3. It can be used to calcúlate

the convex hull and alpha shape for a set of points in the 3D space. It was used to wrap

the slices of tumor in the 3D space, to calcúlate the volume and find the final shape of the

tumor. So, a robust method for 3D reconstruction of tumors was obtained.



Prefacio

Las tendencias recientes en cirugía del cerebro de invasión mínima señalan en usar la

adquisición conjunta de imágenes de ultrasonido (U.S.) y de endoscopia, una técnica que ha

sido bien llamada endo-neuro-sonografía (ENS). Las imágenes endoscópicas son de gran uti

lidad para las técnicas de invasión mínima en neurocirugía. El procedimiento de adquisición

de imágenes de ultrasonido es más económico comparado con aquel de imágenes de reso

nancia magnética y tomografía (las cuales son más complicadas de obtener en un escenario

intra-operativo), y permiten a los neurocirujanos ver más allá de los tejidos dentro del cere

bro. Otra forma pudiera ser extraer información tridimensional (3D) a partir de las imágenes
de U.S. y de endoscopia para ayudar a los neurocirujanos a localizar mejor estructuras de

interés dentro del cerebro (tales como tumores). Algunos trabajos han sido desarrollados en

esta dirección, principalmente en el reemplazo del ultrasonido clásico (metodología de repre
sentación en 2D) por el equipo de ultrasonido en 3D [22]. Hemos enfocado nuestra atención

en el uso de técnicas de ultrasonido clásico y de imágenes de endoscopia para extraer in

formación de 3D. Nosotros estamos proponiendo rastrear la sonda de U.S. en las imágenes

endoscópicas y luego calcular la pose de la sonda de U.S. en el espacio de 3D sin usar un

método externo (óptico ó magnético).

Estructura del contenido

Esta tesis está organizada como sigue:

Capítulo uno. Proporciona al lector, la motivación para el desarrollo de esta tesis, el

objetivo, los antecendentes, el método propuesto y el trabajo desarrollado.

■ Capítulo dos. Describe las técnicas usadas para el rastreo de la sonda de ultrasonido en

las imágenes de endoscopia. Son presentados dos métodos alternativos: Transformada

de Hough Generalizada con un refinamiento adicional a través de un análisis de la

orientación de las aristas, y Filtro de Partículas.

I



II

Capítulo tres. Este capítulo está dedicado al procesamiento de imágenes de ultrasonido

y presenta un método para segmentar estructuras del cerebro y una comparación del

mismo usando métodos de conjunto de nivel (level sets).

■ Capítulo cuatro. Se describe como calcular la pose en 3D de la sonda usando Álgebra
Geométrica Conformal y métodos de múltiples vistas.

■ Capítulo cinco. En este capítulo se presentan los algoritmos desarrollados en el marco

del álgebra geométrica conformal para la envoltura convexa y la representación de

formas a partir de una nube de puntos dispersos en el espacio de 3D.

■ Capítulo seis. Presenta como es posible extender los algoritmos presentados para el caso

de un sistema estéreo endoscópico y ultrasonido de tiempo real.

Capítulo siete. En este capítulo se presentan los detalles de la implementación del

proyecto de tesis realizado, usando los lenguajes de programación C-l—I- y CUDA.

Capítulo ocho. En este capítulo se presentan las conclusiones del trabajo realizado.



Tabla de Símbolos

Esta es la lista de símbolos utilizados en este documento.

a, b Vectores en TZn

A En álgebra geométricas: Producto exterior ó wedge

R Rotor

T Traslador

M Motor

e Punto en el infinito en Geometría Conformal

e0 Punto en el origen en Geometría Conformal

e¡ base Geometría Conformal

I PseudoScalar Conformal

Ie PseudoScalar Euclidiano

<¿r>. Blade de grado i obtenido del multivector de gr-ado r

K Conjugación Cliffordd del Multivector A

Ár Reversión del Multivector A

Á\ Involución del Multivector A

Tabla 1: Lista de símbolos utilizados en esta tesis.
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Capítulo

Introducción

La endoneurosonografía (ENS) ha ganado una especial atención en los últimos años. Su

mayor ventaja a la cirugía de cerebro tradicional, yace en que es una cirugía de invasión

mínima y al uso de la información obtenida a partir de las imágenes de la cámara endoscópi-

ca y del ultrasonido durante la etapa intraoperativa. El desafio actual es poder brindar la

mayor información real posible al cirujano acerca del órgano que está interviniendo ademas

del conocimiento propio que él posea del órgano y de las imágenes en dos dimensiones ó tres

dimensiones que él observa en la etapa intraoperativa.
Para este fin se han hecho varias pro

puestas y se han usado varios modelos matemáticos.

En este capítulo se presentan el objetivo, la motivación para el desarrollo de esta tesis,
los

antecedentes que existen al respecto, el método propuesto y el trabajo desarrollado haciendo

uso del álgebra geométrica, el filtro de partículas, transformada de Hough generalizada, ope

radores morfológicos, métodos de conjuntos de nivel (level sets), segmentación
en el espacio

HSV y otras heurísticas.

Al lector interesado en álgebras geométricas y level sets se le recomienda recurrir a [4] y

[17].

1.1. Motivación

Desarrollar algoritmos que puedan ser útiles para brindar información al cirujano acerca

de los órganos y tumores en un ambiente de 3D durante su etapa intraoperativa. Haciendo

uso de técnicas de invasión mínima tal como la endoneurosonografía y de realidad virtual.

Aprovechar las características matemáticas que nos proporciona
el álgebra geométrica para

expresar de una forma matemáticamente compacta
a los planos, las líneas, las esferas u otras

1
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Capítulo 1. Introducción

entidades geométricas, así como la representación de rotaciones, traslaciones dilataciones
u otras transformaciones. De esta forma se puede calcular la posición de los objetos en el

espacio de 3D, así como también desarrollar algoritmos para calcular la envoltura convexa de
una nube de puntos y la representación de tumores cerebrales en el espacio de 3D, empleando
los datos obtenidos por las imágenes de endoscopia y de ultrasonido.

1.2. Objetivo

La representación de tumores cerebrales en realidad aumentada empleando visión y neu

rosonografía. El desarrollo de algoritmos para el caso de un sistema estéreo endoscópico y

ultrasonido de tiempo real. El uso del álgebra geométrica conformal como una alternativa

para la computación gráfica y su implementación en una tarjeta aceleradora, a fin de estimar

contornos y recrear la forma en 3D de tumores en tiempo real.

1.3. Antecedentes

Varios trabajos han sido hechos en este campo (vea [22]), pero en esta tesis se propone

rastrear la sonda de ultrasonido (S.U.) en las imágenes endoscópicas y luego calcular la

pose de la S.U. en el espacio de 3D sin usar un método externo (óptico ó magnético). El
uso de instrumentos magnéticos para determinar la pose en 3D de instrumentos quirúrgicos,
proporciona mediciones inexactas además de que el campo magnético puede ser interferido

ó distorsionado por otros equipos y materiales presenten en la sala de cirugía. Provocando
errores ergonómico. Así también, se proponen nuevos algoritmos para determinar la envoltura
convexa a partir de una nube de puntos en 3D y la representación de volúmenes utilizando una
nube de puntos. Este cálculo se desarrolla en el marco del Álgebra Geométrica Conformal.

1.4. Método propuesto

A fin de rastrear la S.U. en las imágenes endoscópicas y luego calcular la pose de la S.U.
en el espacio de 3D, se dispone de la siguiente configuración del equipo: la S.U. es introducida
a través de un canal en el endoscopio y es vista por la cámara endoscópica. Usando un equipo
de rastreo visual (Polaris) se puede calcular la posición en 3D de la punta del endoscopio y

así conocer la pose de la S.U. a fin de tener la localización exacta del sensor de U.S.. Esto

es importante porque la S.U. es flexible y está rotando alrrededor de su propio eje. La sonda

puede también moverse hacia atrás ó hacia adelante y hay un movimiento aleatorio alrrededor
del canal dado que este es amplio (fig. 1.1). La S.U. está conectada a una unidad de manejo
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I -^Computadora

Imagen de ^|^ ^--^ ^^
Cámara / ^^J^^.

Endoscoplca ^^^^L

/ ^**^" Equipo de ^^
Sistema de

Ultrasonido (U.S.)

u

^^-^V^ Endoscopio

Rastreo Visual

Fuente

de Luz

"Telescopio" - Las imágenes son

transmitidas a la cámara por

medio de este telescopio.

Ancho: 2.9 mm

Longitud: 30 cm

•

■>

Fantom
\ ,/

de Cerebro

Cámara

Planeamos colocar

el rastreador justo aqui.

Tumor

El telescopio es

insertado aquí

El telescopio y la sonda de

ultrasonido son introducidos a través

de la "cam isa de trabajo"

"Vaina" - Esta es

introducida al cerebro

"Camisa de trabajo'
Los dispositivos quirúrgicos son

insertados a través de ella.

i (exterior) x 7 mm

Longitud: 14 cm

La "camisa de trabajo
insertada a la 'Vaina"

Canales de Trabajo

Figura 1.1: Configur.ación del equipo de ENS.
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Escenario

Sensor de

Ultrasonido (U.S.)

\
K* !

:

Imagen de Cámara

Ijff) Endoscopio
Imagen de US

. Cámara

Sonda de
TT

\£:

di

Figura 1.2: Escenario para la Representación Virtual. El plano n el cual ha de ser calculado,

contiene la imagen de U.S. ha ser segmentada y es ortogonal a el vector unitario £

para micro puntas transductoras; el transductor es rotado para generar un haz de 360
°

a 10

MHz. Rastreando la S.U. en los marcos sucesivos de video de las imágenes endoscópicas se

puede encontrar la pose del eje de la S.U. al usar técnicas de estimación en 3D de múltiples
vistEis. Con esta pose y la localización exacta de la punta del endoscopio se puede estimar

las coordenadas en 3D de la punta de la S.U. . Esto es fundamental dado que la imagen de

U.S. es ortogonal al eje de la S.U. tal como se muestra en la fig. 1.2). La figura también

muestra la distancia d_, esta es la distancia entre dos puntos retroproyectados tomados del

molde de la S.U., el cual es sobrepuesto en la imagen endoscópica en la posición de la S.U.

encontrada, en cada par de imágenes consecutivas. Al respecto se volverá a mencionar en los

capítulos dos y cuatro. Por otro lado, se está considerando que en un intervalo de tiempo

pequeño x, la S.U. está fija, y la cámara endoscópica experimenta un movimiento, lo cual

es equivalente a un movimiento inverso, es decir, la cámara endoscópica está fija, y la S.U.

experimenta un movimiento. En las figuras previas se muestra la representación virtual en

3D del phantom de cerebro usado para los experimentos. Este modelo está construido con

imágenes de resonancia magnética del phantom.

1.5. Avances

Se desarrollaron las siguientes tareas haciendo uso de las álgebras geométricas y de las

técnicas de procesamiento de imágenes previamente mencionadas:

Seguimiento tridimensional de una S.U. endoscópico flexible a través de las imágenes
de endoscopia monocular y estéreo.
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■ Segmentación de zonas cancerígenas en imágenes de U.S. endoscópico.

■ Representación en el espacio de 3D del tumor segmentado.

Aplicación de una envoltura convexa a los resultados obtenidos.

■ Algoritmos para calcular la envoltura convexa y representación de formas en el espacio

de 3D a partir de una nube de puntos no estructurados.

■ Aplicación de los métodos descritos en gastroenterología.



Capítulo

Procesamiento de Imágenes de Endoscopia

En este capítulo se presenta la metodología para el seguimiento de la S.U. la cual es vista

en las imágenes de la cámara endoscópica. Para hacer esto, se usan dos técnicas alternativas:

la Transformada de Hough Generalizada (THG) con un análisis de la orientación de las aristas

(AOA), y un Filtro de Partículas.

2.1. Seguimiento de la Sonda de Ultrasonido

La meta es rastrear la línea eje de la S.U. a través de las imágenes. El reconocimiento de

esta línea es importante debido a que permite calcular sus coordenadas en 3D usando lamatriz

de proyección de la cámara. Tal proyección es hecha como sigue: cada línea es retroproyectada

para formar un plano en el espacio, el cual contiene a la línea y al centro de cámara. Usando

dos imágenes consecutivas, la intersección de sus planos respectivos producirá la línea en

3D. Para obtener un resultado más exacto, se utilizó solamente el vector unitario de esta

línea (debido a que los cálculos de la traslación en la matriz de proyección están sujetos a

un factor escalar). Se traslada el primer punto (La punta del endoscopio) obtenido por la

lectura de la Polaris, por una distancia d2 a lo largo del vector unitario en la dirección de

la línea obtenida previamente, y este punto trasladado será la posición del sensor de U.S.

en 3D, haciendo posible obtener el plano n para hacer la representación virtual. Para la

calibración de la cámara endoscópica se utilizó el método de calibración mano-ojo (hand-eye
calibration) [5]. Se presenta un breve repaso de la THG y el Filtro de Partículas que fueron

usados independientemente para rastrear el eje de la S.U. así como también los resultados

obtenidos por estos métodos.

7
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Capítulo 2. Procesamiento de Imágenes de Endoscopia

2.1.1. Transformada de Hough Generalizada y Análisis de Aristas

Transformada de Hough Generalizada

La Transformada de Hough Generalizada (THG) es usada para encontrar un objeto en

una imagen usando un conjunto de aristas ó pixeles del objeto que sirven para identificarlo.

Debido a que la S.U. que se desea encontrar en las imágenes endoscópicas tiene forma cilindri

ca, sólo se tomarán las aristas pertenecientes al contorno de ella; por lo tanto el proceso de

alineamiento de la THG consistirá en un sistema de votación para todas las posibles orienta

ciones, posiciones y escalas del contorno en la imagen [24] . Los votos son almacenados en un

acumulador y la casilla del acumulador con mayor cantidad de votos será la ganadora. Esta

casilla indica la posición y orientación del contorno en la imagen. Este método de seguimiento
es robusto a oclusión y cambios de iluminación. Esto se usa para obtener una primera buena

aproximación del contorno en la imagen. Antes de aplicar el algoritmo de la THG, se realiza

una reducción del tamaño de la imagen (para reducir el costo computacional) mediante una

pirámide de Gauss y se obtienen sus aristas por medio del filtro de Canny.

Para comenzar, se construye una R-Tabla la cual describa completamente el contorno (ver

fig. 2.1). Se selecciona un punto de referencia (xTef,yref), Y se dibuja una línea a cualquier

punto del contorno. Luego se calcula la distancia y dirección a partir de ese punto del con

torno al punto de referencia, es decir, (r, ¡3). La orientación del contorno Í7¿ (perpendicular a

la dirección del gradiente obtenida por el filtro de) será el índice para los valores (r, 0):

tti* (rj,#), (ri,0¡), ...

n2: (rlP¡), (r¡,P¡), ...

- (2*1)

O,: (r?,0_), (r£,#), ...

Aquí se presenta el algoritmo de la Transformada de Hough Generalizada. Se calculan las

orientaciones y posiciones del contorno en las imágenes:

Figura 2.1: Transformada de Hough Generalizada: definición de los componentes de la R-tabla
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Algoritmo 2.1 Algoritmo de la THG

Requiere: El contorno del objeto a buscar y, la imagen en donde se buscará el objeto
Devuelve: El centro y la orientación del objeto localizado: xn¡. yn¡ y <\>

1: Preprocesamiento
2: Construcción de la R-tabla que representará a la forma:

3: para todo punto en el contorno, hacer

4: calcular la orientación íí (dirección gradiente +90°)
5: calcular ry (3

6: Agregar una entrada (r, fi) en la R-tabla en una localidad indexada por íi

7: fin del para

8: Etapa de detección

9: Cuantizar el espacio de la transformada de Hough: identificar los valores mínimo y máxi

mo de Xnf, Vrej, <l> e identificar el número total de cada uno de ellos.

10: Generar un arreglo acumulador A(xre/,Vn/, <t>)\ colocar todos los valores a 0
ll: para cada punto de arista (xt-, y,) en la imagen, hacer

12: calcular la orientación 0 (dirección gradiente +90°)
13: calcular los posibles puntos de referencia xn¡, yn¡
14: para cada entrada de la tabla, indexada por 0, hacer

15: para cada posible orientación de la forma <f>, hacer

16: calcular xn¡
— x4 + rcos(P + 0)

17: calcular y^f
=

y¡ + rsen(/3 + $)
18: incrementar A(xTKf, ynf, <f>)
19: fin del para

20: fin del para

21: fin del para

22: para toda celda en el arreglo acumulador acumulador, hacer

23: buscar los valores máximos

24: fin del para

25: las coordenadas xref, y„j y <b del valor máximo, d.an la posición y orientación de la forma
en la imagen

26: devolver xre/, y^f y </>

Análisis de aristas

A fin de incrementar la exactitud del algoritmo de seguimiento de la THG, se hizo un
análisis de la orientación de las aristas en la imagen. El AOA puede ser visto como un filtro

que acepta pixeles pertenecientes a la S.U. y que rechaza los otros. Para hacer esto, se usa
una máscara binaria, la cual describe el airea de interés en las imágenes de endoscopia (ver
fig. 2.2.a). Esta máscara es calculada una sola vez en el comienzo del rastreo. Se inspeccionan
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Figura 2.2: Máscara Binaria usada en ÁOA

Figura 2.3: Línea estimada usando THG y análisis de aristas

las orientaciones de las aristas en un vecindario y su distancia directa a el marco de imagen;
las aristas que tienen una posición físicamente posible tendrán un peso más alto y las otras

tendrán un peso más bajo. Un vecindario de aristas tiene una posición físicamente posible si

esta es convexa y también tiene una región de soporte en el marco de imagen (ver fig. 2.2.b).

Es así como se obtienen dos líneas estimadas (la primera de ellas usando la THG y la

segunda es obtenida usando AOA), y ellas son ponderadas para obtener una línea estimada

total. (LE)
LE = 0.65 x THG + 0.35 x AOA. (2.2)

Los resultados son mostrados en la fig. 2.3. En esa figura, se muestra la línea estimada de
la U.S. y también una línea horizontal indicando su extremo final (ambas en color verde). Los

segmentos en color azul rey corresponden a las aristas detectadas por el filtro de Canny. Los
valores 0.65 y 0.35 fueron obtenidos experimentalmente, cuando se observó que al usar un

sólo método no se obtem'a un buen resultado de seguimiento de la S.U., pero el uso conjunto

y ponderado de la THG y el AOA si dio un buen resultado.

2.1.2. El espacio HSV

El espacio HSV representa a una imagen digital mediante el tono, saturación y brillo de

la imagen
1

. Este método de representación digital ha sido usado en el área de procesamiento

1
La abreviatura HSV representa: tono, saturación y brillo respectivamente.
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de imágenes gracias a que proporciona una alternativa para la segmentación de imágenes.

Una imagen a color en el espacio RGB
2

puede ser convertida al espacio HSV mediante el

conjunto de eccs. 2.3 El valor escalar 255 en este conjunto de eccs. representa el máximo

nivel de saturación de imagen que se ha utilizado en esta tesis, mientras que los valores de

tono y brillo son normalizados de 0 al 100 %. Se hace uso del espacio HSV como un auxiliar

para localizar la S.U. atráves de las imágenes de endoscopia estéreo tal como se muestra en

la sección 6.1.1, y para almacenar los histogramas de color de las partículas en el método del

filtro de partículas.

MAX

MIN

H =

S =

V =

max(R, G, B)

min(R, G, B)

no definido,
60o*

60

G-B

MAÍ MIN
B

MAX-MIN

60o* —S=&—
UU *

MAX-MIN

60o* —S=^—

+ 0°,

+ 360°

+ 120°

+ 240°
MAX-MIN

í 255 * (MAX - MIN)/MAX,

lo*
MAX

si MAX = MIN

si MAX = R, yG>B

si MAX = R, yG<B

si MAX = G

si MAX = B

siV^O
en cualquier otro caso.

(2.3)

2.1.3. Seguimiento con Filtro de Partículas

Otra propuesta para realizar un seguimiento visual, es usar un filtro Bayesiano; tratando

.así al movimiento como un problema de estimación de estado Bayesiano. A fin de usar un

marco Bayesiano, se debe modelar el objeto que está siendo rastreado como un vector de

estado. Esto requiere un método para evaluar que tan bien se ajustan a la observación los

estados predecidos de dicho vector. El filtro Bayesiano más comúnmente usado es el filtro de

Kalman. Sin embargo los filtros de Kalman requieren una probabilidad de observación Gau

siana y una densidad de probabilidad posterior Gausiana. Nuestras observaciones muestran

que el movimiento aleatorio de la S.U. puede difícilmente ser descrito como Gausiano. Esta

situación amerita el uso de un filtro más general: El Filtro de Partículas.

El Filtro de Partículas

Los Filtros de Partículas surgen del trabajo pionero de Isard y Blake [8]; estos filtros
fueron introducidos para el seguimiento de objetos en regiones visuales atiborradas y deteri-

2
Una imagen RGB es una imagen a color de tres canales: rojo, verde, azul.
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oradas por ruido, y pueden manejar probabilidades de observación multimodales.

Suponiendo que xt representa el estado (vector de estado) del objeto en el tiempo t y que
Xt = {xi, • ••■•£*.} representa su historial con el paso del tiempo. El vector Zt = \z_,..., zt}
contiene todas las observaciones Zi hasta el tiempo t. En nuestra aplicación, zt representa
una imagen endoscópica en el tiempo t.

El filtro de partículas aproxima la probabilidad posterior de la distribución de probabil
idad p(xt\Z_). La idea esencial en el filtrado de partículas es aproximar la distribución de

probabilidad (y por consecuencia la posterior) para un conjunto finito ponderado de mues

tras, es decir, de partículas. Suponiendo que S = {(si , tt¡¡ )[n — 1, . . .

, N} sea un conjunto

ponderado de N muestras distintas. Cada muestra s^ representa un posible estado del ob

jeto y tiene un peso 7r^n- asociado con ella. Este peso representa la verosimilitud que tiene

la partícula asociada, para que esta sea la verdadera localización del objeto. Los pesos están

normalizados tal que YliLi77^ = ■*-■

Aplicando la ley de Bayes, la probabilidad posterior p(xt\Zt) puede ser expresada recur

sivamente como,

p(xt\Zt) = ktp(z_\xt)p(x_\Zt-i). (2.4)

Teniendo el vector de estado en el tiempo t - 1 la p(xt-i\Zt-_) posterior puede ser obtenida

marginalizando sobre xt_-., haciendo posible obtener la distribución p(x_\Zt-_),

p(xt\Zt-_) = / p(xt,xt-_\Zt-i)
Jxt-i

= / p(xt|xt_i)p(xt_i|Zt_1), (2.5)
Jxt-i

en donde se aplicó la regla de la cadena (p(xt\xt-i) es el modelo dinámico).

Para realizar la operación de filtrado, un nuevo conjunto de N partículas de reeemplazo es
creado a partir de las TV partículas creadas en el tiempo t — 1. La probabilidad de seleccionar
una partícula s-*"-1 es proporcional a su peso normalizado ir^n\ Luego las nuevas partículas son
actualizadas usando el modelo de evolución del sistema. Los nuevos pesos para las partículas
actualizadas son calculados midiendo que tan bien se ajusta la posición del objeto represen

tado por cada partícula a la observación Zt en el tiempo t. Después normalizando los pesos
el estado medio es estimado en cada tiempo por E[S] = X^n=i t^s^

Las localizaciones subsecuentes de la sonda, pueden ser representadas como una rotación

y una traslación con respecto a la línea estimada inicial. Un vector de estado puede ser

representado como s^™- = [dx , dy , dg ]T con sus componentes describiendo la traslación y

rotación. Este modelo evoluciona en cada etapa de acuerdo a

St = 5t_! + Nt (2*6)
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Figura 2.4: Los resultados para el método de filtro de partículas.

con Nt siendo ruido blanco Gausiano.

Para obtener el peso de cada partícula, la imagen del área .seleccion-ada en la primera

imagen es obtenida rotandola y trasladándola de acuerdo a los componentes de la partícula

(vector de estado). La imagen transformada es después comparada a la imagen observada por

medio de la distancia de Bhattacharyya entre sus histogramas de color como está descrito en

[23].

2.2. Resultados del Seguimiento

El método THG fué aplicado como se explicó anteriormente y el filtro de partículas
fué aplicado usando hasta N = 300 partículas, pero muy poca diferencia es observada en

los resultados cuando N > 100. Han sido probadas varias imágenes y secuencias. La fig.

2.4 muestra resultados típicos para el método de filtro de partículas. Ambos métodos de

seguimiento se desempeñan bien en la práctica, Sin embargo, se prefiere el método de la

THG (Sect. 2.1.1) porque es más rápido y también porque el método de filtro de partículas

es no determinístico, es decir, bajo condiciones iniciales idénticas el resultado puede variar en

ejecuciones independientes debido a que depende de estimaciones aleatorias. Se han obtenido

una exactitud del 94 % con el método de la THG y el AOA.



Capítulo

Procesamiento de Imágenes de Ultrasonido

En este capítulo se presentan procedimientos para segmentar estructuras de interés en

las imágenes del cerebro, tales como tumores. Para este fin se ha desarrollado un método

basado en el uso de operadores morfológicos y se ha comparado su desempeño con el método

de segmentación de imágenes basado en conjuntos de nivel (level sets) .

3.1. Operadores Morfológicos

A fin de rellenar los pequeños huecos que se presentan debido al submuestreo por el

sistema de ultrasonido (U.S.) Aloka, se usó operadores morfológicos. El operador morfológico
de cierre de la imagen / con la subimágen M (elemento estructurado) está definido como

/ M = (I ©M) 0M donde ©, 9 representan los operadores morfológicos de dilatación y de

erosión respectivamente.

Se procesan las imágenes de U.S. en la siguiente forma:

■ Hacer una copia de la imagen original (para no modificarla); Seleccionar una región de
interés (RI), de otra manera, la RI será la imagen completa. La RI será la misma para
todas las imágenes.

Si la RI contiene una sección ó toda la parte central de la imagen, se excluye esa parte
de la RI, debido a que contiene sólo ruido.

■ Normalizar la RI para eliminar la componente continua, así como minimizar la in

fluencia del brillo y contraste de las imágenes de U.S. adquiridas.

15
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Seleccionar solamente los niveles de grises más altos de la RI, mediante la aplicación
de un umbral.

■ Rellenar los huecos de la RI usando operadores morfológicos de cierre.

■ Calcular las áreas más pequeñas de la RI mediante el código de cadena, y eliminarlas.

■ Aplicar una operación AND lógica entre la RI y la imagen original. El resultado es el

tumor segmentado, el cual ha de ser representado en 3D.

Para normalizar la imagen 7o y obtener I(x, y) se han usado las siguientes fórmulas:

Tí \ -

M-r, y) -lo /o-,*,
ÁX,V)

~

max(I0)-min(I0)
{ '

I(x,y) = 255*/^;f-m¿n(.J;). (3.2)
max(Ip)

—

min(Ip)

en donde lo es la media de la intensidad de imagen y el factor 255 representa el nivel máximo

de gris en la imagen. La fig. 3.1, muestra un ejemplo del tumor segmentado en imágenes de

U.S..

Figura 3.1: Aislando el tumor, a) Imagen de U.S. a ser segmentada, b) La parte central de
la imagen es excluida y la imagen es normalizada, c) RI. d) Resultado de la segmentación

3.2. Conjuntos de Nivel

Los conjuntos de nivel (level sets)1 surgen del trabajo pionero de Sethian y han sido

ampliamente usados en el procesamiento y mejoramiento de imágenes, en tareas como seg

mentación y eliminación de ruido en imágenes [17].
El método para segmentación de estructuras de interés, consiste en colocar una semilla inicial
en la imagen, por ejemplo un circulo y definir una función de velocidad para esa curva, por

En lo sucesivo se le llamará únicamente level sets
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medio de la cual, la curva evolucionará con el paso del tiempo (a través de las iteraciones)
hasta que una velocidad cero sea. establecida para todos los puntos de la curva (se dice que la

curva se colapsa) ó un número máximo de iteraciones Na se cumpla (ver fig. 3.2). Una curva

C es definida implícitamente por dos listas de pixeles (internos y externos) que pertenecen a

su contorno, estas listas se denominan Lin y Lout (ver fig. 3.3.a)
Para todo punto x en la imagen (dominio D) se define su posición con respecto a C mediante

Figura 3.2: Segmentación usando conjuntos de nivel, a) Región de interés de una imagen de

U.S. previamente normalizada, b) Semilla inicial aplicada a a), c) Resultado de la evolución

de la curva inicial, usando el método de level sets.

un función de conjunto de nivel <t>{x):

¿(x) = i

3, si x está fuera de C y x d_ Loiit.

1, si x G Lout.

—3, si x está dentro de C y x d_ Lin.

—

1, si x € Lin.

Lout = {x|</>(x) > 0 y 3 y € N(x) tal que (¡>(y) < 0}
Lin = {x|</»(x) < 0 y 3 y <E iV(x) tal que <j>(y) > 0}

en donde iV(x) es un vecindario discreto sobre x definido como:

2 \

JV(x) = { y G D Ei»- Xk\ 1} VxeD

*=i

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

La curva C evoluciona de acuerdo una función de velocidad F. El campo de velocidad F

satisface la siguiente condición:

F(x) < 0 V x G Lmd y F(x) > 0 V x € Lin (3.7)
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Figura 3.3: a) La curva C está definida implícitamente por las Ustas de pixeles Lin y Lout.

b) Ejemplo de aplicar la función checkJn(x) sobre un punto de C. c) Ejemplo de aplicar la

función checkjout(x) sobre un punto de C

Para cada punto de C se verifica que la condición de convergencia sea igual a cero, si esta es

satisfecha, entonces ese punto ha alcanzado la condición óptima y deja de evolucionar, de lo

contrario es movido hacia adentro ó hacia afuera de acuerdo a el signo de la velocidad.

Condición de convergencia:

Con{■»-{*
si 3 y G N(x), tal que <f>(^)<t>(y) < 0 y F(x)F(y) > 0

en cu-alquier otro caso. (3.8)

Las funciones encargadas de mover un punto del contorno de C hacia adentro ó fuera de la

curva, se denominan checkJn(x) y checkjout(x) respectiv-amente (ver fig. 3.3.b y fig. 3.3.c).
Función check.in(x) mueve un punto de Lout a Lin:

■ Paso 1: Borrar x de Lout y agregarlo a Lin. Colocar $(x) = — 1 y calcular su velocidad

F(x).

■ Paso 2: V y G iV(x) satisfaciendo </>(y) = 3, sumar y a Lout, colocar <j>(y) = 1 y

calcular su velocidad F(y).

Función check.out(x) mueve un punto de Lin a Lout:

■ Paso 1: Borrar x de Lin y agregarlo a Lout. Colocar 0(x) = 1 y calcular su velocidad

F(x).
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■ Paso 2: V y G iV(x) satisfaciendo <¿>(y) = -3, sumar y a Lin, colocar <j>(y) = -1, y

calcular su velocidad F(y).

I I
Figura 3.4: Suavizando la curva final, a) Curva final sin suavizar, b) Curva final suavizada

usando una máscara gausiana de 5x5 en el ciclo de suavizado.

Para refinar el aspecto final de la curva (ver fig. 3.4) y mejorar su aproximación a la corva

real, se le aplica un ciclo de suavizado. Este ciclo se aplicará Ng iteraciones a la curva C,
usando un filtro gausiano G en dos dimensiones.

Ciclo de Suavizado:

■ Para todo punto x en Lout, si G ® 0(x) < 0, checkJn(x);

■ Para todo punto x en Lin, si G ® <¡>(x) > 0, check_out(x).

en donde <g> representa el operador de convolución, es decir, se realiza la convolución de G

con $(x). Se ha usado una máscara de suavizado gausiana cuadrada (de 5x5).

A continuación se presenta el algoritmo previamente descrito:

■ Paso 1: Initialize los arreglos <j>, F, y las listas Lout y Lin.

■ Paso 2: Para i = 1 : Na, hacer:

- 2.1 Rastrear a través de las Ustas y actualizar <¡>, F, Lout y Lin.

* Para cada punto x G Lout con F(x) > 0,

check_in(x) si Con(x);
* Paira cada punto x G Lin, si V y G N(x), </>(y) < 0,

borrar x de Lin, y colocar <£(x) = —3.
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* Para cada punto x G Lin con F(x) < 0,

checkjout(x) si Con(x);
* Para cada punto x G Lout, if V y G iV(x), <f>(y) > 0,

borrar x de Lout, y colocar -£(x) = 3.

- 2.2 Si la condición, de no convergencia discreta es satisfecha ir al paso 2.1, de lo

contrario ir al paso 4.

■ Paso 3: Para » = 1 : Ng, hacer.

- Para todo punto x en Lout, calcular G <g> <j>(x). Si G ® <f>(x) < 0, check_in(x).

- Para cada punto x G Lin, si V y G N(x);t #(y) < 0, borrar x de Lin, y colocar

0(x) = -3. ..
. : ~

4* ; .

- Para todo punto x en Lin, calcular G® 0(x). If G ® 0(x) > 0, check_out(x).

- Para cada punto x G Lout, si V y G JV(x), <j)(y) > 0, borrar x de Lout, y colocar

<Kx)=3.

■ Paso 4: Detener el algoritmo.

Se ha utiUzado una función de velocidad determinada por un intervalo de los niveles de grises
de la imagen original {rt-bajo y "oito)- Si el nivel de gris está dentro del intervalo, entonces

su velocidad será positiva (1), de lo contrario su velocidad será negativa (—1). Los valores

(nbajo y rioito) son establecidos sólo una vez al inicio de la ejecución del algoritmo, y esto da

la posibilidad al médico de poder establecer que niveles de grises dentro de una región de

interés serán considerados en la etapa de segmentación.

La figura 3.5 muestra los resultados obtenidos usando el método de level sets. La fig. 3.5.a
es una imagen de U.S. original. La fig. 3.5.b es la máscara binaria obtenida de 3.4.b. Esta

máscara es aplicada a la imagen original para obtener la imagen de U.S. segmentada (ver fig.
3.5.c).

3.3. Comparación entre ambosmétodos de segmentación

Se obtuvo un tiempo de procesamiento de 0.005305 segundos para el método basado en

operadores morfológicos, es decir, 188 frames por segundo (fps) contra 0.009 segundos para el
método de level sets, es decir, 111 fps. Se recomiendan ambosmétodos para su implementación
en tiempo real porque son rápidos y confiables.
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UU
b) c)

Figura 3.5: Segmentación usando el método level sets
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Calculando la Pose en 3D del Tumor

En el Álgebra Geométrica Conformal (AGC) se representan entidades geométricas co

mo puntos, h'neas, planos, esferas, par de puntos, dilatores, etc. en una forma económica y

compacta [10]. Esta tiene gran potencial para aplicaciones en medicina, visión artificial y

robótica. El AGC preserva la métrica Euclidiana y agrega dos bases vectoriales: e+, e_ (where

e+2 = 1 and e_2 = —1), las cuales son usadas para definir el punto en el origen eo y el punto

en el infinito e, ambas forman una base nula (ver apéndice A).

eo
=

2^e-_e+) y e = e-+e+ C4*1)

Los puntos en el AGC están relacionados en el espacio Euclidiano por:

P2
P
=

P+ye
+ e0 (4.2)

Una esfera en forma dual está representada como el wedge de cuatro puntos confórmales que

yacen sobre la esfera s* = aAbAcAd, su radio p y su centro p en V? pueden ser obtenidos

usando:

P2 =

-~Y2 (4*3)

s 1 ,

2
=

^D
+
~2pe

Para saber si un punto p está dentro, sobre ó fuera de una esfera, se utiliza la normalización

e • s =
— 1 para representar la esfera como un simple vector, de esta forma si p

■ s > 0, entoces

p está dentro de la esfera; si p ■ s < 0, entonces p está fuera de la esfera s*, si no si p
■ s = 0,

entonces p está sobre la esfera s*.

23
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Un plano en su forma dual está definido como una esfera, pero el último punto está en

el infinito: t* = a A fc A c A e; la normal n a este plano es su dual 7r si el coeficiente e+

de t__ es positivo, si no n = —___, así se puede obtener la distancia signada de p a ___" como

p-n. La. figura 4.1 ilustra estos conceptos, los cuales son usados para construir la envolvente

convexa para las rebanadas de tumor y para el desarroUó de la herramienta Uamada Shape3

presentada en el capítulo 5.

Una h'nea en forma dual está representada como el wedge de dos puntos y el punto en el

infinito: L* = a A b A e. La línea puede también ser calculada como la interseccción de dos

planos: L = ttiAtv2. Esta ecu.ación es usada para calcular la línea en 3D que representa el eje

de la S.U.. Como ya se ha mencionado, se esta tomando solamente el vector unitario de esta

línea. Para reaUzar una traslación de una distancia d_ a partir de un punto p\ en la dirección

de una línea y obtener p_>, se utiUza:

T = exp(±e_L\

p_.
= Tp_T

(4.4)

a» Tr"=aAbAc.*\e bi
•s*=aA/*¡ACAd

Figura 4.1: Entidades confórmales usadas en las pruebas geométricas, a) El plano y b) La
esfera

La ecuación 4.4 es usada para encontrar la posición del sensor de U.S. a fin de colocar la

imagen de U.S. segmentada en el espacio de 3D; donde p\ representa la punta del endoscopio
obtenida por el sistema de rastreo Polaris. La fig. 4.2.a muestra un ejemplo; aüí se pueden
ver el sistema de coordenadas de la Polaris, una rebanada de tumor en el espacio de 3D es

decir, una imagen de U.S. ya segmentada, y el eje de la S.U..

La fig. 4.2.b muestra la envoltura convexa apUcada a un conjunto de rebanadas de tumor
es decir, el mínimo conjunto convexo conteniendo todas las rebanadas. La fig. 4.2.c muestra
el tumor en un modelo de phantom de cerebro.
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Figura 4.2: a) Representación virtuaJ de la imagen de U.S. segmentada, b) ApUcando una

envoltura convexa a los resultados, c) El tumor en un modelo phantom de cerebro.



Capítulo

Algoritmos para la representación de formas en

3D

5.1. Introducción

En este capítulo se presenta un procedimiento para calcular la envolvente convexa (E.C.)

para una nube de puntos S en tres dimensiones (3D) y también para calcular la forma de

este conjunto de puntos dispersos no estructurados. A este procedimiento se le ha Uam.ado

Shape3 y se desarrolló en Visual C++ haciendo uso del álgebra geométrica conformal para

las pruebas geométricas requeridas. La E.C. de S es el mínimo conjunto convexo que contiene

a S en 3D. La implementación de Shape3 es fácil y trabaja bien incluso en casos degenerados
como el mostrado en el capítulo cuatro en donde se tiene varios puntos sobre un mismo plano,

es decir, cuatro ó más puntos para cada rebanada de tumor están sobre el mismo plano y

además las rebanadas no son paralelas dado el movimiento del eje de la S.U., produciendo

puntos no estructurados [14]. Shape3 también se ha probado con datos tomados de un

sistema láser y estéreo [7].
Se presenta primeramente una descripción del estado del arte al respecto, después se presentan

los algoritmos para calcular la E.C. y la forma para S y finalmente se muestran los resultados

obtenidos al usar Shape3.

5.2. Antecedentes

Los temas de computación geométrica han sido de interés para investigadores de muchas

áreas. En particular el problema de representar un objeto a partir de un conjunto de puntos

27
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no estructurados en 3D ha sido discutido en muchas ocasiones usando distintas propuestas

y muchas heurísticas, por ejemplo: qhull [3] obtiene la E.C. para S, Power Crust [1], este

es un algoritmo que obtiene la reconstrucción de superficie para S y, Alpha shape [16]. Este

último realiza un proceso de exfoliación
x
de la tetrahedralización de Delaunay de S, a fin

de encontrar su forma real, denominada "forma Alpha" ,
haciendo uso de minors del álgebra

lineal.

En este trabajo se utiliza álgebra geométrica conformal para realizar las pruebas geométri

cas necesarias en los cálculos para el desarrollo de Shape3 en vez de cálculo vectorial ó minors

del álgebra lineal. Para obtener la forma para S, Shape3 primeramente realiza la tetrahe

dralización de Delaunay [11] y con ella, obtiene la forma Alpha para S, aplicando algunas

heurísticas que serán descritas en las secciones inmediatas.

5.3. Envoltura convexa para una nube de puntos

Este algoritmo 5.1 primeramente obtiene una rápida aproximación a la verdadera E.C,

esta heurística se ha desarollado con la finalidad de reducir la cantidad de puntos a procesar,

eliminando puntos no necesarios para calcular el E.C; posteriormente hace uso de técnicas

de divide y vencerás y de agrupamiento de puntos para obtener el E.C. final.

Algoritmo 5.1 Envoltura convexa para una nube de puntos

Requiere: Un conjunto de puntos S en 3D

Devuelve: La envolvente convexa (E.C.) para S

1: Eliminar la mayor cantidad de puntos posibles los cuales no son necesarios para el cálculo

de E.C.

2: Calcular la E.C. para los puntos restantes mediante técnicas de divide y vencerás y

agrupación.

El paso 1 del algoritmo 5.1 comprende las siguientes etapas:

1: Construir una rejilla regular G, cuyo dimensión es de MxN casillas en las direcciones

x, y respectivamente; se coloca cada punto de S en su casilla correspondiente de acuerdo

a su valor x, y.

2: Procesar cada una de las casillas de G de la siguiente forma:

1
proviene de la palabra inglesa "peeling", la cual significa pelado; en su lugar se usará la palabra exfo

liación, debido a que se trata de eliminar simplex tales como aristas, triángulos, etc. de la tetrahedralización

de Delaunay.
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Casilla quesera excluida en la primera fase del algoritmo, por pertenecer
ala fila inicial ó final de datos de la rejilla, ó por pertenecer a la pnmera ó

última columna de datos del resto délas filas de la rejilla

Casila que será excluida por tener menos detres elementos

Casilla quesera procesada en la prmerafase del algoritmo

Figura 5.1: Rejilla G utilizada en el paso 1 del algoritmo 5.1

Excluir 1.3S casiUas que forman el contorno de los puntos, ninguno de eUos debe ser elimi

nado, evitando así pérdida de información; la identificación de estas casiUas se realiza

recorriendo las filas y columnas de G, se excluyen la primera y la última fila que poseean

puntos, así como la primera y última columna de las filas restantes (ver fig. 5.1).

De igual forma, si alguna de las casiUas restantes tiene menos de tres puntos, ninguno de

eUos debe ser eliminado.

Para las casiUas restantes hacer:

Buscar los puntos extremos de cada casiUa en base a la coordenada z, es decir, el punto

más alto y el más bajo. Eliminar los demás puntos de la casilla siempre y cuando estén

alejados a una distancia mayor a 6 de ambos puntos extremos, esta distancia es sólo la

diferencia en altura (la coordenada z) entre el punto y cada uno de los puntos extremos;
con eUo se evita eliminar puntos que pudieran pertenecer a la verdadera E.C.

El valor 5 es calculado de la sig. forma:

nPrev = min(M * K,N * K)/min(M, N) (5.1)

donde min(a,b) es la función valor mínimo, K es el alto ó ancho (rejiUa regular) de

una casiUa, y (M * K)(N * K) es el airea de G.
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Mientras que el paso 2 del algoritmo 5.1 comprende las siguientes etapas:
1: Construir un tetrahedro inicial t0 y eliminar todos los puntos que se encuentren en su

interior.

2: Crear una lista de puntos visibles para cada una de las caras de t0

3: para cada cara visible cuya lista de puntos visibles no este vacía, hacer

4: Realizar la agrupación sobre los puntos de su lista de puntos visibles.

5: Seleccionar el grupo más numeroso de los tres; seleccionar el punto más alejado de este

grupo.

6: Unir este punto a todas las caras visibles de la E.C. actual (inicialmente sólo las cuatro

caras de í0)*
7: Borrar las caras a las cuales se ha unido.

8: para cada uno de los puntos de las listas de puntos visibles de las caras que han sido

borradas, hacer

9: Si el punto es visible por alguna de las nuevas caras que han sido creadas, asignarlo
a la lista de puntos visibles de esa cara (asignar el punto sólo a una lista).

10: fin del para

11: fin del para

5.3.1. Explicación de las etapas del paso 2 del algoritmo 5.1

En el paso 1 del pseudocódigo de arriba, a fin de que t0 tenga un volumen grande y sirva

para eliminar los puntos innecesarios para la E.C. final, se eligen puntos extremos sobre la

rejilla G; sus cuatro puntos pueden ser elegidos de la siguiente forma:

Primer punto: Elegir el punto con menor coordenada z de la primera(s) fila(s) de casillas de

G, y que se encuentre en (ó alrrededor de) la mitad de esa fila de casillas.

Segundo y Tercer punto: Elegir los puntos con menor coordenada z de la última(s) fila(s) de
casillas de G, y que se encuentren al principio, y al final (ó alrrededor) respectivamente de

esa fila de casillas.

Cuarto punto: Escoger el punto con mayor coordenada z de las casillas que se encuentran en
el centro de G (ver fig. 5.2).

Un punto se encuentra en el interior de un tetrahedro si no puede ser visto por ninguna
de sus cuatro caras. Para esto, todos los puntos se expresan en relación al centro del tetra

hedro; se calcula la normal para cada uno de cuatro triángulos (planos) que lo componen se

calcula la distancia signada (positiva ó negativa) entre el punto y cada uno de los planos usan
do el producto interior, si las cuatro distancias son negativas, entonces el punto no puede ser

visto por ninguna de las caras del tetrahedro, es decir, está en su interior y debe ser eliminado.

En el paso 2 un punto será asignado a solamente una de las listas; para una implementación
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Figura 5.2: Formación del tetrahedro inicial t0

eficiente del algoritmo, a partir de que un punto es visible por alguna de las caras, se asigna
a la Usta de puntos visibles de ella y se deja de probar para las caras restantes.

El paso 4 es una heurística que se ha desarroUado con el fin de poder elegir el grupo con mayor
cantidad de puntos a ser procesado en cada paso, se esta usando un método de agrupación
de puntos en 3D bastante eficiente y sólo se calculan tres grupos por cada lista de puntos

visibles que se han de procesar, siempre y cuando la cantidad de elementos de dicha Usta sea

mayor a un valor 7j, en nuestro caso un valor de 7 puntos para n es suficiente para habilitar la

agrupación, de lo contrario se escoge el punto más alejado del plano para esa lista de puntos
visibles. El método de agrupación es apUcado a cada lista de puntos visibles a ser procesada
en el algoritmo. Este método es expUcado en detalle más adelante.

Para una implementación eficiente del paso 6, se ha desarroUado lo siguiente: hacer una

lista de todas las aristas de los triángulos (caras) a las cuales se va a unir, y obtener de eUos
las aristas que forman su cordiUera, es decir, su contorno exterior, dado que las otras quedarán

ocultas, no son necesarias para la E.C. final, luego unir el punto mediante triángulos a cada

una de las aristas de la cordiUera (ver fig. 5.3).
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a) P b) p

Contorno del conjunto de tríángu bs

Figura 5.3: a) Contorno del conjunto de triángulos, b) Unión del punto p con el contorno de

los triángulos.

5.3.2. Agrupamiento de Puntos en 3D

El algoritmo para agrupamiento de puntos en 3D que se ha usado se llama k-means++ [2],
este algoritmo funciona de la siguiente manera: Sea /? un conjunto de puntos a ser agrupado
y sea D(x) la distancia más corta a partir de un punto x al centro más cercano que se halla

escogido. Entonces seguir los pasos del algoritmo 5.2 .

Algoritmo 5.2 Algoritmo k-means-t-f

Requiere: /3
~ "~~~

Devuelve: Un conjunto de k centros.

1: Escoger aleatoriamente un centro inicial Ci de los elementos de /? haciendo uso de una

distribución uniforme.

2: repetir
3: Escoger el siguiente centro c¡, seleccionando c* = x 6 \3 con probabiUdad:

D(x'f

Hx^D(xf

4: hasta que se haUan escogido un total de k centros.

5: Proceder como con el algoritmo k-means estándar.

6: devolver los k centros.

Se ha usado para este caso un valor de k = 3.

La figura 5.4.a muestra el resultado de la apUcación del algoritmo para 10,000 puntos
aleatorios generados sobre la superficie de una esfera de radio unitario, y la fig. 5.4.b muestra
el resultado para la misma cantidad de puntos, pero generados dentro y sobre una esfera del
mismo radio.

^-^
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Figura 5.4: Envoltura Convexa para un conjunto de puntos en 3D.

5.4. Representación de formas en 3D a partir de datos

dispersos

En esta sección se presenta un algoritmo para la obtención de objetos a partir de S, al

cual se le ha llamado Shape3.
Los puntos de S son supuestos a estar en posición genera y no dupUcados, para garantizar

esto, se agrega una pequeña cantidad de ruido aleatorio a cada punto p de S, en función de

su distancia absoluta al centro c de S, para obtener p de la siguiente forma:

P
= fyxPyPzf

C = [CzCy Czf

U>!
= \px - c_,\ + \Py

~

Cy\ + \Pz - ct\ (5.2)

LJ2
= ran(u3 *u_)

P
= [Px+V2 Py +U>2 Pz+M2_T

en donde lj3 es un valor escalar en el orden de IE —

03, y ran es la función matemática que

genera números aleatorios.

El algoritmo fué construido haciendo uso del álgebra geométrica conformal. Primeramente

obtiene la tetrahedraUzación de Delaunay [15] , después se realiza un proceso de exfoUación

sobre la tetrahedralización para seleccionar los simplex que integrarán la forma final del

objeto. La tetrahedraUzación de Delaunay (T) establece el criterio de esfera vacía, este criterio

consiste en que la circumesfera de cada tetrahedro formado por cuatro puntos en T, no debe

contener a ningún otro punto. En el proceso de exfoliación se calcula el radio de cada una de

las circumesferas de T y se seleccionan a las que superan un valor a para formar parte del

objeto final, este valor alpha es obtenido automáticamente por el algoritmo en base al radio

promedio de todas las circumesferas de T, también puede ser ajustado manualmente si así se

desea; en la sección 5.4.1 se propone utihzar un radio de exfoliación adaptivo de acuerdo a

la densidad de puntos del objeto, para eUo se utiliza una rejilla tridimensional regular.
A continuación se describe a\ .algoritmo Shape3:
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Figura 5.5: Tetrahedros no LD. a) El punto p está dentro de la circumesfera S del tetrahedro

oi : {u, v, w, x}. Si se uniera p con o\ a través del triángulo i, resultarían dos tetrahedros no

LD: o_y o_>; {u,w,x,p}.

■ Construya un tetrahedro inicial que abarque toda la nube de puntos en 3D de la si

guiente forma:

Seleccione el punto más alto de todos do, si hay más de uno con la misma coordenada

z, introduzca una pequeña perturbación a uno de eUos.

Los otros tres puntos (a-*, 02, y a3) son elegidos por debajo del punto con menor

coordenada z y bastante alejados de tal forma que que este tetrahedro inicial

cubra toda la nube de puntos.

ReaUzar la tetrahedraUzación de Delaunay de la siguiente forma: Para cada uno de los

puntos (excluyendo ao), hacer:

Encontrar al tetrahedro oc que lo contiene, unir ese punto a cada uno de los triángulos
de crc mediante tetrahedros, formando así cuatro nuevos tetrahedros; Eliminar oc
deT.

Realizar las pruebas de esfera vacía, para identificar los tetrahedros que requieren ser
invertidos en la T actual, es decir, tetrahedros que no son localmente Delaunay
(LD) (ver fig. 5.5). La inversión de tetrahedros puede ser hecha de dos formas:

inversión de arista e inversión de triángulo. Además el número de inversiones

pueden ser variable, es decir, varias inversiones pueden ser requeridas y serán

expUcadas más adelante.
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■ Realizar el proceso de exfoliación. En el proceso de exfoliación, se seleccionan los simplex

que forman parte del objeto final. Para hacer esto se calcula el radio de cada una de

las circumesferas de T, y se seleccionan a las que superan un valor a para formar parte

del objeto final, eliminando a los demás tetraedros de T.

A continuación se definen las inversiones de arista y de triángulo previamente mencionadas:

Figura 5.6: Inversión de triángulo, a) Los tetrahedros ai : {u,w, x,p) y o_\ : {u, v, w, x}, cuya
unión es no LD. b) ApUcando una inversión de triángulo a <ti y (T2 resulta en tres nuevos

tetrahedros: {u, v, x,p), {v,w,x,p} y {u,v,w,p}.

Inversión de triángulo.- Consiste en cambiar dos tetrahedros que no son LD y que

comparten un triángulo en común, por tres nuevos tetrahedros (ver fig. 5.6).

Sea Ox y <r2 los tetrahedros que comparten al triángulo t, y además o_ contiene al nuevo

punto p que se está agregando a T; Borrar t y formar un nuevo tetrahedro con cada

uno de los tres triángulos restantes, a partir del punto p, es decir, se formarán tres

nuevos tetrahedros; en este proceso se pueden reutihzar los otros tres triángulos
de Oi (no incluyendo i) con la finalidad de evitar triángulos duplicados en T.

- Ahora, puede ocurrir que algunos de estos tres nuevos tetrahedros que se han formado

no sean LD, por lo cual nuev.as pruebas de esfera vacía deben realizar para iden

tificarlos y hacerles la inversión correspondiente ya sea de triángulo ó de arista.

Lo anterior es debido a que cada uno de los tres nuevos tetrahedros que se han

formado pudieran compartir un triángulo con otro tetrahedro o0 que ya existían

en T y el punto p podría no cumphr el criterio de esfera vacía con relación a a„.
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■ Inversión de arista.- Consiste en cambiar tres tetrahedros que no son LD y que

comparten una arista en común por dos nuevos tetrahedros (ver fig. 5.7).

- En este inversión primeramente se debe identificar a la arista que está compaitida
por los tres tetrahedros, es decir, una arista de grado tres. Para esto, se utilizó la

siguiente heurística: Se tienen dos listas de tetrahedros: A y B cada. una. de n

elementos, en donde el i—ésimo elemento de A contiene a p y se está uniendo

mediante un triángulo í que no contiene a p al elemento t—ésimo de B, para t :

1, .., n; identificar elementos duplicados en B, sean j, k los índices de un elemento

dupUcado r en B; buscar si existe un triángulo compartido por los elementos j,

k en A; sea s el triángulo compartido por los elementos j, k en A, entonces s

comparte una arista e con un elemento de B, pero también con dos elementos

de A, por lo tanto e es una arista de grado tres (ver fig. 5.7.b); además dos

triángulos de r están compartidos por los elementos j y k de A respectivamente.

Borrar estos dos triángulos compartidos y también s; crear dos nuevos tetrahedros

a partir del punto p con cada uno de los dos triángulos restantes de r (ver fig.

5.7.c). Nuevamente en este proceso se pueden reutilizar los otros triángulas de los

elementos j y kde A (dos triángulos por cada elemento) con la finalidad de evitar

triángulos duplicados en T.

Nuevamente puede ocurrir que algunos de estos dos nuevos tetrahedros que se han

formado no sean LD, por lo cual nuevas pruebas de esfera vacía deben realizarse

para identificarlos y hacerles la inversión correspondiente ya sea de triángulo ó de

arista.

En las figuras 5.9 a la 5.14, se muestra el resultado de la apUcación de nuestros algoritmos
para una banana, una piedra y una botella, cuyos puntos fueron obtenidos usando un equipo
de adquisición de datos en tres dimensiones, el cual usa un sistema de cámaras estéreo y
un sistema láser [19]. En la parte izquierda de cada una de estas figuras, se puede ver la
E.C. a los datos, mientras que la parte derecha muestra el resultado del funcionamiento del

algoritmo Shape3.

5.4.1. Radio de exfoliación adaptivo

En esta sección se propone utilizar un radio de exfoüación adaptivo de acuerdo a la

densidad de puntos del objeto, para eUo se utiliza una rejilla tridimensional regular como la
mostrada en la fig. 5.8. El procedimiento a seguir es el siguiente:

■ Construir una rejilla tridimensional regular B y depositar a cada punto p de la nube

puntos en su casiUa correspondiente, de acuerdo a su posición en el espacio. Se ha
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P

Figura 5.7: Inversión de arista, a) El punto p es visible desde los triángulos: {u,v,w} y

{u,v,x} del tetrahedro Oi : {u,v,w,x}. tí) Al unir p con Oi, se forman tres tetrahedros no

LD: oi, {u, v,w,p} y {u, v, x,p}. La arista de grado tres es e, y s es el triángulo compartido
por dos de los tres tetrahedros no LD. c) Aplicando una inversión de arista, resulta en dos

nuevos tetrahedros LD: {u,w,x,p} y {v,w,x,p}.

utiUzado un total de 5 divisiones para el eje más pequeño, sea x, y ó z, los otros dos

ejes tendrán tantas divisiones como sean necesarias a fin de que la rejilla sea regular.

Seleccionar las casiUas que proporcionarán los centros de agrupamiento Cg de puntos.
Para hacer esto, se establece un umbral m; si el número de elementos de una casiUa

es mayor que m, seleccionar un punto de eUa como Cg. Se ha utilizado un valor de

m
— 20. Los centros de agrupamiento son representados por esferas en la fig. 5.8.

Realizar el agrupamiento. Para todo punto p de la nube de puntos, que no sea Cg,
hallar el Cg más cercano a él.

Calcular el radio adaptivo. Para hacer esto, se determina la distancia promedio i¡ entre

los puntos que pertenecen a un Cgu para i = l,..,r centros de agrupamiento. Dicha

distancia se calcula tomando de manera aleatoria solamente 10 pares de puntos. De

esta manera, se tienen r radios de exfoliación.

ReaUzar la exfoliación. Para cada tetrahedro th de T, hallar el CVfc más cercano al

centro de th. Si el r.adio de la circumesfera de th es mayor que x¿, th formará parte
del objeto final. Se ha agregado una variable punto flotante k.factor en la interfaz

de usuario del proyecto, a fin de dar una mayor robustez al algoritmo, y permitirle
al usuario interactuar en el proceso de exfoüación; k-factor multiplica a todos los ij.
El valor inicial de k.factor es 2, el cual representa el diámetro para cada Xi. De esta

manera, un valor infinito para k^factor resultará en el convex huU del objeto, valores
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Figura 5.8: Rejilla regular utilizada para obtener los radios de exfoliación adaptivos.

Figura 5.9: Envoltura convexa y Shape3 para una banana.

más pequeños proporcionarán diversos grados de exfoliación, y finalmente, un valor

cero resultará en la nube de puntos original (ver figs. 5.9 a 5.14).

En la fig. 5.10 podemos observar el resultado de la aplicación de qhuU y Power Crust

a la misma nube de puntos de la banana usados en la fig. 5.9, como se puede apreciar se

obtienen resultados sinúlares, pero estos algoritmos parten de la suposición que los datos de
entrada están en posición general, lo cuad no es el caso que está enfrentando en este proyecto,
debido a que la nube de puntos a utilizar, será extraída del contorno de rebanadas de tumor
lo cual implica un caso degenerado (no en posición general), aún cuando los algoritmos
desarrollados en shape3 consumen hasta un 30% más de tiempo de cómputo en comparación
con los previamente mencionados, shape3 utüiza una unidad de procesamiento de gráficos
liberando tiempo de cómputo al procesador principal, es decir, está paralelizado.
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Figura 5.10: Convex hull y Power Crust para una banana.

Figura 5.11: Proceso de exfoliación para una banana.

Figura 5.12: Envoltura convexa y Shape3 para una piedra.
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Figura 5.13: Envoltura convexa y Shape3 para una botella.
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Figura 5.14: Proceso de exfoüación para una boteUa.



Reconstrucción en 3D Usando un Sistema

Estéreo y Ultrasonido

En este capítulo se muestra como es posible extender los algoritmos presentados hasta

ahora para el caso de sistemas estéreo, es decir, usando dos cámaras en vez de solamente

una. La ventaja que se puede obtener al hacer uso de un sistema estéreo es una mejor
estimación del eje de la S.U. gracias a los métodos existenten sobre geometría estéreo. Los

algoritmos presentados han sido probado en un modelo de un tórax (ver fig. 6.1) usado en

gastroenterología. Conociéndola posición de la S.U. en la imagen izquierda de un sistema

estéreo, se puede, calcular cual sería su posible posición en la imagen derecha y esta será una

información" ápriori (algunas partículas) para el filtro de partículas y así poder encontrar la

S.U. eñ la imagen, derecha. Se há dicho que la S.U. es un objeto en movimiento ¿onstante,

es decir, no puede ser considerado como rm movimiento rígido., por lo tanto, el uso de la

matriz fundamental y métodos de correlación de cruce spbre la imagen izquiéíSá (ó derecha)
cuando ambas imágenes h¿n sido rectificadas pueden proporcionar una buena estimación

de la posición de la S.U. en la imagen derecha (ó izquierda), más no la posición exacta.

Usando esta estimación, además de la predicción del estado siguiente realizada por el filtro

de partículas en la imagen derecha (ó izquierda), es posible obtener una estimación confiable

de la S.U. en las imágenes de endoscopia. A continuación se presenta el método usado para

llevar a cabo este seguimiento de la S.U. en las imágenes de endoscopia estéreo, así como

también los resultados obtenidos en el proceso de segmentación de las imágenes de U.S. y la

visualización de los datos en el espacio de 3D.

41
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(a) (b)

Figura 6.1: a) Configuración experimental, b) Equipo, telescopio y cámara del endoscopio

estéreo.

6.1. Seguimiento de la sonda de ultrasonido en las imágenes

estéreo

El filtro de partículas para el seguimiento de la S.U. ya fué presentado en la sección 2.1.3,

pero algunas heurísticas adicionales han sido utilizadas para su aplicación en xm sistema

estéreo, estas son:

(a) (b) (c)

Figura 6.2: a) Modelo para obtener el histograma de referencia inicial, b) Máscara del modelo

usada para construir el conjunto de partículas, c) Marco de la cámara, este es construido sólo

una vez en el comienzo del proceso de seguimiento.

Construir un conjunto de partículas para las posibles posiciones, orientaciones y escalas

de la S.U. en la imagen endoscópica. Este conjunto es construido fuera de línea y es

almacenado en un archivo de texto usando únicamente un código de cadena para cada

partícula. También se almacenan el tamaño (escala) y la orientación para cada partícu
la. En el comienzo del proceso de seguimiento se lee el archivo de texto (sólo una vez)
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y se almacena esta información en una estructura de datos.

El conjunto de partículas construido consta de 7200 elementos, está cantidad equivale
a 360° de rotación del contorno de la punta de la S.U. a 20 escalas diferentes.

■ Generar 35 partículas en cada imagen de acuerdo al modelo dinámico autoregresivo de

segundo orden que se está usando [ecc. (6.1)] y tomarlas del conjunto construido.

xt+i = Ai(xt - xt0) + A2(xt-i - xt0) + B0ran(y) + xto (6.1)

donde xto, xt-i y xt representan el estado inicial, previo y actual respectivamente para
cada una de las variables del vector de estados de la partícula. En este caso las variables

son la posición de la S.U. sobre el marco de imagen, su orientación y su escala. Los

valores escalares utilizados son Ai = 0.6, A_> = -0.3 y Bo = 1. Estos valores fueron

obtenidos experimentalmente. Un valor de y
= 2 se utilizó para las variables de posi

ción y escala; mientras que para la variable rotación y
= 4. La función ran(y) es la

encargada de generar números aleatorios en base al argumento y.

Una vez generadas las 35 partículas, para cada una de ellas, se toma del conjunto

construido la partícula (sólo el código de cadena) que mejor se ajuste a la escala y

orientación previamente calculadas, y se le coloca sobre el marco de imagen en la

posición obtenida por el modelo dinámico.

■ Probar la verosimiUtud de cada una de las 35 partículas con respecto a un histograma

de referencia. La partícula que tenga el valor de verosimilitud más alto será la ganadora.

Entonces se toman la posición, orientación y escala de la partícula ganadora como una

estimación de la S.U. en la imagen de la cámara endoscópica.

■ Si el valor de verosimilitud de la mejor partícula es más alto que un valor de umbral, se

usa esta información para actualizar el modelo de referencia, es decir, el histograma de

referencia. Esto es mostrado en la algoritmo 6.1). Se ha usado un valor de verosimilitud

de 0. 17 para actualizar el modelo de referencia.



44 Capítulo 6. Reconstrucción en 3D Usando un Sistema Estéreo y Ultrasonido

Algoritmo 6.1 Algoritmo para actualizar el histograma de referencia ht
Requiere: ht, el peso w de la partícula ganadora y su histograma hpaH

~"

Devuelve: El histograma actualizado ht+i
1: a = min(1.3w, 0.5)
2: n es el número de elementos del histograma ht

3: para i
= 0an hacer

4: ht+i[i) = (1 - a)ht[i] + ahpart[i]
5: fin del para

6: normalizar el resultado. ht+i = \ht+i\
7: devolver /it+1

En el algoritmo 6.1, min(a,b) es la función matemática que devuelve el valor mínimo

entre sus argumentos y los valores escalares 0.5 y 1.3 fueron obtenidos experimental

mente.

Si el valor de verosimilitud de la mejor partícula es más bajo que un valor de umbral,
entoces se coloca una bandera para habilitar un proceso de seguimiento adicional a fin

de encontrar la S.U; este proceso adicional es explicado en la sección 6.1.1. Cuando el

valor de verosimilitud es menor que 0.08, se habilita el proceso de seguimiento adicional,
de otra manera este proceso adicional está deshabilitado.

Figura 6.3: Algunas partículas tomadas del conjunto de partículas construido, a diferentes

ángulos de rotación y escala.

La fig. 6.2.a muestra el modelo usado para obtener el histograma de referencia inicial. La

fig. 6.2.b muestra una máscara usada para construir el conjunto de partículas. Aquí se pueden
ver cuatro puntos con diferentes colores usados como referencia en el proceso de construcción

del conjunto de partículas. La posición de los cuatro puntos es también almacenada en el

archivo de texto mencionado arriba y estos son usados para identificar la parte superior de

la partícula a fin de colocarla correctamente sobre el marco de la cámara endoscópica.

La fig. 6.2.c muestra el marco de cámara usado. Este es construido sólo una vez en el

comienzo del proceso de seguimiento y la fig. 6.3 muestra algunas partículas tomadas del
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Figura 6.4: Par de imágenes endoscópicas estéreo rectificadas

Figura 6.5: Seguimiento de la S.U. en un par de imágenes endoscópicas estéreo.

conjunto de partículas construido. En esta figura se puede observa que las partículas co

rresponden al contorno escalado y rotado de la punta de la S.U.

Resultados

La fig. 6.4 muestra un par de imágenes estéreo rectificadas, y en la fig. 6.5 se muestra

un ejemplo del seguimiento de la S.U. en la cámara endoscópica estéreo. En la .sección 7.2 se

muestra el mapa de disparidad y la representación en 3D correspondiente para la fig. 6.4.

6.1.1. Seguimiento basado en umbralización en el espacio HSV

El proceso de seguimiento basado en umbraUzación en el espacio HSV es usado como un

auxiUar para encontrar la S.U. en la cámara endoscópica cuando el valor de verosimiUtud de

la mejor partícula es más bajo que un valor de umbral. Este funciona como sigue:

■ Hacer una copia de la imagen original (para preservarla).

■ Convertir la imagen original del espacio RGB al espacio HSV.

■ Hacer una imagen binaria seleccion.ando un intervalo de valores a partir del histograma
de saturación. Este intervalo debe separar la S.U. del resto de la imagen. Se puede
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observar de la fig. 6.6. a, que el primer pico del histograma se encuentra en el intervalo

[0,50], y que corresponde principalmente al conjunto de pixeles de la S.U. (ver fig.

6.6.c).

■ Obtener una imagen de aristas a partir de la imagen original usando el filtro de Canny.

Construir una nueva imagen llamada sectores a partir de la imagen binaria y la imagen

de aristas como sigue:

Si el pixel (x, y) tiene una arista y este es parte de la máscara .(imagen binaria) entonces

(x, y) pertenecerá a sectores, ver fig. 6.6. e.

Aplicar el operador morfológico de cierre a la imagen sectores a fin de rellenar los

pequeños huecos y unir las aristas rotas (ver fig. 6.6.f).

Aplicar el código de cadena para calcular las áreas más pequeñas de la imagen sectores

y eliminarlas, ver fig. 6.6.g.

Obtener el principio, punto medio y final de la S.U. segmentada (a partir de la imagen

sectores) sobre el marco de cámara y usar esta información para lanzar nueve partículas

(reeemplazando las nueve partículas con los valores de verosimilitud más bajos) a fin

de mejorar el proceso de seguimiento.

La fig. 6.6.a muestra el histograma de saturación para la imagen de la cámara endoscópica

mostrada en fig. 6.6.b. La fig. 6.6.c muestra su imagen de saturación en donde se puede

observar que los pixeles de valores de grises bajos corresponde principalmente a la S.U. y la

fig. 6.6.d es la aplicación del filtro de Canny a la imagen original.

Este método de seguimiento es usado únicamente como un método de soporte porque no

toma en cuenta información temporal y también porque es sensible a oclusiones parciales

de la S.U. en las imágenes de la cámara endoscópica así como a variaciones de iluminación,

contraste y fondo heterogéneo.

Nota: Las imágenes endoscópicas difieren de las imágenes de cámaras de uso general

ó fotográficas en varios aspectos, por ejemplo: el tamaño y la distorsión radial. Una imagen

endoscópica generalmente es de 342 pixeles de ancho x 240 pixeles de alto, mientras que

las imágenes de las cámaras de uso general miden alrrededor de 1024 x 1024 pixeles. Al

ser más pequeñas las imágenes endoscópicas, se debe aprovechar al máximo la información

proporcionada por estas, y en su etapa de procesamiento se debe considerar el marco de

imagen (ver fig. 6.6.b), para evitar consumir tiempo de cómputo
de forma innecesaria. Además

las imágenes endoscópicas presentan una mayor distorsión radial que las imágenes de las

cámaras de uso general.
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Figura 6.6;Proceso de seguimiento en el espacio HSV

6.2. Procesamiento de la imagen de ultrasonido

Se han usado los métodos expuestos en las secciones 3.1 y 3.2 en el procesamiento de la

imagen de U.S.. A continuación se presentan los resultados obtenidos: La fig. 6.7 muestra

los resultados obtenidos usando operadores morfológicos. La fig. 6.7.a es una imagen de U.S.

original. En la fig. 6.7.b la parte central de la imagen es excluida porque esta sólo contiene

ruido y la RI es seleccionada y normaUzada. La fig. 6.7.c muestra la máscara binaria obtenida

por este método, la cual será apUcada a la imagen original y la fig. 6.7.d muestra el resultado

de la segmentación.
La fig. 6.8 muestra los resultados obtenidos usando el método level sets. La fig. 6.8.a es

una imagen de U.S. original. La fig. 6.8.c muestra la RI seleccionada y normaUzada. La fig.
6.8.d muestra la semiUa inicial apUcada apUcada a la fig. 6.8.c. La fig. 6.8.e muestra la curva

colapsada. La fig. 6.8.f es la máscara binaria obtenida a partir de la fig. 6.8.e. Esta máscara

es apUcada a la imagen original y así se ha obtenido el resultado de la segmentación (ver fig.

6.8.b). Ambas figuras fueron obtenidas a partir del equipo de U.S. Aloka usando un phantom
de hígado.

6.3. Resultados

La fig. 6.9.a muestra una imagen endoscópica, en donde se puede observar el phantom

de hígado utiUzado y la S.U.. La fig. 6.9.b muestra la imagen de U.S. simultánea, obtenida

por el sistema Aloka. La fig. 6.9.c muestra la envoltura convexa apUcada a un conjunto de

rebanadas de tumor en el espacio de 3D. Estas rebanadas fueron obtenidas realizando la
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Figura 6.7: Aislando el tumor, a) Imagen original de US a ser segmentada, b) La parte centrad

de la imagen es excluida, c) RI. d) Resultado de la segmentación.

-

r

segmentación de sus correspondientes imágenes de U.S., y la envoltura convexa fué obtenida

haciendo uso del algoritmo 5.1. Finalmente la fig. 6.9.d muestra un acercamiento de la fig.

6.9.c, en donde se indica la forma en que se puede mejorar la representación en 3D mediante

el proceso de exfoliación proporcionado por la herramienta Shape3 descrita en el capítulo 5.
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Figura 6.8: Segmentación usando el método de level sets.

Figura 6.9: Reconstrucción en 3D a partir de un conjunto de rebanadas de tumor.



Capítulo

Computación Geométrica en Paralelo

En este capítulo se presentan las estrategias utilizadas para la implementación de los al

goritmos descritos en el capítulo 5, así como la descripción de la participación de las partes

que constituyen el proyecto global, a fin de obtener un máximo aprovechamiento del equipo
de cómputo utilizado, así como un rápido y correcto funcionamiento de los algoritmos pre
sentados.

En el desarrollo de esta tesis se han utilizado el lenguaje de programación C++ [20] y el

lenguaje CUDA [6]. El equipo de cómputo del cual se dispuso, consistió de una computadora

personal con un procesador intel Pentium 4 a 3.2 Ghz, con 2.0 GB de memoria Ram y una

unidad de procesamiento de gráficos (GPU) Geforce GTS 250 de la tecnología Nvidia. La

fig. 7.1 muestra el diagrama de flujo utilizado en la implementación del proyecto. En este

diagrama se puede ver cuales etapas fueron implementadas con C++ y cuales de ellas usando

CUDA.

Estos dos lenguajes de programación fueron elegidos por su fácil y rápida apUcación en sis

temas embebidos y procesamiento de imágenes. Otra razón importante para la elección de

CUDA, fué cumplir el propósito de que el proyecto funcionara en tiempo real, y esto se lo

gró Uberando tiempo de proces-amiento al procesador Pentium, utilizando en su lugar a la

GPU.

El lenguaje C-l—I- es un lenguaje orientado a objetos, pero que tiene características de un

lenguaje de medio nivel, con las cuales es posible interactuar con equipos electrónicos tales

como el equipo de endoscopia y de ultrasonido; por su parte el lenguaje CUDA
1

aprovecha

1
CUDA es una arquitectura de cómputo paralelo de propósito general, introducida por NVIDIA en 2006.

CUDA es una abreviatura en inglés del término: Compute Unified Device Architecture.

51
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las unidades de procesamiento de gráficos para implementar programas en paralelo, bajo
un esquema de muchos procesadores ejecutando una función en lenguaje C conocida como

función kernel. La GPU que se ha usado en este proyecto tiene 16 procesadores y una ca

pacidad de cómputo de 1.1
2

,
la cual permite el uso de instrucciones atómicas en los accesos

a memoria global [6].

En la siguientes secciones, se muestra como el lenguaje CUDA fue usado para obtener un

máximo aprovechamiento de la GPU en la implementación de las etapas de la fig. 7.1, en las

que un esquema paralelo fue preferido. En el apéndice B se presenta una breve introducción

a CUDA.

7.1. Algoritmo de envolvente convexa en paralelo

En esta sección se describen los pasos claves para la implementación del algoritmo para
la envolvente convexa de una nube de puntos presentado en la sección 5.3.

La fig. 7.2 muestra la envolvente convexa resultante para una nube de 3425 puntos usando

CUDA. Las figs. 7.2.a a la 7.2.f muestran la evolución del algoritmo. Los puntos utilizados

constituyen una botella y fueron adquiridos con un sistema Vx [7]. El algoritmo tomó un

tiempo de procesamiento de 430 milisegundos en la GPU. A fin de implementar dicho algo
ritmo algunos ajustes importantes fueron necesarios a fin de obtener rapidez, pero sobre todo

un correcto funcionamiento del mismo. Estos ajustes fueron los siguientes:

1. Implementar todas las operaciones aritméticas utilizadas en las pruebas geométricas
usando aritmética adaptiva, es decir, el resultado de la suma de dos números punto
flotante (ó de cualquier otra operación aritmética realizada con ellos), debe ser alma
cenado en uno ó mas números puntos flotante a fin de evitar errores de redondeo; por
ejemplo, la operación a + 6 puede ser representada por x+ y, en donde x es el resultado

exacto de la suma dea + byy = 0ó bien x es una aproximación de a *+• b y y es el error

debido al redondeo en la representación de números punto flotante.

2. Implementar el código para las pruebas de orientación de un punto con respecto a

un plano y para la construcción de planos duales en el marco del álgebra geométrica
conformal, usando un esquema de programación paralelo basado en el uso de memoria

compartida.

a) Cada plano dual es calculado por un bloque de hilos.

2
de acuerdo a la clasificación que la empresa Nvidia da a la architectura de los multiprocesadores de sus

tarjetas gráficas. La capacidad de cómputo está definida por un número de revisión mayor y un número de

revisión menor, por ejemplo: 1.x (el número de revisión mayor es 1).
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Figura 7.1: Diagrama de flujo de la implementación del proyecto.
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a) •*•*•$■
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O 0
Figura 7.2: Evolución del algoritmo para la envolvente convexa de una nube de puntos, a)
Tetrahedro inicial. Cuatro triángulos (Ts.) b) 24 Ts. c) 106 Ts. d) 201 Ts. e) 377 Ts. f) 1003
Ts. g) Vista superior de la envolvente convexa de la botella h) Vista inferior de la misma.
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b) Cada prueba de orientación de un punto con respecto a un plano es realizada

usando un bloque de hilos.

3. Minimizar el conflicto entre los accesos a los bancos de memoria compartida en la GPU.

En el paso 1, las sumas y multipücaciones de números flotantes involucradas en las pruebas

geométricas descritas en el capítulo 4 fueron implementadas usando los algoritmos descritos

en [9], con esto se garantiza que no ocurran errores de redondeo en los csLículos y que dichas

pruebas entreguen resultados confiables. Dichos errores de redondeo podrí-an ser por ejem

plo, que para un punto p se determine que está arriba de un plano orientado Tt, cuando en

realidad se encuentra sobre ó abajo de Tt, otro error podría ser, el determinar que un punto

p se encuentra fuera de una esfera 5, cuando en realidad está dentro de eUa.

En el paso 2a, primeramente se determina la cantidad total de nuevos planos que se in

corporarán a la envolvente convexa actual (a partir de que un punto p se unirá a todas las

caras visibles de la E.C. actual [ver algoritmo 5.1]), y está cantidad será el número de bloques

que tendrá la rejilla del siguiente kernel que ha de ejecutarse en el dispositivo. De esta man

era, dada bloque calcula la ecuación de un nuevo plano dual, usando memoria compartida y,

almacena el resultado en memoria global.

En el paso 26, primeramente se determina la cantidad de pruebas de orientación nece

sarias, y esta cantidad se distribuye mediante la siguiente heurística: cada bloque de hilos

realizará una prueba de orientación, pero si la cantidad de pruebas requeridas es mayor de

16 (humero de multiprocesadores que tiene 'la GPU que se está utilizando), entonces cada

bloque realizará un máximo de 8 pruebas, y es posible tener muchos bloques, con lo cual

se mejora la ocupancia de la GPU y se optimiza el rendimiento al ocultar la latencia en las

lecturas (ójescrituras) a memoria global.
Cada bloque sólo realiza las pruebas de orientación para una lista de puntos visibles (las

listas de puntos visibles de las caras que fueron ocluidas al incorporar un nuevo punto p a la

E.C. actual) ó para parte de eUa, de está manera se facilitan los cálculos en la asignación de

puntuara probar por cada bloque de hilos.

Gracias a estos ajustes se logró una rápide2 de más de un orden en comparación a una

implement.ación usando únicamente memoria global, es decir 430 mseg. vs 5100 mseg. Otro

paso clave para lograr el funcionamiento de este algoritmo en la GPU, fue declarar varias

de las funciones de dispositivo como —noinline— a fin de poder ejecutar un kernel grande en

el dispositivo, haciendo uso de memoria compartida asignada estáticamente para almacenar

datos a ser usados en la función de dispositivo, en lugar de usar una Usta de parámetros

conteniendo punteros.
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7.2. Representación en 3D de las imágenes de endos

copia estéreo

La fig. 7.3.a muestra el mapa de disparidad del par de imágenes de endoscopia estéreo

mostrada en la fig. 6.4, y las figs. 7.3.b a la 7.3.fmuestran su representación en 3D correspondi
ente. Este tipo de representaciones en 3D requiere de muchos recursos computacionales, pero
fue posible reaUzarla, utilizando el lenguaje CUDA. En la obtención del mapa de disparidad,
los procedimientos descritos en [18] y [21] fueron usados, y posteriormente se implemento una

etapa de triangulación en 3D usando Visual C-f-f-, Direct3D y CUDA. Dicha triangulación
consiste en buscar los dos vecinos más cercanos para un pixel en la imagen izquierda, que

tengan su correspondencia en la imagen derecha, es decir, las dos ternas de puntos están en

correspondencia a través del mapa de disparidad; una vez calculada la posición en 3D para

estos tres puntos, un nuevo triángulo es agregado a la representación (ver fig. 7.4).

Figura 7.3: a) Mapa de disparidad ó profundidad, b) - f) Diferentes vistas de la representación
en 3D del par de imágenes estéreo mostradas en la fig. 6.4

La fig. 7.3.b muestra algunas discontinuidades de profundidad cerca de la sonda de ultra
sonido, pero esto puede ser mejorado usando más imágenes en el cálculo de la representación.



7.3. Resultados 57

//

i.

■iS m
Imageri Izquierda Imagen derecha

Figura 7.4: Etapa de triangulación. Las imágenes izquierda y derecha están rectificadas y los

pixeles rojo, verde y azul en ambas imágenes forman tres "correspondencias. Estas correspon
dencias generan un nuevo triángulo en el espacio de 3D-

7.3. Resultados

La fig. 7.5 muestra la envolvente convexa aplicada a un cojunto de 70 reb.an.3das en -el

espacio de 3D, estas rebanadas fueron obtenidas aplicando el procedimiento descrito en este

proyecto-, esta figura muestra además el volumen del tumor (2.03 cm3), así como también los

puntos extraídos de las rebanadas, los cuales constituyen la nube de puntos para el cálculo

de dicha envolvente.

La fig. 7.6 muestra el proceso de exfohación correspondiente paxa el tumor compuesto del

conjunto de rebanadas mostr-ado en la fig. 7.5. En este proceso, se puede observar que paja

valores de k.factor grandes, la forma obtenida tiende al convex huü del tumor, y para un valor

de k-factor = 0, la forma obtenida corrresponde a la nube de puntos original. Las imágenes

utilizadas en esta representación corresponden al phantom de hígado y tumor mostrados en

la fig. 6.4.
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Figura 7.5: Envolvente convexa para un conjunto de rebanadas de tumor.
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Figura 7.6: Proceso de exfoUación del tumor.
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Conclusiones

En este trabajo se ha enfrentado el problema de obtener información de 3D a partir de

imágenes de ultrasonido y de endoscopia obtenidas con un equipo de ENS. A fin de localizar

la punta de la S.U. en las imágenes de endoscopia, se probaron tres métodos alternativos,

uno de eUos usando la Transformada de Hough Generalizada con un refinamiento posterior a

través de un análisis de la orientación de las aristas en la imagen, otro usando segmentación
en el espacio HSV y el último usando el filtro de partículas. Algunos resultados preliminares
han sido mostrados; se puede concluir que para el caso de endoscopia estéreo, el uso del filtro

de partículas auxiliado con la segmentación en el espacio HSV nos arroja una exactitud de

94 % y es bastante confiable.

Con respecto a la imagen de ultrasonido, se ha presentado un método para segmentar es

tructuras de interés del cerebro haciendo uso de operadores morfológicos y se ha comparado

su desempeño con relación al método de conjuntos de nivel (level sets), ambos se desempeñan

bastante rápido (188 fps para el método de operadores morfológicos vs. 111 fps para el méto

do de level sets) y ambos son recomendables para su implementación en tiempo real. Los

resultados son mostrados en el espacio de 3D, la información en 3D ha sido calculada a par

tir de los resultados obtenidos por el proceso de seguimiento de la S.U. en las imágenes de

endoscopia y la segmentación de zonas cancerígenas en las imágenes de ultrasonido.

En la construcción de la envolvente convexa para el tumor, así como la representación

de la forma del phantom y también del tumor, se ha usado el álgebra geométrica conformal

para realizar todas las pruebas geométricas requeridas, tales como: la prueba de esfera vacía,

la posición de un punto con respecto a un plano (arriba, abajo ó sobre), y también con

respecto a una esfera (dentro, sobre ó fuera), etc., todo esto a través de un herramienta

que se desarrolló llamada Shape3. El desempeño del método propuesto ha sido demostrado
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usando varias imágenes que fueron expuestas a oclusión, cambios de Uuminación y contraste.

Los resultados indican que el método propuesto es suficientemente robusto para apücaciones

en tiempo real.



Apéndice

Fundamentos Matemáticos

0

A.1. El Algebra Geométrica

A.1.1. Introducción

Gracias a la computación gráfica, a los avances en tecnología médica y a la robótica, la

geometría clásica (GC) es muy utilizada hoy en día; ya que en estos campos se requiere

de la manipulación y diseño de objetos geométricos. La GC pertenece al extenso sistema

de las álgebras geométricas (AG) y se extiende al cálculo geométrico que incluye formas

diferenciales. El álgebra geométrica es similar al cálculo vectorial, pero además incluye al

producto Clifford,
1

que es la suma del producto punto (ó interior) y el producto wedge

(exterior) de dos vectores. Para dos vectores a y b, está expresado:

ab = ab + aAb (A.1)

El producto wedge produce un bivector, cuya normal al plano es obtenida por la regla de la

mano derecha como se muestra en la fig. A. 1

El producto CUfford es lineal, asociativo y anticonmutativo, es decir,

ba = ab-aAb (A.2)

de donde

aAb = -bAa (A.3)

1 William K. Clifford 1845-1879
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Figura A.1: El bivector aAb

Sumando y restando (A.1) y (A.2) se obtienen las relaciones para el producto punto y el

producto wegde de dos vectores respectivamente.

a-b = -(ab + ba) (A.4)

aAb = -(ab-ba) (A.5)

Se puede notar que si a y b son bases vectoriales diferentes, se cumple la siguiente ecuación:

ab = -ba (A.6)

A.1.2. El producto Clifford en R2

Sean ei y e2 dos vectores ortogonales en el espacio vectorial R2 y sean a
=
xiei + yi&2 y

b = x2ei + y2e2, entonces el producto Clifford de a y b es:

ab = (xiei + y-.e2) * (x2ex + y2e2) = -r-x2eiei + Xiy2exe2 + yix2e2ex + yiy2e2e2 (A.7)

Los vectores ortogonales e*¿, e2 obedecen las reglas de multiplicación:

eia = e2* = 1

eie2 = -e2ei
que corresponde con

M = M = i

ei le2
(A.8)

por lo tanto:

ab = (xix2 + yijfy) + (xxy2 -

yix2)e12 (A.9)
lo que representa una parte escalar más una parte bivectorial (ei2). El área del paralelogramo
mostrado en fig. A.1 es el coeficiente del bivector (xiy2 -

yxX2).

A. 1.3. El Álgebra Geométrica Q,P,<l,r

Una álgebra geométrica es un espacio lineal de dimensión 2", n = p+q+ r, y (p,q,r, € N).
En una álgebra geométrica la notación QPtq<r representa las p bases vectoriales que cuadrean
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a -1-1, las q bases que lo hace a -1 y las r bases vectoriales que elevadas al cuadrado resultan

0. Así para </3,o,o correspondiente al espacio 3D tiene como blades2 :

}^ - ei , e2 , e3 , e->3 , e-n , et2 , e-,23 = 7 > (A.10)

^escalar vectores Inyectores trivectorea )

En la ecuación A.10 el escalar es un blade de grado zero, los vectores son blades de grado uno,
los bivectores son blades de grado dos y el pseudoescalar I es un blade de grado tres. I es

usado para convertir una entidad geométrica de su forma estándar a la dual y viceversa, tal

como se define en A. 1.4; se hará uso del pseudoescalar frecuentemente en la sección (A.2.3)
del Álgebra Geométrica Conformal.
Un multivector es una combinación lineal de blades de diferentes grados. Sea Ar y Bs mul

tivectores de grado r y s respectivamente, el producto Clifford de ellos puede ser expresado

por:

ArBs = (ArBs)r+3 + (ArBa)T+s_2 + ... + (ArB,)xr+ax . (A.II)

De esta ecuación se obtiene las definiciones generales para los productos punto y wedge de

multivectores.

ArBs = (ATBa)v_A . (A.12)

ArABa = {ArBs)T+s. (A. 13)

A.1.4. Operaciones con Multivectores

Con un multivector de greido r, Ar = >J (Ar)¿ es posible efectu.ar las siguientes operaciones:
i=0

Conjugación Clifford: AT = $3(_1) <^¿ (A"14)
i=0

r

Reversión: Ár = ^(-1)^ (AJ. (A.15)
¿=o

r

Involución de grado: ÁT = ^(-l)1 (A){ (A.16)
i=0

2
Los elementos que acotan una álgebra geométrica son llamados blades
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El dual de un multivector A en Qn3 está descrito por

A* = AI'1 (A.17)

El dual de un r-blade es un (n-r)-blade.
El exponencial de un multivector A puede ser expresada por la extensión de la serie:

exp(A) = J2^ (A.18)
fe=0

A.1.5. Rotores en Q3

Los rotores son usados para realizar rotaciones de objetos geométricos. Un rotor en Qz

satisface la relación RR = 1, en donde:

R= u0 +i¿ie23 + it2e3i + 1*3612, (A.19)
escalar bivectores

R =
"o -u-e23

-

it2e31
-

u3e12/ (A.20)

escalar Hvectores

El rotor puede ser expresado en su forma exponencial como:

(5) --*(!) a (A21)eos

donde n es el bivector unitario representando el plano de la rotación y 8 £ R representa la

cantidad de rotación. Para un mayor acercamiento a las álgebras geométricas se recomienda

[13], y el uso de Clical [12].

A.2. Geometría Conformal

En esta sección se introduce un álgebra que contiene a varias entidades geométricas tales

como: puntos, líneas, planos, esferas, par de puntos, dilatores, etc. En la geometría conformal

los puntos son interpretados como puntos proyectados estereográficamente.

3
Para abreviar la notación $3,0,0 — Qz y 64,1,0 — 64,1
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A.2.1. Proyección Estereográfica

Una proyección estereográfica es utilizada para generar mapas planos de la tierra. En la

fig. A.2 se muestra a la tierra como una esfera transparente intersectada en el ecuador por

un plano, imaginando que en el polo norte n hay un foco que ilumina a toda la esfera. Se

puede observar como el punto X' en la esfera es proyectado como el punto X en el papel, de

igual forma todo punto en la esfera proyectará un punto en el papel.
La fig. A.3 presenta la proyección estereográfica para el caso de 1-D. Para comenzar, se

Figura A.2: Proyección estereográfica

desarrollan las propiedades de la proyección estereográfica en 1-D (Qi), y se trabaja en Q2

con los vectores bases {e-.,e+}4 Considerando unitario (p = 1) al circulo de la fig. A.3, este

puede ser descrito con la siguiente ecuación:

a2 + /(a)2 = l (A.22)

Tomando dos puntos, uno sobre el eje ei y otro en el polo norte del circulo.

Figura A.3: Proyección estereográfica en 1-D

x = xei + 0e+ (A.23)

4 la base e+ es así llamada ya que cuadrea a +1, (e+2 = 1)
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n = Oei + le+ (A.24)

La ecuación de la recta que pasa por ambos puntos es:

f(a) =—o+l (A.25)
x

De (A.25) se obtiene:

x=rm <A-26>

Ahora se obtendrá el punto
5
x' = aei + be+ de intersección entre la línea y el circulo; usando

A.22 y A.26 se obtienen:

a = x(l-/(a)) (A.27)
a2 =l-/(a)2= (l + /(o))(l-/(a)) (A.28)

respectivamente. Elevando al cuadrado (A.27) y igualando con (A.28) se obtienen:

x2(l-/(a))2 = (l + /(a))(l-/(o))

x2(l-/(a)) = (l + /(o))

/W = ^ (A-29)

Se tiene el valor de /(o), sólo falta el valor de a. Sustituyendo (A.29) en (A.27) se obtiene
este valor.

2x
a = x(l

-

f(a)) = -*-r*7T (A.30)
x2 + l

por lo que x' resulta:

x' = aex + 6e+

2x x
— 1

=

x^TTei
+
^TIe+ (A-31)

Hasta este momento se ha descrito el punto de intersección del circulo unitario y la línea que

va de un punto sobre la base ei al polo norte del circulo. Al hacer uso de las coordenadas

homogéneas, se agrega una tercera base {e_}6 obteniéndose:

x
„

2x
.

x2-l
ei + ^TTe+ + e- (A-32)x2 + l x2 + l

5
Sustituyendo f(a) = b

6
así es llamada porque cuadrea a -1, (e_2 = —1)
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multiplicando ambos lados de la ecuación (A.32) por 2^1 se tiene:

x"' = xei + \(x2 - l)e+ + \(x2 + l)e_ (A.33)

factorizando x2

x'" = xex + \(x2)(e- + e+) + ¿(e_
-

e+) (A.34)

la ecuación (A.34) es la representación homogénea de un punto sobre el circulo unitario, este

punto vive en el cono nulo como se muestra en la fig. A.5.

A.2.2. Espacio de Minkowski

El plano de Minkowski R1,1 tiene una base ortonormal {e+,e.} con las propiedades

e+2 = l, e.2 = -l, e+*e.
= 0. (A.35)

Una base nula {eo,e} es introducida como

s0:=-(e_-e+) y e:=e. + e+ (A.36)

Estos vectores pueden interpretarse como el origen eo del sistema de coordenadas euclidiano

y un punto en el infinito e. eo puede ser expresada directamente en términos de las siguientes

propiedades

e02 = e2 = 0, e*é0 = -l (A.37)

El pseudoescalar unitario E para R1'1 está definido por

E := eo A e = e+ A e.
=

e+e. (A.38)

con las siguientes propiedades

E2 = 1, É = -E, Ee = -e, e0E = e0

e+E = e_, e.E = e+, e+e
= 1 + E (A.39)

e.e = -(l + E), eAe. = E, e+
■ e = 1.

La base vectorial y líneas nulas de R1,1 son mostradas en la fig. A.4, donde el área sombreada

representa el pseudoescalar unitario E.
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nofl

Figura A.4: Vectores bases y hneas nulas del plano de Minkowski.

• •

M

11

l.i-

Figura A.5: Visualiz-ación del modelo homogéneo para la proyección estereográfica para el

caso de ID. Todos los puntos estereográficos proyectados viven en el cono del espacio de

Minkowski. También se notan el Hiperplano P(e, eo) y la horosfera del álgebra Conformal.

A.2.3. Algebra Geométrica Conformal (AGC)

El plano de Minkoswski genera vectores nidos, y expande el espacio vectorial EucUdiano

R» a R"-1"1*1 = R"® R1*1, resultando la AGC Qn+hi. El conjunto Nn+1 de todos los vectores

nulos en R" es llamado cono nulo, y los puntos generalizados homogéneos de grado superior
es Uamado horosfera (ver fig. A.5).

Un vector en este esp£tcio puede ser representado como una Descomposición ortogonal

a = ¿>E(a) + PEx(a) (A.40)

donde los operadores de proyección PE y reyección P_~ están determinados por

Pe(o) = (a ■ E)E = aeo + /?e G R1-1 (A.41)

P¿(a) = (a • E*)E* = (a A E)E = a € R" (A.42)

El espacio vectorial conformal que se obtiene de R3 es denotado como R4,1 Sus bases son
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{ei,e2,e3,e+,e_}. Su correspondiente álgebra Gi,i tiene 25 = 32 elementos. El pseudoescalar

unitario de Q¡ es: IE •*■= ei23, y el pseudoescalar unitario en conformal se representa por:

Ic = e+.123
= EIE (A.43)

Ahora se describirán algunas algunas entidades geométricas, tales como esferas, puntos, líneas,

circuios, pares de puntos en AGC.

Puntos

En el AGC los puntos son considerados como elementos del cono nulo, y tienen las sigu

ientes propiedades:

{x€£4,i|x.2 = 0,x*e = -l} (A.44)

Los puntos del cono nulo están relacionados con los puntos en el espacio Euclidiano R3 por

medio de

x = x + -x2e + e0 (A.45)

dode x e (?„+i,i yxeR3 Sustituyendo los valores de (A.36) en (A.45) se obtiene:

1
2

x = x + -x^e + e0

= x+-x2(e_-e+) + -(e_ + e+)

= x + i(x2-l)e+ + ^(x2 + l)e_ (A.46)

Al desarrollar la ecuación (A.46), se puede ver la relación que hay con las ecuaciones (A.33)

y (A.34). Se puede observar que es la representación homogénea de un punto proyectado

estereográficamente sobre el circulo en R3 Una representación más compacta de un punto es

posible si se usa {e,e0} en lugar de {e+,e_}. Esta es la manera en la cual se procesa en la

librería G410 de C+4- que fué desarrollada por el grupo de visión robótica y procesamiento

de imágenes médicas del Cinvestav Unidad Guadalajara.

Haciendo x = 0 en (A.45) se obtiene x = eo, este es el punto homogéneo que corresponde

al origen en Rn

= e + 2(*^^) -e (A.47)
—x •

eo \ x*-* / x
—► oo

si x tiende al infinito en (A.47), se obtiene a e, por lo cual se dice que e representa el punto

en el infinito.
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El producto geométrico de dos puntos g,y b, puede ser expandido usando (A.45) con la

finalidad de hallar una relación de la distancia Euclidiana que existe entre ellos.

ofe = ab + (a
-

b)e0 - *^[(a2 + b2) + (ba2 - ab2)e + (b2 - a2)E]. (A.48)

La parte escalar de (A.48) resulta:

a.í, = -I(a-b)2 = --^(a2 + b2) (A.49)

debido a que a2 = 62 = 0, se obtiene:

(o
- k)2 = -2a • b = (a - b)2 (A.50)

de esta manera con el producto interno de dos puntos homogéneos se obtiene la distancia

Euclidiana al cuadrado entre ellos.

Par de Puntos

De la parte bivector de (A.48) resulta una entidad llamada par de puntos en su forma

dual, la cual, en una sola entidad guarda la localización de dos puntos pertenecientes al

álgebra y está definida como

PP* = aAb

= a A b + (a
-

b) A e0
- *^[(ba2 - ab2) A e + (b2 - a2)E]. (A.51)

En su forma estándar, el par de puntos es la intersección de tres esferas. El par de puntos

puede resultar también del producto wedge de dos puntos confórmales. PP* = g_ A b

En la sección A.3 se muestra como separar el par de puntos.

Esferas

Una esfera de radio p con centro en p G Rn está descrita por:

(x-p)2 = p2 (A.52)

Usando (A.49), se puede expresar a la esfera en términos de puntos homogéneos:

x-p=-\(*-v)2 = -\p2 (A.53)
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Usando la restricción x ■ e = -1 de (A.44), se simplifica (A.53) a

xp
= (xe)-p2

x-p-(x-e)-p2 = 0

¥.-(p-^p2e)
= 0

__•_
= 0 (A.54)

donde la representación de la esfera en el AGC se describe por:

1
2

2
=

E~2pe

= (P + ¿P2*- + eo) ~

2p2&
=

P + jjÍp'-^e + eo (A*55)

La esfera tiene las siguientes propiedades, con las cuales se pueden recuperar su centro p y

su radio p a partir de (A.55):

s2 = p2>0 (A.56)

e-s = -1 (A.57)

La forma dual es otra manera de representar una entidad en conformal, y para el caso de la

esfera se tiene: s* = slc_1 La forma dual de la esfera se calcula de cuatro puntos que yacen

sobre su superficie (en 3D).
s* = aA6AcAd (A.58)

La ecuación (A.54) tiene su forma dual que es

xAs* = 0 (A.59)

t-anto (A.54) como (A.59) representan a un punto que yace sobre la superficie de la esfera.

El centro y el radio de una esfera puede ser recuperado utilizando (A.56) y (A.57) como:

P2 = yAx, (A-60)
(a-e)

s 1

c
-

_(,..,
+ 2* (A'61)

Con la normalización e s
—

—1, cada esfera se representa como un único vector y los conjuntos

{x G Rn+1,1|x • s > 0} representan el interior de la esfera, {x £ Rn+1,1|x • s = 0}, puntos en

la superficie de la esfera y {x G Mn+1,1|x • s < 0} puntos fuera de la esfera. Una aplicación de

la forma dual de la esfera es la construcción de la tetrahedralización de Delaunay para una

nube de puntos, tal como se muestra en el capítulo 5.
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El Plano

El plano en su forma dual es obtenido del producto wedge de tres puntos que yacen en

él y el punto en el infinito. Puede ser interpretado geométricamente como una esfera en su

forma dual, pero con uno de sus puntos en el infinito (e), resultando en una esfera con radio

infinito. Sean a, b y c puntos confórmales, la ecuación del plano se expresa por:

P* = eAaAbAc

= eAaAbAc + E(b
-

a) A (c
-

a)

= eIEd + NE (A.62)

En (A.62) dIE = a A b A c es el volumen del paralelepípedo formado por los tres vectores

y (b
—

a) A (c
—

a) es el bivector normal al plano7 cuya magnitud es igual al área del

paralelogramo formado por los vectores a, b y c. La normal del plano es N y distancia de

Hesse d.

El Circulo

Geométricamente un circulo z puede ser expresado como la intersección de dos esferas Si

y S2* Entonces, para cada punto xEz

x€z <=>■ x G £1 y x G Sg (A.63)

Si £1 y s_ son linealmente independientes, se obtiene:

x G z •<=>■ (x ■

£i)S2
- (x • S2)Sl = 0

<-=•> x-(s1As2)=0
<r=> x ■ z = 0 (A.64)

donde z(si As^) es la intersección de las esferas. El circulo en forma dual (en 3D) es expresado
por medio de tres puntos viviendo sobre él.

2* = aA6AcGs2 (A.65)

Aquí se ha visto como el circulo se origina de la intersección de dos esferas. La intersección

de tres esferas regresa la entidad par de puntos, el cual será extendido en la sección A.3.

7
Al plano que contiene los tres puntos
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Entidad Representación Grado Representación Dual Grado

Esfera s = P + é(p2-/o2)e + e0

x = x + |x2e + e0

1 s* = a AbAcAd 4

Punto 1 x* = (-Ex
-

|x2e + e0)lE 4

Plano P = NIE - de

N = (a
-

b) A (a
-

c)
d= (aAbAc)IE

1 P* = eAaA6Ac 4

Línea L = PiAP2
= rIE + eMlE

r = a- b

M = aAb

2 L* = e A a A b 3

Circulo z = Si A Si

__.

=

ze,L_' = zAe

P_-PzVL±,P = j$S¡

2 z" = o A b A c 3

Par de Puntos PP =
Si A s2 A s3 3 PP* = aAb,X* = e Ax 2

Tabla A.1: Representación de las entidades y sus duales en Geometría Conformal

Línea

La línea en su forma dual está definida por el producto wedge de dos puntos confórmales

y el punto en el infinito (e). Geométricamente se puede definir como un circulo que pasa por

el punto en el infinito, es decir, cuyo radio es tan grande que pasa por el infinito; en su forma

dual se escribe:

L* = e A a A b

= eAaAb + (b-a)AE
= eM + rE (A.66)

donde M = a A b es un bivector representando el momento y r
= b —

a representa la

dirección de la línea en coordenadas de Plücker. También se puede ver que esta línea pasa

por los puntos a y b.

Las entidades geométricas presentadas hasta ahora, tales como planos, esferas, líneas,

circuios y puntos, son de gran aplicación en computación gráfica y robótica. En los capítulos

4 y 5 se muestran algunos ejemplos.

A.2.4. Transformaciones Confórmales

Las tranformaciones confórmales que más nos interesan para el desarrollo de esta tesis

son las rotaciones y traslaciones, en esta sección se presenta una descripción de ellas. Se
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dice que una transformación de una entidad geométrica es conformal, si al experimentar
dicha transformación, la entidad geométrica conserva su forma, si dicha entidad preserva sus

ángulos y por tanto la forma de líneas y circuios. Cualquier transformación conformal en

R™ puede ser expresada como una composición de inversiones en esferas y reflexiones en

hiperplanos. En general, una transformación conformal posee la forma

g(x) = GxG-1 = ox' (A.67)

donde x G Rn+1,1 G es un versor y ct es un escalar. Debido a que el cono nulo es invariante

bajo G8 resulta conveniente usar un factor escalar ct para garantizar que x'e = xe = — 1.

Un versor es un multivector expresado como el producto geométrico de vectores invert

ibles. Los versores en Qn forman un grupo llamado grupo de versores bajo el producto ge

ométrico. Los versores de magnitud unitaria forman un subgrupo, llamado grupo alfiler (pin

group).

Un versor par es aquel que V = V y es llamado spinor (de giro) o rotor si

VV = |V|2 (A.68)

y un versor impar es aquel queV = —V. Las inversiones, rotaciones, traslaciones y reflexiones

son algunos tipos de versores que a continuación se describen.

Inversiones

La forma general de una reflexión sobre un vector s =
—

s es

s(x) = —sxs'1 = x
—

2(s ■ x)s-1 = ctx', (A.69)

donde sx + xs = 2(s ■ x) de (A.4). Cuando s representa una esfera en forma estándar se

procede como sigue: si s es unitaria y está centrada en el origen (p = 1 y p
= 0), entonces s

y s-1 se reduce a eo
-

\e. Sustituyendo
—

2(s • x) = x2 — 1 en (A.69) se obtiene:

ox' = (x + -x2e + eo) + (x2 - l)(e0 -

-e) = x2(x_1 + -x~2e + e0), (AJO)

el cual es el mapeo conformal de x_1, haciendo ct = x2

Una esfera en forma estándar, arbitraria invierte un punto:

1 1
s ■ x = p- x

- -p2e • x = --[(x - p)2 - p2] (A.71)

8
por ejemplo: (x')2 = x2 = 0
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sustituyendo en (A.69) resulta:

rx! = (^) [</« + +ig2(x)e + e0), (A.72)CTX

donde la inversión en R" es:

*<> =^ + *> =^ + *> <Ara>

Reflexiones

Un hiperplano con normal unitaria n y una distancia 6 (con signo) del origen en Rn es

representado por el vector

P = s = n + Se (A.74)

Haciendo s ■ x = n • x en (A.69), se obtiene:

g(x) = nxn + 2<5n = n(x - <5n)ñ + <5n (A.75)

La expresión (A.75) es equivalente a la reflexión nxn en el origen, trasladada por 6 a lo largo
de la dirección de n. Un punto c está en el hiperplano cuando <5 = n •

c, en donde (A.74)
puede ser escrita:

P = s = n + (n • c)e (A.76)

La reflexión en el hiperplano a través del punto c, de este vector es obtenida por medio de

la ecuación (A.75).

Traslaciones

La fig. A.6 ilustra como una traslación puede ser representada como dos reflexiones sobre

dos hiperplanos paralelos, es necesario que los dos planos estén normalizados
9

y que uno de

eUos pase por el origen, es decir, el valor de la distancia S = 0. Entonces usando (A.74) se

puede representar al operador de traslación10 como:

T = EiE2 = (n + áe)(n + 0e)

= 1 + ^te (A.77)

donde t = 2<5n y ||n|| = 1. La distancia de traslación es dos veces la separación entre los

hiperplanos.

9
esto quiere decir, que la magnitud de su normal sea igual a uno

10 también es llamado traslador
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Figura A.6: La traslación como una reflexión sobre dos planos paralelos

Rotaciones

La fig. A.7 ilustra como las rotaciones pueden ser representadas por la composición de

dos reflexiones sobre dos hiperplanos intersectados en un punto c haciendo uso de la ecuación

(A.76).
R = (a + e(a * c))(b + e(b • c)) = ab + e(c ■ (a A b)) (A.78)

donde a y b son las normales unitarias de los hiperplanos. Para hacer una notación más

compacta se utiliza R = ab y c ■ (a A b) = c x R. De esta manera, el producto de dos

reflexiones en cualquier punto es equivalente a una rotación sobre ese punto.

Figura A.7: La rotación como una reflexión sobre dos planos intersectandose

La tabla (A.1) muestra las transformaciones confórmales y sus correspondientes versores.

A.2.5. Transformaciones en notación exponencial

En la sección (A. 1.5) se describió al rotor en Q¡, en la sección (A.2.4) se mostró las

transformaciones confórmales y sus respectivas representaciones. En esta sección se presenta
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Tipo g(x) en Rn Versor en Gn+i,i ct(x)

Inversión ¿ + P s = P~ \p2e c?r
Reflexión —nxn + 2x5 P = n + 6e i

Traslación x-t T = 1 + ¿te i

Rotación R(x
- c)R_1 + c R = R + e(c x R) i

Tabla A.2: Transformaciones confórmales y la representación de sus versores

la forma en que los bivectores del álgebra geométrica pueden ser usados para representar

rotaciones de entidades en el esp.acio de 3D. Un rotor11 R es un elemento par del álgebra Gi

que cumple RR = 1. Un rotor en Conform-al es expresado por:

R = exp (4) (A.79)

Los componentes de este rotor R G Gt,\ son similares al rotor de G3, un bivector unitario l G

(•^3)2 Q G¿,i, que representa una línea normalizada pasando por el origen (sin momento) como

el eje de rotación, y un ángulo de rotación 8. La ecuación (A.79) es la notación exponencial del

rotor que se usó para los rotores del capítulo cuatro y que corresponde con la representación

de Euler del rotor.

R = exp

= cos

fi
se desarroUa (A.80) para encontrar también a R

R = rc
- ral = rc

-

raie23
-

rS2e3i
-

rS3ei2

R = rc + ral_ = rc + rSle23 + 7-S2e3i + rS3ei2

(A.80)

(A.81)

(A.82)

La rotación de una entidad (punto, esfera, línea, plano, par de puntos, circulo) puede ser

realizada multiplicando la entidad por R por la izquierda y por su reverso R por la derecha.

Por ejemplo, la rotación de plano P puede ser escrita como

P' = RPR (A.83)

11
Rotor. Abreviación de rotador
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En el álgebra geométrica Euclidiana, un rotor representa el grupo de SO (3) Como el rotor

es un versor en Qn, entonces pertenece al grupo de versores. El producto geométrico de dos

rotores R = RiR2 resulta en un nuevo rotor.

P' = RPR = (R2Ri)P(R¡R¡) (A.84)

La traslación de una entidad geométrica respecto al vector de t G (£3)1 es realizada

usando el traslador, T G Gí,i,

T =

exp

T = (l + f) (A.86)

La ecuación (A.85) es la notación exponencial del traslador que se usa para calcular la pose

en 3D del tumor detectado por la sonda de ultrasonido, mostrado en el capítulo 4 de esta

tesis.

Utilizando (A.18) y la restricción efc = 0 para k > 2. Un traslador es un rotor especial
actuando en el infinito usando el vector nulo e. Similarmente a una rotación, una entidad

puede ser trasladada multiplicando la entidad por T por la izquierda y por su reverso T por

la derecha.

P' = TPT (A.87)

Aplicando de manera consecutiva un rotor y un traslador, se obtiene un nuevo operador
llamado motor12 (M).

M = TR (A.88)

por ejemplo, el movimiento rígido de un plano P puede ser escrito como

P[ = MPM = TRPRT (A.89)

Otra representación para los motores en el marco del álgebra de motores puede encontrarse

en álgebra ¡3^0,i [4] ■ en donde se expone la cinemática en un espacio compuesto por líneas el

cual es isométrico al álgebra de cuaterniones duales.

Transformaciones de giro y tornillo

En el AGC se pueden usar los rotores y trasladores para expresar movimientos de tornillos,

que es una rotación alrrededor de una línea arbitraria en el espacio.

Es un multivector especial de grado par; abreviación de momento y vector.

et\

~2~J (A.85)



A.2. Geometría Conformal .o<bn\* 81

Para modelar la rotación de un punto x alrrededor de una línea L, la estrategia consiste

en trasladar el punto x con el vector de distancia entre la línea L y el origen, realizar la

rotación en el origen y trasladar de regreso el punto transformado. Por lo tanto M G Gt,i es
un motor describiendo una rotación general y tiene la forma:

M = TRT = R¿ (A.90)

donde se puede ver la traslación, la rotación y la traslación de regreso respectivamente, en

otras palabras (A.90) es la traslación de un rotor. Usando (A.90) para rotar un punto sobre
una línea L se obtiene:

x' = RLxR¿ = TRTxTRT (A.91)
—

. I 4

donde TRT = R¿. Haciendo uso de la notación exponencial para el rotor y el traslador se

obtiene: 13

R¿ = TRT

=

exp (?f} exp (-^ exp (-^)
-HM4)('-t)
--(MX-SOM))
= exp(-¿(l + <t-l))) (A-92)

Esta es la formula correspondiente a la rotación general dada en [10]. La representación ex

ponencial de los motores, rotores y trasladores es usada para una representación matemática

mente compacta .

Se observa que la parte exponencial de R¿ consiste en las componentes de la línea para

rotar las entidades alrrededor de ella. De la ecuación de la línea (A.66), y utilizando un vector

de dirección normal unitario |r| = 1, así como la representación de la dirección t de traslación

del origen a la línea, se puede representar la línea como

L* = e(t A r) + rE (A.93)

obteniendo la forma estándar de la línea L:

', —~- L = e(tAr)lE + rIE

= e(t-J)+í (A.94)

13 En el paso cuarto paso del desarrollo de (A.92), se usa la propiedad gexp(£)g = exp(gfg) para gg = 1.
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De esta manera la rotación de una entidad geométrica por un ángulo 6 .alrrededor de una

línea arbitraria L en su forma estándar, cuya magnitud sea unitaria, se expresa por el rotor:

RL = exp(-6-L) (A.95)

Por ejemplo, para rotar un plano P:

E = RlPR-l (A-96)

Un movimiento de tornillo es un movimiento rígido de un cuerpo compuesto de una

rotación alrrededor de un eje arbitrario, seguida de una traslación paralela a dicho eje (ver

fig. A.8).

.*'

/

w
á

IP

Figura A.8: VisuaUzación de un movimiento en torniUo a lo largo de L

El motor resultsmte puede ser calculado utilizando (A.88) y (A.92) de la siguiente forma:

M = TdrRL = TdrTRT

= exp Í^y) exP (~f (i + e(* ■

í))J
= exp(^-^a + e(t-í)))
=

exp | -- I-fe(t-Z--r)

exp(-^(l + em)\ (A.97)
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En la parte exponencial de (A.97), el bivector
—

|(í + em) es la representación del tornillo.

Si m es cero, el motor M se convierte en un rotor y si l es cero, el motor se convierte en un

translador. Si m 1 i* el motor es una rotación general y si m J. I*, el motor es usado como

un movimiento de tornülo.

Por último es importante recalcar que la línea L en (A.95) este normalizada para reaUzar
correctamente las rotaciones alrrededor de eUa.

A.3. Par de puntos

Es esta sección se presenta como separar el par de puntos usando álgebra geométrica
conformal. Como ya se ha dicho en la sección A.2.3, el par de puntos puede obtenerse en

su forma dual del producto wedge de dos puntos confórmales ó en su forma estándar de la

intersección de tres esferas. La línea que pasa por el par de puntos es: L* = PP* A e, cuya

dirección es: D = PP* ■ e. La fig. A.9 muestra la esfera s centrada en el punto medio del par
de puntos, la cual es obtenida de la siguiente forma: PP* es generado por la intersección de

'• °_>.c
-■-

Figura A.9: Par de puntos. Línea L* a través del par de puntos, esfera s centrada en el punto

medio del par de puntos.

la línea L* y la esfera s por lo que:

EP" = sL* (A.98)

dividiendo ambos lados de A.98 por L* se tiene:

PP*
s =

L*

Ahora se obtiene el centro c de la esfera s, usando (A.55) y (A.56) se obtiene:

2 2

P
=

£

(A.99)

Q
= s + -pe (A. 100)
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A partir del centro de la esfera, se traslada una distancia p en la dirección de D en ambos

sentidos para obtener P_ y P\- Construyendo el traslador d como el vector unitario de D:

(HT =

exp i-pde) (A.101)

Pi = TdT1 (A.102)

Ei - T~xdT • (A.103)

«OJÍÍÍín •; í. ', '■ x F

-.:\

X



Breve introducción a CUDA

En este apéndice se presenta una breve introducción al lenguaje CUDA, el cual fue usado

a fin de liberar la carga computacional al procesador principal de la computadora anfi triona

y lograr que varias partes que constituye al proyecto funcionen en tiempo real, gracias a un

esquema de programación en paralelo.

B.l. El lenguaje CUDA

CUDA libera el poder de cómputo de las unidades de procesamiento de gráficos, al hacer

uso de un esquema de programación en paralelo. Dicho esquema consiste de un conjunto de

hilos
x

organizados por bloques, ejecutando una función kernel en lenguaje C simultánea

mente. El número de bloques, así como el número de hilos por bloque que ejecutarán una

función kernel, es especificado usando la sintaxis:

kernel<« nBloques, nHilos>» (lista de parámetros de la función kernel);

en donde: kernel es el nombre de la función a ejecutar por los hilos, nBloques es la cantidad de

bloques de la configuración y nHilos es el número de hilos por bloque. Una configuración tal,

es conocida con el nombre de rejilla. A continuación se presenta un ejemplo de una función

kernel para sumar dos listas de vectores de 1024 elementos de números flotantes cada una,

threads

85
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utüizando 1024 lulos repartidos en 4 bloques de 256 hilos cada uno.

kernelsumar <« 4,256 >» (dJistal,dJista2,djresultado);

—global— kernel_sumar (float *dJistal, float *d_Usta2, float *d_resultado)

{

unsigned int x = ( blockldx.x
* blockDim.x ) + threadldx.x;

d_resultado[x] = d_üstal[x] + d_Usta2[x];

}

en donde las variables internas blockldx.x, blockDim.x y threadldx.x son utilizadas para iden

tificar el número del hilo que se está ejecutando en paralelo en la función kernel llamada

kerneLsumar. Para el ejemplo de arriba, el valor de block!dx.x estará comprendido en el in

tervalo de [0, 3], blockDim.x tendrá el valor de 256 y threadldx.x estará en el rango de [0, 255];
de esta forma la variable de registro unsigned int x tomará un valor comprendido en el rango
de [0, 1023], es decir, habrá 1024 hilos que ejecutarán la función kernel. Las funciones kernel

invocadas desde el anfitrión (del lado de la cpu), utiUzan el qualificador —global—, mientras

que las funciones invocadas por la GPU (del lado del dispositivo) reciben el qualificador
—device

Los parámetros utilizados por la función kernel_sumar requieren que el espacio de memoria

que eUos ocupan en la GPU halla sido previamente reservado mediante las funciones de cu-

da, así como también copiar los valores de las listas de entrada, es decir, copiar los datos del

anfitrión a la GPU. También puede ser necesario copiar el resultado de la suma de vectores

de la GPU hacia el anfitrión. Suponiendo una función de C Uamada calcular_suma, la cual

recibe dos listas de números flotantes para ser sumados en la GPU y almacenar el resultado
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de la suma en una tercera lista, el código C que ejecutaría dicha labor sería:

void calcular_suma (float *hJistal, float *hJista2, float *h_resultado)

{

float * dJistal, *dJista2, *djresultado;

cudaSetDevice( cutGetMaxGflopsDeviceId() );

cutilSafeCall( cudaMalloc( (void * *)&¿dJistal, 1024 * sizeof(float) ));

cutilSafeCall( cudaMalloc( (void * *)g¿dJista2, 1024 * sizeof(float) ));

cutüSafeCall( cudaMalloc( (void * *)k.d.resultado, 1024 * sizeof(float) ));

cutilSafeCall( cuda,Memcpy( dJistal,hJistal, 1024 * sizeof(float),

cudaMemcpyHostToDevice) );

cutilSafeCall( cudaMemcpy( djista2, h.lista2, 1024 * sizeof(float),

cudaMemcpyHostToDevice) );

kernelsumar <« 4,256 »> (dJistal,dJista2,d.resultado);

cutilSafeCall( cudaMemcpy( hjresultado, djresultado, 1024 * sizeof (float),

cudaMemcpyDeviceToHost) );

cudaFree(dJistal) ;

cudaFree(dJista2) ;

cudaFree(d.resultado) ;

}

En la función calcularjsuma se puede ver el uso de la función cudaSetDevice. Esta última,

permite especificar que dispositivo GPU presente en el sistema se desea utilizar para ejecutar

la función kernel. Este dispositivo debe estar habihtado para ejecutar CUDA. El parámetro

de cudaSetDevice es otra función llamada cutGetMaxGflopsDeviceldQ, la cual busca y

devuelve el número de dispositivo con mayor capacidad de giga operaciones punto flotantes

por segundo disponible en el sistema. Por su parte la función cutilSafeCall verifica cualquier

posible error que pudiera ocurrir y lo despliega en pantalla ó en una terminal de salida,

así como también garantiza la sincronización de todos los hilos que constituyen la rejilla

antes de iniciar la copia del resultado de la GPU al anfitrión. Por sincronización se entiende

que todos los hilos hayan terminado su labor. Finalmente, la función cudaFree libera la

memoria de las variables globales asignadas en la GPU, dicha asignación se realizó por medio
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de la función cudaMalloc (ver [6] para una descripción detallada de la sintaxis de cada una

de las funciones de CUDA).
Una rejüla puede ser configurada conteniendo bloques en la dirección x y también en la

dirección y, es decir, una rejiUa de bloques en una dimensión ó en dos dimensiones. Las

variables internas utiÜzadas para referenciar a los bloques de una rejilla son: blockldx.x,

blockldx.y. Del mismo modo, los bloques pueden configur¡ados conteniendo hüos en una, dos y

tres dimensiones; las variables internas utilizadas para accesar a dichos hüos son: threadldx.x,

threadldx.y, threadldx.z. La fig. B.l muestra una rejilla bidimensional conteniendo m*n*k

hilos, organizados en m bloques en la dirección x (blockDim.x = m), n bloques en la dirección

y (blockDim.y
—

n) y k hüos por bloque en la dirección x. Esta figura muestra también un

acercamiento al bloque (2, 1), el cuarto hilo de este bloque está designado por las variables

internas: blockIdx.x = 2, blockldx.y = 1 y threadldx.x
— 3.

La estructura de C dim3
2

permite configurar en una forma más general el kernel que ha

de ejecutarse en el dispositivo, debido a que acepta tres números enteros que pueden ser

utilizados para especificar el número de hilos (ó bloques) para cada una de las dimensiones

que se requieran, para el caso en que alguna de las dimensiones no sea utilizada, el valor

por defecto es 1. A continuación se muestra un ejemplo, el cual está relacionado a la rejilla
mostrada en la fig. B.l.

dim.3 nBloqttes( m, n, 1 );
dim3 nHilos( k, 1, 1 );
kernel<« nBloques, nHilos>» (Usta de parámetros de la función kernel);

B.l.l. Configuración de la memoria del dispositivo

El dispositivo tiene varios tipos de memoria para los diversos usos de una apUcación y

para el funcionamiento interno de CUDA: global, compartida, local, const.ante, de textura y

registros. Destacando entre eUas las dos primeras. Lamemoria global es de lectura y escritura,
es del orden de giga bytes, y puede ser accesada por todos los hilos de una rejilla, así como

por el anfitrión. Esta tiene una gran latencia de aproximadamente 400 a 600 ciclos de reloj,
y debe accesarse de forma alineada y unida, a fin de evitar conflictos de bancos que afecten

el desempeño de la aplicación, esto último será expUcado más adelante. Por otro lado la

memoria compartida es rápida por estar alojada en en el multiprocesador (así como también
los registros), sólo puede ser accesada por los hilos de un bloque, es pequeña (unos pocos
kilobytes), y también debe ser accesada en forma unida para evitar conflictos de bancos y

obtener un máximo desempeño. La GPU que se está utilizando en este proyecto tiene 1 Gbyte
de memoria global, 16 Kbytes de memoria compartida por multiprocesador organizada en 16

bancos.

2
perteneciente a los archivos de cabecera de CUDA
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O X

Bloque (0,0) Bloque (1.0) Bloque (2.0) Bloque (m-1, 0)

;íi
Bloque (0,1) Bloque (1,1) Bloque (2,1) Bloque (m-1. 1)

Bloque (0, n-1) Bloque (1, n-1).. Bloque (2, n-1) Bloque (m-1, n-1)

i
X Bloque (2.1)

Figura B.l: RejiUa de hilos conteniendo m*n bloques de k hilos cada uno.
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Anfitrión

fíi***»,»-»!

Kp Multiprocesador 1

| Multiprocesador 2

| Multiprocesador 3
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uuüfl

■ ■ ■

Local
Multiprocesador p

Memoria Compartida

Registros L

Global

Constante

1I Caché de textura y de

memoria constanteTextura 1
Figura B.2: Organización de la memoria en un dispositivo habiUtado para CUDA.

A fin de obtener un máximo desempeño de un kernel de CUDA, es recomendable hacer el

mayor uso posible de la memoria compartida, esto puede lograrse de la siguiente forma:

■ En el comienzo del kernel, copiar los datos de memoria global a memoria compartida
utilizando unos pocos hüos por bloque.

■ ReaUzar los cálculos necesarios usando la memoria compartida y los registros.

Almacenar los resultados finales en la memoria global.

La fig. B.2 muestra la organización de la memoria en un dispositivo habiUtado para CUDA.

En esta figura, podemos observar que un esquema de programación paralelo basado en el

uso de memoria compartida y registros, puede tener un mejor desempeño en comparación a

uno basado en múltiples accesos a la memoria global; así como también, la disponibilidad
de usar el caché de la memoria de textura, a fin de optimizar los accesos a memoria global,
minimizando los confictos entre los bancos de memoria.
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