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Abstract

In the environment, bacteria must respond appropriately to different stimuli that they
are exposed. In such responses are involved complex signaling pathways. For example,
in the tryptophan operon of FEscherichia coli has been studied the dynamic response
of the three feedback loops: transcriptional repression, transcriptional attenuation and
enzyme inhibition. On the other hand, also the dynamic effect of the two feedback loops:
transcriptional attenuation and enzyme inhibition has been studied in the trp operon of
Bacillus subtilis. Why these bacteria, that share the need to produce this aminoacid, have
developed different molecular machinery for the same purpose, is one open question in this
moment. Amount other different ways to study the response in a bacterium, the frequency
response allows compare in jus one graphic the response time and the gain of the system.
In this work, we wonder how it alters the frequency response of the trp in B. subtilis
and FE. coli modifying the strength of the different feedback loops. The concentration
of external tryptophan was taken as stimulus and synthesized tryptophan as response.
We found that the effect on the frequency response when the strength of the attenuation
feedback is modified in B. subtilis is the same when the strength of the repression feedback
is modified in E. coli. In both cases by increasing the strength of the feedbacks, the time
response increases and the gain decreases. While decreasing the strength of the feedbacks,
the time response increases too and the gain is kept. Decreasing the strength of the enzyme
inhibition, in both bacteria, has the greatest effect on increasing the response time. In all
cases studied, the system maintain the properties of a low-pass filter. In conclusion, the
strength of the feedback loops are balanced to maintain adequately the time response and

the gain according to the duplication time of each bacterium.
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Resumen

En el ambiente natural, las bacterias deben responder adecuadamente ante diferentes
estimulos a los cuales estan sometidas. En dichas respuestas estan involucradas complejas
vias de senalizacion. Por ejemplo, en el operdon triptofano de FEscherichia coli se
ha estudiado la respuesta dindmica de los tres lazos de retroalimentacién: represion
transcripcional, atenuacion de la transcripcion e inhibicién enzimatica. Por otro lado,
también se ha estudiado el efecto dinamico de los dos lazos de retroalimentacién:
atenuacion de la transcripcién e inhibicién enzimatica en el operén trp de Bacillus subtilis.
Por qué estas bacterias que comparten la necesidad de producir este aminoacido, han
desarrollado diferente maquinaria molecular para un mismo fin, es una pregunta abierta
en este momento. Entre muchas otras formas de estudiar la respuesta de una bacteria,
la respuesta en frecuencia permite comparar en una grafica el tiempo de respuesta y la
ganancia del sistema. En este trabajo nos preguntamos cémo se altera la respuesta en
frecuencia del operén trp en B. subtilis y E. coli modificando la fuerza de los diferentes
lazos de retroalimentacién. Se tomé como estimulo la concentracion de triptéfano externo y
como respuesta la del triptofano sintetizado. Encontramos que el efecto sobre la respuesta
en frecuencia al modificar la fuerza del lazo de atenuacion en B. subtilis es el mismo
cuando se modifica la fuerza del lazo de represién en E. coli. En ambos casos al aumentar
la fuerza de los lazos, el tiempo de respuesta aumenta y la ganancia disminuye. Mientras
que al disminuir la fuerza de estos lazos, el tiempo de respuesta aumenta y la ganancia se
mantiene. Disminuir la fuerza del lazo de inhibicién enzimatica, en ambos sistemas, tiene
el mayor efecto sobre el aumento del tiempo de respuesta. En todos los casos estudiados,
el sistema conserva las propiedades de un filtro pasa-bajas. En conclusion, la fuerza de
los lazos de retroalimentacion estan balanceados para mantener un tiempo de respuesta

y ganancia adecuados al tiempo de duplicacién de cada bacteria.
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Introduccion

Las células estan siempre expuestas a condiciones externas que son muy cambiantes, a
las cuales deben responder de una manera adecuada para su adaptacion y supervivencia.
Estas condiciones externas son estimulos con diferentes amplitudes y formas. Por eso,
existen muchos enfoques para estudiar la respuesta de una célula ante diferentes estimulos.
Los estimulos tipicos que pueden encontrarse en diferentes estudios bioldgicos son:
respuesta a un escalén [1], a un pulso [1,2], a una rampa [3] o incluso a un impulso [4].
Cada uno de estos estimulos puede dar una respuesta diferente, con informacién distinta
(Fig. 1.1). Sin embargo, otro tipo de estimulos que han sido explorados recientemente, son
los estimulos oscilatorios. Las respuestas a este tipo de estimulacion contienen informacion
que puede ser analizada en el dominio de la frecuencia [5].

La respuesta en frecuencia se define como la respuesta en estado estacionario de un
sistema lineal, ante una entrada sinusoidal [6]. La razén que existe entre la amplitud
de la salida (Ag) y la amplitud de la entrada (Ag) es llamada ganancia del sistema
(G = Ag/Ag). La ganancia dependera de la frecuencia a la cual es estimulado el sistema.
Una respuesta en frecuencia tipica se puede construir marcando una asintota para las
ganancias a frecuencias bajas y otra para frecuencias altas. La interseccién de las asintotas
corresponde a la frecuencia de corte. La frecuencia de corte separa dos regiones en el
diagrama de ganancia de Bode, una para frecuencias en la que el sistema puede responder
con ganancias superiores a la ganancia indicada en la frecuencia de corte, conocida también
como el ancho de banda, y la otra region para la cual el sistema no responde, porque

las ganancias son inferiores a la ganancia que indica la frecuencia de corte (Fig. 1.2).
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Figura 1.1: Diferentes formas de estimulos. Un sistema bioldgico puede ser estimulado con un escalén
x1, un pulso xo, una rampa x3 y las respuestas yi, y2 y ys son distintas para incluso el mismo agente

estimulante.

Ademas, la frecuencia de corte esta relacionada con el tiempo de respuesta de un sistema
biolégico, definiéndose ésta como el tiempo al cual la mitad del nuevo estado estacionario
es alcanzado cuando existe un cambio en la entrada [7]. Cuando la frecuencia de corte
se encuentre en frecuencias altas, el tiempo de respuesta es corto, caso contrario si la
frecuencia de corte se encuentra en frecuencias bajas [8].

La ventaja que ofrece la respuesta en frecuencia (respuestas en funcién de la frecuencia)
contra la respuesta temporal (respuestas en funcién del tiempo), es que, con la respuesta
en frecuencia se puede conocer la respuesta temporal que tiene un sistema ante cualquier
forma que tenga un estimulo, no importando si es un escalén, un pulso o cualquier otra
forma. Esto debido a que cualquier senal puede ser descompuesta en sus componentes
sinusoidales [10]. Un ejemplo se muestra en la Fig. 1.3, donde una senal cuadrada es
descompuesta en las sinusoidales que lo componen, entonces cualquier forma que tenga
una senal puede ser representada como sumas de sinusoidales.

Estudiando la respuesta en frecuencia de sistemas biolégicos, se ha encontrado que la
quimiotaxis en FEscherichia coli [11-15] y en Rhodobacter sphaeroides [16], asi como la
respuesta de la via HOG en Saccharomyces cerevisiae, tienen un comportamiento de filtro
pasa-banda, es decir, que responden a estimulos con una banda de frecuencias especificas

y rechazan los estimulos con frecuencias altas y bajas. En otros sistemas, se ha encontrado
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Figura 1.2: Diagrama de ganancia de Bode. El sistema es estimulado con una entrada z, a diferentes
frecuencias, manteniendo una misma amplitud. El sistema responde con una salida y, con la misma
frecuencia a la que fue estimulada pero con diferente amplitud. Las amplitudes son comparadas obteniendo
una razén de la amplitud de salida con la de entrada y es graficada en funciéon de la frecuencia. La
interseccién de las asintotas formadas por las ganancias de altas y bajas frecuencias, indican la frecuencia

de corte. Tomado y modificado de [9].

Pulso cuadrado = Seno A + Seno B + Seno C + ...
Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo
A A+B A+B+C A+B+C+ ...
mJ UN\N\/ ~
Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo

Figura 1.3: Descomposicién de una pulso en sinusoidales. Un pulso cuadrado puede ser
descompuesto en sinusoidales de diferentes frecuencias con diferentes amplitudes (arriba). De igual
manera se puede volver a construir el pulso original a partir de las ondas sinusoidales (abajo). Tomado y

modificado de [9)].
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que el comportamiento es de tipo pasa-bajas, como en la respuesta a cambios de la fuente
de carbono en S. cerevisiae [17] y como en la respuesta del operén triptéfano de E. coli [18].

En este trabajo se estudia la respuesta en frecuencia del operén trp en la bacteria de
suelo Gram-positiva Bacillus subtilis y se compara con la bien estudiada enterobacteria
Gram-negativa FE. coli. Principalmente se compara el efecto que tienen los lazos de
retroalimentacion sobre la respuesta en frecuencia en ambas bacterias. En la siguiente
seccion se detalla el mecanismo para regular la sintesis de triptofano a través del operon

trp de ambos sistemas biolégicos.

1.1. Sintesis de triptéfano en bacterias

Para que pueda subsistir una bacteria, ésta debe obtener sus nutrientes del exterior o
producirlas ella misma. En el caso del aminoacido triptéfano, B. subtilis y E. coli tienen
la capacidad de transportarlo del medio extracelular, obtenerlo a partir de la degradacion
de proteinas o sintetizarlo mediante la activacién de un grupo de genes organizados en
lo que se conoce como el operén triptéfano [19]. A continuacién se describe como esta
organizado el operén trp en ambas bacterias, cémo se lleva a cabo la sintesis de triptéfano

y cémo se regula esta sintesis.

1.1.1. Organizacién del operon trp

Existen diferencias en la organizacion de los genes del operén trp en B. subtilis y E.
coli. En E. coli, cinco genes codifican para los siete dominios cataliticos necesarios en la
biosintesis de triptofano. Esto debido a que cuatro de los dominios son producto de dos
genes fusionados, trpG-D y trpC-F. Estos cinco genes se encuentran organizados en un
solo operén (Fig. 1.4) [19].

Los genes de los polipéptidos necesarios en la sintesis de triptéfano en B. subtilis
se encuentran distribuidos en dos operones, seis de ellos pertenecen al operdon trp,
que es un suboperéon que pertenece al supraoperon aromatico aro de 12 genes, que
también estd relacionada con la sintesis de otros aminoacidos aromaticos. El séptimo

gen estd ubicado en el operén del acido félico (Fig. 1.4) [19].
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Figura 1.4: Organizacién de los genes en el operén trp. Genes involucrados en la sintesis de
triptéfano y su organizacion en E. coli (arriba) y B. subtilis (abajo). Se muestran en color para resaltar

los genes fusionados en E. coli que son independientes en B. subtilis. Tomado y modificado de [19].

1.1.2. Ruta biosintética

La mayoria de los microorganismos que tienen la capacidad de sintetizar triptéfano,
usan la misma ruta biosintética, las mismas siete reacciones y los mismos siete dominios
cataliticos [19]. La sintesis de triptéfano requiere de un sustrato que es el corismato
(forma anidnica del acido corismico) que también es usado para la sintesis de otros
aminoacidos aromaéticos. La primer reaccién enzimética se realiza con un complejo
enziméatico formado por el producto de dos genes, el TrpE y el TrpG. Las siguientes
tres reacciones son catalizadas por polipéptidos individuales, el TrpD, TrpF y TrpC. Las
ultimas dos reacciones son catalizadas por otro complejo enzimatico compuesto de los

polipéptidos TrpA y TrpB, para finalmente formar el triptéfano (fig. 1.5) [20].

1.1.3. Regulacion de la sintesis de triptéfano

La sintesis de triptofano es cara energéticamente hablando, por lo que las bacterias
han ideado formas para la regulacion de su biosintesis. A continuacién se presentan los
mecanismos de control, que actian de manera simultanea, usados por B. subtilis y F. coli

para regular la sintesis de triptéfano.
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Figura 1.5: Ruta de Biosintesis de triptéfano. La sintesis de triptéfano se lleva a cabo por medio de

siete reacciones, catalizados por siete dominios enzimaticos. Tomado y modificado de [20] y [21].

Bacillus subtilis

Inhibicién enzimatica En B. subtilis, la sintesis de triptéfano comienza cuando no hay
suficiente triptofano disponible intracelularmente o en el medio, entonces el operén trp y el
operdn del acido félico comienzan a transcribir los genes estructurales para posteriormente
ser traducidos a las enzimas necesarias en la ruta biosintética del triptéfano. Una vez
que se satisface la demanda de triptéfano, existe un mecanismo de control conocido como
inhibicién enzimatica, en el que dos moléculas de triptéfano se unen a la enzima antranilato

sintasa para inhibir su accién catalitica, disminuyendo asi la biosintesis de triptéfano.

Atenuacion de la transcripcién Existe otro mecanismo de control que actia a nivel
transcripcional, conocido como atenuaciéon de la transcripcion. El mRNA que se sintetiza
a partir del operén trp, puede formar dos estructuras secundarias llamadas terminador y
anti-terminador. Las estructuras estan traslapadas por cuatro nucledtidos, por lo tanto
son estructuras excluyentes. La proteina TRAP (Proteina de Atenuacién del ¢trp RNA)
juega un papel esencial, porque de manera natural se forma preferentemente el anti-
terminador, pero si la proteina TRAP llega a activarse por la unién de hasta 11 moléculas
de triptofano, ésta se une al transcrito y se enrolla en la secuencia de mRNA para evitar
la formacion del anti-terminador y de esta manera favorecer la formacion del terminador,
evitando con esto la transcripciéon. Cuando nuevamente disminuye la concentracién de
triptofano, entra en juego un tercer operdn, el operén at que codifica para la proteina
anti-TRAP (AT), cuatro trimeros de AT se unen a la TRAP activada para inhibirla y

permitir asi la transcripcién de los genes estructurales. Pero la sintesis de la proteina AT
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Figura 1.6: Regulaciéon de operdn trp. a) La regulacion del operén trp en B. subtilis solo tiene dos

Represor

—0

Represion

lazos de retroalimentacién, la atenuacién de la transcripeién y la inhibicién enzimética. b) La regulacién
del operém trp en FE. coli cuenta con tres lazos de retroalimentacion, la represién, la atenuacién de la
transcripcién y la inhibicién enzimdtica. En ambos sistemas se asume que el triptéfano externo (que se

encuentra en el medio) es transportado de manera instantdnea. Para més detalle consultar [19], [20] y [21].

esta mediada por el censado de tRNAT™ no cargado. Cuando hay suficiente triptéfano
intracelular, la regién lider del transcrito del operén forma una estructura secundaria
llamada terminador, sin embargo cuando la concentraciéon de triptofano esta reducida, la
cantidad de tRNAT" no cargado aumenta y ésta se une a la regién lider que promueve la
formacion de un anti-terminador. Después de la regién lider existe un gen de 10 codones
llamado rtpLP que contiene tres codones para triptéfano, entonces si no esta cargado el
tRNAT"™ la traduccién se para en uno de los tres codones exponiendo la secuencia Shine
Delgarno del gen rtpA para que se traduzca la proteina AT. Una vez que se alcanzan
los niveles deseados de triptéfano, el gen rtpLP se traduce completamente llegando a su
codén de paro, obstruyendo de esta manera la secuencia Shine Delgarno del gen rtpA [20].
Un esquema de la regulaciéon de la sintesis de triptofano en B. subtilis puede verse en la

Fig. 1.6a.

FEscherichia cols

Represion  Existen dos mecanismos de regulacién a nivel transcripcional. Uno es la
represion, donde es necesaria la participacion de la proteina represora que es activada por
la unién de hasta dos moléculas de triptéfano. Esta proteina activada puede unirse a uno

de los tres operadores presentes en el promotor del operén trp inhibiendo de esta manera

la sintesis de mRNA.
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Atenuacion El otro mecanismo de regulacion es la atenuacion de la transcripcién, que
se lleva a cabo mediante el censado de tRNAT™ no cargado. La regién lider del transcrito
contiene dos codones para triptéfano. Cuando no hay triptéfano (alta concentraciéon de
tRNAT™ no cargado) se forma una estructura en el mRNA llamada antiterminador, que
permite la sintesis del transcrito. Cuando la concentracién de triptéfano es alta (baja
concentracién de tRNAT™ no cargado) se favorece la formacién de la estructura anti-

antiterminador y terminador que abortan la sintesis del transcrito.

Inhibicion enzimatica El operén trp en E. coli comparte el mismo mecanismo de
inhibicién enzimatica con B. subtilis. El esquema sintetizado de la regulaciéon en la

biosintesis de triptéfano en E. coli se presenta en la Fig. 1.6b [19].



Justificacion

La respuesta en frecuencia es una herramienta que permite analizar dos caracteristicas
de la respuesta de un sistema biolégico: amplitud y tiempo de respuesta. Ademas, se sabe
que en teoria cualquier forma que tenga una senal puede ser descompuesta en sinusoidales
con diferentes frecuencias y amplitudes, es decir, se puede obtener el espectro de una senal
dada. Por esta razén, es importante estudiar la respuesta en frecuencia de un sistema
biolégico, porque si ésta se conoce entonces es posible conocer la respuesta temporal ante
cualquier forma que tenga un estimulo, ya sea un escalén, rampa, u otras formas mas
complejas.

Como se ha dicho anteriormente B. subtilis y E. coli son bacterias con caracteristicas
diferentes, pero que comparten mecanismos para regular el operén trp. Por lo tanto,
es interesante hacer un estudio comparativo de los efectos que tienen los lazos de
retroalimentacién sobre la respuesta en frecuencia de ambos sistemas biolégicos. Por lo
que surgen las siguientes preguntas: ;qué diferencias existen en tener dos o tres lazos de
retroalimentacion para regular la biosintesis de un mismo aminoacido?, jtienen efectos
similares los mismos lazos de retroalimentacion sobre la respuesta en frecuencia de ambas

bacterias?, ;jqué ventajas y desventajas ofrece tener una lazo més fuerte o mas débil?



Hipoétesis

Los lazos de retroalimentacion permiten responder adecuadamente al operon
triptofano en Bacillus subtilis y FEscherichia coli ante estimulos de triptofano externo.
Sin embargo, una alteracion en la fuerza de los lazos afectan la amplitud y tiempo de

respuesta de ambas bacterias.

10



4

Objetivos

4.1. General

Estudiar el efecto de los lazos de retroalimentacion sobre la respuesta en frecuencia del

operon trp en Bacillus subtilis y FEscherichia coli ante estimulos de triptéfano externo.

4.2. Particulares

Para cada una de las bacterias:
= Obtener la respuesta en frecuencia de una cepa silvestre.

» Evaluar y comparar los efectos sobre la respuesta en frecuencia cuando se reduce o

aumente la fuerza de cada lazo de retroalimentacion .

» Estudiar el efecto de la ausencia de los lazos de retroalimentacion sobre la respuesta

en frecuencia.

11



Métodos

En este trabajo se modificaron los modelos matematicos no lineales de la dinamica
del operén trp de B. subtilis y E. coli ya publicados [22,23] para considerar el triptéfano
externo. Posteriormente, para obtener las funciones de transferencia de cada sistema, se
linealizaron los modelos en el estado estacionario con una concentracién dada de triptéfano
externo. Por ultimo, se obtuvieron los diagramas de ganancia de Bode. Una descripcion

mas detallada del método se presenta a continuacion.

5.1. Modelo matematico del operén trp

Para los modelos matematicos que a continuacién se presentan, la concentracién de
triptéfano externo (T.,;) fue tomado como entrada y la concentracién de triptéfano
sintetizado (Ts) como salida. La forma de considerar al T,,; fue inspirada en el trabajo

de Bhartiya et al. [24].

5.1.1. Modelo en B. subtilis

El modelo de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias no lineales del operén trp en B.
subtilis se obtuvo de [22]. En este modelo, la dindmica de las concentraciones de mRNA
(M), de la enzima antranilato sintasa (E), de la proteina AT (A) y del triptéfano

sintetizado (Ts), son representados con las siguientes ecuaciones:

12
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= kyDPa(Tr, A) — (A + )M, (5.1)
. 1
Ts = kpEP(Ty) — Is _ _um (5.3)
s = FRrgtufg(dr pr+Ts uts, .
A = BATHO(Tr) — pA, (5.4)
TT - TS + Tewt- (55)

La concentracién de triptéfano intracelular total (T7), es la suma algebraica de Ty y de

T,.:, este ultimo se considera que es transportado de manera instantanea a la célula. El

parametro kj; es la tasa de transcripcion, kg es la tasa de traduccion, krg es la tasa de

sintesis de triptofano y [ es la tasa de sintesis de la proteina AT. El parametro D es la

concentracion del promotor trp. Los parametros A\y; y Ag indican la tasa de degradacion de

mRNA y de la enzima, respectivamente. La concentracién de las biomoléculas producidas
1

puede disminuir debido a la dilucién por la divisién celular, u. El factor 5 es porque se

requieren dos polipéptidos del gen trpE para formar la enzima antranilato sintasa. El

término p TJfTS, es el consumo de triptéfano usado en la sintesis de proteinas, donde

Kp
p es la tasa de consumo mdximo de triptéfano y K, es la constante de saturacién del
consumo de triptéfano. Los mecanismos de regulacion en el operén at estan dados por las
funciones Q(Tr) y ©(Tr). Las funciones P4 (T, A) y Pr(Tr) representan los mecanismos de

atenuacion de la transcripcion y la inhibicion enzimatica del operén trp, respectivamente.

Las funciones de regulacién del operén at y del operén trp estan definidas por:

Py(Tr,A) = (5.6)

KQ +Tr
K
QTr) = KT (5.8)
Tr ( Tr )2
1+ 3« + 3«
Ko+ T Ko+ T
o(Ty) = ¢ T-T ¢ T (5.9)
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Tabla 5.1: Pardmetros del modelo del operdn trp en B. subtilis [22].

Parametro Valor Parametro Valor

Ear 16 min~! K, 10 uM

kg 20 min~! Kp 1,22107% uM
kg 7.3210* min~! Kr 0,4 uM

B 6210~ uMmin=* K4 0,6 puM

D 3,32107* uM Yr 8x1072 uM
AM 0,53 min~! Kq 4.1 uM
A\ 0,0 min~1 K 2210 puM
L 621073 min—! a 95

p 24,3 uMmin~! K¢ 1,6 pM

Kp es la constante de disociacion de la proteina TRAP activa y la regién lider naciente en
el operon trp, K representa la constante de disociacién entre una molécula de triptéfano y
un sitio vacio en la proteina TRAP, K 4 es la constante de disociacién entre la proteina AT
y un sitio de la molécula TRAP activa, Y7 es la concentracion total de la proteina TRAP,
K representa la constante de disociacién entre una molécula de triptéfano y su sitio de
unién en la enzima antranilato sintasa. El pardmetro K equivale a G, Kg/ Kz, donde
Gt €s la concentracién total de tRNAT™ | K es la constante de disociacién del complejo
tRNA"? no cargado y una molécula de triptéfano y K es la constante de disociacién del
complejo regién lider del operén at con un tRNA™ no cargado. El pardmetro « es la
razén de G, entre la constante de disociaciéon que hay entre el codén trp y el tRNAT™

cargado. Los valores de los pardmetros pueden ser consultados en la Tabla 5.1 [22].

5.1.2. Modelo en E. colz

El modelo de EDOs no lineales de la dindmica del operén trp en E. coli se basé en [23].
A diferencia del modelo en B. subtilis, en E. coli solamente se contemplan tres variables,

M, E y Ts, que son modelados con las siguientes ecuaciones:
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. 1
E = §I<:EM —(Ag+p)E, (5.11)
Ts = kp EP/(Ty) Is T, (5.12)
s = FRpgolp(dr pr+Ts nls. )
Donde ky, kg, kry, D, Ay, Ag, ppy el término p KpTJfTS se definen de igual manera que

en el modelo de B. subtilis. Las funciones Pg(Tr), Pa(Tr) y Pr(Tr), representan los tres
mecanismo de regulacién que existen en el operdon trp en E. coli: represiéon, atenuacion de

la transcripcion e inhibicién enzimatica. Las funciones de regulacién estan definidas por:

1

Pr(Ty) = 5.13
R( T) 1 RT2 1 RT2 RT2 kC(RT2)2 7 ( )
T K® TR0 TR T KOR®
Tr
142y—"T
Kn+ T
Py(Tr) = ];+ T, (5.14)
(i)
Kp+ Tr
Kn
Pi(Tr) ij (5.15)
T I

RT5 representa la concentracion de represor unido con dos moléculas de triptéfano, por

lo tanto es funcién de T, RT, = Ry <TT€TKR)2, donde Rt es la concentracién total de
represores y K es la constante de saturacién de la reaccién para formar el RT,. K@ es
la constante de disociacion de los represores en el operador, donde ¢ = 1, 2, 3, k¢ indica la
cooperatividad que existe entre los operadores cuando los represores estan unidos a ellos,
~ es una constante asociada a la fuerza del lazo de retroalimentacién en la atenuacion de
la transcripcién, Kp es la tasa de disociaciéon del complejo triptéfano-tRNAT™, K; es la
constante de inhibicién enziméatica y n es el coeficiente de Hill. Una explicacién amplia

de cémo se desarroll6 el modelo puede consultarse en [23]. Los valores de los pardmetros

se muestran en la Tabla 5.2.
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Tabla 5.2: Pardmetros del modelo del operdn #rp en E. coli [23].

Parametro Valor Parametro Valor
s 26 min ! K, 1,66 uM
kg 20,7 min~! Ry 0,664 M
kg 300 min ! Kg 1594 uM
D 3x1073 uM k. 40
At 0,69 min~! v 18,8
AE 0,0 min—! Kp 2 uM
L 0,013 min~! K; 4.15
222.5 pMmin=! n 1,2

5.2. Linealizacion

La linealizacién de los modelos se realizé alrededor del estado estacionario. El estado
estacionario depende de los parametros y de la concentracion de T.,,. En las siguientes
secciones se presentas detalladamente como se obtuvo el estado estacionario y como se

realizd la linealizacién en cada sistema.

5.2.1. Estado estacionario

El estado estacionario corresponde al valor que toman las variables cuando la derivada
con respecto al tiempo del sistema de ecuaciones 5.1-5.5 y 5.10-5.12 son igual a cero. Por
lo tanto, el estado estacionario para el operdn trp en B. subtilis se obtiene resolviendo el

siguiente sistema de ecuaciones:

ky DPA(Tr, A%)

M* = : 5.16
Am + p (5.16)
1 kpM*
Er = = , 5.17
2 g+ (5:17)
A* = QQ(TT)@(TT), (5.18)
1

*

kTsE*PI(TT) = PﬁST*
P s

+ p1s. (5.19)
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Donde M*, E*, A* y T¢ son valores en el estado estacionario. Considerando a 1.,
constante, T solo depende de T¢, Tr = TE+Te,:, entonces la ecuacion (5.18) solo depende
de A* y T§. Sustituyendo (5.18) y Tr en la funciéon P4 (Tr, A*) de (5.16), luego (5.16) en
(5.17). Posteriormente se sustituye (5.17) en (5.19), encontramos que la ecuacién (5.19)
solo depende de 7. El lado izquierdo de la ecuacién 5.19 es una funcién decreciente y la
del lado derecho es creciente, por lo tanto, en la interseccién se encuentra el valor de 7.
Una vez que se conoce 1, el valor en el estado estacionario de las demads variables, de las
ecuaciones (5.16-5.18), quedan definidas automaticamente.

Para el modelo de E. coli se siguié la misma mecdanica, definiendo las siguientes

ecuaciones para los estados estacionarios de las tres variables:

karDPr(Tr)Pas(T
ye — RuDPa(Tr) Pa(Tr) -
A+ 1

1 kgM*
B o= - (5.21)

2/\E—|‘M
kr B*P/(Ty) = p——0= Tz, 5.22
R PTE) = g T (5.22)
Cuando se considera T.,; = 0 los valores de los estados estacionarios, en ambos

sistemas, corresponden a los reportados en [22,23].

5.2.2. Modelos lineales

Un sistema lineal es representado como:

T = Az + Bu. (5.23)

Donde x es un vector de las variables de estado, u es el vector de entrada, A es la matriz
jacobiana y B la matriz de entrada [6,10]. Los coeficientes de la matriz A y B evaluados

en el estado estacionario estan definidas por:

_ 0fi(x,u)

WS T | (5.24)
_ 0fi(x,u)

b= = . (5.25)
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Donde f; es una funcién (M, E, Ts o A), x; es una variable (M, E, Ts o A). En a;, los
subindices indican la fila ¢ y la columna j. Por lo tanto, la matriz A y B, del modelo de

B. subtilis, quedan definidas como:

OM OM M OM

OM OE 9Ts O0A ail Q12 a13 Q14
9E OE OE  9E
oM OR 9A Q21 Q22 G23 A4
A= G o oh o = . (5.20)
S S S S
oM OFE 0Ts O0A asy Gzz Azz @34
0A 9A 9A  BA
oM OE 0Ts 0A ) yu g g1 Q42 Q43 G4y _—
oM
aTezt bl
OF by
B o= | 7 = . (5.27)
aTS b
8Text 3
9A b
Text ) x* u» 4/ xrur

La matriz A y B para el modelo de E. coli puede consultarse en el Apéndice A.

5.3. Funcién de transferencia

La funcién de transferencia es usada para construir de forma analitica la respuesta en
frecuencia del sistema a partir de las ecuaciones lineales. Para el analisis en frecuencia se
debe aplicar la transformada de Laplace al sistema de ecuaciones lineales y trabajar en el

dominio de s = iw, quedando definida la funcién de transferencia de la siguiente manera:

Y(s)
U(s)
Donde Y(s) y U(s) son la transformada de Laplace de la salida y de la entrada,

H(s) = (5.28)

respectivamente |6, 10].
Para construir el diagrama de ganancia de Bode, es necesario obtener la magnitud en

decibeles de la funcion de transferencia, como se indica en la siguiente ecuacion:

Gap = 20logio(|H(s)]). (5.29)

Las funciones de transferencia que se obtuvieron para los modelos del operén trp en

B. subtilis (Hps) y en E. coli (Hg,.) fueron:
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bs(s — a11)(s — ag)(s — aaq) + a32a21b1(s — ags) + aszaas aisby
(3 - an)(S - a22)(s - a33)(5 - CL44) - a32a21a13(s - CL44) - a32a21a14a43’
(5.30)

HBS<S) =

Hpols) — bs(s — a11)(s — aga) + azaa21b (5.31)

(S - an)(s - a22)(5 - 033) - a32a21a13'

En el apéndice A se detalla paso a paso la obtencion de las funciones de transferencia.



Resultados

En esta seccion se presentan los resultados que se obtuvieron al resolver numéricamente

en MATLAB (MathWorks) todas las ecuaciones.

6.1. Efecto regulador del operén trp

Para observar el efecto que tiene el T,,; sobre Tg. Se resolvieron las ecuaciones no
lineales del operon trp de B. subtilis (Ec. 5.1-5.5) y de E. coli (Ec. 5.10-5.12). Al considerar
la concentracion de T, en 0 uM, la concentracién de Ts alcanzada en el equilibrio es
maxima (T maz). Al aumentar la concentracion de T,,;, se observa el efecto regulador del
operon trp, debido a que la concentracion de Ts disminuye. El efecto regulador es muy
similar en B. subtilis (Fig. 6.1) y E. coli (Fig. 6.2). Las gréficas fueron normalizadas para
cada bacteria, tomando como base a T 0, = 1.

Otra forma de ver el resultado obtenido en la Fig. 6.1 y 6.2, es graficar el valor en
el estado estacionario que alcanza Ts como funcién de T.,;. Se observa la disminucion
de Ts al aumentar T,,; y una regién lineal que va desde T.,, = 0 hasta T,,; = 1
aproximadamente (Fig. 6.3). Esta region lineal es importante, porque al linealizar se busca
que el modelo lineal, sea lo mas parecido posible al modelo no lineal en las vecindades del

estado estacionario.

20
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Figura 6.1: Influencia en la sintesis de triptéfano en B. subtilis debido a T.,;. a) En ausencia
de T, la sintesis de triptéfano es maxima (Ts_maz) ¥ T es solo contribucién de Tg. Cuando aumenta
la concentracién de Te,; la sintesis de T's disminuye como en b) y ¢), entonces Tr es contribucién de Tg
y de Teyy. d) Sin embargo, cuando la concentracién de T, es muy alta, por ejemplo dos veces el valor

de T's_maz, Ts disminuye casi a cero, por lo que Tr es casi exclusivamente contribucion de Te,;.

6.2. Modelos linealizados

Después de encontrar que el operén trp regula la sintesis de triptéfano en presencia
de T, el siguiente paso fue linealizar los modelos y compararlos con los modelos no
lineales con el fin de validar la linealizacién. Como se observa en la Fig. 6.3, existe una
regiéon amplia de linealidad, que va desde T,,; = 0 hasta T,,; = 1 aproximadamente.
Por lo tanto, se decidio linealizar alrededor de T,,; = 0,3. Posteriormente, se simulé una
perturbacion al minuto 5 sobre la concentracién de Tg para el sistema lineal y no lineal en
el estado estacionario. Los resultados muestran que el modelo lineal y no lineal tienen un
comportamiento dindmico muy parecido cuando se perturba Ts. Con una perturbacion
de hasta ATs = £0,3, la evolucion temporal de la respuesta es similar en ambos modelos,
por lo cual es confiable usar los modelos lineales en el andlisis del efecto de los lazos de
retroalimentacion sobre la respuesta en frecuencia. Los resultados en B. subtilis (Fig. 6.4)

y E. coli (Fig. 6.5) son muy parecidos y la linealizacién en ambos casos es valida.
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Figura 6.2: Influencia en la sintesis de triptéfano en E. coli debido a T,,;. La influencia que ejerce
la presencia de T,;; en la sintesis de Ts en el operén trp de E. coli tienen el mismo comportamiento que

en el del B. subtilis (ver Fig. 6.1).

1.0+
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Figura 6.3: Ts en funcién de T,,;. La disminuciéon de Ts debido a la presencia de T,,; es lineal hasta
una concentracion cercana a 1.,y = 1. Cuando T¢,; > 1 la disminucién de T tiende a cero. Sin embargo,

La concentracién de Ts disminuye mas en presencia de T.,; en E. coli que en B. subtilis.
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Figura 6.4: Respuesta al impulso de los modelos lineal y no lineal en B. subtilis. Con un impulso
de a) ATs = 0,1, b)ATs = 0,2, ¢) ATs = 0,3 on incluso un impulso negativo d) ATs = —0,1, la respuesta

temporal en el modelo lineal y no lineal son muy parecidos.
6.3. Analisis del efecto de los lazos de retroalimenta-
cién sobre la respuesta en frecuencia

En esta seccién se muestran las respuestas en frecuencias de ambos sistemas bioldgicos
analizados en este trabajo. Primero se presentan resultados para el operon trp en B. subtilis

y posteriormente los resultados para E. coli.

6.3.1. Analisis en el operdn trp de B. subtilis

Se siguieron dos estrategias para obtener la respuesta en frecuencia del operén trp en B.
subtilis. Una de ellas consistié en hacer mas fuerte alguno de los lazos de retroalimentacion.

La otra estrategia fue disminuir la fuerza de los lazos. Los resultados obtenidos fueron



6. RESULTADOS 24

0.85+ 1.0+
a b
9 0.804 AT~+0.1 9 097 AT~40.2
© (L]
N N
g 0.754 g 0.8-
o] <]
£ £
R 0.707 — No lineal = 0.7
---- Lineal
0.65 : : ) 0.6 . . .
45 5.0 5.5 6.0 45 5.0 55 6.0
Tiempo (min) Tiempo (min)
1.1 0.80+
c d
5 AT.=+0.3 o 0.75
=+0. . 1
B s ® AT&=-01
N 0.9 N
g g 0.70
S 0.8 s}
£ £
2] 2] —
~ 0.7 7 065
06 T T 1 T T 1
45 5.0 5.5 6.0 45 5.0 55 6.0
Tiempo (min) Tiempo (min)

Figura 6.5: Respuesta al impulso de los modelos lineal y no lineal en E. coli. Los resultados en
E. coli son similares a los obtenido en B. subtilis, por lo que la descripcién de la Fig. 6.4 es la misma que

para esta figura.

graficados en un diagrama de ganancia de Bode junto con la respuesta en frecuencia que
tiene una cepa silvestre.

En el caso del mecanismo de atenuacion de la transcripciéon. Para hacerlo mas fuerte,
el pardametro Kp fue disminuido en dos (fuerte (4)) y cinco (fuerte (4+4)) ordenes de
magnitud de su valor original. Para hacer mas débil el lazo, se disminuyé en dos (débil(—)
y cinco (débil(——)) ordenes de magnitud el mismo pardmetro. La misma estrategia fue
adoptada para los demads experimentos donde se hace mas fuerte o mas débil alguno de
los lazos de retroalimentacion, cambiando en este caso el parametro correspondiente.

Cuando el lazo de atenuacién se hace débil, la frecuencia de corte se recorre a
frecuencias bajas, indicando con esto una lenta respuesta del sistema (Fig. 6.6). Sin
embargo al hacer el lazo mas fuerte, la frecuencia de corte avanza a frecuencias altas,

pero la ganancia disminuye. Este efecto se observa mejor cuando se realizan simulaciones
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temporales del modelo no lineal (recordar que el modelo se linealizé para encontrar
la respuesta en frecuencia y proporciona informacién del comportamiento del sistema
completo en el estado estacionario). La simulacién temporal se realizé colocando una
perturbacién en forma de escalén (estimulo de frecuencia baja) al sistema en el estado
estacionario en el minuto 10, de T,y = 0,3T5.maz & Text = 0,515 1maz. Se observa que la
respuesta de la cepa silvestre es mas rapida que las cepas con el lazo de atenuacién fuerte
o débil. Se aprecia en la respuesta temporal de la cepa con el lazo fuerte (++), que existe
una respuesta rapida al momento de iniciar la perturbacién, sin embargo, la amplitud de
la respuesta es insuficiente para responder al estimulo, entonces aparece una respuesta
mas lenta que tiene la magnitud suficiente para llegar al estado estacionario, pero con un
tiempo muy grande. Este efecto temporal puede ser observado en la grafica de la respuesta
en frecuencia para la cepa con el lazo fuerte (++), donde se aprecian dos pendientes, por
lo tanto, podemos asociar dos frecuencias de corte, uno que corresponde a la respuesta
rapida con ganancia pequena, que se observa a frecuencias altas, y la otra frecuencia de
corte que esta a bajas frecuencias con una ganancia mas grande, que corresponde a la
respuesta lenta (Fig. 6.6).

El efecto que tiene el lazo de inhibicion enziméatica sobre la respuesta en frecuencia en
B. subtilis también fue evaluado. El pardmetro K¢ fue modificado de igual manera que
el parametro Kp para hacer més fuerte o mas débil el lazo de inhibicion. Cuando el lazo
de inhibicién es fuerte, la frecuencia de corte se recorre a frecuencias altas y la ganancia
disminuye. Estos efectos pueden observarse muy bien en la respuesta temporal, donde se
aprecia que ante la entrada de un escalén en la concentracién de T.,;, la cepa con el lazo
fuerte responde mas rapido que la cepa silvestre, pero la magnitud es casi la mitad del
estimulo. Sin embargo, con la cepa que tiene el lazo més débil, se observa que la respuesta
ante el escalén es mucho mas lenta, esto asociado a la frecuencia de corte que se recorre a
frecuencias bajas con esta cepa. Otro efecto notable es que la ganancia, y por lo tanto la
magnitud de la respuesta de la cepa con el lazo de inhibicién debilitado disminuyen (Fig.

6.7).
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Figura 6.6: Influencia del mecanismo de atenuaciéon de la transcripciéon sobre la respuesta en
frecuencia y la respuesta temporal en B. subtilis. a) Respuesta en frecuencia de una cepa silvestre
comparada con la de cepas que tienen la fuerza del lazo de atenuacién aumentado (K p disminuido en dos
(fuerte +)y cinco (fuerte (+4)) ordenes de magnitud) y disminuido (Kp aumentado en dos (débil (—))
y cinco (débil (——)) ordenes de magnitud). Las cepas con la fuerza de lazo aumentado, disminuyen la
ganancia y la frecuencia de corte se cambia a frecuencias altas. Las cepas con el lazo debilitado, mantienen
la ganancia pero disminuyen la frecuencia de corte. b) Respuesta temporal del modelo no lineal ante una
entrada escalén en Tp,; al minuto 10 desde Teypr = 0,375 mae hasta Tepr = 0,575 maz, de la cepa silvestre,
cepa con el lazo fuerte (++) y de la cepa con el lazo débil (——). La cepa silvestre responde mds répido
que las cepas con el lazo debilido e incluso mas rapido que la cepa con el lazo fuerte. La cepa con el lazo
fuerte responde rapido al inicio, pero la magnitud de la respuesta es insuficiente y finalmente responde
lento con la magnitud adecuada. Las lineas punteadas delgadas indican el nuevo estado estacionario al
que debe llegar el sistema después de aplicar un escalén. Normalizada con la concentracién de Ts_maz

que cada cepa alcanza.

6.3.2. Analisis en el operén trp de E. colz

El siguiente experimento fue variar la fuerza de los lazos de retroalimentacion negativa
para el sistema de FE. coli. La estrategia utilizada fue la misma que en los experimentos
para B. subtilis. Se aumentaron o disminuyeron en dos y cinco ordenes de magnitud
los pardametros Kr, K v K; para debilitar o aumentar la fuerza de los mecanismos
de represion de la transcripcién, atenuacién de la transcripcion e inhibicién enzimatica,
respectivamente.

En la cepas con la fuerza del lazo de represién disminuido en dos y cinco ordenes

de magnitud, la frecuencia de corte se recorre a frecuencias bajas pero en ambas cepas
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Figura 6.7: Influencia del mecanismo de inhibicién enzimatica sobre la respuesta en frecuencia
y la respuesta temporal en B. subtilis. a) Respuesta en frecuencia de una cepa silvestre y de cepas
con la fuerza del lazo de atenuacién aumentado y disminuido. Para obtener las cepas mutantes, Kq fue
modificado como Kp en la Fig. 6.6. La cepas con el lazo fuerte aumentan la frecuencia de corte, pero
disminuyen la ganancia. Las cepas con el lazo débil, disminuyen la frecuencia de corte y disminuyen la
ganancia. b) Respuesta temporal del modelo no lineal realizada como en la Fig. 6.6 para mutantes con
el lazo fuerte y débil. La cepa con el lazo fuerte responde rdpido pero con una amplitud reducida. La
cepa con el lazo débil, responde lentamente y con la magnitud disminuida. Las lineas punteadas delgadas
indican indican el nuevo estado estacionario al que debe llegar el sistema después de aplicarle un escalén.

Normalizada con la concentracion de T ,q: que cada cepa alcanza.

es la misma (Fig. 6.8a). Por el contrario, al fortalecer el lazo de represion, se observan
dos frecuencias de corte, una asociada a una respuesta rapida pero con una ganancia
muy pequena (frecuencia de corte a altas frecuencias) y la otra con una respuesta lenta
y ganancia mas grande (frecuencia de corte a bajas frecuencias). Este fendmeno también
se presentd en B. subtilis con el mecanismo de atenuacién fuerte (Fig. 6.6a).

Con la cepa que tiene debilitado el lazo de atenuacién de la transcripcién, la respuesta
en frecuencia cambia ligeramente con comparacién con la cepa silvestre. La ganancia
aumenta y la frecuencia de corte se desplaza ligeramente a frecuencias bajas. Haciendo el
lazo de atenuacion més fuerte no modifica la respuesta en frecuencia del operén trp en E.
coli (Fig. 6.8b).

Con el lazo de inhibiciéon enzimatica mas débil, la frecuencia de corte asociada a
la respuesta lenta domina sobre la de respuesta rapida, esto debido a que la ganancia

maxima predomina a frecuencias bajas. Aqui se da una importante diferencia entre la
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respuesta en frecuencia cuando se ve debilitada el mismo lazo de retroalimentacion en
ambas bacterias estudiadas en este trabajo. Por un lado, el lazo de inhibiciéon débil en B.
subtilis afecta dramaticamente la ganancia, mientras que el mismo experimento en E. coli
no se ve afectada la ganancia, aunque en ambos sistemas la frecuencia de corte se recorre
a frecuencias bajas (Fig. 6.7a y 6.8c). Cuando la inhibicién enzimdtica es mas fuerte en F.
coli, la frecuencia de corte se traslada a frecuencias altas y la ganancia se ve disminuida

(Fig. 6.8¢).

6.3.3. Efecto de la ausencia de los lazos de retroalimentacion

sobre la respuesta en frecuencia

Para corroborar los resultados anteriores, se evalué el efecto que tienen los sistemas
cuando carecen de los lazos de retroalimentacion, ya que esto equivale a debilitar al
maximo los lazos. Se evaluaron uno por uno los lazos. Para lograr esto, se igualaron a 1
cada una de las funciones de regulacion que corresponden a cada lazo de retroalimentacion,
es decir, Pr =1, Py =1y P; = 1. Este experimento se realizé para B. subtilis y para E.
coli.

En B. subtilis, la ausencia de cualquiera de los lazos mueve la frecuencia de corte a
frecuencias bajas, sin embargo la ganancia es severamente afectada cuando carece de la
inhibicién enzimadtica, es decir, que B. subtilis no responde a perturbaciones de T,,; (Fig.
6.9a). Estos resultados concuerdan con los encontrados en el experimento donde los lazos
estdn debilitados (Fig. 6.6a y 6.7a).

Cuando el operén trp en E. coli carece de alguno de los lazos, se observa un corrimiento
hacia frecuencias bajas de la frecuencia de corte, con un aumento en la ganancia (Fig.
6.9b). Estos resultados pueden ser comparados con los de la Fig. 6.8, en donde los lazos
de retroalimentacion son debilitados y concuerdan ambos. Esto asegura que el método
usado para hacer fuerte o débil los lazos es adecuado.

Debido a que el operdn trp en B. subtilis solo tiene un lazo de retroalimentacién a nivel
transcripcional, se quitaron los dos lazos que controlan la transcripcién en el operén trp
de E. coli (cepa sin represion ni atenuacion) y se comparé con la cepa de B. subtilis que no

tiene el tinico lazo que controla la transcripcién (cepa sin atenuacién de la transcripcion).
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Figura 6.8: Influencia de los lazos de retroalimentacién negativa sobre la respuesta en
frecuencia del operén trp en E. coli. Para fines comparativos, en todas las gréficas se muestra
la respuesta de la cepa silvestre. En a) la respuesta en frecuencia de una cepa con la fuerza del lazo de
represién aumentado y disminuido. Con el lazo fuerte, aparecen dos frecuencias de corte con la ganancia
disminuida. La cepa con el lazo débil mantiene la ganancia pero se recorre la frecuencia de corte a
frecuencias bajas. b) Cepa con la fuerza del lazo de atenuacién aumentado y disminuido. Los cambios no
se aprecian notablemente. ¢) Cepa con la fuerza del lazo de inhibicién aumentado y disminuido. Con el
lazo fuerte, la frecuencia de corte se recorre a frecuencias altas y la ganancia disminuye. Con el lazo débil,
la ganancia se mantiene pero la frecuencia de corte se recorre a frecuencias bajas. Se siguié la misma
estrategia que en los experimentos en B. subtilis, modificando un pardametro para disminuir o aumentar la

fuerza de los lazos. Los parametros Kr, Kp y K; fueron modificados para afectar los lazos de represion,

atenuacion e inhibicién, respectivamente.
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Figura 6.9: Efecto de la ausencia de los lazos de retroalimentacién negativa sobre la respuesta
en frecuencia del operén trp en B. subtilis y E. coli. a) Respuesta en frecuencia del operon trp en
B. subtilis cuando carece de alguno de los dos lazos de retroalimentacién. En ausencia del mecanismo de
atenuacion, la frecuencia de corte se recorre a frecuencias bajas y la ganancia se mantiene. En ausencia
de la inhibicién, la frecuencia de corte se recorre a frecuencias mas bajas que en cualquiera de los otros
caos, y la ganancia disminuye drésticamente. b) Respuesta en frecuencia del operén trp en E. coli cuando
carece de alguno de los tres lazos de retroalimentacion, y cuando la regulacién a nivel transcripcional esta
ausente (carece del mecanismo de represién y de atenuacién). En todos los casos, la frecuencia de corte
se recorre a frecuencias bajas y la ganancia se mantiene. La cepa sin inhibicién enzimatica, muestra que

la frecuencia de corte se encuentra en las frecuencias mas bajas.

Este experimento muestra que si no hay control a nivel transcripcional en el operén trp de
ambas bacterias, la frecuencia de corte se mueve hacia frecuencias bajas y hay un ligero
aumento en la ganancia de los sistemas (Fig. 6.9).

Un resumen de las frecuencias de corte y de la ganancia maxima de cada una de las
cepas evaluadas en este trabajo se presentan en la tabla 6.1. La frecuencia de corte se
tomé como la caida en 3 dB de la ganancia maxima. La ganancia méxima se obtuvo al
evaluar la magnitud de la funciéon de transferencia cuando la frecuencia se acerca a cero,
w = 0, esto fue posible debido a que todas las respuestas corresponden a un filtro pasa-
bajas. En los casos en que aparecen dos pendientes, que corresponde a dos frecuencias
de corte distintos, solo se tomd en cuenta la ganancia mas grande, es decir la ganancia
maxima, por eso en la tabla se observa que en algunos casos la frecuencia de corte es
menor para cepas que tienen algtn lazo con la fuerza aumentada que para cepas silvestres.

Como se mencion6 anteriormente, la frecuencia de corte esta relacionada con el tiempo de
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Tabla 6.1: Frecuencias de corte (w.) y ganancias méaximas (Gqz) de cada cepa en estudio.

Bacteria Cepa Gaz (dB) | we (min™!)
Silvestre -1.56 0.1562
Atenuacion fuerte (4+) -2.43 0.0034
Atenuacién débil (——) -0.85 0.0113
B. subtilis Sin atenuacién -.085 0.0113
Inhibicién fuerte (++) -4.51 0.9405
Inhibicién débil (——) -9.75 0.0014
Sin Inhibicion -101.1 0.0006
Silvestre -0.58 1.463
Represién fuerte (++) -11.4 0.0028
Represion débil (——) -0.69 1.183
Sin represién -0.69 1.183
Atenuacion fuerte (++) -0.69 1.44
E. coli Atenuacién débil (——) -0.39 1.809
Sin atenuaciéon -0.39 1.809
Sin Represion-Atenuacion -0.20 0.194
Inhibicién fuerte (++) -5.96 34.19
Inhibicién débil (——) -0.51 0.05
Sin inhibiciéon -0.51 0.05

respuesta, y como se aprecia en la cepa de B. subtilis que tiene la fuerza de la atenuacion
aumentada, la frecuencia de corte es menor que en la cepa silvestre y esto corresponde a

un tiempo de respuesta lento, como se aprecia en la Fig. 6.6b.



7

Discusion

En este trabajo se analiz6 la respuesta en frecuencia del operén trp de dos bacterias
muy estudiadas: B. subtilis y E. coli. Con la respuesta en frecuencia se pueden analizar
tanto la amplitud, presentado como ganancia, como el tiempo de respuesta, relacionado
con la frecuencia de corte, en una sola grafica. El estudio se basé en los modelos de EDOs
de la dindmica del operén trp de B. subtilis y E. coli desarrollados y validados por [22,23],
tomando en cuenta la influencia de T¢,; como en [24]. El efecto que tiene el T, en la sintesis
de triptofano, es de regular la concentracién de Ts que puede ser sintetizado por el operén
trp. Si la concentracion de T, = OuM, la cantidad de triptéfano sintetizado en el estado
estacionario es maxima (Ts maz), este resultado es el mismo obtenido por [22,23]. Sin
embargo, mientras la concentracién de 7,,; aumenta, la concentraciéon de T disminuye,
este resultado es congruente con [24].

Para estudiar el efecto de los lazos de retroalimentacién sobre la respuesta en
frecuencia, se linealizaron los modelos. La linealizacion se realizdé considerando una
concentracion de T,y = 0,3 (valores normalizados con T's ,q.), debido a que esta regién
muestra linealidad sobre la concentracién de Ts como funcion de T, ver Fig. 6.3. Se
compararon los modelos lineales y no lineales, sometiendo a los sistemas en el estado
estacionario a una perturbacién (impulso) sobre la concentracién de Tg. La evolucién
temporal para regresar al estado estacionario del modelo lineal se ajusta muy bien a la
del modelo no lineal. Este resultado muestra la validez de la linealizacién y el modelo
lineal del operén trp de ambas bacterias puede ser usado para el andlisis de la respuesta

en frecuencia.

32
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Se evalu6 el efecto que tiene el lazo de atenuacion de la transcripcion sobre la respuesta
en frecuencia del operén trp en B. subtilis. Al debilitar el lazo, se observa un corrimiento en
la frecuencia de corte a bajas frecuencias y un ligero aumento en la ganancia del sistema
(Fig. 6.6a, Tabla 6.1). Esto indica que si B. subtilis requiere aumentar la ganancia, es
decir, responder en casi la misma proporciéon que la magnitud de la entrada, el tiempo
de respuesta debe aumentar. Este resultado concuerda con [25], donde ellos demuestran
que con un lazo de retroalimentacion negativo débil, el sistema tarda mas en alcanzar
el estado estacionario. La lenta respuesta del sistema cuando el lazo de atenuacién de la
transcripcion es débil se muestra en la Fig. 6.6b. También se evaluo el efecto de tener el lazo
de atenuacién mas fuerte. Se encontrd que la frecuencia de corte se traslada a frecuencias
altas, sin embargo a frecuencias mas bajas pareciera que existe otra frecuencia de corte
con una ganancia mayor que la primera. Para entender mejor este fenémeno, se estudié la
concentracion de T en el tiempo ante un escalén de T,,;. Se observa una respuesta rapida,
al inicio del estimulo, pero insuficiente para contrarrestar la magnitud de la entrada.
Esta respuesta es rapida debido a que, en este experimento, se disminuye el valor de la
constante de disociacion Kp, es decir que la proteina TRAP activa interacciona con mayor
probabilidad con la region lider del mRNA naciente, provocando con ello, que se aborte
la transcripcion. Sin embargo, esta reaccion entre la proteina TRAP activa y la region
lider del mRNA naciente posiblemente se sature rapido y es insuficiente para alcanzar el
valor del nuevo estado estacionario después de la perturbacién en la concentracion de T,,;.
Es aqui, donde actia un segundo mecanismo asociado a la frecuencia de corte de baja
frecuencia que es mas lento pero con la ganancia suficiente para responder al estimulo.
Lo que se observa entonces para el lazo de atenuacion de la transcripcién es que, entre
mas fuerte es el lazo, menor es la ganancia, ademas que para alcanzar el siguiente estado
estacionario después de un estimulo permanente en T.,;, B. subtilis necesita de mucho
tiempo. Por lo tanto, no beneficia en nada a B. subtilis tener este lazo de retroalimentacién
negativa mas fuerte o mas débil, debido a que las respuestas son mas lentas en ambos
casos.

En el siguiente experimento se estudié el efecto de modificar la fuerza del lazo de
inhibicién enzimatica sobre la respuesta en frecuencia del operén trp en B. subtilis.

Se encontré que mientras mas fuerte es el lazo, mas rapido responde el sistema ante
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perturbaciones de T,,;, y mientras mas débil es el lazo, mayor es el tiempo que tarda el
sistema en alcanzar el estado estacionario después de una perturbacién. Sin embargo, un
lazo de inhibicién enzimaética, para B. subtilis, fuerte o débil representa una disminucion
en la ganancia. Esta disminucién en la ganancia podria perjudicar a B. subitlis para
adaptarse en un medio cambiante, debido a que una ganancia pequena significa que B.
subtilis no responde de manera proporcional a las necesidades nutricionales, es decir,que
no importa si en el exterior hay triptéfano, ya que la bacteria sintetizaria el triptéfano
por medio del operén trp y por lo tanto gastaria energia en ello ain si no fuera necesario.

En la respuesta en frecuencia de la cepa silvestre de B. subtilis y E. coli, se aprecia una
frecuencia de corte en frecuencias mds altas para E. coli (Tabla 6.1). Esto debido a que
E. coli tiene un tiempo de duplicaciéon menor (30 - 90 min) [26,27] que B. subtilis (60-20
min) [28,29] y por lo tanto, tiene un metabolismo més rapido. Entonces, es de esperarse
que la frecuencia de corte del operdn trp en E. coli se encuentre en frecuencias mas altas
que en B. subtilis.

También se estudio el efecto de la fuerza de los lazos de retroalimentacion negativa en
el operéon trp en E. coli. Cuando el mecanismo de represion de la transcripcién es débil,
la frecuencia de corte se recorre a frecuencias bajas mientras la ganancia se mantiene
igual que en una cepa silvestre. Si este lazo es fuerte, se aprecia nuevamente, como en
el caso de la atenuacion de la transcripcion en B. subtilis, dos pendientes asociadas a
dos respuestas temporales, una lenta y una répida, pero la respuesta réapida (asociada a
la frecuencia de corte a frecuencias altas) tiene una ganancia pequena, mientras que la
respuesta lenta (asociada a la frecuencia de corte a bajas frecuencias) tiene una ganancia
mayor. Entonces, se observa que el mecanismo de represion en el operon trp de E. coli,
tiene una respuesta similar al mecanismo de atenuacion en B. subtilis, es decir, diferentes
lazos de retroalimentacion en estas bacterias tienen el mismo efecto sobre la respuesta en
frecuencia. La misma forma de responder en ambos sistemas, por diferentes mecanismos,
puede deberse a que, evolutivamente hablando, estos lazos convergen en la forma de
regular un circuito clave en las bacterias [30].

En el caso del mecanismo de atenuacion de la transcripcién en FE. coli, sélo se aprecia
una ligera diferencia en la frecuencia de corte y sobre la ganancia cuando el lazo es

débil, pero no hay diferencia cuando el lazo es fuerte (Tabla 6.1). Entonces si E. coli
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quiere responder con una amplitud mayor, debera pagar con una respuesta mas lenta.
Sin embargo, no puede responder de una manera mas rapida aumentando la fuerza de
este lazo. Este resultado es diferente al obtenido en B. subtilis para el mismo lazo de
retroalimentacion negativa posiblemente por lo que se explicé en el parrafo anterior.
Aumentar la fuerza del lazo de inhibiciéon enzimatica en el operén trp en E. coli tiene
el mismo efecto que el observado en B. subtilis, para el mismo lazo de retroalimentacion.
Sin embargo, al disminuir la fuerza del lazo en E. coli, la frecuencia de corte se recorre
a frecuencias bajas, la ganancia méxima se mantiene (Tabla 6.1) y la ganancia que
corresponde a la respuesta rapida desaparece al disminuir atin més la fuerza del lazo (lazo
débil (—) Fig. 6.8¢c). Ademas la pendiente es ligeramente diferente cuando se debilita este
lazo. Una diferencia al disminuir la fuerza del lazo de inhibicion del operén trp de B.
subtilis, es que en FE. coli, se observa un ligero aumento en la ganancia, contrario a lo
que sucede con B. subtilis (Tabla 6.1). Estas diferencias en la respuesta en frecuencia al
modificar la fuerza del lazo de inhibicion enzimatica, puede deberse a las diferencias en la
estructura del operén trp en ambas bacterias o a otros factores que no se consideran en el
modelo, porque se sabe que la ruta biosintética de la sintesis de triptéfano esta muy bien
conservada en la mayoria de las especies [19], por lo tanto, se esperaria observar la misma
tendencia en la respuesta al modificar la fuerza del lazo de inhibicién en ambos sistemas.
Finalmente, se evaliio el efecto sobre la respuesta en frecuencia de ambas bacterias
cuando el operén trp no es regulado por ninguno de los lazos de retroalimentacion
negativa. Este experimento se realizé con el propdsito de corroborar que el método
usado para modificar la fuerza de los lazos es valido. Se encontré que las respuestas
en frecuencia que se obtienen cuando carecen de alguno de estos lazos, corresponde a los
obtenidos cuando los lazos son debilitados, esto valida el método empleado para modificar
la fuerza de los lazos. Ademads, debido a que ambas bacterias tienen diferentes lazos de
retroalimentacién, se buscé una forma de poder compararlas. Por lo tanto, se dividié la
regulacién en dos niveles: nivel transcripcional (represién y atenuacién transcripcional) y
nivel postraduccional (inhibicién enzimatica). Cuando el operén trp en B. subtilis carece
de regulacion sobre la transcripcion hay un ligero aumento en la ganancia, pero un
corrimiento en la frecuencia de corte hacia frecuencias bajas. Este efecto se conserva

en E. coli, por lo que el mecanismo de regulacion a nivel transcripcional en ambos
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sistemas se conserva (Fig. 6.9, Tabla 6.1). Cuando el mecanismo de inhibicién en B.
subtilis estd ausente, la ganancia baja hasta cerca de —100dB, ademaés que la frecuencia
de corte se recorre a frecuencias bajas, volviendo a B. subtilis insensible y lento para
responder ante perturbaciones de T,,; (Tabla 6.1). Otro efecto importante observado es
que la pendiente de la respuesta en frecuencia de las cepas que carecen de la inhibicién, es
mayor, lo que corresponde a un aumento en el grado de un sistema cuando es analizado
como un filtro. El grado puede medirse como: —20NdB/decada, donde N corresponde al
grado del filtro, es decir, si la pendiente cae —20d B por decada corresponde a un filtro de
primer orden y si cae —40dB por decada entonces se habla de filtro de orden dos [6]. Bajo
este contexto, la respuesta en frecuencia de B. subtilis pasa de ser un filtro grado uno a un
filtro grado dos. Los efectos en el corrimiento de la frecuencia de corte y el cambio en la
pendiente de la respuesta en frecuencia cuando se carece del mecanismo de inhibicién, son
los mismo para ambas bacterias. Sin embargo, el efecto sobre la ganancia son opuestas
en ambos sistemas, mientras en B. sutbilis disminuye, en E. coli aumenta ligeramente
al compararlo con las cepas silvestres de cada bacteria (Tabla 6.1). Estas diferencias ya
fueron discutidas anteriormente.

Por otro lado, las dos pendientes que aparecen en la respuesta en frecuencias,
relacionadas con dos frecuencias de corte y por lo tanto, con dos respuestas temporales
diferentes, se pueden atribuir al hecho de que estos dos sistemas bioldgicos cuentan con
més de dos lazos de retroalimentacién, elevando con ello la complejidad del sistema.
Esta complejidad de multiples lazos de retroalimentacion son observados comtunmente
en sistemas de regulacién biologicos y contrastan con los tipicamente estudiados en
ingenierfa de control, en donde sélo cuentan con un lazo de retroalimentacién [31]. La
doble pendiente que se aprecia en ambos sistemas desaparece cuando solo se considera
un lazo de retroalimentacién. Esto se observa cuando las cepas no tienen regulacién sobre
alguno de los dos niveles de control (nivel transcripcional o nivel postraduccional). Sin
embargo, estas cepas siguen manteniendo las propiedades de un filtro pasa-bajas, porque
incluso un solo lazo de retroalimentacién negativo tiene la capacidad de funcionar como

un filtro pasa-bajas [32].



Conclusiones

A partir de los experimentos realizados en este trabajo, podemos concluir que:

= Las respuesta en frecuencia del operén trp en B. subtilis y E. coli, tiene un
comportamiento de filtro pasa-bajas. Este comportamiento se conserva aun cuando

se modifican los lazos de retroalimentacién con los que cuentan ambas bacterias.

= Ambas bacterias han evolucionado para tener un balance entre el tiempo de
respuesta (relacionado directamente con la frecuencia de corte) y la amplitud de
la respuesta (relacionado con la ganancia), ya que en general, las cepas que tienen
un lazo de retroalimentacién negativo més débil tienen una ganancia ligeramente
mayor, pero un tiempo de respuesta mas grande y las cepas que tienen un lazo
de retroalimentacion mas fuerte, tienen un tiempo de respuesta generalmente mas
rapido, pero con una amplitud pequena e insuficiente para responder a los cambios

externos.

= Los resultados sugieren también que la falta del lazo de represién en B. subtilis es
compensado con el lazo de atenuacién de la transcripcion, porque el efecto de la

represion en FE. coli es el mismo que el de la atenuacion en B. subtilis.

= A pesar de que existen uno y dos lazos para la regulacion transcripcional en B.
subtilis y E. coli, respectivamente, la regulacién transcripcional estéd conservado en
ambas bacterias. Sin embargo, a pesar de solo tener un lazo a nivel postraduccional

en ambos sitemas, la conservacién no se observa.
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Perspectivas

En este trabajo se obtuvo la respuesta en frecuencia del operéon trp en B. subtilis y
E. coli a partir de modelos matematicos. Debido a que en este trabajo se considera una
entrada instantanea de T.,;, queda por mejorar la dinamica de la entrada de triptéfano a
la célula, porque es sabido que la células tienen proteinas que transportan el triptéfano
del medio extracelular al intracelular [33,34], y vale la pena considerar que existe un flujo
de entrada y que puede existir saturacion por parte de la proteina transportadora.

El tiempo de retardo en la transcripcién y traduccion es un punto a considerar en el
trabajo a futuro, ya que las reacciones no suceden instantdneamente. Existe un tiempo
desde que se inicia la transcripcion y termina, y un tiempo desde que inicia la traduccion
y termina.

Debido a que se encontraron grandes diferencias al modificar la fuerza del lazo de
inhibicién enzimédtica entre ambas bacterias, sabiendo que la inhibicién enzimatica es un
lazo de retroalimentacion muy conservado entre las especies que sintetizan triptéfano, es
importante proponer experimentos donde se modifiquen la fuerza de éste lazo, con el fin de
compararlos. También seria importante realizar esos experimentos en el laboratorio para
los otros lazos de retroalimentacion y compararlos con los resultados teéricos. Una forma
de modificar los lazos de retroalimentacion seria quitando o aumentan codones en los genes
de la enzima antranilato sintasa. De igual manera modificando las proteinas involucradas
en los otros lazos de retroalimentacion y siguiendo la respuesta en diferentes intervalos
de tiempo. La respuesta podria seguirse midiendo con fluorescencia la concentracién de

la enzima antranilato sintasa o su activada enzimatica.
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Todas estas consideraciones son importantes y pueden ser tomadas en cuenta para el
trabajo a futuro y estudiar la respuesta en frecuencia de ambas bacterias. Ademas para
entender de mejor manera la regulacion que se da para un mismo aminoacido cuando esta

regulado con dos o tres lazos de retroalimentacién negativo.



Apéndice A

A.1.

Obtencion de las funciones de transferencia

A continuaciéon se detalla el método usado para obtener la funcién de transferencia

para el modelo matematico del operén trp de E. coli. El mismo método se siguié para el

modelo de B. subtilis aunque no se detalla aqui.

Partimos de la definicién de un sistema lineal:

& = Az + Bu, (A.1)
donde
OM  OM M
oM OE 0Ts a1; a1z a3
_ 9E  OE  OE _

A = oM OE 0Ts - Q21 Q22 A3 )
8Ts 0Ty 9Tg
M OE 9T« - az1 G322 0agg
oM OFE BTS M* ,E* 7TS vTezt
M
aTea:t bl

B aTezt b2 ’
9T b
et /M= B T5TL,, ’
M — M* X1

T = E—E* = X9 )
Ts—1Tg T3

*
u = Te:pt — Temt = U.
‘e OM __ _ 0E __ _ Ty _ O0E 3
Ademds sabemos que Fz = a;p =0, S = Q23 = 0, 337 = as1 =0y que 57—~ = by =0,

por lo que las ecuaciones lineales quedan definidas como
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.1;1 = a;1xr1 + a13xr3 + blu,
Ty = Q2171 + G222,
1:3 = Q399 + A33T3 + bgu.

Aplicando la transformada de Laplace a las ecuaciones lineales obtenemos

sXi(s) = anXi(s)+ a13Xs(s) + 01U(s),
sXo(s) = anXi(s)+ axnXs(s),

SX3(S> = CL32X2(S) + CL33X3(S) + b3U(S>

Despejando X (s), Xa(s) v X3(s) tenemos

(1,13X3(8) + blU(S)

Xl(s) = s—all )
X
Xo(s) = —ail_ ;(;)a
X b
Xils) = el i)
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(A.8)
(A.9)

(A.10)

Sustituyendo la ecuacion A.8 en la ecuacion A.9 y la ecuacién A.9 en la ecuacion A.10

tenemos que

Xals) = (s —a11)(s —azn)(s —ass) (s —an)(s —an)(s —as) s—as

Despejando podemos encontrar la funcién de transferencia
Xg(S) bg(s — CLH)(S — GQQ) + 61326121()1

Hpe(s) = U(s)  (s—ai1)(s — an)(s — as) — asasaz

CL326L21CL13X3(S> CL326L21b1U(5) + b3U(S)

(A.11)

(A.12)
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