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Nomenclatura

ADN- Acido desoxirribonucleico

ARN- Acido ribonucleico

ARNm- ARN mensajero

ARNr- ARN ribosomal

ARNt- ARN de transferencia

CHE- Cepa(s) hipotética(s) equivalente(s)
FF- Factor de Fano

k.~ Constante de cooperatividad

Ry, Nimero total de represores

trp- Triptéfano

trpE-A- Genes estructurales del operén trp
trpL- Region lider del operon trp

trpP- Region promotora del operon trp
- Media

o- Desviacién estandar

n- Ruido bioquimico

Tr- Tiempo de respuesta ante la des-represion



Resumen
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La manera en que se lleva a cabo la transcripcién influye en la variabilidad del nimero de
moléculas de ARN mensajero (ARNm). Recientemente se ha observado que para ciertos genes
en diversos organismos la transcripcién puede ocurrir en forma de pulsos. Para esta forma de
transcripcién, en donde varios ARN mensajeros son producidos en cada pulso, se incrementa
la magnitud del ruido bioquimico en el nimero de ARNm. El operén triptéfano (trp) de
FEscherichia coli contiene los genes que codifican las enzimas requeridas para la sintesis de
triptofano, que es un aminoacido necesario para el correcto crecimiento y sobrevivencia de
las células. A pesar de que el operén trp ha sido ampliamente estudiado, no se ha investigado
la posibilidad de que la transcripcién en este sistema sea pulsatil. Para ello se creé una repre-
sentacion matematica de los procesos involucrados en la expresion y regulacién del operéon
trp, v se llevaron a cabo simulaciones estocésticas de este sistema. Uno de los mecanismos de

regulaciéon en el operén trp es la represion. En ella destaca la presencia de una interaccion

VI



entre represores unidos a sitios adyacentes en el promotor. Esta interaccion provoca que los
represores permanezcan un mayor tiempo unidos al promotor. Los resultados indican que
esta interaccion hace posible la presencia de pulsos transcripcionales. Ademas, observamos
que a pesar de que los pulsos transcripcionales en el sistema aumentan de manera importante
el ruido bioquimico en los niveles de ARNm, este incremento no se observa para los niveles de
enzima y triptéfano. Para estudiar las implicaciones bioldgicas de los pulsos transcripcionales
se cre6 una serie de cepas virtuales con diferentes valores para la fuerza de la interaccion
entre represores, variando a la vez el nimero de represores con el fin de mantener el mismo
nivel de represion que en la cepa nativa. Después de comparar los resultados del compor-
tamiento dinamico en las distintas cepas llegamos a la conclusion de que la fuerza de esta
interaccién en la cepa nativa representa una solucién 6ptima, en términos del costo asociado
a la produccion de represores, asi como de las ventajas inherentes a la disminucién de los
tiempos de respuesta (después de una ausencia repentina de triptéfano extracelular) y de la

intensidad en el ruido bioquimico del triptéfano.



Abstract

The way transcription is carried out influences the variability in the number of messenger
RNA molecules (mRNAs). Recently, it has been shown that transcription of some genes
can occur in pulses, in a variety of organisms. For this kind of transcription, where several
mRNAs are produced in each pulse, the magnitude in the fluctuations of mRNA number is
increased. The tryptophan (¢rp) operon of Escherichia coli contains the genes that codify
for the enzymes required for tryptophan synthesis, which is an amino acid necessary for
proper cell growth and survival. Although the ¢rp operon has been extensively studied, the
possibility that transcription in this system is pulsatile has not been explored. For that
purpose, we created a mathematical representation of the processes involved in the expression
and regulation of the trp operon, and stochastic simulations of this system were executed.
One of the regulatory mechanisms of the ¢rp operon is repression. In this mechanism, the
presence of an interaction between repressors bound to adjacent sites in the promoter stands
out. This interaction makes repressors remain bound to the promoter for a longer time. Our
results suggest that this interaction makes possible the presence of transcriptional pulses.
Furthermore, we observed that even though transcriptional pulses importantly increase the
biochemical noise in mRNA levels, this increase is not seen for enzyme and tryptophan levels.
To study the biological implications of transcriptional pulses we created a set of virtual strains
with different values for the strength of the interaction between repressors, and at the same
time varying the number of repressors with the aim of maintaining the same repression level
as in the wild type strain. After comparing the results of the system dynamical behavior
in the different strains we came to the conclusion that the strength of this interaction in
the wild type strain represents an optimal solution, in terms of the cost associated to the
production of repressors, as well as of the advantages concomitant to decreasing the response
times (after a sudden absence of extracellular tryptophan) and the tryptophan biochemical

noise intensity.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Dogma central de la biologia molecular

La perpetuacién y evolucion de los seres vivos es posible gracias a la capacidad que poseen
los organismos de transferir a sus descendientes la informacion genética que hizo posible que
éstos sobrevivieran. Por lo tanto, esta informacion debe ser almacenada en una molécula
que sea suficientemente estable como para mantener su integridad, esta molécula es el acido

desoxirribonucleico (ADN).

El ADN consiste de dos cadenas polinucleotidicas antiparalelas que forman una estructura
de doble hélice. Cada nucleétido consiste de un grupo fosfato por el cual se une un nucleétido
con otro, una molécula del azicar desoxirribosa y una base nitrogenada orientada hacia el
interior de la doble hélice. Gracias a que en el ADN se pueden encontrar presentes cuatro
distintas bases nitrogenadas (adenina, timina, guanina y citosina) es posible codificar la
informacion genética en la secuencia en la que se encuentran estas bases. Cuando las bases
adenina y timina se encuentran una enfrente de la otra se forman dos puentes de hidrogeno,
mientras que cuando guanina y citosina lo hacen se forman tres. A este hecho se le llama

complementariedad de bases.

El elemento basico hereditario es llamado gen. Los genes son secuencias de ADN a partir de
las cuales se producen moléculas que llevaran a cabo una funcién en el organismo, pudiendo
ser éstas moléculas de dcido ribonucleico (ARN) o proteinas. El proceso de transcripcién es
la produccion de una molécula de ARN a partir de una de ADN, transfiriendo la informacion

genética con ayuda de la complementariedad existente entre las bases nitrogenadas. Existen



varios tipos de ARN, pero los mas ampliamente estudiados son el ARN mensajero (ARNm), el
ARN de transferencia (ARNt) y el ARN ribosomal (ARNr). De especial interés para nuestra
investigacion es el ARN mensajero, debido a que la informacion almacenada en este tipo de
molécula es utilizada para la fabricacion de proteinas. El proceso por el cual se sintetizan las
proteinas recibe el nombre de traduccién y es llevado a cabo por complejos proteina-ARNr
(ribosomas) y por los ARNt. Los ARNt son los encargados de transportar los aminoacidos
hacia los ribosomas. En procariotas el proceso de traduccién generalmente se lleva a cabo al

mismo tiempo que la transcripcion.

Un gen cuenta con dos regiones principales: la region reguladora y la region codificante. Varios
genes pueden compartir una misma regién reguladora conformando los llamados operones. A
partir de un operén se produce un ARNm que contiene la informacién de los diferentes genes.
Dentro de la region reguladora se encuentra el promotor y si se trata de un gen regulado,
este contendrd en su interior operadores. El promotor permite que la ARN polimerasa se
una al ADN y comience la transcripcion, mientras que los operadores son sitios de union
para represores. Si un represor se encuentra unido al operador, la ARN polimerasa no se
podra unir al promotor y por lo tanto la transcripcién serd impedida (Fig. 1.1). Generalmente
las diferentes proteinas producidas por un operén se encuentran involucradas en una misma

funcién celular, como es el caso del sistema del operdn triptéfano de Escherichia coli, el cual

Figura 1.1: Estructura de un operdn. La flecha delgada indica el sitio de inicio de la

se explicara a detalle mas adelante.

01 02 O3

transcripcién, los rectangulos corresponden a los operadores (O1, O2 y O3)y las flechas en
diferentes tonos indican las regiones codificantes de los distintos genes que conforman al

operén.



1.2. Transcripciéon: jde forma continua o en pulsos?

Anteriormente sélo era posible observar la actividad transcripcional promedio en una po-
blacién celular. Por lo tanto se consideraba que la transcripcién en todos los genes ocurria
de manera continua con una tasa promedio de produccion de mensajeros, tal como ocurre
en un proceso de Poisson. Si la transcripcion se lleva a cabo de esta manera el nimero de

mensajeros de un gen en la poblaciéon celular deberia seguir una distribucion de Poisson.

En el trabajo de Peccoud y Ycart (1995) se propuso un modelo que consideraba una transicién
lenta entre estados activo e inactivo del promotor, pero no fue hasta anos después que Golding
et al. (2005) pudieron observar de manera directa que la generacion de ARN mensajeros de
un gen bajo un promotor regulado en la bacteria E. coli se llevaba a cabo en forma de
pulsos. Los pulsos transcripcionales son los periodos en donde se lleva a cabo la transcripcion
de varios mensajeros, y estos pulsos estan separados entre si por periodos de inactividad
transcripcional. Estos y otros descubrimientos fueron posibles gracias al avance cientifico en
las técnicas de biologia molecular y de microscopia, las cuales han permitido la cuantificacién

de ntimeros bajos de moléculas en células individuales.

De manera interesante, se ha inferido a través del analisis de distribuciones poblacionales del
nimero de ARNm que la levadura Saccharomyces cerevisiae presenta dos tipos de transcrip-
cién: como un proceso de Poisson en genes constitutivos y como pulsos transcripcionales en
genes regulados (Zenklusen et al., 2008). En eucariotas se ha propuesto que la transcripcion
pulsétil puede ser causada por el paso de la cromatina entre sus diferentes estados: estado
compacto, que impide el acceso a la ARN polimerasa; y estado relajado, que permite que se
lleve a cabo la transcripcién. Ademads, se ha propuesto que estos pulsos pueden ser generados
por la permanencia del complejo transcripcional sobre el promotor después del inicio de la

sintesis de un ARNm (Blake et al., 2003).

De manera general, los pulsos de transcripcion pueden ser causados por la unién y separacion



lenta de los represores y activadores a las secuencias reguladoras del gen (Golding et al., 2005).
Recientemente se han realizado experimentos cuyos resultados indican que la presencia de
una especie de cooperatividad entre el represor y sus operadores permite la existencia de
pulsos transcripcionales en el operén lactosa de E. coli (Choi et al., 2008). En este caso la
llamada cooperatividad se debe a que un mismo represor se puede unir simultdneamente a
dos operadores, provocando que la velocidad de disociacién del represor y sus operadores
sea mucho menor que la esperada si el represor sélo se pudiera unir a uno u a otro de los

operadores al mismo tiempo.

La transcripcion pulsatil sélo ha sido estudiada a fondo en muy pocos sistemas génicos.
A pesar de que el operén triptéfano de E. coli es uno de los sistemas mas estudiados, la
posibilidad de que su transcripcién sea llevada a cabo en forma de pulsos no ha sido explorada.
En este trabajo estudiamos la posibilidad de la existencia de la transcripcién pulsatil en este

operdn. Por lo tanto, a continuacion se describen las caracteristicas de este sistema.

1.3. Operdn trp de E. coli

El triptéfano es un aminoacido presente en la mayoria de las proteinas producidas por la
bacteria y es, por lo tanto, necesario para el correcto crecimiento y sobrevivencia de la
bacteria. Cuando la cantidad de triptéfano obtenida por la célula a partir del medio que la
rodea no es suficiente, ésta lo sintetiza a partir de compuestos més simples. Los iltimos pasos
de la sintesis del triptéfano son llevados a cabo por una serie de enzimas codificadas por el
operon triptofano. La funcidén del operdn triptofano es producir las enzimas sintetizadoras de
triptofano cuando dicho aminodacido no pueda ser obtenido en cantidades suficientes a partir

del medio circundante.

El operén triptéfano (Fig. 1.2) contiene cinco genes estructurales: trpE, trpD, trpC, trpB

y trpA, los cuales codifican para polipéptidos que formardn las enzimas responsables de



la produccién de triptéfano a partir de corismato. La transcripcion del operdn es iniciada
principalmente en el promotor trpP, que contiene tres operadores. Ademads, posee un promotor
débil trpPs que provoca la expresién constitutiva de los ultimos tres genes del operén (Jackson

y Yanofsky, 1972).

m trpL trpE trpD [trpP, trpC trpB trpA

Figura 1.2: Operdn triptéfano de E. coli. El operén estd compuesto por el promotor

trpP, sus tres operadores O, O® y OB una regién lider trpL, cinco genes estructurales

trpE-A y el promotor interno trpPs.

Rio arriba a los genes estructurales se encuentra lo que se le conoce como la regién lider
(trpL), la cual codifica para un péptido que contiene dos aminoécidos triptéfano consecu-
tivos en su secuencia. Este péptido permite a la célula censar los niveles de triptéfano en
el citoplasma y regular la transcripcion del operén. Este mecanismo de regulacién es llama-
do atenuacién y sucede cuando la concentracién del ARNt del triptéfano cargado (con una
molécula de tript6fano unida) es alta, lo que permite a los ribosomas avanzar rédpidamente so-
bre el ARNm y formar una estructura en el ARNm que provoca la terminacién prematura de
la transcripcién (Fig. 1.3b). Por el contrario, cuando los niveles intracelulares de triptéfano
son extremadamente bajos, los ribosomas avanzan lentamente y se facilita la formacién de
otra estructura en el ARNm (Yanofsky et al., 1984). Esta estructura permite que se continte

normalmente la transcripcién del operén, a como es representado en la figura 1.3a.

Existen tres importantes mecanismos de regulacién negativa en el operén triptéfano de F.
coli: la represion, la antes mencionada atenuacion de la transcripcion y la inhibicion en-
zimatica. La represion es mediada por la unién de represores a los tres operadores que se
encuentran dentro del promotor trpP. El represor del operén trp es un homodimero y por
si solo se une muy débilmente a los operadores. Cuando a cada una de las dos subunidades
se le une una molécula de triptéfano este complejo es llamado represor activo y es capaz de

unirse con mucha mayor fuerza a los operadores (Fig. 1.4).
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Figura 1.3: Atenuacién de la transcripcién. (a) Cuando las concentraciones de
triptofano intracelular son muy bajas, la atenuacion sera disminuida, y por lo tanto la pro-
duccién de ARN mensajeros serd concluida exitosamente con mayor frecuencia. (b) Si los

niveles de triptéfano intracelular son altos la atenuacion ocurrira mas a menudo.

T° Gy - 08 0
~. e -

o
\ﬁC’ °

° o0
Polimerasa

trpP

(a) (b)

Figura 1.4: Represién. (a) Al haber mucho triptéfano intracelular la mayoria de los re-
presores tendran unidas dos moléculas de triptéfano (represores activos) y seran capaces de
asociarse a los operadores e impedir la unién de la ARN polimerasa. De especial importancia
es la cooperatividad presente entre represores una vez que estos se han unido a los operado-
res O y O@). (b) Cuando los niveles intracelulares de triptéfano son bajos la transcripcién

iniciara con mayor frecuencia.



Cuando dos represores se encuentran unidos simultaneamente a los dos primeros operadores,
estos interaccionan entre si provocando que la velocidad de disociacion de los represores sea
mas lenta, o en otras palabras, que la estabilidad del complejo operador-represor aumente.
Este fenomeno es referido como cooperatividad, debido a que los represores cooperan en-
tre ellos para aumentar el tiempo que permaneceran unidos a sus respectivos operadores

(Fig. 1.4a).

Los genes trpE y trpD codifican para la enzima antranilato sintasa. Esta enzima tiene una es-
tructura tetramérica formada por dos subunidades del polipéptido TrpE y dos del TrpD (Zal-
kin, 1973). Esta enzima cataliza la primera reaccién de la ruta de biosintesis del triptéfano
y es regulada negativamente por la unién de una molécula de triptéfano a cada una de las

subunidades TrpE de la enzima antranilato sintasa (Fig. 1.5).

Enzima inhibida

Enzima no inhibida o

o
/ o (@] o /
o
_— o

o = o o
B —> © o o %

© o o © o o
(a) (b)
Figura 1.5: Inhibicién enzimdtica. (a) En ausencia o escasez de triptéfano la enzima

antranilato sintasa no se encuentra inhibida. (b) En abundancia de triptéfano la enzima se

encuentra inhibida.



Capitulo 2

Hipodtesis y Objetivos

2.1. Hipotesis

Las interacciones entre los represores y sus sitios de unién en el operén triptéfano de Esche-
richia coli son capaces de originar pulsos transcripcionales, afectando de manera importante

la dindmica del sistema.

2.2. Objetivo general

Predecir la existencia o ausencia de pulsos transcripcionales en el operén triptéfano de Es-

cherichia coli y estudiar sus implicaciones biolégicas.

2.3. Objetivos particulares

1.- Analizar si las interacciones entre represores y operadores pueden dar lugar a pulsos

transcripcionales en el operédn trp de E. coli.

2.- Investigar cudles son los efectos dindmicos de la transcripcién pulsatil si ésta existe en el

sistema.

3.- Estudiar la manera en que los lazos de retroalimentacion de represiéon, atenuacién de la

transcripcion e inhibicién enzimatica afectan a los pulsos transcripcionales en el operén trp



de E. coli, asi como al comportamiento dindmico del sistema.



Capitulo 3

Metodologia

3.1. Desarrollo del modelo

Se desarrollé un modelo matematico que nos permitio representar al operén trp de E. coli y

sus tres lazos de retroalimentacién negativa (Fig. 3.1).

ﬂﬂ: o(T) + 1
O,

m-: ﬁ-ﬁ: Lﬂ: Triptéfano (T) ooo 833000880
:ﬂ-: “ % i I kr P(T)
Enzimas

To ARNm T K %@: X ®
—_ N Xo
||;-:| W — T B & %%%
Promotor libre lyM+y l:u
() ()

Figura 3.1: Representacién grafica de las reacciones consideradas en el modelo
matematico. Las lineas rojas indican a los tres lazos de retroalimentacion negativo en los
el triptofano actia: la represion, la atenuacién de la transcripcion y la inhibicion enzimatica.
trpL: regién lider; 7),: retraso en la transcripcion; kj;: tasa maxima de transcripcién; Pa(T):
probabilidad de que no ocurra atenuacion; v,;: tasa de degradacion del ARNm; u: tasa de
dilucién; @: desaparicién de la molécula indicada; 7g: retraso en la traduccién; kg: tasa
méaxima de produccién de enzimas; kp: tasa méxima de produccién de triptéfano; Pr(T):

probabilidad de que no ocurra inhibicién enzimatica; p(7'): tasa de consumo de triptéfano.
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En la parte izquierda de la figura 3.1 podemos observar los 8 posibles estados en los que se
puede encontrar el promotor. Existen un total de 24 reacciones que representan las posibles
transiciones entre estos estados. Cuando el promotor se encuentra libre de represores la
transcripcién podra ser iniciada. El nimero de ARN mensajeros producidos exitosamente
dependerd de la tasa maxima de transcripcién (ky,) y de la probabilidad de que no ocurra la

atenuacion (P4 (7).

Debido a que la ARN polimerasa avanza mas lento que el ribosoma, debe pasar cierto tiempo
antes que la traduccién pueda ser iniciada (7). La disminucién en el nimero de moléculas de
ARNm depende de la tasa de degradacién del ARN mensajero (v/) y de la tasa de dilucién

debida al crecimiento celular (u).

La traduccion se llevara a cabo con una tasa maxima kg y con un retraso entre el inicio y
conclusion de la fabricacién de la enzima 7. La pérdida de enzimas estara dada principal-
mente por la dilucién (p). La degradacion de enzimas es despreciada en el modelo debido a
que ésta es llevada a cabo en dias y su consideracién no modifica notoriamente la dindmica
del sistema. La produccién de triptéfano por cada una de estas enzimas producidas depen-
dera de la tasa méaxima con la que la enzima antranilato sintasa produce dicho aminoacido
(kr) y de la probabilidad de que ésta no se encuentre inhibida por el triptéfano (P;(7)). Por
otro lado, la disminucién en el nimero de moléculas de triptofano estd determinado por el

consumo de triptéfano para la fabricaciéon de proteinas (p(T')) y por la dilucién (p).

El desarrollo del modelo es presentado a detalle en el Apéndice A (pag. 32).

3.2. Variantes del modelo

Para explorar el papel que juegan los diferentes lazos de retroalimentacién en la dinamica del
sistema, se realizaron diversas modificaciones en el modelo original para simular el compor-

tamiento de 3 distintas cepas genéticamente modificadas de E. coli. Cada una de estas cepas



presenta una modificacién que provoca la eliminacién de uno de los lazos de retroalimentacion

con los que cuenta el sistema del operén trp.

Una de estas cepas no cuenta con el mecanismo de represion. Para lograr esto experimental-
mente se puede mutar o remover el promotor que regula la fabricacion del represor, impidiendo
asi la produccién del mismo. Por lo tanto, para simular este cepa se redujo el nimero total

de represores (Rp,) de 400 a 0.

Para eliminar experimentalmente el segundo lazo de retroalimentacion, la atenuacion de
la transcripcion, uno podria eliminar del genoma de la bacteria el segmento de ADN que
codifica para el péptido lider. Al eliminar este segmento, se evita la posibilidad de que al
haber suficiente triptéfano intracelular, se forme una estructura en el ARN que provoque
la terminaciéon prematura de la transcripcion. Para simular la ausencia de atenuacion en
nuestro modelo, s6lo es necesario darle un valor constante de 1 a la funcién que determina la

probabilidad de que no ocurra atenuacion (Py).

La inhibicion enzimatica puede ser disminuida casi por completo al mutar los aminodcidos
de la enzima a los cuales se unen las moléculas de triptéfano. El equivalente de esta cepa
en el modelo puede ser creado asignandole a la funcién de la probabilidad de que no ocurra

inhibicién enzimatica (Pr) un valor constante de 1.

Posteriormente, con el fin de explorar el efecto que tiene la cooperatividad sobre la dindmica
del sistema del operdn trp, se cred una cepa hipotética en la cual no existe cooperatividad
entre los represores contiguamente unidos al promotor. Para simular esta modificacién basta

con asignar a la constante de cooperatividad (k.) un valor de 1.

Con la intencion de estudiar las razones evolutivas de esta cooperatividad, se crearon una
serie de cepas hipotéticas con distintas combinaciones en los valores de k. y del ntmero
total de represores (ver Tabla 3.1). Para poder comparar adecuadamente las caracteristicas
de estas cepas, se buscd que los valores de k. y Ry, permitieran mantener el mismo nivel

de expresion que posee la cepa nativa, por lo que de ahora en adelante estas cepas seran



llamadas cepas hipotéticas equivalentes (CHE). El nivel de expresion es calculado a partir de
la funcién que determina la probabilidad de que el promotor se encuentre libre, P(Prgg),

representada dentro de las ecuaciones B.3 en la pagina 42.

Tabla 3.1: Comparacién de la cepa nativa con las cepas hipotéticas equivalentes (CHE)

Cepa conpetntiidnd (k) ()
CHE 1 792 100
CHE 2 185 200
Cepa nativa 40 400
CHE 3 6.8 800
CHE 4 1 1330

Al aumentar la cooperatividad existente entre los represores la estabilidad del complejo
represor-operador aumenta y, por consiguiente, la fuerza de represion también aumenta. Por
lo tanto, para mantener el mismo nivel de expresién al realizar este cambio es necesario
disminuir R7,. De manera contraria, cuando se disminuye la cooperatividad es necesario

aumentar Rr.
3.3. Simulando la des-represion del operén irp

Un experimento comuinmente utilizado para el estudio de la regulacion del operén triptéfano
de E. colies el de la des-represion. Este consiste en dos pasos generales: el primero es cultivar
a las células en un medio que contenga triptofano y, el segundo, transferirlas a un medio
sin triptéfano. Cuando existe triptéfano en el medio, el operén se encuentra reprimido casi
por completo. Al transferir las células al medio sin triptéfano, los niveles intracelulares de
triptofano disminuyen drasticamente, provocando que los represores se disocien del promotor

(des-represién) y comience la produccién masiva de las enzimas codificadas por el operdn.

El hecho de que el nombre del experimento no mencione una des-atenuacion, se debe a que



la atenuacion en la transcripcion dejaré de ocurrir sélo en los primeros minutos después de la
des-represion, cuando el nimero intracelular de moléculas de triptéfano sea cercano a cero.
Una vez que la produccién de las enzimas sintetizadoras de triptéfano comienza, la atenuacion

vuelve a ocurrir normalmente.

Para simular el primer paso general de la des-represion, los valores iniciales del nimero de
enzimas (Ey) y triptéfano (75) de nuestro sistema toman los valores cuantificados experimen-
talmente en células cultivadas en un medio con triptéfano. El segundo paso se logra simular
al no incluir en el modelo una entrada de triptéfano a partir del medio, lo cual es equivalente

a tener un medio sin triptéfano.
3.4. Algoritmo para las simulaciones estocasticas

Dado que en el modelo fueron considerados ciertos procesos en los cuales las tasas de reac-
cién eran tan altas que provocarian un gran aumento en el costo computacional al realizar las
simulaciones, los procesos fueron divididos en procesos rapidos y procesos lentos, basando-
nos en la estrategia propuesta por Haseltine y Rawlings (2002). Los procesos rapidos tienen
velocidades de reaccion suficientemente rapidas para permitirnos realizar una aproximacion
adiabatica y suponer que la reaccién alcanza instantaneamente un estado de equilibrio. Por
otro lado, en los procesos lentos la velocidad de reaccion no nos permite hacer esta aproxi-
macién y por lo tanto estos procesos son tomados en cuenta directamente por el algoritmo

de simulaciones estocasticas.

Para realizar las simulaciones estocésticas se utilizé el algoritmo disenado por Cai (2007),
el cual es un método exacto que permite la incorporaciéon de retrasos entre el inicio de la
sintesis de una molécula y la terminacién en su fabricacién, como es el caso de la produccion
de ARNm y proteinas. Una descripcién detallada de este algoritmo puede ser encontrada
en el articulo de Cai (2007). Este algoritmo fue implementado utilizando el lenguaje de

programacion Python. Empleando este algoritmo se simulé el experimento de des-represion



para una poblaciéon de mil células por cada una de las cepas.
3.5. Herramientas para el analisis de los resultados

Los algoritmos que se describen de forma resumida en esta seccion fueron implementados en
el programa MATLAB, mientras que las representaciones graficas de las dindmicas y de la

comparacion de datos fueron creadas con ayuda de los programas MATLAB y SigmaPlot.

Para permitir el andlisis posterior de los datos se crearon dos algoritmos, uno para calcular el
comportamiento promedio del sistema y el otro para obtener la distribucién en los niveles de
las especies moleculares en la poblacion celular simulada. El primero de ellos toma los valores
de los niveles moleculares de todas las simulaciones de una cepa, los suma y posteriormente
los divide entre el ntimero de simulaciones, obteniendo asi el comportamiento promedio de
cada cepa simulada. Este promedio fue utilizado posteriormente para la validacién del modelo

y para el calculo de los tiempos de respuesta.

El segundo algoritmo también toma los niveles moleculares de todas las simulaciones, pero a
diferencia del algoritmo anterior, s6lo toma los valores a un determinado tiempo de simula-
cién. Estos valores son almacenados en un archivo, logrando asi que cada archivo contenga
la distribucion de cada una de las cepas simuladas. Utilizando las funciones predeterminadas
de MATLAB podemos obtener los pardmetros de estas distribuciones, como por ejemplo su
media (u) y su desviacion estandar (o), valores que son utilizados para la caracterizacién de

los pulsos transcripcionales y la variabilidad en el sistema.

Para la construccion de todas las distribuciones se tomaron los valores al minuto 500 de
simulacion, el cual es tiempo suficiente para que la dinamica promedio del sistema en todas

las cepas simuladas se encuentre en estado estacionario.

Antes de poder confiar en los resultados obtenidos a partir del modelo construido, este tltimo

debe ser validado. Para lograr esto, el comportamiento dindamico del sistema simulado debe



ser similar al comportamiento observado experimentalmente. En nuestro caso, miltiples va-
lidaciones fallidas nos sirvieron para guiar la incorporacion de aquellos aspectos del sistema

que anteriormente no habian sido considerados en el modelo.

Para caracterizar los pulsos transcripcionales utilizamos el factor de Fano (FF), el cual es
aproximadamente igual al nimero promedio de mensajeros producidos por cada pulso (Raj

y van Oudenaarden, 2009) y estd dado por:
rFp=2M (3.1)

en donde o), v pps representan respectivamente la desviacion estdndar y la media de la

distribucién del nimero de ARN mensajeros que existe en la poblacién celular simulada.

Es de particular interés conocer la magnitud de la variabilidad en los niveles de las distintas
especies moleculares (ARNm, enzima y triptéfano) e investigar c6mo se transmite esta va-
riabilidad desde la transcripcién hasta la produccién de triptéfano. Ademads, es importante
analizar cudles son los efectos de los distintos lazos de retroalimentacion y de la cooperativi-
dad sobre estas variaciones. Esta variabilidad puede ser cuantificada por el ruido bioquimico

(1), el cual ha sido definido por Elowitz et al. (2002) como:

ox
== 3.2
" Hx (3:2)

en donde ox y px son respectivamente la desviacion estandar y la media de la distribucion

del ntimero de moléculas de la especie X en la poblacion celular.

Dado que el objetivo final del operdn trp es la produccién de triptéfano, una manera adecuada
de saber qué tan rapido responde el sistema ante el estimulo de la des-represion es analizando
el tiempo de respuesta (7x) en los niveles de triptéfano. Este tiempo es considerado como el
tiempo que transcurre desde el inicio del experimento de des-represién, hasta que el conteo
promedio de moléculas de triptéfano alcanza el 95% del valor correspondiente en el estado
estacionario. Para obtener este valor se disené un algoritmo que detecta el tiempo al cual el

nivel promedio de triptéfano sobrepasa el 95 % del valor en el estado estacionario.



Una forma comunmente utilizada para realizar un anélisis costo-beneficio de la implementa-

ciéon de un cambio en un proceso es utilizando una funcién del siguiente tipo:
Yv=B-C (3.3)

en donde B representa los beneficios que brinda el realizar el cambio y C' son los costos que
conlleva su implementacién. Entre mayor sea el valor que tome la funcién v, mayor sera la

ventaja que proporcionara la implementacion del cambio.

Siguiendo este razonamiento para la existencia y fuerza de la cooperatividad en las cepas

hipotéticas equivalentes (Ver Tabla 3.1), se formulé la siguiente funcién:

1 1
V=—+——Rp, 3.4
ot~ B (3.4)

en donde 7 representa el ruido en los niveles de triptéfano, 75 el tiempo de respuesta, Ry
el nimero total de represores y * indica que estos valores se encuentran normalizados debido
a la diferencia en la magnitud de estas tres variables. La normalizacién se llevo a cabo con

respecto a los valores de la cepa con el mayor niimero de represores.

Podemos observar en la ecuacién 3.4 que las primeras dos variables son positivas y se en-
cuentran en el denominador. Esto se debe a que la reduccién de ambos, el ruido y el tiempo
de respuesta, representa un beneficio para la célula. Por el contrario, el tercer término tiene
un signo negativo, el cual indica que el incremento en el nimero de represores provoca un

aumenta en el costo energético que representa la produccion de los mismos.



Capitulo 4

Resultados

4.1. Validacion del modelo

Para confirmar que el modelo desarrollado representa adecuadamente el comportamiento real
del sistema, utilizamos los resultados obtenidos por Yanofsky y Horn (1994) al realizar el ex-
perimento de des-represion en cultivos celulares de las cepa nativa y de la cepa que carece de
inhibicién enzimatica. En estos experimentos se cuantificé la actividad de la enzima antra-
nilato sintasa mediante colorimetria. Asumiendo que la actividad enzimatica es proporcional
a los niveles de la enzima, se hizo una comparacién entre estos resultados y la dindamica

promedio de los niveles de enzima obtenida en las simulaciones de ambas cepas (Fig. 4.1).

1500 - 1000
&) Promedio mil simulaciones &) ‘ Promedio m?l simulaciones
> O Datos experimentales (1) > 800 O Datos experimentales
-~ -~
» O Datos experimentales (2) "
®© ©
£ 5 Q £
N [e] o ‘N 600
c c
o 0]
3 S 400
o o
I~ I~
o o
£ £ 200
=1 =]
P4 P4
q
" . . . . . . . . ) 0 . . . . . . . . . )
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tiempo (min) Tiempo (min)
(a) (b)

Figura 4.1: Validacion del modelo con los resultados experimentales de Yanofsky
y Horn (1994). Validacién del modelo empleando los resultados experimentales obtenidos

con (a) la cepa nativa y con (b) la cepa sin inhibicién enzimatica. VC: Volumen Celular;
min: minutos.

En estas graficas podemos observar que para ambas cepas las simulaciones reproducen correc-
tamente el comportamiento observado experimentalmente. Para la dindamica experimental en
la cepa sin inhibicién enzimatica no existen suficientes mediciones temporales como para rea-
lizar una comparacion mas detallada con los resultados del modelo. Es importante prestar
atencion al sobre-impulso que ocurre en la produccién de enzima después de la des-represion.

Este sobre-impulso permite a la célula un incremento mas rapido en los niveles de triptéfano
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necesarios para un crecimiento 6ptimo (Bhartiya et al., 2006).
4.2. Pulsos transcripcionales

Al analizar la dindmica del nimero de ARNm en la simulacién estocastica de una célula
de la cepa nativa podemos observar que la transcripcién se da en forma de pulsos, con sus
caracteristicos periodos de actividad transcripcional separados por periodos en donde no hay
produccién de ARN mensajeros (Fig. 4.2a). La actividad e inactividad transcripcional pueden

ser identificadas en la dinamica por el aumento y disminucién, respectivamente, del niimero

de ARNm en la célula.
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Figura 4.2: Presencia de pulsos transcripcionales en células simuladas. Dinamica en
el nimero de ARNm de una célula simulada de (a) la cepa nativa y de (b) la cepa hipotética

equivalente sin cooperatividad. VC: Volumen Celular; min: minutos; CHE: Cepa Hipotética
Equivalente.

Al comparar estos resultados con los obtenidos a partir de la cepa hipotética equivalente que
no cuenta con cooperatividad, observamos una diferencia cualitativa en la distribucion de
los eventos transcripcionales a lo largo del tiempo (Fig. 4.2). En esta cepa la transcripcion
se lleva a cabo de una manera mas uniforme, a pesar de que sus niveles de expresién son

semejantes a los de la cepa nativa.

Para estudiar de manera cuantitativa la forma en que se lleva a cabo la transcripcién utiliza-
mos como herramienta el factor de Fano (FF), el cual es aproximadamente igual al nimero

de ARNm producidos por cada pulso transcripcional (Raj y van Oudenaarden, 2009). Por



consiguiente, si el FF' tiene un valor cercano a 1 esto nos indica que la transcripcion se esta lle-
vando a cabo basicamente como un proceso de Poisson, o dicho de otra manera, sin pulsos

transcripcionales. El FF estd dado por:

FF =M (4.1)
1273

en donde o, es la desviacion estandar y pys la media de la distribucién del nimero de ARN
mensajeros en la poblacién celular simulada. Esta distribucién fue construida con los valores

de las células cuando el sistema ha alcanzado un estado estacionario.
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Figura 4.3: Caracterizacion de los pulsos transcripcionales. Comparacién del nimero
promedio aproximado de ARN mensajeros producidos por pulso para la cepa nativa, (a) las
cepas con los lazos de retroalimentaciéon modificados y (b) las cepas hipotéticas equivalentes.
R: Represores.

El valor del FF para la cepa nativa es de alrededor 1.6. De las tres cepas que carecen de
algin lazo de retroalimentacion sélo en la cepa sin represion ocurre una disminucién en el
comportamiento de transcripcion pulsatil, indicando la importancia de esta para la generacion
de los pulsos transcripcionales (Fig. 4.3a). Por otro lado, la cepa sin atenuacién tuvo un
aumento en el FF, explicado por el hecho de que al no haber terminaciéon prematura en la
transcripcion, la produccion de ARNm en cada pulso se incrementa. A la vez, al incrementar

el nimero de ARNm producidos se refleja en un aumento en los niveles de triptéfano, lo



cual provoca un aumento en la estabilidad de los represores y por lo tanto un incremento del
comportamiento pulsatil. De la misma manera, la cepa que carece de inhibicion enzimética
tendra niveles muy elevados de triptéfano provocando el subsecuente incremento en el valor

del FF.

Podemos observar que al eliminar la cooperatividad existente entre los represores el compor-
tamiento pulsatil practicamente desaparece, lo cual se infiere a partir del hecho que el Factor
de Fano para esta cepa tiene un valor de 1 (Fig. 4.3a). Al no haber cooperatividad, la esta-
bilidad del complejo represor-operador disminuye, provocando que su cinética sea tan rapida
que no permite la existencia de periodos largos de inactividad transcripcional, necesarios para

la existencia de los pulsos de producciéon de ARNm.

En concordancia con estos resultados, la cepa hipotética equivalente sin cooperatividad (CHE
4) también posee un FF con un valor de 1 (Fig. 4.3b). Ademads, se puede observar que en
estas cepas existe un incremento en el comportamiento pulsatil (FF) conforme se aumenta

la cooperatividad.
4.3. Ruido bioquimico

Para cuantificar las variaciones de las diversas especies moleculares en las poblaciones celu-

lares simuladas se hizo uso del llamado ruido bioquimico, el cual esta dado por:

ox
=2 4.2
! Hx ( )

en donde ox y px son la desviacion estandar y la media, y X se refiere a la especie molecular

de que se trata (ARNm, Enzima o Tript6fano).

Al comparar los niveles de ruido del ARNm con los de la enzima, podemos observar una
disminucién generalizada de la variabilidad en el niimero de enzimas con respecto a la varia-
bilidad en el ARNm (Fig. 4.4). Esta disminucién se debe al hecho de que la cinética para la

enzima, en particular la degradacion, es mucho mas lenta que para el ARNm. Por lo tanto, la



degradacion lenta de las enzimas permite que las variaciones rapidas en el nimero de ARNm

sufran una especie de promediacién a lo largo del tiempo.
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Figura 4.4: Caracterizacion del ruido bioquimico en los niveles de ARNm y en-
zima para las distintas cepas simuladas. R: Represores; enz.: enzimatica; CHE: Cepa
Hipotética Equivalente.

De manera opuesta, al comparar los niveles de ruido de las enzimas con los del triptéfano,
observamos que el ruido generalmente aumenta para el nimero de moléculas de triptéfano,
en especial cuando no estd presente la inhibicién enzimética (Fig. 4.5a). Esta propagacién
y amplificacién del ruido es posible dado que la cinética de la sintesis y degradacion de
tript6fano es mas rapida que la de la enzima (Thattai y van Oudenaarden, 2002; Bruggeman

et al., 2009).

Por otro lado, el lazo de retroalimentacién negativa de la inhibicién enzimatica permite una
reduccion dréastica en los niveles de ruido en el niimero de moléculas de triptéfano. Esto se
infiere a partir de que en la cepa sin inhibicion enzimatica el ruido bioquimico en el triptéfano

aumenta considerablemente (Fig. 4.5a).

Comparando los niveles de ruido en la enzima de la cepa nativa con los de las cepas sin un
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Figura 4.5: Caracterizacion del ruido bioquimico en los niveles de enzima y de
triptéfano para las distintas cepas simuladas. Comparacién de la intensidad del ruido
bioquimico en los niveles de enzima y triptéfano para la cepa nativa, (a) las cepas con los lazos
de retroalimentacién modificados y (b) las cepas hipotéticas equivalentes. R: Represores; enz.:
enzimatica; CHE: cepa hipotética equivalente.

lazo de retroalimentacion o sin la cooperatividad, observamos que al no existir la represion,

el ruido aumenta a més del doble (Fig. 4.5a).

Si ahora analizamos la variaciones en los niveles de enzima para las cepas hipotéticas equi-
valentes (CHE) y la cepa nativa, nos damos cuenta que conforme aumentamos la fuerza de
la cooperatividad y disminuimos el niimero de represores, el ruido aumenta (Fig. 4.5b). La
principal razén de este aumento en la variabilidad es debida a que el incremento de la coope-
ratividad permite periodos cada vez mas largos de inactividad transcripcional, provocando
que la caida en los niveles de enzima entre dos periodos de actividad transcripcional sea cada

vez mas grande.

Es importante notar que aunque FE. coli utilizara 1320 represores en lugar de 400, se predice
que la magnitud del ruido no se verfa afectada (Fig. 4.5b). Esto representaria para la célula
invertir energia para producir més de 900 represores adicionales, sin lograr un efecto notorio

sobre la reduccién del ruido. En cambio, si E. coli utilizara 200 o 300 represores menos que la



cepa nativa, se predice que el ruido aumentaria de manera importante. Muy probablemente
un aumento de tal magnitud en la variabilidad del triptofano repercutiria en el desempeno
de aquellas células cuyos valores de triptéfano estén por debajo de los necesarios para un

crecimiento éptimo, bajo las condiciones en las que se encuentren las células.
4.4. Tiempo de respuesta

Centrandonos en el estudio del efecto que tendrian las modificaciones en las CHE sobre
el tiempo con el que las células responden ante la des-represion, analizamos la dindamica
promedio de los niveles de triptéfano y determinamos el tiempo en el que cada cepa alcanza

el 95 % de su nivel de triptéfano en el estado estacionario.
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Figura 4.6: Tiempo de respuesta en la cepa nativa y en las cepas hipotéticas
equivalentes (CHE). Comparacién del tiempo al cual la dindmica promedio del triptéfano

en cada cepa alcanza el 95% del valor en estado estacionario. min:minutos; R: Represores;
CHE: Cepa(s) Hipotética(s) Equivalente(s).

Podemos observar en la figura 4.6 que de manera similar al ruido en la enzima, el tiempo

de respuesta aumenta conforme aumentamos la cooperatividad en las cepas. Este incremen-



to en el tiempo de respuesta lo atribuimos a que al aumentar la cooperatividad, también
aumentara el tiempo que tardan los represores en disociarse del promotor después de la des-
represion. Ademas, es importante notar que al modificar la cooperatividad de tal manera que
aumentamos el nimero de represores por arriba del de la cepa nativa, el tiempo de respuesta
disminuye muy levemente. De manera opuesta, cuando el niimero de represores es menor que
el de la cepa nativa, el tiempo de respuesta aumenta considerablemente. Esto ultimo seria
perjudicial para la sobrevivencia de la poblacién bacteriana ante un agotamiento repentino

de las fuentes externas de triptéfano.

4.5. Relacion Costo-Beneficio

Para investigar mas a fondo las posibles implicaciones que tiene la existencia de la coopera-
tividad en el operén trp de E. coli decidimos formular una funcién que relacionara los costos
y beneficios que conllevan las modificaciones presentes en las CHE (ver Tabla 3.1) y la cepa

nativa. La funcién Costo-Beneficio (1) estd dada por:

1 1
= —+4+ ——-R; 4.3
¢ 77* + 7_]*% Tot ( )
en donde 7 representa el ruido en los niveles de triptéfano, 7z el tiempo de respuesta, Ry

el nimero total de represores y * indica la normalizacion de estos valores con los de la CHE

sin cooperatividad.

Al analizar los valores que toma esta funcion para las distintas CHE y para la cepa nativa,
observamos que hasta cierto punto el empleo de la cooperatividad permite la disminucion
del costo energético por los represores y a la vez un aumento en la relacion Costo-Beneficio
(Fig 4.7). Después de este punto de inflexion, el valor que toma v empieza a disminuir. M4s
importante aiin es el hecho de que este punto en donde la relacion Costo-Beneficio tiene
el valor maximo corresponde a la cepa nativa. Esto nos da un indicio de que el sistema
ha sufrido una optimizacion en la fuerza de cooperatividad a lo largo del tiempo, y de que

entre los factores que moldearon esta optimizacién muy probablemente se encuentran el costo



energético de los represores, las variaciones en el sistema y el tiempo de respuesta.
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Figura 4.7: Relacién Costo-Beneficio para la cepa nativa y las cepas hipotéti-
cas equivalentes (CHE). Costo: Costo energético debido a represores (normalizado); R:
Represores.



Capitulo 5

Discusion y Conclusiones
5.1. Discusion

En este trabajo se desarrolld6 un modelo matematico del operén trp de E. coli para investigar
la existencia de los pulsos transcripcionales en el sistema, asi como estudiar el papel que
juegan los lazos de retroalimentacion y en especial la cooperatividad, en la generacién de

estos pulsos y en la dindmica estocastica del sistema.

Gracias al gran esfuerzo invertido para incorporar los aspectos relevantes del sistema y para
calcular los parametros de la manera mas adecuada, fue posible la creacién de un modelo
matematico que reprodujera adecuadamente experimentos de des-represion realizados por Ya-
nofsky y Horn (1994). El modelo no sélo reproduce los resultados experimentales observados
en la cepa nativa, sino que ademas los resultados experimentales de la cepa sin inhibicién son

reproducidos por su contraparte virtual.

Investigando la importancia que tienen los diferentes lazos de retroalimentacién para la ge-
neracion de la transcripcién pulsatil, identificamos a la represion como un componente clave
para que se dé el comportamiento de la produccién pulsatil de ARNm. Para estudiar mas
a fondo que caracteristica de la represion hace posible este comportamiento, se analizé una
cepa hipotética sin cooperatividad. Interesantemente, los resultados indican que la coopera-
tividad es totalmente necesaria para que sea posible la generacién de pulsos transcripcionales

en el operén trp de E. coli.

Al analizar el papel de los tres lazos de retroalimentacion negativa con los que cuenta el
sistema sobre la variabilidad en la expresion del operdén, observamos que la presencia de la
represion permite disminuir los niveles de ruido en el niimero de enzimas. Este resultado

concuerda con las observaciones experimentales de Dublanche et al. (2006), en donde se
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obtuvo que la intensidad del ruido en los niveles de proteina eran menores en un sistema
de regulacion génica con represion, que en su version con la ausencia de este mecanismo de

regulacion.

Adicionalmente, se estudié la propagacién del ruido que se da desde los niveles de ARNm
hasta los niveles de triptofano. Se encontré que al pasar de ARNm a proteina, la magnitud
del ruido bioquimico disminuye drasticamente. Esto representa una ventaja para las célula
considerando que variaciones excesivas en los niveles de enzima y, por lo tanto, de triptéfano
tendrian un efecto perjudicial en el desempeno de la poblacion celular. Al disminuir estas va-
riaciones aseguras que la mayoria de las células cuenten con los niveles necesarios de triptéfano
intracelular. La reduccién del ruido bioquimico que se da entre el paso de ARNm a proteina
sucede gracias a que la cinética de la sintesis y degradacién del ARNm es mucho més rapida
que la cinética de degradacién de la enzima (Bruggeman et al., 2009). Por otro lado, el hecho
de que la cinética en los niveles de enzima sea mucho mas lenta que la cinética de los niveles
de triptofano provoca una amplificaciéon importante del ruido en el triptéfano cuando no
estd presente la inhibicién enzimatica. En estos resultados se ve reflejada la importancia que

tiene la inhibicién enzimatica en la reduccion de las fluctuaciones en los niveles de triptéfano.

Se ha propuesto que las variaciones en los niveles de uno de los intermediarios metabdlicos,
provocadas por ejemplo por variaciones en los niveles de enzima, no son propagadas al resto
de la ruta metabdlica (Levine y Hwa, 2007). Considerando que todas las enzimas encargadas
de la transformacion de corismato a triptéfano en E. coli son producidas a partir del mismo
ARNm, podemos deducir que para este caso las variaciones en la enzima antranilato sintasa

seran propagadas en buena medida a los niveles intracelulares de triptéfano.

Con el fin de investigar los aspectos evolutivos detras de la presencia de la cooperatividad
en el operén trp, se crearon una serie de cepas hipotéticas equivalentes (CHE), las cuales
tienen modificaciones en la constante de cooperatividad y el nimero de represores, pero a
la vez poseen niveles de expresién muy similares a los de la cepa nativa. Comparando las

caracteristicas de la dinamica del sistema de las CHE con las de la cepa nativa, observamos



que el ruido en las distintas especies moleculares y el tiempo de respuesta aumentan con-
forme se aumenta la cooperatividad. El aumento en el ruido y tiempo de respuesta sélo es
considerable cuando la cooperatividad posee un valor superior al de la cepa nativa. Esto nos
indica la importancia que tiene la cooperatividad para permitir producir una cantidad menor
de represores sin modificar notoriamente la fuerza de represién, el ruido en el sistema y el

tiempo de respuesta.

Para estudiar la relacion que hay entre el gasto energético en la produccion de represores, el
ruido y el tiempo de respuesta, utilizamos una funcién Costo-Beneficio (¢)) que permitié la
integracién de estas tres caracteristicas. Al calcular y comparar los valores de i para las
distintas CHE y para la cepa nativa, encontramos que el valor mas alto que toma esta
funcion corresponde al de la cepa nativa. Este resultado sugiere que muy probablemente la
fuerza de cooperatividad presente en el sistema del operéon trp de E. coli ha estado sujeta a
una presion evolutiva, en la cual han jugado un papel importante ciertas caracteristicas que
afectan al desempeno de la célula, como lo son el costo energético, el ruido en el sistema y el

tiempo de respuesta.

5.2. Conclusiones

A partir de la discusion presentada anteriormente se pueden recopilar las siguientes conclu-

siones:

1. La cooperatividad entre represores es responsable de la existencia de pulsos transcrip-

cionales en el operén triptéfano de Escherichia coli.

2. Los pulsos transcripcionales presentes en el sistema aumentan las fluctuaciones en los

niveles de ARN mensajero, pero no en los niveles de enzima y triptéfano.

3. La atenuacion de la transcripcion y la inhibiciéon enzimética no son determinantes en

la existencia de pulsos transcripcionales en el operén trp de E. coli. Los efectos de estos



mecanismos de regulacion sobre el ruido bioquimico son los esperados.

4. El nivel de cooperatividad en la cepa nativa representa una soluciéon 6ptima, en terminos
del costo asociado a la produccion de represores, asi como de las ventajas inherentes a

la disminucion de los tiempos de respuesta y de los niveles de ruido bioquimico.



Capitulo 6

Trabajo a futuro

A partir del modelo se generaron una serie de datos que pueden ser comparados con resultados
experimentales, como es el caso de las dinamicas y distribuciones para las distintas especies

moleculares en las diferentes cepas.

Actualmente en el Cinvestav Monterrey se estan llevando a cabo experimentos que se prevé per-
mitiran la obtencion de la distribucion de proteinas cuya expresion se encuentra bajo el control
del promotor trp. Para ello se estan utilizando cultivos de la bacteria E. coli transformados
con un plasmido que contiene al gen de la Proteina Verde Fluorescente (GFP, por sus siglas
en inglés) bajo el control del promotor trp. El uso de microscopia permitird la cuantificacion
de los niveles de GFP en células individuales, obteniendo por consiguiente su distribucién
en la poblacion celular. Para estos experimentos se estan empleando la cepa nativa y la ce-
pa sin inhibicién enzimatica, por lo que podriamos hacer la comparacion de los resultados

experimentales con los resultados obtenidos a partir de sus contrapartes virtuales.

Adicionalmente, se podrian hacer comparaciones con resultados obtenidos con la técnica
utilizada por Golding et al. (2005) para la cuantificacién en tiempo real de la produccién de
ARNm, o la técnica utilizada por Zenklusen et al. (2008) para la obtencién de la distribucién

del niimero de ARNm en la poblacién celular.

Por la parte tedrica, seria interesante la creacion de un codigo que permita simular el trans-
porte de triptéfano entre células vecinas a través del medio extracelular. Es posible que con
esta incorporacion, el modelo sea capaz de reproducir las oscilaciones sincronizadas que fue-
ron observadas en el trabajo de Bliss et al. (1982) en la cepa sin inhibicién enzimatica después

de la des-represion.
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Apéndice A

Desarrollo del modelo

Siguiendo las consideraciones mencionadas en la Seccién Algoritmo para las simulaciones
estocasticas (3.4), los procesos fueron divididos en dos tipos: rdpidos y lentos. Para los pro-
cesos rapidos se obtienen las ecuaciones en el estado de equilibrio, y con ellas se calcula el
nimero de moléculas de la especie de la que se esté tratando. Por otro lado, las reacciones
que describen a los procesos lentos seran tomadas directamente para realizar las simulaciones

estocasticas.

Para la construccién del modelo se considera un volumen celular constante (V). Por lo tanto, a
lo largo de esta seccién nos referiremos a la concentracién de cierta especie molecular (nimero

de moléculas/V,) simplemente como el nimero de moléculas de la especie en cuestion.

Empecemos describiendo la ecuaciéon que representa la interaccién entre el triptéfano y los
represores. El represor (R) estd conformado por dos subunidades idénticas, cada una con
un sitio capaz de unir una molécula de triptéfano (77). Las reacciones que representan estas
interacciones son:

KRT/2 2KRT

R+T R y RT+T RT, (A1)

en donde Kpp representa la constante de disociacién entre el represor y el triptéfano. Kgr
estd dividida entre dos en la primera reaccion debido a que el triptéfano tiene la posibilidad
de asociarse a cualquiera de los dos sitios en el represor. Por el contrario, en la segunda
reaccion el triptofano se puede disociar de cualquiera de las dos posiciones del represor, y
por lo tanto Kz se multiplica por dos. La rapidez con que se llevan a cabo estas reacciones
nos permiten considerar este proceso en estado de cuasi-equilibrio, lo cual nos servira para
obtener el niimero promedio de represores activos, aquellos asociados con dos moléculas de

triptofano. Las ecuaciones que representan el estado de equilibrio de las reacciones A.1 son:
1
(R)(T) = §(KRT)(RT) ) (RT)N(T) = 2(Kpr)(RI3) (A.2)
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Si consideramos que el nimero total de represores (Rr,) es constante, entonces:

RTot — R + RT —f‘ RTQ (A?))

A partir de las ecuaciones A.2 y A.3 podemos obtener el nimero promedio de represores

¢ 2
2 T T Fr A

Estos represores se podran unir a los tres diferentes operadores de la siguiente manera:

+
ki,RT2

O, + RT;

O,RT; (A.5)

en donde O; representa al operador i, con i tomando valores de 1, 2 y 3; y ki »p, representa
la tasa de asociacién del represor activo al operador i, con el signo + indicando que se trata

de la tasa de asociacién.

Al igual que el represor libre, el represor que se encuentra unido al operador, alcanza rapi-
damente un equilibrio entre sus diferentes estados con ninguna, una o dos moléculas de

triptofano: para i=1,2

Korr/2

ORT, Z29EL ORT + T y  ORT OR + T

y para =3

O;RT, _Krr |

ORT + T y  ORT <2 OR 4+ T (A6

en donde Kpgrr es la constante de disociacion entre el represor unido al operador y el
triptofano. La razén de utilizar constantes de disociacién distintas para el operador 3 es
explicada a detalle en el articulo de Tabaka et al. (2008). En resumidas cuentas, si esta
consideracién no se hiciera, la afinidad entre el represor sin triptéfano unido y el operador
resultaria incluso menor que la afinidad del represor por una secuencia no especifica en el

ADN, lo cual es inconsistente con la realidad.



Al disociarse las moléculas de triptéfano del represor, la estabilidad del complejo operador-
represor disminuye, provocando un incremento en la tasa de disociacion de este complejo.
Para calcular la tasa promedio con la que el represor se disociard del operador, primero
debemos conocer cual es la distribucion de probabilidad entre los tres estados del represor
unido, la cual dependera de los niveles intracelulares de triptéfano. Para ello, necesitamos

primero obtener las ecuaciones de equilibrio de las reacciones A.6:
para 1=1,2
2(Konr)ORTy) = (ORTT)  y  5(Kom)(ORT) = (O:R)(T)
y para =3
(Krr)(OiRTy) = (O:RT)(T)  y  (Korr)(O:RT) = (O:R)(T) (A7)
Luego, considerando que la suma de las probabilidades de los tres estados debe ser 1, tenemos

que:

1 = P(O;RTs) + P(O,RT) + P(O;R) (A.8)

Por 1ultimo, para calcular las probabilidades de los distintos estados, resolvemos las ecuacio-

nes A.7 y A.8 obteniendo que:

para =1,2

2
Korr
P . p— —
o (KORT”)

2(Korr)(T)
(Korpr +T)?

2
T
P(ORT,) = <K—+T>

P(O;RT) =



y para =3

K
Korr +T + 77—
T
P(O,RT) = - (A.10)
KORT + T + Krr
T2

Krr(Kogrr +T + KT}:T)

Ponderando las contribuciones que tiene cada estado sobre la tasa de disociaciéon promedio

del represor (k;

- ), obtenemos que:

ki =k gP(OiR) + k; g P(OiRT) + ki pro P(O:RT3) (A.11)

)

en donde k; p, k; pr v k; gy corresponden a las tasas con las que los distintos estados del
represor se disocian del operador ¢. Por lo tanto, la reaccion de disociacion entre los represores

y los operadores individuales queda de la siguiente manera:

para =1,2,3

k:
O;RT, ——> O; + RT, (A.12)

en donde O; RT, representa al complejo entre el operador (O;) y el represor en cualquiera de

sus tres estados (RT}).

Hasta ahora hemos tratado a los operadores individualmente. Para integrar la informacion de

los tres operadores en una sola entidad, el promotor, utilizaremos la siguiente representacion:

Pr,

'Yy,%

en donde x, y y z hacen alusion respectivamente al primer, segundo y tercer operador del
promotor. Estas tres variables tomaran un valor de 0 cuando el operador al que hacen re-
ferencia se encuentra libre y 1 cuando este se encuentre ocupado por un represor. Por lo

tanto, tendremos 8 estados del promotor, incluyendo aquel donde el promotor se encuentra



totalmente libre (Prg ), aquellos donde un operador se encuentra ocupado por un represor
(e.g. Prigo), dos de los tres se encuentren ocupados (e.g. Pry1), o todos los operadores se

encuentren ocupados (Pryq ).

Si representamos todas las posibles reacciones entre estos estados, encontraremos que en 12
de ellas un represor se asocia a uno de los operadores, mientras que en otras 12 se disocia.
Para ejemplificar, mostramos una reaccién de asociacién y otra de disociacion:

+

Prooo + RT5 Prioo

(A.13)

ky
P T0,1,0

PTO,O,O + RTz

en donde podemos apreciar que se considera que sélo el represor activo (RT,) se puede

asociar al operador, y que el represor se puede disociar estando en cualquiera de sus tres

estados (RT}).

Ahora que consideramos a los operadores conjuntamente, debemos tomar en cuenta la coope-
ratividad que existe entre los represores unidos a los operadores 1 y 2. Por lo tanto, las
reacciones donde la cooperatividad estara involucrada seran:

ky ke ky /ke

PTLLO PTO,LO + RT:E Y PT’LLO PTL0,0 + RT’m (A14>

en donde k. representa la constante de cooperatividad.

Cuando el promotor se encuentre libre, la ARN polimerasa sera capaz de unirsele y comenzar

la transcripcién. Por lo tanto, la reaccion de produccién de ARNm estara dada por:

knPa(T)
PTo,o,o

PT07070 + M (A15)

en donde kj; es la tasa maxima promedio con que se lleva a cabo la transcripcion, 1), es el
retraso entre el inicio de la transcripcion y el instante en el que un ribosoma se le puede unir al
mensajero y llevar a cabo la traduccién sin ser frenado por la polimerasa, y P(A) representa

la probabilidad de que no ocurra atenuacion durante la produccion de ARNm. Santillan y



Zeron (2004) formularon una ecuacién que representa adecuadamente esta probabilidad:

1+ 2L
KotT (A.16)

(1+ ozKGT+T)2

PA(T) =

en donde o y K¢ son parametros a estimar.

La disminucion en el nimero de ARNm va a estar determinada por dos factores: la degra-
dacién, y la dilucién por crecimiento celular. Estos dos procesos pueden ser representados
conjuntamente por la siguiente reaccién:

+
M MTE 5 (A.17)

en donde M representa al ARNm, =), es la tasa con que este se degrada, i es la tasa de

dilucion, y el simbolo de conjunto vacio @ indica la desaparicién del ARNm del sistema.

A partir del ARNm los ribosomas llevaran a cabo la produccién de la enzima (E) antranilato

sintasa. Esta produccion estd representada por la siguiente reaccion:

ki /2
e

TE

M+ E (A.18)
en donde kg, la tasa de sintesis de enzimas por cada ARNm, esta dividida entre 2 para tomar
en cuenta que la enzima antranilato sintasa estd compuesta por dos copias de cada una de
sus subunidades E y D; y 7 representa el retardo en la traduccion, que estaria dado por el

tiempo que pasa desde que el ribosoma se une al mensajero hasta que termina la produccion

de la enzima.

Al igual que el ARNm, las enzimas podran ser degradadas o diluidas, pero el hecho de que
la tasa de dilucién (u) sea mayor que la tasa de degradacién (yg) por cerca de 2 érdenes de
magnitud, nos permite despreciar esta ultima. Por lo tanto, la reaccién que determinara la

disminucién en el nimero de enzimas sera:

E

2 (A.19)

La enzima antranilato sintasa puede producir triptéfano con una tasa maxima kr. La inhi-

bicién enzimdatica provoca que esta tasa disminuya conforme la concentracién de triptéfano



aumenta. Para tomar en cuenta este fenémeno, utilizaremos una funciéon que represente la
probabilidad de que la enzima no se encuentre inhibida por el triptéfano (P;(7")). Esta funcién

fue propuesta por Caligiuri y Bauerle (1991) a partir de datos experimentales:
Ky

I

(A.20)

en donde K7 es la constante de disociacion del complejo triptéfano-enzima, y n representa el
coeficiente de interaccion, mejor conocido como coeficiente de Hill. Dado que los eventos de
produccion de triptofano son muy frecuentes y representan una carga computacional elevada,
podemos suponer que la produccion de triptofano se lleva a cabo en grupos de 100 moléculas.
Al hacer simulaciones de prueba con y sin esta suposicion, se observd que el hacer esta
suposicién no afecta el comportamiento del sistema. Por lo tanto, la reaccién de produccion

de triptéfano (T) queda representada de la siguiente manera:

krPr(T)/100
PBOR0 5 001 (A.21)

Siguiendo el mismo razonamiento, la reaccién que determinard la disminucién en los niveles
de triptéfano sera:

100 PELEMI0 (A.22)

en donde p(T) es la tasa de utilizacién de triptéfano libre para la fabricacién de proteinas,
y p es la antes mencionada tasa de dilucién. Para considerar que la fabricacién de proteinas
disminuye cuando la disponibilidad de triptéfano es demasiado baja, proponemos que p(7")

estara dada por la siguiente funcion

T

= Pmax A.23
Pmaa R (A.23)

p(T)

en donde pp,q, €s la tasa maxima de consumo de triptéfano y K, es una constante que permita

representar el comportamiento antes mencionado.

A manera de resumen, en la tabla A.1 se muestra una lista de las reacciones que son utilizadas
para llevar a cabo las simulaciones estocésticas, asi como sus correspondientes propensiones

efectivas.



Tabla A.1: Lista de reacciones

Reaccion

Propension efectiva

Prooo + RT3y — Prigp
Prigo — Prooo + RI;
Prooo + RI5 — Proip
Proso — Prooo + RT,
Prooo + RI> — Prog;
Proon — Prooo + RI;
Prigo + RI3 — Priip
Priyo — Prigo + RT,
Prigo + RIy — Prig;
Prioi — Pripo + RT,
Proio + RT3 — Priip
Priyo — Proio + RT;
Proio + RT3 — Proig
Propn — Proio + RI;
Prooqn + RIy — Prig:
Prip: — Prooq + RT;
Proox + RI3 — Proia
Progn — Progy + RI;
Prino + RIy — Prigg
Priqgqn — Priio + RI;
Pripqn + RT3 — Prii;
Priyi — Prigq + RT,
Proaa + RIy — Prigg
Prigqg — Proia + RIT;
Prooo — Prooo + M

M — @

M —- M+ FE
E - o
E — E + 100T
1007 — @

ki Prooo RT»
kT Prioo
k3 Prooo RT»
ky Proio
ki Prooo RTy
ks Prooa
k‘j Pripo RT%
ky Priio
ki Prioo RTy
ks Priga
kf Proyo RT5
kT Priio
ki Proio RT»
ks Proia
ki Prooi RTy
kT Pripa
k¥ Proo1 RT»
ky Proia
ki Priio RTy
ks Priga
k;“ Prip, RT5
ky Priia
ki Proi, RTy
kT Priaga
kv Pa(T') Proggo
(var + p) M
kg M/2
w M
kr Pr(A) E/100
(p(T) + ) T/100




Apéndice B

Estimacion de parametros

Usando microscopia electréonica Javelle et al. (2005) estimaron que el volumen celular pro-
medio (V.) de Escherichia coli es de alrededor 1ym?®. Como se menciond en el apéndice de
Desarrollo del modelo este volumen serd tomado como constante y por lo tanto, el resto
de los parametros que indiquen concentraciéon sélo seran representados como el nimero de

moléculas, sobreentendiendo que nos estaremos refiriendo al nimero de moléculas/V..

Para determinar cudl es el estado inicial del promotor, se disené un algoritmo que permitiera
escoger aleatoriamente los estados iniciales del promotor, considerando la combinacion de
dos probabilidades: la probabilidad que tiene una bacteria de contar con uno o con dos
promotores; y la probabilidad de que cierto estado del promotor se encuentre presente en las

condiciones iniciales de la bacteria.

Baker y Yanofsky (1972) calcularon que durante el crecimiento exponencial la bacteria F.
coli contiene en promedio 1.8 copias del operén triptofano. Por lo tanto, la probabilidad de
que una célula posea uno o dos operones trp seré de 0.2 y 0.8, respectivamente. Dicho de otra

manera, 1 de cada 5 bacterias contara con 1 operén, y las 4 bacterias restantes, con 2.

Por otro lado, para obtener la probabilidad de cada uno de los estados del promotor, es
necesario primero seleccionar de la tabla de reacciones (Tabla A.1) un conjunto de reacciones
de transicién que interrelacione a los 8 estados del promotor. Para facilitar el manejo de

este conjunto, una reaccién de asociacién y su correspondiente reaccion de disociacién son
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mostradas en una sola reaccién bidireccional. A continuacién se presentan estas reacciones:

Prooo + RT» = Prioo,
Prooo + RT5 K Proqo ,
Prooo + RT3 K Prooa
Prioo + RT> fa/ke Priio, (B.1)
Prioo + RT, is Prioa s
Proqo+ RT5 K Proaa,
Priio+ RT5 K Prigg,

en donde K; = k; /k; es la constante de disociacién entre el represor y el operadori = 1,2, 3 a
los niveles iniciales de triptéfano (Tp). A partir de ellas obtenemos sus respectivas ecuaciones

en estado de equilibrio:

-PTo,o,oR?]:2 = Prioo ,
PTO,O,OR?Z;Q = Proipo ,
PTOO,OR?Y;Q = Prooa ,
]37"1,0,()I€CI—]§2T2 = P7“1,1,0 ) (B-2>
P7”1,0,<JRYJ;3 = Prioa1,
]37’(),1,()1%71;2 = Pro11,
137’1,1,()1%71;2 =Priia,

Utilizando estas ecuaciones de equilibrio y sabiendo que la probabilidad de que el promotor

se encuentre en cualquiera de sus 8 estados es igual a 1 (Progo+ Prioo+ Proio+ Prooi1 +



Priyo+ Prigs + Proii + Priga = 1), se obtuvieron las ecuaciones que representan la

probabilidad de cada uno de los estados del promotor:

1
P(PT‘QO()) =
7 RT: RT: RT: keRTZY '’
(14 52) (1 + B2+ 52+ 552
RTy
P(P’I"lo()) = K
Y RT: RT: RT. keRT2\ '’
(14+22) (14 22 + £ 4 202
RTy
p(PT()lQ) = Ko
” RT: RT. RT. kcRT2\ ’
(145 (1 5+ 52+ 50
RTy
P(Proo,) = K (B.3)
w7 RT: RT. RT: k.RTZY\ ’
(1+K_32><1+712+722+TK2>
kcRTZ
P(PTl 10) = USRS
Y RT: RT. RT: kRTZY '’
(1+52) (1+ 52+ 22 4 )
RT?
P(P?”l()l) = KK
w7 RT: RT. RT: kRTZY '’
(1+73><1+712+722+T1{2>
RT?
P(-PTOII) = KoKy
Y RT: RT RT: kRTZY '’
(1+52) (1+ 52+ 22+ )
k. RT3
P(PT1,1,1) = USELELE )

RT RT: RT keRT2
(14 52) (1+ 5+ 22 4 B )

en donde P(Pr,, ) representa la probabilidad de que el promotor se encuentre en el esta-
do indicado, K; = k; /kI (i = 1,2,3), y RT5 es el nimero de represores activos, el cual

dependera de la concentracién inicial de triptéfano intracelular.

Para aquellas bacterias que cuentan sélo con un promotor, estas probabilidades simplemente



son multiplicadas por la probabilidad de que la célula tenga un promotor, la cual es de 0.2.

En las bacterias que poseen dos promotores, el nimero de posibilidades se incrementa de 8 a
36, debido a las diferentes combinaciones que se pueden dar entre los dos promotores. Por lo
tanto, se calcula la probabilidad de cada una de las posibles combinaciones, y se multiplican

por la probabilidad de que la bacteria posea 2 operones trp, la cual es de 0.8.

Una vez obtenidas las probabilidades de todas las posibles opciones, se toman en cuenta
solo aquellas que tengan un valor mayor a 0.001. Estas probabilidades seran utilizadas por

el algoritmo, que aleatoriamente seleccionard el estado inicial de el(los) promotor(es).

Del trabajo de Morse et al. (1968) obtenemos que el nimero de enzimas AS antes de la

des-represion (Ep) es de

Ey ~ 50 moléculas

Por otro lado, a partir de la pagina web E. coli Statistics (http://ccdb.wishartlab.com/CCDB/cgi-

bin/STAT_-NEW.cgi), obtenemos que el nimero inicial de moléculas de triptéfano es de

Ty ~ 80,000 moléculas

La constante de disociacion entre el represor y el triptéfano (K gr), fue obtenida por Arvidson
et al. (1986) en condiciones experimentales de pH 7.4 y temperatura de 37°C, y tiene un valor

de

Krr =~ 44,160 moléculas

A partir del trabajo de Gunsalus et al. (1986), en donde se calculd el nimero de represores

en F. coli cultivada en un medio sin triptéfano, obtuvimos que:

R, =~ 400 moléculas



Para las tasas de asociacién (k;") y disociacién (k; ) entre los distintos estados del represor
(R, RT y RT2) y cada uno de los operadores, se utilizaron los valores empleados por Tabaka
et al. (2008). Estos datos, los cuales fueron calculados a partir de los trabajos experimentales
de Grillo et al. (1999), Hurlburt y Yanofsky (1992), Zhang et al. (1994), y Jardetzky y

Finucane (2007), son presentados a continuacién:

k‘IRTQ ~ 8.1 moléculas™? min~?, ki g = 6.0 moléculas™ min!,

k} pr & 19.2 moléculas™ min ™, k| p ~ 60.0 moléculas™" min~",

k3 ppo ~ 0.312 moléculas™ min!, k3 rra = 0.198 moléculas™! min~!,
_ ~ ’ —1 -1 - , -1 .1

kj gy ~ 6.6 moléculas™ min™", ky g =~ 66.0 moléculas™ min",

k3 prs A 0.3 moléculas™ min™", k3 prs A 36.0 moléculas™ min™",

ks pr = 72.0 moléculas™ min~!, k5 ~ 810.0 moléculas™" min~?,

La constante de disociacién entre el triptofano y el represor que se encuentra unido al operador
(Korr), se calculé asumiendo una condicién de balance detallado, al igual que en el trabajo

de Tabaka et al. (2008), obteniendo un valor de:

Korr =~ 1,980 moléculas

La constante de cooperatividad entre los represores unidos al primer y segundo operador (k)

fue estimada experimentalmente por Yang et al. (1996), la cual tiene un valor de

k. ~ 40

La tasa maxima promedio de transcripcién de una copia del operdn trp (kys) se infirié a partir
de la tasa de transcripcién del operdn lactosa (lac), la cual es 18.2 moléculas/min (Kennell
y Riezman, 1977); y a partir de comparaciones entre las fuerzas (tasas de transcripcién) de
los promotores trp, lacUV5 (variante del promotor lac) y lac. El promotor trp es aproxima-

damente 3 veces més fuerte que el promotor lacUV5 (De Boer et al., 1983), y este ultimo es



2.1 veces més débil que el promotor lac (Deuschle et al., 1986). Por lo tanto, el promotor trp

es cerca de 1.43 veces mas fuerte que el promotor lac, obteniendo entonces que

kar =~ 26 moléculas/min

La probabilidad de que la transcripciéon no sea interrumpida por el proceso de atenuacion
(P4) esté representada en la ecuacién A.16, la cual contiene dos pardmetros, K¢g y «. Estos
parametros fueron ajustados para que la funcién reprodujera adecuadamente los resultados
experimentales de Yanofsky et al. (1984). Estos resultados muestran que la probabilidad de
que ocurra atenuacion de la transcripcion en bacterias cultivadas en un medio que simula
ausencia de triptofano, es 6 veces menor que en bacterias cultivadas en medio minimo, con o

sin triptofano. Los valores que permiten satisfacer este comportamiento son

K =~ 1200 moléculas Y o~ 18.8

Para calcular el tiempo invertido entre el inicio de la transcripcién y el inicio efectivo de
la traduccién (7pr), debemos tomar en cuenta que la enzima antranilato sintasa (AS) es
sintetizada a partir de los dos primeros genes del operén trp (trpE y trpD). Por lo tanto,
debemos considerar el tiempo que la ARN polimerasa tarda en avanzar desde el inicio de la
transcripcion, hasta el codén de inicio del gen trpD. Sabiendo que la longitud de este segmento
es de 1724 nucledtidos (nt) (Yanofsky et al., 1981), y que la ARN polimerasa avanza con una
velocidad de 2700 nt/min en bacterias con tiempos de duplicacién de 60 min (Bremer y
Dennis, 1996), obtenemos que el tiempo que tomaria este proceso seria de 0.64 min. Por
otro lado, debemos considerar que el ribosoma avanza més rapido (2880 nt/min) que la
ARN polimerasa (Bremer y Dennis, 1996), por lo que debe pasar cierto tiempo para que la
polimerasa no frene el avance del ribosoma sobre el ARNm. Sabiendo que la longitud de la
region codificante del gen trpD es de 1596 nt, podemos calcular que este tiempo es de 0.04

min. Por consiguiente, si hacemos la suma entre estos dos tiempos, obtenemos que

v ~ 0.68 min



Forchhammer et al. (1972) determinaron experimentalmente que las regiones del ARNm
correspondiente a los genes trpE y trpD tienen vidas medias de 1 y 1.25 min, respectivamente.
Por lo tanto, consideramos la degradacion de la region con menor vida media, y el hecho de
que la degradacién ocurre como un proceso de decaimiento exponencial (M (t) = Mge M),

A partir de esto podemos calcular la tasa de degradacion, v,,, obteniendo

Y ~ 0.69 min~*

Mediciones experimentales realizadas por Bennett et al. (2009) indican que el tiempo de
duplicacién (t2) de la bacteria E. coli en medio minimo con glucosa, durante crecimiento
exponencial, es de alrededor 77 min. Con este dato calculamos la tasa de dilucién (p = 1/t,),

la cual tiene un valor de

p~ 0.013 min~*

Para calcular la tasa con la que se inicia la produccién de la enzima AS (kg), utilizamos dos
datos. El primero es el del nimero de ribosomas que traducen cada ARNm del operén trp, el
cual es de aproximadamente 30 ribosomas (Baker y Yanofsky, 1972). El segundo, es la vida

promedio del ARNm, la cual a partir de v,; obtenemos que es de 1.45 minutos. Por lo tanto,

kg ~ 20.7 moléculas/min

Los dos genes necesarios para sintetizar la enzima AS son traducidos independientemente.
Por esta razon, el tiempo invertido en la traduccién, 7z, estara dado por el tiempo que
tarde el ribosoma en traducir el gen con la regién codificante de mayor longitud. Este gen es
trpD, cuya region codificante es de 1596 nt. A partir de esta longitud y la antes mencionada

velocidad de traduccién (2880 nt/min), podemos calcular que

T ~ 0.55 min



La tasa maxima con que cada complejo enziméatico produce triptéfano (kr) fue calculada a

partir del trabajo de Ito et al. (1969), obteniendo que

kr ~ 300 moléculas/min

Los valores de la constante de disociacion entre el triptéfano y la enzima (K7), y del coeficiente
de Hill (n) de la funcién de inhibicién enzimética (Pr(7")), fueron tomados del trabajo de

Caligiuri y Bauerle (1991), y estos son:

K ~ 2500 moléculas Y n~~1.2

Para calcular la tasa maxima por minuto con la que el triptéfano es utilizado para la fabri-
cacién de proteinas (pmaz), tomamos el nimero de moléculas de triptéfano incorporadas en
todas las proteinas de la célula, y lo dividimos entre el tiempo en que la célula, y por lo tanto
también las proteinas, son duplicadas. Del sitio web FE. coli Statistics obtenemos que una
célula de E. coli contiene alrededor 2.6 millones de proteinas, cada una con una longitud pro-
medio de 360 aminoacidos. Con este dato, y sabiendo que la abundancia de triptéfano es de
1.1% del total de aminoacidos (Neidhardt, 1990), podemos calcular que habra alrededor de
10.3 millones de moléculas de triptofano presentes en proteinas. Si el tiempo de duplicaciéon

es de 77 minutos, entonces

Pmaz ~ 134,000 moléculas/min

Para la funcién de consumo de triptéfano (p(77)), un valor de
K, ~ 1,000 moléculas

permite representar que la produccion de proteinas, y por lo tanto el consumo de triptéfano,

disminuye solo cuando hay escasez de triptofano intracelular.

En el estado estacionario nuestro sistema alcanza niveles de enzima y triptéfano cercanos

a las 1000 y 4100 moléculas por célula, respectivamente. Estos valores se encuentran en el



mismo orden de magnitud que los datos obtenidos experimentalmente por Bliss et al. (1982)

y Bennett et al. (2009).
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