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Resumen

Simulaciones de medios granulares fueron realizadas usando el método de
elementos discretos para un silo bidimensional polidisperso y una tolva cua-
sibidimensional monodispersa. En el silo se verific6 numéricamente el modelo
derivado por Janssen y la suposicién general de que las paredes cargan parte
del peso de la columna granular debido a la friccidon estatica entre granos
y ellos con las paredes. Variamos el coeficiente de friccién, la dispersion de
radios, el ancho del silo, y el tamafio de granos. El modelo de Janssen llega
a ser menos relevante cuando el ancho del silo incrementa y los esfuerzos
tienden a un comportamiento més hidrostatico. La distribucién de esfuerzo
normal y tangencial en las paredes evidenciaron puntos de méximos esfuerzo
mientras que los esfuerzos internos mostraron zonas de concentracién de car-
ga, localizadas siempre alrededor de 2/3 de la altura de la columna. Cambiar
el tamano de los granos afecté la distribuciéon de esfuerzos, incrementando
el peso en el fondo como el grano era mas pequeno (manteniendo la misma
masa total del granulado), dando otra vez un comportamiento més hidrosta-
tico y menos del tipo Janssen. Por otro lado, el modelo usado para nuestras
simulaciones fue validado con datos experimentales de una tolva cuasibidi-
mensional, implementando la friccién entre granos con los planos frontal y
posterior, que generalmente no es considerada en este tipo de sistemas. Se
vari6 el angulo de la tolva y el tamano del orificio de descarga. La velocidad
y la fraccién de sblido en el centro del orificio fueron ajustadas a modelos
sugeridos en la literatura. Los esfuerzos internos mostraron una transiciéon de
zonas estaticas a zonas movilizadas conforme el angulo aumenta. Observa-
mos la existencia de puntos de maximo esfuerzo cinético donde sus posiciones
forman arcos que se ajustan a parabolas o elipses para angulos menores a
50°. El comportamiento del flujo observado sugiere que la variaciéon del an-
gulo de la tolva tiene el mismo efecto en éste, independientemente del ancho
del orificio cuando éste es mas grande que doce veces el tamano de un grano.
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Abstract

Simulations of a polydispersed two-dimensional silo and monodispersed
quasi-two-dimensional hopper were performed using the discrete element
method. In the silo, we verified numerically the model derived by Janssen
and the main assumption that the walls carry part of the weight due to the
static friction between grains with themselves and those with the walls. We
vary the friction coefficient, the radii dispersity, the silo width, and the size of
grains. We find that Janssen’s model becomes less relevant as the silo width
increases since the behavior of the stresses become more hydrostatic. Like-
wise, the normal and tangential stress distribution on the walls evidencing
the existence of points of maximum stress, and the internal stresses sho-
wed zones of concentration of load, located always at a height around 2/3
of the granular columns. The size of the grains affected the distribution of
stresses, increasing the weight on the bottom as the grains are made smaller
(for the same total mass of the granulate), giving again a more hydrosta-
tic and therefore less Janssen-type behavior for the weight of the column.
On the other hand, the model used in our simulations was validated using
experimental data of a quasi-two-dimensional hopper, implementing friction
between grains with frontal and rear planes which is not considered in these
kinds of systems. The angle of the hopper and the size of the discharge orifice
were varied. The velocity and solid fraction in the middle of the orifice were
fitted with models reported in the literature. The internal stresses showed
a transition from static zones to mobilized zones while the hopper’s angle
increase. We observed points of maximum kinetic stress and their positions
form arcs wich fit to paraboles or ellipses for angles less than 50°. The beha-
vior of the flow suggests that varying the angle of the hopper has the same
effect on it, regardless of the size of the orifice when it’s larger than twelve
times the grain size.
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Capitulo 1

Introduccion

Arena, cereales, avalanchas de rocas e incluso ctimulos interplanetarios
como los anillos de Saturno son ejemplos de la gran familia de medios granu-
lares, compuesta por granos con diferentes formas y materiales, que aunque
abarcan varios ordenes de magnitud en tamano comparten caracteristicas
fundamentales. Son desordenados a nivel de granos pero se comportan como
un s6lido o un liquido a nivel macroscopico exhibiendo fenémenos tales co-
mo arqueo, avalanchas y segregacion. Estamos rodeados diariamente de ellos
y son fundamentalmente importantes en la industria, mineria, agricultura
y construccién. De igual manera estan involucrados en procesos geologicos,
determinando de una forma u otra la morfologia del planeta tierra. Por con-
siguiente, esa es la principal motivacién para el estudio de medios granulares.
Se ha estimado que méas del 50 % de las ventas en el mundo involucran pro-
ductos que han usado medios granulares en alguna etapa de su fabricacion,
convirtiéndolos en el segundo tipo de material més usado después del agua,
en la escala de prioridades de la actividad humana. Cualquier avance en
el entendimiento de la fisica de medios granulares tendra un gran impacto
econoémico [1].

1.1. Materia granular

A lo largo de la historia, el hombre ha estado en contacto con medios
granulares ya sea para construcciéon, almacenamiento de cereales, etc. Uno
de los usos més antiguos de materiales granulares en la construccién, utili-
zado por los Egipcios, fue el levantamiento de grandes y pesados obeliscos.
Ellos llenaban camaras de arena donde colocaban el obelisco horizontal, por
vaciado de la arena, poco a poco el obelisco quedaba vertical. En la figura 1.1
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se representa la técnica usada donde el medio granular (arena) es suficiente-
mente fuerte para sostener el pesado obelisco, pero también fluye cuando la
arena es removida en la base de la camara. Cabe mencionar que en la base
la presion satura debido a la friccion de la materia granular con las paredes,
por lo que la base no soporta todo el peso del obelisco.

=<

Figura 1.1: Técnica usada por los Egipcios para erigir un obelisco por drenado de
una camara llena de arena. Imagen tomada de [2].

Un medio granular es cominmente definido como una coleccién macros-
copica de particulas ‘“rigidas”, las cuales tienen un tamano tipicamente més
grande que 100 pym. Esta limitacién de tamano corresponde a que se con-
sidera particulas no Brownianas y sin otras interacciones como de van der
Waals. Si el tamaiio de las particulas es menor a 100 pm se considera al medio
como “polvo” donde se pueden presentar efectos electrostaticos o interaccio-
nes de van der Waals. A tamafios de particula menor a 10 ym se considera
el medio como “coloide”, donde la agitacidén térmica no es despreciable, pu-
diendo observarse el movimiento Browniano. Por lo tanto hay dos aspectos
importantes que contribuyen con las propiedades de la materia granular: que
la temperatura no juega un papel importante; y que las interacciones entre
granos son disipativas debido a la fricciéon cinematica y colisiones inelésticas.
Aun cuando la materia granular tiene similitudes con otros estados de la
materia (gas, liquido y solido), su comportamiento es muy diferente, por lo
que podria considerarse un estado de la materia adicional per se. Podemos
mencionar el comportamiento “extrano” de la materia granular clasificando
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Figura 1.2: Clasificacion de la materia particulada como funcion del tamano d de
sus particulas.

su similitud con los gases, liquidos y soélidos.

Sin embargo, los medios granulares no son sencillos de describir. Usual-
mente los medios granulares de interés son no cohesivos, por lo que la in-
teracciéon entre particulas son fuerzas de contacto clasicas de repulsion, y
la forma del sistema esta determinada por fronteras externas y la gravedad
ocupando gran variedad de estados metaestables. Debido al gran ntimero de
componentes en un sistema granulado, su estudio es muy complejo y por
lo tanto dificil de predecir su comportamiento. Disipan energia cinética ca-
si instantaneamente por colisiones y friccién entre granos, siendo una gran
diferencia entre estos sistemas y sistemas clasicos estudiados con fisica esta-
distica tales como moléculas e incluso coloides. De igual manera, los medios
granulares son fuertemente dependientes de su historia, y el solo movimiento
de un grano puede cambiar el estado en el cual se encuentre el medio. La
interaccién entre granos, aunque es solo de contacto, es muy compleja de
describir, las leyes de so6lidos en contacto involucran fenémenos no lineales
y no triviales tales como la fricciéon e impactos inelésticos. Con la ayuda del
computo actual apenas podemos simular un sistema con el nimero de granos
contenidos en una cucharada de azucar [2—4].

En una publicacion de 1885, Reynolds observd que una masa compacta de
granos encerrados en una envoltura flexible incrementa en volumen cuando la
envoltura es deformada. Este es el principio de dilatancia de Reynolds, siendo
el primer principio de medios granulares. El segundo principio es llamado
principio de movilizacion de la friccion. La fuerza de friccién entre dos granos
toma un valor entre cero y un valor limite justo antes del movimiento relativo
entre granos, este valor limite depende de la fuerza normal entre el granulado.
Debido a esto la distribucion de esfuerzos de un medio granular en reposo
esta indeterminado. Sin embargo el flujo de un medio granular a través de
una apertura es estable, por lo que parece que el estado de movimiento del
medio puede ser determinado, la energia es minimizada de una manera bien
definida. Este es el tercer principio de minima energia de flujos granulares.
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Por lo tanto la taza de descarga de flujos granulares puede ser calculada
desde la forma de la superficie de deslizamiento en la apertura [5].

La friccién es un concepto clave para este tipo de sistemas, y es debi-
do a su naturaleza disipativa que los medios granulares presentan diversos
fenomenos. Las leyes macroscopicas que gobiernan la fricciéon entre solidos
fueron estudiadas por Leonardo da Vinci realizando experimentos con blo-
ques deslizantes, de éstos se pueden hacer tres observaciones: 1) la fuerza
necesaria para que un bloque empiece a deslizarse es independiente del area
de contacto, y por lo tanto la fuerza necesaria para mover varios bloques es
también independiente de si estos estan en linea o apilados; 2) esta fuerza es
linealmente dependiente de la fuerza normal, que en este caso es el peso total
de los bloques; 3) cuando el bloque esta deslizandose, la fuerza de friccion
es més pequena que la fuerza necesaria para que se inicie el movimiento.
Estas observaciones condujeron a formular las leyes clasicas de friccion escri-
tas primero por Amontons en 1699 y desarrolladas por Coulomb en 1785. Si
denotamos F y Fr como la magnitudes de las componentes normal y tan-
gencial, respectivamente, de la fuerza aplicada sobre un bloque deslizante,
las leyes Coulomb-Amontons son las siguiente: 1) existe una fuerza tangen-
cial minima para poner al bloque en movimiento, llamada fuerza de friccién
estatica, y es dada por Fr, = pusFy, donde pg es un coeficiente de friccion
estatica de los sélidos en contacto, mientras no exista movimiento relativo
entre los solidos en contacto la fuerza tangencial es Fr < usFn; 2) si el blo-
que se encuentra deslizandose sobre la superficie, la magnitud de la fuerza
de friccion (opuesta a la direccion de movimiento) es Frr, = puqFy, donde pq
es un coeficiente de friccién dinamica; 3) los coeficiente fts 4 son constantes
y dependen de los materiales en contacto y, tipicamente, 1 > pg > g > 0.

Estas ideas de friccion han ayudado a entender el comportamiento de
los medios granulares, y han sido numerosas investigaciones desde entonces
hasta nuestros dias las que han ayudado al entendimiento de diversos feno-
menos granulares. Entre las investigaciones que se pueden mencionar estén
los descubrimientos de Faraday (1831) sobre la inestabilidad convectiva en
un polvo vibrado, Reynolds (1885) quien introdujo la nocion de dilatancia,
el estudio de la saturacion de la presion en el fondo de un silo realizado por
Janssen (1895) entre otros. Incluso el conocimiento sobre pilas de arena ha
sido usado para describir otros sistemas dindmicos disipativos, por ejemplo,
De Gennes (1996) uso las avalanchas en pilas de arena como una imagen
para el movimiento de lineas de flujo en superconductores tipo II |2].
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1.1.1. Un gas extrano

La principal diferencia entre un gas o liquido con el medio granular es
que la interaccién entre sus granos es inherentemente ineléstica tal que en
cada colision se pierde algo de energia, asi que las aproximaciones basadas
en interacciones puramente elésticas o la conservacion de la energia (como
la teoria de gases) no pueden ser consideradas. Tal inelasticidad en las co-
lisiones granulares nos deja complicaciones al intentar aplicar las leyes de
Newton a interacciones individuales grano-grano. Preguntas sobre la correc-
ta dependencia de la velocidad en la fuerza de friccién, la importancia en la
duracién del impacto, o la inclusién de grados de libertad rotacionales han
sido debatidas por anos.

Debido a las colisiones inelasticas, la energia inyectada en la fronteras
(como un bano de calor) puede no ser suficiente para termalizar el siste-
ma, ya que suelen aparecer cimulos de granos en el sistema que podrian no
“fundirse”. Las condiciones para las cuales aparecen tales ciimulos han sido
estimados: si se considera un sistema con extension lineal L en un estado ini-
cial uniforme de granos ocupando una fraccién del volumen 7, la soluciones
provistas por la hidrodindAmica Newtoniana seran inestables y formaran ci-
mulos si el producto nL excede alguna constante que depende de los grados
de inelasticidad, para L suficientemente grande el sistema siempre formara
ctimulos sin importar la contribucién inelastica de cada colision.

Existe un tipo especial de aglomerado llamado “colapso ineléstico” donde
la ineslasticidad puede en teoria permitir un niimero infinito de colisiones en
un tiempo finito, dejando a las particulas en contacto sin movimiento relati-
vo. La relacién entre cimulos y el colapso inelastico atin debe ser clarificada,
puede considerarse un escenario donde, una vez formados los camulos, la
perdida de energia por colisiéon debe superar cierto valor critico; también
puede darse un escenario diferente donde todos los ctiimulos son transitorios
y eventualmente terminarédn en colapso inelastico. De cualquier forma, estos
fenémenos son suficientes para concluir que la hidrodindmica Newtoniana no
es aplicable.

1.1.2. Un liquido extrano

La materia granular puede fluir como un liquido, y hay gran variedad
de modelos tedricos que describen tales flujos. Podemos referirnos a esos
modelos como hidrodindmica granular. El sistema granular esta fuera del
equilibrio debido a la disipacién de energia en la materia granular, por lo
tanto las ecuaciones de Navier-Stokes no son aplicables, sin embargo, se
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Figura 1.3: Una tipica configuracion de 40 000 particulas con coeficiente de res-

titucién de 0.6 colisionando inelasticamente, exhibiendo cimulos. Imagen tomada
de [6].

han propuesto diversos modelos de flujos granulares pero aiin estan lejos de
alcanzar lo que son las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos Newtonianos.

Los flujos lentos y densos, y los flujos rapidos y de baja densidad son
idealizaciones para el desarrollo de modelos, pero los sistemas reales fre-
cuentemente exhiben ambos flujos simultdneamente en diferentes dominios
espaciales. Una pregunta abierta es jcomo modelar precisamente la transi-
cion entre los dos flujos?; existen modelos cinetico-tedéricos que son usados
para describir materiales granulares cuando la densidad es baja, el otro ex-
tremo es tratado con modelos de deformacion plastica cuasiestatica basados
en el principio de dilatancia de Reynolds. Modelos especificos consisten en
ecuaciones diferenciales parciales aumentadas con modelos constitutivos no
locales. Estos modelos son usados en mecénica de suelos y en el disefio de
tolvas, sin embargo existen experimentos que no van de acuerdo con las pre-
diciones tedricas e indican que la forma del grano tiene un rol importante
que requiere mejor entendimiento.

Uno de los aspectos més fascinantes de los medios granulares, que se en-
cuentra actualmente en debate, es el comportamiento que presentan cuando
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el medio granular es vibrado. Cuando existe un flujo continuo de energia
hacia el sistema se pueden observar diversos fenémenos como conveccion,
formacion de patrones, segregacion por tamano, y formacion de pendientes.
Estos fenémenos son observados cuando el sistema es vibrado en direccién
vertical tipicamente como z = Acos(wt) y cuando v = Aw?/g es un poco
més grande que la unidad; cuando v es mas grande se puede considerar un
tipo de turbulencia granular.

En el proceso de vibracién, el material granular se eleva sobre la base del
contenedor, dilatando en el proceso, tal que un flujo macroscopico puede apa-
recer. Este flujo toma la forma de conveccién que continuamente transporta
granos; con diferentes condiciones de frontera es posible invertir el sentido
del flujo. Cuando el medio granular vibrado esta compuesto de particulas
de diferente tamafio, las particulas mas grandes se mueven a la parte supe-
rior independientemente de su densidad. Este fen6meno es conocido como
“el efecto nuez de Brasil” debido a que las nueces mas grandes alcanzan la
superficie del contenedor después de agitarlo. Asi que agitar materiales gra-
nulares no induce su mezclado, la dindmica dominante permite la separacién
por tamanos en contraste con los liquidos ordinarios a los cuales la entropia
favorece un estado mixto homogéneo. Diversos experimentos muestran que
otro parametro relevante para estos fenémenos es la razoén de energias ciné-
tica y potencial a una altura d, es decir, mv?/(mgd), donde d es el didmetro
del grano.

1.1.3. Un sodlido extrano

Debido a su naturaleza disipativa en ausencia de un flujo de energia ex-
terna, los materiales granulares aislados evolucionan a un estado estatico
independientemente de las condiciones iniciales, sin embargo, pequenas va-
riaciones en las condiciones iniciales pueden provocar diferencias notables en
sus propiedades. Las fuerzas que aparecen en una pila de arena son muy hete-
rogéneas formando cadenas donde el esfuerzo es particularmente intenso. La
distribucién de probabilidad de fuerzas en una pila de arena es considerada
como P(f) = cexp(—f/fy) donde ¢y fp son constantes.

Las cadenas de fuerza son importantes de igual manera para la transmi-
si6n de sonido en un medio granular. Una perturbacién de una sola particula
fuera del amontonamiento, que es una parte en 10°, puede crear un cam-
bio de 25 % en la transmision del sonido. Asi que el fendmeno macroscopico
es muy sensible al movimiento y lugar de una sola particula, debido a la
heterogeneidad del sistema.

Dependiendo del procedimiento de llenado de un contenedor, se presenta
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Figura 1.4: El efecto nuez de Brasil. La particula més grande alcanza la superficie
cuando el sistema es agitado. A la izquierda se observa la configuracion inicial, a
la derecha se observa la configuracién final después de agitar el sistema. Imagen
tomada de [7].

un empaquetamiento aleatorio de las particulas. Para particulas esféricas
puede variar la fraccion volumétrica n entre 0.55 y 0.64. A través de la
friccion estatica las cadenas de fuerza pueden mantener una configuracion
metaestable.

Ya que la energia kT es despreciable, la densidad solo puede cambiar por
perturbaciones externas. Mehta y Edwards (1989) han propuesto un nuevo
formalismo que reemplaza la termodinamica convencional, intercambiando el
Hamiltoniano por un volumen funcional siendo la entropia el logaritmo del
ntmero de estados de un volumen dado. Las otras cantidades termodinamicas
son definidas en analogia con la termodinamica ordinaria, pero en vez de kgT'
usan una nueva temperatura efectiva que es dada por la compactividad del
sistema [3].

1.2. Probleméatica

Existen diversos problemas alrededor del comportamiento de los medios
granulares, la gran mayoria de las soluciones propuestas son empiricas, y
muchas veces no tienen una clara conexién con las propiedades micromecéa-
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nicas del granulado. Algunas derivaciones de éstas soluciones se basan en
suposiciones que, aunque dan buenos en muchos casos, fallan al cambiar las
condiciones y propiedades del sistema, o cuando se escala a sistemas grandes
a nivel industrial. El problema méas importante en la industria se encuentra
en el manejo del material granulado, esto es: el llenado, el almacenamiento
v la descarga de este material; el desconocimiento de la fisica del medio gra-
nular utilizado provoca perdidas econémicas, materiales e incluso humanas.

En este trabajo se centra en dos etapas del procedimiento industrial men-
cionado arriba: el almacenamiento y la descarga del material granular. Para
almacenar el material se utilizan estructuras llamadas “silos”. El material
confinado forma esfuerzos asimétricos sobre las paredes, vacios y un apanta-
llamiento de la presiéon en la base. El modelo més utilizado para la predicciéon
de la presiéon en el fondo es el propuesto por Janssen en 1895, sin embargo
este modelo fue derivado a partir de experimentos con silos de maiz a nivel
laboratorio [8], por lo que a nivel industrial no ha sido satisfactoriamen-
te corroborado. Cabe aclarar que al ser un modelo empirico, se desconoce
en general su dependencia con las propiedades del sistema. Por otro lado,
se desconoce como las dimensiones del sistema afectan a la distribucion de
carga tanto en las paredes como en el interior del medio granular. No esta
demés comentar que no es facil acceder a la informacion sobre la distribucion
de esfuerzos en el interior de forma experimental; y esa es una ventaja que
ofrece el estudio numérico de estos sistemas.

El siguiente problema se encuentra en la descarga del granulado. Un me-
canismo muy utilizado para este fin es la descarga por accion de la gravedad
a través de orificios, ya sea en la base del silo o por tolvas. El control del
flujo granular es primordial en estos procesos. Uno de las férmulas més usa-
das para calcular el flujo a través de un orificio en la base de un silo es
la llamada “Ley de Beverloo”, pero tiene la misma desventaja mencionada
anteriormente, es una férmula empirica y por consiguiente se desconoce de
forma general su dependencia con las propiedades del sistema. Otra férmula
es la propuesta por Brown y Richards [9], la cual es derivada de argumentos
micromecénicos y que considera tolvas con cierto angulo de apertura. Ellos
proponen que existe un arco a partir del cual los granos se encuentran en
caida libre (free-fall arch), sin embargo la existencia de este arco es muy
discutida ademés de que presupone una discontinuidad en la distribucién de
esfuerzo en el interior de la tolva.

Actualmente diversas investigaciones intentan resolver estas problema-
ticas, las cuales se expondran en el siguiente capitulo. Sin embargo, no se
encontro en la literatura trabajos que eluciden alguna respuesta a estas pro-
bleméaticas considerando sistemas grandes, es decir, sistemas con un ntimero
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de particulas arriba de los 25000; o que tuviera una buena estadistica. Otro
detalle, es que los sistemas de descarga de granos se suelen estudiar con si-
mulaciones numéricas bidimensionales, sin embargo, si queremos resultados
comparables con los experimentos, entonces es necesaria la implementacién
tridimensional de esferas considerando friccién de éstas con los planos pos-
terior e inferior de la celda cuasi-bidimensional (esto no se considera en la
literatura). En este trabajo aprovechamos el computo acelerado por GPU
para estudiar la distribucién de esfuerzos en un medio granular estatico y en
flujo. La ventaja de utilizar calculo por GPU y c6digos implementados desde
cero, es la posibilidad de manejar una gran cantidad de granos en simulacio-
nes que toman menos tiempo comparadas con las que se realizan utilizando
CPU; igualmente nos da la posibilidad de correr simulaciones equivalentes
pero con condiciones iniciales distintas (copias) y de esa forma obtener pro-
medios estadisticos fiables. Los resultados obtenidos de los silos se encuentra
publicado en la revista cientifica Physical Review E 97, 012903 (2018) [10].
Los resultados de presentados en el estudio de tolvas se publicardn en dos
articulos cientificos: el primero se publicara en la revista cientifica Granular
Matter y expondré la validacién del modelo y método de simulacién utilizado
por comparar con resultados experimentales de tolvas obtenidos por el La-
boratorio de Medios Granulares de la Universidad de Navarra Espana (atin
sin publicar); el segundo expondra los resultados obtenidos en las tolvas de
diferentes dngulos y aperturas de descarga el cudl se encuentra en la etapa
de escritura del manuscrito y se espera publicar en unos meses.

1.3. Objetivos

El objetivo general de esta trabajo es verificar numéricamente los mode-
los (y sus suposiciones) utilizados para describir la presion en una columna
granular y para el calculo del flujo de descarga utilizando sistemas grandes a
los comtnmente reportados en la literatura. Los objetivos especificos se di-
viden en dos, los del material contenido (silo) y los del material en descarga
(tolvas).

Simulamos un silo bidimensional, obteniendo la distribucién de esfuerzos
internos, en las paredes y en la base. Uno de los objetivos como se mencion6
es verificar el modelo de Janssen numéricamente. La parte novedosa de es-
te trabajo es la implementacion de la friccion estéatica para corroborar que
las paredes cargan parte del peso, ya que sin esta no se puede llegar a la
saturacion de la presion en el fondo del silo (atn con la friccion dinamica
implementada). Los otros objetivos son: explorar los limites de este modelo



INTRODUCCION 11

de Janssen variando el coeficiente de friccion, la polidispersidad de radios,
el ancho del silo, y el tamano de las particulas; evidenciar zonas de méximo
esfuerzo tanto en las paredes como en el interior de la columna granular; y
observar la dependencia de la constante de proporcionalidad de Janssen con
las variables anteriormente mencionadas.

Después simulamos una tolva cuasi-bidimensional donde uno de los ob-
jetivos principales es la validacién de los resultados obtenidos con el modelo
utilizado en las simulaciones comparandolos con los obtenidos por su anélo-
go experimental. Una vez validado y calibrado los parametros de simulacion,
se extrapolan los resultados experimentales simulando tolvas de diversos an-
gulos y tamafos de orificio de descarga para: observar la distribuciéon de
esfuerzos internos en ese estado de flujo, velocidades y densidades en la linea
del orificio, la tasa de descarga, y la formacién de los arcos de transiciéon de
esfuerzo cinético.
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Capitulo 2

Marco teoérico

En este capitulo se presentaran los detalles tedricos para silos y tolvas que
seran abordados en este trabajo. De igual manera se mencionaran algunos
trabajos relevantes que han estudiado estos sistemas siendo un campo que
esta en constante cambio puesto que atn no se tiene una teorfa adecuada y
completa para describir estos sistemas.

2.1. Silos

Frecuentemente en un proceso industrial se requiere el almacenamiento
de granos tales como maiz, cemento, carbén, entre otros. Las estructuras di-
seniadas para el almacenamiento de granos son cominmente llamadas silos,
los cuales son cominmente disenados de metal o concreto reforzado, siendo
en su mayoria cilindricos y su base es pequena comparada con su altura. Para
su diseno se considera principalmente el tipo y las propiedades del material
que almacenaré (propiedades como la densidad, flujo, friccion entre granos,
etc) ya que éstas determinan las cargas aplicadas sobre el silo. Las fallas en
un silo son muy frecuentes, cientos de silos industriales y de granjas presentan
algun grado de falla cada ano. Cuando un silo falla sus consecuencias pueden
ser devastadoras y de diversas formas como: pérdida del contenedor, conta-
minacién del material que contiene, pérdida del material, limpieza, costos de
reparacion y mas importante aun, las pérdidas de vidas humanas. Las fallas
més comunes de silos son por cargas asimétricas creadas durante el llenado,
almacenamiento y descarga de granos, grandes presiones no uniformes en el
suelo, colapso de la estructura interna. Hay causas que afectan a la estruc-
tura pero que no estan ligadas al hecho de contener materia granular; estas
pueden ser explosion y combustion, corrosion del silo, deterioro del concreto

13



MARCO TEORICO 14

debido a acidos, fallo por dilatacién y compresion térmica en el metal de las
paredes del silo, y por terremotos [11].

Las fuerzas ejercidas por los granos dentro de un silo depende de fuerzas
de contacto locales, friccién entre granos y con las paredes del contenedor,
la geometria del contenedor y la historia del sistema. La energia potencial
gravitacional de una particula en un silo es aproximadamente 102 veces
mas grande que la energia térmica kpT a temperatura ambiente, por lo
tanto la temperatura no interviene en las propiedades del medio granular
(exceptuando los procesos generados por posible dilatacion de granos), siendo
éstas determinadas por detalles de como fue construido el empaquetamiento.
Dentro del silo se puede crear arcos estables y vacios tales que una carga
vertical propia de la masa total de los granos puede tener un componente
horizontal significativo [12]. Un reflejo de esto, es el colapso de silos como en
la figura 2.1.

(a) (b)

Figura 2.1: Colapso de silos. (a) Falla por una componente horizontal de la carga
sobre la pared del silo y vacios formados durante el llenado, almacenado y descarga;
(b) falla por sobrecarga en el fondo del silo. Tomado de [13] y [11] respectivamente.

Contrario a la situacién hidrostatica, dentro de un silo la presiéon en la
base no incrementa indefinidamente como la altura de la columna granular
incrementa. La presion en el fondo satura a cierta altura como se muestra
en la Figura 2.2. El primero en estudiar este fenémeno fue Roberts en 1884;
él noté que la presion en el fondo deja de aumentar cuando la altura de la
columna granular es dos veces el didmetro del circulo circunscrito en la base.
En 1895, el ingeniero aleméan Janssen propuso un modelo describiendo la re-
direccion de la fuerza hacia las paredes del silo. Janssen derivo el equivalente
de la formula barométrica para medios granulares asumiendo que las paredes
cargan parte del peso [8]. El modelo descansa en tres principios:



MARCO TEORICO 15

1.- El medio es tratado como si fuera un continuo.

2.- Un esfuerzo vertical aplicado al material granular genera automética-
mente un esfuerzo horizontal proporcional a este mismo, tal que oy =
Koy; donde o, y 0y son los esfuerzos horizontal y vertical sobre una ca-
pa del medio granular en el silo, y K es la constante de proporcionalidad
de Janssen.

3.- La fuerza de friccion entre las particulas y las paredes se encuentra en
el punto de la falla de Coulomb: Fs = . F),, donde F,, y Fs son las
magnitudes de la fuerza normal sobre las paredes y la fuerza de friccién
tangencial con coeficiente de friccion estéatica p,,, respectivamente.

La constante K es conocida también como “coeficiente de presién en reposo
del suelo K" en el campo geotécnico y su dependencia con las caracteristicas
de los granos es, en general, desconocida. En la practica la ecuaciéon de Jaky es
ampliamente usada para estimar K, relacionandola con el d&ngulo de friccion
interno efectivo ¢’ como K = 1 — sin¢’; esta definicién implica que K es
Unica para cada tipo de material granular e independiente del estado inicial.
Esta definicion falla en ciertas situaciones.
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Figura 2.2: Comparacién entre el comportamiento del esfuerzo vertical de una
columna granular e hidrostatica en funcién de la profundidad.

Actualmente diversos estudios han explorado los limites del modelo de
Janssen, podemos mencionar el trabajo de Vanel y colaboradores [14] repor-
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tando mediciones precisas y reproducibles en la presién estatica en el fondo
de una columna granular mostrando el limite del modelo de Janssen clési-
co y extendiendo por introducir una zona efectiva hidrostatica en la parte
superior de la columna. Por otro lado, de Gennes [4] menciona que aunque
Janssen propuso una razoén constante entre el esfuerzo horizontal y vertical,
un sistema granular en ciertos estados de compactacion mostrara una resis-
tencia a la compresion medida por un moédulo macroscopico de bulto K (la
misma K de Janssen); ya que las fuerzas son mediadas por pequenas regio-
nes de contacto entre dos granos y el drea de contacto incrementa con la
presion, de igual manera K incrementara con la presion. Un medio granular
bajo compresion puede ser descrito como un medio cuasi-elastico donde uno
consigue K = v/(1 — v) donde v es el coeficiente de Poisson del material.
En otro enfoque, Vanel y colaboradores [15] mencionaron un simple modelo
hiperbolico dando un rol fundamental a las cadenas de fuerza; este modelo
considera oy, = 110, + 1720, con 1 2 dependiendo de la orientacion de las
cadenas de fuerza.

La friccién entre granos y paredes es un pardmetro decisivo en el mode-
lo de Janssen. Landry y colaboradores [16] estudiaron empaque granulares
utilizando simulaciones computacionales en dos y tres dimensiones, eviden-
ciando la zona hidrostatica en la parte superior de la columna granular y
encontraron que la falla de Coulomb no se cumple en el interior del empaque
pero si en las paredes. Bertho y colaboradores [17] reportaron medidas en
el fondo de empaques granulares en el fondo de un tubo vertical en movi-
miento relativo, mostrando que el empaque de granos alcanza el equilibrio
dindmico independientemente del estado inicial y de la velocidad relativa
con respecto a las paredes. También se ha estudiado un estado no homogé-
neo de friccion completamente caracterizada por una coeficiente de friccion
generalizado dependiente de la profundidad [18].

El pardmetro K es determinado popularmente con la prueba de com-
presion uniaxial, el cual es usado para medir la razoén de presion lateral a
vertical de diferentes granos de cereal. En estas pruebas K tiene un rango de
0.37 2 0.74 [19]. Aunque se espera que K este entre 0 y 1, se han encontrado
valores més grandes que 1 en trabajos tanto experimental [20] como numeéri-
camente [21]. En diversos trabajos [22-25] se ha analizado la dependencia de
K con las propiedades del sistema, siendo atn desconocido su relacién con
las caracteristicas de un medio granular.
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2.1.1. Modelo de Janssen

En el modelo propuesto por Janssen y modificado por Lord Rayleigh
se trata al medio granular como un continuo. Aunque ésta aproximacion es
altamente discutible en medio granulares, hace posible escribir ecuaciones
diferenciales que sus soluciones describen el comportamiento de éstos con
una buena exactitud.

Para poder tratar al medio granular como un continuo se tiene que con-
siderar ciertas situaciones si se quiere tener una buena aproximacion:

= Se requiere un gran numero de particulas, ya que la aproximacion falla
cuando se tienen pocas particulas o cuando se exploran propiedades a
nivel local.

= La falta de cohesién de un medio granular seco es un problema funda-
mental. Debido a que el medio granular es heterogéneo existen espacios
intergranulares, que aunque no interactian con los granos, si ponen
restricciones sobre como puede propagarse el esfuerzo en el medio y la
deformacion de las particulas. De igual forma, las rotaciones individua-
les de las particulas representan un problema. La descripciéon basado
en un continuo requiere que las cadenas de fuerza sean transmitidas sin
interrupcién, una variable como la presiéon solo puede ser definida si las
cadenas de fuerza no estan rotas y no existen rotaciones individuales
de las particulas.

= La descripcién basado en un continuo puede ser usada muy bien cuan-
do los tiempos de observacion son largos. Es necesario dar un tiempo
de relajaciéon amplio en materiales granulares, ya que la aproximacién
falla para observaciones a tiempos cortos. No es raro en el mundo de
la fisica que los fenémenos y su descripciéon sean bastante diferentes
dependiendo de su duracion.

Consideramos un capa de espesor dh situada a un profundidad h en un
contenedor de area transversal A y perimetro P. La capa esta en equilibrio
bajo efecto de varias fuerzas combinadas. La presién aumenta con la pro-
fundidad (A = 0 en la parte superior del contenido, y A > 0 en el fondo).
La zona de interés experimenta una fuerza hacia arriba igual a Ado,, donde
oy es la presiéon o esfuerzo vertical. El peso de la capa constituye una fuerza
dirigida al fondo igual a pgAdh donde g es la gravedad y p es la densidad
volumétrica de la capa. Por ultimo tenemos las fuerzas de friccién sobre las
paredes que resulta del movimiento infinitesimal del area lateral de la capa
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Oy

oy + doy,

Figura 2.3: Esfuerzos verticales en una capa de espesor dh ubicada a una profun-
didad h de la superficie de un contenedor de area transversal A.

Pdh, es dirigida hacia arriba, y representa un valor igual a uopPdh. Usan-
do la relacion del esfuerzo vertical con el horizontal o, = Ko, obtenemos
para esta fuerza de friccion Kuo,Pdh, donde p es el coeficiente de friccion
entre el contenido de la capa con las paredes del contenedor. La condicién
de equilibrio para la capa es

Adoy, + KuPo,dh = pgAdh
d
# = pgdh. (2.1)
1-— Kumau
Ahora consideramos que en la parte superior del contenido existe un
esfuerzo inicial o,, y que la altura es h = 0. Integrando (2.1) obtenemos

pgA KuP \|7 h
— P (- 2 h
KuP n ( pgA Uv) - P9 |0
P KuP P
In(1-Ku—ro = S htm(1-Ku—
! < ”pgA%) A ( MpgA%)
P P
1—-Kp—o, = e BKrPMA(] Ky~ .
HogA ‘ HogATr

Asi llegamos a la forma generalizada de la ecuacién de Janssen:

pgA —KuPh/A —KuPh/A
Uv:m<1—€ KMP/ >+O'U0€ KMP/ . (22)
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Si consideramos que no existe esfuerzo inicial en la superficie del conte-
nido (o, = 0) conseguimos la ecuacion que obtuvo Janssen originalmente:

_ P9A (1 —KuPh/A
oy = KiP (1 e ) . (2.3)

Podemos observar que para valores pequenos de h tenemos o, ~ pgh
como una presion hidrostatica convencional. Cuando h es mas grande que
A/(PKp),la presion vertical satura tendiendo asintoticamente a pgA/(PK )
[1,26].

Contenedor bidimensional

Para derivar la férmula de Janssen en un contenedor bidimensional consi-
deramos una celda como en la Figura 2.4, de longitud L, altura h y espesor e.
Solo existe fricciéon con las paredes laterales de ancho e. Tomando en cuenta
que el perimetro de interés es P = 2¢ y el area transversal es A = Le, la
relacion P/A = 2/L; asi, substituyendo en (2.3), nos queda

_p9L o okunL
7= g (1 e ) . (2.4)
A
h
4_\

Figura 2.4: Contenedor bidimensional
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2.2. Tolvas

Muchos de los procesos que se realizan en las industrias requiere de lle-
nar, almacenar y descargar medios granulares; estos procesos estan altamen-
te automatizados, aunque son disenados de manera empirica, y su fiabilidad
depende en tultima instancia de una intervencién manual que controle prin-
cipalmente la apariciéon de atascos, el desarrollo de segregacién, entre otros
problemas. Asi, en la mayoria de los procesos de dosificacion de materia-
les granulares, desde principios activos en la industria farmacéutica hasta el
mezclado de morteros en la industria de la construccién, se pueden producir
grandes fluctuaciones en el volumen dispensado, lo que origina un alto grado
de rechazo de la producciéon, con el consiguiente coste econémico y pérdida
de eficiencia energética [27].

El almacenamiento de granos a gran escala se realiza en silos para garan-
tizar la continuidad en la cadena de produccién, posteriormente en la des-
carga, el flujo de granos es controlado en general simplemente por accién de
la gravedad o en ocasiones de forma combinada con cintas transportadoras.
Este tipo de estrategias para el manejo del material granular no garantiza,
por ejemplo, que la mezcla sea homogénea, o que se obtenga una cantidad
de material con una granulometria y densidad especifica. Existe bibliografia
centrada en el estudio de la segregaciéon de granos en silos, aunque se en-
cuentra focalizada principalmente en el proceso de vaciado, mediante tolvas
o boquillas, aportando (de forma muy parcial) algunas soluciones al proble-
ma de las fluctuaciones del material descargado [28,29]. No se conoce hasta
el momento una expresion que vincule las propiedades micromecanicas del
material granular con su tasa de descarga o flujo a través de orificios, tanto
si estos son planos como si se encuentran al final de una tolva.

Histéricamente, las tolvas se han utilizado como un mecanismo de homo-
geneizacion y control de los flujos de descarga y sin embargo, no se conoce
en detalles como afectan estos dispositivos a los esfuerzos que se desarrollan
sobre el material manipulado. Las caracteristicas del flujo son generalmen-
te controladas por un balance entre la fuerza de gravedad, el angulo, y la
friccién existente entre la superficie y el material. Muchos experimentos de
flujos en descarga de tolvas se han llevado a cabo con diferentes configura-
ciones, tales como variar la rugosidad del material, usando diferentes tipos
de material, y estudiando la influencia en las condiciones de entrada. Las
conclusiones generales de estos estudios son: 1) cuando la superficie es suave
se obtiene un flujo completamente uniforme a cierto dngulo de inclinacién
critico; 2) cuando el material es rugoso se observan flujos acelerados a dngu-
los de inclinacién pronunciados, y 3) existe un gran rango de inclinacion de
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las paredes donde se observa un flujo estable uniforme [30].

2.2.1. Flujo granular

En la descarga de material granular se pueden distinguir principalmente
dos tipos de flujo: flujo de embudo y flujo masico [13]. El flujo de embudo o
flujo interno es generalmente definido como un patréon de flujo en el que algo
del material es estacionario mientras que el resto se encuentra en movimiento.
En contraste, el flujo mésico es generalmente definido como un patrén de flujo
en el que todo el material esta en movimiento, notando que no se requiere
que la distribucién de velocidades sea uniforme puesto que los granos en el
centro tienen velocidades generalmente mas grandes que los granos cerca de
las paredes del contenedor. En los sistemas reales es comun observar una
combinacién de estos dos flujos, considerdndose como un flujo mixto. En la
Figura 2.5 se presenta un esquema de los tres distintos patrones de flujo.

(a) (b) ()

Figura 2.5: Esquema de tres patrones de flujo: (a) flujo masico, (b) flujo de embudo
y (¢) flujo mixto. El color més oscuro representa la parte del material que esta
practicamente estatico.
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Relacion de correlacion de Beverloo

En 1961, W. A. Beverloo y colaboradores [31] obtuvieron una expresion
para el flujo de granos a través de un orificio. Esta expresion se basa en un
analisis dimensional donde se presupone que el flujo () depende de parame-
tros relevantes como son el didmetro del orificio D, la densidad aparente py
del material, la aceleracién g de la gravedad y el coeficiente de friccion g
entre particulas; experimentalmente, se sabe que la influencia del didmetro
del contenedor y la altura del material granular es despreciable para el flujo,
excepto cuando el contenedor esta cerca de vaciarse. Considerando que la
funcion se puede descomponer en el producto de potencias de estos parame-
tros podemos escribir

Q = C(n)D*ppg", (2.5)

donde C es una funcién del coeficiente de friccion sin unidades. Realizando
el analisis dimensional obtenemos que las unidades de (2.5) son

IMT™] = [L]*[ML™?P[LT 2] (2.6)

esto lleva a que los exponentes sean a = 5/2, b =1 y ¢ = 1/2. Sin embargo,
al graficar Q?/5 en funcion de D para los datos experimentales se observa
que la interseccion con el eje D no se da en cero sino que a cierta apertura
de orificio de descarga deja de haber flujo; se encontré que esta apertura es
proporcional al didmetro de los granos d, por lo tanto la “ley de Beverloo”
queda expresada como

Q = Cpp/9(D — kd)*/?, (2.7)

donde k es un parametro de proporcionalidad y C' es suficientemente cons-
tante como para considerar que es independiente de pu; el término D — kd
puede considerarse como un didmetro de orificio efectivo siendo menor al D
real debido a que el centro de masa de los granos no puede tocar el borde
del orificio.

Aunque esta expresion empirica es ampliamente usada, atin no se conoce
la dependencia de C' y k con las propiedades del sistema, generalmente C
esta alrededor de 0.58 y k alrededor de 1.5. Actualmente se han propuesto
diversas modificaciones al modelo, un trabajo destacable es el de C. Mankoc
y colaboradores [32], en donde proponen introducir un término exponencial
que estarfa relacionado con la densidad aparente en una zona cercana al
orificio; ellos obtuvieron un buen ajuste con sus datos experimentales para
un amplio rango de didmetros de apertura, reproduciendo el flujo tanto para
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aperturas muy pequenias como muy grandes que es donde la expresion de
Beverloo no logra ajustarse bien.

La expresion de Beverloo no es aplicable para tolvas coénicas, ya que el
efecto del semi-angulo « del cono llega a ser importante. Esta contribuciéon
puede ser agregada con la correlacion de Rose y Tanaka (1956), donde el
flujo es proporcional a una funcion F'(a, ¢g), donde ¢4 es el angulo entre la
zona estancada del material y la horizontal. La expresion para el flujo queda
como

Q= QBF(O‘7 (bd): (28)

donde Qg es el flujo de Beverloo presentado en la ecuacion (2.7). La funcion
F es dada por (tanatan ¢g) 3% cuando o < 7/2 — ¢y, y es F = 1 cuando
a > m/2 — ¢q. El angulo ¢4 es una cantidad que debe ser determinada
experimentalmente, generalmente tiene un valor de 7 /4.

Arco de caida libre

Ademas del trabajo de Beverloo, se han desarrollado algunas predicciones
tedricas sobre el flujo granular en tolvas. Las ideas de tales predicciones
fueron basadas en el concepto presentado por Brown y Richards en 1961 [9]
llamado “arco de caida libre (free-fall arch)”. Este arco es una superficie
esférica bien definida donde la disipacién de energia disminuye a un minimo.
Arriba de este arco se considera que los granos estan en contacto con lo
cual existe un esfuerzo intergranular; debajo del arco, los granos pierden el
contacto y caen libremente por accion de la gravedad. Aunque este concepto
es coherente con el flujo de Beverloo, implica una inconsistencia al asumir
una discontinuidad de esfuerzo, ya que se considera que en el arco de caida
libre el esfuerzo cae a cero, lo cual es dificil de justificar.

El analisis es basado en un flujo radial en una tolva cénica. La velocidad
radial serd inversamente proporcional a 72 y las otras componentes de la
velocidad serén cero, esto es

0
Uy = —fﬁg), (2.9)
donde f(#) es una funciéon del angulo 6 el cual va de cero al semi-angulo del
cono «; el signo menos es por que el flujo es decreciente en la direcciéon de
r. La energia total T" por unidad de masa del material es dado por analogia
con la ecuacion de Bernoulli como
o 2

T = —+vi+gr0059. (2.10)
py 2



MARCO TEORICO 24

Como existe fricciéon en el material, se asume que T disminuye en la
direccion del flujo, por lo tanto dT'/dr debe ser positivo. También se asume
que el esfuerzo o es constante cerca del orificio, siendo esto basado en el
analisis de Janssen. Sin embargo, esto no es verdad ya que o debe tender a
cero cerca del orificio; el esfuerzo parece variar linealmente con r.

Sustituyendo (2.9) en (2.10) obtenemos

ar . 2f*(6)

dr 7o

+gcosf > 0. (2.11)

Brown y Richards asumieron que dT'/dr = 0 en el arco de caida libre el cual
es la superficie esférica de radio rg tapando el orificio; para un orificio de
diametro D y una tolva con un semi-angulo «, tenemos que rgsina = D/2.
Por lo tanto, de la ecuacion (2.11) podemos obtener

rogcosd 1/2 D5gcosf 1/2
f(0) = 5 =\ 5635 .

26 5in° v
Asi el flujo de masa @ puede ser obtenido por integrar la ecuacion (2.12)

1 — cos3/2 a>

(2.12)

S a (2.13)

Q= 27rpb/ £(0) sin0do = %pb\/ng’/? (
0

Como se hizo anteriormente, el diametro del orificio se sustituye por un
didmetro efectivo tal que (2.13) queda

Q = C'py/a(D — kd)*/2, (2.14)
donde
1—cos’/?
C' = LA . 2.15
6 ( sin®/? o ) ( )

Esta teoria de minima energia tiene éxito al predecir el flujo masico,
sin embargo falla en la predicciéon de perfiles de velocidad, lo cual es una
paradoja que es debatida actualmente [26]. La existencia del arco de caida
libre es controversial asi como la discontinuidad del esfuerzo en ese arco.
Rubio-Largo y colaboradores [33] demostraron la existencia de una transicion
bien definida del esfuerzo cinético en una posicion que escala con tamano del
orificio de forma experimental en un silo cuasi-bidimensional y numérica en
un silo cilindrico tridimensional; igualmente evidenciaron que el “arco” donde
se encuentra la transicion del esfuerzo cinético es parabolico modificando el
concepto del arco de caida libre.
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La velocidad v. por la que pasan las particulas en el centro del orificio
de un silo en descarga (v = 7/2) es la velocidad en caida libre desde una
distancia igual al radio R de apertura del orificio (rgsin(r/2) = D/2 =R =
ro) medido desde el orificio, siendo obtenida como

oo 0
/ adz = / vdv (2.16)
0 Ve

Rg/ ade _ 1o (2.17)
0

00 1/2
Ve = QQR(/ ;‘Z) - 2¢7R. (2.18)
0

donde a y v son la aceleracién y velocidad del grano, z la distancia vertical
medida desde el orificio de descarga, y -y es el area debajo del perfil de acele-
racion. En la teoria del arco de caida libre, la aceleraciéon de las particulas es
cero antes del arco e igual a g después del arco; esto quiere decir que v =1
siendo el perfil de aceleraciéon una funciéon escaléon. Sin embargo, en el trabajo
anteriormente mencionado [33| hacen evidente que el perfil de aceleracion en
el centro del orificio es decreciente y que sus valores cerca del orificio son li-
geramente mas grandes que g como se puede notar en la Figura 2.6 de donde
obtuvieron v > 1. Esto podria significar que los granos son impulsados hacia
abajo por un sistema que atin se encuentra con algo de compresiéon después
del arco, contrario a esta teoria de minima energia.
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5 (a) |

1.0 % * R=8 rp d

9y = R=10 rp |

¢ 06) gL |
(O] t p |
0.4 A -

02/ iy, _

z/R

Figura 2.6: Aceleraciéon efectiva normalizada por la gravedad g como funciéon de
la distancia vertical escalada z/R en (a) un silo 2D experimental y (b) un silo 3D
simulado. La regién sombreada es la funcion Heaviside compatible con la idea del
arco de caida libre. Tomado de [33]



Capitulo 3

Metodologia

Para el estudio numérico de medios granulares es comun utilizar el méto-
do de elementos discretos (DEM por sus siglas en inglés), siendo un método
robusto con la posibilidad de implementar calculos en paralelo. Es un mé-
todo determinista con las ventajas de acceder directamente a las fuerzas de
contacto, velocidades y posiciones en cada paso del tiempo de simulacién
discretizado.

Por otro lado, para el analisis de esfuerzos en medios granulares es uti-
lizado comtinmente el método de grano grueso (coarse graining), el cuél se
basa en realizar una distribucién continua de propiedades discretas.

En este capitulo se expondra la teoria y los conceptos mas importantes
de ambos métodos utilizados en este trabajo de investigacion.

3.1. Meétodo de elementos discretos

Los medios granulares consisten de un gran nimero de particulas que
interactian via fuerzas de corto rango, es decir, solo contacto mecanico;
las fuerzas de largo alcance como la electrostéitica no son consideradas. La
dindmica del medio granular es descrita por las ecuaciones de movimiento de
Newton y las fuerzas de contacto entre granos. Por lo tanto las ecuaciones
de movimiento para un grano « de masa m, ubicado en una posicién 7,
con un desplazamiento angular ¢, con respecto a los ejes principales de su
tensor de inercia I, seran

27
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dpa
= F, = ;Faﬁ + Fioy, (3.1)
dL,

dt =T, = %:Taﬁ + Toxt; (32)

donde p, = m,7 es el momento lineal, L = fawa es el momento angular
con w, como velocidad angular, y Fy, y T, son la fuerza y el torque actuando
sobre el grano a. F, es igual a la suma de todas las fuerzas de interacciéon
entre el grano « y cada grano en contacto 5, mas las fuerzas externas Feyt
actuando sobre el grano «, como la gravedad y las paredes. De igual manera
con el torque Ty,.

Las propiedades dindmicas y estaticas de un sistema granular son afecta-
das por la interaccién de los granos con las fronteras del sistema. Un método
muy eficiente es construir la pared como particulas que obedecen las mis-
mas reglas de interaccién que las del material granular, pero cuya dinamica
no es determinada por las ecuaciones de Newton (bésicamente particulas
estaticas).

Una vez definidas las fronteras del sistema, las propiedades, las posiciones
y las velocidades iniciales de los granos se procede a una serie de pasos
iterativos:

1.- Se calculan las fuerzas y los torques para cada grano, siendo la parte
central de la simulacién y es donde se consume la mayor parte del tiempo
de computo.

2.- Se prosigue a integrar las ecuaciones de movimiento expuestas en (3.1) y
(3.2) para obtener las trayectorias y velocidades de los granos.

3.- Se avanza un paso en el tiempo.

4.- Por ultimo se extraen los datos de interés pasado cada cierto namero de
pasos de tiempo.

A continuacion se expondran los modelos de fuerza y, el método de inte-
gracion utilizados en este trabajo. Si se desea conocer mas detalles acerca de
este método y otros métodos de simulacion se recomienda acudir a [34-36].
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3.1.1. Fuerzas de contacto

Consideramos un sistema de granos esféricos (discos en dos dimensiones)
secos no cohesivos, de tal forma que existen tres grados de libertad traslacio-
nales (dos en dos dimensiones) y tres rotacionales (uno en dos dimensiones).
El contacto general entre dos granos de radio R, y Rg, posiciones v, y 73,
velocidades lineales v, y vg, y velocidades angulares w, y wg es mostrado
en la figura 3.1, mencionando que para el propodsito ilustrativo se ha exa-
gerado el contacto (traslape) y con el punto de contacto Cypg definido en
el centro de la zona de traslape. No esta demés mencionar igualmente que
debido a la simetria de la geometria considerada es irrelevante considerar los
desplazamientos angulares de los granos.

kn,
Y [T
M ks §
— NN\ —

Figura 3.1: Diagrama de una colision de dos granos y el esquema de fuerzas de
contacto utilizado.

En general, cuando dos esferas impactan sufren una deformacion que se
encontrara entre los extremos de un choque perfectamente elastico y un cho-
que perfectamente ineléstico; parte de la energia en la colisiéon es disipada en
forma de calor, ondas de sonido, creacién de fracturas, etc. Por lo tanto, para
modelar la fuerza de contacto entre dos materiales viscoelésticos necesitamos
una parte de repulsion y otra de disipacion. Igualemente, descomponemos es-
ta fuerza en un componente normal y uno tangencial, F,3 = F, + Fy, al area



METODOLOGIA 30

de contacto.

Componente normal

Podemos describir la fuerza normal F,, sencillamente por una combina-
cion lineal de un resorte y un amortiguador para representar la componente
elastica y viscosa respectivamente. La direccién de la fuerza sera dada por
el vector normal unitario

n=_0""a (3.3)
1 = Tal

La magnitud de la fuerza normal queda modelada como
F, = min(0, —kn& — Yun), (3.4)

donde la funcién minimo es debido a que la fuerza siempre es repulsiva, £ es
un “traslape virtual” que parametriza la deformacion de los granos el cual es
dado por

¢ = max(0, Ry + Rg — |rg — Tal), (3.5)

VU, = 5 = vo8- M es la componente normal de la velocidad relativa al punto
de contacto ubicado en r¢, ;. Esta velocidad puede ser obtenida por

Vap = Vg — Vo +wg X (TC,; —Tp) — Wa X (TC,s — Ta)- (3.6)

Este modelo es referido como “spring-dashpot” y tiene la ventaja que su
solucién analitica permite calcular cantidades importantes. Las condiciones
iniciales, en el tiempo ¢ = 0, son cuando se establece el contacto; la defor-
macién empieza en cero y el grano tiene una rapidez normal inicial, esto es,
£(0) = 0y £(0) = vi™9al La solucion a la ecuacion diferencial (3.4) con
F, = m*f sera

vinicial 2
f(t) _n exp <_ Tn

o] S ) sin(27 ft), (3.7)

donde m* = mgmg/(mqa + mg) es la masa reducida y f es la frecuencia
de oscilacién. La deformacion inicia en cero, crece hasta un valor maximo y
decrece nuevamente hasta cero cuando ya no habra contacto, por lo tanto el
tiempo que dura el contacto, es decir el tiempo de colisién i, es la mitad
del perfodo de oscilacién dado por

ool = o = ['i” - (= )1 o (3.8)

m* 2m*
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Fenomenolégicamente, la elasticidad del impacto es descrita por el co-
eficiente de restitucion normal e,, el cual, es la razén de la rapidez normal
final vfi"@! con la rapidez normal inicial v"“?! de impacto. La derivada de
(3.7) evaluada en el tiempo de colision nos dara la rapidez normal final de

impacto, por lo que podemos obtener el coeficiente de restitucién por

final o 2
v §(tcol) v,
en = _U;;icial = — 6(0) = exp <—2nz*tcol . (3.9)

De esta forma podemos ajustar las constantes k, y 7, con los correspon-
dientes valores experimentales de e, y .o exhibidos en un material en un
rango de velocidades relevante para la simulaciéon. Estas constantes estaran
dadas por

2m* Ine,
o= (3.10)
Kn = tﬂ;— (7% + (Ine,)?] ; (3.11)

col

Una simulacion suficientemente precisa se puede obtener con un paso
en el tiempo de At = t.1/100. La ventaja de la fuerza (3.4) es que no
tiene parametros libres, por lo que &, y 7, son configuradas al inicio de la
simulacion y se mantienen constantes en toda la simulacion [37].

Componente tangencial

En general, la fuerza tangencial Fy esta conectada con la fuerza normal
por la ley de friccion de Coulomb, esto es Fs < usF), antes de haber desliza-
miento (friccion estética) y Fy = pqF), cuando existe deslizamiento (friccion
dindmica), con ps y pg como coeficientes de friccion estatica y dindmica res-
pectivamente siendo pg > pg. Sin embargo se necesita una forma numeérica
simple para introducir friccién estatica en un coédigo de simulacién. Una op-
cién que va acorde con el experimento es presentar un esquema de fuerza que
tome en cuenta una elasticidad tangencial, necesaria para sistemas estéaticos
o cuasi-estaticos. La elasticidad tangencial fue introducida en simulaciones
por primera vez por Cundall y Strack [38]. Sin embargo este modelo presen-
ta oscilaciones tangenciales, asi que para evitar esto se considera de igual
manera un amortiguamiento tangencial. De esta manera la fuerza de friccion
estatica es modelada como
F? = —ksC — 505 (3.12)

s
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donde k; es la rigidez del resorte tangencial, v, es un parametro de disipacion,
¢ es un desplazamiento virtual de un resorte tangencial, y v, es la velocidad
tangencial relativa definida como vy = v, — f -n. Esta descripciéon de la
fuerza tangencial serd valida mientras su magnitud no exceda pgF),.

La magnitud del desplazamiento virtual tangencial del resorte es definido
por

(=G + /t vsdt’ (3.13)
to

donde (, es la magnitud del desplazamiento calculado en un tiempo anterior
to (en el caso de que el contacto este iniciando configuramos t, = 0y (, = 0).

El detalle fundamental aqui es que , y vs no son necesariamente co-
planares en tres dimensiones. En un sistema de dos dimensiones el contacto
entre granos siempre ocurre a lo largo de una linea; no tendriamos proble-
mas con usar (3.13). En cambio, en tres dimensiones el contacto entre granos
ocurre en un plano que es perpendicular al vector normal unitario n, sin em-
bargo este vector no permanece constante en el tiempo y por consiguiente el
plano cambia de acuerdo a la rotacién de m. Por lo tanto, antes de actua-
lizar el desplazamiento tangencial ¢ tendriamos que rotar (, alrededor de
un vector definido por u = (n, x n)/|n, x n|, donde n, es el vector unita-
rio normal en un tiempo anterior. El d4ngulo de rotaciéon puede ser obtenido
por d) = arcsin(|n, x n|) y la rotacion quedara definida con la formula de
rotacion de Rodrigues

¢l = ¢oco8dQ + (u x &) sindQ + u(w - €,)(1 — cos df?). (3.14)

Podemos hacer la consideraciéon de que el angulo de rotacién es muy
pequeno, de tal forma que cosdf) =~ 1, sindQ) ~ df) y dQ2 = dQu = n, X n.
De esta forma la rotacién infinitesimal seréd

¢ = Co+ dS2 x & (3.15)

Ya rotado el desplazamiento tangencial anterior podemos actualizarlo un
paso en el tiempo At.
¢ = +vAt. (3.16)

Una vez que la friccion estética alcance el limite ugF;, configuramos la
fuerza de fricciéon dindmica como

Fd = i F,s, (3.17)

y el desplazamiento tangencial es configurado a una longitud consistente con
la condiciéon de Coulomb

¢=—L(F 4 yy); (3.18)

KRs
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donde s = F¢/F¢ es el vector unitario tangencial. En la siguiente iteracion se
calcula la fuerza utilizando (3.12), si F$ > pqF), entonces se sigue utilizando
la friccion dindmica actualizando su direcciéon s y ajustando ¢ con (3.17) y
(3.18). Si por el contrario FS < uqF, se regresa a la friccion estatica y se
vuelve a evaluar la condicion Fy < pgF, como cambio de fricciéon estatica a
dindmica.

Sin embargo es comin utilizar el mismo coeficiente de friccién estética
(s = pag = w), por lo que el limite del régimen estéatico sera la friccion
dindmica. Las constantes de resorte y amortiguamiento son ajustadas para
que las oscilaciones tangenciales y normales tengan el mismo periodo, para
discos se suele usar la relacion ks/kn, = 1/3 = 5/vn, y en el caso de esferas
se suele utilizar ks/k, = 2/7; estas relaciones se pueden configurar para
ajustar las simulaciones a datos observados experimentalmente [39-41].

3.1.2. Integracion de las ecuaciones de movimiento

El siguiente paso es integrar las ecuaciones de movimiento. Existen di-
versos algoritmos para integrarlas, pero en la practica solo unos cuantos son
relevantes. El calculo de fuerzas conlleva tiempo de computo, por lo que el
algoritmo de integracion deberia evaluar las ecuaciones una vez cada itera-
cion, eso deja fuera varios algoritmos como los métodos de Runge-Kutta de
ordenes superiores. Los algoritmos restantes se pueden dividir en dos grupos:
los métodos Verlet y relacionados, y la familia Gear de féormulas predictor-
corrector. Los algoritmos de estos grupos usados mas frecuentemente son:
Velocity-Verlet, Beeman, y Gear sizth-order. La exactitud de estos tres mé-
todos es similar, la diferencia mas grande es en el momento del contacto o
cuando deja de haberlo. Una precision alta no representa una mejora debido
a que las fuerzas descritas entre granos son discontinuas o tienen derivadas
divergentes en el momento del contacto (o justo cuando deja de haberlo)
para cualquier impacto con velocidad diferente de cero. Esto genera un error
grande en el tiempo de contacto que anula cualquier precisién ganada con
los métodos de orden superior.

El método Velocity- Verlet modifica las variables del espacio fase sobre un
paso en el tiempo dt usando

r(t+dt) = r(t)+7t)dt+ %i‘(t)dtQ +O(dt?), (3.19)
Bt dt) — %F(r(t +at)), (3.20)
Pt4+dt) = #(t)+ %[F(t + dt) + #(t)]dt + O(dt?), (3.21)
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Este algoritmo es auto-inicializado, es decir, no necesita informacién so-
bre los valores de las variables en tiempos previos o los valores de las deri-
vadas superiores. Es simpléctico en ausencia de disipacién. Es muy usado y
facil de programar. Sin embargo, el algoritmo no es correcto para fuerzas de-
pendientes de la velocidad, como es nuestro caso en simulaciones de medios
granulares. La solucién més simple es incluir un paso predictor a la velocidad
para mejorar la evaluacion de la aceleracion [34,42] dado por

r(t4+dt) = r(t)+r(t)dt + %i*(t)dtQ, (3.22)
Tt +dt) = #(t) +#(t)dt, (3.23)
wp(t+dt) = w(t)+ w(t)dt, (3.24)

P+ dt) = %F(r(t Fdt), Pyt + db),wy(t +dt)),  (3.25)

Ot +dt) = %T(r(t Fdb), Pt 4 dE),wp(t +dt)),  (3.26)

Fibdt) = (1) + S+ dr) — #(0]dr (3.27)

wt+dt) = wy(t)+ %[d}(t +dt) — o(t))dt, (3.28)

conservando hasta términos de segundo orden en dt y considerando las ace-
leraciones y velocidades angulares (debido a la geometria las rotaciones en
el caso de esferas o discos no tienen sentido). Para la integracion solo se
introduce la posicion, velocidad y aceleracion iniciales.

3.2. Meétodo de grano grueso

El método de grano grueso es una herramienta para representar una
dinamica de particulas discretas en campos macroscopicos continuos. Los
primeros esfuerzos para aplicar el método a medios granulares fue hecho por
Weber en 1966, de ahi en adelante se expusieron diversos trabajos sobre
el tema, sin embargo fue popularizado por Goldhirsch y colaboradores en
2001 [43]. La meta del grano grueso es producir ecuaciones de movimiento
continuas desde una dindmica microscopica. El primer paso es escoger y
definir un conjunto de campos continuos de acuerdo a las ecuaciones de
movimiento deseadas. Los campos deben estar definidos en todos lados del
sistema y no solo en el centro de masa de las particulas o solamente en el
interior de ellas. Se requiere una escala (o resolucion) de grano grueso espacial
y temporal, la cual es importante para obtener campos suaves y relaciones
constitutivas.
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Consideremos un ntmero finito o infinito de particulas, para una particula
o tenemos su masa my, la posicion de su centro de masa 7,(t) y su velocidad
v4(t) = 7 (t) en un instante de tiempo ¢. También definimos la posicion
relativa entre dos particulas a y 8 como r45(t) = ro(t) — rg(t), y la fuerza
ejercida por 3 sobre v es F,5(t), siendo Fy(t) = X3F,a(t). En algunas partes
del siguiente desarrollo se obviara la dependencia temporal de los vectores
posicion, velocidad y fuerza. Consideramos r como un punto en el espacio
donde escogemos medir una entidad fisica y no depende del tiempo, sin
embargo los campos dependen tanto de r como del tiempo ¢. En simulaciones
numéricas los campos estan definidos en un conjunto discreto de puntos
(formando una malla). El método aqui descrito esta basado en el trabajo de
Goldhrisch [44].

3.2.1. Ecuaciéon de continuidad

La densidad de masa microscopica en un punto r en un tiempo t es
definida por

P, 1) = mad(r = ralt)), (3.29)

donde ¢ es la funcion delta de Dirac. Esta definicion cumple con el requeri-
miento de que su integral sobre todo el espacio es igual a la masa contenida,
sin embargo es singular. Para obtener unas densidad de masa no singular
podemos definir

p(r,t) =Y mad(r —ra(t)), (330)

donde ¢ es una funcion de grano grueso la cual posee un predeterminada
ventana w (escala o resolucién), y debe ser real, positiva y normalizable, por
ejemplo la funcién Heaviside. Es més utilizada la funcién Gaussiana de ancho
w puesto que genera campos suaves y las integrales pueden ser calculadas
analiticamente.

Ahora derivamos la ecuaciéon de continuidad utilizando la densidad de
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masa definida arriba y haciendo uso de la regla de la cadena quedando

dp(r,t) 0
ot = & ; ma¢('r - ""a)

—% =—-V-p(r,t), (3.31)

donde i (y posteriormente j) denota el componente vectorial (se ha usado la
convenciéon de suma de Einstein), y se ha definido la densidad de momento
de grano grueso por

p(r.t) =) mavad(r — ral(t)). (3.32)
El campo de velocidad de grano grueso queda definido como
p(r,t)
Vir,t) = , 3.33
0= o) (339

donde podemos substituirlo en (3.31) y obtener la forma estandar de la
ecuacion de continuidad p = =V - (pV).
3.2.2. Ecuacién de conservaciéon del momento

De forma similar podemos obtener la ecuacién del momento. Tomando
la derivada temporal de la densidad de momento de grano grueso

8pi(T,t) - 0 ) _
T - a ;mavaz(b(r roz)

= Za: ma®ai¢(r - roz) + Za: mavai%(ra;ra)
= Z MaOaip(T — 7o) — (9?‘ Z MaVaiVajd(T —To).  (3.34)
« J (63

Primero desarrollaremos el primer término de (3.34) donde consideramos
la segunda ley de Newton y que la fuerza en la particula « es la suma de todas
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las contribuciones de otras particulas 3 sobre esa particula. Obteniendo
A = Z MaVai (T — T4
(6%
= Z Faid)(r - Ta)
(07
= YD Fupid(r —ra)
a g

= Y Fapid(r —1a) (3.35)
ap
= - Z Faﬁi¢(r - T,B)a (336)
ap

donde el ultimo término es la tercera ley Newton (a y 5 en la suma son
variables mudas por lo que se pueden intercambiar). Utilizando (3.35) y
(3.36) podemos obtener

1 1
A= 24 = > Fagild(r — 7o) — ¢(r — 7). (3.37)
ap
La siguiente identidad se mantiene para cualquier funcién suave
Lo
d(r—rg) —d(r—ry) = / a—qﬁ(r — 1o + 5T0p)ds
0 S
! 0
= d aBjia —Ta «a
/0 STaBj 6rj¢(r To + 5T0g)
o 1
TaBj 7 / d(r — 1o + sTap)ds. (3.38)
arj Jo
Substituyendo (3.38) en (3.37) obtenemos

10 1
A=—=—" F.5rasi —r, . ‘ .
Sy oot [| o —rotangyis (39

Antes de seguir con el segundo término en (3.34), es conveniente definir
la fluctuacion de la velocidad de la particula « en el tiempo ¢:

vl (r,t) = va(t) — V(r,t). (3.40)
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De la definicién anterior podemos obtener la siguiente igualdad
Zmavlaqﬁ(r —Ty) = Zma(va = V)é(r —ra)
= Zmava¢<r —7q) =V Z Mad(T — Ta)

= p—pV=0. (3.41)

El segundo término en (3.34) puede ser reescrito como

B = —a—rj ; mavaivajqb(r — ’I“a)
0
= o > ma(v) + Vi) (0 + Vi)(r — 7o), (3.42)

por otro lado del resultado obtenido en (3.41) podemos observar que los
términos cruzados se anulan, puesto que X, Vivajp = VX400 = 0, por lo
tanto (3.42) queda

0 Z Z
B == _877’] [ . ma‘/;Vj(p(’r - Ta) + ~ moﬂ)/aiv;j(é(r - Ta)]
__9 pViVi + E MaUh;Vh (T — 74) (3.43)
a,rj L) ~ atar¥ay [e* . .

Teniendo A y B podemos tener la expresion completa para (3.34), y si
la comparamos con la ecuacién de conservaciéon del momento
8pi . 0

= 2 (pViV; —0y) = A+ B, 44

donde podemos identificar la expresion para el tensor de esfuerzo & en dos
contribuciones, una cinética 6% y otra de contacto o colisional ¢ siendo

oij = o+, (3.45)
ofi = =Y mavpvhb(r —ra), (3.46)
«
1 1
oij = D) Z Fopiragj /0 d(r — ro + sT0B)ds. (3.47)
o

Un problema con (3.46) es que depende de la escala w de la funcion de
grano grueso ¢. Artoni y Richard publicaron un trabajo donde proponen



METODOLOGIA 39

definir las fluctuaciones de velocidad (3.40) con respecto a la posicion de la
particula o y no con respecto a la posicion r agregando el gradiente de un
campo de velocidades promediado en el punto r y en el tiempo ¢, donde cada
componente es

V(P o, t) = vai(t) — Vi(r) + (r —7y) - VV. (3.48)

Aplicando esa correccion se obtiene una descomposicién del tensor ciné-
tico en dos partes, una parte puramente cinética % independiente de w y un
nuevo término &7 que contiene toda la dependencia del tamaifio del dominio
promediado w. Los términos derivados son los siguientes

o5 = o tal (3.49)
off = =) MaVaive;$(r —Ta), (3.50)
of; = —p(D-VVy)(D VVj), (3.51)

donde pD? = Soama(rai — 1i)%¢. Por lo tanto podemos usar (3.50) y (3.48)
para obtener el tensor de esfuerzos cinético sin importar la resoluciéon w. En
la Figura 3.2 podemos observar la diferencia de usar esta correccién donde
ya no hay dependencia de la resoluciéon escogida w. Todas los detalles y
derivaciones pueden ser encontrados en [45].
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Figura 3.2: Resultados del perfil de la traza del tensor de esfuerzos con la altura
de un silo en descarga de granos con diametro d y utilizando una funcion de grano
grueso Gaussiana con diferentes resoluciones w para (a) la definicion (3.46) y (b)
con la definicién corregida (3.50).



Capitulo 4

Silo bidimensional

En este capitulo se expondran los resultados obtenidos de las simulaciones
de un silo bidimensional con granos polidispersos como discos con tres grados
de libertad (dos traslacionales y uno rotacional). Se obtuvo el esfuerzo en la
base para verificar el modelo de Janssen, la distribucién de esfuerzos en las
paredes y en el interior de la columna granular. Se observé el comportamiento
del parametro K de Janssen cuando se varia el coeficiente de friccion, la
polidispersidad, el tamano del silo y el tamano de los granos. La base del
silo fue movida lentamente hacia abajo con tres propoésitos: 1) simular el
experimento en [17], 2) usar el hecho de que la fuerza de friccion con las
paredes es movilizada y desmovilizada de vez en vez, cambiando la historia
del sistema y obteniendo una mejor estadistica, y 3) que el granulado este
cerca del punto de la falla de Coulomb, mejorando el contacto entre el modelo
de Janssen y la simulacién. Este trabajo ha sido publicado en la revista
cientifica Physical Review E 97, 012903 (2018) [10].

4.1. Descripciéon de las simulaciones

En todas las simulaciones se utiliz6 una malla hexagonal con un poco
més de un didmetro maximo de distancia entre los centros de los granos
para evitar traslapes; los radios tuvieron una dispersién uniforme y aleato-
ria, es decir Ry = Rave + aAR, donde R,y es el radio promedio, AR es la
fluctuaciéon maxima, y a es un numero aleatorio escogido entre —1 y 1; los
granos tuvieron una densidad superficial p = 4.0 g/cm?, tiempo de colisién
teol = 1074 s, coeficiente de restitucion normal e, = 0.5, y se utiliz6 una re-
lacion de constantes de rigidez k,, = ks y disipaciéon 57, = vs para el modelo
de fuerzas de contacto; la velocidad inicial de cada grano fue vg = 1.0 cm/s

41
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en direcciéon aleatoria, y sin velocidad angular inicial; el silo fue rectangu-
lar con ancho ajustable, altura indefinida, paredes rigidas obedeciendo las
mismas reglas de interaccién como los discos del sistema; el coeficiente de
friccién estatico y dinamico fue el mismo; el paso en el tiempo se configurd
en dt = teo1/150.

Los granos caen por gravedad primero hacia una base estatica, después de
~ 10% pasos en el tiempo la energia cinética total del sistema cae a ~ 1071 J,
lo cual comparado con la escala de energia ~ 10~* J (un grano cayendo por
gravedad una distancia de un didmetro) puede ser considerada cero; para
obtener estos valores fue necesario usar variables en doble precisién. Después
de ese tiempo la base fue lentamente movida hacia abajo con una velocidad
vp = 0.001y/4gRave donde g es la aceleracion de la gravedad.

En la primera serie de simulaciones se considerd un silo de ancho L =
20 cm, granos con R,y = 0.5 cm y AR = 0.10 cm. Los coeficientes de
friccion grano-grano y grano-pared fueron iguales, p,, = p, y se prob6 usando
1 =0.2,0.4,0.6 y 0.8. Las simulaciones fueron corridas con diferente ntimero
de granos, alcanzando hasta 4000 in pasos de 200 granos. Se utilizaron 9 x 106
pasos en el tiempo.

En la segunda serie de simulaciones se utilizaron el mismo ancho del silo,
radio promedio de grano, pero se fijo . = 0.6 variando la dispersién de radios
AR = 0.10,0.20,0.25 y 0.30 cm. El niamero de granos y el paso de tiempo
fue el mismo que en la anterior serie.

La siguiente serie de simulaciones fue realizada con un ancho de silo
L = 40,60 y 80 cm, coeficiente de friccién p = 0.6, AR = 0.10 cm y el mismo
radio promedio que las anteriores. Para las simulaciones con L = 40 cm
el nimero méximo de granos alcanzado fue de 16000 en pasos de 800 con
12 x 108 pasos en el tiempo. Para L = 60 cm el nimero méaximo de granos fue
de 36000 en pasos de 1800 con 15 x 10% pasos en el tiempo. Para L = 80 cm
el niimero maximo fue de 64000 en pasos de 3200 con 18 x 10% pasos en el
tiempo.

Finalmente una serie de simulaciones fue llevada a cabo con p = 0.6
y L = 20 cm. Se varié6 Ry = 0.5,0.25,0.167 y 0.125 cm para un numero
méximo de granos igual a 4000, 16000, 36000 y 64000 granos respectivamente.
La dispersidad de radios se mantuvo en 20 % y los pasos en el tiempo igual
que en la serie anterior. La masa total es fija, solo cambian las dimensiones
de los granos.

Todas las simulaciones tuvieron 16 repeticiones cambiando los ntimeros
aleatorios para la distribucién de radios y la orientaciéon de las velocidades
iniciales. Los coédigos fueron escritos en CUDA-C para acelerarlos con para-
lelizacion por GPU en tarjetas NVIDIA Tesla K20 y K40. Las simulaciones
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fueron observadas con la herramienta de visualizacion OVITO [46,47], don-
de podemos observar las cadenas de fuerza. En la Figura 4.1 se presentan
ejemplos de dos silos con las cadenas de fuerza evidenciandose.

Figura 4.1: Cadenas de fuerza en silos con 4000 granos (izquierda) y 8000 granos
(derecha) usando pu = 0.6.

De cada simulacion obtuvimos la fuerza normal y tangencial sobre las
paredes, la fuerza normal sobre la base, la distribucién en tiempo y en altura
de las fuerzas sobre las paredes, y la matriz de esfuerzos interno de la columna
granular. En la Figura 4.2 graficamos las fuerzas tangenciales en las paredes
y la fuerza normal en el fondo, iniciando cuando la base empieza a moverse.
La fuerza tangencial total en las paredes ya excede la fuerza normal en el
fondo para una simulacién de 1600 granos. Esto indica que la mayor parte
del peso de la columna granular es cargada por las paredes. Las fuerzas se
encuentran en fase y se puede notar picos bien definidos de vez en vez. El
movimiento hacia abajo de la base induce avalanchas internas, y por lo tanto
la columna granular esta sujeta a un ciclo de compresion y descompresion.
Igualmente podemos notar que el peso en el fondo alcanza la saturacion
incluso con una base movible y es mas pequefio que la saturaciéon de peso
para una base estatica (al inicio de la simulacion); esto confirma el resultado
experimental obtenido en [17], sin embargo la resolucion alcanzada en ese
trabajo no parece ser suficiente para mostrar avalanchas internas.
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Figura 4.2: Fuerzas en las paredes laterales y en la base del silo como una funcién
del tiempo, iniciando en el momento que la base empieza a desplazarse hacia abajo.
Este es un comportamiento tipico de fuerzas para 1600 granos y L = 20 cm. La
grafica interior muestra una ampliaciéon de un pico debido a avalanchas internas.
Se puede observar la sincronizaciéon del pico para la fuerza normal en la base y
tangencial en las paredes pero con signos contrarios. Se puede notar que las fuerzas
tangenciales en la pared derecha e izquierda estan cerca pero son diferentes y que
las avalanchas afectan ambos lados del silo simultdneamente.

Después de un tiempo transiente, el esfuerzo normal en la base del silo
fue promediado. Se obtuvieron 20 puntos de diferentes alturas de columna
granular para luego ajustar el modelo de Janssen con el parametro libre K y
un parametro de proporcionalidad a, tal que el esfuerzo vertical o, = ao),

con o = 1 tenemos el modelo de Janssen original que para dos dimensione
es I
Jan — pbg (1 _ —Q,quZ/L) . 4 1

UZZ 2MwK € ’ ( ° )
la densidad de bulto pp fue calculada con la masa total de los granos y el
area final de la columna granular, obteniendo un valor de 3.23 & 0.02 g/cm?.
Para valores bajos de coeficiente de fricciéon, valores altos de dispersidad de
radios o bases grandes, obtuvimos valores ligeramente mas altos de densidad
de bulto. Todos los datos de ajuste de todas las simulaciones realizadas se
pueden observar en el Cuadro 4.1.
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Cuadro 4.1: Parametros de ajuste al modelo de Janssen.

Parametro de simulacion K «
L=20cm; AR =0.1 cm
pw=20.10 | 0.92+0.01 | 1.00 £ 0.01
0.15 | 0.87 £0.01 | 0.99 £0.01
0.20 | 0.86 £ 0.01 | 1.00 £0.01
0.40 | 0.66 £0.01 | 0.95 4 0.02
0.60 | 0.46 +£0.01 | 0.91 +£0.02
0.80 | 0.39£0.01 | 0.94 +0.03
L =20 cm; p=0.6
AR=0.10cm | 0.46 £0.01 | 0.91 £ 0.02
0.20 cm | 0.55+0.02 | 0.99 £ 0.03
0.25 cm | 0.53+0.02 | 0.95+0.03
0.30 cm | 0.49 +0.03 | 0.88 £0.05
AR =0.10 cm; 4= 0.6
L=20cm | 0.46 +0.01 | 0.91 £0.02
40 cm | 0.36 = 0.01 | 0.87 & 0.02
60 cm | 0.24 £+ 0.01 | 0.80 £ 0.02
80 cm | 0.16 £0.01 | 0.72 £ 0.02
L =20 cm; p=0.6
R =0.500+0.100 cm | 0.46 +0.01 | 0.91 £+ 0.02
0.250 +0.050 cm | 0.35 £ 0.02 | 0.84 + 0.03
0.167 £ 0.033 cm | 0.19+0.01 | 0.71 £ 0.03
0.125 4+ 0.025 cm | 0.17 £ 0.01 | 0.72 + 0.02
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4.2. Variando el coeficiente de friccion

En la Figura 4.3 mostramos el esfuerzo vertical o,, para diferentes coefi-
cientes de friccion, donde se puede ver claramente el perfil de Janssen. Debido
al hecho de que las paredes cargan parte del peso por las fuerzas de friccion,
los sistemas con baja friccién alcanzan un esfuerzo de saturacién mas grande
que sistemas con grandes coeficientes de friccién. También podemos observar
la relacién inversa entre la saturacion de esfuerzo vertical y el coeficiente de
friccién, aunque para valores de friccién méas grandes que 0.5 los valores de
saturacion no decrecen significativamente.

El Cuadro 4.1 muestra los parametros de ajuste al modelo de Janssen.
El pardmetro a esta cerca de 1, lo cual indica que las predicciones de Jans-
sen para el esfuerzo vertical son aceptables incluso para silos con una base
movible lentamente. El parametro K, el cual representa la deflexion del del
esfuerzo vertical a horizontal, varia y llega a ser méas pequefio con grandes
coeficientes de friccion. Estos resultados estan de acuerdo con el limite espe-
rado de K; el sistema con p = 0 tiene un comportamiento similar a un liquido
donde la presion horizontal y vertical es la misma (principio de Pascal).

4.3. Variando la dispersidad de radios

El esfuerzo vertical o,, en el fondo para diferente dispersidad de radios
es graficado en la Figura 4.4. Este cambio no tiene efectos notables en el
perfil de 0., y el modelo de Janssen se ajusta bien a los datos de simu-
lacion. Esto sugiere que el modelo de Janssen es independiente al grado de
polidispersidad del sistema. Ha sido reportado que la longitud de las cadenas
de fuerza parecen ser independientes de la polidispersidad en [48|. Es claro
que dispersidades pequenas pueden presentar cristalizaciéon, lo cual podria
ser el origen a diferentes resultados. Con el fin de saber el grado de cristaliza-
cién, obtuvimos el pardmetro escalar de orden para una simetria hexagonal
e = |(e%%),|, donde el promedio es tomado sobre todas las direcciones de
contacto g en las vecindades de un grano de referencia; los valores de g van
de 0.2 para sistemas pequenos a 0.01 para sistemas mas grandes, implicando
una falta de cristalinidad en la columna granular. El movimiento de la base
hacia abajo tiende a destruir el orden en el silo.

En el Cuadro 4.1 se encuentran los parametros de ajuste al modelo de
Janssen. Los sistemas con gran dispersidad de radios tiene una K ligeramente
méas grande. Si consideramos el ligero incremento de la densidad de bulto
para grandes valores de AR, entonces estos resultados estan en desacuerdo
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Figura 4.3: Esfuerzo vertical o,, para un silo de ancho L = 20 c¢m con diferentes
valores de coeficiente de friccion p. Los puntos son promedios sobre 16 simulaciones.
Las lineas son el mejor ajuste al modelo de Janssen. Un comportamiento totalmente
hidrostatico se puede notar cuando no hay friccion (¢ = 0). En el Cuadro 4.1
podemos observar que a es mas pequena que uno para grandes valores de .

con [22,24], aunque los cambios en la densidad de bulto son muy pequenos
para implicar un diferencia importante.

4.4. Variando el ancho del silo

En la Figura 4.5 mostramos o,,/L como una funcién de la relacion de
aspecto z/L de la columna granular para silos con diferente ancho. Cuando
la cantidad incrementa, el modelo de Janssen empieza a perder relevancia y
la propagacién de fuerza es disminuida en la direccién horizontal. Aunque la
relacion de aspecto altura-ancho es mantenida igual para todos los sistemas,
los silos con bases méas grandes no alcanzan la saturacion de esfuerzo vertical.
Cuando el ancho aumenta, la presiéon en el fondo tiende a un comportamiento
hidrostatico. Esto indica que para sistemas grandes la friccién en las paredes
juega un rol menor para la determinacion de la presion en el fondo. Esto
puede deberse a que las cadenas de esfuerzo tienen cierta longitud de granos
y forman cierto angulo con la horizontal, el incrementar el ancho del silo
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Figura 4.4: Esfuerzo vertical o,, para un silo de ancho L = 20 cm con g = 0.6
y diferentes valores de dispersidad de radios. Los puntos son promedios sobre 16
simulaciones. Las lineas son el mejor ajuste al modelo de Janssen. Las columnas
granulares con gran dispersidad son un poco mas altas que para baja dispersidad,
aunque su densidad de bulto son similares. Para la dispersidad mas pequenia (AR =
0.10 cm) tenemos un peso de saturacién un poco mas elevado; los ajustes para los
demas sistemas son muy similares.

no incrementa necesariamente la longitud de estas cadenas de esfuerzo o su
orientacién, por lo que el material granular ubicado en el centro de la columna
no llega a ser soportado por la friccién de los granos en estas cadenas de
esfuerzo con las paredes. Muchas de las cadenas formadas en el centro de la
columna granular terminan llegando a la base del silo, asi que mientras se
aumenta el ancho de la columna un porcentaje cada vez mayor del peso es
cargado por la base acercidndose al comportamiento puramente hidrostatico,
incluso manteniendo la misma relacion de aspecto z/L.

El Cuadro 4.1 muestra los pardmetros de ajuste para silos de diferente
ancho. Cuando el tamano de la base aumenta, el parametro K disminuye
rapidamente, lo cual sugiere que las cadenas de esfuerzo no son lo suficiente-
mente largas para alcanzar las paredes y formar arcos estables. El pardmetro
a, asi como K, disminuye cuando el tamafio de la base aumenta. Ya que «
no esta incluida en el modelo original, su alejamiento al valor de 1 puede



SILO BIDIMENSIONAL 49

pensarse como una falla del modelo. Por otro lado, un decremento en K y el
comportamiento general observado en la Figura 4.5 estan dentro de los limi-
tes del modelo. Sin embargo, los resultados indican que para bases grandes
llega a ser dificil para el modelo ajustarse a los datos.

0.12 r r r T T
~ L =20 cm
s L =40 cm
s L =60 cm

OAIO-FEHL:8OCIH B

../ L at the bottom (N/cm?)
(=}
(o=l
(=2}

z/L

Figura 4.5: Gréfica para o,,/L como funciéon de la relacion de aspecto z/L de la
columna, donde o, es el esfuerzo vertical sobre el fondo para silos con = 0.6 y
diferente anchos. Los puntos son promedios sobre 16 simulaciones. Las lineas son el
mejor ajuste del modelo de Janssen. El esfuerzo vertical en el fondo no alcanza la
saturacion para valores grandes de L, incluso para columnas con relaciéon de aspecto
tan grandes como 10. En general, el comportamiento llega a ser més hidrostético
como L crece.

Con el objetivo de observar el comportamiento de la presion en el fondo
cuando el ancho del silo incrementa, en la Figura 4.6 mostramos simulaciones
con la misma razon W/L, donde W es el peso del material granulado. En
principio, la presion en el fondo tiende a un comportamiento hidrostatico
con grandes bases ya que los bordes pierden relevancia. Para grandes bases,
la friccién entre las paredes y los granos es relevante solo para columnas
estrechas.

La distribuciéon de esfuerzos en las paredes fue obtenido promediando
varios histogramas generados por cada paso en el tiempo. En la Figura 4.8
mostramos la distribucién de esfuerzos normal y tangencial para silos de
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Figura 4.6: Esfuerzo normal o,, en el fondo para silos con diferente bases pero
la misma relacion de aspecto W/L (W: peso de la columna, L: ancho del silo). La
grafica en el interior muestra el comportamiento de la altura de la columna para el
silo con base creciente: para grandes bases, algunos reordenamientos de los granos
reducen ligeramente la altura. La linea solida es el ajuste de Janssen con o = 1,
K =0.45+0.01 y usando una altura promedio de 98.7 cm.

diferente anchos. Para el protocolo seguido aqui, el méximo esfuerzo normal
se da alrededor de 2/3 de la altura de la columna granular, medida desde
arriba, como puede observarse para el sistema con un gran niimero de granos
(L = 80). Podemos ver que cerca de la superficie del silo el esfuerzo tangencial
cambia de direccion (zona negativa); esto esta asociado a nuestro protocolo
de una base moviéndose hacia abajo. El esfuerzo tangencial es més grande
cerca de la base, como se esperaba del hecho de que la mayoria del peso de la
columna granular es cargado por la mitad inferior de las paredes del silo. Si
observamos la Figura 4.8, podemos notar que el modelo de Janssen no aplica
para la parte superior del silo: en esa zona, el esfuerzo normal en las paredes
tiene un comportamiento hidrostatico y el tangencial es irrelevante. Para silos
muy grandes el parametro K tiende a cero, lo que indicaria que la deflexion
del esfuerzo vertical hacia la horizontal es cada vez menor, sin embargo, en
las paredes se encuentran esfuerzos normales significativos tendiendo al caso
hidrostatico donde la presiéon a cierta profundidad es la misma en la vertical
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como en la horizontal. Igualmente podemos observar que en la mitad inferior
la distribuciéon del esfuerzo tangencial tiende a ser homogénea mientras que
la normal disminuye. Todo esto sugiere que no se puede definir una K general
para toda la columna granular y podria cambiar con la profundidad, esto es,
K = K(z), al menos para grandes sistemas.

Para estudiar el comportamiento del esfuerzo en el interior de la columna
granular, obtuvimos el tensor de esfuerzos. Como la velocidad de las parti-
culas es muy pequena no consideramos el esfuerzo cinético descrito en el
método de grano grueso, solo obtuvimos el esfuerzo de contacto. La funcion
de grano grueso utilizada en la definicién dada en la formula (3.47) fue una
Heaviside (funcion escalon), de esta forma nos evitamos la integral. El tensor
de esfuerzo queda definido por lo tanto como

1
055 = UZ-C]- = Z ZFa,BiTaﬁja (4.2)
af

donde la suma es llevada a cabo sobre todos los contactos entre particulas
contenidos dentro de una celda previamente definida de drea A (suficiente-
mente grande para ajustar 20 celdas a lo largo del ancho del silo), Fg; es
el componente i-ésimo de la fuerza de interaccion entre dos granos a-f en el
punto de contacto, y rogj = raj — rgj el componente j-ésimo del vector que
conecta sus centros.

En la Figura 4.9 se muestra la distribucion de esfuerzo normal (presion
hidrostatica) obtenida usando la cantidad (04 + 0.2)/2, v la distribucion
de esfuerzos tangenciales internos usando (o, + 0,,)/2. Las gréaficas estan
normalizadas con los valores maximos encontrados en cada caso, los cuales
son, de izquierda a derecha, 3.8, 6.9, 11.0, y 15.0 N/cm respectivamente
para la Figura 4.9(a), y 1.8, 2.0, 2.4, y 2.9 N/cm, respectivamente para la
Figura 4.9(b). Para sistemas con gran nimero de granos, la maxima presion
es aproximadamente en medio del silo en la direccién horizontal, y un poco
debajo de la mitad en la direcciéon z. El esfuerzo tangencial en las paredes es
méaximo en la mitad inferior del silo como se muestra en la Figura 4.8(b). En
general, cerca del fondo el esfuerzo tangencial es positivo en el lado izquierdo
y negativo en el derecho, pero en la parte superior hay una ligera inversiéon
de signos.

Es conveniente observar la distribucién de esfuerzo a lo largo del ancho
de los silos para diferentes regiones de la columna granular. Dividimos la
columna en quintiles, cada uno cubriendo un area de 20 celdas a lo ancho
y aproximadamente 40 celdas de alto; un promedio fue hecho para cada
columna en el quintil. La Figura 4.10 muestra la distribucion de esfuerzos a



SILO BIDIMENSIONAL 52

lo largo de la direccion horizontal para cuatro silos con z/L = 10. El primer
quintil corresponde al fondo y el quinto a la parte superior; en silos con gran
ancho la diferencia es marcada. Para grandes anchos, el esfuerzo normal
es mas grande en medio de la base y se concentra en el segundo y tercer
quintiles. El silo con base més pequena tiene una distribucién homogénea en
la direccién horizontal. El esfuerzo tangencial es més grande a medida que
nos acercamos a las paredes y se concentra en el primer y segundo quintiles.
En el resto de la columna, la distribucién es ligeramente homogénea. Esto
sugiere que parte del peso de la columna granular es cargado solo por la
parte inferior de las paredes donde la friccién juega un rol importante. En
la pare superior de las paredes el comportamiento del esfuerzo parece ser
hidrostatico, sin embargo, observamos una ligera inversiéon de signos con
respecto al encontrado en la parte baja de las paredes.

En la Figrua 4.11 se muestra la distribucion de fuerzas ejercidas en las
paredes. La distribucién de fuerzas parece ser independiente del coficiente de
friccion, dispersidad de los radio, y la base del silo. Podemos notar el amplio
rango de la amplitud de fuerzas alcanza hasta 15 veces la fuerza promedio. La
frecuencia para grandes fuerzas decae exponencialmente, pero para fuerzas
pequenas tiene un ligero incremento. Estos resultados estan de acuerdo con
los experimentos llevados a cabo en [49] donde la distribucién es aproximada-
mente uniforme para fuerzas debajo del promedio, decae exponencialmente
para fuerzas mas grandes que el promedio, y aumenta ligeramente para fuer-
zas cercanas a cero. Aunque se han propuesto diversos modelos [50] atin no se
ha podido obtener uno que prediga la distribucién de fuerzas con exactitud.

4.5. Variando el radio promedio

El incremento en hidrostaticidad del sistema como la base del silo incre-
menta (ain manteniendo la relacion de aspecto z/L) sugiere que un medio
hecho con particulas pequenas (pequenas con respecto al tamano del silo)
deberia empezar de apartarse de un puro comportamiento tipo Janssen. La
pregunta fundamental aqui es la que sigue: jun medio de particulas muy pe-
quenas llega a ser hidrostético, incluso si atin hay fuerzas de friccion? Notese
que la presencia de las constantes g y el tiempo de colision t.o significa que
no es trivial escalar de dimensiones el sistema, y por lo tanto no se puede usar
los resultados mostrados para predecir en una forma facil el comportamiento
de silos con el mismo tamano pero particulas méas pequenas. De acuerdo a
esto, simulamos silos con diferente radio de grano promedio de una forma
similar a las simulaciones con silos de diferente bases, manteniendo la masa
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total del granulado constante. La Figura 4.7 muestra o,, en el fondo del
silo para diferentes radios promedio, con 20 % de dispersidad de radios. Si
comparamos con la Figura 4.5, podemos notar la perdida de relevancia del
modelo de Janssen cuando Raye/L < 0.008.
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Figura 4.7: Esfuerzo vertical o, sobre el fondo para un silo con ancho L = 20 cm,
con p = 0.6, y diferente valores de radio promedio. Los puntos son promedios sobre
16 copias. Las lineas son el mejor ajuste del modelo de Janssen. Podemos observar
la similitud con la Figura 4.5.

De acuerdo al Cuadro 4.1, notamos que los valores de K y « son simi-
lares a los silos con bases diferentes, sugiriendo de esa manera que el mismo
Rave/ L da el mismo comportamiento para la presion en el fondo. Sin embar-
go, encontramos un comportamiento diferente en las paredes. La Figura 4.12
muestra la distribucién de esfuerzo sobre las paredes para silos con granos de
distinto radio promedio. El esfuerzo normal sobre las paredes decae cuando
el radio promedio disminuye; esto puede ser atribuido a fuertes cadenas de
esfuerzo a lo largo de la direccion vertical, la cual hace que la parte central
del silo se comporte como un material s6lido con poca deflexiéon horizon-
tal; igualmente se puede notar que K disminuye cuando el radio promedio
disminuye, que va de acuerdo con la observaciéon de arriba. El esfuerzo tan-
gencial sobre las paredes para silos con particulas de radio promedio pequetio
tienen casi el mismo comportamiento, indicando que la parte del peso del
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material cargado por las paredes satura para Rayve/L < 0.008, y como se vio
anteriormente, esta concentrado en la mitad inferior de la altura del silo.
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Figura 4.8: Distribucion de esfuerzos (a) normal y (b) tangencial sobre las paredes,
para diferentes anchos de silo y manteniendo la relaciéon de aspecto fija. Los datos
fueron suavizados con Gnuplot, usando la opcion “acsplines”, donde el error esténdar
fue usado como peso de suavizado. En (a), para los sistemas grandes (L = 60 y
80 cm) notamos un comportamiento cuasi-lineal en la primera mitad del silo, similar
a la presion hidrostatica (lineas negras obtenidas usando o,, = ppgz), confirmando
[14]. Notese en (b) la presencia de esfuerzos tangenciales negativos cerca de la parte
superior de la columna; esos esfuerzos estan relacionados al hecho de que el fondo
se desliza para abajo, asi que las paredes “jalan” a los granos. Cerca del fondo, el
peso de la columna cancela este efecto. En general, el esfuerzo tangencial en la parte
superior del silo es cercano a cero, confirmando la observaciéon de hidrostaticidad.
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Figura 4.9: Distribuciéon de esfuerzos interno (a) normal y (b) tangencial para
silos con 4000, 16000, 36000, y 64000 granos manteniendo la relaciéon de aspecto
fijo. Las graficas son promedios tomados sobre 16 copias y normalizados con el
valor maximo encontrado en cada caso. Notece que para grandes silos con relaciéon
de aspecto fijo, el maximo esfuerzo normal aparece en el centro en la direccion
horizontal, y alrededor de 2/3z. Los valores mas grandes de esfuerzo tangencial
tienden a aparecer in cadenas, pero pequenas y generalmente lineales, formando
angulos agudos con las paredes, similar a un patrén de huesos de pescado.
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Figura 4.10: Histogramas de la distribucion de esfuerzos interna (a) normal y (b)
tangencial a lo largo de la direccion horizontal para cuatro silos con z/L = 10.
El primer quintil corresponde al fondo y el quinto quintil a la parte superior de la
columna. Se puede notar como el esfuerzo normal se concentra en el centro conforme
L crece, en particular para granos en el segundo y tercer quintiles. Para grandes
L el sistema muestra una inversiéon en la direcciéon del esfuerzo tangencial ya que
en los dos quintiles mas bajos esta cantidad va de positivo a negativo yendo de
izquierda a derecha, pero para los quintiles superiores una pequena variacién puede
encontrarse en la direccién opuesta.
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Figura 4.11: Distribuciéon de probabilidad de fuerza (a) normal y (b) tangencial
ejercida en las paredes para todo el tiempo de simulacién con la base moviéndose.
Podemos observar el decaimiento exponencial en la frecuencia cuando F,, crece,
sin importar el nimero de granos. Para fuerzas normales muy cercanas a cero
(F,/(F,) < 1), la distribucién muestra un comportamiento en ley de potencias.
Las fuerzas tangenciales tienen una zona negativa debido al movimiento de la base,
pero el rango es menor que la zona positiva. El comportamiento es similar a la dis-
tribucién de fuerzas normales, mostrando una exponencial decayente para grandes
valores de |F}|, y un comportamiento en ley de potencias para |F;/(F;)| < 1.
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Figura 4.12: Distribucion de esfuerzo (a) normal y (b) tangencial sobre las pa-
redes, para diferente radio promedio pero manteniendo la masa. Los datos fueron
suavizados con Gnuplot usando la opciéon “acsplines”; donde el error estandar fue
usado como peso de suavizado. La linea negra es el comportamiento hidrostatico
de la presion. Cuando R,.. decrece, el esfuerzo normal en las paredes decrece.
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Capitulo 5

Tolva cuasi-bidimensional

Este capitulo expondré los resultados obtenidos de simulaciones de una
tolva cuasi-bidimensional, es decir, una monocapa de esferas monodispersas
libres de moverse en tres dimensiones en un contenedor con apertura con un
espesor pequenio (poco méas grande que un didmetro de grano) comparado
con las dimensiones de su ancho y alto.

Se realizaron diferentes simulaciones variando el angulo de la tolva y el
ancho del orificio de descarga. Se obtuvo el flujo granular, el perfil de velo-
cidades y la fracciéon de ocupacién en el orificio; se analizaron los esfuerzos
cinéticos y de contacto con el método de grano grueso cerca de la zona de
descarga. Algunas simulaciones fueron comparadas con los datos experimen-
tales facilitados por el Laboratorio de Medios Granulares de la Universidad
de Navarra para validar los cédigos utilizados. Este trabajo atin no ha sido
publicado al momento de la realizacién de este escrito.

5.1. Descripcién de las simulaciones

Se configurdé un silo con tolva como el mostrado en la Figura 5.1. El
angulo 8 de la tolva fue variado desde 0° hasta 80° en pasos de 10°; y el
ancho D = 2R del orificio de descarga fue variado desde 8 cm hasta 40 cm
en pasos de 4 cm (excepto en la validacion; donde los valores son los mismos
que los utilizados en el experimento). El ancho del silo fue configurado a
10+ D cm, una altura suficiente para contener todos los granos, y un espesor
€ = 0.11 cm. Para estar de acuerdo con los datos experimentales obtenidos
con esferas de acero, simulamos 120000 granos como esferas monodispersas
de radio d = 0.1 cm, densidad p = 7.52 g/cm?, coeficiente de restitucion e, =
0.92, coeficiente de friccion p = 0.5 entre ellas y con las paredes laterales (es

61
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el mismo coeficiente tanto para la friccion estatica como para la dindmica),
tiempo de colision te.; = 107 s, y una relacion de constantes de rigidez
2k, = Tks y disipacion v, = 37, para el modelo de fuerzas de contacto; el
paso en el tiempo se configur6 en dt = t.,/100.

(a)

TS A
A LT '
{',, O 000000 B anTet

Figura 5.1: (a) Silo con tolva en descarga de una simulacién con 8 = 60° y
D = 2 cm. Al ser esferas monodispersas hay cristalizacion, por lo que en la figu-
ra se alcanza a distinguir las fronteras entre dominios cristalinos. (b) Ampliacion
alrededor del orificio de descarga.

Las esferas fueron colocadas inicialmente en un arreglo hexagonal con un
poco mas de un didmetro maximo de distancia entre los centros de los granos
para evitar traslapes. La velocidad inicial fue configurada con magnitud de
10 cm/s en direcciones uniformemente aleatorias para todos los granos; la
velocidad angular inicial fue de cero. Los granos caen por gravedad e inter-
accionan con las paredes rigidas laterales y los planos posteriores y frontales
con las mismas reglas que entre granos. Después de cruzar el orificio recorren
2 c¢m para luego dejar de moverse e interaccionar con el resto del sistema,
es decir, desaparecen y la columna granular va disminuyendo con el tiempo.
Después de 1.5 s de tiempo transiente se tom6 1 s de datos para el analisis de
esfuerzos en una ventana alrededor del orificio de descarga, a una frecuencia
de 2000 Hz. A esta misma frecuencia se tomd la fraccién de solido ¢ en el
orificio, dividiendo el ancho de éste en 2048 partes de tal forma que a cada
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parte se suma 1 si existe un contacto con un grano y 0 si es un espacio va-
cio para finalmente promediar al final de la simulacién. También se registra
la velocidad vertical de cada grano que ha cruzado el orificio y el tiempo
que transcurre cuando cruzan 80 granos para obtener el perfil de velocidades
verticales y el flujo granular respectivamente.

Los codigos para la simulacién y para el analisis de grano grueso fueron
escritos en CUDA-C acelerados por GPU usando tarjetas NVIDIA Tesla
K40. Se utilizo OVITO [46, 47| para visualizar tanto las simulaciones como
los esfuerzos internos obtenidos por grano grueso.

5.2. Validacion de las simulaciones

Con el objetivo de que los resultados generados por las simulaciones pue-
dan ser usados para extrapolar los datos obtenidos de forma experimental,
comparamos el flujo obtenido con ambos para un silo con un orificio de an-
cho D = 1.937 cm (tolva con 5 = 0°). Inicialmente se utilizo6 un sistema
de discos bidimensional, pero no obtuvimos resultados de flujo comparables
con los experimentales, por lo tanto se realizaron las simulaciones cuasi-
bidimensionales descritas en la seccién anterior. Un resultado notable de
esto es que se tuvo que considerar la fricciéon existente entre esferas y los
planos frontales y posteriores, la cual no es considerada generalmente en tra-
bajos de este tipo. El coeficiente de friccién entre esferas de acero y el vidrio
de los planos utilizados en el experimento (frontal y posterior) no es el mis-
mo que entre esferas de acero o entre esferas de acero y paredes laterales de
acero, por lo tanto es un parametro que debe ser configurado para igualar
los resultados experimentales.

En la Figura 5.2 se encuentra el flujo obtenido de simulaciones con 32000
granos variando el coeficiente de fricciéon grano-plano de 0 a 0.9 con diferente
espesor ¢ (distancia entre los planos) normalizados con el flujo Qg obtenido a
fricciéon cero, el cual es equivalente al flujo de las simulaciones 2D. Se puede
notar que con un espesor grande el flujo decae mas rapido que con espesores
pequenos, pero cuando el coeficiente de friccion supera 0.5 la situacién se
invierte decayendo mas rapido con espesores pequenos. En el experimento la
separacion entre planos es de 1.1 veces el diametro de las esferas, por lo tanto
usamos ese espesor y encontramos un coeficiente de friccion efectivo de 0.23
ajustando el flujo al conseguido experimentalmente para ese misma apertura.
Posteriormente variamos la apertura del orificio de descarga con las mismas
medidas experimentales. En la Figura 5.3 se encuentra la comparaciéon de
los flujos simulados y experimentales para un silo en descarga con 120000
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Figura 5.2: Flujo granular normalizado en funcién de el coeficiente de friccion
entre los granos y los planos para simulaciones de silos con diferentes espesores &
descargando esferas monodispersas. Podemos observar que un coeficiente de fric-
cion mas grande a 0.5 el flujo disminuye mas con espesores pequenos, contrario a
coeficientes de friccion pequenos donde el flujo en un espesor grande decae més
rapido.

granos. La comparacion para diferentes anchos de orificio sigue siendo buena,
validando los resultados de las simulaciones al menos para un silo en descarga.

Lo siguiente fue observar que con el mismo coeficiente de friccién grano-
plano la comparacién del flujo entre simulacién y el experimento sigue siendo
equivalente para tolvas con angulo diferente de cero. En la Figura 5.4 tenemos
los flujos simulados y experimentales para una tolva con g = 30°. Los datos
del flujo de las simulaciones atn son equivalentes a los experimentales, dando
confianza en los c6digos el modelo de fuerza utilizados y descritos en el marco
tedrico; sin embargo para esta tolva se dispone de otros datos experimentales
ademaés del flujo, por lo que la validacion de las simulaciones puede ser mas
completa.

Utilizando el método de grano grueso analizamos los datos simulados y
experimentales para comparar la fracciéon de sélido, la magnitud del campo
de velocidades y la traza del tensor de esfuerzo cinético en el interior de la
tolva cerca del orificio de descarga. La funcién de grano grueso utilizada fue
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Figura 5.3: Comparacién entre los flujos obtenidos por simulaciones y por experi-
mentos para un silo en descarga (5 = 0°). Con un coeficiente de fricciéon grano-plano
de 0.23 obtenemos un flujo muy cercano a los datos experimentales.

una Gaussiana, definida por

2

W(r) = A, exp(— r

272); si |r] =r < ¢,0 de otro modo, (5.1)
w

con un ancho w = d, radio de corte ¢ = 4w y la constante de normalizacion
A,, es obtenida tal que la integral de la funcién sobre todo el espacio sea la
unidad ([ W(r)dr = 1). Se utiliz6 un promedio en el tiempo para disminuir
las fluctuaciones temporales, por lo cual una propiedad W es obtenida con

1 t-‘rAt/Q
() = / U (r, ¢)de. (5.2)
At Ji_av)2

Como el sistema esta definido en tres dimensiones pero las observaciones
de interés se haran en dos (plano z-z), también podemos promediar en la
dimension y de —¢/2 a £/2; para ahorrar tiempo de computo podemos pro-
mediar analiticamente la funcion de grano grueso siendo (W), (x — z;, 2 —
zi,t) = [W(r — r;,t)dy la funcién promediada en y. Asi solo usamos es-
ta funcion promediada como funcién de grano grueso, es decir, (¥(r,t)), =
Yo ilW (x—x4, 2— 2, t))y. Méas detalles de este procedimiento y de como los
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Figura 5.4: Comparacién entre los flujos obtenidos por simulaciones y por experi-
mentos para una tolva en descarga con S = 30°. Podemos notar que los datos son
muy parecidos entre simulacién y experimento para todo el rango explorado de R
(semi-apertura del orifico).

parametros de grano grueso influyen en el analisis de un sistema en descarga
granular, pueden ser vistos en [51].

En la Figura 5.5 presentamos en mapas de colores los resultados de aplicar
el método de grano grueso promediando 1 s de datos a un muestreo de 2000
Hz en una tolva de angulo 8 = 30° y apertura R = 1.0 cm. Los mapas
estan normalizados a sus valores maximos los cuales son presentados en el
Cuadro 5.1.

De estos resultados podemos observar que las simulaciones reflejan bas-
tante bien el comportamiento interno de los resultados experimentales, tanto
cualitativa como cuantitativamente. En las fracciones de sélido ¢ mostradas
en a)y d) de la Figura 5.5 observamos que esta cantidad es bastante homogé-
nea, excepto cuando se acerca al orificio, donde disminuye aproximadamente
en un 20 %. En las subfiguras b) y e) se encuentra la magnitud del campo de
velocidades v donde podemos observar curvas de isovelocidad bien definidas,
observando que se encuentran en distintas posiciones entre los resultados si-
mulados y los experimentales; en el simulado se observa que una curva que
inicia y termina en los bordes del orificio ubicados en (1,0) y (-1,0) con una
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Cuadro 5.1: Valores maximos de los mapas de color de grano grueso presentados
en la Figura 5.5.

Simulacién Experimento
Gmax = 0.51 Gmax = 0.52
Umax — D4 cm/s Gmax = D2 cm/s
Tr [0F]max = 11.0 N/m? | Tr [0¥]max = 13.2 N/m?

altura de aproximadamente 1.5R, en los resultados experimentales la altura
llega a mas de 2R. Por tltimo en la traza del tensor de esfuerzos cinéticos o*
podemos observar dos zonas de “calentamiento” donde las fluctuaciones con
la velocidad promedio son grandes, las cuales son caracteristicas observadas
en sistemas en flujo como el estudiado aqui; estas zonas son se encuentran
cerca de los bordes del orificio y tienen su maximo a un distancia de un radio
de grano de los bordes.

En la literatura se ha reportado el comportamiento de los perfiles de
velocidad y de fraccion de solido en un amplio rango de aperturas para
silos en descarga [52|. Estos perfiles pueden ser ajustados a las siguientes
expresiones

vo(x) = w[l—(x/R)}" (5.3)
$(z) = ol — (z/R)*M", (5.4)

donde v. y ¢. con los valores de velocidad y de fraccion de sélido en el centro
del orificio, n y v son exponentes de ajuste. Por otro lado los valores centrales
se ajustan a

ve(R) = /2vgR (5.5)

Ge(R) = ool — e f/02), (5.6)

donde a2 y 7y son pardmetros de ajuste, ¢, es el valor asintético de la
fraccion de volumen para orificios grandes. El parametro - es relacionado al
concepto de “arco de caida libre” como se menciono en el capitulo de marco
tedrico. En la Figura 5.6 y la Figura 5.7 se presenta la comparacion de los
datos simulados y experimentales para el perfil de velocidades y la fraccion
de solido en el orificio respectivamente con los ajustes de las ecuaciones (5.3)
y (5.4).

En los ajustes del perfil de velocidades verticales podemos observar que
los datos experimentales y simulados son muy parecidos cuando el parametro
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Figura 5.5: Mapa de colores de los resultados obtenidos al aplicar el método de grano grueso a una tolva con angulo
B =30° R =1.0 cm y promediando por todo el espesor ¢ = 0.11 cm y en 1 s de tiempo. Los valores son normalizados a sus
maximos los cuales son presentados en el Cuadro 5.1. Arriba los resultados de simulaciéon para a) la fraccion de sélido ¢, b)
la magnitud v del campo de velocidades, y c) la traza del tensor de esfuerzo cinético o*. Abajo los resultados experimentales.
El comportamiento interno del sistema en la simulacion refleja lo que sucede en el experimento. En v podemos observar
curvas definidas de isovelocidad. La traza de o* presenta dos zonas de “calentamiento” cerca del orificio (z = 0), las cuales
son caracteristicos de estos sistemas en flujo.
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Figura 5.6: Perfil de velocidades verticales en el centro para los datos simulados (arriba) y los
diferentes aperturas. Los ajustes colapsados son mostrados en (b) y (d).
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1/n varia de 0.35 a 0.45; este resultado es diferente a los resultados encontra-
dos para silos en descarga donde se espera que el parametro ajuste 1/7 = 0.5.
Las fracciones de solido en el orificio, para los datos simulados y experimen-
tales, aunque tiene un comportamiento similar, muestran maximos distintos;
para los datos simulados llega alrededor de 0.9 mientras para los datos expe-
rimentales llega hasta un maximo alrededor de 0.8. Los parametros de ajuste
1/v van de 0.7 a 0.13 donde otra vez difiere con los silos en descarga donde
el valor esperado es 0.2.

En la Figura 5.8 se muestran las velocidades centrales encontradas en
el ajuste del perfil de velocidades verticales; estas velocidades se ajustaron
usando la ecuacion (5.5). Los datos experimentales y simulados concuerdan
y presentan un buen ajuste con 7 = 1.11 £ 0.02 para los experimentales y
v = 1.18 £0.01 para los simulados, lo cual es mayor a 1 esperado en la teoria
del arco de caida libre.
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Figura 5.8: Velocidad en el centro del orificio de la tolva con 8 = 30° para distintos
tamanos de apertura. La linea solida es el mejor ajuste de la ecuacion (5.5).

En la Firgura 5.9 se pueden observar los datos de la fracciéon de sélido en
el centro del orificio, y el mejor ajuste usando la ecuacion (5.6) para los datos
experimentales y los simulados. Se puede notar que en los experimentos se
ha llegado al valor de saturacién ¢o, = 0.77 4 0.002 para aperturas grandes,
mientras que en las simulaciones atin no se llega a este valor, que es més



TOLVA CUASI-BIDIMENSIONAL 72

alto, siendo ¢ = 0.91 £ 0.003. Los pardametros de ajuste son diferentes
igualmente, en los experimentos a; = 0.614+0.17 y ap = 0.224+0.03 mientras
que en las simulaciones a; = 0.34 +0.02 y ap = 0.53 + 0.03.
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Experimento —s—
0.65 1 1 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
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Figura 5.9: Fraccion de solido en el centro del orificio de la tolva con S = 30° para
distintos tamanos de apertura. La linea so6lida es el mejor ajuste de la ecuacién
(5.6).

5.3. Variando el dngulo de la tolva

Luego de observar que las simulaciones son una buena aproximacién a
los resultados obtenidos por experimentos podemos extender los resultados
variando el dngulo 8 de la tolva y diferentes tamanos de apertura. El pro-
cedimiento de analisis es el mismo que el utilizado en la comparacién entre
experimento y simulacién. Realizamos el ajuste correspondiente a los perfiles
de velocidad vertical en el orificio para todos los sistemas y capturamos la
velocidad en el centro. La Figura 5.10 muestra los datos de las velocidades
centrales en el orificio para tolvas de diversos angulos y aperturas. Podemos
observar que los ajustes son buenos y que para tolvas con angulos menores
que 60° el comportamiento es parecido sugiriendo que la velocidad que se
alcanza en el centro en la descarga se vuelve independiente del dngulo de
apertura.
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Figura 5.10: Velocidad en el centro del orificio para orificio de distintos tamafos y
tolvas con diferentes angulos de apertura. Las lineas sélidas son los mejores ajustes
de la ecuacion (5.5).

La Figura 5.11 muestra los datos de la fraccion de solido en el centro del
orificio para tolvas con diferentes angulos y aperturas. Podemos observar que
entre 0° y 30° estos valores son muy parecidos y no hay un cambio relevante.
Para angulos mayores que 30° la fraccién de solido se eleva indicando que
la densidad del material que pasa por el centro del orificio es cercana a la
densidad de bulto. Los valores de ajuste de los diferentes sistemas para la
velocidad y fraccion de solido central se encuentran en el Cuadro 5.2.

Obtuvimos el tensor de esfuerzos cinético y de contacto para los diferentes
sistemas aplicando el método de grano grueso de la misma forma que como se
explico en la seccion anterior utilizando las ecuaciones (3.50) y (3.47) con una
funcién Gaussiana. En este caso podemos considerar el esfuerzo de contacto
debido a que en las simulaciones tenemos acceso a las fuerzas de interaccion
que existen en el punto de contacto entre los granos y las paredes; en los
experimentos no es posible acceder facilmente a esta informacién. Debido a
la simetria del sistema podemos considerar observar solo una mitad, asi que
ademas de promediar en el tiempo y en la direcciéon y podemos promediar la
mitad z < 0 con la mitad x > 0. En las Figuras 5.12, 5.13 y 5.14 podemos
observar los mapas de colores de la traza del tensor de esfuerzos cinéticos y
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Cuadro 5.2: Valores de ajuste para los diferentes sistemas.

B B boo aq Q2

0° | 1.31 £ 0.02 | 0.928 4+ 0.008 | 0.351 £ 0.019 | 0.68 4+ 0.07
10° | 1.20 4+ 0.02 | 0.922 4+ 0.002 | 0.353 £ 0.007 | 0.65 £+ 0.02
20° | 1.19 £ 0.02 | 0.921 £ 0.004 | 0.333 £+ 0.012 | 0.65 £+ 0.04
30° | 1.17 £ 0.02 | 0.909 4+ 0.003 | 0.375 £ 0.019 | 0.51 £ 0.03
40° | 1.17 £ 0.02 | 0.915 £ 0.003 | 0.314 £ 0.016 | 0.55 £ 0.04
50° | 1.19 £ 0.02 | 0.920 £ 0.001 | 0.262 + 0.004 | 0.59 + 0.01
60° | 1.27 4+ 0.03 | 0.922 £+ 0.002 | 0.232 4 0.009 | 0.54 + 0.03
70° | 1.48 £ 0.03 | 0.934 + 0.004 | 0.211 £ 0.017 | 0.56 + 0.07
80° | 2.18 4+ 0.03 | 0.953 £ 0.001 | 0.258 £ 0.007 | 0.50 £ 0.01

74

de contacto para diferentes dngulos y una apertura R = 1.0 cm. Los mapas
estan normalizados con los valores méas altos obtenidos, que son los de la
tolva, con 8 = 0°. Primero podemos observar que el esfuerzo de contacto
es al menos dos ordenes de magnitud mas grande que el cinético por lo
que la presion del sistema es predominado por este esfuerzo de contacto.
Observamos que conforme el angulo de apertura aumenta el esfuerzo de
contacto disminuye puesto que con angulos grandes como el de 80° todas
las particulas se mueven, es decir, que el flujo es méasico (no existen zonas
estaticas con contactos de larga duracion), cosa que no ocurre con un silo
(8 = 0°) donde el flujo es de tipo embudo. Por otro lado las zonas de maximo
esfuerzo cinético con forma de l6bulo se mantiene para dngulos menores a
60°, y no se nota un cambio de posicién estando cerca del borde, para angulos
mayores esta zona se difumina hasta el punto de que para 80° es irrelevante.

Escogiendo el centro del orificio (x = 0) podemos capturar los datos de la
traza a lo largo de la altura z. En la Figura 5.15 se presentan los perfiles de
estas “presiones” para los diferentes angulos de apertura. La Figura 5.15(a)
evidencia un maximo para todos los sistemas donde esta bien definida una
transicion en la que disminuye el esfuerzo cinético a una altura alrededor
de 0.5R. Por otro lado el esfuerzo de contacto en la Figura 5.15(b) decae
monotoénicamente para todos los sistemas y es independiente del angulo de
apertura al menos para una altura de z < R, en alturas mayores los angulos
de 0, 70 y 80° tienen un esfuerzo de contacto ligeramente menor que los
demas.

En la Figura 5.16 se compara el esfuerzo cinético de los diversos angulos
normalizados con su méaximo. Podemos observar que la posiciéon del maximo
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Figura 5.11: Fraccion de solido en el centro del orifico para orificios de distintos
tamafios y tolvas con diferentes angulos de apertura. Las lineas solidas son los
mejores ajustes de la ecuacion (5.6).

varia para cada angulo en el rango entre z = 0.2 y z = 0.8. Para alturas
mayores este esfuerzo cinético disminuye, sin embargo no parece haber mucha
variacion en las tolvas de 70 y 80° donde solo se nota una variaciéon de
aproximadamente 20 % a lo largo de toda la altura. Si observamos la posicién
en z de los valores maximos para los perfiles con un mismo valor de x,
podemos obtener los arcos donde existe esta transicién en el esfuerzo cinético.
La Figura 5.17 muestra la altura z, donde se encuentra el méaximo de Tr[c*]
en funcién de la direccién horizontal x. Las lineas so6lidas son el ajuste de
una funcién ~ [1 — (z/R)?¥. Para angulos 8 > 40° el ajuste no es bueno.
Para los angulos 0 y 30° el parametro de ajuste E es cercano a 1, por lo
que el arco formado es parecido a una parabola. Los angulos 10, 20 y 40°
tienen un parametro de ajuste E cercano a 0.5, por lo que el arco formado
es parecido a una elipse.

Por dltimo en la Figura 5.18 presentamos los flujos @ para tolvas con
orificios de diferente tamano en funcién del &ngulo de apertura S normalizado
con su respectivo flujo para un angulo 5 = 0°. Podemos observar que existe
un minimo entre 10° y 30° el cual es ligeramente menor al flujo de un silo en
descarga; sin embargo la diferencia es de menos del 10 %. Este minimo cambia
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conforme el orificio crece, ubicandose alrededor de 30° atn aumentando el
tamafio del orificio; este es un resultado que se esperaba de los resultados
propuestos por la teoria del arco de caida libre; sin embargo para orificios
pequenos no parece concordar puesto que ese minimo se desplaza a 10°. La
presencia de este minimo indica que existe un angulo de apertura el cual
tiene el mismo flujo que un silo en descarga (0°) y que se podrian considerar
sistemas equivalentes. En dngulos mayores a 50° es donde se obtiene un flujo
considerablemente mas grande que un silo en descarga, cuando el orificio
es pequeno el aumento de flujo es evidente, sin embargo con el orificio méas
grande el flujo no supera el 10 % del silo en descarga hasta angulos mayores
a 60°.
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Figura 5.13: Traza del tensor de esfuerzo cinético (arriba) y de contacto (abajo) para una tolva con apertura R = 1.0 cm o0

y angulos 8 = 30°, 40°, 50°. La linea negra interior representan la pared inclinada de la tolva de cada caso.
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Figura 5.14: Traza del tensor de esfuerzo cinético (arriba) y de contacto (abajo) para una tolva con apertura R = 1.0 cm
y angulos 8 = 60°, 70°, 80°. La linea negra interior representan la pared inclinada de la tolva de cada caso.
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Figura 5.15: Perfiles de la “presion” (a) cinética y (b) de contacto conforme au-
menta la altura en el centro del orificio x = 0 para diferentes dngulos de apertura.
La linea punteada es la posiciéon en z del orificio. La apertura es R = 1.0 cm.
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Figura 5.16: Perfiles de las trazas de esfuerzo cinético en funcién de la altura z
en el centro del orificio = 0 colapsados con sus maximos.
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la direccion vertical para los sistemas con diferentes dangulos de apertura.
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Figura 5.18: Flujos para sistemas con diferente tamanos de orificio en funcién del
angulo de apertura 8 normalizado con el flujo Qg de un silo en descarga (5 = 0°).
Se puede observar que existe un minimo en g > 0°.



Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

Las simulaciones de silos bidimensionales llenos de discos con diferen-
tes coeficientes de friccion estaticos muestran un buen ajuste al modelo de
Janssen, alcanzando la saturaciéon del esfuerzo normal en la base, como un re-
sultado de la friccién entre granos y paredes. Estos resultados son en general
como indica el modelo, y una disminucién en el coeficiente de fricciéon estatica
tiende a dar un comportamiento hidrostatico, algo que también es esperado.
No esta de mas recalcar que estos resultados no podrian obtenerse solamente
implementando una fricciéon dindmica, de este modo obtendriamos un com-
portamiento hidrostatico; la implementacion de la friccion estatica (usando
la aproximacion de Cundall-Strak) fue crucial para observar la saturacion de
presion en la base del silo. El valor de K tiende a uno para valores pequeinos
de friccién, y cero para los valores grandes. El parametro « incluido en este
trabajo no se desvia mucho de 1, pero un buen ajuste requiere o < 1.

Una variaciéon en dispersidad de radios no tiene efecto significativo, y el
modelo de Janssen parece independiente de la polidispersidad. Sin embargo,
el modelo necesita ser explorado para un rango més amplio de dispersidad,
y claramente no hay conclusiones hechas para casos de cristalizacion.

Cuando la relacion de aspecto de altura a ancho z/L es mantenido, pero
los valores de z y L son cambiados, los parametros K y « cambian fuerte-
mente y, en principio, el modelo de Janssen ya no representa tan bien los
resultados de la simulacién. Estos resultados parecen indicar que si L — oo,
la presion en el fondo serd hidrostatica (incluso con la relacion de aspecto
fija); la friccion pierde importancia. Por otro lado, si z es mantenida y L
incrementa, el esfuerzo normal en el fondo tiende a su limite hidrostatico, en
concordancia con el limite de pequenos valores de z/L del modelo de Jans-
sen. Estos resultados sugieren que para sistemas méas grandes (en z y en L),

83
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el modelo de Janssen es menos aplicable.

En estas simulaciones, cuando la base es movida hacia abajo, las paredes
estan sujetas a grandes esfuerzos normales en medio de la columna granular,
y a grandes esfuerzos tangenciales cerca de la base, los esfuerzos tangenciales
cuando se llega a la mitad superior de la columna cambian de direccién
comparado con el esfuerzo tangencial cerca de la superficie. La distribucién
de esfuerzos internos hace evidente que la concentracién de esfuerzo normal
es en medio de la direccion horizontal y alrededor de 2/3 de profundidad de
la columna granular, medida desde la superficie. El esfuerzo tangencial es
méximo cerca de las paredes y minimo en la mitad del ancho de la columna;
estos efectos son muy notorios para sistemas grandes.

Hay dos resultados notorios en estas simulaciones. El primero es la presen-
cia de avalanchas internas en el silo, asociadas particularmente al protocolo
utilizado, es decir, de una base lentamente descendente. Podemos remarcar
de nuevo que estas avalanchas no fueron observadas debido a la resolucion de
los datos experimentales del trabajo anélogo de Bertho y colaboradores [17].
También se puede notar que, como se esperaba, el fondo descendente mantie-
ne una fuerza tangencial grano-pared totalmente movilizada. Un problema
intrigante es la estadistica de las avalanchas, la cual parece variar ampliamen-
te en tamano. Esto puede ser considerarse en un trabajo futuro. El segundo
es la similitud del comportamiento de la presiéon en el fondo del silo cuando
se incrementa la base, manteniendo z/L fijo, con el mismo comportamiento
cuando el radio promedio disminuye, manteniendo la masa: ambos tienden
al limite hidrostatico. El esfuerzo tangencial sobre las paredes parece saturar
si disminuimos el radio promedio y el esfuerzo normal sobre las paredes llega
a ser mas pequenio; esto implica que la longitud de las cadenas de fuerza no
alcanzan las paredes y la mayoria del peso es soportado por la parte media
de la base.

El método de simulacion usado ha sido exitosamente verificado para las
simulaciones de tolvas cuasi-bidimensionales, puesto que tanto cualitativa
como cuantitativamente los sistemas simulados reflejan los resultados expe-
rimentales del flujo, del campo de velocidades, del esfuerzo cinético interno,
y de los perfiles de velocidad y fraccion de sélido en el orificio de descar-
ga. Un resultado notable de esta validacién, es que se necesité implementar
una friccién entre los granos con los paneles frontal y posterior; esta friccion
es normalmente despreciada en los célculos que se realizan en este tipo de
sistemas y son frecuentemente estudiados numéricamente con simulaciones
bidimensionales.

Variar el angulo de las tolvas muestra diferentes resultados que no con-
cuerdan con los modelos méas utilizados en la literatura. Con los ajustes de
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la velocidad vertical en el centro del orificio de descarga nos muestra un pa-
rametro v > 1 indicando que los granos en el centro no se encuentran en
simple caida libre, obteniendo un impulso hacia abajo posiblemente por la
compresion existente a sus alrededores, soportando los resultados publicados
en [33]. Ademas, la velocidad en el centro parece ser independiente del an-
gulo de apertura de la tolva. Los ajustes de la fraccién de sélido en el centro
muestran resultados diferente al presentado en silos en descarga en trabajos
como [52,53] donde obtenemos valores asintoticos altos y curvas diferentes.

El esfuerzo de contacto interno se hace menos relevante cuando se au-
menta el dngulo de apertura de la tolva, como se esperaba, sugiriendo una
transicion de flujo de embudo a un flujo mésico donde no existen zonas de
material estatico. Por otro lado, el esfuerzo cinético interno no muestra gran-
des variaciones para angulos menores a 60°, evidenciando zonas de méaximos
en forma de 16bulos. Capturando la posiciéon de los maximos esfuerzos ciné-
ticos a lo largo de la horizontal pudimos observar las curvas de transicién
entre un aumento a una disminucién de esfuerzo cinético. Para angulos de
10°, 20° y 40° las curvas son parecidas a una elipse, mientras que para 0° y
30° la curva de ajuste es parecida a una parabola; los angulos més grandes
no se ajusto a ninguna de las dos tipos de curva.

En los flujos obtenidos observamos un minimo en 8 > 0° sugiriendo que
existe una tolva de cierto angulo que es equivalente a un silo en descarga.
Cuando el tamano de apertura es grande comparado con el tamano de los
granos el comportamiento del flujo al variar el angulo de la tolva es parecido
por lo menos hasta dngulos de 60°, esto sugiere que el efecto del &ngulo sobre
el flujo es el mismo independientemente del ancho del orificio de al menos
doce veces el tamano de un grano.

Los resultados obtenidos y presentados en esta tesis generan perspecti-
vas a futuro. Seria interesante estudiar como las dimensiones de los granos
comparadas con las dimensiones del silo, afectan los esfuerzos internos en
simulaciones 3D. Observar y determinar la transicion donde las paredes de-
jen de ser relevantes para los esfuerzos en la columna granular no ha sido
reportado. También surge la duda de si en algiin momento de esa transicion,
el esfuerzo sobre las paredes sera nulo; esto es, si es posible obtener una co-
lumna granular con todo el peso en la base comportandose como un sélido
en reposo. Por otro lado, en el estudio de descarga de granos en tolvas de
diferentes angulos se obtuvieron datos que ain pueden dar informacién adi-
cional, como determinar la forma de los arcos de maximo esfuerzo cinético
para los distintos tamanos de orificios. También se necesita de una expre-
sion que prediga el flujo de tolvas de diferentes d&ngulos obtenida a partir de
las propiedades micromecanicas del sistema, esto puede ser estudiado con
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la fracciéon de sélido y las velocidades de los granos justo en el orificio de
descarga. Cabe aclarar que los resultados de las tolvas fueron obtenidos con
esferas monodispersas formando regiones de cristalizacion, por lo que imple-
mentar polidispersidad evitaria cristalizaciéon pudiendo obtenerse distintos
resultados.
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