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Resumen

Fl control de alta variacién es una técnica que puede ser aplicada a sistemas no lineales
alines y consisle en la generacién de Lrayeclorias por medio de la construccién de campos
vectores no conmutativos del Algebra de Lie que estan relacionados con la controlabilidad
del sistema. Con dicha metodologia, se construye un campo vector infinitesimal y su corre-
spondiente inclusién diferencial, la cual es llamada sistema infinitesimal en cuya estructura
matcmndtica intrinscca s¢ encuentran un coujunto de coutroles agregados que no aparecen
en el sistema original y que permiten disefiar la ley de control conmutada estabilizante que
actua en pequenos intervalos de tiempo de longitud h de tal forma que, la trayectoria del
sistema, original bajo la accién conmutada de una alta tasa de muestreo se va aproximando
en el regimen estable a la trayectoria del sistema infinitesimal. T.a estabilizacién del sistema
infinitesimal se logra por medio de los controles agregados los cuales se disefian en funcién
de la eleccién variedad deslizante apropiada.



Abstract

The high-order control variations is a technique that applies to affine non linear systems
and involves the generation of paths through the construction of noncommutative vector felds
of the Lie algebra that are related to the controllability of the system. Whith this methodology
we construct an infinitesimal vector field and its corresponding differential inclusion, wich is
reffered Lo as an infinilesimal system, and in whose mathematical siructure are a set of added
controls that do not appear in the original system. This allows us to design the switching
control stabilizer law. that acts in small time intervals of length h in such a way that the
path of the original system under the switching action of a high sampling rate approaches,
within the stable regime a path of the infinitesimal system.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

El problema de la cstabilizacién dc sistemas dindmicos cs uno de mas importantes tépicos
de la teoria de control. La convergencia de las técnicas rigurosas del algebra no conmuta-
tiva, las nuevas geometrias y el control, a permitido desarrollar un conjunto herramientas
elegantes y eficientes para abordar dicho problema. T.a principal motivacion para el desarrol-
lo de este trabajo es estudiar la técnica de control de alta variacién aplicada a una amplia
gama de sislemas [isicos. En parlicular, aquellos que han sido [recuentemente utilizados en
la literatura especializada para probar diferentes leyes de control tales como sistemas de nat-
uraleza pendular acoplados a motores eléctricos. Esto permitira visualizar de manera mas
aruplia la cfectividad y capacidad del control de alta variacion para resolver el problema de
estabilizacién de dichos sistemas.

1.2. Descripcion del problema

Esta tesis abordari el problema fundamental de estabilizacién de varios sistemas elec-
tromecanicos por medio de una ley de control conmutada, de alta tasa de muestreo, disenada
a partir de la eleccién adecuada de ciertas funciones que desempenan el papel de controles
agregados que aparecen en lo que se llamars sistema infinitesimal. Bajo este escenario se
usaran (écnicas de la teoria de modos deslizantes para enconlrar de manera explicita dichos
controles.



1.3. Estado del Arte

El empleo de técnicas de dlgebra no conmutativa, muy en particular, el uso de la formula
de Campbell Baker Hansdorff (CBH) y de la geometrfa diferencial para el desarrollo de leyes
de control se remonta a S.Monaco y D.Normand Cyrot (1990) quienes establecen 1na relacién
algebraica entre sistemas no lineales continuos y su versién discreta. J.P. Barbot(1991) et al,
emplean la formula de CBH para el estudio de sistemas discretos con perturbacién. I.Duleba
(1999) et al, utilizan la formula de CBH para generar y planear trayectorias de sistemas
holonémicos. El diserio de leyes de control disconliuas empleadas para resolver el problema
de estabilizacién de sistemas lineales y no lineales es un tema reciente y muy poco tratado.
Los primeros trabajos se remontan a H. Michalska y M. Torres Torriti (2004) y reciente-
mente por R. Hirschorn (2007). Ambos esquemas utilizan la generacién de traycctorias por
medio de la construccién de campos vectores no conmutativos del dlgebra de Lic que estan
relacionados con la controlabilidad del sistema . Sin embargo, en el tratamiento de Hirschorn
(1] se generan las trayectorias deseadas por medio de campos vectores infinitesimales y su cor-
respondiente inclusién diferencial, para posteriormente disefiar la ley de control conmutada
sobre superficies deslizantes. Hasta la fecha pricticamente no existen trabajos que apliquen la
técnica de control de alla variacién a sistemas eleclromecénicos, y la mayoria de los ejemplos
se limitan a ejemplos académicos.

1.4. Objetivos

El niiclco central de csta tesis sc basa principalmente cn ¢l trabajo de R. Hirschorn(2007)
y el tratado de Algebras no conmutativas de A. Bonfiglioli (2012). EIl presente trabajo de
investigacién pretende principalmente:

1.- Desarrollar y proponer leyes de control conmutadas para resolver el problema de estabi-
lizacion de sistemas cleetromecdnicos representativos tanto actuados como subactuados.

2.- Combinar el control de alta variacién propuesto en [1] con la técnica de linealizacién
por retroalimentacién de estados (2].

1.5. Estructura de la Tesis

El contenido y desarrollo de los principales temas de esta tesis esta distribuido de la sigu-
iente manera:



El capilulo 2 proporciona una breve introduccién a ciertos tépicos de geomelria dileren-
cial y de dlgebra no conmutativa que son esenciales para el estudio de sistemas no lineales.
En este capftulo se describe la estructura de variedad, campos vectores, espacio tangencial,
curvas integrales, flujos, el teorema de Frobenius, dlgebras de Lie y el teorema de Campbell
Baker Hausdorff.

Fl niicleo del capitulo 3 son los difeomorfismos, vistos como herramienta para el cambio de
coordenadas y la linealizacién por retroalimentacién de estados, técnica esencial de control no
lineal basada fuertemente en el teorema de Frobenius. Finalmente se describe en forma breve
el concepto de variedad deslizante y su papel en el control de sistemas dindmicos discontinuos.

Fl capitulo 4 hace una descripcién de los sistemas mecdnicos en general, presentados des-
de el punto de vista de la estructura de variedad diferenciable. Se derivan las ecuaciones de
Lagrange a partir del principio de Hamilton y se construye la ecuacién dindmica general para
sislemas mecénicos de n grados de libertad

En el capitulo 5 se presenta la técnica control de alta variacién aplicado al problema de
estabilizacién de sistemas afines, asi como su descripcién matemética completa a través de
diversos ejemplos académicos.

El capitulo 6 es la parte central de esta tesis, y aqui se muestra los resultados de aplicar
el control de alta variacién con modos deslizantes a un amplio conjunto de sistemas elec-
tromccdnicos tanto actuados como subactuados, abarcando tanto cl Ambito lincal y no lincal.

Finalmente en el capilulo 7 se dan las conclusiones de este trabajo, asi como las perspec-
tivas [uturas sobre este tema de invesligacion.



Capitulo 2

Fundamentos Matematicos

2.1. Introduccion

El cstudio de sistcmas cuyas dindmicas son descritas por medio de ccuaciones diferenciales
requieren de ser definidas sobre la estructura topolégica de variedad. Los métodos clasicos
usados de anilisis frecuencial en general, no son aplicables a los sistemas no lineales. Los
primeros tratamientos modernos sobre el uso de estructuras diferenciables se remontan a
Brockett [3],[4], Sussmann [5],Crouch [6], Isidori (2] y recientemente Bullo y Lewis [7]. En
esle capitulo se dara una breve descripcién de ciertos conceplos de geomelria diferencial que
son usados frecuentemente en el estudio de sistemas no lineales.

2.2. Conjunto de Medida Cero

Definicién 1 Sea C C R? un conjunto acotado del plano. Diremos C tiene medida cero si
Ve > 0 se da un conjunto finito de rectdngulos Q; de area AQ; con i € {1,2...n} de tal
forma que:

1. Cc U?:l Qi

2.- z:;n A(Qt) <€

En otras palabras el conjunto C es de medida cero si lo podemos cubrir con una cantidad
finita de rectingulos cuya suma. de 4reas es igual o menor a cualquier ¢ > 0 La extensién de
esta definicién a subconjuntos de R" se da de manera natural como a continuacién se indica.



Definicién 2 Un cubo n-dimensional en R" es el producto cartesiano de n-intervalos com-
pactos:

A= TTlob] = b - x ansb)

Definicién 3 El vohimen n-dimensional de un cubo

A= l:_[[a«'sbi]

i=1
se define como:

v(4) =] (6 - a)

Notemos que si 4 es un cubo n-dimensional de lado a , entonces el vohimen es: 1(A) = a"

Definicién 4 Llamaremos cubo n-dimensional abierto, al interior de un cubo A, es decir,
int(4) =[] (a:. &)
i=1

Definicién 5 Sea X C R". decimos que X tiene medida cero. si Ve > 0 eristen cubos
abiertos {A,. ...} en R" tales que:

1- X cJA.
2-Y v(l) <=
Observacién: Los siguientes resultados se verifican para conjuntos de medida cero:

1.- Todo subconjunto de un conjunto de medida cero tiene medida cero.

2.- Toda unién numerable de conjuntos de medida cero es un conjunto de medida cero.

3.- Todo conjunto numerable tiene medida cero.

1.- Sea f: [a,b] — R funcién continua. Fntonces el grafo de f definido como:
C={(r.y) eR: 1€ [ad].y=Rr)}

tiene medida cero.



2.3. Espacios Topolégicos

Definicién 6 Sea X conjunto no vacio y T una coleccion de conjunios abiertos de X, es
decir: 7 = {O C X|O abierto en X}. Diremos que el conjunto T es una topologia para X,
si satisface las siguientes propiedades:

1- X, 0er

2.- Si I es un conjunto arbitrario de indices y On € T entonces J,e; O € 7 (La unidn
arbitraria de elementos de T tambien pertenece a T ).

1. Si Oy,....0, € T entonces (\i_, O; € 7 (La interseccion finita de elementos de T
pertenece a T).

2.4. Espacio de Hausdorff

Definicién 7 Diremos que el espacio Lopoldgico (X,7) es de Hausdor[[ si para punlos dis-
tintos 1. T, € X ezisten vecindades V (x1),V (z2) tales que: V (z1) NV (z2) = 0.

A continuacién se indican algunas propiedades importantes de los espacios de Hausdorff:

1. Todos los espacios métricos son de Hausdorff.
2.- Cualquicr subespacio de un cspacio de ITausdorff ¢s un espacio de ITansdorff.
3.- Sea I un conjunto arbitrario de indices.Dada una familia de espacios topoldgicos { X}, ;

no vacios, ¢l producto ¢s un cspacio de Iausdorff si y solo si X; es un espacio de
ITausdorff para cada i € I.

2.5. Mapeo Abierto, Continuo y Homeomorfismo entre
Espacios Topolégicos
Definicién 8 Sean (X, 71) , (Y, 72) dos espacios lopoldgicos. Considere el mapeo:
d) : (X 7'1) — (Y, T2)
Sea Ox, Oy conjuntos abiertos de los espacios X, Y respectivamente.

7



1. El mapeo ¢ es abierto si y solo siV Ox se cumple f (Ox) es abierto en Y.

2. El mapeo ¢ es continuo si y solo siV Oy se cumple f~! (Oy) sea un conjunto abierto
en X.

3. El mapeo ¢ es un homeomorfismo si y solo si ¢ es biyectiva y ademas tanto ¢ como su
inversa ¢! son funciones continuas.

Se dice que dos espacios topolégicos son homeomorfos si existe un homeomorfismo entre ellos.

2.6. Difeomorfismo

Definicién 9 Sea & : I/ ¢ R® — V C R" donde U,V son abiertos. Diremos que ® es un
difeomorfismo local sobre U si:

1. el mapeo ® es biyectivo.

2. los mapeos ® y &1 son de clase C*.

Definicién 10 Un espacio topoldico (X, 1) se dice que es un espacio localmente Euclidiano
de dimensidn n si paraVp € X, 3V, (z) y un homeomorfismo ¢ tal que ¢ (V. (x)) es una bola
abierta R

Ejemplo 1 Si consideramos la esfera S§? = {(1, %2, 73) € R : 22 + 23 + 23 = r} y tomamos
una vecindad lo suficientemente pequena alrededor de un punto de la superficie p € S? obser-
vamos que dicha vecindad se parece a una vecindad tomada de R? (ver 2.1).El homeomorfismo
correspondiente se describe en el ejemplo 5.

Figura 2.1: Vecindad pequefa de S? homeomorfa a una vecindad de R?

8



2.7 Variedades

Definicién 11 [n espacio topoldgico (M, 7) se dice que es una variedad de dimension n si:

1.- Es un espacio localmente Euclidiano de dimension n.
2.- Es un espacio de Hausdorff.
3.- Ticne una base topoldlogica contable.
Puede entenderse una variedad como una superf(icie suave embebida en un espacio Euclidiano

de cierta dimensién, es decir podemos pensar en una variedad como un espacio que en una
pequend escala, o a nivel local es un espacio Euclidiano.

Definicién 12 Sea M una variedad.Considere el subconjunto U C M y la aplicacion:
6: M —R"
Diremos que el par (U, ¢) es una carta coordenada definida sobre la variedad M si:
1.- U es un subconjunto abierto de M.

2.- ¢ es un homeomorfismo de U sobre un abierto ¢ (U) de R"

Sipe Uy é(p) =0 entonces, la carta coordenada (U, ¢) se dice centrada en p. Algunas
veces el mapeo o se representa por medio del conjunto:

(¢1y¢21---:¢n)

donde:
o;: M —R"

representa la i-esima funcién coordenada. Si p € M la n-upla de numeros reales:
(61(P) . $2(P),---.0n(p))

se llama el conjunto de coordenadas locales del punto p € Af en la carta (U, ¢) . es decir o (p)
es la coordenada del punto p € M:

(©ilp) ;s (p);: = 0u (P)) = (w1285 < 25 s En)

Que en las aplicaciones se le suele representar como un vector columna:



1 (p) 4
2 (p)

. 8
»

bn (p) -'L:n ,

El homeomorfismo inverso ¢; ' : R — U se le llama parametrizaciéu de la variedad M.

Figura 2.2: Relacién entre homeomorfismo, carta y variedad

Sean (U, ¢), (V, ) dos cartas coordenadas definidas sobre la variedad M donde UNV # 0.
El siguiente homeomorfismo de sobrelapamiento ¢y o ¢ : ¢(UNV) — ¢ (UNV) que
permite expresar las coordenadas (11 (p), %2 (p),--.,¥n (p)) en terminos de las coordenadas
(¢1(p),d2(p),---,dn(p)) (Observe que ¢ (UNV), ¥ (U NV) son conjuntos abiertos de R™
Este mapeo es una transformacién de coordenadas sobre UNV. Claramente ¢oi)™! representa
el mapeo inverso, el cual proporciona las coordenadas:

(61(P),02(P),---,%n ()

en terminos de las coordenadas:

(")bl (P),’l/)2 (p) § e -:'¢‘n (p))

Si representamos:

¢1(p) z Y1 (p) n
¢2(p) _| * V2 (») _|
6n (9) ) \ta®) ) \a
La transformacién 9 o ¢! puede ser representada como:
¢1 (p) n n (-Tl: o, ... xn) n (¢1 (p) ) ¢2 (p) BEEEE 071 (p))
Y2 (p) Y2 _ Y2 (Z1,Z2. - - - Tn) _ Y2 (01 (), 92 (P),---. 9n (D))
n (p) va )\ a(@1,20,. ., 70) U (61(2),62(5) - 60 (0))
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Definicién 13 Diremos que dos cartas coordenadas sobrelapadas (U,¢), (V, ) son C™-
compatibles 0 C®-relacionadas »i los mapeos ¢ o =) y o ¢~ son de clase C* (ver fiqura

2.3).
, I
M t
B, ‘- V)

Vv ) > R

(unv) 28 . ($:9") (v-4")
A

< A¥]
¢ )
[ /

> R
(¢-4"): $(UNV) — ¥(UNV)

(¢-¥"): ¥ (UNV) —— S(UNV)
Figura 2.3: Condicién de compatibilidad de cartas (U, ¢), (V,¢)

Definicién 14 Un C*®-Atlas definido sobre la variedad M es una coleccion de cartas:
A={(Uy,d):1€T1}
tal que:
1.- M =, Ui

2.- La coleccién de cartas de A son C*®-compatibles por parejas.

Un Atlas A se dice completo si no esta contenido propiamente en otro Atlas. Diremos que
dos C®-Atlas A, A; son equivalentes si A; U A; es un C*®-Atlas. Si A es cnalquier C*-Atlas
sobre la variedad M., entonces existe un nico C*-Atlas A~ completo que contiene a A.

Definicién 15 Sea M una variedad. Diremos que la variedad M es C*® si esta equipada con
un C*-Atlas completo.
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A conlinuacién se daran algunos ejemplos basicos de algunas variedades que son de suma
importancia para esta tesis:

Ejemplo 2 El espacio R" es una variedad, cuyo atlas esta dotado de una sola carta es
decir A = {(Rp, ids)}, més atin cualquier abierto de U C R™ es una variedad con el Atlas
A = {(U,i4,)}.En ambos casos tanto R" como para cualquier subconjunto abierto de el,
podemos establecer que tienen la propiedad de separabilidad de Hausdorff y sietupre es posible
cncontrar una base topolégica conformada de abicrtos que sca numerable (tomese las bolas
con centro en los racionales).

Ejemplo 3 Considere la funcién f : A ¢ R® — R™ (figura 2.4) y su correspondiente
gralo definido como G (f) = {(z, f (z)) € A x R™}. Si U es un subconjunto abierto de R" y
f:U — R" es una aplicacién C*®, entonces el mapeo:
6:G(f) > U
(x, [ (x)) —x
¢ ':U—G(f)
z — (z, f (z))

es un homeomorfismo. De esta manera el grafo G (f) de una C*-funcién es una variedad
dotada de un atlas de una sola carta A = {(G(f),®)}-

(. f(x))

G(f)

v

T~

e U >
Figura 2.4: El grafo G (f) de una C*®-funcién visto como variedad
Ejemplo 4 Considere el conjunto S* = {x € R?: 22 + 23 = 1}. Este conjunto no es glob-
almente homeomorfico (ni difeomorfico) a R, por lo que no es posible encontrar una sola

carta cuyo dominio incluya a todo S! Para cualquier punto z € S' podemos encontrar una
vecindad que sea homeomorfica a R. Si delinimos un conjunto cartas, podemos consiruir un

12



atlas para S' En efecto, para las siguientes cuatro cartas (U;. ;) donde ¢, : U — (—1,1)
con i € {1,2} establecen un homeomorfismo de los conjuntos U,, U, al subconjumto (—1,1)
del eje de las abscisas. De manera analoga ¢, : I’ — (—1,1) con i € {3,4} establecen nn
homeotnorfismo de los conjuitos U, Uy al subconjunto (—1. 1) del eje de las ordenadas y las
parametrizaciones:

0,':(-1.1) > U, i€ {1,2,3,4)

dadas por las expresiones:

(v

1- I ={x€S 7 >0}, ;1 (x) =71, ¢7" (71)

2- 0 ={x€8" :2,<0}, 0:(x) =13, ¢;' (7;) = (z,,\/l -x?)

3-U3={x€S" :2: >0}, 03(x)=12;, ¢5"(22) = (\/1 —Z;,Zg)

4-Uy={x€8" :2, <0}, 04(x) =22, ¢;'(22) = (-\/1 -z;,z;)
Estas cartas cubren a §' y la composicién de los homeomorfismos o o ¢;:

L $r00;":(0.1) — (0.1), d306;" : (0,1) — (0,1)

2- $106," :(0.1) — (=1,0), g0 6;" : (=1.0) — (0,1)

3- ¢pody' : (-1,0) — (0,1), dz08;':(0,1) — (—1,0)

4- $r00," : (-1,0) — (=1,0), ps04;": (=1,0) — (—-1,0)

son C™ relacionadas o compatibles. Por ejemplo sobre el conjunto U; N U, tendremos:

¢3°¢1—1(75)=¢3(11,V1-Il)=vl"zx

La coleccién A = {(U;. 1)};_, es un C*-atlas para la variedad S (ver figura 2.5).
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¢,

-
N

AR
SN

N
]

Figura 2.5: La variedad S con un atlas de cuatro cartas

Ejemplo 5 Considere la esfera unitaria S? =

{x € R3: 3% 12 = 1}. Dotaremos a la esfera

S? de un C-atlas. Considere el siguiente conjunto de seis cartas (U;, ¢;), con los mapeos

homecomorficos:

donde B = {x € R?:

1- Uy = {xe$S?
2-Upy={x€e$S?
3-Us={xe$?
4- Uy ={xe$?
5-Us={x€S?
6- Us={xeS?:

¢i:Ui—)B

|x|| < 1} descritos como:

t21 >0}, 91 (x) = (22,73),
: 23 > 0}, 02 (x) = (21,73),
:23 >0}, 93(x) = (21,72),
: 21 <0}, 94(x) = (22,73),
122 < 0}, @5 (%) = (21,23),

3 <0}, 96 (x) = (z1,22),

é1" (z2,23) =
67" (z1,23) =
3?1,302
¢4 (z2,73) =
o5 (z1,23) =

b6 (z1,22) =

(VimE= )
(o1, VT= T =, 20)
( R .'1:%)

( V1-a} -1}, xzs%)
RN e 2
(l‘1f$2, —\/1—_x¥—_z%)

Z1, T2,

Los homeomorfismos ¢; descritos, muestran que S* es un conjunto localmente Euclidiano
y de igual manera puede verilicarse que las cartas son compalibles. Por ejemplo para el
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conjunto Uy N U, tendremos ¢, 0 63" = é, (xl,xg, V1-22 - xz,za) = (\/1 -z - x%,xa).

Ta coleccién A = {(Us, 9:)}-_, es un C®-atlas para la variedad S (ver figura 2.6)

0N

U U,

X3

U,

Figura 2.6: La variedad S? con un atlas de seis cartas

Teorema 1 Si {(Us. 9:)} y {(V;, ¢;)} son C*™-atlas para las variedades M y N, de dimension
m,n, respectivamente, entonces la coleccion {(U; x V}, ¢; x 1;)} de cartas es un C*-atlas para
M x N, mas aun M x N es una variedad de dimension m + n.

El teorema anterior puede generalizarse a k-productos cartesianos de variedades. Un ejemplo
muy importante de aplicacién de este teorema es el Toro n-dimensional, el cual lo podemos
construir a partir del producto cartesiano de n circulos, es decir T =S' x S! x --- x S! En
la figura (2.7) se muestra el Toro para el caso n = 2.

Figura 2.7: Toro topologico T = S x St

Definicién 16 Sea M una variedad n dimensional y sea X C M. Decimos que X tiene
medida cero si, para cada carta ¢ : U C M — R" el conjunto ¢ (U N X) tiene medida cero
en R™

15



2.8. Espacio Tangencial

Definicién 17 Sea M una C"-variedad, r € NU {00} U {w} de dimensidn n y sea p € M.
Un mapeo C" — R es llamada una derivacidn si para toda a,3 € R y f, g € C" si satisface:

1. Xp(af + 89) = a(Xpf) + 3(Xpg) Linealidad.
2.- X, (fg) = (Xpf) 9(p) + f (p) (Xp9) Regla de Leibniz.

El conjunto de todas las derivaciones X, define un espacio vectorial sobre el campo R bajo
las operaciones:

(Xp+ V) f = Xpf+Yof
(aXp) f = a(Xpf)
El espacio tangencial de M en el punto p denotado T,Al es el conjunto de todas las deriva-

ciones X, : C" — R. Los elementos del espacio tangencial son llamados vectores tangentes.
Sea (U, ¢) una carta cordenada sobre M con coordenadas locales (z,, . ... z,). El conjunto de

n
: 5 K} oA g
derivaciones {52—'_}1&1 forma una base para T,M y por tanto podemos escribir:

.9
X, = E.Xia:

El vector (X1, ...,Xn) € R" es la local representacion de X, € T,M.

™ / N\
/ n\\

\
N\

M \\ 4
\"\\4’/\ TJ\{ e //

Figura 2.8: Espacio tangencial T,M en p € M

Ejemplo 6 Considere la variedad M = R™ El espacio tangencial T;R™ de esta variedad es
simplemente R® En efecto, el mapeo natural:

f:T,R* — R
n
.0
Za’——, — (al,...,an)
P or*
proporciona el isomorfismo entre T,R™ y R
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Ejemplo 7 El espacio tangencial para la esfera S™ esta dado por el conjunto:

n+l
T.S" = {vx eR" :x.v, = invi = 0}

i=1

donde x € §" C R™! es un punto de la esfera. Fin 1a figura (2.9) se muestra el espacio
tangencial en varios puntos x = p; de la esfera para el caso n = 2

T,

Figura 2.9: Espacio tangencial T,S? en x = p; € §?

Ejemplo 8 Considere la siguiente variedad dada en termino de coordenadas locales:

2 a2 al

M={(x1,10,13) eR®: 2 4248 =
{('l T2 ’3) a2+b +C2
sea:

zi 73 13
La ecuacién del plano tangente en el punto x4 esta dada por:

3 af
Vix—Xo) =Y 7 (x —Xo)
( im1 3.’13,‘

Ahora bien si consideramos la parametrizacion:

r (0, #) = (acosfseng, bsenbsend, ccosd)
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Entonces los vectores:

v, = % = (—asenfseng, bcosfseng, 0)
vy = % = (acosfcosd, bsenfcosd, —csend)

son tales que -g% X % # 0, (ver figura 2.10). De esta forma el espacio tangencial en el punto
ro = (6o, Po) esta dado por:

or o
TroM = span {% (00)¢0) ) 5% (007¢0)} = {tlvl + t2v2 : t11t2 € ]R}

Figura 2.10: Espacio tangencial para elipse en el punto ry = p

2.9. Haz Tangente

Definicién 18 Sea M una variedad de dimension n y p € M. Se define el haz tangente
(denotado como TM) a la variedad de dimension 2n formado por la unidn de todos los
espacios tangentes TyM de la variedad, esto es:

TM = Uyers LM

Nota: Observe que el hecho de que cada T,M sea un espacio vectorial eso no garantiza que
TM tambien lo sea. Por ejemplo la suma de un vector de T,M con otro vector de T,M no
necesariamente es un vector tangente a la variedad M.

2.10. Campos Vectores

Definicién 19 Sea M una variedad. Un campo vector X de clase C" r € NU {oo} U {w}
definido sobre M es una funcién X : M — T,M que asigna cada punto p € M un vector
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v, € T,M. Denotaremos como X (M) o simplemente X (M) al conjunto de todos los C"-
campos vectores.

A los C"-campos vectores se les suele denotar tradicionalmente con las letras capitales X,Y, Z
o con las minusculas v, v, w. Relativo a la carta coordenada (U. ¢) el campo vector X se le

escribe en terminos de la base canonica {Bg"} de T,M como:

f=]
N d =y 0
X=*'(’)a—z,+”'+x"(’)5?.f";X‘(’)az,

donde X, son funciones C* en una vecindad ¢ (p) = z.

Figura 2.11: Campos vectores X, tangenciales a la variedad M
Ejemplo 9 El campo gravitacional generado por una distribucion de masa homogénea puede
ser descrito por medio de campos vectores de la forma:
X, : R? — (0] — T,R®

Si introducimos coordenadas cartesianas, la fuerza de atraccién gravitacional en cada punto
de la variedad R® — {0] esta dada por:

Xp(z) = _"%1;_; (x’ (3%) T (%) T (a_i;))

donde: ||r]| = ((+,)* + (%2)* + (-’"3)2)1/2

Definicién 20 Suponga quc X es un C"-campo vector tangente sobre M. conr € NU{oo} U
{«}ype M. Si X, =0, o el campo vector X no esla definido en p entonces p es llamado
punto singular de X.
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Ejemplo 10 En el ejemplo 9 el campo vector X tiene una singularidad en el origen (0,0,0),
ya que en este punto el campo vector no esta definido.

Ejemplo 11 No es posible proporcionar un campo vectorial sobre S? sin que este tenga una
singularidad. Cada seccién del haz tangente de S? es cero en algun punto. Este resultado
(conocido como cl tcorcma de la bola peluda) (figura 2.12) cs una consecuencia del teorema
de Poincaré Hopf y puede consultarse la referencia (8] para la demostracién.

Figura 2.12: Campo vectorial definido sobre la variedad S

2.11. Curva Integral de un Campo Vector
Definicién 21 Sear € NU {oo} U {w} y I un intervalo con 0 € I. Una curva diferenciable
v: 1 — M enz € M es una curva integral en x para todo C"-campo vector X si: y =

X(v@®) yr(0)==z.

La curva integral describe el conjunto de puntos alcanzables de M a r siguiendo al campo
vector X hacia adelante y hacia airas en el tiempo (Ver figura 2.13)

TEOX(())

Figura 2.13: Curva integral asociada al campo vector X
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2.12. Flujos

Sea f un campo vector suave definido sobre la variedad M. Considere la curva integral
parametrizada maximal que pasa por p € M:

YA =& :IxM —M

donde I C R, 0 € I. Entonces diremos que fD{ es el flujo generado por el campo vector f. El
campo vector f es completo si I = R (Fl flujo es definido sobre R x M).

Teorema 2 Sea p € M. El flujo <I>,f de un campo vector f cumple las siguientes propiedades:
1.- 48] = f(®)

2.- Tiene la propiedad de semigrupo: ®f (tg, &f (¢, p)) = &f (ty + ty,p) V1,2 €R

2.13. Derivada de Lie

Sea M una variedad y x € M. Considere la funcién suave A (x), que mapea de la siguiente
manera: A : M — R. Sea f (x) un campo vector suave que va de M a Ty M. Para la carta
(U, @) se define la derivada de Tie de X a través de f (z) en coordenadas locales como:

9 (x)

i @)

LAt =@, 76 = (51 00) =3

i=1
0 0
dA(.’L')— (a—xl',,'éz—n)

es el diferencial exacto. Para la funcién ¢ (x) definida como:

donde:

(:M —>R"
tendremos que la derivada de Lie de ¢ (x) es

L) = 28

donde:




es la matriz Jacobiana. Podemos aplicar de manera consecutiva la derivada de Lie sobre la
funcién Lz ) (x) con lo que se obtiene la derivada de Lie de Ly (x) a través de otro campo
vector g (x):

LoLyh(x) = Ly [Leh (x)] = 25X g (2)

Si \ es diferenciable k-veces a través de f, podemos obtener la derivada k-ésima de ) a través
de f (x) recursivamente como:

ALE~ 1 A(x)
LEX (x) = —L—f (x)

Donde L (x) = X (x). Una de las propiedades mas importantes que tiene la derivada de Lie
es la propiedad de linealidad: Va, 8 € C*®

Laf1+3iz/\ (x) = aL,fl’\ (x) + IBI’)’lA (x)

2.14. Bracket de Lie

Definicién 22 Sea X (M) el espacio vectorial sobre R de los campos vectores definidos sobre
la variedad M. Sean f,g € X (M) y f (p),9 () € T,M. Definimos el bracket de Lie de f, g
(denotado como (f, g]), al nuevo campo vector cuyo valor en p € M es un vector tangente en
ToM:

[, ]2 X (M) x X (M) — X (M) (£,9) — [f, 9]

Sean f,g campos vectores suaves definidos sobre la variedad M. El bracket de Lie en coor-
denadas locales dada la carta (U, ¢) esta dado por la expresion:

g%"'g% fi(x) gx%...gx% a1 (x)
Ux),gx)) = --ennnn. ) _ .

fa (%) on (%)

donde: n ) n
10 =3 10 g 0) = Yo ) o

La siguiente notacién es de uso frecuente en la literatura:

[f (x).9 ()] = adsg
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Con esta nolacion podemos calcular mas [dcilmente los brackets de Lie anidados de manera

adig = ¢
adsg = [f,4]
= [f,ﬂdfg]=[f.[f,9]]

adig

adjg = [f.adj g vk 21

Teorema 3 Sean f,g € X.Entonces el operador binario de Lie [-,-] satisface las siguientes
propiedades:

1.- Linealidad: [, g] (mA) + a2xe) = a1 [f.g] (A1) + a2 [f, g] (A2) Va1, a2 €R
2.- Antisimetria: [f, 9. = —|g. f]
S.- Primera Identidad de Jacobi: [f, g, h]] + [h, [f. g]] + [g, [k, f]] = O

4.- Segunda Identidad de Jacobi: LisgA(x) = LyLoh(x) — LyLsA(x) donde LisgA ()
representa la derivada de Lie ) (z) con respecto al campo vector [f, g|

5.- Propiedades de bilinealidad:

a) [afi +bf2,9) = alfi,g] +blf2,g9] Va,beER
b) [f.ag +bga] =alf. @] +b[f, 9] Va,beR

t.- Regla de la Cadena: [af,3g]=a3[f.g|+a(Lf3)g— 3(Lsa)f Va.3€C>

2.15. Distribuciones

Definicién 23 Sea M una C>*-variedad n-dimensional. Una distribucion es una asignacion
de un punto p € N a un suespacio de T,M. Denotaremos la distribucion como A(p).

Definicién 24 Una distribucion A es suave (C™-distribucion) s1Vp € M eriste una vecindad
V: (p) y un conjunto de C*™-campos vectores {[1... [;} definidos sobre V, (p) N M tal que:

A=span{fr(z)...fr (Z)}. VZEV, ())NM

Definicién 25 Sea f un campo veclor definido sobre V, (p). Diremos que el campo vector f
perienece a la disimbucion A, 81 f(x) € A. YTV, (p) N AL
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Definicién 26 La dimensidén de una distribucidon A(zx) en un punto & € V, (p) " M es la
dimensidn del subespacio generado por los campos vectores {fi ... fr}. Una distribucion A(z)
es de dimensidn constante si dim [A(z)] es constante, Vo € M

Teorema 4 Sea M =R" Considere la distribucidn A(x) generada por los r-campos vectores
{fi-.. f+} definidos sobre R" y sea la matriz M (x):

fu@ ... fir(@
@ - fur (2)
donde: fi; : R® — R, entonces:

A(z) = span{f (2) ... fr (2)} = Im[M ()]

y ademas dimn |A(x,)] = rank [M (xo)] para algiin xy € R.

Definicién 27 Sea A(x) una distribucién definida en V. (p) N M. Se dice que A(x) es una
distribucidn no singular, si existe un k € Z+ U {0} tal que:

dim[A(z)] =k, Ve e V. (p)NM
Un punto xy de V. (p) N M se dice un punto regular de la distribucidn A(x) si existe una

vecindad V, (zo) con la propiedad de que A(x) es no singular sobre V, (xp). Un punto x €
V: (p) N M el cual no es un punto regular se dice que es un punto singular.

Teorema 5 Sea A(z) una C®-distribucion y xo un punto reqular de A(x). Suponga que
dim [A(z)] = k. Entonces eziste una vecindad V. (xp) y un conjunto de campos vectores
{fi--.f-} definidos sobre V, (x9) con las siguientes propiedades:

1.- El conjunto { [, ... |.} es linealmente independiente ¥ € V, (xo).

2.- A(z) = span{fr... f+}.

3.- Cada campo vector f,, € A puede ser expresado sobre V. (x) como:

k
fn (@) =) c(@) fi(2)
i=1
donde c; (x) son funciones suaves definidas sobre V; (xo)
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Definicién 28 Sea M una C*®-variedad n-dimensional. Sea p € M. Considere los campos
vectores [, g definidosVz € V. (p)NM. Diremos que la distribucidn es involutiva A si f,g € A
implica [f, g] €A

El siguiente teorema, es el mas importante en la teoria de distribuciones, y su impacto en
la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales es fundamental como se demostrara a
conlinuacién:

Definicién 29 Considere el conjunto de C*-campos vectores { fy, ..., f} sobre la vecindad
V.(x) N M. Se dicen completamente integrables para cada Ty € V.(p) N M, si eriste una
vecindad N (@) y n — r funciones de clase C* {hy(z),...,ha_r ()} que satisfacen el

sistema matricial:
oh;

oz
y los gradiente Vh; son linealmente independientes.

fil®)=0,1<i<r 1<j<n-r

2.15.1. Teorema de Frobenius

Teorema 6 Una distribucién A(z) no singular es completamente integrable si y solo si es
involutiva.

Para la demostracién de este teorema, puede consultar [2].

Ejemplo 12 Considere el conjunto de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales [2]:

2z3——-——-——=0
T30z, 0z
oh oh oh
- 2zy— —=0 21
o, N +s oz3 21)
El sistema (2.1) puede ser escrito como:
T
,;’,—"l 2r3 -1
%:L’ -1 —2.’1:2 =0
E 0 I3

en forma compacta:

Vh(fi(x), fi(x))=0
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donde:

213 -1
H(x)= ( -1 ) yhlx) = ( —21, )
0 T3

Para determinar si el conjunto de ecuaciones diferenciales (2.1) es resoluble o, equivalen-
temente la distribucién A = span{f), f} es completamente integrable, observamos que
dim(A) =2, Vx € D= {x € R®: z} + 23 # 0}. Calculando el bracket [f,, f2], obtenemos:

—4173
fi=hf]= ( 2
0

2r3 —1  —4day
hffi)=| -1 21, 2
0 I3 0

con lo que finalmente:

Es claro que esta matriz tiene rango 2 para todo x € R3. De esto se sigue que la distribucién
es involutiva y por tanto integrable por el teorema de Frobenious.

2.16. Algebras

Definicién 30 Sea A un conjunto no vacio y sea * una ley de composicion interna definida
sobre A. Diremos que el par (A, *) es un Magma si la operacidn * se define como:

*x:AxA— A
(a, a') —axad
Definicién 31 Se dice que el par (A, ) es un algebra si:
1.- El par (A, *) es un Magma
2.- A es un espacio vectorial
3.- La operacion es bilineal
Definicién 32 El par (A, *) es un algebra de Lie si:
1.- (A.=*) es un algebra
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2.- La operacion * es anti-simetrica

3.- La operacion * verifica la identidad de Jacobi

A continuacién se daran algunos ejemplos de dlgebras de Lie:

Ejemplo 13 El espacio vectorial R? dotado con el producto cruz es un algebra de Lie.

Ejemplo 14 El conjunto de mapeos lineales £ (V, V) definidos sobre nn espacio vectorial cs
un algebra de Lie usando el conmutador: [A, B3] = Ao B - Bo A.

Ejemplo 15 El espacio vectorial X (M) delinido sobre R bajo la operacién de brackel de
Lie [f, g] es un algebra de Lie.

Definicién 33 Sea M una variedad y (G, *) un grupo. La accidn izquierda de G sobre M es
el mapeo: ® : G x M — M que satisface Yz € M:

1. ®(e,z)=1
2.- ©(91,2(92,7)) = (91 * 92, 7)

Similarmente la accion derecha de G sobre M es un mapeo ® : M x G — M que satisface:
1- &(r.e)=12

2.- ®(®(z,92),01) = ®(z,92 % 01)

2.17 Pull Back y el Teorema de Campbell Baker Haus-
dorff

Definicién 34 Dado un difeomorfismo ® y un campo vector Y definimos el pull-back de Y
a traves de ® denotado como ®*Y como el campo vector:
o9 1

v A
<1>Y_<&B

oYo<I>> (z)

Sean los campos vectores X,Y € X" (M). Estamos interesados en encontrar una relacién
entre el flujo del campo vector X +Y y los flujos producidos por X y Y Para ello, considera
a X como un campo vector de perlubacién para Y El siguiente resultado establece una
importante relacién entre estos [lujos.
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Teorema 7 Parar € NU{oo}U{w}. sea X € X(M) y X € X™*'(M). Parazy € M, T € R*
yt € [0,T)]. Asuma que &}, es un C"-difeomorfismo de una vecindad V (o) sobre su imagen.
Defina A € X7 (M) como A (r.x) = ((®%,)" X) (). Entonces ;Y (20)  ®F, o B, (o)

e O ()= D (8xo)

flujo a través de

X+Y

flujo a través de

Y

|

5"0 =(DA(XO)

Figura 2.14: Relacién de flujos

El siguiente teorema es de suma importancia ya que permite representar el pull-back del
campo vector X a traves del flujo del campo vector Y

Teorema 8 Sean los campos vectores X,Y € X (M).Si la serie:

s t Skp—1
Z/ .. / (ﬂ(’ygk oady, Xy (7‘)) dsy ...ds;
= Jo 0

coptiene finscamente un mimero finato de termanos diferentes de cero entonces:

((®os) X)(z.y) =X (t.x)+ ;/0 /0 (ady,, ...ady, X;(z))dsk...ds;  (2.2)

Si los campos vectores X.Y <on independientes del tiempo, entonces la ecuacidn (2.2) se
transforma en:

. Xtk
((85,)" X) (z.9) = Y _ jadh X 2.3)
k=0
La expresién (2.3) se le conoce como formula infinitesimal de Campbell Baker Hansdorff.
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Capitulo 3

Sistemas No Lineales y Modos
Deslizantes

3.1. Introduccion

En este capitulo se abordara el concepto de difeomorfismo y su utilidad para efectuar
transformaciones sobre la base de coordenadas en las que se representa los sistemas no lineales,
desenbocando en la linealizacion por retroalimentacién de estados. Esta estrategia de control,
bajo cicrtas hipotesis, permite transformar via un difeomorfismo un sistema no lineal en
una forma lineal [2]. Finaliza con una breve descripcién de la técnica de control por modos
deslizantes v se presenta una discusion sobre la transformacion que permite llevar un sistema
a la forma regular [9].

3.2. Sistema de Control Afin

Definicién 35 Sea r € NU {oc} U {&}. Un € -sistema de control afin se define como la
tripleta ©. = (M, F.U). donde M es una C'- variedad . F = {f}—, es un conjunto de C'-
campos vectores suaves completos defimdos sobre M y U C R™. La trayectoria de control
descrita por el par de funciones:

(x: 1T — M;u:1 —0)

defimadas sobre el intervalo I C R™ satisfacen el sistema:

n

o= fo(@()+ Y u" () fa(x(D))

a=1

.’B((“ = &]E.'\I (31)
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donde u es una funcion Lebesque medible y (t) es una funcién conlinua.

3.3. Linealizacion de Sistemas no Lineales por medio
de la matriz Jacobiana

Cousidere el sistena no lineal afin cuya representacion en coordenadas locales esta dada
por la expresion (3.1). Para el caso en que solo se tenga una entrada u, el sistema (3.1) se
puede escribir en terminos del campo vector f(x) de la siguiente forma:

x = f(x)+g(x)
y = h(x) (3.2)

Definicién 36 Sea el sistema no lineal en la forma (3.2). Suponga que u = u~ = 0. Entonces
diremos que T = T, es un punto de equilibrio para el sistema (3.2) si f () =0

Sea el sistema no lineal (3.2) y el punto de equilibrio x* = (xj... .,x;)T obtenido cuando
u = u* = 0. Considere la transformacién de coordenadas:

Afy T — I}
AIQ To — I3
2
Ax = . = .
A.l‘n In — I‘

De manera similar Au = u — u". Ay = y — h(x"). Las nuevas coordenadas Ax,Au y Ay
representan las variaciones de x. u v y alrededor o en la cercania del punto de equilibrio. La
lis earizacidn del sistema (3.2) en el punto xX” esta dada por:

Ax = AAMx+BAu
A, = CAx+DAu (3.3)
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donde:
[af] 'ét(.r;.....t,‘. ...g&(z{....z;
A—_' ?a; = 1  eeddianecen

Ok (g3,...27)... 2 (33, . .1

L 3x,; Ix, VDt Tn
[ 84 (4., 23)
B=glz")= :
| L@z
- [2] - (B 0]
x 3z \I1 ' Tn 3z \L1» 1tn

El modelo asi obtenido solo es valido en una pequena vecindad V, (x*) alrededor del punto
de equilibrio.

3.4. Difeomorfismo, y Linealizacion por retroalimenta-
cion de un Sistema afin
Teorema 9 Sea f : U C R® — R una funcion suave. Si la matriz Jacobiana g£ no es

singular Vy € U cntonces la aplicacion [ dcfine un difecomorfismo local sobre un conjunto
V c U que contiene a xy.

Considere el caso n = 1 en el sistema no lineal afin (3.1) de tal manera que lo podamos
expresar como:

x=f(x)+g(x)u (34)
Sea el difeomorfismo dado por el siguiente cambio de coordenadas:
z(l) @(x(1)) (3.5)

diferenciando ambos lados (3.5):

2(t) = 5-x = ——[f (x) + g (x) u]
Como x (t) = ! (z) tendremos que la representacion del sistema (3.4) en las nuevas coor-
denadas estara dada por la expresion:

. 0d 0P

z= ﬁx'f (%) (=820 T 57 (%, 1) x(ty=8-1(a) *(2)

y=h(x.1) xn=8-1(a)
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Definicién 37 Sea sislema de conlrol afin deserito por (3.4). Se dice que el sistema es lo-
calmente linealizable por retroalimentacion en una vecindad V, () st existe un difeomorfismo

® dado por: 8 ()
1\Z

2= ®(z) = 0’:(’)

0,.'(1:)

y una ley de control u = a(z) + 3 () v con 3 (x) # 0 tal que:
. o0d ao
z= Ef (& 1), x)=2-1(x) = 329 t) zxe)=8-1(z u(t) = Az+ B
donde el par (A, B) csta en la forma canénica controlable o forma normal de Brunovski.

A continuacién se enunciaran dos teoremas importantes sobre la técnica de Tinealizacién por
retroalimentacién de estados para sistemas no lineales afines de la forma (3.4).

Teorema 10 Dado el sistema no lineal expresado en coordenadas locales (3.4) diremos que
es linealizable por reiroalimenlacion s1 y solo st erisle una vecindad V. () que contiene al
origen de R" tal que las siguientes condiciones se cumplen:

1.- Los campo vectores {g, adgg, . . .. ad;‘l} son linealmente independientes en V, (z).

2.- La distribucion A (z) = span {g.adsg. .... ad?‘l} es involutiva en V, (Z)

Teorema 11 La linealizacion local por retroalimentacién para el sistema (3.4) es factible en
una vecindad V. (Z) si y solo si existe un difeomorfismo ®, tal que Vz € V. () se cumple:

1- LyLy®, (z) =0
2 LL} ', (@) #0. k€ {0.1.....n— 2}

El cambio de coordenadas y la ley de control estan dados por:

@1 (3)
L;®, (z)
z = z
L;-l:61 (3)
v — L;@l (z)
v =

L,L}'®, (2)
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3.5. Teoria de Modos Deslizantes

Definicién 38 Una subvariedad conectada embebida S de M es una superficie deslizante
para el sistema (3.1) si:

1. z €cS

2-T.S+Lo(foqny.---q)(z) =T:M Vz€ES

donde L(f, i, -..,m)(x) es el algebra de Lie de los C*®-campos vectores y Lq es un ideal de
esta algebra [10].

Considere el sistema no lineal descrito en la forma (3.4). Sea la funcién de conmutacién suave
s: 1" C R® — R cuyo gradiente Vs no es nulo en /. El conjunto S = {x € R" : 5(x) = 0}
defline una variedad (n — 1)-dimensional que es regular en U. Un control de estructura vari-
able, es una ley que toma dos valores diferentes de acuerdo al signo de s(x) v se define
como:

ut s(x)>0

wix) = { u~ 3(x)<0

donde u* # u~ son niveles superior e inferior del control u(x) los cuales son funciones
suaves. Supongase que producto de la ley de control establecida las trayectorias de estado del
sistemna (3.4) alcanzan la superficic de deslizawicento S, quedando a partir de ese momento,
confinadas en su vecindad. Se dice entonces que se ha establecido un régimen deslizante sobre
la variedad s (x) = 0 (figura 3.1).La condicién para que esto suceda se resume en el siguiente
teorema:

Teorema 12 La condicidn necesaria y suficiente para la existencia del regimen deslizante
es:

1. Wm,_ o+ (ds, f + gut) =lim, o+ Ly, gu+s <0

2. lim,_o+ (ds, f + gu™) = lim,_0+ Lgigu+s >0

Este teorema implica que la variacién de la funcién escalar s(x) en la direccién del campo
controlado siempre se opone al signo de s (x), garantizando asi, el cruce de S a ambos lados
de la superficie.
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s(x)=0

Figura 3.1: Fstablecimiento de un régimen deslizante sobre la superficie s (x) =0

La seleccién de una variedad deslizante y el control que force el modo deslizante es una
tarea que se facilita para sisemas cuya representacion en el espacio de estados es de la forma
regular [9]. En la siguiente seccién se presentard un breve anilisis para la obtencién de la
ecuacion de modos deslizantes para sistemas reducidos a la forma regular, tanto para el caso
lineal como el no lineal.

3.6. Forma Regular

3.6.1. Caso Lineal
Considere el sistema lineal controlable representado en el espacio de estado por:
x = Ax+ Bu (3.6)

donde: x € R*, u € R™ y rank (B) = m. Es posible particionar al sistema (3.6) en la forma:

(2)-(A 22) () +(5)e -
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donde: B; € Mn-myxm (R), B2 € Mmxm y la condicién |By| # 0. La (ransformacién no

singular: i
I,.m -B:B;
T= ( o o ) (3.8)
con el cambio de coordenadas y=Tx, transforma al sistema (3.6) a la forma regular:
i = Aun +Apy, (3.9)
Y = Any,+Any,+u (3.10)

donde: y, € R*™™, y, € R™ Observese que esla representacién esla constituida por dos
subsistemas. Dado que inicialmete asumimos que el par (A, B) es controlable, del sistema
(3.9) se desprende el siguiente teorema de controlabilidad:

Teorema 13 Si el par (A, B) en (3.6) es controlable entonces el par (A1, Ay2) es controlable
tambien.

Tomando el vector y, como un control ficticio 'n-dimensional para el primer subsistema
(n — m) dimensional controlable, todos los (n — m) eigenvalores pueden ser asignados ade-
cuadamente por medio de la eleccién de la matriz C de forma que y, = Cy,, asi por medio
de la superficie s = y, + Cy,, despues de que el modo deslizante se produce la dinamica para
el primer subsistema esta dado por:

v1=(An — AC)y,
De esta forma la eleccién adecuada del control es:
u=—(Kl|y| +6)sign(s)
con K,é > 0.Para la funcién de Lyapunov: V = 3s* tendremos:
V <Is|| (CAn + An)y, + (CArz + An) yo| — (Kly| +6) [s] (3.11)

es evidente que existe un valor de K tal que para cualquier 4 se cumple V < 0.

3.6.2. Caso no lineal

Considere el sistema afin:
x=f(x)+B(x)u (3.12)

donde x € X C R* B € Mu.m (R) y u € R™. Se considera que campo vector f y las
columnas de B son mapeos C®. Asuma que rank (B (x)) = m, Vx € X. Sea x = (x1,Xz).
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Si existe un bloque B, (x;,X;) de dimension m x m tal que rank (B;(x)) = m entonces
podemos particionar el sistema (3.12) en la forma:

X, = fi(x1,x2) + By (x1,%2)u (3-13)
X2 J2 (x1,%2) + B2 (X, %2) u (3.14)

donde: x; € R*™, x; € R™ Sea el difeomorfismo:

i, = ®(x) (3.15)
y: = X (3.16)
La ecuacién para y,:

; od od
y,. = a f 4 -&Bu
va ser independiente del control, si el difeomorfismo ® (x) es una solucién del siguiente sistema
matricial de ecuaciones diferenciales:
—a‘l’a’("‘) B(x)=0 (3.17)
Para resolver el sistema diferencial (3.17) se requiere encontrar un conjunto de variedades
correspondientes al sistema de Pfaflian:
W(x)dx =0 (3.18)

donde dx = (dr,, . ..,dz,)" v W (x) es de rango pleno de (n — m) x n. La matriz de Pfaflian
esta conformada por los coelicientes de las 1-formas diferenciales:
o= w (z)dxy + - - - + ), (2) dza
: : (3.19)
W= Wi (z)dn + -+ Wi (2) d2s

Los coeficientes del sistema de 1-formas de Pfaffian (3.19) son funciones de x y pueden ser
cucortrados bajo la condicion de que cada 1-fonua diferencial L', ... w"™ ™ se haga cero
cuando es multiplicada por cada vector columna de la matriz B (x). esto es:

W(x)B(x)=0 (3.20)

Para encontrar dichos coeficientes. es conveniente descomponer las matrices W y B de el
sistema (3.17) de la siguiente manera:

B, (x)

W(X)=[W,(x) : Wg(x)] B(x) = [B;(;q
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Donde rank (B (x)) = rank (B; (x)) = m. Keescribiendo ecuacion (3.20) como:
W;(x)B;(x)+W;(x)B;(x)=0 (3.21)
v definiendo la matrix W, (x) = L,_.. encontramos:
W;(x)=-By( x)B;" (x) (3.22)
Como resnltado. el sistema Pfaffian (5.1%) e« determinado finicamente con la sustitucién del
sistema equivalente:
Al (X) lhz -+ dX| =0 (3.%)
donde:
A(x) = -B;(x)B;" (x) = {a,}

dx{ = (dllq---dtu—nﬁr
dxf = (dty m-; -..dz.)"

cont=1.....n-m j=n-—m++1,.. . n Dado que el sistema (3.23) es integrable, es
posible encontrar las n — m variedades integrales en forma explicita:

x3 = & (x;.¢) 13.24)

donde c es un vector constantes de integracion y ® € R* ™. Resolviendo para ¢ obtenemos
las n — 1 variedades integrables:

C:"(XI,X2» f3.25)
De esta forma podemos usar las funciones & como el mapeo de transformacion para (3.15)
obteniendo la forma regular-

Yi = fHly;y,) (3.26)
Y2 f2(y;.y,) +B2{y,.y,)u 1527

El uso de la forma regular ofrece las siguientes ventajas:

1- El caleulo del oontrol equivalente para encontrar L1 ecuacién en modos deslizamtes 1.0
5 Necesario.

2.- El modo deslizante « invariante con respecto a las funciones [ (y, v,/ /%y, .y, en
el segundo blogue.

4- La condicion B, # 1. es necesaria para forzar el modo deslizante sobre la variedad
5 (y) = 0 preseleccionada.
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Si tomamos el vector y, como un control ficticio para el primer blogue de la forma rc.egu_la.r
(3.26) con la asignacién de una dindmica deseada: y, = —sq (y, ), entonces es posible disenar
un control discontinuo para forzar el modo deslizante sobre la variedad s (y) = y, + S0 (¥1)-
Despues de un tiempo finito, el modo deslizante sobre esta superficie comienza y el sistema

se comporta con la siguiente dindmica:

¥i=filyn, —s0(y1). 1)
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Capitulo 4

Dinamica Lagrangiana

4.1. Introduccion

Las ecuaciones de Euler-Lagrange surgen de manera natural, al estudiar las condiciones
bajo las cuales un funcional alcanza un extremo. Desde el punto de vista fisico, estas ecua-
ciones son una herramienta muy poderosa para obtener el modelo dindmico de un sistema,
embebido en un campo de fuerzas. Las ecuaciones de Euler-Lagrange proporcionan un puente
entre la teoria de control, la mecdnica geométrica, Bullo y Lewis[7] y los sistemas no holo-
nomicos Bloch[11]. En este capitulo se deduciran dichas ecuaciones a partir del principio
béasico de minima accién de Hamilton. Se finalizari con la deduccién de la ecuacién general
de los sistemas mecanicos multicuerpo.

4.2. Dinamica Lagrangiana definida sobre Variedades

Definicién 39 Considere la C*-variedad M y su espacio tangencial T,M . La forma cuadrat-
ica definida positiva:
():T:M — R
(u,v) — (u, v)
Se llama métrica de Riemann. Sea (U, ¢) una carta de un C*-atlas A para la variedad M,

la cual define las coordenadas (14, ..., 12). La métrica de Riecmann G se puede expresar en
terminos del tensor métrico g en la forma:

d$2 = Zgijdzidzj

ij=1
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donde g;; = g;;. Una variedad diferenciable a la cual se le a definido un producto interior
pare cada espacio tangencial T,M (dotada con una metrica de Riemann) se dice que es una
variedad Riemanniana.

La estructura de variedad diferenciable, permite describir adecuadamente la evolucién de
todas las posibles configuraciones que puede adoptar fisicamente un sistema. El conjunto de
todas estas posibles configuraciones se le llama espacio de configuracién y como se vera mas
adelante, se puede representar por medio de una variedad (teorema 14), la cual denotaremos
como Q. El sistema de coordenadas locales g sobre la variedad Q son llamadas coordenadas
generalizadas, el espacio tangencial 1,Q), es el conjunto de todas las posibles velocidades del
sistema en la coordenada q. El espacio de estado del sistema, esta determinado por todos aque-
llos puntos (g, ) que estan en el haz tangente T'Q. La dimensién del espacio de configuracién
se conoce como los grados de libertad del sistema.

Definicién 40 Sea r € NU {00} U{w}.Se define como un sistema mecdnico C"-forzado a la
7-upla (Q,G,V,F,T,Q.§,U) donde:

1. La variedad Q es el espacio de configuracion.

2.- G cs la métrica de Ricmann dcfinida sobre Q, es decir la dupla (Q,R) es una variedad
de Riemann.

3.- V ¢s la funcion de energia potencial definida sobre ().
4. F es el conjunto de fuerzas externas no controlables.
5.- T,Q es el espacio tangencial de velocidades.

6.-F = {F1....,Fn} es la coleccion de campos covectores definidos sobre Q, llamadas
fuerzas de control.

7.- U C R™ es el conjunto de control.

Es importante entender la relevancia fisica de cada uno de los elementos de la definicién
anterior. La variedad Q anade el sentido geometrico de todas las posibles fases de posi-
cionamiento del sistema en cuestion. En la tabla 4.1 se muestran los espacios de configu-
racién de algunos sistemas mecénicos tipicos. La métrica de Riemann G delinida sobre la
variedad Q proporciona la descrpcién de la energia cinética del sistema. Los campos covec-
tores § = {Fy, ..., F;n} representan todas aquellas fuerzas que podemos controlar. Las fuerzas
de entrada del sistema son una combinacién lineal de los campos covectores Fy, ..., F, con
coelicientes que perlenecen las U-funciones que son Lebesgue integrables en el tiempo.
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Tabla 4.1: Espacio de Configuracién de Sistemas Mecénicos

Sistema Espacio de Configuracién
Robol mévil trasladandose en el plano R?

Cuerpo rigido moviendose en el espacio R?

Péndulo simple st

Péndulo esférico S?

Pendubot y péndulo de Furuta T

Nave espacial R3 x SO3

Robot mévil planar con un brazo de n eslabones SE(2) xT"

Teorema 14 Sea Q el espacio de configuracion de algin sistema mecdnico. Entonces eriste
una C*-variedad M y compacta tal que M es difeomorfica a Q.

Definicién 41 Sea M una variedad de Riemann y M = Q el cspacio de configuracion de
un sistema mecdnico. La forma cuadrdtica para cada espacio tangencial T,Q definida como
K = %(v, v) con v € T,Q, se llama energia cinética. La funcion diferenciable V : Q — R
se llama energia potencial.

En los sistemas mecénicos la métrica de Riemann G determina la magnitud de las cantidades
inerciales de los elementos que componen al sistema. La manera en que esta métrica asocia
los vectores de velocidad ¢ € T,Q con la energia K, es por medio de la matriz de inercia del
sistema mecanico, la cual denotaremos como M (g). De esta forma tendremos:

. 1. .
(4,9 S K = 4M (q) qr

Definicién 42 Sea Q una C®-variedad de dimension n, la cual describe el espacio de con-
figuracion del sistema y TQ el haz tangente.La funcion:

L:TQxR—R
(9,4,t) — L(g,4,1)

definida como la diferencia enlre la energia cinélica y polencial:
L(g,4,t) = K(g,4:t) =V (g,4,1) (4.1)

se le llama funcion Lagrangiana.
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4.2.1. Principio de Minima Accién de Hamilton

Fl principio de Hamilton establece que el movimiento de un sistema mecénico en el espacio
de configuracién Q de t = t; a t = t es tal que la integral:

I = / " Lla ) dt (4.2)

1

cs un cxtremo (maximo o minimo) de la traycctoria dc movimicnto.

4.2.2. Ecuaciones de Lagrange

Un sislema [isico que no disipa energia, se dice que es conservativo. Un sislema mecanico
conservativo es aquel en el cual la energfa aparece solamente como energfa cinética y energia
potencial. De la teorfa del cdlculo de variaciones es posible deducir las ecuaciones de Lagrange,
las cuales describen el movimiento del sistema para cualquier trayectoria admisible (¢ . .. ¢,)-
Sea ¢ la funcién para la cual 7 cs un cxtremo. Supéngasc que d¢g cs una funcién arbitraria
que es continua en t; < t < t, y tiene una derivada continua 44 en el mismo intervalo. Las
condiciones de frontera se asumen fijas, d¢’ (t1) = dq* (t2) = 0. De esta forma tendremos:

t2
1= ["c@ana (4.3
t
Diferenciando (4.3) con respecto al parametro infinitesimal 4 tendremos:
dl 2 (0CLdq OLHg 2 (0L dq 2 (9L 8¢
o) Garsm) e[ Ga)e ] Gw)e oo
Considere la segunda integral de (4.4):
2 (9L dg “ (9L B%q
[ Gz e [ Goaas) 9
Fn ecuacién (4.5) aplicamos integracion por partes:
2 (9L B¢ _ 0L Oq|" 2 (d 0L dq
[ Gims) o= 55, - | () o

Por las condiciones de frontera, el primer termino del lado derecho de (4.6) se convierte en
cero y la ecuacién (4.4) queda como:

dl [t (0L dOL)\ g
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Aplicando el Leorema fundamental del cilculo de variaciones, el inlegrando de la ecuacién
(4.7) debe ser cero:

d (OC oL

L=V = o !

! (ad) P Vie{l...n} (4.8)

La ecuacién oblenida (4.8) se denomina ecuacion de Euler Lagrange. Ahora bien si el sistema
se somete a una fuerza externa de entrada 7 entonces las ecuaciones de Lagrange toman la

forma: - BE
'(-iz (‘5&) 3(] TVi€e {1 } (4.9)

4.3. Formulacién Dindmica para Sistemas Mecanicos
Multicuerpo

De la formulacién Lagrangiana es posible obtener las ecuaciones de movimiento de un
sistema mecdnico multicuerpo tal como se indica a continuacion: Counsidere la funcién La-
grangiana, en terminos de los elementos de la matriz de inercia M (g):

=3 My @as -V (@) (4.10)

Sustituyendo la expresién (4.10) en las ecuaciones de Lagrange (4.9) obtendremos:

d oL d (=, - . L
& T & (ZI ""q") =3 (M + M)
a - ]=l
oc Z JNT k] ) )V
Jdg; 0q; Bty — Og;
3.k
Los terminos Mij pueden desarrollarse en terminos de derivadas parciales con lo que obten-

€mos:

()M, 10M, AV (g .
ZMU (4)%+§:,( g il =3 aqf’qkqj) +Tq(iz=‘rz€{1,2....n}

Jj=1

Rearreglando terminos tendremos:

n n . v
E Mij (q) l[J + E Fijk(ij’/k + (Q) =T1E€ {1,2 i .'Il} (411)
i=1 ik %4
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donde:

1 (0M(q)  OMu My, (q))
Figp == J A s 4.12

*T 2 ( da 0q; s (412)
Las funciones T';;; se les denomina simbolos de Christoffel correspondientes a la matriz de
inercia M (g). Los terminos de la forma ¢;g;, i # j se les llama fuerzas de Coriolis y los
terminos de la forma ¢? sou las fuerzas centrifugas. Definiremos la matriz de Coriolis C (g, §)

como: n
; v _ 1 (OMii(g)  OMa  Mi;(q) .
Cii (0, 9) = li'k‘lk="( L +—-—1 17 4.13
’ kg MZ T T o, om )™ (4.13)

El vector C (q.q) g proporciona los terminos de las fuerzas de Coriolis y centrifugas en la
ccuacion de movimiento. Finalmente podemos eseribir la cenacién (4.11) como:

M(@)i+C(q.9)q+G(q) =7 (4.14)

Donde G (gq) = % es el vector de fuerzas gravitacionales.Las principales propiedades estruc-
turales de la ccnacién (1.11) son las signicntes:

1.- La matriz M (q) es simélrica y posiliva definida. Por lo tanto la matriz inversa A ~! (q)
existe.

2.- La matriz M — 2C es una matriz antisimétrica (propiedad de pasividad).

Dado que la matriz M (q) es una matriz definida positiva es posible expresar el modelo
dindmico (4.14) como:

d (gq g
dt ( q ) ( M(g) ' r=C(g.9) 4 — G (q)] ) (4.15)
donde (q.¢) € TQ.

4.4. Sistemas Subactuados

En las ultimas décadas a surgido un enorme interes por estudiar el comportamiento de
los sistemas mecédnicos en funcién del niimero de actnadores y los grados de libertad que
posee, en particular aquellos en los que el nimero de actuadores independientes es menor
que el nimero de grados de libertad del sistema. A estos sistemas se les suele denominar
sistemas mecanicos subactuados. Ejemplos de sistemas subactuados son los robots bipedos,
robols montados sobre plataformas rodantes, la familia de péndulos invertidos(pendubot,
péndulo rotatorio, monociclo, péndulo con rueda de reaccién), aeronaves, satelliles. vehiculos
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subacuaticos, aerodeslizadores, helicopteros, elc. El inleres sobre estos sistemas radica en el
hecho, de que en muchas ocaciones, los actuadores son caros o representan un peso extra que

limita el desempeiio del sistema. Es por ello que se estudian algoritmos que permitan a un
sistemna mecinico efectuar ciertas tareas con el menor nimero de actuadores. A continuaciéon

se dara una definicién formal de un sistema subactuado.

Definicién 43 Sea el sislema descrilo por la ecuacion diferencial:
d=Fi(9.9)+ F2(q)u (4.16)

donde g€ Q, q€ T,Q, F,(-) es el campo vector que describe la dindmica del sistema, F» es
la matriz de entrada y u es el vector de fuerzas generalizadas. Diremos que el sistema (4.16)
es subactuado si rank (F;) < dim(Q).
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Capitulo D

Diseno del Control de Alta Variaciéon

5.1. Intoduccién

En este capitulo se explicard como dado el sistema de control afin (3.1) la ley de control de
conmulacién u;™ definida en intervalos conslantes de longitud h permiliran llevar las trayec-
torias x (t) a aquellos puntos que satisfacen {x. € M : fy (x.) = 0}. La ley de conmutacién
estard dada en funcién de los controles of; (x) que aparecen en el sistema infinitesimal gener-
ado. La cleecion de las fanciones of; (x) se realizara con el objetivo de estabilizar el sistema
infinitesimal por medio de una supcrficic deslizante s (x) 0 previamente dcfinida. La mayor
parte de este capitulo se basa en los trabajos de R. Hirschorn [1], [12] y de A. Isidori [2].

5.2. Control de Alta Variacion de Memoria m

5.2.1. Vecindad Compacta

Definiciéon 44 Sea z € R* Se dice que la vecindad V (xo) es una vecindad compacta si:

1.-Vz eV, IM >0 tal que ||z|| < A/

2.- la vecindad V (z) es cerrada (contiene a todos sus puntos frontera)

5.2.2. Control de Alta Variacion

Definicién 45 Sea m,q € Z* y h > 0 Un control wy, = (u},...u}) es llamado con-

trol de variacidn de memoria ™ para el sistema (3.1) si ezisten funciones of;(x) i €
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{0,1,...,m -1} ; j € {0,1,2,...,1} ; p € {0,1} sobre M las cuales son suaves fuera de
un conjunto M, de medida cero tal que para todo t € [kh, (k + 1)h]

1.- u (z(kh), 1) = o), (z(kh)) + a;; (®(kh)) /h para t € [(k +i/m) h, (k + (i + 1) /m) h],
i€{0,1,2,....m—-1},j€{0,1,2,...,1}

2.- x(h,un, 2) = g™ dondet —» g ™ (p) es la curva integral a través de p para el campo
vector suave ¢m® sobre M \ My definido por:

q

=1+ 3ia(@)f +) nle(m) g+

i=1
donde [;, T™"® — 0 uniformemente sobre conjuntos compactos como h — 0, o =
{(xf,j |+=0,1,2,...,mm—-1,j = 1,2,...,l,k.=0,1}

3.- La solucion de la inclusion diferencial & € F* (x) sobre M correspondiente a:

g
2)+ ) 5i(a(w)) f (= +Z % (a (o)) g: () + 7
i=1
x € M\ M, eriste para todo t > 0.
4.- Las funciones a?; son acotadas sobre una vecindad compacta de . y aj;(x) — 0
conforme x — x,. El campo vector:

-f(w>+Zﬂ1 20)) f* -'B)+Z% o ((20))) s () + P

i=1
sobre M\ My es llamado el campo veclor infinilesimal correspondienle a uy. La corre-
spondienle inclusion diferencial:

ze F°(z),ze M (5.1)

se le denomina sistema infinitesimal correspondiente a up.

Definicién 46 Sea S una superficie deslizante para el sistema (3.1). El control de variacion
u™ con memoria m es llamado control de variacidn en modos deslizantes para la superficie
S si el sistema infinilesimal (5.1) correspondiente a u;™ tiene las siguientes propiedades:

1. Las lrayeclorias del sislema infinilesimal alcanza S en un liempo finilo y permanece en
S, con x, un punlo de equilibrio asinldlicamenle eslable para el modo deslizante.
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2.- La superficie S es localmente atractiva, es decir cada vecindad U de p € S contiene
una vecindad abierta W de p tal que W U S U {z.} es invariante bajo trayectorias del
sistema infinitesimal & € F*

5.3. Estabilizacion Practica

Definicién 47 Suponga que . es un estado de equilibrio para el sistema (3.1) y uf™ un
control de alta varacion de memoria m indexado por h € R* Entonces, x, se dice que es
prdacticatnente estabidizado por {uy} si:

1.- Las trayectorias de los estados x(t,un, 2p) correspondiente a £(0) = zg € M, u = up
eriste Vi > 0.

2.- Dada cualquier vecindad compacta D de x, y un subconjunto abierto U de D que con-
tiene x., eriste ', H > 0 tal que x(t,up,x) €U, Vt >T, h< H, Vg € D

Teorema 15 Suponga que S es una superficie deslizante para el sistema (3.1) y sea ui™ un
control de variacion en modo deslizante para S. Entonces x, es prdcticamente estabilizado

por {u;™}

5.4. Estabilizacion Asintoética

Definicién 48 Sea x. es un estado de equilibrio para el sistema 8.1 y up un control de alta
variacion de memoria m indezado por h € R Entonces, x, se dice que es asinldlicamenle
estabilizado por el conjunto de controles {un} si:

1.- Las trayectorias de los estados x(t. un, @) correspondiente a £(0) = xg € M, u = u
eziste Vt > 0.

2.- Dada cualquier vecindad compacta D de x., existe H > 0 tal que Vh < H, ¢y € D,
lim z(t, up, ) = T

t—oo

y para cada vecindad de V de x, eriste una vecindad de W de x. tal que los estados
iniciales en W son dirigidos a z, sin dejar V
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5.5. Funcién S de Lyapunov

Definicién 49 Sea M una variedad y S una superficie deslizante para el sistema afin (3.1).
La funcion V : M — R* se dice que es una funcién S-Lyapunov en z, para el sistema
infinitesimal & € F° (x) si:

1) V es una funcidn conlinua y conlinuamente diferenciable sobre un conjunto abierto que
contiene a S lal que la restriccion V : SU{x.} — R* es una funcidn definida posiliva
en x, y LgeadV < 0 sobre S, donde = f*9(x) es la dindmica equivalente sobre S.

it) Si T >0 Ve(t, ) €S,V > Tr,30 > 0 tal que: LV (2(t, 7)) < —6V (z(t, 20)) Vt >
Ta, f € F* donde z(t,xo) es el estado del sistema infinitesimal & € F°, (0) =

Teorema 16 Suponga que S es una superficie deslizante para el sistema (3.1) y sea ui™ un
control asintético de variacion en modo deslizante para S. Entonces x. es asintdticamente
estabilizado por {uj™

5.6. Control Alta Variacién Homogéneo

Definicién 50 Un campo vector f = (fi. f2,-- ., fa) sobre R™ se dice homogéneo de grado T

con respecto a la diatacion (ry,7a,...,1ry) si Ve > 0:
fi(€'zy, €xq, ..., ™) =T fi () Vi € {1,2,...,n} (5.2)
Definicién 51 Una funcién ¢ sobre R™ se dice que es una funcion homogénea de grado T
con. respecto a la dilatacion (ry,ry, ..., 15) 88 Ve > 0:
O("'Ty, g, ..., ") =P (x)Vi € {1,2,...,n} (5-3)

Definicién 52 I/n control de alta variacion deslizante u;™ para el sistema (3.1) con M =
R*, x. = 0, es llamado control de alta variacion deslizante homogéneo con respecto a la
dilatacion (ry.ra,...,7rn), si sobre M\M,, los campos vectores f y up™gi, l = 1,...,1 son
homogéneos de grado 0 con respecto (r1.72,...,70), Yh >0

Definicién 53 La superficie deslizante S se dice superficie deslizante homogénea para el
sistema (3.1) con 1especto a la dilatacion (ry, 1o, ..., 1) 8t Ve > 0,2 € S implica "z € S

Teorema 17 Suponga que S cs una superficic deshizante homogénea, V. una funcion S-

Lyapunov homogénca, y us™ un control de alta variacion deslizantc homogéneo para cl sistema
(3.1). Entonces x, = 0 es estabilizado asintdticamente por {us™
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5.7 Aplicacién del Control de Alta Variacién a Sis-
temas Afines

Los siguientes sistemas alines son tomados principalmente de la referencia [1] efectuandose
cambios en los coeficientes de los sistemas infinitesimales y se proponen otros controles que no
dependen de la funcién signo, esto con la finalidad de permitir mostrar mas claramente como
cl control dc alta variacién actiia bajo una tasa de conmutacién alta en intervalos de longitud
h. Se muestra tambien como bajo este esquema, es posible disefiar el control estabilizante
sobre variedades deslizantes, en las cuales no estan en el 4mbito de los modos deslizantes
estandar. El sistema del ejemplo 20 fue tomado de [2] para mostrar como se puede usar en
conjunto la téenica de Linealizacién por retroalimentacién de estados y el control de alta
variacion.

5.7.1. Doble Integrador

Ejemplo 16 Considere el doble integrador descrito por el siguiente sistema lineal:

.'i'.‘l = X2
j22= u (54)

donde los campos vectoresf,g del sistema estan claramente dados por f Tx)=(z2 O )T
gx)=(01 )T = 32 Es posible por medio del uso del control por modos deslizantes

estabilizar dicho sistema en el punto de equilibrio x, = (0 0 )T En efecto, si elegimos la
superficie estandar de deslizamiento s (x) = x; + 23 (ver figura 5.2) tendremos que cuando
s(x) = 0 implica z; + 2 = 0 y esto es, si y solo si Z; = —r; y asi la dindmica del
modo deslizante es estable. La eleccién del control puede realizarse por medio del control
equivalente. Haciendo uso de la derivada de la superlicie obtenemos: $ = I1+Iy = Zo+ug; =
0 lo cual implica ue; = —x2. Asi es posible proponer la ley de control u = ugs — K sign(s)
con K > 0. Podemos ver ficilmente que este disefio con modos deslizantes es estable. Sea
la funcién de Lyapunov V = 1s® entonces tendremos V = s$ = s (&1 +22) = s(z2+u) =
s(—Ksign(s)) = —K|s| < 0. La respuesta de dicho sislema se muestra en la figura 5.1
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Figura 5.1: Estabilizacion del sistema doble integrador

S=0

Figura 5.2: Superficie deslizante s (x) = z; + 2o

Sean las funciones de variable real o} dcfinidas como of; : R — R con p € {1,0}
expresadas explicitamente por o, = ag o, = ag, of; = —4ay. af, =4 y considere el
control de alta variacién de memoria 2 definido por la ley de conmutacién:

Para k=0.t € [0,A!

o (o p) = ] @0 (X0) F4a1 (X0) /b Si0 << h/2
ui (- £) = ag (Xg) — 40 (xo) /h. sih/2<t<h

Parak=n t € [nh,(n+1)h]:
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= _ oo (x(nh)) + 4 (x (nh)) /h, sinh<t<(2n+1)h/2
Ui (x (nk), t —nh) = {ao (x (nh)) — 4aq (x (nh)) /R, si L&'—;’—l& <t<(m+1)h

Para este sistema lineal es posible calcular el estado del sistema en el tiempo t = h por medio
de la formula de Cauchy:

h
x(h) = e"xo + / e® Dby (1) dr
0
Separando la integral en las regiones de integracién t € [0,h/2] y t € [h/2, h] tendremos:

h/2 h
x(h) = eMxo+ /0 e® b (ag (%o) + 4an (Xo) /h) d7 + /;. B e® b (ag (xo) — 40a (o) /h) d7

x(h) = eMxo+ [ g (Xo) fl:)/(i:; ;:1 (o) h ]

los brackets de Lie correspondientes para el sistema (5.4) estan dados por:

g =202, (03) () -(00) ()= (3)
air=(50)(1)-(5)(s)=(3)

y para k > 3 tendremos para este simple sistema a.d’; f = 0. Aplicando la formula de Campbell
Baker Hausdor(T oblenemos una expresién para el estado resultante x (h) para el sistema (5.4)
con la ley de control uj™ con condiciones iniciales x (0) = Xo de la forma x(h) = ¢;° (o)
donde t —> ¢ (p) denota la curva integral a travez de p para el campo vector suave sobre
R?\ S definido como:

7 (x) = [(x) + g (Xo) ¢ (X) + 1 (Xg) ady [ (x) (5.5)

Observamos que la curva integral de ¢ (x) no es general una trayectoria alcanzable por el
sistema. El sistema infinitesimal correspondiente a la inclusién diferencial x € F° (x) esta
dado por la expresion:

x = f(x) + a1 (x) ady f(x) + c0g(x) (5.6)

En coordenadas locales el sistema (5.6) lo podemos expresar como:

() = z2(t)+ o (x(2))
T2(t) = ao(x(t)) (5.7)
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Es claro que, para este simple sistema 3 (a1) = aq (X), 11 (a0) = ag (x). Para la superficie
deslizante s, (x) = z; + z2 cuando s = 0 tendremos z; = —z, lo que implica z; = &y — z;.
Eligiendo a; = —ar;, o > —1 la dindmica para z, esta gobernada por la ecuacién difer-
encial &; = — (a+1)z;. La eleccién del control ag se describe a continuacion. Partien-
do de § = 0 encontramos el control equivalente § = z; + & = z, + a1 + (ay) Eg =0
entonces (ao)g, = —(z2+ ), de esta forma obtenemos ag = (ao)g, — K||x||sign (s)
con K > (. Para la funcién de Lyapunov V = %32 tendremos V = s§ = s (21 + 12) =
s+ g = (w2 + ) — K||x||sign(s)) = —s(K||x||sign(s)) = —K||x|||s| < 0 si y solo si
K > 0. De esta forma el modo deslizante es estable v la condicién de alcanzabilidad es sat-
isfecha. T.os resultados de la simulacién para el sistema infinitesimal (5.7) se muestran en
la figura 5.3. Las graficas 5.4 muestran la simulacién del sistema (5.4) con la aplicacién del
control de alta variacién sobre la variedad s(x) = z; + z2, con los valores a = 2, K = 2,
h=10.1,x(0)=(2,1), con la (écnica de Runge Kutla con un Lamafio de paso de 0.001.

- s
05 1 15 2 25 3 a5 4 45 5

Figura 5.3: Estabilizacién del sistema infinitesimal sobre la superficie s,
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Figura 5.1: Control de alta variacién disenado con la superficic s,

Si ahora consideramos la superf(icie deslizante s; (X) = x; — 2 para disenar el control que
estabilize al sistema (5.4) dentro del marco de la teoria de los modos deslizantes estandar ob-
servamos que cuando s; (x) = 0 implica que £; = z; la cual es una dindmica inestable y por
ello no es posible eslabilizar el sistema en esla superficie. Sin embargo por medio de la (écnica
de alta variacién de control es posible desarrollar un control de estabilizacién de estados que
utilice esta superficie como a continuacién se detalla. En efecto, cuando s; (X) = z; — 2
tenemos la dindmica 4y = a; + ;. Eligiendo oy = —2z; tendremos i; = —i;. Como
& =y +idp = w2+ — () g, = 0, de esta forma el control equivalente es (), = 72 + .
Finalmente la ley de control aq esta dada por la expresién ag = (o), — K||x||sign (s). De
manera analoga que en el caso anterior para la funcién de Lyapunov V = %52 tendremos

V=ss=s(z1+ 1) =s(z2+a1 — (22 + 1) + K|x||sign(s)) = K||x|| | s |< 0 estoes siy
solo si K < 0. El resultado de la simulacién para ¢l sistema infinitesimal (5.7) sc muestra en
la figura 5.5. La simulacién del sistema (5.4) bajo el control de alta variacién se expone en la
figura 5.6 con los mismos valores de los parametros y condiciones iniciales del caso anterior.
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Figura 5.6: Control de alta variacién disenado con la superficie s;

Se observa que las trayectorias correspondientes en el control de alla variacion son concate-
naciones de curvas integrales suaves. por lo tanto. no es necesario estudiarlas como soluciones
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de una inclusién diferencial. En el ejemplo anterior las funciones a?; son acotadas sobre una
vecindad del punto de equilibrio x, y a},j — 0 conforme x — x.. Como una extensién al
presente ejemplo propuesto originalmente en [1] se exploré la alternativa de generar control
de alta variaciou independientemente del uso de la funcion signo. Por ejemplo las funciones
0!3,1 =ag al, = ao. a“,,, = —aq, 0(1),1 = oy definidas por &g = —13, @y = —z3 —5z; cumplen
con dicho proposito. Los resultados de la simulacién se exponen en la figura 5.7 usando el
método de integracién de Runge Kutta con un tamafo de paso de 0.001

Esmdo x1 Eswado 2
25 2
2h n||1l|!u|zv»:~-- AAAAAAA |
15 LALAN '
= ¥ b Hll'
' [
os} N ~
o e — x
0 as 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
- Tempo
Esmdos x(kh) Control de Alta Vanactn
2 ! 200
| x| | [
15 = x2h) H mo]
= |
A * 0 S —
as - ! _100+
) e -200
0 os 1 15 2 25 3 35 & a5 5 o o5 1 15 2 25 3 35 & 45 5
Tempo Tempo
Supefice Desizante stkh) Retaw de Fase
2
[ |} SE—— I EEE &
= | A | \ | | 1
%as» 1 T2
= |
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= |
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o o5 1 15 2 25 3 35 &4 a5 5 0 05 1 15 2 25
Tempo x1

Figura 5.7: Control de alta variacién generado por funciones continuas

5.7.2. Sistema no lineal con terminos cuadraticos

Ejemplo 17 Considere el sistema no lineal afin con lerminos cuadrailicos descrito en coor-
denadas locales por:

.’i:l = Uu
I3 = I,
Iy = Zo—13 (5.8)

Es claro que x € M = R3® y el punto de equilibrio es x. = ( 0,0,0 ) Los campos vec-
tores asociados a este sistema son fT(x) = (0 o1 z}—13) = mzZ + (2} - 23) %,
gx)=(100)= —8‘2—1. Tal como se senala en [1], este sistema no lineal aflin Liene la
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caraclerislica de que no satisface las condiciones necesarias para el disefio de un control es-
tabilizante continuo [13]. La superficie deslizante de codimensién 1 descrita por s = r; es
transversal al campo vector g (x) = 8%. Sin embargo, cuando s = 0, las dindmicas resultantes
son inestables ya que tendremos I =0, i3 = —z3. Se considera la superficie deslizante de
codimensién 2 definida como s3 (x) = {(z1, Z2. 23) | 1 = 0,2, = 0,23 < 0}. Para obtener un
control de alta variacién de memoria m 2 se consndera.n las funciones suaves of ; : R — R
definidas por: af | = ag 09, = ay, aj; = —a, a3, = a1, donde ag es una func1on acotada
sobre una vecindad del punto de equilibrio x, y la aplicacién a; —» 0 conforme x —» x,. La
ley de control de alta variacién estara conformada por la siguiente funcién de conmutacion:
t € [nh,(n+1)h]y k€ {0.1,2,...,n}

ao (x (kh)) + oy (x (kh)) /h, sikh <t < (2k+1)h/2

up™ (x (kh) .t — kh) = { (x (kh)) — oy (x (kh)) /h, Sll"i’.‘L(t<(k+1)h

El cslculo de los brackets de Lie ad}f para los campos vectores f,g del sistema (5.8) se
exhiben a continuacién:

0 0 0 1 000 0 0
adyf = 1 0 o0 0J-loo0o0 ) ={ 1
2, -2z, O 0 000 z2 — 22 21,
000 1 000 1 0
adif = [0 00 0|]-{000 2 =10
200 0 000 7} — 2} 2
000 1 000 0 0
addf = [0 00 0o|-{o0oo0o0 0|=1{0
000 0 000 2 0

Aplicando la formula de Campbell Baker Haussdorf obtenemos una expresién del estado del
sistema 5.8 en el tiempo ¢t = h con u = u§™, x (0) = Xo de la forma: x (h, u§™, %g) = g™ (xo)
donde L — g Juxs (p) denota la curva mtegral que pasa por p para ¢l campo vector infinitesimmal

x“ (»)- En cl presente trabajo sc proponc un campo vector infinitesimal con cocficicntes
numérioos diferentes al que se indica en [1] el cual esta dado por la expresién:

fo () = f(x) + 51 (@ (x) 1 (%) + 32 (a (%)) £2(x) + 7 (@ (x)) g (%)
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donde: 5 (a (x)) = a1, 32 (a(x)) = a? y 11 (a(x)) = ag. La representacién en coordenadas
locales del sistema infinitesimal es:

T =
Ty = B+ o
I3 = 13— 22+ 2z +0F (5.9)

Eligiremos los controles g, a; tal que las soluciones del sistema infinitesimal (5.9) existan
para ¢ > 0. Tomando los controles aq (x) = —Ksign (xy), a1 (x) = — (7/2|z3|)"/* sign (z223).
La eleccién de ag asegura que z, llegue a cero en tiempo finito. Cuando z; = 0 la dindmica
residual del sistema esta dada por el sistema:

Ta = m
3 = —ri+al (5.10)
La eleccién de a; (x) = — (7/2|z3|)"/? sign (z,z3) garantiza que la dindmica del sistema (5.10)

sea estable. Los resultados de la simulacién del sistema infinitesimal (5.9) se muestran en la
figura 5.8 con el valor de ganancia K = 2, y condiciones iniciales x (0) = (1,2, 3)

Figura 5.8: Estabilizacién del sistema infinitesimal sobre la superficie s;

La figura 5.9 reproduce la simulacién obtenida al aplicar el control de alta variacién al
sistema (5.8) usando el método de integracién de Runge Kutta con un tamafio de paso de
0.001. Para el control se tomé como longitud del inlervalo de h = 0.05 con condiciones

iniciales x9 = (1,2, 3)
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Figura 5.9: Control de alta variacién discnado con la superficic deslizante s3

para la dilatacién r = (1,1,2) si consideramos los controles aq (z) = —Kw (x) sign (z1),
donde w(x) = |z1| + |T2| + |23|"3 y o (x) = (2|z3])*/* sign (zoz3). Entonces los campos
vectores [y uf™ son howogéneos de grado 0 cou respecto a la dilatacion r y la superficic
deslizante cs homogénea para (a,),¢) € s. La funcién De Lyapunov V(x) = |z3| es una fun-
cién de S-Lyapunov homogénea de grado 2 con respecto a la dilatacién r (ver figura 5.11).
T.a figura 5.10 muestra. el resultado de la simulacién del sistema (5.8) donde h = 0.05, K = 5,
con condiciones iniciales x (0) = (7, —1.5) con el método de integracién de Runge Kutta con

un tamano de paso 0.001
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Figura 5.11: Funcién S-Lyapunov V (z) = |z3|
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5.7.3. Sistema no lineal con multiples entradas

Ejemplo 18 Sobre la variedad M = R* consideraremos el siguiente sistema afin no lineal
con dos entradas descrito en terminos de las cordenadas locales como:

.’i.‘l = W

Iy = U

ia = I1Xy

iy, = 23 —13 (5.11)

con el punto de equilibrio x, = (0,0.0,0). Como se menciona en (1] la superficie deslizante
de codimensién 2 definida por la expresién Sy = {s; (x) = 0} N {s2 (x) = 0} donde s, (x) =
n+(r; !y sy (x)=z2+ (|1'3|)l/ ? es transversal al campo vector controlado, sin embargo
la dindmica sobre la superficie no permite llevar los estados del sistema 5.11 al punto de
equilibrio. En efecto, si ~ (X) =0 ¥ 52 (X) =0 lmplica = —I.’Ealll? YT = .S‘i!ﬂl (1'3) ’:':211/2
entonces Iy = 7,3 = —sign (z3) |73'. Si 23 > 0 tenemos i3 = —r3 y tambien iy = 72 + 13 =
3] — |3 = 0. Para llevar los estados de este sistema al punto de equilibrio considere el
control de variacién ui™ = (u}, uf) definido como:

Para k =0, t € [0. h_ aplicamos el control u}, en [0, h/2] con uj = 0 v después aplicamos
u? en [h/2.h con u} = 0. La lev de control de conmutacién estara dada por:

g (Xo) + a1 (%) /h, para0<t<h/8
@01 (Xo) — 1 (o) /h, para h/8 <t < h/4

uj, (Xo,8) =
ag.1(Xo) —ai1(Xo) /h, para h/4 <t <3h/8
ag) (Xo) + a1 (Xo) /h, para 3h/8 <t < h/2
apa (Xo) + ay2(Xo) /h. para h/2 <t < 5h/8
2 (x0,1) = g2 (Xo) — M2 (Xg) /h, para 5h/8 <1 < 3h/4
uy ) =

g2 (Xo) — an2(Xo) /h. para 3h/4 <t < Th/8
Qo2 (Xo) + a12(Xo) /h, paraTh/8 <t<h

De manera similar para k =n. t € [nh.(n+ 1) tendremos:

Qg1 (Xo) + @11 (Xo) /h.  para nh <t < (h/8) +nh

@1 (Xo) — @11 (Xo) /h. para (h/8)+nh <t < (h/4)+nh
a1 (Xo) — av1 (Xo) /h. para (h/4) +nh < t < (3h/8) + nh
Q01 (Xe) + @11 (Xo) /h. para (3h/8) +nh <t < (h'2) +nh

up (Xo. 1) =
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ao2 (Xo) + 12 (Xo) /h, para (h/2) +nh <t < (5h/8) + nh
ag2 (Xo) — a2 (Xo) /h, para (5h/8) + nh <t < (3h/4) + nh
ap2 (Xo) — @12 (Xo) /h, para (3h/4) + nh <t < (Th/8) + nh
ao2 (Xo) + a1,2 (Xo) /h. para (Th/8)+nh<t<(n+1)h

up (Xo.1) =

Los brackets de Lie construidos a partir de los campos vectores f, gi, go del sistema (5.11)
se muestlran a conlinuacién:

(0 0 00 1 0000 0 0
ady | = 0 0 00O o] o000 0 _| o
o T2 I 00 0 0000 I1Z2 T2
2z, —2r; 0 0 0 0000 r? — 12 21,
(0000 1 0000 0 0)
ad? [ = 0000 0| (o000 o |_]0
9 0100 0 0000 T2 0
\2000 0 0000 21, 2 )
(0 0 00 0\ 0000 0 0
ad,f = 0 0 00 1] o000 0 _ 0
92 I I 00 0 00O0O0 I1T2 I
\2z1 —2r, 0 0 0/ 0000 3 — 13 ) -2,
(0000 0 (0000 0 0
o2 f = 0 0 00 1] |0000O0 0 _[ o
92 1 0 00 0 0000 T 0
0 -2 00 0 0000 -2z, -2

Aplicando la formula de Campbell Baker Haussdorf obtenemos una expresién del estado del
sistema (5.11) en el tiempo ¢t = h con u = uf™, x(0) = xo de la forma: x (h,uf™. %) =
q:”“’ (%) donde t — ql”’“’ (p) denota la curva integral que pasa por p, para el campo
vector infinitesimal q:' X (p). Nuevamente se propone un campo vector infinitesimal con otros
coeficientes al que se indica en [1] el cual esta dado por la expresién:

fe (%) = £ (%) + ey B (@ (3)) £ (%) + X, % (a (%)) g ()

Donde: 5 (a(x)) = o, B2 (a(x)) = afs, m (a (X)) = ap1, Y2(a (X)) = age En terminos
de las coordenadas locales la correspondiente inclusién diferencial x € F(x) o sistema
infinitesimal esta dado por:

Iy = apa

I = ap2

.’f:g = I1X2

ity = 2—xi+0}, —ai, (5.12)
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Tomando ag; (x) = —K N (x) sign (s1), aga (x) = =K' N (x) sign (sz), donde N (x) = |z,|+
|Z2| + |32 + |43, 0n1(X) = K|z4|"/? para 24 < 0y 0 en el otro caso, a1z = K|z4|"/?
parazy >0y a;2 = 0si 24 < 0. El resultado de la simulacién del sistema (5.12), se exhibe
en la figura 5.12 con las condiciones iniciales x (0) = (1,2, 3. 4). En las figuras 5.13 y 5.14 se
muestran los resultados de aplicar el control de alta variacién al sistema (5.11) con h = 0.08,
K =10 y condiciones iniciales x (0) = (—1,2, —1,3)

x1

x3 ||
x4

0 2 4 6 8 10
tiempo

Figura 3.12: Estabilizacién del sistema infinitesimal sobre la superficie s; y s
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Figura 5.14: Control de alta variacién
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Figura 5.15: Funcién S-Lyapunov V' (z) = |z3| + |z4|

5.7.4. Sistema triangular

Ejemplo 19 Considere el sistema no lineal en la forma triangular definido sobre la variedad
M = R? descrito en coordenadas locales por:

.’i?l = n +.‘Ig
iz = u (5.13)

Donde x, = (0,0), fT(x) = (z1+2} 0) = (z1+23) 5%, ¢"(x) = (0 1) = ;2. Tal
como se menciona en [1] la superficie s = {x € R? : 3 + 2z; = 0} proporciona una dindmica
estable en el regimen del modo deslizante a saber z; = —;, pero en este caso el campo vector
controlado o de entrada no es transversal a la superficie deslizante en el origen. Esta perdida
de transversabilidad se traduce en un esfuerzo muy grande por parte del controlador para
manlener los estados en la superficie. Por olro lado el campo vector gT(x) = (0 1) = -6‘2—2
es transversal a la superficie s = {x € R? : 15} sin embargo tiene un movimiento deslizante
inestable ; = z,. I.a aplicacién del control de alta variacién permitird modificar la dindmica
deslizante. Considere el control de alta variacion dado por la siguiente lev de conmutacién:
Para k=0, t € [0, h]

ag (Xo) + a1 (Xo) /h, si0<t<h/2

up™ (%o, t) = {ao(xo)—al(XO)/h’ sih/2<t<h
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y para k =n, t € [nh, (n+ 1) h]

w™ (% (nh) £ — nh) = 490 (x(nh)) + a1 (x(nh)) /h, sinh<t< (2n+1)h/2
™ (et =) {ﬂ'o (x (nh)) — aq (x(nh)) /b, si Q"—;lu'- <t<(n+1l)h

Los brackets de Lie calculados a partir de los campos vectores f, g asociados al sistema (5.13)
se exhiben a continuacién:

ar = (578)(3)-(59)(=5)- (%)
s = (5 %) (1) -(50) (%)= (%)
ar = (00)(0)-(50)(%)-(5)

Claramente a,d’gc f =0 Vk > 4. Nuevamente aplicando la formula de Campbell Baker Haus-
dorff obtenemos una expresién para el estado del sistema 5.13 de la formax (h, up™, xo) =
g™ (xo) donde t —> g™ (p) denota la curva integral del campo vector g®*® El campo
vector infinitesimal esta dado por la expresién:

[ =f)+ Y Bi(a(x0)) £ (%) +m(a (%)) gi (x) + 7™

i=1

donde: B, (« (X)) = a1, 32 (@ (x)) = 3/2, 33 ((x)) = 03/6, v (v (X)) = %. La correspondi-
ente inclusién diferencial x € F* (x), x € R? o sistema infinitesimal, en coordenadas locales
esta dado por las expresiones:

& = 2+ + 3zl + 3adzy + o
Ts = o (514)

Obscrvese que este sistema, infinitesimal dificre ligeramente al propuesto en [1]. Eligiendo
g = — (Jw2| + |21]*?) sign (x2) tendremos que x; —> 0 conforme . — oo. La dindmica
reducida del sistema queda &, = x; +a§. Tomando a; = (—2x1)l/ 8 aseguramos una dindmica
estable para el estado z;. Para la funcién de Lyapunov V = %52 tendremos V = s§ =
—5 (2] + |21|Y3) sign (z2) si y solo si —[zs||s| — |z1]/3|s] < 0. Observese que f,u;™g son
homogéneos de grado cero con respecto a la dilatacién r = (1,1/3). En la figura 5.16 se
muestra el resultado de la simulacién del sistema infinitesimal (5.14) con las condiciones
iniciales x (0) = (1, —2). Finalmente en la figura 5.17 se exhibe el resultado de la simulacién
del sistema (5.13) con h = 0.05, x(0) = (1,2) usando el método de inlegracién de Runge-
Kulla con un tamano de paso (ijo de 0.001.
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Figura 5.17: Control de alta variacién

Para el sistema (5.13) es posible seleccionar otros controladores a; ; para generar el control
de alla variacién v cambiar el desempeno del sistema. La figura 5.18 muestra el resultado de
la simulacién con ag = —3513. a; = (—21;)"* y h=10.05
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Figura 5.18: Control dc¢ alta variacién

5.7.5. Control Variacional y Linealizacién por Retroalimentacién
de Estados

En este ejemplo se mostrard como puede combinarse la técnica de control de alta variacién
cou la lincalizacion por retroalimentacion de estados.

Ejemplo 20 Sea el sistema no lineal definido como:

I, = €"u
I +1:§+e”u

I,

123 = I} —I2

y = 13 (5.15)
donde:

d
e 2_— —_— —
f(x) = 1 +I28.’L‘2 + 1 1281‘3

— I2 a +eI2 a
g(X) =€ 81:1 61‘2

h (X) = I3
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Las derivadas de Lie para este sistema son:

LyLSh(x) = 0

L,th(x) =0

LyL3h(x) = —(1+ 2z,)e™
Lih(x) = z, -1,
Bh(x) = ~(z+1})
Lh(x) = 2z () +23)

claramente observamos que el grado relativo del sistema es 1 = 3 en cada punto de x € R?
que cumpla 1 + 27, # 0. El difeomorfismo que proporciona el cambio de coordenadas esta
descrito por las ecuaciones:

2y = ‘1’1 (X) =h (X) =I3
22 O (x)=Lsh(x) =12, — T2
23 B3 (x) = L3h(x) = — (21 + 23)

Il

La siguiente ley de control:

e L3h (x) N 1 (1 + 23) + v

LoLih(x) * LyL%h(x) (14 2z3) e

permite llevar el sistema en la forma:

2=2
=2z
23 = (516)

Cousidere ¢l control de alta variacién dado por la siguicute ley de coumutacion:

Para k=0, t € [0, h]

om (go.1) = 4 20 (20) + 01 (20) [, si0 <t <h/2
S ao(zo) —a1(z0) /h, sih/2<t<h
y para k = n, t € [nh,(n+ 1) h]

ag (z (nh)) + oy (z (nh)) /h, sinh<t< (2n+1)h/2

wi” (2(nh) ¢~ nh) = {ao (2(nh)) = ou (2 (nh)) /b, si 220 <t < (n+1)h
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El bracket de Lie calculado a partir de los campos vectores f (z),g(z) asociados al sistema
(5.16) es:
0
adgf =11
0

Tendremos que ad* sf = 0 Vk > 2. Aplicando la formula de Campbell Baker Haus-
dorff obtenemos una expresién para el estado del sistema (5.16) de la forma z (h, uy™, zg) =

'° (zo) donde t —» ¢/** (p) denota la curva integral del campo vector ¢** El campo
vector infinitesimal esta dado por la expresién:

1* = 1(@)+ Y B (a((20)) f* (2) + 7 (@((20))) gs (2) + 7

i=1

donde: 3, («v(z)) = a1, v (v (2)) = . La corrcspondicnte inclusién diferencial z € F*(z),
z € R3 o sistema infinitesimal, en coordenadas locales esta dado por las expresion:

2 = z

= zm+m

:.,"3 = (517)
La eleccién del control oy = —ky21—kaz2, g = —K 23 con ky, ko2, K > 0 estabilizari al sistema

(5.17). Los resultados de la simulacién al aplicar el control de alta variacién al sistema (5.16)
se muestran en la figura 5.19 con K = 50, k; = 30, k2 = 30, h = 0.054, condiciones iniciales
z(0) = (1,0.5. —2) usando el mélodo de Runge Kulla con un tamano de paso de 0.001
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Capitulo 6

Estabilizacion de Sistemas
Electromecanicos

6.1. Introduccién

En este capitulo se muestran los resultados de aplicar el control de alta variacion a sistemas
clectromecanicos tanto actuados como subactuados. Sc comicnza haciendo una deseripeién
del sistema, senalando sus principales elementos constituyentes, asi como proporcionando
una descripcién geometrica cuando se considere necesario. Despues se plantea un modelo
matemitico apropiado del sistema que deseriba su difamica para enseguida proponer el
control. Finalmente se exhibe la simulacién del comportamiento del sistema sujeto a la ley
de control previamente disenada.

6.2. Péndulo Simple

Descripcién del Sistema

El péndulo siwple. ¢s uno de los sistemas mecdnicos mds importantes, ya que su modelo
es una plataforma de base para el estudio sistemas mas complejos. Para este sistema actuado
(Gigura 6.1), el espacio de conlfiguracién para la coordenada generalizada ¢ esta determinado
por la variedad S, es decir ¢ : R — S' Si consideramos los siguientes grupos abelianos
(R.+) , (Z, +), observamos que el angulo ¢ (t) es un miembro del espacio cociente R/Z. La
velocidad del centro de masa ¢ es un elemento del espacio tangencial T,S' Similarmente
el correspondiente momentum p(t) es un elemento que pertenece al espacio cotangente
Tq‘S‘l y el estado (g(t),p(t)) es un elemento del haz tangente 7T*S!' Sin embargo por
medio de los isomorfismos S' = R/Z (endremos el isomorfismo 7,5 = R y de manera
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natural el isomorfismo 7;S' = R. En consecuencia TS! = S! x R. De esta forma se
verifica (g(t),p(2)) € S! x R. Necesitamos proporcionar un atlas apropiado para la variedad

1 Gea §! = {9 € C:0< g<2n}. Sean los abiertos U;,U; C S' y los homeomorfismos
1, by definidos como Uy = {9 €C:—n<y<n} ={0<g<njU{r<qg<2r} Up=
{e9€C:0<q<2r}, ¢ :Ui — R, ¢i(e") = g, Vi € {1,2} con la ley de correspondencia
o1 (Uh) = (—7,m) y ¢2 (Uz) = (0, 27) respectivamente (ver figura 6.2).

<

M=S§' ) \k_‘/q
v ’ M ’—’/
i 2 P

Figura 6.1: Péndulo simple, su espacio de configuracién S, espacio tangencial T, A y espacio
de estado TM

Para las cartas (Uy, ¢1),(Uz, ¢2) anteriormente definidas tendremos que su interseccién
esta dada por el conjunto Uy NU; = {g€R:0<g<7m}U{g€R: —7 < ¢ < 0}. De esta
forma el mapeo homeomorfico para la interseccién de las cartas esta dado por ¢, (U1 NU,) =
(=7,0) U (0,7), ¢2(UyNU2) = (0,7) U (m,2m).El emparejamiento de cartas es entonces:
o2 0‘151—l ((I) = { q-l;)21r 01;3? 0 i 04’2—1 ((I) = i q27r g:g:iﬂ Por lo tanto
el conjunto A = {(/;, ¢,—)}?=1 es un C®-atlas para ¢l espacio de coufiguracién del péndulo
simple.
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Figura 6.2: Atlas para el péndulo simple

Modelo Dinamico

Considerando que el cuerpo del péndulo esta conformado por una distribucién de masa
homogénea, las coordenadas del centro de masa de la configuracién son:

T = gsen (9)

B

La cucergia cinética y potencial estan determinadas por:

1 1 2 ]

V = —mgy=—%mglcos(q)

En consccucencia la funcion Lagrangiana, ¢s:
1 mi? ' 1
L=K(q@)-V()= —mv v+ Iq +mgy=—- |7 L T ) +5malcos (9) (6.1)

Aplicando las ecuaciones de Lagrange (4.9) a la expresion (6.1) obtenemos las ecuaciones
dindmicas de movimiento del sistema:

3 3
g+ z—isen (9) = T (6.2)
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Con el vector de estados x en la variedad A/ = R? seleccionamos las variables de estado
I) = q, T = q v definiendo k; = —%‘,’-, ke = may, obtenemos la representacion en el espacio
de estado del sistema (6.2):

] = Iy

1.,‘2 = klsen (Il) + kzu (63)

con los campos vectores:

) ()
ff(x) = (22 kisen(z) ) = I26(_:1:1 + kysen (z1) 5;—2
7]
T = = ky—
g(x) = ( 0 ko ) k. dz2

Los puntos de equilibrio para cste sistema meeanico son dados por la condicion:
x. = {x € ' x R|f(x) = 0}

es decir: x, = {(0,0),(m,0)}. El modelo linealizado del péndulo simple lo obtenemos apli-
cando (3.3) en los puntos de operacién x™ = (0,0),u” = 0 obteniendo:

A = [g]x.:(klmg(:ﬁ) é)lx.=(l(c)1 (1))

g(x7) = (,S2 )

Por lo que dl sistewna lincalizado esta dado por la expresion:

B

il = X3
Iy = kizy + kou (64)
Estrategia de Control
Disenaremos un control de alla variacién u;™ para llevar los estados de los sistemas (6.3),

(6.4) al punto de equilibrio x = 0. Sean ag (x), a; (x) funciones definidas sobre la variedad
M =R? Considere el control de variacion: Para k =0, t € [0, h]

ag (Xo) + a1 (X0) /h, si0<t<h/2
g (X0) — a1 (%) /h, sih/2L<t<h

up" (%o, t) = {

Para k =n t € [nh,(n+ 1)h]:
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sm _J)ao (x (nh’)) t o (x (nh)) /h’ sinh<t< (27'l + 1) h/2
R o (] ) = {uo (x (nh)) — ay (x(nh)) /b, si &';—IM <t<(n+1)h

El cilculo de los brackets de Lie a partir de los campos vectores asociados al sistema no lineal
(6.3) son:

adgf=(klcog(-tl) (1))(182 )_(g g)(klse::f(xl))=(%)

Cumpliendose ad’gc f = 0 para k > 2. Aplicando la formula de Campbell Baker Hausdorff
proporciona una expresion para el estado resultante x (h) con x (0) = 0 de la forma x (h) =
gx° (Xo) para el sistema (6.3) con la ley de control ui™ con condiciones iniciales x (0) = %
de la forma x(h) = g;° (xo) donde t — ¢; (p) denota la curva integral a través de p para el
campo vector suave sobre R?\ S definido como:

7 (%) = f(x) + a0 (%0) g (X) + 01 (o) ady f (x)

El sistema infinitesimal correspondiente a la inclusién diferencial x € F* (x) esta dado por
la expresion:

x = f(x) + a1 (x) ady f (%) + a0g(x) (6.5)

En coordenadas locales el sistema (6.5) lo podemos expresar como:

.’i)l (t) To (t) + kgal ((E (t))
Z2(t) = kisen(z1) + keap (z (t)) (6.6)

Es claro que, para este simple sistema mecdnico 3; (1) = a1 (x), 71 (@) = ap (x). Considere
la supecrficic deslizante s (x) = @3 + #:2. Si s = 0 entonces 4; = —x7 — ko Con la cleccién
o) = —1) garantizamos una dindmica dc la forma #; = — (1 + kp) 71 la cual es estable. Por
otro lado la derivada de la superficie 5 (x) = & + Z2 = 22 + kaau + k1sen (71) + k2 (o), = 0,
proporciona el control equivalente, el cual esta dado por la expresién (ao)eq =1 — %,f —

%sen (z1), por lo tanto oy = (a_:o)eq — K||x||sign (z1 + z2). Para la siguiente funcién de

Lyapunov V = 1s? es inmediato V = —K|s| < 0 & K > 0. En la figura 6.3 se muestra el
comportamiento del sistema infinitesimal (6.6) con el control propuesto con las condiciones
iniciales x (0) = (0.3.0.1) y en la figura 6.4 se exhibe el resultado de la simulacién del sistema
(6.3) aplicando el control de alta variacién con el valor de los siguientes parametros | = 1m,
g=98m/s* m=0.27kg, h = 0.01, K = 10 usando el método de integracién de Runge-Kutta
con un tamaio de paso de 0.001
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Figura 6.3: Respuesta del sistema infinitesimal del péndulo simple (caso no lineal)
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Figura 6.4: Control de alta variacién aplicado al péndulo simple (caso no lineal)

78



Es posible otra seleccion de funciones a,’ para umsl.mir la ley de conmutacién. Por ejemplo
si tomamos m = —R - £11. ap = —hsen(zl) — 21, generaremos el control de variacién

[
aplicable al sistema (6.3). Los resultados de la s'lmulamon sc cxhiben en la figura 6.5 con los
mismos valores de los paramctros.

Venodad Anguiar de Camrn de Masa ael Péndue

Pemcen det Camm de Mesa af Pandue

) ® 1}
-
n |
|
(kh)
B LB B
’_--
-
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3
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. —— affa1
az2gw —— affal ] o . |
e — T
-1+
az-
a4k i 2+
-as -3
0 as 15 2 25 3 ] a0s a1 ar 02 azs a3 ass
Jerpe x

Figura 6.5: Control de alta variacién aplicado al péndulo simple (caso no lineal)

Para cl modclo lincal del péndulo simple realizames un procedimicnto anilogo al caso no
lineal. La representacién en coordenadas locales del sistema infinitesimal correspondiente al

modelo (6.4) esta dado por las expresiones:

il (t) T2 (t) + klﬂl (x (t))

Iy (t) = klIl + kQCko (x (t)) (6.7)

— —Ilvao =

Para la superﬁcie s(x) = 1 + I3. el diseno del control resultante es o
1:2 — K||x||sign (s). En la figura (6.6) se muestra el resultado de la simulacién

(1 - ) I —
del sistema (6 4) con los mismos valores de los pardmetros que en el caso no lineal.
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Figura 6.6: Control de alta variacién aplicado al péndulo siwple (caso lineal)

6.3. Péndulo Invertido Controlado por un Motor de
C.D.

Descripcién del Sistema

Considere ¢l péndulo invertido controlado por un motor de armadura de c.d. tal como
se ilustra en la figura 6.7. Es obvio que este sistema comparte las mismas caracteristicas
geometricas que el péndulo simple, la diferencia radica en incluir la dindmica del actuador
que en este caso es el motor eléctrico. Fste sistema es ampliamente usado en la literatura
especializada [14. [15]. para poner a prueba diversas leyes de control. Una de las motivaciénes
de elegir este sistema, es porque permite comparar de manera directa la respuesta entre el
modelo lineal v el no lineal bajo la accién de control.

Modelo Dinamico

Consideraremos que el momento de inercia del motor es despreciable comparado con el
momento de inercia del péndulo.
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Figura 6.7: Sistema péndulo inverlido controlado por motor de c.d.

El torque del motor de c.d. esta dado por:
Tm = Kt
El torque aplicado al péndulo es:
Tp = 107, = 10K
Del circuito de armadura tendremos aplicando las leyes de Kirchhoff:
v=Li+ Ri+10K,f

La cinemitica del péndulo puede ser descrita por la ecuacién:

Tp = —%n0 + lmgsen
Introduciendo las variables de estado x = (z1,z2,23) = (6,9, i) obtendremos la repre-
sentacion del sistema en el espacio de estado:
I ) 0
dig = Ssenz; + Wfnzs |+ 0 |u (6.8)
. 10K,
3 —2pay — fa3 T.
y = n
Haciendo: K; = $,K; = 1—?,’7{"&, K; = —%‘L. K, = —%,K = %, en terminos de estas nuevas
constantes el sistema (6.8) lo podemos expresar como:
i’l I 0
dip = Kysenay + Koy | + 0 |u (6.9)
T3 K3ry + Kyxs K
y = n
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Los puntos de equilibrio de este sistema son: x* = x, = {(0,0), (,0)}. Aplicando el proceso
de linealizacién alrededor del punto de equilibrio x* = 0, u* = 0 obtenemos el modelo lineal

del sistema:
Iy 0 1 0 N 0
Z2 K, 0 K, z2 |+| 0 |u (6.10)
5i33 0 K 3 ]\’4 T3 K 5

Yy = mn

La matriz de controlabilidad para el sistema (6.9) sistema esta dada por:

0 0 KyKsy
G, = [Q[fa 9} [f [fa 9]]] = 0 -K;K; KKy K5
Ky —-K;Ks KyK3Ks+ K42K5

Observamos que rank (C;) = 3 y la distribucién {g, adsg. ad}g} es involutiva. Entonces es
posible encontrar un difeomorfismo que transforme al sistema (6.9) a la forma normal. El
difeomorfismo esta dado por:

—ow=( 00 | = (b | = - (6.1)
- <I>z (x) - L;O: (x) KK Klsenx12+ Kozs .

Aplicando (6.11) al sistema (6.9) obtenemos el sistema transformado:

."Zl z2 0
2-2 = z3 + 0 u
23 (Kicos (K2 Ksz1) + Ko K3) 20 + Kyzs — ﬁ;g:sen (K2K52) 1

Finalmente, la transformacion de la ley de control:

KK,
u=v- ((chos (K2Ks21) + K2 K3) 20 + Kqz3 — K1K4 sen (K2K5z1)) (6.12)
2K

Proporciona la siguiente representacion:

(£)-(3)
.:52 = z3 (613)
23 v

con la siguiente relacién entre los sistemas de coordenadas:

ry = k2k521

Ty = k2k522
k

r3 = k5Z3 = —lsen (k2k‘321)
k2
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Los puntos de equilibrio de este sistema son: x* = x, = {(0,0) ., (7,0)}. Aplicando el proceso
de linealizacién alrededor del punto de equilibrio x* = 0, u* = 0 obtenemos el modelo lineal

del sistema:
il 0 1 0 I 0
T2 K, 0 K, I2 + 0 u (610)
.‘i.‘3 0 K3 K4 I3 KS

y = 1

La matriz de controlabilidad para el sistema (6.9) sistema esta dada por:

0 0 K;K5
Co=glf.g] [/-[f. 9]l = 0 —K:K;s K2KK5
Ks —-K.K; K,K3Ks+ K;K;
Observamos que rank (C;) = 3 v la distribucién {g, adsg. ad}g} es involutiva. Entonces es

posible encontrar un difeomorfismo que transforme al sistema (6.9) a la forma normal. El
difeomorfismo esta dado por:

01 (X) ‘1’1 (X) 1 n
z=0(x)={ ®:(x) |=]| Ly (x) | = K L) (6.11)
®; (x) L®, (x) 275\ Kisenz; + Koz

Aplicando (6.11) al sistema (6.9) obtenemos el sistema transformado:

.;.1 2 0
2 | = 23 +1 0 |u
.;,3 (KICOS (K2K521) + K2K3) s} + K42.’3 — %%sen (KszZl) 1

Finalmente, la transformacién de la ley de control:

K, K.
u=1ruv— ((I{ICOS (K2 ;521) + K2 ’3) 2+ K4Z3 - K:K:SCYI (KszZl)) (6.12)

Proporciona la siguiente representacion:

( . ) _ ( : ) 61
és ”

con la siguiente relacién entre los sistemas de coordenadas:

1 = koksz
T2 = koksz

k
I3 = k5Z3 = Elsen (k2k321)
> 4
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Figura 6.9: Control de alta variacién aplicado al péndulo invertido con motor (caso no lineal)
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6.4. Robot Manipulador con unién flexible

Descripcién del Sistema

Una de las hipétesis bdsicas en el modelado de manipuladores roboticos es suponer que
las uniones de los diferentes eslabones son rfgidas. Sin embargo, muchos mecanismos son
disenados pensando en proporcionarles cierta flexibilidad en las uniones, tal como sucede
cn manipuladores cspaciales y manos artificiales articuladas para aplicaciones diversas. En
la actualidad, existen numerosos trabajos de investigacién para disenar controladores para
robots manipuladores subactuados con uniones flexibles [16].

Modelo Dinamico

Sean (), .. ., 0, los desplazamientos angulares de los n cslabones dcl manipulador. Definicn-
do el vector q, como:
ql = (01:"-3011)
y sea:
1 1
=|—bn,....,—
q2 ( rm1 1° rm,. 0'"|1A )

el vector de desplazamientos angulares medidos desde eje de los motores (tomados de la
uniones que estan antes de los engranes). Entonces la diferencia (q, — q,) es el vector de
las deflexiones elisticas. Despreciando la energia cinética de los rotores, tendremos que la
funcién Lagrangiana del sistema esta dada por:

L = K(q.9)-V(q)
1. ; 1.y .. 1
= SaM(@)a +58J8+P (@) +5 (@ - o) Kla-90)  (6.16)
donde P (q,) es la matriz de energia potencial eldstica, J es la matriz diagonal de inercias de
los actuadores y K es la matriz diagonal de constantes de rigidez de las uniones. Aplicando

las ecuaciones de Lagrange (4.9) a la funcién (6.16) obtendremos las ecuaciones generales que
describen la dindmica de un manipulador con uniones flexibles:

M(q)d4; +C(q;:92) 4 + G (q1) + K(qy,q5) = 0
Jg;-K(q—q) = 7 (6.17)

Consideraremos el caso de un manipulador con un solo eslabon con unién eldstica (figura
6.10) en el que se ha despreciado el amortiguamiento viscoso. En este caso las ecuaciones
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(6.17) toman la forma:

Ig + mglsenqy +k(qn — o) =0
Ja+k(gg—q)=u (6.18)

|

= I
Resorte Torsional
k

Figura 6.10: Robot de un eslabén con unién flexible

Sean las variables de estado x = (z1, %2, Z3,24) = (@1, G1, @2, §2)- La representacién en el
espacio de estado del sistema (6.18) esta dada por:

il ) 0
i —mgL k(e _
£ | | Hrsenm —f(m-m) || O, (6.19)
X3 T4 0
2'24 % (l‘l - .'1,‘3) %
La matriz de controlabilidad para este sistema es:
00 0 %
00 £ 0
[g,adfg,adf‘g,a _fg] = 0 1 I()] _k
i & k &
50 -5 0

Observamos que para este sistema: rank [g, adyg, adtg, a fg] =4, siempreque k > 0,1, J<
oo y la distribucién {g, adsg, ad%g} es involutiva. El siguiente difeomorfismo:

@1 (X) I
| 2(%) | _ T2
B(x)= B3(x) | | Zsenz — £ (21 - 33) (6.20)
®, (x) ‘—-'}‘ﬂcosxlxg - %(zg —z4)
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y la ley de control:
w = ]—: (n —a(x))

l k k l
a(x) = nglscn (z1) (;2 + #cos (1) + 7) + 7 (21 — x3) (k 3 ’; + _"_H!_wb (-Ll))

transforman el sistema (6.19) a la forma canénica de Brunovski:

Bo= B
Y2 = ys
B = Y
Yo = v (6.21)

I.a relacién entre el cambio de cordenadas esta dado por:

T =
I2 = Y2

1 mgl
3 = y+ T (ya + —Ig—sen (yl))

) myl
zo = ytyp(vat —cos (1) 2

Estrategia de Control

Sean ag, a; funciones definidas sobre la varieda M = R*. Considere el control de variacién:
Para k=0, t € [0, h]

™ (v, 1) = 4 0 (Yo) + 1 (¥o) /b, si0<i<h/2
’ ) = :
n Yo ao (¥p) —01(¥o) /b, sih/2<t<h

Para k=n t€ [nh,(n+ 1)A]:

ag (y (nh)) + a1 (y (nh)) /h, sinh<t<(2n+1)h/2

ui" (y (nh) £ = nh) = {ao(y (nh)) — o (v (nh)) /b, si CE0E << (n41)h

El bracket de Lie obtenido a partir de los campos vectores asociados al sistema (6.21) es:
0

- O

adgf= [g’f] =

[en)
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donde claramente ad®f = 0 Vk > 2. Aplicando la formula de Campbell Baker Hausdor(l
proporciona una expresién para el estado resultante y (h) con y (0) = 0 de la forma y (h) =
@° (yo)para el sistema (6.21) con la ley de control u3™ con condiciones iniciales y (0) = y,
de la forma y(h) = ¢ (y,) donde { — ¢° (p) denota la curva integral a través de p para el
campo vectar suave sobre R* \ S definido como:

@ (y) = f(y) + @0 (¥o) 9 (¥) + ™ (¥o) ady f (y)

Fl sistema infinitesimal correspondiente a la inclusién diferencial y € F (y) esta dado por
la expresidn:

y = f(y) + a1 (¥) adg f(y) + a0g(y) (6.22)

En coordenadas locales el sistema (6.22) lo podemos expresar como:

ih 0100 n 0 0
)| _ (0010 ¥ 0 0
Us 0000 Vs 0 1

La eleccién del control ag (y) = —Kys, an(y) = —E}a:l iy, con K. 7 > 0, Vi € {1,2.3}
permitira estabilizar el sistema infinitesimal (6.23) en el punto de equilibrio y* = 0. Los
resultados de la simulacién al aplicar el control de alta variacién u;™ al sistema (6.19) se
muestran en la figura 6.11 para los siguientes valores de la planta: [ = 1kg, k = 10Nm/rad,
I = 1kgm?®. J = 1kgm?, con las condiciones iniciales x = (0.7853,0,0.7504.0), con un valor
de h = 0.05, usando el mélodo de integracion de Runge Kutlla con un iamano de paso de
0.001.
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Figura 6.11: Estabilizacién del brazo robédtico con unién flexible

6.5. Sistema Carro Péndulo Invertido

Descripcién del Sistema

Cousidere ¢l problaua de balancear un péndulo invertido mountado sobre un carro. Para
este sistema mecinico subactuado el objetivo del control es mantener verticalmente el pendulo
invertido por medio de la aplicacién de una fuerza horizontal sobre el carro. El espacio de
configuracién para este sistema, esta determinado por la variedad Q = R x S!, es decir la
cordenada de cualquier punto g = (z,0) esta en R x S!. El vector (:i:, 0) es un elemento del

espacio tangencial T, M (figura 6.12).
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Figura 6.12: Sistema carro péndulo invertido, espacio de configuracién Q y espacio tangencial

T,Q
El Lagrangiano del sistema esta dado por la expresion:

L@d) = 5"M@)i-V ()

. 1 . o 1.
L(@d) = 5(M+m) G + mgiblcos (¢2) + -2-ml2qz2 — mglcos (¢2)

Expresado en forma matricial:

(& >T (et ™) (2) (6.24)

Aplicando las ecuaciones de Lagrange (4.9) a la ecuacién (6.24) obtenemos las ecuaciones de
movimiento del sistema en la forma (4.14), es decir:

My My, ) ¢ ) Cn Cr2 G ( G ) ( u )
- : — 6.25
( My My ( g2 * Ca Cx i)} "\ a 0 6.29)
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donde los elementos de la matriz de inercia, de Coriolis y gravitacionales estan dados por:

.lMu = M+m
My, = mlcos(qq)
Mm = mlcos (q2)
1‘422 = ml2
Chn =0
Crza = —misen(q)Ge
Czl =0
CQQ = 0
G, =0
Gy, = —mglsen(g)

El espacio tangencial 7, M para cstc sistcma mecanico puede descomponerse de mancra tinica
[11] de la forma:

v = Horvg + Verv,. Yy, € T,Q (6.26)
De esta manera las componentes verticales y horizontales de v, = (¢1, §2) estan dadas por:
., mlcos (g) ¢
Verv, = (ql + M rm 0) (6.27)
mlcos (g) g2 .
HOT‘L‘q = VUq— Vervq = (_T:TH_’Q2 (628)

La descomposicién dcl espacio tangencial, permite caracterizar la energia cinética del sistcma
como:

1
K = %G (Vervg, Veryg) + EG (Horvg, Horg)

K - 1 (M +m) mlcos (¢g2) ¢ 2—2mlc (@) mlcos (¢2) g2 4 i
- 2\ T M+m 05\ & M+m B %

K = % (M +m) Gi2 + mag:6lcos (g2) + %leq‘gz
Los puntos de equilibrio para este sistema son aquellos que satisfacen la condicién:q, =
{(q1, %) € Q|f(ge) = 0}, es decir q, = {(0,0,0,0),(0,7,0,0)}. Aplicando el proceso de lin-
calizacion (3.3) a las ccuaciones (6.25) cu ¢l punto de operacién ¢* = 0,u* =0y realizando la
asignacién de variables de estado: = (21, Z2, %3, Z4) = (@1, @, 41, §2) obtendremos el modelo
lineal del sistema:

i 0 0 10 1 0
&» | |0 o0 01 T 0 6.5
i | -lo - oo ||l |7 & [* (6.29)
&4 0 &me g g 4 ~3
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El sistema linealizado es conlrolable, ya que como puede verificarse:

2

det. (B AB A3 A3B) =

W4l4
Sean ky = -5, ky = o, ks = -w—;;',"m, ks = —35. La matriz de transformacién:
100 O
010 O
T=1001 -k (6.30)
000 ks

permite llevar el sistema (6.29) a la siguiente forma regular:

% Y3+ arys 0
% | _ a2ys 0
s | a3l 1o (6:31)
Ya Aa4})4 as

donde: a; = 3%, a3 = & a3 =k — —3—\‘- , Qg = kaks, ay = k2.
4

Diseno del Control

Por medio de control de alta variacién u;™ llevaremos los estados del sistema transformado
(6.31) al punto de equilibrio: y, = 0. Sean g, a1 funciones delinidas sobre la variedad
M =R* Considere el control de variacién: Para k =0, t € [0, h]

usm (y t) - Qg (y()) + o (y(]) /h’ si0 S t< h/2
r Yo ap (Yo) — a1 (yo) /R, sih/2<t<h

Para k=n t€ [nh,(n+1)h}:

ap (y (nh)) + a1 (y (nh)) /h, sinh <t < (2n+1)h/2
- h),t —nh) =
ui™ (y (nh) ¢ = nh) {ao (y (nh)) — o (y (nh)) /b, si CDR <4 < (n4+1)h
El brackets de Lie obtenido a partir de los campos vectores asociados al sistema (6.31) es

105
Q205

a‘dgf [g f] 0
0
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donde claramente ad: f = 0Vk > 2. Aplicando la formula de Campbell Baker Hausdor(l
proporciona una expresién para el estado resultante y (h) con y (0) = 0 de la forma y (h) =
2" (¥o) para el sistema (6.31) con la ley de control u{™ con condiciones iniciales y 0) =1y,
de la forma y(h) = ¢° (y,) donde t — ¢7° (p) denota la curva integral a través de p para el
campo vector suave sobre R* \ S definido como:

¢ (y) = f(y) + a0 (¥o) 9 (¥) + a1 (o) ady f (y)

El sistema infinitesimal correspondiente a la inclusién diferencial ¥ € F* (y) esta dado por
la expresién:

Y= f(y)+ an(y)ady f(y) + aog(y) (6.32)

En coordenadas locales el sistema (6.32) lo podemos expresar como:

N = PBtays+aaso

Yo = ays+ a1a50

Y2 = azy

Yo = asy2t+asog (6.33)

Por medio de la técnica de control por bloques, se puede diseiiar las superficies deslizantes
apropiadas para cstabilizar ¢l sistema (6.33). Cousidere las superficies deslizantes: s, =
ys + %yl + ﬁy;; +asa1y s9 =12+ fg-yg donde 7y, 72 € R*, de esta manera, la eleccién del
control ap = —K||y|||s1]sign (s1) y a1 = —Qs2 permitira estabilizar el sistema infinitesimal
(6.33). El resultado de la simulacién se muestra en la figura (6.13) con las condiciones iniciales
y (0) = (0.1,0.3,0.1,0.1). En la [igura (6.14) se muestra el resultado de la simulacién al aplicar
el control de alta variacién al sistema (6.31) y en la [igura (6.13) la respuesta sistema carro
péndulo invertido (6.29) con las condiciones iniciales x = (0.1,0.3,0.1.0.1) y los siguientes
valores de los parametros h = 0.03, K = 3, Q@ = 20 usando el mélodo de inlegracién de
Runge Kutta con un tamano de paso de 0.001.
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Figura 6.13: Repuesta del Sistema Infinitesimal del Sistema Carro Pendulo Invertido
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Figura 6.14: Repuesta del sistema en forma regular
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Desplaramento del Caro Anguio del Pénculo

08—
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Figura 6.15: Repucesta del sistema carro péndulo invertido con Control de alta variacién

Para el caso no lineal estamos sumamente interesados en el comportamiento del dngulo
del péndulo, asi como de su velocidad angular en cualquier instanie de tiempo. Entonces bajo
este arden de ideas, adoptaremos para este fin el siguiente modelo no lineal del sistema carro
péndulo invertido cuyas variables de estado estan sobre la variedad restringida M = S' (ver

[17}):

I z 0
e = | gsen(z1) amlzsen(2z:) | + 2acos(z1) u (6.34)
T2 T Samlcos(z1) T oamlcos?(z1)
donde z; = 0, 2 = 0 a= Tml:AT) y u es la fuerza horizontal aplicada al carro. Si elegimos
como control para u la expresion:

v % — 2amlcos? (Il)v 3 %‘- — 2umleos® (1) gsen (z,) — amlzlsen (2x,)
2acos (11) 2acos (x1) % — 2amlcos? (z;)

(6.35)

transforma al sistema a la forma (5.4), con lo cual podemos aplicar todas las técnicas descritas
para este ejemplo. Los resultados de la simulacién se muestran el la figura (6.16) con los
mismos valores para los parametros fisicos utilizados para el caso lineal con condiciones
iniciales z (0) = (0.5.0.1) y h=10.05
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Figura 6.16: Repuesta del sistema carro péndulo invertido con control de alta variacion (Caso
no lineal)

6.6. Sistema Masa Resorte Péndulo Invertido

Descripcién del Sistema

Fu esta seccion se diseniara un coutrol para un sistema mecanico inestable muy repre-
sentativo de la clase de los sistemas subactuados debilmente acoplados que son dificiles de
estabilizar. Considere el sistema mecanico subactuado, conformado una masa y un pendulo
invertido unidos por un resorte lineal, y otro no lineal tal como se muestra en la figura (6.17).
Se aplica una fuerza de control u a la masa m; v la inica influencia que recibe el péndulo es a
través del resorte no lineal acoplado a el. Observese que esta conliguracion fisica provoca que
el péndulo sea imestable. El modelo que a continuacién se presentara tiene la caracteristica de
tener un punto de equilibrio en el arigen correspondiente a la posicién del péndulo invertido
el cual no es linealmente controlable [13].
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Figura 6.17: Sistema masa resorte péndulo invertido

Modelo Dinamico

El resorte lineal obedece perfectamente la ley de Hooke f = —kjdzx y el resorte no lineal
es caracterizado por la siguiente fuerza de deformacion cibica f = —k; (dz)?, donde f es
la fuerza del resorte kj,ks > 0 son las constantes de Hooke y dz es la deformacion de los
resortes. Sea z el desplazamiento de la masa mn; y sea 6 el 4ngulo del péndulo con respecto a
la vertical, de tal manera que cuando z =0y # 0 los resortes estan relajados. La ccuacion
de movimiento del sistema es:

k’2

. _ :(i K2 _ 3
0 = sen @ + oy (z — lsen(0))” cos (8)
P kl _ k2 _ 3 u
F = mlz -~ (z —lsen (0))" + — (6.36)
Asumiendo que 8 es pequerfio la ecuacién (6.36)se convierte en:
i = 99422 (193
0 = 10-1- oy (z —16)" cos (0)
PR . AT I (6.37)
my my my

Cuando u = 0 el punto de equilibrio del sistema 6.37 satisface:

magh +ka (z — 10 = 0
kz+k(z—16° = 0 (6.38)

Si | > 724 existen tres puntos de equilibrio:
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i) r=00=0

i) r=— ((ma9)"” o 0= — my “’3 =
u(n(-32)") (m(-52)")
S L

— ROREN 2
n(m(-3)") (=0-322)")
Si | < 32 el tmico punto de equilibrio es i). Si ] > 322 los puntos de equilibrio ii) y iii) son
estables y i) es inestable. Por medio del siguiente cambio de variable:
Ey \ V2

y transformacion de ley de control:

1/3 13
- ()" (R () ") et ) ey

tendremos:

6 = %9-&-33

= (6.41)

Ny

Definiendo las variables de estado: z; = 0, 25 = é, I3 = z, 4 = Z obtenemos la representacién
en espacio de estado del sistema (6.37):

I = I2

Iy = %1’1 + rg

I3 = 14

g = v (6.42)

donde x € S' x R3. Observese que el sistema (6.42) esta conformado por una coneccién
en cascada de un subsistema lineal controlable (3 = z4,2, = v) y un sistema inestable
(f1 = 12.2 = (g/l)z, vy el termino de acoplamiento z3. La linearizacién del sistema (6.42)
cerca del punto x = 0 tiene eigenvalores no controlables y por tanto no es exponencialmente
estabilizable usando unicamente un control suave [18]. Esto implica que el anilisis del sistema
en su forma no lineal es necesario y para ello se disefiara un control de alta variacion uy™
para llevar los estados al punto x = 0.
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Estrategia de Control

Sean las funciones de variable real o; dcfinidas como of, : R* — R con p € {1,0}

expresadas explicitamente por af , = mgoag af , = meae, af; = —mian, af; = Mwar ¥
considere el control de alta variacién de memoria 2 definido por la ley de conmutacién:

Para k =0, t € [0, h]

w™ (X0, 8) = {mooao (x0) + mypay (xo) /h, si0<t<h/2

Mmoo (Xo) — Mg (Xo) /h, sih/2<t<h

Para k =n 1 € [nh,(n+ 1)h):

™ (x(nh),t —nh) = {

mooag (X (nh)) + mypay (x (nh)) /h, sinh<t< (2n+1)h/2
mooao (X (nh)) — migan (x (nh)) /h, si EHE <t < (n+1)h

El bracket de Lie correspondiente a los campos vectores f, g para el sistema (6.42) esta dado

por:

adyf =

O O~k O

1 0 0 0 000 T3 0
0 322 0 0 000 Iy +a3 | _| O
0 0 1 o o000 z4 11
0 0 0 1 000 0 0

y para k > 2 tendremos adz f = 0. Aplicando la formula de Campbell Baker Hausdorff
obtenemos una expresién para el estado resultante x (h) para el sistema (6.42) con la ley de
control #5™ con condiciones iniciales x (0) = X, de la forma x(h) = ¢;° (rp) donde I — ¢ (p)
denota la enrva iutegral a través de p para el campo vector suave sobre R*\ § definido como:

7 (%) = f(x) + a0 (%) g (%) + a1 (%0) ad, f ( %)

El sistema infinilesimal correspondiente a la inclusién diferencial x € F* (x) en coordenadas
locales esta dado por la expresién:

I = Iy

Ty = %1:1 + J:g

I3 = Iit+om

Ty =ag (6.43)
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La eleccidn del control ag = —Qx4. Q € RY, a; = 2?=1 7%z;, 7 € RY permite llevar los
estados del sistema (6.43) al punto de equilibrio x=0. Los resultados de la simulacién del
sistema infinitesimal (6.43)se muestran en la figura (6.18).En las figuras (6.19) y (6.20) se
exhiben los resultados de la simulacion del sistema (6.42) asi cowo el comportamiento de las
variables fisicas del sistema (6.37) con la aplicacién del control de variacién con los siguientes
valores g = 9.81m/s?, | = lm, my = 0.1kg, my = 0.2kg, k; = 500N/m, k; = 1000N/m,
condiciones iniciales x (0) = (0.1,0,0,0), h = 0.03 usando el metodo de integracién de Runge-
Kutta con un tamafno de paso de 0.001.

0.15;
! x1
* —x2
[ x3
0.1k x4
0.05F ]
; N
ol
-0.05 4
|
-01 : ‘
0 2 4 6 8 10

Tiempo

Figura 6.18: Respuesta del sistema infinitesimal masa resorte péndulo invertido
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6.7 Sistema Balancin Pelota

Descripcién del Sistema

El sistema balancin pelota es uno de los sistemas subactuados mas famosos para poner
a prueba la eficacia de diversas leyes de control moderno. El sistema consiste en una barra
rotatoria sujeta en su centro con el eje de un motor y una pequefia pelota que rueda libremente
sobre la superficie de la barra. Por medio de la accién del torque se busca posicionar a la pelota
en un punto particular de la viga. Como se describird mas adelante, el sistema balancin pelota
es un sistema no lineal triangular en cascada. El espacio de configuracién esta determinado
por ¢l scctor circular y su reflexion, donde el cje de las ordenadas proporciona el rayo de
simetria. En la figura 6.21 sc muestra la cstructura de ¢l sistema junto con su espacio de
configuracién delinido a través de la linea temporal ¢. El tamafio del sector circular va a
depender de los parametros fisicos del sistema y de la condicién critica de que la bola no
pierda el contacto con la viga. Denotemos con S al sector circular OPR quitando sus puntos
frontera, es decir S = OPR — 8 (OPR). Considere el abierto U = R? — {0,0} NS y el
homeomorfismo ¢ definido como:

¢ (21, 22) = (r, tan™" (z1,22))

donde:

Entonces tendremos que el mapeo inverso ¢~' esta dado de manera natural por:
671 (r,6) = (rcosh, rsenf)
Sea z = (r, (). La matriz Jacobiana dc¢ la transformacion:

J= 10) ( cosf  senf )

=3z \ —rsenf rcosh

es no singular para r # 0
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Figura 6.21: Sistema balancin pelota y espacio de configuracién

Modelo Dindamico

.

En la deduccion del modelo asumiremos las siguientes hipdlesis:

1. La pelota no se desliza sobre la viga.
2.- Se desprecia la fuerza de friccién en el sistema.
3.- La pelota se asume homogénea y perfectamente esférica.

1. Las dindmicas son (ales que la pelola nunca pierde contacio con la viga

Sea J el momento de inercia de la barra alrededor de su centro (pivote), Jp el momento de
inercia de la pelota con respecto a su centro geometrico, R es el radio de la bola y m es su
masa. Fl Tagrangiano del sistema esta dado por la expresién:

: J
E= (s s () ) e o3
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Aplicamos las ecuaciones de Euler Lagrange (4.9) en (6.44) con lo que obtenemos las ecua-
ciones dindmicas del sistema:

J .
(m + _R—I;) # — mré® + mgsenf = 0

(m'r2 +.J+ Jp) 0 + 2mri0 + mgreosl) = 1 (6.45)
o en forma (4.11) donde:
M(q) = ( m-i(;%% mr2+0J+J3 )
Caq) = ( mré —111::-:0 )
o= ( et
()

Deﬁmendo las variables de estado: z; = r, T3 =%, 23 =6, z, = §, la constante paramétrica
B = m y la transformacién de la ley de control:

T= (mr +J+ JB) U+ 2mxy 224 + MgxiCoST3

obtendremos la siguiente realizacién de el sistema en el espacio de estado:

i‘l = X2
Iy = Ba:lac4 Bgsenzs
T3 = X4
i‘4 = u
y = (6.46)

Donde x = (z1, T2, T3,74) € R? x (—7/2, 7/2) x R. Observese que para este sistema, la no
linealidad critica esta representada por la fuerza centrifuga Bz;z2 y la fuerza gravitacional
Bgsen (z3) las cuales determinan la velocidad y posicién de la pelota soble la viga. La sigu-
iente secuencia de derivadas de la salida y = h(x) = x; del sistema nos dara el valor del
grado relativo del sistema:

y = I

g = th (IB) = T2

j = 22=L}h(z) = Bzx,z% — Bgsen (x3)

¥ = Lih(z)+ LyL3h(z) = Bzyx? — Bgxycos (z3) + 2Bxazsu
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La sefial de control u aparece en la tercer derivada de la salida y = h(x) entonces el grado
relativo del sistema es r = 3 excepto en la singularidad donde r;z4 = 0. Es claro entonces
que este sistema no tiene grado relativo bien definido en el punto singular del espacio de fase
auteriormente descrito y por tanto técnica de linealizacién por retroalimentacion no aplica
para este sisterna, ademas este sistema no satisface la condicién de integrabilidad, la cual
requiere la involutividad de la distribucién A (x) = span {g, adsg, a %9 adsg®}, ya que:

2131,
—-2B
[g,a fg] = 0 2

0
No pertenece a la distribucién. Si aplicamos el proceso de linealizacién por medio de la matriz

Jacobiana alrededor del punto de equilibrio x* = 0, u* = 0, el modelo lineal resultante del
sistema (6.46) esta dado por:

J"Jl = T2
Ly = —Bgz;
.’f?a = X4
Ty = u
y = n (6.47)

Estrategia de Control

El caso lineal puede resolverse llevando la representacién del sistema a la forma normal de
Brunovski y aplicar el control de variacion tal cowo se hizo anteriormente; por lo tanto, solo
nos enfocaremos para el caso mas interesante, que es el no lineal. Considere las funciones af j
dcfinidas como o ; : R* — R con p € {1,0} cxpresadas explicitamente por af ; = mgoa
o), = meag, ag; = —mypam, a5, = mype; donde a?; son funciones acotadas sobre
una vecindad compacta de x. y las funciones ail’ ; tienden a cero conforme las trayectorias
o estados se acercan al punto X.. Para estabilizar el sistema aplicaremos un control de alta
variacién deslizante de memoria 2 definido por la ley de conmutacion:

Para k =0, t € [0, h]

meoap (Xo) + magas (Xo) /h, si0<t<h/2
Moo (Xo) — maoan (Xo) /h, sih/2<t<h

uy™ (X0, 1) = {

Parak=n t € [nh,(n+1)h):
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- _ Jmooao (x (nh)) + meaq (x (nh)) /h, sinh<t<(2n+ 1) h/2
i G (nh) =) = {'"0000 (5 (uh)) — oy (e (k) /B, si 2P <1< (m+ 1)

Los brackets de Lie construidos a partir de los campos vectores f, g del sistema (6.46) se
exhiben a continuacién:

0 1 0 0 0 0000 Iy
alf = Bz 0 —Bgcoszs 2B1z4 o] [ooo0o Bz,22 — Bgsenzs
0 0 0 1 0 0000 T4
0 0 0 0 1 0000 0
0
2B.’L‘1.’E4
1
0
( 0O 00 O 0 0000 0
sl = 2Bxy 0 0 2Brx 0] _ 0000 2Bz, x4 — Bgsenzs
9 0O 00 O 0 0000 1
\ 0O 00 O 1 0000 0
( 0
_ 2Bx,
- 0
\ 0

El dltimo bracket de Lie es constante y en consecuencia ad'; = 0 Vk > 3. Aplicando la
formula de Campbell Baker Hausdorff obtenemos una expresién para el estado resultante
x (h) para el sistema (6.46) con la ley de control u;™ con condiciones iniciales x (0) = %o, de
la forma x(h) = ¢;° (Xo) donde t — ¢;° (p) denola la curva integral a través de p para el
campo vector suave sobre R* \ S definido como:

7 (X) = f(x) + 0 (Xo) ady f (%) + e (Xo) g (x) + r™> (0)

El sistema infinitesimal correspondiente a la inclusién diferencial x € F* (x) esta dado por
la expresion:

X = f(X) + o (%0) ad f (X) + Sad, f? + ao (%o) g (%)
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La expresién del sistema infinitesimal en coordenadas locales es:

.’i‘l ) 0 0 0
2 | | Bxizi — Bgsenz; 2B1114 2| Bz, 0
Pl by + o 1 tor| ta| (6.48)
T4 0 0 0 1
Para fines practicos considere B = g = 1. Si elegimos ag = — K ||x||sign (z4) la dindmica del
sistema (6.48) se reduce a:
Z k) 0 0
Zy | | senzs 0 2| T
5 | = 0 toan| | | +ai| (6.49)
&y 0 0 0

Observese que la aparicién del control a? representa una dificultad para el disefio y elecciéon

de a;. Tratando a x4 como un control virtual es posible estabilizar asintéticamente el sistema
reducido:

.’i.‘l = X2
&y = —sen(x3)+ 107
T3 = m

y derivar la ley de control para el sistema completo usando backstepping. En [19] se propone
una ley de control anidada de saturacién:

o (x) = —03(y3 + 02 (y2 + 01 (11))) (6.50)
donde:
B = —I1— 212+ 23
y2 = —I2+ I3
Yys = I3
xMi s < —AL
Gi(s)=4{ s lsl<M, (6.51)
M, s> M;

para i € {1.2,3}. Con Mj, la magnitud de la expresién z;a] en la dinamica reducida (6.49)
puede ser disminuida sobre cualquier conjunto compacto. En {20],por medio de la reduccién
del nivel de saturacién M; puede ampliarse la regién de atraccién. El siguiente resultado [21]
proporciona las condiciones para que el punto de equilibrio de (6.49) sea global asintélica-
mente estable y local exponencialmente estable:
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Teorema 18 El punto de equilibrio x = 0 del sistema (6.49) es global asintdlicamente estable
y local exponencialmente estable por la ley de control:

ay = —o3(x3) — pu(z)o, [fz(_—:z + 0y (ﬁﬁﬂ)} (6.52)
. :

O R ——
V1+zi+a2

Si reemplazamos la funcién de saturacion (6.52) por la funcién lan ! obtenemos la siguiente
version suave:

o (z) = —2y3 — %?tan'1 (l ) (6.53)

B 20 (E (S
= () +olen (20 ([.I. (r)))

En la graflica 6.22 se muestra la simulacién de la respuesia del sistema infinitesimal con la
eleccion de control ag = —K||x||sign (z4) y on como en (6.53) con las condiciones iniciales
z = (0.2,0,0,1745,0). La grafica 6.23 muestra la sefial de control a; aplicada al sistema
infinitesimal (6.48) y finahnente cu la grafica 6.24 exhibe los resultados de la simulacién del
sistema balancin pelota (6.46) con h = 0.01, usando ¢l método de integracion de Runge Kutta
con un tamaio de paso de 0.001

donde:

Estados

Tiempo
Figura 6.22: Respuesta del sistema infinitesimal balancin pelota
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Figura 6.21: Control de alta variacién aplicado al sistema. balancin pelota

6.8. Pendubot

Descripcion del Sistema

El pendubot, es un sistema subactuado conformado por dos eslabones rigidos unidos
por una articulacién planar, en el cual uno de ellos es controlado por torque y el segundo
eslabon esla libre. Las coordenadas generalizadas necesarias para describir el movimiento del
sistema son el desplazamiento angular del primer y segundo eslabén ¢, y ¢, respectivamente.
El espacio de configuracién del pendubot puede generarse cocientando el cuadrado I? =
[0,27] x [0. 27| por medio dc la identificacién (,0) ~ (x,1) para0 <« < 2wy (0,¥) ~ (1,4)
para 0 < y < 2. El espacio cociente resultante /2/ ~ resulta homeomorfo S' x S!(ver figura
6.25). Para los intervalos 0 < g; < 2w, 0 < ¢ < 2m, 0 < b < a, la siguiente funcién:

¢:[0,2n] x [0,27) — S' x S' c R
¢ (q1,42) = ((a + bcosqr) cosgy, (a + beosq) sengz, bsenqy)

proporciona el homeomorfismo correspondiente entre la variedad S' x S! y el Toro T.
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v

q,

Figura 6.25: Sistema pendubot y espacio de coufiguracion Q

Modelo Dindmico

Para la obtencion del modelo dindmico se despreciaran las fuerzas de friccién. Fl La-
grangiano del sistema pendubot esta dado por:

L@ =K@ -V=3 (2 )T(g;; 22 ) (&) —gmigh.- (6.54)

donde:

Dy = mllfl + my (lf + lZ: + 2111c2costp) + 5L+ 1

Dy, = my (l?ﬂ + lllacosqz) + 5L
Dy = mzlza + I
hy = laseng

hy = Lseng + losen (g + g2)

Aplicando las ecuaciones de Lagrange a la expresién (6.54) obtenemos las ecuaciones
dindmicas del sistema en la forma:
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M(@)§+C(0.9)4+G(g) =71
Con las matrices de inercia, de Coriolis y de gravedad dadas por:
Du Dy )
M(q) =
@=(po o
() = —2mylilaGosengy  —molilogesengs
, malilcagiseng, 0

Elg)= ( miglacosqr + maglycosqy + magleacos (g1 + ¢2) )

magleacos (1 + ¢2)
T=(g)

Sean r, = qi, T2 =@, T3 = ¢, T4 = g2, T = u. La representacion en el espacio de estado
del sistema pendubot esta dado por:

x = f(x)+9(x)u(l)

con los campos vectores:

I3 0
Ty 0
f(x)= b (__u_z o+ _bzz?z Bl Gl) g(x) = by
by (DDzz + Dzz -G - GI) Dzz gzzz- b
Las funciones C;, G; y b; estan determinadas por las expresiones:
C: = -2molileozazssenzy — mzlllcg:tisen:rg
Cy = mohlazisent,
_ Do,
b = 5"
Dy Dy — D3,
by = ____Dl?_2
Dy Dy — Di,
(6.55)
Sean a; los parametros:
ay = ml3 +mel? 4+ 1
as = mglz2 + I
asz = malilee
ay = mila + maly
as = males
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La linealizacién del sistema, alrededor de los puntos de equilibrio: x* = (7/2,0,0,0),u* =0
esta dada por:

( 0 0 10
of (x 0 0 01
A= J;S( ) x* = (a2aa—aaas)g ___o3asg 00 (6.56)
ayaz—ajy ayaz2—
g(as(ay+az)—a4(az+a; ag(a; +a;
\ s(a1 al'xaz—;gaz 3)) gfanlga:_a:n 00
( 0
B = g(x") 03 (6.57)
— X = .
g ala:—as
—ag—nq
alag—as
Obteniendo asi el modelo linealizado del pendubot:
i 0 0 10 T 0
o 0 0 01 Ty 0
g [T e om0 || Y| gag | O
T4 9(“5("1*;‘:30 2—:4?’(024'03)) 9(‘;.';(:21-!;?;13) 00 z4 a_lt:é___c%
El modelo obtenido es un sistema controlable ya que:
2 2 2
|(B AB A’B A’B) | = — 55
(0102 — a3)
Sean:
Ca1 = S._“i:’:a:«;a )9
G =gy
(a = g(as(a1+a3)—a4(az+a3))
41 = ajaz—aj
(o = toite)
nl = ala‘;—ag
U e
La siguiente matriz de transformacién T, aplicada al sistema (6.58):
100 0
010 0
T, = 001 —mngt (6.59)
000 T
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Lo lleva a la siguiente forma regular jj = Ay + Bu:

h 0 0 1 mn,° " 0
* 0 0 0 n' » 0
g = N _ 6.60
i G —Camm' (2—Cammp' 0 0 1 1o |" {6:60)
s Cam Caam 0 0 Vs A
donde:
A = TAT!
B = TB
La matriz de controlabilidad del sistema transformado es ahora:
0 ciz2 0 cuis
| 0 c2 0 o
C= 0 0 ¢y 0 (6.61)
41 0 €43 0
donde:
Ci2 = hp
s = min (G — Camng) = 12 (Gz — Commz ') + mir (Camn — Ca)
C = —Th
cu = —1r(Cam — (a2)
e = mm (G — Cammz') — 72 (Ga2 — o)
Cy = b§
Ci2 = n%

(43 = ll; ((41711 - (42)

Al sistemna (6.60) le aplicamos la transfornacion T, = CW donde C es la matriz de contro-
labilidad del sistema (6.60) y W es la matriz:

K1 ((’ 7’) K2 ((a ’l) K3 ((’ 7’) 1

W = [0] (Ca 77) K3 ((17’) 1
k3 (C’ 77) 1 0

1 0 0

(6.62)

(e i e P e ]

donde £; son los cocficientes del polinowio caracteristico p (A) = |AI — A|, obteniendo final-
mente el siguiente sistema:

& 0100\ /a 0
2l (o0 1 0] =2 0
s =lo oo 1 |las]T|ol® 65
24 01 02 03 04 2 1
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Diseno del Controlador

Para este sistema aplicaremos el control variacional u;™ de memoria 2 dado por:

™ (20, 1) = { "0 (20) + Muoa (20) /h, 510 <t <h/2
T Moo (Zo) — Mo (z0) /h. sih/2<t<h

Para k =n .t € [nh. (n+1)h]:

- 1 _ [ meao (z(nh)) + myay (z(nh)) /h, sinh <t<(2n+1)h/2
i "h)_{mmao(z(nh»-mmal(z(nh»/h, si G2 <t < (n+1)h

Aplicando la formula de Campbell Baker Hausdorff obtenemos una expresion para el estado
resultante z (h) para el sistema (6.63) cuya representacién esta en la forma canénica de
Brunovsky con la ley de control uj™ con condiciones iniciales z (0) = 2z, de la forma z(h) =
g’ (2o) donde t — ¢° (p) denota la curva integral a través de p para el campo vector suave
sobre R*\ S definido como:

7™ (z) = f(2) + o1 (20) ad, f (2) + a0 (2) g (2) + 7 (0)

El bracket de Lie asociado al sistema (6.63) es simplemente:

ad,f =

o~ OO

La expresion del sistema infinilesimal en coordenadas locales esta dado por:

5 0100\ (= 0 0
2] |oo10]]| = 0 0
| looo01 5 | Ta@ ] [te@] (6.64)

La eleccién del control ag(z) = —Ksign(z;), o (2) = —k121 — kazz — k3z3 permitira esta-
bilizar el sistema infinitesimal (6.64) en el punto z* = 0. Los resultados de la simulacién del
sistema pendubot en lazo cerrado se exhiben en la grafica 6.26 con los siguientes parametros
L, = 0.27m. I, = 0.38m, I = 0.135m, lo = 0.2m, m; = 0.270kg, my, = 0.340kg, bajo las
condiciones iniciales x = (—1.2,0.175.0, —0.4) con un valor de h = 0.062, usando el método
de integracién de Runge-Kutta con un Lamano de paso de 0.001
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Figura 6.26: Coutrol de alta variacién aplicado al pendubot
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Capitulo 7

Conclusiones

7.1. Conclusiones

En el desarrollo de este trabajo, se logré disefiar el control de alta variacién para un es-
pectro amplio de sistemas mecdnicos y electromecénicos, los cuales presentaron las siguientes
caracteristicas frente al control:

1. El control de alta variacién requiere que el campo vector controlado g sea constante.
Si no es el caso, se requiere aplicar una transformacién del sistema para cumplir este
requerimiento. Un campo vector g no constante provoca que la ley de conmutacién
cambie y con este efecto producir la no convergencia de los estados al punto de equilibrio.
En el caso no lineal, la obtencién del sistema infinitesimal, asi como el proceso de
estabilizarlo puede ser una tarea sumamente compleja por la aparicién de controles en
forma polinomial. Por ejemplo para el sistema pendubot es posible que la forma normal
descrita en [22] nos permita resolver el caso no lineal. La manera de abordar el &mbito
no lineal es unica para cada planta y requiere consideraciones muy especiales para el
control tal como se mostré en el caso del sistema balancin pelota.

2. Existe un compromiso entre la convergencia de los estados y el tamano de paso h
seleccionado. Entre mas pequeno es el intervalo h mas parecida es la respuesta en el
regimen estable de la planta con su correspondiente sistema infinitesimal, sin embargo,
la magnitud del control puede incrementarse por mucho ya que como pudo verse la
cantidad h es un denominador.

3. Este tipo de control permite estabilizar sistemas usando variedades en las que los modos

deslizantes estandar fallan.En virtud de esta propiedad, la selecccién de la variedad
deslizante es mucho mas amplia.
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7.2. Trabajo Futuro

Como trabajo futuro se presentan los siguientes puntos:

1. Implementacién en tiempo real del control en los sistemas electromecanicos estudiados.
2. Proponer modificaciones de la técnica para realizar segumiento de trayectorias.

3. Investigar la capacidad del control para rechazar perturbaciones
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