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Resumen

El control de alta variación es una técnica que puede ser aplicada a sistemas no lineales

afines y consiste en la generación de trayectorias por medio de la construcción de campos

vectores no conmutativos del Algebra de Lie que están relacionados con la controlabilidad

del sistema. Con dicha metodología, se construye un campo vector infinitesimal y su corre

spondiente inclusión diferencial, la cual es llamada sistema infinitesimal en cuya estructura

matemática intrínseca sc encuentran un conjunto dc controles agregados que no aparecen

en el sistema original y que permiten diseñar la ley de control conmutada estabilizante que

actúa en pequeños intervalos de tiempo de longitud h de tal forma que, la trayectoria del

sistema original bajo la acción conmutada de una alta tasa de muestreo se va aproximando

en el régimen estable a la trayectoria del sistema infinitesimal. T,a estabilización del sistema

infinitesimal se logra por medio de los controles agregados los cuales se diseñan en función

de la elección variedad deslizante apropiada.



Abstract

The high-order control variations is a technique that applies to affine non linear systems

and involves the generation ofpaths through the construction of noncommutative vector fields

of the Lie algebra that are related to the controllability ofthe system. Whith thkmethodology

we construct an infinitesimal vector field and its corresponding differential inclusión, wich is

reflered Lo as an infinitesimal system, and in whose mathematical structure are a set of added

controls that do not appear in the original system. This allows us to design the switching

control stabilizer law. that acts in small time intervals of length h in such a way that the

path of the original system under the switching action of a high sampling rate approaches,

within the stable regime a path of the infinitesimal system.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación

El problema dc la estabilización dc sistemas dinámicos cs tino dc más importantes tópicos

de la teoría de control. La convergencia de las técnicas rigurosas del álgebra no conmuta

tiva, las nuevas geometrías y el control, a permitido desarrollar un conjunto herramientas

elegantes y eficientes para abordar dicho problema. La principal motivación para el desarrol

lo de este trabajo es estudiar la técnica de control de alta variación aplicada a una amplia

gama de sistemas físicos. En particular, aquellos que han sido frecuentemente utilizados en

la literatura especializada para probar diferentes leyes de control tales como sistemas de nat

uraleza pendular acoplados a motores eléctricos. Esto permitirá visualizar de manera más

amplia la efectividad y capacidad del control dc alta variación para resolver el problema de

estabilización de dichos sistemas.

1.2. Descripción del problema

Esta tesis abordará el problema fundamental de estabilización de varios sistemas elec

tromecánicos por medio de una ley de control conmutada, de alta tasa de muestreo, diseñada

a partir de la elección adecuada de ciertas funciones que desempeñan el papel de controles

agregados que aparecen en lo que se llamará sistema infinitesimal. Bajo este escenario se

usaran técnicas de la teoría de modos deslizantes para encontrar de manera explícita dichos

controles.
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1.3. Estado del Arte

El empleo de técnicas de álgebra no conmutativa, muy en particular, el uso de la formula

de Campbell Baker Hausdorff (CBH) y de la geometría diferencial para el desarrollo de leyes

de control se remonta a S.Monaco y D.Normand Cyrot (1990) quienes establecen ima relación

algebraica entre sistemas no lineales continuos y su versión discreta. J.P. Barbot(1991) et al,

emplean la formula de CBH para el estudio de sistemas discretos con perturbación. T.Duleba

(1999) et al, utilizan la formula de CBH para generar y planear trayectorias de sistemas

holonómicos. El diseño de leyes de control discontiuas empleadas para resolver el problema

de estabilización de sistemas lineales y no lineales es un tema reciente y muy poco tratado.

Los primeros trabajos se remontan a H. Michalska y M. Torres Torriti (2004) y reciente

mente por R. Hirschorn (2007). Ambos esquemas utilizan la generación dc trayectorias por

medio dc la construcción dc campas vectores no conmutativos del álgebra dc Lie que están

relacionados con la controlabilidad del sistema . Sin embargo, en el tratamiento de Hirschorn

[1] se generan las trayectorias deseadas por medio de campos vectores infinitesimales y su cor

respondiente inclusión diferencial, para posteriormente diseñar la ley de control conmutada

sobre superficies deslizantes. Hasta la fecha prácticamente no existen trabajos que apliquen la

técnica de control de alta variación a sistemas electromecánicos, y la mayoría de los ejemplos

se limitan a ejemplos académicos.

1.4. Objetivos

El núcleo central dc esta tesis sc basa principalmente cn cl trabajo de R. Hirschorn(2007)

y el tratado de Algebras no conmutativas de A. Bonfiglioli (2012). El presente trabajo de

investigación pretende principalmente:

1.- Desarrollar y proponer leyes de control conmutadas para resolver el problema de estabi

Uzación dc sistemas electromecánicos representativos tanto actuados como subactuados.

2.- Combinar el control de alta variación propuesto en [1] con la técnica de linealización

por retroalimentación de estados [2].

1.5. Estructura de la Tesis

El contenido y desarrollo de los principales temas de esta tesis esta distribuido de la sigu

iente manera:
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El capítulo 2 proporciona una breve introducción a ciertos tópicos de geometría diferen

cial y de álgebra no conmutativa que son esenciales para el estudio de sistemas no lineales.

En este capítulo se describe la estructura de variedad, campos vectores, espacio tangencial,

curvas integrales, flujos, el teorema de Frobenius. álgebras de Lie y el teorema de Campbell

Baker Hausdorff.

El núcleo del capítulo 3 son los difeomorfismos, vistos como herramienta para el cambio de

coordenadas y la linealización por retroalimentación de estados, técnica esencial de control no

lineal basada fuertemente en el teorema de Frobenius. Finalmente se describe en forma breve

el concepto de variedad deslizante y su papel en el control de sistemas dinámicos discontinuos.

El capítulo 4 hace una descripción de los sistemas mecánicos en general, presentados des

de el punto de vista de la estructura de variedad diferenciable. Se derivan las ecuaciones de

Lagrange a partir del principio de Hamilton y se construye la ecuación dinámica general para

sistemas mecánicos de n grados de libertad

En el capítulo 5 se presenta la técnica control de alta variación aplicado al problema de

estabilización de sistemas afines, asi como su descripción matemática completa a través de

diversos ejemplos académicos.

El capítulo 6 es la parte central de esta tesis, y aqui se muestra los resultados de aplicar

el control de alta variación con modos deslizantes a un amplio conjunto de sistemas elec

tromecánicos tanto actuados como subactuados, abarcando tanto cl ámbito lineal y no lineal.

Finalmente en el capítulo 7 se dan las conclusiones de este trabajo, asi como las perspec

tivas futuras sobre este tema de investigación.
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Capítulo 2

Fundamentos Matemáticos

2.1. Introducción

El estudio dc sistemas cuyas dinámicas son descritas por medio dc ecuaciones diferenciales

requieren de ser definidas sobre la estructura topológica de variedad. Los métodos clásicos

usados de análisis frecuencial en general, no son aplicables a los sistemas no lineales. Los

primeros tratamientos modernos sobre el uso de estructuras diferenciables se remontan a

Brockett [3], [4], Sussmann [5],Crouch [6], Isidori [2] y recientemente Bullo y Lewis [7]. En

este capítulo se dará una breve descripción de ciertos conceptos de geometría diferencial que

son usados frecuentemente en el estudio de sistemas no lineales.

2.2. Conjunto de Medida Cero

Definición 1 Sea C C R2 un conjunto acotado del plano. Diremos C tiene medida cero si

Ve > 0 se da un conjunto finito de rectángulos Qi de area AQí con i e {1,2.. .n} de tal

forma que:

2-Y,ln*(Qi)<e

En otras palabras el conjunto C es de medida cero si lo podemos cubrir con una cantidad

finita de rectángulos cuya suma de áreas es igual o menor a cualquier e > 0 La extensión de

esta definición a subconjuntos de Rn se da de manera natural como a continuación se indica.
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Definición 2 Un cubo n-dimensional en Rn es el producto cartesiano de n-intervalos com

pactos:
ti

A = H[ai,bi} = [ai,bi)x--x[an.bn]

Definición 3 EÍ volumen n-dimensional de un cubo

A = f[[ai.bi]
i-1

se define como:

^) = f[(*-a.)
¿=i

Notemos que si .4 es un cubo n-dimensional de lado n
,
entonces el volumen es: v(A) = an

Definición 4 Llamaremos cubo n-dimensional abierto, al interior de un cubo A, es decir,

n

iní(.4)=JJ(oi,í>j)
1=1

Definición 5 Sea X C RB. decimos que X tiene medida cero, si Vf > 0 existen cubos

abiertos {.Ai. A2 } en R" tales que:

1.- XC\JA,.

*-- £«(-4,)<£.

Observación: Los siguientes resultados se verifican para conjuntos de medida cero:

1.- Todo subconjunto de un conjunto de medida cero tiene medida cero.

2.- Toda unión numerable de conjuntos de medida cero es un conjunto de medida cero.

3.- Todo conjunto numerable tiene medida cero.

4.- Sea /: [a, 6]
—> R función continua. Entonces el grafo de /definido como:

C = {(.r, ,,,) 6 R: r € [«,«], y = Ax)}

tiene medida cero.

6



2.3. Espacios Topológicos

Definición 6 Sea X conjunto no vacio y t una colección de conjuntos abiertos de X, es

decir: r = {O Q X\0 abierto en X}. Diremos que el conjunto r es una topología para X,
si satisface las siguientes propiedades:

1.- X,0er

2.- Si I es un conjunto arbitrario de índices y 0a € r entonces \JaeI O 6 r (La unión

arbitraria de elementos de r también pertenece a r ).

1. Si 0\_....0n e t entonces f|"=i Oí & t (La intersección finita de elementos de r

pertenece a t).

2.4. Espacio de Hausdorff

Definición 7 Diremos que el espacio topológico (X, r) es de Hausdorff si para puntos dis

tintos Xi, x_\ E X existen vecindades V (xi),V (x2) tales que: V (xi) D V (X2) = 0.

A continuación se indican algunas propiedades importantes de los espacios de Hausdorff:

1 . Todos los espacios métricos son de Hausdorff.

2.- Cualquier subespacio dc un espacio dc Hausdorff cs un espacio dc Hausdorff.

3.- Sea / un conjunto arbitrario de indices.Dada una familia de espacios topológicos {^¿}Í6J
no vacíos, cl producto cs mi espacio dc Hausdorff si y solo si Xi es un espacio de

Hausdorff para cada i. 6 I'.

2.5. Mapeo Abierto, Continuo y Homeomorfismo entre

Espacios Topológicos

Definición 8 Sean (X_tx) , (Y, rj) dos espacios topológicos. Considere el mapeo:

<J>:(X,ti)-^(Y,t2)

Sea Ox, Oy conjuntos abiertos de los espacios X, Y respectivamente.

7



1. El mapeo é es abierto si y solo si V Ox se cumple f (Ox) es abierto en Y.

2. El mapeo é es continuo si y solo st V CV se cumple f~l (Oy) sea un conjunto abierto

enX.

3. El mapeo <j> es un homeomorfismo si y solo si <j> es biyectiva y ademas tanto é como su

inversa ¿T1 son funciones continuas.

Se dice que dos espacios topológicos son homeomorfos si existe un homeomorfismo entre ellos.

2.6. Difeomorfismo

Definición 9 Sea * : í/ c R" —> VcR" donde U, V son abiertos. Diremos que $ es un

difeomorfismo local sobre U si:

1. el mapeo $ es biyectivo.

2. los mapeos $ y $_1 son de clase C°°.

Definición 10 Un espacio topolgico (X, t) se dice que es un espacio localmente Euclidiano

de dimensión n si para Vp G X, 3Ve (x) y un homeomorfismo <¡> tal que (f> (V£ (x)) es una bola

abierta R"

Ejemplo 1 Si consideramos la esfera §2 — {(xi, x2> x3) € R : rf + z2, + x2 = r} y tomamos

una vecindad lo suficientemente pequeña alrededor de un punto de la superficie p 6 S2 obser

vamos que dicha vecindad se parece a una vecindad tomada de R2 (ver 2.1).E1 homeomorfismo

correspondiente se describe en el ejemplo 5.

Figura 2.1: Vecindad pequeña de §2 homeomorfa a una vecindad de R

8



2.7 Variedades

Definición 11 Un espacio topológico (M, t) se dice que es una variedad de dimensión n si:

1.- Rt un espacto localmente Euclidiano dr. dimensión n.

2.- Es un espacio de Hausdorff.

3.- Tiene una base topolólogica contable.

Puede entenderse una variedad como una superficie suave embebida en un espacio Euclidiano

de cierta dimensión, es decir podemos pensar en una variedad como un espacio que en una

pequeña escala, o a nivel local es un espacio Euclidiano.

Definición 12 Sea M una variedad.Considere el subconjunto U C M y la aplicación:

ó : M —•

. Rn

Diremos que el par (Í7, <¡>) es una carta coordenada definida sobre la variedad M si:

1. U es un subconjunto abierto de M.

2.- p es un homeomorfismo de U sobre un abierto <j>(U) de Rn

Si p G U y ó (p) — 0 entonces, la carta coordenada (U_ é) se dice centrada en p. Algunas

veces el mapeo o se representa por medio del conjunto:

(&l,<h, •■■,<t>n)

donde:

O, : M —

. R"

representa la i-esima ftinción coordenada. Si p G hí la n-upla de números reales:

(&O),02O),...,0n(p))

se llama el conjunto de coordenadas locales del punto p G M en la carta (U, 0) , es decir o (p)
es la coordenada del punto p G A/:

(¿>i (v) - Oi (/') ,---,<?n{p)) = (xi, x2, ..._.r.n)

Que en las apücaciones se le suele representar como un vector columna:

9



( fo(p)\
fo(p)

/ «, \
Xl

\ fo (p) ) \ 2Í„ J

El homeomorfismo inverso (p^1 : R —

, í/ se le llama parametrización de la variedad M.

Figura 2.2: Relación entre homeomorfismo, carta y variedad

Sean (U, <)>), (V, ip) dos cartas coordenadas definidas sobre la variedad M donde UCxV ^ 0.

El siguiente homeomorfismo de sobrelapamiento ip o (jr1 : (p (U fl V)
—> ip (U n V) que

permite expresar las coordenadas (V-'i (p) , i¡>2 (?) ,---,fo (p)) en términos de las coordenadas

(fo (?) * fo \p) ,
• • • - <Pn (p)) (Observe que <p (U D V), xp (U D V) son conjuntos abiertos de Rn

Este mapeo es una transformación de coordenadas sobre UPxV. Claramente 6°ip~x representa

el mapeo inverso, el cual proporciona las coordenadas:

(<p! (p) , 02 (P) ,
• ■ •

, fo (P))

en términos de las coordenadas:

(ipi(p)..ip2(p),...,ipn(p))

Si representamos:

(foto))
fo (p)

\ fo (p) )

=

( Xi)
X'2

\xn J

( fo (P) )
fo (p)

{ fo. (P) J

(y-\
V2

\yn )
La transformación ip o <p

l
puede ser representada como:

(fo(p)\ / t/i \ / yi(xi,X2,.-..xn) \ ( yi(fo(p),fo(p),---:0n{p)) \
1p2(p) J/2 3/2(Xl,X2:...TX„)

__

y2{fo(jP),fo(j>),----.<Pn{p))

\Ín{jp) j \Vn J \ yn(Xi,X2,.-.,Xn) j \ yn (fo (p) , fo (p) ,
. - -

, fo t») )
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Definición 13 Diremo» que do» carta» coordenada» aobrelapada» (U, 4>), (V, 1>) son Cac-

compatible» o C°° -relacionada» si lo» mapeo» 4> ° i>~x V i> ° fo1 ion & c^a*e £°° (vtr fii9ura

2.3).

(#.*-*) :*(unv) -iHunv)

{foty.Wvnv) ► Hum)

Figura 2.3: Condición de compatibilidad de cartas (U, <p), (V, tp)

Definición 14 Un C^-AÜa» definido sobre la variedad M es una colección de caifas:

A~{(Uu<k):t£l}

tal que:

L-M = \Jí,iUí.

2.- La colección de cartas de A son C* -compatible» por parejas.

Un Atlas A se dice completo si no esta contenido propiamente en otro Atlas. Diremos que

dos C°°-Atlas A\, Aa son equivalentes si A\ UA? es un C°°-Atlas. Si A es cualquier C°°-Atlas

sobre la variedad M, entonces existe un único C00-Atlas A" completo que contiene a A.

Definición 15 Sea M una variedad. Diremos que la variedad M es C* si esta equipada con

un C00-Atlas completo.

11



A continuación se darán algunos ejemplos básicos de algunas variedades que son de suma

importancia para esta tesis:

Ejemplo 2 El espacio Rn es una variedad, cuyo atlas esta dotado de una sola carta es

decir A = {(Rn-id*,*,)}- más aún cualquier abierto de U C Rn es una variedad con el Atlas

A = {(U, íd[7)}.En ambos casos tanto Rn como para cualquier subconjunto abierto de el,

podemos establecer que tienen la propiedad de separabilidad de Hausdorff y siempre es posible
encontrar una base topológica conformada dc abiertos que sea numerable (tómese las bolas
con centro en los racionales).

Ejemplo 3 Considere la función / : A C Rn —

, Rm (figura 2.4) y su correspondiente

grafo definido como G (f) = {(x,f (x)) G A x Rm}. Si U es un subconjunto abierto de Rn y

/ : U —

, R" es una aplicación C00, entonces el mapeo:

4>:G(f)—>U

(x,/(x)) ---->.,•

<P *:U^G(f)
x
—

> (x.f(x))

es un homeomorfismo. De esta manera el grafo G (f) de una C°°-función es una variedad

dotada de un atlas de una sola carta A = {(G (f) , fo}.

U

Figura 2.4: El grafo G (f) de una C°°-función visto como variedad

Ejemplo 4 Considere el conjunto S1 = {x G R2 : x\ + x\ = 1}. Este conjunto no es glob
almente homeomorfico (ni difeomorfico) a R, por lo que no es posible encontrar una sola

carta cuyo dominio incluya a todo S1 Para cualquier punto x G S1 podemos encontrar una

vecindad que sea homeomorfica a R. Si definimos un conjunto cartas, podemos construir un

12



atlas para S1 En efecto, para las sígnientes cuatro carta» (í/,. 0¡) donde é, : U —

» (-1,1)
con i € {1,2} establecen un homeomorfismo de los conjuntos V\,U% al snbconjmrto (-1.1)
del eje de las abscisas. De manera análoga ó% '. U —» (-1, 1) con i € {3, 4} establecen un

boTiieuiiiorfisifio de los conjuntos U%. U4 al snbconjmrto (-1. 1) del eje de las ordenadas y las

parametrizaciones:

4,,
l
: (-1. 1)

—> Vu i €{1,2,3,4}

dadas por lai expresiones:

1.- r, = {x G S1 : r2 > 0}, *, (x) = x,, fa1 (ar,) = (x,, v/T^-i)

2.- r2 = {x G S1 : z2 < 0}, <j>j (x) = at,, ¿2
'

(x,) = (x,,y^lf)

3.- í/3 = {x G S1 : x, > 0}, 03 (x) = x», ¿J1 (x3) = (v/Í~^f,x3)

4- Ui = {x G S1 : x, < 0}, 04 (x) = xt, fa1 (x2) = (- vT^xf,x2)

Estas cartas cubren a S1 y la composición de los homeomorfismos 0iO0y.

1. 0,o0^ :(0.1)—»(01), foofa1 : (0,1)—» (0,1)

2.- 0. °0lx : (0.1) —» (-1,0), 04 o ¿i"1 - (-10) —+ (0,1)

3-- ^o^1: (-1,0)—» (0,1), ^o^1: (0,1) —♦(-1,0)

4.- ^ao^-1 :(-l,0)—»(-l,0), 04 ofa1 _ (-1,0) —» (-1,0)

son C* relacionadas o compatibles. Por ejemplo sobre el conjunto tV, fl í/j tendremos:

<h o ¿r1 (x) = fo(xi, v/i -

x?) = -x/i -x?

La colección A = {(í/¿. ú^)}^, es un C^-atlas para la variedad S1 (ver figura 2.5).

13



«A,

Figura 2.5: La variedad S1 con un atlas de cuatro cartas

Ejemplo 5 Considere la esfera unitaria S2 = {x G R3 : Y%=i xi = !}• Dotaremos a la esfera

S2 de un C-atlas. Considere el siguiente conjunto de seis cartas (Uí,4>í), con los mapeos

homcomorficos:

4 : Ui —► B

donde B = {x G R2 : ||x|| < 1} descritos como:

1.- Ui = {x G S2 : Xi > 0}, <pi (x) = (xa, x3), fo

2.- U2 = {x G S2 : x2 > 0}, 02 (x) = (xi, X3), fa

3.- U3 = {x G §2 : x3 > 0}, <p3 (x) = (xi, x2), 0J

4.- (74 = {x G S2 : X! < 0}, <?4 (x) = (x2, x3), <¿>4

5.- U5 = {x G S2 : x2 < 0}, 05 (x) = (xi,x3), 05

6.- U6 = {x G §2 : x3 < 0}, 06 (x) = (¡r-i, xa), <¿>6

(X2,X3) = \J\-X\-X_\_X2-X3J

(xi,x3) = (xi, x/l — acf — x§, x3J

(Xi,X2) = íxi,x2, \/l - x? —

x|J

(x2,x3) = í-*s/l --r2 -x|,x2,x3J

(xi,x3) = íxi, —v/l x? - xf¡, x3J

(xi,x2) = íxi.x2,-\/l -x2 -x2.)

Los homeomorfismos fa descritos, muestran que S2 es un conjunto localmente Euclidiano

y de igual manera puede verificarse que las cartas son compatibles. Por ejemplo para el

14



conjunto l\ n U2 tendremos faofa1 = fo [xi, x2, s/l
- x\

-

x\_ x3j = [yj\-x\
- x\, x3j .

La colección A = {(Ui, fo)}6i=i es un C°°-atlas para la variedad S2 (ver figura 2.6)

Figura 2.6: La variedad §2 con un atlas de seis cartas

Teorema 1 Si {(Ui, 0,)} y {(Vj, xpf)} son C°°-atlas para las variedades M y N ,
de dimensión

m,n, respectivamente, entonces la colección {(í/¿ x Vj, fa x ip¿)} de cartas es un C°° -atlas para

M x N, mas aun M x N es una variedad de dimensión m + n.

El teorema anterior puede generalizarse a /r-productos cartesianos de variedades. Un ejemplo

muy importante de apUcación de este teorema es el Toro n-dimensional, el cual lo podemos

construir a partir del producto cartesiano de n circuios, es decir T = S1 x S1 x ■ ■ • x S1 En

la figura (2.7) se muestra el Toro para el caso n = 2.

Figura 2.7: Toro topológico T = S1 x S1

Definición 16 Sea M una variedad n dimensional y sea X C M. Decimos que X tiene

medida cero si, para cada carta cp : U C M —

» R" el conjunto (p(U C\X) tiene medida cero

enl"
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2.8. Espacio Tangencial

Definición 17 Sea M una C -variedad, r G N U {00} U {uj} de dimensión n y sea p G M.

Un mapeo Cr —» R es llamada una derivación si para toda a„3 G R y f,g &Cr sí satisface:

1. Xp(af + Pg) = a (Xpf) + ¡3 (Xpg) Linealidad.

2-- Xp (fg) = (Xpf) g(p) + f (p) (Xpg) Regla de Leibniz.

El conjunto de todas las derivaciones Xp define un espacio vectorial sobre el campo R bajo

las operaciones:

(Xp + Yp)f = Xpf + Ypf

(aXp)f = a(Xpf)

El espacio tangencial de M en el punto p denotado TPM es el conjunto de todas las deriva

ciones Xp : C —> R. Los elementos del espacio tangencial son llamados vectores tangentes.

Sea (U, fa) una carta cordenada sobre M con coordenadas locales (xi,..., xn). El conjunto de

derivaciones < &_■ \ forma una base para TPM y por tanto podemos escribir:

n r.

1=1

El vector (X-* ,
. . .

, Xn) G Rn es la local representación de Xp G TPM.

Figma 2.8: Espacio tangencial TPM en p G M

Ejemplo 6 Considere la variedad M = R" El espacio tangencial TxRn de esta variedad es

simplemente Rn En efecto, el mapeo natural:

/:TpRn
—

. WT

TL t-\

Jla%d-i ~^ (o-i,--.,an)
i=l

proporciona el isomorfismo entre TxRn y Rn

16



Ejemplo 7 El espacio tangencial para la esfera S" esta dado por el conjunto:

TxSn =r*Sn = | vx G Rn+1 : x ■

vx = ¿x'wi = 0 1

donde xeSnC Rn+1 es un punto de la esfera. En la figura (2.9) se muestra el espacio

tangencial en varios puntos x = p¿ de la esfera para el caso n = 2

Figura 2.9: Espacio tangencial Tp§2 en x = pi G S2

Ejemplo 8 Considere la siguiente variedad dada en termino de coordenadas locales:

M={(x1,x2,x3)GR3:^ + f + ^ = l}
sea:

..2 „2 „2

flx) = — + — + —

I{ }
a2 i? c2

La ecuación del plano tangente en el punto xo esta dada por:

3

(V/,x-Xo)=¿^(x-Xo)
i=l

dxi

Ahora bien si consideramos la parametrización:

r (d, 0) = (acosdsenfa bsendsené, ccos(¡
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Entonces los vectores:

dr
v, = — = (—asendsencp, bcosdsen<p, 0)

06

ih
v2 = — = (acosdcosfa bsendcostp, —csenfo

O0

son tales que || x |jj ^ 0, (ver figura 2.10). De esta forma el espacio tangencial en el punto

ro
= (0o, fo) esta dado por:

f dr dr 1
TroM =

span j
—

(d0, fa¡) ,

—

(60, <po) > = {hvi + t2v2 : h, t2 G R}

TM

Figura 2.10: Espacio tangencial para elipse en el punto r0
=

p

2.9. Haz Tangente

Definición 18 Sea M una variedad de dimensión n y p G M. Se define el haz tangente

(denotado como TM) a la variedad de dimensión 2n formado por la unión de todos los

espacios tangentes TpM de la variedad, esto es:

TM = [JpeMTpM

Nota: Observe que el hecho de que cada TPM sea un espacio vectorial eso no garantiza que

TM también lo sea. Por ejemplo la suma de un vector de TPM con otro vector de TqM no

necesariamente es un vector tangente a la variedad M.

2.10. Campos Vectores

Definición 19 Sea M una variedad. Un campo vector X de clase Cr r G N U {oo} U {u.}

definido sobre M es una función X : M —

> TPM que asigna cada punto p G M un vector

18



Vp € TPM. Denotaremos como Jf'ÍA/) o simplemente X (A/) al conjunto de todos lo» C-

campos vectores.

A los ÍT-campos vectores se les suele denotar tradicionalmente
con las letras capitales X, Y, Z

o con las minúsculas u, v, w. Relativo a la carta coordenada (U, 0) el campo vector X se le

escribe en términos de la base canónica { ^7 } de TPM como:

donde X, son funciones 0°° en una vecindad 0 (p) = x.

Figura 2.11: Campos vectores Xp tangenciales a la variedjid M

Ejemplo 9 El campo gravitacional generado por una distribución de masa homogénea puede

ser descrito por medio de campos vectores de la forma:

XP : R3 -

{0]
—► 7PR3

Si introducimos coordenadas cartesianas, la fuerza de atracción gravitacional en cada punto

de la variedad R3 -

{0] esta dada por:

x> {x) =
~w (Xi (¿) + X2 (é) + 13 (¿) )

donde: ||r|| = ((,1)2 + (.r2)2 + (.T3)2),/2

Definición 20 Suponga que X es un Cr -campo vector tangente sobre M . con rG NU {00} U

{-Li} y p G A/. Si Xp — 0, o el campo vector X no esta definido en p entonces p es llamado

punto singular de X .
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Ejemplo 10 En el ejemplo 9 el campo vector X tiene una singularidad en el origen (0. 0, 0),

ya que en este punto el campo vector no esta definido.

Ejemplo 11 No es posible proporcionar un campo vectorial sobre S2 sin que este tenga una

singularidad. Cada sección del haz tangente de S2 es cero en algún punto. Este resultado

(conocido como cl teorema dc la bola peluda) (figura 2.12) cs una consecuencia del teorema

de Poincaré Hopf y puede considtarse la referencia [8] para la demostración.

Figura 2.12: Campo vectorial definido sobre la variedad S2

2.11. Curva Integral de un Campo Vector

Definición 21 Sea r G N U {oo} U {¿j} y I un intervalo con 0 e I. Una curva diferenciable

-y : / —» M en x G M es una curva integral en x para todo C -campo vector X si: 7
=

X(1(t))y1(Q)=x.

La curva integral describe el conjunto de puntos alcanzables de Af a x siguiendo al campo

vector X hacia adelante y hacia atrás en el tiempo (Ver figura 2.13)

^r Y(0=X(y(0)

Figura 2.13: Curva integral asociada al campo vector X
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2.12. Flujos

Sea / un campo vector suave definido sobre la variedad M. Considere la curva integral

parametrizada maximal que pasa por p G M:

7(i) = $í:/xM->¥

donde I C R, 0 G /. Entonces diremos que <J>f es el flujo generado por el campo vector /. El

campo vector / es completo si / = R (El flujo es definido sobre R x Af).

Teorema 2 Sea pe M. El flujo $/ de un campo vector f cumple las siguientes propiedades:

i. £*í = fm

2.- Tiene la propiedad de semigrupo: $/ í í2, ${ (■-, p) ) = $t (¿i + ¿2, p) Vii, í2 G R

2.13. Derivada de Lie

Sea Af una variedad y x G M. Considere la función suave A (x), que mapea de la siguiente
manera: A : M —» R. Sea / (x) un campo vector suave que va de Af a TXM. Para la carta

(U, <p) se define la derivada de Lie de A a través de / (x) en coordenadas locales como:

^dA(x)
LfX (x) = (dX (x) , / (x)) = (2¡&, f (x)) =£ *&Lft (x)

donde:

\-9xi'
'

dxnJ

es el diferencial exacto. Para la función £ (x) definida como:

C : M —► Rn

tendremos que la derivada de Lie de £ (x) es:

««■■fffl
donde:

asi
• • ■

ax„

3X1
* * "

dXr,

21



es la matriz Jacobiana. Podemos aplicar de manera consecutiva la derivada de Lie sobre la

función L/X (x) con lo que se obtiene la derivada de Lie de L/A (x) a través de otro campo

vector g (x):

LaLfX(x) = L9[LfX(x)} = °-^g(x)

Si A es diferenciable fc-veces a través de /, podemos obtener la derivada fc-ésima de A a través

de / (x) recursivamente como:

L*A(x) = ^«/(x)

Donde LÜ*X (x) = A (x). Una de las propiedades más importantes que tiene la derivada de Lie

es la propiedad de linealidad: Va, 0 G C°°

L°h+i¡1¿ (x) = aLhX (x) + _3LflX (x)

2.14. Bracket de Lie

Definición 22 Sea X (Af) el espacio vectorial sobre R de los campos vectores definidos sobre

la variedad M. Sean f,g G X(M) y f (p),g(p) G TPM. Definimos el bracket de Lie de f, g

(denotado como [/, g]), al nuevo campo vector cuyo valor enp G M es un vector tangente en

TPM:

[-, ] : X (M) xX(M)—.X (M) (f, g) —> [/, g]

Sean f,g campas vectores suaves definidos sobre la variedad M. El bracket de Lie en coor

denadas locales dada la carta (U, fa) esta dado por la expresión:

/ aa £íl \ / f, (x) \ / Síí Sh.
I &X-. ---3X„ \ / J1K '

\ I dxx-dXr,

[/(x),í/(x)]= ;
-

I aa» 3*l I \ f M I \ Sh. Sin.

donde:

/(*)-¿/«M¿*(*) = ¿flM¿
i= i=

La siguiente notación es de uso frecuente en la literatura:

[/ (x) , g (x)] = adfg

22



Con esta notación podemos calcular más fácilmente los brackets de Lie anidados de manera

recursiva:

adfg =

g

°¿¡g = [f,g]

a£fg = [f,adfg] = [/,[/, g}}

ad^g = [f.aff lg)Vk>\

Teorema 3 Sean f,g G X.Entonces él operador binario de Lie [*, -] satisface las siguientes

propiedades:

1. Linealidad: [/, g] (a-,A, + a2A2) = ax [/. g] (Ai) -I- a2 [/, g] (A2) Vai , a2 G R

2.- Awtisvmetria: [/, pi =
—

[g. f]

S.- Primera Identidad de Jacobi: [/, [p, fe]] + [fe, [/, gj] + [5, [fe, /]] = 0

4-- Segunda Identidad de Jacobi: L[/,-*.)A (x) = L¡L9X (x)
—

LSL¡X (x) donde L\j.g\X (x)

representa la derivada de Lie X (x) con respecto al campo vector [/, g]

5.- Propiedades de bütnealidad:

1) [afi+bf2,g} = a[fi,g}-rb[f2,g] Va,ÓGR

b) [f.agí +bg2} = o [f.gi] + b{f,g2} Va,fc G R

ii.- Regla de la Cadena: [af, 3g] = a3 [f. g] + a (L¡ 3) g
- 3 (Lga) f Va. 3 G C°°

2.15. Distribuciones

Definición 23 Sea M una C*1 -variedad n-dimenswnal. Una distribución es una asignación

de vin punto p G M a un suespacio de TPM. Denotaremos la distribución como A(p).

Definición 24 Una distribución A es suave (C*1 -distribución) si Vp G M existe una vecindad

V*: (?') y un conjunto de C*-campos vectores {/■■ . . . fT} definidos sobre Vc (]>) O M tal que:

A = span{fi (x) ...fT (x)} . Vx G Vc (p) n M

Definición 25 Sea f un campo vector definido sobre V_, (p). Diremos que el campo vector f

pertenece a la distribución A. si f (x) G A. Vx G Vc (p) D M.
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Definición 26 La dimensión de una distribución A(x) en un punto x e Ve(p)C\M es la

dimensión del subespacio generado por los campos vectores {/i . . . /*-}• Una distribución A(x)
es de dimensión constante si dim [A(x)] es constante, Vx G M

Teorema 4 SeaM = R" Considere la distribución A(x) generada por los r-campos vectores

{fi-- fr} definidos sobre Rn y sea la matriz M (x):

( fn(x)
... fiT(x)

>

\ /«l (*) ■■■ Ar (*) J

donde: /y : R" —. R, entonces:

A(x) = span {/x (x) . . . fr (x)} = Im [M (x)]

y ademas dim |A(xq)] = rank [M (xq)] para algún Xq G R.

Definición 27 Sea A(x) una distribución definida en Ve (p) C\M. Se dice que A(x) es una

distribución no singular, si existe un k G Z+ U {0} tal que:

dim [A(x)] = k, Vx G Ve (p) f) M

Un punto Xq de V£ (p) D M se dice un punto regular de la distribución A(x) si eotiste una

vecindad V£ (afc) con la propiedad de que A(x) es no singular sobre Ve (xq). Un punto x G

H (p) flM el cual no es un punto regular se dice que es un punto singular.

Teorema 5 Sea A(x) una C°° -distribución y xq un punto regular de A(x). Suponga que

dim [A(x)] = k. Entonces existe una vecindad Ve (xq) y un conjunto de campos vectores

{fi-- fr} definidos sobre VE (xq) con las siguientes propiedades:

1.- El conjunto {/i . . . ./',.} es linealmente independiente V G V£ (xq).

2.- A(x) = span{/i.../r}.

3.- Cada campo vector fm G A puede ser expresado sobre Ve (xo) como:

k

ím(x) = ^Ci(x)/i(x)
i=l

donde Ci (x) son funciones suaves definidas sobre Ve (xq)
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Definición 28 Sea M una C°° -variedad n-dimensional. Sea p G Aí. Considere los campos

vectores f, g definidosMx G V£ (p)flM . Diremos que la distribución es involutivaAsif,geA

implica [f,g] GA

El siguiente teorema, es el mas importante en la teoría de distribuciones, y su impacto en

la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales es fundamental como se demostrará a

continuación:

Definición 29 Considere el conjunto de C°°-campos vectores {/i, . . .

, fr} sobre la vecindad

V£ (x) fl Al. Se dicen completamente integrables para cada Xq G V£ (p) n M, si existe una

vecindad A/" (afc) y n
-

r funciones de clase C°° {feí (x) ,
. . .

, fe„_r (x)} que satisfacen el

sistema matricial:

^f{ (x) = 0, 1 < i < r, 1 < j < n
-

r

y los gradiente Vfej son linealmente independientes.

2.15.1. Teorema de Frobenius

Teorema 6 Una distribución A(x) no singular es completamente integrable si y solo si es

involutiva.

Para la demostración de este teorema, puede consultar [2].

Ejemplo 12 Considere el conjunto de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales [2]:

dfe dh_
dxi dx2

dh
„

dh dh
,_, ,

.

-xi^ 2x2— + x3— = 0 (2.1)
OXi OX2 Í7X3

El sistema (2.1) puede ser escrito como:

JMT/2x3 -X! \

ft -1 "2X2 =0

ft / V o «* /

en forma compacta:

Vfe(/i(x), /i(x)) = 0
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donde:

/i(x) = í -1 J,/a(x)= í -2x2

Para determinar si el conjunto de ecuaciones diferenciales (2.1) es resoluble o, equivalen
temente la distribución A = span{f1,f2} es completamente integrable, observamos que
dim (A) = 2, Vx G D = {x G R3 : x\ + x\ ¿ 0}. Calculando el bracket [/,, /2], obtenemos:

/-4x3
/3 = [/i,/2]= 2

con lo que finalmente:

(fl h h) =

Es claro que esta matriz tiene rango 2 para todo x G R3. De esto se sigue que la distribución
es involutiva y por tanto integrable por el teorema de Frobenious.

2.16. Algebras

Definición 30 Sea A un conjunto no vacio y sea * una ley de composición interna definida
sobre A. Diremos que el par (A, *) es un Magma si la operación * se define como:

* : A x A —

> .4

la, a J
—

, a* a

Definición 31 Se dice que el par (A, *) es un algebra si:

1.- El par (A, *) es un Magma

2.- A es un espacio vectorial

3.- La operación es bilineal

Definición 32 El par (A, *) es un algebra de Lie si:

1. (A.*) es un algebra
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2.- La operación * es anti-simetrica

3.- La operación * verifica la identidad de Jacobi

A continuación se darán algunos ejemplos de álgebras de Lie:

Ejemplo 13 El espacio vectorial R3 dotado con el producto cruz es un algebra de Lie.

Ejemplo 14 El conjunto de mapeos lineales £ (V, V) definidos sobre un espacio vectorial cs

un algebra de Lie usando el conmutador: [A, Ií] = A o B - Ií o A.

Ejemplo 15 El espacio vectorial X (Af) definido sobre R bajo la operación de bracket de

Lie [/, g] es un algebra de Lie.

Definición 33 Sea M una variedad y (G, *) un grupo. La acción izquierda de G sobre M es

el mapeo: í> :G x Aí —, M que satisface Vx G AI:

1. $(e, x) = x

2.- $ (gi, $ (52, x)) = $ (gi * 52, x)

Similarmente la acción derecha de G sobre AI es un mapeo $ : M x G —

► M que satisface:

1.- $(x. e) = x

2.- $ ($ (x, g2) , gi) = <E> (x, g2 * gi)

2.17 Pulí Back y el Teorema de Campbell Baker Haus

dorff

Definición 34 Dado un difeomorfismo í> y un campo vector Y definimos el pull-back de Y

a través de «J> denotado como <b*Y como el campo vector:

*'y-(^°y<,*)w
Sean los campos vectores X, Y G 3F(M). Estamos interesados en encontrar una relación

entre el flujo del campo vector X +Y y los flujos producidos por XyY Para ello, considera

a X como un campo vector de pertubación para Y El siguiente resultado establece una

importante relación entre estos flujos.
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Teorema 7 Para r G NU{oo}U{-j}, sea X G X (A/) y X G Xr+l (A/). Para xq G Aí, T G R+

j/ i G [0, T] . /Isuma gue <í>o'f es un Cr+1 -difeomorfismo de una vecindad V (x0) sobre su imagen.

Defina AeXr{M) como A (r. ./:) = ((*£T)* A'***) (x). Entonces -í*+y (x0) #£ o «& (.,,*0)

. ^Y(x0)=<DY(5x0)

y7u/o o través de

X+Y

/7u/o o troves de

Y

5x0=O'(x0)

Figura 2.14: Relación de flujos

El siguiente teorema es de suma importancia ya que permite representar el puü-back del

campo vector A' a través del flujo del campo vector Y

Teorema 8 Sean los campos vectores X.Y eX (M).Si la serie:

¿ f . . r~' (adY,k . . . ad.Ysi Xt (r.)) é% . . . .is,

t=1
Jo Jo

contiene límutnirtité un número finito dc tnmtru.n. diferentes de cero entonces:

00

ft /-Sfc-i

((O
"

X) (x. y) = X(t.x) + Y, ■ £■**» • ■ ■ «fc. Xt (x)) dsk . . . dSí (2
k=i

Jo Jo
•2)

Si los campos vectores X.Y ?ori independientes del. tiempo, entonces la e.r.uar.ióv (2.2) se

transforma en:

(Kt)-A')(x,y) = £-a4* (2.3)

La expresión (2.3) se le conoce como formula infinitesimal de Campbell Baker Hausdorff.
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Capítulo 3

Sistemas No Lineales y Modos

Deslizantes

3.1. Introducción

En este capitulo se abordará el concepto de difeomorfismo y su utilidad para efectuar

transformaciones sobre la base dc coordenadas en las que se representa los sistemas no lineales.

desembocando en la linealización por retroalimentación de estados. Esta estrategia de control.

bajo ciertas hipótesis, permite transformar vía un difuoiuurfismo un sistema no lineal en

una form* lineal 2]. Finaliza con una breve descripción de la técnica de control por modos

deslieantes y se* presenta una discusión sobre la transformación que permite llevar un sistema

a la forma regular [91

3.2. Sistema de Control Afín

Definición 35 Sea r G Nj {ac} U {u:}. Un CT -sistema dc conliol afin sc define como la

tripleta T. = (M.J^.U). donde M es una C- variedad . .F = {/}",*, es un conjunto de Cr-

oampos vectores smeces completos definidos sobre M y U C Rm. La trayectoria de control

descrito por cl par de funciones:

(x:I— . ,V/;«:/-»L')

defimdas sobre cl intervalo ÍCR™ satisfacen cl sistema:

» = M«<*)) + 52«*(0/.(*(0)
fl-1

*(0) = Xa € M (3.1)
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donde u es una función Lebesgue medible y x(t) es una función continua.

3.3. Linealización de Sistemas no Lineales por medio

de la matriz Jacobiana

Considere el sistema no lineal afin cuya representación en coordenadas locales esta dada

por la expresión (3.1). Para el caso en que solo se tenga una entrada u, el sistema (3.1) se

puede escribir en términos del campo vector /(x) de la siguiente forma:

* = /(x)+5(x)

y
= Mx) (3.2)

Definición 36 Sea el sistema no lineal en la forma (3.2). Suponga que u = u" = 0. Entonces

diremos que x" = av es un punto de equilibrio para el sistema (3.2) si f (af) = O

Sea el sistema no lineal (3.2) y el punto de equilibrio x* = (x* ,
x* )T obtenido cuando

ti = ti* = 0. Considere la transformación de coordenadas:

Ax =
Ax2

\Axn /

f
Xi

- X* \
x2

—

x2

V X"
-

X» }

De manera similar Au = u
— u". Ay = y

—

Mx*). Las nuevas coordenadas Ax,Au y Ay

representan las variaciones de x, u y y alrededor o en la cercanía del punto de equilibrio. La

li-earbaiión del sisienia (í.2) en el punto x* esta dada por:

Ax AAx + BAü

CAx - DAu (3.3)
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donde:

dx

B = fl(x*) =

dh
C =

dx

Í^(xl...x'n)...§^(xl...x'n)

L^(^,--x;)...|^(x;,...x;)J
dll

-!fr(*i o j

= [ft(*! X-n)...g;(xl,...,X'n))

^ui *;)

El modelo asi obtenido solo es valido en una pequeña vecindad Vt (x*) alrededor del punto
de equilibrio.

3.4. Difeomorfismo, y Linealización por retroalimenta

ción de un Sistema afin

Teorema 9 Sea / : U C Rn —

. Rn una función suave. Si la matriz Jacobiana §£ no es

singular Vafc G U entonces la aplicación f define un difeomorfismo local sobre un conjunto

V C U que contiene a afc.

Considere el caso n = 1 en el sistema no lineal afin (3.1) de tal manera que lo podamos

expresar como:

x = f(x) + g(x)u (3.4)

Sea el difeomorfismo dado por el siguiente cambio de coordenadas:

z(0 *(x(/)) (3.5)

diferenciando ambos lados (3.5):

3<t> d$

¿(í) = ^:x
=— Lf(x) + ;?(x)ui

Como x(t) = $_1 (z) tendremos que la representación del sistema (3.4) en las nuevas coor

denadas estara dada por la expresión:

-<í> d$
¿ = «"/ (X, t) m=*-i(.) + oT.7 (X> 0 x(0=*-'(«) "Wax dx:

y
= h(x. t) X(t)=*-l(«)
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Definición 37 Sea sistema de conlrol afin descrito por (3.4). Se dice que el sistema es lo

calmente linealizable por retroaUmentación en una vecindad V£ (x) si existe un difeomorfismo
$ dado por:

( *i (*) \

z — 9 (x) =

^ *n (X) )

y una ley de control u = a (x) + j (x) v con 3 (afc) -^ O tal que:

2 =

-fof (* «taj*****-»w
=

^5 («, *)«„)=•-.w «(O = A* + Bv

donde el par (A, B) esta cn la forma canónica controlable o forma normal dc Brunovski.

A continuación se enunciaran dos teoremas importantes sobre la técnica de Linealización por

retroalimentación de estadas para sistemas no lineales afines de la forma (3.4).

Teorema 10 Dado el sistema no lineal expresado en coordenadas locales (3.4) diremos que
es linealizable por relroalimenlación si y solo si existe una vecindad Ve (x) que contiene al

origen de R" tal que las siguientes condiciones se cumplen:

1.- Los campo vectores {g, adfg, .... ad/-1} son linealmente independientes en V£ (x).

2.- La distribución A (x) = spon {g. adfg a^}~1} es involutiva en V£ (x)

Teorema 11 ¿o linealización local por retroalimentación para el sistema (3.4) es factible en

una vecindad V, (x) si y solo si existe un difeomorfismo $i tal que Vx G V£ (x) se cumple:

1.- LgLfÜ! (x) = 0

2.- If¿J"1», (afc) / 0. Jt G {0. 1 n
-

2}

El cambio de coordenadas y la ley de control están dados por:

( *i (*) \
L/-M*)

z =

Ü =

\Lyí*x(x) )
v

-

Lnf^ (x)

LgL"f-li>i(x)
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3.5. Teoría de Modos Deslizantes

Definición 38 Una subvariedad conectada embebida S de M es una superficie deslizante

para el sistema (3.1) si:

1. x,. G clS

2.- TxS + Co(f,gi gi)(x)=TxM VxgS

donde C (/, ;/i , . . .

, //■) (x) es el algebra de Lie de los C00 -campos vectores y Co es un ideal de

esta algebra [lOf.

Considere el sistema no lineal descrito en la forma (3.4). Sea la función de conmutación suave

.s : f
'

C Rn —

> R cuyo gradiente V.s no es nulo en U. El conjunto .S' = {x G R" : * (x) = 0}
define una variedad (n - 1 )-dimensional que es regular en U. Un control de estructura vari

able, es una ley que toma dos valores diferentes de acuerdo al signo de s(x) y se define

como:

ü(x)=íU+ aW>0
"W

[ u s(x)<0

donde ti+ -^ u~ son niveles superior e inferior del control u (x) los cuales son funciones

suaves. Supóngase que producto de la ley de control establecida las trayectorias de estado del

sistema (3.4) alcanzan la superficie dc deslizamiento S, quedando a partir de ese momento,

confinadas en su vecindad. Se dice entonces que se ha establecido un régimen deslizante sobre

la variedad s (x) = 0 (figura 3.1).La condición para que esto suceda se resume en el siguiente

teorema:

Teorema 12 í-a condición necesaria y suficiente para la existencia del régimen deslizante

es:

1. lím^o*1- (ds, f + gu+) = Hm<_K)+ Lf+gu+s < 0

2. lím,-,-}* (ds, f + gu~) = lím,_>0+ Lf+gv+s > 0

Este teorema implica que la variación de la función escalar s (x) en la dirección del campo

controlado siempre se opone al signo de s (x), garantizando asi, el cruce de 5 a ambos lados

de la superficie.
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Figura 3.1 : Establecimiento de un régimen deslizante sobre la superficie s (x) = 0

La selección de una variedad deslizante y el control que forcé el modo deslizante es una

tarea que se facilita para sisemas cuya representación en el espacio de estados es de la forma

regular [9]. En la siguiente sección se presentará un breve análisis para la obtención de la

ecuación de modos deslizantes para sistemas reducidos a la forma regular, tanto para el caso

lineal como el no lineal.

3.6. Forma Regular

3.6.1. Caso Lineal

Considere el sistema lineal controlable representado en el espacio de estado por:

x = Ax + Bu (3.6)

donde: x G Rn, u G Rm y rank (B) = m. Es posible particionar al sistema (3.6) en la forma:

(£)-(£ £)(2)+(£)»
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donde: Bi G M(n-m)xm (R), B2 G Mmxm y la condición |B2| ^ 0. La transformación no

singular:

T-(V "b^') <3*8>

con el cambio de coordenadas y=Tx, transforma al sistema (3.6) a la forma regular:

Yi
= Auj/i + Ai2y2 (3.9)

y2
= A2iyj + A-ayj + u (3.10)

donde: yx G Rn_m, y2 G Rm Obsérvese que esta representación esta constituida por dos

subsistemas. Dado que inicialmete asumimos que el par (A, B) es controlable, del sistema

(3.9) se desprende el siguiente teorema de controlabilidad:

Teorema 13 Si el par (A, B) en (3.6) es controlable entonces el par (An, Ai2) es controlable

también.

Tomando el vector y2 como un control ficticio m-dimensional para el primer subsistema

(n
-

m) dimensional controlable, todos los (n
-

m) eigenvalores pueden ser asignados ade

cuadamente por medio de la elección de la matriz C de forma que y2
= Cyx ,

asi por medio

de la superficie s = y2 +Cyj , después de que el modo deslizante se produce la dinámica para
el primer subsistema esta dado por:

Yi
= (An

-

A-uC) yx

De esta forma la elección adecuada del control es:

u —
— (K\y\ + 6) sign (s)

con K,6 > O.Para la función de Lyapunov: V = |s2 tendremos:

V < \s\\ (CAU + A-nJy, + (CA12 + A22)y2|
-

(K\y\ + 6) \s\ (3.11)

es evidente que existe un valor de K tal que para cualquier 8 se cumple V < 0.

3.6.2. Caso no lineal

Considere el sistema afín:

x=/(x) + B(x)u (3.12)

donde x G X C Rn B G Mnxm (R) y u G Rm. Se considera que campo vector / y las

columnas de B son mapeos C°°. Asuma que rank (B (x)) = m, Vx G X. Sea x = (xi, x2).
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Si existe un bloque B3(x1,x3) de dimensión m x m tal que rank(B2 (x)) = m entonces

podemos particionar el sistema (3.12) en la forma:

xi
= /i(x,,x2) + B-*(x--.)xa)u

x2 = fJ(xux2) + B2(xl,x2)u

donde: Xi G RB-m, x2 G Rm Sea el difeomorfismo:

y,
= $(x)

La ecuación para y* :

y2
= x2

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

va ser independiente del control, si el difeomorfismo 4» (x) es una solución del siguiente sistema

matricial de ecuaciones diferenciales:

a»(x)

dx
B (x) = 0 (3.17)

Para resolver el sistema diferencial (3.17) se requiere encontrar un conjunto de variedades

correspondientes al sistema de Pfaffian:

W(x)dx = 0 (3.18)

donde dx = (dii, . . .

, dxn)T yW (x) es de rango pleno de (n-m)xn.La matriz de Pfaffian

esta conformada por los coeficientes de las 1-formas diferenciales:

j* = lj{ (x) dxi + ■ ■ ■ + Jn (x) dx„

(3.19)

„,»-"-= ■Jj?-m(x)dx1 + --+uZ-m(x)dx„

Los coeficientes dd sistema de 1-fonnas de Pfaffian (3.19) son funciones de x y pueden ser

encontrados bajo la condición dc que caria 1-fonua diferencial a.1,...,ivn
m
se haga cero

cuando es multiplicada por cada vector columna de la matriz B (x). esto es:

W (x) B (x) = 0 (3.20)

Para encontrar dichos coeficientes, es conveniente descomponer las matrices W y B de el

sistema (3.17) de la siguiente manera:

W(x) = [ w, (x) i W2(x) ] B(x) =
B,(x)

B-2ÍX)
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Donde rank(B(x)) = rank (B2 {x ) ) = "». Keescribtendo ecuación (3.20) como:

W, (x) B, ,(x) -fW2 {%) B2 (x) = 0 (3.21)

y definiendo la matrix Wt (xj = I»-., enc-oulramos:

W2 (xj = -B, ( x)B2' (xj (3.22)

Como lewiltado. el xtfctema Pfaffian (118) <-*- determinado únicamente con la jnwtítndón dd

sistema equivalente:

A,(x)dx2 + dx, =0 (3.23)

donde:

A(xj = -B.fxjB^1 (xj = {o,i}

-¿xf = (ax- dxn.mf

dkj = (dxm „,,;* ...dXnf

con í = l
,
n

-

m j
= n

—

m -f 1, . . .

,
n. Hado qne d sistema (3.23 j es integrable, es

posible encontrar las n —

m variedades integrales en forma explícita:

x, *=*<x2.cj 13.24 j

donde c es un vector constantes de integración y # € M"'m. Reviviendo pora c obtenemos

las n —

m variedades integrables:
c = *(x,,x2) (3.25 i

De esta forma podemos osar las facciones ♦ como d mapeo de transformación para f-3-l-Sj
obteniendo la forma regular:

y,
= /i(y,-y,J (3.26 j

y2
= /2(yi-y¿J + B2Íyi-y¿j« '3-27,

El uso de la forma regular ofrece las siguientes ventajas:

] EU cálculo del control equivalente para encontrar ia ecuadón en modos deslizantes j»

es necesario.

2.- EH modo deslizante ** invariante con respecto a las fundones /2 (y, y2 ¡ H2 (y 3
. y2 j en

d segundo bloque.

-i- La condición B2 ^ 0. es necesaria para forzar d modo deslizante s-ofoj* la variedad

* (yj -= 0 preseleccionada.
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Si tomamos el vector y2 como un control fictido para el primer bloque de la forma regular

(3.26) con la asignación de una dinámica deseada: y2 = —s<¡ (y-*), entonces es posible diseñar

un control discontinuo para forzar el modo deslizante sobre la variedad s (y) = y2 + sq (y-J.
Después de uu tiempo finito, el modo deslizante sobre esta superficie comienza y el sistema

se comporta con la siguiente dinámica:

yi
= /i[yi*-so(yi):í]
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Capítulo 4

Dinámica Lagrangiana

4.1. Introducción

Las ecuaciones de Euler-Lagrange surgen de manera natural, al estudiar las condiciones

bajo las cuales un funcional alcanza un extremo. Desde el punto de vista físico, estas ecua

ciones son una herramienta muy poderosa para obtener el modelo dinámico de un sistema

embebido en un campo de fuerzas. Las ecuaciones de Euler-Lagrange proporcionan un puente
entre la teoría de control, la mecánica geométrica, Bullo y Lewis[7] y los sistemas no holo-

uomicos Blodi[ll[. En este capítulo se deducirán didias ecuaciones a partir del principio
básico de mínima acción de Hamilton. Se finalizará con la deducción de la ecuación general
de los sistemas mecánicos multicuerpo.

4.2. Dinámica Lagrangiana definida sobre Variedades

Definición 39 Considere la C°° -variedadM y su espacio tangencial TXM. La forma cuadrát

ica definida positiva:

(-, -) : TXM —> R

(u, v)
—> (u, v)

Se llama métrica de Riemann. Sea (U,4>) una carta de un C00 -atlas A para la variedad M,

la cual define las coordenadas (a:**.. . . . ,x2). La métriai de Riemann G se puede expresar en

términos del tensor métrico g en la forma:

n

ds — > gijdxidxj
íj=i
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donde py
=

5^. Una variedad diferenciable a la cual se le a definido un producto interior

para cada espacio tangencial TXAI (dotada con una métrica de Riemann) se dice que es una

variedad Riemanniana.

La estructura de variedad diferenciable, permite describir adecuadamente la evolución de

todas las posibles configuraciones que puede adoptar físicamente un sistema. El conjunto de

todas estas posibles configuraciones se le llama espacio de configuración y como se verá mas

adelante, se puede representar por medio de una variedad (teorema 14), la cual denotaremos

como Q. El sistema de coordenadas locales q sobre la variedad Q son llamadas coordenadas

generalizadas, el espacio tangencial TqQ, es el conjunto de todas las posibles velocidades del

sistema en la coordenada q. El espacio de estado del sistema esta determinado por todos aque

llos puntos (q, q) que están en el haz tangente TQ. La dimensión del espacio de configuración

se conoce como los grados de libertad del sistema.

Definición 40 Sea r G NU{oo}U{ó;}.S'e define como un sistema mecánico C -forzado a la

7-upla (Q, G, V, F, TqQ. £, U) donde:

1. La variedad Q es el espacio de configuración.

2.- G es la métrica dc Riemann definida sobre. Q, es decir la dupla (Q,R) es una variedad

de Riemann.

3.- V cs la función dc energía potencial definida sobre Q.

4- F es el conjunto de fuerzas externas no controlables.

5.- TgQ es el espacio tangencial de velocidades.

6.- .J = {Fi,...,Fm} es la colección de campos covectores definidos sobre Q, llamadas

fuerzas de control.

7.- U C Rn es el conjunto de control.

Es importante entender la relevancia física de cada uno de los elementos de la definición

anterior. La variedad Q añade el sentido geométrico de todas las posibles fases de posi

cionamiento del sistema en cuestión. En la tabla 4.1 se muestran los espacios de configu

ración de algunos sistemas mecánicos típicos. La métrica de Riemann G definida sobre la

variedad Q proporciona la deserpción de la energía cinética del sistema. Los campos covec

tores -5 = {Fi, . . .

, Fm} representan todas aquellas fuerzas que podemos controlar. Las fuerzas

de entrada del sistema son una combinación lineal de los campos covectores Fi, . . .

, Fm con

coeficientes que pertenecen las í/-funciones que son Lebesgue integrables en el tiempo.
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Tabla 4.1: Espacio de Configuración de Sistemas Mecánicos

Sistema Espacio de Configuración

Robot móvil trasladándose en el plano R2

Cuerpo rígido moviéndose en el espado R3

Péndulo simple S1

Péndulo esférico S2

Pendubot y péndulo de Furuta T

Nave espacial R3 x S03

Robot móvil planar con un brazo de n eslabones SE (2) x T"

Teorema 14 Sea Q el espacio de configuración de algún sistema mecánico. Entonces existe

una C°° -variedad M y compacta tal que M es difeomorfica a Q.

Definición 41 Sea AI una variedad de Riemann y M = Q el espacio dc configuración dc

un sistema mecánico. La forma cuadrática para cada espacio tangencial TqQ definida como

K = \ (v, v) con v G TqQ, se llama energía cinética. La función diferenciable V : Q —► R

se llama energía potencial.

En los sistemas mecánicos la métrica de Riemann G determina la magnitud de las cantidades

inerciales de los elementos que componen al sistema. La manera en que esta métrica asocia

los vectores de velocidad q G TqQ con la energía K ,
es por medio de la matriz de inercia del

sistema mecánico, la cual denotaremos como AI (q). De esta forma tendremos:

(q,q)%K=l-qM(q)qT

Definición 42 Sea Q una C00 -variedad de dimensión n, la cual describe el espacio de con

figuración del sistema y TQ el haz tangente.La función:

C:TQxR
—> R

(q, q,t)
—

, £ (q, q, t)

definida como la diferencia entre la energía cinética y potencial:

C(q,q,t) = K (q,q,t) -V (q,q,t) (4.1)

se le llama función Lagrangiana.
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4.2.1. Principio de Mínima Acción de Hamilton

El principio de Hamilton establece que el movimiento de un sistema mecánico en el espacio

de configuración Q de í = íi a t = t2 es tal que la integral:

'= Í2 C(q,q,t)dt (4.2)
Jti

cs un extremo (máximo o mínimo) dc la trayectoria dc movimiento.

4.2.2. Ecuaciones de Lagrange

Un sistema físico que no disipa energía, se dice que es conservativo. Un sistema mecánico

conservativo es aquel en el cual la energía aparece solamente como energía cinética y energía

potendal. De la teoría del cálculo de variadones es posible deducir las ecuaciones de Lagrange,
las cuales describen el movimiento del sistema para cualquier trayectoria admisible (</i . . . qn).
Sea q la función para la cual / cs un extremo. Supóngase que Sq cs ima fimeión arbitraria

que es continua en ti < t < t2 y tiene una derivada continua ¿q en el mismo intervalo. Las

condiciones de frontera se asumen fijas, 6ql (ti) = Sq1 (t2) = 0. De esta forma tendremos:

/= /" C(q,q,t)dt (4.3)
Jti

Diferendando (4.3) con respecto al parámetro infinitesimal 6 tendremos:

di f* (dCdq dCdq\ . ftifdCdq\J f*2 (dCdq\ ^

Considere la segunda integral de (4.4):

cmy-cmy
En ecuación (4.5) aplicamos integración por partes:

f*(dCa»q\ dCdqf* ft2(ddCdq\
Jtl {^Kd¿)dt=-djd6\ti-Jtl \jt-d-qd-6)dt (46)

Por las condiciones de frontera, el primer termino del lado derecho de (4.6) se convierte en

cero y la ecuación (4.4) queda como:

dó

['* (dC ddC\dqJn , „x

42



Aplicando d teorema fundamental del cálculo de variadones, el integrando de la ecuación

(4.7) debe ser cero:

l(f)-!r°^<1 ■-> <4-8>

La ecuación obtenida (4.8) se denomina ecuación de Euler Lagrange. Ahora bien si el sistema

se somete a una fuerza externa de entrada t entonces las ecuaciones de Lagrange toman la

forma:

d fdC\ dC
w. r,

.

,
. ..

*UJ-arTV,e{1-M} (49)

4.3. Formulación Dinámica para Sistemas Mecánicos

Multicuerpo

De la formulación Lagrangiana es posible obtener las ecuaciones de movimiento de un

sistema mecánico multicuerpo tal como sc indica a continuación: Considere la función La

grangiana, en términos de los elementos de la matriz de inercia M (q):

C = \Y/Alij(q)qiqj-V(q) (4.10)

Ui

Sustituyendo la expresión (4.10) en las ecuaciones de Lagrange (4.9) obtendremos:

£dC £
dt dqi dt (EMük ) =E (Aiy* + *^*)

\¿=i / 2=1

Í)C 1-Ajj%. . _¡N_
dq,

~

2 4- dq,
qk9i

dqi

Los términos My pueden desarrollarse en términos de derivadas parciales con lo que obten

emos:

^ \r* ('¿Mu ■ ■
1 i)Mki ■ ■ \

EM* w * +E I -5^**
-

5-55-** J
j***-l j\* \ '

+ _ü¿ =r¿G {1,2.... n}

Rearreglando términos tendremos:

¿Mi (■?) «i +¿ IW& +^^ = t 1 e {i,2, • • - »} (4.ii)

í=l J*<*
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donde:

Las funciones Ty* se les denomina simbolos de Christoffel correspondientes a la matriz de

inercia A/(q). Los términos de la forma q¡qj, i jí j se les llama fuerzas de Coriolis y los

términos de la forma <jf son las fuerzas ceiitrifugas.Definiremos la matriz de Coriolis C (q, q)
como:

(ii ("' "} -

¿;
! «**

-

2 (,-^r" +

"^r
"

-dq-)
,,k (413)

El vector C (q, q) q proporciona los términos de las fuerzas de Coriolis y centrifugas en la

ecuadón dc movimiento. Finalmente podemos escribir la ecuadón (4.11) como:

M(q)q + C(q,q)q + G(q)=T (4.14)

Donde G (q) = g^ es el vector de fuerzas gravitacionales.Las principales propiedades estruc

turales dc la ecuadón (4.14) son las siguientes:

1.- La matriz M (q) es simétrica y positiva definida. Por lo tanto la matriz inversa A/-1 (q)
existe.

2.- La matriz AI — 2C es una matriz antisimétrica (propiedad de pasividad).

Dado que la matriz M (q) es una matriz definida positiva es posible expresar el modelo

dinámico (4.14) como:

±(q\( Q

dt\<) )\ AI (q)'1 [t - C (q, q)q-G (a)]

donde (q. q) G TQ.

4.4. Sistemas Subactuados

En las ultimas décadas a surgido un enorme interés por estudiar el comportamiento de

las sistemas mecánicos en función del número de actuadores y los grados de libertad que

posee, en particular aquellos en los que el número de actuadores independientes es menor

que d número de grados de libertad dd sistema. A estos sistemas se les suele denominar

sistemas mecánicos subactuados. Ejemplos de sistemas subactuados son los robots bípedos,
robots montados sobre plataformas rodantes, la familia de péndulos invertidos(pendubot,
péndulo rotatorio, monociclo, péndulo con rueda de reacción), aeronaves, satellites. vehículos

(4.15)
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subacuáticos, aerodeslizadores, helicópteros, etc. El ínteres sobre estos sistemas radica en el

becbo, de que en muchas ocadone9, los actuadores son caros o representan un peso extra que

limita el desempeño del sistema. Es por ello que se estudian algoritmos que permitan a un

sistema mecánico dectuar dertas tareas cou el menor número de actuadores. A continuadón

se dará una definición formal de un sistema subactuado.

Definición 43 Sea el sistema descrito por la ecuación diferencial:

q=F1(q,q) + F2(q)u (4.16)

donde q G Q, q G TqQ, Ft (•) es el campo vector que describe la dinámica del sistema, F2 es

la matriz de entrada y u es el vector de fuerzas generalizadas. Diremos que el sistema (4.16)
es subactuado si rank (F2) < dim(Q).
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Capítulo 5

Diseño del Control de Alta Variación

5.1. Intoducción

En este capítulo se explicará como dado el sistema de control afín (3.1) la ley de control de

conmutadón u£m definida en intervalos constantes de longitud h permitirán llevar las trayec

torias x (í) a aquellos puntos que satisfacen {xe G M : fo (xe) = 0}. La ley de conmutación

estará dada en fundón de los controles or? (x) que aparecen en el sistema infinitesimal gener

ado. La clccdón dc las funciones ¡-*y (x) se realizara con el objetivo de estabilizar el sistema

infinitesimal por medio dc una superficie deslizante .s (x) 0 previamente definida. La mayor

parte de este capitulo se basa en los trabajos de R. Hirschorn [1], [12] y de A. Isidori [2].

5.2. Control de Alta Variación de Memoria m

5.2.1. Vecindad Compacta

Definición 44 Sea ieR" Se dice que la vecindad V (xq) es una vecindad compacta si:

1. VxG V, 3M > 0 tal que \\x\\ < Al

2.- la vecindad V(x) es cerrada (contiene a todos sus puntos frontera)

5.2.2. Control de Alta Variación

Definición 45 Sea m, q G Z+ y h > 0 Un control uh = (u\ . . . ulh) es llamado con

lrol de variación de memoria m para el sistema (3.1) si existen funciones af , (x) i G
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{0, 1, . . .

,
m

-

1} ; j G {0, 1, 2, . . .

, 1} ;p6 {0, 1} sobre AI las cuales son suaves fuera de

un conjunto Al0 de medida cero tal que para todo t G [kh, (k + l)h]

1.- ujh (x(kh) , t) = a$_j (x(kh)) + a¡j (x(kh)) ¡h para t G [(Jfc + i/m) h, (k + (i + 1) /m) h],
te {0, 1,2,. .. .m-1}, je {0,1,2,..., 1}

2.- x(h, u-,, x^) = q^ donde t —► qt
•*

(p) es la curva integral a través de p para el campo
vector suave gh,a*) sobre M \ Alo definido por:

Qh'*> = / +£> (a (xo)) f +Y, 7. (a (xo)) ft + rh-*>
»=i i

donde fi, rh>*
—> O uniformemente sobre conjuntos compactos como h —> O, a —

{<^j \ i. = 0,1,2,..., m
-

1, j = 1,2,..., l,k = 0,1}

3.- La solución de la inclusión diferencial x G Fa (x) sobre M correspondiente a:

¿ «/(*)+E a (a ca»»)) /¿ (*) +E *» (q o*)) ft (*) + rh,a*

i=l 1

xE AI\ M0 existe para todo t>0.

4- Las funciones a^j son acotadas sobre una vecindad compacta de x_. y a\j (x)
—

. O

conforme x—» xe. El campo vector:

r = f (x) + Y, fr (a (xo)) f (x) +Y, H (a ((*>))) * (*) + rh'*>

i=l 1

sotre M \ M0 es llamado el campo vector infinitesimal correspondiente a ix-,. La corre-

spondienle inclusión diferencial:

xeFa(x),x£M (5.1)

se Ze denomina sistema infinitesimal correspondiente a Uh-

Definición 46 Sea S una superficie deslizante para el sistema (3.1). El control de variación

u£m con memoria m es llamado control de variación en modos deslizantes para la superficie
S si el sistema infinitesimal (5.1) correspondiente a u™ tiene las siguientes propiedades:

1. Las trayectorias del sistema infinitesimal alcanza S en un tiempo finito y permanece en

S, con x_, un punto de equilibrio asintóticamente estable para el modo deslizante.
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2.- La superficie S es localmente atractiva, es decir cada vecindad U de p G S contiene

una vecindad abierta W de p tal que W U S U {ij} es invariante bajo trayectorias del

sistema infinitesimal x G Fa

5.3. Estabilización Práctica

Definición 47 Suponga que x^ es un estado de equilibrio para el sistema (3.1) y u£m un

control de alta variación de memoria m indexado por h G R+ Entonces, x_. se dice que es

prácticamente estabilizado por {u_\} si:

1. Las trayectorias de los estados x(t, u-,, Xq) correspondiente a x(0) = xq G M, u = uh

existe Ví > 0.

2.- Dada cualquier vecindad compacta D de Xe y un subconjunto abierto U de D que con

tiene Xe, existe T,H > 0 tal que x(t, uh, Xq) G U, Ví >T, h< H, Vafo G D

Teorema 15 Suponga que S es una superficie deslizante para el sistema (3.1) y sea u£m un

control de variación en modo deslizante para S. Entonces x¿ es prácticamente estabilizado

por {<"}

5.4. Estabilización Asintótica

Definición 48 Sea x_. es un estado de equilibrio para el sistema 3.1 y u_\ un control de alta

variación de memoria m indexado por h G R+ Entonces, xe se dice que es asintóticamente

estabilizado por el conjunto de controles {u¡\} si:

1.- Las trayectorias de los estados x(t. u*,, afc) correspondiente a x(0) — Xq G M, u — u_\

existe Ví > 0.

2.- Dada cualquier vecindad compacta D de xe, existe H > 0 tal que V/i < H, Xo G D,

lím x (t, uh, xa) = xe
t—rOO

y para cada vecindad de V de x,, existe una vecindad de W de xe tal que los estados

iniciales en W son dirigidos a xe sin dejar V
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5.5. Función S de Lyapunov

Definición 49 Sea Aí una variedad y S una superficie deslizante para el sistema afin (3.1).
La función V : M —

, R+ se dice que es una función S-Lyapunov en x_. para el sistema

infinitesimal¿ef (x) si:

i) V es una función continua y continuamente diferenciable sobre un conjunto abierto que

contiene a S tal que la restricción V : SL){x_.}
—

> R+ es una función definida positiva
en x_. y L¡^V < 0 sobre S, donde x = feq (x) es la dinámica equivalente sobre S.

ii) Si 37^ > 0 Vx(í, xq) G S, V > 7^,3(5 > 0 tal que: LfV (x(t, Xo)) < -6V (x(t, Xo)) Ví >

T*,, f G Fa donde x(t, Xq) es el estado del sistema infinitesimal x G Fa, x(0) = Xo

Teorema 16 Suponga que S es una superficie deslizante para el sistema (3.1) y sea u£m un

control asintótico de variación en modo deslizante para S. Entonces x,. es asintóticamente

estabilizado por {u£m}

5.6. Control Alta Variación Homogéneo

Definición 50 Un campo vector f — (/-., f2, . . .

, /„) sobre R" se dice homogéneo de grado r

con respecto a la dilatación (rx, r2, . . .

, rn) si Ve > 0:

f (erixi, er*x2, ..., er"x") = eT+r'f (x) Vi G {1, 2, ... , n} (5.2)

Definición 51 Una función <f> sobre R" se dice que es una función homogénea de grado t

con respecto a la dilatación (r\,r2, . . .

, r„) si V< > 0:

0 (er\r.i,fr2x2, ..., er"x") = eT<¡> (.x) V* G {1, 2, . . .

, n} (5.3)

Definición 52 Un control de alta variación deslizante -u£m para el sistema (3.1) con AI =

Rn, Xe = 0, es llamado control de alta variación deslizante homogéneo con respecto a la

dilatación (ri.r2, . . . ,r„), si sobre M\Mo, los campos vectores f y u^gi, l = l,..., I son

homogéneos de grado 0 con respecto (n, r2, . . .

, rn), V/i > 0

Definición 53 La superficie deslizante S se dice superficie deslizante homogénea para el

sistema (3.1) con respecto a la dilatación (r-* , r*2, . . .

, r„) si Vt > 0,x G S implica trx G S

Teorema 17 Suponga que S es una superficie deslizante homogénea, V una función S-

Lyapunov homogénea, y ?t£m un control dc alta variación deslizante, homogéneo para e.l sistema

(3.1). Entonces x_, = 0 es estabilizado asintóticamente por {u£m}
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5.7 Aplicación del Control de Alta Variación a Sis

temas Afines

Los siguientes sistemas afines son tomados principalmente de la referencia [1] efectuándose

cambios en los coefidentes de los sistemas infinitesimales y se proponen otros controles que no

dependen de la fundón signo, esto con la finalidad de permitir mostrar más claramente como

cl control dc alta variación actúa bajo una tasa dc conmutación alta en intervalos de longitud

h. Se muestra también como bajo este esquema, es posible diseñar el control estabilizante

sobre variedades deslizantes, en las cuales no están en el ámbito de los modos deslizantes

estándar. El sistema del ejemplo 20 fue tomado de [2] para mostrar como se puede usar en

conjunto la técnica de Linealización por retroalimentación de estados y el control de alta

variadón.

5.7.1. Doble Integrador

Ejemplo 16 Considere el doble integrador descrito por el siguiente sistema lineal:

Xl — X2

x2= u (5.4)

donde los campos vectores/,g del sistema están claramente dados por /T(x) = ( x2 0 )

gT(x) = ( 0 1 )T = ■£-. Es posible por medio del uso del control por modos deslizantes

estabilizar dicho sistema en el punto de equilibrio xe = ( 0 0 ) En efecto, si elegimos la

superficie estándar de deslizamiento s (x) = Xi + x2 (ver figura 5.2) tendremos que cuando

s (x) = 0 implica Xi + x2
= 0 y esto es, si y solo si ±i = —Xi y asi la dinámica del

modo deslizante es estable. La elección del control puede realizarse por medio del control

equivalente. Haciendo uso de la derivada de la superficie obtenemos: s = ±i +x2 = X2+ueq
=

0 lo cual implica ue<**
= -*2- Asi es posible proponer la ley de control u = uEq

-

Ksign(s)

con K > 0. Podemos ver fácilmente que este diseño con modos deslizantes es estable. Sea

la función de Lyapunov V = |s2 entonces tendremos V = ss = s(ii + x2) = s (x2 + u) ~

s (-Ksign(s)) = —K\s\ < 0. La respuesta de dicho sistema se muestra en la figura 5.1

51



_1 L_

Figura 5.1: Estabilización del sistema doble integrador

Figura 5.2: Superfide deslizante s (x) = xi + x2

Sean las funciones de variable real n*?, definidas como nr£ : R2 —

> R con p G {1,0}

expresadas explidtamente por í*q j
=

cko o? x
=

<*o, f»o.i
■= —4f*i, «¿i — ^í >' considere el

control de alta variadón de memoria 2 definido por la ley de conmutadón:

Para k = 0. f G [0, h]

«r(xo.í)
oo (xo) + 4ai (xo) /h, si 0 < t < h/2

oto (xo)
- 4ai (xq) fh. si n/2 < t < h

Para it = n í G [nh, (n + l)/i]:
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«r
/ / «.*, ..-i fao(x(nh))+4ai(x(nh))/h, si nh < t < (2n + 1) h/2
(x (nh) ,

t -

nh) =

|^ (x (it/t))
_ 4ai (x (n/t)) /K s.^ < f < (B + !, fc

Para este sistema lineal es posible calcular el estado del sistema en el tiempo t
= h por medio

de la formula de Cauchy:

x(h) -eMXo+ / e(h r)Abu(r)dr
Jo

Separando la integral en las regiones de integradón í G [0, h/2] y í G [h/2, h] tendremos:

rh/2 fh

x(h) = ekAx0+ e<* T*h(ao(xo)+ 4ax (x<-) /h) dr + / e<" T)Ab (oo (xo)
- 4ax (xo) /h) dr

Jo A/2

x(h) = e^-jMxoWa +Mxo)/."

los brackets de Lie correspondientes para el sistema (5.4) están dados por:

WÍ9/ = Ífl-|/=(2 o)(?)(o o ) ( ? ) = ( o )

■*-(¡:)(!)-(::)(¡)-(¡)
y para ifc > 3 tendremos para este simple sistema adgf = 0. Aplicando la formula de Campbell

Baker HausdoríT obtenemos una expresión para d estado resultante x (h) para el sistema (5.4)
con la ley de control uj™ con condiciones iniciales x (0) = Xo de la forma x(h) = q^° (xo)
donde í — . gf (p) denota la curva integral a travez de p para el campo vector suave sobre

R2 \ S definido como:

,r (x) = f(x) + a0 (xo) g (x) + m (xq) «dg/ (x) (5.5)

Observamos que la curva integral de q*° (x) no es general una trayectoria alcanzable por el

sistema. El sistema infinitesimal correspondiente a la inclusión diferencial x G Fa (x) esta

dado por la expresión:

x = f(x) + ai (x) adgf(x) + aog(x) (5.6)

En coordenadas locales el sistema (5.6) lo podemos expresar como:

±i(í) = x2(t) + ai(x(t))

x2(t) = Oo(x(í)) (5-7)
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Es claro que, para este simple sistema /3i (04) = «i (x), -y-* (q0) = Oo (x). Para la superfide
deslizante si (x) = xi + x2 cuando s = 0 tendremos x2 = —xi lo que implica ¿1 = ai

—

Z\.

Eligiendo 01 = —

axi, a >
— 1 la dinámica para xi esta gobernada por la ecuación difer

encial ¿i = —

(tt + l)zi. La decdón del control ao se describe a continuadón. Partien

do de s = 0 encontramos el control equivalente s = ±1 + x2
=

x2 + ai + (cto)E = 0

entonces (o;-**)^
= -(x2 + ai), de esta forma obtenemos a0 =

(oo)Bí
-

/íT||x||sion(s)
con K > (). Para la fundón dc Lyapunov V = ¿.s2 tendremos V = ss — s (.¿1 + :i:2) =

»(X2 + (H
~

(x2 + ai)
-

K\\x\\si.fin(s)) = -s(K\\x\\.sign(.s)) = -A'||x|||.s| < 0 si y solo si

K > 0. De esta forma d modo deslizante es estable y la condición de alcanzabilidad es sat

isfecha. T.os resultados de la simulación para el sistema infinitesimal (5.7) se muestran en

la figura 5.3. Las gráficas 5.4 muestran la simulación del sistema (5.4) con la aplicación del

control de alta variación sobre la variedad s (x) = xi + x2, con los valores a = 2, K = 2,
h = 0.1, x (0) = ( 2, 1 ), con la técnica de Runge Kutta con un tamaño de paso de 0.001.

1 1 1 1 iiiii
al

_ .

a2

-

-

- -

\
-

-\ -

; \ ,

-

1 1 ¡

-

0 OS 1 15 2 23 3 35 4 45 5

lempo

Figura 5.3: Estabilización del sistema infinitesimal sobre la superficie s*-
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Figura 5.4: Control dc alta variación disonado con la superficie Si

Si ahora consideramos la superficie deslizante s2 (x) = xi
—

x2 para diseñar el control que

estabilize al sistema (5.4) dentro del marco de la teoría de los modos deslizantes estándar ob

servamos que cuando s2 (x) = 0 implica que ¿i = Xi la cual es una dinámica inestable y por

ello no es posible estabilizar el sistema en esta superficie. Sin embargo por medio de la técnica

de alta variación de control es posible desarrollar un control de estabilización de estados que

utilice esta superficie como a continuación se detalla. En efecto, cuando s2 (x) = xi
—

x2

tenemos la dinámica ¿i = o*i + xi. Eligiendo a-*. =
—

2xi tendremos ii =
—x\. Como

,s = :¡i + :'r.2 = x2 + orí
—

(^o)b9 = 0, de esta forma el control equivalente es ((*o)Eq
=

x2 + (*i-

Finalmente la ley de control ao esta dada por la expresión ao
=

(ao)Eq
—

K\\x\\sign (s). De

manera análoga que en el caso anterior para la función de Lyapunov V = -|s2 tendremos

V = ss = s (±i + i2) = s (x2 -H Qri
—

(x2 + Qi) + /f||x||s¿<m (s)) = K\\x\\ \ s |< 0 esto es si y

solo si K < 0. El resultado dc la simulación para cl sistema infinitesimal (5.7) sc muestra en

la figura 5.5. La simuladón del sistema (5.4) bajo el control de alta variación se expone en la

figura 5.6 con los mismos valores de los parámetros y condiciones iniciales del caso anterior.
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Figura 5.5: Fstabili7ación del sistema infinitesimal sobre la superficie s2
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Figura 5.6: Control de alta variadón diseñado con la superfide s2

Se observa que las trayectorias correspondientes en el control de alta variadón son concate-

nadones de curvas integrales suaves, por lo tanto, no es necesario estudiarlas como soluciones
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de una inclusión diferendal. En d ejemplo anterior las fundones o*?, son acotadas sobre una

vecindad dd punto de equilibrio Xe y a^
—

. 0 conforme x —. Xg. Como una extensión al

presente ejemplo propuesto originalmente en [1] se exploró la alternativa de generar control

de alta variación independientemente del uso de la función signo. Por ejemplo las funciones

o-Q!
= ao Qr?.i = Qro, oj x

= —

a--, o*¿ , = ai definidas por ao =
—

x2, ai =
—

x2—5xi cumplen
con dicho proposito. Los resultados de la simuladón se exponen en la figura 5.7 usando el

método de integración de Runge Kutta con un tamaño de pa.so de 0.001

y .i*m

—

xom

. ■

0 05 15 2 25 3 35

&4>e*oe 0*9Ézarae a<Wi|

4 45 5

L-i

L_

^

-^^^_
0 05 15 2 23 3 35

ronpo

4 45 5

Figura 5.7: Control de alta variadón generado por fundones continuas

5.7.2. Sistema no lineal con términos cuadráticos

Ejemplo 17 Considere d sistema no lineal afín con términos cuadráticos descrito en coor

denadas locales por:

xi
=

±2 = I\

X3
=

Xi
*2

X2 (5.8)

Es claro que x G M = R3 y el punto de equilibrio es x,. = ( 0,0,0 ). Los campos vec

tores asociados a este sistema son /r(x) = ( 0 ii x\
— x2 ) = Xi¿ + (x\ — x2) ax¡,'

gT(x) = ( 1 0 0 ) = j£-. Tal como se señala en [l], este sistema no lineal afín tiene la
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característica de que no satisface las condidones necesarias para el diseño de un control es

tabilizante continuo [13]. La superfide deslizante de codimensión 1 descrita por s = xi es

transversal al campo vector g (x) = -¿-. Sin embargo, cuando s = 0, las dinámicas resultantes

son inestables ya que tendremos x2 = 0, x3 = —x\. Se considera la superficie deslizante de
codimensión 2 definida como s3 (x) = {(ii, x2. x3) | xi = 0, x2 = 0, x3 < 0}. Para obtener un
control de alta variación de memoria m = 2 se consideran las funciones suaves afj : R3 —, R

definidas por: a? ,
= ao a21

=
ao, a{¿ = -ai, a24

=

ai, donde ao es una función acotada

sobre una vecindad del punto de equilibrio xe y la aplicadón ai —, 0 conforme x —> Xg. La

ley de control de alta variación estará conformada por la siguiente función de conmutación:
ÍG [nn,(n+l)/»]yfcG{0;l,2,...,n}

u"" (x (ifcM í - kh) = l°° (X^ + Ql (X (fc/l)) /h' s[kh^t< (2k + X) V2

\ao(x(kh))-ai(x(kh))/h, si*2*±Üíl<í<(ifc + l)fc

EX cálculo de los brackets de Lie adqf para los campos vectores f,g del sistema (5.8) se

exhiben a continuación:

adgf =

o4f =

<f -

Aplicando la formula de Campbell Baker Haussdorf obtenemos una expresión del estado del

sistema 5.8 en el tiempo t — h con u — u™, x (0) = Xo de la forma: x (h, u^", Xo) = g^"" (xo)
donde / —> (_x\

,x°

(p) denota la curva integral que pasa por p para cl campo vector infinitesimal

'fc'*0 (i')- En cl presente trabajo sc propone im campo vector infinitesimal con coeficientes

numéricos diferentes al que se indica en [1] el cual esta dado por la expresión:

fa (x) = f(x) + A (a (x)) f (x) + & (a (x)) f (x) + 7l (a (x)) g (x)
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donde: & (a (x)) = ai, ,3*. (a (x)) = a\ y 71 (a (x))
locales dd sistema infinitesimal es:

ao- La representación en coordenadas

Xl

¿2

¿3

ao

aa -fai

= *r2=

xj
—

x2 + 2aiXi + aj (5.9)

Eligiremos los controles ao, ai tal que las soluciones del sistema infinitesimal (5.9) existan

para í > 0. Tomando los controles a0 (x) = -Ksign (xx), ai (x) =
- (7/2|x3|)1/2 sign (x2x3).

La elección de ao asegura que Xi llegue a cero en tiempo finito. Cuando Xi
= 0 la dinámica

residual del sistema esta dada por el sistema:

x2 = ai

x3
=

-x2 + a2 (5.10)

La dección de ai (x) =
— (7/2IX-3I)1' sign (x2x3) garantiza que la dinámica del sistema (5.10)

sea estable. Las resultados de la simulación del sistema infinitesimal (5.9) se muestran en la

figura 5.8 con d valor de ganancia K = 2,y condiciones iniciales x (0) = (1, 2, 3)

Figura 5.8: Estabilización del sistema infinitesimal sobre la superficie s3

La figura 5.9 reproduce la simulación obtenida al aplicar el control de alta variación al

sistema (5.8) usando el método de integración de Runge Kutta con un tamaño de paso de

0.001. Para el control se tomó como longitud del intervalo de h = 0.05 con condiciones

iniciales xo = (1, 2, 3)
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Figura 5.9: Control dc alta variación diseñado con la superficie deslizante s3

para la dilatación r
= (1, 1, 2) si consideramos los controles ao (x) = —Ku (x) sign (xi),

donde u(x) = |xi| + |x2| + |x3|1/3 y ax (x) = (2|x3|)1/2s¿on(x2x3). Entonces los campos

vectores f y u*™ son homogéneos dc grado 0 con respecto a la dilatación r y la superfide

deslizante cs homogénea para (a, h, c) G .•>'. La fimeión Dc Lyapimov V(x) = |x3| es una fun

ción de S-Lyapunov homogénea de grado 2 con respecto a la dilatación r (ver figura 5.11).

La figura 5.10 muestra el resultado de la simulación del sistema (5.8) donde h = 0.05, K = 5,

con condiciones iniciales x (0) — (7,
— 1. 5) con el método de integración de Runge Kutta con

un tamaño de paso 0.001
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Figura 5.10: Control dc alta variación diseñado con la dilatación r

Figma 5.11: Función S-Lyapunov V'(x) = |x3|
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5.7.3. Sistema no lineal con múltiples entradas

Ejemplo 18 Sobre la variedad M = R4 consideraremos el siguiente sistema afin no lineal

con dos entradas descrito en términos de las cordenadas locales como:

Xl = Ui

x¿ =
u2

*3 = XiX2

X-i
— ~2 »2
—

Xi
—

x2 (5.11)

con d punto de equilibrio xs. = (0,0.0,0). Como se menciona en [1] la superficie deslizante

de codimensión 2 definida por la expresión S4 = {si (x) = 0} n {s2 (x) = 0} donde si (x) =

Xi + ( x3 ) y s2 (x) = x2 + (|x3|) es transversal al campo vector controlado, sin embargo
la dinámica sobre la superfide no permite llevar los estados dd sistema 5.11 al punto de

equilibrio. Ein efecto, si .■»■■ (x) = 0 y .v2 (x) = 0 implica j-j
= — |.t3|1/2 y x2

= sign (x3) |x2l1/2
entonces x3 = iix2 =

—

sign (x3) ix3 . Si x3 > 0 tenemos x3 =
—

x3 y también x4
= xf + x2

=

x3|
—

|x3 = 0. Para llevar los estados de este sistema al punto de equilibrio considere d

control de variación uj™ = («i, u\\) definido como:

Para it = 0, < G [0. h aplicamos el control uh en [0, h/2] con uj = 0 y después aplicamos

u^ en [h 12. h con \i\ — 0. La ley de control de conmutadón estara dada por:

«¿(xo-0 = <

«oi (*a) + «ii (Xo) /h, para 0 < t < h/8

«oi (xo)
-

ai.i (xo) /h, para h/8 <t< h/4

ao.i (xo)
-

Qüj (xo) /h, para h/4<t< 3h/8

.
ooi (xo) + ou (xo) /h, para 3Ai/8 <t<h/2

li2(Xo,0= *

'oo^(xo) + Oij(xo)/^. para h/2 < t < 5A/8

«oa (xo)
-

"i.a (xo) /h, para 5/1/8 < / < 3/*/4

Qoa (xo)
—

ai.a (xo) lh. para 3A/4 < / < 7ft/8

.Qo.2 (xo) + ou (xo) /h, para 7h/8 <t <h

De manera similar para k — n. t G [nh, (n + 1 ) tendremos:

n{(x0.l)=<

Qo.1(x0)-l-a11(xo)//i. para nh < t < (h/8) + nh

aai (xo)
-

aia (xo) /h, para (h/8) + nh < t < {h '4) + nh

aai (xo)
-

aia (xo) lh. para (h/ 4) + nh < t < (3h/8) + nh

,Qo.i (xo) + aia (xo) / h. para (3ty8) + nA < t < (h '2) + nh
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"h (xo- 1) = i

'00,2 (xo) + Qi,2 (xo) /h, para (h/2) + nh<t< (5h/8) + nh

ao,2 (xo)
-

»i,2 (xo) /h, para (5h/8) + nh<t< (3h/4) + nh

00,2 (xo)
-

ai>2 (xo) /h, para (3/i/4) + nh < t < (7h/8) + nh

_a0,2 (xo) + ai>2 (xo) fh, para (7h/8) + nh<t<(n + l)h

Los brackets de Lie construidos a partir de los campos vectores f,gi,g2 del sistema (5.11)
se muestran a continuadón:

1 \ (0

adgif =

<f =

adg__f =

adl

ApUcando la formula de Campbell Baker Haussdorf obtenemos una expresión del estado del

sistema (5.11) en el tiempo t = h con u = u%", x(0) = Xo de la forma: x(h, u^",Xo) =

9h,xo (xo) donde í —> af,Xo (p) denota la curva integral que pasa por p, para el campo

vector infinitesimal qt
'*°

(p). Nuevamente se propone un campo vector infinitesimal con otros

coefidentes al que se indica en [1] el cual esta dado por la expresión:

/° (x) = / (x) +Eli Pi (" (x)) f (x) + Ei=i 7í (a (x)) 9i (x)

Donde: ft (a (x)) = a\ -,, _82 (a (x)) = a2 2, 71 (a (x)) = a0,i, 72 (a (x)) = a0;2 En términos

de las coordenadas locales la correspondiente inclusión diferencial x G Fa (x) o sistema

infinitesimal esta dado por:

Xl
=

a0a

X2
=

Qo,2

¿3 = XiX¡

¿4 = «?- xí + a1.1
a
1.2 (5.12)
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Tomando a0a (x) = -KN (x) sign (si), a0,2 (x) = -KN (x) sign (s2), donde N (x) - \xi\ +

\x2\ + |x3|1/2 + |x4|1/2, 01,1 (x) = A'|x4|1/2 para x4 < 0 y 0 en el otro caso, ah2
= A"|x4|1/2

para x4 > 0 y ai,2
= 0 si x4 < 0. El restütado de la simulación del sistema (5.12), se exhibe

en la figura 5.12 con las condidones inidales x (0) = (1,2, 3, 4). En las figuras 5.13 y 5.14 se

muestran los resultados de aplicar el control de alta variación al sistema (5.11) con h = 0.08,

K = 10 y condiciones iniciales x(0) = (-1,2, -1,3)

4

3

2

1

0

-1

-2

0 2 4 6 8 10

tiempo

Figura 5.12: Estabilización del sistema infinitesimal sobre la superficie Si y s2

—
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Figura 5.15: Función S-Lyapunov V (x) = |x3| + |x4|

5.7.4. Sistema triangular

Ejemplo 19 Considere el sistema no lineal en la forma triangular definido sobre la variedad

M = R2 descrito en coordenadas locales por:

Xl — Xi ■+■ x2

x2 = u (5.13)

Donde Xe = (0,0), f(x) = ( xx + xf 0 ) = (xi + z¡)£, gT(x) = ( 0 1 ) = £. Tal
como se mendona en [l] la superficie s = {x G R2 : x2 + 2xi = 0} proporciona una dinámica

estable en el régimen del modo deslizante a saber Xi =
—

Xi, pero en este caso el campo vector

controlado o de entrada no es transversal a la superficie deslizante en el origen. Esta perdida
de transversabilidad se traduce en un esfuerzo muy grande por parte del controlador para

mantener los estados en la superficie. Por otro lado el campo vector gT(x) = ( 0 1 ) — ¿j¿-
es transversal a la superficie s = {x G R2 : x2} sin embargo tiene un movimiento deslizante

inestable ii = x\. La aplicación del control de alta variación permitirá modificar la dinámica

deslizante. Considere el control de alta variación dado por la siguiente ley de conmutación:

Para k = 0, í G [0, h]

«rtxo-í) i
a0 (xo) + ai (xo) /h,

a0 (xo)
-

ai (xo) /h,

si0<t<h/2

s\h/2<t<h
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y para k = n, t G [nh, (n + 1) h]

usm (x (nh) t-nh) = ia° ^ ^"^ + ai ^X ^nh^ ¡h" sinh^l< (2n + x) hl2
h

'

'

\Mx(nh))-ai(x(nh))lh, si &$& </.<(« + 1) h

Los brackets de Lie calculados a partir de los campos vectores /, g asociados al sistema (5.13)
se exhiben a continuación:

■«-(¿ *?)(!)-(? í)(a:*,)-(?)
"*- (S ÍX!)- (S S) (?)-(Í)
■*-(¡¡¡)(!)-(¡ !)(■?)-(!)

Claramente od*/ = 0 Vk > 4. Nuevamente aplicando la formula de Campbell Baker Haus

dorff obtenemos una expresión para el estado del sistema 5.13 de la formax (h, uj™1, Xo) —

-ja,'5*1 (xo) donde í —, qt
,Xo

(p) denota la curva integral del campo vector r/1'*0 El campo

vector infinitesimal esta dado por la expresión:

r = / (x) +¿ A (a (xo)) f (x) + 71 (a (xd)) o, (x) + r"'"»

¿=i

donde: /3i (a (x)) = ai, 32 (a (x)) = a2/2, ,% (a (x)) = a3/6, 7 (a (x)) = ao- La correspondi
ente inclusión diferencial x G Fa (x), x G R2 o sistema infinitesimal, en coordenadas locales

esta dado por las expresiones:

¿1 = xi + xl + 3aix2 + 3a2x2 + a3

x2
=

a0 (5.14)

Obsérvese que este sistema infinitesimal difiere ligeramente al propuesto en [1]. Eligiendo

a0 =
~

(|*''-'2| + l^-il1/3) sign (x2) tendremos que x2
—

> 0 conforme /. —> 00. La dinámica

reducida del sistema queda ±1 — xi + af. Tomando ai
= (—2xi)1/3 aseguramos una dinámica

estable para el estado Xi. Para la función de Lyapunov V — |s2 tendremos V = ss =

-s (|x2| + |xi|1/3) sign(x2) si y solo si -|x2||s|
- |xi|1/3|s| < 0. Obsérvese que /,<m5 son

homogéneos de grado cero con respecto a la dilatación r = (1,1/3). En la figura 5.16 se

muestra el resultado de la simulación del sistema infinitesimal (5.14) con las condiciones

iniciales x (0) = (1,-2). Finalmente en la figura 5.17 se exhibe el resultado de la simulación

del sistema (5.13) con h = 0.05, x (0) = (1, 2) usando el método de integración de Runge-

Kutta con un tamaño de paso fijo de 0.001.
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Figura 5.17: Control de alta variadón

Para el sistema (5.13) es posible seleccionar otros controladores a-.j para generar el control

de alta variación y cambiar d desempeño dd sistema. La figura 5.18 muestra d resultado de

la simulación con ao = -35x2, ai = (—2xi)1/3 y h = 0.05
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5.7.5. Control Variacional y Linealización por Retroalimentación

de Estados

En este ejemplo se mostrará como puede combinarse la técnica de control de alta variadón

con la lincalizadón por rctroalimcutadón dc estados.

Ejemplo 20 Sea d sistema no lineal definido como:

ii = e12 u

xi + x2 + eZ2u

donde:

X2

X3
= Xi

—

x2

y
= Xj

2
d d

f(x) = Xi +x2-— + X-. -x2*^—
ox2 dx3

g(x) = eIJ— + e12—
v '

dxi dx2

(5.15)

h(x) Xi
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Las derivadas de Lie para este sistema son:

LgL°fh(x) = 0

LgLfh(x) = 0

LgL)h(x) = -(i + 2x2)e12

Lfh (x) =
xi

—

x2

L)h(x) = -(xi + x2)

L)h(x) = -2x2(x,-l-x2)

claramente observamos que el grado relativo del sistema es n = 3 en cada punto de x G R3

que cumpla 1 + 2x2 =¡¿ 0. El difeomorfismo que proporciona el cambio de coordenadas esta

descrito por las ecuaciones:

zi
= *i (x) = h (x) = x3

z2 = $2 (x) = Lfh (x) = n -

x2

z3 $3(x) = L2fh(x) = -(xi + 4)

La siguiente ley de control:

L*M*) 1 2x2(xi+x|)-H;

LgL)h (x)
+

LgL)h (x)
V

(1 + 2x2) é*
n=

—

permite llevar el sistema en la forma:

¿1 = Z2

¿2 = z3

¿3 = v (5.16)

Considere cl coutrol dc alta variación dado por la siguiente ley dc conmutación:

Para Jk = 0, t G [0, h]

I:•V /)=
íao(zo) + ai(z0)//i, si 0 < í < h/2

"
" ! ' '

S
a0 (zo)

-

a, (zo) ¡h, si h/2 < t < h

y para k = n, t € [nh, (n + 1) h]

*m< ( h\ ,_„M_/a<>(z(n,l)) + ai(z(ri/l))//l* si ^ < í < (2n -I- 1) /i/2
uh (_z(nh),t nn)

jao(z(n/l))_Qi(z(n/l))/;i) Sií2n^<í<(n + 1H
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El bracket de Lie calculado a partir de los campos vectores f(z),g (z) asociados al sistema

(5.16) es:

Tendremos que adgf = 0 Vfc > 2. Aplicando la formula de Campbell Baker Haus

dorff obtenemos una expresión para el estado del sistema (5.1 6) de la forma z (h, u™, Zo) -=

-jh'*° (zo) donde í —> q£'*° (p) denota la curva integral del campo vector q*1^* El campo

vector infinitesimal esta dado por la expresión:

/" = /(*) +£ A (o ((^o))) f (z) + 7i (a ((z0))) 9i (z) + rh>*

donde: .\ (a(z)) = ax, "f(a(z)) = ao- La correspondiente inclusión diferencial z G Fa(z),
z G R3 o sistema infinitesimal, en coordenadas locales esta dado por las expresión:

Zl
= z2

¿2 =
~3 + Oil

¿3 = ao (5.17)

La elección del control ax =
—fazi— /c2z2, a0 = -Kz3 con fcx, k2, K > 0 estabilizará al sistema

(5.17). Los resultados de la simulación al aplicar el control de alta variación al sistema (5.16)
se muestran en la figura 5.19 con K = 50, kx = 30, k2 = 30, h — 0.054, condiciones iniciales

z (o) = (1, 0.5. —2) usando el método de Runge Kutta con un tamaño de paso de 0.001
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Capítulo 6

Estabilización de Sistemas

Electromecánicos

6.1. Introducción

Eu este capítulo se muestran los resultados de aplicar el control de alta variación a sistemas

electromecánicos tanto actuados como subactuados. Sc comienza haciendo mía descripción
del sistema, señalando sus principales elementos constituyentes, asi como proporcionando
una descripción geométrica cuando se considere necesario. Después se plantea un modelo

matemático apropiado del sistema que describa su dinámica para enseguida proponer el

control. Finalmente se exhibe la simulación del comportamiento del sistema sujeto a la ley
de control previamente diseñada.

6.2. Péndulo Simple

Descripción del Sistema

El péndulo simple, cs uno dc los sistemas mecánicos más importantes, ya que su modelo

es una plataforma de base para d estudio sistemas más complejos. Para este sistema actuado

(figura 6.1), el espacio de configuración para la coordenada generalizada q esta determinado

por la variedad S1, es decir q : R —

. § Si consideramos los siguientes grupos abelianos

(R. +) , (Z, +), observamos que el ángulo q (t) es un miembro del espacio cociente R/Z. La

velocidad del centro de masa q es un elemento del espacio tangencial TgS1 Similarmente

el correspondiente momentum p(t) es un elemento que pertenece al espacio cotangente

T'S1 y el estado (q(t),p(t)) es un elemento del haz tangente T'S1 Sin embargo por

medio de los isomorfismos S1 = R/Z tendremos el isomorfismo TgS1 = R y de manera
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natural el isomorfismo T/S151 s R. En consecuencia TS1 = S1 x R. De esta forma se

verifica fo (fi'pít)) e s* X*R- Necesitamos proporcionar un atlas apropiado para la variedad

§1 gea gi _' re«í e C : 0 < <7 < 2i.}. Sean los abiertos Ui,U2 C S1 y los homeomorfismos

éi, fa definidos como Lh = {e4* G C : -ir < q < ir} = {0 < q < n} U {ir < q < 2ir} U2 =

{e*9 g C : 0 < q < 2jt}, éi : ¿Ti
—

- R, éi (e*) = q, Vz G {1, 2} con la ley de correspondencia

0i (Ui) = (-ir, ir) y éi (^2)
= (0,2ir) respectivamente (ver figura 6.2).

MS'

»-x

TM

TM

Figura 6.1: Péndulo simple, su espacio de configuración S\ espacio tangencial TqAI y espacio
de estado TM

Para las cartas (Ui,éi).(U2,éi) anteriormente definidas tendremos que su intersección

esta dada por el conjunto ÍA n Lr2 = {q G R : 0 < q < ir) U {q G R : -ir < q < 0}. De esta

forma el mapeo homeomorfico para la intersección de las cartas esta dado por él (pi ■"■ U2) =

(—■7r,0) U (0,tt), é^(Ui nt/2) = (0,7r) U (ir,2ir).E\ emparejamiento de cartas es entonces:
'

q + 2ir -7r<o<0
, ,_i ¡ x

( q-2ir ir <q<2ir

q 0<q<ir
*°+> ("> = í q 0 < q < ir

L-l
(</) "i02° éi

\_ i
"

el conjunto A - {(lh, <k)}2=i esunC'

simple.

Por lo tanto

atlas para d espacio dc configuradón del péndulo
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Figura 6.2: Atlas para el pendido simple

Modelo Dinámico

Considerando que el cuerpo del péndulo esta conformado por una distribución de masa

homogénea, las coordenadas del centro de masa de la configuración son:

x = -sen(q)

y
= -cos(q)

La energía cinética y potencial están determinadas por:

K =

r«^+2
1..- ml2 fl q2\

2hl=—{4
+

j)
V =

-mgy
= --mglcos (q)

Eu consecuencia la función Lagrangiana cs:

C = K (q)
- V (q) = ^mvTv + ^Iq2 + mgy

= ^- Q + L j + lmglcos («-,) (6.1)

Aplicando las ecuaciones de Lagrange (4.9) a la expresión (6.1) obtenemos las ecuaciones

dinámicas de movimiento del sistema:

..3o 3

q+-sen(q) =—r
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Con el vector de estados x en la variedad AI = R2 seleccionamos las variables de estado

xi = o, x2 = q y definiendo fci = —fj, fc2 = *^y, obtenemos la representación en el espacio

de estado del sistema (6.2):

Xl = x2

x2 = fcisen(xi) + k2u (6.3)

con los campos vectores:

/T(x) = ( x2 fcisen(xi) ) =x2-^— + fcisen(xi)^—
<7Xl OX2

Las pimtos dc cquUibrio para este sistema mecánico son dados por la condición:

xe
= {xeS'x R|/(x) = 0}

es decir: x,. = {(0,0) ,(7r,0)}. El modelo linealizado del péndulo simple lo obtenemos apli

cando (3.3) en los puntos de operadón x* = (0,0),iT = 0 obteniendo:

a W = í ° M ( ° M
Wx- \hcos(Xl) 0 )^ \ki o )

B = ^=(1)
Por lo que d sistema linealizado esta dado por la expresión:

Xi = x2

x2
= fciXi -I- fc2u (6.4)

Estrategia de Control

Diseñaremos un control de alta variación u£m para llevar los estados de los sistemas (6.3),

(6.4) al punto de equilibrio x = 0. Sean ao (x), ai (x) funciones definidas sobre la variedad

M = R2 Considere el control de variación: Para fc = 0, í G [0, h]

sm( t)=
ía0(xo) + ai(xo)//i, si 0 < í < h/2

Uh lX°' '

]a0(xo)-ai(xo)//i, sih/2<t<h

Para k = n í G [nh, (n + 1)A]:
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m,
...

,, (ao(x(nh)) + ai(x(nh))/h, si nh < t < (2n + 1) h/2
uh

(^(»'»)»í-^)-jQo(x(íl,i))_ttl(x(u/l))//ii sií^<í<(n+1)/¿

El cálculo de los brackets de Lie a partir de los campos vectores asociados al sistema no lineal

(6.3) son:

adof = { kiCos(xi) oj(fc2j"(o 0 J ( fci5en(xi) j
=

( 0 j

Cumpliéndose adkgf = 0 para fc > 2. Aplicando la formula de Campbell Baker Hausdorff

proporciona una expresión para el estado resultante x (h) con x (0) = 0 de la forma x (h) —

Qh° (xo) para el sistema (6.3) con la ley de control u£m con condiciones iniciales x (0) = xo

de la forma x(h) = q^° (xq) donde t
—

, qf° (p) denota la curva integral a través de p para el

campo vector suave sobre R2 \ S definido como:

if0 (x) = f(x) + a0 (xo) o (x) -I- ax (xq) adgf (x)

El sistema infinitesimal correspondiente a la inclusión diferencial x G Fa (x) esta dado por

la expresión:

x = f(x) + ai (x) adgf(x) + a0g(x) (6.5)

En coordenadas locales el sistema (6.5) lo podemos expresar como:

¿i (í) = x2 (i) + k2ai (x (t))

x2(í) = fcisen(xi) + fc2ao (x(í)) (6.6)

Es claro que, para este simple sistema mecánico _3i (ai) = ai (x), 71 (ao) = ao (x). Considere

la superficie deslizante ,s (x) = x\ + x2. Si ¡¡ = 0 entonces ±1 = —x\
-

fc2ai. Con la elección

r>i =
—

Xi garantizamos ima dinámica dc la forma i\ =
—

(1 + fc2) Xi la cual es estable. Por

otro lado la derivada de la superficie s (x) = ±1 + x2
=

x2 + fc2ai + fcisen (xi) + fc2 (ao)eg = 0,

proporciona el control equivalente, el cual esta dado por la expresión (ao)eq
= Xi

—

|^
—

|^sen(xi), por lo tanto a0 = (a0)eq
-

A'||x||sion(xi + x2). Para la siguiente función de

Lyapunov V = *¿s2 es inmediato V = —K\s\ < 0 -44- K > 0. En la figura 6.3 se muestra el

comportamiento del sistema infinitesimal (6.6) con el control propuesto con las condiciones

iniciales x (0)
—

(0.3. 0.1) y en la figura 6.4 se exhibe el resultado de la simulación del sistema

(6.3) aplicando el control de alta variación con el valor de los siguientes parámetros l — lm,

g
= 9.8m/s2, m = 0.27fco, h = 0.01, K - 10 usando el método de integración de Runge-Kutta

con un tamaño de paso de 0.001
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Figura 6.3: Respuesta dd sistema infinitesimal del péndulo simple (caso no lineal)
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Figiua 6.4: Control de alta variación aplicado al péndulo simple (caso no lineal)
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Es posible otra selección de funciones af para construir la ley de conmutación. Por ejemplo
si tomamos cn = —j*

-

j¿ii, ao
= —

f^sen(ii)
-

j|x2 generaremos d control de variación

aplicable al si-tema (6.3). Leus rotdtados dc la simuladán sc exhiben cn la figura 6.5 con los

mismos valores dc kk> parámetros.

3 'aaaaB^—
—

Ir
a as ■ 23 3

a-

a aü 2 2S 3

Figura 6.5: Control de alta variación aplicado al péndulo simple (caso no lineal)

Para cl modelo lineal dd pendido simple realizamos un procedimiento análogo al ca-o no
lineal. La repre.-entación en coordenadas locales del sistema infinitesimal correspondiente al
modelo (6.4) esta dado por las expresiones:

ii(í) = x2(í)+fciai(x(i))

x2 (í) = fcixi + fc2a0 (x (í)) (6.7)

Para la superficie s (x) = xi -I- x2, el diseño del control resultante es ai =
—

xi, ao =

í 1 -

j-H Xi
—

¿x2
-

K\\x\\sign (s). En la figura (6.6) .-e muestra el residtado de la simulación

del sistema (6.4) con los mismos valores de los parámetros que en el caso no lineal.
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Figura 6.6: Control dc alta variación aplicado al péndulo simple (caso lineal)

6.3. Péndulo Invertido Controlado por un Motor de

CD.

Descripción del Sistema

Cornúdcrc d pendido invertido controlado por im motor dc armadura de cd. tal como

se ilustra en la figura 6.7. Es obvio que este sistema comparte las mismas características

geométricas que el péndulo simple, la diferencia radica en incluir la dinámica del actuador

que en este caso es el motor eléctrico. Este sistema es ampliamente usado en la literatura

especializada [14". [15]. para poner a prueba diversas leyes de control. Una de las molivadónes

de elegir este sistema, es porque permite comparar de manera directa la respuesta entre el

modelo lineal y el no lineal bajo la acción de control.

Modelo Dinámico

Consideraremos que el momento de inercia del motor es despreciable comparado con el

momento de inercia del péndulo.
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v*=*.o>.

Circuito de Armadura

Figura 6.7: Sistema péndulo invertido controlado por motor de cd.

El torque del motor de cd. esta dado por:

El torque aplicado al péndulo es:

Tm —

"m'

Tp
= 10rm = 10Kmi

Del drcuito de armadura tendremos aplicando las leyes de Kirchhoff:

v = Li + Ri + 10Kbd

La cinemática del péndulo puede ser descrita por la ecuación:

tp
= —l2m() + ImqscnO

Introduciendo las variables de estado x = (xi,x2,X3) = (d, 6, ij obtendremos la repre

sentación del sistema en el espacio de estado:

Xl

■i'2

•'-"3

X2

fsenxi + *-f£fx3 ¡ + I 0 \u
10Kh

'

R

(6.8)

Xl

Haciendo: Ki = \,K2 = ^¿j^, K3 = —^L. K4 =
—

■£ ,K5 — ■£, en términos de estas nuevas

constantes el sistema (6.8) lo podemos expresar como:

Xl

±2

X3

X2 \ / 0

Kisrnxi + l\2:i:3 + I 0 \ u

K3x.2 + h\r.z / V Kh

(6.9)

Xl

81



Los puntos de equilibrio de este sistema son: x" = xe = {(0, 0) , (ir, 0)}. Aplicando el proceso

de linealizadón alrededor del punto de equilibrio x" = 0, u* = 0 obtenemos el modelo lineal

del sistema:

¿i\ /O 1 0\/xi\ / 0 \

±2 = Ki 0 K2 x2 + 0 \u (6.10)
x3 / \ 0 K3 A4 / \ x3 / \KS J

y
=

*i

La matriz de controlabilidad para el sistema (6.9) sistema esta dada por:

/ 0 0 K2K5

C2 - [g [/, g] [/,[/,<?]]] = 0 -K2K5 K2K4K5

\ A5 -K4K5 K2K3K5 + K2K5

Observamos que rank (C2) = 3 y la distribución {g, adfg, ad^g} es involutiva. Entonces es

posible encontrar un difeomorfismo que transforme al sistema (6.9) a la forma normal. El

difeomorfismo esta dado por:

/*i(x)\ / -Mx) \ i /
Z = $(X)= -j»2(X) = l,mx) \=inr\ X2 1 (6n)

V $3 (x) / V ¿,S»2 (x) I
H2ÍÍ5

\ Kisenxi + K2x3

Aplicando (6.11) al sistema (6.9) obtenemos el sistema transformado:

Z2

z3

(Kicos (K2K5zi) + K2K3) z2 + K4z3 -

$¡£sen (K2K5zi)

Finalmente, la transformación de la ley de control:

u = v- ((Kicos (K2K5zi) + K2K3) z, + K4z3 - ^J^sen (K2Kzzx)\ (6.12)

Proporciona la siguiente representación:

íi \ / z2 \

(6.13)

con la siguiente relación entre los sistemas de coordenadas:

Xl
= fc2fc5-Zl

X2
= fc2fc5¿2

k

x3
= hz3 - -¿-senfahzi)

k2
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Los puntos de equilibrio de este sistema son: x" = x,. = {(0,0) , (ir, 0)}. Aplicando el proceso
de linealización alrededor dd punto de equilibrio x* = 0, u* = 0 obtenemos el modelo lineal

del sistema:

(x2 ] = [ A'i 0 tf3 ] [ xa ] + [ 0 j u (6.10)
x3 / \ 0 K3 K< ) \x3 / V A's /

il =
*i

La matriz de controlabilidad para d sistema (6.9) sistema esta dada por:

0 0 K2KS

Cí = [»[/, o] [/-[/, 5]]] = | 0 -A'2A5 K2K4K5

¿4Ks —K4K5 K2K3Ks + K4Ks )
Observamos que rank (C2) = 3 y la distribución {o, adfg. ad^g} es involutiva. Entonces es

posible encontrar un difeomorfismo que transforme al sistema (6.9) a la forma normal. El

difeomorfismo esta dado por:

/Mx)\ / *i

Mx) =

\ L,i
\*3(x)J \Lfi

« = *(X)= m*) = l,Mx) \=-¡nr\ X2 I í6-11)

V *3 (x) ) V ¿/*2W 1
2 5

V Kisenxx

Aplicando (6.11) al sistema (6.9) obtenemos d sistema transformado:

V ¿3 / \ (Kicos (K^szi) + K2KZ) z2 + K4zz -

$¡%sen (K2K5Zl) ) \ 1 )
Finalmente, la transformación de la ley de control:

u = v
- ((KlCos (K2K5Zl) + K2K3) z* + K4z3 -

J^sen (A'2tf5zi) ) (6.12)

Proporciona la siguiente representación:

■i\ l z2 \

(6.13)

con la siguiente relación entre los sistemas de coordenadas:"o

Xl
= fc2fc52l

X2
= fc2A%22

x3
= k$z3

- -¿-sen (k2k3zi)
*"2
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Figura 6.8: Control dc alta variación aplicado al péndulo invertido con motor (caso lineal)
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Figiua 6.9: Control de alta variación aplicado al péndulo invertido con motor (caso no lineal)
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6.4. Robot Manipulador con unión flexible

Descripción del Sistema

Una de las hipótesis básicas en el modelado de manipuladores robóticos es suponer que
las uniones de los diferentes eslabones son rígidas. Sin embargo, muchos mecanismos son

diseñados pensando en proporcionarles cierta flexibilidad en las uniones, tal como sucede

cn manipuladores espádales y manas artificiales articuladas para aplicaciones diversas. En

la actualidad, existen numerosos trabajos de investigación para diseñar controladores para

robots manipuladores subactuados con uniones flexibles [16].

Modelo Dinámico

Sean 0\, . . .

, 02 los desplazamientos angulares de los n eslabones del manipidador. Definien

do el vector qt como:

di
= (6i,...,dn)

y sea:

«Ja
= (

~ ^m*. :■■-, Om» )

el vector de desplazamientos angulares medidos desde eje de los motores (tomados de la

uniones que están antes de los engranes). Entonces la diferencia (qx
—

q2) es el vector de

las deflexiones elásticas. Despreciando la energía cinética de los rotores, tendremos que la

fundón Lagrangiana del sistema esta dada por:

C = A(q.q)-V(q)

=

^M(q1)cíl + -(i2Jch-rP(q1) + ^(q1-q3)TK(q1-q2) (06)

donde P (qj es la matriz de energía potencial elástica, J es la matriz diagonal de inercias de

los actuadores y K es la matriz diagonal de constantes de rigidez de las uniones. Aplicando
las ecuadones de Lagrange (4.9) a la función (6.16) obtendremos las ecuaciones generales que
describen la dinámica de un manipulador con uniones flexibles:

MíqR +Cfa^qjK +GfaJ +Ktq!,^) = 0

Jib-Kíqu-qa) = T (6.17)

Consideraremos d caso de un manipulador con un solo eslabón con unión elástica (figura

6.10) en el que se ha despreciado el amortiguamiento viscoso. En este caso las ecuaciones
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(6.17) toman la forma:

Iq\ -I- mglsenqi +k(qi
—

q2) = 0

Jq2 + k(q2-qi) = u (6.18)

Resorte Torsional

Figura 6.10: Robot de un eslabón con unión flexible

Sean las variables de estado x = (xi,x2,X3,x4) = (<Ji,<?i,<72-<Í2). La representación en el

espacio de estado del sistema (6.18) esta dada por:

7 0=1
~

x*)

La matriz de controlabilidad para este sistema es:

x2 \ / ° \
-zfsenxi

-

| (xi
-

x3)
x4

k

+
0

o
(6.19)

[9,ardfg,acPfg,adPfg] =

Observamos que para este sistema: rank [g, adfg, ad^g, a^g] — 4, siempre que k > 0, I, J <

oo y la distribución {o, adfg, ad^g} es involutiva. El siguiente difeomorfismo:

4(x) =

*i (x) \

*s(x)

*4(X)/

Xi

X2

\

-j^-senxi
—

j (xi
-

X3)

:-y^COSXiX2 —

j (x2
—

X4) /

(6.20)

86



y la ley de control:

n =• — (i--u(x))

, v
mol .

,
/ -> mgl . . fc\ fc . . /fc fc mj/ ,

. \
a (x) =

-j-scn (xi)
I x2 +—eos (xj +

- 1 +
y (xx

-

X3) I
y
+ - + —COS (Xi) I

transforman el sistema (6.19) a la forma canónica de Brunovski:

2/i
=

V2

m
=

1/3

3/3
=

2/4

2/4
= v

La relación entre el cambio de cordenadas esta dado por:

xi =

2/i

x2 =
y2

(6.21)

7 / mgl . ,\
2:3

=

2/i + r I 2/3 +—sen (yi) I

x4 =
2/2 + t (y4 + -y-cos(r/i)j/2J

Estrategia de Control

Sean Qo, ai funciones definidas sobre la variedaM = R4. Considere el control de variación:

Para fc = 0, t € [0, h]

'

("o (Yo) + «i (Yo) />•-> si 0 < /. < h/2
«r(yo.*) = ( ao (y0) -

<*! (yo) M. sih/2<t<h

Para fc = n í£ [n/i, (n -f l)/i]:

am/ < M , M_
íoo(y(nfc))-r-ai(y(nA))/fc, si n/i < í < (2n + 1) fe/2

uh (y(nh),t
"V-\My{nh))_aiiy{nh))IK si&±niL<t<in+l)h

El bracket de Lie obtenido a partir de los campos vectores asociados al sistema (6.21) es:

0\

adgf = [g, f] = | j

0/
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donde claramente aa*f = 0 Vfc > 2. Aplicando la formula de Campbell Baker HausdoríT

propordona una expresión para el estado resultante y (h) con y (0) = 0 de la forma y (h) =

■?i\° (yo)Para e** sistema (6.21) con la ley de control uj™ con condiciones iniciales y (0) = y0

de la forma y(/i) = gj¡° (y0) donde / — . «vf° (p) denota la curva integral a través de p para el

campo vector suave sobre R4 \ 5 definido como:

(f° (y) = /(y) + a0 (y0) g (y) + «i (y0) adgf (y)

El sistema infinitesimal correspondiente a la inclusión diferencial y <E Fa (y) esta dado por

la expresión:

y
= /(y) + «¡i (y) adgf(y) + aos(y) (6.22)

En coordenadas locales el sistema (6.22) lo podemos expresar como:

m) í°
i 0 o\

in
-

° 0 1 0

in
"

° 0 0 1

2/4 ) \o 0 0 0/

+ qi (y) + «o(y) (6.23)

La decdón dd control ao (y) = -Ky4, ai (y) =
- Y*=1 i7¡y¿, con K. t)¡ > 0, Vi 6 {1,2.3}

permitirá estabilizar el sistema infinitesimal (6.23) en d pimto de equilibrio y* = 0. Los

resultados de la simulación al aplicar d control de alta variación u^" al sistema (6.19) se

muestran en la figura 6.11 para los siguientes valores de la planta: l = lfco, fc = lONm/rad,
I = lfcom2, J = lkgm2, con las condiciones iniciales x = (0.7853,0,0.7504.0), con un valor

de h = 0.05, usando el método de integración de Runge Kutta con un tamaño de paso de

0.001.
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Figura 6.11: Estabilización dd brazo robótico con unión flexible

6.5. Sistema Carro Péndulo Invertido

Descripción del Sistema

Considere cl problema dc balancear im pendido invertido montado sobre un carro. Para

este sistemamecánico subactuado d objetivo dd control esmantener verticalmente el péndulo

invertido por medio de la aplicación de una fuerza horizontal sobre el carro. El espacio de

configuración para este sistema, esta determinado por la variedad Q = R x S1, es decir la

cordenada de cualquier punto o = (x. 6) esta en R x S1. El vector í x, 0) es un elemento del

espado tangencial TqM (figura 6.12).
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Figura 6.12: Sistema carro péndulo invertido, espado de configuración Q y espacio tangencial

TqQ

El Lagrangiano del sistema esta dado por la expresión:

C(q,Q) = \qTAI(q)q-V(q)
■£ (Qi 4) =

7: (M + m) 9i2 + mqidlcos (i72) + -ml2q22 —

mglcos (q2)

Expresado en forma matricial:

^«-Kt) ( «£& """S ) ( i ) <6m'

Aplicando las ecuaciones de Lagrange (4.9) a la ecuación (6.24) obtenemos las ecuaciones de

movimiento del sistema en la forma (4.14), es decir:

( M2i A/22 ) ( % ) + ( c£ S ) ( | ) + ( Gi )
=

( 0 ) (625)
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donde los elementos de la matriz de inercia, de Coriolis y gravitacionales están dados por:

Mu = M + m

Mi2 = micos (q2)

M2i = micos (q2)

M22 = ml2

Cu = 0

Ci2 = —misen (q2) tj**

C21 = 0

C22 = 0

Gi = 0

G2 = —mglsen (q2)

El espacio tangencial TqM para este sistema mecánico puede descomponerse dc manera única

[11] de la forma:

vq
= Horvq + Vervq, Vu, G TqQ (6.26)

De esta manera las componentes verticales y horizontales de vq
= (¿¡\, ó*--) están dadas por:

micos ((fr) &
Ver

Horv.

■*»-'«
= (</i +

M + m
■'

vq
—

Vervq
( rrúcos(q_2)q2 . \

=

{- M + m 'qV

(6.27)

(6.28)"" "' ?
M + m

La descomposición dd espacio tangencial, permite caracterizar la energía cinética del sistema

como:

K = -G(Vervq,Vervq) + -G(Horvq,Hm-q)

K = -(M + m) -ji + mq\8lcos (g2) + -ml q2
2 ¿

Los puntos de equilibrio para este sistema son aquellos que satisfacen la condición:qe =

{(gi,ífc) G Q\f(qe) = 0}, es decir q^ = {(0,0,0,0) , (0, tt.0,0)}. Aplicando el proceso de lin

ealización (3.3) a las ecuaciones (6.25) cn cl puuto dc operación q' = 0,u* = 0 y realizando la

asignación de variables de estado: x
= (xi,x2,x3,x4) = (<7i,<32,<?i,<?2) obtendremos el modelo

lineal del sistema:

¿1 \ /0 0 1 0 \ / xi \ ( 0 \
0 0 0 1

0 -2* 0 0

0 ÍM±pl£ 0 0/

x2

x3

x4 /

+
0

j_
M

\ ~MÍ /

U (6.29)
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El sistema Unealizado es controlable, ya que como puede verificarse:

dcl.(li Mi Á2li A3I.) =
M4/4

Sean fci = -■■?£, fc2 = -k, k3 = ^m^, fc4 = —

-jrr. La matriz de transformación

T =

/10 0 0 \

0 10 0

0 0 1 -£*

\ 0 0 0 fci /

permite llevar el sistema (6.29) a la siguiente forma regular:

donde: ai = j$, a2 = *¿-, 03 = fci -

*£*■■■•, a4 = fc3fc4, a4 = fc2.

(6.30)

(6.31)

Diseño del Control

Pormedio de control de alta variación u£m llevaremos los estados del sistema transformado

(6.31) al punto de equilibrio: ye = 0. Sean ao, ai funciones definidas sobre la variedad

M — R4 Considere el control de variación: Para fc = 0, í G [0, h]

<m(yo>í) = {
ao (y0) + "i (y0) IK si 0 < t < h/2

o¡o (y0)
-

«i (yo) IK sih/2<t<h

Para fc = n t G [n/i, (n + l)h]:

ushm(y(nh),t-nh) =nh\=
íao(y(n,

\<*o(y("
h)) + ai (y (nh)) ¡h, si nh < t < (2n + 1) h/2

h))
-

ax (y (nh)) /h, si &$& < t < (n + 1) h

El brackets de Lie obtenido a partir de los campos vectores asociados al sistema (6.31) es:

aia5 N

ad9f=\g,f]=\ a20fl5
0 /
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donde claramente adgf
= 0 Vfc > 2. Aplicando la formula de Campbell Baker Hausdorff

proporciona una expresión para el estado resultante y (h) con y (0) = 0 de la forma y (h) —

Oh" (yo) P81**1 d sistema (6.31) con la ley de control u£m con condiciones iniciales y (0) = y0
de la forma y(/t) = q*° (y0) donde í —> q*° (p) denota la curva integral a través de p para el
campo vector suave sobre R4 \ S definido como:

o*0 (y) - /(y) + qo (y0) g (y) + 01 (y0) adj (y)

El sistema infinitesimal correspondiente a la inclusión diferencial y G F" (y) esta dado por
la expresión:

y = /(y) + ax (y) adgf (y) + aog(y) (6.32)

En coordenadas locales el sistema (6.32) lo podemos expresar como:

¿fi =

2/3 + oi2/4 + aia5ai

i/2 =

a2y4 + aia5ai

2/2
=

«32/2

2/2
=

a4y2 + a5a0 (6.33)

Por medio de la técnica de control por bloques, se puede diseñar las superficies deslizantes

apropiadas para estabilizar cl sistema (6.33). Considere las superficies deslizantes: s-- =

2/4 + f^yi + ¿2/3 + 050-1 y s2 = 2/2 + ^2/3 donde r/i, rfc G R+, de esta manera, la elección del

control ao = -A"||i/|||si|,sion(si) y ax = -Qs2 permitirá estabilizar el sistema infinitesimal

(6.33). El resultado de la simidación se muestra en la figura (6.13) con las condiciones iniciales

y (0) = (0.1, 0.3, 0.1, 0.1). En la figura (6.14) se muestra d resultado de la simulación al aplicar
el control de alta variación al sistema (6.31) y en la figura (6.15) la respuesta sistema carro

péndulo invertido (6.29) con las condiciones iniciales x = (0.1,0.3,0.1.0.1) y los siguientes
valores de los parámetros h = 0.03, K — 3, Q = 20 usando el método de integración de

Runge Kutta con un tamaño de paso de 0.001.
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Figura 6.13: Repuesta del Sistema Infinitesimal del Sistema Carro Péndulo Invertido

Emotoyl

/ \^ .

v^—
0 05 1 15 2 25 3 35 « «5

Com/ot de Aí» VanecaV*

"I
' ' '

n> a , ,

15 2 25 3 3 5 A 45

Olimpo

Figura 6.14: Repuesta del sistema en forma regular
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Figura 6.15: Repuesta dd sistema cano péndulo invertido con Control dc alta variadón

Para el caso no lineal estamos sumamente interesados en el comportamiento del ángulo
dd péndulo, asi como de su vdoddad angular en cualquier instante de tiempo. Entonces bajo
este orden de ideas, adoptaremos para este fin el siguiente modelo no lineal del sistema carro

péndulo invertido cuvas variables de estado están sobre la variedad restringida M = S1 (ver

[17]):

C)-(
x2

9»en(xi) €múx_\aen(2x

^-2amicos*-(x1)

\ í ° \
i) I + I 2aeo»(x1) U

/ \ ^-2nmlco»2(xi) /
(6.34)

donde xi = 6, x2 = 9, a = 2, ^a y u es la fuerza horizontal aplicada al carro. Si elegimos
como control para u la expresión:

u =
_

3■j
— 2andcos2 (xi) y

— 2undcos2 (xi) gsen (xx)
-

amlx2sen (2xx)
«i,.,„„...t„.\

'

2acos(xi)
»/_••

2acos(xi) ■j
— 2arrdcos2 (xi)

(6.35)

transforma al sistema a la forma (5.4), con lo cual podemos aplicar todas las técnicas descritas

para este ejemplo. Los resultados de la simuladón se muestran d la figura (6.16) con los

mismos valores para los parámetros físicos utilizados para d caso lineal con condiciones

iniciales x (0) = (0.5. 0.1) y h = 0.05

95



"[
•

11.

*4 ■
•

■f p

•o n-, i i«, c .-■. 3 3» a av V

(>nm<i «» Ana Vananan

Figura tí. 16: Repuesta dd sistema carru péndulo invertido con control de alta variación (Ca^
no lineal)

6.6. Sistema Masa Resorte Péndulo Invertido

Descripción del Sistema

Eu esta secdón sv diseñara uu control para un sistema mecánico inestable muy repre

sentativo de la clase de los sistemas subactuados débilmente acoplados que son difíciles de

estabilizar. Considere el sistema mecánico subact nado, conformado una masa y un péndulo
invertido unidas por un resorte lineal, y otro no lineal tal como se muestra en la figura (6.17).
Se aplica una fuerza de control u a la masa rn-, y la única influencia que recibe el péndulo es a

través del resorte no lineal acoplado a el. Obsérvese que esta configuradón física provoca que

el péndulo sea inestable. El modelo que a continuación se presentará tiene la característica de

tener un pumo de equilibrio en el origen correspondiente .--i la posición del péndulo invertido

el cual no es linealmente controlable [18].
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Figura 6.17: Sistema masa resorte péndulo invertido

Modelo Dinámico

El resorte lineal obedece perfectamente la ley de Hooke / =
— fcidx y el resorte no Uneal

es caracterizado por la siguiente fuerza de deformación cúbica / == — fc2 (dx) ,
donde / es

la fuerza del resorte fci,fc2 > 0 son las constantes de Hooke y da: es la deformación de los

resortes. Sea x el desplazamiento de la masa mi y sea 8 el ángulo del péndulo con respecto a

la vertical, de tal manera que cuando x = 0 y 0 0 los resortes están relajados. La ecuación

de movimiento del sistema es:

fc2
8 = f4sen (8) + -^r (x - Isen (0))3 cos (8)

l m2l

fci fc2 /

x (x
mi mi

Isen (8)f +—
mi

Asumiendo que 6 es pequeño la ecuación (6.36)se convierte en:

8 = le +—,(x-l.8fcos(d)
l mf¡l

h k2 3 u

x = x (x
—

18) -\

mi mi mi

Cuando u = 0 el punto de equilibrio del sistema 6.37 satisface:

rr^gd + fc2 (x
- 18)3 = 0

fcix + fc2 (z
- Z0)3 = 0

(6.36)

(6.37)

(6.38)

Si l > nj^í existen tres puntos de equilibrio:
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i) X = O, 9 = O

i/»

Si / < ^* d único punto de equilibrio es i). Si / > ^* los puntos de equilibrio ii) y iii) son

estables y i) es inestable. Por medio dd siguiente cambio de variable:

/ k \1/3
r = I -^ 1 (x

-

IB) (6.39)
Vkm2/y

y transformación de ky de control:

(^H-iKféfH-^*3-^) <64o)

tendremos:

0 =

J0+Z3
£ = v (6.41)

Definiendo las variables de estado: xi = $, x2 = 8, x3 = z, x4 = i obtenemos la representación
en espado de estado dd sistema (6.37):

II
=

x2

ia =

J*l+*3
¿3 = X4

x4
= V (6.42)

donde x G S1 x K?. Obsérvese que d sistema (6.42) esta conformado por una concedan

en cascada de un subsistema lineal controlable (¿3 = X4,±4 = v) y un sistema inestable

(¿1 = x2_r = (g/l)x\ y el termino de acoplamiento xf. La linearización del sistema (6.42)
cerca del punto x = 0 tiene eigenvalores no controlables y por tanto no es exponencialmente
estabilizable usando únicamente un control suave [18]. Esto implica que d análisis del sistema

en su forma no lineal es necesario y para ello se diseñara un control de alta variación u^"

para llevar los estados al punto x
= 0.
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Estrategia de Control

Sean las funciones de variable real of^ definidas como of^ : R4 —

> R con p 6 {1,0}
expresadas explicitamente por a° i = mooao a° -.

=

m^ao, atoj
= —

mioa-i, a¿ x
= miofti y

considere el control de alta variación de memoria 2 definido por la ley de conmutación:

Para fc = 0, t € [0, h]

u,m
/„

t\ _
["«oo^o (xo) + mioai (xo) /h, si 0 < t < h/2

|mooa0 (xo)
-

mioai (x0) ¡h, si h/2 <t<h

Para fc = n I e [nh, (n + l)h]:

usm (x (nh) t-nh) = /mo°a° (x (n/l)) + mi°ai (x (nh^ /h> s[nh^t< (2n + l) hl2
h ^ { ;' '

\mooao(x(nfe))-mi0oi(x(n/i))//i, si *^±^ < t < (n + l)h

El bracket de Lie correspondiente a los campos vectores /, g para el sistema (6.42) esta dado

por:

adgf =

0 1 0 0 \ í°) /0 0 0 \

f 0 3x2 0 ° 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0/ W \ 0 0 0 /

x2

fXi + X%
x4

0

y para fc > 2 tendremos adgf
= 0. Aplicando la formula de Campbell Baker Hausdorff

obtenemos una expresión para el estado resultante x (h) para el sistema (6.42) con la ley de

control ?t™ con condiciones iniciales x (0) = Xo de la forma x(h) = (ff (x0) donde / —, í/f° (p)
denota la curva integral a través dc p para el campo vector suave sobre R4 \ S dcfiuido como:

(f° (x) = f(x) + ao (xo) g (x) + ai (xo) adgf ( x)

El sistema infinitesimal correspondiente a la inclusión diferencial x € Fa (x) en coordenadas

locales esta dado por la expresión:

Xl
=

2-2

¿2 = |ll + X¡

¿3 =

x4 + ai

¿4 =
00 (6.43)
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La dección dd control ao = -Qx4. Q 6 R+, Qi = $^=1 »**.. Ví € R+ permite llevar los

estados dd sistema (6.43) al punto de equilibrio x=0. Los resultados de la simuladón del

sistema infinitesimal (6.43)se muestran en la figura (6.18).En las figuras (6.19) y (6.20) se

exhiben los resultados de la simuladón dd sistema (6.42) asi como d comportamiento de las

variables físicas dd sistema (6.37) con la aplicadón dd control de variadón con los siguientes
valores g = 9.81m/s2, / = lm, mi = O.lkg, m2 = 0.2kg, fci = 500N/m, fc2 = lOOOAtym,
condidones iniciales x (0) = (0.1, 0, 0, 0), h — 0.03 usando d método de integradón de Runge-
Kutta con un tamaño de paso de 0.001.

0.15

0.05

-0.05

-0.1

Figura 6.18: Respuesta dd sistema infinitesimal masa resorte péndulo invertido
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Fi<rura G.19: Control dc alta variación
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Fi°ura 6.20: Control de alta variadón apUcado al sistema masa resorte péndulo invertido
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6.7 Sistema Balancín Pelota

Descripción del Sistema

El sistema balancín pelota es uno de los sistemas subactuados mas famosos para poner

a prueba la eficada de diversas leyes de control moderno. El sistema consiste en una barra

rotatoria sujeta en su centro con el eje de un motor y una pequeña pelota que rueda libremente

sobre la superficie de la barra. Por medio de la acción del torque se busca posicionar a la pelota
en un punto particular de la viga. Como se describirá mas adelante, el sistema balandn pelota

es un sistema no Uneal triangular en cascada. El espacio de configuración esta determinado

por d sector circular y su reflexión, donde cl eje dc las ordenadas proporciona el rayo de

simetría. En la figura 6.21 sc muestra la estructura dc cl sistema junto con su espacio de

configuración definido a través de la linea temporal t. El tamaño del sector circular va a

depender de los parámetros físicos del sistema y de la condición crítica de que la bola no

pierda el contacto con la viga. Denotemos con S al sector circular OPR quitando sus puntos

frontera, es decir S = OPR -

d(OPR). Considere el abierto U = R2 -

{0,0} f~l S y el

homeomorfismo é definido como:

é(xi,x2) = (r,tan~1(xi,x2))

donde:

r = yjx\ + x\

6 = tan'1—
X2

Entonces tendremos que el mapeo inverso 0_1 esta dado de manera natural por:

ó'1 (r, 8) = (rcos6,rsen8)

Sea z = (r. 0). La matriz Jacobiana dc la transformacióu:

dé
_

/ cosO senS \
~~

dz
~

\
—rsend rcosS )

es no singular para r t¿ 0
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*■ i

Figura 6.21: Sistema balancín pelota y espacio de configuración

Modelo Dinámico

En la deducción del modelo asumiremos las siguientes hipótesis:

1. La pelota no se desliza sobre la viga.

2.- Se desprecia la fuerza de fricción en el sistema.

3.- La pelota se asume homogénea y perfectamente esférica.

1. Las dinámicas son tales que la pelota nunca pierde contacto con la viga

Sea J el momento de inercia de la barra ahededor de su centro (pivote), JB el momento de

inercia de la pelota con respecto a su centro geométrico, R es el radio de la bola y m es su

masa. El Lagrangiano del sistema esta dado por la expresión:

C = l((J + JB + mr2) 82 + (m + J2¡\ r2)
-

mgrsenS (6.44)
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Aplicamos las ecuaciones de Euler Lagrange (4.9) en (6.44) con lo que obtenemos las ecua
ciones dinámicas del sistema:

í Tn + —

J r
- mrd2 + mgsenS — 0

{mr2 + .J+ .JB) '(} + 2mrr() + mgrcosü = r (6.45)

o en forma (4.11) donde:

M(q)=(m+% 2

° \
W

V 0 mr2 + J+JD)

C(gg)=( \ -mré)
\ mrd mrr )

G( \ — ( m9sen0 \
\ mqrcosO )

Definiendo las variables de estado: xi = r,x2 =

r, x3 = 8, x4 = 8
,
la constante paramétrica

B = j^^ni , y la transformación de la ley de control:

r = (mr + J + JB) u + 2mxiX2X4 + mgxiCosx3

obtendremos la siguiente realización de el sistema en el espacio de estado:

±i =
x2

±2 = Bxix\ —

Bgsenx3

x3
=

x4

x4 = u

y
= xi (6.46)

Donde x = (xi,X2,x3,x4) 6 R2 x (—ir¡2, ir¡2) x R. Obsérvese que para este sistema, la no

linealidad crítica esta representada por la fuerza centrifuga B-riX2 y la fuerza gravitacional

Bgsen (x3) las cuales determinan la velocidad y posición de la pelota soble la viga. La sigu
iente secuencia de derivadas de la salida y

= h (x) = xx del sistema nos dará el valor del

grado relativo del sistema:

y
= xi

y
= Lfh (x) = x2

y
= x2

= L2fh(x) — Bxxx\ -

Bgsen (x3)

y = Lfh (x) + LgL2h (x) = Bx2x\ -

Bgx4cos (x3) + 2Bx2x4u
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La señal de control u aparece en la tercer derivada de la saüda y
= h (x) entonces el grado

relativo del sistema es r = 3 excepto en la singularidad donde Xix4 = 0. Es claro entonces

que este sistema no tiene grado relativo bien definido en el punto singular del espacio de fase

anteriormente descrito y por tanto técnica de linealización por retroaUmentación uo apUca

para este sistema, ademas este sistema no satisface la condición de integrabilidad, la cual

requiere la involutividad de la distribución A (x) = span {g, adfg, adfg, adfg3}, ya que:

[g,a<ffg] =

No pertenece a la distribución. Si aplicamos el proceso de linealización por medio de la matriz

Jacobiana alrededor del punto de equilibrio x* = 0, u" — 0, el modelo lineal resultante del

sistema (6.46) esta dado por:

¿i =
i2

x2 = -Bgx3

x3
=

x4

x4 — u

y
=

xi (6.47)

Estrategia de Control

El caso lineal puede resolverse llevando la representación del sistema a la forma normal de

Brunovski y aplicar el control de variación tal como se hizo anteriormente; por lo tanto, solo

nos enfocaremos para el caso mas interesante, que es el no lineal. Considere las funciones af̂
definidas como a?j : R4 —> R con p € {1,0} expresadas cxpUcitamcntc por «fij = mooO'o

n-Jj = mooíio, «J.i —

-mio<Ti, «¿.i — "iio^i donde n-J- son funciones acotadas sobre

una vecindad compacta de xe y las funciones aj¡ tienden a cero conforme las trayectorias
o estados se acercan al punto Xe. Para estabilizar el sistema aplicaremos un control de alta

variación deslizante de memoria 2 definido por la ley de conmutación:

Para fc = 0, t € [0, h]

lh
< f\- ímooao (-Xo) + mi0£*i (xo) /h, si 0 < t < h/2

|mooao (xo)
-

miooi (x0) /h, si h/2 < t < h

Para k — n te [nh, (n + l)h]:
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fm(¡0ao(x(nh)) +mioai(x(nh))/h, sinh<t<(2n + l)h/2
«r (x (nh) , t

-

nh) -

| rfj<Mao (x {nh))
_

^^ (x {n/t)) jK s.^ < ¿ < (u + x) /t

Los brackets de Lie construidos a partir de los campos vectores /, g del sistema (6.46) se

exhiben a continuadón:

adgf =

/ 0 1 0 0

Bx\ 0 —Bgcosx3 2Bxix4

0

0

1

o

0
1

/ 0 0 0 0 \

0 íoooo
0 oooo

w \ 0 0 0 0
;

X2 \
Bxix\

-

Bgsenx3

x4

0

«4/ =

o o o o \
2Bx4 0 0 2Bxi

0 0 0 0

0 0 0

0
1

/O 0 0 0\ l
°

0 oooo I 2-BxiX4 —

Bgsenx3
0 oooo \ 1

W \ 0 0 0 o
t V 0

Fl último bracket de Lie es constante y en consecuencia ad^ — 0 Vfc > 3. ApUcando la

formula de Campbell Raker Hausdorff obtenemos una expresión para el estado resultante

x (h) para el sistema (6.46) con la ley de control u^"1 con condidones iniciales x (0)
= Xo, de

la forma x(h) — qj? (xo) donde t —, qf° (p) denota la curva integral a través de p para el

campo vector suave sobre R4 \ S definido como:

«T*» (x) = f(x) + a, (xo) adgf (x) + ■£o* (xo) g (x) + r"*» (0)

El sistema infinitesimal correspondiente a la indusión diferendal x e Fa (x) esta dado por

la expresión:

x = f(x) + o, (xo) adgf (x) + ^-adgf2 +ao(xo)g (x)

106



La expresión del sistema infinitesimal en coordenadas locales es:

Xl

¿2

X3

x4

X2 \

5xix2 - Bgsenx3

x4

0

+ ai

I

o N ( °

2Bxix4

1
+ «?

Bxi

0

o i \ °

+ O*o (6.48)

Para fines prácticos considere B = g
— 1. Si elegimos ao =

—

i^||x||s¿5n(x4) la dinámica del

sistema (6.48) se reduce a:

( xi \
x2

¿3

\i4 )

( *2 \
senx3

0
+ ai (6.49)

Obsérvese que la aparición del control a2 representa una dificultad para el diseño y elección

de ai- Tratando a x4 como un control virtual es posible estabiUzar asintóticamente el sistema

reducido:

Xi
—

x2

±2 = —sen (x3) + Xia\

x3 = ai

y derivar la ley de control para el sistema completo usando backstepping. En [19] se propone
una ley de control anidada de saturación:

donde:

ai (x) = -o3 (y3 + o2 (y2 + ai (¡/i)))

yi
= -xi

- 2-r2 + x3

y2
=

-x2 + x3

J/3
=

x3

(6.50)

Oí (a) =
Mi s < -AU

s \s\ < Mi

Mi s > Mi

(6.51)

para i E {1. 2, 3}. Con M3, la magnitud de la expresión Xia\ en la dinámica reducida (6.49)

puede ser disminuida sobre cualquier conjunto compacto. En [20] ,por medio de la reducción

del nivel de saturación M3 puede ampUarse la región de atracción. El siguiente resultado [21]

proporciona las condiciones para que el punto de equiUbrio de (6.49) sea global asintótica

mente estable y local exponencialmente estable:

107



Teorema 18 El punto de equilibrio x = 0 del sistema (6.49) es global asintóticamente estable

y local exponencialmente estable por la ley de control:

ai

¡i(x) =

-o3 (X3)
~

M (x) o2

1

y/l+ X2 + X22

x3
—

x2

. H(x)
+ oi h-*1,-2*)} ^

\ t*(x) .)]

Si reemplazamos la fundón dc saturación (6.52) por la fundón tan
1 obtenemos la siguiente

versión suave:

cti (x) = -2y3
- ^ton-1 (^f) (6.53)

donde:

í =
2/2 20

. , H tan

p. (x) ir "'Uí/'io))
En la gráfica 6.22 se muestra la simulación de la respuesta del sistema infinitesimal con la

elecdón de control ao = —

A'||x||s¿gn(a;4) y ai como en (6.53) con las condiciones iniciales

x = (0.2, 0, 0,1745, 0). La gráfica 6.23 muestra la señal de control ai apUcada al sistema

infinitesimal (6.48) y finalmente cn la gráfica 6.2-1 cxldbc los resultados dc la simulación del

sistema balancín pelota (6.46) con h = 0.01, usando cl método dc integración dc Rungc Kutta

con un tamaño de paso de 0.001

-0.5

Figura 6.22: Respuesta del sistema infinitesimal balancín pelota
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Figura 6.21: Control dc alta variación aplicado al sistema balancín pelota

6.8. Pendubot

Descripción del Sistema

El pendubot, es un sistema subactuado conformado por dos eslabones rígidos unidos

por una articulación planar, en el cual uno de ellos es controlado por torque y el segundo
eslabón esta libre. Las coordenadas generalizadas necesarias para describir el movimiento del

sistema son el desplazamiento angular del primer y segundo eslabón qi y g2 respectivamente.

El espado de configuración del pendubot puede generarse cocientando el cuadrado I2 =

[0, 27r] x [0. 2tt| por medio dc la identificadón (.;;, 0) ~ (x, 1) para 0 < x < 2ir y (0, y) ~ (1, i¡)

para 0 < y < 2ir. El espacio cociente resultante I2/ ~ resulta homeomorfo S1 x §*(ver figura

6.25). Para los intervalos 0 < qi < 2ir, 0 < q¡ < 2ir, 0 < b < a, la siguiente función:

0 : [0,2tt] x [0,2ir]
—

. S1 x S1 C R3

é (qii 92) = ((o. + bcosqi) cosq2, (a + bcosqi) senq2, bsenqi)

proporciona el homeomorfismo correspondiente entre la variedad S1 x S1 y el Toro T.
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Figura 6.25: Sistema pendubot y espado de configuradón Q

Modelo Dinámico

Para la obtención del modelo dinámico se despreciaran las fuerzas de fricción. El La

grangiano del sistema pendubot esta dado por:

í<««-*ta«-VM-Í(*)T(£ £)(*)-S>* I***.)

donde:

i^n = mil2l+m2(l2 + l22 + 2lild2cos(i2) + Ii + l2

D12 =
m2 (l& + lilacosqz) + I2

D-a = m2/c2 + I2

hi = Icisenqi

h2 = hsenqi + l&sen («ji + q2)

ApUcando las ecuadones de Lagrange a la expresión (6.54) obtenemos las ecuaciones

dinámicas del sistema en la forma:
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M(q)q + C(q,q)q+G(q) = T

Con las matrices de inercia, de Coriolis y de gravedad dadas por:

-«-(2:2.)
<t -v

_
/ -2m2Ziic2g2sen<22 -m2Zi/c2i72*sen92 \V

m.2lilc2qisenq2 0

G(a) = ( Tnigla.cosqi + m2ghcosqi + m2glc2cos (qi -r- «72) \

\ m2glc2cos (qi + q2) )

"(?)
Sean xi = -ji, x2 = q2, x3

=

qi, x4 = tj---, t = u. La representación en el espacio de estado

del sistema pendubot esta dado por:

x = f(x)+g(x)u(t)

con los campos vectores:

/

/(*) =

xz

x4

\

bi(^ + ^-Ci-Gi)
^{^^^-Ci-Gi)-^-^ ,

Las funciones Ci, Gi y bi están determinadas por las expresiones:

Ci = —2m2lilC2X3x4senx2 — m2ZiZú2x2senx2

C2 — m2lil,_ax3senx2
n

S(x) =
0

hi

Sean a¿ los parámetros:

61 =

D11D2, -D\2

62 =

D12

D11D22 —

L>12

(ll
= mi'd + md-2 + h

a2 = m2/22 + 12

a3
= m2Zi/c2

a4 = miZci + m2Zi

05 = m2/c2

(6.55)
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La ünealizadón del sistema alrededor de los puntos de equilibrio: x* = (ir/2, 0, 0, 0),u* = 0

esta dada por:

A = g/w.
ax

'

o

o

(0204-1.1 -15)9

0102-0^

o

o

_ ____¡_________J¡_
Ol02— fl

fl(a-i(-al+n3)-a4(a2+a*i)) g(a*j(ai+°*i)) A
Q

\ 0102-a^ <ua2-ai; /

1 0\
o 1

o o

/ o

o

-22-

\

0102-05

z2x=£Z

B = g(x*) =

—■■-■■■■■,.
\ 0102-05 /

Obteniendo asi el modelo linealizado del pendubot:

/ 0 0 1 0 \
0 1

0 0

0 0

/xi\
¿2

¿3

\i4 )

0

o

(Q2fl4-Q.')Q5)fl

0102—05

0

o

03059

V

oifl2-aí

9(o*i(oi+03)-a4 (02+0.1)) 9(as(ai +"3))

a\a¿ o-j o\a¿ a_\

El modelo obtenido es un sistema controlable ya que

/ 0

0

_a____

V

(B AB A2B A3B)
9*4al

(a.ia2
- ol)4

Sean:

C31

(32

Ca

C42

m

m

(0204-0.105)9
*

a
—

0102—03

03059

Ol02—&__

9(05 (oi+Q3)-Q4 (O2+03))

aia2-al\

_
9(05(01+03))

O1O2-O3

-
"2

a_.a_,-ai

—02—Q.1

Q1O2—o:

La siguiente matriz de transformación Ti aplicada
al sistema (6.58):

(6.56)

(6.57)

Ol a2—fl*j

0102-0*5 /

(6.58)

Tx =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 -f?l%

0 0 0 V2

\

(6.59)
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Lo lleva a la siguiente forma regular y
= Áy + Bu:

0 0

0 0

Cíl
~

£41-71%
'

<32
~

C42-71-72
*

0

UlV2 C42-72 0

donde:

Á = TAT1

B = TB

La matriz de controlabilidad del sistema transformado es ahora:

0 cJ2 0 cu \
I n -„ n

C =

0 oa 0 C-24

0 0 í-33 0

c41 0 «"43 0 /

donde:

Cl2

cu

Qn

o¡a

=
rnrn

(6.60)

(6.61)

■Ti'fc (C31
~ C4i'7i"2~1) -

»/2 (C32 -

(42-7i'/2 ') + Vi'te (Cu-Vi
~

Qít)

-V2

-V2 (C4l"l
-

C42)

C33
=

»7i*72 (Cu
- C4ii7ii72"1) -

"2 (C32
~ C42771-72"1)

C41 = ¿2*

C42 =

1\2

(43
= '/itai-Ti -C12)

Al sistema (6.60) le apUcamos la trausfoniiadón T2 = CW donde C es la matriz de contro

labilidad del sistema (6.60) y W es la matriz:

( "l(i,V) M ((,//) k-3(c,,v) 1 \
«2Ú.-7) «3(C.»7) ! 0

«3(C,n) 1 0 0

1 0 0 0/

W =

V

(6.62)

donde k¿ son los coefidentes del polinomio característico p(\) = |AI
mente el siguiente sistema:

1 0 0 \ (*\ (°\
0 1 0 22 0

0 0 1 z3
+

0

¿2 ¿3 ¿4 / V 24 I u /

Al, obteniendo final-

(6.63)
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Diseño del Controlador

Para este sistema aplicaremos el control variacional uj™ de memoria 2 dado por:

u*".
/

fx =
frnaoao (zo) + m10ai (zo) //», si 0 < t < h/2

|mooao (zo)
-

mi0ai (zo) ¡h, si h/2 <t<h

Para k^n .te [nh. (n + l)h]:

um íz (nh) t - nh) = (mooQo (Z (n/l)) + miottl (Z (n/l)) //l' Si "h
~
' < (2n + l) h/2

\mooao(z(nA))-mi0ai(z(nh))//i, si *22±^ < t < (n + 1) h

ApUcando la formula de Campbell Baker Hausdorff obtenemos una expresión para d estado

resultante z (h) para d sistema (6.63) cuya representadón esta en la forma canónica de

Brunovsky con la ley de control uj™ con condiciones iniciales z (0) = Zq de la forma z(/i) =

9j¡° (so) donde t
—► qf° (p) denota la curva integral a través de p para el campo vector suave

sobre R4 \ S definido como:

rf- (z) = /(«) + ai (io) od9/ (z) + ao (■) g (z) + r** (0)

El bracket de Lie asociado al sistema (6.63) es simplemente:

Odgf =

La expresión dd sistema infinitesimal en coordenadas locales esta dado por:

il \ í0 1 0 °\
¿2

-

0 0 1 0

¿3
_

0 0 0 1

¿4 ) Vo 0 0 0/

Z2

za
"i (z) + ao(z) (6.64)

La elección dd control ao (z) = —Ksign (z4), ai (z) =
— fciZi — k2z2 — k3z3 permitirá esta

bilizar d sistema infinitesimal (6.64) en el punto z* = 0. Los resultados de la simulación del

sistema pendubot en lazo cerrado se exhiben en la gráfica 6.26 con los siguientes parámetros

Zi = 0.27m, Z2 = 0.38m, Zci = 0.135m, Z^ = 0.2m, mi = 0.270kg, my**
= 0.340Ar5, bajo las

condiciones iniciales x = (—1.2, 0.175. 0, —0.4) con un valor de h = 0.062, usando d método

de integradón de Runge-Kutta con un tamaño de paso de 0.001
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Figura 6.26: Control dc alta variación apUcado al pendubot

116



Capítulo 7

Conclusiones

7.1. Conclusiones

En el desarrollo de este trabajo, se logró diseñar el control de alta variación para un es

pectro ampüo de sistemas mecánicos y electromecánicos, los cuales presentaron las siguientes
características frente al control:

1. El control de alta variación requiere que el campo vector controlado g sea constante.

Si no es el caso, se requiere aplicar una transformación del sistema para cumplir este

requerimiento. Un campo vector g no constante provoca que la ley de conmutación

cambie y con este efecto producir la no convergencia de los estados al punto de equiUbrio.
En el caso no Uneal, la obtención del sistema infinitesimal, asi como el proceso de

estabiUzarlo puede ser una tarea sumamente compleja por la aparición de controles en

forma polinomial. Por ejemplo para el sistema pendubot es posible que la forma normal

descrita en [22] nos permita resolver el caso no lineal. La manera de abordar el ámbito

no lineal es única para cada planta y requiere consideraciones muy especiales para el

control tal como se mostró en el caso del sistema balancín pelota.

2. Existe un compromiso entre la convergencia de los estados y el tamaño de paso h

seleccionado. Entre mas pequeño es el intervalo h mas parecida es la respuesta en el

régimen estable de la planta con su correspondiente sistema infinitesimal, sin embargo,
la magnitud del control puede incrementarse por mucho ya que como pudo verse la

cantidad h es un denominador.

3. Este tipo de control permite estabilizar sistemas usando variedades en las que los modos

deslizantes estándar fallan.En virtud de esta propiedad, la seleccción de la variedad

deslizante es mucho mas amplia.
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7.2. Trabajo Futuro

Como trabajo futuro se presentan los siguientes puntos:

1. Implementadón en tiempo real dd control en los sistemas dectromecánicos estudiados.

2. Proponer modificaciones de la técnica para realizar segumiento de trayectorias.

3. Investigar la capacidad del control para rechazar perturbaciones
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