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Resumen

En esta tesis se estudian las simetrias de norma de las teorias de gravedad de Lo-
velock n-dimensional en el formalismo de primer orden y gravedad f(R) con torsién
n-dimensional en el formalismo de Cartan, utilizando el reciproco del segundo teorema de
Noether.

Como resultado, en el caso de la gravedad de Lovelock, se obtienen las conocidas
invariancias bajo transformaciones locales de Lorentz y difeomorfismos. Ademds, en di-
mensiones impares, se obtienen las llamadas “traslaciones locales” con constante A # 0,
siempre y cuando cierta relacion entre los coeficientes de los términos de la Lagrangiana
de Lovelock se satisfaga. Aunque estos resultados ya eran conocidos, el presente enfoque es
conceptualmente mas simple y claro. Adicionalmente, se demuestra que existe una nueva
simetria de norma cuando se cumple la relacion entre los coeficientes mencionada previa-
mente, y que en este caso, el conjunto fundamental de simetrias de norma de la accién de
Lovelock se puede considerar compuesto por las transformaciones locales de Lorentz, las
traslaciones locales con A # 0 y la nueva simetria, convirtiéndose asi los difeomorfismos
en una simetria derivada. Se calcula el dlgebra de los conmutadores de este conjunto de
simetrias, obteniendo que es cerrado con funciones de estructura. Por otro lado, se obtiene
la invariancia bajo traslaciones locales con A = 0 del término més alto de la accién de
Lovelock de primer orden en dimensiones impares, asi como otra simetria nueva, analoga
a la que emerge en el caso de las traslaciones locales con A # 0, por lo tanto, el conjunto
fundamental de simetrias de norma de la accién que consta de este Unico término esta
constituido por las transformaciones de Poincaré, junto con la nueva simetria, de mane-
ra que nuevamente los difeomorfismos se pueden considerar como una simetria derivada.
También se muestra que el dlgebra de los conmutadores de este conjunto se cierra con
funciones de estructura.

Para gravedad f(R) con torsién, se obtiene la invariancia bajo transformaciones locales
de Lorentz y difeomorfismos. Ademads, se obtiene una nueva simetria de esta teoria, que es
una extension para gravedad f(R) con torsién de las traslaciones locales tridimensionales
de la relatividad general. Se muestra que esta simetria interna de norma junto con las
transformaciones locales de Lorentz describen por completo la libertad de norma de la
gravedad f(R) con torsién, y asi los difeomorfismos se convierten en una simetria derivada
también en este contexto. Finalmente, se obtiene una nueva simetria de gravedad f(R)
con torsién, para f(R) = ¢R™2, la cual es un tipo de simetria conforme.
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Abstract

In this thesis, using the converse of Noether’s second theorem, the gauge symmetries
of n-dimensional Lovelock gravity and of n-dimensional f(R) gravity with torsion in the
first-order (Cartan) formalism are studied.

As a result, the well-known invariances of Lovelock action under local Lorentz trans-
formations and diffeomorphisms are obtained. Furthermore, in odd dimensions, the inva-
riance of the Lovelock action under the so-called “local translations” with a non-vanishing
constant A is obtained too, as long as a certain relationship between the coefficients of
the terms of the Lovelock Lagrangian is satisfied. Although these results were already
known, the present approach is conceptually simpler and clearer than the previous ones.
Additionally, it is shown that there is a new gauge symmetry of the Lovelock action
when the aforementioned relationship between the coefficients is fulfilled, and that in this
case, the fundamental set of gauge symmetries of the Lovelock action can be conside-
red as composed by local SO(n — 1,1) or SO(n) transformations, local translations with
A # 0 and the new symmetry, and thus, diffeomorphisms become a derived symmetry.
The commutator algebra of this set of gauge symmetries is computed, obtaining that it
closes with structure functions. On the other hand, we obtain the invariance under local
translations with A = 0 of the highest term of the Lovelock action in odd dimensions, as
well as another new symmetry, analogous to the one that emerges in the case of the local
translations with A # 0. Therefore, the fundamental set of symmetries of this single term
of the Lovelock action is constituted by the Poincaré transformations, together with the
new symmetry, so that, diffeomorphisms can be regarded as a derived symmetry again.
It is also shown that the commutator algebra of this set of gauge symmetries is closed
with structure functions. For f(R) gravity with torsion, we obtain the invariance under
local SO(n — 1,1) or SO(n) transformations and diffeomorphisms of the f(R) action.
Furthermore, a new gauge symmetry of this theory is obtained, which is an extension for
f(R) gravity with torsion of the three-dimensional local translations of general relativity.
It is shown that this internal gauge symmetry together with the local SO(n — 1,1) or
SO(n) transformations completely describe the gauge freedom of f(R) gravity with tor-
sion, and thus diffeomorphisms become a derived symmetry also in this context. Finally,
a new symmetry for f(R) gravity with torsion is obtained, with the particular choice
f(R) = ¢R"/2, which is a type of conformal symmetry.

3
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Capitulo 1

Introduccion

En esta tesis se estudiaran las simetrias de norma de dos teorias que describen la
gravedad, que son la teoria de Lovelock n-dimensional en el formalismo de primer orden
y gravedad f(R) en el formalismo de Cartan, a través del reciproco del segundo teorema
de Noether. Con el objetivo de mantener este trabajo autocontenido, a continuacion se
presentan brevemente algunos conceptos fundamentales con los que el lector puede no
estar familiarizado, tales como las simetrias de norma y el reciproco del segundo teorema
de Noether.

En la actualidad, gran parte de las teorias fundamentales de la fisica son teorias
de norma, siendo algunos ejemplos la electrodindmica clésica [1], el modelo estandar de
particulas [2] y la relatividad general [3]. Una teorfa de norma es aquella en la cual
un sistema fisico se describe utilizando mas variables que sus grados de libertad fisicos,
llamados también observables [4, 5, 6].

Los observables de una teoria son las cantidades que uno puede medir en el laboratorio,
por ello, ser capaces de obtener los observables de una teoria de norma es de vital impor-
tancia. Sin embargo, debido a la presencia de variables adicionales, los observables de una
teoria de norma suelen ser dificiles de identificar por inspeccion. Para complicar atin mas
la situacion, en una teoria de norma jalgunas de las variables permanecen completamente
indeterminadas por las ecuaciones de movimiento!

La solucién completa a estos problemas la present6 Noether en su trabajo de 1918 [7, 8].
En este trabajo, Noether demuestra que por cada variable que permanece indeterminada
por las ecuaciones de movimiento de una teoria de norma, existe una relacién entre las
derivadas variacionales de la accién', a estas relaciones se les denomina “identidades de
Noether” (ver [5, 6] para derivaciones mas modernas de este resultado). El reciproco del
segundo teorema de Noether establece que la existencia de m identidades de Noether
en una teoria implica que esta posee una simetria de norma m-paramétrica, es decir,
una transformacién de las variables de la teoria, que depende de m funciones arbitrarias,
también llamadas parametros de norma, y que deja la accién cuasi-invariante, es decir,
invariante salvo un término de frontera. La presencia de cada una de funciones arbitrarias

IEn esta tesis, las teorfas fisicas en consideracién se obtienen a través de un principio variacional
aplicado a una accién.
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equivale a la indeterminacién de una de las variables de la teoria. Los observables fisicos
se identifican como las cantidades que permanecen invariantes bajo las transformaciones
de norma de la teoria. Los observables definidos de esta forma se denominan locales, ya
es estan definidos en cada punto de una solucién fisica?. En resumen, ademés de permitir
la determinacion de los observables de la teoria, el reciproco del segundo teorema de
Noether brinda un método sistematico para obtener sus simetrias de norma, a través de
la construccién de identidades de Noether.

A continuacion se presentan dos ejemplos que ilustran la aplicacion del reciproco del
segundo teorema de Noether a sistemas mecanicos con simetrias de norma.

Particula no-relativista en una dimension.

Considere una particula no-relativista moviéndose en una dimension z, sujeta a un
potencial V' (z). Este sistema puede ser descrito mediante la accién

Slz 1] = / (m—“"fg - V(x)i) i, (1.1)

con m > 0 una constante, i := dx/dr, t := dt/dr y V() una funcién diferenciable de
x. Notese que el tiempo Newtoniano ¢ se ha incorporado en la accion como variable de
configuracion y 7 es el parametro con respecto al cual evolucionan x y t.

Calculando la variacién de (1.1) se obtiene:

0S = / (Eréx + &0t + ?) dr, (1.2)
T

donde las derivadas variacionales &, y &; son:

) d (mz L
0S d [(maz? 1N

con V'(x) := dV/dz, y el término de frontera esta dado por df/dr, con:

ma ma?

Definiendo f = mi/t, las derivadas variacionales de la accién (1.1) se pueden reescribir
como:

E=—f—V'(2)i, (1.5a)

g =1 f+V'(x)i. (1.5b)

m

2La definicién de observables en una teorfa relativista requiere tomar en cuenta la naturaleza e inter-
acciones gravitacionales de los cuerpos que definen un sistema de referencia [9].

Simetrias de norma en teorias de gravedad Rodrigo Humberto Romero Aguilar
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Despejando f de (1.5a) y sustituyendo el resultado en (1.5b) se llega a la identidad de
Noether:

f

m

Multiplicando esta expresion por el pardmetro de norma ¢, se obtiene la identidad off-shell:

f
& p—c +& e =0, (1.7)
\6/-/ et

de la cual se leen las transformaciones infinitesimales:

_J
0. =--c (1.8a)

0.t =¢. (1.8b)

Esta simetria de norma se identifica como la “invariancia bajo reparametrizaciones de 7.
Particula libre en el espacio de Minkowski.
Considere la accién que describe tanto una particula masiva (m > 0), como una sin
masa (m = 0), moviéndose en el espacio de Minkowski:

Slat, A\ = / (—ab“dvu - m202)\) dr, (1.9)
o \4A
donde c es la velocidad de la luz y los indices pu, v, ..., se suben y bajan con la métrica

() = diag(—1,1,1,1).
Calculando la variacién de la accién (1.9) se obtiene:

5S = / (5;51: +EN + ?) dr, (1.10)
T

donde las derivadas variacionales £, y &, son:

1
e 08

b= = oy (1.11a)
08 1
Ex =5 —ﬁw% —m2é, (1.11b)
y el término de frontera estd dado por df/dr, con:
L
0 :ﬁxudl‘ . (1.11c)

En este caso, no existe relacion algebraica entre las derivadas variacionales (1.11a) y
(1.11b). Sin embargo, derivado &, con respecto al pardmetro 7 se obtiene:
1

E\= —oxa i (1.12)

Rodrigo Humberto Romero Aguilar Simetrias de norma en teorias de gravedad
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que se puede reescribir como la identidad de Noether:
%& — & =0. (1.13)

Multiplicando por el pardmetro de norma « y manipulado el resultado se obtiene la
expresion off-shell:

1. . d
ELQ :ozx“ +& 604 - (Exa) =0, (1.14)
aTh aA
de la cual se lee la simetria de norma:
"
Jo :%Oz, (1.15a)
OaX =0, (1.15b)

que se identifica como la invariancia de la accion bajo reparametrizaciones, debido a la
arbitrariedad del parametro de norma a.

La diferencia fundamental entre los ejemplos recién presentados radica en la forma en
la que estén relacionadas las derivadas variacionales de cada accién. Para la accién (1.1), la
identidad de Noether obtenida es algebraica, mientras que para la accién (1.9), la identidad
de Noether obtenida involucra la diferenciacion de una de las derivadas variacionales.
Como se verd mas adelante, esta estrategia suele rendir frutos también en teorias de
campo.

Las simetrias de norma juegan un papel fundamental en diversas areas de la fisica
moderna. Por ejemplo, en la electrodindmica clasica, la simetria de norma U(1) permi-
te reescribir las ecuaciones de Maxwell [1] de maneras convenientes, conocidas como “la
norma de Coulomb” y “la norma de Lorenz”, que facilitan enormemente la obtencién de
soluciones exactas. Por otro lado, las teorias de norma juegan también un papel funda-
mental en la construccién del modelo estandar de la fisica de particulas. Este modelo se
obtiene a través de la cuantizacién de una teoria de campo (de norma) cuyo grupo de si-
metria es SU(3) x SU(2) x U(1). Al cuantizar esta teoria, las variables adicionales (en este
caso campos) permiten construir campos cuanticos que se interpretan como las particulas
mediadoras de las interacciones fuerte (gluones) y electrodébil (fotones y bosones W= y
Z). Por ultimo, la teoria de norma por excelencia es posiblemente la relatividad general.
Debido a que las teorias que se analizan en esta tesis son generalizaciones de esta teoria,
a continuacién se presentan sus aspectos mas importantes y se muestra como aplicar el
reciproco del segundo teorema de Noether para obtener sus simetrias de norma.

Es bien sabido que el marco tedrico en el cual mejor se ha logrado encajar los fenémenos
gravitacionales es el de la relatividad general. En esta teoria, las interacciones gravita-
cionales son descritas como manifestaciones fisicas de la geometria del espacio-tiempo,
que se modela como una variedad diferenciable pseudo-riemanniana 4-dimensional M?*.
En la relatividad general, escrita en el formalismo métrico, toda la informacién acerca de
la geometria del espacio-tiempo estd codificada en el tensor métrico g = g dz" ® dz”

Simetrias de norma en teorias de gravedad Rodrigo Humberto Romero Aguilar
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(los indices pu, v, ... van de 0 a 3 y a lo largo de esta tesis se usa la convencién de suma
de Einstein), y las ecuaciones que determinan el comportamiento de este campo son las
ecuaciones Einstein [10]

1
R — §gw,7€ + Ag = 87GT,,, (1.16)

donde R,, = R’,, es el tensor de Ricci construido a partir del tensor de Riemann
RH, 0 de la conexién de Levi-Civita V (ver [11]), R = R,,g"" es el escalar de Ricci, A
es la constante cosmolégica, G es la constante de Newton y 7T}, es el tensor de energia-
momento que depende de los campos de materia presentes. El tensor de Einstein G,
se define como G, = R, — %gm,R. Para este ejemplo, se consideran las ecuaciones de
Einstein en ausencia de campos de materia, lo cual implica que T}, = 0. Las ecuaciones
de Einstein en el vacio se pueden obtener a través del principio variacional de minima
accion aplicado a la accién de Einstein-Hilbert (EH)

é%H:m/n(R—2MVCE&@ (1.17)
M4

donde x = (167G)™! y g es el determinante de la matriz de componentes del tensor
métrico g, .

Un célculo explicito de la variacion de la accién de EH, denotada por 6Sgy, conside-
rando el inverso de la métrica g"*(g""g,, = 0*,) como campo dindmico, lleva al siguiente
resultado:

0SEy = / Ewég“”d% + / V,ﬂ)"ﬂ—gd%, (1.18)
MA M4
donde
1
Ew = KV—g (RW — §Rg,w + Ag,w) , (1.19a)
v =k [V?(09°“Goo) — V& (6977)]. (1.19b)

Se observa de (1.18) que la variacién de la accién de EH consiste en dos términos. El
primero corresponde a las ecuaciones de campo de Einstein, como se puede ver en (1.19a),
mientras que el segundo es un término de frontera que depende del vector (1.19b), lo cual se
demuestra mediante el teorema de Stokes (ver por ejemplo en [10]), reescribiendo (1.19b)
como

V,vfn = / n,v” (ndn) =0, (1.20)
M oMA

con n = 1/41\/=gdz® A --- A dz? la forma de volumen cuatro dimensional y n, un campo
vectorial ortogonal a la frontera OM? (ver [11] para la convencién del producto interior
“J7). Ya que el término de frontera no es relevante para los resultados del presente trabajo,

Rodrigo Humberto Romero Aguilar Simetrias de norma en teorias de gravedad
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se considera que este es eliminado por algiin método apropiado para la situacién fisica
que se desee estudiar.?.

Calculando la derivada covariante V¥ de (1.19a) y utilizando la segunda identidad de
Bianchi (ver [11]) contraida dos veces, la cual es:

9" 97"V Rypolw = 0, (1.21)

se obtiene
VY&, =0. (1.22)
La ecuacién (1.22) es una relacién diferencial entre las derivadas variacionales &,,, es
decir, una identidad de Noether, y por lo tanto su existencia implica como lo establece el
reciproco del segundo teorema de Noether, que la accién de EH (1.17) posee una simetria
de norma asociada. Una manera de obtener esta simetria de norma es multiplicar la
identidad de Noether (1.22) por pardmetros de norma X" (z), que son funciones arbitrarias

de las coordenadas (de cualquier carta) de la variedad z*, y con algebra simple que
involucra el uso de las propiedades de V, reescribir el resultado como:

Eu VWX 4VH (—E,,X") =0, (1.23)
——
dx gt —u

de la cual se puede leer la simetria de norma dxg"” y la cantidad j,, a la cual se le
denomina en este contexto corriente de Noether

Sx g’ = VHXY), (1.24a)
Gu = Ew X" (1.24b)

En este punto, vale la pena destacar una propiedad de las teorias de norma, la cual es que
las corriente de Noether asociadas a sus simetrias de norma siempre son proporcionales
a las derivadas variacionales de su accién, y por tanto, es cero on-shell (igualando a cero
las derivadas variacionales).

Por otro lado, es ampliamente conocido que (1.24a) es un difeomorfismo infinitesimal
generado por el campo vectorial X := X#0,, con d, := 0/0z*, ya que se puede reescribir
como dxg"” = (Lxg~ )", donde Lx denota la derivada de Lie a lo largo del vector X
(ver [11]) y g7! := ¢""0,, ® 9, Esto ultimo implica que la accién (1.17) es invariante bajo
la familia uniparamétrica de difeomorfismos ¢, = exp (tX), i.e.,

Slg™| = Sl g™, (1.25)

donde “¢;” denota el pullback bajo el difeomorfismo ¢, (ver [11]). Por lo tanto, como
resultado de aplicar el reciproco del segundo teorema de Noether a la accién de EH (1.17)

3Existen varias formas de deshacerse del término de frontera, por ejemplo, considerar inicamente
variedades M?* sin frontera, o agregar a la accién (1.17) un término de frontera, conocido como el término
de Gibbons-Hawking-York, el cual cancela (1.20) y no contribuye a las ecuaciones de campo de Einstein.

Simetrias de norma en teorias de gravedad Rodrigo Humberto Romero Aguilar
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se obtiene la simetria bajo difeomorfismos de la misma. Este resultado ha llevado a al-
gunos a conjeturar que la simetria por excelencia de toda teoria gravitacional son los
difeomorfismos, sin embargo, esta creencia no es del todo precisa.

La invariancia bajo difeomorfismos de la relatividad general surge como consecuen-
cia del principio de covariancia general, el cual establece que: “Las leyes de la fisica se
escriben de la misma forma en todos los marcos de referencia”. Como consecuencia de
este principio, se tiene que toda teoria fisica fundamental es invariante bajo difeomor-
fismos [3], por lo tanto, los difeomorfismos no son una simetria especial de las teorias
gravitacionales. Mas aun, los difeomorfismos (infinitesimales) actian del mismo modo so-
bre cualquier campo (como una derivada de Lie), sin importar la naturaleza del campo.
Esto se contrapone fuertemente con otras teorias de norma, en las cuales la forma de las
transformaciones depende del campo sobre el cual actiian. Otro fuerte contraste entre los
difeomorfismos y otras simetrias de norma, por ejemplo las relevantes para la fisica de
particulas, es que estas tltimas se pueden obtener a través de promover simetrias globales
(con pardmetros constantes)[7, 8] a simetrias de norma y analizando las propiedades de
transformacién de los campos necesarias para mantener la accion invariante, agregando
nuevos campos (llamados campos de norma) en caso de ser necesario, esto no ocurre asi
con los difeomorfismos [12].

Adicionalmente, la simetria bajo difeomorfismos es uno de los principales obstaculos
para construir una teoria cuantica de la gravedad. Los métodos de cuantizacién conven-
cionales, usados por ejemplo para obtener el modelo estandar de particulas, hacen uso
de la invariancia bajo el grupo de Poincaré (global) de la teorfa. En particular, esta si-
metria es necesaria para definir la nociéon de energia y para la existencia de un operador
Hamiltoniano, distinto de cero, que genere una evolucién temporal unitaria del sistema.
Por otro lado, en la relatividad general se reemplaza la simetria de Poincaré global por
los difeomorfismos que, recordemos, son una simetria de norma, de modo que general-
mente, no hay nocién de energia ni operador Hamiltoniano, distinto de cero y unitario
en un teoria relativista general [3]. En otras formulaciones, como la gravedad cudntica de
Lazos (LQG), se ha logrado sobrepasar esta dificultad, sin embargo, esta teoria acarrea
sus propios problemas [3, 13] (ver [14] para una discusién critica de los logros y desafios
de LQG).

Un enfoque més conservador que LQG, que ha llevado a resultados positivos en la
cuantizacién de la relatividad general en tres dimensiones (3D) [15, 16], posee dos ingre-
dientes clave relacionados con la presente tesis: el primero de ellos consiste en el reemplazo
de la métrica g, como variable dindmica por un marco ortonormal de 1-formas, e’, y una
1-forma de conexién, w’;, del grupo de Lorentz. Con este procedimiento, se reemplaza
la accién de EH por la acciéon conocida como “accién de Palatini en 3D” o “accién de
Einstein-Cartan (EC) en 3D”. Una descripcion detallada de este formalismo se encuentra
en el apéndice A, sin embargo, por ahora se destacaran sus aspectos mas relevantes. El
marco ortonormal e’ es un conjunto de 1-formas, relacionado con el tensor métrico ¢ a
través de:

g=nie @e’, (1.26)
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donde los indices I, J, ..., en esta seccién van de 0 a 2, se suben y bajan con la métrica
de Lorentz n;; := diag[—1,1,1,1] y su inversa (de aqui que estos se denominan “indices
de Lorentz”). Por otro lado w’; es un campo (1-forma) independiente, que define una
derivada covariante V a través de la relaciéon:

wIJ(X) = 61 (VXa;) y (127)

donde X es un campo vectorial arbitrario y d; es el campo vectorial dual a ef, en el
sentido 9;Je’ = 67;. En estas variables, la accién de Palatini en 3D se escribe como:

Spal[e,w] = / Lpal = /‘i/ [EIJKR[J VAN eK — ZAU} s (128)
M3 M3

donde  es una constante relacionada con la constante de Newton, M? es una variedad
3D, €77k es un tensor completamente antisimétrico que cumple €yo = 1, R ; := dw!; +
wlg Awk ; es la 2-forma de curvatura de la conexién w’; (ver [11] para las convenciones
de la derivada exterior “d” y el producto exterior “A”) y n = (1/3)ersxe! Ael A el es
la forma de volumen 3-dimensional. A la 3-forma Lp, se le denomina “Lagrangiana de
Palatini en 3D”.

Calculando la variacién de (1.28) se obtiene:

(5Spal[e,w] = H/ 8] A 5€J + (C/'[J VAN (SQJIJ +d (E[JdeIJ A GK) , (129)

M

con las derivadas variacionales*
5[ = KE€IJK (RJK — Ae‘] A GK) N (130&)
g[] = KJE[JKDGK = RE€EJJK <d€K + LL)KL VAN eL) s (130}3)

(ver [11] y el apéndice A para la definicién general de la derivada exterior covariante
“D” asociada a la 1-forma de conexién w!”). Las ecuaciones de movimiento de la teorfa
se obtienen igualando (1.30) a cero y se puede demostrar que estas generan la misma
dindmica que las ecuaciones de movimiento de la accion de EH en 3D, con la notable
diferencia de que el sistema (1.30) es de primer orden, mientras que las ecuaciones de
movimiento de la accion de EH en 3D son de segundo orden. Es por esta razén que a
la eleccién de e! v w!; como variables de la teoria se le denomina también “formalismo
de primer orden”, sin embargo, cabe destacar que, como se vera en la secciéon 3, las
ecuaciones de movimiento de otras teorias gravitacionales pueden ser de orden superior,
atin utilizando como variables e! y w!’.

Por otro lado, la accién de Palatini (1.28) es por construccién cuasi-invariante bajo
difeomorfismos infinitesimales

Scel =Lcel, (1.31a)
Sew' =Lew! (1.31b)

4La derivada variacional de una accién S con respecto a una k-forma ¢, %, se puede identificar de la
siguiente expresién [ g—g A :=1im, 0 e 1(S[p + edp] — S[d)]).
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ya que estos generan una variacion en la accién (1.28) dada por 6 Spale,w] = [ M d(CJ Lpatatini)
ademas es invariante bajo trasformaciones locales de Lorentz

5.ef =11 sel (1.32a)
S;wl’ =— D7/, (1.32b)

es decir dp,Sle, w] = 0.

El segundo elemento que permite cuantizar la relatividad general en 3D, a partir de
la accion de Palatini, consiste precisamente en reformular el conjunto de simetrias de
norma de la teoria, originalmente formado por difeomorfismos y transformaciones locales
de Lorentz, reemplazando los difeomorfismos por otra simetria de norma conocida como
las “traslaciones locales”

sl =Dp, (1.33a)
Sw'? =2Aple], (1.33b)

notando que un difeomorfismo infinitesimal se puede reescribir como:

1
Loe" =Dp' — (pIw'y) ! — K pl&. (1.34a)
1
LW =20pl eV + D(plw') — ﬁGUKPJ €k, (1.34b)

es decir, un difeomorfismo infinitesimal se puede escribir como una combinacién lineal
de transformaciones locales de Lorentz, traslaciones locales y términos proporcionales a
las derivadas variacionales, que forman un transformacion trivial (ver [4] y el apéndice B
para una discusién acerca de las simetrias triviales), obteniendo de este modo un conjunto
fundamental de simetrias de norma conformado por transformaciones locales de Lorentz
y traslaciones locales.

En resumen, el cambio de la accién de EH en 3D, que es de segundo orden, por
la de Palatini en 3D, que es de primer orden, junto con la reformulaciéon del conjunto
de simetrias de norma de la acciéon de Palatini en 3D, dan como resultado una teoria
susceptible a una cuantizacién por métodos convencionales.

Por supuesto este no es el panorama completo y hay muchos otros elementos involu-
crados en la cuantizacién de gravedad 3D, sin embargo, este tltimo resultado demuestra
que la reformulacion del conjunto de simetrias de norma de una teoria puede conducir a
progresos en la cuantizacion de la gravedad. Para dicha tarea, el reciproco del segundo
teorema de Noether resulta una herramienta muy 1til. Una prueba de este hecho es [17],
en donde se aplica el reciproco del segundo teorema de Noether a la accién de Palatini
n-dimensional y a la accién de Holst®, tanto en vacio como acopladas a un campo escalar,
obteniendo una nueva simetria que es una generalizacion de las traslaciones locales 3D

5La accién de Holst es una accién para gravedad 4-dimensional escrita en el formalismo de primer
orden, que lleva a la misma dindmica que la accién de Palatini clasicamente. Sin embargo, sus versiones
cudnticas difieren de manera no trivial.
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14 CAPITULO 1. INTRODUCCION

(ver [15, 16]). Ademds de obtener la nueva simetria, en [17] se muestra que el conjunto
fundamental de simetrias de las acciones de Palatini en n dimensiones (n > 3) y de la
accion de Holst estda formado por las transformaciones locales de Lorentz junto con la
nueva simetria. Asi, los difeomorfismos pasan a ser una simetria derivada, que se puede
escribir como combinacién lineal de elementos de este conjunto (médulo términos propor-
cionales a las derivadas variacionales de la accién). Posteriormente, en [18] se extendieron
los resultados de [17] para considerar también el acoplamiento de las acciones estudiadas
previamente con campos de Yang-Mills y fermiones.

La presente tesis extiende el andlisis realizado en los trabajos [17, 18], a dos teorfas de
“sravedad modificada”, que son las teorias de gravedad de Lovelock n-dimensional en el
formalismo de primer orden y gravedad f(R) con torsiéon n-dimensional en el formalismo
de Cartan. Las teorias de gravedad modificada han tomado relevancia en las ultimas
décadas, ya que intentan explicar algunas observaciones cosmoldgicas y astrofisicas que
aparentemente no encajan en el marco teérico de la relatividad general, con o sin campos
de materia acoplados a ella, como pueden ser: la expansion acelerada del universo, la curvas
de rotacion de particulas que rodean las galaxias, la dinamica de grupos de galaxias, la
estructura a gran escala del universo, etc. [19, 20, 21].

La tesis estda organizada de la siguiente manera: en el Capitulo 2 se estudian las
simetrias de norma de la teoria de gravedad de Lovelock n-dimensional en el formalismo de
primer orden, por medio del reciproco del segundo teorema de Noether. Como resultados
principales se pueden destacar los siguientes: se obtiene que el conjunto de simetrias que
describe la libertad de norma de la gravedad de Lovelock n-dimensional en el formalismo de
primer orden dependen de la dimensién de la variedad diferenciable sobre la cual se define
la accién de Lovelock. Tanto en dimensiones pares como impares, se obtiene la conocida
invariancia bajo transformaciones locales de Lorentz y difeomorfismos. Sin embargo, solo
en dimensiones impares, se obtiene que las llamadas traslaciones locales con constante
A # 0 son simetria de la accién de Lovelock si y solo si se satisface una relacion entre
los coeficientes de los términos de la Lagrangiana de Lovelock. Cuando se cumple esta
relacién entre los coeficientes, es posible construir una identidad de Noether de la cual
emerge una nueva simetria de norma. En este caso, el conjunto fundamental de simetrias
de norma de la accion de Lovelock esta compuesto por la nueva simetria, las traslaciones
locales con A # 0 y las transformaciones locales de Lorentz, pudiéndose considerar asi los
difeomorfismos como una simetria derivada. Se calcula el algebra de los conmutadores de
este conjunto de simetrias, obteniendo que es cerrado con funciones de estructura. También
se obtiene la invariancia bajo traslaciones locales con A = 0 del término mas alto de la
accion de Lovelock de primer orden en dimensiones impares, asi como otra nueva simetria,
por lo tanto, el conjunto fundamental de simetrias de norma de la accién de Lovelock que
consta unicamente del término mas alto en dimensiones impares esta constituido por las
transformaciones de Poincaré junto con la nueva simetria, nuevamente considerdndose
los difeomorfismos como una simetria derivada. El dlgebra de los conmutadores de este
conjunto también se cierra con funciones de estructura. Los resultados de este andlisis
fueron reportados en [22].

Posteriormente, en el Capitulo 3, se estudian las simetrias de norma de gravedad f(R)
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con torsion n-dimensional en el formalismo de Cartan. En este capitulo se obtiene la in-
variancia bajo transformaciones locales de Lorentz y difeomorfismos de esta accién, a
través del reciproco del segundo teorema de Noether. Ademads se obtiene una extensién
de la simetria interna de norma reportada en [17]. Se muestra que los difeomorfismos
infinitesimales se pueden escribir como una combinacion lineal de dicha generalizacion,
transformaciones locales de Lorentz y términos proporcionales a las derivadas variacio-
nales de la accién f(R). Esto significa que esta nueva simetria de norma, junto con las
transformaciones locales de Lorentz describen por completo la libertad de norma de la
gravedad f(R) con torsién, y asi los difeomorfismos se convierten en una simetria deri-
vada en este contexto. Este capitulo cierra con la obtencion de otra nueva simetria: la
invariancia bajo reescalamientos del marco ortonormal, de la accién de gravedad f(R)
en donde f(R) = ¢R™?, mostrando asi que el reciproco del segundo teorema de Noether
aplicado a modelos particulares puede conducir a simetrias adicionales. Los resultados de
este andlisis fueron reportados en [23]

Finalmente, en el Capitulo 4 se dan los comentarios finales y las conclusiones obtenidas
del analisis de estas dos teorias de gravedad maés alla de relatividad general, asi como las
perspectivas de trabajo futuro en este tema.
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Capitulo 2

Gravedad de Lovelock

2.1. Introducciéon

La primera teoria que se estudiara en este trabajo es la teoria de gravedad de Lovelock
n-dimensional en el formalismo de primer orden. Esta teoria tiene sus origenes en el
trabajo de Lovelock [24], en el cual construye de manera explicita todos los tensores en n
dimensiones que comparten las siguientes caracteristicas con el tensor de Einstein:

= Son simétricos.
= Su divergencia es cero.
= Dependen tnicamente del tensor métrico y sus primeras dos derivadas.

Estas caracteristicas hacen que una combinaciéon lineal de estos tensores sea un buen
candidato para la ecuacion de movimiento del campo gravitacional en n dimensiones, ya
que, al no depender de derivadas de orden superior del tensor métrico, se evitan problemas
de causalidad, ademas de que la versiéon cuantica de la teoria estd libre de “fantasmas”
[25, 26, 27].

Lovelock demuestra en [24] que es posible obtener estos tensores a través del principio
de minima accion, aplicado a una accién actualmente denominada como accién de Love-
lock en la formulacién métrica. Un enfoque mas moderno para el estudio de la gravedad
de Lovelock, basado en el uso de formas diferenciales, es el llamado “formalismo de primer
orden”, en donde las variables dindmicas son un marco ortonormal de 1-formas del grupo
de Lorentz, ¢!, y una 1-forma de conexién valuada en el algebra del grupo de Lorentz,
wlst. A continuacién se introducirdn los aspectos de la teorfa necesarios para estudiar
sus simetrias desde el punto de vista del reciproco del segundo teorema de Noether. El
lector interesado puede consultar [25], para una revisién de la gravedad de Lovelock en el
formalismo de primer orden y su relacién con las formas de Chern-Simons.

Ver apéndice A para una descripcién més precisa de las variables del formalismo de primer orden.

17



18 CAPITULO 2. GRAVEDAD DE LOVELOCK

Escrita en el formalismo de primer orden, la acciéon de Lovelock es

Sn[e,w]:/ e, (2.1)

donde M" es una variedad diferenciable n-dimensional, con n > 3, a, son constantes
reales arbitrarias, [¢] denota la parte entera del nimero ¢y L? es la n-forma

_ I 1 Top—112 Iz I
Lﬁ—/‘6611[2...[2p71]2p]2p+1...]nR AN R PAEePTLA - Ne ", (22)

con k una constante cuyo valor y dimensiones dependen de n y que esta relacionada con
la constante de Newton G, e! es un marco ortonormal de 1-formas del grupo interno de
rotacién SO(o) donde SO(—1) := SO (1,n — 1) para variedades Lorentzianas (¢ = —1)
y SO(+1) := SO(n) para variedades euclidianas (o = +1). En el resto de esta tesis, el
término “grupo de Lorentz” se usa para referirse a ambos casos. R!; es la 2-forma de
curvatura de la 1-forma de conexién w’; valuada en el dlgebra de SO(0), (W!/ = —w’7),
definida como R’ = dw!’ + w! x A w’. Los indices Iy, ..., I, van desde 0 a (n — 1) y se
suben y bajan con la métrica (nr;) = diag (o, 1,...,1). Se asume que la variedad M™ es
orientable y que la forma de volumen viene dada por n = (1/n!)es,...;, et A+ Ael", donde
el tensor con indices del grupo de rotacién €j,...;, es totalmente antisimétrico y satisface
€lon = 1.

Note que p cuenta el niimero de factores de curvatura de cada término de la Lagran-
giana de Lovelock, por ejemplo, la acciéon de Lovelock en cinco dimensiones consta de los
siguientes términos

I I LI I: I I
Ssle, w] :Fa/ <a0611,,,15e A ANeP taren i R ANeP Net Ne®
MS
+a26[1[2[314[5R11]2 N R1314 VAN 615) . (23)

Cabe precisar que para cada eleccién de constantes a, se tiene una acciéon de Lovelock
distinta, sin embargo, en la literatura, a la familia completa de acciones se le denomina
como accién de Lovelock. También es importante notar que en dimensiones pares existe
un término en la Lagrangiana de Lovelock llamado término de Euler, y estd dado por

LZ = :‘1611[2...["71]an1[2 A -+ A RIn—1In (24)

Sin embargo, este término es “topolégico”, es decir, sus derivadas variacionales con res-
pecto a los campos dindmicos e/ y w!; son trivialmente cero, de modo que no propaga
grados de libertad fisicos y por lo tanto no juega ningun papel a nivel clasico. Ademés al
ser trivialmente cero, sus derivadas variacionales cumplen cualquier identidad de Noether,
por lo que desde el punto de vista del reciproco del segundo teorema de Noether, este
término también es irrelevante, por lo que no se tomara en cuenta para la deduccion de
las simetrias de norma analizadas en esta tesis.
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Calculando la variacién de (2.1) con respecto a los campos e! y w!’, se obtiene

53, — / (&1 ASe! + Ery AWt +d (015 A ow!)], (2.5)
donde
[(n—1)/2]
0S
&= 5ol = Z a,E7, (2.6a)
p:0
55 [(n—1)/2]
Ery = ST Z ap€ly, (2.6b)
[n/2]
Ory = Z a7, (2.6¢)
p=1
y a su vez

-1
5? - (_1>n at (TL - 2p> €Il515-Ioplapt1IopraIn

x RE2I3 A oo A Rlzplav+1 p plovsz A L o0 A e]", (2.7&)
—1
ELy=(=1)"""kp(n — 2D) €111314I3p 1 TopIap 1 Ips2-In
« R1314 A A R12p71[2p A D612p+1 A 612p+2 A A 61”’ (27b)
07, = (=1)" KPerss1stng 1 Iop Lo i1 I
< R1314 N R12p71[2p A 612p+1 A A eln’ (27(3)

es decir, £ y &7 son las derivadas variacionales con respecto a e! y w!”/, respectivamente,
y la (n — 2)-forma 6;; es el llamado “potencial simpléctico”.

Es importante destacar que la ecuaciéon de movimiento £; = 0 no implica que la
conexién w! ; sea libre de torsién como en el caso de relatividad general, sino una relacién
complicada que involucra potencias de la curvatura R’ ; y la derivada exterior covariante
del marco ortonormal Del. A pesar de que es claro que una solucién particular de esta
ecuacién es Del = 0, y que este sector de la teorfa es el mas ampliamente estudiado [28, 29],
existen también soluciones fuera de este sector (ver por ejemplo [30]). En esta tesis, debido
a que el andlisis de las simetrias de norma de una accién debe realizarse off-shell y sin
usar ninguna identidad adicional, se asume que tanto las derivadas variacionales, &y £;7,
como De! son distintas de cero en general.

Claramente, cada término [ L? es invariante de Lorentz, ya que L? es un producto
exterior de tensores de Lorentz y todos sus indices estan contraidos. Por otra parte, bajo un
difeomorfismo ¥ : M™ — M™, LP satisface V*LP (e,w) = LP (V*e, U*w), como toda teoria
escrita tensorialmente, es decir, cada término [ LP es invariante bajo transformaciones
locales de Lorentz y bajo difeomorfismos. Estas simetrias se pueden obtener a través del
reciproco del segundo teorema de Noether, como se hara a continuacion.
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20 CAPITULO 2. GRAVEDAD DE LOVELOCK

2.2. Invariancia bajo transformaciones locales de Lo-

rentz y difeomorfismos de la gravedad de Love-
lock

Dos simetrias de norma conocidas de la accién de Lovelock n-dimensional en el for-
malismo de primer orden son las transformaciones infinitesimales de Lorentz y los difeo-
morfismos infinitesimales, que actuando sobre el marco ortonormal e y la conexién w!;
son

Lorentz : d,el =71 ¢’ 6w’ = —D7l7, (2.8a)

Difeomorfismos :  ee! = Lee!,  Jew!’ = Lew!”, (2.8b)

donde L es la derivada de Lie a lo largo del campo vectorial £ = £y y tanto 717 (= —77/7)
como ¢! son pardmetros de norma. Para ver que (2.8) son simetrias de la accién de Lovelock
(2.1) basta calcular la variacién de esta bajo dichas transformaciones, obteniendo que es

invariante bajo transformaciones locales de Lorentz y cuasi-invariante bajo difeomorfismos
infinitesimales 2:

5,5, =0, (2.9a)
[n/2)

8¢S, = / dl &> aln|. (2.9b)
p=0

El reciproco del segundo teorema de Noether establece que estas simetrias de norma se
pueden obtener a partir de identidades diferenciales que relacionan las derivadas varia-
cionales de la accion &7, £, denominadas “identidades de Noether”. Esto se realizara a
continuacion.

Como se vio del ejemplo del Capitulo 1, la construccién de las identidades de Noether
de una teoria, suele requerir calcular la derivada covariante de las derivadas variacionales
de la accion. Como la accién de Lovelock esta escrita en formas diferenciales, valuadas
en representaciones del grupo de Lorentz, la derivada natural a considerar es la derivada
exterior covariante “D” asociada a la 1-forma de conexién w!; (ver Apéndice A).

A partir de ahora, se realizard una derivacion detallada de la identidad de Noether
asociada a las transformaciones locales de Lorentz. Se inicia considerando el término

-1

}DJ = (_1>n Kp (n - 2]7) €1 JI314 Iop—11oplapt1loptaIn
x RBT AN R0 A Delortt g el2rtz Ao A e (2.10)

con p > 1. Calculando su derivada exterior covariante se obtiene
-1
D&Yy =(=1)""" kp (n — 2p) €1JI314Top1I2plaps1lopso-In

x (RBM A - ARl A DPelortt p eforiz p peln

+(n —2p — 1)RBM Ao A Rt T2e A Delortt A Delzet2 Ao el”) . (2.11)

2Curiosamente, la accién de Lovelock (2.1), como toda accién escrita de manera tensorial, es invariante
bajo difeomorfismos finitos.
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donde se ha utilizado el hecho de que
Dey, .1, =0, (2.12)
y la segunda identidad de Bianchi (escrita en formas diferenciales)
DR = 0. (2.13)
Se observa que el término en la tercera linea de (2.11) es cero, ya que contiene como factor
€1755..1, D’ A De” =0, (2.14)

que es cero debido a que los términos De! A De’ y €pyp,...1, son simétrico y antisimétrico
en I, J, respectivamente. Por otro lado, la primera identidad de Bianchi establece que

D%’ = R'; A e/, (2.15)
de modo que, insertando (2.14) y (2.15) en (2.11), esta se simplifica a

-1
DE?J :’i(_l)n p(n - 2p)EIJI3I4"'12p71]2p12p+112p+2---In
x RBM Ao AR e A REvHE Ag o p ez A peln (2.16)

Se puede notar que (2.16) contiene p factores de curvatura R/, por lo que resulta natural
preguntarse si es posible reescribir dicha ecuacién en términos de E7, que contiene el mismo
nuamero de factores de curvatura. La respuesta es positiva, lo cual es facil de demostrar
insertando la identidad

A 5J] Iff(—l)nflp(n - 217)61113---121,121,“.‘.1”
1314 Iop—112 Iop+1L Iopio In
X RPN ARV N R Nep N PTEAN - Ne, (2.17)

en la ecuacion (2.16), con la convencién de (anti-)simetrizacion:

(I --- 1) :% > w(n) - w(ly), (2.18a)
1A :% S sign(m)r(h) -+ w1, (2.18D)

donde P es el grupo de permutaciones de k elementos, sign(w) = 1 si @ € Py, es una
permutacién par y sign(m) = —1 en caso contrario, llegando a la siguiente relacién

DE?J = 6[] A 5?] (219)

Al multiplicar el lado izquierdo de (2.19) por a, y sumando sobre el indice p, se reconstruye
DE&ry, sin embargo al realizar lo mismo en el lado derecho de (2.19) hace falta el término
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&Y para reconstruir &7, de modo que una identidad de Noether construida de esta forma
no esta completa en este punto. Por fortuna, es facil ver que
err A 83] = k(=" "neyin.ren A e A Ael
= k(=1)""'neypr,mnoe™ 2 = k(=1)" " nlyrn = 0, (2.20)

por lo que al multiplicar (2.19) por los coeficientes a, y sumando sobre todos los términos
con distinta p, el término (2.20) no contribuye y se obtiene la identidad de Noether

D&y = 6[1/\5J]. (2.21)

En este caso, ya que (2.21) es antisimétrica en los indices de Lorentz I y J, para obtener
una identidad off-shell de la cual se pueda leer la simetria asociada a esta, resulta natu-
ral multiplicar esta ecuacién por pardmetros locales antisimétricos® 777 (x)(= —77/1(x)),
obteniendo como resultado

ErNT el +E1 A=D1 +(—=1)"1d (717 E€1;) = 0, (2.22)
57—61 67_le

donde se ha utilizado la identidad
d (g[JTIJ) = DSIJTIJ + (—1)”7161] AN DTIJ. (223)

Como resultado del andlisis previo, se ha obtenido la identidad off-shell (2.22), de la cual
se recuperan las transformaciones infinitesimales locales de Lorentz (2.8a) a través del
reciproco del segundo teorema de Noether, ademas, se ha conseguido ejemplificar el méto-
do para obtener las identidades de Noether en una teoria escrita en formas diferenciales.

Por otro lado, debido a que el andlisis y manipulaciéon de la derivada exterior covariante
de &7, lleva a la identidad de Noether asociada a las transformaciones locales de Lorentz,
uno podria esperar que repetir este procedimiento con ¥ lleve directamente a la identidad
de Noether asociada a los difeomorfismos, sin embargo esto resulta ser falso; manipulando
D&Y de la manera que se presenta a continuacién, lo que se obtiene es una simetria
infinitesimal que es combinacién lineal de un difeomorfismo y una transformacion local
de Lorentz dependiente de los campos, conocida en la literatura como “difeomorfismos
mejorados” o “difeomorfismos modificados” [4, 31, 32].

Para obtener intuicién acerca de cémo construir la identidad de Noether asociada a
los difeomorfismos mejorados se considera la derivada exterior covariante de la derivada
variacional del primer término de la accién de Lovelock (2.1), que es

DEY =k(—=1)""'n(n — Verpr..;, De NS Ao Ael

1
zéﬁ(—l)”_ln(n — Dernryr, T2 5 e Ne2 neBs Ao Nel, (2.24)

3En caso de no partir de los parametros locales antisimétricos 777, la parte simétrica desaparece debido
a la antisimetria de la identidad de Noether (2.21) en los indices I, J.
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donde en la segunda linea se ha separado en componentes De! = (1/2)T7 jxe’ A eX (ver
también apéndice A). Por otro lado, se tiene la siguiente relacién

l2lsIng) — gr(—1)""n(n — 1)le”2 Aels A A, (2.25)

por lo que, insertando (2.25) en (2.24) se llega a la identidad

o

K JoIzeIn I J 0
5l _ oy Iz In€ TR g et NEK
2(n —2)!

= (8, De™) N EY. (2.26)

DEY =

Se procede ahora a obtener una expresién andloga a (2.26) para p > 1, para ello se realizan
los siguientes calculos.

Es facil ver que De’ A E} = 0, por ser una (n + 1)-forma, por lo que, tomando el
producto interior de esta forma con 0; se obtiene

O1De’) NEY + De’ A (0;1E) = 0. (2.27)
J J

El primer término de (2.27) es analogo al lado derecho de (2.26), de manera que solo falta
reescribir el segundo término de (2.27) en funcién de 7 y £7;, por lo que se desarrolla de
la siguiente manera:

—1
(0r1E7) =k(=1)""(n = 2D) IR LuTs oy Iaps1 Iap 2 Tap 5T
X [p (Ord R™13) A RMI5 Ao N RIwTorsn g elamz p elovss oo p el

4 (n—2p+ 1) REB A RIS .. A Rlawlnss g glr2olapia o p efn] . (2.28)
Multiplicando (2.28) por De’, se obtiene

De? A (O IEY) = K(=1)""1 (N = 2D) €Iy Tals Tap Tag 1 Iap 2 Top s I
[p (OrJR™™) A RMI5 Ao A RPPErE A Dl A efort2 peforts peo Al
—(n—2p+1)R®" A RS Ao A REPErrL A Delort2 pelrts Ao pefn] L (2.29)

Por otro lado, es titil calcular el andlogo para p > 1 del término DEY que aparece en (2.26),
que en este caso es:

—1
Dg? - (_1>n K (TL - 2]?) (TL - 2]? - 1)611213~~-12p12p+1I2p+2f2p+3~"1n
x R Ao AR BriU A Delrez g eferts A el (2.30)

Insertando (2.7b) y (2.30) en (2.29), esta ecuacién se puede reescribir como
De’ A (0;1EY) = —DEY + (01 R7F) A €Y. (2.31)
Después, insertando (2.31) en (2.27) se obtiene la identidad

DEY = (00 De”) A ED + (91 RT™) N ED ., (2.32)
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la cual es la relacién andloga a (2.26) que se estaba buscando. Sumando (2.26) y (2.32),
multiplicadas por los coeficientes ag y a,, respectivamente, se obtiene la identidad de
Noether deseada

D& = (81J DGJ) NES+ (81J RJK) ANEjK. (233)

Andlogamente a como se hizo para la identidad de Noether de Lorentz, se multiplica (2.33)
por un pardmetro local x!(z), y con un poco de algebra se obtiene la identidad off-shell

Er N (DX + xIDe") +Ery A (XJR") +(=1)"d (x"&r) =0, (2.34)
) 6Vef . Sywld

donde x := x!0;. De acuerdo con el reciproco del segundo teorema de Noether, la simetria
de norma de la accién de Lovelock (2.1) involucrada en (2.34) viene dada por los términos
que acompanan a las derivadas variacionales & y £, v es:

5ye! =Dy’ + xJ De, (2.35a)
Syw' =xJR". (2.35b)

Esta simetria infinitesimal no posee una forma facilmente reconocible, por lo que, para
apreciar su significado, se debe reescribir antes como

ove’ = DX' + T jex e = Lee + 77 €’ (€ =x" 7" =), (2.36a)
Sw =R gy Ket = Low! — DY, (2.36b)

donde R!7 i, son las componentes de la 2-forma de curvatura R = (1/2)RY ke Aek.
Por lo tanto, se observa que la simetria (2.36) no es més que un difeomorfismo infinite-
simal (2.8b) mds una transformacién local de Lorentz (2.8a) con pardmetros de norma
dependientes de los campos, es decir un “difeomorfismo mejorado”, como se afirmo pre-
viamente.

Para obtener la simetria bajo difeomorfismos de la acciéon de Lovelock (2.1) en el
formalismo de primer orden, hay que combinar las identidades off-shell (2.22) y (2.34),
tomando como pardmetro de la transformacién de Lorentz 77/ = yJw!”/, de este modo se
obtiene la identidad off-shell:

Er N 5561 +&15 A ng” +(—=1)"d [(fJ 61)5[ + (¢ WIJ>(€[J] =0, ¢:= XI(‘),-, (2.37)
~~ ~——

deel Sewl

de donde, una vez aplicado el reciproco del segundo teorema de Noether, se puede identifi-
car claramente la transformacion de los campos bajo un difeomorfismo infinitesimal (2.8b).
Cabe destacar que en el enfoque de este trabajo, la obtencién de la simetria de difeomorfis-
mos infinitesimales se logra combinando identidades de Noether con parametros de norma
dependientes de los campos, y no a través de una identidad de Noether propia, lo que
sugiere una vez mas que los difeomorfismos en este marco son una simetria derivada.
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Antes de concluir esta seccién, es importante hacer una observacion acerca de la cons-
truccion de la identidad de Noether (2.33), ya que en dimensiones impares para el término

)/

mas alto de la accién de Lovelock (2.1), es decir £ [("71 ? se cumple

Dgf(n_lw = D (k(—=1)" Yernryt,_y0, R Ao AR = 0, (2.38)

Pareceria que este hecho arruina la deduccién de la simetria bajo difeomorfismos mejora-
dos de la accién de Lovelock (2.1), sin embargo, lo que en realidad ocurre en este caso es
que tanto el lado derecho como es izquierdo de (2.32) son idénticamente cero, i.e.,

(00 De”) NETTV 4 (9 RTEY A ESTY? = 0, (2.39)

por lo que la identidad de Noether (2.33) queda intacta. Més atin, como se verd en la
seccién 2.4, las relaciones (2.38) y (2.39) son identidades de Noether por si mismas cuando
se considera la accion de Lovelock que contiene un solo término

Snle,w] = /{/ Lin=V/2, (2.40)

lo cual permite reformular el conjunto fundamental de simetrias de esta accion. La de-
mostracién de la identidad de Noether (2.39) y el andlisis de las simetrias de norma de la
accién (2.40) son interesantes por si mismas y se proporcionan en la seccién 2.4.2.

2.3. Traslaciones locales

2.3.1. Traslaciones locales 3D

La accién de la teoria de Lovelock (2.1) coincide con la accién Palatini en 3D. Como se
menciona en el Capitulo 1, es bien sabido que la libertad de norma de la accién Palatini en
3D puede describirse mediante transformaciones locales de Lorentz y difeomorfismos, o de
manera equivalente por transformaciones locales de Lorentz y una simetria denominada
“traslaciones locales” [15, 16, 33]. Con el fin de generalizar las traslaciones locales de la
relatividad general 3D a la accién de Lovelock n-dimensional (2.1), mediante el uso del
reciproco del segundo teorema de Noether, es conveniente primero revisar cémo emerge
esta simetria en el caso 3D [17, 18], por lo que a continuacién se procede a realizar dicha
revisién®.

En tres dimensiones, la accién de Lovelock (2.1) adquiere la siguiente forma:

53[6,(,0] = l{/ (a0€[112[3€h VAN 612 N 613 + a1€]1[2[3R11]2 VAN 613) s (241)

4Las traslaciones locales también son una simetria de la accién conocida como “accién exdtica de
Witten” para la gravedad 3D con constante cosmolégica. En [34] se puede encontrar una derivacién de
la identidad de Noether asociada a las traslaciones locales para esta accién.
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y sus derivadas variacionales son

Er =apE) + a &) = 3@0/16112[3612 Aeld + CL1/€€[]2[3R1213, (2.42a)
5]] :G,lgjlj = a1/€6[J]3D613. (242b)
Calculando la derivada exterior covariante de (2.42a), se obtiene
l)éb’::aol)f? +—a11753
= — 3!@0%&6[][36] N Delg + CL1/€€[[2[3DRI2IS. (243)

De la identidad de Bianchi (2.13) se ve que el segundo término de (2.43) desaparece, por
lo tanto, se pueden presentar dos situaciones dependiendo del valor del coeficiente ay de
la accién de Lovelock:

1) Siag # 0, insertando (2.42b) en (2.43) se llega a la identidad de Noether
DE&; = 3!(ap/ar)e’ NEyy. (2.44)

En el tratamiento estandar de las traslaciones locales 3D, generalmente se establece
la convencién 3!(ag/a;) = —2A, donde A es la constante cosmoldgica [33]. Por lo
tanto, la identidad de Noether (2.44) se lee [17]

DE — 20N’ NEr; =0, AN#0. (2.45)

Multiplicando (2.45) por el parametro local arbitrario p!(x) y manipulando la expre-
sién resultante, se obtiene la identidad off-shell

Er N Dp' +E&r5 AN 20 e +-d (—p'&;) = 0. 2.46
I pI IJ PU ( P I) ( )
5p€ épw

Recurriendo al reciproco del segundo teorema de Noether, las cantidades que apare-
cen en esta ultima expresion multiplicando las derivadas variacionales, & y &7, son
las transformaciones asociadas a una simetria de norma; en este caso, las traslaciones

locales con A # 0.
11) Si ag = 0, entonces (2.43) es por si misma la siguiente identidad de Noether:
DE&; = 0. (2.47)

Multiplicando (2.47) por el pardmetro local arbitrario p!(x) y manipulando la expre-
sion resultante, se obtiene la identidad off-shell
Er A Dp" +d (—p'&r) = 0. (2.48)
—~—
dpel
De nuevo, recurriendo al reciproco del segundo teorema de Noether, la cantidad

que aparece en esta ultima expresiéon multiplicando a &; son las transformaciones
asociadas a una simetria de norma; en este caso, las traslaciones locales con A = 0.
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En resumen, dependiendo de la eleccién del coeficiente ag, la accién de Lovelock 3D (2.41)
es invariante bajo traslaciones locales

s’ =Dp, (2.49a)
S,w'’ =2Aple], (2.49Db)

con A # 0 o A = 0. Es sabido que la simetria (2.49), junto con las transformaciones
locales de Lorentz, forman el grupo de De Sitter SO(1,n)(si A > 0), el grupo anti-De
Sitter SO(2,n — 1) (si A < 0) o el grupo de Poincaré (si A = 0), considerando una
conexién de norma de un grupo mayor a SO(c) creada a partir de conexién w!; y el
marco ortonormal el (ver [25, 33, 35, 36])°.

Por otro lado, de los resultados anteriores se observa que la identidad de Noether
asociada a las traslaciones locales con A # 0 relaciona las derivadas variacionales de
términos consecutivos de la accién de Lovelock 3D (2.41), mientras que la identidad de
Noether asociada a las traslaciones locales con A = 0 involucra un tnico término de la
accion de Lovelock 3D (2.41). Estas observaciones resultan fundamentales para generalizar
la simetria bajo las traslaciones locales de la accién de Lovelock (2.41) a n dimensiones,
sin embargo, ain falta analizar en qué casos es posible realizar dicha generalizacion. En
la préxima seccion se procede a realizar dicho analisis, obteniendo que esto solo es posible
en dimensiones impares.

2.3.2. Traslaciones locales n-dimensionales

En esta seccion se muestra, por medio del reciproco del segundo teorema de Noet-
her, que las traslaciones locales 3D se pueden generalizar a la acciéon de Lovelock n-
dimensional (2.1), siempre y cuando se cumpla cierta relacién entre los coeficientes a,,
y unicamente en dimensiones impares. A pesar de que esta simetria ya era conocida an-
tes de ser estudiada en [22] (ver por ejemplo [25, 37]), vale la pena revisar su obtencién
por medio del reciproco del segundo teorema de Noether, ya que, el presente enfoque
es conceptualmente mas simple que los enfoques previos y facilmente aplicable a otras
teorias.

Para obtener esta simetria, se comienza considerando un término genérico, [ L2, de
la accién de Lovelock (2.1), cuyas derivadas variacionales son €7 y £7; v se dan en (2.7a)
y (2.7b). Antes de continuar, vale la pena escribir £ de manera detallada, haciendo
distincién entre dimensiones pares e impares, ya que ahi radica la posibilidad de construir
la identidad de Noether asociada a las traslaciones locales. Para 0 < p < [(n —3)/2],
tanto en dimensiones pares como impares, £7 toma la forma:

-1
? = (_1)71 K (TL - 2p) €IlsI5 - Iaplapi1loptaIn

> RIQIS RN R12p12p+1 A el2p+2 A A 61“’ (250)

En el caso en el que la signatura de la métrica n es ¢ = +1, los grupos que se forman son SO(n),
SO(1,n) y el grupo n-dimensional de Galileo, respectivamente. En el resto de esta tesis, el “grupo (anti)-
De Sitter”se usa para referirse al grupo SO(p, q) relacionado con ambas signaturas o de la métrica del
grupo interno de rotacion.
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mientras que para p = [(n — 1)/2], la derivada variacional £ I[("_l)/ % posee una estructura
diferente dependiendo de la paridad de la dimensién de la variedad M™:

gl(n_l)/2 = (—1)n_1 /€€112[3...[n71]nR1213 FANCIEIRIVAN RI"*I”, sin impar, (251&)
gl(n_2)/2 =2 (—1)n_1 I€6112[3...[n72[n71]nRI213 A« A Rfn-2ln-1 A eI”, si n par, (251b)
es decir, £ ][("_1)/ 2 contiene el factor ¢! en dimensiones pares pero no en impares.

De manera anédloga a como se realizd en la seccién anterior, se calcula la derivada
exterior de (2.50), lo que lleva a

n—1
Dg? = (—1) K (n — 2p) (n - 2]? - 1) 611213~~-Igp12p+112p+212p+3"'1n
XR]2[3 A A R[2p12p+1 A Delzp+2 A eIzp+3 A A eIn7 (252)
para 0 < p < [(n — 3)/2], mientras que el dltimo término Dé'l[(n_l)/ 2 cumple:
Dglgn—l)ﬂ —0, para n impar, (2.53a)
Dg[(n—Q)/2 -9 (_1>n—1 /16[[2[3-~In,2[n,1[n
% RIQIS A A RIn72]nfl A D@In7 para mn par, (253b)

donde en (2.53a) se ha utilizado la identidad de Bianchi (2.13). Para continuar con el
andalisis se observa que para 0 < p < [(n — 3)/2], la ecuacién (2.52) puede reescribirse en
términos de 71" como

(n—2p)(n—2p—1)
(p+1)(n—2p—2)

Esta relacion se obtiene por inspeccién, tinicamente a través del conteo de factores de
curvatura R/ que aparecen en (2.52) y (2.7b).
A partir de este punto, es necesario analizar por separado la construccién de una

identidad de Noether relacionada con (2.54) en dimensiones pares e impares, esto debido
n—2)/2

DEY = — el AEPHT (2.54)

a la presencia del término DEI( = (0 en dimensiones pares.
Dimensiones impares: Si n es impar, la derivada covariante DE; viene dada por

n—3

DE =" a,DEY + a1y DE V. (2.55)

p=0

Sustituyendo (2.53a) y (2.54) en (2.55) se obtiene

2 (n—2p+2)(n—2p+1) ,
D& = — Gy e’ NEY.. 2.56
[ pz; - p(n — 2p) " (2:56)

Para relacionar el lado derecho de (2.56) con e’ A &;5, se requiere que los coeficientes a,,
satisfagan la relacién

(n—2p+2)(n—2p+1)
p(n = 2p)

2a,A = —a,

, (2.57)
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la cual una vez sustituida en (2.56) permite obtener la identidad de Noether
DE —2Me’ NE; =0, A#0, (2.58)

la cual es igual a la del caso 3D. Multiplicando (2.58) por parametros locales arbitrarios
p! y manipulando la expresién resultante se llega a la identidad off-shell

Er A Dp' +Ery N2Ap e +d (—p'E;) =0, (2.59)
I §wld
6,76 pW

de la cual, de acuerdo con el reciproco del segundo teorema de Noether, se pueden leer
las traslaciones locales con A # 0

sl =Dp! (2.60a)
S,wl? =2Aple). (2.60b)

Por lo tanto hay que demostrar que (2.57) tiene (al menos) una solucién. Despejando
ap/a,—1 de (2.57) se obtiene:

a,  (n—=2p+2)(n—2p+1)

ap_1 2Ap(n — 2p)

A ) 2p 1) (o1
S ChrA(n— ) ( y W ”)
(=1 A (p— Dl(n — 2(p — 1)) (252 — (p— 1))!

B a(=1)PArpl(n — 2p) (%5* — p)! ’ (261)

donde en la segunda linea se han reescrito la mayoria de los factores de manera que
dependan de p o p — 1 y en la tercera linea se ha introducido una constante no nula «,
para considerar a, de la manera més general posible. De (2.61) se puede leer la forma
de a, y a,-1 asociando las cantidades donde p aparece a a, y las cantidades donde p — 1
aparece a a,_1. Para determinar el valor de «, esta se despeja de ay (asumiendo que este
es distinto de cero), obtieniendo o = n ("T_l) lag, lo cual conduce a la expresién final para
los coeficientes
n(—1)" (251!

TN —2p)pl (55— p)!

De (2.62) se puede observar que para que las traslaciones locales con A # 0 sean una
simetria de norma de la accién de Lovelock (2.1) en dimensiones impares, todos los coefi-
cientes a, deben ser distintos de cero. Vale la pena destacar que aunque los coeficientes a,,
que satisfacen la condicién (2.57) dependen de la dimensién n de la variedad, la identidad
de Noether (2.58) es igual para toda dimensién n impar. También de (2.62), se ve que la
deduccién de la identidad de Noether (2.58) no es vélida para A = 0, ya que los coeficien-
tes, que satisfacen la relacién de recurrencia (2.57), contienen como factor 1/A? (hasta
donde se sabe, esta solucién es tinica). Este ultimo hecho hace pensar que las traslaciones

ao. (2.62)
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locales con A = 0 no poseen una generalizacién a dimensiones n > 3 de la accién de
Lovelock (2.1). Sin embargo, asi como ocurre en el caso 3D, el término més alto de la
accion de Lovelock (2.1), L/ ?_ cumple la identidad (2.53a), por lo tanto, una accién

(n=1)/2

de Lovelock que conste del tnico término [ L tiene una simetria que emerge de la

identidad de Noether
D& =0. (2.63)

Multiplicando (2.63) por pardmetros locales arbitrarios p! y manipulando la expresién
resultante se llega a la identidad off-shell

gPV2 A Dyl 1d (— fg‘"‘”/2> —0, 2.64
I PI per ( )
dpe

de la cual, usando el reciproco del segundo teorema de Noether, se pueden leer las tras-
laciones locales con A = 0

¢! =Dp’ (2.65a)
§,w' =0. (2.65b)
Dimensiones pares: Si n es par, la derivada covariante DE; viene dada por
N
DE =" a,DEY + a2, DE . (2.66)
p=0

Se puede usar un procedimiento completamente analogo al usado en el caso de dimensiones
impares para obtener la relacion

DEr = 2Ae’ A Err+ a(n,g)/ngI(n_Q)/Q, (267)
donde los coeficientes a, cumplen

" (—=1)Pn! (anz —p)!
P 4p (n —2p)IArp! (252)!

ao. (2.68)

Sin embargo, se observa que (2.67) no es una identidad de Noether, porque tiene el
término adicional a(,_o) /QDSI(n_z)/ ? Este término adicional no es un diferencial total,
ni se puede reescribir (genéricamente) en términos de & y &7y, por lo que se concluye
que las traslaciones locales con A # 0 no son una simetria de la accién de Lovelock (2.1)
en dimensiones pares. Uno podria pensar que basta tomar ag,—2y2 = 0 para llegar a
una identidad de Noether andloga a (2.58), sin embargo, dicho coeficiente no se puede
tomar de manera arbitraria, ya que para que (2.67) se cumpla, todos los coeficientes de
la Lagrangiana de Lovelock, incluyendo a(,—2)/2, deben satisfacer (2.68), es decir

—1)"?p!
a(nfg)/g = ( ) ag. (2.69)

T
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Ademas, si se toma ay = 0 para eliminar este término, entonces todos los coeficientes a,,
también se hacen también cero debido a (2.68).

Por otro lado, de (2.53b) se ve que a diferencia del caso impar, D(S‘I(THQ)/Q # 0, por lo
que tampoco existe una identidad de Noether de donde se puedan obtener las traslaciones
locales con A = 0. En conclusién las traslaciones locales (2.49) no son, en general, una
simetria de la acciéon de Lovelock (2.1) en dimensiones pares.

Cabe aclarar que, como se reporté en [17], identidades de Noether diferentes de (2.58)
se pueden obtener para casos particulares de la accién de Lovelock (por ejemplo, para la
acciéon n-dimensional de Palatini y la accién de Holst estudiadas en [17]), lo que lleva a
diferentes generalizaciones de traslaciones locales que son validas en dimensiones pares.

Finalmente, vale la pena destacar que a pesar de que el niimero de grados de libertad en
casos particulares de la accion de Lovelock de primer orden se han calculado de manera
explicita [38, 39], para una teorfa de Lovelock genérica este nimero sigue siendo una
pregunta abierta. El conteo de grados de libertad de una teoria genérica de Lovelock podria
ser explorado utilizando métodos Lagrangianos [40, 41], en los cuales las identidades de
Noether obtenidas en esta tesis juegan un papel fundamental.

2.4. Nueva simetrias para casos particulares de la Ac-
ciéon de Lovelock

2.4.1. Accion de Lovelock invariante bajo traslaciones locales
con A #£ 0

Como se ha visto en la seccién anterior, la accién de Lovelock (2.1) para el caso de
dimensiones impares es cuasi-invariante bajo las traslaciones locales con A # 0 (2.49) si los
coeficientes a, satisfacen la relacién (2.57). La identidad de Noether de la que provienen las
traslaciones locales viene dada por (2.58). Esta identidad se puede restar de la identidad
de Noether asociada a los “difeomorfismos mejorados” (2.33), lo que lleva a la siguiente
identidad de Noether

() De”) A&y + | (O REE) = 20867 | A rer = 0. (2.70)

Si se multiplica (2.70) por pardmetros locales arbitrarios !, con algo dlgebra se obtiene

la identidad off-shell

Er A (eJDe") +&ry A [(eJ RY) — 2Aele’] =0, (2.71)
deel 62;‘7 ’

con € = £19;, de la cual se puede, después de aplicar el reciproco del segundo teorema de
Noether, leer la simetria de norma

el =e1De’, (2.72a)
bow!? =eJ R — 2Ael e’ (2.72b)

Rodrigo Humberto Romero Aguilar Simetrias de norma en teorias de gravedad



32 CAPITULO 2. GRAVEDAD DE LOVELOCK

Esta simetria de norma fue reportada en [22]. Se observa que la accién de Lovelock (2.1),
cuyos coeficientes a, satisfacen (2.62), es cuasi-invariante bajo la transformacién de norma
(2.72) porque

(n-1)/2
5817, = - K/d< Z a’pp61J13I4---12p_1[2p12p+1---In
p=1
X RN N R p el po At A (e BT — 2As“e=”)) : (2.73)

Un aspecto interesante de la nueva simetria (2.72) es que en tres dimensiones (n = 3)
es trivial [5, 4], ya que se escribe en términos de las derivadas variacionales (2.42a) y
(2.42b) como

1 0N gk
556 = — ?)!Taoﬁ (é‘J gJK) s (274&)
_ 0N gk

Sin embargo, si n > 3 se observa, a través de una comparacién directa entre (2.6) y (2.72),
que esta nueva simetria no es trivial, por ejemplo, notando que la transformacién (2.72)
contienen un unico factor de curvatura R!’, mientras que (2.6) contienen [(n — 1)/2]
factores de curvatura.

Por lo tanto, si M" es de dimensiéon impar con n > 3 y los coeficientes de la accién
de Lovelock satisfacen (2.62), entonces su conjunto completo de simetrias estd compuesto
por transformaciones locales de Lorentz (¢,), traslaciones locales con A # 0 (2.49) (6, ),
y también la nueva simetria de norma (2.72) (J.). El dlgebra de los conmutadores de este
conjunto, actuando tanto en el marco ortonormal e/ como en la conexién w!;, se lee ¢

0715 0ry] = Oy, (r3" = 27—1[I|K7-2|J]K) . (2.75a)

(0015 0p,) = 67, (1= 2Ap1[1p2‘]]) . (2.75b)

[67,6,] = 0p,, (pll = —TIJpJ) , (2.75¢)
(6., 6.,] = 6, + 8, + 6., (T” = 5] (1] R”) — 2Ae, ey,
p =e1 (52J De ) ,

g3’ i==e1J (e2J De’) + ex 1 Dey’ — &1 DEQI> (2.75d)

(07, 0] = 0cy, (e :i=—=7T4e”),  (2.75¢)

[0,, 0] = 0cy, (e1':=—clDp").  (2.75f)

5En esta seccién, a lo largo del célculo del 4lgebra, de los conmutadores de la simetrias de norma de la
accion de Lovelock (2.1), se asume que los pardmetros de norma son independientes de los campos. Por el
contrario, en el Apéndice C se calculan las dlgebras de los conmutadores de varios conjuntos equivalentes
de simetrias de norma de la acciéon de Lovelock permitiendo que los parametros de norma dependan de
los campos.
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Se observa que el algebra de los conmutadores de las simetrias de norma es cerrada. Las
ecuaciones (2.75a) - (2.75¢) reflejan el hecho de que los conmutadores de las transforma-
ciones locales de Lorentz y las traslaciones locales con A # 0 forman juntos el algebra
del grupo de De Sitter (A > 0) o anti-De Sitter (A < 0). Por otro lado, (2.75d) es-
tablece que el conmutador de dos nuevas simetrias (2.72) es una combinacién lineal de
una transformacién local de Lorentz, una traslacién local y una transformacién del tipo
(2.72), con parametros de norma dependientes de los campos. Finalmente, las relaciones
(2.75¢) y (2.75f), revelan que el conmutador de una transformacién de Lorentz local o
una traslacién local con la nueva simetria de norma es nuevamente una transformacién
del tipo de (2.72), con un pardmetro de norma rotado o afectado por una traslacién local,
respectivamente.

Por otro lado, se ha visto en la seccién 2.2 que la accién de Lovelock (2.1) también
es cuasi-invariante bajo difeomorfismos infinitesimales. Sin embargo, las transformaciones
locales de Lorentz junto con las traslaciones locales con A # 0 y la simetria (2.72) forman
un conjunto completo, de modo que los difeomorfismos deben ser un combinacién lineal
de estas transformaciones. Un célculo directo muestra que, de hecho, un difeomorfismo
infinitesimal puede reescribirse como

See! =Lee’ = (6, +6,+0.) €, (2.76a)

Sew' =Lew! = (6, + 0, + 6w, (2.76b)

donde & := £10; es el generador infinitesimal del difeomorfismo y los pardmetros de
norma (dependientes de los campos) son 717 := —¢Jw!’ pf = el y el = ¢Jel. Es

importante tener en cuenta que en tres dimensiones los difeomorfismos se convierten en
una combinacion lineal de transformaciones locales de Lorentz, traslaciones locales y la
nueva simetria (2.72), a pesar de que esta iltima se vuelve trivial.

Cabe destacar que uno puede construir diferentes conjuntos completos de simetrias
de norma que consideran otras simetrias de norma como las fundamentales. Un aspecto
particularmente importante de estos conjuntos es su algebra. De modo que, por comple-
titud, se reporta a continuacion el dlgebra de los conmutadores de otros dos conjuntos
completos, equivalentes a (2.75), que estan formados por las simetrias de norma obtenidos
hasta ahora en este trabajo.

Primer conjunto. Este conjunto completo de simetrias de norma se compone de
transformaciones locales de Lorentz (4, ), traslaciones locales (d,) y difeomorfismos mejo-
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rados (0, ). El dlgebra de los conmutadores es

07y, 0] =0r, (r37 =2nIERVI) | (2.77a)

(0515 0p,] =07, (7’” = 2Ap1[lp2‘]]) . (2.7h)
[0,0,] =0y, (! =—=1yp7),  (2.77¢)

(0315 Oyn] =07 + Oy, (T” = (X1J R”) XL = (XQJ DeI)) . (2.77d)
(07, 0y ] =0y, (le = —TIJXJ> . (2.77e)
[5m x] =0, + 5p1 + 5xn (TU = 2AP[IXJ} )

ol =xJDpl, it = —x] DpI) . (2.771)

Segundo conjunto. Este conjunto completo de simetrias de norma se compone de
transformaciones locales de Lorentz (d;), traslaciones locales (,) y difeomorfismos ().
El algebra de los conmutadores es

(0715 07,] =01, (5" = 271[I|K7'2‘J]K) : (2.78a)
[0p15 0] =07, (77 =20, ") (2.78b)
[ 5p] =0, (P1I = —TIJpJ) , (2.78¢)
[0c,, 0g,] =0, (& =& (&Jdeh)), (2.78d)
[0r,0¢] =67 + O, (TIJ =Lt g1 = —Tfjf‘]) , (2.78e)
[0,,0¢] =0,, + O¢y, (! == Lep', &' :=—E1Dp"). (2.78f)

2.4.2. Acciéon de Lovelock invariante bajo traslaciones locales
con A =0

En esta seccién, se realiza la derivacion de una nueva simetria, que surge de la aplica-
cién del reciproco del segundo teorema de Noether al término més alto (o ultimo) de la
accion de Lovelock (2.1) para n impar, que fue reportada en [22]. Esta simetria es:

/L%n—1)/2 = ’1/61112...1n21n11n311]2 Ao ARzt p el (2.79)

con derivadas variacionales

EMV —gerny oty 0, R Ao A RInm1In (2.80a)

e -1
5§J Hr :"v'(n 9 )€1J1314---1n_21n_11nRM‘* A+ A Rzt n Deln, (2.80b)

Como se menciona en la seccién 2.2, las derivadas variacionales (2.80) estéan relacionadas
por la identidad de Noether (2.39). Esta identidad aparece como parte de la identidad de
Noether asociada a los difeomorfismos mejorados. Sin embargo, su derivacion se pospuso
hasta este punto, debido a que la identidad de Noether (2.39) es relevante por si misma, ya
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que permite obtener una nueva simetria del término mas alto de la accién de Lovelock (2.1)
para dimensiones impares. A continuacién se realiza dicha derivacion.

Realizando el producto exterior R/ A 51(371)/ ? se obtiene una (n+ 1)-forma, por lo que
este producto es idénticamente cero. Calculando el producto interior de esta expresion

con J; se obtiene
or. (RJK A 552;””) — (O I R7S) A ENV2 LRI (81J 5§’;g1>/2) —0, (2.81)

de modo que basta reescribir el segundo término de (2.81) como

e n—1
RIKE A ((%J 55}( 1)/2> _ m( - )EJK1314-~-InlenfllnRJK

A [(n ; 3) (OrJ R™1) A RBT6 A oo A RIm=2In=t A Delr

+ O J R8I A N RI2It A (9] Del™)

-3 n— -1 n—
- <" . > (O RYY AEDTD (n 5 ) (011 De) A ETTI, (2.82)
Sustituyendo (2.82) en (2.81), se obtiene la identidad de Noether (2.39), la cual es

51(;;1)/2 A (O R7EY + gﬁnfl)/Q A (0r] De") =0. (2.83)

Multiplicando (2.83) por el pardmetro local arbitrario ! y denotando por ¢ = €9y, se
obtiene la identidad off-shell

gn0/2 5 (cJDe') +EMLIZ 5 (sJR) =0. (2.84)
" 1J
See dew

De acuerdo con el reciproco del segundo teorema de Noether, la simetria de norma involu-

crada en (2.84) viene dada por los términos que acompanan a las derivadas variacionales

g}nfl)/2 y 51(371)/27 los cuales son

5.e! =elDée, (2.85a)
Sew!’ = el RY. (2.85b)

De hecho, la accién (2.79) es cuasi-invariante bajo la nueva simetria de norma (2.85)
porque

1

5Sn = — K,/d (5(71 — 1)a(nfl)/261J13[4..AIn_an_lln

XR1314 Ao A an—QIn—l A eln A (€J RIJ)) . (286)
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Tenga en cuenta que en tres dimensiones esta simetria se vuelve trivial porque la trans-
formacién (2.85) puede reescribirse en términos de las derivadas variacionales (2.80), ha-
ciendo n = 3, de la siguiente manera

o

5561 = MEIL}K (c‘:J g}[{) s (287&)
o

sl = Me”f{ (eJ&k) - (2.87b)

Sin embargo, se observa de (2.80) que en dimensiones superiores a tres la nueva simetria
(2.85) no es trivial. Por lo tanto, el conjunto completo de simetrias de norma de la accién
(2.79) se compone de transformaciones locales de Lorentz, traslaciones locales con A =0
y la nueva simetria de norma (2.85). Ahora se obtiene el édlgebra de los conmutadores
de las simetrfas de norma de la accién (2.79), actuando tanto en el marco ortonormal e’
como en la conexién w!”. Denotando una transformacién local de Lorentz por §,, una
traslacién local con A = 0 por J, y la simetria (2.85) por J., el dlgebra se lee

[0r,,07,] = Ony, (r' = 2nIE ) | (2.88a)

[0p10p2] = 0, (2.88D)

[0, 65] = 0y, (p1 =—71p"),  (2.88¢)
[0c1,0c,] = 07 + 6, + Oey, (TIJ = gy (51J R”) pl =1 (SQJ De ) ,

el =21 (52J De ) + eyl Deyl — ey D52I) . (2.88d)

[0, 0] = 0cy, (eah :=—7"¢7),  (2.88e)

[0p5 0] = 0ey, (a1 == —elDp’).  (2.88f)

Como se ha visto en la seccién 2.2, la accién (2.79) también es invariante bajo difeo-
morfismos. Sin embargo, se ha demostrado que el conjunto de simetrias de norma de (2.79)
es completo, por lo tanto, los difeomorfismos se convierten en una simetria derivada. De
hecho, si £ es un campo vectorial arbitrario, entonces se puede expresar un difeomorfis-

mo infinitesimal en términos de las simetrias de norma que forman el conjunto completo
(2.88) como

See! = Lee! = (6, +6,+0.) e, (2.89)
Sew' = Lew" = (0, + 0, +5.) W', (2.90)
con parametros de norma dependientes de los campos 7/7 = —&Jw!’, pf = el y

el .= ¢el.
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Capitulo 3

Gravedad f(R) con torsion
n-dimensional en el formalismo de

Cartan

3.1. Introduccion

Algunas de las generalizaciones mas directas a la relatividad general son las teorias
conocidas en su conjunto como gravedad f(R). En tales teorias, la Lagrangiana es pro-
porcional a una funcién arbitraria f(R) del escalar de Ricci R, en lugar de ser lineal en
R como en la relatividad general. Principalmente, se pueden encontrar tres versiones de
gravedad f(R):

1) gravedad f(R) métrica,
11) gravedad f(R) de Palatini
11) gravedad f(R) con torsion.

En el primer caso, la Lagrangiana depende tnicamente del tensor métrico g, y se consi-
dera que la conexién de espacio-tiempo es la conexién de Levi-Civita V construida a partir
de la métrica. En el segundo caso, se supone que las variables fundamentales de la teoria
son el tensor métrico g,,, y una conexion libre de torsién v (ver [19, 20, 21] para revisiones
de gravedad f(R) métrica y de Palatini). En el tercer caso, las variables fundamentales
de gravedad f(R) con torsién se pueden considerar de dos formas: el tensor métrico g,,
y una conexién compatible con la métrica V, en el formalismo métrico-afin [42, 43, 44];
o un marco ortonormal de 1-formas del grupo de Lorentz ¢! y una 1-forma de conexién
w!; compatible con la métrica 7, en el formalismo Cartan [45].

El principal objetivo de este capitulo es extender el analogo de las traslaciones locales
en 3D reportado en [17, 18] al caso de gravedad f(R) con torsién. Este resultado fue
reportado en [23], mostrando que existe dicha extensién natural.
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En el formalismo de Cartan, la accién que describe gravedad f(R) con torsién en n
dimensiones (n > 3) es

Sf(R)[e,w] = / Lf(R), (31)
donde la n-forma Lagrangiana es (ver [45])

Aqui, f(R) es una funcién arbitraria (real) del escalar de Ricci R de la conexién w!;,

definido como R = R!;;;n’*, k es una constante relacionada con la constante de New-
ton, cuyo valor numérico depende de n y n es la forma de volumen n-dimensional,
n = (1/n)er,..r,e™ A -+ Ael". Los indices de nuevo toman valores de 0 a n — 1 y se
suben y bajan con la métrica de Lorentz n;; y su inversa.

Las derivadas variacionales de la accién definida por la n-forma Lagrangiana (3.2) con

respecto al marco ortonormal e! y a la conexién w!’ son, respectivamente:
05 n—1 / JK /
&l ::@:m(—l) [['(R)x(es Neg Neg) AR + (f(R) — Rf'(R)) xer|, (3.3a)
35S .
& =5 k(=D)"ID[f'(R) * (e Aey)], (3.3b)

donde f'(R) := % y ‘%" es el dual de Hodge:

*(6[1 /\-~~/\61k) = '611...]k[k+1m[n61k+1 /\"'/\61". (34)

o
(n—k)!

Las ecuaciones de movimiento de la teoria corresponden a & = 0y &5 = 0, y que escritas
en componentes dan lugar a

1
f(R)R!; — 3 f(R)§!; =0, (3.5a)
2
T w — ——————— 61,0 (R) =0 3.5b
donde R!; es el tensor de Ricci, R'; := RIx;in®%, 0; es el campo vectorial dual al
marco ortonormal e!, i.e., d;Je! = §'; y T!;x son los componentes de la 2-forma

Del = (1/2)T* ;e A eX. Observe que con la eleccién particular f(R) = R — 24, la
ecuacién (3.5a) conduce a las ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica, mientras
que (3.5b) implica que T ;5 = 0y, por lo tanto, la conexién w!; es libre de torsién.
Esto es de esperarse, ya que en este caso la Lagrangiana (3.2) se reduce a la Lagrangiana
n-dimensional de Einstein-Cartan con término de constante cosmoldgica,

Ler = £ (R —2A)n = & [*(er Aey) A RY —2An]. (3.6)
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Sin embargo, en el caso general, de la ecuacién (3.5b) se ve que una funcién no lineal f(R)
es una fuente de torsién y por lo tanto la conexién w!; ya no es libre torsién on-shell,
incluso en el vacio. Ademads, en contraste con la relatividad general, para una f(R) no
lineal, la ecuacién (3.5b) contiene segundas derivadas de la conexién, de manera que el
uso del término “formalismo de primer orden” seria impreciso para describir esta teoria.

Por otro lado, debe senalarse que la ecuacién de movimiento (3.5b) es diferente de
su contraparte en gravedad f(R) en el formalismo de Palatini, donde los supuestos son
torsiéon cero y no-metricidad arbitraria. De hecho, en este ultimo caso, la ecuacién de
movimiento que reemplaza a (3.5b) implica que la no-metricidad es cero solo para una
funcién lineal f(R) (ver [19, 20, 21, 46] y el Apéndice D para una descripcién de otras
formulaciones de gravedad f(R)).

3.2. Invariancia bajo transformaciones locales de Lo-
rentz y difeomorfismos de la gravedad f(R) con
torsion en el formalismo de Cartan

A continuacién se muestra detalladamente cémo obtener las identidades de Noether
asociadas a la invariancia bajo transformaciones locales de Lorentz y difeomorfismos de
la accion (3.1) de gravedad f(R).

Para obtener la identidad de Noether asociada a las transformaciones locales de Lo-
rentz se comienza tomando la derivada covariante de £;; dada en (3.3b), obteniendo

D&y = (—1)"'.D*[f'(R) * (e; N ey)]
= (—1)n_llﬁf,(7€) [—RK[ N * (€K A €J) — RKJ N\ * (6[ A €K)]
(—1)n_1:‘€f,(7?,) (_ZRK[JQH /\*6[() y (37)

donde se ha usado en la segunda linea la propiedad

D2*<€]1 /\6[2 /\"'/\61n71 /\€[k) :—Rle /\*(6]/\6[2 AN /\€]k71 /\ij)
— —RJ[k /\*(6[1 /\6[2 AN /\(2[k71 /\6‘])7 (38)

y en la tercera linea la identidad

1
RKI N\ * <€J VAN eK) = —‘GKIQ.”[n'R,Kjel A 612 VANRIERIVA €In = —RKJeI N *€eg. (39)
n

Por otro lado, de la ecuacion (3.3a) se tiene
€r AN 5] = /ﬁ)(—l)n_l (f(R)eI N *€j — QfI(R)RKJGI A *BK) . (310)

Antisimetrizando esta expresién en los indices I, J e insertando el resultado en (3.7), se
llega a la identidad de Noether

D(C:]J—e[[/\gj} :0, (311)
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que, después de ser multiplicada por el pardmetro de norma local 7/ (z)(= —77/1(2)) y
algo de dlgebra, conduce a la identidad off-shell
g] A TIJ€J +g]] VAN (—DT]J) —|—d [(—1)n_1TIJ(€]J} =0. (312)
e o
ore Srwld

Apelando al reciproco del segundo teorema de Noether, las transformaciones locales de Lo-
rentz (2.8a) emergen de las cantidades que multiplican cada derivada variacional en (3.12).

Hasta este punto, para obtener las identidades de Noether en este trabajo se han ma-
nipulado tnicamente formas diferenciales, evitando en la medida de lo posible separarlas
en sus componentes. Sin embargo, existe un segundo enfoque para construir identidades
de Noether, que consiste en los siguientes pasos:

1. Se construyen n-formas a partir de las derivadas variacionales &5 y &7, ya sea por

medio de la derivada exterior covariante o el producto exterior con 1-formas.

2. Como toda n-forma es proporcional a la forma de volumen 7 se identifica las fun-
ciones de proporcionalidad.

3. Se construyen las identidades de Noether relacionando las funciones de proporcio-
nalidad antes identificadas.
4. Se devuelve la expresion resultante a su forma tensorial.

A continuacién, este método se ilustra obteniendo la identidad de Noether para el caso
de difeomorfismos mejorados.
Se parte escribiendo la derivada exterior covariante DE; como

DE =r(=1)"" (f(R)(OIR) + f(R)T” 15 = 2f"(R)(O,R)R’;
—2f(R)D,R’; = 2f (R)YR’/T¥ jx) . (3.13)

Por otro lado, se tienen las siguientes expresiones para las n-formas construidas a partir
de las derivadas variacionales &; vy &;:

e’ NEx = Kk(=1)" (f(R)07kx —2f (R)YR7 k) m, (3.14a)

e’ NEkr = k(1" [Tk (OyR) f'(R) + f/(R) (2067 kT Lyt + T7 k1) | n. (3.14b)
Observando que (3.13) contiene términos de la forma f(R)T77; vy 2f"(R)(0;R), se intuye
que multiplicando (3.14a) por T%;; v (3.14b) por R¥L;; se obtienen términos comunes

que permiten combinar (3.13) con (3.14) en una identidad de Noether. Al realizar esta
multiplicacion se obtienen las relaciones:

T 15" AN Ex =r(=1)"" [f(R)T?1; — 2f' (R)R’ xT* 1]
= (81 De") A Ek, (3.15a)
REE ! N Exr =k(—1)""" [-2R7((D;R) f"(R)
—2f (R)YR’ xT* 1 — ['(R)R™* 1,17 k1]
= (91 REF) A€k (3.15b)
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Restando (3.15) a (3.13) se obtiene

Dg[ — (8]J DeK) VAN 5[{ — (31J RKL) VAN EKL =
Ii(—l)n_lf,(R) [2DJRJ[ + 2RJKTKJ[ + RKLIJTJKL — 8[7?,} n. (316)

Usando la identidad de Bianchi DR/ = 0 escrita en componentes (A.16) (ver Apéndi-
ce A), el lado derecho de (3.16) desaparece, llevando a la identidad de Noether:

DEr = (0;1De™) AN Ex + (01 R™) N Eky, (3.17)

la cual esta asociada a los difeomorfismos mejorados, como se vio en la seccién 3.2. Analo-
gamente a como se hizo ahi, se multiplica (3.17) por un pardmetro local x’(z), y con un
poco de algebra se obtiene la identidad off-shell

Er N (DX + xIDe") +E15 A (xIRY) +(-1)"d (x"&r) = 0. (3.18)
6:1 Syw!

De acuerdo con el reciproco del segundo teorema de Noether, la simetria de norma de
la accién (3.1) de gravedad f(R) involucrada en (3.18) viene dada por los términos que
acompanan a las derivadas variacionales £ y &£r;, que son de nuevo los mismos que
aparecen en la seccién 3.2

oe! = DX+ T" jxe™l = Lee + 7 e, (=X 7= W), (3.19a)
sw’ =R gepxKe = Lew' — D7l (3.19b)

Por lo tanto, se observa que la simetria (3.19) no es més que un difeomorfismo infinite-
simal (2.8b) mds una transformacién local de Lorentz (2.8a) con pardmetros de norma
dependientes de los campos, es decir un “difeomorfismo mejorado”. Para obtener la si-
metria bajo difeomorfismos de la accién (3.1) de gravedad f(R), hay que combinar (3.12)
con (3.18), tomando como pardmetro de la transformacién de Lorentz 717 = £Jw!’, de
este modo se obtiene la identidad off-shell:

5] A Lgel +(€[J A ngl‘] +(—1)nd [(fJ 61)5[ + <§J WIJ>81J] = 0, 5 = Xla], (320)
—~—~ ——

deel Sew!V

de donde se puede identificar claramente la transformacién de los campos bajo un difeo-
morfismo infinitesimal (2.8b) de los términos que acompanan a las derivadas variacionales
Ery &y en (3.20). Cabe destacar nuevamente que en el enfoque de este trabajo, la si-
metria de difeomorfismos infinitesimales se construye combinando identidades de Noether
con parametros de norma dependientes de los campos, y no a través de una identidad de
Noether propia de los difeomorfismos, lo que comprueba, al igual que occurre en la teoria
de gravedad de Lovelock en el formalismo de primer orden expuesta en el Capitulo 2, que
los difeomorfismos en este marco son una simetria derivada.
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3.3. Nueva simetria de norma de la gravedad f(R)
con torsion n-dimensional

Ademas de las transformaciones locales de Lorentz y difeomorfismos, se mostrara en
esta seccién cémo obtener la simetria de norma de la teoria que define la n-forma Lagran-
giana (3.2), reportada en [23], la cual es la generalizacién a la encontrada en [17] para
relatividad general n-dimensional. Esta simetria esta dada por:

5! =Dp" + Y, jiep’el, (3.21a)
(5pw” =7, rpfel, (3.21b)
con
Y, k= % [0k (R), (3.22a)
Zn" kL = (( 23))') (e"MB s s Rpery s + ¥R % 1y g, )
' i ) (R - ;,((77?)) St (3.22b)

donde los duales internos izquierdos y derechos n-dimensionales son, respectivamente,

1
¥Ry 1, oMN = 5611...In,2KLRKLMN, (3.23a)
R * MNI...I,_o — %Ehmln_QKLRMNKL. (323b)

Para revelar la simetria interna de norma (3.21) se construye una identidad de Noether
que relaciona la derivada covariante de £ con &; y &1, la cual es distinta de (3.17).
Se comienza calculando la derivada covariante de la ecuacién (3.3a), llegando a

Dg]—li nl{f D*(G[/\GJ/\€K)]/\RJK
+Df(R)Ax(er AegAeg) NRTE + D (f(R) — Rf (R)) Axer
+(f(R) =Rf'(R)) A D *er}
:/‘i(_l)n_l{f/(R)HGIJKIJQ...LL_;;RJKMN
X [D (eI1 /\612/\"-/\61”_3/\€M) A el
+%eh AND (612 A Aeln=3 A eM A eN)}
+Df(R)Ax(er NegAeg) NRE + D (f(R) — Rf (R)) Axer

+(f(R) - RF(R)) A D*ef}, (3.24)
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donde en la primera igualdad se ha distribuido la derivada exterior covariante “D” y
utilizado la identidad de Bianchi DR!/ = 0, mientras que en la segunda se ha usado la
siguiente relacion:

(n—3)

JK
€ R
(n—2)! TIK T2 In_3 MN

D*(e]/\ej/\eK)ARJK:

1
X D(eh/\612/\---/\61”‘3/\6M)/\eN+5611/\D(elQ--‘/\eI"‘S/\eM/\eN) , (3.25)

que puede verificarse mediante un calculo directo. Lo siguiente es escribir el lado derecho
de la ecuacién (3.24) en términos de & y £;;. Para ello, se calcula el producto de (3.3b)
con €//13In gbteniendo:

o(—1)"1
2K
—Df(R)A (e" A---Nelm2), (3.26)

I1JI...I,—
€J1 n2€IJ

F(R)D (e A---neln?) =

que sustituido en (3.25) produce

o(n—2)
(n—3)!

1
% (611[2...In_3PQMEPQ AeN & 5611 AGIQ...In_gPQMN(c:PQ)

DE&r =

JK
R MNE€IJKIIs...1,_3

1
(n—2)

Df'(R) Ax(e; Aey Aeg) AN RTE

+ m(—l)”l{
+D(f(R) —RSf'(R)) Axer + (f(R) = Rf'(R)) A D*e;} . (3.27)

Ahora, despejando los términos x (e; A ey A ex) A RS y Dxe; de (3.3a) y (3.3b), respec-
tivamente, se obtienen las relaciones:

JK (_1)n_1 f(R)
— 2
*(efNejNeg) AR “iF (R )5 (f’( R) R | e, (3.28a)
=y (n—1) ,
Dxe e’ NEg— ———————Df(R) Axer, (3.28b
RGN gy R e G20
de modo que, insertando estas dos expresiones en (3.27), se obtiene
on—2
Dé&; :—( )RJKMNGIJKIJQ...In_g
(n—3)!

1
% (611[2...In3PQMgPQ A 6N + 5611 A 6Ig...[n;),PQMN((:PQ)

1 , 1 (R o’
P RN g (R fi )¢ e
SEU 0 F(R) (nf(R) - 2RF(R)) 0. (3.29)

~ (n=2)f'(R)
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En este punto, solo hace falta reescribir el iltimo término en la ecuacién (3.29) en términos
de las derivadas variacionales £; v &r;. Esto se logra notando que

e’ NEy = K(=1)""" (nf(R) = 2Rf'(R)) 1, (3-30)

y usando este resultado en (3.29), de manera que DE; toma la forma final

1 , o(n—2
DEI = — ma]f (R)@J A\ (c:J + ﬁRJKMNGIJK11]Q.”In—S
% (611[2...IH3PQM8PQ N %eh A 6[2...In3PQMNgPQ)
1 / 1 f(R) ) J
+—Df(R)NE+ (R— e’ NEry, 3.31
worm T RN Gy Ry e B3

de donde se pueden identificar los tensores Y, % ;; v Z,5L;;, dados en (3.22), a partir de
las cantidades que aparecen multiplicando a £k v £k, respectivamente. De esta manera
se ha llegado a la siguiente identidad de Noether

D(c:[ — ZnKL[JGJ A SKL - YK[J€J VAN (C:K =0. (332)

Multiplicando (3.32) por el parametro de norma p! y después de un poco de dlgebra, se
obtiene la identidad off-shell

g] A (Dpl + YnIJKpJGK) —f—g]J A Zn”KLpKeL +d ((—1)”,0[5]) =0. (333)
N - vl H”_/
Spel bpw

Apelando al reciproco del segundo teorema de Noether, de las cantidades que multiplican
Ery E1y en (3.33) se puede leer una nueva simetria de norma de la accién f(R), que es
precisamente la que se dio en (3.21).

Existen varias observaciones acerca de la nueva simetria (3.21) que vale la pena realizar.

La primera de ellas es que el cambio de la n-forma Lagrangiana (3.2) bajo la transforma-
ci6én (3.21) es:

K
0p L) =d {mpl *(er NegAeg) A [RJK

+0r4in—m(n‘f$%)dA4ﬂ}- (3.34)

Esto significa que la n-forma Lagrangiana (3.2) es cuasi-invariante, y por lo tanto, esta es
una segunda forma de mostrar que la transformacién (3.21) es una simetria de la accién
construida a partir de (3.2).

La segunda observacién pertinente es que los difeomorfismos y la simetria (3.21) no
son simetrias de norma independientes, ya que los difeomorfismos infinitesimales (d),
actuando sobre el marco ortonormal e/ y la conexién w!/, pueden ser escritos en términos
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de la simetria (3.21) (6,) y las transformaciones locales de Lorentz (4,), médulo términos
proporcionales a £ y £, como:

e =0 = o)l + U(}lga [m S ) e

+ % (eI A EJK) p[JeK]] ,

Sew' = (5, — ;) w!’

o(~1)" [(n —3)
TR {<n—2>

donde 717 := £Jw!’ y p! := £Je! son pardmetros de norma dependientes de los campos.
Esto a su vez implica que las transformaciones locales de Lorentz y la nueva simetria de
norma pueden tomarse como un conjunto fundamental para describir la libertad de norma
completa de gravedad f(R) con torsién.

La tercera observacion es que, en el caso particular de la relatividad general n-dimensional,
i.e., f(R) =R — 2A, la transformacién (3.21) se reduce a

* (el A Ex) ple™ + x (el AEk) ple™| ) (3.35)

(n—2)

s’ =Dp, (3.36a)
on—3 ,
I = (7(1 - 2)1) ( P s Rny oty LN
2A
+ *R *p, 1. MN Il"'I""*U) pMeN + Wp[le‘”, (3.36D)
n p—

que es exactamente la simetria de norma interna reportada en [17]. Ademds, para obtener
las traslaciones locales 3D,

s’ =Dy, (3.37a)
s,w'’ =2Aple], (3.37b)

basta hacer n = 3 en (3.36), lo cual prueba que la nueva simetria (3.21) es una generali-
zacion tanto de las traslaciones locales 3D (3.37) como de la simetria reportada en [17].
Tenga en cuenta que el término Y,,’ ;x en la transformacién de norma del marco e! dado
en (3.21a) desaparece para el caso de la relatividad general, mientras que si f(R) # R—2A
dicho término siempre estara presente.

Es importante senalar que, en contraste con las transformaciones locales de Lorentz
y difeomorfismos, la estructura de la simetria interna de norma (3.21) depende explici-
tamente de la dimensién del espacio-tiempo n y la funcién f(R) bajo consideracién. Por
ejemplo, en cuatro dimensiones (n = 4) la nueva simetria (3.21) toma la forma

0y’ =Dp’ + (0,1 (R)) pH'e”, (3.382)

o 1 f(R)
5prJ :E (—GIJKL * RMKLN + ¥R % MNIJ) pMeN + 5 (R — W

2f"(R)

) ple’l, (3.38b)
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mientras que en tres dimensiones (n = 3) la simetria (3.21) se convierte en

5p¢" =Dp! + < (9, (R)) e, (3.30a)

2
J'(R)
R)
S’ = (R— I ) e, (3.39b)
’ J'(R)
La cuarta y ultima observacion antes de concluir esta seccion es que el reciproco del
segundo teorema de Noether aplicado a algunas acciones particulares de gravedad f(R)

puede conducir a simetrias adicionales. Por ejemplo, observe que el lado izquierdo de la
ecuacién (3.30) desaparece para f(R) = ¢R™?, con ¢ una constante real, es decir,

e/ NE; =ke(—1)"1 (nR”/Q - 2RgR<n/2_1)> n=0. (3.40a)
(3.40b)

Por lo tanto, en este caso, se tiene la identidad de Noether
Enel =0. (3.41)

Anélogamente a como se realizé para identidades de Noether anteriores, se multipli-
ca (3.41) por el pardmetro de norma p(z), obteniendo asi la identidad off-shell

Er N nel =0. 3.42
AW I ( )
ope

Una vez mas, apelando al reciproco del segundo teorema de Noether, se identifica la si-
metria de norma asociada a la identidad de Noether (3.41) de los términos que acompanan
a las derivadas variacionales en (3.42), la cual es

S.e’ =pe’, (3.43a)

Sw'’ =0. (3.43b)

Por lo tanto, se puede concluir que la accién Sle,w] = & [ M R™?1 es invariante bajo
cambios en la escala del marco ortonormal e. Si bien es ampliamente conocido que la
accién andloga, en el formalismo de Palatini, S[g,I'] = « [R"?n, es invariante bajo

transformaciones conformes de la métrica [47], la simetria (3.43b) fue reportada apenas
recientemente en [23]. De esta manera, se demuestra que aplicando el presente enfoque a
casos particulares de gravedad f(R) con torsién nuevas simetrias pueden emerger; esto a su
vez implica que el nimero de grados de libertad de las teorias de gravedad f(R) con torsién
dependen de la funcién f(R) particular empleada, de modo que seria interesante explorar
el conteo de los grados de libertad fisicos locales, por medio de métodos Lagrangianos,
tales como los reportados en [40, 41], en los cuales las identidades de Noether obtenidas
en este trabajo son un factor importante.
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Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis se han estudiado las simetrias de norma de la teoria de gravedad de
Lovelock n-dimensional en el formalismo de primer orden y de la teoria de gravedad f(R)
en el formalismo de Cartan, por medio del reciproco del segundo teorema de Noether. Se
obtuvo para ambas teorias y tanto en dimensiones pares como impares, las transforma-
ciones locales de Lorentz y los difeomorfismos (2.8), aunque para obtener la invariancia
bajo difeomorfismos hizo falta combinar la simetria de Lorentz con una simetria conocida
como “difeomorfismos mejorados”, lo cual refuerza ain mas la idea de que los difeomor-
fismos no deberian ser considerados mas fundamentales que otras simetrias en las teorias
de gravedad.

Por otro lado, se obtuvo que las traslaciones locales con constante A # 0 (2.60) sola-
mente son simetria de la accién de Lovelock (2.1) en dimensiones impares, cuando se satis-
face la relacién entre los coeficientes de los términos de la Lagrangiana de Lovelock (2.62).
En este caso, todos los coeficientes a, de la Lagrangiana de Lovelock (2.1) son distintos
de cero y proporcionales a 1/AP. Esta simetria es ampliamente conocida (ver por ejemplo
[25]), sin embargo el enfoque de esta tesis es conceptualmente més simple y a la vez més
general. Ademds, cuando se cumple la relacién (2.62), es posible construir la identidad de
Noether adicional (2.58), de la cual emerge la nueva simetria de norma (2.72) (que fue
reportada en [22]). En este caso, se demostrd que el conjunto fundamental de simetrias
de norma de la accion de Lovelock estd compuesto por las transformaciones locales de
Lorentz (2.8a), las traslaciones locales con A # 0 (2.60) y la simetria (2.72), pudiéndose
considerar asi los difeomorfismos infinitesimales como una simetria derivada. Posterior-
mente, se calculé el algebra de los conmutadores de este conjunto de simetrias (2.75),
asi como la de otros dos conjuntos fundamentales equivalentes, (2.77) y (2.78), obtenien-
do que son cerradas con funciones de estructura. También se obtiene la invariancia bajo
traslaciones locales con A = 0 (2.65) del término més alto de la accién de Lovelock de
primer orden en dimensiones impares (2.79), asi como la simetria adicional (2.85) (que
igualmente fue reportada en [22]), por lo tanto, se probé que el conjunto fundamental
de simetrias de norma de la accién de Lovelock que consta tinicamente del término mas
alto en dimensiones impares esta constituido por las transformaciones de Poincaré junto
con la nueva simetria, nuevamente considerandose los difeomorfismos como una simetria
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derivada. El édlgebra de los conmutadores de este conjunto se calculd en (2.88), obtenien-
do que cierra con funciones de estructura. En dimensiones pares, se demostré que no es
posible construir una identidad de Noether asociada a las traslaciones locales debido a
la presencia de un término de la Lagrangiana de Lovelock, que no puede ser expresado
en términos de derivadas variacionales de la accién de Lovelock (2.1), sin embargo, no
se descarta la posibilidad de que para algunas acciones concretas, dicho término si sea
expresable de esta forma, tal y como pasa en relatividad general n-dimensional (ver [17]),
lo cual permitiria en esos casos hallar generalizaciones de las traslaciones locales.

Al estudiar las simetrias de norma de gravedad f(R) con torsién n-dimensional en el
formalismo de Cartan, adicionalmente a la invariancia bajo transformaciones locales de
Lorentz y difeomorfismos (2.8), se obtuvo la nueva simetria (3.21), la cual es una extensién
de la simetria interna de norma reportada en [17], que a su vez es una generalizacién a n
dimensiones de las traslaciones locales 3D de la relatividad general (2.49). Se mostré que
los difeomorfismos infinitesimales se pueden escribir como una combinacién lineal de las
transformaciones locales de Lorentz (2.8a), la simetria (3.21) y términos proporcionales
a las derivadas variacionales de la accién f(R). Esto significa que la simetria interna
de norma (3.21) junto con las transformaciones locales de Lorentz (2.8a) describen por
completo la libertad de norma de la gravedad f(R) con torsion, y asi los difeomorfismos
se convierten en una simetria derivada en este contexto. Como resultado final, se obtuvo
la invariancia bajo reescalamientos del marco ortonormal (3.43) de la accién de gravedad
f(R) en donde f(R) = ¢R"™?, mostrando asi que el reciproco del segundo teorema de
Noether aplicado a modelos particulares puede conducir a simetrias adicionales.

Vale la pena senalar que seria interesante obtener la forma finita de las transformacio-
nes infinitesimales encontradas en este trabajo, ya que estas podrian tener aplicaciones
tanto en la busqueda de soluciones exactas en las teorias aqui estudiadas como en la
solucion numérica de las ecuaciones de movimiento correspondientes. Otro aspecto que
resultaria interesante estudiar, es la obtencién del dlgebra compuesta por las transfor-
maciones locales de Lorentz y la simetria (3.21) de gravedad f(R) con torsién en el
formalismo de Cartan, debido al impacto que podria tener en la cuantizacion de la teoria.
[gualmente, seria interesante explorar el conteo de los grados de libertad fisicos locales
de las teorias estudiadas en esta tesis, por ejemplo, por medio de métodos Lagrangia-
nos [40, 41], en los cuales las identidades de Noether obtenidas en este trabajo son un
ingrediente fundamental.

Por otro lado, un tema que ha tomado gran relevancia en los ultimos tiempos es la
definicién de corrientes conservadas y sus potenciales en teorias de gravedad. Por ejemplo,
en [48] se utilizan las identidades de Noether asociadas a las simetrias de norma de la
accion n-dimensional de Palatini y de la accion de Holst para construir corrientes de
Noether que se conservan off-shell y sus respectivos potenciales de Noether. Por lo tanto,
una aplicacion directa de los resultados obtenidos en esta tesis que valdria la pena explorar
consiste en la construccién de las corrientes y los potenciales de Noether, analogos a los
reportados en [48], para gravedad de Lovelock en el formalismo de primer orden y gravedad
f(R) con torsién.

Asi mismo, la busqueda del andlogo de las traslaciones locales en otras teorias més
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alla de la relatividad general podria ser importante, ya que como se dijo al principio de
esta tesis, dicha simetria es de vital importancia en la cuantizacion de gravedad 3D y esta
importancia podria extenderse a otras teorias de gravedad, acercandonos a la solucién de
este elusivo problema.

Finalmente, serfa interesante estudiar otros modelos de gravedad, asi como casos parti-
culares de la accién de Lovelock y de gravedad f(R), desde la perspectiva de este trabajo,
ya que la aplicacién del reciproco del segundo teorema de Noether puede servir para
descubrir nuevas simetrias de norma de tales modelos, o en su defecto, conducir a una
reformulacién de las simetrias existentes para encontrar nuevos conjuntos completos de
simetrias de norma.
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Apéndice A

Introduccion a las variables del
formalismo de Cartan

El formalismo de Cartan, descrito a grandes rasgos, consiste en tomar como variables
dindmicas de una teorfa gravitacional un marco ortonormal de 1-formas e! del grupo de
Lorentz!, y una 1-forma de conexién w!; valuada en el dlgebra de Lorentz.

Definir con precision estos conceptos requeriria adentrarse profundamente en el estudio
de haces fibrados, que son variedades diferenciables con propiedades que conectan la
geometria diferencial con la teoria de grupos, de vital importancia para el estudio de las
teorias de norma en la fisica. Algunos textos que abordan este tema amplia y claramente
son [49, 50, 51]. Sin embargo, para mantener este trabajo de tesis autocontenido, en este
apéndice se revisan las propiedades basicas de estos objetos.

Sea M™ una variedad diferenciable n-dimensional, con n > 3. El hecho de que e’ sea
un marco ortonormal de 1-formas del grupo de Lorentz significa que, ademas de tomar
campos vectoriales definidos sobre M" y llevarlos a los reales, una transformacién A del
grupo de Lorentz actia sobre e! de la siguiente manera:

Acel s AT e’ (A1)

Una vez definido el marco ortonormal e, este se puede utilizar para dotar a la variedad
M™ de una orientacion que viene dada por la n-forma de volumen

1 In

n = Eeh...[neh AN---Ne (A.2)

La forma de volumen 7 es necesaria para definir la integral de una funciéon F : M" — R
como:

/ n]—" .7-"7) (A.3)

I

IPara ser precisos e! es una seccién de un haz vectorial, cuyo grupo interno de rotaciones es el de

Lorentz
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Observe que esta propiedad se usa por ejemplo para definir la accién (3.1) de gravedad
f(R).

El marco ortonormal de 1-formas e’ se puede usar también para definir un tensor
métrico en M", dado por:

g=nre e’ (A.4)

Escrito en sus componentes coordenadas, el marco ortonormal de 1-formas es ¢! := e! ,da,
de donde se observa que las componentes coordenadas del tensor métrico, g, estan
relacionadas con e/, mediante:

G = nIJeIueJV- (A5)

La relacion (A.5) resulta 1til cuando se desea pasar de las variables del formalismo métrico
al de Cartan o viceversa.

Por otro lado, a w!; se le denomina 1-forma de conexién porque con ella se puede
definir un operador de derivada covariante (es decir, una conexién) V a través de la
siguiente ecuacion (ver [11]):

w]J(X) = eI(VX(?J), (A6)

donde X es un campo vectorial cualquiera.

Se puede demostrar que el grupo de Lorentz acttia sobre la 1-forma de conexién w!; =
w! j,dz* como:

A wIJ — AIKwKLALJ + AIKdAKJ, (A?)
de modo que los fndices de w’ ; no son indices de Lorentz, debido a la presencia del segundo
término de (A.7).

La 1-forma de conexién w’; cumple w!/ = —w’! y sirve para definir un operador
diferencial llamado derivada exterior covariante, el cual actia sobre formas diferenciales
valuadas en una representacién vectorial del grupo de Lorentz, por ejemplo el o *e;, de
la siguiente manera:

De! :=de" +w'; Ne’, (A.8a)
Dxep:=d*e; —w’ A*ey, (A.8b)

con la generalizacién obvia a tensores con més indices de Lorentz. Adicionalmente, w!;

es compatible con la métrica en el sentido:
Dy = dnry — w™ mis — W™ mgs =0, (A.9)
lo cual implica que si g = nr7e! ® e”:
Vg =0, (A.10)

que se demuestra usando (A.6).
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Por otro lado, a pesar de que w!; no es un tensor de Lorentz (como se ve de sus

propiedades de transformacién (A.7)), se puede construir un 2-tensor de Lorentz a partir
w';, llamado 2-forma de curvatura R;, que se define como R’; := dw!; + w/x A WX .
Esta 1ltima contiene toda la informacion del tensor de Riemann en sus componentes, pues
se escribe en la base ortonormal como

1
RIJ = §RI]KL€K/\€L, (All)

donde R! jip = el (R(0k,01)(dy)) son las componentes del tensor de Riemann, siendo R
el tensor de Riemann [11]. Con las componentes del tensor de Riemann se construye el
tensor de Ricci Ryy := RE ks vy el escalar de Ricci R := Ryn’/, ambos escritos en la
base ortonormal e’.

Para completar las definiciones, De! se descompone en la base ortonormal como

1
Del = §TIJK€J A ek, (A.12)

con T? ;i == el (T(0;,0k)), donde T es el tensor de torsién [11]. Es por la descomposi-
cién (A.12) que en la literatura se suele denominar como la torsién a De!, sin embargo,
esta préactica resulta imprecisa.

Existen identidades que relacionan las derivadas exteriores de De! v R!; que se usan
frecuentemente en este trabajo. A veces suele ser util expresar estas identidades en sus
componentes ortogonales, asi como contracciones de las mismas. La identidad mas utili-
zada a lo largo de esta tesis es la segunda identidad de Bianchi, DR’ = 0, que escrita en
componentes es:

1
DR :—DRIJKLeK A ek + RIJKLDGN A ek

1
DRIJKLeK N €L + §RIJKLTNMK€M A €K A €L

2
1
2
1 1
5 (DMRIJKL + §RIJNLTNMK) eM A eK A €L
=0, (A.13)

donde en la primera linea se ha utilizado la antisimetria de la derivada exterior covariante
“D”, en la segunda se ha descompuesto De! usando (A.12) y en la tercera se ha reescrito
DR i = DyR" i eM = (0yJ DR ) €. El hecho de que una k-forma sea cero no
implica que todas sus componentes sean cero, sino unicamente la antisimetrizacion de las
mismas [11], de modo que la segunda identidad de Bianchi en componentes es:

D R" g1y + R TN k1) = 0. (A.14)

Observe que cuando se considera que la 1-forma de conexién w!; es libre de torsién, el
segundo término de (A.14) desaparece.
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Por otro lado, contrayendo (A.14) en los indices I, K se obtiene la primera identidad
de Bianchi contraida:

2D R 1) — 2R it TN 11 + DR par + RY T par = 0, (A.15)

y contrayendo una vez mas (A.15) en los indices J, M, se obtiene la primera identidad de
Bianchi contraida dos veces:

2D;R7 [+ 2RINTN 1, — DR — R N TV 15 = 0. (A.16)

Por completitud, siguiendo un procedimiento andlogo al recién descrito, se puede re-
escribir la primera identidad de Bianchi D?e! = R’; A e’ en componentes como:

Rl ke = DT ki + T T k1), (A.17)

y de ser necesario sus contracciones se pueden hallar facilmente.
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Apéndice B

El papel de las simetrias triviales en
las teorias de norma

Un aspecto relevante de los conjuntos de simetrias de norma de una teoria es el dlgebra
de sus conmutadores. Si el conmutador de cualesquiera dos simetrias de un conjunto
pertenece nuevamente al conjunto, se dice que el dlgebra es cerradal. Por otro lado, si los
conmutadores que forman el dlgebra contienen términos proporcionales a las derivadas
variacionales de la accién, el édlgebra es abierta [5, 4]. Los términos proporcionales a las
derivadas variacionales de la accién que aparecen en las algebras abiertas se identifican
como simetrias triviales, i.e., simetrias que se vuelven cero on-shell [5].

Como se vio en el Capitulo 2, las algebras de todos los conjuntos fundamentales de
simetrias de norma de la gravedad de Lovelock, en el formalismo de primer orden, consi-
deradas en este trabajo son cerradas. Por otro lado, el calculo del algebra de las simetrias
de norma de gravedad f(R) en el formalismo de Cartan (ver Capitulo 3) formada por las
transformaciones locales de Lorentz y la simetria (3.21) se dejé como trabajo futuro debi-
do a la complejidad de los calculos involucrados. Sin embargo, se cuenta con informacion
acerca de esta algebra, ya que en [17] se menciona que el dlgebra que forma la simetria
ahi reportada, la cual es un caso particular de (3.21), con las transformaciones locales de
Lorentz es abierta. Esto sugiere que el dlgebra que forman las transformaciones locales de
Lorentz y la simetria (3.21) de gravedad f(R) es en general abierta?.

Las algebras abiertas son dificiles de manejar a nivel cuantico y, aunque se han desa-
rrollado métodos para ello [52, 53], en ciertos casos puede ser preferible cerrar primero
el dlgebra [54] y después proceder a la cuantizacién, por ejemplo, a través del enfoque
BRST [5]. Es por ello que en este apéndice se analiza el efecto que tiene anadir la simetria

1La cerradura es parte de la definicién de un algebra, sin embargo, se necesita hacer esta precisién
debido a que en la literatura se pueden encontrar conceptos tales como “algebra abierta” [4].

2No se descarta todavia la posibilidad de que el dlgebra de los conmutadores de las simetrias de norma
de alguna accién f(R) en particular sea cerrada.
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trivial

ce! =¢ 1 De’ (B.1a)
dew!? =CIRY —2A¢V e’ (B.1b)

al conjunto fundamental de las simetrias de norma de la relatividad general 3D en el
formalismo de Cartan, con la esperanza de que esto nos brinde alguna pista acerca de
como cerrar el dlgebra del caso general de gravedad f(R) con torsién en el formalismo
de Cartan. Como la herramienta central en esta tesis es el reciproco del segundo teorema
de Noether, vale la pena revisar como emerge la simetria trivial (B.1) a través de él. Se
inicia recordando que una accién que describe la relatividad general en tres dimensiones
es la accién de Palatini

Sle,w] = x /MB*@, Aes) A <R” - %el A eJ> | (B.2)

Calculando la variacién de la accién con respecto a los campos dindmicos e! y w!” se

obtiene:

0S =k {E[/\561+51J/\5w[‘]+d[(5wIJ/\*(61AeJ)]}, (B.3)
M3
donde
(c:[ =K [*(6[/\6J/\€K)/\RJK—2A*€[] , (B4a)
Ery =D % (ef Ney). (B.4b)

Expandiendo los duales de Hodge que aparecen en (B.4), las derivadas variacionales & y
&1y toman la forma simple:

Er =kerjK (R‘]K —Ae? A eK) , (B.5a)
g[] :HGIJKDGK. (B5b)

Cabe recalcar que (B.1) es una simetria trivial de la relatividad general 3D debido a que
se puede escribir en términos de las derivadas variacionales de la accién (B.2) como

sce! =p)De’ = ie”K (pJEsK), (B.6a)

dew!” =p I RY — 2 pl e’ = %EIJK (p1€k)- (B.6b)

Una manera directa de obtener la identidad de Noether de la cual emerge (B.1) comienza
notando que &5 A Ex + Er N Ejx = 0, por ser una 4-forma definida sobre la variedad
3-dimensional M?3. Calculando el producto interior de esta 4-forma con 9;, se obtiene:

O JETNER +EgNOLIEK + 0L ETNE s +Er NOLJE i = 0. (B7)
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1JK

Multiplicando el resultado anterior por € se llega a

Er N GIJKaLJ Eik +Er7 N EIJKaLJ Ex =0, (BS)

la cual se puede identificar como una identidad de Noether. Nuevamente, se multiplica
la identidad (B.8) por los pardmetros de norma (o/2k)¢E, llegando asf a la identidad
off-shell?

Er N iEIJKCJ Erx +E17 N ;—KGIJKCJ Ex =0, (B9)
N -
dcel dewl

de la cual, apelando al reciproco del segundo teorema de Noether, se lee precisamente la
simetria (B.1). Una forma de verificar, aunque no de obtener, que (B.1) es una simetria
de norma de la acciéon de Palatini en tres dimensiones, es introducirla directamente en la
variacién (B.3), obteniendo:

6S= [ dler¢d (R —Ae' Ae?) ne™], (B.10)
M
es decir, la accion de Palatini en tres dimensiones es cuasi-invariante bajo las transforma-
ciones triviales (B.1).
Un conjunto completo de las simetrias de norma de la accién de Palatini en tres
dimensiones se compone de transformaciones locales de Lorentz (d,) y traslaciones locales
(6,), que actuando sobre e’ y w!’ estén dadas por:

Srel =11 e’ s,w'’ = — D77, transformaciones de Lorentz, (B.11a)

s,e! =Dp’, Swl? =2Mpl e, traslaciones locales. (B.11b)

Si a este conjunto de simetrfas se le anade la simetrfa de norma (B.1) (d¢), tomando
parametros de norma 777, p! y ¢! independientes de los campos, el dlgebra de los conmu-
tadores que se obtiene es la siguiente:

[07,,0r,] = 0r, (3" = 2 Y (B.12a)

(0015 0ps] = 05, (TU = 2A01[I/)2J]) , (B.12b)

[07,0p] = 67, + 0py, (p"=—=7"45p7), (B.12¢)

[07,0¢] = ¢, (G =757, (B.12d)

[0, 5d=5 (¢"==¢IDp"), (B.12e)
[6c,,8cs) = 8-+ 6, + 6y, (7 = G (@I R™) + 206167,

pl =Gt (GIDe),
G'=— ¢, Gl e, (B.12f)

3El factor (0/2k) se agrega de tal modo que la simetria (B.1) no tenga factores dimensionales ni
dependa de la signatura o de la métrica interna 7z ;.
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donde ¢ = (107, (4 = (110; v (& = (,'0; son campos vectoriales.

Analizando (B.12) ecuacién por ecuacion, se ve de (B.12a)-(B.12c¢) que el dlgebra que
forman las transformaciones locales de Lorentz con las traslaciones locales, es cerrada, y
en particular, es el algebra del grupo de De Sitter si A es positiva, de anti-De Sitter si A
es negativa o el grupo de Poincaré si A = 0. Por otro lado, (B.12d)-(B.12e) muestran que
el conmutador de una simetria trivial (d.), ya sea con una trasformacion local de Lorentz
(0-) o con una traslacion local (9,) da como resultado de nuevo una transformacion trivial
del tipo (B.1). En la literatura [5] se encuentra que el conmutador de una simetria trivial
con cualquier simetria de norma es de nuevo trivial. Sin embargo, hay que interpretar con
cuidado esta afirmacién, ya que de (B.12e) se ve que el conmutador de dos transformacio-
nes triviales (d;) da como resultado una combinacién lineal de transformaciones locales
de Lorentz, translaciones locales y de nuevo una transformacion trivial del tipo (B.1). Es
importante destacar que los parametros de norma de la transformacion local de Lorentz
y la traslacion local resultantes se pueden reescribir como:

=G (GIRY) + 206167 = R G G e (B.13)

o' =G (GIDe') = - GG e, (B.14)

es decir, son proporcionales a las derivadas variacionales y por lo tanto son cero on-
shell. Esto significa que el conmutador de dos transformaciones triviales (B.1) de nuevo es
una simetria trivial pero no del mismo tipo, sino la suma de una transformacién local de
Lorentz con parametro proporcional a &7, una traslacién local con parametro proporcional
a &y y una simetria trivial del tipo (B.1). Este resultado podria tener implicaciones a
nivel cuantico, ya que las verdaderas simetrias de norma siempre se deben de considerar
off-shell. Se observa que en su conjunto, el algebra (B.12) es cerrada, de modo que como
resultado del andlisis realizado en este apéndice se concluye que para cerrar el algebra
que forman las transformaciones locales de Lorentz y la simetria de gravedad f(R) con
torsién en el formalismo de Cartan (3.21), vale la pena explorar el camino de anadir
a ese conjunto de simetrias fundamentales una simetria trivial analoga a (B.1). Como
comentario final, seria interesante explorar si existe alguna relacién entre este camino y
otros métodos para cerrar un conjunto de simetrias de norma, por ejemplo con el método
de Batalin-Vilkovinsky [54].
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Apéndice C

Conjuntos equivalentes de simetrias
de norma de la acciéon de Lovelock
en dimensiones impares con
parametros de norma genéricos

En la seccién 2.4 se presenta el dlgebra de los conmutadores de tres conjuntos comple-
tos equivalentes de simetrias de norma de la accién de Lovelock (2.1), con coeficientes que
satisfacen (2.62), considerando parametros de norma independientes de los campos. Sin
embargo, los parametros de norma que multiplican a las identidades de Noether conside-
radas en el reciproco del segundo teorema de Noether también pueden depender de los
campos (y sus derivadas). Por lo tanto, en este apéndice, se presenta el método usado a lo
largo de esta tesis para calcular los conmutadores de las simetrias de la accion de Lovelock
en el formalismo de primer orden, considerando parametros de norma de la forma mas
general posible, usando como ejemplo el algebra formada por las transformaciones locales
de Lorentz y los difeomorfismos infinitesimales. Posteriormente, se presenta el algebra
de los conmutadores de los tres conjuntos completos equivalentes de simetrias de norma
dados en la seccién 2.4, calculados con parametros de norma generales.

Para este ejemplo, se comienza calculando el conmutador de dos transformaciones
locales de Lorentz, (6,,) y (d,,), actuando sobre el marco ortonormal e!:

[57'1757'2]61 = 57’1 (TQIJGJ) - 57'2 (TllJeJ) . (Cl)

Debido a que 71/ v 77 pueden depender de manera arbitraria de los campos e’ y w!,
los términos

On (12! 5e”) = (0nm2"s) € + o'y sce™, (C.2a)
Ory (' s€”) = (0ri'y) €+ 1l ymo” e, (C.2b)

no se pueden simplificar més, ya que se desconoce la forma precisa de 6,77 y 6,717 ;.
Por lo tanto, insertando (C.2) en (C.1), se obtiene

[(571,(57—2]61 - 7_3[J€J> (C3)
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donde 1377 := 6, 7ol y — 0,11y + QTlmKTg‘J I, es decir, el conmutador de dos transforma-
ciones locales de Lorentz, (6,,) v (0,,), actuando sobre ¢!, da como resultado de nuevo
una transformacién de Lorentz, (d.,).

Como segundo paso, se calcula el conmutador de una transformacion local de Lorentz
(6;) con un difeomorfismo infinitesimal (d¢), actuando sobre el marco ortonormal e, que
es:

[57, 55]61 = (ST (,Cgel) — 55 (T[JGJ) s (C4)

donde ¢ = £19;, con ¢! siendo el pardametro de norma del difeomorfismo infinitesimal.
Debido a que 77 y & (y por lo tanto &) pueden depender de manera arbitraria de los
campos e! y w!;, la simplificacién méas general que se puede realizar sobre sus variaciones
es expresarlas como:

(57- (££€J) :L‘(;Tgel -+ Eg (TIJ€J> (C5a)
55 (TIJGJ) = ((5§TIJ) €J + TIJ£§€J, (C5b)

donde se ha usado para llegar a (C.5a) la identidad

d(Lxa) =0 (XJda+d({Ja)) =0X]da+ X1d(da) +d (6 X Ja+ XIda)
:,65)(0[ +,CX5&, <C6)

con 0 una variacién arbitraria, X un campo vectorial y o una k-forma (k < n).
Insertando (C.5) en (C.4), se obtiene

[0, 0¢le’ = 7' je! + Leel, (C.7)

donde 77 ; := LTy — 07!y y & 1= 6, = (6,6€e) Or , es decir, el conmutador de una
transformacion local de Lorentz (d,) con un difeomorfismo infinitesimal (J¢), actuando
sobre ¢!, da como resultado de nuevo una transformacién local de Lorentz (4,,) mas un
difeomorfismo infinitesimal (J, ).

Para concluir este ejemplo, se calcula el conmutador de dos difeomorfismos infinitesi-
males, (d¢,) v (dg,), actuando sobre el marco ortonormal e’. Se inicia con la expresion:

[5€1a 552]61 = 551 (‘65261) - 5&2 (‘Cﬁlej) 3 (08)

donde &; := &0y, con & el pardmetro de norma del difeomorfismo infinitesimal (i = 1,2).
Debido a que &7 y &7 pueden depender de manera arbitraria de los campos e! y w!;, la
simplificacién mas general que se puede hacer sobre sus variaciones es dejarlas expresadas
como:

¢, (£526J) zﬁ%@el + Le, (55261) , (C.9a)
(552 (ﬁgl €J) :£5§2§1 61 + ﬁ& (‘Cfl 61) s (Cgb)

donde se ha usado de nuevo la identidad (C.6) para llegara (C.9).
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Insertando (C.9) en (C.8), se obtiene el resultado deseado:
[5517552]61 - £§361 (ClO)

donde &3 1= ¢, §2—0g, &1 — (€1, §2) = ((55152 — 05,61 — [&1, 52])J€I) 01, con [£1, &) el parénte-
sis de Lie de los campos vectoriales &; y & (ver [11]). Por lo tanto, el conmutador de dos
difeomorfismos infinitesimales, (¢, ) v (0, ), actuando sobre e’, da como resultado de nuevo
un difeomorfismos infinitesimal (Jg, ).

Este proceso debe repetirse de nuevo, esta vez aplicando los conmutadores asociados
a las transformaciones locales de Lorentz y a los difeomorfismos a la 1-forma de conexién
w! 7, para finalmente concluir que el dlgebra que forman estas simetrias es:

[0y 5 0ry] =07, (TgIJ =6 — 0, + QTl[I‘KTng) , (C.11a)
(07, 0¢] =07, + Ogy, (1" o= Ler'? — 67!, &7 = (6:€) Je'), (C.11b)
[5517 552] :5537 (531 = (55152 - 55251 - [51,52])J€I) . (C.llc)

El algebra (C.11) es la mas general que se puede obtener al considerar pardmetros de
norma dependientes de los campos. Sin embargo, algunos casos particulares de (C.11) se
pueden hallar con frecuencia en la literatura, en donde algunos parametros de norma se
dejan dependientes de los campos mientras que otros no.

Por ejemplo en [32] se dice que el dlgebra que forman los conmutadores de las trans-
formaciones locales de Lorentz (d,) y los difeomorfismos infinitesimales (J¢) es:

[57'17 57'2] :57'37 (TSIJ = 27—1[”1(7'2”}[() , (C.12a)
[677 65] :57'17 (7—11J = LgTIJ) , (Cl?b)
[5517 652] :5&)7 (531 = [527 51] J 61) . (C.12C)

Esta dlgebra se puede recuperar de (C.11), a través del procedimiento descrito a continua-
cién: comparando (C.11a) con (C.12a), se observa que para hacerlas coincidir basta tomar
los parametros de las transformaciones 7’/ y 7!/ como independientes de los campos.
Como segundo paso, se compara (C.11b) con (C.12b), lo que conduce a las siguientes

condiciones:

st =0, (C.13a)
5.61el =0. (C.13b)
La condicién (C.13a) no aporta informacién adicional, ya que nuevamente implica que los

pardmetros 777 son independientes de los campos, sin embargo (C.13b) requiere que &7
sea dependiente de los campos, ya que:

0,6 = (6:6") 01 + €' (6,01) = (6,€") Or — (€16-¢") B1. (C.14)

De este modo, calculando el producto interior de (C.14) con e! y comparando el resultado
con (C.13b), se obtiene la ley de transformacién de ¢! bajo transformaciones locales de
Lorentz:

o =71 ,87. (C.15)
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Por tltimo, comparando (C.11c) con (C.12¢) se observa que para que estas coincidan, se
debe cumplir:

55152 = 07 (Cl6a)
d¢,&2 = 0. (C.16b)

Calculando la variacién de los campos vectoriales &1, & bajo los difeomorfismos infinitesi-
males dg,, O¢, , respectivamente, se obtiene:

0, &0 = (06,6") 01 + &7 (0¢,01) = (06,&") Or — (&0, €") Oy, (C.17a)
55251 - ((55251[) Or + gll (55281) - (552511) or — (§1J 65261) Or. (Cl?b)

Sustituyendo (C.16) en (C.17) se obtiene que las propiedades de transformacién de los
pardmetros de norma & (con i = 1,2), bajo un difeomorfismo infinitesimal son:

552511 = flJ (£5261) s (C18a)
g6’ = &1 (Lee’) (C.18b)

que muestra nuevamente que los pardmetros de norma &/ dependen de los campos. En
resumen, para recuperar el dlgebra de los conmutadores (C.12) se requiere que los pardme-
tros de norma 7!’ y el campo vectorial ¢ = £¢/0; sean independientes de los campos, lo
que equivale a considerar que los pardmetros &/ dependen de los campos. Las propieda-
des de transformacién de dichos pardametros bajo transformaciones locales de Lorentz y
difeomorfismos son, respectivamente, (C.15) y (C.18).

A continuacién se presentan las dlgebras de conmutadores en el caso més general
posible, calculadas a partir del método recién descrito, permitiendo parametros de norma
dependientes de los campos. Cabe aclarar que, sin importar la eleccién de los pardametros
de norma, la ley de transformacion de los campos es siempre la misma.

Primer conjunto. Este conjunto completo de simetrias de norma se compone de
transformaciones locales de Lorentz (,), traslaciones locales (d,) y difeomorfismos (d¢)
con generador infinitesimal & := £19;. El algebra de los conmutadores es

[ . (13" =0, " — 57271 +2n BRIy (C19a)
(0015 0py) = 67 4 0ps, (7' = 2Ap1 pg . psl: ppo — pzpll) , (C.19b)
[07,0,] = 07 + 0y, (Tlu = —4,77, =0.p —7Tp J) , (C.19¢)
[0¢15 06,] = Ogs, (&' = (0,62 — 55251 51,52 [)de'),  (C.194)
(07, 0¢] = 07y + Og, s (1" o= Ler") — 67!, &7 = (6:€) Je'), (C.19e)
[0,, 0] = 0, + O¢, (p1! = Lep" —0¢p", &7 = (5,€) Je’). (C.19f)

Segundo conjunto. Este conjunto completo de simetrias de norma se compone de
transformaciones locales de Lorentz (d;), traslaciones locales (d,) y difeomorfismos me-
jorados (d,) con generador infinitesimal x := x’9;. El dlgebra de los conmutadores es
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07y, 0ry] = Oy, (' =6 = 6,n! + 271[”1%2“1}() : (C.20a)

(015 0p,] = 07 4 0, (7’ = 2Ap "), s = 02— 5p2p11) , (C.20b)

[07,0,] = 07y + 0y, (1" = =6, phi=0,p" =71 5p7), (C.20c)

[Ox150xa] = O + Oy, (7’” = XoJ (X1J R”)

xs! = Oy, X2 — OyoX1 — Xl, x2]) ) (C.20d)

[07,0y] = 67, + 0y (1" = =67, il = (6,x)Jeh), (C.20e)
[0 0x] = 0py + 6y (p" = Lp" + (xJw'y) p = 6,07,

xi' = (0,x) Je’). (C.20f)

Hay que tener en cuenta que para un vector xs := X2'd; cuyas componentes ! dependen
de los campos se cumple 6, x2 = (5X1X2I) Or + xa' (0,,01).

Tercer conjunto. Este conjunto completo de simetrias de norma se compone de trans-
formaciones locales de Lorentz (4, ), traslaciones locales (d,) y la simetria de norma (2.85)
(0. ) con € := £!9;. El algebra de los conmutadores es

(04 0ry] = O, (7'3” =0, =0, + QTl[IIKTQIJ]K) , (C.21a)

(0015 0p5] = 67 4 0ps, ("= 20p U p "1, Pl =6, 02" — 0ppi?) (C.21b)

(07,0, = 07, + 0py, (n" = =0,7", ph=6p"—1"5p7), (C.21¢)
(021, 02,] = 07 + 6, + 0oy, (7" :=e1d (e2J RY) + 205 ey,
pI =1 (52J DeI) ,

g3’ 1= (0-,62 — 0sye1 — [E1,82)) Je'), (C.21d)

[0-,0:] = 0ry + Ocys (71[‘] =57 gl = (575)J61) , (C.21e)

[0,,0c] = 0,y + 0y (pi" = =b.p", el = (6,2) Je’). (C.21f)

Observe que, si se toman los parametros de norma 77, p!, x!, ¢! vy ! independientes de
los campos, entonces estas algebras de conmutadores se convierten en las reportadas en
la seccién 2.4 de esta tesis.
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Apéndice D

Comparacién entre gravedad f(R) en
el formalismo de Cartan y en los
formalismos métrico y de Palatini

En este apéndice, se revisan algunos aspectos fundamentales de las teorias de gravedad
f(R) n-dimensional, tanto en el formalismo métrico como en el de Palatini, y se realiza
una comparacién entre estas teorfas y la gravedad f(R) con torsién en el formalismo de
Cartan.

La accién que define la gravedad f(R) n-dimensional en el formalismo métrico es [19,
20, 21]

Smétrica[gm/] =K i f(ﬁ)\/—_gdn.l’, (Dl)

donde f(R) es una funcién real del escalar de Ricci R asociado a la conexién de Levi-
Civita, denotada en esta seccién por V, y g := det[g,,| es el determinante del tensor
métrico. La variacién de la accién (D.1) con respecto al inverso de la métrica g*(g"*g,, =
9%,) es

58 . — / "2 (E.0,5¢" +V,B")., (D.2)

donde

Ew =k =g | ['(R) Ry — %f (R) 9w + (9 V, VP =V, V) (R, (D.3a)
B =k/=g [['(R) (9,,V"¢"" = V.,6g") =V, ['(R) (9" 9ps09”” — 69")] . (D.3D)

Como se puede ver de (D.3a), las ecuaciones de campo de gravedad f(R) en el formalismo
métrico son de cuarto orden, mientras que en el formalismo de Cartan las ecuaciones de
campo (3.3) son de segundo orden. Mas aun, los sistemas de ecuaciones (D.3a) y (3.3)
no son equivalentes, ya que la conexién involucrada en (D.3a) es la de Levi-Civita, y por

65



APENDICE D. COMPARACION ENTRE GRAVEDAD F(R) EN EL FORMALISMO DE CARTAN Y EN LOS FORMALISMOS
66 METRICO Y DE PALATINI

tanto es libre de torsién, mientras que (3.3b) implica que la conexién del espacio-tiempo
no es libre de torsion.

Por otro lado, en gravedad f(R) n-dimensional en el formalismo de Palatini, los cam-
pos dindmicos son el tensor métrico g,,, y una conexién independiente v cuyos coeficientes
ING w Se asumen libres de torsion, lo cual equivale a NG ] = 0 [46]. El principio de accién
correspondiente a esta teoria es

SPalatini[guya fpul/] =K f(,]%’) \Y% _gdnxv (D4)
Mn

con R el escalar de Ricci de la conexién independiente V. La variacién de la accién (D.4)
es

Spatanilg™, T ] = K / ' (5,“,59“” +ESST, + VMB“> , (D.5)
donde
£ =/=3 | Rl (R) = 31 (R (D62
&4 =n Vo (V=9f R)g"*3",) =V, (V=9 (R)g" ). (D.6b)
B =ry/—4f'(R) (5fﬂypgw - gw(sfﬂy,,) . (D.6c)

La ecuacién (D.6b) se puede reescribir con algo de dlgebra como:
@guy - _@p <logf'(7%)> Guuv, (D7)

(ver [46]), lo cual implica que la derivada covariante V 1o es compatible con la métrica,
y que la no-metricidad estd dada por (D.7). Esta es una diferencia fundamental entre la
gravedad f(R) en el formalismo de Palatini y en el de Cartan, pues en el de Palatini, la
conexién asociada a w!; es compatible con la métrica y con torsién no necesariamente
nula.
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