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Resumen

En esta tesis se estudian las simetŕıas de norma de las teoŕıas de gravedad de Lo-
velock n-dimensional en el formalismo de primer orden y gravedad f(R) con torsión
n-dimensional en el formalismo de Cartan, utilizando el rećıproco del segundo teorema de
Noether.

Como resultado, en el caso de la gravedad de Lovelock, se obtienen las conocidas
invariancias bajo transformaciones locales de Lorentz y difeomorfismos. Además, en di-
mensiones impares, se obtienen las llamadas “traslaciones locales” con constante Λ 6= 0,
siempre y cuando cierta relación entre los coeficientes de los términos de la Lagrangiana
de Lovelock se satisfaga. Aunque estos resultados ya eran conocidos, el presente enfoque es
conceptualmente más simple y claro. Adicionalmente, se demuestra que existe una nueva
simetŕıa de norma cuando se cumple la relación entre los coeficientes mencionada previa-
mente, y que en este caso, el conjunto fundamental de simetŕıas de norma de la acción de
Lovelock se puede considerar compuesto por las transformaciones locales de Lorentz, las
traslaciones locales con Λ 6= 0 y la nueva simetŕıa, convirtiéndose aśı los difeomorfismos
en una simetŕıa derivada. Se calcula el álgebra de los conmutadores de este conjunto de
simetŕıas, obteniendo que es cerrado con funciones de estructura. Por otro lado, se obtiene
la invariancia bajo traslaciones locales con Λ = 0 del término más alto de la acción de
Lovelock de primer orden en dimensiones impares, aśı como otra simetŕıa nueva, análoga
a la que emerge en el caso de las traslaciones locales con Λ 6= 0, por lo tanto, el conjunto
fundamental de simetŕıas de norma de la acción que consta de este único término está
constituido por las transformaciones de Poincaré, junto con la nueva simetŕıa, de mane-
ra que nuevamente los difeomorfismos se pueden considerar como una simetŕıa derivada.
También se muestra que el álgebra de los conmutadores de este conjunto se cierra con
funciones de estructura.

Para gravedad f(R) con torsión, se obtiene la invariancia bajo transformaciones locales
de Lorentz y difeomorfismos. Además, se obtiene una nueva simetŕıa de esta teoŕıa, que es
una extensión para gravedad f(R) con torsión de las traslaciones locales tridimensionales
de la relatividad general. Se muestra que esta simetŕıa interna de norma junto con las
transformaciones locales de Lorentz describen por completo la libertad de norma de la
gravedad f(R) con torsión, y aśı los difeomorfismos se convierten en una simetŕıa derivada
también en este contexto. Finalmente, se obtiene una nueva simetŕıa de gravedad f(R)
con torsión, para f(R) = cRn/2, la cual es un tipo de simetŕıa conforme.
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Abstract

In this thesis, using the converse of Noether’s second theorem, the gauge symmetries
of n-dimensional Lovelock gravity and of n-dimensional f(R) gravity with torsion in the
first-order (Cartan) formalism are studied.

As a result, the well-known invariances of Lovelock action under local Lorentz trans-
formations and diffeomorphisms are obtained. Furthermore, in odd dimensions, the inva-
riance of the Lovelock action under the so-called “local translations” with a non-vanishing
constant Λ is obtained too, as long as a certain relationship between the coefficients of
the terms of the Lovelock Lagrangian is satisfied. Although these results were already
known, the present approach is conceptually simpler and clearer than the previous ones.
Additionally, it is shown that there is a new gauge symmetry of the Lovelock action
when the aforementioned relationship between the coefficients is fulfilled, and that in this
case, the fundamental set of gauge symmetries of the Lovelock action can be conside-
red as composed by local SO(n− 1, 1) or SO(n) transformations, local translations with
Λ 6= 0 and the new symmetry, and thus, diffeomorphisms become a derived symmetry.
The commutator algebra of this set of gauge symmetries is computed, obtaining that it
closes with structure functions. On the other hand, we obtain the invariance under local
translations with Λ = 0 of the highest term of the Lovelock action in odd dimensions, as
well as another new symmetry, analogous to the one that emerges in the case of the local
translations with Λ 6= 0. Therefore, the fundamental set of symmetries of this single term
of the Lovelock action is constituted by the Poincaré transformations, together with the
new symmetry, so that, diffeomorphisms can be regarded as a derived symmetry again.
It is also shown that the commutator algebra of this set of gauge symmetries is closed
with structure functions. For f(R) gravity with torsion, we obtain the invariance under
local SO(n − 1, 1) or SO(n) transformations and diffeomorphisms of the f(R) action.
Furthermore, a new gauge symmetry of this theory is obtained, which is an extension for
f(R) gravity with torsion of the three-dimensional local translations of general relativity.
It is shown that this internal gauge symmetry together with the local SO(n − 1, 1) or
SO(n) transformations completely describe the gauge freedom of f(R) gravity with tor-
sion, and thus diffeomorphisms become a derived symmetry also in this context. Finally,
a new symmetry for f(R) gravity with torsion is obtained, with the particular choice
f(R) = cRn/2, which is a type of conformal symmetry.

3
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Caṕıtulo 1

Introducción

En esta tesis se estudiarán las simetŕıas de norma de dos teoŕıas que describen la
gravedad, que son la teoŕıa de Lovelock n-dimensional en el formalismo de primer orden
y gravedad f(R) en el formalismo de Cartan, a través del rećıproco del segundo teorema
de Noether. Con el objetivo de mantener este trabajo autocontenido, a continuación se
presentan brevemente algunos conceptos fundamentales con los que el lector puede no
estar familiarizado, tales como las simetŕıas de norma y el rećıproco del segundo teorema
de Noether.

En la actualidad, gran parte de las teoŕıas fundamentales de la f́ısica son teoŕıas
de norma, siendo algunos ejemplos la electrodinámica clásica [1], el modelo estándar de
part́ıculas [2] y la relatividad general [3]. Una teoŕıa de norma es aquella en la cual
un sistema f́ısico se describe utilizando más variables que sus grados de libertad f́ısicos,
llamados también observables [4, 5, 6].

Los observables de una teoŕıa son las cantidades que uno puede medir en el laboratorio,
por ello, ser capaces de obtener los observables de una teoŕıa de norma es de vital impor-
tancia. Sin embargo, debido a la presencia de variables adicionales, los observables de una
teoŕıa de norma suelen ser dif́ıciles de identificar por inspección. Para complicar aún mas
la situación, en una teoŕıa de norma ¡algunas de las variables permanecen completamente
indeterminadas por las ecuaciones de movimiento!

La solución completa a estos problemas la presentó Noether en su trabajo de 1918 [7, 8].
En este trabajo, Noether demuestra que por cada variable que permanece indeterminada
por las ecuaciones de movimiento de una teoŕıa de norma, existe una relación entre las
derivadas variacionales de la acción1, a estas relaciones se les denomina “identidades de
Noether” (ver [5, 6] para derivaciones más modernas de este resultado). El rećıproco del
segundo teorema de Noether establece que la existencia de m identidades de Noether
en una teoŕıa implica que esta posee una simetŕıa de norma m-paramétrica, es decir,
una transformación de las variables de la teoŕıa, que depende de m funciones arbitrarias,
también llamadas parámetros de norma, y que deja la acción cuasi-invariante, es decir,
invariante salvo un término de frontera. La presencia de cada una de funciones arbitrarias

1En esta tesis, las teoŕıas f́ısicas en consideración se obtienen a través de un principio variacional
aplicado a una acción.

5



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

equivale a la indeterminación de una de las variables de la teoŕıa. Los observables f́ısicos
se identifican como las cantidades que permanecen invariantes bajo las transformaciones
de norma de la teoŕıa. Los observables definidos de esta forma se denominan locales, ya
es están definidos en cada punto de una solución f́ısica2. En resumen, además de permitir
la determinación de los observables de la teoŕıa, el rećıproco del segundo teorema de
Noether brinda un método sistemático para obtener sus simetŕıas de norma, a través de
la construcción de identidades de Noether.

A continuación se presentan dos ejemplos que ilustran la aplicación del rećıproco del
segundo teorema de Noether a sistemas mecánicos con simetŕıas de norma.

Part́ıcula no-relativista en una dimensión.
Considere una part́ıcula no-relativista moviéndose en una dimensión x, sujeta a un

potencial V (x). Este sistema puede ser descrito mediante la acción

S[x, t] =

∫ τb

τa

(
mẋ2

2ṫ
− V (x)ṫ

)
dτ, (1.1)

con m > 0 una constante, ẋ := dx/dτ , ṫ := dt/dτ y V (x) una función diferenciable de
x. Nótese que el tiempo Newtoniano t se ha incorporado en la acción como variable de
configuración y τ es el parámetro con respecto al cual evolucionan x y t.

Calculando la variación de (1.1) se obtiene:

δS =

∫ (
Exδx+ Etδt+

dθ

dτ

)
dτ, (1.2)

donde las derivadas variacionales Ex y Et son:

Ex =
δS

δx
= − d

dτ

(
mẋ

ṫ

)
− V ′(x)ṫ, (1.3a)

Et =
δS

δt
=

d

dτ

(
mẋ2

2ṫ2

)
+ V ′(x)ẋ, (1.3b)

con V ′(x) := dV/dx, y el término de frontera está dado por dθ/dτ , con:

θ :=
mẋ

ṫ
δx−

(
mẋ2

2ṫ2
+ V (x)

)
δt. (1.4)

Definiendo f = mẋ/ṫ, las derivadas variacionales de la acción (1.1) se pueden reescribir
como:

Ex =− ḟ − V ′(x)ṫ, (1.5a)

Et =
f

m
ḟ + V ′(x)ẋ. (1.5b)

2La definición de observables en una teoŕıa relativista requiere tomar en cuenta la naturaleza e inter-
acciones gravitacionales de los cuerpos que definen un sistema de referencia [9].
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 7

Despejando ḟ de (1.5a) y sustituyendo el resultado en (1.5b) se llega a la identidad de
Noether:

f

m
Ex + Et = 0. (1.6)

Multiplicando esta expresión por el parámetro de norma ε, se obtiene la identidad off-shell:

Ex
f

m
ε︸︷︷︸

δεx

+Et ε︸︷︷︸
δεt

= 0, (1.7)

de la cual se leen las transformaciones infinitesimales:

δεx =
f

m
ε, (1.8a)

δεt =ε. (1.8b)

Esta simetŕıa de norma se identifica como la “invariancia bajo reparametrizaciones de τ”.
Part́ıcula libre en el espacio de Minkowski.
Considere la acción que describe tanto una part́ıcula masiva (m > 0), como una sin

masa (m = 0), moviéndose en el espacio de Minkowski:

S[xµ, λ] =

∫ τ2

τ1

(
1

4λ
ẋµẋµ −m2c2λ

)
dτ, (1.9)

donde c es la velocidad de la luz y los ı́ndices µ, ν, . . . , se suben y bajan con la métrica
(ηµν) = diag(−1, 1, 1, 1).

Calculando la variación de la acción (1.9) se obtiene:

δS =

∫ (
Exδx+ Eλδλ+

dθ

dτ

)
dτ, (1.10)

donde las derivadas variacionales Eµ y Eλ son:

Eµ =
δS

δxµ
= − 1

2λ
ẍµ, (1.11a)

Eλ =
δS

δλ
= − 1

4λ
ẋµẋµ −m2c2, (1.11b)

y el término de frontera está dado por dθ/dτ , con:

θ =
1

2λ
ẋµδx

µ. (1.11c)

En este caso, no existe relación algebraica entre las derivadas variacionales (1.11a) y
(1.11b). Sin embargo, derivado Eλ con respecto al parámetro τ se obtiene:

Ėλ = − 1

2λ2
ẋµẍµ, (1.12)

Rodrigo Humberto Romero Aguilar Simetŕıas de norma en teoŕıas de gravedad



8 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

que se puede reescribir como la identidad de Noether:

ẋ

λ
Eµ − Ėλ = 0. (1.13)

Multiplicando por el parámetro de norma α y manipulado el resultado se obtiene la
expresión off-shell:

Eµ λ−1αẋµ︸ ︷︷ ︸
δαxµ

+Eλ α̇︸︷︷︸
δαλ

− d

dτ
(Eλα) = 0, (1.14)

de la cual se lee la simetŕıa de norma:

δαx
µ =

ẋµ

λ
α, (1.15a)

δαλ =α̇, (1.15b)

que se identifica como la invariancia de la acción bajo reparametrizaciones, debido a la
arbitrariedad del parámetro de norma α.

La diferencia fundamental entre los ejemplos recién presentados radica en la forma en
la que están relacionadas las derivadas variacionales de cada acción. Para la acción (1.1), la
identidad de Noether obtenida es algebraica, mientras que para la acción (1.9), la identidad
de Noether obtenida involucra la diferenciación de una de las derivadas variacionales.
Como se verá más adelante, esta estrategia suele rendir frutos también en teoŕıas de
campo.

Las simetŕıas de norma juegan un papel fundamental en diversas áreas de la f́ısica
moderna. Por ejemplo, en la electrodinámica clásica, la simetŕıa de norma U(1) permi-
te reescribir las ecuaciones de Maxwell [1] de maneras convenientes, conocidas como “la
norma de Coulomb” y “la norma de Lorenz”, que facilitan enormemente la obtención de
soluciones exactas. Por otro lado, las teoŕıas de norma juegan también un papel funda-
mental en la construcción del modelo estándar de la f́ısica de part́ıculas. Este modelo se
obtiene a través de la cuantización de una teoŕıa de campo (de norma) cuyo grupo de si-
metŕıa es SU(3)×SU(2)×U(1). Al cuantizar esta teoŕıa, las variables adicionales (en este
caso campos) permiten construir campos cuánticos que se interpretan como las part́ıculas
mediadoras de las interacciones fuerte (gluones) y electrodébil (fotones y bosones W± y
Z). Por último, la teoŕıa de norma por excelencia es posiblemente la relatividad general.
Debido a que las teoŕıas que se analizan en esta tesis son generalizaciones de esta teoŕıa,
a continuación se presentan sus aspectos más importantes y se muestra cómo aplicar el
rećıproco del segundo teorema de Noether para obtener sus simetŕıas de norma.

Es bien sabido que el marco teórico en el cual mejor se ha logrado encajar los fenómenos
gravitacionales es el de la relatividad general. En esta teoŕıa, las interacciones gravita-
cionales son descritas como manifestaciones f́ısicas de la geometŕıa del espacio-tiempo,
que se modela como una variedad diferenciable pseudo-riemanniana 4-dimensional M4.
En la relatividad general, escrita en el formalismo métrico, toda la información acerca de
la geometŕıa del espacio-tiempo está codificada en el tensor métrico g = gµνdx

µ ⊗ dxν

Simetŕıas de norma en teoŕıas de gravedad Rodrigo Humberto Romero Aguilar



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 9

(los ı́ndices µ, ν, . . . van de 0 a 3 y a lo largo de esta tesis se usa la convención de suma
de Einstein), y las ecuaciones que determinan el comportamiento de este campo son las
ecuaciones Einstein [10]

Rµν −
1

2
gµνR+ Λgµν = 8πGTµν , (1.16)

donde Rµν = Rρ
µρν es el tensor de Ricci construido a partir del tensor de Riemann

Rµ
νρσ de la conexión de Levi-Civita ∇ (ver [11]), R = Rµνg

µν es el escalar de Ricci, Λ
es la constante cosmológica, G es la constante de Newton y Tµν es el tensor de enerǵıa-
momento que depende de los campos de materia presentes. El tensor de Einstein Gµν

se define como Gµν = Rµν − 1
2
gµνR. Para este ejemplo, se consideran las ecuaciones de

Einstein en ausencia de campos de materia, lo cual implica que Tµν = 0. Las ecuaciones
de Einstein en el vaćıo se pueden obtener a través del principio variacional de mı́nima
acción aplicado a la acción de Einstein-Hilbert (EH)

SEH = κ

∫
M4

(R− 2Λ)
√
−gd4x, (1.17)

donde κ = (16πG)−1 y g es el determinante de la matriz de componentes del tensor
métrico gµν .

Un cálculo expĺıcito de la variación de la acción de EH, denotada por δSEH , conside-
rando el inverso de la métrica gµν(gµνgνρ = δµρ) como campo dinámico, lleva al siguiente
resultado:

δSEH =

∫
M4

Eµνδgµνd4x+

∫
M4

∇ρv
ρ
√
−gd4x, (1.18)

donde

Eµν = κ
√
−g
(
Rµν −

1

2
Rgµν + Λgµν

)
, (1.19a)

vρ = κ [∇ρ (δgσαgασ)−∇σ (δgρσ)] . (1.19b)

Se observa de (1.18) que la variación de la acción de EH consiste en dos términos. El
primero corresponde a las ecuaciones de campo de Einstein, como se puede ver en (1.19a),
mientras que el segundo es un término de frontera que depende del vector (1.19b), lo cual se
demuestra mediante el teorema de Stokes (ver por ejemplo en [10]), reescribiendo (1.19b)
como ∫

M4

∇ρv
ρη =

∫
∂M4

nρv
ρ (n η) = 0, (1.20)

con η = 1/4!
√
−gdx0 ∧ · · · ∧ dx3 la forma de volumen cuatro dimensional y nµ un campo

vectorial ortogonal a la frontera ∂M4 (ver [11] para la convención del producto interior
“ ”). Ya que el término de frontera no es relevante para los resultados del presente trabajo,

Rodrigo Humberto Romero Aguilar Simetŕıas de norma en teoŕıas de gravedad



10 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

se considera que este es eliminado por algún método apropiado para la situación f́ısica
que se desee estudiar.3.

Calculando la derivada covariante ∇ν de (1.19a) y utilizando la segunda identidad de
Bianchi (ver [11]) contráıda dos veces, la cual es:

gτµgσν∇[τRρσ]µν = 0, (1.21)

se obtiene

∇νEµν = 0. (1.22)

La ecuación (1.22) es una relación diferencial entre las derivadas variacionales Eµν , es
decir, una identidad de Noether, y por lo tanto su existencia implica como lo establece el
rećıproco del segundo teorema de Noether, que la acción de EH (1.17) posee una simetŕıa
de norma asociada. Una manera de obtener esta simetŕıa de norma es multiplicar la
identidad de Noether (1.22) por parámetros de norma Xν(x), que son funciones arbitrarias
de las coordenadas (de cualquier carta) de la variedad xµ, y con álgebra simple que
involucra el uso de las propiedades de ∇, reescribir el resultado como:

Eµν ∇(µXν)︸ ︷︷ ︸
δXgµν

+∇µ (−EµνXν)︸ ︷︷ ︸
−jµ

= 0, (1.23)

de la cual se puede leer la simetŕıa de norma δXg
µν y la cantidad jµ, a la cual se le

denomina en este contexto corriente de Noether

δXg
µν = ∇(µXν), (1.24a)

jµ = EµνXν . (1.24b)

En este punto, vale la pena destacar una propiedad de las teoŕıas de norma, la cual es que
las corriente de Noether asociadas a sus simetŕıas de norma siempre son proporcionales
a las derivadas variacionales de su acción, y por tanto, es cero on-shell (igualando a cero
las derivadas variacionales).

Por otro lado, es ampliamente conocido que (1.24a) es un difeomorfismo infinitesimal
generado por el campo vectorial X := Xµ∂µ, con ∂µ := ∂/∂xµ, ya que se puede reescribir
como δXg

µν = (LXg−1)µν , donde LX denota la derivada de Lie a lo largo del vector X
(ver [11]) y g−1 := gµν∂µ⊗ ∂ν . Esto último implica que la acción (1.17) es invariante bajo
la familia uniparamétrica de difeomorfismos φt = exp (tX), i.e.,

S[gµν ] = S[φ∗tg
µν ], (1.25)

donde “φ∗t” denota el pullback bajo el difeomorfismo φt (ver [11]). Por lo tanto, como
resultado de aplicar el rećıproco del segundo teorema de Noether a la acción de EH (1.17)

3Existen varias formas de deshacerse del término de frontera, por ejemplo, considerar únicamente
variedadesM4 sin frontera, o agregar a la acción (1.17) un término de frontera, conocido como el término
de Gibbons-Hawking-York, el cual cancela (1.20) y no contribuye a las ecuaciones de campo de Einstein.

Simetŕıas de norma en teoŕıas de gravedad Rodrigo Humberto Romero Aguilar
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se obtiene la simetŕıa bajo difeomorfismos de la misma. Este resultado ha llevado a al-
gunos a conjeturar que la simetŕıa por excelencia de toda teoŕıa gravitacional son los
difeomorfismos, sin embargo, esta creencia no es del todo precisa.

La invariancia bajo difeomorfismos de la relatividad general surge como consecuen-
cia del principio de covariancia general, el cual establece que: “Las leyes de la f́ısica se
escriben de la misma forma en todos los marcos de referencia”. Como consecuencia de
este principio, se tiene que toda teoŕıa f́ısica fundamental es invariante bajo difeomor-
fismos [3], por lo tanto, los difeomorfismos no son una simetŕıa especial de las teoŕıas
gravitacionales. Más aún, los difeomorfismos (infinitesimales) actúan del mismo modo so-
bre cualquier campo (como una derivada de Lie), sin importar la naturaleza del campo.
Esto se contrapone fuertemente con otras teoŕıas de norma, en las cuales la forma de las
transformaciones depende del campo sobre el cual actúan. Otro fuerte contraste entre los
difeomorfismos y otras simetŕıas de norma, por ejemplo las relevantes para la f́ısica de
part́ıculas, es que estas últimas se pueden obtener a través de promover simetŕıas globales
(con parámetros constantes)[7, 8] a simetŕıas de norma y analizando las propiedades de
transformación de los campos necesarias para mantener la acción invariante, agregando
nuevos campos (llamados campos de norma) en caso de ser necesario, esto no ocurre aśı
con los difeomorfismos [12].

Adicionalmente, la simetŕıa bajo difeomorfismos es uno de los principales obstáculos
para construir una teoŕıa cuántica de la gravedad. Los métodos de cuantización conven-
cionales, usados por ejemplo para obtener el modelo estándar de part́ıculas, hacen uso
de la invariancia bajo el grupo de Poincaré (global) de la teoŕıa. En particular, esta si-
metŕıa es necesaria para definir la noción de enerǵıa y para la existencia de un operador
Hamiltoniano, distinto de cero, que genere una evolución temporal unitaria del sistema.
Por otro lado, en la relatividad general se reemplaza la simetŕıa de Poincaré global por
los difeomorfismos que, recordemos, son una simetŕıa de norma, de modo que general-
mente, no hay noción de enerǵıa ni operador Hamiltoniano, distinto de cero y unitario
en un teoŕıa relativista general [3]. En otras formulaciones, como la gravedad cuántica de
Lazos (LQG), se ha logrado sobrepasar esta dificultad, sin embargo, esta teoŕıa acarrea
sus propios problemas [3, 13] (ver [14] para una discusión cŕıtica de los logros y desaf́ıos
de LQG).

Un enfoque más conservador que LQG, que ha llevado a resultados positivos en la
cuantización de la relatividad general en tres dimensiones (3D) [15, 16], posee dos ingre-
dientes clave relacionados con la presente tesis: el primero de ellos consiste en el reemplazo
de la métrica gµν como variable dinámica por un marco ortonormal de 1-formas, eI , y una
1-forma de conexión, ωIJ , del grupo de Lorentz. Con este procedimiento, se reemplaza
la acción de EH por la acción conocida como “acción de Palatini en 3D” o “acción de
Einstein-Cartan (EC) en 3D”. Una descripción detallada de este formalismo se encuentra
en el apéndice A, sin embargo, por ahora se destacarán sus aspectos más relevantes. El
marco ortonormal eI es un conjunto de 1-formas, relacionado con el tensor métrico g a
través de:

g = ηIJe
I ⊗ eJ , (1.26)

Rodrigo Humberto Romero Aguilar Simetŕıas de norma en teoŕıas de gravedad
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donde los ı́ndices I, J, . . . , en esta sección van de 0 a 2, se suben y bajan con la métrica
de Lorentz ηIJ := diag[−1, 1, 1, 1] y su inversa (de aqúı que estos se denominan “́ındices
de Lorentz”). Por otro lado ωIJ es un campo (1-forma) independiente, que define una
derivada covariante ∇ a través de la relación:

ωIJ(X) = eI (∇X∂J) , (1.27)

donde X es un campo vectorial arbitrario y ∂I es el campo vectorial dual a eI , en el
sentido ∂I eJ = δJ I . En estas variables, la acción de Palatini en 3D se escribe como:

SPal[e, ω] =

∫
M3

LPal = κ

∫
M3

[
εIJKR

IJ ∧ eK − 2Λη
]
, (1.28)

donde κ es una constante relacionada con la constante de Newton, M3 es una variedad
3D, εIJK es un tensor completamente antisimétrico que cumple ε012 = 1, RI

J := dωIJ +
ωIK ∧ ωKJ es la 2-forma de curvatura de la conexión ωIJ (ver [11] para las convenciones
de la derivada exterior “d” y el producto exterior “∧”) y η = (1/3!)εIJKe

I ∧ eJ ∧ eK es
la forma de volumen 3-dimensional. A la 3-forma LPal se le denomina “Lagrangiana de
Palatini en 3D”.

Calculando la variación de (1.28) se obtiene:

δSPal[e, ω] = κ

∫
M
EI ∧ δeJ + EIJ ∧ δωIJ + d

(
εIJKδω

IJ ∧ eK
)
, (1.29)

con las derivadas variacionales4

EI = κεIJK
(
RJK − ΛeJ ∧ eK

)
, (1.30a)

EIJ = κεIJKDe
K := κεIJK

(
deK + ωKL ∧ eL

)
, (1.30b)

(ver [11] y el apéndice A para la definición general de la derivada exterior covariante
“D” asociada a la 1-forma de conexión ωIJ). Las ecuaciones de movimiento de la teoŕıa
se obtienen igualando (1.30) a cero y se puede demostrar que estas generan la misma
dinámica que las ecuaciones de movimiento de la acción de EH en 3D, con la notable
diferencia de que el sistema (1.30) es de primer orden, mientras que las ecuaciones de
movimiento de la acción de EH en 3D son de segundo orden. Es por esta razón que a
la elección de eI y ωIJ como variables de la teoŕıa se le denomina también “formalismo
de primer orden”, sin embargo, cabe destacar que, como se verá en la sección 3, las
ecuaciones de movimiento de otras teoŕıas gravitacionales pueden ser de orden superior,
aún utilizando como variables eI y ωIJ .

Por otro lado, la acción de Palatini (1.28) es por construcción cuasi-invariante bajo
difeomorfismos infinitesimales

δζe
I =LζeI , (1.31a)

δζω
IJ =LζωIJ , (1.31b)

4La derivada variacional de una acción S con respecto a una k-forma φ, δSδφ , se puede identificar de la

siguiente expresión
∫
δS
δφ ∧ δφ := ĺımε→0 ε

−1(S[φ+ εδφ]− S[φ]).
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ya que estos generan una variación en la acción (1.28) dada por δSPal[e, ω] =
∫
M d(ζ LPalatini),

además es invariante bajo trasformaciones locales de Lorentz

δτe
I =τ IJe

I , (1.32a)

δτω
IJ =−Dτ IJ , (1.32b)

es decir δPalS[e, ω] = 0.
El segundo elemento que permite cuantizar la relatividad general en 3D, a partir de

la acción de Palatini, consiste precisamente en reformular el conjunto de simetŕıas de
norma de la teoŕıa, originalmente formado por difeomorfismos y transformaciones locales
de Lorentz, reemplazando los difeomorfismos por otra simetŕıa de norma conocida como
las “traslaciones locales”:

δρe
I =DρI , (1.33a)

δρω
IJ =2Λρ[IeJ ], (1.33b)

notando que un difeomorfismo infinitesimal se puede reescribir como:

LρeI =DρI −
(
ρ ωIJ

)
eJ − 1

2κ
εIJKρ EJK , (1.34a)

LρωIJ =2Λρ[IeJ ] +D(ρ ωIJ)− 1

2κ
εIJKρ EK , (1.34b)

es decir, un difeomorfismo infinitesimal se puede escribir como una combinación lineal
de transformaciones locales de Lorentz, traslaciones locales y términos proporcionales a
las derivadas variacionales, que forman un transformación trivial (ver [4] y el apéndice B
para una discusión acerca de las simetŕıas triviales), obteniendo de este modo un conjunto
fundamental de simetŕıas de norma conformado por transformaciones locales de Lorentz
y traslaciones locales.

En resumen, el cambio de la acción de EH en 3D, que es de segundo orden, por
la de Palatini en 3D, que es de primer orden, junto con la reformulación del conjunto
de simetŕıas de norma de la acción de Palatini en 3D, dan como resultado una teoŕıa
susceptible a una cuantización por métodos convencionales.

Por supuesto este no es el panorama completo y hay muchos otros elementos involu-
crados en la cuantización de gravedad 3D, sin embargo, este último resultado demuestra
que la reformulación del conjunto de simetŕıas de norma de una teoŕıa puede conducir a
progresos en la cuantización de la gravedad. Para dicha tarea, el rećıproco del segundo
teorema de Noether resulta una herramienta muy útil. Una prueba de este hecho es [17],
en donde se aplica el rećıproco del segundo teorema de Noether a la acción de Palatini
n-dimensional y a la acción de Holst5, tanto en vaćıo como acopladas a un campo escalar,
obteniendo una nueva simetŕıa que es una generalización de las traslaciones locales 3D

5La acción de Holst es una acción para gravedad 4-dimensional escrita en el formalismo de primer
orden, que lleva a la misma dinámica que la acción de Palatini clásicamente. Sin embargo, sus versiones
cuánticas difieren de manera no trivial.
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(ver [15, 16]). Además de obtener la nueva simetŕıa, en [17] se muestra que el conjunto
fundamental de simetŕıas de las acciones de Palatini en n dimensiones (n ≥ 3) y de la
acción de Holst está formado por las transformaciones locales de Lorentz junto con la
nueva simetŕıa. Aśı, los difeomorfismos pasan a ser una simetŕıa derivada, que se puede
escribir como combinación lineal de elementos de este conjunto (módulo términos propor-
cionales a las derivadas variacionales de la acción). Posteriormente, en [18] se extendieron
los resultados de [17] para considerar también el acoplamiento de las acciones estudiadas
previamente con campos de Yang-Mills y fermiones.

La presente tesis extiende el análisis realizado en los trabajos [17, 18], a dos teoŕıas de
“gravedad modificada”, que son las teoŕıas de gravedad de Lovelock n-dimensional en el
formalismo de primer orden y gravedad f(R) con torsión n-dimensional en el formalismo
de Cartan. Las teoŕıas de gravedad modificada han tomado relevancia en las últimas
décadas, ya que intentan explicar algunas observaciones cosmológicas y astrof́ısicas que
aparentemente no encajan en el marco teórico de la relatividad general, con o sin campos
de materia acoplados a ella, como pueden ser: la expansión acelerada del universo, la curvas
de rotación de part́ıculas que rodean las galaxias, la dinámica de grupos de galaxias, la
estructura a gran escala del universo, etc. [19, 20, 21].

La tesis está organizada de la siguiente manera: en el Caṕıtulo 2 se estudian las
simetŕıas de norma de la teoŕıa de gravedad de Lovelock n-dimensional en el formalismo de
primer orden, por medio del rećıproco del segundo teorema de Noether. Como resultados
principales se pueden destacar los siguientes: se obtiene que el conjunto de simetŕıas que
describe la libertad de norma de la gravedad de Lovelock n-dimensional en el formalismo de
primer orden dependen de la dimensión de la variedad diferenciable sobre la cual se define
la acción de Lovelock. Tanto en dimensiones pares como impares, se obtiene la conocida
invariancia bajo transformaciones locales de Lorentz y difeomorfismos. Sin embargo, solo
en dimensiones impares, se obtiene que las llamadas traslaciones locales con constante
Λ 6= 0 son simetŕıa de la acción de Lovelock si y solo si se satisface una relación entre
los coeficientes de los términos de la Lagrangiana de Lovelock. Cuando se cumple esta
relación entre los coeficientes, es posible construir una identidad de Noether de la cual
emerge una nueva simetŕıa de norma. En este caso, el conjunto fundamental de simetŕıas
de norma de la acción de Lovelock está compuesto por la nueva simetŕıa, las traslaciones
locales con Λ 6= 0 y las transformaciones locales de Lorentz, pudiéndose considerar aśı los
difeomorfismos como una simetŕıa derivada. Se calcula el álgebra de los conmutadores de
este conjunto de simetŕıas, obteniendo que es cerrado con funciones de estructura. También
se obtiene la invariancia bajo traslaciones locales con Λ = 0 del término más alto de la
acción de Lovelock de primer orden en dimensiones impares, aśı como otra nueva simetŕıa,
por lo tanto, el conjunto fundamental de simetŕıas de norma de la acción de Lovelock que
consta únicamente del término más alto en dimensiones impares está constituido por las
transformaciones de Poincaré junto con la nueva simetŕıa, nuevamente considerándose
los difeomorfismos como una simetŕıa derivada. El álgebra de los conmutadores de este
conjunto también se cierra con funciones de estructura. Los resultados de este análisis
fueron reportados en [22].

Posteriormente, en el Caṕıtulo 3, se estudian las simetŕıas de norma de gravedad f(R)
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con torsión n-dimensional en el formalismo de Cartan. En este caṕıtulo se obtiene la in-
variancia bajo transformaciones locales de Lorentz y difeomorfismos de esta acción, a
través del rećıproco del segundo teorema de Noether. Además se obtiene una extensión
de la simetŕıa interna de norma reportada en [17]. Se muestra que los difeomorfismos
infinitesimales se pueden escribir como una combinación lineal de dicha generalización,
transformaciones locales de Lorentz y términos proporcionales a las derivadas variacio-
nales de la acción f(R). Esto significa que esta nueva simetŕıa de norma, junto con las
transformaciones locales de Lorentz describen por completo la libertad de norma de la
gravedad f(R) con torsión, y aśı los difeomorfismos se convierten en una simetŕıa deri-
vada en este contexto. Este caṕıtulo cierra con la obtención de otra nueva simetŕıa: la
invariancia bajo reescalamientos del marco ortonormal, de la acción de gravedad f(R)
en donde f(R) = cRn/2, mostrando aśı que el rećıproco del segundo teorema de Noether
aplicado a modelos particulares puede conducir a simetŕıas adicionales. Los resultados de
este análisis fueron reportados en [23]

Finalmente, en el Caṕıtulo 4 se dan los comentarios finales y las conclusiones obtenidas
del análisis de estas dos teoŕıas de gravedad más allá de relatividad general, aśı como las
perspectivas de trabajo futuro en este tema.
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Caṕıtulo 2

Gravedad de Lovelock

2.1. Introducción

La primera teoŕıa que se estudiará en este trabajo es la teoŕıa de gravedad de Lovelock
n-dimensional en el formalismo de primer orden. Esta teoŕıa tiene sus oŕıgenes en el
trabajo de Lovelock [24], en el cual construye de manera expĺıcita todos los tensores en n
dimensiones que comparten las siguientes caracteŕısticas con el tensor de Einstein:

Son simétricos.

Su divergencia es cero.

Dependen únicamente del tensor métrico y sus primeras dos derivadas.

Estas caracteŕısticas hacen que una combinación lineal de estos tensores sea un buen
candidato para la ecuación de movimiento del campo gravitacional en n dimensiones, ya
que, al no depender de derivadas de orden superior del tensor métrico, se evitan problemas
de causalidad, además de que la versión cuántica de la teoŕıa está libre de “fantasmas”
[25, 26, 27].

Lovelock demuestra en [24] que es posible obtener estos tensores a través del principio
de mı́nima acción, aplicado a una acción actualmente denominada como acción de Love-
lock en la formulación métrica. Un enfoque más moderno para el estudio de la gravedad
de Lovelock, basado en el uso de formas diferenciales, es el llamado “formalismo de primer
orden”, en donde las variables dinámicas son un marco ortonormal de 1-formas del grupo
de Lorentz, eI , y una 1-forma de conexión valuada en el álgebra del grupo de Lorentz,
ωIJ

1. A continuación se introducirán los aspectos de la teoŕıa necesarios para estudiar
sus simetŕıas desde el punto de vista del rećıproco del segundo teorema de Noether. El
lector interesado puede consultar [25], para una revisión de la gravedad de Lovelock en el
formalismo de primer orden y su relación con las formas de Chern-Simons.

1Ver apéndice A para una descripción más precisa de las variables del formalismo de primer orden.
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Escrita en el formalismo de primer orden, la acción de Lovelock es

Sn[e, ω] =

∫
Mn

[n/2]∑
p=0

apL
p
n, (2.1)

donde Mn es una variedad diferenciable n-dimensional, con n ≥ 3, ap son constantes
reales arbitrarias, [c] denota la parte entera del número c y Lpn es la n-forma

Lpn = κεI1I2···I2p−1I2pI2p+1···InR
I1I2 ∧ · · · ∧RI2p−1I2p ∧ eI2p+1 ∧ · · · ∧ eIn , (2.2)

con κ una constante cuyo valor y dimensiones dependen de n y que está relacionada con
la constante de Newton G, eI es un marco ortonormal de 1-formas del grupo interno de
rotación SO(σ) donde SO(−1) := SO (1, n− 1) para variedades Lorentzianas (σ = −1)
y SO(+1) := SO(n) para variedades euclidianas (σ = +1). En el resto de esta tesis, el
término “grupo de Lorentz” se usa para referirse a ambos casos. RI

J es la 2-forma de
curvatura de la 1-forma de conexión ωIJ valuada en el álgebra de SO(σ), (ωIJ = −ωJI),
definida como RIJ = dωIJ + ωI K ∧ ωKJ . Los ı́ndices I1, . . . , In van desde 0 a (n− 1) y se
suben y bajan con la métrica (ηIJ) = diag (σ, 1, ..., 1). Se asume que la variedad Mn es
orientable y que la forma de volumen viene dada por η = (1/n!)εI1···Ine

I1 ∧· · ·∧eIn , donde
el tensor con ı́ndices del grupo de rotación εI1···In es totalmente antisimétrico y satisface
ε1···n = 1.

Note que p cuenta el número de factores de curvatura de cada término de la Lagran-
giana de Lovelock, por ejemplo, la acción de Lovelock en cinco dimensiones consta de los
siguientes términos

S5[e, ω] =κ

∫
M5

(
a0εI1...I5e

I1 ∧ · · · ∧ eI5 + a1εI1I2I3I4I5R
I1I2 ∧ eI3 ∧ eI4 ∧ eI5

+a2εI1I2I3I4I5R
I1I2 ∧RI3I4 ∧ eI5

)
. (2.3)

Cabe precisar que para cada elección de constantes ap se tiene una acción de Lovelock
distinta, sin embargo, en la literatura, a la familia completa de acciones se le denomina
como acción de Lovelock. También es importante notar que en dimensiones pares existe
un término en la Lagrangiana de Lovelock llamado término de Euler, y está dado por

Lnn = κεI1I2···In−1InR
I1I2 ∧ · · · ∧RIn−1In . (2.4)

Sin embargo, este término es “topológico”, es decir, sus derivadas variacionales con res-
pecto a los campos dinámicos eI y ωIJ son trivialmente cero, de modo que no propaga
grados de libertad f́ısicos y por lo tanto no juega ningún papel a nivel clásico. Además al
ser trivialmente cero, sus derivadas variacionales cumplen cualquier identidad de Noether,
por lo que desde el punto de vista del rećıproco del segundo teorema de Noether, este
término también es irrelevante, por lo que no se tomará en cuenta para la deducción de
las simetŕıas de norma analizadas en esta tesis.
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Calculando la variación de (2.1) con respecto a los campos eI y ωIJ , se obtiene

δSn =

∫ [
EI ∧ δeI + EIJ ∧ δωIJ + d

(
θIJ ∧ δωIJ

)]
, (2.5)

donde

EI :=
δS

δeI
=

[(n−1)/2]∑
p=0

apEpI , (2.6a)

EIJ :=
δS

δωIJ
=

[(n−1)/2]∑
p=1

apEpIJ , (2.6b)

θIJ :=

[n/2]∑
p=1

apθ
p
IJ , (2.6c)

y a su vez

EpI = (−1)n−1 κ (n− 2p) εII2I3···I2pI2p+1I2p+2···In

×RI2I3 ∧ · · · ∧RI2pI2p+1 ∧ eI2p+2 ∧ · · · ∧ eIn , (2.7a)

EpIJ = (−1)n−1 κp (n− 2p) εIJI3I4···I2p−1I2pI2p+1I2p+2···In

×RI3I4 ∧ · · · ∧RI2p−1I2p ∧DeI2p+1 ∧ eI2p+2 ∧ · · · ∧ eIn , (2.7b)

θpIJ = (−1)n κpεIJI3I4···I2p−1I2pI2p+1···In

×RI3I4 ∧ · · · ∧RI2p−1I2p ∧ eI2p+1 ∧ · · · ∧ eIn , (2.7c)

es decir, EI y EIJ son las derivadas variacionales con respecto a eI y ωIJ , respectivamente,
y la (n− 2)-forma θIJ es el llamado “potencial simpléctico”.

Es importante destacar que la ecuación de movimiento EIJ = 0 no implica que la
conexión ωIJ sea libre de torsión como en el caso de relatividad general, sino una relación
complicada que involucra potencias de la curvatura RI

J y la derivada exterior covariante
del marco ortonormal DeI . A pesar de que es claro que una solución particular de esta
ecuación esDeI = 0, y que este sector de la teoŕıa es el más ampliamente estudiado [28, 29],
existen también soluciones fuera de este sector (ver por ejemplo [30]). En esta tesis, debido
a que el análisis de las simetŕıas de norma de una acción debe realizarse off-shell y sin
usar ninguna identidad adicional, se asume que tanto las derivadas variacionales, EI y EIJ ,
como DeI son distintas de cero en general.

Claramente, cada término
∫
Lpn es invariante de Lorentz, ya que Lpn es un producto

exterior de tensores de Lorentz y todos sus ı́ndices están contráıdos. Por otra parte, bajo un
difeomorfismo Ψ :Mn →Mn, Lpn satisface Ψ∗Lpn (e, ω) = Lpn (Ψ∗e,Ψ∗ω), como toda teoŕıa
escrita tensorialmente, es decir, cada término

∫
Lpn es invariante bajo transformaciones

locales de Lorentz y bajo difeomorfismos. Estas simetŕıas se pueden obtener a través del
rećıproco del segundo teorema de Noether, como se hará a continuación.
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20 CAPÍTULO 2. GRAVEDAD DE LOVELOCK

2.2. Invariancia bajo transformaciones locales de Lo-

rentz y difeomorfismos de la gravedad de Love-

lock

Dos simetŕıas de norma conocidas de la acción de Lovelock n-dimensional en el for-
malismo de primer orden son las transformaciones infinitesimales de Lorentz y los difeo-
morfismos infinitesimales, que actuando sobre el marco ortonormal eI y la conexión ωIJ
son

Lorentz : δτe
I = τ I Je

J , δτω
IJ = −Dτ IJ , (2.8a)

Difeomorfismos : δξe
I = LξeI , δξω

IJ = LξωIJ , (2.8b)

donde Lξ es la derivada de Lie a lo largo del campo vectorial ξ = ξI∂I y tanto τ IJ(= −τJI)
como ξI son parámetros de norma. Para ver que (2.8) son simetŕıas de la acción de Lovelock
(2.1) basta calcular la variación de esta bajo dichas transformaciones, obteniendo que es
invariante bajo transformaciones locales de Lorentz y cuasi-invariante bajo difeomorfismos
infinitesimales 2:

δτSn =0, (2.9a)

δξSn =

∫
d

ξ [n/2]∑
p=0

apL
p
n

 . (2.9b)

El rećıproco del segundo teorema de Noether establece que estas simetŕıas de norma se
pueden obtener a partir de identidades diferenciales que relacionan las derivadas varia-
cionales de la acción EI , EIJ , denominadas “identidades de Noether”. Esto se realizará a
continuación.

Como se vio del ejemplo del Caṕıtulo 1, la construcción de las identidades de Noether
de una teoŕıa, suele requerir calcular la derivada covariante de las derivadas variacionales
de la acción. Como la acción de Lovelock está escrita en formas diferenciales, valuadas
en representaciones del grupo de Lorentz, la derivada natural a considerar es la derivada
exterior covariante “D” asociada a la 1-forma de conexión ωIJ (ver Apéndice A).

A partir de ahora, se realizará una derivación detallada de la identidad de Noether
asociada a las transformaciones locales de Lorentz. Se inicia considerando el término

EpIJ = (−1)n−1 κp (n− 2p) εIJI3I4···I2p−1I2pI2p+1I2p+2···In

×RI3I4 ∧ · · · ∧RI2p−1I2p ∧DeI2p+1 ∧ eI2p+2 ∧ · · · ∧ eIn , (2.10)

con p ≥ 1. Calculando su derivada exterior covariante se obtiene

DEpIJ = (−1)n−1 κp (n− 2p) εIJI3I4···I2p−1I2pI2p+1I2p+2···In

×
(
RI3I4 ∧ · · · ∧RI2p−1I2p ∧D2eI2p+1 ∧ eI2p+2 ∧ · · · ∧ eIn

+(n− 2p− 1)RI3I4 ∧ · · · ∧RI2p−1I2p ∧DeI2p+1 ∧DeI2p+2 ∧ · · · ∧ eIn
)
, (2.11)

2Curiosamente, la acción de Lovelock (2.1), como toda acción escrita de manera tensorial, es invariante
bajo difeomorfismos finitos.
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donde se ha utilizado el hecho de que

DεI1...In = 0, (2.12)

y la segunda identidad de Bianchi (escrita en formas diferenciales)

DRIJ = 0. (2.13)

Se observa que el término en la tercera linea de (2.11) es cero, ya que contiene como factor

εIJI3...InDe
I ∧DeJ = 0, (2.14)

que es cero debido a que los términos DeI ∧DeJ y εIJI3···In son simétrico y antisimétrico
en I, J , respectivamente. Por otro lado, la primera identidad de Bianchi establece que

D2eI = RI
J ∧ eJ , (2.15)

de modo que, insertando (2.14) y (2.15) en (2.11), esta se simplifica a

DEpIJ =κ(−1)n−1p(n− 2p)εIJI3I4···I2p−1I2pI2p+1I2p+2...In

×RI3I4 ∧ · · · ∧RI2p−1I2p ∧RI2p+1K ∧ eK ∧ eI2p+2 ∧ · · · ∧ eIn . (2.16)

Se puede notar que (2.16) contiene p factores de curvatura RIJ , por lo que resulta natural
preguntarse si es posible reescribir dicha ecuación en términos de EpI , que contiene el mismo
número de factores de curvatura. La respuesta es positiva, lo cual es fácil de demostrar
insertando la identidad

e[I ∧ EJ ] =κ(−1)n−1p(n− 2p)εIJI3···I2pI2p+1...In

×RI3I4 ∧ · · · ∧RI2p−1I2p ∧RI2p+1L ∧ eL ∧ eI2p+2 ∧ · · · ∧ eIn , (2.17)

en la ecuación (2.16), con la convención de (anti-)simetrización:

(I1 · · · Ik) =
1

k!

∑
π∈Pk

π(I1) · · · π(Ik), (2.18a)

[I1 · · · Ik] =
1

k!

∑
π∈Pk

sign(π)π(I1) · · · π(Ik), (2.18b)

donde Pk es el grupo de permutaciones de k elementos, sign(π) = 1 si π ∈ Pk, es una
permutación par y sign(π) = −1 en caso contrario, llegando a la siguiente relación

DEpIJ = e[I ∧ EpJ ]. (2.19)

Al multiplicar el lado izquierdo de (2.19) por ap y sumando sobre el ı́ndice p, se reconstruye
DEIJ , sin embargo al realizar lo mismo en el lado derecho de (2.19) hace falta el término
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E0
I para reconstruir EI , de modo que una identidad de Noether construida de esta forma

no está completa en este punto. Por fortuna, es fácil ver que

e[I ∧ E0
J ] = κ(−1)n−1nε[J |I2···Ine|I] ∧ eI2 ∧ · · · ∧ eIn

= κ(−1)n−1nε[J |I2···InηM |I]σε
MI2···Inη = κ(−1)n−1n!η[IJ ]η = 0, (2.20)

por lo que al multiplicar (2.19) por los coeficientes ap y sumando sobre todos los términos
con distinta p, el término (2.20) no contribuye y se obtiene la identidad de Noether

DEIJ = e[I ∧ EJ ]. (2.21)

En este caso, ya que (2.21) es antisimétrica en los ı́ndices de Lorentz I y J , para obtener
una identidad off-shell de la cual se pueda leer la simetŕıa asociada a esta, resulta natu-
ral multiplicar esta ecuación por parámetros locales antisimétricos3 τ IJ(x)(= −τJI(x)),
obteniendo como resultado

EI ∧ τ IJeJ︸ ︷︷ ︸
δτ eI

+EIJ ∧ −Dτ IJ︸ ︷︷ ︸
δτωIJ

+(−1)n−1d
(
τ IJEIJ

)
= 0, (2.22)

donde se ha utilizado la identidad

d
(
EIJτ IJ

)
= DEIJτ IJ + (−1)n−1EIJ ∧Dτ IJ . (2.23)

Como resultado del análisis previo, se ha obtenido la identidad off-shell (2.22), de la cual
se recuperan las transformaciones infinitesimales locales de Lorentz (2.8a) a través del
rećıproco del segundo teorema de Noether, además, se ha conseguido ejemplificar el méto-
do para obtener las identidades de Noether en una teoŕıa escrita en formas diferenciales.

Por otro lado, debido a que el análisis y manipulación de la derivada exterior covariante
de EpIJ lleva a la identidad de Noether asociada a las transformaciones locales de Lorentz,
uno podŕıa esperar que repetir este procedimiento con EpI lleve directamente a la identidad
de Noether asociada a los difeomorfismos, sin embargo esto resulta ser falso; manipulando
DEpI de la manera que se presenta a continuación, lo que se obtiene es una simetŕıa
infinitesimal que es combinación lineal de un difeomorfismo y una transformación local
de Lorentz dependiente de los campos, conocida en la literatura como “difeomorfismos
mejorados” o “difeomorfismos modificados” [4, 31, 32].

Para obtener intuición acerca de cómo construir la identidad de Noether asociada a
los difeomorfismos mejorados se considera la derivada exterior covariante de la derivada
variacional del primer término de la acción de Lovelock (2.1), que es

DE0
I =κ(−1)n−1n(n− 1)εII2I3···InDe

I2 ∧ eI3 ∧ · · · ∧ eIn

=
1

2
κ(−1)n−1n(n− 1)εII2I3···InT

I2
J1J2e

J1 ∧ eJ2 ∧ eI3 ∧ · · · ∧ eIn , (2.24)

3En caso de no partir de los parámetros locales antisimétricos τ IJ , la parte simétrica desaparece debido
a la antisimetŕıa de la identidad de Noether (2.21) en los ı́ndices I, J .
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donde en la segunda ĺınea se ha separado en componentes DeI = (1/2)T IJKe
J ∧ eK (ver

también apéndice A). Por otro lado, se tiene la siguiente relación

εIJ2I3···InE0
I = σκ(−1)n−1n(n− 1)!eJ2 ∧ eI3 ∧ · · · ∧ eIn , (2.25)

por lo que, insertando (2.25) en (2.24) se llega a la identidad

DE0
I =

σ

2(n− 2)!
εII2I3···Inε

KJ2I3···InT I2J1J2e
J1 ∧ E0

K

=
(
∂I DeK

)
∧ E0

K . (2.26)

Se procede ahora a obtener una expresión análoga a (2.26) para p ≥ 1, para ello se realizan
los siguientes cálculos.

Es fácil ver que DeJ ∧ EpJ = 0, por ser una (n + 1)-forma, por lo que, tomando el
producto interior de esta forma con ∂I se obtiene(

∂I DeJ
)
∧ EpJ +DeJ ∧ (∂I EpJ) = 0. (2.27)

El primer término de (2.27) es análogo al lado derecho de (2.26), de manera que solo falta
reescribir el segundo término de (2.27) en función de EpI y EpIJ , por lo que se desarrolla de
la siguiente manera:

(∂I EpJ) =κ(−1)n−1(n− 2p)εJI2I3I4I5···I2pI2p+1I2p+2I2p+3···In

×
[
p
(
∂I RI2I3

)
∧RI4I5 ∧ · · · ∧RI2pI2p+1 ∧ eI2p+2 ∧ eI2p+3 ∧ · · · ∧ eIn

+ (n− 2p+ 1)RI2I3 ∧RI4I5 ∧ · · · ∧RI2pI2p+1 ∧ δI2p+2

I eI2p+3 ∧ · · · ∧ eIn
]
. (2.28)

Multiplicando (2.28) por DeJ , se obtiene

DeJ∧ (∂I EpJ) = κ(−1)n−1(n− 2p)εJI2I3I4I5···I2pI2p+1I2p+2I2p+3···In[
p
(
∂I RI2I3

)
∧RI4I5 ∧ · · · ∧RI2pI2p+1 ∧DeJ ∧ eI2p+2 ∧ eI2p+3 ∧ · · · ∧ eIn

− (n− 2p+ 1)RI2I3 ∧RI4I5 ∧ · · · ∧RI2pI2p+1 ∧DeI2p+2 ∧ eI2p+3 ∧ · · · ∧ eIn
]
. (2.29)

Por otro lado, es útil calcular el análogo para p ≥ 1 del término DE0
I que aparece en (2.26),

que en este caso es:

DEpI = (−1)n−1 κ (n− 2p) (n− 2p− 1)εII2I3···I2pI2p+1I2p+2I2p+3···In

×RI2I3 ∧ · · · ∧RI2pI2p+1 ∧DeI2p+2 ∧ eI2p+3 ∧ · · · ∧ eIn . (2.30)

Insertando (2.7b) y (2.30) en (2.29), esta ecuación se puede reescribir como

DeJ ∧ (∂I EpJ) = −DEpI +
(
∂I RJK

)
∧ EpJK . (2.31)

Después, insertando (2.31) en (2.27) se obtiene la identidad

DEpI =
(
∂I DeJ

)
∧ EpJ +

(
∂I RJK

)
∧ EpJK , (2.32)

Rodrigo Humberto Romero Aguilar Simetŕıas de norma en teoŕıas de gravedad
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la cual es la relación análoga a (2.26) que se estaba buscando. Sumando (2.26) y (2.32),
multiplicadas por los coeficientes a0 y ap, respectivamente, se obtiene la identidad de
Noether deseada

DEI =
(
∂I DeJ

)
∧ EJ +

(
∂I RJK

)
∧ EJK . (2.33)

Análogamente a como se hizo para la identidad de Noether de Lorentz, se multiplica (2.33)
por un parámetro local χI(x), y con un poco de álgebra se obtiene la identidad off-shell

EI ∧
(
DχI + χ DeI

)︸ ︷︷ ︸
δχeI

+EIJ ∧
(
χ RIJ

)︸ ︷︷ ︸
δχωIJ

+(−1)nd
(
χIEI

)
= 0, (2.34)

donde χ := χI∂I . De acuerdo con el rećıproco del segundo teorema de Noether, la simetŕıa
de norma de la acción de Lovelock (2.1) involucrada en (2.34) viene dada por los términos
que acompañan a las derivadas variacionales EI y EIJ , y es:

δχe
I =DχI + χ DeI , (2.35a)

δχω
IJ =χ RIJ . (2.35b)

Esta simetŕıa infinitesimal no posee una forma fácilmente reconocible, por lo que, para
apreciar su significado, se debe reescribir antes como

δχe
I = DχI + T I JKχ

[JeK] = LξeI + τ I Je
J , (ξI := χI , τ IJ := χ ωIJ), (2.36a)

δχω
IJ = RIJ

KLχ
[KeL] = LξωIJ −Dτ IJ , (2.36b)

donde RIJ
KL son las componentes de la 2-forma de curvatura RIJ = (1/2)RIJ

KLe
K ∧ eL.

Por lo tanto, se observa que la simetŕıa (2.36) no es más que un difeomorfismo infinite-
simal (2.8b) más una transformación local de Lorentz (2.8a) con parámetros de norma
dependientes de los campos, es decir un “difeomorfismo mejorado”, como se afirmó pre-
viamente.

Para obtener la simetŕıa bajo difeomorfismos de la acción de Lovelock (2.1) en el
formalismo de primer orden, hay que combinar las identidades off-shell (2.22) y (2.34),
tomando como parámetro de la transformación de Lorentz τ IJ = χ ωIJ , de este modo se
obtiene la identidad off-shell :

EI ∧ LξeI︸︷︷︸
δξeI

+EIJ ∧ LξωIJ︸ ︷︷ ︸
δξωIJ

+(−1)nd
[
(ξ eI)EI + (ξ ωIJ)EIJ

]
= 0, ξ := χI∂I , (2.37)

de donde, una vez aplicado el rećıproco del segundo teorema de Noether, se puede identifi-
car claramente la transformación de los campos bajo un difeomorfismo infinitesimal (2.8b).
Cabe destacar que en el enfoque de este trabajo, la obtención de la simetŕıa de difeomorfis-
mos infinitesimales se logra combinando identidades de Noether con parámetros de norma
dependientes de los campos, y no a través de una identidad de Noether propia, lo que
sugiere una vez más que los difeomorfismos en este marco son una simetŕıa derivada.
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Antes de concluir esta sección, es importante hacer una observación acerca de la cons-
trucción de la identidad de Noether (2.33), ya que en dimensiones impares para el término

más alto de la acción de Lovelock (2.1), es decir E (n−1)/2
I , se cumple

DE (n−1)/2
I = D

(
κ(−1)n−1εII2I3···In−1InR

I2I3 ∧ · · · ∧RIn−1In
)

= 0. (2.38)

Pareceŕıa que este hecho arruina la deducción de la simetŕıa bajo difeomorfismos mejora-
dos de la acción de Lovelock (2.1), sin embargo, lo que en realidad ocurre en este caso es
que tanto el lado derecho como es izquierdo de (2.32) son idénticamente cero, i.e.,(

∂I DeJ
)
∧ E (n−1)/2

J +
(
∂I RJK

)
∧ E (n−1)/2

JK = 0, (2.39)

por lo que la identidad de Noether (2.33) queda intacta. Más aún, como se verá en la
sección 2.4, las relaciones (2.38) y (2.39) son identidades de Noether por śı mismas cuando
se considera la acción de Lovelock que contiene un solo término

Sn[e, ω] = κ

∫
Mn

L(n−1)/2
n , (2.40)

lo cual permite reformular el conjunto fundamental de simetŕıas de esta acción. La de-
mostración de la identidad de Noether (2.39) y el análisis de las simetŕıas de norma de la
acción (2.40) son interesantes por śı mismas y se proporcionan en la sección 2.4.2.

2.3. Traslaciones locales

2.3.1. Traslaciones locales 3D

La acción de la teoŕıa de Lovelock (2.1) coincide con la acción Palatini en 3D. Como se
menciona en el Caṕıtulo 1, es bien sabido que la libertad de norma de la acción Palatini en
3D puede describirse mediante transformaciones locales de Lorentz y difeomorfismos, o de
manera equivalente por transformaciones locales de Lorentz y una simetŕıa denominada
“traslaciones locales” [15, 16, 33]. Con el fin de generalizar las traslaciones locales de la
relatividad general 3D a la acción de Lovelock n-dimensional (2.1), mediante el uso del
rećıproco del segundo teorema de Noether, es conveniente primero revisar cómo emerge
esta simetŕıa en el caso 3D [17, 18], por lo que a continuación se procede a realizar dicha
revisión4.

En tres dimensiones, la acción de Lovelock (2.1) adquiere la siguiente forma:

S3[e, ω] = κ

∫ (
a0εI1I2I3e

I1 ∧ eI2 ∧ eI3 + a1εI1I2I3R
I1I2 ∧ eI3

)
, (2.41)

4Las traslaciones locales también son una simetŕıa de la acción conocida como “acción exótica de
Witten” para la gravedad 3D con constante cosmológica. En [34] se puede encontrar una derivación de
la identidad de Noether asociada a las traslaciones locales para esta acción.
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y sus derivadas variacionales son

EI =a0E0
I + a1E1

I = 3a0κεII2I3e
I2 ∧ eI3 + a1κεII2I3R

I2I3 , (2.42a)

EIJ =a1E1
IJ = a1κεIJI3De

I3 . (2.42b)

Calculando la derivada exterior covariante de (2.42a), se obtiene

DEI =a0DE0
I + a1DE1

I

=− 3!a0κεIJI3e
J ∧DeI3 + a1κεII2I3DR

I2I3 . (2.43)

De la identidad de Bianchi (2.13) se ve que el segundo término de (2.43) desaparece, por
lo tanto, se pueden presentar dos situaciones dependiendo del valor del coeficiente a0 de
la acción de Lovelock:

i) Si a0 6= 0, insertando (2.42b) en (2.43) se llega a la identidad de Noether

DEI = 3!(a0/a1)eJ ∧ EJI . (2.44)

En el tratamiento estándar de las traslaciones locales 3D, generalmente se establece
la convención 3!(a0/a1) = −2Λ, donde Λ es la constante cosmológica [33]. Por lo
tanto, la identidad de Noether (2.44) se lee [17]

DEI − 2ΛeJ ∧ EIJ = 0, Λ 6= 0. (2.45)

Multiplicando (2.45) por el parámetro local arbitrario ρI(x) y manipulando la expre-
sión resultante, se obtiene la identidad off-shell

EI ∧ DρI︸︷︷︸
δρeI

+EIJ ∧ 2Λρ[IeJ ]︸ ︷︷ ︸
δρωIJ

+d
(
−ρIEI

)
= 0. (2.46)

Recurriendo al rećıproco del segundo teorema de Noether, las cantidades que apare-
cen en esta última expresión multiplicando las derivadas variacionales, EI y EIJ , son
las transformaciones asociadas a una simetŕıa de norma; en este caso, las traslaciones
locales con Λ 6= 0.

ii) Si a0 = 0, entonces (2.43) es por śı misma la siguiente identidad de Noether:

DEI = 0. (2.47)

Multiplicando (2.47) por el parámetro local arbitrario ρI(x) y manipulando la expre-
sión resultante, se obtiene la identidad off-shell

EI ∧ DρI︸︷︷︸
δρeI

+d
(
−ρIEI

)
= 0. (2.48)

De nuevo, recurriendo al rećıproco del segundo teorema de Noether, la cantidad
que aparece en esta última expresión multiplicando a EI son las transformaciones
asociadas a una simetŕıa de norma; en este caso, las traslaciones locales con Λ = 0.
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En resumen, dependiendo de la elección del coeficiente a0, la acción de Lovelock 3D (2.41)
es invariante bajo traslaciones locales

δρe
I =DρI , (2.49a)

δρω
IJ =2Λρ[IeJ ], (2.49b)

con Λ 6= 0 o Λ = 0. Es sabido que la simetŕıa (2.49), junto con las transformaciones
locales de Lorentz, forman el grupo de De Sitter SO(1, n)(si Λ > 0), el grupo anti-De
Sitter SO(2, n − 1) (si Λ < 0) o el grupo de Poincaré (si Λ = 0), considerando una
conexión de norma de un grupo mayor a SO(σ) creada a partir de conexión ωIJ y el
marco ortonormal eI (ver [25, 33, 35, 36])5.

Por otro lado, de los resultados anteriores se observa que la identidad de Noether
asociada a las traslaciones locales con Λ 6= 0 relaciona las derivadas variacionales de
términos consecutivos de la acción de Lovelock 3D (2.41), mientras que la identidad de
Noether asociada a las traslaciones locales con Λ = 0 involucra un único término de la
acción de Lovelock 3D (2.41). Estas observaciones resultan fundamentales para generalizar
la simetŕıa bajo las traslaciones locales de la acción de Lovelock (2.41) a n dimensiones,
sin embargo, aún falta analizar en qué casos es posible realizar dicha generalización. En
la próxima sección se procede a realizar dicho análisis, obteniendo que esto solo es posible
en dimensiones impares.

2.3.2. Traslaciones locales n-dimensionales

En esta sección se muestra, por medio del rećıproco del segundo teorema de Noet-
her, que las traslaciones locales 3D se pueden generalizar a la acción de Lovelock n-
dimensional (2.1), siempre y cuando se cumpla cierta relación entre los coeficientes ap,
y únicamente en dimensiones impares. A pesar de que esta simetŕıa ya era conocida an-
tes de ser estudiada en [22] (ver por ejemplo [25, 37]), vale la pena revisar su obtención
por medio del rećıproco del segundo teorema de Noether, ya que, el presente enfoque
es conceptualmente más simple que los enfoques previos y fácilmente aplicable a otras
teoŕıas.

Para obtener esta simetŕıa, se comienza considerando un término genérico,
∫
Lpn, de

la acción de Lovelock (2.1), cuyas derivadas variacionales son EpI y EpIJ y se dan en (2.7a)
y (2.7b). Antes de continuar, vale la pena escribir EpI de manera detallada, haciendo
distinción entre dimensiones pares e impares, ya que ah́ı radica la posibilidad de construir
la identidad de Noether asociada a las traslaciones locales. Para 0 ≤ p ≤ [(n− 3)/2],
tanto en dimensiones pares como impares, EpI toma la forma:

EpI = (−1)n−1 κ (n− 2p) εII2I3···I2pI2p+1I2p+2···In

×RI2I3 ∧ · · · ∧RI2pI2p+1 ∧ eI2p+2 ∧ · · · ∧ eIn , (2.50)

5En el caso en el que la signatura de la métrica η es σ = +1, los grupos que se forman son SO(n),
SO(1, n) y el grupo n-dimensional de Galileo, respectivamente. En el resto de esta tesis, el “grupo (anti)-
De Sitter”se usa para referirse al grupo SO(p, q) relacionado con ambas signaturas σ de la métrica del
grupo interno de rotación.
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mientras que para p = [(n− 1)/2], la derivada variacional E [(n−1)/2]
I posee una estructura

diferente dependiendo de la paridad de la dimensión de la variedad Mn:

E (n−1)/2
I = (−1)n−1 κεII2I3···In−1InR

I2I3 ∧ · · · ∧RIn−1In , si n impar, (2.51a)

E (n−2)/2
I =2 (−1)n−1 κεII2I3···In−2In−1InR

I2I3 ∧ · · · ∧RIn−2In−1 ∧ eIn , si n par, (2.51b)

es decir, E [(n−1)/2]
I contiene el factor eI en dimensiones pares pero no en impares.

De manera análoga a como se realizó en la sección anterior, se calcula la derivada
exterior de (2.50), lo que lleva a

DEpI = (−1)n−1 κ (n− 2p) (n− 2p− 1) εII2I3···I2pI2p+1I2p+2I2p+3···In

×RI2I3 ∧ · · · ∧RI2pI2p+1 ∧DeI2p+2 ∧ eI2p+3 ∧ · · · ∧ eIn , (2.52)

para 0 ≤ p ≤ [(n− 3)/2], mientras que el último término DE [(n−1)/2]
I cumple:

DE (n−1)/2
I =0, para n impar, (2.53a)

DE (n−2)/2
I =2 (−1)n−1 κεII2I3···In−2In−1In

×RI2I3 ∧ · · · ∧RIn−2In−1 ∧DeIn , para n par, (2.53b)

donde en (2.53a) se ha utilizado la identidad de Bianchi (2.13). Para continuar con el
análisis se observa que para 0 ≤ p ≤ [(n− 3)/2], la ecuación (2.52) puede reescribirse en
términos de Ep+1

IJ como

DEpI = −(n− 2p) (n− 2p− 1)

(p+ 1) (n− 2p− 2)
eJ ∧ Ep+1

IJ . (2.54)

Esta relación se obtiene por inspección, únicamente a través del conteo de factores de
curvatura RIJ que aparecen en (2.52) y (2.7b).

A partir de este punto, es necesario analizar por separado la construcción de una
identidad de Noether relacionada con (2.54) en dimensiones pares e impares, esto debido

a la presencia del término DE (n−2)/2
I 6= 0 en dimensiones pares.

Dimensiones impares: Si n es impar, la derivada covariante DEI viene dada por

DEI =

n−3
2∑

p=0

apDEpI + a(n−1)/2DE (n−1)/2
I . (2.55)

Sustituyendo (2.53a) y (2.54) en (2.55) se obtiene

DEI = −
n−1

2∑
p=1

ap−1
(n− 2p+ 2)(n− 2p+ 1)

p(n− 2p)
eJ ∧ EpIJ . (2.56)

Para relacionar el lado derecho de (2.56) con eJ ∧ EIJ , se requiere que los coeficientes ap
satisfagan la relación

2apΛ = −ap−1
(n− 2p+ 2)(n− 2p+ 1)

p(n− 2p)
, (2.57)
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la cual una vez sustituida en (2.56) permite obtener la identidad de Noether

DEI − 2ΛeJ ∧ EIJ = 0, Λ 6= 0, (2.58)

la cual es igual a la del caso 3D. Multiplicando (2.58) por parámetros locales arbitrarios
ρI y manipulando la expresión resultante se llega a la identidad off-shell

EI ∧ DρI︸︷︷︸
δρeI

+EIJ ∧ 2Λρ[IeJ ]︸ ︷︷ ︸
δρωIJ

+d
(
−ρIEI

)
= 0, (2.59)

de la cual, de acuerdo con el rećıproco del segundo teorema de Noether, se pueden leer
las traslaciones locales con Λ 6= 0

δρe
I =DρI (2.60a)

δρω
IJ =2Λρ[IeJ ]. (2.60b)

Por lo tanto hay que demostrar que (2.57) tiene (al menos) una solución. Despejando
ap/ap−1 de (2.57) se obtiene:

ap
ap−1

=− (n− 2p+ 2)(n− 2p+ 1)

2Λp(n− 2p)

=
(−1)p−1Λp−1(p− 1)!(n− 2(p− 1))

(−1)pΛpp!(n− 2p)

(
n− 1

2
− (p− 1)

)
=
α(−1)p−1Λp−1(p− 1)!(n− 2(p− 1))

(
n−1

2
− (p− 1)

)
!

α(−1)pΛpp!(n− 2p)
(
n−1

2
− p
)
!

, (2.61)

donde en la segunda ĺınea se han reescrito la mayoŕıa de los factores de manera que
dependan de p o p − 1 y en la tercera linea se ha introducido una constante no nula α,
para considerar ap de la manera más general posible. De (2.61) se puede leer la forma
de ap y ap−1 asociando las cantidades donde p aparece a ap y las cantidades donde p− 1
aparece a ap−1. Para determinar el valor de α, esta se despeja de a0 (asumiendo que este
es distinto de cero), obtieniendo α = n

(
n−1

2

)
!a0, lo cual conduce a la expresión final para

los coeficientes

ap =
n (−1)p

(
n−1

2

)
!

Λp (n− 2p) p!
(
n−1

2
− p
)
!
a0. (2.62)

De (2.62) se puede observar que para que las traslaciones locales con Λ 6= 0 sean una
simetŕıa de norma de la acción de Lovelock (2.1) en dimensiones impares, todos los coefi-
cientes ap deben ser distintos de cero. Vale la pena destacar que aunque los coeficientes ap
que satisfacen la condición (2.57) dependen de la dimensión n de la variedad, la identidad
de Noether (2.58) es igual para toda dimensión n impar. También de (2.62), se ve que la
deducción de la identidad de Noether (2.58) no es válida para Λ = 0, ya que los coeficien-
tes, que satisfacen la relación de recurrencia (2.57), contienen como factor 1/Λp (hasta
donde se sabe, esta solución es única). Este último hecho hace pensar que las traslaciones
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30 CAPÍTULO 2. GRAVEDAD DE LOVELOCK

locales con Λ = 0 no poseen una generalización a dimensiones n > 3 de la acción de
Lovelock (2.1). Sin embargo, aśı como ocurre en el caso 3D, el término más alto de la

acción de Lovelock (2.1), L
(n−1)/2
n , cumple la identidad (2.53a), por lo tanto, una acción

de Lovelock que conste del único término
∫
L

(n−1)/2
n tiene una simetŕıa que emerge de la

identidad de Noether

DEI = 0. (2.63)

Multiplicando (2.63) por parámetros locales arbitrarios ρI y manipulando la expresión
resultante se llega a la identidad off-shell

E (n−1)/2
I ∧ DρI︸︷︷︸

δρeI

+d
(
−ρIE (n−1)/2

I

)
= 0, (2.64)

de la cual, usando el rećıproco del segundo teorema de Noether, se pueden leer las tras-
laciones locales con Λ = 0

δρe
I =DρI (2.65a)

δρω
IJ =0. (2.65b)

Dimensiones pares: Si n es par, la derivada covariante DEI viene dada por

DEI =

n−4
2∑

p=0

apDEpI + a(n−2)/2DE (n−2)/2
I . (2.66)

Se puede usar un procedimiento completamente análogo al usado en el caso de dimensiones
impares para obtener la relación

DEI = 2ΛeJ ∧ EIJ + a(n−2)/2DE (n−2)/2
I , (2.67)

donde los coeficientes ap cumplen

ap =
(−1)pn!

(
n−2

2
− p
)
!

4p (n− 2p)!Λpp!
(
n−2

2

)
!
a0. (2.68)

Sin embargo, se observa que (2.67) no es una identidad de Noether, porque tiene el

término adicional a(n−2)/2DE (n−2)/2
I . Este término adicional no es un diferencial total,

ni se puede reescribir (genéricamente) en términos de EI y EIJ , por lo que se concluye
que las traslaciones locales con Λ 6= 0 no son una simetŕıa de la acción de Lovelock (2.1)
en dimensiones pares. Uno podŕıa pensar que basta tomar a(n−2)/2 = 0 para llegar a
una identidad de Noether análoga a (2.58), sin embargo, dicho coeficiente no se puede
tomar de manera arbitraria, ya que para que (2.67) se cumpla, todos los coeficientes de
la Lagrangiana de Lovelock, incluyendo a(n−2)/2, deben satisfacer (2.68), es decir

a(n−2)/2 = − (−1)n/2n!

2n−1Λ(n−2)/2
[(

n−2
2

)
!
]2a0. (2.69)
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Además, si se toma a0 = 0 para eliminar este término, entonces todos los coeficientes ap
también se hacen también cero debido a (2.68).

Por otro lado, de (2.53b) se ve que a diferencia del caso impar, DE (n−2)/2
I 6= 0, por lo

que tampoco existe una identidad de Noether de donde se puedan obtener las traslaciones
locales con Λ = 0. En conclusión las traslaciones locales (2.49) no son, en general, una
simetŕıa de la acción de Lovelock (2.1) en dimensiones pares.

Cabe aclarar que, como se reportó en [17], identidades de Noether diferentes de (2.58)
se pueden obtener para casos particulares de la acción de Lovelock (por ejemplo, para la
acción n-dimensional de Palatini y la acción de Holst estudiadas en [17]), lo que lleva a
diferentes generalizaciones de traslaciones locales que son válidas en dimensiones pares.

Finalmente, vale la pena destacar que a pesar de que el número de grados de libertad en
casos particulares de la acción de Lovelock de primer orden se han calculado de manera
expĺıcita [38, 39], para una teoŕıa de Lovelock genérica este número sigue siendo una
pregunta abierta. El conteo de grados de libertad de una teoŕıa genérica de Lovelock podŕıa
ser explorado utilizando métodos Lagrangianos [40, 41], en los cuales las identidades de
Noether obtenidas en esta tesis juegan un papel fundamental.

2.4. Nueva simetŕıas para casos particulares de la Ac-

ción de Lovelock

2.4.1. Acción de Lovelock invariante bajo traslaciones locales
con Λ 6= 0

Como se ha visto en la sección anterior, la acción de Lovelock (2.1) para el caso de
dimensiones impares es cuasi-invariante bajo las traslaciones locales con Λ 6= 0 (2.49) si los
coeficientes ap satisfacen la relación (2.57). La identidad de Noether de la que provienen las
traslaciones locales viene dada por (2.58). Esta identidad se puede restar de la identidad
de Noether asociada a los “difeomorfismos mejorados” (2.33), lo que lleva a la siguiente
identidad de Noether(

∂I DeJ
)
∧ EJ +

[(
∂I RKL

)
− 2Λδ

[K
I δ

L]
J e

J
]
∧ EKL = 0. (2.70)

Si se multiplica (2.70) por parámetros locales arbitrarios εI , con algo álgebra se obtiene
la identidad off-shell

EI ∧
(
ε DeI

)︸ ︷︷ ︸
δεeI

+EIJ ∧
[(
ε RIJ

)
− 2Λε[IeJ ]

]︸ ︷︷ ︸
δεωIJ

= 0, (2.71)

con ε = εI∂I , de la cual se puede, después de aplicar el rećıproco del segundo teorema de
Noether, leer la simetŕıa de norma

δεe
I =ε DeI , (2.72a)

δεω
IJ =ε RIJ − 2Λε[IeJ ]. (2.72b)
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Esta simetŕıa de norma fue reportada en [22]. Se observa que la acción de Lovelock (2.1),
cuyos coeficientes ap satisfacen (2.62), es cuasi-invariante bajo la transformación de norma
(2.72) porque

δSn =− κ
∫
d

(
(n−1)/2∑
p=1

appεIJI3I4···I2p−1I2pI2p+1···In

×RI3I4 ∧ · · · ∧RI2p−1I2p ∧ eI2p+1 ∧ · · · ∧ eIn ∧
(
ε RIJ − 2Λε[IeJ ]

))
. (2.73)

Un aspecto interesante de la nueva simetŕıa (2.72) es que en tres dimensiones (n = 3)
es trivial [5, 4], ya que se escribe en términos de las derivadas variacionales (2.42a) y
(2.42b) como

δεe
I =− σΛ

3!κa0

εIJK (ε EJK) , (2.74a)

δεω
IJ =− σΛ

3!κa0

εIJK (ε EK) . (2.74b)

Sin embargo, si n > 3 se observa, a través de una comparación directa entre (2.6) y (2.72),
que esta nueva simetŕıa no es trivial, por ejemplo, notando que la transformación (2.72)
contienen un único factor de curvatura RIJ , mientras que (2.6) contienen [(n − 1)/2]
factores de curvatura.

Por lo tanto, si Mn es de dimensión impar con n > 3 y los coeficientes de la acción
de Lovelock satisfacen (2.62), entonces su conjunto completo de simetŕıas está compuesto
por transformaciones locales de Lorentz (δτ ), traslaciones locales con Λ 6= 0 (2.49) (δρ ),
y también la nueva simetŕıa de norma (2.72) (δε). El álgebra de los conmutadores de este
conjunto, actuando tanto en el marco ortonormal eI como en la conexión ωIJ , se lee 6

[δτ1 , δτ2 ] = δτ3 ,
(
τ3
IJ := 2τ1

[I|Kτ2
|J ]
K

)
, (2.75a)

[δρ1 , δρ2 ] = δτ ,
(
τ IJ := 2Λρ1

[Iρ2
J ]
)
, (2.75b)

[δτ , δρ] = δρ1 ,
(
ρ1
I := −τ IJρJ

)
, (2.75c)

[δε1 , δε2 ] = δτ + δρ + δε3 ,
(
τ IJ := ε2

(
ε1 RIJ

)
− 2Λε1

[Iε2
J ],

ρI := ε1

(
ε2 DeI

)
,

ε3
I := ε1

(
ε2 DeI

)
+ ε2 Dε1

I − ε1 Dε2
I
)
, (2.75d)

[δτ , δε] = δε1 ,
(
ε1
I := −τ IJεJ

)
, (2.75e)

[δρ, δε] = δε1 ,
(
ε1
I := −ε DρI

)
. (2.75f)

6En esta sección, a lo largo del cálculo del álgebra de los conmutadores de la simetŕıas de norma de la
acción de Lovelock (2.1), se asume que los parámetros de norma son independientes de los campos. Por el
contrario, en el Apéndice C se calculan las álgebras de los conmutadores de varios conjuntos equivalentes
de simetŕıas de norma de la acción de Lovelock permitiendo que los parámetros de norma dependan de
los campos.
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Se observa que el álgebra de los conmutadores de las simetŕıas de norma es cerrada. Las
ecuaciones (2.75a) - (2.75c) reflejan el hecho de que los conmutadores de las transforma-
ciones locales de Lorentz y las traslaciones locales con Λ 6= 0 forman juntos el álgebra
del grupo de De Sitter (Λ > 0) o anti-De Sitter (Λ < 0). Por otro lado, (2.75d) es-
tablece que el conmutador de dos nuevas simetŕıas (2.72) es una combinación lineal de
una transformación local de Lorentz, una traslación local y una transformación del tipo
(2.72), con parámetros de norma dependientes de los campos. Finalmente, las relaciones
(2.75e) y (2.75f), revelan que el conmutador de una transformación de Lorentz local o
una traslación local con la nueva simetŕıa de norma es nuevamente una transformación
del tipo de (2.72), con un parámetro de norma rotado o afectado por una traslación local,
respectivamente.

Por otro lado, se ha visto en la sección 2.2 que la acción de Lovelock (2.1) también
es cuasi-invariante bajo difeomorfismos infinitesimales. Sin embargo, las transformaciones
locales de Lorentz junto con las traslaciones locales con Λ 6= 0 y la simetŕıa (2.72) forman
un conjunto completo, de modo que los difeomorfismos deben ser un combinación lineal
de estas transformaciones. Un cálculo directo muestra que, de hecho, un difeomorfismo
infinitesimal puede reescribirse como

δξe
I =LξeI = (δτ + δρ + δε) e

I , (2.76a)

δξω
IJ =LξωIJ = (δτ + δρ + δε)ω

IJ , (2.76b)

donde ξ := ξI∂I es el generador infinitesimal del difeomorfismo y los parámetros de
norma (dependientes de los campos) son τ IJ := −ξ ωIJ , ρI := ξ eI y εI := ξ eI . Es
importante tener en cuenta que en tres dimensiones los difeomorfismos se convierten en
una combinación lineal de transformaciones locales de Lorentz, traslaciones locales y la
nueva simetŕıa (2.72), a pesar de que esta última se vuelve trivial.

Cabe destacar que uno puede construir diferentes conjuntos completos de simetŕıas
de norma que consideran otras simetŕıas de norma como las fundamentales. Un aspecto
particularmente importante de estos conjuntos es su álgebra. De modo que, por comple-
titud, se reporta a continuación el álgebra de los conmutadores de otros dos conjuntos
completos, equivalentes a (2.75), que están formados por las simetŕıas de norma obtenidos
hasta ahora en este trabajo.

Primer conjunto. Este conjunto completo de simetŕıas de norma se compone de
transformaciones locales de Lorentz (δτ ), traslaciones locales (δρ) y difeomorfismos mejo-
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rados (δχ). El álgebra de los conmutadores es

[δτ1 , δτ2 ] =δτ3 ,
(
τ IJ3 := 2τ1

[I|Kτ2
|J ]
K

)
, (2.77a)

[δρ1 , δρ2 ] =δτ ,
(
τ IJ := 2Λρ1

[Iρ2
J ]
)
, (2.77b)

[δτ , δρ] =δρ1 ,
(
ρ1
I := −τ IJρJ

)
, (2.77c)

[δχ1 , δχ2 ] =δτ + δχ3 ,
(
τ IJ := χ2

(
χ1 RIJ

)
, χI3 := χ1

(
χ2 DeI

))
, (2.77d)

[δτ , δχ] =δχ1 ,
(
χ1

I := −τ IJχJ
)
, (2.77e)

[δρ, δχ] =δτ + δρ1 + δχ1 ,
(
τ IJ := 2Λρ[IχJ ] ,

ρ1
I := χ DρI , χ1

I := −χ DρI
)
. (2.77f)

Segundo conjunto. Este conjunto completo de simetŕıas de norma se compone de
transformaciones locales de Lorentz (δτ ), traslaciones locales (δρ) y difeomorfismos (δξ).
El álgebra de los conmutadores es

[δτ1 , δτ2 ] =δτ3 ,
(
τ3
IJ := 2τ1

[I|Kτ2
|J ]
K

)
, (2.78a)

[δρ1 , δρ2 ] =δτ ,
(
τ IJ := 2Λρ1

[Iρ2
J ]
)
, (2.78b)

[δτ , δρ] =δρ1 ,
(
ρ1
I := −τ IJρJ

)
, (2.78c)

[δξ1 , δξ2 ] =δξ3 ,
(
ξ3
I := ξ1

(
ξ2 deI

))
, (2.78d)

[δτ , δξ] =δτ + δξ1 ,
(
τ IJ := Lξτ IJ , ξ1

I := −τ IJξJ
)
, (2.78e)

[δρ, δξ] =δρ1 + δξ1 ,
(
ρ1
I := LξρI , ξ1

I := −ξ DρI
)
. (2.78f)

2.4.2. Acción de Lovelock invariante bajo traslaciones locales
con Λ = 0

En esta sección, se realiza la derivación de una nueva simetŕıa, que surge de la aplica-
ción del rećıproco del segundo teorema de Noether al término más alto (o último) de la
acción de Lovelock (2.1) para n impar, que fue reportada en [22]. Esta simetŕıa es:∫

L(n−1)/2
n = κ

∫
εI1I2···In−2In−1InR

I1I2 ∧ · · · ∧RIn−2In−1 ∧ eIn , (2.79)

con derivadas variacionales

E (n−1)/2
I =κεII2I3···In−1InR

I2I3 ∧ · · · ∧RIn−1In , (2.80a)

E (n−1)/2
IJ =κ

(n− 1)

2
εIJI3I4···In−2In−1InR

I3I4 ∧ · · · ∧RIn−2In−1 ∧DeIn . (2.80b)

Como se menciona en la sección 2.2, las derivadas variacionales (2.80) están relacionadas
por la identidad de Noether (2.39). Esta identidad aparece como parte de la identidad de
Noether asociada a los difeomorfismos mejorados. Sin embargo, su derivación se pospuso
hasta este punto, debido a que la identidad de Noether (2.39) es relevante por śı misma, ya
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que permite obtener una nueva simetŕıa del término más alto de la acción de Lovelock (2.1)
para dimensiones impares. A continuación se realiza dicha derivación.

Realizando el producto exterior RIJ ∧E (n−1)/2
IJ se obtiene una (n+1)-forma, por lo que

este producto es idénticamente cero. Calculando el producto interior de esta expresión
con ∂I se obtiene

∂I

(
RJK ∧ E (n−1)/2

JK

)
=
(
∂I RJK

)
∧ E (n−1)/2

JK +RJK ∧
(
∂I E (n−1)/2

JK

)
= 0, (2.81)

de modo que basta reescribir el segundo término de (2.81) como

RJK ∧
(
∂I E (n−1)/2

JK

)
= κ

(n− 1)

2
εJKI3I4···In−2In−1InR

JK

∧

[(
n− 3

2

)(
∂I RI3I4

)
∧RI5I6 ∧ · · · ∧RIn−2In−1 ∧DeIn

+ ∂I RI3I4 ∧ · · · ∧RIn−2In−1 ∧
(
∂I DeIn

)]

=

(
n− 3

2

)(
∂I RIJ

)
∧ E (n−1)/2

IJ +

(
n− 1

2

)(
∂I DeI

)
∧ E (n−1)/2

I . (2.82)

Sustituyendo (2.82) en (2.81), se obtiene la identidad de Noether (2.39), la cual es

E (n−1)/2
JK ∧

(
∂I RJK

)
+ E (n−1)/2

J ∧
(
∂I DeJ

)
= 0. (2.83)

Multiplicando (2.83) por el parámetro local arbitrario εI y denotando por ε = εI∂I , se
obtiene la identidad off-shell

E (n−1)/2
I ∧

(
ε DeI

)︸ ︷︷ ︸
δεeI

+E (n−1)/2
IJ ∧

(
ε RIJ

)︸ ︷︷ ︸
δεωIJ

= 0. (2.84)

De acuerdo con el rećıproco del segundo teorema de Noether, la simetŕıa de norma involu-
crada en (2.84) viene dada por los términos que acompañan a las derivadas variacionales

E (n−1)/2
I y E (n−1)/2

IJ , los cuales son

δεe
I = ε DeI , (2.85a)

δεω
IJ = ε RIJ . (2.85b)

De hecho, la acción (2.79) es cuasi-invariante bajo la nueva simetŕıa de norma (2.85)
porque

δSn =− κ
∫
d

(
1

2
(n− 1)a(n−1)/2εIJI3I4···In−2In−1In

×RI3I4 ∧ · · · ∧RIn−2In−1 ∧ eIn ∧
(
ε RIJ

))
. (2.86)
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Tenga en cuenta que en tres dimensiones esta simetŕıa se vuelve trivial porque la trans-
formación (2.85) puede reescribirse en términos de las derivadas variacionales (2.80), ha-
ciendo n = 3, de la siguiente manera

δεe
I =

σ

2κa1

εIJK
(
ε E1

JK

)
, (2.87a)

δεω
IJ =

σ

2κa1

εIJK
(
ε E1

K

)
. (2.87b)

Sin embargo, se observa de (2.80) que en dimensiones superiores a tres la nueva simetŕıa
(2.85) no es trivial. Por lo tanto, el conjunto completo de simetŕıas de norma de la acción
(2.79) se compone de transformaciones locales de Lorentz, traslaciones locales con Λ = 0
y la nueva simetŕıa de norma (2.85). Ahora se obtiene el álgebra de los conmutadores
de las simetŕıas de norma de la acción (2.79), actuando tanto en el marco ortonormal eI

como en la conexión ωIJ . Denotando una transformación local de Lorentz por δτ , una
traslación local con Λ = 0 por δρ y la simetŕıa (2.85) por δε, el álgebra se lee

[δτ1 , δτ2 ] = δτ3 ,
(
τ3
IJ := 2τ1

[I|Kτ2
|J ]
K

)
, (2.88a)

[δρ1 , δρ2 ] = 0, (2.88b)

[δτ , δρ] = δρ1 ,
(
ρ1
I := −τ IJρJ

)
, (2.88c)

[δε1 , δε2 ] = δτ + δρ + δε3 ,
(
τ IJ := ε2

(
ε1 RIJ

)
, ρI := ε1

(
ε2 DeI

)
,

ε3
I := ε1

(
ε2 DeI

)
+ ε2 Dε1

I − ε1 Dε2
I
)
, (2.88d)

[δτ , δε] = δε1 ,
(
ε1
I := −τ IJεJ

)
, (2.88e)

[δρ, δε] = δε1 ,
(
ε1
I := −ε DρI

)
. (2.88f)

Como se ha visto en la sección 2.2, la acción (2.79) también es invariante bajo difeo-
morfismos. Sin embargo, se ha demostrado que el conjunto de simetŕıas de norma de (2.79)
es completo, por lo tanto, los difeomorfismos se convierten en una simetŕıa derivada. De
hecho, si ξ es un campo vectorial arbitrario, entonces se puede expresar un difeomorfis-
mo infinitesimal en términos de las simetŕıas de norma que forman el conjunto completo
(2.88) como

δξe
I = LξeI = (δτ + δρ + δε) e

I , (2.89)

δξω
IJ = LξωIJ = (δτ + δρ + δε)ω

IJ , (2.90)

con parámetros de norma dependientes de los campos τ IJ := −ξ ωIJ , ρI := ξ eI y
εI := ξ eI .
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Caṕıtulo 3

Gravedad f (R) con torsión
n-dimensional en el formalismo de
Cartan

3.1. Introducción

Algunas de las generalizaciones más directas a la relatividad general son las teoŕıas
conocidas en su conjunto como gravedad f(R). En tales teoŕıas, la Lagrangiana es pro-
porcional a una función arbitraria f(R) del escalar de Ricci R, en lugar de ser lineal en
R como en la relatividad general. Principalmente, se pueden encontrar tres versiones de
gravedad f(R):

i) gravedad f(R) métrica,

ii) gravedad f(R) de Palatini

iii) gravedad f(R) con torsión.

En el primer caso, la Lagrangiana depende únicamente del tensor métrico gµν , y se consi-
dera que la conexión de espacio-tiempo es la conexión de Levi-Civita ∇̄ construida a partir
de la métrica. En el segundo caso, se supone que las variables fundamentales de la teoŕıa
son el tensor métrico gµν y una conexión libre de torsión ∇̂ (ver [19, 20, 21] para revisiones
de gravedad f(R) métrica y de Palatini). En el tercer caso, las variables fundamentales
de gravedad f(R) con torsión se pueden considerar de dos formas: el tensor métrico gµν
y una conexión compatible con la métrica ∇̃, en el formalismo métrico-af́ın [42, 43, 44];
o un marco ortonormal de 1-formas del grupo de Lorentz eI y una 1-forma de conexión
ωIJ compatible con la métrica ηIJ , en el formalismo Cartan [45].

El principal objetivo de este caṕıtulo es extender el análogo de las traslaciones locales
en 3D reportado en [17, 18] al caso de gravedad f(R) con torsión. Este resultado fue
reportado en [23], mostrando que existe dicha extensión natural.
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En el formalismo de Cartan, la acción que describe gravedad f(R) con torsión en n
dimensiones (n ≥ 3) es

Sf(R)[e, ω] =

∫
Mn

Lf(R), (3.1)

donde la n-forma Lagrangiana es (ver [45])

Lf(R) = κf(R)η. (3.2)

Aqúı, f(R) es una función arbitraria (real) del escalar de Ricci R de la conexión ωIJ ,
definido como R = RI

JILη
JL, κ es una constante relacionada con la constante de New-

ton, cuyo valor numérico depende de n y η es la forma de volumen n-dimensional,
η = (1/n!)εI1···Ine

I1 ∧ · · · ∧ eIn . Los ı́ndices de nuevo toman valores de 0 a n − 1 y se
suben y bajan con la métrica de Lorentz ηIJ y su inversa.

Las derivadas variacionales de la acción definida por la n-forma Lagrangiana (3.2) con
respecto al marco ortonormal eI y a la conexión ωIJ son, respectivamente:

EI :=
δS

δeI
= κ(−1)n−1

[
f ′(R) ? (eI ∧ eJ ∧ eK) ∧RJK + (f(R)−Rf ′(R)) ? eI

]
, (3.3a)

EIJ :=
δS

δωIJ
= κ(−1)n−1D [f ′(R) ? (eI ∧ eJ)] , (3.3b)

donde f ′(R) := df(R)
dR y ‘?’ es el dual de Hodge:

? (eI1 ∧ · · · ∧ eIk) =
1

(n− k)!
εI1...IkIk+1...Ine

Ik+1 ∧ · · · ∧ eIn . (3.4)

Las ecuaciones de movimiento de la teoŕıa corresponden a EI = 0 y EIJ = 0, y que escritas
en componentes dan lugar a

f ′(R)RI
J −

1

2
f(R)δIJ =0, (3.5a)

T IJK −
2

(n− 2) f ′ (R)
δI [J∂K]f

′ (R) =0, (3.5b)

donde RI
J es el tensor de Ricci, RI

J := RI
KJLη

KL, ∂I es el campo vectorial dual al
marco ortonormal eI , i.e., ∂J eI = δIJ y T IJK son los componentes de la 2-forma
DeI = (1/2)T IJKe

J ∧ eK . Observe que con la elección particular f(R) = R − 2Λ, la
ecuación (3.5a) conduce a las ecuaciones de Einstein con constante cosmológica, mientras
que (3.5b) implica que T IJK = 0 y, por lo tanto, la conexión ωIJ es libre de torsión.
Esto es de esperarse, ya que en este caso la Lagrangiana (3.2) se reduce a la Lagrangiana
n-dimensional de Einstein-Cartan con término de constante cosmológica,

LGR = κ (R− 2Λ) η = κ
[
?(eI ∧ eJ) ∧RIJ − 2Λη

]
. (3.6)
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Sin embargo, en el caso general, de la ecuación (3.5b) se ve que una función no lineal f(R)
es una fuente de torsión y por lo tanto la conexión ωIJ ya no es libre torsión on-shell,
incluso en el vaćıo. Además, en contraste con la relatividad general, para una f(R) no
lineal, la ecuación (3.5b) contiene segundas derivadas de la conexión, de manera que el
uso del término “formalismo de primer orden” seŕıa impreciso para describir esta teoŕıa.

Por otro lado, debe señalarse que la ecuación de movimiento (3.5b) es diferente de
su contraparte en gravedad f(R) en el formalismo de Palatini, donde los supuestos son
torsión cero y no-metricidad arbitraria. De hecho, en este último caso, la ecuación de
movimiento que reemplaza a (3.5b) implica que la no-metricidad es cero solo para una
función lineal f(R) (ver [19, 20, 21, 46] y el Apéndice D para una descripción de otras
formulaciones de gravedad f(R)).

3.2. Invariancia bajo transformaciones locales de Lo-

rentz y difeomorfismos de la gravedad f (R) con

torsión en el formalismo de Cartan

A continuación se muestra detalladamente cómo obtener las identidades de Noether
asociadas a la invariancia bajo transformaciones locales de Lorentz y difeomorfismos de
la acción (3.1) de gravedad f(R).

Para obtener la identidad de Noether asociada a las transformaciones locales de Lo-
rentz se comienza tomando la derivada covariante de EIJ dada en (3.3b), obteniendo

DEIJ = (−1)n−1κD2 [f ′(R) ? (eI ∧ eJ)]

= (−1)n−1κf ′(R)
[
−RK

I ∧ ? (eK ∧ eJ)−RK
J ∧ ? (eI ∧ eK)

]
= (−1)n−1κf ′(R)

(
−2RK

[JeI] ∧ ?eK
)
, (3.7)

donde se ha usado en la segunda ĺınea la propiedad

D2 ? (eI1 ∧ eI2 ∧ · · · ∧ eIn−1 ∧ eIk) =−RJ
I1 ∧ ?(eJ ∧ eI2 ∧ · · · ∧ eIk−1

∧ eIk)
− · · · −RJ

Ik ∧ ?(eI1 ∧ eI2 ∧ · · · ∧ eIk−1
∧ eJ), (3.8)

y en la tercera ĺınea la identidad

RKI ∧ ? (eJ ∧ eK) =
1

n!
εKI2...InRK

Je
I ∧ eI2 ∧ · · · ∧ eIn = −RK

Je
I ∧ ?eK . (3.9)

Por otro lado, de la ecuación (3.3a) se tiene

eI ∧ EJ = κ(−1)n−1
(
f(R)eI ∧ ?eJ − 2f ′(R)RK

JeI ∧ ?eK
)
. (3.10)

Antisimetrizando esta expresión en los ı́ndices I, J e insertando el resultado en (3.7), se
llega a la identidad de Noether

DEIJ − e[I ∧ EJ ] = 0, (3.11)
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que, después de ser multiplicada por el parámetro de norma local τ IJ(x)(= −τJI(x)) y
algo de álgebra, conduce a la identidad off-shell

EI ∧ τ IJeJ︸ ︷︷ ︸
δτ eI

+EIJ ∧ (−Dτ IJ)︸ ︷︷ ︸
δτωIJ

+d
[
(−1)n−1τ IJEIJ

]
= 0. (3.12)

Apelando al rećıproco del segundo teorema de Noether, las transformaciones locales de Lo-
rentz (2.8a) emergen de las cantidades que multiplican cada derivada variacional en (3.12).

Hasta este punto, para obtener las identidades de Noether en este trabajo se han ma-
nipulado únicamente formas diferenciales, evitando en la medida de lo posible separarlas
en sus componentes. Sin embargo, existe un segundo enfoque para construir identidades
de Noether, que consiste en los siguientes pasos:

1. Se construyen n-formas a partir de las derivadas variacionales EI y EIJ , ya sea por
medio de la derivada exterior covariante o el producto exterior con 1-formas.

2. Como toda n-forma es proporcional a la forma de volumen η se identifica las fun-
ciones de proporcionalidad.

3. Se construyen las identidades de Noether relacionando las funciones de proporcio-
nalidad antes identificadas.

4. Se devuelve la expresión resultante a su forma tensorial.

A continuación, este método se ilustra obteniendo la identidad de Noether para el caso
de difeomorfismos mejorados.

Se parte escribiendo la derivada exterior covariante DEI como

DEI =κ(−1)n−1
(
f ′(R)(∂IR) + f(R)T J IJ − 2f ′′(R)(∂JR)RJ

I

−2f ′(R)DJRJ
I − 2f ′(R)RJ

IT
K
JK

)
η. (3.13)

Por otro lado, se tienen las siguientes expresiones para las n-formas construidas a partir
de las derivadas variacionales EI y EIJ :

eJ ∧ EK = κ(−1)n−1
(
f(R)δJK − 2f ′(R)RJ

K

)
η, (3.14a)

eJ ∧ EKL = κ(−1)n−1
[
δJ [K(∂L]R)f ′′(R) + f ′(R)

(
2δJ [KT

M
L]M + T JKL

)]
η. (3.14b)

Observando que (3.13) contiene términos de la forma f(R)T J IJ y 2f ′′(R)(∂JR), se intuye
que multiplicando (3.14a) por TKIJ y (3.14b) por RKL

IJ se obtienen términos comunes
que permiten combinar (3.13) con (3.14) en una identidad de Noether. Al realizar esta
multiplicación se obtienen las relaciones:

TKIJe
J ∧ EK =κ(−1)n−1

[
f(R)T J IJ − 2f ′(R)RJ

KT
K
IJ

]
=
(
∂I DeK

)
∧ EK , (3.15a)

RKL
IJe

J ∧ EKL =κ(−1)n−1
[
−2RJ

I(DJR)f ′′(R)

−2f ′(R)RJ
KT

K
JI − f ′(R)RKL

IJT
J
KL

]
=
(
∂I RKL

)
∧ EKL. (3.15b)
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Restando (3.15) a (3.13) se obtiene

DEI −
(
∂I DeK

)
∧ EK −

(
∂I RKL

)
∧ EKL =

κ(−1)n−1f ′(R)
[
2DJRJ

I + 2RJ
KT

K
JI +RKL

IJT
J
KL − ∂IR

]
η. (3.16)

Usando la identidad de Bianchi DRIJ = 0 escrita en componentes (A.16) (ver Apéndi-
ce A), el lado derecho de (3.16) desaparece, llevando a la identidad de Noether:

DEI =
(
∂I DeK

)
∧ EK +

(
∂I RKL

)
∧ EKL, (3.17)

la cual está asociada a los difeomorfismos mejorados, como se vio en la sección 3.2. Análo-
gamente a como se hizo ah́ı, se multiplica (3.17) por un parámetro local χI(x), y con un
poco de álgebra se obtiene la identidad off-shell

EI ∧
(
DχI + χ DeI

)︸ ︷︷ ︸
δχeI

+EIJ ∧
(
χ RIJ

)︸ ︷︷ ︸
δχωIJ

+(−1)nd
(
χIEI

)
= 0. (3.18)

De acuerdo con el rećıproco del segundo teorema de Noether, la simetŕıa de norma de
la acción (3.1) de gravedad f(R) involucrada en (3.18) viene dada por los términos que
acompañan a las derivadas variacionales EI y EIJ , que son de nuevo los mismos que
aparecen en la sección 3.2

δχe
I = DχI + T I JKχ

[JeK] = LξeI + τ I Je
J , (ξI := χI , τ IJ := χ ωIJ), (3.19a)

δχω
IJ = RIJ

KLχ
[KeL] = LξωIJ −Dτ IJ . (3.19b)

Por lo tanto, se observa que la simetŕıa (3.19) no es más que un difeomorfismo infinite-
simal (2.8b) más una transformación local de Lorentz (2.8a) con parámetros de norma
dependientes de los campos, es decir un “difeomorfismo mejorado”. Para obtener la si-
metŕıa bajo difeomorfismos de la acción (3.1) de gravedad f(R), hay que combinar (3.12)
con (3.18), tomando como parámetro de la transformación de Lorentz τ IJ = ξ ωIJ , de
este modo se obtiene la identidad off-shell :

EI ∧ LξeI︸︷︷︸
δξeI

+EIJ ∧ LξωIJ︸ ︷︷ ︸
δξωIJ

+(−1)nd
[
(ξ eI)EI + (ξ ωIJ)EIJ

]
= 0, ξ := χI∂I , (3.20)

de donde se puede identificar claramente la transformación de los campos bajo un difeo-
morfismo infinitesimal (2.8b) de los términos que acompañan a las derivadas variacionales
EI y EIJ en (3.20). Cabe destacar nuevamente que en el enfoque de este trabajo, la si-
metŕıa de difeomorfismos infinitesimales se construye combinando identidades de Noether
con parámetros de norma dependientes de los campos, y no a través de una identidad de
Noether propia de los difeomorfismos, lo que comprueba, al igual que occurre en la teoŕıa
de gravedad de Lovelock en el formalismo de primer orden expuesta en el Caṕıtulo 2, que
los difeomorfismos en este marco son una simetŕıa derivada.
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3.3. Nueva simetŕıa de norma de la gravedad f (R)
con torsión n-dimensional

Además de las transformaciones locales de Lorentz y difeomorfismos, se mostrará en
esta sección cómo obtener la simetŕıa de norma de la teoŕıa que define la n-forma Lagran-
giana (3.2), reportada en [23], la cual es la generalización a la encontrada en [17] para
relatividad general n-dimensional. Esta simetŕıa está dada por:

δρe
I =DρI + Yn

I
JKρ

JeK , (3.21a)

δρω
IJ =Zn

IJ
KLρ

KeL, (3.21b)

con

Yn
I
JK :=

1

(n− 2)f ′(R)
δI[J∂K]f

′(R), (3.22a)

Zn
IJ
KL :=

σ(n− 3)

(n− 2)!

(
εIJMI1...In−3 ∗ RKI1...In−3ML + ∗R ∗ I1...In−4KL

I1...In−4IJ
)

+
1

(n− 2)

(
R− f(R)

f ′(R)

)
δ

[I
Kδ

J ]
L , (3.22b)

donde los duales internos izquierdos y derechos n-dimensionales son, respectivamente,

∗RI1...In−2MN :=
1

2
εI1...In−2KLRKL

MN , (3.23a)

R ∗ MNI1...In−2 :=
1

2
εI1...In−2KLRMN

KL. (3.23b)

Para revelar la simetŕıa interna de norma (3.21) se construye una identidad de Noether
que relaciona la derivada covariante de EI con EI y EIJ , la cual es distinta de (3.17).

Se comienza calculando la derivada covariante de la ecuación (3.3a), llegando a

DEI =κ(−1)n−1
{
f ′(R)[D ? (eI ∧ eJ ∧ eK)] ∧RJK

+Df ′(R) ∧ ? (eI ∧ eJ ∧ eK) ∧RJK +D (f(R)−Rf ′(R)) ∧ ?eI
+ (f(R)−Rf ′(R)) ∧D ? eI}

=κ(−1)n−1

{
f ′(R)

(n− 3)

(n− 2)!
εIJKI1I2...In−3RJK

MN

×
[
D
(
eI1 ∧ eI2 ∧ · · · ∧ eIn−3 ∧ eM

)
∧ eN

+
1

2
eI1 ∧D

(
eI2 ∧ · · · ∧ eIn−3 ∧ eM ∧ eN

)]
+Df ′(R) ∧ ? (eI ∧ eJ ∧ eK) ∧RJK +D (f(R)−Rf ′(R)) ∧ ?eI

+ (f(R)−Rf ′(R)) ∧D ? eI

}
, (3.24)
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donde en la primera igualdad se ha distribuido la derivada exterior covariante “D” y
utilizado la identidad de Bianchi DRIJ = 0, mientras que en la segunda se ha usado la
siguiente relación:

D ? (eI ∧ eJ ∧ eK) ∧RJK =
(n− 3)

(n− 2)!
εIJKI1I2···In−3RJK

MN

×
[
D
(
eI1 ∧ eI2 ∧ · · · ∧ eIn−3 ∧ eM

)
∧ eN +

1

2
eI1 ∧D

(
eI2 · · · ∧ eIn−3 ∧ eM ∧ eN

)]
, (3.25)

que puede verificarse mediante un cálculo directo. Lo siguiente es escribir el lado derecho
de la ecuación (3.24) en términos de EI y EIJ . Para ello, se calcula el producto de (3.3b)
con εIJI3...In , obteniendo:

f ′(R)D
(
eI1 ∧ · · · ∧ eIn−2

)
=
σ(−1)n−1

2κ
εIJI1...In−2EIJ

−Df ′(R) ∧
(
eI1 ∧ · · · ∧ eIn−2

)
, (3.26)

que sustituido en (3.25) produce

DEI =
σ(n− 2)

(n− 3)!
RJK

MNεIJKI1I2...In−3

×
(
εI1I2...In−3PQMEPQ ∧ eN +

1

2
eI1 ∧ εI2...In−3PQMNEPQ

)
+ κ(−1)n−1

[
1

(n− 2)
Df ′(R) ∧ ? (eI ∧ eJ ∧ eK) ∧RJK

+D (f(R)−Rf ′(R)) ∧ ?eI + (f(R)−Rf ′(R)) ∧D ? eI

]
. (3.27)

Ahora, despejando los términos ? (eI ∧ eJ ∧ eK)∧RJK y D?eI de (3.3a) y (3.3b), respec-
tivamente, se obtienen las relaciones:

? (eI ∧ eJ ∧ eK) ∧RJK =
(−1)n−1

κf ′(R)
EI −

(
f(R)

f ′(R)
−R

)
? eI , (3.28a)

D ? eI =
(−1)n−1

κf ′(R)(n− 2)
eJ ∧ EIJ −

(n− 1)

(n− 2)f ′(R)
Df ′(R) ∧ ?eI , (3.28b)

de modo que, insertando estas dos expresiones en (3.27), se obtiene

DEI =
σ(n− 2)

(n− 3)!
RJK

MNεIJKI1I2...In−3

×
(
εI1I2...In−3PQMEPQ ∧ eN +

1

2
eI1 ∧ εI2...In−3PQMNEPQ

)
+

1

(n− 2)f ′(R)
Df ′(R) ∧ EI +

1

(n− 2)

(
R− f(R)

f ′(R)

)
eJ ∧ EIJ

− κ(−1)n−1

(n− 2)f ′(R)
∂If

′(R) (nf(R)− 2Rf ′(R)) η. (3.29)
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En este punto, solo hace falta reescribir el último término en la ecuación (3.29) en términos
de las derivadas variacionales EI y EIJ . Esto se logra notando que

eJ ∧ EJ = κ(−1)n−1 (nf(R)− 2Rf ′(R)) η, (3.30)

y usando este resultado en (3.29), de manera que DEI toma la forma final

DEI =− 1

(n− 2)f ′(R)
∂If

′(R)eJ ∧ EJ +
σ(n− 2)

(n− 3)!
RJK

MNεIJKI1I2...In−3

×
(
εI1I2...In−3PQMEPQ ∧ eN +

1

2
eI1 ∧ εI2...In−3PQMNEPQ

)
+

1

(n− 2)f ′(R)
Df ′(R) ∧ EI +

1

(n− 2)

(
R− f(R)

f ′(R)

)
eJ ∧ EIJ , (3.31)

de donde se pueden identificar los tensores Yn
K
IJ y Zn

KL
IJ , dados en (3.22), a partir de

las cantidades que aparecen multiplicando a EK y EKL, respectivamente. De esta manera
se ha llegado a la siguiente identidad de Noether

DEI − ZnKLIJeJ ∧ EKL − Y K
IJe

J ∧ EK = 0. (3.32)

Multiplicando (3.32) por el parámetro de norma ρI y después de un poco de álgebra, se
obtiene la identidad off-shell

EI ∧
(
DρI + Yn

I
JKρ

JeK
)︸ ︷︷ ︸

δρeI

+EIJ ∧ ZnIJKLρKeL︸ ︷︷ ︸
δρωIJ

+d
(
(−1)nρIEI

)
= 0. (3.33)

Apelando al rećıproco del segundo teorema de Noether, de las cantidades que multiplican
EI y EIJ en (3.33) se puede leer una nueva simetŕıa de norma de la acción f(R), que es
precisamente la que se dio en (3.21).

Existen varias observaciones acerca de la nueva simetŕıa (3.21) que vale la pena realizar.
La primera de ellas es que el cambio de la n-forma Lagrangiana (3.2) bajo la transforma-
ción (3.21) es:

δρLf(R) =d

{
κ

(n− 2)
ρI ? (eI ∧ eJ ∧ eK) ∧

[
RJK

+
1

(n− 1)(n− 2)

(
R− f(R)

f ′(R)

)
eJ ∧ eK

]}
. (3.34)

Esto significa que la n-forma Lagrangiana (3.2) es cuasi-invariante, y por lo tanto, esta es
una segunda forma de mostrar que la transformación (3.21) es una simetŕıa de la acción
construida a partir de (3.2).

La segunda observación pertinente es que los difeomorfismos y la simetŕıa (3.21) no
son simetŕıas de norma independientes, ya que los difeomorfismos infinitesimales (δξ),
actuando sobre el marco ortonormal eI y la conexión ωIJ , pueden ser escritos en términos
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de la simetŕıa (3.21) (δρ) y las transformaciones locales de Lorentz (δτ ), módulo términos
proporcionales a EI y EIJ , como:

δξe
I = (δρ − δτ ) eI +

σ(−1)n−1

κf ′(R)

[
2

(n− 2)
?
(
eK ∧ EJK

)
ρ[IeJ ]

+ ?
(
eI ∧ EJK

)
ρ[JeK]

]
,

δξω
IJ = (δρ − δτ )ωIJ

+
σ(−1)n−1

κf ′(R)

[
(n− 3)

(n− 2)
?
(
e[I ∧ EK

)
ρJ ]eK +

3

(n− 2)
?
(
e[I ∧ EK

)
ρJeK]

]
, (3.35)

donde τ IJ := ξ ωIJ y ρI := ξ eI son parámetros de norma dependientes de los campos.
Esto a su vez implica que las transformaciones locales de Lorentz y la nueva simetŕıa de
norma pueden tomarse como un conjunto fundamental para describir la libertad de norma
completa de gravedad f(R) con torsión.

La tercera observación es que, en el caso particular de la relatividad general n-dimensional,
i.e., f(R) = R− 2Λ, la transformación (3.21) se reduce a

δρe
I =DρI , (3.36a)

δρω
IJ =

σ(n− 3)

(n− 2)!

(
εIJLI1...In−3 ∗ RMI1...In−3LN

+ ∗R ∗I1...In−4MN
I1...In−4IJ

)
ρMeN +

2Λ

(n− 2)
ρ[IeJ ], (3.36b)

que es exactamente la simetŕıa de norma interna reportada en [17]. Además, para obtener
las traslaciones locales 3D,

δρe
I =DρI , (3.37a)

δρω
IJ =2Λρ[IeJ ], (3.37b)

basta hacer n = 3 en (3.36), lo cual prueba que la nueva simetŕıa (3.21) es una generali-
zación tanto de las traslaciones locales 3D (3.37) como de la simetŕıa reportada en [17].
Tenga en cuenta que el término Yn

I
JK en la transformación de norma del marco eI dado

en (3.21a) desaparece para el caso de la relatividad general, mientras que si f(R) 6= R−2Λ
dicho término siempre estará presente.

Es importante señalar que, en contraste con las transformaciones locales de Lorentz
y difeomorfismos, la estructura de la simetŕıa interna de norma (3.21) depende expĺıci-
tamente de la dimensión del espacio-tiempo n y la función f(R) bajo consideración. Por
ejemplo, en cuatro dimensiones (n = 4) la nueva simetŕıa (3.21) toma la forma

δρe
I =DρI +

1

2f ′(R)
(∂Jf

′(R)) ρ[IeJ ], (3.38a)

δρω
IJ =

σ

2

(
−εIJKL ∗ RMKLN + ∗R ∗ MN

IJ
)
ρMeN +

1

2

(
R− f(R)

f ′(R)

)
ρ[IeJ ], (3.38b)
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46 CAPÍTULO 3. GRAVEDAD F (R) CON TORSIÓN N-DIMENSIONAL EN EL FORMALISMO DE CARTAN

mientras que en tres dimensiones (n = 3) la simetŕıa (3.21) se convierte en

δρe
I =DρI +

2

f ′(R)
(∂Jf

′(R)) ρ[IeJ ], (3.39a)

δρω
IJ =

(
R− f(R)

f ′(R)

)
ρ[IeJ ]. (3.39b)

La cuarta y última observación antes de concluir esta sección es que el rećıproco del
segundo teorema de Noether aplicado a algunas acciones particulares de gravedad f(R)
puede conducir a simetŕıas adicionales. Por ejemplo, observe que el lado izquierdo de la
ecuación (3.30) desaparece para f(R) = cRn/2, con c una constante real, es decir,

eJ ∧ EJ =κc(−1)n−1
(
nRn/2 − 2Rn

2
R(n/2−1)

)
η = 0. (3.40a)

(3.40b)

Por lo tanto, en este caso, se tiene la identidad de Noether

EI ∧ eI = 0. (3.41)

Análogamente a como se realizó para identidades de Noether anteriores, se multipli-
ca (3.41) por el parámetro de norma µ(x), obteniendo aśı la identidad off-shell

EI ∧ µeI︸︷︷︸
δµeI

= 0. (3.42)

Una vez más, apelando al rećıproco del segundo teorema de Noether, se identifica la si-
metŕıa de norma asociada a la identidad de Noether (3.41) de los términos que acompañan
a las derivadas variacionales en (3.42), la cual es

δµe
I =µeI , (3.43a)

δµω
IJ =0. (3.43b)

Por lo tanto, se puede concluir que la acción S[e, ω] = κ
∫
MnRn/2η es invariante bajo

cambios en la escala del marco ortonormal eI . Si bien es ampliamente conocido que la
acción análoga, en el formalismo de Palatini, S[g,Γ] = κ

∫
Rn/2η, es invariante bajo

transformaciones conformes de la métrica [47], la simetŕıa (3.43b) fue reportada apenas
recientemente en [23]. De esta manera, se demuestra que aplicando el presente enfoque a
casos particulares de gravedad f(R) con torsión nuevas simetŕıas pueden emerger; esto a su
vez implica que el número de grados de libertad de las teoŕıas de gravedad f(R) con torsión
dependen de la función f(R) particular empleada, de modo que seŕıa interesante explorar
el conteo de los grados de libertad f́ısicos locales, por medio de métodos Lagrangianos,
tales como los reportados en [40, 41], en los cuales las identidades de Noether obtenidas
en este trabajo son un factor importante.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

En esta tesis se han estudiado las simetŕıas de norma de la teoŕıa de gravedad de
Lovelock n-dimensional en el formalismo de primer orden y de la teoŕıa de gravedad f(R)
en el formalismo de Cartan, por medio del rećıproco del segundo teorema de Noether. Se
obtuvo para ambas teoŕıas y tanto en dimensiones pares como impares, las transforma-
ciones locales de Lorentz y los difeomorfismos (2.8), aunque para obtener la invariancia
bajo difeomorfismos hizo falta combinar la simetŕıa de Lorentz con una simetŕıa conocida
como “difeomorfismos mejorados”, lo cual refuerza aún más la idea de que los difeomor-
fismos no debeŕıan ser considerados más fundamentales que otras simetŕıas en las teoŕıas
de gravedad.

Por otro lado, se obtuvo que las traslaciones locales con constante Λ 6= 0 (2.60) sola-
mente son simetŕıa de la acción de Lovelock (2.1) en dimensiones impares, cuando se satis-
face la relación entre los coeficientes de los términos de la Lagrangiana de Lovelock (2.62).
En este caso, todos los coeficientes ap de la Lagrangiana de Lovelock (2.1) son distintos
de cero y proporcionales a 1/Λp. Esta simetŕıa es ampliamente conocida (ver por ejemplo
[25]), sin embargo el enfoque de esta tesis es conceptualmente más simple y a la vez más
general. Además, cuando se cumple la relación (2.62), es posible construir la identidad de
Noether adicional (2.58), de la cual emerge la nueva simetŕıa de norma (2.72) (que fue
reportada en [22]). En este caso, se demostró que el conjunto fundamental de simetŕıas
de norma de la acción de Lovelock está compuesto por las transformaciones locales de
Lorentz (2.8a), las traslaciones locales con Λ 6= 0 (2.60) y la simetŕıa (2.72), pudiéndose
considerar aśı los difeomorfismos infinitesimales como una simetŕıa derivada. Posterior-
mente, se calculó el álgebra de los conmutadores de este conjunto de simetŕıas (2.75),
aśı como la de otros dos conjuntos fundamentales equivalentes, (2.77) y (2.78), obtenien-
do que son cerradas con funciones de estructura. También se obtiene la invariancia bajo
traslaciones locales con Λ = 0 (2.65) del término más alto de la acción de Lovelock de
primer orden en dimensiones impares (2.79), aśı como la simetŕıa adicional (2.85) (que
igualmente fue reportada en [22]), por lo tanto, se probó que el conjunto fundamental
de simetŕıas de norma de la acción de Lovelock que consta únicamente del término más
alto en dimensiones impares está constituido por las transformaciones de Poincaré junto
con la nueva simetŕıa, nuevamente considerándose los difeomorfismos como una simetŕıa
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derivada. El álgebra de los conmutadores de este conjunto se calculó en (2.88), obtenien-
do que cierra con funciones de estructura. En dimensiones pares, se demostró que no es
posible construir una identidad de Noether asociada a las traslaciones locales debido a
la presencia de un término de la Lagrangiana de Lovelock, que no puede ser expresado
en términos de derivadas variacionales de la acción de Lovelock (2.1), sin embargo, no
se descarta la posibilidad de que para algunas acciones concretas, dicho término śı sea
expresable de esta forma, tal y como pasa en relatividad general n-dimensional (ver [17]),
lo cual permitiŕıa en esos casos hallar generalizaciones de las traslaciones locales.

Al estudiar las simetŕıas de norma de gravedad f(R) con torsión n-dimensional en el
formalismo de Cartan, adicionalmente a la invariancia bajo transformaciones locales de
Lorentz y difeomorfismos (2.8), se obtuvo la nueva simetŕıa (3.21), la cual es una extensión
de la simetŕıa interna de norma reportada en [17], que a su vez es una generalización a n
dimensiones de las traslaciones locales 3D de la relatividad general (2.49). Se mostró que
los difeomorfismos infinitesimales se pueden escribir como una combinación lineal de las
transformaciones locales de Lorentz (2.8a), la simetŕıa (3.21) y términos proporcionales
a las derivadas variacionales de la acción f(R). Esto significa que la simetŕıa interna
de norma (3.21) junto con las transformaciones locales de Lorentz (2.8a) describen por
completo la libertad de norma de la gravedad f(R) con torsión, y aśı los difeomorfismos
se convierten en una simetŕıa derivada en este contexto. Como resultado final, se obtuvo
la invariancia bajo reescalamientos del marco ortonormal (3.43) de la acción de gravedad
f(R) en donde f(R) = cRn/2, mostrando aśı que el rećıproco del segundo teorema de
Noether aplicado a modelos particulares puede conducir a simetŕıas adicionales.

Vale la pena señalar que seŕıa interesante obtener la forma finita de las transformacio-
nes infinitesimales encontradas en este trabajo, ya que estas podŕıan tener aplicaciones
tanto en la búsqueda de soluciones exactas en las teoŕıas aqúı estudiadas como en la
solución numérica de las ecuaciones de movimiento correspondientes. Otro aspecto que
resultaŕıa interesante estudiar, es la obtención del álgebra compuesta por las transfor-
maciones locales de Lorentz y la simetŕıa (3.21) de gravedad f(R) con torsión en el
formalismo de Cartan, debido al impacto que podŕıa tener en la cuantización de la teoŕıa.
Igualmente, seŕıa interesante explorar el conteo de los grados de libertad f́ısicos locales
de las teoŕıas estudiadas en esta tesis, por ejemplo, por medio de métodos Lagrangia-
nos [40, 41], en los cuales las identidades de Noether obtenidas en este trabajo son un
ingrediente fundamental.

Por otro lado, un tema que ha tomado gran relevancia en los últimos tiempos es la
definición de corrientes conservadas y sus potenciales en teoŕıas de gravedad. Por ejemplo,
en [48] se utilizan las identidades de Noether asociadas a las simetŕıas de norma de la
acción n-dimensional de Palatini y de la acción de Holst para construir corrientes de
Noether que se conservan off-shell y sus respectivos potenciales de Noether. Por lo tanto,
una aplicación directa de los resultados obtenidos en esta tesis que valdŕıa la pena explorar
consiste en la construcción de las corrientes y los potenciales de Noether, análogos a los
reportados en [48], para gravedad de Lovelock en el formalismo de primer orden y gravedad
f(R) con torsión.

Aśı mismo, la búsqueda del análogo de las traslaciones locales en otras teoŕıas más
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allá de la relatividad general podŕıa ser importante, ya que como se dijo al principio de
esta tesis, dicha simetŕıa es de vital importancia en la cuantización de gravedad 3D y esta
importancia podŕıa extenderse a otras teoŕıas de gravedad, acercándonos a la solución de
este elusivo problema.

Finalmente, seŕıa interesante estudiar otros modelos de gravedad, aśı como casos parti-
culares de la acción de Lovelock y de gravedad f(R), desde la perspectiva de este trabajo,
ya que la aplicación del rećıproco del segundo teorema de Noether puede servir para
descubrir nuevas simetŕıas de norma de tales modelos, o en su defecto, conducir a una
reformulación de las simetŕıas existentes para encontrar nuevos conjuntos completos de
simetŕıas de norma.
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Apéndice A

Introducción a las variables del
formalismo de Cartan

El formalismo de Cartan, descrito a grandes rasgos, consiste en tomar como variables
dinámicas de una teoŕıa gravitacional un marco ortonormal de 1-formas eI del grupo de
Lorentz1, y una 1-forma de conexión ωIJ valuada en el álgebra de Lorentz.

Definir con precisión estos conceptos requeriŕıa adentrarse profundamente en el estudio
de haces fibrados, que son variedades diferenciables con propiedades que conectan la
geometŕıa diferencial con la teoŕıa de grupos, de vital importancia para el estudio de las
teoŕıas de norma en la f́ısica. Algunos textos que abordan este tema amplia y claramente
son [49, 50, 51]. Sin embargo, para mantener este trabajo de tesis autocontenido, en este
apéndice se revisan las propiedades básicas de estos objetos.

Sea Mn una variedad diferenciable n-dimensional, con n ≥ 3. El hecho de que eI sea
un marco ortonormal de 1-formas del grupo de Lorentz significa que, además de tomar
campos vectoriales definidos sobre Mn y llevarlos a los reales, una transformación Λ del
grupo de Lorentz actúa sobre eI de la siguiente manera:

Λ : eI 7→ ΛI
Je

J . (A.1)

Una vez definido el marco ortonormal eI , este se puede utilizar para dotar a la variedad
Mn de una orientación que viene dada por la n-forma de volumen

η =
1

n!
εI1···Ine

I1 ∧ · · · ∧ eIn . (A.2)

La forma de volumen η es necesaria para definir la integral de una función F :Mn → R
como: ∫

Mn

F :=

∫
Mn

Fη. (A.3)

1Para ser precisos eI es una sección de un haz vectorial, cuyo grupo interno de rotaciones es el de
Lorentz
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Observe que esta propiedad se usa por ejemplo para definir la acción (3.1) de gravedad
f(R).

El marco ortonormal de 1-formas eI se puede usar también para definir un tensor
métrico en Mn, dado por:

g := ηIJe
I ⊗ eJ . (A.4)

Escrito en sus componentes coordenadas, el marco ortonormal de 1-formas es eI := eIµdx
µ,

de donde se observa que las componentes coordenadas del tensor métrico, gµν , están
relacionadas con eIµ mediante:

gµν = ηIJe
I
µe
J
ν . (A.5)

La relación (A.5) resulta útil cuando se desea pasar de las variables del formalismo métrico
al de Cartan o viceversa.

Por otro lado, a ωIJ se le denomina 1-forma de conexión porque con ella se puede
definir un operador de derivada covariante (es decir, una conexión) ∇ a través de la
siguiente ecuación (ver [11]):

ωIJ(X) := eI(∇X∂J), (A.6)

donde X es un campo vectorial cualquiera.
Se puede demostrar que el grupo de Lorentz actúa sobre la 1-forma de conexión ωIJ =

ωIJµdx
µ como:

Λ : ωIJ 7→ ΛI
Kω

K
LΛL

J + ΛI
KdΛK

J , (A.7)

de modo que los ı́ndices de ωIJ no son ı́ndices de Lorentz, debido a la presencia del segundo
término de (A.7).

La 1-forma de conexión ωIJ cumple ωIJ = −ωJI y sirve para definir un operador
diferencial llamado derivada exterior covariante, el cual actúa sobre formas diferenciales
valuadas en una representación vectorial del grupo de Lorentz, por ejemplo eI o ?eI , de
la siguiente manera:

DeI :=deI + ωIJ ∧ eJ , (A.8a)

D ? eI :=d ? eI − ωJ I ∧ ?eJ , (A.8b)

con la generalización obvia a tensores con más ı́ndices de Lorentz. Adicionalmente, ωIJ
es compatible con la métrica en el sentido:

DηIJ = dηIJ − ωKIηKJ − ωKIηKJ = 0, (A.9)

lo cual implica que si g = ηIJe
I ⊗ eJ :

∇g = 0, (A.10)

que se demuestra usando (A.6).
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Por otro lado, a pesar de que ωIJ no es un tensor de Lorentz (como se ve de sus
propiedades de transformación (A.7)), se puede construir un 2-tensor de Lorentz a partir
ωIJ , llamado 2-forma de curvatura RI

J , que se define como RI
J := dωIJ + ωIK ∧ ωKJ .

Esta última contiene toda la información del tensor de Riemann en sus componentes, pues
se escribe en la base ortonormal como

RI
J =

1

2
RI

JKLe
K ∧ eL, (A.11)

donde RI
JKL = eI(R(∂K , ∂L)(∂J)) son las componentes del tensor de Riemann, siendo R

el tensor de Riemann [11]. Con las componentes del tensor de Riemann se construye el
tensor de Ricci RIJ := RK

IKJ y el escalar de Ricci R := RIJη
IJ , ambos escritos en la

base ortonormal eI .
Para completar las definiciones, DeI se descompone en la base ortonormal como

DeI =
1

2
T IJKe

J ∧ eK , (A.12)

con T IJK := eI(T (∂J , ∂K)), donde T es el tensor de torsión [11]. Es por la descomposi-
ción (A.12) que en la literatura se suele denominar como la torsión a DeI , sin embargo,
esta práctica resulta imprecisa.

Existen identidades que relacionan las derivadas exteriores de DeI y RI
J que se usan

frecuentemente en este trabajo. A veces suele ser útil expresar estas identidades en sus
componentes ortogonales, aśı como contracciones de las mismas. La identidad más utili-
zada a lo largo de esta tesis es la segunda identidad de Bianchi, DRIJ = 0, que escrita en
componentes es:

DRIJ =
1

2
DRIJ

KLe
K ∧ eL +RIJ

KLDe
N ∧ eL

=
1

2
DRIJ

KLe
K ∧ eL +

1

2
RIJ

KLT
N
MKe

M ∧ eK ∧ eL

=
1

2

(
DMRIJ

KL +
1

2
RIJ

NLT
N
MK

)
eM ∧ eK ∧ eL

=0, (A.13)

donde en la primera ĺınea se ha utilizado la antisimetŕıa de la derivada exterior covariante
“D”, en la segunda se ha descompuesto DeI usando (A.12) y en la tercera se ha reescrito
DRIJ

KL = DMRIJ
KLe

M =
(
∂M DRIJ

KL

)
eM . El hecho de que una k-forma sea cero no

implica que todas sus componentes sean cero, sino únicamente la antisimetrización de las
mismas [11], de modo que la segunda identidad de Bianchi en componentes es:

D[MRIJ
KL] +RIJ

N [MT
N
KL] = 0. (A.14)

Observe que cuando se considera que la 1-forma de conexión ωIJ es libre de torsión, el
segundo término de (A.14) desaparece.
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Por otro lado, contrayendo (A.14) en los ı́ndices I,K se obtiene la primera identidad
de Bianchi contráıda:

2D[MRJ
L] − 2RIJ

N [MT
N
L]I +DIRIJ

LM +RIJ
NIT

N
LM = 0, (A.15)

y contrayendo una vez más (A.15) en los ı́ndices J,M , se obtiene la primera identidad de
Bianchi contráıda dos veces:

2DJRJ
L + 2RI

NT
N
IL −DLR−RIJ

NLT
N
IJ = 0. (A.16)

Por completitud, siguiendo un procedimiento análogo al recién descrito, se puede re-
escribir la primera identidad de Bianchi D2eI = RI

J ∧ eJ en componentes como:

RI
[JKL] = D[JT

I
KL] + T IM [JT

M
KL], (A.17)

y de ser necesario sus contracciones se pueden hallar fácilmente.
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Apéndice B

El papel de las simetŕıas triviales en
las teoŕıas de norma

Un aspecto relevante de los conjuntos de simetŕıas de norma de una teoŕıa es el álgebra
de sus conmutadores. Si el conmutador de cualesquiera dos simetŕıas de un conjunto
pertenece nuevamente al conjunto, se dice que el álgebra es cerrada1. Por otro lado, si los
conmutadores que forman el álgebra contienen términos proporcionales a las derivadas
variacionales de la acción, el álgebra es abierta [5, 4]. Los términos proporcionales a las
derivadas variacionales de la acción que aparecen en las álgebras abiertas se identifican
como simetŕıas triviales, i.e., simetŕıas que se vuelven cero on-shell [5].

Como se vio en el Caṕıtulo 2, las álgebras de todos los conjuntos fundamentales de
simetŕıas de norma de la gravedad de Lovelock, en el formalismo de primer orden, consi-
deradas en este trabajo son cerradas. Por otro lado, el cálculo del álgebra de las simetŕıas
de norma de gravedad f(R) en el formalismo de Cartan (ver Caṕıtulo 3) formada por las
transformaciones locales de Lorentz y la simetŕıa (3.21) se dejó como trabajo futuro debi-
do a la complejidad de los cálculos involucrados. Sin embargo, se cuenta con información
acerca de esta álgebra, ya que en [17] se menciona que el álgebra que forma la simetŕıa
ah́ı reportada, la cual es un caso particular de (3.21), con las transformaciones locales de
Lorentz es abierta. Esto sugiere que el álgebra que forman las transformaciones locales de
Lorentz y la simetŕıa (3.21) de gravedad f(R) es en general abierta2.

Las álgebras abiertas son dif́ıciles de manejar a nivel cuántico y, aunque se han desa-
rrollado métodos para ello [52, 53], en ciertos casos puede ser preferible cerrar primero
el álgebra [54] y después proceder a la cuantización, por ejemplo, a través del enfoque
BRST [5]. Es por ello que en este apéndice se analiza el efecto que tiene añadir la simetŕıa

1La cerradura es parte de la definición de un álgebra, sin embargo, se necesita hacer esta precisión
debido a que en la literatura se pueden encontrar conceptos tales como “algebra abierta”[4].

2No se descarta todav́ıa la posibilidad de que el álgebra de los conmutadores de las simetŕıas de norma
de alguna acción f(R) en particular sea cerrada.
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trivial

δζe
I =ζ DeI (B.1a)

δζω
IJ =ζ RIJ − 2Λζ [IeJ ], (B.1b)

al conjunto fundamental de las simetŕıas de norma de la relatividad general 3D en el
formalismo de Cartan, con la esperanza de que esto nos brinde alguna pista acerca de
como cerrar el álgebra del caso general de gravedad f(R) con torsión en el formalismo
de Cartan. Como la herramienta central en esta tesis es el rećıproco del segundo teorema
de Noether, vale la pena revisar como emerge la simetŕıa trivial (B.1) a través de él. Se
inicia recordando que una acción que describe la relatividad general en tres dimensiones
es la acción de Palatini

S[e, ω] = κ

∫
M3

? (eI ∧ eJ) ∧
(
RIJ − Λ

3
eI ∧ eJ

)
. (B.2)

Calculando la variación de la acción con respecto a los campos dinámicos eI y ωIJ se
obtiene:

δS = κ

∫
M3

{
EI ∧ δeI + EIJ ∧ δωIJ + d

[
δωIJ ∧ ? (eI ∧ eJ)

]}
, (B.3)

donde

EI =κ
[
? (eI ∧ eJ ∧ eK) ∧RJK − 2Λ ? eI

]
, (B.4a)

EIJ =κD ? (eI ∧ eJ) . (B.4b)

Expandiendo los duales de Hodge que aparecen en (B.4), las derivadas variacionales EI y
EIJ toman la forma simple:

EI =κεIJK
(
RJK − ΛeJ ∧ eK

)
, (B.5a)

EIJ =κεIJKDe
K . (B.5b)

Cabe recalcar que (B.1) es una simetŕıa trivial de la relatividad general 3D debido a que
se puede escribir en términos de las derivadas variacionales de la acción (B.2) como

δζe
I =ρ DeI =

σ

2κ
εIJK (ρ EJK) , (B.6a)

δζω
IJ =ρ RIJ − 2Λρ[IeJ ] =

σ

2κ
εIJK (ρ EK) . (B.6b)

Una manera directa de obtener la identidad de Noether de la cual emerge (B.1) comienza
notando que EIJ ∧ EK + EI ∧ EJK = 0, por ser una 4-forma definida sobre la variedad
3-dimensional M3. Calculando el producto interior de esta 4-forma con ∂L se obtiene:

∂L EIJ ∧ EK + EIJ ∧ ∂L EK + ∂L EI ∧ EJK + EI ∧ ∂L EJK = 0. (B.7)
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Multiplicando el resultado anterior por εIJK se llega a

EI ∧ εIJK∂L EJK + EIJ ∧ εIJK∂L EK = 0, (B.8)

la cual se puede identificar como una identidad de Noether. Nuevamente, se multiplica
la identidad (B.8) por los parámetros de norma (σ/2κ)ζL, llegando aśı a la identidad
off-shell3

EI ∧
σ

2κ
εIJKζ EJK︸ ︷︷ ︸

δζeI

+EIJ ∧
σ

2κ
εIJKζ EK︸ ︷︷ ︸
δζωIJ

= 0, (B.9)

de la cual, apelando al rećıproco del segundo teorema de Noether, se lee precisamente la
simetŕıa (B.1). Una forma de verificar, aunque no de obtener, que (B.1) es una simetŕıa
de norma de la acción de Palatini en tres dimensiones, es introducirla directamente en la
variación (B.3), obteniendo:

δζS =

∫
Mn

d
[
εIJKζ

(
RIJ − ΛeI ∧ eJ

)
∧ eK

]
, (B.10)

es decir, la acción de Palatini en tres dimensiones es cuasi-invariante bajo las transforma-
ciones triviales (B.1).

Un conjunto completo de las simetŕıas de norma de la acción de Palatini en tres
dimensiones se compone de transformaciones locales de Lorentz (δτ ) y traslaciones locales
(δρ), que actuando sobre eI y ωIJ están dadas por:

δτe
I =τ IJe

J , δρω
IJ =−Dτ IJ , transformaciones de Lorentz, (B.11a)

δρe
I =DρI , δρω

IJ =2Λρ[IeJ ], traslaciones locales. (B.11b)

Si a este conjunto de simetŕıas se le añade la simetŕıa de norma (B.1) (δζ), tomando
parámetros de norma τ IJ , ρI y ζI independientes de los campos, el álgebra de los conmu-
tadores que se obtiene es la siguiente:

[δτ1 , δτ2 ] = δτ3 ,
(
τ3
IJ := 2τ1

[I|Kτ2
|J ]
K

)
, (B.12a)

[δρ1 , δρ2 ] = δτ ,
(
τ IJ := 2Λρ1

[Iρ2
J ]
)
, (B.12b)

[δτ , δρ] = δτ1 + δρ1 ,
(
ρ1
I := −τ IJρJ

)
, (B.12c)

[δτ , δζ ] = δζ1 ,
(
ζ1
I := τ IJζ

J
)
, (B.12d)

[δρ, δζ ] = δζ1 ,
(
ζ1
I := ζ DρI

)
, (B.12e)

[δζ1 , δζ2 ] = δτ + δρ + δζ3 ,
(
τ IJ := ζ1

(
ζ2 RIJ

)
+ 2Λζ1

[Iζ2
J ],

ρI := ζ1

(
ζ2 DeI

)
,

ζ3
I := − [ζ1, ζ2] eI

)
, (B.12f)

3El factor (σ/2κ) se agrega de tal modo que la simetŕıa (B.1) no tenga factores dimensionales ni
dependa de la signatura σ de la métrica interna ηIJ .
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donde ζ = ζI∂I , ζ1 = ζ1
I∂I y ζ2 = ζ2

I∂I son campos vectoriales.
Analizando (B.12) ecuación por ecuación, se ve de (B.12a)-(B.12c) que el álgebra que

forman las transformaciones locales de Lorentz con las traslaciones locales, es cerrada, y
en particular, es el álgebra del grupo de De Sitter si Λ es positiva, de anti-De Sitter si Λ
es negativa o el grupo de Poincaré si Λ = 0. Por otro lado, (B.12d)-(B.12e) muestran que
el conmutador de una simetŕıa trivial (δζ), ya sea con una trasformación local de Lorentz
(δτ ) o con una traslación local (δρ) da como resultado de nuevo una transformación trivial
del tipo (B.1). En la literatura [5] se encuentra que el conmutador de una simetŕıa trivial
con cualquier simetŕıa de norma es de nuevo trivial. Sin embargo, hay que interpretar con
cuidado esta afirmación, ya que de (B.12e) se ve que el conmutador de dos transformacio-
nes triviales (δζ) da como resultado una combinación lineal de transformaciones locales
de Lorentz, translaciones locales y de nuevo una transformación trivial del tipo (B.1). Es
importante destacar que los parámetros de norma de la transformación local de Lorentz
y la traslación local resultantes se pueden reescribir como:

τ IJ :=ζ1

(
ζ2 RIJ

)
+ 2Λζ1

[Iζ2
J ] =

σ

2κ
εIJKζ1 ζ2 EK , (B.13)

ρI :=ζ1

(
ζ2 DeI

)
=

σ

2κ
εIJKζ1 ζ2 EJK , (B.14)

es decir, son proporcionales a las derivadas variacionales y por lo tanto son cero on-
shell. Esto significa que el conmutador de dos transformaciones triviales (B.1) de nuevo es
una simetŕıa trivial pero no del mismo tipo, sino la suma de una transformación local de
Lorentz con parámetro proporcional a EI , una traslación local con parámetro proporcional
a EIJ y una simetŕıa trivial del tipo (B.1). Este resultado podŕıa tener implicaciones a
nivel cuántico, ya que las verdaderas simetŕıas de norma siempre se deben de considerar
off-shell. Se observa que en su conjunto, el álgebra (B.12) es cerrada, de modo que como
resultado del análisis realizado en este apéndice se concluye que para cerrar el álgebra
que forman las transformaciones locales de Lorentz y la simetŕıa de gravedad f(R) con
torsión en el formalismo de Cartan (3.21), vale la pena explorar el camino de añadir
a ese conjunto de simetŕıas fundamentales una simetŕıa trivial análoga a (B.1). Como
comentario final, seŕıa interesante explorar si existe alguna relación entre este camino y
otros métodos para cerrar un conjunto de simetŕıas de norma, por ejemplo con el método
de Batalin-Vilkovinsky [54].
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Apéndice C

Conjuntos equivalentes de simetŕıas
de norma de la acción de Lovelock
en dimensiones impares con
parámetros de norma genéricos

En la sección 2.4 se presenta el álgebra de los conmutadores de tres conjuntos comple-
tos equivalentes de simetŕıas de norma de la acción de Lovelock (2.1), con coeficientes que
satisfacen (2.62), considerando parámetros de norma independientes de los campos. Sin
embargo, los parámetros de norma que multiplican a las identidades de Noether conside-
radas en el rećıproco del segundo teorema de Noether también pueden depender de los
campos (y sus derivadas). Por lo tanto, en este apéndice, se presenta el método usado a lo
largo de esta tesis para calcular los conmutadores de las simetŕıas de la acción de Lovelock
en el formalismo de primer orden, considerando parámetros de norma de la forma más
general posible, usando como ejemplo el álgebra formada por las transformaciones locales
de Lorentz y los difeomorfismos infinitesimales. Posteriormente, se presenta el álgebra
de los conmutadores de los tres conjuntos completos equivalentes de simetŕıas de norma
dados en la sección 2.4, calculados con parámetros de norma generales.

Para este ejemplo, se comienza calculando el conmutador de dos transformaciones
locales de Lorentz, (δτ1) y (δτ2), actuando sobre el marco ortonormal eI :

[δτ1 , δτ2 ]eI = δτ1
(
τ2
I
Je

J
)
− δτ2

(
τ1
I
Je

J
)
. (C.1)

Debido a que τ1
I
J y τ2

I
J pueden depender de manera arbitraria de los campos eI y ωIJ ,

los términos

δτ1
(
τ2
I
Je

J
)

=
(
δτ1τ2

I
J

)
eJ + τ2

I
Jτ1

J
Ke

K , (C.2a)

δτ2
(
τ1
I
Je

J
)

=
(
δτ2τ1

I
J

)
eJ + τ1

I
Jτ2

J
Ke

K , (C.2b)

no se pueden simplificar más, ya que se desconoce la forma precisa de δτ1τ2
I
J y δτ2τ1

I
J .

Por lo tanto, insertando (C.2) en (C.1), se obtiene

[δτ1 , δτ2 ]eI = τ3
I
Je

J , (C.3)
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IMPARES CON PARÁMETROS DE NORMA GENÉRICOS

donde τ3
I
J := δτ1τ2

I
J − δτ2τ1

I
J + 2τ

[I|K
1 τ2

|J ]
K , es decir, el conmutador de dos transforma-

ciones locales de Lorentz, (δτ1) y (δτ2), actuando sobre eI , da como resultado de nuevo
una transformación de Lorentz, (δτ3).

Como segundo paso, se calcula el conmutador de una transformación local de Lorentz
(δτ ) con un difeomorfismo infinitesimal (δξ), actuando sobre el marco ortonormal eI , que
es:

[δτ , δξ]e
I = δτ

(
LξeI

)
− δξ

(
τ IJe

J
)
, (C.4)

donde ξ := ξI∂I , con ξI siendo el parámetro de norma del difeomorfismo infinitesimal.
Debido a que τ IJ y ξI (y por lo tanto ξ) pueden depender de manera arbitraria de los
campos eI y ωIJ , la simplificación más general que se puede realizar sobre sus variaciones
es expresarlas como:

δτ
(
LξeJ

)
=Lδτ ξeI + Lξ

(
τ IJe

J
)

(C.5a)

δξ
(
τ IJe

J
)

=
(
δξτ

I
J

)
eJ + τ IJLξeJ , (C.5b)

donde se ha usado para llegar a (C.5a) la identidad

δ (LXα) =δ (X da+ d (ξ α)) = δX dα +X d (δα) + d (δX α +X δα)

=LδXα + LXδα, (C.6)

con δ una variación arbitraria, X un campo vectorial y α una k-forma (k ≤ n).
Insertando (C.5) en (C.4), se obtiene

[δτ , δξ]e
I = τ1

I
Je

J + Lξ1eI , (C.7)

donde τ1
I
J := Lξτ IJ − δξτ IJ y ξ1 := δτξ =

(
δτξ eI

)
∂I , es decir, el conmutador de una

transformación local de Lorentz (δτ ) con un difeomorfismo infinitesimal (δξ), actuando
sobre eI , da como resultado de nuevo una transformación local de Lorentz (δτ1) más un
difeomorfismo infinitesimal (δξ1).

Para concluir este ejemplo, se calcula el conmutador de dos difeomorfismos infinitesi-
males, (δξ1) y (δξ2), actuando sobre el marco ortonormal eI . Se inicia con la expresión:

[δξ1 , δξ2 ]eI = δξ1
(
Lξ2eI

)
− δξ2

(
Lξ1eJ

)
, (C.8)

donde ξi := ξi
I∂I , con ξi

I el parámetro de norma del difeomorfismo infinitesimal (i = 1, 2).
Debido a que ξ1

I y ξ2
I pueden depender de manera arbitraria de los campos eI y ωIJ , la

simplificación mas general que se puede hacer sobre sus variaciones es dejarlas expresadas
como:

δξ1
(
Lξ2eJ

)
=Lδξ1ξ2e

I + Lξ1
(
Lξ2eI

)
, (C.9a)

δξ2
(
Lξ1eJ

)
=Lδξ2ξ1e

I + Lξ2
(
Lξ1eI

)
, (C.9b)

donde se ha usado de nuevo la identidad (C.6) para llegara (C.9).
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Insertando (C.9) en (C.8), se obtiene el resultado deseado:

[δξ1 , δξ2 ]eI = Lξ3eI (C.10)

donde ξ3 := δξ1ξ2−δξ2ξ1−[ξ1, ξ2] =
(
(δξ1ξ2 − δξ2ξ1 − [ξ1, ξ2]) eI

)
∂I , con [ξ1, ξ2] el parénte-

sis de Lie de los campos vectoriales ξ1 y ξ2 (ver [11]). Por lo tanto, el conmutador de dos
difeomorfismos infinitesimales, (δξ1) y (δξ2), actuando sobre eI , da como resultado de nuevo
un difeomorfismos infinitesimal (δξ3).

Este proceso debe repetirse de nuevo, esta vez aplicando los conmutadores asociados
a las transformaciones locales de Lorentz y a los difeomorfismos a la 1-forma de conexión
ωIJ , para finalmente concluir que el álgebra que forman estas simetŕıas es:

[δτ1 , δτ2 ] =δτ3 ,
(
τ3
IJ := δτ1τ2

IJ − δτ2τ1
IJ + 2τ1

[I|Kτ2
|J ]
K

)
, (C.11a)

[δτ , δξ] =δτ1 + δξ1 ,
(
τ1
IJ := Lξτ IJ − δξτ IJ , ξ1

I := (δτξ) eI
)
, (C.11b)

[δξ1 , δξ2 ] =δξ3 ,
(
ξ3
I := (δξ1ξ2 − δξ2ξ1 − [ξ1, ξ2]) eI

)
. (C.11c)

El álgebra (C.11) es la más general que se puede obtener al considerar parámetros de
norma dependientes de los campos. Sin embargo, algunos casos particulares de (C.11) se
pueden hallar con frecuencia en la literatura, en donde algunos parámetros de norma se
dejan dependientes de los campos mientras que otros no.

Por ejemplo en [32] se dice que el álgebra que forman los conmutadores de las trans-
formaciones locales de Lorentz (δτ ) y los difeomorfismos infinitesimales (δξ) es:

[δτ1 , δτ2 ] =δτ3 ,
(
τ3
IJ := 2τ1

[I|Kτ2
|J ]
K

)
, (C.12a)

[δτ , δξ] =δτ1 ,
(
τ1
IJ := Lξτ IJ

)
, (C.12b)

[δξ1 , δξ2 ] =δξ3 ,
(
ξ3
I := [ξ2, ξ1] eI

)
. (C.12c)

Esta álgebra se puede recuperar de (C.11), a través del procedimiento descrito a continua-
ción: comparando (C.11a) con (C.12a), se observa que para hacerlas coincidir basta tomar
los parámetros de las transformaciones τ1

IJ y τ2
IJ como independientes de los campos.

Como segundo paso, se compara (C.11b) con (C.12b), lo que conduce a las siguientes
condiciones:

δξτ
IJ = 0, (C.13a)

δτξ eI = 0. (C.13b)

La condición (C.13a) no aporta información adicional, ya que nuevamente implica que los
parámetros τ IJ son independientes de los campos, sin embargo (C.13b) requiere que ξI

sea dependiente de los campos, ya que:

δτξ =
(
δτξ

I
)
∂I + ξI (δτ∂I) =

(
δτξ

I
)
∂I −

(
ξ δτe

I
)
∂I . (C.14)

De este modo, calculando el producto interior de (C.14) con eI y comparando el resultado
con (C.13b), se obtiene la ley de transformación de ξI bajo transformaciones locales de
Lorentz:

δτξ
I = τ IJξ

J . (C.15)
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62
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Por último, comparando (C.11c) con (C.12c) se observa que para que estas coincidan, se
debe cumplir:

δξ1ξ2 = 0, (C.16a)

δξ2ξ2 = 0. (C.16b)

Calculando la variación de los campos vectoriales ξ1, ξ2 bajo los difeomorfismos infinitesi-
males δξ2 , δξ1 , respectivamente, se obtiene:

δξ1ξ2 =
(
δξ1ξ2

I
)
∂I + ξ2

I (δξ1∂I) =
(
δξ1ξ2

I
)
∂I −

(
ξ2 δξ1e

I
)
∂I , (C.17a)

δξ2ξ1 =
(
δξ2ξ1

I
)
∂I + ξ1

I (δξ2∂I) =
(
δξ2ξ1

I
)
∂I −

(
ξ1 δξ2e

I
)
∂I . (C.17b)

Sustituyendo (C.16) en (C.17) se obtiene que las propiedades de transformación de los
parámetros de norma ξi

I (con i = 1, 2), bajo un difeomorfismo infinitesimal son:

δξ2ξ1
I = ξ1

(
Lξ2eI

)
, (C.18a)

δξ1ξ2
I = ξ2

(
Lξ2eI

)
, (C.18b)

que muestra nuevamente que los parámetros de norma ξI dependen de los campos. En
resumen, para recuperar el álgebra de los conmutadores (C.12) se requiere que los paráme-
tros de norma τ IJ y el campo vectorial ξ = ξI∂I sean independientes de los campos, lo
que equivale a considerar que los parámetros ξI dependen de los campos. Las propieda-
des de transformación de dichos parámetros bajo transformaciones locales de Lorentz y
difeomorfismos son, respectivamente, (C.15) y (C.18).

A continuación se presentan las álgebras de conmutadores en el caso más general
posible, calculadas a partir del método recién descrito, permitiendo parámetros de norma
dependientes de los campos. Cabe aclarar que, sin importar la elección de los parámetros
de norma, la ley de transformación de los campos es siempre la misma.

Primer conjunto. Este conjunto completo de simetŕıas de norma se compone de
transformaciones locales de Lorentz (δτ ), traslaciones locales (δρ) y difeomorfismos (δξ)
con generador infinitesimal ξ := ξI∂I . El álgebra de los conmutadores es

[δτ1 , δτ2 ] = δτ3 ,
(
τ3
IJ := δτ1τ2

IJ − δτ2τ1
IJ + 2τ1

[I|Kτ2
|J ]
K

)
, (C.19a)

[δρ1 , δρ2 ] = δτ + δρ3 ,
(
τ IJ := 2Λρ1

[Iρ2
J ], ρ3

I := δρ1ρ2
I − δρ2ρ1

I
)
, (C.19b)

[δτ , δρ] = δτ1 + δρ1 ,
(
τ1
IJ := −δρτ IJ , ρ1

I := δτρ
I − τ IJρJ

)
, (C.19c)

[δξ1 , δξ2 ] = δξ3 ,
(
ξ3
I := (δξ1ξ2 − δξ2ξ1 − [ξ1, ξ2]) eI

)
, (C.19d)

[δτ , δξ] = δτ1 + δξ1 ,
(
τ1
IJ := Lξτ IJ − δξτ IJ , ξ1

I := (δτξ) eI
)
, (C.19e)

[δρ, δξ] = δρ1 + δξ1 ,
(
ρ1
I := LξρI − δξρI , ξ1

I := (δρξ) eI
)
. (C.19f)

Segundo conjunto. Este conjunto completo de simetŕıas de norma se compone de
transformaciones locales de Lorentz (δτ ), traslaciones locales (δρ) y difeomorfismos me-
jorados (δχ) con generador infinitesimal χ := χI∂I . El álgebra de los conmutadores es
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[δτ1 , δτ2 ] = δτ3 ,
(
τ3
IJ := δτ1τ2

IJ − δτ2τ1
IJ + 2τ1

[I|Kτ2
|J ]
K

)
, (C.20a)

[δρ1 , δρ2 ] = δτ + δρ3 ,
(
τ IJ := 2Λρ1

[Iρ2
J ], ρ3

I := δρ1ρ2
I − δρ2ρ1

I
)
, (C.20b)

[δτ , δρ] = δτ1 + δρ1 ,
(
τ1
IJ := −δρτ IJ , ρ1

I := δτρ
I − τ IJρJ

)
, (C.20c)

[δχ1 , δχ2 ] = δτ + δχ3 ,
(
τ IJ := χ2

(
χ1 RIJ

)
,

χ3
I := (δχ1χ2 − δχ2χ1 − [χ1, χ2]) eI

)
, (C.20d)

[δτ , δχ] = δτ1 + δχ1 ,
(
τ1
IJ := −δχτ IJ , χ1

I := (δτχ) eI
)
, (C.20e)

[δρ, δχ] = δρ1 + δχ1 ,
(
ρ1
I := LχρI +

(
χ ωIJ

)
ρJ − δχρJ ,

χ1
I := (δρχ) eI

)
. (C.20f)

Hay que tener en cuenta que para un vector χ2 := χ2
I∂I cuyas componentes χI dependen

de los campos se cumple δχ1χ2 =
(
δχ1χ2

I
)
∂I + χ2

I (δχ1∂I).
Tercer conjunto. Este conjunto completo de simetŕıas de norma se compone de trans-

formaciones locales de Lorentz (δτ ), traslaciones locales (δρ) y la simetŕıa de norma (2.85)
(δε ) con ε := εI∂I . El álgebra de los conmutadores es

[δτ1 , δτ2 ] = δτ3 ,
(
τ3
IJ := δτ1τ2

IJ − δτ2τ1
IJ + 2τ1

[I|Kτ2
|J ]
K

)
, (C.21a)

[δρ1 , δρ2 ] = δτ + δρ3 ,
(
τ IJ := 2Λρ1

[Iρ2
J ], ρI3 := δρ1ρ2

I − δρ2ρ1
I
)
, (C.21b)

[δτ , δρ] = δτ1 + δρ1 ,
(
τ1
IJ := −δρτ IJ , ρ1

I := δτρ
I − τ IJρJ

)
, (C.21c)

[δε1 , δε2 ] = δτ + δρ + δε3 ,
(
τ IJ := ε1

(
ε2 RIJ

)
+ 2Λε1

[Iε2
J ],

ρI := ε1

(
ε2 DeI

)
,

ε3
I := (δε1ε2 − δε2ε1 − [ε1, ε2]) eI

)
, (C.21d)

[δτ , δε] = δτ1 + δε1 ,
(
τ1
IJ := −δετ IJ , ε1

I := (δτε) eI
)
, (C.21e)

[δρ, δε] = δρ1 + δε1 ,
(
ρ1
I := −δερI , ε1

I := (δρε) eI
)
. (C.21f)

Observe que, si se toman los parámetros de norma τ IJ , ρI , χI , ξI y εI independientes de
los campos, entonces estas álgebras de conmutadores se convierten en las reportadas en
la sección 2.4 de esta tesis.
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Apéndice D

Comparación entre gravedad f (R) en
el formalismo de Cartan y en los
formalismos métrico y de Palatini

En este apéndice, se revisan algunos aspectos fundamentales de las teoŕıas de gravedad
f(R) n-dimensional, tanto en el formalismo métrico como en el de Palatini, y se realiza
una comparación entre estas teoŕıas y la gravedad f(R) con torsión en el formalismo de
Cartan.

La acción que define la gravedad f(R) n-dimensional en el formalismo métrico es [19,
20, 21]

Smétrica[gµν ] = κ

∫
Mn

f(R̄)
√
−gdnx, (D.1)

donde f(R̄) es una función real del escalar de Ricci R̄ asociado a la conexión de Levi-
Civita, denotada en esta sección por ∇, y g := det[gµν ] es el determinante del tensor
métrico. La variación de la acción (D.1) con respecto al inverso de la métrica gµν(gµρgρν =
δρµ) es

δSmétrica =

∫
Mn

dnx (Eµνδgµν +∇µB
µ) , (D.2)

donde

Eµν =κ
√
−g
[
f ′(R̄)R̄µν −

1

2
f(R̄)gµν + (gµν∇ρ∇ρ −∇µ∇ν) f

′(R̄)

]
, (D.3a)

Bµ =κ
√
−g
[
f ′(R̄) (gνρ∇µgνρ −∇νδg

µν)−∇νf
′(R̄) (gµνgρσδg

ρσ − δgµν)
]
. (D.3b)

Como se puede ver de (D.3a), las ecuaciones de campo de gravedad f(R) en el formalismo
métrico son de cuarto orden, mientras que en el formalismo de Cartan las ecuaciones de
campo (3.3) son de segundo orden. Más aún, los sistemas de ecuaciones (D.3a) y (3.3)
no son equivalentes, ya que la conexión involucrada en (D.3a) es la de Levi-Civita, y por
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tanto es libre de torsión, mientras que (3.3b) implica que la conexión del espacio-tiempo
no es libre de torsión.

Por otro lado, en gravedad f(R) n-dimensional en el formalismo de Palatini, los cam-
pos dinámicos son el tensor métrico gµν y una conexión independiente ∇̂ cuyos coeficientes

Γ̂ρµν se asumen libres de torsión, lo cual equivale a Γ̂ρ[µν] = 0 [46]. El principio de acción
correspondiente a esta teoŕıa es

SPalatini[g
µν , Γ̂ρµν ] = κ

∫
Mn

f(R̂)
√
−gdnx, (D.4)

con R̂ el escalar de Ricci de la conexión independiente ∇̂. La variación de la acción (D.4)
es

SPalatini[g
µν , Γ̂ρµν ] = κ

∫
Mn

dnx
(
Eµνδgµν + EρµνδΓ̂ρµν +∇µB

µ
)
, (D.5)

donde

Eµν =κ
√
−g
[
R̂µνf

′(R̂)− 1

2
f(R̂)gµν

]
, (D.6a)

Eρµν =κ
[
∇̂σ

(√
−gf ′(R̂)gσ(µδν)

ρ

)
− ∇̂ρ

(√
−gf ′(R̂)gµν

)]
, (D.6b)

Bµ =κ
√
−gf ′(R̂)

(
δΓ̂µνρg

νρ − gµνδΓ̂ρνρ
)
. (D.6c)

La ecuación (D.6b) se puede reescribir con algo de álgebra como:

∇̂gµν = −∇̂ρ

(
logf ′(R̂)

)
gµν , (D.7)

(ver [46]), lo cual implica que la derivada covariante ∇̂ no es compatible con la métrica,
y que la no-metricidad está dada por (D.7). Esta es una diferencia fundamental entre la
gravedad f(R) en el formalismo de Palatini y en el de Cartan, pues en el de Palatini, la
conexión asociada a ωIJ es compatible con la métrica y con torsión no necesariamente
nula.
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[36] Celada M, González D and Montesinos M 2016 Class. Quantum Grav. 33 213001

[37] Troncoso R and Zanelli J 2000 Class. Quantum Grav. 17 4451
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