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Resumen

Este trabajo de tesis tiene como objetivo diseñar un sistema de control de orientación

para una aplicación Cubesat. Para comprobar el funcionamiento de dicho sistema se

propone un controlador basado en el método del Sistema de Control de Energía Total

(TECS, por sus siglas en inglés). Para esto se presenta la obtención del modelo di-

námico de rotación de cuerpo rígido expresado a partir del formalismo Hamiltoniano

y empleando la con�guración no lineal de orientación representada por matrices de

rotación. A partir de las ecuaciones de Hamilton es posible obtener una expresión

para la energía total del sistema. Con el diseño del controlador TECS se resuelve el

problema de seguimiento de trayectoria de orientación. Se concluye la existencia de

la cota última de las trayectorias de lazo cerrado utilizando la teoría de Lyapunov. Se

presenta la descripción del hardware diseñado y construido, el cual consta de un pro-

totipo sub-acuático con �otabilidad neutra que puede girar sin restricciones alrededor

de los tres ejes. La �otabilidad neutra nos permite emular en forma aproximada a un

satélite suspendido en el espacio. Se concluye que este tipo de aproximación es válida

como una herramienta complementaria que permite evaluar aspectos de integración

de hardware. Entre dichos aspectos se encuentra la inclusión de la dinámica real de

sensores y actuadores, así como las limitaciones de cómputo de la computadora de

abordo. Mediante la plataforma construida, se llevan a cabo pruebas experimentales

en donde se valida el funcionamiento del controlador TECS.
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Abstract

This thesis work has as main objective to design an attitude control for a Cubesat ap-

plication. To evaluate the performance of the system, it is proposed a controller based

on the total energy control system method (TECS). The rigid model dynamic model

is presented deriving it from the Hamiltonian formalism and considering the special

orthogonal group as the attitude representation. From the Hamiltonian equations is

possible to obtain an expression for what is called the total energy rate system, and

its time derivative. The regulation and tracking control problems are solve by means

of the TECS control. The control objective in terms of attitude de�nes the desired

total energy rate. The error in total energy rates is computed and then it is vanished

to zero by use of a proportional integral action (PI). Using Lyapunov theory it is

presented an stability analysis, which concludes asymptotic stability with ultimate

boundedness.

A prototype is designed and built to test the controller. This prototype is an under-

water vehicle which endows neutral buoyancy and has the unique quality of moving

around its 3 axes without any mechanic constraints. The neutral buoyancy allows us

to emulate the �oating of a satellite in space. It is concluded that this approach is

valid to certain extent, being its main advantage the hardware integration. The dif-

ferent aspects of hardware integration that can be tested are the sensor and actuator

dynamics and the computational costs of embedded systems.

A set of experiments is presented employing the platform built, wherein the TECS

controller is tested.
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Nomenclatura

aw ∈ R = aceleración angular de rueda de reacción

B ∈ R3 = densidad de �ujo magnético, T

θo ∈ R = segunda coordenada polar de órbita, rad

D ∈ R3×3 = amortiguamiento hidrodinámico

Dm ∈ R = dipolo residual magnético

eR ∈ R3 = error de orientación.

e1 ∈ R = i-ésimo vector canónico en el espacio tridimensional

R̃ ∈ SO(3) = error de orientación en SO(3).

Φ = [φ θ ψ]T = ángulos de Euler, rad.

Fb ∈ R = fuerza de �otación

Fg ∈ R = fuerza de gravedad

H = momento angular, N ·m · s
H ∈ R = Hamiltoniano

H̃(R,Π) ∈ R = Hamiltoniano modi�cado

He ∈ R3 = tasa de la energía total

Hd
e ∈ R3 = tasa de la energía total deseada

H̃e ∈ R3 = error de tasa de energía total

I ∈ R3×3 = matriz identidad

Im = inercia del rotor del motor, kgm2

Iv = inercia del eje principal solo del volante de inercia, kgm2

J = matriz de inercia del satélite sin ruedas de reacción, (3× 3), kg ·m2.

Jw = inercia del eje principal de rueda de reacción, kgm2

K ∈ R = energía cinética

kd ∈ R4 = constantes de fricción viscosa de las ruedas de reacción.

kv ∈ R4 = constantes de velocidad de los motores.

L = matriz de distribución de pares de entrada

L ∈ R = Lagrangiano

L̃(R,Ω) ∈ R = Lagrangiano modi�cado

Le ∈ R3 = tasa de la distribución de energía
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Lde ∈ R3 = tasa de la distribución de energía deseada

L̃e ∈ R3 = error de tasa de distribución de energía

La ∈ R4 = inductancias de armadura de los motores

m = masa, kg

M = momento magnético de la Tierra

MA ∈ R3×3 = masa añadida por efectos hidrodinámicos,kg ·m2

µ = parámetro gravitacional, m3/s2.

Ω = [ωx ωy ωz]
T = velocidad angular de cuerpo rígido (3× 1), rad/s.

ωo = velocidad angular de órbita

ωmaxm = Velocidad máxima de motor, rpm

ωRWi = i-ésima componente de velocidad de rueda de reacción, rad/s

Ωw ∈ R4 = la velocidad angular de las ruedas de reacción.

R = matriz de rotación, 3× 3

p ∈ Rn = momento angular en espacio Euclidiano

Π ∈ R3 = momento angular de cuerpo rígido (3× 1), kgm2rad/s.

ψv ∈ R = ángulo de rotación en la representación ángulo-eje

q = [q0 ε] ∈ S3 = cuaterno con parte real η y vectorial ε

q ∈ Rn = coordenadas generalizadas en espacio Euclidiano

Ra ∈ R4 = resistencia de Armadura de los motores.

re = radio de la tierra, m

ri ∈ R3 = i-ésimo renglón de la matriz de rotación

ro ∈ R = radio de órbita, m

ρ0 ∈ R3 = vector de centro de masa

SO(3) = Grupo de Lie o grupo especial ortogonal

so(3) = Álgebra de Lie

τ , τb ∈ R3 = acción de control en ejes cuerpo, N ·m
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τf = par de fricción de rueda de reacción N ·m
τrw = entrada de control debida a una rueda de reacción

τm = entrada de control debida a un magnetopar

U ∈ R = energía potencial

uc = acción de control feedforward

ur = inverso del radio de órbita

uw = entrada de control en espacio de actuadores, también τrw

ϕ ∈ R = función de navegación

V ∈ R = función candidata de Lyapunov

v ∈ R3 = eje de rotación en el sistema eje-ángulo

Va ∈ R4 = voltajes de armadura de los motores.

W = matriz de relación cinemática de rotación

Subíndices

RW , w = Rueda de reacción

b = marco de referencia cuerpo

I = marco de referencia inercial

O = marco de referencia de órbita

L = lineal
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Acrónimos

AC = Asignación de Control

AHRS = sistema de referencia de orientación y rumbo

BLDC = motor de corriente directa sin escobillas

COTS = producto comercial de bajo costo

DSP = procesador digital de señales

EKF = Extended Kalman Filter

IGRF = referencia de campo geomagnético internacional

LEO = órbita terrestre baja

LVLH = local vertical local horizontal

MP = magneto-par o bobina de par magnético

OBC = computadora embebida

RW o RR = rueda de reacción

SDCO = Sistema de Determinación y Control de Orientación

TECS = sistema de control de la energía total



Capítulo 1

Introducción

En la actualidad, la integración y el envío de satélites pequeños al espacio exterior
se está volviendo común y accesible gracias a que los subsistemas satelitales se han
miniaturizado y abaratado [1]. En particular, los CubeSat, satélites que pueden pesar
hasta un máximo de 1.33kg por unidad, son los de mayor auge ya que pueden desa-
rrollarse en universidades empleando componentes comerciales (COTS por sus siglas
en inglés).

Los CubeSat son satélites en forma de cubo con una longitud nominal de 10cm [2]. De-
pendiendo del peso �nal que tengan pueden pertenecer a la categoría de nanosatélites
(de 1 a 10kg) o picosatélites (0.1 a 1kg).

El primer CubeSat surgió en la Universidad Politécnica de California en conjunto
con la Universidad de Standford en 1999 como un proyecto para poner al alcance de
estudiantes universitarios el desarrollo satelital; hasta el año 2003 se lanzó el primero.

|

Figura 1.1: Cubesat típico.



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Los satélites CubeSat pueden contar con los subsistema básicos: subsistema de ener-
gía, subsistema de comunicación, subsistema de propulsión, computadora de abordo,
subsistema térmico, y subsistema de determinación y control de orientación (SDCO).

El SDCO le permite a un CubeSat realizar tareas tales como apuntar hacia la estación
terrena, apuntar a un objeto en el espacio, orientar sus celdas solares, o incluso realizar
tareas cooperativas en una constelación de satélites. Para esto es indispensable que
el SDCO sea preciso y tenga capacidad para realizar rotaciones rápidas.

Un SDCO tiene dos componentes, uno encargado de determinar la orientación; el otro
computa las acciones de control. El SDCO está integrado por sensores, actuadores y
algoritmos de estimación y control. Dependiendo de las características de una misión
espacial es posible integrar módulos SDCO comerciales. En el caso especí�co de apli-
caciones Cubesat se cuenta con algunas opciones como las que se describen en [3], [4],
entre otros. Otra alternativa consiste en hacer un SDCO especí�co a la misión, por
ejemplo, [5], [6].

1.1. Determinación de orientación

Los primeros algoritmos empleados para determinar la orientación eran algebraicos,
tales como el algoritmo TRIAD, el cual emplea dos observaciones vectoriales [7] tanto
en el marco de referencia del cuerpo como en el marco de referencia respecto del cual
se quiere saber la orientación. Otros algoritmos algebraicos más desarrollados como
el QUEST surgieron después al disponerse de mejores computadoras [8], [9].

La determinación de la orientación se mejoró con la fusión de los sensores disponibles:
magnetómetros, giroscopios, sensor de sol, sensor de horizonte, sensores de estrellas.
Con esto surgieron algoritmos de fusión de sensores, principalmente divididos en es-
tocásticos y determinísticos. Las ventajas de los nuevos algoritmos es que permiten
estimaciones más precisas y con menos nivel de ruido. El principal algoritmo estocás-
tico es el �ltro de Kalman (KF) en sus diferentes versiones como el UKF y el EKF
que puede emplearse en sistemas no lineales [10]. En los últimos años se propusieron
algoritmos de determinación de orientación determinísticos basados en técnicas de
estimación no lineal [11] y en algoritmos que toman en cuenta la naturaleza no lineal
del espacio de con�guración de la orientación de un cuerpo rígido [12], [13], [14], [15],
y [16].

1.2. Tipos de control de orientación

Las características y requerimientos de la misión determina el método de control a
emplear. Existen métodos pasivos en los que no se requiere ninguna acción de control y
el satélite se orienta en lazo abierto. En los esquemas de control activos, un algoritmo
calcula la acción que debe generar el grupo de actuadores. Una metodología para la
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selección del tipo de control adecuado a cada misión se puede encontrar en [17], [18].

1.2.1. Control pasivo

El método de control pasivo consiste en utilizar la dinámica natural del satélite para
estabilizarlo. Entre los principales métodos de control pasivos se encuentran: gradiente
gravitacional, magnético pasivo y giro simple. El primero consiste en colocar el centro
de masa del satélite justo en la parte del satélite que debe apuntar a la Tierra;
este método es adecuado para satélites de observación terrestre y que se encuentran
en órbita LEO. En el método magnético pasivo, el satélite cuenta con elementos
magnéticos como imanes permanentes �jos a su cuerpo; los imanes se alinean con el
campo magnético de la tierra modi�cando la orientación del satélite. Este método
es adecuado en órbitas LEO cercanas al Ecuador. Solo permite alinear al satélite
alrededor de un eje por lo que su aplicación es limitada y suele combinarse con otros
métodos. En el caso del control por giro simple se induce una velocidad angular
constante al satélite alrededor del eje que se desea que permanezca �jo con respecto a
un marco de referencia inercial, para esto el satélite se diseña de tal forma que sobre
este eje de giro se encuentre su momento de inercia mayor; el giro constante genera
rigidez giroscópica.

1.2.2. Representaciones de orientación y controladores activos

Un punto crucial para resolver el problema de control de orientación de un satélite
es la selección de la representación de orientación. El espacio de con�guración de la
orientación del satélite es el conjunto de matrices ortogonales con determinante igual a
uno, conocido como el grupo de Lie o grupo especial ortogonal, SO(3) [19]. Es común,
en el diseño de control, usar representaciones de orientación como los ángulos de Euler
o los cuaternos. Sin embargo, dado que todas las representaciones de orientación no
describen el conjunto SO(3) globalmente y de forma única, es esencial interpretar las
propiedades del controlador en términos del espacio de con�guración de orientación
SO(3) para evitar el fenómeno de desenrollo, descrito en [19], [20].

La literatura reporta soluciones a los problemas de regulación de orientación del sa-
télite y control de seguimiento de trayectoria utilizando diferentes metodologías y re-
presentaciones de orientación. Un estudio de la controlabilidad de la orientación de un
satélite con diferentes con�guraciones de actuadores se presentó en [21]. Representan-
do la orientación con ángulos de Euler, el trabajo en [22] hace una comparación entre
enfoques de control basados en técnicas de control lineal tales como el proporcional
derivativo (PD), H2, y H∞. La referencia [23] presenta un controlador proporcional-
integral-derivativo (PID) así como un regulador cuadrático lineal (LQR). Técnicas de
control no lineal también se han empleado para resolver los problemas de control de
orientación, por ejemplo, control por modos deslizantes en [24] y [25] utilizando una
representación de la orientación con cuaternos.
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Los trabajos en [20] y [19] destacaron las di�cultades en la síntesis de control de orien-
tación cuando se emplea una representación de orientación no global o no única. Por
lo tanto, en los últimos años, se han reportado controladores de orientación sinteti-
zados directamente en el espacio de con�guración de orientación. En [19] se presenta
un controlador para la regulación de la orientación del cuerpo rígido, mientras que
[26] propone un control para un cuatrirotor donde el controlador de traslación y el
ángulo de guiñada deseado �jan la referencia de orientación. En ambas referencias, se
concluye estabilidad asintótica casi global usando la teoría de Lyapunov. En [28] se
emplea un control basado en pasividad. En [29] se introduce un controlador de regu-
lación de salida para sistemas con espacio de con�guración en SO(3). Es importante
subrayar que el trabajo en [30] fue el primero que señaló la importancia de tener en
cuenta el espacio de con�guración de orientación.

1.2.3. TECS

En los años ochenta, el trabajo en [31] introdujo el método TECS para controlar
el ángulo de vuelo y la velocidad aerodinámica en la dinámica longitudinal de una
aeronave. En [31] , la acción de control de TECS se interpreta en términos de la gestión
empírica de energía cinética y potencial que hacen los pilotos cuando vuelan un avión.
Recientemente, las referencias [32] y [33] propusieron versiones no lineales de TECS,
y la referencia [34] empleó el método TECS para resolver el problema de seguimiento
de trayectoria para cuatrirotores. La tasa de energía total, que es proporcional a
la derivada del tiempo de la función Hamiltoniana, es la base para la síntesis del
controlador TECS. El objetivo de control de�ne la referencia de tasa de energía total;
entonces, una ley de control proporcional integral lleva el error de la tasa de energía
total a cero. TECS también puede formularse utilizando la tasa de distribución de
energía, proporcional a la derivada del tiempo de la función lagrangiana [35]. TECS ha
tenido éxito en la resolución de problemas de regulación y seguimiento de trayectoria
para vehículos aéreos; es por eso que se convierte en un candidato para abordar el
problema de seguimiento de trayectoria de orientación para satélites, de lo cual no se
ha encontrado ejemplos en la literatura.

1.2.4. Asignación de control

En sistemas espaciales es común tratar con con�guraciones de actuadores redundantes
que permiten lograr un segundo objetivo de control, tales como tolerancia a fallas,
re-con�guraciones dependientes de las operaciones de misión, mejorar la e�ciencia de
actuadores en conjunto o preferir que cada actuador tenga una aportación preferente,
entre otros, [36], [37], [5] y[38]. El logro de un segundo objetivo de control se alcanza
a través de combinaciones de las aportaciones de cada actuador, a esta combinación
se le llama asignación de control (AC). En [39], se presentan diferentes estrategias
para abordar el problema de asignación de control (AC), en donde la meta principal
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es minimizar el error entre la ley de control requerida y la disponible generada por los
actuadores, aún cuando el objetivo de control primario no pueda satisfacerse. Cuando
el objetivo de control primario logra satisfacerse, el segundo objetivo puede lograrse
gracias a que el esquema redundante ofrece in�nitas soluciones. Esto es gracias a que
el espacio nulidad de la matriz de distribución es no trivial [37].

Una estrategia de asignación de control es la llamada pseudo-inversa re-distribuida,
que se emplea cuando un actuador deja de funcionar por completo, por ejemplo, cuan-
do una rueda de reacción llega a saturarse y no puede proveer más par de control.
Esta estrategia calcula una acción de control antes de la falla y otra acción de control
posterior a la misma. Antes de la saturación el algoritmo calcula una pseudo-inversa
considerando al total de actuadores mientras que una vez que uno se satura se cal-
cula la pseudo-inversa correspondiente al número restante de actuadores sumando la
contribución del actuador saturado.

1.3. Plataformas experimentales

Un inconveniente en la validación de las soluciones reportadas para los problemas de
control de orientación es la realización de pruebas experimentales que sean represen-
tativas del ambiente espacial. En [40] se presenta una revisión histórica al respecto
hasta 2003. La forma ideal de realizar estas pruebas es dentro de una nave espacial en
condiciones de micro gravedad, tal como en el proyecto SPHERES [41] y su sucesor
Astrobee [42].

En cuanto a las plataformas experimentales que se tienen en Tierra se tienen diferentes
opciones como suspensión en hilo, cojinetes de aire esféricos, levitación magnética y
mecanismos articulados. La opción más económica consiste en suspender al vehículo
de un hilo [43], sin embargo solo permite movimiento alrededor de un eje y bajo la
acción de la fuerza de rigidez de torsión del hilo como perturbación. Por otra parte,
las estructuras articuladas con rodamientos mecánicos de baja fricción [15] brindan
movimiento en 2 o 3 ejes pero aumentan en gran medida la inercia y la fricción. En
cuanto a la suspensión por levitación magnética [44], esta presenta perturbaciones
magnéticas mínimas pero su implementación es de alta complejidad y solo permite
realizar control alrededor de un eje.

Las plataformas más empleadas son las que están basadas en el uso de un cojinete
esférico suspendido en aire que le permite al prototipo �otar sobre una capa del aire,
[45], [46], [47] y [48] son algunos ejemplos. El diseño de una plataforma de estas puede
encontrarse en [49]. Este tipo de plataforma ofrece rotación de fricción despreciable
y movimiento libre alrededor de solo dos ejes en el mejor de los casos, en la mayoría
de estos simuladores se tiene movimiento libre en guiñada y movimiento restringido
en los otros dos ejes.

Existen plataformas experimentales basadas en la utilización de un medio acuático,
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en donde se emula al satélite como un vehículo submarino, mientras que la restricción
de �otabilidad neutra del vehículo imita las condiciones libres de gravedad. En [50] y
[13] se presentaron prototipos bajo este principio pero solo se lograron resultados en
un grado de libertad debido a que no se hizo coincidir el centro de masa con el centro
geométrico del prototipo de forma precisa. Otra desventaja de estas plataformas es
que el modelo dinámico del prototipo se modi�ca por medio de la masa añadida y el
amortiguamiento que añade el medio acuático.

También se han creado simuladores especiales en donde el prototipo es encerrado en
una esfera y esta funge como el cojinete esférico suspendido en aire. Estas plataformas
no han sido muy utilizadas por la complejidad de su uso [40], [51], a pesar de que en
principio pueden ofrecer rotación libre de restricciones alrededor de los tres ejes, solo
se han reportado experimentos sobre un solo eje [52].

1.4. Motivación

Como se ha mencionado existe baja disponibilidad y accesibilidad de plataformas
experimentales para la evaluación de sistemas SDCO en aplicaciones satelitales. Este
es un obstáculo que ha limitado el desarrollo de estos sistemas por parte de grupos de
trabajo externos a las grandes agencias espaciales internacionales. Por la misma razón,
los resultados que se reportan en la literatura sobre control de orientación son, en su
mayoría, a nivel de simulaciones numéricas. Esto deja incompleta la validación de las
diferentes propuestas que surgen sobre nuevas técnicas de estimación y/o control de
orientación para aplicaciones espaciales. Se sabe que la distancia entre las simulaciones
numéricas y la experimentación real puede llegar a variar mucho en los valores de
sintonización de ganancias. Es por esto que en esta tesis, se plantea la necesidad
de abordar una propuesta de plataforma experimental que sea de bajo costo y que
incluya aspectos del modelo propios del hardware empleado tanto en actuadores como
en sensores y en procesamiento de cómputo del sistema embebido.

Como actuadores, se elige trabajar con ruedas de reacción, esto es debido a que
ofrecen mayor par mecánico que las bobinas magnéticas y son relativamente simples
de construir. Se requieren actuadores con par mecánico alto debido a que el ambiente
acuático aumenta la inercia del prototipo.

Al existir perturbaciones de par constante, como las debidas al gradiente gravitacio-
nal, las ruedas de reacción alcanzan su velocidad máxima y pierden capacidad de
control. En esta tesis se explora una solución a la saturación de rueda de reacción por
medio de un esquema redundante en actuación y el uso de algoritmos de asignación
de control.
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1.5. Objetivo General

Diseñar y construir un sistema de control de orientación compatible con
el estándar CubeSat.

El trabajo implica integración y desarrollo del subsistema SDCO: en la parte de
desarrollo se hace el diseño y construcción de las ruedas de reacción y el ensamble para
control de orientación alrededor de los tres ejes. No se desarrollan otros subsistemas
del satélite dado que excede los objetivos de la tesis, sin embargo, es necesario crear
subsistemas complementarios que permiten probar el SDCO. En el caso de la batería
se usa una batería comercial de bajo costo, no se emplean celdas solares, la estructura
mecánica Cubesat solo es representativa ya que no soporta las pruebas de vibraciones,
tampoco se usa un sistema térmico ya sea activo ni pasivo, la computadora de abordo
así como la antena son emuladas por tarjetas tipo COTS.

1.6. Objetivos Particulares

Para lograr el objetivo general, se presentan los siguientes objetivos particulares:

1. Diseñar una rueda de reacción. Esta rueda implica la selección de un motor
plano comercial, el dimensionamiento adecuado del volante de inercia asociado
e integrar la parte electrónica.

2. Diseñar y construir una plataforma experimental para validación de la rueda de
reacción. Esta plataforma deberá caracterizarse por disminuir los efectos de la
gravedad, reducir fenómenos de fricción y debe contar con la instrumentación
necesaria para la caracterización de la rueda de reacción.

3. Diseñar y construir una estructura mecánica que albergue el SDCO en su to-
talidad: ruedas de reacción y electrónica asociada. Para esto se construye una
estructura CubeSat representativa para realizar la colocación de los componen-
tes.

4. Diseñar y validar experimentalmente algoritmos que consideren la naturaleza
no lineal del espacio de con�guración de la orientación de un cuerpo rígido, esto
es, basado en el concepto de energía.

Algunas consideraciones especí�cas son las siguientes:

Ensamblar el sistema SDCO sin que rebase las dimensiones permitidas en el
estándar CubeSat.

Seleccionar materiales de soporte mecánico con estabilidad térmica y baja elec-
trostática.

Diseñar la estructura de tal manera que el centro de masa del satélite quede
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dentro de una esfera de 2cm del centro geométrico.

Los puntos clave dentro de la tesis son los siguientes:

1. Diseño de un esquema de control en SO(3) basado en el concepto de energía.

2. Diseño de algoritmos de control para contrarrestar la saturación.

3. Pruebas experimentales en condiciones similares a las presentes en el espacio
exterior.

1.7. Estructura de la tesis

En el Capítulo 2 se presentan términos y de�niciones preliminares. En el Capítulo 3 se
presenta el modelo cinemático y dinámico de cuerpo rígido en espacio de con�guración
SO(3) incluyendo el modelo electromecánico de los motores BLDC como actuadores
y el modelo de un cubo sumergido en agua. En el Capítulo 4 se presenta el control
empleado diseñado bajo el formalismo Hamiltoniano. En el Capítulo 5 se presentan
las características del SDCO construido, así como resultados experimentales para el
problema de seguimiento. En el Capítulo 6 se presenta un apartado que aborda el
problema de asignación de control y �nalmente en el Capítulo 7 se presentan las con-
clusiones del trabajo realizado.



Capítulo 2

Preliminares

En este trabajo de tesis la diferencia entre la orientación medida del satélite y la
orientación deseada se de�ne directamente en el espacio de con�guración de la orien-
tación. Para describir este espacio se requieren las de�niciones siguientes basadas
principalmente en las referencias [53] y [30]. Los conceptos expuestos, aunque tienen
una connotación más amplia en la mayoría de los casos, son enfocados al ámbito par-
ticular de la tesis. De esta forma, siempre que se menciona el concepto de variedad,
esta se re�ere especí�camente a la variedad SO(3).

Operador traza, traza(R) = r11 + r22 + r33 con R ∈ R3×3 y rii los elementos de la
diagonal de R.

Operador de antisimetría ()∧ o (̂), es un mapa de R3 al espacio de matrices
antisimétricas conocido como álgebra de Lie so(3) se de�ne como

x̂ =

 0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0

 , x =

x1

x2

x3

 ∈ R3

donde so(3) es el álgebra de Lie asociada con el grupo de Lie SO(3)

Operador vectorial ()∨, con ()∨ : so(3)→ R3 el mapa inverso de ()∧.

Producto interno o producto punto. Se hace la distinción entre el producto in-
terno entre vectores y entre matrices de rotación. Para vectores en el espacio tridi-
mensional v1, v2 ∈ R3 el producto punto se de�ne como

(v1, v2) = vT1 v2 = v11v21 + v12v22 + v13v23.

Para matrices en R1, R2 ∈ R3×3 se de�ne como

(R1, R2) = traza(RT
1R2) ∈ R
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Variedad SO(3) embebida en R9, de�nida como

SO(3) = {R ∈ R3×3 : fi = 0, i = 1, 2...6},

donde fi son 6 ecuaciones de restricción que equivalen a las 6 condiciones que de�nen
a una matriz ortonormal. Tres de estas ecuaciones están de�nidas por la condición
de ortogonalidad vT1 v2 = 0, vT1 v3 = 0, vT2 v3 = 0. Las otras tres están de�nidas por las
condiciones de unicidad v2

1 = 1, v2
2 = 1, v2

3 = 1. Donde vi son los vectores de la matriz
R, ya sean vectores �la o vectores columna. La dimensión de la variedad SO(3) es
la diferencia entre el espacio en que está embebida y el número de restricciones, es
decir, 9− 6 = 3.

Se pueden reescribir las ecuaciones de restricción en términos de matrices de rotación
de tal forma que

SO(3) = {R ∈ R3×3 : RRT = I, det(R) = +1}.

SO(3) forma un grupo con la multiplicación entre matrices como la acción de grupo
e I como el elemento identidad.

La descripción de un sistema dinámico con espacio de con�guración o variedad de
con�guración R en la variedad SO(3) requiere de la descripción de los espacios tan-
gente y cotangente. El espacio tangente se utiliza en la formulación Lagrangiana de
la dinámica mientras el espacio cotangente se utiliza en la formulación Hamiltoniana.

Espacio tangente a la variedad SO(3) en la con�guración R ∈ SO(3), denotado
como TRSO(3) se de�ne como

TRSO(3) = {RΩ̂ ∈ R3×3 : Ω̂ ∈ so(3).

El espacio tangente es de dimensión 3. Usando la de�nición de producto interno en
R3×3 se puede ver que se satisface

(R,RΩ̂) = traza(RTRΩ̂) = 0

que corresponde con el hecho de que R y RΩ̂ son ortogonales entre sí.

Fibrado tangente a la variedad de con�guración SO(3), denotado como TSO(3).
Es el conjunto de pares (R,RΩ̂) ∈ SO(3)×TRSO(3) de la variedad de con�guración
SO(3) y el espacio tangente TRSO(3). El �brado tangente es de dimensión 3.

Espacio cotangente a la variedad SO(3), en la con�guración R ∈ SO(3) denotado
como T∗RSO(3) es el espacio dual del espacio tangente en R.

Fibrado cotangente a la variedad SO(3), denotado como T∗SO(3) es la variedad
de dimensión 6 formada por el conjunto de pares
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(R,R(J−1Π)∧) ∈ SO(3)× T∗RSO(3)

Función Lagrangiana o Lagrangiano en un sistema rotacional. L : TSO(3)→ R.
Resulta de la diferencia entre la energía cinética y potencial. Es una función real
que toma valores dentro del �brado tangente de la variedad SO(3), es decir L =
L(R, Ṙ) = L(R,RΩ̂).

Se pueden de�nir el Lagrangiano modi�cado L̃ que resulta de hacer un cambio de
variables tal que el Lagrangiano modi�cado está en función de la con�guración y las
velocidades angulares, como sigue

L̃(R,Ω) = L(R, Ṙ(Ω)) = L(R,RΩ̂)

Transformación de Legendre en un sistema rotacional puede considerarse como
una transformación Ω ∈ so(3)→ Π ∈ so(3)∗, donde dicha transformación es invertible
y so(3)∗ es el espacio conjugado de so(3); Se de�ne como

Π =
∂L̃(R,Ω)

∂Ω
.

A lo largo de la tesis, se asume que la matriz de inercia J es invariante en el tiempo
por lo que la transformación de Legendre se simpli�ca a

Π = JΩ. (2.1)

Función Hamiltoniana o Hamiltoniano en un sistema rotacional. H : TSO(3)→
R. Resulta de la suma entre la energía cinética y la energía potencial. Es una función
real que toma valores dentro del �brado cotangente de la variedad SO(3), es decir
H = H(R, Ṙ) = H(R,R(J−1Π)∧).

El Hamiltoniano modi�cado H̃ resulta de hacer un cambio de variables tal que el
Hamiltoniano modi�cado está ahora en función de la con�guración y los momentos
angulares, como sigue

H̃(R,Π) = H(R, Ṙ(Π)).

A continuación, se presentan de�niciones del error por medio de la función de nave-
gación, en el espacio Euclidiano y en la variedad SO(3).

Función de navegación en R3, denotada como ϕ(x). De�ne una métrica en el
espacio de con�guración y el espacio tangente a partir de establecer una función
potencial alrededor del origen por medio del producto punto. Por medio de la derivada
de la función de navegación se obtiene la dirección de mayor crecimiento que apunta
hacia el origen. Por ejemplo, en el caso del espacio tridimensional se puede de�nir
ϕ(x) = 1

2
xTx con x ∈ R3, y su derivada temporal produce ϕ̇(x) = xTẋ. Así mismo,



16 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

es posible de�nir una función potencial alrededor de un punto deseado xd tal como
ϕ(x̃) = 1

2
x̃Tx̃ con x̃ = x − xd y ϕ̇(x̃) = x̃T ˙̃x. De lo anterior podemos decir que la

derivada temporal de la función de navegación alrededor de un punto de referencia,
resulta en el producto entre el error en el espacio de con�guración x̃ y el error en el
espacio tangente ˙̃x.

Función de navegación en SO(3), denotada como ϕ(R) [30]. De�ne una métrica
para la orientación y la velocidad angular parametrizadas en R3 a partir de establecer
una función potencial alrededor del origen por medio del producto punto para matrices
de rotación. Se de�ne

ϕ(R) =
1

2
traza(I −R)

por lo tanto

ϕ̇(R) = −1

2
traza(Ṙ),

aplicando la noción de espacio tangente a SO(3) en R se puede escribir

ϕ̇(R) = −1

2
traza(RΩ̂),

aplicando la siguiente identidad traza(Ax̂) = −(A− AT)∨Tx se encuentra

ϕ̇(R) =
1

2
(R−RT)∨TΩ,

donde −1
2
(R−RT)∨ parametriza de forma vectorial la diferencia entre la orientación

R y la orientación identidad I, esta última corresponde a una matriz de rotación de
cero grados en sus tres ejes.

De igual manera, es posible de�nir la función de navegación alrededor de una orien-
tación deseada Rd, la función de navegación es

ϕ(R̃) =
1

2
traza(I − R̃)

donde R̃ = RT
dR es el error de orientación en SO(3), se puede ver que cuando Rd = R

entonces R̃ = I y ϕ(R) = traza(I − I) = 0. Siguiendo los pasos anteriores es posible
llegar a

ϕ̇(R̃) = eTRΩ̃,

donde eR ∈ R3 es el error de orientación dado en forma vectorial

eR =
1

2
(R̃− R̃T)∨, (2.2)

y Ω̃ ∈ R3 es el error en velocidad angular. Para determinar el error de velocidad
angular se parte de la diferencia entre los espacios tangentes de�nida como de�nida
como Ṙ− Ṙd

(
RT
dR
)
, se tiene

Ṙ− Ṙd

(
RT
dR
)

= RΩ̂−RdΩ̂dR
T
dR = R

(
Ω−RTRdΩd

)∧
, (2.3)
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donde se ha empleado la propiedad RΩ̂RT = (RΩ)∧. Se determina así que el error de
velocidad angular es la parte antisimétrica del lado derecho de 2.3

Ω̃ = Ω−R>RdΩd (2.4)
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Capítulo 3

Modelo dinámico

3.1. Dinámica de órbita

Para de�nir una órbita espacial en un marco de referencia inercial se requieren seis
parámetros llamados parámetros de órbita [18]. En aplicaciones Cubesat se trabaja
con órbitas circulares en la región de órbita baja (LEO por sus siglas en inglés), para
estas órbitas, los principales parámetros son: radio de la órbita r, excentricidad e,
inclinación i de la órbita con respecto al plano ecuatorial de la Tierra y velocidad
angular ωo.

La dinámica de la órbita está descrita en coordenadas polares (r, θo). Si se considera
una órbita ideal (kepleriana), es decir, no expuesta a perturbaciones debidas a campos
no conservativos como la presión solar o el arrastre atmosférico, la órbita está dada
como

d2ur
dθ2

o

+ ur =
µ

H2

donde ur = 1/ro, µ es el parámetro gravitacional de la tierra, y H es el momento
angular del objeto que recorre la órbita. Es de notarse que no existe una ecuación
diferencial independiente para la variable θo, esto es porque existe una relación de
dependencia entre ro y θo dada como r2

o θ̇o = cte. Para el caso de órbita circular, ro es
constante y la dinámica se reduce a una relación de velocidad constante

ωo = θ̇o =
√
µ/ro

Cuando una nave espacial cuenta con actuadores de propulsión que le permitan hacer
desplazamiento traslacional, la dinámica de órbita se modi�ca. En el caso contrario,
se asume que la dinámica de órbita está completamente desacoplada de la dinámica
de rotación. Bajo esta suposición y asumiendo que se desea estudiar solo la dinámica
de rotación, se puede despreciar la dinámica de órbita en el análisis [54].
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3.2. Marcos de referencia del vehículo espacial

A continuación se describen los principales marcos de referencia empleados en apli-
caciones de satélites terrestres.

Marco de referencia inercial con centro en la Tierra SI . Tiene su origen en
el centro de la tierra, el eje XI apunta hacia el equinoccio vernal o constelación de
sagitario, el eje ZI es perpendicular al plano de órbita solar y obedece a la regla de la
mano derecha con respecto al sentido de giro de la tierra alrededor del sol. El eje YI
se determina con la regla de la mano derecha con respecto a los dos ejes anteriores.

Marco de referencia �jo a la Tierra con centro en la Tierra SE. Tiene su
origen en el centro de la tierra, el eje XE apunta a la intersección del meridiano de
Greenwich con el ecuador, el eje ZE apunta al polo norte y el eje YE se determina con
la regla de la mano derecha.

Marco de referencia �jo en la órbita, LVLH(SO). También conocido como
vertical-local-horizontal-local, tiene su origen sobre la trayectoria de órbita, el eje ZO
apunta hacia el centro de la tierra, el eje XO apunta en la dirección de movimiento
de la órbita y el eje YO se determina con la regla de la mano derecha.

El marco de referencia �jo en el cuerpo (SB). Es el marco de referencia �jo al
cuerpo del satélite. Se suele tomar al nadir del satélite (la parte del satélite que suele
contener la cámara de percepción remota) coincidente con el eje Zb. El eje Xb se suele
colocar en la dirección ram (movimiento de la órbita) y el eje Yb se elige por medio
de la regla de la mano derecha.

Figura 3.1: Marcos de referencia.
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3.3. Representaciones de orientación

El espacio de con�guración de la orientación de un cuerpo rígido es el grupo de
Lie SO(3). En ingeniería es común utilizar representaciones locales de SO(3) o que
cubren doblemente a SO(3), tales como cuaternos, ángulos de Euler, parámetros de
Rodrigues, etc.

El modelo de un CubeSat puede reducirse a un conjunto de ecuaciones de cinemática
rotacional y dinámica rotacional. La cinemática y la dinámica de traslación conoci-
da como dinámica de órbita se desprecia para efectos de la determinación y control
de orientación [55]. La cinemática rotacional puede expresarse de diferentes maneras
en función de la representación de orientación que se elija. Las representaciones más
comunes son cuaternos, ángulos de Euler, parámetros de Rodrigues y matrices de rota-
ción o matrices de cosenos directores (MCD). La literatura donde pueden encontrarse
las propiedades matemáticas de cada representación así como las transformaciones
entre estas es: [56], [17], [55]. La mayoría de las representaciones no pueden describir
todo el espacio de orientaciones de manera global y única, esto se muestra en la Tabla
3.1 y en los siguientes párrafos se detalla cada caso.

Tabla 3.1: Propiedades de las representaciones de orientación
Representación de Orientación Globalidad Unicidad

Ángulos de Euler no no

Parámetros de Rodrigues no no

Parámetros de Rodrigues modi�cados no no

Cuaternos si no

Eje-Ángulo si no

Matriz de Rotación si si

3.3.1. Ángulos de Euler

Los ángulos de Euler, son una triada {φ θ ψ} que representan los tres ángulos de
una secuencia de tres rotaciones sucesivas. Existen 12 combinaciones en las que se
pueden hacer estas rotaciones; seis se hacen empleando los 3 ejes X, Y, Z y otro grupo
de seis solo emplean combinación de dos ejes, tal como X,Z,X. Las matrices de
transformación son de la forma

Rx(φ) =

1 0 0
0 cφ sφ
0 −sφ cφ

 , Ry(θ) =

cθ 0 −sθ
0 1 0
sθ 0 cθ

 , Rz(ψ) =

 cψ sψ 0
−sψ cψ 0

0 0 1

 (3.1)
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con sx = sin(x), cx = cos(x).

Para un satélite apuntando a la tierra es más común usar la combinación 3−2−1, es
decir, que la matriz de rotación que va de ejes cuerpo a inerciales está de�nida como
[17]

R = Rx(φ)Ry(θ)Rz(ψ) =

 cθcφ cθsφ −sθ
−cψsφ + sψsθcφ cψcφ + sψsθsφ sψcθ
sψsφ + cψsθcφ −sψcφ + cψsθsφ cψcθ

 (3.2)

En los ángulos de Euler no se tiene una representación única de la orientación, como
ejemplo véase

Rz(φ)Rx(θ)Rz(ψ) = Rz(φ+ π)Rx(−θ)Rz(ψ − π)

Para lograr que la representación sea única se suele restringir el valor que pueda tomar
cada ángulo de Euler, esto depende de la combinación empleada, para el ejemplo
anterior se debe cumplir

0 ≤ φ < 2π 0 ≤ θ < π 0 ≤ ψ < 2π.

Por otra parte, esta representación no es global ya que cualquier combinación elegida
de entre las 12 disponibles presenta el llamado bloqueo del cardán o Gimbal lock [11].

3.3.2. Cuaternos

Los cuaternos son una representación de la orientación por medio de un ángulo y
un vector, esto coincide con el teorema de Euler [57]. El teorema de Euler establece
que: toda composición de rotaciones de cuerpo rígido puede representarse
mediante un vector v ∈ R3 y un ángulo ψV equivalentes.

Se de�ne el cuaterno como q = [q0 ε] ∈ S3, donde q0 es la parte escalar y ε =
(q1, q2, q3, ) es la parte vectorial, con S3 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : ‖(x1, x2, x3, x4)‖ = 1}
es la variedad 3-esfera.

El hecho de que no haya representación única en cuaternos se da porque una orien-
tación puede representarse por el par de cuaternos unitarios antipodales ±q ∈ S3.

Tanto en ángulos de Euler como en cuaternos puede presentarse el fenómeno de des-
enrollo en un sistema de control; este consiste en que el esquema de control no siempre
siga la trayectoria más corta para disminuir el error. Como ejemplo considérese que el
ángulo actual alrededor de uno de los ejes sea φ = ε (ε un número positivo pequeño),
el ángulo deseado sea 2π − ε. El satélite tenderá a dar una vuelta innecesaria y de
tener un sobrepaso mayor a 2ε dará nuevamente una vuelta innecesaria, esto podría
continuar inde�nidamente.
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3.3.3. Matrices de rotación

Las matrices rotación o matrices de cosenos directores R pertenecen al grupo de Lie
SO(3) y ofrecen una representación global de la orientación de un cuerpo rígido al
mismo tiempo que única [19]. A lo largo de este trabajo se opta por el uso de esta
representación de la orientación del satélite.

De forma especí�ca la matriz de rotación se de�ne como Rb
a, que denota la matriz

de rotación que relaciona el marco de referencia a al marco de referencia b. Así, un
vector dado en el marco de referencia a puede expresarse en el marco de referencia b
como vb = Rb

ava

La versión en SO(3) del teorema de Euler es:

Si R es una matriz ortogonal de 3x3 y R es propia (det(R) = +1), entonces
existe un vector no cero v tal que Rv = v.

Para ver como puede encontrarse este vector considérese lo siguiente. Sea v tal que

Rv = v =⇒ RTRv = RTv =⇒ v = RTv

por lo tanto
Rv = RTv

1

2
(R−RT )v = 0

por de�nición el término que multiplica a v en la ecuación anterior es la componente
antisimétrica de R. Sea A una matriz antisimétrica de la forma

A =

 0 −a12 a31

a12 0 −a23

−a31 a23 0

 (3.3)

entonces
Av = 0 (3.4)

de�ne las soluciones para v 6= 0 como el espacio nulo de A, esto da

v =

a23

a31

a12

 (3.5)

El ángulo puede obtenerse a partir de la traza de una matriz de rotación, de las
rotaciones básicas en (3.1) la traza se obtiene como

traza(R) = 2 cos(ψv) + 1 (3.6)
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de tal forma que

ψv = arc cos

(
traza(R)− 1

2

)
(3.7)

3.4. Formalismo Lagrangiano y Hamiltoniano

Es posible encontrar las ecuaciones dinámicas de rotación de cuerpo rígido desde
diferentes enfoques; a partir de las leyes de Newton aplicadas sobre un marco de
referencia no inercial como en [58] y [54] o utilizando principios variacionales [53].

Podemos expresar el modelo dinámico de rotación de cuerpo rígido ya sea en tér-
minos del �brado tangente TSO(3) o del �brado cotangente T∗SO(3). En el primer
caso se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange, mientras que en el segundo ca-
so se obtienen las ecuaciones de Hamilton. En esta tesis se trabaja principalmente
con el formalismo Hamiltoniano debido a que es la base para la implementación del
controlador que se detalla en el Capítulo 4. En los siguientes párrafos se resume un
comparativo entre ambos enfoques aplicado al caso especí�co del modelo de rotación
de cuerpo rígido, así como también se distingue entre el caso Euclidiano y la variedad
SO(3) [53].

En cada uno de los casos que se presentan a continuación se asume que es conocida
la energía cinética K y potencial U del sistema, a partir de la cual se obtienen el
Lagrangiano L = K − U y el Hamiltoniano H = K + U .

Se emplea el principio variacional de Hamilton, el cual establece que al construir una
integral de acción sobre el Lagrangiano del sistema las variaciones in�nitesimales de
dicha integral son igual a cero. Así mismo, puede establecerse el mismo principio
sobre el Hamiltoniano se de�ne como H = ΠṘ − L(Π, Ṙ). A partir del primero se
pueden obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange y a partir del segundo se obtienen
las ecuaciones Hamiltonianas.

Ecuación de Euler-Lagrange en espacio Euclidiano

En el enfoque Lagrangiano se pueden obtener las ecuaciones dinámicas del sistema
en el caso Euclidiano como

d

dt

∂L
∂q̇
− ∂L
∂q

= τ (3.8)

en donde L es el Lagrangiano del sistema, q ∈ Rn son las coordenadas generalizadas
euclidianas y q̇ ∈ TqRn es el espacio tangente a Rn.

Ecuación de Euler-Lagrange en la variedad SO(3)

En el caso no Euclidiano de la variedad de con�guración SO(3), estas ecuaciones se
obtienen de la siguiente forma [53]
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d

dt

∂L̃(R,Ω)

∂Ω̇
+ Ω× ∂L̃(R,Ω)

∂Ω̇
+ Σ3

1ri ×
∂L̃(R,Ω)

∂ri
= 0 (3.9)

donde R ∈ SO(3) es la con�guración y Ω ∈ TRSO(3) es la velocidad de rotación. Se
emplea la noción del Lagrangiano modi�cado L̃ dado que resulta más simple expresar
las ecuaciones de Euler-Lagrange en términos de R y Ω en lugar de R y Ṙ.

En (3.9), ri es la �la i-ésima de R, esto es,

R =

 rT1
rT2
rT3

 .
Estas ecuaciones se pueden reescribir de tal forma que se obtiene el modelo cinemático
y dinámico rotacional conocido en la literatura

Ṙ = RΩ̂ (3.10)

JΩ̇ = JΩ× Ω + τ (3.11)

La primera ecuación es la cinemática de rotación, relaciona las velocidades angulares
del cuerpo rígido en ejes cuerpo con la con�guración de la orientación.

Ecuaciones Hamiltonianas en el espacio Euclidiano

Si se emplea el espacio cotangente p ∈ T ∗qRn del espacio de con�guración en lugar
del espacio tangente q̇ ∈ TqRn es posible obtener las siguientes ecuaciones dinámicas
Hamiltonianas

ṗ = −∂H(q, p)

∂q
(3.12)

q̇ =
∂H(q, p)

∂p
(3.13)

donde p = mq̇ es el momento lineal y es a su vez una forma particular de la transfor-
mación de Legendre.

Ecuaciones Hamiltonianas en la variedad SO(3) De forma análoga, podemos
expresar el modelo dinámico (3.10)-(3.11) en términos de la con�guración de rotación
SO(3) y su espacio cotangente T∗SO(3). Nuevamente, se puede usar la noción de
Hamiltoniano modi�cado para obtener expresiones más simples, H̃(R,Π). Al hacerlo
de esta forma podemos obtener las ecuaciones dinámicas Hamiltonianas

ṙi = r̂i
∂H
∂Π

Π̇ = Π̂
∂H
∂Π

+
3∑
i=1

r̂i
∂H
∂ri

+ τ
(3.14)
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3.4.1. Dinámica de rotación de satélite

Las ecuaciones (3.10)-(3.11) del formalismo Lagrangiano parten del cálculo de la ener-
gía cinética y potencial, las cuales deben estar referidas a un marco de referencia
inercial. En sistemas mecánicos terrestres solemos establecer que el marco �jo a la
tierra es inercial, esto no es exacto hablando en términos de un satélite que orbita la
Tierra. En este caso el marco SI sirve como marco de referencia inercial ya que la
orientación de sus ejes permanece inalterable a pesar del movimiento de traslación de
la tierra. La dinámica está dada por

JΩi
b = JΩb

b × Ωi
b + τ (3.15)

donde Ωi
b denota que la velocidad angular está medida en ejes cuerpo con respecto

al marco de referencia inercial SI , siendo τ los pares de control y de perturbaciones
externas. La diferencia respecto a (3.11) es que en esta última no se especi�ca quien
es el marco de referencia inercial.

3.4.2. Dinámica de rotación de un cuerpo sobre la super�cie
terrestre

Debe tomarse en cuenta, que un cuerpo que se encuentra sobre la super�cie de la
Tierra o lo que es equivalente a estar referido al marco SE, se encuentra bajo una
velocidad de rotación de 7.27×10−5 (rad/s) sobre el eje Zi. Esta velocidad de rotación
de la tierra puede despreciarse para efectos de experimentos de control de orientación
en una plataforma experimental �ja en la tierra que implique maniobras de al menos
0.01 (rad/s). Tal es el caso en la presente tesis, por lo que la velocidad angular Ωi

b

será equivalente indistintamente a Ωi
e o simplemente Ω.

3.5. Formalismo Hamiltoniano bajo acción de grave-

dad

El modelo cinemático y dinámico de rotación pueden obtenerse también a partir del
formalismo Hamiltoniano, con el cual se expresa la dinámica en términos de otras
variables que pertenecen al espacio cotangente de la variedad de orientación. Los
detalles del formalismo Hamiltoniano para la variedad SO(3) están reportados en [53].
El modelo dinámico del satélite evoluciona directamente en la variedad SO(3)× R3.
Este modelo dinámico se obtiene de la siguiente manera. Considere el marco orbital
XoYoZo y el marco del cuerpo del satélite XbYbZb, tal como se muestra la Fig. 3.1.
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Las energías cinética y potencial del satélite se expresan como

K =
1

2
ΩTJΩ

U = mg||ρ0||(1− eT3Rρu0)

donde Ω ∈ R3 es la velocidad angular del satélite expresada en ejes cuerpo, y J ∈ R3×3

es la matriz de inercia del satélite. Además, m es la masa del satélite, g es la constante
de aceleración de gravedad, ρ0 ∈ R3 es el vector que va del centro geométrico del
satélite a su centro de masa, ρu0 = ρ0/(||ρ0||), || · || es la norma 2, eT3 = [0 0 1] es un
vector unitario dado en el marco de referencia orbital, y R ∈ SO(3) es la matriz de
rotación que va desde el marco del cuerpo Sb al marco de referencia de órbita SO.
Estrictamente, la energía potencial es referida al marco inercial SI de tal manera que
se expresa como el producto punto entre el vector que apunta al centro de la Tierra
Ri
oe3 y el vector que apunta al centro de masa RI

bρ
u
0

La energía cinética necesita expresarse en términos del momento angular para cons-
truir la función Hamiltoniana. De la transformación de Legendre, se tiene Π = JΩ,
con Π el momento angular. Por lo tanto, la función Hamiltoniana del satélite H :
SO(3)× R3 → R queda como

H =
1

2
ΠTJ−1Π +mg||ρ0||(1− eT3Rρu0). (3.16)

Las siguientes ecuaciones diferenciales describen la dinámica Hamiltoniana del satélite
actuado por un conjunto de cuatro ruedas de reacción.

ṙi = r̂i
∂H
∂Π

Π̇ = Π̂
∂H
∂Π

+
3∑
i=1

r̂i
∂H
∂ri

+ Luw

(3.17)

y L ∈ R3×4 es la matriz de distribución de entrada de control. Este documento
considera la con�guración de entrada de control estándar de la NASA dada en [17].
Además, el vector uw ∈ R4 representa el momento mecánico producido por las ruedas
de reacción

El modelo dinámico (3.17) se puede expresar en términos de la matriz de rotación R
como sigue. La derivada temporal de las �las de R tienen la siguiente forma [53],

ṙi = r̂iΩ.

Notar que

ṙTi = (r̂iΩ)T = rTi Ω̂
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entonces, se tiene  ṙT1
ṙT2
ṙT3

 =

 rT1
rT2
rT3

 Ω̂

Por otra parte,

3∑
i=1

r̂i
∂H
∂ri

= mg||ρ0||
3∑
i=1

r̂i
∂

∂ri
(rT3 ρ

u
0)

= mg||ρ0||r̂3ρ
u
0

= mg(RTe3)∧ρ0

Finalmente, considerando que ∂
∂Π
H = J−1Π = Ω se tiene

Ṙ = R(J−1Π)∧

Π̇ = (Π)∧J−1Π−mg(RTe3)∧ρ0 + Luw
(3.18)

El modelo en (3.18) puede incluir los efectos de la inercia de cada una de las ruedas
de reacción además de la inercia total del satélite. Si además se toma en cuenta el
modelo eléctrico de cada uno de los motores BLDC [45] que accionan las ruedas de
reacción se puede llegar al siguiente modelo expresado en términos de las velocidades
angulares

Ṙ = RΩ∧

JΩ̇ = −Ω∧[(J + Jw)Ω + LJwΩw]− LkT i−mg(RTe3)∧

JwΩ̇w = JwL
T{J−1[Ω∧[(J + Jw)Ω + LJwΩw] + LkT i]}+ kT i− kdΩw

LakT i̇ = −k−1
v Ωw − k−1

T kT iRa + Va

(3.19)

En este caso Va, el voltaje de armadura, es la entrada de control del sistema. La
corriente i y el par τ que generan las ruedas de reacción se pueden relacionar por
medio de una constante escalar kT para motores BLDC [59]

τ = kT i

El modelo (3.19) también se puede escribir en términos de los momentos angulares
tanto del satélite como de las ruedas de reacción, se tiene
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Ṙ = R(J−1Π)∧

Π̇ = −(J−1Π)∧[(J + Jw)(J)−1Π + Lπw]− LkT i−mg(RTe3)∧

Π̇w = JwL
T{J−1[(J−1Π)∧[(J + Jw)J−1Π + Lπw] + LkT i]}+ kT i− kdJ−1

w πw

LakT i̇ = −k−1
v J−1πw − k−1

T kT iRa + Va
(3.20)

Para efectos de diseño del controlador propuesto en el Capítulo 4 se trabaja con
el modelo (3.18). Esto se justi�ca tomando en cuenta que el hardware electrónico
empleado para controlar los motores permite realizar control por corriente, que a su
vez permite realizar control de par mecánico directamente [59] [60] [61]. Por otra
parte, el efecto de la inercia de las ruedas de reacción Jw añadida a la inercia del
satélite induce un aumento en el término no lineal de rotación que tampoco será
tratado en el diseño del control.

3.5.1. Modelo dinámico de cubo inmerso en un �uido

El modelo en (3.18), por otra parte, describe una dinámica simpli�cada del satélite,
la cual es diferente a la dinámica de la plataforma experimental utilizada en este
documento; esto es, un vehículo submarino rígido con �otabilidad casi neutral actuado
por cuatro ruedas de reacción.

Las fuerzas y momentos hidrodinámicos que pueden afectar un cuerpo rígido son 3
para el caso en donde el cuerpo se deja oscilar con el medio (o permanece estático
junto con el medio)[62]:

Masa añadida: altera la matriz de inercia y la de Coriolis

Amortiguamiento. Hay 4 tipos de amortiguamientos debidos al agua: fricción
de super�cie, de efecto vortex, de potencial (por oscilaciones de cuerpo) y de
deriva de olas. El único que puede presentarse en la plataforma experimental,
asumiendo que se trabaja con velocidades de rotación pequeñas es la fricción de
super�cie.

Fuerza de restitución por �otación y gravedad.

Los efectos de fuerzas de restitución por �otación y gravedad se contrarrestan en la
plataforma experimental quedando un componente de par de gradiente gravitacional
similar al que se obtendría en condiciones de microgravedad.

En términos generales, cuando un cubo se desplaza y rota bajo el agua tiene fuerzas
de masa añadida en sus 6 variables de con�guración ( x, y, z, SO(3) ) y en cada una
intervienen las 6 componentes de velocidad (ẋ, ẏ, ż,Ω). En el caso en que solo se tienen
movimientos de rotación nos restringimos al �brado tangente TSO(3).
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Masa añadida.

Asumiendo que no hay olas en el �uido se considera que la matriz de masa añadida
MA es diagonal, esto es

MA = MT
A > 0.

Si se considera solo el modelo de rotación del cubo la masa añadida es

MA = diag{Kω̇x ,Mω̇y , Nω̇z} ∈ R3×3.

donde Kω̇x ,Mω̇y , Nω̇z son los coe�cientes de masa añadida que generan un par me-
cánico en la dirección del vector de velocidad angular [ωx, ωy, ωz], respectivamente,
en sentido contrario al movimiento. Los efectos Coriolis debidos a desplazamientos
traslacionales son despreciados en este modelo. La matriz de Coriolis sí se ve afectada
por la masa añadida.

Los términos de la diagonal se pueden calcular a partir de la geometría del cuerpo
rígido, en el caso de un cubo de 10cm por lado, completamente sumergido, se tiene

Aii = (4.75)(997kg/m3)(.01m)3 = 4.7× 10−3kg ·m2, i = 1, 2, 3.

Es de notarse que dicha inercia es incluso mayor que la inercia propia del prototipo
calculada por medio de SolidWorksTM, la cual es de 1.465× 10−3kg ·m2

Amortiguamiento hidrodinámico.

Para el ámbito de la plataforma experimental propuesta se hacen las siguientes supo-
siciones que repercuten en la hidrodinámica:

Movimientos desacoplados. Esto implica considerar rotaciones desacopladas por
simplicidad aunque esto en general no sea cierto.

El cuerpo tiene 3 planos de simetría

Los términos de tercer orden se desprecian

Las velocidades de traslación son despreciables

bajo estas consideraciones, las fuerzas de amortiguamiento son [62]:

D(Ω) = −diag{K,M,N}Ω− diag{Kωx|ωx|,Mωy|ωy|, Nωz|ωz|}

con Kωx,Mωy y Nωz coe�cientes de amortiguamiento constantes mayores a cero.

Fuerzas de restitución por �otación y gravedad.

Asumiendo que se tiene �otación neutra Fb = Fg, donde Fb es la fuerza de �otación
y Fg es la fuerza de gravedad debida a la masa del cuerpo rígido y se eliminan
componentes verticales de fuerzas. Por otro lado, si el centro de �otación no coincide
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con el centro de masa dichas fuerzas pueden producir pares mecánicos, se tiene τg =
ρ0×Fg + rb×Fb, donde rb es el centro de �otación. Asumiendo que coincide el centro
de �otación con el centroide → rb = 0 y se tiene

τg = ρ0 × Fg.

Este par debe añadirse a las perturbaciones existentes en el modelo dinámico de
rotación.

Modelo de rotación con efectos hidrodinámicos para un cubo sumergido.
Juntando los efectos mencionados a lo largo de esta subsección, se tiene el modelo
dinámico de un cubo sumergido en agua como

(J +MA)Ω̇ = (J +MA)ΩΩ∧ −D(Ω) + Luw + τg (3.21)

El modelo hidrodinámico sirve para entender los efectos que pueden surgir durante
las pruebas experimentales. Por una parte la masa añadida y los efectos de amorti-
guamiento hará que los pares de control deban ser mayores que en el caso ideal de un
cuerpo �otando en el vacío. Los primeros representan una oposición al movimiento de-
pendiente de la aceleración angular mientras que los segundos lo hacen en función de
las velocidades angulares de forma cuadrática; esto sugiere que los efectos de amor-
tiguamiento pueden llegar a despreciarse si se trabaja con velocidades de rotación
bajas. Por último en los efectos de fuerzas de restitución se observa que cuando el
centro de �otación coincide con el centro geométrico del cuerpo sumergido el modelo
se reduce al mismo que se tiene de un péndulo suspendido en tres ejes, por lo que
en ese sentido este último efecto no representa una perturbación que haya que añadir
debido al efecto de la inmersión en �uido.

3.6. Conclusiones

La dinámica de órbita mostrada en esta sección puede despreciarse para los efectos del
estudio de la dinámica de rotación, esto es, siempre y cuando el satélite no cuente con
actuadores de propulsión. Por otra parte, se observa que el modelo de rotación para
un satélite es similar al de un cuerpo sumergido en un líquido bajo efectos de �otación
neutra, con la diferencia de que en el segundo caso se presenta amortiguamiento y
masa añadida. Dichos efectos hacen que la dinámica sea más lenta en comparación
con la del satélite. Por otra parte, se ha encontrado que las ecuaciones encontradas
con el formalismo Hamiltoniano en términos de la variedad SO(3) son equivalentes
a las de Euler-Lagrange, con la única diferencia de que están expresadas en términos
del �brado cotangente.
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Capítulo 4

Diseño del control TECS

4.1. TECS en espacio Euclidiano

En esta tesis se aborda el diseño del control TECS en la variedad SO(3), antes de ello
se presenta un bosquejo general de dicho controlador aplicado al caso en donde las
variables de estado pertenecen al espacio Euclidiano Rn, tal como se presenta en [35]
para el caso del péndulo de Furuta.

Se debe considerar un modelo dinámico general descrito en su forma Hamiltoniana
por puertos [63]

[
q̇
ṗ

]
=

[
0 In
−In 0

] [∂H
∂q
∂H
∂p

]
+

[
0

L(q)

]
u (4.1)

con u ∈ Rm la entrada de control, In la matriz identidad n × n y L(q) ∈ Rn×m la
matriz de distribución. Además, H(q, p) para el caso Euclidiano está dada como

H(q, p) =
1

2
p>M(q)−1p+ U(q) (4.2)

La función Lagrangiana asociada a (4.1) y (4.2) es

L(q, q̇) =
1

2
q̇>M(q)−1q̇ − U(q) (4.3)

Usando la transformación de Legendre p = M(q)q̇, con un ligero abuso de notación,
la función Lagrangiana puede reescribirse en función del �brado cotangente T ∗SO(3)

L(q, p) =
1

2
p>M(q)−1p− U(q) (4.4)
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Las derivadas temporales de la función Hamiltoniana (4.2), y de la función Lagran-
giana (4.3) a lo largo del sistema Hamiltoniano con puertos (4.1) pueden escribirse
como

Ḣ = p>M(q)−1
{
ṗ+ 1

2
M(q)Ṁ(q)−1p+∇qU(q)

}
L̇ = p>M(q)−1

{
ṗ+ 1

2
M(q)Ṁ(q)−1p−∇qU(q)

}
De acuerdo a la metodología TECS [31], se de�ne la tasa de la energía total y la tasa
de la distribución de la energía, respectivamente, como

He = ṗ+
1

2
M(q)Ṁ(q)−1p+∇qV (q)

Le = ṗ+
1

2
M(q)Ṁ(q)−1p−∇qV (q)

Se puede deducir que se cumplen las siguientes relaciones

He = −1

2
p>∇qM(q)−1p+

1

2
M(q)Ṁ(q)−1p+ L(q)u

Le = −1

2
p>∇qM(q)−1p+

1

2
M(q)Ṁ(q)−1p+ L(q)u− 2∇qU(q)

Se propone entonces, comandar tanto la tasa de energía total como la tasa de la dis-
tribución de energía a sus correspondientes referencias deseadas Hd

e y Lde. El objetivo
de control determina dichas referencias; como ejemplo, sea regulación el objetivo de
control en qd = 0, pd = 0, se tiene

H̃e = ṗ+KDp+KP
∂V
∂q

(q̃)

L̃e = ṗ+KDp−KP
∂V
∂q

(q̃)
(4.5)

donde
H̃e = He −Hd

e

L̃e = Le − Lde
q̃ = q − qd

con

Hd
e = −KDp+

1

2
M(q)Ṁ(q)−1p+∇qV (q)−KP∇qU(q̃)

Lde = −KDp−
1

2
M(q)Ṁ(q)−1p+ 2∇qV (q)−KP∇qU(q̃)

y KD es una ganancia de control. Se diseña una ley de control tal que permita que

ĺım
t→∞
H̃ = 0, ĺım

t→∞
L̃ = 0 (4.6)
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de tal forma que
ĺım
t→∞
∇qU(q̃) = 0, ĺım

t→∞
(ṗ+KDp)

así, escogiendo V (q̃) con un mínimo en q̃ = 0 el objetivo de control se satisface. Por
otra parte, el método TECS propone alcanzar la condición (4.6) usando un controlador
proporcional-integral en términos de las señales de error. Para esto es necesario tomar
en cuenta que las señales de error (4.5) tienen grado relativo cero. Otra di�cultad que
puede surgir es la posibilidad de que no haya su�cientes entradas de control. En
general, no es necesario usar tanto la tasa de la energía total como la tasa de la
distribución de energía, por ejemplo, en [34] se emplea solo la primera para el control
de la dinámica de traslación de un cuatrirotor. En este caso, se modi�ca el error de
la tasa de energía total como

H̃e = ṗ+KDp+∇qU(q̃) +KP q̃

donde KP es una ganancia de control proporcional.

El control TECS queda

Lu = KPP H̃e +KI

∫ t

0

H̃e(τ)dτ (4.7)

con KPP , KI ∈ R3×3 ganancias del control PI. En este caso, dado que H̃e tiene grado
relativo cero, el término u no está explícitamente de�nido. Tomando la pseudo-inversa,
denotada ()† de la matriz (I −KPP )L(q), se encuentra u explícitamente como

u = [(I −KPP )L]†
{
KPP (∇qU(q̃) +KDp+Kpq̃ −

1

2
p>∇qM(q)−1p

−∇qU(q)) +KI

∫ t

0

H̃e(τ)dτ

}
(4.8)

4.2. TECS en SO(3)

El objetivo de control se establece como sigue. Suponga que la orientación del satélite
R y la velocidad angular Ω son medibles. Suponga que se conoce la matriz de inercia
J . Se busca diseñar una entrada de control uω de modo que la matriz de rotación
R siga una matriz de rotación deseada Rd. El conocimiento de J y Ω implica que el
momento angular Π se puede calcular.

El primer paso en la estrategia TECS es de�nir la tasa de energía total o la tasa
de distribución de energía [35]. El siguiente análisis considera solo la tasa de energía
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total. La derivada del tiempo de la función Hamiltoniana (3.16) a lo largo de las
trayectorias del sistema dinámico (3.18) se puede escribir de la siguiente manera

Ḣ = ΠTJ−1
(

Π̇ +mg(RTe3)∧ρ0

)
. (4.9)

Siguiendo los resultados en [31], [32] y [35], la tasa de energía total He ∈ R3 se
identi�ca, a partir de (4.9), como

He = Π̇ +mg(RTe3)∧ρ0. (4.10)

Reemplazando la derivada del momento angular, de (3.18) en (4.10), se tiene

He = (Π)∧J−1Π + Luw.

El objetivo de control de TECS es llevar He a su referencia deseada, de tal forma que
se satisfaga el objetivo de control. El método TECS propone hacer converger a He a
su referencia deseada empleando un controlador proporcional integral. El objetivo de
control de orientación debe expresarse matemáticamente para de�nir la referencia de
tasa de energía total. Dada una orientación deseada Rd(t) ∈ SO(3) tal que

Ṙd = Rd(J
−1Πd)

∧ (4.11)

La ecuación (4.11) caracteriza las trayectorias factibles en orientación del satélite. El
momento angular deseado Πd se determina como

Πd = J(RT
d Ṙd)

∨,

a partir de la trayectoria de orientación deseada Rd.

Sea R̃ = RT
dR ∈ SO(3), el error de orientación en SO(3). Por otra parte, al error

de velocidad angular descrito en (2.4) se aplica la transformación de Legendre (2.1),
obteniéndose el error de momento angular Π̃.

Π̃ = Π− JR̃TJ−1Πd ∈ R3. (4.12)

El objetivo de control consiste en conducir R̃ a la matriz de identidad 3 × 3, y a su
vez, Π̃ tienda al vector [0 0 0]T. Se de�ne una energía potencia deseada en términos
SO(3) como función de navegación dada como

Ud(R̃) = traza(I − R̃) (4.13)

La tasa de energía total es un vector que vive en el espacio tridimensional, mientras
que la función de navegación vive en un espacio unidimensional. Como consecuencia,
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la función de navegación debe proyectarse en el espacio tridimensional para de�nir una
tasa de energía total de referencia que incluye la distancia entre el error de orientación
y la matriz de identidad. La derivada de la función de navegación es [26]

dUd
dt

=

[
1

2
(R̃− R̃>)∨

]T
Ω̃.

El gradiente de la función de navegación se de�ne como [30]

∇R̃Ud(R̃) =
1

2
(R̃− R̃T)∨

El gradiente de la función de navegación proyecta la medición de distancia matricial
al espacio tridimensional R3. La tasa deseada de la energía total se propone como

Hd
e = −Kp∇R̃Ud(R̃)−KdΠ̃ + (Π)∧J−1Π + Luw

siendo Kp, Kd ∈ R3×3 ganancias de control. Como resultado, el error de tasa de la
energía total es

H̃e = He −Hd
e = Kp∇R̃Ud(R̃) +KdΠ̃ (4.14)

En el punto de equilibrio deseado, ∇R̃Ud(R̃) = 0 y Π̃ = 0; entonces H̃e = 0. En los
siguientes pasos, se muestra que H̃e = 0 implica ∇R̃Ud(R̃) = 0 y Π̃ = 0.

Las siguientes ecuaciones describen el modelo dinámico en términos de las coordena-
das del error R̃ y Π̃.

˙̃R = R̃
(
J−1Π̃

)∧
˙̃Π =

(
Π̃ + JR̃TJ−1Πd

)∧
J−1

(
Π̃ + JR̃TJ−1Πd

)
+J
(
J−1(Π̃ + JR̃TJ−1Πd)

)∧
R̃TJ−1Πd

−JR̃TJ−1Π̇d −mg(RTe3)∧ρ0 + Luw.

(4.15)

El método TECS propone el uso de una acción proporcional-integral (PI) para lle-
var el error de tasa de energía total H̃e a cero. En este documento, un término de
retroalimentación para cancelar las no linealidades en la segunda ecuación de (4.15)
complementa la ley de control PI. El controlador TECS más el término de retroali-
mentación queda como

uw = L†
(
−KPT H̃e −Ki

∫ t

0

H̃edτ − uc
)

(4.16)
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donde

uc =
(

Π̃ + JR̃TJ−1Πd

)∧
J−1

(
Π̃ + JR̃TJ−1Πd

)
+J
(
J−1

(
Π̃ + JR̃TJ−1Πd

))∧
R̃TJ−1Πd

−JR̃TJ−1Π̇d,

L† es la pseudo-inversa de la matriz de distribución de entrada de control, y Ki es
la ganancia de control integral. Sin pérdida de generalidad, es posible suponer que la
ganancia de control KPT es igual a I, esto es ya que el error de la tasa de energía
total, H̃e ya tiene ganancias de control. La dinámica de orientación del satélite (4.15)
en lazo cerrado con el controlador (4.16) expresado en coordenadas de error resulta
en

˙̃R = R̃
(
J−1Π̃

)∧
˙̃Π = −1

2
Kp(R̃− R̃T)∨ −KdΠ̃−Kiη−mg((RdR̃)Te3)∧ρ0

η̇ = 1
2
Kp(R̃− R̃>)∨ +KdΠ̃

(4.17)

4.3. Análisis de estabilidad

El primer paso para analizar las propiedades de estabilidad de la dinámica de lazo
cerrado es identi�car los puntos de equilibrio en lazo cerrado, los cuales se obtienen
a partir de la solución de las ecuaciones algebraicas siguientes

0 = R̃
(
J−1Π̃

)∧
0 = −1

2
Kp(R̃− R̃T)∨ −KdΠ̃−Kiη

−mg((RdR̃)Te3)∧ρ0

0 = 1
2
Kp(R̃− R̃T)∨ +KdΠ̃

(4.18)

Ya que R̃ pertenece a SO(3) se tiene det(R̃) = 1. Por lo tanto, de la primera ecuación
de (4.18), Π̃ = 03, con 03 = [0 0 0]T. Si Π̃ = 03, la tercera ecuación de (4.18) implica
que 03 = (R̃− R̃T)∨. Aplicando el mapeo inverso de ∨, se tiene 0̂3 = R̃− R̃T, esto es

R̃ = R̃T,

lo cual se cumple para el elemento de identidad R̃ = I [19]. Por lo tanto, R̃ = I es
uno de los cuatro puntos de equilibrio para la dinámica de lazo cerrado, los otros tres
corresponden a errores de orientación de π (rad) alrededor de cada eje del marco de
referencia del cuerpo. Puede verse, que al existir más de un punto de equilibrio no
puede encontrarse ninguna ley de control continua que permita estabilidad de manera
global [20].
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Finalmente, de la segunda ecuación de (4.18), sigue que

η = K−1
i (mgRTe3)∧ρ0.

El punto de equilibrio puede especi�carse como {R̃, Π̃, η̃} = { I, 0, 0 } de�niendo
η̃ = η +K−1

i mg(RTe3)∧ρ0.

El término integral η tiene como objetivo compensar la perturbación debida al efecto
gravitacional en el punto de equilibrio. Para una tarea de regulación, η convergerá
al gradiente de la energía potencial U . En el caso del seguimiento de trayectoria, η
no podrá compensar con precisión el gradiente de la energía potencial U toda vez
que es variante en el tiempo. Sin embargo, como se mostrará, todas las trayectorias
permanecen uniformemente acotadas. Un análisis de la estructura local del sistema
de lazo cerrado revela que el equilibrio correspondiente a R̃ = I es asintóticamente
estable, mientras que los demás son inestables. Por lo tanto, el siguiente análisis
estudiará la propiedad de estabilidad casi global del equilibrio estable.

Las siguientes identidades se emplean en los desarrollos siguientes [64].

1

2
||traza(R̃T)I − R̃T||F ≤ 3/

√
2,

1

2

d

dt

(
(R̃− R̃T)∨

)
=

1

2
(J−1Π̃)T(traza(R̃T)I − R̃T) (4.19)

donde ||A||F =
√
traza(ATA) denota la norma de Frobenius.

Proposición
Suponga que la primera y segunda derivadas del tiempo de Rd están acotadas. Conside-
re el sistema dinámico (3.18) en lazo cerrado con el controlador (4.16) con KPT = I.
Suponga que las condiciones iniciales pertenecen al siguiente dominio

D = {(R,Π) ∈ SO(3)× R3|Ud(R̃) < 2}. (4.20)

Entonces, existen matrices de�nidas positivas Kp, Kd, Ki, de modo que los errores
de orientación y de momento angular 1

2
(R̃ − R̃>)∨ y Π̃, respectivamente, convergen

asintóticamente a una región delimitada por una cota última.

Prueba.

Considérese la siguiente función candidata de Lyapunov

V =
1

2
H̃e

TH̃e +
1

2
η̃TKdKiη̃ + αη̃TΠ̃ (4.21)

la cual vale cero en el punto de equilibrio dado como {R̃, Π̃, η̃} = { I, 0, 0 }.
Sustituyendo la tasa de la energía total (4.14) en (4.21), es posible mostrar que

zTM1z ≤ V ≤ zTM2z,
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con z = [||1/2(R̃− R̃>)∨||, ||Π̃||, ||η̃|| ]T y 1

M1 =

λm(Kp) 0 0
0 λm(K2

d) α
0 α λm(KdKi)

 ,

M2 =

λM(Kp) 0 0
0 λM(K2

d) α
0 α λM(KdKi)

 .
Seleccionando 0 < α <

√
λm(Ki)(λm(Kd))3 aseguramos que V sea de�nida positiva.

La derivada de la función de Lyapunov a lo largo de las trayectorias de la dinámica
de lazo cerrado (4.17) resulta ser

V̇ = 1
2
H̃e

T
((traza(R̃>)I− R̃>)J−1Π̃

+Kd(−G− 1
2
Kp(R̃− R̃>)∨

−KdΠ̃−Kiη)) + η̃TKdKi(η̇ +K−1
i Ġe)

+αη̃T(−G− H̃e −Ki(η̃ −K−1
i Ge))

+αΠ̃T(H̃e +K−1
i Ġe)

donde G = mg((RdR̃)>e3)∧ρ0 y Ge = mg(R>d e3)∧ρ0. Este último, es el par debido
al gradiente gravitacional en el punto de equilibrio. Después de algunos cálculos, y
empleando las identidades (4.19) se tiene

V̇ ≤ −1
4
(R̃> − R̃)∨KdKp(R̃− R̃>)∨

−Π̃TKdKdΠ̃− η̃TKiη̃

−1
4
(R̃> − R̃)∨(traza(R̃>)I− R̃>)J−1Π̃

+kgH̃e
T
KdH̃e + 1

4
kg(R̃

> − R̃)∨Kd(R̃− R̃>)∨

+kgη̃
Tη̃ + 1

4
kg(R̃

> − R̃)∨(R̃− R̃>)∨

+η̃TKdĠe + Π̃TK−1
i Ġe

donde kg ∈ R es una constante positiva tal que ||G−Gd|| > 1
2
kg||(R̃− R̃>)∨||, la cota

superior para V puede escribirse como

V̇ ≤ zTWzz + ||z||
√
λm(Ki)−2 + λM(Kd)2GM

≤ ||z||(||z||λm(Wz) +
√
λm(Ki)−2 + λM(Kd)2GM)

1Con λm(A) y λM (A) de�nidas como el mínimo y el máximo eigen-valores de la matriz A,
respectivamente.
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donde GM ≥ |Ġe(t)| es una cota superior para la primera derivada de la trayectoria
deseada, y

Wz =

Wz11 Wz12 Wz13

Wz12 Wz22 0
Wz13 0 Wz33


Wz11 = −λm(Kp)λm(Kd) + 2λM(Kd)kg + kg

Wz12 = − 3

2
√

2λM(J)
+

1

2
λM(Kd)kg

Wz13 = −kg/2
Wz22 = −λm(Kd)

2 + λM(Kd)kg

Wz33 = −λm(Ki) + kg

Las condiciones para concluir la cota última, de acuerdo con el Teorema 4.18 en
[65], se cumplen con una selección adecuada de las ganancias de control Kp, Kd, Ki

para hacer que la matriz Wz sea de�nitiva negativa. Encontrar expresiones analíticas
explícitas para dichas ganancias es una tarea complicada incluso para software de
cálculo simbólico comoMatlab o Maple, por lo que se opta por veri�car que se cumplan
las condiciones al menos para una combinación especí�ca de ganancias. Por esta
misma razón, la selección de ganancias depende de la experiencia del ingeniero de
control y de realizar un proceso iterativo eurístico. Por otra parte, la cota última está
dada por

||z|| ≥
√
λm(Ki)−2 + λM(Kd)2GM

λm(Wz)
.

Este resultado es válido dentro del dominio (4.20) ya que para puntos fuera del do-
minio, Ud(R̃) = 2 corresponde a una rotación de 180◦ según la de�nición (4.13), que
es un punto de equilibrio inestable [19].

4.4. Conclusiones

La ley de control propuesta permite estabilizar asintóticamente la orientación del
cuerpo rígido. Este resultado es aplicado al modelo idealizado en donde la única
perturbación presente es la de la acción de la gravedad. El resultado conluye cota
última debido a que con esta ley de control no es posible cancelar completamente
el término gravitacional durante seguimiento de trayectoria. Esto, por otra parte, sí
puede ocurrir en un problema de regulación; el problema de regulación no se estudia
en este trabajo porque es un resultado directo del problema de seguimiento, en donde
la parte integral del control TECS cancela de forma exacta el par de perturbación
constante conforme t→∞. Otro caso particular que puede deducirse del controlador
TECS, debido a su estructura, es el control PID no lineal en SO(3), en donde basta
con re-de�nir la tasa de energía total deseada Hd

e de tal forma que el término integral
contenga únicamente al error de orientación eR.
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Capítulo 5

Plataforma experimental

Se propone utilizar una plataforma innovadora que permite la rotación libre alrededor
de tres ejes para veri�car el funcionamiento del controlador. Esta plataforma emula
el satélite como vehículo submarino y las condiciones del espacio por la condición de
�otabilidad neutra. La Fig 5.1 muestra el prototipo de SDCO. El vehículo submarino
que contiene al SDCO está diseñado utilizando las dimensiones de Cubesat 1U están-
dar; esto es, un cubo de diez centímetros por lado [2]. El diseño del SDCO está basado
en la metodología de diseño de aplicaciones espaciales [17], la cuál puede revisarse en
el apéndice A.

Figura 5.1: Prototipo de sistema de control de orientación.

El cubo debe cerrarse herméticamente y contener un procesador digital de señales
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(DSP), un conjunto de sensores y actuadores, un sistema de telemetría y una unidad
de alimentación eléctrica.

La estructura mecánica interna del prototipo está compuesta por tecnología de im-
presión tridimensional por la técnica de estéreo-litografía. Un cubo con paredes de
acrílico de 6mm de espesor alberga el prototipo �nal. El peso total del prototipo in-
cluyendo el cubo es de 1.264 kg. Las dimensiones son 108 × 108 × 108 mm afuera y
96×96×96 mm por dentro. Por lo tanto, el interior puede contener casi cualquier es-
tructura destinada a aplicaciones CubeSat. El cubo acrílico se cierra herméticamente
y se sumerge en un tanque de agua, como se muestra en la Fig. 6.9.

Figura 5.2: Prototipo sumergido.

El prototipo debe �otar debajo de la super�cie del agua, en la parte media del tanque
de agua, para emular adecuadamente las condiciones del espacio. Debido a que las
ruedas inercia no pueden generar una autoridad de control constante durante tiempo
prolongado, un segundo requisito es que el centro de masa debe coincidir con el centro
geométrico, tanto como sea posible, para evitar la saturación de las ruedas. Antes de
realizar experimentos, es necesario realizar una calibración manual de la �otabilidad
neutra y la posición del centro de masa agregando contrapesos super�ciales. Con la
ayuda del modelo de diseño asistido por computadora (CAD), una aproximación de
la matriz de inercia da como resultado

J =

0.00146 0 0
0 0.00146 0
0 0 0.00156

 kg ·m2
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5.1. Arquitectura electrónica

En la Figura 5.4 se muestra el diagrama de conexión de componentes electrónicos.
Los componentes se pueden dividir en dos grupos: los que forman parte del sistema
SDCO y los que son complementarios a este. En el primer grupo se tiene el procesador
DSP, la AHRS, los motores, la fuente conmutada y las tarjetas de potencia. En el
segundo grupo se encuentra la batería de 11.1V de Litio Polímero con una capacidad
de 1000mAh, el módulo de comunicación inalámbrica TCP/IP o UDP y los interrup-
tores de encendido. En la Fig. 5.3 se muestra el diagrama general de componentes, a
continuación se describen por separado.

DSP 

(T= 4ms)

AHRS

4 RR

bateria

ESP8266

PC

Simulink

RS232

pwm

300Hz

12V

UART

WiFi

vel.

SDCO

Figura 5.3: Diagrama de componentes del prototipo de 3 de libertad.

DSP. El componente principal es una tarjeta con el circuito integrado TSM320F28335
de Texas Instruments [66] que controla y se comunica con el resto de los sistemas.
Tiene múltiples módulos independientes que le permiten ejecutar procesos de manera
concurrente tales como las señales PWM de alta resolución, módulos de captura
(eCAP), convertidores analógico-digital (ADC), y la administración de los protocolos
de comunicación RS232. Tiene una frecuencia de hasta 150MHz lo que le permite
tener un tiempo de ciclo de 6.67ns, su procesador es de 32 bits con unidad aritmética
lógica de punto �otante. El periodo de muestreo se �ja a 4 ms que es el mínimo
que puede soportar el AHRS para una frecuencia de transmisión de datos de 115200
baudios, con un envío completo de la información de la orientación y otras variables de
interés. Para este prototipo, el DSP tiene habilitados los siguientes sistemas/puertos:
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2 puertos de comunicaciones en serie (SCI) para manejar la comunicación en
serie con el AHRS y el sistema de telemetría WiFi, con�gurados ambos a 115,200
baudios

4 salidas digitales para control de dirección de giro de cada motor

4 salidas digitales para habilitación de cada motor

4 señales digitales moduladas por ancho de pulso (PWM) para manejar los
motores,

4 entradas eCAP para lectura de velocidades de los motores por medio de me-
dición de frecuencia

4 entradas digitales para detección de sentido de giro de cada motor

1 entrada analógica para determinar el nivel de batería.

El programa de control que se emplea es el resultado de varias aportaciones que se
han dado desde tesis anteriores [67], [68], [34].
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AHRS. Sistema de referencia de orientación y rumbo, provee la orientación del proto-
tipo. Es de la marca Lord Microstrain [69], modelo 3DMGX425, contiene 3 aceleró-
metros, 3 giroscopios, 3 magnetómetros y un altímetro y puede entregar directamente
la orientación en diferentes representaciones y empleando diferentes �ltros de estima-
ción: Filtro de Kalman y Filtro complementario (este último es el que se emplea en
este trabajo). Se comunica con el DSP por protocolo RS232 a 115200 baudios y está
con�gurada para que se actualice su valor a una frecuencia de 250Hz , con esto tiene
tiempo su�ciente para el envío de 3 valores en punto �otante al DSP en cada ciclo de
lectura.

Motores. Marca Maxon, con velocidad máxima de 940 (rad/s) a una alimentación
de 12V, y un par mecánico nominal de 8.2mNm [70].

Driver ESCON 24 2. Para dar potencia a los motores se emplean las tarjetas
ESCON de Maxon. Tienen la capacidad de realizar control por voltaje o por corriente,
permiten manejar hasta 2A de corriente continua y pueden entregar una lectura de
la velocidad de giro del motor. Cada rueda inercial tiene una unidad de control que
produce una aceleración angular proporcional a la señal PWM recibida.

Batería Es de Litio-Polímero de 3 celdas con capacidad de 1000mAh. Esta batería
soporta temperaturas de hasta 0◦C por lo que de emplearse en una misión real debería
poseer aislamiento térmico.

ESP8266. Módulo de comunicación inalámbrica WiFi, establece un punto de acceso
al cuál se debe conectar la computadora remota como un cliente. A pesar de que
este componente provee más potencia que otros en el mercado, aún así es necesario
complementarlo con un adaptador de red que se conecte a la computadora remota
y amplíe las capacidades de comunicación. Esto es debido a que al sumergirse el
prototipo en agua las comunicaciones de WiFi, que trabajan en la banda de 2.4GHz
son atenuadas drásticamente. El máximo espesor de agua registrado con el que se
logró establecer comunicación sin pérdidas de datos fue de 15cm con agua sin olas.
Algunas referencias sobre frecuencias de comunicación y su propagación en diferentes
tipos de agua puede consultarse en [71],[72] y [73]. El adaptador de red empleado es
de la marca Linksys, modelo AE1200.

Computadora remota. Se emplea para monitoreo de señales provenientes del pro-
totipo, además a partir de esta es posible el envío de instrucciones básicas de control
tales como: activación de motores, habilitación de la comunicación, selección de la ley
de control, selección del objetivo de control, activación del cálculo de pseudo-inversa.
Dentro de las señales que es posible monitorear en tiempo real se encuentran: voltaje
de batería, ángulos de Euler, velocidades angulares, pares de control en coordenadas
de orientación, pares de control de cada motor, velocidades angulares de cada motor,
y algunas señales que indican el estado del prototipo.

Funcionamiento
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El AHRS envía la orientación y la velocidad angular al DSP utilizando un formato de
número �otante de 4 bytes; por lo tanto, envía 34 bytes (incluidos los encabezados).
Usando una conexión SCI a 115200 bits por segundo, la transmisión de datos toma
2.36 milisegundos. El DSP lee los datos del AHRS en 6 microsegundos. El DSP calcula
la entrada de control (4.16) en 69 microsegundos. El enlace de datos WiFi transmite
la orientación, la velocidad angular, la velocidad de la rueda inercia y la entrada de
control calculada (4.16). Como resultado, el enlace de datos de WiFi transmite 107
bytes. Usando una velocidad de transmisión de 115200 bit por segundo; la transmisión
de datos de telemetría consume 7.43 milisegundos.

Durante cada tiempo de muestreo, las tareas principales son: obtener los datos AHRS
y calcular el algoritmo de control. Los datos de telemetría no son necesariamente
una tarea para realizar en tiempo real. El tiempo que consume la tarea principal,
incluida una transmisión parcial de datos de telemetría, es de 2.465 milisegundos; por
lo tanto, el tiempo de muestra de 4 milisegundos del AHRS �ja la tasa de muestreo del
sistema de control general. Finalmente, la información completa de telemetría llega a
la estación terrestre cada 20 milisegundos.

5.2. Diseño asistido por computadora

En las siguientes Figuras se muestran las piezas diseñadas utilizando SolidWorksTMque
posteriormente fueron fabricadas con impresión tridimensional. Para la estructura del
SDCO se empleó un diseño de solo 3 piezas aprovechando las ventajas del diseño CAD
aunado con la posibilidad de imprimir en 3D. También fueron requeridas otras pie-
zas a lo largo del desarrollo de la tesis que han servido de apoyo para formar las
plataformas experimentales.

Las estructuras obtenidas obedecen a una etapa de producto equivalente a un modelo
de ingeniería [23], [74], esto signi�ca que no se garantiza que las piezas puedan pasar
las etapas de certi�cación para un lanzamiento real al espacio. En cambio, las piezas
son funcionales para realizar pruebas demostrativas de un simulador en Tierra, lo que
es representativo de un nivel 5 de desarrollo de producto de acuerdo a la metodología
TLR [75] . Entre los requisitos que se deberían de cubrir por parte de un modelo de
vuelo en su estructura mecánica de acuerdo a la norma o�cial mexicana para diseño
de pequeños satélites [76] se encuentran:

Todos los componentes deben estar sujetos

Los materiales empleados no deben emitir ningún tipo de gas bajo condiciones
de vacío

El centro de masa debe ubicarse dentro de una esfera de 2cm en la dirección de
los ejes xb yb desde el centro geométrico

Las dimensiones deben obedecer al estándar Cubesat [2].
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Además deben atenderse las normas de calidad especí�cas del vehículo lanzador,
las cuales pueden incluir las siguientes pruebas [74]: resistencia estructural, pruebas
acústicas, vibraciones aleatorias, vibración senoidal, impacto, térmicas al vacio, ciclos
térmicos y pruebas magnéticas

Figura 5.5: Tapa inferior de la estructura principal del SDCO. En el centro alberga el
ensamble de ruedas de reacción mientras que a los costados da soporte a las 4 tarjetas
controladoras de los motores y en la parte superior va colocado el AHRS. Tiempo de
impresión aproximado: 9h. Material de resina: Clear

La impresora tridimensional empleada es el modelo form2 de la marca formlabs [77],
funciona por estéreo-litografía (SLA), con la que se manejan precisiones de impresión
de hasta 0.025 mm y tiene un espacio de trabajo de 14.5× 14.5 × 17.5 cm. Para
realizar las impresiones es necesario exportar la pieza diseñada en CAD a imprimir
con el formato STL. Dicho archivo es abierto en el programa "PreForm", el cual se
establecen los parámetros de impresión tales como: ubicación y orientación de la pieza,
resolución de impresión, densidad de número de soportes de impresión y diámetro de
los soportes, y el material de resina a emplear. Para la fabricación de las piezas se
emplearon 2 tipos de materiales, el primero es un material de color gris o translúcido
con propiedades de baja resistencia a la fractura. El segundo material de resina es
conocido como "though-V3"de color azul y tiene mayor resistencia estructural por lo
que se optó por emplearlo en el soporte de ruedas de reacción y en la caja de batería.
Se elige una densidad de 0.7 y un diámetro de 0.6 para la mayoría de las piezas,
mientras que la orientación de la pieza siempre es en diagonal.

El archivo en formato STL es cargado en la impresora y también se coloca la pla-
taforma de impresión en su interior. Una vez que la pieza es impresa es necesario
escurrir la resina y sumergir la pieza en alcohol isopropílico durante un periodo de
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Figura 5.6: Tapa superior de la estructura principal del SDCO. Da soporte a la OBC
y al sistema de comunicación inalámbrica y a la batería. Tiempo de impresión apro-
ximado: 7h. Material de resina: Clear

Figura 5.7: Soporte de 4 ruedas de reacción en con�guración estándar NASA. Tres ejes
son perpendiculares entre sí mientras que el cuarto eje es oblicuo a los tres primeros.
Este soporte se coloca al centro de la tapa inferior de la estructura del SDCO. Tiempo
de impresión aproximado: 6h. Material de resina: Though V3
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Figura 5.8: Caja de batería. Permite mantener a la batería LiPo en una misma ubi-
cación durante los experimentos. Además es fácil de poner y quitar al deslizarse con
respecto a la base de caja de batería.Tiempo de impresión aproximado: 4h. Material
de resina: Though V3

Figura 5.9: Base de caja de batería. Da soporte a la caja de batería. Va sujeta a la
tapa superior de la estructura principal del SDCO. Tiempo de impresión aproximado:
3h. Material de resina: Though V2
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Figura 5.10: Tapa de estructura Cubesat. Cumple con las dimensiones del estándar
Cubesat y permite contener al SDCO en su interior para realizar pruebas de control de
orientación fuera del agua. Tiempo de impresión aproximado: 7h. Material de resina:
Though V3

Figura 5.11: Estructura Cubesat principal. Se ensambla con la tapa de estructura Cu-
besat, se imprime en material translúcido para permitir observar el comportamiento
del interior. Tiempo de impresión aproximado: 10h. Material de resina: Clear
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15 minutos para eliminar los residuos. Posteriormente la pieza debe ser despegada
cuidadosamente de la plataforma de impresión. En la Fig. 5.2 se muestra una pieza
impresa libre de resina.

Figura 5.12: Caja de batería con los soportes de impresión tridimensional.

Como paso �nal se retiran los soportes de impresión manualmente y la pieza es so-
metida a un baño de luz ultravioleta durante un tiempo aproximado de 1 hora, esto
sirve para que la pieza adquiera su máxima dureza.

5.3. Ensamble estándar NASA

Cuatro ruedas de reacción distribuidas en la con�guración estándar de la NASA
componen el conjunto de actuadores, ver Fig. 5.13. El diseño de las ruedas inerciales
siguió la metodología descrita en [78] bajo los requerimientos de misión del apéndice
A. Cada rueda inercial tiene una autoridad de control nominal de 8.2 mNm y una
velocidad de saturación de 940 (rad/s), aproximadamente.

5.3.1. Asignación de control con 4 ruedas de reacción.

La con�guración estándar de la NASA de las ruedas de inercia tiene la ventaja sobre
la con�guración piramidal de ocupar menos volumen [17], por lo que se propone
probarla en el caso CubeSat. En la con�guración estándar NASA se tienen 3 ruedas
de reacción alineadas sobre los 3 ejes cuerpo y la cuarta se coloca de forma oblicua
con respecto a las anteriores, Markley 2014 [17]. Para la rueda cuatro en diagonal u
oblicua se tiene 1 =

√
x2 + y2 + z2 con x = y = z

1 =
√

3x2 → x = 1/
√

3
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Figura 5.13: RWx,RWy, RWz, ruedas de reacción a lo largo de los ejes Xb, Yb, y Zb,
respectivamente. RWD, rueda de reacción en dirección oblicua.

Figura 5.14: Ejes de ruedas de reacción y ejes cuerpo.
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τxcτ yc
τ zc

 =

1 0 0 1√
3

0 −1 0 1√
3

0 0 −1 − 1√
3



u1

u2

u3

u4

 (5.1)

La matriz de con�guración correspondiente tiene la siguiente pseudo-inversa

L† =
1

16


5 −1 1
1 −5 −1
−1 −1 −5√

3
√

3
√

3


5.4. Caracterización de ruedas de reacción

Se lleva a cabo un procedimiento para la caracterización de la rueda de reacción que
consiste en enviar un pulso de duración y amplitud �jos como entrada y se obtiene
como respuesta de salida un per�l de velocidad angular. El objetivo principal de esta
caracterización consiste en determinar el componente de fricción viscosa del motor.
En [45] se lleva a cabo una caracterización considerando la relación entre el voltaje
de entrada y la velocidad angular, sin embargo, en el presente trabajo se toma una
corriente de entrada y se mide la velocidad angular como salida.
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Figura 5.15: Entrada pulso de 4 mNm y respuesta de velocidad de rueda de reacción.

Como puede observarse en la Fig. 5.15 la duración del pulso enviado es de 2.2 seg.,
iniciándose en 7.22 seg. y tiene una amplitud de 4 mNm. Dicha amplitud corresponde
a un par comandado que dista del valor real por cuestiones de e�ciencia del motor y
respuesta en frecuencia por parte del motor y del lazo interno de control de corrien-
te de la tarjeta del fabricante. A la salida se observa que la velocidad del motor se
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incrementa durante la duración del pulso mientras que decae de forma amortiguada
posteriormente. La curva de respuesta presenta un resultado esperado durante el ciclo
activo, la velocidad se incrementa de manera casi lineal (mas adelante se analiza a
detalle). Sin embargo, durante el ciclo inactivo o apagado la velocidad decrece ex-
ponencialmente. Esto es debido a la fuerza de fricción de los baleros del motor. Es
importante caracterizar este componente de forma precisa, más que en otras aplica-
ciones, ya que dicho par debido a la fricción se verá re�ejado en el movimiento del
satélite como un movimiento de reacción.

5.4.0.1. Modelo de fricción

Para obtener el par de fricción del motor se procede a calcular curvas polinomiales que
se aproximen a las curvas de respuesta de la Fig. 5.15. Con ayuda de la herramienta
Curve Fitting Tool de Matlab se obtienen las aproximaciones mostradas en la Fig.
5.16, donde

fb(t) = 1.389t2 − 104.6t+ 1845 (5.2)

fs(t) = −11.4t2 + 649.2t− 4119 (5.3)
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Figura 5.16: Curvas de aproximación por polinomios de segundo orden, fs(t) es la
función de subida y fb(t) es la función de bajada.

El par de fricción puede obtenerse a partir del cálculo de la aceleración de frenado y
de la inercia de la RW. Tomando la derivada temporal de la curva de aproximación
formada por fs y fb, se obtiene la curva aproximada de la aceleración angular aRW ,
tal como se muestra en la Fig. 5.17.

En el ciclo de apagado de velocidad decreciente se puede encontrar que

aRW (t) =
dfb
dt

= −22.8t+ 649.2 (5.4)
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Figura 5.17: Curva de aceleración de rueda de reacción.

Despejando t de (5.2), con ωRW = fb, y sustituyendo el resultado en (5.4) se obtiene
la dependencia entre la aceleración angular y la velocidad angular como

aRW (ωRW ) =
dfb
dt

= −
√

10941− 5.55(1845− ωRW ) (5.5)

El par de fricción puede obtenerse a partir de tomar la aceleración de descenso como

τf (t) = JwaRW (t) (5.6)

con Jw = 7.1 × 10−6kg · m2 que resulta de sumar la inercia del volante de inercia
obtenida en el CAD (6.587×10−6kg·m2) y la inercia del rotor provista por el fabricante
del motor [70] (0.51× 10−6kg ·m2).

El par de fricción dado en (5.6) está presente también durante el ciclo de subida por
lo que se tiene

τreal = τr − τf
donde τr es el par de referencia, en el caso de la prueba realizada es 4 mNm. La
existencia del par de fricción y su dependencia con respecto a la velocidad, se ven
ilustradas también en el ciclo de subida en la Fig 5.17. En el ciclo de subida se observa
una aceleración de la RW decreciente conforme aumenta la velocidad de la RW.
Además también se puede observar el fenómeno de fricción seca, el cual no se estudiará
en este trabajo y se procurará evitar el cruce por cero durante los experimentos.

5.5. Seguimiento de trayectoria en SO(3)

Se de�ne una orientación deseada en términos de los ángulos de Euler como
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 φd
θd
ψd

 = π/6

 sin(0.05t)
sin(0.07t)
sin(0.05t)


donde φd, θd y ψd son los ángulos deseados alrededor de los ejes inerciales Xo, Yo y Zo,
respectivamente, y t es el tiempo. En la Figura 5.18 se muestra la trayectoria deseada
para una duración de 70 segundos.
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Figura 5.18: Trayectoria deseada en términos de ángulos de Euler.

La matriz de orientación deseada Rd equivalente a los ángulos de Euler propuestos
es

Rd =

 cψd
cθd cθdsψd

−sθd
cψd

sφdsθd − cφdsψd
cφdcψd

+ sφdsψd
sθd cθdsφd

sφdsψd
+ cφdcψd

sθd cφdsψd
sθd − cψd

sφd cφdcθd


Es posible obtener una expresión para las velocidades angulares deseadas a partir de
la matriz de rotación deseada y de la ecuación cinemática rotacional (3.10) dada como
Ωd = (RT

d Ṙd)
∨, para ello se debe calcular analíticamente Ṙd a partir de los ángulos

de Euler deseados. En la Fig. 5.19 se muestra el resultado para una duración de 70
segundos.

Después de un procedimiento de sintonización de ganancias a prueba y error, se
obtuvieron Kp = 0.05I, Kd = I y Ki = 0.04I. Después de cerrar y equilibrar el
prototipo, se deja con una orientación aleatoria inicial y luego se inicia el experimento.
Se puede encontrar un video del experimento en https://youtu.be/ToHwde9QQ0g.
La orientación inicial para el primer experimento es

R1(0) =

 0.3609 0.9163 0.1736
−0.7174 0.3918 −0.5761
−0.5959 0.0833 0.7987

 .
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Figura 5.19: Trayectoria deseada en términos de las velocidades angulares.

El exponente, igual a 1, etiqueta este primer experimento. La Fig. 5.20 muestra el
error de seguimiento de orientación como se de�ne en (2.2). Una perturbación es
inducida en t = 8s producida por el contacto accidental entre el cubo de acrílico y
una de las paredes del tanque de agua. Dicha señal de perturbación se ve re�ejada
principalmente en la grá�ca de error de momentos angulares.

Como se puede observar, después del tiempo transitorio de 6 segundos, ambos errores
convergen a una vecindad de cero, como lo predice la teoría de Lyapunov. La Fig.
5.21 muestra el par producido por las ruedas de reacción y el per�l de velocidad de la
rueda de reacción correspondiente. Este comportamiento también se repite después
de que sucede la perturbación en t = 8s. Es importante señalar que las velocidades
angulares de las ruedas están por debajo del límite de saturación, 940 (rad / s).

Se prueba el controlador considerando diferentes condiciones iniciales:

R2(0) =

0.9860 −0.1668 0
0.1501 0.8877 −0.4352
0.0726 0.4291 0.9003

 ,
R3(0) =

−0.9972 0.0732 0.0157
−0.0733 −0.9973 −0.0052
0.0153 −0.0064 0.9999

 ,
R4(0) =

 0.9330 0.3433 −0.1080
−0.3561 0.9239 −0.1401
0.0517 0.1692 0.9842

 ,
R5(0) =

−0.1266 0.9884 −0.0837
0.5342 0.1390 0.8338
0.8358 0.0609 −0.5456

 ,
el exponente etiqueta el número del experimento. En la Fig. 5.22 se gra�ca el error
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Figura 5.20: Error de orientación eR (arriba). Π̃ (abajo).

de orientación para cada experimento. Todos los experimentos muestran que el con-
trolador propuesto resuelve el problema de seguimiento de trayectoria de orientación.
En el segundo experimento, dado que la orientación inicial es cercana a uno de los
puntos de equilibrio inestables, la tasa de convergencia es lenta.

5.6. Conclusiones

Dos requerimientos que son críticos en el diseño de la plataforma son que el centro
de masa coincida con el centro geométrico del prototipo y que el peso total coincida
con la fuerza de �otabilidad. Esto es relativamente fácil de conseguir por medio del
diseño idealizado en el modelo CAD, en donde las piezas se desplazan a las posiciones
requeridas. Sin embargo, durante la parte de construcción se observó que es necesario
añadir contrapesos para complementar el diseño para obtener resultados cercanos a lo
deseado. Se requiere de un proceso tedioso de prueba y error realizado manualmente
para lograr que ambos requerimientos se cumplan. La di�cultad en lograr la �ota-
bilidad neutra radica en el cambio de volumen del cuerpo debido a la �exión de los
materiales al comprimirse por la presión del agua: entre más profundidad se alcanza
dentro del agua la presión es mayor, esto genera una reducción del volumen y por lo
tanto, una reducción en la fuerza de �otabilidad y genera aún más descenso vertical
hasta que el volumen deje de reducirse.

Por otra parte, aún cuando los componentes están �jos entre ellos, una vez que se
cambia la orientación del prototipo, esto altera el vector de gravedad en ejes cuerpo
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Figura 5.21: Par de fuerza de ruedas de reacción (arriba). Velocidad de ruedas de
reacción (abajo).

y con esto se producen pequeños desplazamientos debidos a los componentes más
pesados que alteran de esta forma el centro de masa. Esto se traduce en que el centro
de masa varía en el tiempo dependiendo de la rigidez de la estructura y en conclusión
no es posible ajustar el sistema de tal forma que dicho efecto sea despreciable. Es
común apreciar el fenómeno de saturación de rueda de reacción debido a que trata de
compensar dicha perturbación constante. En el caso del experimento de seguimiento
de trayectoria, dicha saturación se presenta dentro de un lapso de 2 minutos a partir
del inicio del experimento, en el mejor de los casos.

A pesar de que la plataforma experimental tiene perturbaciones debidas a masa aña-
dida y amortiguamiento debidos al �uido, aunado al hecho de que la falta de precisión
en las condiciones de equilibrio de centro de masa y de �otación neutra, es posible
realizar seguimiento de trayectoria con cota última tal como lo muestra el diseño del
controlador.

En el Capítulo 6 se aborda el estudio de asignación de control que puede emplearse
para solucionar el problema de saturación de rueda de reacción.
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Capítulo 6

Asignación de control

6.1. Rueda de reacción y magnetopar en un grado

de libertad

Esta sección presenta un algoritmo de control de orientación para vehículos espaciales
centrado en el manejo de la redundancia en actuación. Para esto se llevan a cabo
pruebas experimentales sobre un simulador físico parcialmente sumergido en agua de
un grado de libertad que incorpora no linealidades debidas a los actuadores empleados,
en este caso, una rueda de reacción (RR) y una bobina de par magnético (MP). El
esquema propuesto previene la saturación de la RR al manipular su velocidad a una
referencia deseada sin comprometer el objetivo de control de orientación. Para esto se
hace uso del espacio nulidad de la matriz de distribución de actuadores. Los actuadores
empleados en este prototipo son diseñados expresamente para una aplicación satelital
tipo CubeSat 1U, apéndice A.

6.1.1. Modelo

Se plantea la dinámica de cuerpo rígido dada en la variedad de con�guración SO(2)1

para evitar el fenómeno de desenrollo y ambigüedad en la representación, ver [19]. En
[53] se desarrolla el cálculo para la obtención del modelo de cuerpo rígido en SO(3),
el equivalente en SO(2) queda de la siguiente forma

Ṙ2 = R2S2

Jz ṙ = τp + L2τc
(6.1)

con

R2 =

[
cos(ψ) sin(ψ)
− sin(ψ) cos(ψ)

]
, S2 =

[
0 r
−r 0

]
(6.2)

1Grupo ortogonal especial de matrices en R2×2
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Figura 6.1: Esquema conceptual de ubicación de actuadores en el satélite.

donde τp son los pares debidos a perturbaciones propias del ambiente espacial como
son la presión solar, gradiente gravitacional, arrastre atmosférico, y campo magnético
terrestre. Sin embargo, para el caso del simulador de un grado de libertad usado
en esta tesis, las posibles perturbaciones son las debidas al campo magnético de la
Tierra y a la fricción con el entorno (agua en este caso) y un componente mínimo de
gradiente gravitacional debido a imperfecciones físicas en el experimento. Además,

τc =

[
τrw

cos(ψ)τm

]
(6.3)

son los pares de control, para el caso de esta tesis τrw es el par de la RR y τm el
del MP. El término cos(ψ) resulta de considerar el producto cruz entre el vector del
campo magnético terrestre (ψ = 0) y el vector del momento dipolar magnético, el cuál
se encuentra recorrido π (rad) del origen en ejes cuerpo, ψ ∈ [−π/2, π/2] es el ángulo
alrededor del eje de giro, r ∈ R es la velocidad angular del satélite, Jz es el momento
de inercia a lo largo del eje z del satélite, y L2 = [1 1] es la matriz de distribución.

En la Fig. 6.1 se muestra un diagrama conceptual de la ubicación de los actuadores.

6.1.2. Modos de control

En una misión de satélite de órbita baja se puede presentar una secuencia de inicio de
operaciones, ver [17], y [46], que comprende una fase inicial a la deriva (tumbling en
inglés), una fase de amortiguamiento para reducir la velocidad angular a un mínimo de
referencia, una fase de estabilización o regulación de orientación deseada y �nalmente
una fase de calibración de sensores. Con la �nalidad de mostrar la aplicación del
esquema de AC se plantea un escenario particular como el mostrado en la Fig. 6.26.2.
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En la primera fase el satélite se coloca en órbita y tiene un momento angular inicial
H i
s que se conserva a lo largo del tiempo debido a la falta de fricción en el espacio.

Durante este periodo se lleva a cabo la determinación de la orientación. En las fases

Figura 6.2: Concepto de operaciones hipotético.

2, 3 y 4 se realiza control de orientación en lazo cerrado como se muestra en la Fig.
6.3.

Figura 6.3: Diagrama de control.

En la fase 2, interviene una acción de control PD usando la RR en espacio de con�-
guración SO(2). En [30] se presenta la función de navegación para el caso de 3 grados
de libertad, la adaptación a un grado de libertad queda como sigue

ϕ(ψ) =
1

2
traza

[(
I2 −R>d R2

)]
, (6.4)

con I2 la matriz identidad de dimensión 2 y Rd la matriz de rotación correspondiente al
ángulo deseado ψd. Puede veri�carse que esto es equivalente a ϕ(ψ) = 1−cos(ψ−ψd).
Al derivar la función de navegación se obtiene la medida del error de orientación. Para
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el objetivo de control de regulación se propone un PD con dicha medida del error como
sigue

τrw = −kp sin(ψ − ψd)− kdr (6.5)

con kp y kd las ganancias de control.

Suponiendo que al inicio de las operaciones ωw = 0, después de la acción de control
se tiene ωw = c, donde c se determina por medio de la ley de conservación de mo-
mento angular, como Hrw(t0) +Hs(t0) = Hrw(tf ) +Hs(tf ), donde Hrw es el momento
angular de la RR y los tiempos t0 y tf corresponden al inicio y al �nal de la fase
2, respectivamente. Por otra parte, ωw(t0) = 0 implica Hrw(t0) = 0, así como en
estado estacionario se tiene que r(tf ) = 0 implica Hs(tf ) = 0. Sustituyendo en la ley
de conservación de momento angular se tiene r(t0)Jz = ωw(tf )Jrw con ωw, y Jrw la
velocidad angular y el momento de inercia de la RR respectivamente, por lo tanto

ωw(tf ) = r(t0)Jz/Jrw. (6.6)

con esto se deduce que para mantener el objetivo de control la RR debería mantener
una velocidad constante en todo momento, con el respectivo consumo de energía, si
no se aplicara el esquema de AC.

En la fase 3 se inicia el esquema de AC, el objetivo secundario consiste en hacer
ωw → 0 sin perder el objetivo de control principal ψ → ψd. Para mantener el objetivo
de control alcanzado en la etapa anterior es necesario cumplir la restricción de nulidad
de la matriz de distribución L2 por medio del MP bajo la restricción

L2τc = 0. (6.7)

Para reducir la velocidad de la RR es necesario aplicar un par negativo en la misma,
τrw 6= 0, para que esto ocurra bajo la restricción de nulidad (6.7), se calcula τm de
tal forma que se encuentre en el espacio nulidad de L2. En el caso de un grado de
libertad la solución es trivial dando

τm = −τrw (6.8)

para asegurar que el objetivo de control se siga cumpliendo se modi�ca la ley de
control de�nida en (6.5) como sigue

τrw = −kp sin(ψ − ψd)− kdr − cos(ψ)τm (6.9)

donde τm = τMm sign(− sin(ψ− ψd)) , τMm el par máximo que puede dar el MP cuando
se le induce la corriente máxima de operación, para el caso del prototipo dicho par
es de 30µN · m, y sign(x) es la función signo de x. En lazo cerrado se cancela la
aportación de la bobina quedando

Ṙ2 = R2S2

ṙ = J−1
z (τp − kp sin(ψ − ψd)− kdr).

(6.10)
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Para iniciar la fase 4 de operaciones el sistema de control espera a que se cumpla
ωw = 0. En esta fase se activa la misma ley de control (6.5) aplicada ahora por el MP

τm = −kpMag sin(ψ − ψd)− kdMagr (6.11)

con kpMag y kdMag las ganancias de control.

6.1.3. Análisis de estabilidad

Tanto en las fases 2 y 4 se emplea un control PD no lineal cuyo análisis de estabilidad
para el caso de 3 grados de libertad puede encontrarse en [26]. En la fase 3 se tiene
el mismo controlador ya que la acción combinada de los 2 actuadores cancela su con-
tribución efectiva. La diferencia respecto al análisis presentado en [26] es la presencia
de perturbaciones en lugar de incertidumbres en los parámetros del modelo. Para al-
canzar estabilidad, dichas perturbaciones deben ser acotadas de acuerdo al siguiente
análisis. El punto de equilibrio para el sistema durante las 3 fases de control en lazo
cerrado (6.10) es

O = R2S2

0 = τp − kp sin(ψ − ψd)− kdr
(6.12)

donde O es una matriz de 2× 2 de ceros. De la primera ecuación de (6.12) se deduce
que r = 0 ya que R2 6= 0, esto se ilustra como[

0 0
0 0

]
=

[
cos(ψ) sin(ψ)
− sin(ψ) cos(ψ)

] [
0 r
−r 0

]
. (6.13)

Sustituyendo r = 0 en la segunda ecuación de (6.12) se obtiene

τp − kp sin(ψ̃) = 0 (6.14)

donde ψ̃ = ψ − ψd, se obtiene el conjunto de puntos de equilibrio

ψ̃∗ = arcsin(τp/kp) + nπ, n ∈ N ∪ {0}

de donde puede inferirse que el esquema de control no puede garantizar resultados
globales y que se debe garantizar que τp ≤ kp para que tenga solución (6.14). Sea la
función candidata de Lyapunov

V =
1

2
Jzr

2 + kpϕ(ψ) + c2 sin(ψ̃)r (6.15)

donde ϕ(ψ) se de�ne en (6.4) y c2 es una constante escalar positiva. Considérese el
dominio alrededor de ψ̃∗,

D = {R2 ∈ SO(2)|ψ̃ ∈ (π(n− 1/2), π(n+ 1/2)) }
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con n par o 0, se cumple lo siguiente

1

2
sin(ψ̃)2 ≤ ϕ(ψ) ≤ sin(ψ̃)2. (6.16)

Sea z = [r sin(ψ̃)]>, usando (6.16) puede veri�carse que V está acotada de la forma

z>M1z ≤ V ≤ z>M2z (6.17)

con

M1 =
1

2

[
Jz c2

c2 kp

]
,M2 =

1

2

[
Jz c2

c2 2kp

]
. (6.18)

Así, V es de�nida positiva bajo la condición c2 <
√
Jzkp. Al derivar (6.15) se obtiene

V̇ = Jzrṙ + kp sin(ψ̃)r + c2 sin(ψ̃)ṙ + c2 cos(ψ̃) ˙̃ψr (6.19)

usando la expresión ˙̃ψ = r y sustituyendo ṙ de (6.10) se obtiene

V̇ = r(τp − kp sin(ψ̃)− kdr) + kp sin(ψ̃)r

+c2 sin(ψ̃)(τp − kp sin(ψ̃)− kdr)/Jz + c2 cos(ψ̃)r2

= r2(−kd + c2 cos(ψ̃)) + sin(ψ̃)2(−kpc2/Jz)

−r sin(ψ̃)c2/Jz + τpr + τpc2/Jz sin(ψ̃)

≤ r2(−kd + c2) + sin(ψ̃)2(−kpc2/Jz)− r sin(ψ̃)c2/Jz

+τp[1 c2/Jz]z

donde se ha usado la propiedad cos(ψ̃) ≤ 1. Empleando la propiedad a · b ≤ ||a|| ||b||
se obtiene τp[1 c2/Jz]z ≤ τp

√
1 + (c2/Jz)2||z||, por lo que

V̇ ≤ z>Wzz + τp
√

1 + (c2/Jz)2||z|| (6.20)

donde

Wz =

[
−kd + c2

1
2
c2/Jz

1
2
c2/Jz −kpc2/Jz

]
(6.21)

reescribiendo las ecuaciones (6.17) y (6.20) se tiene

λm(M1)||z||2 ≤ V ≤ λM(M2)||z||2,
V̇ ≤ (−λm(Wz)||z||+ τp

√
1 + (c2/Jz)2)||z|| (6.22)

las cuales son las condiciones para demostrar la estabilidad asintótica local en el
dominio D con cota última de�nida por la cota superior de la perturbación. El con-
trolador propuesto no es robusto ante dichas perturbaciones sin embargo se cum-
ple el objetivo de reducir la velocidad de la RR. Resolviendo para la variable c2 se
puede encontrar Wz de�nida positiva tal que la cota última está dada por ||z|| =
(τp
√

1 + (c2/Jz)2)/λm(Wz) Nótese que para n impar la función (6.15) ya no cumple
las condiciones para ser candidata de Lyapunov, más aún, un análisis del sistema
linealizado puede mostrar que para estos puntos de equilibrio el sistema es inestable.
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6.1.4. Plataforma experimental

Se diseña y construye un prototipo para validar esquemas de control de orientación
en un grado de libertad.

En la Fig. 6.4 se muestra el modelo del diseño por computadora del prototipo, mientras
que en la Fig. 6.5 se muestra el diagrama de componentes.

Figura 6.4: CAD del prototipo.

Figura 6.5: Diagrama de componentes de la plataforma de pruebas.

El prototipo cuenta con 1 MP y 2 RR en la parte inferior, en este experimento solo
se activa una de ellas. También tiene un módulo de comunicación inalámbrica con el
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Figura 6.6: Rueda de reacción.

Figura 6.7: Bobina de par magnético (MP).

protocolo WiFi por medio del integrado RNV171 de Roving Networks. Dicha comuni-
cación se emplea para telemetría de las variables del prototipo hacia una computado-
ra remota que captura los datos por medio de un programa corriendo en tiempo real
en Simulink. El control se programa en una tarjeta electrónica que integra el DSP
TSM320F28335 de Texas Instruments corriendo el control con un periodo de mues-
treo de 4ms. Como sensor principal se emplea un sistema AHRS de 10 sensores y que
internamente cuenta con �ltro complementario para la estimación de la orientación.
Para alimentar al sistema se emplea una batería Lipo de 11.1V con una capacidad
de 1000mA. Tanto el MP como las RR son ensambladas dentro del laboratorio. La
RR se ensambla con un motor comercial tipo plano BLDC, a su rotor se le acopla un
volante de inercia cuyas dimensiones están calculadas para cubrir requisitos típicos
de aplicaciones satelitales Cubesat en órbita baja. Como etapa de potencia se emplea
una tarjeta controladora que convierte la señal de control de PWM a corriente.

Para la bobina se emplea un núcleo de MuMetal, ya que es una aleación que ofrece
alta permeabilidad magnética combinada con baja coercitividad, [79]. La bobina se
colocó a 90◦ con respecto a la referencia ψ = 0 del prototipo, en este caso el cero
además se toma alineado al Norte en ejes Tierra. En las Fig. 6.6 y 6.7 se muestra la
RR y el MP respectivamente.

La coercitividad es una medida del tamaño de la histéresis de la curva B vs Hm, se
obtiene una curva experimentalmente para determinar dicha cantidad, se emplea la
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Figura 6.8: Curva B-H del Magneto-Par.

Tabla 6.1: Características de la RR.
Parámetro Valor

Par máximo 8.2 mN ·m
Momento angular almacenado 6.36 mN ·m · s

Peso 70 g
Momento de inercia 5.9 g · cm2

Velocidad angular max. 9,800 rpm
Dimensiones 32x41x28 mm

relación entre H y la corriente I, ver [80]

H = NI/l (6.23)

donde N = 2800 es el número de vueltas del embobinado y l es la longitud del
embobinado (7cm). Usando la ley de Ohm I = V/R, con V , el voltaje aplicado en las
terminales del solenoide (±5V ) y R, la resistencia del alambre (80Ω) encontramos que
hay una relación de proporcionalidad entre H y V , de tal forma que la histéresis en
B vs H es proporcional a una histéresis B vs V . En la Fig. 6.8 se observan los datos
experimentales correspondientes a una serie de voltajes en asenso y en descenso para
el rango V ∈ [0, 5]. Como puede observarse no se presenta el fenómeno de saturación
ni tampoco es apreciable la histéresis para esta bobina por lo que dichos fenómenos
no se toman en cuenta en la acción de control. En las Tablas 6.1 y 6.2 se resumen las
características de la RR y el MP. Por medio del diseño por computadora del prototipo,
se ha determinado el momento de inercia del prototipo Jz = 0.5065129× 10−3kg ·m2.
En la Fig.6.9 se muestra al prototipo dentro del estanque con agua, como puede
observarse el prototipo no queda completamente sumergido para poder manipular
directamente el interruptor de encendido en su parte alta. En la parte baja cuenta



74 CAPÍTULO 6. ASIGNACIÓN DE CONTROL

Tabla 6.2: Características de bobina de par magnético.

Parámetro Valor

Par máximo 30 µN ·m
Peso 62 g

Dimensiones 10x70 mm
Resistencia 80 Ω

Voltaje de operación ±5V

Figura 6.9: Prototipo de 1 grado de libertad parcialmente sumergido en agua

con un contrapeso para evitar que �ote demasiado y para mantenerlo en posición
vertical en todo momento y de esta forma los ángulos φ y θ, correspondientes a los
ángulos de Euler de los ejes X e Y permanezcan en cero.

6.1.5. Análisis de resultados

En la Fig. 6.10 se muestra el resultado del experimento llevado a cabo de acuerdo
con la secuencia de operaciones descrita en la Fig. 6.2, un video del funcionamiento
puede verse en https://www.youtube.com/watch?v=QGrj716gD1s. Los intervalos de
tiempo de cada fase están indicados en la Tabla 6.3.

En la primera fase se aplica un par mecánico de forma manual sobre el prototipo
para asignarle un momento angular inicial. En el espacio dicho momento se conserva
debido a la falta de fricción, sin embargo, en el experimento se observa que existe una
fuerza de fricción ya que va disminuyendo la velocidad. Al derivar dos veces el ángulo
obtenido en la grá�ca de ψ durante la Fase 1 se encuentra la aceleración negativa,
la cual al multiplicarse por la inercia del prototipo Jz nos entrega el par de fricción
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Tabla 6.3: Intervalos de tiempo de cada fase.

Fase Intervalo [s]

1. Tumbling y calibración [0− 22.6)
2. Estabilización [22.6− 52.6)
3. De-saturación [52.6− 92.3)
4. Solo bobina [92.3− 134)
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Figura 6.10: Velocidad angular de RR (arriba), error de orientación sin(ψ − ψd)(en
medio), y par de control del MP (abajo).

debido al agua τfa = 11.02 × 10−6N ·m. Dicha fricción es considerable tomando en
cuenta que la autonomía de control de la bobina es solo 3 veces mayor, sin embargo, se
debe tomar en cuenta que la fricción de un �uido decae conforme la velocidad tiende
a cero.

En esta fase se estima la determinación de la orientación con un �ltro complementario
provisto por el fabricante del AHRS, [69]. Para esto, es necesario mandar secuencias
de comandos por medio de comunicación RS232 desde la tarjeta de control al AHRS
para indicar que se incluyan datos de los magnetómetros en el cálculo. En la fase 3
dichos datos son descartados.

En la fase 2, el control se enciende empleando la RR como único actuador, la referencia
deseada es ψ = π/4. Después del transitorio inicial la velocidad de la RR permanece
constante salvo por unas oscilaciones que son debidas a las ondas mecánicas del agua,
estas mismas se perciben en la fase 4.
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Figura 6.11: Ampliación vertical de la grá�ca del error en ψ.

En cuanto se inicia la fase 3, la velocidad angular de la RR desciende de forma lineal
mientras el error se mantiene cerca de cero. En la Fig. 6.11 puede observarse una
ampliación de esta grá�ca, en donde se nota que durante la fase 2 la RR mantiene
un error de estado estacionario de 0.03 (rad), esto puede deberse a la fricción no
modelada de la RR, ver [81].

En la tercera fase de operaciones, se manda otro comando para descartar las medi-
ciones de los magnetómetros en el cálculo del �ltro complementario. Dicho consigna
es debida a que la medición del AHRS se corrompe signi�cativamente al encender el
actuador magnético, [46].

Al inicio de la fase 4 se presenta una perturbación en el error debido a la no linealidad
de zona muerta cuando la RR llega a velocidad cero. El efecto es compensado por el
MP después del transitorio inicial. Dicho efecto podría anularse manteniendo siempre
una velocidad nominal por parte del actuador.

6.1.6. Conclusiones

La relevancia de los experimentos presentados radica en el hecho de poder integrar
una plataforma que cuenta con no linealidades propias de los actuadores y sensores,
mismas que difícilmente podrían haberse modelado analíticamente. En particular,
en esta sección no se han planteado soluciones para compensar esos efectos pero se
sientan las bases para trabajos posteriores. En trabajos futuros se probarán técnicas
de control robusto para evadir los pares de perturbación, posteriormente se puede
migrar el esquema a una plataforma experimental de 3 ejes en donde la principal
perturbación serían los pares debidos a la fuerza de gravedad y la excentricidad del
centro de masa.
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Conclusiones

En este trabajo, se ha diseñado un controlador no lineal basado en el método del
Sistema de Control de Energía Total para resolver el problema de seguimiento de tra-
yectoria de orientación para satélites. Con este controlador y bajo ciertas suposiciones
sobre la trayectoria deseada y las perturbaciones debidas al gradiente de gravedad, se
logra estabilidad asintótica con cota última al utilizar la teoría de Lyapunov.

El resultado obtenido es particularmente útil en el caso de aplicaciones en donde se
requiere maniobras de ángulos grandes, esto es gracias a que el controlador se diseña
sobre el espacio de con�guración no lineal SO(3). Esto se observó en los experimentos
en tiempo real que comienzan muy lejos de la orientación deseada.

Mediante el esquema de asignación de control basado en el método de las pseudo-
inversas re-distribuidas se comprobó experimentalmente que se puede evadir el pro-
blema de saturación en ruedas de reacción mediante el uso de un actuador de par
magnético. Con esta combinación se aprovecha la precisión y alta autoridad de control
que ofrecen las ruedas de reacción y la capacidad de momento angular interminable
que se puede obtener con el actuador de par magnético.

En cuanto a la plataforma experimental propuesta se puede concluir que es útil para
probar los efectos no lineales y limitantes de los sensores y actuadores así como las
capacidades de cómputo de la computadora de abordo. Sin embargo su aproximación
al ambiente espacial no es del todo adecuada. La masa añadida y la fricción que ofrecen
el agua sobre la que se sumerge el prototipo han resultado ser efectos no lineales
que alteran signi�cativamente la dinámica del mismo. El efecto de masa añadida
se presenta prácticamente en todos los simuladores físicos que se usan hoy en día,
sin embargo, en estos simuladores la masa añadida es por lo menos un parámetro
constante mientras que en el simulador basado en la inmersión en agua presenta
efectos vortex que son de naturaleza aleatoria y no es posible identi�car dicha masa
añadida. Por lo tanto, este tipo de plataforma debe complementarse con el uso de
otras con baja fricción, en donde la utilidad de la primera radica en la libertad de
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movimiento en la variedad SO(3)

Trabajo futuro.

Una opción para garantizar automáticamente que los centros geométricos y de masa
coincidan es utilizar el enfoque de control de masa en movimiento. Mediante esta
técnica se alteraría solo la dinámica de traslación del satélite por lo que no tendría
importantes repercusiones en la dinámica de rotación. El trabajo de instrumentación
implicaría retos tecnológicos por cuestiones de espacio y además por las interferencias
electromagnéticas que puedan surgir a partir de los motores empleados.

Otra opción para evadir el problema de saturación de ruedas de reacción es utilizar
un actuador capaz de generar un momento de control constante, por ejemplo, bobinas
magnéticas, una a lo largo de cada eje del prototipo [18]. En este caso, el problema
de la asignación de control debe abordarse para garantizar una operación coordinada
ya que habría siete actuadores para ordenar tres grados de libertad [39]. En cuanto a
la implementación física esto implica un reto tecnológico debido a que por una parte
las bobinas magnéticas son pesadas y de volumen considerable y deben agregarse al
SDCO de 3 grados de libertad sin violar las condiciones de equilibrio entre el peso y
la �otabilidad.

El trabajo puede extenderse al estudio de esquemas de control tolerante a fallas, abor-
dando las fases de detección de falla y asignación de control de actuadores mediante
diferentes algoritmos. Como consecuencia, ante la aparición de fallas en actuadores
puede conducir a esquemas de sub-actuación que también pueden abordarse.
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Apéndice A

Diseño del SDCO

El problema de control de la orientación de un cuerpo rígido en el espacio puede
parecer trivial si no se consideran las particularidades de los actuadores disponibles.
Los actuadores que se utilizan comúnmente en aplicaciones espaciales presentan no
linealidades como son: saturación de velocidad, zona muerta a baja velocidad, fricción
viscosa, dependencia del campo magnético presente, entre otras.

A continuación, se presenta el dimensionamiento de los actuadores que se consideran
en este trabajo de tesis, las ruedas de reacción y las bobinas magnéticas.

A.1. Metodología de diseño

Se sigue el proceso de diseño propuesto por [82], en donde se establece un procedi-
miento en función de la misión espacial. En la Tabla A.1 se resume el proceso y los
resultados obtenidos. En las siguientes subsecciones se describe más a detalle cada
paso. En la tercer columna de dicha tabla se presentan los valores calculados para
este trabajo.

A.1.1. De�nición de la misión.

Existen diferentes tipos de sensores y actuadores empleados en SDCOs para distintas
misiones espaciales, dependiendo de los objetivos de la misión son más adecuados
unos u otros. Algunas de las variables que de�nen la misión son: el tipo de órbita,
la carga de paga del satélite, el tipo de energía, el presupuesto, etc. Es por ello que
es importante tomar como punto de partida la de�nición de los objetivos de misión
de manera puntual en la medida de lo posible y de esta forma acotar el problema de
diseño.

Como punto de partida asumimos que el satélite para el que se desarrollará el SDCO



88 APÉNDICE A. DISEÑO DEL SDCO

en cuestión es de formato CubeSat y que por lo tanto, estará diseñado para órbita
terrestre baja (LEO). En cuanto al tamaño se opta por el formato 3U para que de
esta manera quede implícita la funcionalidad para el formato 1U.

A.1.2. Paso 1. De�nir modos de control y requerimientos.

En una misión satelital LEO se pueden tener diferentes modos de control de orien-
tación típicos que son el punto de partida para de�nir el resto de las especi�caciones
en el SDCO. Los modos de control se pueden identi�car de acuerdo a las diferentes
etapas de funcionamiento del satélite en cuanto se pone en órbita, las etapas son:

1. Modo de inserción en órbita. Se produce la labor de separación (conocida co-
mo tip-o� ), se re�ere al momento en que el satélite es expulsado de la nave
transportadora. En el caso de un cubesat cuando se separa del P-POD. La labor
tip-o� induce al CubeSat un movimiento rotacional con velocidad constante
en el espacio (comúnmente conocido como tumbling).

2. Modo de calibración. En esta etapa Se calibra el sistema de determinación de
orientación y actuadores.

3. Modo de apuntamiento en detumbling. Se enciende el SDCO tomando como
actuadores ya sea propulsores o bobinas de par magnético activas. En esta
operación el objetivo es que el satélite apunte hacia la tierra y pierda el momento
angular inicial.

4. Modo de apuntamiento normal. Una vez que el CubeSat se estabiliza con cierto
margen de error se acciona el sistema de actuadores internos basado en rue-
das de reacción (RWA por sus siglas en inglés) para mejorar la precisión de
apuntamiento. El sistema de RWAs puede complementarse con bobinas de par
magnético o propulsores para evitar saturación de velocidad de las RWA. De-
pendiendo de los objetivos del satélite, se continúa empleando el sistema de
actuadores RWA para realizar apuntamiento a los diferentes objetivos �jos o
incluso para el seguimiento de objetos móviles.

5. Modo de ahorro de energía o de seguridad. En este modo puede apuntarse hacia
el sol o apagar completamente el sistema SDCO.

A.1.3. Paso 2. Selección de tipo de control del CubeSat.

Se puede seleccionar hacer control en un eje o 3 ejes de rotación. También se puede
de�nir si se controla solo el vector de apuntamiento o una orientación completa, es
decir, no solo el vector de apuntamiento sino también el ángulo de rotación alrededor
de este vector. Ambos tipos de control tienen utilidad por lo que se abordarán ambos.
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Tabla A.1: Pasos para el diseño del SDCO.
Paso Ejemplos. Prototipo de Tesis

1. De�nir
modos de control y
requerimientos.

Modo de inserción en
órbita, modo de ahorro
de energía o de seguridad,
modo de calibración,
modo de apuntamiento,
modo de seguimiento de
objeto móvil.

Se considera una misión hipotética que requiera to-
dos los modos de control mencionados en los ejemplos

anteriores de la columna anterior.
Requerimientos:
· Exactitud y rango en la determinación: <0.5◦, 360◦

en cada eje.
· Exactitud y rango en el control: <0.5◦, 360◦ en
cada eje.

2. Seleccionar
tipo de control de
satélite.

Control de 2 ejes. Control
de 3 ejes, estabilización
por spining, dual spining
o gradiente gravitacional.

Para cumplir con los requerimientos del paso 1 se

emplean los siguientes tipos de control:
· 2 ejes: Control de orientación reducido para regu-
lación.
· 3 ejes: Control de orientación completo en regula-
ción y opcionalmente seguimiento de objeto móvil.
Actuadores: Se emplean ruedas de reacción y bobinas
de par magnético para lograr de-saturación de las
ruedas de reacción.
Sensores: Sensor de horizonte y sistema de referencia
de apuntamiento (AHRS). Con estos sensores y ac-
tuadores puede obtenerse exactitud del orden de 0.1
a 1◦ [82].

3. De�nir
perturbaciones del
ambiente (ver
sección A.1.4)

Fuerza de gravedad,
campo magnético de la
tierra, presión solar,
piezas imperfectas.

Resumen:
Gradiente de gravedad: 8.4294× 10−8N ·m
Magnético: 5.6× 10−6N ·m
Solar: 3.2808× 10−8N ·m
Aerodinámica: 1.199× 10−10N ·m

4. Dimensionar
componentes del
SDCO. (sección
A.1.5)

Tamaño, peso, volumen,
capacidades y resolución
(entre otros) de
actuadores y sensores.

Resumen:
· 3 o 4 Ruedas de reacción: 6.5 mNms, 8 mNm en
cada eje.
· magnetopar con Momento dipolar: 0.1Am2.
· 1 AHRS con magnetómetro de 3 ejes, giroscopio de
3 ejes y acelerómetro de 3 ejes.
· Sensor de sol y/o de horizonte

5. De�nir
algoritmos.

De determinación: Determinación:
TRIAD, QUEST, EKF,
otros

Por de�nir en la siguiente etapa.

De control: Control:
PD, PID, H-in�nito , otros Por de�nir en la siguiente etapa.

6. Iterar y docu-
mentar.

Durante la iteración fueron actualizadas las especi�-
caciones en diferentes tablas, en esta tabla se muestra

la versión �nal.
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A.1.4. Paso 3. Perturbaciones del ambiente.

Para LEO es común considerar las perturbaciones que corresponden a los siguientes
efectos: gradiente gravitacional, presión solar, resistencia aerodinámica, campo mag-
nético terrestre. Es importante identi�car cuando alguna es tipo cíclica o secular.
Las perturbaciones cíclicas generan momento mecánico ondulatorio o alternante; en
el caso de las perturbaciones seculares, estas generan momento mecánico constante
durante todo el periodo de órbita.

A continuación se calculan los momentos mecánicos generados para el peor de los
casos para cada tipo de perturbación [82].

Gradiente gravitacional

El momento mecánico debido a gradiente gravitacional es secular y está determinado
por

Tg =
3µ

2R3
|Iz −min(Ix, Iy)| sin(2θ)

donde µ el la constante gravitacional de la tierra (3.986×1014m3/s2); R es el radio de
la órbita (m), θ es la desviación máxima del eje Zb respecto del eje vertical de coor-
denadas locales (LVLH) y Iz, Iy Ix son los momentos de inercia principales del satélite.

En el peor de los casos se asume que el objeto al que se quiere apuntar requiere que el
eje Z se desvíe 45◦ de la vertical de las coordenadas locales (θ = 45◦). Por otra parte,
entre mas baja sea la altura los efectos gravitacionales serán mayores, asumiendo una
altura baja en LEO de 200km (una de las alturas mas bajas para lanzamiento de
nano-satélite, lanzador Atlas V [1]) se tiene R = (6, 371 + 200)km. Respecto a la
diferencia de momentos entre Iz y el menor de los momentos de inercia Iy e Ix se
toma como ejemplo el satélite ExoplanetSat [46], un CubeSat 3U de búsqueda de
exoplanetas, con diag(J) = [0.025 0.05 0.065] kg ·m2. Otros ejemplos de matriz de
inercias pueden encontrarse en ([83], [84],[5], [61]). Por lo tanto,

Tg =
3(3.986× 1014m3/s2)

2(6.571× 106m)3
|0.04kg ·m2| sin(90◦) = 8.4294× 10−8N ·m

Presión solar

El momento mecánico por presión solar también puede ser cíclico o constante depen-
diendo del objetivo de apuntamiento del satélite y es debido a la incidencia de los
rayos solares sobre la super�cie del satélite. Cuando el satélite apunta hacia la tierra
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durante todo el ciclo de órbita la presión solar es una función periódica y por lo tanto
es cíclica mientras que un satélite apuntando hacia el sol recibirá un efecto constante
por parte de este.

Tsp =
Fs
c
As(1 + qs) cos(I)(cps − cg)

donde Fs es la constante solar (1, 367W/m2), c es la velocidad de la luz (3×108m/s),
As es el área de la super�cie de incidencia, cps es la ubicación del centro de presión
solar, cg es el centro de masa, qs es el factor de re�ectancia (0.6 típico), e I es el
ángulo de incidencia del sol.

En el peor de los casos el ángulo de incidencia es de 0rad, la super�cie del CubeSat
sería 0.1m × 0.3m en el caso del tamaño 3U, y la diferencia entre el centro de masa
y el centro de presión solar se toma conservadoramente como 0.15m. Por lo tanto,

Tsp =
(1, 367W/m2)

(3× 108m/s)
(0.1m× 0.3m)(1 + 0.6) cos(0◦)(0.15m) = 3.2808× 10−8N ·m

Campo magnético

El momento mecánico debido a campo magnético terrestre es cíclico y está dado por

Tm = DmB (A.1)

dondeDm es el dipolo residual del satélite (Am2) y B es la densidad de �ujo magnético
de la tierra (tesla), el cual es el doble en órbita polar que en órbita ecuatoriana y se
aproxima a 2M/r3

o con M el momento magnético de la tierra (7.96× 1015tesla ·m3),

El dipolo magnético residual se asume con un valor conservador de 0.1A · m2 para
CubeSat 3U ([61]). El campo magnético en órbita polar sería

B = 2
7.96× 1015tesla ·m3)

(6.571× 106m)3
= 5.6× 10−5tesla

sustituyendo en A.1 se obtiene el par magnético

Tm = (0.1Am2)× (5.6× 10−5) = 5.6× 10−6N ·m
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Par aerodinámico

El momento mecánico aerodinámico es debido a la fricción con el remanente atmos-
férico, puede ser cíclico o secular y además puede variar con la actividad solar hasta
dos órdenes de magnitud a ciertas alturas, está dado como

Ta = 0.5(ρCdAV
2)(cpa − cg)

donde Cd es el coe�ciente de arrastre (entre 2 y 2.5), ρ es la densidad atmosférica, A
es el área de la super�cie, V es la velocidad del satélite, cpa es el centro de presión
aerodinámica.

En el peor de los casos tomamos una altura de órbita de 200km para la cual se puede
tomar ρ = 3.52×10−10kg/m3, Cd = 2.5 y V = 7.784km/s ([82]). El área del CubeSat
3U nuevamente se toma como 0.1m × 0.3m y la diferencia cpa − cg = 0.15m, de tal
forma que

Ta = 0.5(5×10−9kg/m3)(2.5)(0.1m×0.3m)(7.784km/s)2(0.15m) = 1.199×10−10N ·m

A.1.5. Paso 4. Dimensionar componentes del SDCO.

Actuadores

Para de�nir la capacidad adecuada de los actuadores del SDCO se parte de un análisis
de los requisitos de maniobrabilidad del satélite. El análisis en la labor tip-o� descrita
en la sección A.1.2, así como las perturbaciones de tipo secular sirven para de�nir los
actuadores de momento mecánico externos. Por otra parte, Las operaciones cotidianas
de apuntamiento de la vida útil del satélite, así como las perturbaciones de tipo cíclicas
de�nen las características de los actuadores de momento mecánico internos.

En el caso de los sistemas CubeSat no se usan los actuadores tipo propulsores por su
tamaño y peso aunque recientemente se está trabajando en ello. Se decide emplear
bobinas de momento mecánico magnético como actuadores externos que son más
fáciles de elaborar y económicas. Por su parte, como actuadores internos pueden
emplearse ruedas de reacción (RWs) o ensambles de RW (RWAs), ruedas de momento
de inercia o giroscopio de control de momento (CMG por sus siglas en inglés). Estos
últimos actualmente son más grandes y representan mayor complejidad mecánica
para aplicarse en CubeSats y las ruedas de momento de inercia suelen emplearse
en sistemas con buen suministro de energía ya que la rueda debe permanecer con
velocidad constante en el equilibrio. Por lo anterior se elige trabajar con RWs.

Para dimensionar un actuador hace falta de�nir 2 características principales: auto-
ridad de control y capacidad de momento angular almacenado. La primera
se re�ere al momento mecánico máximo o par máximo que pueda generar el actuador
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mientras que la segunda se re�ere al momento angular máximo, en cierta forma, esta
segunda cantidad se re�ere al tiempo durante el cual se puede sostener cierta cantidad
de par.

Ruedas de reacción

Una RW es un un motor con un volante de inercia ensamblado en su rotor, cuando en
dicho ensamble se incluye la tarjeta de potencia asociada se le llama RWA [18]. En una
rueda de reacción, la capacidad de momento angular almacenado estará determinada
por la velocidad máxima que pueda inducir el motor a la rueda. El momento mecánico
máximo de la rueda será directamente el momento mecánico máximo indicado en las
hojas de especi�caciones del fabricante del motor.

Par máximo requerido. El momento mecánico máximo está determinado por el
momento mecánico de perturbación máximo y por la capacidad de maniobra. De la
sección A.1.4 el momento mecánico máximo de perturbación en el peor de los casos
para un CubeSat 3U a 200km de altitud es debido al campo magnético.

Tm = 5.6× 10−6N ·m (A.2)

Por otra parte hay que de�nir la capacidad de maniobra [13], [18], donde el momento
mecánico máximo de la rueda τMw y la capacidad de momento angular máximo HM

w ,
se calculan para obtener en un tiempo tf una maniobra o una rotación total de θ
radianes de la siguiente manera

τMw = Ḣw =
4Jsθ

t2f
(A.3)

con Js el mayor de los momentos principales de inercia del satélite.

Como en este caso no existe una misión en concreto partimos de consultar algunas
velocidades de maniobra típicas como las mostradas en la Tabla A.2, se asume una
velocidad de maniobra de 1◦/s tal como en [46], lo cual nos asegura una mayor versa-
tilidad en cuanto a operaciones de orientación tales como apuntamiento al sol, hacia
la tierra y hacia un conjunto de estrellas durante un mismo ciclo de maniobras (90
minutos aproximadamente).

Se tiene entonces un momento mecánico maximo de

τMa = Ḣw =
4(.065kg ·m2)(1◦) π

180◦

(1s)2
= 4.537 mN ·m

Comparando este momento mecánico con el momento mecánico calculado de pertur-
bación de campo magnético observamos que el momento mecánico de perturbación
es despreciable. Sin embargo debe tenerse claro que cuando el momento mecánico de
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Tabla A.2: Velocidades de maniobra de algunas misiones.
Aplicación Velocidad de maniobra [◦/s](rad/s)

Tomar fotos de la tierra desde LEO con Cu-
beSat 3U [61]

0.3 (.005)

Seguimiento de objetos cercanos (1km) en el
espacio, proyecto Oculus Sat [85]

30 (0.52)

Vehículo acuático para validación de estrate-
gias de control, proyecto IAMBUS [50]

60 (1.04)

Plataforma de simulación tipo air bearing,
proyecto SimSAT II [86]

3 (0.052)

Apuntar hacia el sol o hacia una estrella le-
jana. Exoplanet (CubeSat 3U) [46]

1 (0.016)

perturbación es secular no debe tratar de compensarse con ruedas de reacción porque
eso genera el fenómeno de saturación de velocidad de los motores.

Almacenamiento de momento en rueda de reacción. Una forma de obtener
este parámetro es integrando con respecto al tiempo el momento mecánico de per-
turbación en el peor de los casos sobre una órbita completa. Es evidente que las
perturbaciones a tratar son las de tipo cíclico ya que como se mencionó antes, las per-
turbaciones seculares solo pueden rechazarse con actuadores de momento mecánico
externos. Suponiendo en el peor de los casos, que el CubeSat en cuestión tiene una
orientación �ja respecto a un marco de referencia inercial1, las perturbaciones cíclicas
son la de gradiente gravitacional y la de campo magnético, tal como se resume en la
Tabla A.1. La perturbación de mayor efecto nuevamente es la de campo magnético.
En [82] se propone la siguiente fórmula

HM
w = Tm

To
4

(.707) (A.4)

con un periodo de órbita de To = 88.49 minutos para una altura de 200km ([82]). Se
tiene

HM
w = 5.6× 10−6N ·m(88.49min)(60s/min)

4
(.707) = 5.255 mN ·m · s

En la Tabla A.3 se resumen los requerimientos de la rueda de reacción.

1En el ámbito espacial el sistema inercial está orientado con la coordenada x desde el sol hacia
el equinoccio vernal, también conocido como marco de referencia celeste.
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Bobina de par magnético o magneto-par

El par máximo que debe proveer este actuador está determinado por el par de pertur-
bación magnética ya que es el de mayor magnitud, como se vio en la sección A.1.4 es
de 5.6µNn. Por otra parte, el momento angular almacenado en este actuador es in�-
nito ya que puede generar par en todo momento siempre que exista interacción con el
campo magnético terrestre (a diferencia de la rueda de reacción en donde una vez que
el motor alcanza la velocidad máxima no puede generar más par), ver Tabla A.3. Se
debe considerar un alto factor de seguridad en el par de diseño del magneto-par debi-
do a que al interactuar con el campo magnético dicho par se reduce dependiendo de la
orientación entre el campo magnético terrestre y el eje longitudinal del magneto-par.

Tabla A.3: Pares y momentos angulares requeridos por actuador
Rueda de reacción Valores:

Par máximo 4.537 mN ·m
Capacidad de momento angular 5.255 mN ·m · s
Bobina de par magnético Valores:

Dipolo magnético 0.1A ·m2

Par máximo 5.6× 10−6N ·m

A.2. Diseño de ensamble de rueda de reacción.

Para el diseño se parte de conocer el par mecánico y el momento angular almacenado
requeridos por la misión, tal como se encontró en la sección anterior. El par mecánico
máximo requerido se cumple seleccionando un motor que proporcione una cantidad
mayor de acuerdo al fabricante, para el motor empleado se tiene un par nominal de
8.2mNm y un par máximo de hasta 17.6mNm Por una parte, el par mecánico máximo
y el nominal de un motor se especi�can por el fabricante, para este diseño se optó
por el par nominal. Por otra parte, el momento angular almacenado depende de la
inercia de la rueda Jw, y de la velocidad máxima del motor ωmax como sigue

Hmax
w = Jwω

max (A.5)

Para los motores BLDC la velocidad máxima del motor es igual al producto de la
constante kV y el voltaje máximo de la fuente de alimentación.

En este tipo de actuadores el par mecánico se genera a partir de la aceleración angular
que el motor le transmite a la rueda de reacción, tal como se puede inferir de la
ecuación del modelo (3.17). Cuando el motor llega a la condición de saturación, no se
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puede acelerar más, entonces Ω̇ = 0 implica kT i = 0, por lo tanto se anula la entrada
de control al modelo.

Selección de motor.

En la elaboración de una rueda de reacción puede optarse por realizar un diseño
integral del motor con volante de inercia [60], tal como están hechas las ruedas de
reacción comerciales [87], [3],[4],[1]. Otra alternativa consiste en adaptar un motor
comercial a un volante de inercia [61], [5], [50], [88], [84]. En [88], este diseño forma
parte de una misión lanzada en 2013.

En la presente tesis se emplea un motor de características similares y se diseña el
voltante de inercia que le es adaptado. El motor seleccionado es el EC �at 351006 de
Maxon, el cuál puede proveer 8.2mNm como par nominal y es del tipo plano, por
lo que se aprovecha mejor el espacio al acoplarlo con una RW de diámetro similar.
Se consultó un total de 17 motores de características similares, el motor seleccionado
ofrece la ventaja de que puede combinarse con una tarjeta controladora del fabricante
de dimensiones reducidas con funciones de control de velocidad o control de par.

Otra ventaja es que el fabricante ofrece una versión para aplicaciones espaciales que
consiste en un ensamble con grasa que no se disemina ante condiciones de vacio, lo
que hace más sencilla una actualización del diseño para una versión de modelo de
vuelo 2.

Volante de inercia

Se busca minimizar la masa del volante de inercia en función de sus dimensiones
asegurando una inercia su�ciente para mantener la capacidad de momento angular
requerida. Por otra parte, se debe tomar en cuenta que una buena práctica en la
fabricación de volantes de inercia es mantener un número bajo de operaciones de
maquinado [89], esto asegura que la distribución de masa sea más uniforme.

El problema de minimizar el peso se relaciona con el aumento del diámetro total del
volante de inercia y su carcasa, así como el aumento en número y peso de celdas
solares y su respectiva electrónica de potencia [78], [90]. En el caso de CubeSats,
donde no se consideran carcasas de protección generalmente y el número de celdas
solares es limitado, se han hecho diseños tomando en cuenta solo las restricciones de
volumen y empleando motores comerciales. En el ámbito de este trabajo, se parte de
un voltaje de trabajo aceptable para Cubesat, como es 12V, y se selecciona un motor
comercial acorde a este voltaje y a las especi�caciones de par mecánico requeridas en
la sección A.1.5. Con esta información, se procede a diseñar la geometría del volante
de inercia.

La inercia deseada del volante de inercia Iv se obtiene de (A.5), considerando la

2En el ámbito espacial el modelo de vuelo es el equipo �nal diseñado para soportar las condiciones
reales de operación, existen otras versiones previas como el modelo de ingeniería, que es un prototipo
funcional que no necesariamente soporta el ambiente espacial [23]
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inercia del rotor del motor Im = 5.1× 10−7kgm2 y la densidad del material empleado
(ρ = 8000kg/m3 para el acero inoxidable AISI 304). Se tiene

Jω = Iv + Im = Hmax
ω /ωmax (A.6)

Par de rueda de reacción

τw = 8.2mN ·m

Capacidad de momento angular de rueda de reacción.

hw = 6.364mN ·m · s

Figura A.1: Ensamble de rueda de reacción.

Figura A.2: Ensamble de rueda de reacción mostrando la parte electrónica y los
ori�cios para sujeción a la estructura del satélite. La electrónica asociada es capaz de
proveer varias funciones a la rueda de reacción tales como control por corriente, control
de velocidad, maneja diferentes acondicionamientos de señales tanto de entrada como
de salida tales como señales PWM, digitales o señales analógicas.
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A.3. Diseño magnetopar.

El factor de forma típico de magnetopar es el de un solenoide con nucleo de ferrita,
tal como se muestra en la Fig. A.3.

Figura A.3: Magnetopar construido en la Sección de Mecatrónica.

A.4. Características de actuador.

En la Tabla A.4 se muestra un comparativo de los parámetros obtenidos en este
trabajo y los parámetros de otras ruedas de reacción comerciales.
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Tabla A.4: Comparativo de ruedas de reacción comerciales y la fabricada en la Sección
de Mecatrónica.

Parámetro SinClair
Interpla-
netary
RW0.007-4

Clyde Spa-
ce

CubeSpace
(small)

Sección
Meca-
trónica
Cinvestav

Par máximo [mNm] 1 2 0.23 17.643

momento angular almacenado
[mNm s]

7 3.4 1.7 6.36

Peso [g] 90 5 70

Dimensiones [mm] 50x40x27 23x31x26 28.5x36x32

Voltaje máximo [V] 8 5 6.5 12.5

Corrientes o potencia de modos
de operación

700mW 300mA 180mW 1000mA

Momento de Inercia de rueda
[gcm2]

45 70.9974

Velocidad máxima de motor
[rpm]

4460 7200 8000 10000

Modos de control (si se puede
controlar por velocidad y/o co-
rriente).

ambos


