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Resumen

En el presente trabajo se aborda el problema de prediccion y control de una clase
de sistemas no lineales con retardo en la entrada. Se introduce un predictor lineal
para calcular valores futuros de estados algunas unidades de tiempo en el futuro.
El predictor propuesto es equivalente a un observador retardado para un sistema en
adelanto, obtenido a partir de un cambio adecuado de coordenadas. Para mostrar que
el predictor propuesto converge a los valores de los estados futuros, se hace uso de la
condiciéon de Lipschitz. Adicionalmente los estados futuros predichos son utilizados
para resolver el problema de seguimiento de trayectoria bajo suposiciones similares
a las del problema de prediccion. La convergencia de los errores de prediccion y
de seguimiento de trayectorias es analizada considerando una funcional completa de
Lyapunov-Krasovskii.

Para observar el comportamiento del esquema de prediccion—control, primero se
analiza un sistema inestable en lazo abierto. Se realizan simulaciones numéricas. Pos-
teriormente se analiza un sistema péndulo—barra actuado por un motor y una hélice.
Se realizan una simulacién numérica y un experimento para probar el funcionamien-
to del esquema de prediccién—control. Finalmente, se analiza el comportamiento del

esquema de prediccién—control en un robot mévil omnidireccional.
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Abstract

In the present work the problem of prediction and control of a class of nonlinear
systems with delay at the input is approached. A linear predictor is introduced to
calculate future values of states, some units of time in the future. The proposed pre-
dictor is equivalent to a delayed observer for a forward system, obtained from an
appropriate change of coordinates. To show that the proposed predictor converges
to the future values of the states, the Lipschitz’s condition is used. Additionally, the
predicted future states are used to solve the trajectory tracking problem under assum-
ptions similar to those of the prediction problem. The convergence of prediction and
trajectory tracking errors is analyzed considering a complete Lyapunov—Krasovskii
functional.

To observe the behavior of the prediction—control scheme, an open loop unstable
system is first analyzed. Numerical simulations are carried out. Later on a pendulum—
bar system drived by a motor and a propeller is considered. A numerical simulation
and a real time experiment are performed to test the operation of the prediction—
control scheme. Finally, the behavior of the prediction—control scheme in an omnidi-

rectional mobile robot is analyzed.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccién

En el presente documento se realiza investigaciéon de una clase de sistemas no
lineales con retardos, éstos, se clasifican en sistemas con retardos en la entrada, con
retardo en los estados y con retardo en las derivadas.

Lo que define un sistema con retardo es la caracteristica que la evolucién del
sistema en el futuro, no sélo depende del estado actual, sino de un periodo de su
historia. Esta particular relacion causa-efecto se puede capturar de forma sucinta, y
se ha modelado mediante ecuaciones diferenciales con retardo o mas generalmente,
por ecuaciones diferenciales funcionales.

Mientras que en la practica muchos sistemas dindmicos pueden ser satisfactoria-
mente descritos sélo por ecuaciones diferenciales ordinarias donde la evolucion futura
del sistema depende tnicamente del estado actual, también hay ocasiones cuando el
efecto del retardo no puede ser despreciado y debe tomarse en cuenta para asegurar
un buen desempeno del sistema.

1.2. Problema de sistemas con retardos de tiempo

El fenémeno de los retardos es frecuentemente encontrado en sistemas practicos,
tales como sistemas de redes, estabilizacién de aeronaves, reactores nucleares, siste-
mas quimicos, etc. La presencia de retardos puede tener efecto en la estabilidad y
funcionamiento del sistema, asi que ignorarlos, puede llevar a defectos en el diseno y
analisis incorrectos. De ahi, que la estabilidad de sistemas con retardos haya recibido
considerable atencion en los tltimos anos.

Se reconoce comunmente que los tiempos afectados por retardo de tiempo son
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componentes naturales de los procesos dindmicos (quimicos o eléctricos) o los siste-
mas biologicos que implican fenémenos o la herencia de propagacién y de transporte,
Niculescu [2001b].

También es relativamente conocido que la existencia de un retardo en el modelo
del sistema puede inducir inestabilidad, oscilaciones o malos funcionamientos, Hale
[1977], Kolmanovskii y Myshkis [1992].

De acuerdo con la dependencia del retardo, los criterios de estabilidad para los
sistemas con retardo pueden ser clasificados entre independientes y dependientes del
retardo. Es bien sabido que los criterios de retardo independiente tienden a ser con-
servadores especialmente para retardos muy pequenos, Gu et al. [2003], Niculescu

[2001b).

1.3. Antecedentes

Los retardos se encuentran frecuentemente en el comportamiento de muchos pro-
cesos fisicos y muy a menudo son la causa principal del bajo rendimiento y la inesta-
bilidad de los sistemas de control. En vista de esto, la robustez de los sistemas con
retardo es un tema de gran importancia practica que ha despertado un gran interés
durante varias décadas.

1.4. Planteamiento del problema y Justificacién

En el area de sistemas con retardos, el problema de estabilizar o controlar sistemas
que presentan retardos ha sido la preocupacion de investigadores durante los ultimos
anos. Para ello es necesario conocer las variables de estado del sistema. Dichas varia-
bles pueden ser medibles o no medibles, lo que lleva a disefiar observadores de estado
para estimarlas.

La reconstrucciéon aproximada de las variables de estado de sistemas dinamicos
con retardo ha llevado a proponer esquemas de prediccion. Estos esquemas proporcio-
nan valores futuros de estados que pueden ser utilizados para obtener el controlador.

En el presente trabajo se pretende implementar un esquema de predicciéon-control
para una clase de sistemas no lineales sujetos a retardos en la senal de entrada. El
problema fundamental a afrontar es la falta de informacién debido a la consideracion
de esquemas de control a distancia que podrian inducir la existencia de retardos de
tiempo en la aplicacion de las leyes de control.
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El diseno de controles de robots, ya sea manipuladores o robots moviles, lleva a la
necesidad de utilizar sensores para medir posicion o velocidad. El uso de sensores en
los que la frecuencia de actualizacion de las senales que proporcionan pueden también
considerarse como senales con retardos de tiempo, lo cual repercute en el diseno de
una ley de control basada en estas senales, ya sean de posiciéon y posiblemente de
velocidad.

La consideraciéon de un esquema de control a distancia y la estimacion de posiciones
y velocidades por medio de sensores con frecuencia de actualizacion baja, conduce en
este trabajo a proponer un modelo de un sistema descrito por ecuaciones diferenciales
no lineales sujetas a retardos de tiempo en las senales de entrada.

1.5. Hipoétesis

Se considerara una clase de sistemas no lineales tipo Lipschitz que pueden encon-
trarse cominmente en el drea del control de sistemas electromecanicos.

1.6. Objetivo de la tesis

Este trabajo tiene dos objetivos primarios. Primero, presentar una estrategia de
predicciéon para una clase de sistemas no lineales tipo Lipschitz sujetos a retardos
en la senal de entrada. Como resultado de un cambio de coordenadas adecuado, el
predictor de estados proporciona asintéticamente el valor de los estados 7 unidades
adelantadas. Segundo, proponer una soluciéon para los problemas de estabilizacién y
seguimiento de trayectorias para la clase de sistemas considerados usando los estados
predichos anteriormente.

A partir de dichos objetivos se proponen las siguientes actividades:

* Disenar una estrategia de prediccion para una clase de sistemas no lineales tipo
Lipschitz sujetos a retardos en la entrada.

* Realizar experimentos en simulacion del comportamiento de la estrategia de
prediccion.

* Proponer una soluciéon para los problemas de estabilizacion y seguimiento de
trayectorias.

* Realizar simulaciones numéricas del comportamiento de la propuesta de estabi-
lizacion y también para el seguimiento de trayectorias.

* Implementar el esquema de prediccién-control en una plataforma experimental
y verificar con los resultados obtenidos en simulacién.
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* Analizar los resultados obtenidos y proponer mejoras para el esquema de pre-
diccion-control desarrollado.

1.7. Alcances del trabajo

En este trabajo se pretende desarrollar una estrategia de predicciéon para una
clase particular de sistemas tipo Lipschitz que se encuentran sujetos a retardos en la
senal de entrada. Con dicho esquema de prediccion se obtendran estados futuros que
seran utilizados para resolver tanto el problema de regulacién y asi como también
el seguimiento de trayectorias. Una vez que se obtenga la estrategia de prediccion
y se haya probado en simulaciones numéricas, se procedera a implementarse en una
plataforma experimental.

1.8. Contribuciones

Las contribuciones que se obtienen con la realizacion de esta investigacion, son en
el area de control de sistemas con retardos. Se aborda el problema de predicciéon y
control, evitando soluciones integrales de dimension infinita, para una clase de siste-
mas no lineales con retardo en la entrada. Considerando el predictor lineal propuesto
en Michiels y Roose [2001], este trabajo introduce un predictor no lineal, para una
clase de sistemas no lineales, para calcular valores futuros de estados, 7 unidades
de tiempo en el futuro. Bajo la suposicién de la condicién de Lipschitz, es posible
mostrar que el predictor propuesto converge a los valores de los estados futuros. La
suposicion de Lipschitz es comun en la literatura para sistemas no lineales sin retardo
Thau [1973], Rajamani [1998], y para una clase de sistemas no lineales con retardo
Shi et al. [2016a], Shi et al. [2016b]. Adicionalmente, los estados futuros predichos son
utilizados para resolver el problema de seguimiento de trayectoria bajo suposiciones
similares a las del problema de prediccion.

El predictor propuesto es equivalente a un observador retardado para un sistema
en adelanto, obtenido a partir de un cambio de coordenadas. La convergencia de los
errores de prediccién y seguimiento de trayectoria son mostrados considerando una
funcional completa de Lyapunov-Krasovskii, Kharitonov [2013]. La solucién propues-
ta en este documento estd relacionada con el trabajo de Lei y Khalil [2016]. Siguiendo
una aproximaciéon diferente, la solucién en Lei y Khalil [2016] depende del tamano de
la cota superior del retardo variante en tiempo, mientras que la solucién desarrollada
en este trabajo provee una cota superior para un retardo constante.

También se analiza el problema de seguimiento de trayectorias para un sistema
no lineal con retardo de tiempo constante a la entrada. Especificamente, se considera
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un actuador aerodinamico formado por una dupla barra-hélice. Para resolver el pro-
blema se disena un predictor de los valores futuros de los estados, el cual es utilizado
para disenar una retroalimentacion causal que resuelve el problema mencionado. La
convergencia de los errores de prediccion y seguimiento se muestra utilizando una
funcional completa de Lyapunov-Krasovskii (Kharitonov [2013]).

1.9. Organizacion de la tesis

La presente tesis se estructura de la siguiente forma.

En el Capitulo 2, se presenta el marco tedrico en donde se describe el origen del
problema presentado del caso lineal y el estado del arte de los sistemas no lineales
con retardo. En el Capitulo 3, se desarrolla un predictor para una clase de sistemas
no lineales sujetos a retardos en la entrada. Se analiza la convergencia del predic-
tor utilizando una funcional completa de Lyapunov-Krasovskii. En el Capitulo 4, se
abordan los problemas de regulacién y seguimiento de trayectorias para sistemas con
retardos. Aqui se analizan los sistemas completamente linealizables. En el Capitulo
5, se muestran los resultados en simulacién y experimentales. Primero, se presentan
las simulaciones numéricas para un sistema inestable en lazo abierto. Se obtienen las
condiciones para satisfacer el resultado principal del trabajo. Ademdas se muestran
los resultados obtenidos para los casos de regulacion y seguimiento de trayectorias.
Después, se presentan los resultados para el sistema barra-péndulo. Se analiza el
comportamiento en simulaciones numéricas y posteriormente se obtienen los resul-
tados experimentales. Para finalizar este capitulo, se incluye también el caso de un
robot moévil omnidireccional, el cual, presenta retardo en las senales de entrada. En
el Capitulo 6, se presentan las conclusiones obtenidas del trabajo, asi como también
se puntualizan algunas tareas como trabajo futuro.
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Capitulo 2

Marco Teodrico

Los sistemas con retardos han sido ampliamente estudiados en los tltimos anos,
debido a que pueden ser encontrados en varios sistemas practicos tales como sistemas
quimicos, mecanicos, biolégicos o sistemas en redes, etc. Estos sistemas se encuentran
presentes en la mayoria de los dispositivos que utilizamos en la vida diaria (Kolma-
novskii y Myshkis [1992], Niculescu [2001a]). Por ejemplo en aplicaciones de teleope-
racion, en donde la presencia de retardos en la senal de control y en las mediciones
pueden ser un factor importante en la estabilidad del sistema en lazo cerrado (Hale
y Lunel [1993]). Ya sea que aparezcan en el estado, en la entrada de control o en las
mediciones, éstos retardos pueden clasificarse como de transporte, de comunicacion
o de medicién, Fridman [2014]. La existencia de retardos en la sefial de control o

estados del sistema es crucial para la estabilidad en lazo cerrado. Ver por ejemplo,
Kolmanovskii y Myshkis [1992], Hale [1977] y Niculescu [2001a].

2.1. Observacién en sistemas lineales

El diseno de observadores lineales ha sido una area de constante investigacion en
las iltimas décadas y a pesar de los importantes progresos, muchos problemas impor-
tantes se mantienen sin ser resueltos. El problema de reconstruir aproximadamente
variables de estado de sistemas dindmicos cuando s6lo la salida (en algunos casos in-
completa) esta disponible ha sido la preocupacién de los investigadores en las tltimos
anos. Para sistemas lineales el problema de la reconstrucciéon de estados lleva a una
relacién cercana con los conceptos de controlabilidad, observabilidad y el disefio de
reguladores lineales, Thau [1973].

El problema del disefio de observadores surge naturalmente en un enfoque de siste-
ma, tan pronto como se necesita informacion interna a partir de mediciones externas
(directamente disponibles). En general, esté claro que no se pueden usar tantos sen-
sores como senales de interés que caracterizan el comportamiento del sistema (por
razones de costo, restricciones tecnolégicas, etc.), especialmente porque tales senales
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pueden venir en un nimero bastante grande, y pueden ser de varios tipos: general-
mente incluyen sefiales que varian en el tiempo que caracterizan el sistema (variables
de estado), constantes (pardmetros) y externas no medidas (perturbaciones).

Esta necesidad de informacién interna puede estar motivada por varios proposi-
tos: modelado (identificacién), monitoreo (deteccién de fallas) o conduccién (control)
del sistema. Todos esos propoésitos se requieren conjuntamente cuando se pretende
mantener un sistema bajo control. Esto hace que la reconstruccion, o el problema del
observador, sea el corazén de un problema de control general.

En resumen, un observador se basa en un modelo, con adaptacion en linea basada
en las mediciones disponibles, y con el objetivo de reconstruir la informacion, es decir,
puede caracterizarse como un reconstructor de informacién basado en un modelo, en
mediciones, en lazo cerrado.

Por lo general, el modelo es una representacion del espacio de estado, y se supondra
aqui que todas las piezas de informacién que se reconstruiran surgen de variables de
estado. Frente a esto, uno puede tratar de diseniar un sistema dinamico explicito cuyo
estado deberia dar una estimacion del estado real del modelo considerado, o simple-
mente resolver el problema como uno de optimizacion.

2.2. Prediccién en sistemas lineales (Predictor de
Smith)

Un enfoque ampliamente investigado son las técnicas de prediccion de valores fu-
turos de los estados del sistema para diseiiar leyes de retroalimentacion causales. En
el caso lineal, el denominado Predictor de Smith (Smith [1959]) fue un parteaguas en
este sentido.

El predictor de Smith (SP), es la primera estructura conocida como compensador
de tiempo muerto (DTC por sus siglas en inglés). Se presenté para mejorar el rendi-
miento de los controladores clasicos (controladores PI o PID) para plantas con tiempo
muerto. Es uno de los métodos de compensacion de tiempo muerto mas populares y
el algoritmo mas utilizado para la compensacién de tiempo muerto en la industria,
Normey-Rico y Camacho [2008].

La estructura del SP (ver Figura 2.1), se puede dividir en dos partes: el controla-
dor primario C(s) y la estructura del predictor. El controlador C(s) es tipicamente
un PID pero también puede ser otro controlador. El predictor se compone de un mo-
delo de la planta sin tiempo muerto (G, (s)), también conocido en la literatura como
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q(t)
r(t) + + y(t)
C(s) P(s) =
) Y+l b
Gn(s) e Lns +
yP(t) ep(t)
+

Figura 2.1: Predictor de Smith.

el modelo rapido, y un modelo del tiempo muerto e~#7*. Asi, el modelo del proceso

completo es P,(s) = G,(s)e L%, El modelo rdpido G, (s) se utiliza para predecir en
lazo abierto. Para considerar los errores de modelado (e,(t)), la diferencia entre la
salida del proceso (y(t)) y la salida del modelo (§(t)), incluido el tiempo muerto, se
agregan a la prediccion de lazo abierto, como se ve en el esquema de la Figura 2.1.
Si no hay errores de modelado o perturbaciones, el error entre la salida del proceso
actual y la salida del modelo serd cero y la senal de salida del predictor y,(t) sera
la salida libre de tiempo muerto de la planta. En estas condiciones, C(s) se puede
ajustar, al menos en el caso nominal, como si la planta no presentara tiempo muerto,
Normey-Rico y Camacho [2007].

El predictor de Smith resuelve el problema de control para sistemas lineales esta-
bles en lazo abierto sujetos a retardo en la senal de entrada. En Palmor [1996] presenta
varias mejoras al enfoque del predictor de Smith. Por lo que, al desarrollar predictores
de estado, es posible sintetizar retroalimentaciones de estado causales para sistemas
lineales Smith [1957], Palmor [1996].

2.3. Observacién en sistemas no lineales

El disenio de observadores no lineales ha sido estudiado por un largo tiempo. Gran
parte del esfuerzo ha resultado en extensiones del observador lineal de Luenberger:
ejemplos de este son los filtros extendidos de Kalman, técnicas de pseudo linealizacion,
etc. Estas técnicas son validas en un rango pequeno alrededor del punto de operacion.
Y frecuentemente requieren de cdlculos importantes en tiempo real.
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2.3.1. Linealizacion

Un enfoque sistematico para el desarrollo de observadores para sistemas no lineales
se dio en Krener y Isidori [1983]; se utilizé una transformacién de coordenadas no
lineales para modificar el sistema no lineal original en un sistema lineal con la adicion
de un término de inyeccion de la salida. Las transformaciones de estados no lineales
también se emplearon en Bestle y Zeitz [1983], Krener y Respondek [1985], Ciccarella
et al. [1993] para obtener formas candnicas lineales que se pueden usar para el disefio
de observadores. Un estudio comparativo de cuatro técnicas que aparecieron en la

década de 1980 para observar los estados de sistemas no lineales se dio en Walcott
et al. [1987].

2.3.2. Alta ganancia

El uso de observadores de alta ganancia ha evolucionado como una técnica im-
portante para el diseno de control retroalimentado para sistemas no lineales. Los
ingredientes basicos para ésta técnica son:

* Un observador de alta ganancia que robustamente estima las derivadas de la
salida.

* Un control retroalimentado globalmente acotado, usualmente obtenido por sa-
turaciéon de una funcién de retroalimentacién continua, fuera de una regién
compacta de interés, que cumple con los objetivos de diseno. La cota global
del control, protege los estados de la planta del fenémeno peaking cuando los
estados estimados del observador de alta ganancia son utilizados en lugar de los
estados reales.

Los observadores de alta ganancia han evolucionado durante las tltimas dos déca-
das como una herramienta importante para el diseno del control de retroalimentacion
de la salida de sistemas no lineales.

El trabajo inicial sobre observadores de alta ganancia en sistemas no lineales apa-
reci6 a finales de los afios 80, Esfandiari y Khalil [1989], Saberi y Sannuti [1990]. Poco
después, la técnica fue desarrollada de manera independiente por dos escuelas de in-
vestigadores: la escuela francesa dirigida por Gauthier, Hammouri y otros; Besangon
[2003], Busawon et al. [1998], Deza et al. [1992], Gauthier et al. [1992], Gauthier y
Kupka [1994], Hammouri et al. [2002], Viel et al. [1995] y la escuela de los EE. UU.
liderada por Khalil en la Universidad Estatal de Michigan.

El trabajo de Gauthier y otros en la escuela francesa se centré en obtener resul-
tados globales bajo las condiciones globales de Lipschitz. El trabajo de Khalil y sus
colaboradores dio un giro diferente después de que Esfandiari y Khalil [1992] demos-
traran que, ante la falta de condiciones globales de Lipschitz, los observadores de
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alta ganancia podrian desestabilizar el sistema en lazo cerrado ya que la ganancia
del observador es lo suficientemente alta. La desestabilizacion se explicé utilizando
el fenomeno de peaking, que es un término utilizado en el diseno asintético de alta
ganancia para describir el hecho de que llevar la ganancia lo suficientemente grande
produce un comportamiento impulsivo.

El efecto desestabilizador de la interaccion del peaking con la no linealidad ya
habia sido expuesto por Sussmann y Kokotovic [1989], en la retroalimentacién de
estados de alta ganancia. La presencia del peaking en observadores lineales de alta
ganancia se observd anteriormente, pero su efecto desestabilizador en el control por
retroalimentacion no lineal se observé por primera vez en Esfandiari y Khalil [1992].
Mas importante atin, propuso una solucién aparentemente simple para el problema.

Se sugiri6é que el control deberia disefiarse como una funcién acotada globalmente
de los estados estimados para que se sature durante el peaking. Debido a que el obser-
vador de alta ganancia esta disenado para ser mucho mas rapido que la dinamica de
lazo cerrado en la retroalimentacion del estado, el peaking es muy corto en relacion
con la escala de tiempo de las variables de la planta, que se mantienen muy cerca
de sus valores iniciales. Esta separacién de escalas de tiempo se usé en Esfandiari y
Khalil [1992] para probar que el controlador de realimentacion de salida estabiliza el
sistema en lazo cerrado para una ganancia de observador suficientemente alta.

Posteriormente, Atassi y Khalil [1999] demostraron otra propiedad fundamental
del control saturado. Mostraron que las trayectorias de las variables de estado bajo la
retroalimentacion de la salida convergen arbitrariamente a las de la retroalimentacion
del estado, a medida que la ganancia del observador se vuelve lo suficientemente
alta. Esta propiedad muestra que el controlador de retroalimentaciéon de la salida
recupera el rendimiento del controlador de retroalimentacién de estado, y no solo sus
propiedades de estabilidad.

2.3.3. Tipo Lipschitz

El disenio de observadores para sistemas tipo Lipschitz fue primero considerado
por Thau en su articulo, Thau [1973], donde obtiene una condicién de suficiencia para
asegurar estabilidad asintética del observador. La condicién de Thau es una herra-
mienta de andlisis muy ttil pero no direcciona el problema fundamental de diseno.

Alentados por el resultado de Thau, varios autores estudiaron el diseno de obser-
vadores para sistemas tipo Lipschitz. En Raghavan y Hedrick [1994], se formula un
procedimiento para atacar el problema de disefio. El disefio se basa en resolver una
ecuacion algebraica de Riccati para obtener la ganancia estatica del observador. La
técnica de Raghavan fue extendida después por Garg y Hedrick [1995], para estudiar
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la deteccion de fallas y la identificacion de sistemas Lipschitz.

Desafortunadamente, el algoritmo de Raghavan a menudo no tiene éxito incluso
cuando las matrices (A, C) satisfacen las suposiciones de observabilidad habituales.

Raghavan demostré que el diseno del observador aiin podria ser manejable utili-
zando transformaciones de estado. Otro defecto de su algoritmo es que no proporcio-
na informacion sobre qué condiciones debe cumplir la ganancia del observador para
garantizar la estabilidad. Una soluciéon bastante completa de estos problemas fue pre-
sentada mas tarde por Rajamani [1998].

Rajamani obtuvo la condicién necesaria y suficiente de la matriz de observabilidad
que garantiza la estabilidad asintotica del observador y formulé un procedimiento de
disenio, usando un gradiente basado en un método de optimizacién. También discutié
la equivalencia entre la condicién de estabilidad y la minimizacién de la norma H,
de un sistema en la forma estandar. Sin embargo, sefialé que el problema de disefio
no puede resolverse como un problema de optimizaciéon H,, estandar, ya que no se
cumplen las suposiciones de regularidad requeridas en el marco H..

En Pagilla y Yongliang Zhu [2004], se consideran tres problemas relacionados pa-
ra la estabilizacién de una clase de sistemas no lineales tipo Lipschitz: (1) diseno de
controlador con retroalimentacién de estado completo, (2) disefio de observador y (3)
diseno de controlador con retroalimentaciéon de la salida. Se desarrollan condiciones
suficientes para el diseno de un controlador retroalimentado de estado completo y un
observador no lineal. Dado que se satisfacen las condiciones de suficiencia del contro-
lador y observador, se muestra que el controlador con retroalimentacién de estados
estimados del observador propuesto lograra una estabilizacion exponencial. Resulta-
dos en simulacién verifican numéricamente los disefios propuestos.

En Pertew et al. [2005], se propone un nuevo diseno de observador H,, para
sistemas no lineales tipo Lipschitz. Se muestra por primera vez que los observadores
clasicos de estilo Luenberger son casos especiales de un marco dindmico mas general,
uno que parece prometedor dados los grados adicionales de libertad. Se muestra la
equivalencia entre el problema de diseno del observador y un problema de control
H, estandar que satisface todas las suposiciones de regularidad. También se presenta
un procedimiento de diseno sistematico que puede llevarse a cabo utilizando software
disponible comercialmente.

2.4. Prediccion en sistemas no lineales

El problema de control de sistemas con retardo de tiempo en la entrada ha sido
tratado a partir de diferentes enfoques. Empezando por ignorar su efecto, cuando el
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retardo es muy pequenio o mediante retroalimentaciones causales aproximadas (Munz
et al. [2009]) en el caso lineal o aproximaciones de orden reducido en el caso no lineal
(Maza-Casas et al. [2000], Kolmanovskii y Myshkis [1992]).

Primero, es obligatorio analizar el problema de prediccién de estados para resolver
(usando retrolimentaciones de estado causales) problemas de control de sistemas no
lineales con retardo en la entrada Germani et al. [2002]. En Germani et al. [2002] se
presenta un enfoque para la construccién de un observador de estado para sistemas
no lineales cuando las mediciones de la salida estan disponibles para calculos después
de un retardo de tiempo no despreciable. El observador propuesto consiste en una
cadena de algoritmos de observacion que reconstruyen el estado del sistema en dife-
rentes instantes de tiempo retardado (observador de cadena). Se dan condiciones que
aseguran la convergencia exponencial global del error de observacion para cualquier
retardo dado en las mediciones. La implementacién del observador es simple y las
simulaciones numéricas demuestran su efectividad.

En la mayoria de los casos, el problema de prediccion esté relacionado al tra-
bajo pionero de observacién de estados Thau [1973] o su generalizacién presentada
en Rajamani [1998] para sistemas no lineales sin retardo. La necesidad de retroali-
mentaciones de estados causales para resolver problemas de control no lineales con
retardo en la entrada ha llevado a desarrollar predictores de estados aproximados, por
ejemplo, Mazenc y Bliman [2006], en donde el enfoque de backstepping es adaptado
al problema de estabilizar asintéticamente de manera global los sistemas no lineales
con un retardo en la entrada arbitrariamente grande. La estrategia de diseno se basa
en la construcciéon de una funcional de Lyapunov-Krasovskii.

En Kim y Son [2010] se disefia un controlador robusto para compensar perturba-
ciones variantes en tiempo a través de un estimador de perturbaciones.

El problema de estabilizacién para una clase de sistemas con multiples retardos
en la entrada, es tratado en Li et al. [2014]. La solucién propuesta usa una retroali-
mentacion infinita dimensional basada en estados predichos. Se estudia la estabilidad
exponencial de los sistemas lineales con miltiples retardos en la entrada mediante la
construccion de funcionales de Lyapunov-Krasovskii adecuadas. Con este fin, primero
se transforma el sistema con retardo de tiempo en lazo cerrado con retroalimenta-
cién del predictor en un sistema equivalente sin retardo. Luego, basado en el sistema
lineal sin retardo, se propone una funcional de Lyapunov-Krasovskii que garantiza
la estabilidad exponencial del sistema con retardo en tiempo original en términos de
la solucién de un conjunto de desigualdades matriciales lineales (LMI). Estd com-
probado que el conjunto de LMI es solucionable siempre que el sistema lineal sin
retardo sea asintéticamente estable. Al mismo tiempo, se muestra que la funcional
de Lyapunov-Krasovskii obtenida es también una funcional entrada—estado estable
(ISS) de Lyapunov-Krasovskii para el sistema de control con retroalimentacién del
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predictor. Se desarrolla un ejemplo numérico para mostrar la efectividad del enfoque
propuesto. La virtud del enfoque propuesto es que la construccién de la funcional de
Lyapunov-Krasovskii no necesita el método de backstepping para la ecuacion diferen-
cial parcial y se basa simplemente en algunas LMI que se pueden resolver de manera
eficiente con el software existente.

Un controlador por modos deslizantes se presenta en Young-Hoon y Jun-Ho [1999]
para la estabilizacion de sistemas con retardo en la entrada. Disefian un predictor de
estados y una superficie deslizante para minimizar los efectos del retardo.

Una estrategia robusta para estabilizar sistemas con retardo en la entrada bajo
incertidumbres paramétricas se presenta en Bohyung Lee y Jang Gyu Lee [2000],
la solucion se basa en las desigualdades matriciales lineales; el mismo problema se
aborda en Chiang y Tung [2003] a través de una funcional de Lyapunov—Krasovskii.
En Bohyung Lee y Jang Gyu Lee [2000], se investiga un método de control robusto
para el problema de control no lineal con un retardo en la entrada. Se transforma
el problema de control con la no linealidad de entrada en un problema de control
robusto de tipo sistema lineal con incertidumbre estructurada. Se obtienen las condi-
ciones para las desigualdades matriciales lineales (LMI) para la estabilizacién robusta
dependiente del retardo de sistemas inciertos estructurados con retardo en la entrada
y la no linealidad del sector de entrada.

En Chiang y Tung [2003], se propone un anélisis sistematico y un método de diseno
simple para una clase de sistemas no lineales con errores de modelado y retardo en la
entrada. La incertidumbre del sistema se considera como no desvaneciente en el pun-
to de operacién deseado. Usando una transformacion de coordenadas, el sistema no
lineal original se puede transformar en un problema clasico de perturbacién singular.
Cuando la condicién local de Lipschitz es la no linealidad (incluida la incertidumbre
y el retardo de entrada), su efecto en la trayectoria de salida se puede suprimir de
manera efectiva utilizando la técnica propuesta.

El caso de sistemas retroalimentados linealizables con retardo en la entrada acota-
do es analizado en Lei y Khalil [2016] donde el problema de estabilizacion es resuelto
para un retardo suficientemente pequeno; el mismo problema, para sistemas lineales
es considerado en Krstic [2010].

El disenio del controlador de seguimiento de trayectorias de un robot movil con
ruedas sujeto a mediciones retardadas es tratado en Guechi et al. [2012]. Usando las
propiedades de planitud del robot movil tipo monociclo, se propone un enfoque de
retroalimentacién de salida basado en un predictor no lineal para estimar las varia-
bles de estado. Este, permite garantizar la estabilidad exponencial de los errores de
seguimiento. También se aplica un observador de tiempo finito basado en la teoria
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de modos deslizantes para la estimacion del retardo cuyo valor se supone constante
pero desconocido. La estabilidad del sistema en lazo cerrado con salidas retardadas
se estudia utilizando la teoria de Lyapunov. Se realizan simulaciones numéricas en un
entorno realista para mostrar la eficiencia del enfoque propuesto.

Otra opcion para abordar el problema de control de sistemas con retardo, es uti-
lizar como estrategia de predicciéon una integral infinita conocida como Asignacion
del Espectro Infinito propuesta en Manitius y Olbrot [1979] y sus generalizaciones
presentadas en Krstic [2009]. Las estrategias de prediccion por integrales infinitas son
soluciones analiticas que adolecen de problemas practicos de implementacion, ver por
ejemplo, Michiels et al. [2002] para una comparacion entre la solucion de la integral
infinita y una simple reatroalimentacién estatica de estados. Los trabajos en Michiels
et al. [2003], Mirkin [2004], y Mondie y Michiels [2003] detallan las limitaciones de
la asignacién del espectro finito. Autores de Zhou et al. [2012] y Zuo et al. [2016]
proponen controladores retroalimentados de salida truncada para sistemas lineales
y una clase de sistemas no lineales tipo Lipschitz, respectivamente, para evitar los
problemas de implementacion. Los controladores retroalimentados de salida truncada
ignoran el término dimensional infinito.

2.5. Otros casos

En Niculescu et al. [1998], se centran en el problema de la estabilidad exponen-
cial robusta de una clase de sistemas inciertos descritos por ecuaciones diferenciales
funcionales con retardos variantes en el tiempo. Se asume que las incertidumbres
son continuas, variantes en el tiempo, no lineales, y acotadas. Se dan las condiciones
suficientes para la estabilidad exponencial robusta tanto para casos de retardo sim-
ple como miultiple. Se considera el tema de la estabilidad exponencial de una clase
de sistemas inciertos con retardos variantes en el tiempo. Estos sistemas se descri-
ben mediante ecuaciones diferenciales funcionales con incertidumbres en los estados
actual y retrasado. Se asume que las incertidumbres son continuas, variantes en el
tiempo, no lineales y acotadas conicamente. Se han considerado sistemas inciertos
con retardos tnicos y multiples variantes en el tiempo. El punto focal de este trabajo
es investigar las condiciones que garantizan la estabilidad exponencial para todas las
incertidumbres admisibles.

Los sistemas con retardos grandes en la entrada, incluso aquellos en los que la
planta es inestable, pueden controlarse con éxito utilizando la retroalimentacion de
un predictor y métodos basados en el control LQ. La mayoria de los resultados tratan
problemas donde el retardo es constante. En el caso de sistemas con retardos variantes
en el tiempo, existen varios resultados para problemas con el retardo en el estado y
sin retardo en la entrada. Sin embargo, el caso de sistemas con retardo variante en la
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entrada ha recibido muy poca atencion, Krstic [2010].

Artstein [1982], introdujo una idea bésica de cémo abordar los problemas con el
retardo en la entrada variante en el tiempo, sin embargo, el diseno no se elabora en
detalle ya que el caso del retardo variante en el tiempo se considera solo para las plan-
tas variantes en el tiempo, en donde los desarrollos explicitos no son posibles. Nihtila
[1991] present6 un disefio explicito de retroalimentacién de estado para plantas linea-
les invariantes en el tiempo (LTI) con retardos en la entrada variantes en el tiempo.
En Krstic [2010] se estable la estabilidad exponencial del sistema retroalimentado con
el controlador de Nihtila [1991]. Se hace utilizando una construccion explicita de una
funcional de Lyapunov (estricta), donde el enfoque empleado utiliza una transfor-
macion que relaciona el sistema de retroalimentacion de dimensién infinita con otro
sistema de dimension finita. Una construccion de este tipo no utiliza una funcional
de Lyapunov, sino un controlador que compensa el retardo variante en el tiempo.

El desafio en el estudio de la estabilidad bajo el retardo en la entrada variante en
el tiempo, en comparacion con el resultado de Krstic [2010] para los retardos en la
entrada constantes, es que uno tiene que construir una funcional de Lyapunov usando
una transformacién backstepping y transformar el estado del actuador en una ecua-
cién diferencial parcial de transporte (PDE).

En Hou et al. [2002], se presenta un diseno de observador simple para sistemas
lineales con retardo. La clave en el diseno es encontrar un cambio de coordenadas
generalizado tal que en las nuevas coordenadas todos los términos con retardo en la
descripcién del sistema estén asociados sélo con la salida. Este método corresponde al
enfoque de inyeccion de salida en los disenios de observadores no lineales. El enfoque
de inyeccion de salida puede tratar con una clase muy restrictiva de sistemas no li-
neales, mientras que este método puede cubrir todos los sistemas lineales con retardo
que satisfacen la condicion de rango de la matriz de observabilidad.



Capitulo 3

Esquema de Observacion

3.1. Introduccion

3.1.1. Razon de la necesidad de la prediccion

Los retardos de tiempo se pueden encontrar en varios sistemas de ingenieria, ta-
les como procesos quimicos, sistemas neumaticos, hidraulicos, sistemas econdémicos,
etc., Young-Hoon y Jun-Ho [1999]. En comparacién con los sistemas sin retardo, la
presencia de retardos hace que sea mas dificil lograr el rendimiento y la estabilidad
satisfactorios de los sistemas. El retardo limita el ancho de banda alcanzable y el uso
de retroalimentaciones de alta ganancia. Muchos autores se ocupan del problema de
control de los sistemas con retardo a través de controladores basados en predicto-
res (Smith [1959]; Artstein [1982]; Fiagbedzi y Pearson [1986]; Kojima et al. [1994]).
Estos incluyen un predictor para compensar el retardo, por lo que son bien conoci-
dos como un recurso para superar el efecto del retardo. Por lo tanto, un sistema con
retardo, bajo un controlador basado en predictor, puede transformarse en un sistema
sin retardo en el que el retardo se elimina del sistema en lazo cerrado. Este enfoque
nos permite caracterizar el procedimiento de diseno para el sistema sin retardo.

3.1.2. Relacion entre un predictor y un observador

La relacion existente entre un predictor y un observador es que ambas entidades
son en cierta forma similares, es decir, ambos son utilizados para realizar la estima-
cién de variables de estado. La diferencia entre ellos radica en la temporalidad en
la que son utilizados. Un observador es disenado para estimar variables de estado
en sistemas dindmicos libres de retardo mientras que un predictor es utilizado para
estimar variables futuras de los estados en sistemas dindmicos adelantados en tiempo,
es decir, el predictor es un observador para un sistema en adelanto.



18 3 Esquema de Observacion

3.1.3. Importancia de la clase de sistemas a estudiar

Este trabajo aborda el problema de predicciéon y control, evitando soluciones in-
tegrales de dimensién infinita, para una clase de sistemas no lineales con retardo en
la entrada. Considerando el predictor lineal propuesto en Michiels y Roose [2001],
este trabajo introduce un predictor no lineal, para una clase de sistemas no lineales,
para calcular valores futuros de estados, 7 unidades de tiempo en el futuro. Bajo
la suposicién de que los sistemas cumplen con la condiciéon de Lipschitz, es posible
mostrar que el predictor propuesto converge a los valores de los estados futuros. La
suposicién de Lipschitz es comtn en la literatura para sistemas no lineales sin retardo
Thau [1973], Rajamani [1998], y para una clase de sistemas no lineales con retardo
Shi et al. [2016a], Shi et al. [2016D)].

3.1.4. Resultados obtenidos: a) observaciéon b) control

Dentro de los resultados se obtiene un predictor no lineal para una clase de sistemas
no lineales, ésto para estimar valores futuros de los estados 7 unidades de tiempo en el
futuro. La convergencia del predictor propuesto a los valores de los estados futuros, se
hace bajo la suposicion de la condicién de Lipschitz. Con los estados futuros predichos
se resuelve el problema de regulacion y de seguimiento de trayectorias. La estabilidad
en lazo cerrado es analizada a partir de una funcional completa de Lyapunov.

3.2. Clase de sistemas no lineales con retardo en
la entrada

Este trabajo, considera una clase de sistemas no lineales. La siguiente ecuacion
diferencial describe esta clase de sistemas no lineales,

z(t) = Ax(t)+ P(z(t),u(t — 1))
y(t) = Cz(t)

donde z € X C R” es el estado, A € R™" es una matriz cuadrada, u (t —7) € R™
es la senal de entrada, ® € R" es una funcién dependiente de x(t) y de u (t — 7),
y €Y C R™ es la senial de salida, C' € R™*™ es una matriz y 7 € R™ es constante. Se
supone que la senal de salida y (t) estda disponible para medirse. Ademads, el sistema
no lineal (3.1) satisface las siguientes suposiciones.

(3.1)

Suposicién 1 ® (z,u) es una funcion Lipschitz localmente con respecto a x, es decir,
1@ (2, u) = @ (2,u) || < ulle -2 (32)

para todo x,% en una cierta region conteniendo el origen con v, € RY. En el caso
de que (3.2) se satisface para todo x, %, se dice que la funcion ® (x,u) es globalmente
Lipschitz.
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Suposicién 2 FEl par (A,C) es observable.

Observacién 3 Note que cualquier sistema no lineal de la forma & = f(z,u(t — 7))
puede ser expresado en la forma (3.1) siempre que f(x,u(t—7)) sea diferenciable con
respecto a x. Una justificacion detallada de la generalidad de esta clase de sistemas no
lineales (3.1) es encontrada por ejemplo en Thau [1973], Raghavan y Hedrick [1994],
Kou et al. [1975].

Las senales de entrada retardadas surgen de la existencia de tiempos muertos
encontrados en varios procesos industriales Kolmanovskii y Myshkis [1992], Niculescu
[2001a] o de sistemas teleoperados donde la plataforma de control se coloca en una
ubicacién remota como podria ser el caso de robots méviles Velasco-Villa et al. [2015],
Velasco-Villa et al. [2013], Ordaz et al. [2013].

3.3. Problema de Prediccion-Observacion

El problema de prediccién se establece de la siguiente forma. Basado en el co-
nocimiento de la senal de salida y(t) y la senal de entrada u(t), disefie un sistema
dindmico cuyos estados Z(t+ 7) converjan asintéticamente a los valores futuros de los
estados x(t + 7), esto es,

Jim (x(t+71)—2(t+7))=0. (3.3)

Para motivar la importancia del problema de predicciéon, suponga que existe un

controlador,
u(t) = a(x(t),t) (3.4)

que resuelve el problema de seguimiento de trayectorias para el sistema (3.1) con
7 = 0. Debido al retardo involucrado, la dindmica en lazo cerrado (3.1)-(3.4) toma la
siguiente forma,

i(t) = Az(t) + O(x(t), a(z(t — 7),t — 7))

asi, en general, el controlador (3.4) ya no resuelve el problema de seguimiento de
trayectoria para (3.1). Suponga que es posible disenar una reatroalimentacién ideal
basada en los valores futuros del estado, esta retroalimentacion en términos de estados
futuros, tomara la forma,

u(t) = a(z(t+71),t+71). (3.5)

Note que el uso de una retroalimentacion ideal (3.5) producird una dindmica en
lazo cerrado libre de retardo (3.1)—(3.5). Este hecho motiva el diseno de un predictor
capaz de generar el valor estimado Z(t + 7). Sin embargo, como se esperaba, la mejor
solucién posible sélo logra una convergencia asintotica a los estados futuros. Por lo
tanto, debido al retardo, la dindmica en lazo cerrado se comportara como un lazo
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abierto en [0, 7] produciendo un transitorio indeseable y no compensable.

El instrumento para abordar el problema de prediccion para la clase de sistemas
descritos en (3.1) es el siguiente cambio de coordenadas,

w(t) =zt +71), (t) =w(t — 7). (3.6)

En términos de las nuevas coordenadas(3.6), la dindmica del sistema (3.1) es
descrita por las siguientes ecuaciones,

w(t) = Aw(t) + O(w(t), u(t))

y(t) = Cuw(t—7). (3.7)

La dindmica del sistema representa la evolucion del sistema original (3.1), 7 uni-
dades de tiempo en el futuro.

3.3.1. Diseno del predictor propuesto

La dinamica del predictor ahora se puede disenar en funcion del sistema en ade-
lanto (3.7). La dindmica para el predictor se propone como una copia de la dindmica
en adelanto (3.7) mas un término que inyecta el error de observacién retardado,

w(t) = Aw(t) + @ (0(t), u(t)) + LC [z (t) — b (t — 7)) (3.8)

donde L es la matriz de ganancias del predictor, @(t) representa la evolucién del
estado predicho w(t) y en consecuencia, la prediccion de Z(t + 7) que representa
el estado original x(t), 7 unidades de tiempo adelantado. Téngase en cuenta que en
(3.8), no es posible inyectar la senal w(t) ya que de acuerdo a (3.6) no esta disponible.

Para analizar la convergencia del estado @(t) al valor futuro w(t) = x(t+7) observe
que de la dindmica del sistema—predictor (3.1)—(3.8) es posible definir la senal de error,

ep(t)=ax(t)—w(t—71). (3.9)

La derivada con respecto al tiempo de (3.9) produce,
éw(t) = Aey(t) — LCey(t — 7) + @ (2,2, u) (3.10)

con @ (z, 2, u) = ®(x(t),u(t — 7)) — & (2(t), u(t — 7)).

3.3.2. Convergencia de los errores de prediccion

La convergencia al origen del error de prediccién (3.9) se prueba en dos pasos.
Primero, note que la estabilidad de la parte lineal del sistema (3.10), corresponde a
la estabilidad de un sistema de la forma,

bty = Ap(t) + Al —7)
bO) = () (3:11)
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con una condicién inicial dada por la funcién ¢(6), 8 € [—7, 0] donde ¢ € PC ([—1,0],R")
el espacio de las funciones continuas a trozos de R™ definidas en [—7, 0].

Note que la condicién inicial del error de prediccién depende de la planta (3.1) y
el predictor (3.8). Como los parametros de la matriz L son libres, a partir de la supo-
sicién de observabilidad del par (A, C'), siempre es posible ubicar los valores propios
de la matriz A — LC' en el lado izquierdo del plano complejo. La propiedad Hurwitz
de la matriz A — LC asegura la estabilidad de la ecuacién diferencial con retardo
(3.11) para un retardo suficientemente pequenio 7, Michiels et al. [2002]. El maximo
retardo 7* para el cual el sistema (3.11) sera asintéticamente estable, depende de la
seleccion de la ganancia del observador L y su calculo no es una tarea facil, ya que
la complejidad aumenta a medida que aumenta la dimensién del sistema (3.11). Asi,
dada una matriz de ganancias L, tal que A — LC sea una matriz Hurwitz, siempre es
posible estabilizar asintéticamente el error de prediccion (3.11) para un retardo cons-
tante 7 < 7*. Este hecho puede verificarse, por ejemplo, considerando la Proposicion
5.2.2, del Capitulo 5 en Gu et al. [2003] o revisando el procedimiento de asignaciéon
de polos dado en Michiels et al. [2002].

Con base en los argumentos anteriores, se supondra, sin pérdida de generalidad,
que existe una matriz L y un retardo 7* tal que el sistema (3.11) es asintéticamente
estable para 0 < 7 < 7*. También debe notarse, que la estabilidad de (3.11) no sélo
es asintética, sino también exponencial Bellman y Cooke [1963].

Funcional de Lyapunov de tipo completo

Siguiendo los resultados presentados en Kharitonov [2013], para mostrar la estabi-
lidad asintética de (3.10), es posible considerar una funcional completa de Lyapunov
de la forma,

V () = Volews) + [ €1 (t +6) [(7 + 6) Wi] e (£ + 0) d6 (3.12)

-7

donde e, = e,(t —7), 6 € [—T,0] con,

Volew) = €l ()T (0)ew () + 26T (1) /0 U (=7 — 6) Avew (t +6) db
. (3.13)
/ U (6y — ) Avew (£ + 05) dbs| db;

-7

0
+ [ el (t+0,)Af

—T

y A; = —LC'. La matrix de Lyapunov U (-) en (3.13) estd dada por,

U(y) = /0 T KTOWK(t +~)dt (3.14)

donde K(t) es la matriz fundamental del sistema (3.11) sin perturbacion, y

W = W(] + TW1 (315)
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con Wy y W1 matrices definidas positivas.

La matriz de Lyapunov U(y) satisface las siguientes propiedades, Kharitonov
[2013].

dU(v)

p1. —
dy

=UMA+U(y—1)A

P2. U(=y) =U"(7), >0y U™ (0) = U(0)
P3. U(0)A+U(—7)A, + ATU(0) + Al U(1) = W

donde (P1) es conocida como la propiedad dindmica, (P2) es la propiedad de simetria
y (P3) es la propiedad algebraica.

Ahora es posible establecer el resultado de la convergencia del error del predictor.

Teorema 4 Suponga que la matriz de ganancias L es seleccionada tal que el sistema
(3.10) con @ (z,%,u) = 0 es exponencialmente estable. Considere que la Suposicion 1
es satisfecha, el error de prediccion e, (t) converge asintdticamente al origen si,

)\min (WO) 2

i) <m0 2
) )\min (Wl) a

1) Amin (W1) > yrvay

donde v = méxgep . [|U (0) ||, v a1 = \/Amax(A] A1) con Anim (M) (Amax (M)) el mds

pequeno (mds grande) valor propio de la matriz M. Como una consecuencia,

lfm (d(t) — 2(t+ 7)) = 0.

t—o00

Ademds, si @ (z,u) en la Suposicion 1 es globalmente Lipschitz, la convergencia
resultante es también global.

Demostracién Reescribiendo (3.12) como,

v(e) = el (U (0)e(t)+2e" (1) /0 U(—1—0)Aje(t+0)do

—T

Ba(t) Ra(t)

0 0
v Tt a)AT U U (0 — 65) Ave (£ + 05) dbo| d6,  (3.16)

-7 -7

R3(t)
+ ' P (t4+0)[(t+0)Wile(t+0)db.

-7

R4(t)
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La derivada del primer término,
Ri(t) = (1)U (0)e(t) (3.17)

es,

iRl ) =" (U 0)e(t)+em ) U(0)e(?)

di
=" (1)U (0) [Aoe (1) + Ave (t = 7) + f (€w, €4, wa)]
+[Aoe (1) + Are (t—7) + f (cunearwa)] UO)e(t).  (3.18)

Aplicando la propiedad de simetria (P2), se obtiene,

L (t) = " () [U (0) Ao+ ATU (0)] e () + 26" (£) U (0) Aye (t — 7)

dt )
+2eX () U (0) £ (ew, €, wy) - (3.19)

Considerando el segundo término de (3.16),
Ro (1) = 267 (1) | OT U (=7 —0) Ave (t+ 0) dO (3.20)
es posible proponer el siguiente cambio de variable,
E=0+1
de donde,

d¢ = do.

Entonces (3.20), queda expresada como,

Ry (1) = 267 (1) /tt U (=7 — € +1) Aye (€) de. (3.21)

-7
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Derivando (3.21), con respecto al tiempo se tiene,

d
SR (1) =
—o ) [[ U r—£+t>A1e<£>d£]+2éT<t>/t_TU<—r—£+t>A1e<£>d£
{ ) Ave (t) = U (0) Ave (t = 7) + ;%[U<—T—5+t>Ale<s>]d5}

2 {Aoe (1) + Ave (t = 7) + F (eas earwa)} /ti U(—7 — €+ 1) Are (€) de

= 2T (1)U (—7) Are (t) — 2" () U (0) Are (t — 1)

20 (0) [ DU (-r - €4 0) Are (©)] dg

+2¢7 (t) AT /t U(—1—&+1t)Are(§) d€

t—1

267 (6 =) AT [ U (o — €4 1) Ave (6) de

t—1

4217 (ew, €4, ta) /ti U (=7 — & +1) Ae (€) de.

Para Rj (t) se tiene,

Ry () = /_OTeT (t+6,) AT [/_OTU(Hl—92)A16(t+92)d92] 6.

Considerando de nueva cuenta & = 6 +t y d€ = df, se obtiene,

Ry (t) = /ttT (&) AT {/t U (& — &) Are(&2) d§2} dg;.

Derivando (3.24), con respecto al tiempo se tiene,

SR () =T AT [ V(- Ae(€)de

=) AT [ U7 - €) Are () de

t—1

+/_T 8t{ S

/ U (& — &) Ase (52)d§2] } d&;.

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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Resolviendo para la doble integral de (3.25), se obtiene,

/ttTgt{ (fl)ATu U6 — gg)Ale(gQ)dgz]}d&:

= ttT% [/t e’ (&) ATU (& — &) Are (&) dﬁg} d&,

_/ti ¢T () ATU ( —t)Ale(t)df—/ti T (E)ATU (€ —t+7) Ave (t —7) de

[ (g)ATU(g—t)dgAle(t)—/t;eT(g)AfU(g—t+7)d§Ale(t—7).

t—7

(3.26)
Por lo que la derivada queda expresada como,
d t
GO =< AT [ V-9 Ae(©)ds
(=) AT [ U -7 - Are(€)de
[ QAU (-1 dedie r)
[ T O ATU (=t ) dEAe (t— 7). (3.27)

Ahora bien, por la propiedad de simetria (P2),
[ @ ATU (€ -y deAie () = € () AT [ U (1 -6 A (6) de
[ QAU €ttt —n) =T - AT [ U7 A€ de

(3.28)
Entonces la derivada de (3.24) es
d t
TR () =2 (AT [ Ut -8) Are(©)dg
_9eT (t — 1) AT /ti Ult—r—&) Ave () de. (3.29)

Para Ry (t) se tiene,

Ri(t) = /_ OT e (t+0) [(T+ 0) Wil e (t + 6) db. (3.30)
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La consideracion de ¢ =0 +t y dé = df, produce,

Rit) = [ @l +e-nWile©)de, (331)

Reuniendo todos los términos de las derivadas de Ry (t), Ry (t), Rs (t) y R4 (1), se
obtiene,

%V@a_e(>ﬁmmAwh¥U<ﬂ (£) + 267 () U (0) Ave (¢ — 7)
2T OUO] (ew,ed,wd)—i-Qe (1)U (—7) Age (1) — 2 (1) U (0) Ave (¢ — 7)
12T ol U(—7 — € +1) Aye (€)] de

+2¢ UA./ U (—7 — € +1) Ave () dé

t—1

+%T@—ﬂAff U(—1—&+1t)Are (&) dE

t—1

2T (e eqwa) [ U (=7 =€+ 10) Ave (€) d

w2 () AT [ Ut —€) Ave(€)de

t—1

—%T@—ﬂAjf Ut —r—&) Ave (€) de

t—1

(O W) — [ € (€ Wae () de (33
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que puede reescribirse en la forma,

%v (er) = " () [U (0) Ao+ ATU (0)] e (£) + 26" (1) U (0) Aye (t — 7)

1 T2

1267 (£) U (0) f (€w, a, wa) + 267 () U (—7) Aye (¢)

3

—2eT () U (0) Aje (t — 1) + 267 (1) /t_T % [U (=7 — € +1) Aye (€)] d¢

t

T4
5

+2¢T (1) AL /t U(—1—&+1t)Are(§) d€

t—1

+2eT(t—7)A1T/t U(—7 —&+1) Aje () de

t—1

r7

2T (ewseawa) [ U (=7 — €+ 1) Ave (€)

V2T () AT [ Ut Are (€ 2T (¢ =) AT [ Ut =7~ €) Are (6) de

t—1 t—1

8 79

el (O W) e (t) - [ i ¢ (6) Whe (€) de. (3.34)

Nétese que los términos 9 — 14 v 17 — 19 se cancelan entre si. Agrupando los
términos 15, 1¢ v Ts que incluyen un factor integral, la suma de éstos resulta,

() =27 (1) [ D[ (or et 1) e (@)de+ 26 () AT [ U (=r —€+1) Ave () de
+2¢T (1) AlT/ti U(—&41) Are(t+ &) de
= 2¢" (1) /t; l% [U(—7 =&+ 0]+ AJU (-7 —E+t) + ATU (=€ + t)} Ave(t+¢&)dE.

(3.35)

Aplicando la propiedad de simetria (P2), se tiene que,

0

%U(—T—gﬂ): l%U(TJr&—t)]T:—K%U(h)) ]T- (3.36)

h=7+&—t
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Como ¢ € [t —7,t], la variable h = 74+ & —t > 0 y considerando la propiedad
dindmica (P1) y de simetria (P2), implican que,

%U(—T—f—l—t) = AU (—7—€4+1t) - ATU (¢ +1). (3.37)

Sustituyendo (3.37) en (3.35), se tiene que s; (¢) = 0. Por lo que la suma de los
términos con un factor integral, (3.35), se anula.

Ahora colectando los términos algebraicos r; y r3 de (3.34), se obtiene,

sy () = 2eT (t) U (0) Age (t) + 2eT (1) U (—7) Aje (1)
=" (t) |U(0) A + ATU (0) + U (=7) Ay + A[U (7)] e (t) . (3.38)

Por la propiedad algebraica (P3), implica que la forma cuadratica anterior coincida
con —w (e (t)); entonces,

sy (t) = —e” (t) We (t) (3.39)
en donde W = Wy + 7W;.

Finalmente, reescribiendo (3.34) se obtiene,

%V (e) = —e (t) [Wo + 7W1] e (t) 4+ 2eT (£) U (0) f (€w, €4, wq)

Ji(t)
t

+2fT(ew,ed,wd)/ U(—7 —&+1) Aye (€) dt

t—1

Ja(t)

O EWile) - [ ©OWiele)de (3.40)

esto es,

EV (e)) = —eT (1) Woe (t) — /t el (&) Whe (&) dé + 2¢T (1) U (0) f (ew, €4, wq)

t—1
J1(t)

t

+ 277 (ew, ed,wd)/ U(—7 —€+1) Ae (€) de . (3.41)

t—1

J2(t)
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Considerando las propiedades de la matriz de Lyapunov U(y), después de algunas
manipulaciones algebraicas, la derivada con respecto al tiempo de la funcional (3.12),
a lo largo de la solucién del error de prediccion (3.10), produce,

d T o
GV (e = el Woen () = | €L (©) Wiew (€)d¢
12T () U (0)D() + 287 () /t_T U(—1 —€+1) Aey (€) dt.
(3.42)

Entonces, es posible acotar superiormente los términos con signo indefinido en
(3.42) como sigue, )
2¢,, (t) U (0) D(-) < 2y1v]ley (t) ||

w

t

Z(fT(-)/t U= =&+ 1) Arey (€) d€ < yrvart|lew (1) |12

—T

0
tyzvar [ ea (t+0) |26,

Por lo tanto, (3.42) puede ser acotado superiormente en la forma siguiente,

0
%V (ewt)< —el (t) Woey (t) — / el (t+0) Whey, (t+6)db

0
+2yz0llen (8) I + yrvarllen () 12+ qrvar [ llew (¢+0) |2d6.

Como resultado, se obtiene,

%V (ewt) < - P\min (W(]) — (2 + alT)fVLU] ||6w (t> ||2

0 (3.43)
~ Do (W) = vat] [ flew 2+ 0) [[2a0.

Note que la condicién ) puede ser reescrita como,

a0

Amin (Wo) > (2 + a17)yLv
(W3) > 2+ o (22

Entonces, se obtiene,
Amin (Wo) > (24 a17) v (3.44)
ya que,
Amin (W1)
YLvax
de la condicién 7). Las condiciones (3.44)—(3.45) concluyen la prueba. Finalmente,
note que dado que el sistema (3.10) con ® (x,#,u) = 0 es globalmente estabilizable,

si @ (z,u) es globalmente Lipschitz con respecto a z, el resultado serd también global.
L]

> 1 (3.45)
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Observacién 5 Para sistemas sin retardo de la forma (3.1), ésto es,

£ = AL+ O ult))
. — c: (3.46)

el predictor (3.8) (con 7 = 0), resulta en un observador cldsico de Luenberger para
el sistema (3.46). En este caso, de (3.6), w(t) = £(t). Siguiendo a Thau [1975], si la
matriz de ganancias L es seleccionada tal que,

)\min (Q)
—_— 3.47
donde P y @) son matrices simétricas definidas positivas, asociadas con,
(A—LC)' P+ P(A—-LC) = —Q (3.48)

entonces, el observador (3.8) (con T = 0) converge asintéticamente a los estados
reales, w (t) = &(t). El valor dptimo de vy, es obtenido cuando Q) = I, Patel y Toda
[1980]. Asi, el problema de observacion es reducido a seleccionar L tal que,

1

2Amax (P) 349

7L <

Un andlisis adicional de este problema se ha llevado a cabo en Raghavan y Hedrick
[1994], Kou et al. [1975].

Observacién 6 Note también en el caso de 7 = 0, la Propiedad (P3) toma la forma,

(A+ A) U0+ U(0) (A+ A;) = —W.

3.4. Conclusiones

En este capitulo, se desarroll6 un predictor para una clase de sistemas no lineales
con retardo en la entrada. Dicha clase de sistemas debe satisfacer la condicién de
Lipschitz, ademas de ser observable. El diseno del predictor se realizoé para un sistema
en adelanto y esta basado en el bien conocido observador de Luenberger. El sistema
en adelanto se obtuvo al realizar un cambio de coordenadas y representa la evolucion
del sistema original 7 unidades de tiempo en adelanto. La convergencia del predictor
se analizé a partir de una funcional completa de Lyapunov. Aqui se presentaron las
condiciones que deben de satisfacerse para lograr estabilidad del error de prediccion.



Capitulo 4

Esquema de Control

4.1. Introduccion

La linealizacién por retroalimentacién es uno de los enfoques importantes para el
control no lineal. En décadas pasadas, se puso mucho esfuerzo en la biisqueda de con-
diciones de linealizacién de sistemas con retardo, asi como disenos de controladores
para realizar dicha linealizacién. Sin embargo, debido a la dimensionalidad infinita,
la situacion de los sistemas con retardo es mas complicada. Los esfuerzos en el diseno
de control estan dedicados a evitar los controladores no causales. Otra linea de inves-
tigacion se ha centrado en el disefio del control predictivo para la linealizaciéon por
retroalimentaciéon en presencia de un retardo de entrada, sin embargo, ha sido tratado
solo con predictores en lazo abierto bajo el supuesto de que el sistema es estable, Lei
y Khalil [2016].

4.2. Control basado en retroalimentacion de esta-
dos predichos

Los problemas de regulacion y seguimiento de trayectorias para sistemas con re-
tardos, basados en estados predichos, son més desafiantes que el problema de pre-
diccién. Primero, los errores de prediccion se acoplan con los errores de regulacion
o de seguimiento de trayectoria. Segundo, si la condiciéon de acoplamiento entre las
perturbaciones y la entrada de control no es satisfecha, el disefio del control debe
abordarse caso por caso. Para ilustrar el uso del predictor de estados propuesto para
el diseno del control se considera una clase reducida de sistemas no lineales. Se supone
que ®(z,u(t — 7)) tiene la estructura,

Oz, u(t — 7)) = Bu(t — 7) + &, (2)) (4.1)

la cual satisface la Suposicion 1. También se considera que la siguiente suposicion se
cumple.
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Suposicién 7 FEl par (A, B) asociado al sistema (3.1) es controlable.

Basados en el predictor de estados (3.8) es posible proponer la siguiente retroali-
mentacion,

u(t) = k(t) — O (). (4.2)
De (3.9), el sistema en lazo cerrado (3.1)—(4.1)—(4.2) produce,
i(t) = (A + Bk)x(t) — Bkey(t) + B®y(z, 1) (4.3)
éw(t) = Aey(t) — LCey(t — 7) + B®y(z, 2)
para ®,(z,2) = ®;(z) — ®1(2(¢)). De las Suposiciones 2 y 7 se eligen las matrices

A+Bky A—LC, tal que sean Hurwitz. Esto se logra a través de la seleccion adecuada
de Ly k. El sistema (4.3)—(4.4) puede ser reescrito como,

() = AC(t) + AnC(t — 7) + By (2, 2) (4.5)
para ¢ = [z,¢e,] " v,
[ A+ Bk -Bk S Jo o0 - [ Bdy(x, %)
Af—l 0 A ] Aur [0 —LC]’ qDT_lBi)i(:c,i)]

Note que el sistema (4.5) tiene exactamente la estructura del sistema (3.10), este
hecho permite adaptar el enunciado del Teorema 4 para dar soluciéon al problema de
estabilizacién basado en predictor de estados.

De la eleccién de las ganancias L y k, es claro que la matriz A, + Aj, también es
Hurwitz. De la Suposicién 1, la funcién ®,.(z, ) es una funcién Lipschitz con respecto

a ((t), esto es,
’ D, (z, ew)H << -

Por lo tanto, es posible expresar la solucién al problema de estabilizacion basado
en prediccion de estados en el siguiente teorema.

Teorema 8 Suponga que L en (3.8) y k en (4.2) son seleccionadas de tal forma que

el sistema (4.5) con ®,.(x,Z) = 0 es exponencialmente estable. Entonces el problema

de estabilizacion basado en prediccion para el sistema (3.1)—(4.1) tiene solucion si,
)\min (WOT’) 2

i) TSm0 2
) )\min (er) (572

“') )\mfn (er) > YrUrQiy

para v, = méxgepo - ||Ur (0) ||, a1r = \/Amax(ALL A1) y las matrices definidas positivas
W(]r Yy er-
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Demostraciéon La prueba de este Teorema sigue las mismas lineas del Teorema 4.
La funcional completa de Lyapunov esta construida con A,, Ay, v,

W, = Wo + 7Way, Up(y) = /0 T KT (OW K (t+ )dt

para construir la matriz fundamental K, (t) asociada al sistema (4.5) con ®,(z, %) = 0.
La nueva matriz de Lyapunov U,.(v) también satisface las propiedades P1, P2, P3
cuidando los subindices correspondientes asociados al sistema (4.5). O

4.3. Caso: Sistemas completamente linealizables

Para reforzar la importancia de la clase de sistemas no lineales (3.1), observe que
una amplia clase de sistemas no lineales de la forma,

o= f(x)+ X0 g (@) u (t—7)

o= hi(2), Ym = hun(2) (4.6)

donde el estado z € X C R", la sefial de entrada v € R™, y la sefial de salida y € R™.
f,9i : R" = R" ¢=1,...,m, son campos vectoriales suaves, h;, j =1,...,m de R"
a R pueden ser transformadas a un sistema de la forma (3.1) siempre que el sistema
(4.6) tenga un grado relativo bien definido n =7y + - - - 4+ r,, (ver, Isidori [1995]).

La transformacién del sistema (4.6) a un conjunto de sistemas de la forma (3.1)
se puede hacer a través del difeomorfismo, £(t) = ¢(z(t)), £(0) = ¢(x(0)) con,

T

o(x) = [$1(2) - Im(2)] ¥ bi(w) = [ha(w), Lyha(w), -+, L hi()| i =1,...,m.

Como resultado, el sistema (4.6) puede reescribirse en la forma,

fn = &
éiri.—l - Sm (47)
ir, = bi(§) + 271 aii(§ui(t —7)
vi = &a
con
O @‘FW@ (4.8)
a;j(€) = Lo, Ly hi (x)’x:wl(s)
para ¢ = 1,...,m y donde a;;(§) son las entradas de la matriz de desacoplamiento

invertible A4(z), Isidori [1995]. Es claro que se puede suponer que el sistema (4.7)
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tiene la estructura dada por (3.1).

Observe que en el caso del sistema (4.6), definiendo,
w(t) =&t +7)

se obtiene la representacion adelantada de (4.7),

Wwipz = Wiz

Wir;—1 = Wi, (4 9)
Wir, = bi(w) + Zgnzl aij(w)u;(t)
Yoi = Wil

parai=1,...,m.

El predictor para el sistema (4.9) toma la forma,

O = Qi+ Niri—1 (&1 () — D (t — 7))

Gint = @iy + At () — Dua(t — 7)) (4.10)
Wir, = bi(©) + X ai(@)ui(t) + Nio(in (t) — @ (t — 7))
Yoi = Wil-

Definiendo los errores de prediccién como,

€y (1) = & (1) — Gy (t — 7) = &5(1) — &;5(D) (4.11)
parai=1,...,my j=1,...,r; permite escribir la dinamica del error de prediccién
en la forma,

éwil = Cup — )‘iri—lewil (t - T)
éwirifl = Cuwyy, — Ailewil (t - T)
Cuw, = [0il8) = i(§)] + 27y [ai(€) — aig(§)] it = 7) = Nig€us, (t — 7)-
(4.12)

Observacién 9 Ndétese que para el sistema linealizable entrada—estado (4.6), debido
al cambio de coordenadas w(t) = &(t + 1) y el difeomorfismo, {(t + 1) = ¢p(x(t + 7)),
el valor futuro estimado es obtenido como

B(t+7) = ¢~ (0(t))

donde el operador ¢~ (+) es una transformacién inversa.
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4.3.1. Control para sistemas completamente linealizables

Para el disefio del control en los problemas de estabilizacion y seguimiento de tra-
yectorias, en el caso de sistemas completamente linealizables, se considera la dinamica
descrita por el conjunto de ecuaciones diferenciales en (4.6), o equivalentemente, un
sistema de la forma (4.7) que tiene la estructura de (3.1).

Una retroalimentacién propuesta para la solucién del caso sin retardo, Isidori
[1995], se puede modificar en funcién de los estados futuros como,

u(t) = AN Q) {=b(@) + v(t)} (4.13)

donde las entradas de la matriz A4(@) y el vector b(@) = [by - - - by] " estdn dados en
(4.8) y la nueva sefial de entrada v = [v; - - - v,,] | se define como,

vi(t) = &fy, = ko1 @irm1 — Wi 1) = - = Ko(@in — wi) (4.14)
coni=1,...,my donde wf(t) = &4(t + 7) es la referencia deseada para w;;(t).

Observacién 10 En el caso del problema de estabilizacion para el sistema (4.6)-
(4.7), la retroalimentacion (4.13) se reescribe considerando wl; =0 para i =1,...,m

yj=1...,1;.
El sistema en lazo cerrado (4.7)-(4.13) produce,
élrl
: = (&) + Aa(§) A7 (@t — 7)) {=b&(t — 7)) +v(t — 7)}
Emra (4.15)

= ot =7)+[b(&) = b(@(t —7))]
+ A AG (@t = 7)) = T {=b(@(t — 7)) + v(t = 7)}

donde,
it =7) =&, = k1 (Gir = €my) — - = Ko(6n — &), (4.16)

Definiendo un conjunto de errores de seguimiento como,
ea;; (1) = &;(t) — Z(t) (4.17)
se obtiene,

vt —71) = fil - km—lgedin—l - ewim;l) — o = ko(eain — €wi) (4.18)
= &, — X550 Kjea, + 305 Kjew,
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como resultado, se tiene,

éa,, (1) — > ke, Y kjew,,
; = : + : + x(t) (4.19)

édmr;n (t) — > kjea,, Z}fﬁfl‘kjewmj
donde, R A A
X(®) = [b(&) = b(E)] + [Aa() AT E) = I] {-b(&) + vt —7)}.  (420)

Por lo tanto, reemplazando la retroalimentacién (4.13) en (4.12), la dindmica
completa del lazo cerrado esta dada por,

édil = Cdy
. (4.21)
€d;r,—1 =  Cdyy,
bd;,, = — i kijea, + Y05 kijew, + Xi
y
éwil = Cup — )‘Ti—lewil (t - T)
) (4.22)
Cosip,—1 Cowir, — Alewil (t - 7_)
éwiri = _>‘06wi1 (t - T) + Xi
donde y; corresponde al i-ésimo renglén del vector y.
El sistema (4.21)—(4.22) puede reescribirse en forma vectorial como sigue,
édi(t) = Aediedi (t) + Bediewi (t) + i (4 23)
buw; () = AcyiCu;(t) + Beyiu,(t —T7) + i .
con
0 1 0 0 ] 0 0 0 0 |
0 0 1 0 0 0 0 0
Aedi = 9 Bedi ==
0 0 1 0 0 0
L _kzl _kz2 _kiri—l ] L kil ki2 kim—l
[0 1 0 - 0] [ —Xir,c1 00 07
0 0 1 -0 : 0 0 0
Aewi: , Bewi:
0 0 1 — it 0 0
0 0 0 ] o O 0
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y v =10,...,0, XZ-]T. Por lo tanto, se puede escribir,
ei(t) = Ae,ei(t) + Beei(t —7) + T (4.24)
dondei=1,...,my,

| G _ | Aesi Beyi 0o o0 [
€; = l Co, ‘| ) Aei - [ 0 Aewz’ s Bei ~— 10 Bewi y Fz = ’}/Z(t) . (425)

K3

Finalmente, se obtiene,
é = Aece(t) + Bee(t — 1) + I'(t) (4.26)
donde e = [ey - - -ep] |, Ae = diag {A..}, Be = diag {B,,} y [(t) = [[y - - T] "

Con base en los desarrollos anteriores, el problema de seguimiento de trayectorias
para el sistema (4.6)—(4.7) basado en los valores futuros predichos se establece bajo
las mismas lineas de los Teoremas 4 y 8.

4.4. Conclusiones

En este capitulo, se abordan los problemas de estabilizacién y seguimiento de
trayectorias. En ambos casos, se utilizan las variables de estado futuras que se ob-
tienen con el predictor desarrollado en el Capitulo 3. Ademés se dan las condiciones
para resolver dichos problemas y asegurar estabilidad haciendo uso de una funcional
completa de Lyapunov.
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Capitulo 5

Resultados en Simulacion y
Experimentaciéon

5.1. Introduccion

Para mostrar el funcionamiento del esquema de prediccién(3.8) y la estrategia de
control basada en prediccion (4.2) desarrollados en los capitulos anteriores, es ne-
cesario realizar simulaciones numéricas y una vez que se tienen éstas, llevar a cabo
evaluaciones experimentales.

Primero se considera un sistema inestable en lazo abierto de la forma (3.1)—(4.1).
Se analizan los casos de estabilizacién y seguimiento de trayectorias en simulaciones
numéricas en Matlab® y se muestran los resultados obtenidos. Segundo, se analiza
el caso de un sistema barra péndulo actuado por un motor y una hélice, Figura 5.9.
Se realizan simulaciones ntimericas para verificar el comportamiento del esquema de
control-prediccién. Ademads, con ayuda de una plataforma experimental, se realizan
pruebas en las que se observa el comportamiento del sistema. Finalmente, se considera
un robot mévil omnidireccional, éste es analizado en simulaciones numéricas para
resolver el problema de seguimiento de trayectorias.

5.2. Caso de estudio: Sistema inestable
Considere el sistema inestable en lazo abierto de la forma (3.1)—(4.1) determinado
por,

A:lg (1]],3:[(1)],0:[1 0], ®i(2) =0dsin(es)  (5.1)

con un retardo 7 = 0.1.
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Para disenar el predictor (3.8) se considera una ganancia L = { 4.75 5.625 }T
que coloca los polos de la matriz A — LC' en el semiplano izquierdo complejo C,
{—2.25, —2.5}. También se consideran las matrices: W, = diag {0.79}, W, = diag {2.1}
donde los valores propios minimos son Apm (Wo) = 0.79, A (W7) = 2.1.

De los parametros del sistema se calculan las siguientes cotas v, = 0.1 y [|A;|| =
|=LC|| = 7.3622. La cota v = méxgc(o- ||U (¢) || es obtenida de la evolucién de la
matriz U (), la cual puede ser calculada numéricamente con el procedimiento pro-
puesto en Garcia-Lozano y Kharitonov [2006]. La evolucién de U (f) es mostrada en
la Figura 5.1; asi se obtiene v = 1.2597.

Finalmente, se obtiene: i) 7 < 0.1045, i) Amm (W1) > 0.9274, que satisfacen las

condiciones del Teorema 4. Para todos los experimentos se considero la condicién ini-
T

cial (0) = { 0.1 0.2 } . La evolucion del error de prediccion e, (t) = x(t) —w(t — 1)

se muestra en la Figura 5.2 donde su convergencia al origen es claramente alcanzada.

Para obtener la estabilizacion del sistema (5.1), se consideré el predictor descrito
anteriormente y la ganancia k = { —-3.5 —3.75 } que coloca los polos de A + Bk en

{—1.75,—-2}. Note que en este caso Wy, = diag {0.79}, Wy, = diag {2.1} de donde
Amin (Wor) = 0.79, A (Why) = 2.1, v, = 0.1414, y || Ay, || = 7.3622. Las componen-
tes de la matriz U, (f) se muestran en la Figura 5.3 de donde v = 2.8232. Note que
las condiciones del Teorema 8 son satisfechas. La evolucién del estado x(t) se muestra
en la Figura 5.4 donde se obtiene la convergencia apropiada al origen.

5.2.1. Seguimiento de trayectoria basado en estados predi-
chos

Para evaluar la flexibilidad del esquema de control propuesto, considere una re-
troalimentacion de la forma,

U(t) = —]{71 (’UAJl — wld) — kQ(wQ — wgd) + ’d)gd —0.1 Sin(wg) (52)
para k; definido como en el problema de estabilizacién. La retroalimentacién (5.2) re-
suelve el problema de seguimiento de trayectoria asociado a (5.1), para una referencia
deseada diferenciable,

T T

wa(t) = [ wia(t) waa(t) | =[ z1alt+7) wault +7) | (5.3)

dada como x14(t) = Asin(wt), xe4(t) = Aw cos(wt) para A =1, w =27 f, f = 0.125.

Los errores de prediccion se muestran en la Figura 5.5, mientras que los errores de
seguimiento son presentados en la Figura 5.6, ambos errores convergen al origen como
se esperaba. La retroalimentacion basada en el predictor se muestra en la Figura 5.7.
Finalmente, la sefial ®(w(t)) se presenta en la Figura 5.8.
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Figura 5.1: Evolucién de la matriz U(t).
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Figura 5.2: Errores de prediccion e, (t).
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Figura 5.3: Evolucién de la matriz U, (t).
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Figura 5.4: Evolucion del estado x(t).
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ew(t) =x(t) —w(t — 1)
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Figura 5.5: Errores de prediccion e, (t).
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Figura 5.6: Error de seguimiento ey(t).
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Figura 5.7: Senal de control u(t).
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Figura 5.8: Senial ®(w(t)).
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5.3. Caso de estudio: Actuador aerodinamico

Considere el sistema barra-péndulo simple actuado por una hélice, como se mues-
tra en la Figura 5.9. Donde 6 es el angulo con respecto a la linea vertical, ¢ es la
distancia del punto de rotacién hasta el actuador aerodinamico, F' es la fuerza que se
genera en el actuador aerodinamico, x; y z; son los ejes inerciales, y u es el momento
externo alrededor del eje de rotacion y;.

;

4 mg

z

Figura 5.9: Actuador aerodinamico.

El modelo del actuador aerodindmico barra-hélice se obtendrd mediante la me-
todologia de Euler-Lagrange. Para tal efecto, las energias cinética y potencial estan
dadas por,

_ 1 02 1 2'2_1'2 2
T = Shf+gmle =6 (s + me?)
V = mgl(1—cos®)

donde J, = Lmyl? es el momento de inercia de la barra con respecto a su centro de
12 b
gravedad. El Lagrangiano del sistema resulta entonces,

L =T-V
1'2 2
59 (Jb+m€)—mg£(1—cosﬁ).

El modelo se obtiene a partir de la ecuacién de Euler-Lagrange,

4oL _oc
dt 90 0

= Uu.
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Notese que,

oL d oL ,

= (Js +me?) 6, Eﬁz(ﬁﬁ—mﬁ)@
g—g = —mg/lsin.

Por lo que la ecuaciéon que describe el movimiento del sistema resulta,
(o +me?) 6+ mglsin = u
o bien,

+ 7mg£ sinf = — o
Jp + me? N Jp +ml?’

0
Para obtener un modelo en el espacio de estados, tome en cuenta las variables
x1 =0y o = 6. Entonces se tiene,

Zifl = T2
mgl u (5.4)

To = —m sSin (1’1) + m

5.3.1. Consideracion de tiempos de retardo

Asumiendo que el sistema de control se encuentra en una posiciéon remota y que
existe un canal de comunicacion para el envio de la senal de control y la recepciéon de
seniales medidas como se muestra en la Figura 5.10. El sistema (5.4) puede modelarse
como un sistema que incluye un retardo de tiempo 7 en la senal de entrada (tiempos
muertos) que puede incluir también los posibles tiempos de cémputo. Bajo estas
condiciones, el sistema (5.4) se reescribe en la forma,

jfl = X9 (55&)
To = asin (x1) +bu (t — 1) (5.5Db)
donde,
__ mgtl B 1
“ = Jy + mil? yob= Jy +ml? (56)

Notese que en general los retardos asociados con el canal de comunicacion resultan
variantes en el tiempo, una estrategia comuinmente utilizada es tomar el valor maximo
del retardo en el canal de comunicacion y asumir el retardo 7 como constante.
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Envio senal de Control

Sistema Canal Actuador
de de Aerodinamico
Control Comunicacién

Mediciones del Sistema

Figura 5.10: Sistema con retardo en el canal de comunicacion.

5.3.2. Predictor propuesto

El sistema (5.5), puede reescribirse como un sistema libre de retardos al considerar

las variables adelantadas,
w1 (t) = I (t—l—T)

5.7
ws(£) = w(t+7). (5.7)
Bajo estas nuevas coordenadas, se obtiene la nueva representacion,

wl = W2

wy = asin(wy) + bu (5-8)

en donde el retardo de tiempo ya no esta presente.

Notese que las seniales wy y wo corresponden a seniales futuras no medibles, por lo
que es necesario disefiar un predictor para poder estimarlas. Considerando el sistema
en adelanto (5.8), es posible proponer el siguiente predictor,

'Lbl = @g—i—)\l[wl(t—T)—ﬁ}l(t—T)]

Wy = asin (W) +bu+ X [wy (t —7) — 1w (t —7)]. (5.9)

Por lo que el predictor anterior puede reescribirse tomando la senal medible x (t)
en la forma, .
UA)l = ’(132"‘)\1 [l’l (t) —’(f]l(t—T)]

Wy = asin (W) + bu+ X [z1 (t) — @1 (t —7)] . (5.10)

La dindmica de los errores de prediccién puede analizarse al definir las senales de
error,

Cw; = Wy — W

Cwy = W2 — 'li\]Q.

(5.11)

La dinamica del error de prediccion resulta,

éw1 = Cwy — )\16w1 (t - 7’)
bwy, = —Nouw, (t—7)+alsin(w;) — sin ()] .
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que puede reescribirse como,

éw1 = Cwy — )‘lewl (t - T)

bw, = —Ao€u, (t—7)+ 2asin (e%) cos (%) :

(5.12)

5.3.3. Problema de seguimiento de trayectorias

A continuacién se presentara una solucion al problema de seguimiento de trayec-
torias asociado con el sistema (5.5), mediante la sintesis de una retroalimentacion
basada en estados futuros estimados por el predictor (5.10). Supéngase que se desea
seguir una trayectoria definida por wyg (t) y weq (t). Definase los errores de seguimien-
to,

€d1 (t) = W (t) — W14 (t)
€d2 (t) = W2 (t) — Waq (t) .

Considere entonces la siguiente retroalimentacién basada en estados futuros pre-
dichos,

(5.13)

u(t) = %[—a sin () — ko (g — waq)

N ) 5.14
—]{51 (w1 — 'LUld) + w2d]. ( )

Por otra parte, de los errores de observacién, (5.11), se tiene que, W = wy — €y,
We = Wy — €,,. Entonces, la dindmica de error de seguimiento resulta,

éd1 = €4
€d, = —kledl — k2€d2 + l{;lewl + ]fger (515)
+2a sin (e%) cos (—wl‘gwl

Notese también que,

w1 +W1 _ w1+w1—ew1 _ €wy
— =w; — 5+
2 2 Cuy 2

= edl +w1d—T.

Finalmente, la dindmica del error en lazo cerrado (error de prediccién y error de
seguimiento) queda representada en la forma,

Cw, = Cwy — A€y, (t—T)

buws, = —NoCw, (t—7)~+ f(ew,eq,wy)

édl = €4, (516)
éd2 = —l{:ledl — k26d2 -+ l{:lewl -+ ]{3261”2

_'_f (€w7 €d, wd)

donde,

f (ew, €4, wq) = 2asin (%) coS <ed1 — % + w1d> ) (5.17)
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Observacion 11 Definiendo los errores, €d,, = T1 — T1d Y €d,, = T2 — Taq, el error
de sequimiento puede escribirse alternativamente en la forma,

éa,, (t) = eq,, (1)
ba,, (t) = —kieq, (t) — keeq,, ()
thiew, (t —T) + koew, (t —7) + f (*)

donde, f () = 2asin (W) cos (edw1 — W + SL’M).

La dindmica de lazo cerrado (5.16) en coordenadas de los errores de observacion
y seguimiento, se puede expresar en forma vectorial como,

Cwy | 0 1 0 0 7 [ew
€w,| |0 0O 0 0 | [€w
co | 10 0 0 1] |eq
éd2_ k‘l ]{52 —]{51 —k‘g €ds
[—A1 0 0 0] [ew, (t—7) 0 (5.18)
n —X 0 00 {em (t—7) n f (ew, €q, wq)
0 0 0 0 [eq (t—1) 0
L 0 0 00 €d, (t - T) f(ew,ed,wd)

con f (ey,eq, wy) definida en (5.17).

. . T .
Alternativamente, definiendo e = [e,1, €2, €41, €42] ¥ considerando la estructura
de la ecuacién anterior, el sistema (5.18) puede reescribirse en la forma,

¢ = Age + Are(t —7) + f (e, wq) (5.19)

con Ay, Ay, f definidas apropiadamente.

Noétese ahora que f (e, w,), puede acotarse por arriba como sigue,

If (e;wa) || = ||2asin () cos (ear — <4* + wia) |
< [|12asin (%) |||l cos (ear — 24* + wia) |
< aley|

por lo tanto, es posible concluir que,
1f (e, wa) || < pllell (5.20)

para una constante p positiva.
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5.3.4. Estabilidad en lazo cerrado

A continuacién la estabilidad del sistema en el error (5.19) se establecerd en dos
etapas. Notese inicialmente que f (e,wy) puede verse como una perturbacién acotada
(5.20) para el sistema (5.19). Considere entonces el sistema (5.19) libre de perturba-
ciones, esto es, el sistema,

= Ape+ Aje(t — 1)

) = (), 0¢[-70] (5.21)

con la condicién inicial p(6), 8 € [-7,0] y ¢ € PC([-7,0],R*) el espacio de las
funciones continuas a pedazos en R* definidas en [—,0].

Dado que los parametros de las matrices Ay, A; se pueden elegir libremente (de-
penden del predictor (5.10) y la retroalimentacion (5.14)), es siempre posible estabi-
lizar asintOticamente el sistema (5.21), para un valor constante, acotado del retardo
7. Esto se puede hacer, por ejemplo, al considerar la Proposicién 5.2.2, Capitulo 5
de Gu et al. [2003]. Basado en lo anterior, para demostrar la estabilidad del sistema
perturbado (5.19) se considerard, sin pérdida de generalidad, que existen constantes
positivas g, A1, k1, ko que estabilizan el sistema (5.21) para un valor 7 > 0.

Suponga entonces que el sistema (5.21) es asintéticamente estable (es posible
mostrar que para esta clase de sistemas la estabilidad resulta del tipo exponencial,
Bellman y Cooke [1963]), entonces para establecer la estabilidad del sistema (5.19),
es posible proponer una funcional de Lyapunov de tipo completo definida en la forma,

v (e) = vo(er)
YO T (4 0) W + (7 +0) Wal e (t + 0) do (5-22)
donde e; = e(t), 0 € [—T,0] con,
vo(€r) =
el (U (0)e(t)+2e" (1) [°, U (—1 — 0) Aye (t +60) db (5.23)
+ % €T (t+00) AT [J°, U (01 — 02) Ase (t + 02) dOs) dby.

La matriz de Lyapunov en (5.22) (Kharitonov [2013]),
U(y) = / T RTOWK(t +)dt
0

es definida en términos de la matriz fundamental K (t) del sistema libre de perturba-
cién (5.21) y
W = Wo + W1 + 7 Wg

con matrices Wy, Wi, Wy definidas positivas a partir de la estabilidad exponencial
del sistema (5.21).
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Como se mencioné anteriormente, la matriz de Lyapunov U(7) satisface las si-
guientes propiedades (Kharitonov [2013]).

1. Y0 — y(y)Ay + A(y — 7) Ay

dry

2. U(—y) =UT(y), v >0y UT(0) = U(0)
Es posible ahora mostrar el siguiente resultado.

Teorema 12 Suponga que existen constantes \g, \1 > 0 asociadas con el predictor
(5.10) y constantes ki, ks > 0 asociadas con la retroalimentacion (5.14) tales que
el sistema (5.21) es exponencialmente estable. Considerando que el sistema (5.19)
satisface (5.20), la solucion del problema de sequimiento de trayectorias basada en
estados estimados futuros tiene solucion si se satisfacen las siguientes condiciones,

1. Mpin Wo) > 2pv + ay7pv
2. >\mm (WQ) Z aiv.

Demostracién Considerando las propiedades de la matriz de Lyapunov U(7y), des-
pués de algunos cdlculos, la derivada de la funcional (5.22), a lo largo de la solucién
de (5.19) queda como,

e oatt —— 1 € Wae ()
—T(t—T)Wie(t—1)— [ € he
1267 (£) U (0) (e wa) (5.24)

+2fT (e,wq) L, U (=7 — E+1t) Are (€) dE.

Sea v = maxgepo,7 [|U (0) || v a1 = [|A1]|, entonces,

2¢" (1) U (0) f (e,wa) < 2||e” (£) U (0) f (e, wa) ||
=2[le" @) [T O) Il f (e, wa) | < 2pvlle (t) |I*
2f7 (e, wa) J_ U (=7 — £ +1) Are (€) d€
< 7l (e wa) [IPIT (0) ][] Al
HIU (=) A - lle (6) [[2d€
< arrpvlle () |* + arv i, [le (&) [[Pde.

Por lo tanto, (5.24) puede rescribirse en la forma,
v (e) < —w(e) + 2pvlle (1) |1
+arrpvlle () |1* + ar [ e (€) [I*dg

o w(e;) = el (t) Woe (t)
el (t—T)Wie(t — 1) + Ji_, " (§) Wae (€) d€

de donde se obtiene el resultado. 0O
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5.3.5. Evaluacion numérica

Para probar el comportamiento del predictor propuesto, asi como la efectividad
de la solucion al problema de seguimiento de trayectorias basada en estados estima-
dos futuros, se realizaron evaluaciones numéricas. Se utiliz6 una trayectoria deseada
descrita por las ecuaciones,

_ 5 2 3 4 5
1 = kitp(ry — oty + raty — raty + rsty; — rety)
. kt(57’1t2—67’2t§+77’3t§—8r4tz+97’5t§—10r6t2)
T2d = tf—ti

donde,
t—1;
ty =

oty —t
ry = 252, ro = 1050, r3 = 1800, ry = 1575, r5 = 700, rg = 126, t; es el tiempo inicial,
ts es el tiempo final.

Los pardmetros utilizados en el predictor (5.10) y en la retroalimentacién (5.14)
para la simulacion numérica, se muestran en la Tabla 5.1. La seleccion de las ganancias
para el predictor y el control se hizo con la técnica de ubicaciéon de polos en el plano
complejo. Los parametros fisicos se obtuvieron directamente del sistema. El retardo
se eligié de forma experimental.

‘ Parametro ‘ Valor ‘ Parametro ‘ Valor ‘
k1 2 m 0.0816 kg
ko 3 12 0.33m
Ao 3 ™y 0.5367 kg
A1 3 Jy 0.0195 kgm?
T 0.15s

Tabla 5.1: Pardmetros para la simulacion.

En la Figura 5.11 se muestran los errores de observacion e, (t —T) y €y, (t — 7)
y en la Figura 5.12 se presentan los errores de seguimiento ey, (t), €4, (t). Puede verse
como los errores mostrados convergen adecuadamente al origen.

En la Figura 5.13 se muestra la sehal de control u(t) necesaria para realizar el
seguimiento de la trayectoria.
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Figura 5.11: Errores de observacion: e,1(t — 7), eya(t — 7).
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Figura 5.12: Errores de seguimiento: eq; (), eqa(t).
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Figura 5.13: Senal de control: u(t).

5.3.6. Resultados experimentales

El esquema del predictor (5.10) y la retroalimentacién propuesta (5.14) se imple-
mentaron en la plataforma experimental mostrada en la Figura 5.14. La plataforma se
compone de una estructura principal que soporta una barra que actiia como péndulo,
un motor tipo brushless U2216 KV900 con una hélice, necesarios para generar la
fuerza para levantar la barra. Un inclinémetro X3Q-T de US Digital para determinar
el desplazamiento angular que experimenta la barra, y una tarjeta de desarrollo eZdsp
TMS320F28335 de Spectrum Digital Inc. para implementar el esquema propuesto.

En la Figura 5.15 se muestra el esquema del funcionamiento del sistema.

El inclinémetro funciona como un encoder en cuadratura, es decir, envia pulsos a
través de dos canales. Estos pulsos se registran cuando se presenta una rotacién. La
mediciéon obtenida del inclinémetro es enviada a la tarjeta del microcontrolador, en
donde es procesada para obtener el angulo que ha rotado la barra.

En el microcontrolador se realizan los célculos de las variables de estado futuras
para construir la senal de control. Para ésto, se implementan las ecuaciones desarro-
lladas en el Capitulo 3. Una vez que se obtiene la ley de control, ésta es procesada y
enviada al controlador del motor brushless.

Todos los datos generados y obtenidos (la mediciéon del dangulo, los estados esti-
mados, la senial de control, los errores de observacién y seguimiento, etc.) se envian
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Figura 5.14: Sistema actuador aerodinamico.
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Driver

Motor brushless

Inclinémetro

Wifly

Figura 5.15: Diagrama del funcionamiento del sistema.

del microcontrolador a la computadora de forma inalambrica utilizando dispositivos
Wifly-RN171 de Microchip los cuales traen un moédulo Wireless LAN.

Los parametros utilizados para realizar el experimento son los mismos que se mues-
tran en la Tabla 5.1, excepto las ganancias para el predictor (5.10) y las ganancias
para la retroalimentacién (5.14), éstas se muestran en la Tabla 5.2. Es importante
mencionar que dichos pardmetros se obtuvieron a prueba y error. El retardo se obtuvo
de forma experimental. Se realizaron experimentos para observar el comportamiento

‘ Parametro ‘ Valor ‘ Parametro ‘ Valor ‘

kq 0.15 Ao 16
ko 0.015 A1 10
T 0.1s

Tabla 5.2: Pardmetros para el experimento.

del esquema controlador-observador. Los resultados obtenidos se muestran a conti-
nuacion.

En la Figura 5.16 se muestra el error de observacion e, (t — 7), y como se puede
apreciar, el error se mantiene cercano a cero. En la Figura 5.17 se presenta el error
de seguimiento ey, (t). En las Figuras 5.18 y 5.19 se muestran la senal de control u (t)
aplicada al sistema y las trayectorias deseada y real. Es importante mencionar que
el seguimiento de la trayectoria se ve afectado debido a perturbaciones externas no
modeladas, lo que hace que el sistema presente un error en estado estacionario. Para
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Figura 5.16: Error de observacion: e, (t).
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verificar esta hipdtesis, se realiza una simulacion sumando un término constante o
en la ecuacion de la aceleracion angular (5.5b). Este término constante representa
perturbaciones externas no modeladas. En la Figura 5.20, se muestra la simulacién
numérica de la trayectoria que sigue el sistema en presencia de una perturbacién

externa 6 = —0.05.
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Figura 5.17: Error de seguimiento: eg (t).
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Figura 5.18: Senal de control: u(t).
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Figura 5.19: Trayectoria de referencia x14(t) y real z1(t).
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—0.05.
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5.4. Robot mévil tipo (3,0)

En esta seccién se presenta una estrategia de control para un robot mévil omni-
direccional sujeto a retardos de tiempo en las entradas de control. Por medio de un
cambio de variable adecuado, se desarrolla un predictor que provee una estimacion
de los estados del sistema, 7 unidades de tiempo en el futuro, los cuales son utili-
zados para proponer una retroalimentaciéon de estados que resuelve el problema de
seguimiento de trayectorias.

5.4.1. Modelo dinamico

Figura 5.21: Vista superior de la configuracién del robot mévil omnidireccional.

Un analisis simple de las restricciones de velocidad, 7, en la Figura 5.21 produce,

JR(§)S — Jop =0 (5.25)

Congz{x Yy ¢}T,y

[ —sind  cosd L
Ji=| —sind —cosd L |, Jo=
1 0 L

,
0
0
cos¢ sing 0 @1]

R(¢) = | —sing cos¢ 0 |, o= v
0 0 1 ©3
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donde ¢1, @9, @3 representan los desplazamientos angulares de las ruedas uno, dos
y tres respectivamente; d es la orientacion de la i-ésima rueda con respecto a su eje
longitudinal; L es la distancia entre el centro de cada rueda y el centro del vehiculo
y r es el radio de cada rueda.

Considerando los resultados presentados en ?-Canudas et al. [1996], la energia
cinética del robot esta dada por la energia rotacional de las ruedas mas las energias
rotacionales y traslacionales del cuerpo del robot. El Lagrangiano del sistema toma
entonces la forma,

. . 3
L= SERTOMRO% +5 Y 4L, (526)

i=1

con M = diag {M,, M,,I,} y I, = diag{l,, [, I,}. M, es la masa del vehiculo y I,
es el momento de inercia alrededor del eje Z del vehiculo, I, es el momento de inercia
de cada rueda con respecto a sus ejes de rotacion.

Tomando en cuenta que las restricciones cinematicas (5.25) se satisfacen para todo
t, a partir de la formulacién de Euler-Lagrange es posible obtener,

DE(t) + C(&(1))E(t) = B(§)u(?) (5.27)
donde, .
di 0 0 _ 0 ¢ 0
D=0 d 0],CEl=a|l—-¢ 00
0 0 ds 0 00

—sin(d+¢) —sin(d—¢) cos¢
B()=1+| cos(6+¢p) —cos(d—¢) sing
L L L

condy = M, + 35, dy =1, + 31;‘52 ya=3

La implantacion préactica de una ley de control para cualquier robot movil implica
la necesidad de considerar los retardos de tiempo debidos a la red de comunicacion
que enlaza los sensores y actuadores del robot mévil y un controlador colocado en
una posicién remota. La representacion esquematica de esta situacion se describe en
la Figura 5.22.

La existencia de retardos de tiempo como los mostrados en la Figura 5.22, produ-
cen la representacion alternativa,

DE(t) + C(E(1)E(t) = B(E)ult — ) (5.28)

donde 7 > 0 es un retardo constante.
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ACTUADOR ROBOT SENSOR
MOVIL _D

RED DE
COMUNICACION

CONTROLADOR

A

Figura 5.22: Red de comunicacion.

5.4.2. Estrategia de prediccion

La estrategia de prediccién se llevara a cabo transformando el sistema (5.28), a
una representacion en adelanto. Para tal efecto asuma primero la representacion en
variables de estado obtenida a partir de,

2 () =€), 2 (1) =£(1)
con lo cual se obtiene,

21222

Zy = —-D (z23) 29 + DB (213> u (t . 7_) . (529)

El sistema en adelanto mencionado puede obtenerse al hacer el nuevo cambio de

variable,
wy () =2 (t+7), wo(t) =20 (t+7T) (5.30)

que produce directamente la nueva representacion,

'lUl(t) :Zl(t+7') :Zg(t‘l"T) :wg(t)
Wy (t) =20 (t+7) = —D7'C (205t +7)) 2o (t +7)
+ D_lB (213 (t + ’7')) u (t)
= —D7'C (wa3 (1)) wa (t) + D™ B (w3 (1)) u (1)

esto es,
dnl) = w () (5.31)
Wa (t) = —D7IC (’LU23 (t)) Wo (t) + D 'B (’LU13 (t)) U (t) .
Noétese que el modelo representado en (5.31), provee la dindmica del sistema (5.29)
adelantada 7 unidades de tiempo.

Para el sistema auxiliar (5.31) se propone ahora un observador descrito en la
forma,

Tf)l (t) = o (t)+ Aew, (t—7)

Bo(t) = —DIC (i) 2 () + DB (g (D) u (6) 4 Mo (t—7)
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donde T
ew(®) = [ew(t) ew(®) ] i
= [ ®=01(0) walt) =) ]

representa el error de observacion para el sistema en adelanto.

(5.33)

5.4.3. Dinamica del error de prediccién

Considerando entonces el error de observacién e, (t) dado en (5.33) se obtiene,
uy (1) = ew, () — Mew, (E—T)

éw2 (t) = —)\Oewl (t — T) - D_1 [C (wgg) W9 — C (’UAJ23) Tf)Q] (534)
+D_1 [B (wlg) - B (@13)] Uu.

Por otra parte, notese que,

AQW23W22 awozWas
C (w23) wy — C (@23) Wy = —awa3Way | — | —aWa3Way
0 0

[ a (w23w22 — Wo3gg + Waztay — 7~U23?1122)
= —a (w23w21 — Wa3g + Waztay — w231f)21)
0
aw236w22 + CLUA)22€U,23
= | —awasey,, — A1 €4y,

i 0
esto es,
0 awa3 a;'li\]22 6w21
C (U)Qg) Wy — C (’UAJ23) Tf)g = —aWs3 0 —alﬁgl Cway | = Ca (wg, w2)€w2
0 0 0 | |ews
(5.35)
ademas,

B (’LU23) — B (@23)

1 sing,,, SiNg_,; — COSwWi3 + COS W13
= ; COSs, .53 COS5_,; — SINWig + SINWig
0 0 0

donde sing, ,, = sin 0413 — sind413 ¥ €0Ss,,; = COS 413 — COS 0513 CON 0413 = 0 £ wi3.
La consideracién de algunas relaciones trigonométricas produce,

B (wis) — B (ting) = 2 sin <7 S(1s) (5.36)



64 5 Resultados en Simulacion y Experimentacion

donde
cos Xtz _ og 20—z gip ws
S = |sin 2t0s g 220 _ o s
0 0 0

y W13 = wig+W13. Es facil ver que el sistema (5.34) puede escribirse alternativamente
en la forma

€uwy = — A1l (8= T) = Ao€uyy (8 —T) — T (Waseu,, + Waruyy) + 2 sin (%) Siu
éw12 = _Aléwlz (t - T) - )‘Oewlz (t - T) - dil (—wggerl - w21€w23) + % sin (%) 52u
éw13 = _Aléwls (t - T) - )\Oew13 (t - T)

(5.37)

donde S; y S, representan la primera y segunda fila de la matriz S.

A partir de la suposicién de u(t) acotado; se puede establecer que las velocidades
del robot movil permaneceran también acotadas y por lo tanto, tomando en cuenta
(5.35) se tiene que,

C (wa3) wy — C (e3) W < My ||y || (5.38)

y a partir de (5.36), considerando que las funciones trigonométricas son acotadas,
puede escribirse,

[B (w13) = B ()] u < my [|ew,s || < ms lewl]. (5.39)

Para establecer la convergencia del observador propuesto, considere el sistema no
lineal,

#(t) = Ax(t) + Aga(t — ) + f(a(t), ) (5.40)

donde x € R" es el estado, A, Ay € R™™ son matrices reales constantes, 7 es un
tiempo de retardo constante y f : R" x R — R" es una funcién no lineal, tal que,

1S ()] < B [l - (5.41)

El sistema (5.34) se reescribe en la forma

ew(t) = Aey(t) + Agew(t —7) + flew(t),t)

donde
o Onxn Inxn . _)\1]n><n Onxn
A a [ Onxn Onxn ] 7 Ad N [ _)\Olnxn Onxn ‘|
f — Onxn
—D71[C (wa3) wy — C (tha3) Wo] + D [B (wis) — B (i13)] u
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5.4.4. Sistema controlado por valores futuros

Es claro que no se puede establecer un principio de separacion en el caso del control
del robot moévil omnidireccional. A continuaciéon se muestra el control del robot por
medio de los estados estimados predichos con el fin de resolver el problema estandar
de seguimiento de trayectorias.

Considérese la retroalimentacion,

-1
u(t)=[D7'B(wis ()] {v )+ D7'C (was (1) w2 (1)} (5.42)
que en lazo cerrado con el sistema en adelanto (5.31) produce

w1:w2

W = v(t). (5-43)

Como la retroalimentacién (5.42) no es implementable debido a que w, (t) =
E(t+T7)y we(t) =& (t+7), se propone la retroalimentacién alternativa basada en
estados predichos,

-1
u(t) = [D7'B (@i ()] {v () + D7'C () 2 (1) (5.44)
la cual produce en lazo cerrado con (5.31) el sistema,

wy (t) = ws (1)
W () = —D1C (wag (1)) ws (£) + D'BB='D {v (1) + D~'C (idsg) @2 ()} . (5.45)

Notese que,

B (wlg) B! (12113) = D'B (wlg) B! (’Lf]lg) D

5.46
= I3,3+ S (6w13) ( )

donde
—8in? (€ypyy) —Sin (€4,5) 0
S (ew13) = | —sin (ew13) — sin’ (ew13) 0] .
0 0 0

Es facil ver, que la ecuacién (5.45) toma entonces la forma,

Wy (t) = wa(t)
’d)g (t) = v (t) - D_l [C (wgg) Wy — C (’UAJ23> Tf)Q] + S (€w13> {U (t) + D_lC (1:[)23) ’UAJQ} .
(5.47)
Definase ahora la nueva entrada de control v (¢) en la forma,

v (t) = de — ]{72 (U)2 - wgd) - ]{71 (w1 - wld) (548)

= w2d - k26w2d - klewld
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T
donde wy; = [\wld Way } corresponde a las trayectorias predefinidas deseadas que
el robot mévil siguira.

Considerando (5.48), el sistema (5.47) puede escribirse como,

Wy = wy
’d)g = ’d)gd - ]{72€U,2d klewld D~ 1 [C (wgg) Wo — C (UA)Qg) ’(IJQ] (549)
+S (ewls) {U ( ) -+ D~ 10 (U)Qg) /L/[JQ} .

Definiendo ahora, los errores de seguimiento en la forma,

T T
6wd = |: ewld ewgd :| = |: wl - wld w2 - w2d :|

el sistema (5.49) toma la forma,

éwld = Cuyy
éU)2d = —klewld — ]{dede — D_l [C (wgg) W9 — C (’UAJ23) UA)Q] (550)
+S (€wys) {v (t) + D7'C (ta3) s } -

Por lo tanto, la dindmica del sistema en lazo cerrado controlada mediante estados
predichos esta formada por las dindmicas de los errores de predicciéon y seguimiento
dadas por,

€u, (1) = €u, (1) = Aew, (E—T)
éw2 (t) = _>\06w1 (t — T) — D_l [C (wgg) W9 — C (’UAJ23) 'LDQ]
—|—D_1 [B (wlg) - B (12113)] U

: 5.51
Cwiy (t) = Gy (t) ( )
Cuny (1) = —k1ewy, (t) — ka€u,, (¢ ) — D7 [C (was) wa — O (Was) o]
+5 (€wss) {v (t) + D71C (wa3) W} -
Considerando los errores previamente definidos,
Cw =W —WY €pg = W — Wy (5.52)
se tiene entonces a partir de la ecuacion (5.35) que,
faoo = —D7'[C (was) wy — C (ta3) o]
= —D_lca(wg,w2)€w2 (553)

_ -1
= —D7'Cy (Cwss Cugys W2d) Cay

es una funcién de las senales de error y de los valores deseados, esto es, C, toma la
forma,
0 Cuwgg — W23d  Cugyy — Cugy — W22d
Co = a | =€yyy + W34 0 —Cuwyyy Tt Cuyy + W24
0 0 0
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Tomando en cuenta que la senal de control esta dada por la ecuacién (5.44) es
facil ver que,
faoo = D7V [B(wi) — B (d13)] u
= S (€w13) {U + D7 I'C (11123) 'lf]g} .

Considerando v(t) dada en (5.48) y los errores (5.52), se obtiene equivalentemente,

(5.54)

faz = =S (671)13) {w2d - k2€w2d - klewld (555)
+D_IC (ew23d — Cwaz w23d) (€w2d = Cwy — w2d)w2}

la cual es otra funcion que depende de las senales de error y de los valores deseados.
Considérese ahora el vector de estados extendido,

e= [ Cwr  Cws Cwyy Cuwny }T (5.56)

y definase la funcién

fa - fal (ewa Cwy> wd) + faz (€w, Cwy> wd) . (557>

Es posible entonces escribir el sistema (5.51) en la forma,

é(t) = Aje(t) + Ase(t — 1) + fe(e, wy) (5.58)
con
[0 Isys 0 0 0
00 0 0 |\ fa
A=y 0 Is |7 fe=1% (5.59)
0 0 —kilsxs —kalsxs fa
Az 0 0 0
| =Xalsxz 0 0 0
Az = 0 000
L0 000

donde A;, Ay € R'?*12 y “0” representa bloques con entradas cero de dimensién ade-
cuada.

Asumiendo que los valores deseados wy estdn acotados por diseno y tomando
en cuenta que f,,, f., dadas respectivamente en (5.53) y (5.55) es posible entonces
encontrar cotas de la forma,

[ far (€, €wys wa)ll < male]

[ faz (€ws €wys wa)ll < ms [le]
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con lo cual se obtiene,
[1fe (€w, €w,, wa)ll < me [[e]] - (5.60)

Considérese ahora la representacion del sistema en lazo cerrado dado en la ecuacion
(5.58)-(5.59). Noétese ahora que la matriz A; + A toma la forma,

—AI3xs I3y 0 0
I WA 0 0
Aditd = 0 0 Lo
0 0 —kil3xs —kolsxs

por lo tanto, la eleccion adecuada de los parametros de diseno ky, ko, A1, Ao permite
colocar los valores propios de A; + Ay en el lado izquierdo del plano complejo.

5.4.5. Evaluacion numérica

A continuacién se muestran los resultados del esquema de control basado en pre-
diccién de estados considerando un robot mévil omnidireccional cuyos parametros se
presentan en la Tabla 5.3.

‘ Parametro ‘ Valor ‘ Descripciéon
M, 9.85 kg Masa total
I, 0.52 kg - m? | Inercia de las ruedas
I, 0.17 kg - m? | Inercia del robot
L 0.1877 m Distancia del centro de masa a las ruedas
r 0.03965 m | Radio de las ruedas
T 0.5 s Tiempo de retardo

Tabla 5.3: Parametros del robot moévil omnidireccional.

La trayectoria deseada wgy(t), se define como,

zq(t) = Acos(wt)
ya(t) = Asin(wt)
¢a(t) = B

en donde A = 2 es el radio del circulo, w = 27 f, f = 0.05 y B = 0.2 es una constante.

Se consideran ademds las condiciones iniciales £(0) = [1.5,—1,0.5]" y £(0) =
[O,O,O]T y las ganancias de disefio A\g = 0.85, Ay = 1.5, ko; = 0.25 y ky; = 1 para
i=1,2,3.

En la Figura 5.23 se muestra la evolucién del robot mévil sobre el plano de tra-
bajo donde la convergencia a la trayectoria deseada es obtenida ante errores iniciales
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2r = = Z11d VS. Z12d | -
—Z11 VS. 2192
1 . -
E
> 0f 1
1r ]
-2 !
-2 -1 0 1 2
X [m]

Figura 5.23: Evolucién en el plano X — Y.

de seguimiento no nulos. Los errores de prediccion en posicién se muestran en la
Figura 5.24 mientras que los errores de prediccion de velocidad de presentan en la
Figura 5.25. La convergencia de los errores de seguimiento es mucho més clara en las
Figuras 5.26 y 5.27 donde se muestra la evolucién de los errores de posicion y veloci-
dad respectivamente. Las seniales de control resultantes se muestran en la Figura 5.28.

A partir de las figuras anteriores es importante resaltar que a pesar de las condi-
ciones iniciales fuera de la trayectoria deseada, los errores de prediccién y observacion
convergen a cero produciendo un sistema en lazo cerrado que resuelve adecuadamen-
te el problema de seguimiento de trayectorias aun ante la presencia de tiempos de
retardo en las senales de entrada.
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Figura 5.24: Error de prediccién en posicion e, .
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Figura 5.25: Error de prediccion en velocidad e,,s.
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Figura 5.26: Error de seguimiento en posiciéon e, 4.
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Figura 5.27: Error de seguimiento en velocidad e,,24.
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Figura 5.28: Senales de control u(t).

5.5. Conclusiones

En este capitulo, se analizd el funcionamiento del esquema de prediccién y la
estrategia de control basada en prediccién. Se analizé un sistema inestable en lazo
abierto, para el cual, se obtuvieron las ganancias que cumplen con las condiciones del
Teorema 4. También se realizo la estabilizacion y el seguimiento de trayectoria. En
ambos casos se obtuvieron graficas que muestran la convergencia de los errores de
prediccion y seguimiento de trayectoria.

Como segundo caso, se analizd un sistema barra péndulo actuado por un motor y
una hélice. Se presentan simulaciones que muestran el comportamiento del esquema
de control-prediccién. También se realizaron experimentos para verificar el funciona-
miento del esquema de control. El seguimiento de la trayectoria se ve afectado debido
a dindmicas no modeladas (perturbaciones externas).

Finalmente, se analiz6 el problema de control de un robot mévil omnidireccional
sujeto a retardos de tiempo en las senales de entrada. La soluciéon del problema se
obtiene mediante la utilizaciéon de un esquema predictor el cual se disena para obtener
una estimacién de valores futuros de los estados 7 unidades de tiempo en el futuro.
El predictor de estados propuesto es equivalente a un observador para un sistema
en adelanto obtenido a partir de un cambio de coordenadas. Se resuelve el problema
de seguimiento de trayectorias a través de una retroalimentaciéon basada en estados
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estimados futuros y se muestra la convergencia tanto de los errores de estimacion
como de los errores de seguimiento.
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5 Resultados en Simulacion y Experimentacion



Capitulo 6

Conclusiones y Trabajo Futuro

6.1. Conclusiones

En este trabajo, se presenta una solucién para el problema de control de una clase
de sistemas no lineales con retardo constante conocido en la sefial de entrada. Un
cambio adecuado de las coordenadas de estado, permite estimar los valores futuros
de los estados del sistema 7 unidades de tiempo en el futuro. La convergencia del
predictor de estados propuesto depende de la magnitud del retardo y la constante
de Lipschitz asociada con la clase de sistemas considerados. Los estados estimados
futuros son utilizados para resolver los problemas de regulacién y seguimiento de
trayectorias. Simulaciones numéricas evaluan la estrategia de prediccién, asi como la
regulacion y el controlador de seguimiento de trayectorias en funcién de estados pre-
dichos. Adicionalmente, también se muestra que la estrategia de prediccién—control
presentada se aplica a la clase de sistemas no lineales completamente linealizables por
retroalimentacion de estados.

Para mostrar el funcionamiento del esquema de prediccion, se analizé primeramen-
te un sistema inestable en lazo abierto. Se realizé la estabilizacion y el seguimiento
de trayectorias. En ambos casos se graficaron los resultados obtenidos mostrando una
rapida convergencia a cero de los errores de prediccion y seguimiento de trayectoria.

También se presentd una solucién al problema de seguimiento de trayectorias aso-
ciado a un actuador aerodindmico afectado por retardos de tiempo en la senal de
control. La soluciéon propuesta se basa en estados estimados futuros obtenidos con
un predictor que es capaz de proveer los estados futuros necesarios. Se muestra for-
malmente la convergencia de los errores de prediccién asi como la convergencia de
los errores de seguimiento. El esquema de control es evaluado mediante simulaciones
numeéricas y con experimentos en tiempo real en una plataforma de laboratorio.
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Finalmente, se presentan los resultados obtenidos para el seguimiento de trayec-
toria de un robot moévil omnidireccional sujeto a retardos en las senales de entrada.
Aqui, el esquema de prediccién—control es puesto a prueba mediante simulaciones
numéricas. Se presentaron los resultados obtenidos del seguimiento de trayectoria. Y
nuevamente se muestra que los errores de prediccién y seguimiento convergen asintoti-
camente a cero.

Es importante mencionar que en todos los casos se intentoé controlar los sistemas
con retardo en la entrada de control, (sin utilizar el esquema de prediccién) sin tener
éxito alguno, en todos los casos, los sistemas se inestabilizaron. De ahi la importancia
de utilizar un esquema de prediccion.

6.2. Trabajo futuro

Como una continuacién de este trabajo, se propone considerar el incremento del
retardo que el sistema en lazo cerrado pueda manejar.

También, abordar el caso del retardo variante en el tiempo y la implementacion
en tiempo real del algoritmo propuesto.

Para el caso del actuador aerodinamico, la compensaciéon o cancelacion de pertur-
baciones externas seria de gran ayuda para mejorar el comportamiento del esquema
de prediccion—control.

Ademas la implementacién en otros sistemas no lineales, ya sea en robots moviles
o en aeronaves no tripuladas que requieran de ser controladas a distancia, en donde
el control se vea afectado por un retardo no despreciable.
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