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Resumen

Este trabajo de investigación se ha desarrollado en el marco de diseño

y análisis de algoritmos, específicamente de redes neuronales artificiales uti

lizando el marco matemático de las álgebras geométricas de Clifford y con

siderando un conjunto de datos formulados mediante técnicas geométricas,

entonces es necesario desarrollar algoritmos que procesen este tipo de datos.

El desarrollo de algoritmos específicos para este tipo de información nos per

mite un mejor entendimiento y un mejor desempeño del procesamiento.

La redes neuronales biológicas muestran una variedad de diferentes ma

neras de procesar información. Los algoritmos que hemos desarrollado son ca

paces de desarrollar un procesamiento de información geométrica de manera

que internamente también consideran parámetros geométricos que describen

de manera más clara diversos aspectos relacionados con el procesamiento de

la información de entrada.

El álgebra geométrica es el marco de trabajomatemático que ofrece diver

sas herramientas para realizar este tipo de análisis de manera más simple. Los

objetos externos a los algoritmos pueden ser descritos de unamanera más clara

y la interpretación de las manipulaciones geométricas de diversas entidades

gemétricas se hace más fácil.

En esta tesis, se desarrollaron redes geométricas RBF recurrentes y de

tipo feed-forward. Estas redes geométricas se utilizaron para abordar ciertos

problemas de visión robótica. Estas redes no tienen paralelo en la literatura y

son nuevas porque con ellas se obtiene de forma explícita los mapeos involu

crados. Los mismos resultados no se puede lograr utilizando redes neuronales

RBF valuadas con reales.
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Símbolo Descripción

AG Álgebra Geométrica

CGA Álgebra Geométrica Conformal

X Punto Conformal

X Punto Euclidiano

e¡ Base e¡

I Pseudo-Escalar unitario

E Plano de Minkowski

PP Par de puntos en CGA

s Esfera en CGA

z Círculo en CGA

n Plano en CGA

L Línea en CGA

Es Rotor con ángulo 6 en CGA

A' Representación dual del multivector A

A Reversión del multivector A

A Involución principal del multivector A

M Motor en el álgebra Qvv

R Rotor en el álgebra QVA,T

T Translador en el álgebra Qp^,r



Abstract

This research work has been developed within the context of design

and analysis of algorithms, specifically artificial neural networks using the

mathematical framework ofClifford geometric algebras and considering a data

set made using geometric techniques, then it is needed to develop algorithms
to process this type of data. The development of specific algorithms for this

type of information allows us to better understanding and better processing

performance.

The biological neural networks show a variety of different ways of pro

cessing information. The algorithms we have developed are able to develop
a geometric processing information internally so that they also consider geo
metric parameters which more clearly describe various aspects of processing
the input information.

The geometric algebra is themathematical framework that provides tools

for this type of analysis in a more simple. Objeets outside of the algorithms can

be described in a more clear and the interpretation of geometric manipulations
of various entities gemetricas becomes easier.

In this thesis, feed-forward and recurrent RBF geometric networks were

developed. These geometric networks were used to tackle certain problems
in robot visión. These networks have no parallel in the literature and are

novel because they yield explicitly the involved mapping. Same results can

not achieved using real valued RBF networks.

In this work we use visión techniques for preprocessing of the input data

to the algorithms. With the help of a stereo visión system, we represent some

three-dimensional objeets that belong to the external environment. These are
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Capítulo 1

INTRODUCCIÓN

Un procesamiento eficaz de la información en el mundo real debe ser

lo suficientemente flexible para enfrentar un ambiente que cambia inespe

radamente y dinámicamente. Como consecuencia, tal procesamiento es con

siderado inseparable de la existencia física de los fenómenos cambiantes en

el mundo. Por lo tanto, la inteligencia artificial experimenta un cambio de

paradigma en estas décadas para introducir un marco de trabajo de proce

samiento no simbólico a través de las Redes Neuronales Artificiales (RNAs).

Un punto fuerte de las RNAs radica en la adaptabilidad asi como en las habi

lidades de aprendizaje y de auto-organización. El procesamiento en las RNAs

es largamente influenciado por la acumulación de experiencia (lo que ellas

han percibido y obtenido desde el ambiente). El cerebro tiene una muy alta

adaptabilidad a las circunstancias físicas que el medio ambiente determina y

está vinculado con órganos de sentido tales como ojos, oídos, nariz, sensores

cutáneos y otros, para sensar el ambiente, asi como también con órganos mo

tores para trabajar en el ambiente tales como manos, piernas, cuerdas vocales,

músculos en general y otros. La idea básica más importante en las RNAs va

luadas con números Hiper-complejos (RNVHs) es extender las propiedades

de procesamiento fundamentales del cerebro [3].

Dado que las funciones neuronales (aprendizaje y autoorganización) son

influenciadas por interfaces sensoriomotoras que conectan la red neuronal con

el ambiente, existen ciertas situaciones donde las RNVH son inevitablemente

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

requeridas o muy efectivas [3, 1 ]

1.1. Motivación

Los estudios sobre redes neuronales valuadas con hiper-complejos han

estado evolucionando recientemente en varias direcciones. Se han creado redes

neuronales valuadas con números complejos (RNVCs) [3] y las áreas pioneras

de su aplicación incluyen detección de ondas electromagnéticas y luminosas e

imágenes y restauración en procesamiento de imágenes. Las RNVHs pueden

usarse en el estudio de procesamiento adaptivo de señales para el control en

ambientes cambiantes y desconocidos, procesamiento de información simu

lando el del cerebro, robótica inspirada por sistemas neuronales humanos y

más. Las RNVHs tratan con información valuada con hiper-complejos usando

parámetros y variables valuadas con hiper-complejos. Es significantemente

importante para la red neuronal humana adoptar una representación adecua

da para el propósito asignado a módulos respectivos de la red. Por lo tanto, la

red de cada módulo también posee una construcción adecuada para el proce

samiento de información respectiva específica para señales visuales, auditivas

u olfativas. La electrónica moderna y comunicaciones nos proporcionan una

larga variedad de información. Por lo tanto, en los campos de la ingeniería
se espera desarrollar nuevos sistemas que procesen una gama más amplia
de información de manera más efectiva y adaptativa, como nosotros los hu

manos lo hacemos, o mejor. En tales casos, el aprendizaje y auto organización

requiere de representaciones de información adecuadas para tales propósitos.
La idea es crear un tipo de cerebro artificial enriqueciendo la representación
de la información. Una de las ventajas más importantes de las RNVHs es la

buena compatibilidad con fenómenos de onda, como es el caso para las RN

VCs. Existen fenómenos que son expresados mas simplemente y naturalmente

mediante números hiper-complejos. Éstos también están relacionados directa

mente con los procesos elementales en las RNVHs tales como la ponderación
en las conexiones sinápticas y la sumatoria de las entradas ponderadas. La

manera básica de procesamiento de naturaleza biológica es común tanto
a las

redes neuronales convencionales (valuadas con números reales) como a las
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RVNHs.

El mundo externo, parece ser comprendido por el ser humano en térmi

nos de representaciones geométricas intrínsecas. Es posible formalizar las rela

ciones entre las señales físicas del mundo externo y las señales internas del ser

humano usando vectores extrínsecos para representar aquellas señales que lle

gan del mundo y vectores intrínsecos para representar las señales del mundo

interior [4, 5].

1.2. El problema a resolver

Se asume que los mundos interno y externo emplean diferentes sistemas

de coordenadas de referencia. Al considerar a la adquisición y codificación

del conocimiento un proceso distruibuido y diferenciado, entonces se puede

pensar que debe existir varios dominios de representación del conocimiento

que obedecen diferentes métricas y que pueden ser modelados usando bases

vectoriales diferentes. Este tipo de problemas considera representaciones para
tratar con procesamiento de señales [6]. La formalización de la representación

geométrica parece ser un proceso dual que implica la expresión de señales

físicas extrínsecas construidas por vectores intrínsecos del sistema nervioso

central [4] [5]. Estas representaciones vectoriales, relacionadas a marcos de

referencia intrínsecos al ser humano, se relacionan al análisis de percepción y

síntesis de acciones. El mapeo geométrico entre estos dos espacios vectoriales

puede por lo tanto ser implementado por una red neuronal que funcione como

un tensor métrico [5].

En este sentido, se puede usar el álgebra geométrica (AG) para ofrecer una

alternativa al análisis tensorial que ha sido empleado desde 1980 por Pellionisz

A. y Llinás para la teoría del ciclo percepción acción (CPA). Nuestro trabajo se

enfoca en el diseño de modelos neuronales que puedan tratar con información

geométrica externa e interna para tener una descripciónmás natural e intuitiva

de la implementación y sus resultados.

El cálculo tensorial requiere reglas de transformación para definir rela

ciones independientes de coordenadas. El AG es más atractiva que el análisis
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tensorial porque es libre de coordenadas (un álgebra de direcciones) e incluye

spinors, lo que no permite la teoría de tensores. La eficiencia computacional
del AG ha sido confirmada en muchas áreas difíciles de física-matemática [7]

como cálculo geométrico, y tiene profunda relevancia en física cuántica. Tam

bién tiene aplicaciones en robótica, visión computacional, procesamiento de

imágenes, procesamiento de señales y dinámica espacial. El análisis matricial

es otro sistema matemático usado para formular redes neuronales. Además,

el AG ofrece otras ventajas computacionales que el álgebra de matrices no,

como la representación con "bivectores" de operadores lineales, relaciones de

incidencia (operaciones meet y join), y el grupo conformal en la horósfera.

Los intentos iniciales para aplicar el AG a la geometría neuronal se descri

ben en [8, 9, 10, 11]. Posteriormente se desarrollaron otros modelos como

[12, 13, 14, 15, 16, 17, 18]. En [19] se da un tutorial completo de este tipo de mo

delos. Hoy se sabe que las redes estándares de "alimentación hacia adelante"

son generalizables usando AG [1]. En cuanto a las redes neuronales recurrentes

simples, prácticamente no existe trabajo alguno donde se considere el lenguaje

geométrico para expresar los parámetros de la arquitectura neuronal [20].

El AG ofrece una interpretación geométrica natural de los problemas a

resolver, lo que permite una mayor intuición que el análisis vectorial estándar.

Es más eficiente porque reduce el número de operaciones a considerar. Está bi

en definida para dimensiones superiores e inferiores. Ofrece una alternativa

práctica a los métodos convencionales para manipular con facilidad entidades

geométricas 3D (puntos, líneas, planos) con diversas operaciones como son:

reflexiones y rotaciones.

Las RNVCs han sido estudiadas para los casos de una única neurona.

perceptrones organizados en múltiples capas y redes recurrentes [16] [3]. Estas

redes trabajan con información, parámetros y variables valuadas con com

plejos. Las entidades valuadas con hiper-complejos, es decir, un sistema de

números con dimensión mayor que el valor complejo, también son usadas

para modelar redes neuronales. Este tipo de entidades puede ser encontrado

en un sistema algebraico como el álgebra de cuaterniones. En este sistema

matemático, los investigadores han propuesto neuronas y redes como la neu

rona cuaterniónica y los MLPs cuaterniónicos [3, 17, 12, 15, 1].
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Algunos investigadores que han trabajado con RNVCs, han desarrollado

redes valuadas con hiper-complejos usando entidades geométricas [1]. Li, et

al. En [16] se propuso la red neuronal de funciones de base radial (RBF-N)

valuada con complejos. Sin embargo, no existe aún trabajos para el desarrollo

de RBF-Ns valuadas con hiper-complejos de mayor dimensión.

En este trabajo, se proponen modelos de redes neuronales artificiales

multicapa y retroalimentadas donde las entradas, las salidas, pesos y neuronas

ocultas son expresados usando multivectores, con la gran diferencia de que

se pueda extraer de las capas ocultas información geométrica pertinente a las

transformaciones que sufren los datos de entrada.

1.3. Objetivos

El AG permite operar con objetos geométricos de una manera natural. En

este marco de trabajo desarrollamos nuevos modelos de redes neuronales que

son capaces de tratar con objetos definidos geométricamente con una arqui
tectura y proceso de aprendizaje también definidos en términos geométricos.

Los objetivos son:

■ Desarrollar una red neuronal geométrica estática.

■ Desarrollar una red neuronal geométrica recurrente.

1.4. Organización del documento

El capítulo dos describe el AG y su uso para realizar diversos cálculos,

se describen sus entidades y reglas para trabajar con ella; el uso del AG de

motores con sus entidades y sus representaciones en el espacio, así como las

propiedades de algunas de las entidades del álgebra. El capítulo tres explica
los conceptos necesarios para entender la importancia de las redes neuronales

extendidas con valores multivectoriales. El capítulo cuatro describe los algorit
mos desarrollados y su aplicación usando el AG. El capítulo cinco muestra un
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Capítulo 2

COMPUTACIÓN GEOMÉTRICA

La geometría sintética, geometría de coordenadas, números complejos,

cuaterniones, análisis vectorial y de tensores, álgebra de matrices, álgebra

de Grassmann, álgebra de Clifford, álgebra de Spinors, cinemática, espacio

de Plücker y geometría proyectiva poseen conceptos geométricos. Además,

existen consecuencias innecesarias de muchos lenguajes como el aprendizaje

redundante, complejidad de acceso al conocimiento, traducción frecuente, y

más. Esto es una buena razón para considerar un lenguaje que involucre las

técnicas anteriores para resolver problemas relacionados..

El álgebra geométrica (AG) es un lenguaje para geometría que explota

el concepto de un vector. Define "multivectores" mediante la combinación de

representaciones con dimensiones diferentes: escalares, vectores, bi-vectores,

trivectores y fc-vectores. Usa dimensiones de las representaciones llamadas

grades. Es adecuada para representar estructuras y desarrollar algoritmos que

se apliquen en ingeniería. Ofrece las herramientas necesarias y de unificación

para expresar geometría y sus relaciones sin la necesidad de cambiar de sistema

matemático o hacer excepciones en casos especiales, esto permite que la comu

nicación de las ideas sea más fácil, lo que da lugar a desarrollar algoritmos de

manera rápida e intuitiva [21]. Ofrece el potencial para realizar optimizaciones

e implementaciones altamente eficientes y se confía que será competitiva con

métodos clásicos cuando también se adapten algoritmos a sus nuevas capaci

dades [22].

7
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Tales técnicas de ahorro de cálculos podrían fácilmente compensar la

ligera pérdida de velocidad por el cálculo con representaciones en dimensiones

más altas. Estos algoritmos deben ser desarrollados si el AG es aplicada en el

mundo real. Se debe considerar que en un amplio rango de aplicaciones de

ingeniería muchos sistemas matemáticos diferentes están concurrentemente

en uso y que las implementaciones sencillas se ejecutan con lentitud por el

tamaño del álgebra [23]. El AG como lenguaje matemático frecuentemente

sugiere una estructura más clara y de mayor elegancia en el entendimiento de

métodos y fórmulas. Esto permite mayor eficiencia y desempeño con tiempo

de ejecución menor para los algoritmos derivados [22, 24].

2.1. Introducción al álgebra geométrica

El AG ofrece una alternativa y un enfoque comprensivo a la repre

sentación algebraica de la geometría de varias áreas de investigación [1, 25,

23, 26, 24, 25]. Se aplica además en física, gráficación y robótica [24]. Una car

acterística distintiva del AG es que sus productos son usados e interpretados

geométricamente debido a la correspondencia entre entidades geométricas y

elementos del álgebra. Permite que uno manipule subespacios directamente

y es un formalismo libre de coordenadas. También introduce un concepto

más general que el producto cruz el cuál es únicamente definido en tres di

mensiones. Proporciona descripciones compactas e intuitivas en sus áreas de

aplicación. Comparada con el álgebra lineal, el rico lenguaje matemático del

AG conduce, después de elegir el álgebra, a menos trabajo para implementar

la aplicación.

2.1.1. El producto Clifford de vectores en IR2

Es importante tener unamultiplicación de vectores que satisfaga los axio

mas de multiplicación de los números reales
- distributividad, asociatividad

y conmutatividad
-

y que la norma de estos vectores se preserve en dicha

multiplicación |ab| = |a||b|, donde a y b son vectores. A esta multiplicación

de vectores la llamamos "producto Clifford". Dado que es imposible man-
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tener una conmutabilidad en dimensiones de n > 3, nos enfocaremos en la

distribución y asociación.

OíTíSideremos dos vectores con base ortonormal ei = (1,0)T y e2 = (0, 1)T
en el espacio vectorial K2. La magnitud del vector r = xei+y62 es |r| = -/x2 + y2.
Si d vector r es multiplicado utilizando el producto CMknd con él mismo, la

expresión resultaría en rr = r2, que es igual al cuadrado de su magnitud.

f2 = W2 (2-1)

Usando la forma de coordenadas, introduciremos el producto de vectores de

tal forma que

(xe, + ¡fcf = x2 + y2 (12)

Utilizando la regla distributiva sin asumir la conmutabilidad obtenemos

x2ei2 + j^iV + *y(e1e_ + e2«i) = x2 + i/2 (23)

y entonces se puede definir el producto de vectores (el productoQifford).

Definición 2.1 Sean a, b e R2, dos vectores con una base ortonormal e¡ - (1,0)T y

e_ = (0, 1)T, el producto Clifford de los vectores a = «id + «262 y t> = b^ + bje^

está dado por:

ab = fljb, + <j2&2 + («1 fa - a2by )ei e_ (2.4)

Esto se satisface sí los vectores ortogonales e-i, &z obedecen las reglas de

multiplicación

ei2 = e_ = l 16,1 = 1621 = 1
_,_

que corresponde con (2.5)
eie2 = -e^ei e, jl e2

Se usa la propiedad asociativa para calcular el cuadrado (e^)2
= (e1e2)(eie2) =

ei(e2ei)e2 = -ei2e¿2 = -1. Dado que el cuadrado del producto e^ es nega

tivo, se sigue quee^ no es un escalar ni un vector. El producto es una nueva

clrfse dt unidad llamado bivector, representando el área del plano orientado

íFigura 2.1) del cuadrado con los lados ei y e2- Se escribe ei2 = eie2.
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Figura 2.1: Bivector; el plano orientado

2.1.2. Producto exterior (parte bivectorial del producto Clif

ford)

Extrayendo las partes escalar1 y bivector del producto Clifford, tenemos

como producto de dos vectores a = a^ + a2e2 y b
= £>iei + i>2©2

a • b = a\b\ + a2b2. El producto escalar "a punto b", (2.6)

aAb = (aib2-a2bi)ei2- El producto exterior "a wedge b", (2.7)

El bivector aAb representa el segmento del plano orientado del paralelogramo
con lados a y b. El área de este paralelogramo (Figura 2.2) es \aib2 - a2bi\, y

tomaremos la magnitud del bivector aAb para determinar el área |a A b| =

]flib2-a2b]\.

Figura 2.2: Área de un paralelogramo

El paralelogramo puede ser visto como una clase de producto geométrico

1
El producto escalar también es conocido como producto punto o producto interior
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desús Lados

/

Figura 2_3: Sentido del bivector

El bivector a a b y b A a tienen la misma magnitud pero con sentidos de

rotación opuestos (Figura 23). Esto puede ser expresado simplemente escri

biendo

a A b = -b a a (IS)

Se observa que el producto Clifford de dos vectores

(ai eT + í*2e_Kíh©t + fce.) = «i *>i + «2^2 + («1 fc
- «i&i )ei2 (2.9)

es la suma de su parte escalar (afo + «2^2) y un bivector («ifc
- fi^^i)-

El producto CBfford así como d producto exterior y producto interior (o

escalar), puede ser llevado a mayores dimensiones (ejemplo R", donde n > 2).

2.2. Álgebra geométrica

El álgebra geométrica Qn es un espacio vectorial n-dimensional que puede

ser expandido usando las bases ortonormales de sus vectores {e¡ }, ii = 1, . . .

,
n.

tal que e¡e¡
=

e¡¡.

I,{ej},{ele¡},íeiejek|,---,i = e1e2--er, (2.10)

Note, para 1 # /, se asume e,e¡
= e,

•

ej + e¡ A e,
= e, A er

En general, una álgebra geométrica Q9A¡r (p, q, r, € N) es un espacio lineal

de dimensión 2", n =

p + q + r, con un subespacio expandido por Ar-vectores o

blades, en donde pqy r corresponden al número de vectores base que cuadran



12 CAPÍTULO 2. COMPUTACIÓNGEOMÉTRICA

e¡e, := <

a +1
. -1 y 0. respectivamente. La notación Q¡l¡c¡,(W,c,,r) es usada para determinar

el espacio vectorial Rpw r equivalente de donde provienen los elementos del

álgebra.

Sean e¡ y e¡ (e¡, e, e W*'r) dos vectores de la base ortonormal de un espacio
vectorial í?M,r. Entonces el producto geométrico de éstos nos da la base del AG

QP^,r y está definida como

1 6 IR para i
=
/€ {l,...,p\

-le IR para i = je\p + \,. ..,p + q)
OeR paraí = /e [p + q + l,...,n]

e¡j
= e¡ a e¡

=

-e¡ a e¡ para /' -t j.

El producto geométrico (o Clifford) de dos vectores se expresa como

ab = ab + aAb (2.12)

La regla conmutativa ab = bajuntoconla regla anticonmutativa aAb = -bAa

nos da la relación que hay entre ab y ba. Así

ba = ab-aAb (2.13)

Sumando y restando las ecuaciones (2.12) y (2.13), podemos definir

a b = -(ab + ba) (2.14)

a A b = -(ab -

ba) (2.15)

La parte anti-simétrica del producto geométrico es definida por el pro

ducto exterior de un r-vector. Este resultado es llamado r-blade o blade degrado
r. Una combinación lineal de los r-blades es llamado r-vector. El conjunto de

r-vectores es un subespacio (^-dimensional de Gn, denotado por Qrn. Todo el

espacio Q„ está dado por la suma de sus subespacios
n

Un elemento genérico de Qn es llamado "multivector" De acuerdo con (2.16),

cada multivector M puede ser expandido como

M = ¿(M), (2-17)

/=o
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donde (M), denota la parte i-vector.

2.2.1. Propiedades de los multivectores

Un elemento M de G„ es "invertible" si existe otro elemento N de G„

tal que Al.V = NM = 1. El elemento N, si existe, es único. Éste es llamado el

"inverso" deM, v es denotado porM~l. Por ejemplo, un vector nulo2 de G„ no

es invertible, pero cualquier vector no nulo a es invertible, con

a"1 = - = 4 (2-18)
a a2

La división de vectores en AG facilita varios cálculos.

Utilizando la asociatividad ymulti-linealidad, el producto exterior puede

ser aplicado a cualquier número finito de multivectores y a escalares de la

manera siguiente

A aM = JvíaA = AAL paraA€R,Me0n (2.19)

El producto interior de un r-blade ai A • - - A aT con un s-blade b\ A - ■ • a bs

está definido como

(fll A - ■ • A ar) - (&i A • - - A bs)

_

f ((fljA •••Aflr)-&i)-(i>_A-A_>s) sir>s
"

1 (fli A
• • • A ar-i) ■ (flT • (bi A -- • A b5)) si r < s

y

(fl] A - • • A flr)
• b-¡

T

= Y (-lp'fl, A - - - A fl,_: A (fl,
• bi) A fl,+1 A - ■ - A flr (2.21)

í=l

flr
• (b} A • • - A bs)

s

= ^(-l)"1^ A • • • A Í7,_i A (flr
- fe,) A b1+i A • • • A bs (222)

/=]

2Un vector a es nulo si a2 = 0
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Consideremos la ecuación (2.20) con (2.22). Sean a, b, c e Qn 1-vectores y B =

b A c un 2-vector. El producto interior de a con B está dado por

a
• B = a

•

(b A c) = (a
•

b)c
-

(a
• c)b (2.23)

Como (a b) y (a c) son escalares, podemos ver que el producto interior de un

vector con un bivector resulta en un vector. Generalizando podemos mostrar

que para s > 1

x-B<s> = (x-b1)(b2Ab3Ab4A...Abs)

-(x • b2)(b! A b3 A b4 A . . . A bs)

+(x • b3)(bi A b2 A b4 A . . . A bs)

s

= ¿J-irVbMB^b,-] (2.24)
1=1

donde [B(s>\b,] denota el blade B> sin el vector b,. Así, el producto interior de

un vector con un s-blade da como resultado un (s
-

l)-blade. Otro ejemplo de

esta importante regla es

A •

B<s) = (3l A a2) •

B<s) = ai
•

(a2 •

B<s>) (2.25)

con s > 2. Donde A es un 2-blade, (r - 2). Si aumentamos el valor de r de tal

forma que r < s < n llegamos a

a1la2-(...-(ar-B<s)))J (2.26)

sr pr vemos que la Ecuación (2.26) es una representación de uno de los casos

de la Ecuación (2.20).

Por bilinealidad, el producto interior es extendido hacia cualquier par de

multivectores, si

A • M = M ■ A = 0, para A € R,M € Gn (2.27)

Para cualquier blade Ay B con grados r y s diferente de cero, tenemos

A B = (AB)|r_s| (2-28)

A A B = (AB)r+s i2-29)
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Mediante el producto geométrico podemos obtener blades de diferentes

grados, el blade de más alto grado es el n-blade y es llamado "pseudoescalar"

(I = ei A e2 A ■ ■ ■ A en). Un AG se llama "no degenerada" si la magnitud del

pseudo-escalar es diferente de cero. Los pseudo-escalares son indexados de

acuerdo al álgebra a la que pertenecen, por ejemplo IE e Gs, le e _?4,i3-

El dual de un multivector M en G„ es denotado por

M* = MI"1 (2.30)

donde I"1 difiere de In por lo menos por un signo. El "dual" de un r-blade es

un (n-r)-blade.

La "reversión" de un s-blade A = ai A
■ ■ ■ A as se denota como

A = (fli A fl2 A • • ■ A fls_i A asy

- as A fls_i A
• • • A fl2 A flj (2.31)

al generalizar para un multivector, la "reversión" es obtenida como

(M)¡ = (-1)^<M>(-, para M € gn, 0<i<n. (2.32)

Dado un producto geométrico de varios multivectores D = ABC, donde

A, B,C,D e Q„, su reversión está dada por

D = ABC = CBÁ (2.33)

La "involución principal" de Q„, también llamada "involución de grado"

es denotada por """"", y se define como

(M), = (-1)'<M)„ paraMeQn,Q<i<n. (2.34)

El "producto conmutador" AxBes definido para cualquier multivector

Ay B por

AxB = ]-(AB -

BA) = -B X A. (2.35)

Finalmente, podemos expresar la función exponencial de un multivector

M como la expansión de la serie

exp(M) = YjTT (236)

*:=0

3Para abreviar la notación £3,0,o * 03 y £4,1,0 - _?4,i
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2.3. Álgebra geométrica del Espacio 3D Euclideano.

En muchos problemas de diferentes áreas es necesario trabajar con en

tidades geométricas. Por esta razón se requiere tener un álgebra que permita

manejar diversas entidades (puntos, líneas, planos, etc.).

2.4. Rotores, trasladores y motores

En esta sección hablaremos de los movimientos rígidos de las entidades

en el álgebra geométrica.

Los bivectores del AG pueden ser usados para representar rotaciones de

entidades en el espacio de 3D. Un rotor4 R es un elemento par del álgebra G+Q ,

(álgebra de motores) que satisface RR = 1. En §3io una rotación puede ser

expresada por un rotor de la forma

* = exp(~2¡) (2.37)

donde los componentes de este rotor R e §+Q ,
son similares al rotor de @3, un

bivector unitario / e (G3)2 Q @+fiy el cual representa una línea de magnitud
unitaria que pasa por el origen (sin momento) que es el eje de rotación, y un

ángulo Q, el cual representa el ángulo de rotación. Usando la representación
de Euler del rotor (2.37) nos queda como

R = «?(-§_)
= cos(-)-s«z(-)/ (2.38)

desarrollamos (2.38) para encontrar también a R

R = rc
- rj = rc- rSle23

-

rS2e31
-

rS3e12 (2.39)

R = r- + rsl = rc + r„ e23 + rS2e3i + rS3ei2 (2.40)

La rotación de primitivas geométricas (punto, línea, plano en 03,o,o o en @+fiA)
se realiza multiplicando R por la izquierda y por el reverso R por la

derecha.

4Rotor es una abreviación de rotador
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Esto es, siendo L una línea, el resultado de una rotación será L' y viene dado

por

V = RLR (2.41)

Un rotor representa el grupo de SO(3) en el AG Euclidiana. El producto ge

ométrico de dos rotores R = RjR2 resulta en un nuevo rotor [1]. De esto se

sigue que

V = RLR = (R2R,)L(RÍR¡) (2.42)

Para trasladar una entidad geométrica respecto a un vector de traslación

t € (í?3)i, usamos el traslador, T e Q*fí x

T = exp(fj = (l + Ij),IeG+3J0A (2.43)

utilizando (2.36) y la restricción Ik = 0 para k
> 2. Un traslador es un rotor espe

cial actuando en el infinito usando el pseudoescalar /. Similar a la rotación, una

entidad puede ser trasladada multiplicando la entidad por T por la izquierda

y por su reverso T por la derecha.

X' = TXT (2.44)

Para expresar unmovimiento rígido, la aplicación consecutiva de un rotor

v un traslador pueden ser escritos como el producto de ellos. Tal operador es

expresado como M,

M = TR (2.45)

Cinemática del punto, línea y plano en G*
0 .,

Es un multivector especial de grado par llamado motor, el cual es la

abreviación de momento y vector. El movimiento rígido por ejemplo de un

punto X, línea L o plano LI puede ser escrito como

X = 1 ± IX (2.46)

X' = MXM = TRXRT (2.47)

V = MLM = TRLRÍ (2.48)

1T = MnM = TR1TRÍ (2.49)
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Transformaciones de giro y tornillo

Siguiendo la definición del motor en el AG y basados en el rotor llama

do de "giro", todo movimiento rígido puede ser expresado como un giro o

movimiento de tornillo, el cual es una rotación sobre una línea en el espacio

(en general, que no pase por el origen)5 combinado con una traslación a lo largo

de esta línea. En el AG es posible usar los rotores y trasladores para expresar

movimientos de tornillo en el espacio.

Paramodelar la rotación de un punto Q alrededor de una línea L arbitraria

en el espacio, la idea general es trasladar el punto Q con el vector de distancia

entre la línea L y el origen, para realizar la rotación en el origen y trasladar

de regreso el punto transformado. Entonces el motor M e £?301 describe una

rotación general que tiene la forma

M = TRT = Rl (2.50)

donde se puede ver la traslación, la rotación y la traslación de regreso respec

tivamente. (2.50) se puede expresar como un rotor sobre la línea L. Al aplicar

M = RL a un punto obtenemos

Q' = RlQR¡ = TRTQTRT (2.51)

donde TRT = R¿.. Usando la forma exponencial del traslador y rotor obten

emos6

RL
= TRT

= exp(^exp(--^exp\-^j
- KM-fOH)
■ MKH-fíH1-.))
= «p(-|(í + I(t-/))) (2.52)

Así, dada una línea en el AG que tenga magnitud unitaria, y usando su

forma estándar L, se puede hacer que cualquier entidad gire alrededor de ella

?Tal operador también es llamado "rotación general"
6En el paso 4 usamos la propiedad gexp(E.)g = <?xp(g£g) para gg = 1.
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usando esta línea como eje de rotación. Esta expresión se puede representar
como

0.
*L = exp(--L} (2.53)

Los movimientos en tornillo pueden ser representados pormovimientos

rígidos. Un "movimiento de tornillo" es aquel que para cada movimiento

rígido de cuerpos puede ser realizado por una rotación en un eje combinado

con la traslación paralela en ese eje. Para modelar el movimiento de tornillo, la

entidad tiene que trasladarse durante una rotación general respecto al eje de

rotación. El grupo de un movimiento 3D rígido es SE(3).

El motor resultante puede ser calculado utilizando (2.45) con (2.52) de la

siguiente manera

M = T_-R_ = T_rTRT

«p(^)e-tp(-^(/ + /(t/)))

~P(f-f(/ + /(t-/)))

=

exp

=

exp

/ + /(../--_■)

(-§(/ + /«.)) (2-54)

El bivector en la parte exponencial,
—?(/ + /m) es la representación de un

tornillo. Si m es cero, el motor M actúa como un rotor y si / es cero, el motor

actúa como un traslador. Param ± T, elmotor actúa como una rotación general

y para m L V, el motor actúa como un movimiento de tornillo.

2.4.1. Rotaciones en £3,0,0

Los rotores son usados para rotar objetos geométricos. La orientación de

una línea está dada por n y la de un plano por u como se muestra en la figura
2.4. Las rotaciones de una línea y orientaciones de un plano en £73,0,0 están
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dadas por:

ri = RnR

u' = RuR

(2.55)

(2.56)

Figura 2.4: Línea y orientación de un plano en 3D

2.4.2. Motores en Q+Q 1

Un "motor" puede ser encontrado en la subálgebra especial par de 4D de

03,0,.. Esta subálgebra par es denotada por G+XQX y es únicamente expandida

vía una base de bivectores, como sigue:

1 ,e2-3,<?3-l/ -1^2/ ^1/^2/^4^3/
'

unit pseudoscalar

(2.57)

sentar 6 bivectors

Una transformación Euclidiana incluye tanto la rotación como la translación,

y son representadas por un motor. Se observa que el dual de un escalar es
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el pseudoescalar y que los duales de los primeros tres bivectores base son

realmente los siguientes tres bivectores, esto es, (e2e3* = le2e3 = e4ei). Rotores

y transladores son operadores específicos para modelar rotaciones y transla

ciones en AG. Los componentes del bivector de un motor son el rotor y el

translator. Un simple rotor en su representación de Euler para una rotación con

un ángulo d satisface la relación 2.58,

RR = 1 (2.58)

donde

R = u0 + «ie23 + H2e3i + u3ei2 (2.59)

scalar bivcclors

R = u0
-

wie23
-

K2e3i
-

u3ei2 (2.60)

scalar bivcclors

El rotor puede ser expresado en forma exponencial. Tales operadores son

definidos por la Eq. (2.61), donde R es el rotor, y T es el translador.

R = <r-'0; t = gí, (2.61)

donde el "eje de rotación" Z = Zie23 + /2e3i + Z3ei2 es un bivector unitario, el

cuál representa una línea a través del origen, 6 es el ángulo de rotación y

t = hei + í2e2 + f3e3 es el vector de translación en R3 Las ecuaciones (2.61)

pueden también ser expresadas como

R = cos(f)-sinQlj T = (l + f) (2.62)

debido a las propiedades exponenciales. Tales operadores son aplicados a

cualquier entidad de cualquier dimensión multiplicando la entidad por el

operador desde la izquierda, y por la "reversa" del operador desde la derecha,

como se indica:

x' = 0x0 (2.63)

donde x es una entidad geométrica y a es un rotor, translator, o motor. Usando

la Eq. (2.63), es sencillo transformar cualesquier entidad definida en AG, tales

como puntos, líneas y planos. La implementación de un rotor y translador

puede ser escrita como el producto de ellos. Tal operador es denominado

motor y es definido como

M = TR (2.64)
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Un motor puede también ser expresado como

M = TR = R + IR (2-65)

= (a0 + aie2e3 + a2e3e2 + a3e2ei)

+I(b0 + bie2e3 + b2e3e2 + b3e2e{) (2.66)

= (fl0 + a) + /(feo + b) (2-67)

El translador, rotor, y motor (todos ellos "versores") son elementos del AG

Q3QV y definen un álgebra llamada "álgebra de motores" que simplifica el

cálculo sucesivo de rotaciones y translaciones, aplicando el producto geométri

co en consecutivos rotores, transladores o motores.

2.5. Movimiento con velocidad constante

La ecuación demovimiento con ruido se puede definir usando líneas en el

álgebra de motores G\3Q- Las características geométricas que se consideran son

líneas observadas en 3D (L1, L2, . . .

, L", n > 2) las cuales pertenecen a un objeto

moviéndose en el espacio 3D. Los parámetros de movimiento rígido entre

cualquier apareamiento de instantes de tiempo consecutivos (fo, h,t2,..., tN)

son descritos compactamente por el motor M,. El movimiento de cualquier

línea de un objeto es modelado por

L; = M/Lj-jM/ (2.68)

Si el cambio de los parámetros de la línea en movimiento entre los ins

tantes de tiempo f,
- 1 y f, es descrito en términos de la velocidad V,/M/

L, = Ví/wLwVf/w (2.69)

entonces se puede expresar la ecuación de movimiento recursivo de la

línea en general como sigue:

L, = M,LMM¡ = (V,/,-!Mm)!*. i (MmV//w ) (2-70)

Por lo tanto, se obtiene el modelo de movimiento dinámico ideal en

términos de los motores:
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M, = V,/mMm (2-71)

Considerando el movimiento tornillo con una rotación de velocidad an

gular constante, co, alrededor de un eje de una línea conocida (Ls = r + Itc A r)

y con una velocidad de traslación constante, vs, a lo largo de la línea eje. Si el

muestreo de los datos es hecho en intervalos de tiempo equidistantes, entonces

los instantes de tiempo pueden ser representados por enteros, de manera que

la ecuación del motor se lee como

Vi/^ = V = (1 + lvJ2)(cos(a,/2) + sm(__./2)Ls) (2.72)

Dado que en un trabajo real, la relación entre Mm y M, es conocida

únicamente de forma aproximada, el modelo dinámico real del movimiento

en 3D con ruido está dado por

M, = V.v.^mM-i + W, (2.73)

donde W, es el error aleatorio.
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Capítulo 3

NEUROCOMPUTACIÓN

Las redes neuronales artificiales (RNAs) son algoritmos bioinspirados en

el funcionamiento de las neuronas biológicas, en ellas la eficiencia sináptica

puede sermodelada como una propiedad de las conexiones de la red.
La inves

tigación se remonta a los diagramas de neuronas de Ramón y Cajal [27].
Las

unidades McCulloch-Pitts usan únicamente señales binarias de manera que

los nodos y las conexiones únicamente trabajan con unos o ceros. Cualquier

función lógica puede ser calculada y cualquier autómata finito puede
ser si

mulado con este tipo de unidades de cómputo. Las redes ponderadas y
las no

ponderadas son equivalentes, sin embargo con las ponderadas se resuelven

problemas con menos unidades. El tipo de redes que
se pueden construir con

estas unidades McCulloch-Pitts no son muy relevantes [28]. Estas unidades

de cómputo son muy similares a las compuertas lógicas convencionales.
Las

primeras RNAs tenían que ser completamente especificadas
antes de usarse y

carecían de parámetros libres que pudieran ser ajustados a diferentes proble

mas. El aprendizaje era implementado modificando el patrón de conexión
de

la red y los umbrales de las unidades, pero
en realidad es necesariamentemás

complejo. Luego, se desarrollan las redes ponderadas. Rosenblatt propuso
el

perceptron, unmodelo computacionalmás general que el
deMcCulloch-Pitts.

El perceptron usa pesos reales y un patrón de interconexión especial.
En este

modelo la conectividad es determinada estocásticamente y las unidades son

elementos con umbrales. El ajuste de los pesos se realiza con un algoritmo

numérico. Posteriormente,Minsky y Papert modificaron el modelo. La única

25
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diferencia entre el modelo de McCulloch-Pitts y el del perceptron es la pres

encia de los pesos en las redes. La salida sigue siendo 1 ó 0. La interpretación

geométrica del procesamiento realizado por los perceptrones es la misma que

la de las unidades McCulloch-Pitts: separan el espacio de entrada en dos

semiespacios. Se sabe que cuando algunos algoritmos son paralelizados, un

componente secuencial irreductible limita la máxima velocidad alcanzable. La

relación matemática entre velocidad y la porción secuencial irreductible de un

algoritmo se denomina Ley de Amdahl. Existen problemas de reconocimiento

de patrones en los que es necesario analizar secuencialmente la salida de los

predicados asociados con cada unidad receptiva y que no pueden ser resuel

tos por un único perceptron actuando como la última unidad de decisión. El

"algoritmo de aprendizaje del perceptron" básicamente hace una corrección

del vector de pesos cuando uno de los vectores seleccionados de dos conjuntos

dados no ha sido clasificado correctamente. Si estos conjuntos son linealmente

separables, el vector w es actualizado únicamente un número finito de veces.

Resulta útil implementar algunas funciones no linealmente separables
usando más de un perceptron. Si el número y distribución de los conjuntos es

desconocido, surge el problema de decidir la cantidad de unidades de cómputo

y de vectores de pesos representativos a usarse ("problema de agrupación").

Este problema surge cuando se desea clasificar conjuntos de datos multidi-

mensionales cuya estructura se deconoce. Aparece entonces el "algoritmo de

aprendizaje competitivo", que contempla k unidades de cómputo de manera

que los vectores de peso de las k unidades son "atraídos" en la dirección de

los grupos en el espacio de entrada. La diferencia entre el algoritmo del per

ceptron y éste último es que el conjunto de entrada no puede ser clasificado

previamente en un conjunto negativo o positivo o en cualquiera de varias

clases diferentes. Uno de los algoritmos de aprendizaje más populares para las

RNA es el aprendizaje de Hebb. Esta regla es considerada como el principio

básico de aprendizaje. Es una hipótesis relacionada con las redes neuronales

biológicas, esto es, "cuando un axón de la célula A está lo suficientemente cer

ca como para excitar a la célula B y constantemente participa en disparararla,

algún proceso de crecimiento o cambio metabólico toma lugar en una o ambas

células tal que la eficiencia de A, como una de las células que hace disparar

a B, es incrementada" Esta regla es expresada como el cambio temporal del
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peso de conexión w, como

t— = -zv, + yx, (3.1)

3.1. Redes de alimentación hacia adelante y recu

rrentes

Cuando las unidades de cómputo aisladas son combinadas para incre

mentar el poder de cómputo de la red, surgen entonces las redes que se definen

de una manera más precisa en términos de su arquitectura.

3.1.1. Redes de alimentación hacia adelante

Sus elementos de procesamiento son las unidades de cómputo y sus inter

conexiones. Cada unidad de cómputo colecciona La información desde líneas

de n entradas con una función de integración i/< : Rs —* R La excitación total

calculada de estemodo se evalúa usando una función de activación 9 : R —

» R.

Además se generaliza <p para producir todos los valores entre 0 y 1 (usando la

función sigmoíde), el continuo de valores de la salida puede ser comparado
a una división del espacio de entrada en un continuo de clases. Estas re

des pueden representar algunas funciones complejas con pocas unidades de

cómputo Hstas redes no permiten cíelos de retroalimentación. La entrada es

procesada y retransmitida de una capa a otra, hasta que el resultado final sea

calculado. En estas redes, las unidades de una capa están conectadas a todas

las otras unidades en la siguiente capa. Sí hay m unidades en la primera capa

y n unidades en la segunda, el número total de pesos esm xn, entonces surge

el concepto de "poda de la red". En una red neuronal de alimentación hacia

adelante cada unidad de cómputo es capaz de evaluar una función primitiva

única de su entrada. La red representa una cadena de comp>osicíones de fun

ciones que transforma una entrada a un vector de salida (llamada patrón). La

red es una implementación particular de una función compuesta a partir del

espacio de entrada al de salida, y podríamos denominarla "función de red"
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Figura 3.1: Red neuronal con capas

El problema del aprendizaje consiste en encontrar la combinación óptima, de

pesos tal que la función de red p aproxima una fundón dada fiomejorposible.
Sin embargo, no se da la función f explícitamente sino quedemanera implícita.
a través de muestras. Las funciones primitivas en cada nodo de la red serán

continuas y d'úerencxables. Los pesos de Las aristas son valores determinados

aleatoriamente. Cuando el patrón de entrada x¡ del conjunto de entrenamiento

es presentado a esta red, produce una salida oE diferente en general delobjetivo
ti. Lo que se desea es lograr que Oj y tj sean idénticos para I

= 1, „_, r/ usando

un algoritmo de aprendizaje. Es decir, se deseaminimizar la función de error
de la red:

i
'

E=¿2Lti<n-%\f (3.2)

Las redesmu 1 ticapa son capaces de ca Icularun rangomás ampfia de funciones

Booleanas que Las redes con una única capa de unidadesde cómputo. El esfuer

zo computacional requerido para encontrar la combinación correcta de pesos
en estas redes incrementa cuando se consideranmás parámetros y topologías
más complicadas. El "algoritmo de retro-propagación'' puede tratar con estos

problemas de entrenamiento Largos. Éste busca el mínimo de la función de

error en el espado de pesos usando el gradiente descedente. Usa la función de

activación sigmoíde ya que sí usara la "función escalón", la fundón compuesta

producida por los perceptrones ínterconectados también sería discontinua y

por lo tanto la fundón de error también. El algoritmo de retro-propagación es

It-nto y se ha mejorado con técnicas de optimízadónnoTíneaL Surge entonces
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la versión de "retro-propagación con momento" que implica usar para cada

nueva combinación de pesos, un promedio ponderado de las direcciones del

gradiente actual y la correción previa. Esto contrasta con la estrategia de única

mente seguir la dirección negativa del gradiente. Esto provee cierta inercia al

proceso de búsqueda y puede ayudar a abandonar excesivas oscilaciones en

valles estrechos de la función de error. La retro-propagación se usa cuando no

se tiene una expresión analítica de la función de error a ser optimizada. La

función de error E(w) es una función continuamente diferenciable de algún
vector de parámetros. Esta función transforma los elementos de w en números

reales, complejos o hipercomplejos, depende de la definición de la red. Para

resolver este problema de optimización existe una clase de algoritmos basa

dos en la idea de descendencia iterativa. Además del gradiente descedente, se

usa el "método de Newton" cuya idea básica es minimizar la aproximación

cuadrática de la función de costo E(w) alrededor del actual vector de parámet

ros w(k). También se usa el método de Gauss-Newton que únicamente requiere

el Jacobiano del vector de error a diferencia del método de Newton que re

quiere el Hessiano de la función de costo. El algoritmo de mínimos cuadrados

(LMS) se basa en el uso de los valores instantáneos de la función de costo.

También, se usa el método de Levenberg-Marquardt que se basa en el método

de multiplicadores de Lagrange. Este algoritmo interpola entre el algoritmo

Gauss-Newton y el método del gradiente descendente, es más robusto que el

primero lo que significa que en muchos casos encuentra una solución incluso

si inicia muy lejos del mínimo global.

3.2. Redes recurrentes

Las redes de alimentación hacia adelante pueden implementar funciones

lógicas arbitrarias. En este caso la dimensión de los datos de entrada y salida es

predeterminada. En otros casos se desea desarrollar cálculos con una entrada

de longitud variable. Este tipo de problemas puede ser resuelto por redes

recurrentes cuyos cálculos parciales son reciclados a través de lamisma red. Los

ciclos en la topología de la red permiten el almacenamiento y reuso de señales

en un cierto tiempo después de que son producidas. El retardo necesario en las
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redes recurrentes para producir un resultado en tiempo f + 1 cuando la entrada

se presentó en el tiempo r, puede ser representado por elementos de cómputo

adicionales.

En la red recurrente, existen conexiones entre unidades que forman un ci

clo dirigido. Esto crea un estado interno de la red que permite exhibir un com

portamiento dinámico temporal. A diferencia de las redes de alimentación

hacia adelante, las redes recurrentes pueden usar su memoria interna para

procesar secuencias de entradas. Esto las hace aplicables a tareas como el

reconocimiento de escritura a mano conectada sin segmentar, donde han al

canzado los mejores resultados conocidos.

En una red recurrente simple (SRN), el vector de entrada es similarmente

propagado a través de una capa de pesos, pero también combinado con la acti

vación del estado previo mediante una capa de pesos recurrentes adicionales,

y,(t) = f(net¡(t)) (3.3)
n m

netj(t) = YJxMvJi + YJyhit~l)ui") + ei (3,4)
i h

donde m es el número de nodos de "estado", n es el número de entradas, 6¡ es

el bias y/ es una función de salida (de cualquier tipo diferenciable). Cada capa
tiene su propia variable índice: k para los nodos de salida, ;' (y h) para los nodos

ocultos, e / para los nodos de entrada. El vector de entrada, x es propagado a

través de una capa de pesos V.

La salida de la red está determinada por el estado y un conjunto de pesos

de salida, W,

y*(f) = ginetk(t)) (3.5)
ni

netk(l) = J^ y/Woty + Ok (3-6)

i

donde g es una función de salida (posiblemente la misma que /).
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3.2.1 . Representación del tiempo en redes neuronales

La representación del tiempodada en [29, 30], permite visualizar dos tipos
de soluciones (Figura 3.2). El tiempo en redes neuronales puede ser represen

tado por un mecanismo interno o externo. Estos dos términos corresponden

respectivamente a una representación espacial y dinámica del tiempo [31]. En

la representación espacial, el tiempo e6 introducido en el modelo con la ayuda

de un mecanismo externo. El objetivo es encontrar arquitecturas particulares

que permitan ejecutar los parámetros dinámicos. Las redes conocidas usando

realmente este concepto son: TDNN (Time Delay Neural Network) usada con ei

famoso software de reconocimiento de voz NetTalk, y la TDRBF (Time Delay

Radial Basis Function) usada para el reconocimiento de fonemas [32]. El mayor

inconveniente de estos algoritmos es la existencia de una interface externa con

el ambiente con el ambiente para retrasar y guardar los datos. La segunda

desventaja es el uso de una ventana temporal que impone un límite de la

longitud de la secuencia. La mayor ventaja de las redes TDRBF en compara

ción a la TDNN es la flexibilidad del entrenamiento, y el número reducido de

parámetros para ajusfar el tiempo de entrenamiento [32].

Redes neuronales

temporales

Tiempo externamente

procesado

(TDNN) (TDRBF)

Tiempo explícitamente Tiempo implícito:

representado en la Redes Recurrentes

arquitectura (GRRBF-N)

Tiempo » nivel df red Ticmpu u nivel cié

(en conexiones) neuronas

Modelo algebraico Modelo biológico

Tiempo como un

mecanismo interno

Figura 3.2: Redes temporales
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En cuanto a la representación dinámica del tiempo, cuando el tiempo

es un mecanimo interno, el tiempo puede ser implícito (redes recurrentes) o

explícito (la variable tiempo aparece en las conexiones de la red o neuronas).

Para el tiempo explícito a nivel neuronal (el enfoque más "biológico"), existen

métodos usando modelos algebraicos o biológicos. Ambos métodos usan al

goritmos muy complicados y requieren software sofisticado para su ejecución.

Por esta razón, nuestros estudios se enfocan en la clase de redes neuronales de

tiempo implícito.

Este problema consiste en producir redes que exhiban un comportamien

to temporal que se desea.

3.2.2. El modelo Elman

En esta investigación se contemplan variantes de los modelos Elman y

Jordán. El modelo de Elman clásico se basa en una arquitectura básica de red

recurrente. Consiste de tres capas, con la adición de un conjunto de "unidades

de contexto" en la capa de entrada. Existen conexiones
desde la capa oculta

a estas unidades de contexto ponderadas con un peso cuyo valor es uno. En

cada paso temporal, la entrada es propagada de la manera clásica de retroalim-

netación hacia adelante, y se aplica una regla de aprendizaje. Las conexiones

de respaldo fijo resultan en que las unidades de contexto siempre mantienen

una copia de los valores previos de las unidades ocultas (dado que se pro

pagan sobre las conexiones antes de que la regla de aprendizaje es aplicada

en ese instante). Por lo tanto, la red puede mantener una especie de estado,

permitiéndole llevar a cabo tareas como predicción de secuencias que están

más allá del poder de un perceptron multicapa estándar.

3.2.3. El modelo Jordán

Este modelo es similar al anterior, sin embargo las unidades de contexto

son alimentadas desde la capa de salida en vez
de la capa oculta. Éstas redes

son conocidas como "redes recurrentes simples" (SRN). Una arquitectura de

estricta alimentación hacia adelante no mantiene una memoria de corto plazo.
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Cualquier efecto de una memoria es debido a la manera en que las entradas

pasadas son presentadas nuevamente a la red. El caso del modelo de Elman

tiene retro-alimentación de activación que implica unamemoria de corto plazo.

Una capa de estado es actualizada no únicamente con la entrada externa de la

red sino también con la activación de la previa propagación hacia adelante. La

retroalimentación es modificada por un conjunto de pesos para permitir una

adaptación automática a través del aprendizaje.

3.2.4. Gradiente descendente

Para iriirúmizar el error total, el gradiente descendente puede ser usado

para cambiar cada peso en proporción a su derivada con respecto al error,

siempre y cuando las funciones de activación no lineales sean diferenciables.

Existen muchas variantes de este algoritmo [PaulWerbos, Ronald J. Williams,

Tony Robinson etc]. El algoritmo de retro-propagación también se extendió al

caso de estas redes: "retro-propagación a través del tiempo" y es el méto

do estándar. Existe una variante en línea computacionalmente más cara y se

denominada "Aprendizaje Recurrente en Tiempo Real (Real-Time Recurrent

Learning o RTRL)" Un problema importante con el gradiente descedente para

las arquitecturas estándares de Redes Neuronales Recurrentes es que los gra

dientes del error se desvanecen exponencialmente rápido con el tamaño de

tiempo de retrazo entre eventos importantes.

3.2.5. Métodos de optimización globales

El entrenamiento de los pesos en una red neuronal es un problema de

optimización global no lineal. Una función objetivo puede ser formada para

evaluar la aptitud o error de un vector de pesos específico de la siguiente ma

nera: primero, los pesos en la red se establecen de acuerdo con el vector de

pesos. Luego, la red se evalúa con respecto a la secuencia de entrenamiento.

Típicamente, se usa la suma de los cuadrados de diferencias entre las predic
ciones y los valores objetivo especificados en la secuencia de entrenamiento

para representar el error del vector de peso actual. Existen diversas técnicas
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de optimización global que pueden ser usadas para minimizar esta función

objetivo. El método de optimización global más común para entrenar redes

neuronales recurrentes es el de algoritmos genéticos, especialmente en redes

no estructuradas. Pueden usarse otras técnicas de optimización globales para

buscar un conjunto adecuado de pesos, tales como recocido simulado u opti

mización por nubes de partículas.

3.3. RNAs valuadas con números hiper-complejos

Con el objetivo de modelar el cerebro artificial, es necesario considerar

nuevas estructuras de redes neuronales que permitan almacenar y procesar in

formación cuya representaciónno puede darse con valores reales. Estas nuevas

estructuras únicamente pueden ser creadas en el marco del álgebra geométri

ca. Este tipo de redes permite que para cada cierto problema se adopte una

arquitectura específica. Cada módulo del cerebro artificial estaría representado

por una arquitectura neuronal, posiblemente complicada, que pueda trabajar

con cierto tipo de datos específicos (Figura 3.3).

Figura 3.3: Cerebro artificial



3.4. PROBLEMA RELACIONADO CON FUNCIONES DEACTIVACIÓN

EN RNA VA LUADAS CONNÚMEROS HIPER-COMPLEJOS 35

3.4. Problema relacionado con funciones de acti

vación en RNA valuadas con números hiper-

complejos

Durante la construcción de estos nuevos modelos, un problema surge

cuando extendemos la función sigmoide a una función de saturación con

valores hipercomplejos para construir una RNVH, analicemos el caso de los

complejos con el objetivo de tenermayor claridad. El problema consiste en que

tal función no lineal no puede ser analítica. Una función compleja es llamada

"analítica" cuando es diferenciable en cualquier punto. Una función compleja

es diferenciable en un punto u en el plano complejo si podemos determinar

el valor del límite de
¿u

—— cuando Au —» 0 para la función f(u) de la

variable compleja u, el valor del límite no depende de la dirección en la cual la

variable se aproxima al punto u.

Cuando una función considerada es diferenciable en un punto, podemos

decir que la función es regular en el punto y si en ese punto la función no es

diferenciable se tiene un punto singular. Una función es analítica si es regular

en cualquier punto en el dominio considerado. Si la función de activación es

una función analítica, podemos analizar las dinámicas neuronales tales como

aprendizaje, autoorganización, y procesamiento, para entender las característi

cas de las RNVHs de la misma manera en la que se investiga la dinámica de

las redes neuronales convencionales.

Consideremos que la variable u (Ecuación 3.7) es compleja. Entonces la

función f(u) es diferenciable en casi cualquier punto, pero diverge al infinito.

Por lo tanto difiere mucho de la característica de "saturación" Aunque la

tanh(u) compleja en el dominio complejo puede ser una extensión natural de

la tanh(u) valuada en reales en el sentido de que la variable es extendida en

una compleja, el significado de la nolinealidad es completamente diferente de

la saturación. Por lo tanto, no podemos construir un sistema útil con la tanh(u)

compleja. Es ahora evidente que este problema fue la causa más seria por la
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que las RNVCs fueran consideradas difíciles de desarrollar en el pasado.

(3.7)

( N \

•/
= /(") = / ^ w¡x¡

{ '=1 )

3.4.1. Redes neuronales valuadas con reales

La aproximación de "mapeos no lineales" usando redes neuronales es

útil en varios aspectos de procesamiento de señales, tales como la clasifi

cación de patrones, predicción, modelado de sistemas, e identificación. Primero

surgieron las arquitecturas estándares de "alimentación hacia adelante" valua

das con reales. En este tipo de estructuras, Cybenko [33] usó la superposición

de funciones ponderadas para la aproximación de una función continua g(x)

N

y(x) = Y_tw¡oj(^Tjx + 9j) (3.8)

/=i

donde a(-) es una función continua discriminatoria como un sigmoide, w¡ € IR

y x, 0jt wj € R"

Una estructura con k salidas y*, teniendo varias capas usando la fun

ción logística, se conoce como "perceptron multicapa" (MLP) [34]. La salida

de cualquier neurona de una capa oculta o de la capa de salida puede ser

representada de manera similar

N, N,

°i
= /A_C wi{Xn + e'i} Vk

= /*£ Wki°ki + 6k) (3-9)

H M

donde /;(•) es logística y fk(-) es logística o lineal. Las funciones lineales en las

salidas son usadas frecuentemente para clasificación de patrones. En algunas
tareas de clasificación de patrones, una capa oculta es necesaria, mientras que

en algunas tareas de control automático, se pueden requerir dos capas ocultas.

En [35] se mostró que los MLPs estándares son capaces de aproximar precisa

mente cualquier función medible con cierto grado deseado. Por esto, los MLPs

son "aproximadores universales" En el caso de que el entrenamiento falle,

cualquier error se puede atribuir a un aprendizaje inadecuado, un número in

correcto de neuronas ocultas, o una relación determinista pobremente definida
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entre los patrones de entrada y de salida. Posteriormente, se desarrolló [36] la

red de "funciones de base radial" (RBF) que consiste de una superposición de

funciones Gausianas ponderadas

N

y,(x) = £ u>¡¡G¡(Di(x
-

t¡)) (3.10)
í=i

donde y¡ es la salida j, w¡¡ e R, G, es una función Gausiana, D, una matriz

diagonal de dilataciónNxN,yx, t, e R". El vector t, es un vector de traslación.

Esta arquitectura está fundamentada en la teoría de regularización.

3.4.2. El MLP complejo y el MLP Cuaterniónico

Un MLP se encuentra definido en el dominio complejo cuando sus pesos,

función de activación, y salidas son valuadas con complejos. La selección de

la función de activación no es un asunto trivial. La extensión de la función

sigmoide de R a C

«W-ñTpj (WD

donde z e C, no se permite porque esta función es analítica y no acotada [37],

esto también se cumple con las funciones tanh(z) y e~z~ . Este tipo de funciones de

activación exhiben problemas con la convergencia en el entrenamiento debido

a sus singularidades. Las condiciones necesarias que una f(z) = a(x, y) + ib(x, y)

de activación compleja debe cumplir son: f(z) debe ser no lineal en x y y, las

derivadas parciales ax, ay, bx y by deben existir (axby £ bxay) y f(z) no debe ser

entera. De acuerdo a esto, se propuso en [37] la formulación

f(z) = "4n (3-12)
C + 7W

donde c, r e R+. Estas investigaciones extendieron la regla de aprendizaje tradi

cional de retro-propagación valuada con reales a la regla valuada con complejos

del "perceptron multicapa complejo" (CMLP). Arena et al. [38] introdujeron

el perceptron multicapa cuaterniónico (QMLP) el cual es una extensión del

CMLP Los pesos, las funciones de activación, y las salidas de esta red son

representadas en términos de cuaterniones [39]. Arena et al. seleccionaron la
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siguiente función acotada no analítica

f(q) = f(q0 + qii + q2j + q3k) (3.13)

■ (ir^)+(i^)z+(írW)/+(íT^)fc
donde f() es la función para cuaterniones. La extensión de la regla de entre

namiento para el CMLP fue demostrada en [38].

3.4.3. Redes neuronales con álgebra geométrica

Las redes neuronales reales, complejas y cuaternionicas pueden ser gen

eralizadas dentro del marco de trabajo del álgebra geométrica (AG), en la que

los pesos, las funciones de activación y las salidas son ahora representados

usando "multivectores". Para las redes neuronales valuadas con reales discu

tidas en la sección 3.4.1, los vectores son multiplicados con los pesos, usando

el producto escalar. Para las redes neuronales geométricas, el producto escalar

es reemplazado por el producto geométrico. La importancia de aplicar el álge

bra geométrica en la arquitectura de las redes neuronales radica en que las

entidades definidas con esa álgebra pueden ser manipuladas de manera direc

ta con este tipo de algoritmos debido a que internamente existen operadores

de transformación que pueden procesar la información de entrada para ten

er resultados en el mismo marco de trabajo del álgebra geométrica. Además,

con esta álgebra es posible considerar números complejos, cuaterniones, o de

alguna dimensión mayor sin cambiar la arquitectura de las redes neuronales

geométricas.

3.4.4. La función de activación

La función de activación de la ecuación 3.12, usada por el CMLP, fue

extendida por Pearson and Bisset [40] para un tipo de Clifford MLP aplicando

diferentes algebras de Clifford, incluyendo el álgebra de cuaterniones. Tam

bién, en [1] se propuso una función de activación que afecta cada elemento de

base multivectorial. Esta función fue introducida independientemente por los

autores en [9] y es de hecho una generalización de la función de Arena et al.
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[38]. La función para un multivector «-dimensional está dada por

f(m) = í(m0 + m¡0¡ + m¡o¡ + m^Ok +
■■■ + n%i¡0¡ Aa¡ +

■ ■ ■ +

m,^, A a¡ A o¡c +
• • • + m„o\ A o2 A • • • A o„)

= ('"o) + f(nti)Oi + f(mj)Oj + f(mk)ok + ■■ + f(m^o, A o¡ +

f(m¡jk)Oi A 0j A a„ +
' • • + f(m„)oi A o2 A ■ • ■ A on

Los valores de /(•) pueden ser de tipo Gausiano o sigmoide.

3.4.5. La neurona geométrica

La "neurona" o unidad de cómputomodelada por McCulloch-Pitts usa el

producto escalar del vector de entrada y su vector de pesos [34]. La extensión

de estemodelo a la "neurona geométrica" requiere sustituir el producto escalar

con el producto geométrico, es decir

w7x + 6 => wx + 0 = w-x + wAx + 0 (3.15)

La figura 3.4 muestra las neuronas McCulloc-Pitts y la geométrica. Esta figu

ra también hace evidente cómo el patrón de entrada es formateado en un

AG específica. La neurona geométrica genera un tipo de patrón más rico en

información.

Se puede ilustrar esto con un ejemplo en G3,o,o

o = f(wx + 0)

f(flo + fli^i + «2^2 + «3^3 + a40i02 + a^O\G3 + aba2a3 + ajOi02a3)

= f(a0) + f(ai)oi + f(a2)o2 + f(a3)o3 + f(a4)aia2 + ■■■ +

f(a5)oio3 + f(ab)a2o3 + f(a7)oi02o3 (3.16)

donde f es la función de activación definida en la ecuación 3.14, y a, G R. Si se

usa la neurona de tipo McCulloch-Pitts en la red neuronal valuada con reales,

la salida es simplemente el escalar dado por

N

o = f(YJW,xl + d) (3.17)

í=i

■ • ■

+

(3.14)
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Figura 3.4: Las neuronas de tipo McCulloch-Pitts y geométrica

La neurona geométrica emite una señal con más información geométrica

o = f(wx + 0) = f(w • x + w A x + 0) (3.18)

Tiene el producto escalar que calcula la neurona de tipoMcCulloch-Pitts

N

f(w x + 6) = f(a0) = f(£twixi + d) (3.19)
i

y también el producto exterior dado por

f(wAx + 0-0) = /(fli)üi + f(a2)o2 + f(a3)o3 + f(ai)olo2 + ■ ■ ■ +

f(a5)oio3 + f(a6)o2o3 + f(a7)oi o2o3 (3.20)

Se observa que el producto exterior calcula los productos cruz de tipo escalar

entre los componentes individuales del vector, que no son nada más que los

componentes del multivector de puntos y líneas (vectores), planos (bivectores)

y volúmenes (trivectores). Esta característica puede ser usada para implemen

tar el preprocesamiento geométrico en la red neuronal geométrica extendida.

De cierto modo, este tipo de red neuronal se asemeja a las redes neuronales de

alto orden [41 ]. Sin embargo, una red neuronal geométrica extendida no única

mente usa el producto escalar de alto orden, también usa todos los productos



3.4. PROBLEMA RELACIONADO CON FUNCIONES DE ACTIVACIÓN

EN RNA VALUAPAS CONNÚMEROS HIPER-COMPLEJOS 41

cruz de tipo escalar necesarios para lograr una "correlación cruz geométrica"

La figura 3.5 muestra una red geométrica con su primera capa extendida. Una

neurona geométrica puede ser vista como un tipo de "operador de correlación

geométrico", el cual, en contraste a la neurona de tipo McCulloch-Pitts, no

ofrece únicamente puntos sino también multivectores de grado superior tales

como planos, volúmenes, . .

.,
e hipervolúmenes para la interpolación.

3.4.6. Redes neuronales geométricas de alimentación hacia

adelante

En [1] se muestran algunas estructuras de redes neuronales estándares

para la aproximación de funciones en el marco de trabajo del AG. En ellas, el

producto interior de vectores ha sido extendido al producto geométrico y las

funciones de activación son definidas como en la ecuación 3.14. La ecuación

(3.8) del modelo de Cybenko en el marco del AG resulta como

N

y(x) = £ w;i(w;
• X +W, A X + 0¡) (3.21)

/=!

La extensión delMLP es sencilla. Las ecuaciones usando el producto geométri

co para las salidas de las capas oculta y de salida están dadas por

°í
= fA_C w/'

'

x/> + w/' A xi¡ + e¡) (3-22)

1=1

Yk
= ífcíjj w><j

■

Ok¡ + Wk¡ A okj + dk) (3.23)

/-l

En [1], se propone que en las redes de función de base radial (RBF-N), la op

eración de dilatación, dada por la matriz diagonal D„ puede ser implementada

por medio del producto geométrico con una dilatación D, = e"'i [42], es decir

D,(x-t,) => D,(x-t,)D, (3.24)

N

yt(x) =£wtfGfTDfa
-

t,)D;) (3.25)
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Figura 3.5: Red neuronal geométrica con la capa de entrada
extendida [1].
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Se puede apreciar que en el caso de la RBF-N geométrica se está usando

también una función de activación de acuerdo a la ecuación 3.14. La ecuación

3.25 con Yfk¡ e R representa la ecuación de una arquitectura de RBF-N para

multivectores de dimensión 2", la cual es isomorfa a una RBF-N valuada con

reales y con vectores de entrada de dimensión 2"

3.4.7. Redes neuronales geométricas generalizadas

Una de lasmayores ventajas del uso del AG en neurocomputación es que

las redes trabajan para todo tipo de multivectores: reales, complejos, dobles

(o hiperbólicos), y duales, asi como también para diferentes tipos de modelos

de cómputo, como horósferas y conos nulos ([43, 26]). La base multivectorial

seleccionada para una AG particular Gp^r define la signatura de los sube-

spacios involucrados. La signatura es calculada formando el cuadrado del

pseudoescalar: si l2 = -1, la red usará números complejos; si I2 = 1, la red

usará números dobles o hiperbólicos; y si I2 - 0, la red usará números duales

(una AG degenerada).

En el caso de Go,2,o se puede tener una red neuronal valuada con cua

terniones; para Gi,i,o, un MLP hiperbólico; para Go,3,o, una red neuronal RBF

hiperbólica (doble) valuada con cuaterniones: o para G30,o se puede tener una

red que trabaje en la completa AG tridimensional Euclidiana; para G*l0, se

puede tener una red que trabaje en la horósfera; o finalmente, para G™ se

puede tener una red que use únicamente el cono nulo bivectorial. La con

jugación involucrada en la regla de aprendizaje durante el entrenamiento,

depende del tipo de valor, es decir, si se están usando redes neuronales ge

ométricas valuada con complejos, con hiperbólicos o duales, y varía de acuerdo

a la signatura del álgebra geométrica.

3.5. La regla de aprendizaje

En [1], se demuestra la generalización multidimensional de la regla de

aprendizaje del gradiente descendente en el marco de trabajo del AG. Esta
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regla puede ser usada para el entrenamiento del MLP geométrico (GMLP)

y para la sintonización de los pesos de la RBF-N geométrica (GRBF-N). Las

reglas previas de aprendizaje para elMLP valuado con reales, elMLP valuado

con complejos [37] y el MLP cuaterniónico [38] son casos especiales de esta

regla extendida.

3.5.1. Regla de aprendizaj e de retro-propagación multidimen-

sional

La "norma de un multivector" x para la regla de aprendizaje está dada

por

|x| = (x|x)+ = (£M2A)* (3.26)
A

La red neuronal geométrica con n entradas y tn salidas aproxima la función de

mapeo objetivo

y, : (GM,rf -» (GM,r (3.27)

donde (GPAi,)" es el módulo n-dimensional sobre el AG GM,r [40]. El error en la

salida de la red es medido de acuerdo a la métrica

E = \ f \yw-y,\2 (3.28)

donde X es algún subconjunto compacto del módulo Clifford (GM,r)" involu

crando la topología de producto derivada de la ecuación 3.26 para la norma

y donde yw y yt son las funciones de mapeo aprendida y objetivo, respecti

vamente. El "algoritmo de retro-propagación" [34] es un procedimiento para

actualizar los pesos y el sesgo (bias). Este algoritmo es una función de la deriva

da negativa de la función de error (Ecuación 3.28) con respecto a los mismos

pesos y sesgo (bias). El cálculo de este procedimiento es sencillo, y a contin

uación se dan los principales resultados [1]. La ecuación de actualización para

los pesos multivectoriales
de cualquier capa / oculta es

n,

w„(f + 1) = n[(£ ókj <8> wkj) O F'(net,;)] ® ó, + aw,,(f) (3.29)
k
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para cualquier salida k con una función de activación no lineal, se tiene

w/*(f + 1 ) = r/Ky*,
-

y*. O F'(net/t)] ® ó, + aw/t(f) (3.30)

y para cualquier salida k con una función de activación lineal

wik(t + 1) = n(yk,
-

yK) ® ó, + awA(/) (3.31)

En estas ecuaciones, F es la función de activación definida de acuerdo a la

ecuación 3.14, í es el paso de actualización, qy a son la "razón de aprendizaje"

y el momento, respectivamente, ® representa el producto geométrico, O es

el producto escalar, y (•) es la "anti-involución multivectorial" (reversión o

conjugación). En el caso del AG no Euclidiana Gojjo, (•) corresponde a la simple

conjugación. Cada neurona ahora consiste de p + q + r unidades, cada una

para un componente del multivector. Los bias son también multivectores y

son absorbidos como se acostumbra en la suma de la señal de activación. En

las reglas de aprendizaje, las ecuaciones (3.29
- 3.31), el cálculo del producto

geométrico y la anti-involución varía dependiendo del AG que esté siendo

usada [44]. Entonces, se tiene que la conjugación requerida en La regla de

aprendizaje para el álgebra de cuaterniones es x = Xo
-

X\0\
-

x2o2
-

x30i02,

donde x € G0,2jo-

3.5.2. Redes neuronales recurrentes geométricas

No existen trabajos para diseñar redes recurrentes geométricas. Sólo se

han extendido modelos de redes neuronales recurrentes valuadas con reales

mediante la introducción del AG, se han propuesto así redes completamente

conectadas que son extensiones de modelos recurrentes tipo Hopfield [20].

Estas extensiones del tipo Hopfield son una generalización de las redes clásicas

recurrentes.
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Capítulo 4

DISEÑO DE REDES

NEURONALES GEOMÉTRICAS

Un problema general en la definición de algoritmos implica definir el

tipo de aplicación que tienen. En nuestro caso, trabajamos con algoritmos cuya

aplicación permita ayudar a entender y manejar más fácilmente información

relacionada con objetos geométricos y sus transformaciones. En el marco del

AG esto es más sencillo.

Desde el punto de vista de aplicaciones de neurocomputación, es impor
tante definir unmodelo que permita trabajar con valores hipercomplejos y esto

es posible usandomultivectores del AG. Este tipo de modelos puede ser usado

para encontrar transformaciones entre entidades expresadas en cuatro dimen

siones o mayores, y como se mostrará, esto puede ser hecho únicamente en el

marco del AG. Ya se ha dicho que las redes neuronales valuadas con reales,

complejos y cuaterniones son simplemente casos particulares de las redes neu

ronales multidimensionales definidas con el AG. A continuación se explican

nuestros modelos propuestos de RNAs donde las entradas, las salidas, pesos

y neuronas ocultas son expresados usando valores con fc-vectores. Nuestro

modelo obtiene la transformación existente entre los fc-vectores en la entrada

y salida a través de la combinación de operadores geométricos, definida con

AG, que nos permite tener una descripción más natural e intuitiva de la trans

formación implicada. Además, lo que es muy importante, se podrá leer de los

47
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pesos de las RNAs geométricas, la transformación existente entre los datos de

entrada y salida.

4.1. Aproximación de transformaciones

Cuando la función que se desea aproximar resulta en una transformación

geométrica T : M —» M donde T,M € Qp$,, entonces es factible un algoritmo

que nos ayude a encontrar T. Contamos con datos expresados en el lenguaje

geométrico que permite el AG. Estos datos podemos usarlos para determi

nar las entradas H y salidas O de nuestro algoritmo. También I,O e GP,q,r- La

naturaleza de las variables y parámetros de nuestro modelo está determinada

también en el marco de trabajo del AG. En la primera versión de nuestromode

lo de red neuronal, se usan "rotores" como operadores geométricos definidos

en 03,0,0 (Sección 2.4.1).

(n) Modelo valuado con reales (b) Modelo según ecuación 4.5

Figura 4.1: RBF Networks
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4.2. Descripción de la red geométrica

La primera versión de nuestro modelo geométrico de RBF-N valuada

con multivectores (GRBF-N), usa rotores como sus pesos. Puede ser usada en

tiempo real para estimar transformaciones lineales cambiantes en espacio 3D

que existan entre conjuntos de entidades geométricas. Para su diseño, usamos

un modelo neuronal de RBF-N porque es adecuado para modelar mapeos no

lineales y puede aprender rápidamente.

Las redes neuronales modulares,, como estructuras combinadas, tienen

también una base biológica: los sistemas neuronales naturales son compuestos
de una jerarquía de redes construidas de elementos espacializados para tareas

diferentes. En general, las redes combinadas son más poderosas que las de

arquitectura plana no estructuradas.

El diseño de una red neuronal supervisada puede ser logrado de mane

ras diferentes. Puede ser visto como un problema de ajuste de curvas (aproxi

mación) en un espacio de altas dimensiones. Así, el aprendizaje es equivalente
a encontrar una superficie en un espacio multidimensional que proporcione
un mejor ajuste a los datos de entrenamiento. Sus unidades ocultas propor

cionan un conjunto de "funciones" (funciones de base radial) que constituyen

una base arbitraria para los patrones de entrada cuando ellos son expandidos

en el espacio oculto. La RBF-N tiene una arquitectura de "alimentación hacia

adelante" e implica tres capas con roles totalmente diferentes. La capa de en

trada es hecha de nodos fuente (unidades sensoriales) que conectan la red a su

ambiente. La segunda capa, la única capa oculta en la red, aplica una transfor

mación no lineal desde el espacio de entrada al espacio oculto; en la mayoría

de las aplicaciones el espacio oculto es de alta dimensionalidad. La capa de

salida es lineal, dando la respuesta de la red al patrón de activación aplicado

a la capa de entrada. Una justificación matemática para la razón fundamental

de la transformación no lineal seguida de una transformación lineal puede ser

explicada como sigue: un problema de clasificación de patrones definido en un

espacio de altas dimensiones es más probable a ser separable linealmente que

en un espacio de bajas dimensiones, ésta es la razónpara frecuentemente hacer

mayor la dimensión del espacio oculto en la red. Otro punto importante es que
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la dimensión del espacio oculto está directamente relacionado a la capacidad
de la red para aproximar un mapeo suave de entrada-salida; entre más alta sea

la dimensión del espacio oculto, más precisa será la aproximación [45]. Obvia

mente el límite está dictado por el parámetro que evita el sobre entrenamiento

de la red y por ende la pérdida de la generalización.

4.2.1. El modelo de la RBF-N

Una variante de las redes híbridas, es decir, que tienen una capa Kohonen

o de agrupación, consiste en usar Gausianas como función de activación de

las unidades. La capa oculta es entrenada en la manera usual, pero la entrada

es procesada diferentemente en cada unidad oculta. Estas últimas producen

un valor de salida que es combinado por el asociador lineal en la salida.

Es deseable que la unidad oculta cuyo vector de peso ("centroide") que se

encuentra más cerca al vector de entrada, se dispare más fuertemente que

las otras unidades ocultas. Cada unidad oculta calcula su salida usando el

vector de entrada, los centros vectoriales de las unidades ocultas y un valor

que representa la distancia entre el centro vectorial c¡ y su vecino más cercano.

Los pesos de la capa final son determinados usando retropropagación. El error

cuadrático está dado por:

/ a \2

«-_ 2^ gK*)m
-

/(*)
V 1=1

(4.1)

Las actualizaciones necesarias de pesos son dadas por

dF
"

Aw, =~ = ygi(x)(f(x)
-

£ gMwd (4.2)

La mezcla de gaussianas proporciona una aproximación continua de la fun

ción objetivo y hace innecesario el cálculo de la excitación máxima (saturación)

en la capa oculta. El error puede ser minimizado usando más unidades ocul

tas. La principal diferencia entre redes hechas de funciones de base radial y

lns redes de unidades sigmoidales es que las primeras usan funciones concen

tradas localmente como bloques de construcción mientras que las últimas usan

escalones suaves. Si la función a ser aproximada es una Gausiana, se necesita



4.2. DESCRIPCIÓN DE LA RED GEOMÉTRICA 51

organizar varios escalones sigmoidales para delimitar la región de interés. El

tipo de función de activación a usar depende del problema a resolver.

La capa oculta de la RBF-N tiene m unidades ajustadas localmente, y son

interconectadas a la capa de salida de L unidades lineales. Cada conexión es

ponderada por un valor real. Todas las unidades ocultas reciben el vector X

;i-dimensional de entrada valuado con reales (Figure 4.1 (a)). Cada salida de la

unidad oculta z¡ representa la cercanía de la entrada X al vector «-dimensional

de parámetros c, asociado con la ;-ésima unidad oculta. La respuesta de la j-

ésima unidad oculta (j = 1, 2, ..., ín) se calcula como,

donde k(-) es una función positiva radialmente simétrica (kernel) con un máxi

mo único en su "centro" c¡, la cual cae rápidamente a cero fuera del centro

y tiene un valor apreciable únicamente cuando la distancia ||X -

c¡\\ es más

pequeña que o,. El parámetro o¡ es el ancho del campo receptivo en el espacio

de entrada en la unidad ;'. Dado un vector de entrada X, la salida de RBF-N es el

vector de actividad L-dimensional Y, cuyo /-ésimo componente (/ = 1, 2, . . . L)

está dado por,
M

Y,(X) = Yjivljzi(X) (4.4)
m=l

donde w¡j son los pesos de la red. La precisión de estas redes es controlada

por tres parámetros: el número de funciones base, su localización y su ancho.

Estos valores y los pesos aplicados a las salidas de las funciones RBF son

determinados por un proceso de entrenamiento. El método de agrupación K-

Means [45] es uno de varios métodos para encontrar los centros de grupo de

las funciones RBF. Para encontrar los pesos de la capa de salida es conveniente

usar un método de gradiente descendente.

La creación de redes neuronales en el marco del AG permite tener una

perspectiva diferente de computación neuronal. El estudio se dirige al proce

samiento de datos expresados de manera geométrica directamente como en

tradas de las redes neuronales que internamente realizan un procesamiento en

términos de operadores geométricos. Nuestro trabajo está relacionado con la
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visión computacional y robótica. Se usa un sistema estéreo para obtener infor

mación del medio ambiente y a partir de ésta construir las entidades usando

AG.

Hemos considerado la arquitectura de tina red modular para diseñar

nuestra red neuronal geométrica. Consta de dos bloques geométricalmente

definidos con la ayuda del AG. Hemos acoplado uno de auto-organización

con otro de alimentación hacia adelante. Se aplica una versión del algoritmo

de K-Means que trabaja con elementos geométricos para determinar los ele

mentos representativos en el espacio de entrada. Cada unidad oculta calcula

su salida usando el elemento de entrada que está definido por unmultivector.

El multivector puede representar un plano, una línea, un punto o algún otro

elemento definido enAG. Evidentemente, en un principio, las unidades ocul

tas han sido definidas por elementos de la misma naturaleza pero de manera

aleatoria.

Una vez definidos los elementos geométricos ocultos, entoncesprocede la

determinación del segundo bloque de la red. Este bloque básicamente consiste

en determinar la transformación geométrica para operar cada elemento oculto

a partir de la similitud del elemento de entrada con alguno de ellos. Se consi

dera la función del error cuadrático para comparar los elementos geométricos

de salida resultantes de la red contra los que se consideran deseables. Para

definir tal transformación geométrica se ha diseñado un versión del algoritmo

LMS que trabaja con operadores y elementos definidos en el AG.

4.2.2. Redes de alimentación hacia adelante usando rotores

Es posible diseñar un modelo que permita encontrar una transforma

ción, definida en términos geométricos, existente entre dos entidades definidas

también geométricamente. El modelo permite determinar la transformación

únicamente en términos de rotación usando multivectores. Es un modelo que

permite encontrar tal transformación de manera adaptiva, lo
cual es diferente

a usar un conjunto de datos predeterminados para entrenar la GRBF-N usan

do rotores. Note que en las RNA's
tradicionales no es posible, a partir de los

pesos, obtener información
como puede ser la transformación entre los datos
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de entrada y salida.

GRBF-Ns usando rotores

Definamos nuestro esquema como g(P,X) donde P es el conjunto de

parámetros de nuestra red. X es la entrada y g() es la función determinada por
la red (Figura 4 l(b)); la cual es definida por neuronas valuadas con multivec

tores que pueden expresar números hipercomplejos.Mediante un algoritmo de

aprendizaje adaptivo, P es ajustado demanera que los datos de entrenamiento

se adaptan al modelo de red lomejor posible. g() usa funciones Gausianas base

para definir la proximidad de X a los centros 2. Nuestro esquema usa rotores

(R) como pesos de la capa de salida que son combinados linealmente para

definir la salida Y de la red. X, Y, ft, £ pertenecen al AG Q3 y son normalizados.

Estos parámetros y los valores o, de cada centro, definen P.

Entrenamiento de GRBF-Ns usando rotores

El conjunto de entrenamiento es un par etiquetado X¡, Y, que representa

asociaciones de un mapeo dado. Dado el número de centros, el proceso de

aprendizaje adaptivo inicia cuando el primer par de entrada de entrenamiento

es presentado a la red. La GRBF-N usa el algoritmo de K-Means, adaptado

a las nece>idades geométricas, para determinar los centros de cada función

Gausiana base y la distancia Euclidiana para indicar la proximidad de X, a

cada centro c,. El parámetro o, es definido para cada unidad Gausiana y es

igual a la distancia máxima entre los centros. De manera similar que en otros

de nuestros modelos, para determinar R que mejor aproxime el mapeo entre

X, y Y„ la GRFB-N usa un método demínimo cuadrados ordinario (LMS) que

puede trabajar con entidades y operadores geométricos para el entrenamiento.

Nuestro esquema actualiza R considerando la rotación del centro c„ esto se

realiza usando el R, asociado (peso) a c¡ y la salida respectiva de la función de

base radial. Dado que nuestro objetivo es analizar la factibilidad de nuestros

diversos modelos, nuevamente se observa que el algoritmo de agrupación K-

Means y el algoritmo LMS proceden con sus propios cálculos individuales de

una manera concurrente, esto acelera el proceso de entrenamiento. Nuestro
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modelo GRBF-N trabaja iterativamente como se describe en el Cuadro 4.1.

Es necesario indicar que hay que considerar un detalle importante justo

después de actualizar el rotor R,(n + 1). El objetivo es ayudar a tener mejores

aproximaciones de la transformación que se desea calcular. Se atiende elméto

do descrito en [1]. El rotor estimado r* consiste de dos vectores estimados de

cuatro dimensiones R* y Rj*. Más adelante, en la versión de motores de nuestra

red, se explica con más detalle este procedimiento de normalización.

Considerando la relación en la ecuación 4.8 (ver ecuación 2.58 ), las mo

dificaciones pueden ser hechas simplemente considerando el rotor unitario en

este caso. Como se observa, esta versión de GRBF-N usa el producto geométri

co.

Podemos expresar ahora que la red es definida por,

M

g(P,X,n) = YJRi(Zi(n)ci(n))Ri (4.5)
i=i

4.2.3. Redes de alimentación hacia adelante usando motores

Existe una actualización de la la versión descrita anteriormente de nuestra

GRBF-N, esta vez los parámetros son definidos usandomultivectores demayor

dimensión en el marco matemático del AG.

Representación de líneas usando álgebra de motores

Las líneas pueden ser modeladas en un espacio 4D usando el álgebra

especial de los motores G^0 x,
la cual extiende en 4D el espacio de líneas usan

do bases bivectoriales. Dado que esta álgebra es extendida únicamente por

bivectores y escalares, se observa que esta AG especial es el sistema más

apropiado para el modelado de líneas. Dado que el producto del seudoescalar

unitario / = e\e2e3e\ con cualesquier bivector dual construido a partir de la base

(C4C1, e4e2l e^e3\ es cero, se debe seleccionar la base bivectorial \e2e3, e3e\,e\e2\ para

representar una línea como sigue:

L = n + ím (4.6)
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Cuadro 4.1: El método de entrenamiento de una GRBF-N usando rotores

Algoritmo Entrena_GRBF-N(J, XC p, *})

1 . Inicialización. Selecciona valores aleatorios para los centros iniciales c.(0),

distribución uniforme en el intervalo [-10,101; la única restricción es que estos

valores iniciales sean diferentes. Puede ser también deseablemantener

pequeña la norma Euclidiana de los centros.

2. Iterar hasta que no se observen cambios notables en los centros c_ o el error < e

a)Muestreo. Extraer una entrada muestra x, que es expresada por un

multivector en el espacio de entrada í. x es ingresado al algoritmo
en La iteración n

b) Definición de similaridad. kix) denota el índice del centro

multivectorial quemejor se asemeje a la entrada x. Encontrar kix)

en la iteración n usando el criterio Euclidiano demínima distancia:

k(x) - argmín|[x(n)
-

c_{n)||, k = 1, 2, ...,m,
k

donde c_(n) es el centro de la ¿-ésima función radial en la «-ésima

iteración. Se observa que la dimensión del k-vector i es la misma

que la del k-vector c. y en este caso es 4.

c) Actualización. Ajuste de los centros de las funciones de base radial:

<*<«) + píxín)
- ct{n)l if k = k\x),

Ct{n), de otra manera

p es un parámetro de razón de aprendizaje en el rango 0 < p < 1

d) Error.

ein) = Y(n) -

Zlx R,(n) fcOOoín)) Rt(n)

e) Actualización del vector de rotores.

R>(n + 1) = Rt(n) + tjz,(n)e(n)

r; es un parámetro de razón de aprendizaje en el rango 0 < r\ < 1

0 Normalización del rotor.

Ver Ecuaciones 4.8, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, 4.13, 4.14, 4.15

g) Continuación. Incrementar n con 1

dc(n + 1) =

donde zAri) € R y R,(n),c¿(n),X,(n), Y,(n) e Q3
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donde n es la dirección de la línea y m es elmomento.

En este caso, los bivectores para la dirección de la línea y el momento

son calculados usando dos puntos expresados con bivectores x\ y X2, que se

encuentran sobre la línea, como sigue:

n = (x2 - xi)

= (*2i - xn)e2e-i + (*22 - xu)ezei. + (x23 - *i3)eie2

= L„ie2C3 + L„2e_.ei + Ln3eie2

m. — x\Xx2

= (*12*23 ~ ^13-^22)^2^3 + (*13*21 - ^11^23)^3^1 + • • • + (Xll*22 - *12*2l)<V2

= Lmle2e3 + Lm2e3ei + Lmj,e\e2

Esta representaciónde líneasusando números duales es fácil de entender yma

nipular algebraicamente, y es completamente equivalente a la representación

en términos de coordenadas de Plücker. Usando la notación de corchetes, la

ecuación de la línea llega a ser L s (0,n) + 1(0,m), donde n y m son extendi

das con bases bivectoriales 3D. Los motores están expresados en el AG Qz$,\

(Sección 2.4.2).

El AG, comparada con el cálculo vectorial es más fácil e intuitiva debido

a sus propiedades algebraicas y su representación más simple en rotaciones y

translaciones que únicamente necesitan el eje de rotación "/", el ángulo "Q", y

el vector de translación "t", respectivamente.

GRBF-Ns usando motores

La actualización de nuestro modelo implica considerar la translación

y rotación de manera compacta [46]. Ahora se usan motores para rotar y

transladar blades de cualquier grado usando ecuaciones simples. Esto es, no

sólo vectores sino también líneas, planos, y cualesquier otro objeto geométrico

que puede ser representado por un blade puede ser rotado y transladado con

el motor que es estimado por nuestra red. Este esquema usa motores (Ivl)

como pesos en la capa de salida, los cuales
son combinados linealmente para

determinar la salida Y de la red. X, Y, lvl, £ pertenecen a @*M.
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Figura 4.2: GRBF-N valuada con motores

Entrenamiento de GRBF-Ns usando motores

Demanera similar al entrenamiento de la red definida con rotores, en este

caso, el conjunto de entrenamiento es un par etiquetado X¡, Y¡ que representa

asociaciones de un mapeo dado que puede ser una transformación geométri

ca. Dada cierta cantidad de centros, el proceso de aprendizaje adaptivo inicia

cuando el primer par de entrada de entrenamiento es presentado a la red. La

GRBF-N que usa pesos valuados con motores,
también usa el algoritmo de

agrupación de K-Means para determinar los centros de cada
funciónGausiana

de base y una distancia Euclidiana para
determinar la proximidad de X, a cada

centro c¡. El parámetro a, es definido de igual manera que para el caso de la

red con rotores. Para determinar Ivl que mejor aproxime los datos demuestra

Xi, esta red GRFB-N también usa un método ordinario de mínimos cuadra

dos (LMS) con ciertas modificaciones requeridas por el contexto geométrico.

Nuestro esquema actualiza el M, considerando rotar y transladar el centro c,

usando el M¡ asociado y la salida de la función RBF respectiva. El algoritmo

de agrupación K-Means y el de LMS proceden concurrentemente con sus pro

pios cálculos individuales como en
la versión previa. La GRBF-N actualizada

trabaja iterativamente como se indica en el Cuadro 4.2.

Aqui hay un detalle a considerar importante justo después de actualizar

el motor M¡(n + 1). El objetivo es ayudar a tener mejores aproximaciones de
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Cuadro 4.2: El método de entrenamiento de una GRBF-N usando motores

Algoritmo Entrena_GRBF-N(L Y, e, p, a, jS)

1. Inicialización. Selecciona valores aleatorios para los centros iniciales c*(0).

2. Iterar hasta que no se observen cambios notables en los centros Ck o el error < e

a) Muestreo. Extraer una entrada muestra x, que es expresada por un

multivector en el espacio de entrada í. x es ingresado al algoritmo

en la iteración n.

b) Definición de similaridad. kix) denota el índice del centro

multivectorial que mejor se asimila a la entrada x. Encontrar kix)

en la iteración n usando el criterio Euclidiano de mínima distancia:

k(x) = argminllxfn)
-

ck(n)\\,k = 1,2,..., m,
k

Ck(n) es el centro de la fc-ésima función radial en la iteración n.

La dimensión del k-vector x es la misma que la del k-vector c¡t y

en este caso es 6 porque lo usamos para determinar una línea.

c) Actualización. Ajuste de los centros de las funciones de base radial:

ck(n) + p[x(n)
-

ck(n)], iík = k(x),
ck(n + 1) = \

Ck(n), de otra manera

p es un parámetro de razón de aprendizaje en el rango 0 < p < 1

d) Error.

eín) = Y(n)
-

ir=i Mi(n)Ci(n)Mi(n)

e) Actualización del vector de motores.

ETemp = z¡(n)e(n)X(n)

R,(n) = extractRotor(M,(n))

T,(n) = extractTraslator(Mj(n))

R,(n + 1) = R,(n) + aETempRotorPart

(Normalización del rotor.

Ver Ecuaciones 4.8, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, 4.13, 4.14, 4.15)

T,(« + 1) = T,(n) + pETempTras,atorPart

M,(n + 1) = T,(n + 1)R,(« + 1)

i = 1, ...M

a, f> son parámetros de razón de aprendizaje en el rango 0 < r¡, fi < 1

f) Continuación. Incrementar n con 1

donde a,B,Zi(n) e R yM,(n),c,(n),X,(n), Y,-(w) e ff¡A1.



4.2. DESCRIPCIÓN DE LA RED GEOMÉTRICA 59

la transformación que se desea calcular. Se sigue el método descrito en [1]. El

motor estimado M* consiste de dos vectores estimados de cuatro dimensiones

r; y r;

.
R

R

O

RV

5R'

Figura 4.3: Restricción de ortogonalidad de acuerdo a la Ecuación 4.10

RrR = 1 (4.8)

Considerando la relación en la ecuación 4.8, las modificaciones pueden ser

hechas simplemente considerando el rotor unitario en este caso.

R:

R =

Sin embargo, la restricción

iir;ii

R TR = 0

(4.9)

(4.10)

no es tan simple de satisfacer. Ésta nos indica que R debe ser ortogonal al rotor

dual R'. Pero en la práctica, el rotor estimado R* usualmente no es ortogonal

al rotor dual estimado R'J. La figura 4.3 sugiere como hacer cumplir esta

restricción geométrica para modificar la orientación de R'-. Para realizar esto,

se considera el coseno del ángulo <p entre las estimaciones R* y R'*:

R'*rR*
C0S((p) = (4.11)

iir';ii
•

iir;ii

Esta ecuación es simplificada usando la ecuación 4.9 y el rotor unitario R, como

se indica

cos((p) =
r;r

IIR'JII
(4.12)
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Posteriormente, consideramos la derivación a partir del rotor ortogonal ideal

R',

óíi;* = ||R;*||C0S(<p)R,- = (R'fR¿)R, (4.13)

Finalmente, se calcula simplemente el rotor ortogonal ideal R', primero se

calcula el rotor unitario Ru ortogonal a R,:

(R'*
- ór;*)

R„ =
l-¡ ¡J-i (4.14)
iir;--ór¡*ii

entonces se multiplica por el valor absoluto del rotor estimado R*

% = ||RÍ1[R_ (4.15)

Hemos rotado el vector estimado R'¡' hasta que sea ortogonal a R,.

Este ajuste también fue considerado en esta versión de la GRBF-N con

el objetivo de tener mejores aproximaciones de la transformación calculada.

Como podemos observar, esta versión de la GRBF-N también usa el producto

geométrico. Note que g(P, X, n) = £í=i M/(n)z,(jfi)c,(n)M,(n)

4.3. Redes recurrentes valuadas con multivectores

Uno de los motivos principales para diseñar este tipo de redes neu

ronales, es hacer posible el aprendizaje basado en la experiencia considerando

cambios en el tiempo en un contexto geométrico. Una red estática puede ser

extendida incluyendo ciclos de retro-alimentación. A diferencia de las redes

de alimentación hacia adelante, donde hay una relación algebraica entre la

entrada y salida, la arquitectura recurrente contiene memoria, es decir, es un

sistema dinámico. La red recurrente contiene la red hacia adelante como un

caso especial y obviamente representa una clase más general de arquitecturas.

La manera quizás más fácil de incorporar información secuencial o tem

poral en una situación de entrenamiento es crear el dominio temporal espacial

y usar una arquitectura de retro-alimentación hacia adelante. La información

disponible que está de regreso en el tiempo es insertada ampliando el espa

cio de entrada de acuerdo al tamaño de la "ventana" fija y predeterminada
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X = x(t), x(t
- 1), x(t

-

2), . . .

, x(t
-

co). Esto frecuentemente es llamado línea de

retraso de reuso dado que las entradas son puestas en un contenedor retardado

y discretamente desplazado conforme el tiempo pasa.

Los modelos de redes recurrentes que se han diseñado en esta investi

gación determinan sus parámetros usando multivectores. Se establecen cier

tos bucles de retro-alimentación que son representados mediante multivec

tores. Estos bucles pueden ser de tipo global o local. Se puede tener retro-

alimentación desde las neuronas de salida de la red neuronal a la capa de

entrada o desde las neuronas ocultas de la red a la capa de entrada (retro-

alimentación global). Estos modelos puedan ser usados comomemorias asocia

tivas o redes de mapeo entrada-salida. Nuestrosmodelos básicamente estable

cen una red demapeo entrada-salida que permita identificar la transformación

geométrica variante en el tiempo. La red recurrente geométrica responde "tem

poralmente" a una señal de entrada (determinada con AG) aplicada demanera

externa.

Esto es útil para el procesamiento de secuencias de objetos geométricos.
Se desea que las neuronas ocultas definan el "estado" de la red. El compor

tamiento dinámico de una red recurrente clásica en general lo definimos como

x(tt-i-l) = í(x(n),u(n)) (4.16)

y(n) = Cx(n) (4.17)

donde f(-, •) es una función no lineal caracterizando la capa oculta, y C es

la matriz de los pesos caracterizando la capa de salida. Se han considerado

aspectos importantes del modelo de la "red recurrente simple" descrita por

Elman, sin embargo, hemos creado nuestros modelos recurrentes actualizando

nuestra GRBF-N valuada con motores (ver Figura 4.4).

4.3.1. Modelos de redes recurrentes geométricas

Nuestros modelos de redes neuronales recurrentes se han implementado

utilizando álgebra geométrica para diseñar la arquitectura de la red recurrente

creada a partir de nuestra GRBF-N valuada con motores; denominamos a nue

stro modelo general como "Red Recurrente Geométrica de Funciones de Base
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«(n+l)

i-Q

^_= =j

1
- _i

1
- • -

■«4
«t

WÍF^■%| .

I ( x(n). u(n) )

w:¿?

pesos vafudados

con multivectores

V(n)

Figura 4.4: Red recurrente geométrica simple
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Radial (Recurrent Geometric Radial Basis Function-Network)" (RGRBF-N).

Los pesos en estos modelos están definidos conmultivectores, específicamente
con motores. La diferencia entre los modelos que se presentan a continuación,

se encuentra en la conexión para lograr la recurrencia. Creamos la recurrencia

en nuestras redes simplemente retroalimentando la salida de ciertas neuronas

hacia la entrada de otras, ya sea de la misma o diferente capa. La forma de

interconexión entre estas neuronas generan diferentes efectos en las salidas

de las redes recurrentes y esto permite que sean útiles para diferentes tareas.

Los modelos de RGRBF-N usan una representación interna del tiempo. Esta

propiedad se obtiene ya sea mediante la autoconexión de las neuronas en la

capa de entrada o conectando las salidas de las neuronas de la capa de entrada

u oculta hacia neuronas de otras capas en la red.

La RGRBF-N Tipo Elman

Este modelo contiene conexiones recurrentes de las neuronas ocultas a

una capa de "unidades de contexto" consistente de retrasos. Estas unidades

de contexto almacenan las salidas de las neuronas ocultas para un paso de

tiempo, y posteriormente son alimentadas nuevamente a la capa de entrada.

Esto permite que las neuronas ocultas tengan algún registro de sus activa

ciones previas y hace posible que la red realice tareas de aprendizaje que se

extienden a lo largo del tiempo. Las neuronas ocultas también alimentan a las

neuronas de salida que reportan la respuesta de la red al estímulo aplicado

externamente. Debido a la naturaleza de la retroalimentación alrededor de las

neuronas ocultas, ellas pueden continuar reciclando la información a través de

la red sobre múltiples pasos temporales, y por lo tanto descubrir representa

ciones abstractas de tiempo. Basados en el modelo de Elman, pretendemos

reconocer el movimiento de cierto objeto geométrico (una línea) en un flujo

continuo de orientaciones diferentes con la restricción de que el movimiento

sea suave (Figura 4.5). Este modelo se puede visualizar en la figura 4.6(c),

donde se aprecia que la entrada a la red representa a la línea en su orientación

actual. La salida representa la mejor estimación de la red para indicar la siguien

te orientación de la línea en la secuencia. El rol de las unidades de contexto es

proveer a la red de una "memoria dinámica" con el fin de codificar la informa-
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M

Figura 4.5: Transformación geométrica variante en el tiempo de un objeto en

movimiento. M, indica transformaciones rígidas en términos de motores.
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Figura 4.6: Redes geométricas recurrentes RBF. SISO. Las entradas y salidas

son líneas L¡ y L0



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

análisis experimental de nuestro trabajo y finalmente el capítulo seis expresa

las conclusiones y trabajo futuro de nuestra investigación.



Capítulo 2

COMPUTACIÓN GEOMÉTRICA

La geometría sintética, geometría de coordenadas, números complejos,

cuaterniones, análisis vectorial y de tensores, álgebra de matrices, álgebra
de Grassmann, álgebra de Clifford, álgebra de Spinors, cinemática, espacio

de Plücker y geometría proyectiva poseen conceptos geométricos. Además,

existen consecuencias innecesarias de muchos lenguajes como el aprendizaje

redundante, complejidad de acceso al conocimiento, traducción frecuente, y

más. Esto es una buena razón para considerar un lenguaje que involucre las

técnicas anteriores para resolver problemas relacionados..

El álgebra geométrica (AG) es un lenguaje para geometría que explota

el concepto de un vector. Define "multivectores" mediante la combinación de

representaciones con dimensiones diferentes: escalares, vectores, bi-vectores,

trivectores y fc-vectores. Usa dimensiones de las representaciones llamadas

grades. Es adecuada para representar estructuras y desarrollar algoritmos que

se apliquen en ingeniería. Ofrece las herramientas necesarias y de unificación

para expresar geometría y sus relaciones sin la necesidad de cambiar de sistema

matemático o hacer excepciones en casos especiales, esto permite que la comu

nicación de las ideas sea más fácil, lo que da lugar a desarrollar algoritmos de

manera rápida e intuitiva [21]. Ofrece el potencial para realizar optimizaciones
e implementaciones altamente eficientes y se confía que será competitiva con

métodos clásicos cuando también se adapten algoritmos a sus nuevas capaci
dades [22].

7
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valores de las unidades ocultas en el tiempo t transformados por un motor

fijo. Estas unidades de contexto por lo tanto proveen a la red de una memoria.

La figura 4.6(c) es un ejemplo de una red recurrente simple geométrica, se

trata de la RGRBF-N, basada en nuestromodelo GRBF-N. Está diseñada con el

objetivo de que los nuevos modelos basados en este inicial, puedan aprender
un número ilimitado de secuencias de longitud variable. Se pretende que las

unidades de entrada y salida representen líneas individuales, con las que la

red podría ser entrenada para predecir la próxima línea en una secuencia de

líneas. La naturaleza de estas redes se comprende simplemente refiriendo a

la orientación de la línea en orden serial (i.e.; Lo, L\, L2, L3,...) considerando la

definición de la línea en _?3,o,i como lo indica la ecuación 4.18.

L = L,he2e3 + L„2e3ei + L„3eie2 + Lm,e4ei + Lm2e4e2 + Lm,e4e3 (4.18)

= Ln]e2e3 + L„2e3ei + L„3eie2 + I(Lm]e2e3 + Lmie3ex + Lmjexe2)

L, =
n, + Im„ donde i =1,2,...

En la figura 4.5 se puede apreciar una secuencia de líneas. Cada secuencia inicia

y termina con una misma línea terminal. Para cualquier otra línea que no sea

la inicial o final, el orden de su orientación dentro de la secuencia debe ser

coherente con el movimiento suave de la línea. La arquitectura de la red tiene

una neurona de entrada y una neurona de salida, ambas representan líneas en

diferentes orientación dentro de la secuencia (incluyendo la inicial y terminal).

Se usa una cantidad variante de unidades ocultas (cantidad determinada a

priori, de acuerdo al problema), dependiendo del tamaño de la secuencia,

esa misma cantidad corresponde a unidades de contexto. En trabajos futuros

se pretende que la cantidad de unidades varíe incrementalmente de manera

automatizada durante la etapa de entrenamiento.

Lo = (l)*e2e3 + (Q.l)*e3ei+(0.1)*eie2 + (OA)*e4ei + (OA)*eie2 + (OA)*e4e3 (4.19)
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U = il ) • t-v; + (0. 1> •

ejtti + (0. 1) »

<?,í2 + (0. 1) • £,«•, + (0. 1) •

í4í_ + (0. 1) » e4e3 (4.20)

Li = (0. 1) . eyr$ + (1) » cy, + (Ú. 1) • e,e_ + (0. 1) » e^i + (0. 1) •

c4ez + (01)* e4e3

L: = (0. 1) » e2e3 + (0. 1) » eje, + (1) » e,f2 + (0. 1) » e4e, + (0. 1) *
c4ez + (0. 1) * e4ej

Lj = (0. 1) •

c;tJ
- (0. 1) • t-jfi t (0. 1) • e,e_ + (1) » e4e, + (0. 1) •

e4e2 + (0. 1) • e4e3

L, = (0.1)»-s<r5 + (0.1)«e,fi-(0.1>'e,e2 + (0.1).e4t'i*(l)»e4«_ + (0.1)»e4e3

Lj = (O.D.-ys + tO.D.íje, +(0.1)»f1e2 + (0.1)»e4<-i+(0.1)*e4e2 + (l)*e4e3

De este modo, podemos representar la línea terminal con l's y 0's (valor muy

pequeño). La ecuación 4.19 corresponde a la línea terminal. De manera que

la secuencia podría ser dada por la ecuación 4.20. El entrenamiento de la red

para una secuencia de líneas en particular, implica varios pasos, el número

de éstos depende de la longitud de la secuencia. AI inicio del entrertamiento,

las activaciones de las unidades de contexto se determinan como lo indica la

ecuación 4.21 . La línea terminal es primero presentada a las unidades de entra

da y la red predice el sucesor. El error (la diferencia entre el sucesor predicho

y el real especificado por la secuencia de entrenamiento) es detenninado y

considerado para el reajuste de los motores (pesos). Las unidades de contexto

reciben una copia de las activaciones de las unidades ocultas, y la próxima

línea en la secuencia de entrenamiento (la cuál fue el objetivo para la unidad

de salida del primer paso del entrenamiento) es presentada a la unidad de

entrada. El entrenamiento continua de este modo hasta que otra instancia de

la línea terminal es alcanzada.

L, = 0. 5 *

e2e3 + 0. 5 * e3ex + 0. 5 * exe2 + 0. 5 * e4ei + 0. 5 * e4ez + 0. 5 * e4e3 (4.21)

De manera similar a los previos modelos, el conjunto de entrenamiento es

una secuencia de líneas orientadas de manera diferente, representando un

movimiento suave. .Y , Y, representa el mapeo de un par de estas líneas den

tro de la secuencia en un tiempo determinado. Dado el número de centros,

el proceso de aprendizaje adaptivo inicia cuando el primer par de entrada

de entrenamiento es presentado a la red. La RGRBF-N usa el algoritmo de

K-Means para determinar los centros de cada función Gausiana base y la dis

tancia Eudidiana para indicar la proximidad de X„ y de cada saüda L, de las

unidades de contexto, a cada centro c¡. Cada neurona oculta tiene una función
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de activación asociada que genera una línea, la cual es transformada por un

motor y nuevamente es comparada con Sos centros de la _n_sma manera que

las entradas a la red. Es acpñ donde aparece la re»_uiTerK-a- El parámetro o, es

definido para cada unidad Gausiana y es igual a la distancia máxima entre

tos centros- Para deteaTnínar M que mejor aproxime el mapeo entre X. y Y¿ la

RGRFB-X usa un método de rrúriimos cuadrados ordinario «LMS) que puede

trabajar con objetos v operadores gec*_raétríoos para el entrenamiento- Nuestro

esquema actualizaM cons-derarvdo la rotación v traslación del centro c . esto se

realiza usando el AI asociado (peso) a c, y la salida respectiva de la función de

base radial.Como es posible observar, el algoñar.o de agnipaciónK-\i¿sns v el

algoritmo LS ÍS proceden con sus propios cálculos individuales de una manera

concurrente. k> cual acelera el proceso de entrenarrje-itc»- Nuestra RGRBF-X

trabaja iterativamente como semuestra en el Cuadro 43.

Se aclara que en el algoritmo presentado en el Cuadro 43, se usa única

mente el rotor del motor, es decir, la traslación aun no se contempla, sin em

bargo se ha creado ¡a estructura con niKrtores considerando el trabajo a futuro

de construir una arquitectura recurrente considerando la traslación v rotación

al mismo tiempomediante motores-

La RGRBF-N basada en la autoconexión

La autoconexión de neuronas en la capa de entrada da a la red geométri

ca recurrente un carácter dinámico con la simplicidad del proceso de entre

namiento «Figura 4-lCHa)L Ésta autoconexión ha sido usada en un perceptron

multicapa (MLP) y en una red recurrente RBF valuada con reales [47, 2]. La

mayor desventaja delMLP es la complejidad de su proceso de entrenamiento.

En nuestro trabajo, el ajuste de parámetros es un tema importante y se enmarca

en el contexto geométrico dado que la información de entrada está definida en

AG. La flexibilidad del proceso de entrenamiento de La RGRBF-N representa

una ventaja importante de nuestras arquitecturas.
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Cuadro 4.3: El método de entrenamiento de una RGRBF-N tipo Elman

Algoritmo Entrena.RGRBF-N(/,r,f,p, i/)

Para cada secuencia de entrenamiento, realizar los pasos del 1 al 2.

1.1 Inicialización. Selecciona valores aleatorios para los centros iniciales c,(0);

la única restricción es que estos valores iniciales sean diferentes. Puede ser

también deseable mantener pequeña la norma Euclidiana de los centros.

1.2 Determinar las activaciones de las unidades de contexto (Ecuación 4.21).

2 Iterar hasta que no se observen cambios notables en los centros Cj¡ o el error < t* o

encontrar la segunda instancia de la línea terminal.

a) Muestreo. Extraer una entrada muestra x (línea), que es expresada por un

multivector en el espacio de entrada /. x es ingresado al algoritmo mediante

la neurona de entrada en la iteración n.

La línea 1 resulta de aplicar el motor a la línea resultante de una neurona oculta

en la iteración n. Se guarda en las unidades de contexto y se alimenta a la red.

b) Presentar el sucesor (línea) a la unidad de salida como respuesta deseada.

Calcular el sucesor prediclw por la red recurrente

c) Definición de similaridad. tíx) denota el índice del centro

multivectorial que mejor se asemeje a la entrada x. Las líneas I de las neuronas

recurrentes también se comparan a los centros. Encontrar k(x)

en la iteración ti usando el criterio Euclidiano de mínima distancia.

W,jr) = argmin||r(n) -Ct(n)\\,k = 1,2,.. ,m,
k

donde Ci(n) es el centro de la k-ésima función radial en la M-ésima

iteración. r(n) e |_(n), l(n)\. Se observa que la dimensión del k-vector X es la misma

que la del k-vector c, y en este caso es 8.

d) Actualización. Ajuste de los centros de las funciones de base radial:

„ Í«(») + PM«)-<*(1)]. iík = k(x),
ct(« + l) = {

I <Ta(íi), de otra manera

p es un parámetro de razón de aprendizaje en el rango 0 < p < 1.

Determinar el error 1/ actualizar los motores (pesos)

a) Error.

i-(it) = V(it)-E™|M,(ii)fe()i)c,(H))M,(n).

f) Actualización del vector de motores.

ETcmp = z,(n)e(n)X{n)

R,(/i) = extractRolor(M,(n))

T,(n) = extractTraslalor(M,(n))

R,(» + 1) = R,(") + oETempn,„mPM

T,(» + 1) = T,(») + pETempT„„,„„„r„„

M,(h + 1) = T,(ii + 1)R,(ii + 1)

i = 1....M

(Normalización del rotor Ver Ecuaciones 4.8, 4 9, 4.10, 4.1 1, 4.12, 4.13, 4.14, 4.15)

a,fi son parameIros de razón de aprendizaje en el rango 0 < ij.fi < 1.

g) Continuación. Incrementar n con 1.

h) Probar la condición de parada:

Si la línea objetivo es igual a la segunda instancia

de la linea terminal, entonces

Parar

De otro modo,

Copiar las activaciones de las unidades ocultas

a las unidades de contexto y continuar con el paso a)

donde z,(n) e 1M y M,(n),l(n),c,(n), X,(»), Y,(u) e Qy
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El efecto de la autoconexión

Cada neurona de la capa de entrada realiza una suma en el instante t entre

su entrada L, y su salida del instante previo (t- 1) que ha sido transformada por

el motor (peso) de la autoconexión w¡¡. Su salida es el resultado de la función

de activación:

a,(t) = w,,x,(t
- 1) + L,

x,(t) = /(a,(t))

(4.22)

(4.23)

donde a,(t) y x,(t) son respectivamente la activación y la salida de la neurona i

en el tiempo t, / representa la función de activación de la neurona geométrica i

que se basa en la función sigmoide. Y w„ es el motor (peso) de la autoconexión

de la neurona i. Para estudiar el efecto de la autoconexión de cada neurona,

se considera la entrada L, = 0 y la salida de la neurona x,(t) = 1. La neurona

evolucionará por lo tanto, sin la influencia de la entrada externa (L, = 0) [47].

La evolución con respecto al tiempo de la neurona de salida está dada por la

función multivectorial que se define con la función ():

x,(t)
1 -

expM(-k(wnx(t
-

l)io¡¡))
(4.24)

1 + expM(-k(WjjX(t
-

l)w¡i))

El diagrama de la figura 4.8 muestra la evolución de la salida de la neurona en

v,
, ..

Mil

XtH II

\<n2h

//'

Figura 4.8: El efecto de la autoconexión en la evolución del estado neuronal [2]
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Figura 4.9: Neurona geométrica recurrente.

el tiempo considerando el caso valuado con números reales (Ecuación 4.25, la

función exp() es valuada con reales). Esta evolución depende del gradiente de

A y también del valor del parámetro k de la función de activación. La función

de activación de las neuronas recurrentes (Figura 4.9) recibe un multivector

que representa la suma de dos líneas L„ y Lb como lo indica la ecuación 4.26.

Se obtiene una línea Lc

_

1 -

exp(-kw¡iX(t
-

1))
M)~

l+exp(-kwiiX(t-l))
K '

Í(LC) = t(wuLa + Lb) (4.26)

f(nc + Imc) = f((rjfl + züí,-(im_)) + (ni + im¡,))

fin, + /(t- A n-)) = f ((n„ + w„i(t_ A n„)) + (nb + I(tb A n¡,)))

(4.27)

Entonces, podremos calcular nc y mc

n, + ni>

nc =
" "

4.28
|n_ + nb|

mf
= tc A nc (4.29)

Pero para calcular tc, se considera

mf = mfl + mf, (4.30)

tc A nc
= w,i(ma ■

n„) + (mb ■

nb)

ttAnt = zt7,7(m_ -

n„) + (mb ■

nb)

tcAncnc = wu((te A n.) • n.) + ((tj, A nb) • nb)

tc = Wuta + tb
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El algoritmo de entrenamiento usado para este modelo de red RGRBF-N, es

muy similar al algoritmo previamente presentado, también involucra concep
tos geométricos al momento de ajusfar los motores (pesos) de la red. Este algo
ritmo permite trabajar con elementos definidos en el lenguaje del AG. La única

diferencia es que considera en cada tiempo de entrenamiento a la secuencia

completa con el objetivo de asociarla a un elemento geométrico determinado.

Entrenamiento de la RGRBF-N basada en la autoconexión

Este modelo recurrente geométrico acepta la secuencia de líneas com

pleta en cada instante de tiempo, por lo que el modelo es de tipo MIMO

(Figura 4.10(c)). La red relaciona el conjunto de líneas y sus diversas instancias

en diferentes instantes de tiempo, mediante la recurrencia entre las neuronas

ocultas y de entrada en la red, Al final, la secuencia de líneas es asociada

con un elemento geométrico que se encuentra en la salida. El modelo ha sido

diseñado para aprender patrones variantes en el tiempo o secuencíales. Nue

vamente trabajamos con secuencias de líneas, El algoritmo puede reconocer

secuencias de líneas, Con ajustes adecuados, los algoritmos podrían ser útiles

para cualquier problema que implique secuencias de elementos geométricos.
Cada unidad de entrada recibe información de la orientación de una línea y

se combin.i con la información de la salida de la función de activación de cada

neurona autoconectada. La salida de la red os comparada con la salida deseada

y se usa el error para incrementalmente ajustar los motores que determinan

los pesos. Las conexiones recurrentes hacía la misma neurona determinan un

motor (Ecuación 4.3 1 ) cuyos elementos están todos definidos como lo índica la

Ecuación 4.32 y no son reajustables. La estrategia para determinar los valores

de los coeficientes depende del problema y refiere a un trabajo experimental

y empírico. En el próximo paso en el tiempo t + 1 la secuencia de líneas en

l.i entrada evoluciona en el tiempo (es muy parecida a la del tiempo t). Esta

ve/ las unidades de contexto son las mismas que las que reciben los datos

de entrada. Estas unidades de contexto por lo tanto proveen a la red de una

memoria. Se inicialízan los coeficientes del motor con un valor igual para eje

cutar el algoritmo de aprendizaje, Evidentemente, al finalizar el algoritmo, el

motor tendrá diferente- valores en sus coelicienles.
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Figura 4.10: Redes geométricas recurrentes RBF. MIMO. Las entradas y salidas

son líneas L, y L,
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M = TSRS = (íí0 +0\ *e2e3 + a2 *e3e2 +a3 *e2e\) + l(bo + b\ *eie3 + b2 *e3e2 + b3 *e2e-¡) (4.31)

M; = (0. 8 + 0.8 * e2e3 + 0. 8 * e3e2 + 0. 8 * e2e,)+/(0. 8 + 0. 8 * e2e3 + 0. 8 * e3e2 + 0. 8 * e2e\) (4.32)

La figura 4.10(c) muestra que el modelo está basado en la red GRBF-N.

Está diseñada con el objetivo de que al aplicar mejoras al modelo, pueda

aprender un número ilimitado de secuencias de longitud variable, donde cada

secuencia se asocia a un elemento geométrico determinado en la salida de

la red. Las entradas definen una secuencia de líneas y la salida el elemento

geométrico asociado (una línea) a esa secuencia. Este tipo de red recurrente

permite asociar una secuencia de líneas variante en el tiempo a otra entidad

definida por un multivector (en este caso es otra línea). La arquitectura de

la red tiene tantas neurona de entrada como líneas existen en una secuencia

y una neurona de salida (para el elemento geométrico asociado). En nuestra

investigación, las neuronas de entrada y salida representan líneas en diferentes

orientación. Se usa una cantidad variante de unidades ocultas, dependiendo
del tamaño de la secuencia. Las líneas se encuentran definidas también con l's

ó 0's (valormuy pequeño). La inicialización de las líneas se hace demanera que
todos los coeficientes tienen el mismo valor, así entonces comienza el proceso

de aprendizaje. De manera que la secuencia puede ser el patrón que indica la

Ecuación 4.33.

L0 = (1) * e2e3 + (0. 1) * <?3<?i + (0. 1) * exe2 + (0. 1) * _4<?i + (0. 1) * e4e2 + (0. 1) * e4e3 (4.33)

Li = (0. 1) * c2e3 + (1) * e3e\ + (0. 1) * e\e2 + (0. 1) * e4e\ + (0. 1) » e4e2 + (0. 1) * e4e3

L2 = (0. 1) * e2e3 + (0. 1) * e3e\ + (1) * _ie_ + (0. 1) * e4e\ + (0. 1) * e4e2 + (0. 1) * e4e3

L3 = (0. 1) * e2e3 + (0. 1) * e3e¡ + (0. 1) * e\e2 + (1) * e4e\ + (0. 1) » e4e2 + (0. 1) * e4e3

L4 = (0. 1) * e2e3 + (0. 1) * e3e\ + (0. 1) * exc2 + (0. 1) * c4e\ + (1) * e4e2 + (0. 1) * e4e3

L5 = (0. 1) * e2<?3 + (0. 1) » e3e\ + (0. 1) * e\e2 + (0. 1) * c4e\ + (0. 1) * e4e2 + (1) * e4e3

Al inicio del entrenamiento, las activaciones de las unidades de contexto se

determinan como la Ecuación 4.34 lo indica. El valor de los coeficientes se

determina de acuerdo al problema. En este caso se usa un valor específico

de acuerdo a un análisis experimental y empírico. Esta estrategia consiste en

determinar los valores de los coeficientes de los motores de la red geométrica,
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de acuerdo al problema. Básicamente, tales valores se ajustan considerando

los resultados del algoritmo dependiendo del problema específico. Para todos

nuestros modelos, un trabajo a futuro será aplicar técnicas de ajustes a estos

valores, que sean inherentes al proceso de entrenamiento. La red entrenada

podrá asociar a la secuencia de líneas en un tiempo t con otra línea dado que la

red recibe en el entrenamiento a lamisma secuencia de líneas pero en diferentes

tiempos de manera que las autoconexiones son las que permiten mantener en

memoria las secuencias previas. El error (la diferencia entre la salida de la red y

el valor deseado) es determinado y considerado para el reajuste de losmotores

(pesos). Las unidades que reciben los datos de entrada reciben los resultados

(líneas) de sus propias funciones de activación transformadas mediante el

motor fijo w¡¡ determinado por la autoconexión de las neuronas de entrada.

La = (0.5)*e2e3+(0.5)*e3ei+(0.5)*e1e2+(0.5)*e4ei-i-(0.5)»e4e2+(0.5)*e4e3 (4.34)

El conjunto de entrenamiento es un par etiquetado S„ Y, que representa asocia

ciones de un mapeo dado, entre una secuencia de líneas S, (determinada por

líneas) y una línea que se encuentra en la neurona de salida. Dado el número

de centros, el proceso de aprendizaje adaptivo inicia cuando el primer par de

entrada de entrenamiento es presentado a la red. La RGRBF-N usa el algoritmo

de K-Means para determinar los centros de cada función gausiana base y la dis

tancia Euclidiana para indicar la proximidad de la línea l¡, de la secuencia S„ a

cada centro c¡. Las neuronas de entrada reciben los datos externos (líneas) y las

salidas de sus funciones de activación mediante sus autoconexiones (Ecuación

4.26). El parámetro a, es definido para cada unidad Gausiana y es igual a la

distancia máxima entre los centros. Con el objetivo de determinarM quemejor

aproxime el mapeo entre los elementos de S, y Y„ nuestro modelo de RGRBF-

N usa un método de mínimos cuadrados ordinario (LMS) que puede trabajar

con objetos y operadores geométricos para el entrenamiento. Este esquema

actualiza M considerando la rotación y traslación del centro c„ esto se realiza

usando el M¡ asociado (peso) a c¡ y la salida respectiva de la función de base

radial. Se observa que el algoritmo de agrupación K-Means y el algoritmo LMS

proceden con sus propios cálculos individuales de una manera concurrente, lo

cual acelera el proceso de entrenamiento. Nuestro modelo de RGRBF-N trabaja
iterativamente como se describe en el Cuadro 4.4.
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Cuadro 4.4: El método de entrenamiento de una RGRBF-N basada en la auto-

conexión

Algoritmo Entrena_RGRBF-N(Z, Y,e,p, n)

1.1 ¡Metalización. Selecciona valores aleatorios para los centros iniciales Cjt(O);

la única restricción es que estos valores iniciales sean diferentes. Puede ser

también deseable mantener pequeña la norma Euclidiana de los centros.

1 .2 Determinar las activaciones de las unidades de contexto como lo indica la ecuación 4.34.

2. Iterar hasta que no se observen cambios notables en los centros c* o el error < e o

encontrar la segunda instancia de la línea terminal.

a) Muestreo. Determinar la muestra de la secuencia de entrada S (conjunto de líneas),

que es expresada por un conjunto de multivectores en el espacio de entrada /.

S es ingresada al algoritmo mediante las neuronas de entrada (líneas) en la iteración n

b) Determinar la salida de las funciones de activación de cada neurona considerando

las autoconexiones y las líneas que determinan S

Tales salidas /(«) se alimentan hacia la estructura de la red.

c) Definición de similaridad. k(x) denota el índice del centro

multivectorial que mejor se asemeje a la entrada \(n). Encontrar k(x)

en la iteración n usando el criterio Euclidiano de mínima distancia:

k(x) = argmin||/(»)
-

ck{n)\\, k = 1, 2, ..., m,
k

donde Ck{n) es el centro de la fc-ésima función radial en la n-ésima

iteración. Se observa que la dimensión del k-vector l(n) es la misma

que la del k-vector Cj y en este caso es 6.

d) Actualización. Ajuste de los centros de las funciones de base radial:

.

„ ¡cM +pim-eMl itk = k(x),
c.(n + 1) = {

\Ck(n), de otra manera

p es un parámetro de razón de aprendizaje en el rango 0 < p < 1

Determinar el error y actualizar los motores (pesos)

d) Error.

e'n) = Y(n) - i;:, M,(ri)(2,(K)c,(/.))Mi(/i)

e) Actualización del vector de motores.

ETemp = z,{n)c(n)X(n)

R,(n) = extractRotor(M,(n))

T,(n) = extractTraslator(M,{n))

R,(» + 1) = R,(») + aETempR„lorp„ri

T,(h + 1) = T,(») + pETempTnlsia,„Pnri

M;(« + 1) = Tí(ii + 1)R/(m + 1)

/ = 1,...M

(Normalización del rotor. Ver Ecuaciones 4.8, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, 4.13, 4.14, 4.15)

ti, ¡y son parámetros de razón de aprendizaje en el rango 0 < i],¡i < 1

f) Continuación. Incrementar n con 1

donde z\n) e 1M y M,(n),c,(n), Un), Y,{n) e Qy



Capítulo 5

ANÁLISIS EXPERIMENTAL

Mucho del poder de esta álgebra radica en la manera en que es capaz de

tratar con rotaciones mediante elementos llamados "rotores" En robótica se

trabaja mucho con movimientos de cuerpos rígidos ligados, y es claro entonces

que una buena descripción de rotaciones, translaciones y rotaciones relativas

es esencial. Además de que un AG de 3D da muchas ventajas sobre otros

sistemas, las rotaciones y translaciones son operaciones fundamentalmente

diferentes en el álgebra. La primera versión de nuestra red neuronal trabaja

usando rotores como sus pesos. Los experimentos se han realizado usando

secuencias de imágenes obtenidas con un sistema estéreo. Podemos observar

la evolución del aprendizaje que realiza nuestra primera versión de la GRBF-

N. Usamos las orientaciones de conjuntos de líneas y planos. Este algoritmo

es un enfoque prometedor para aplicaciones de neurocomputación donde se

requieran considerar aspectos geométricos.

Los modelos de redes neuronales artificiales, como una extensión nat

ural, están basadas en las propiedades de aproximación de funciones de las

redes neuronales estáticas y son limitadas por el tiempo de pertenencia a un

conjunto cerrado. Los pesos de la red neuronal son adaptados en línea para

minimizar el error de identificación. Recordemos que las redes neuronales

pueden ser estáticas (feedforward) o dinámicas (recurrentes o diferenciales). La

mayoría de las redes neuronales estáticas son implementadas para la aproxi

mación de funciones no lineales. La principal desventaja de estas redes es que

79
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la actualización de los pesos no utiliza alguna información sobre la estruc

tura temporal de datos locales y la aproximación de la función es sensible a

los datos de entrenamiento. Las redes dinámicas pueden satisfactoriamente

superar esta desventaja asi como presentar comportamiento adecuado en la

presencia de dinámicas no modeladas, porque su estructura incorpora retroal

imentación. Tienen capacidades de representación poderosas. Se usan redes

neuronales dinámicas multicapa que contienen adicionales capas ocultas para

mejorar las capacidades de aproximación; son como perceptrones multicapa

combinados con operadores dinámicos. Cuando una red neuronal RBF es us

ada para clasificación, se resuelve este problema transformándolo dentro de

un espacio de alta dimensión. La justificación para hacerlo está dado por el

toerema de Cover [28], que establece que un problema de clasificación es más

probable a ser separable linealmente en un espacio de alta dimensión que en

uno de baja dimensión.

La otra justificación teórica es la teoría de regularización para la solu

ción de problemas mal planteados (/'// posed problems). Para los problemas de

aproximación, la idea básica es estabilizar la solución por medio de un aux

iliar no negativo funcional que incorpora información previa, y por lo tanto

transforma un problema mal planteado en uno bien plateado.

Un enfoque común para codificar información temporal usando redes

neuronales estáticas es incluir entradas y salidas de retardo. Pero esta repre

sentación es limitada, dado que puede únicamente codificar un número finito

de previas salidas medidas y entradas impuestas; por otra parte, tiende a

requerir prohibitivamente largas cantidades de memoria, lo que dificulta su

uso para casi todos los sistemas dinámicos de orden relativamente bajo. Co

mo una alternativa prometedora y eficiente, la comunidad de investigación

internacional ha estado explorando el uso de redes neuronales dinámicas y

recurrentes. Éstas últimas se distinguen de las estáticas en que tienen al menos

un ciclo de retroalimentación. Los bucles de retroalimentación implican el uso,

para tiempo discreto, de ramificaciones compuestas de elementos de retraso

unitarios denotados por q~\ tal que: u(k
-

1) = q~xu(k), con í: indicando la

muestra /e-ésima en el tiempo. Los bucles de retroalimentación resultan en un

comportamiento dinámico no lineal debido a la función de activación no lineal
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de las neuronas. Así que el tórrnino de red rieurornal dinámica describe mejor

esta estructura de redes neuronales: las redes rieuronales dinámicas. Este tipo

de redes permite unmejor enteridimiento de estructuras biológicas y pueden
ofrecer también grandes ventajas computacionales. Una arquitectura estática

y una dinámica son equivalentes,pero desde él punto de vista ccimputacional,
xm sistema con rerroalimentación es equivalente a una estructura de datos

larga, posiblemente infinita y estática.

5.1. La GRBF-N construida con rotores

Debido al ruido en visión robótica, nos caru3entra_nos en e>q?eiimeritos

con líneas y planos observadosparahacerun seguixnif-nto de la relación espa
cial entre estas entidades geométricas. En esta primera versián de la red neu

ronal,nos lmútaremos a considerarúnicamente la trarisfannación de rotación.

Los próximos experimentosmuestran que trabajando con GRBF-Ns, es posi

ble detectar rotaciones entre líneas y entre planos. En esta propuesta se usan

datos capturados can xm s_steina de visión estéreo. Cada orieniacián de línea

puede ser representada xtsando xm bivectory esto i__nb_éh es verdad para la

orientación del plano. Se consideran dos puntos, p and q, para calcular la di-

reccián n. Es pctsíblexsarnuestraGRBF-Npara encontrar la rcitacián entre dos

orientaciones de líneas y dos cffientacianes de planos (Figura 5.4). Tenemos

el plan de quemediante entrenamiento sinniltáneo, ccmstr-nmos xm conjunto

de dos GRBF-Ns como semuestra en la figura 5.4. Los pares de entrada (para

entrenamiento y prueba) de orientaciones de líneas y planos fueran genera

dos usando xm disco con marcas distribuidas xrnifcirrne-nente (can distancias

pequeñas entre ellos en xma zona de 2 cm2), las cuales representan xm pun

to de los dos necesitados para construir la línea mientras que el otro punto

(origen) fue fijado.Mediante él cambio de xm punto, generamos xm conjunto

de cirientaciones que están en diferente posición en el espacio en 3D (Figura

5.1).De estemodo tenemosxm conjunto de cirientacicnTesdel-r»£_-S.Deir_anera

similar, generamos un conjunto de orientaciones deplano. Estas ccieniacianes

car_5trtuyen el conjunto de entrenamiento de amibas redes. Deseamosmostrar

que nuestro esquema es xm "bloque de cómputo que pxiede ser xtsado en xm
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*\ f

Figura 5.1: Conjuntos de orientaciones de líneas y planos.

sistema que puede ayudarnos a determinar otro tipo de transformacionesmás

complicadas (Figura 5.9). Para generar los conjuntos de prueba se procedió de

manera similar. Como lo muestra la figura 5.2, la red GRBF-N aproxima el

mapeo entre n¡ y n'\. Usamos estos conjuntos de datos para entrenar y probar
la GRBF-N. La figura 5.2muestra el error entre el rotor calculado y el verdadero.

Aunque no contamos hasta el momento con un análisis de convergencia, nue

stros experimentos prácticos nos indican que esto es verdad ya que se alcanza

la orientación objetivo de manera satisfactoria (Figura 5.7). Esto muestra que
el rotor converge al valor esperado. Un resultado similar puede ser observado

en la figura 5.3 para la aproximación del mapeo entre U¡ y li'¡ usando una

segunda GRBF-N. Note que en estos experimentos estamos usando bivectores

para expresar la dirección de la línea n¡ y la orientación del plano U¡. También,

los rotores (que son los pesos del modelo) están expresados con bivectores.

Usamos los valores r/
= 0. 9, p

= 0. 05 en la primera red y r/
= 0.6, p = 0.1

en la segunda; en ambos casos fue suficiente usar tres centroides (neuronas

ocultas), una neurona de entrada y una más en la salida. Las figuras 5.2 y 5.3

muestran que la GRBF-N es capaz de aproximar la transformación requerida

para lograr la orientación objetivo a partir de una orientación inicial. A través

de ellas, se puede observar que al principio, la red desconoce completamente

la transformación entre la orientación de entrada y la orientación de salida.
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Figura 5.2: Aproximación de la transformación entre las orientaciones de las

líneas n¡ y n'¡. Evolución del vector de rotores (arriba). Error en la salida

durante el proceso de aprendizaje (abajo). Las salidas son expresadas como

X = xeie2 + ye2e3 + ze3ei

Sin embargo, mientras más pares de orientaciones son alimentados a la red,

ésta puede aproximar de manera más precisa la rotación verdadera entre las

entidades geométricas que se mueven suavemente. En robótica, el grado de

precisión que se tiene es suficientemente útil para guiar a un robot. Hemos

mostrado como la GRBF-N puede ayudar a aproximar la verdadera trans

formación entre ciertas entidades geométricas. Nuestro esquema converge de

tal manera que usando diferentes orientaciones de entrenamiento y prueba,
obtenemos un error de 0.0740 en la primera red y 0.0627 en la segunda. Este
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Figura 5.3: Aproximación de la transformación entre las orientaciones de

planos u¡ y u'j. Error en la salida durante el proceso de aprendizaje (abajo). Las

salidas son expresadas como X =

xeie2 + ye2e3 + ze3ei

error es definido usando un promedio de los errores entre la distancia Eu-

clidiana entre las orientaciones objetivo y las orientaciones calculadas por la

GRBF-N. Esto indica que nuestro esquema trabaja bien.

En otro experimento, nuevamente obtuvimos datos a partir de un sistema

de visión estéreo (Figura 5.5). Tenemos objetos cuyo eje de rotación estámarca

do por dos puntos coloreados bien distruibuidos. Con técnicas de visión, estos

dos puntos son identificados en espacio 3D y entonces se calcula la orientación

del objeto. Tenemos que J es la orientación de un objeto y O la orientación

de otro objeto (o el mismo) y son expresadas usando multivectors de cuatro
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í>^
m*

^u*
u'

Figura 5.4: El conjunto de GRBF-Ns.

Figura 5.5: Sistema de visión estéreo.
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climensiones. Entonces se construyen pares de entrada (para el entrenamiento

y prueba) únicamente perturbando con ruido Gaussiano la orientación I para

determinar X, y de la misma manera afectando O para determinar Y, (Figura

5.9). Usamos estos conjuntos de datos para entrenar y probar la GRBF-N. La

figura 5.6 (arriba) muestra que los valores de los rotores convergen a un valor

esperado y esto también se observa en la figura 5.6 (abajo) donde se muestra

que las salidas de la GRBF-N están muy cerca de los valores deseados. En

estos experimentos estamos usandomultivectores de cuatro dimensiones para

expresar las orientaciones de los objetos (planos) y rotores. Usamos los valores

r¡
= 0. 1 p

= 0. 3, tres centroides fueron suficientes, una entrada y una salida. La

Figura 5.6: Evolución del rotor (arriba). Error en la salida durante el proceso

de aprendizaje (abajo).
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figura 5.7muestra como nuestra red estima la transformación necesitada para

lograr la orientación objetivo a partir de una inicial, en estas figuras podemos

apreciar ambas orientaciones. Nuevamente, se observa que al inicio, la salida

de la red está lejos de la orientación deseada. Conforme la GRBF-N aprende,
su salida es más cercana al objetivo deseado. También, nuestro esquema con

verge en este experimento de manera que usando diferentes muestras de los

datos de prueba se obtiene un error de 0.039, el cual está definido usando un

promedio de la distancia Euclidiana entre las orientaciones objetivo y las sal

idas de la GRBF-N que también son orientaciones. También observamos que

nuestro esquema trabaja bien en este experimento. La figura 5.9 ilustra que la

GRBF-N es útil para definir unmovimiento más complicado construyendo un

conjunto de bloques para aprender una transformación específica de manera

que la GRBF-N i aprende la transformación i (que puede ser expresada por un

motorM, un rotor T o un traslador T).

El AG ayuda aqui también para expresar las entidades geométricas como

círculos, esferas, planos, etc., de tal manera que podamos tener transforma

ciones entre orientaciones de diferentes tipos de entidades geométricas expre

sadas usando multivectores. Esto puede ser usado para indicar a un robot

cuáles son las transformaciones necesarias, para mover partes de sus brazos

y piernas con base en datos geométricos obtenidos con un sistema de visión.

Usando un equipo de cómputo poderoso y cámaras externas al robot es posible

lograr esta estructura y el robot conocerá en tiempo real la transformación a

aplicar para mover una parte de su brazos o pierna.

Los movimientos del brazo se expresan mediante transformaciones que

son determinadas con motores del tipo expresado en Ecuación 2.50, de igual

manera se determinan las transformaciones del objeto observado (que puede

ser un tablero de ajedrez) con respecto al sistema de coordenadas de la cámara

(Figura 5.8).

Esto permite, conocer el eje del rotor de una manera sencilla mendiante

el procedimiento siguiente.

De la ecuación 2.38, tenemos que
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(a) Tiempo t (b) Tiempo f + 1 (c) Tiempo f + 2

(d) Tiempo f + 3 (e) Tiempo f + 4 (f) Tiempo f + 5

Figura 5.7: Salida de la GRBF-N durante el proceso de aprendizaje. Evolución

del posicionamiento: la flecha gris indica el vector de orientación de entrada

y la flecha blanca el de referencia. La flecha azul describe la aproximación

gradual de la salida de la red neuronal al objetivo.

R -

fleos (f )
sen (§)

donde R es el rotor Rs. Se usa el álgebra de motores Q30V

De esta manera conocemos los pares de líneas en cada movimiento del

brazo del robot, en un tiempo t,, se tiene la línea que representa el eje del rotor

trasladado correspondiente a la transformación que permite elmovimiento del

brazo, la otra línea es aquella que corresponde al rotor trasladado que expresa

la transformación del tablero de ajedrez con respecto al sistema de coordenadas

de la cámara. Como se puede observar, en esta etapa no es necesario conocer
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Figura 5.8: Brazo robot con sistema estéreo.

el traslador Ts para obtener el eje del rotor, solamente se conoce el Tc que

traslada el rotor en el origen R a una una direccón determinada por tc. Este

rotor Rs expresa una rotación general (Ecuación 2.52). De tal manera que sólo

requerimos Rs para calcular su eje.

Es posible determinar un conjunto de líneas a partir de los movimien

tos (transformaciones) representados por motores. Cada movimiento de la

cámara y brazo, es expresado mediante un motor de tal manera que en cada

movimiento se genera un par de motores y por lo tanto un par de líneas.

Con estos pares de líneas construimos el conjunto de entrenamiento y lo

proporcionamos a la red geométrica para encontrar la transformación faltante.

La red geométrica suministra un motor M como resultado, este motor

se obtiene de sus pesos geométricos. Para saber que tan buena es la transfor-
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mación calculada, se compara con los métodos clásicos. El motor entonces en

términos prácticos se convierte en una matriz homogénea y ésta es usada en

matlab para dar un error. El motor encontrado es la transformación X que se

desea conocer entre las líneas que son los ejes de los rotores de las transforma

ciones tanto en el sistema de coordenadas de la cámara como en el sistema de

coordenadas del robot. Como se explica en sección 5.2.1, esta ecuación no lineal

es conocida como aquella que describe el problema de calibración mano-ojo

(hand-eye calibration) en robótica.

En esta conversión entre matrices y motores, se considera la definición

M = TR porque de aqui es posible obtener el traslador Ts y el rotor Rs. Recordar

que Rs = TCRTC, o sea, una rotación general. Además Ts aplica una traslación

en dirección del eje del rotor Rs. El Rs es un motor degenerado porque sólo

determina una rotación general, se ha trasladado un rotor desde el origen.

El procedimiento para calcular el vector de traslación y la matrix de rotación

considera lo siguiente.

Sabemos que

M = TSRS

= (l + ^Its)Rs
= Rs + l|Rs (5.2)

En este momento, se considera la parte dual resultante del motor. Este es

el producto geométrico del bivector ts y el rotor Rs. Dado que ambos son

expresados en términos de la misma base bivectorial, su producto geométrico

también será expresado en esta base, el cuál será considerado como un nuevo

rotor R's. Entonces, se puede escribir

M = Rs + l|Rs = Rs + IR'S (5.3)

En este caso, los ejes de línea de los rotores están sesgados, lo cuál significa

que ellos representan el caso general de rotores no coplanares. Si la distancia

de desplazamiento ts es cero, entonces el motor degenerará en un rotor:

M = TSRS = (1 + ^Its)Rs = (1 + ^I)RS = Rs (5.4)
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Cuando dos líneas de ejes del motor son coplanares, se obtiene el motor

degenerado. El bivector ts puede ser expresado en términos de los rotores

usando resultados previos

R'SRS = M)|rsRs; (5.5)

por lo tanto, el vector de traslación t puede ser recuperado usando las

ecuaciones 5.2 y 5.4, de donde se sigue que

Rs + 2JtsRs
= RS + IRS

1. x,

2»SRS
= ir;

-ItsRsRs = ir;rs

Its = 2IR^RS

ts = 2r;rs (5.6)

El vector 3D ts expresado en la base bivectorial, es referido como el eje

de rotación del rotor. Así, ts es un bivector a lo largo de la línea del eje del

motor. Por lo tanto t, que se le considera como bivector, puede ser calculado

en términos de los bivectores tc y ts como se indica

t = t_ + t,|

t = (t-
-

RstcRs) + (t •

n)n = (tc -

RstcRs) + dn

= t,
-

RstcRs + ts (5.7)

= tc
-

RstcRs + 2R'SRS (5.8)

De esta manera se analiza el motor desde una perspectiva geométrica.

Una vez obtenido el vector de traslación, podemos crear el traslador T

con la ecuación 2.43. Así podemos calcular el motor utilizando las ecuaciones

5.2 y 5.3 quedando de la siguiente manera M = (1 + |lts)R.

Nótese que estos casos son válidos para un rotor que tenga su eje de

rotación en el origen. En el caso de que R =

RL - TRT el rotor (Ecuación
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5.3) devolverá el rotor que tenga el mismo eje pero este estará en el origen, y

conservará su ángulo de rotación 6. La ecuación 5.6 devolverá un vector de

traslación diferente al del traslador original debido a que se empleó un rotor

en el origen en vez de un rotor trasladado fuera del origen. El motor resultante

conservará el mismo comportamiento, esto es, sea M € Q+Q x y de la forma

M = TjRl = TiT2RT2, entonces podemos encontrar M2 = T3R2 utilizando las

ecuaciones 5.3 y 5.6 donde M
= M2.

De aqui, se conoce el ís y el Rs es usado para calcular la matrix de rotación.

Tanto el vector obtenido y la matrix se usan para determinar la matrix homo

génea de 4x4 elementos.

5.1.1. Discusión

En esta primera etapa hemos diseñado una nueva red usando multivec

tores para determinar sus parámetros. La principal ventaja de usar rotores

ante otras transformaciones valuadas con hiper-complejos es que los rotores

pueden ser definidos para cualquier dimensión y un rotor puede rotar blades de

cualquier grado. Esto es, no únicamente vectores pero también líneas, planos,

y cualquier otro objeto geométrico que pueda ser representado por un blade

puede ser transformado con un spinor, es decir, un rotor. En este sentido, las re

des valuadas con complejos están limitadas a trabajar con parámetros valuados

con complejos mientras que las GRFB-Ns pueden ser usadas para tratar con

entidades expresadas con multivectores (hipercomplejos) y esto puede ser he

cho únicamente usando AG. Hemos aplicado nuestro esquema a un problema

real donde obtenemos los datos de entrada con un sistema de visión estéreo. Se

ha mostrado que la GRFB-N puede aproximar la transformación involucrada.

Una vez que hemos calculado los rotores (uno para la transformación entre las

orientaciones n¡ y otro para la transformación entre las orientaciones u¡) pode

mos usarlos en otra AG Qv,a,r para rotar diferentes configuraciones de entidades

geométricas. El aprendizaje adaptivo de este esquema parece adecuado para

ser aplicado a problemas de robótica reales. Es importante explorar más aplica

ciones de nuestra GRBF-N tales como el aprendizaje de transformaciones más

complicadas como ya hemos mencionado. También, estamos
interesados en
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aproximar transformaciones entre otras entidades y configuraciones geométri

cas más complicadas, como la línea en espacio 3-D usando las coordenadas

de Plücker considerando sus direcciones y momentos. La GRBF-N nos permite

estimar la transformación existente entre multivectores en la entrada y sali

da de la red a través de una combinación de entidades geométricas (rotores)

que permite una descripción más natural de la transformación involucrada.

La GRFB-N puede calcular la transformación necesitada usando operadores

geométricos lo cual representa una ventaja porque esta información es inme

diatamente útil, no requiere algún procesamiento posterior. No existe alguna

red neuronal que permita suministrar la transformación geométrica mediante

operadores geométricos como nuestro modelo.

Figura 5.9: Diferentes tipos de transformaciones estimadas por la GRBF-N
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5.2. La GRBF-N construida con motores

Hemos actualizado nuestro modelo que trabaja con rotores. Esta vez

representamos los pesos de la red usando motores para considerar las trans

formaciones de translación y rotación simultáneamente y demanera compacta.

5.2.1. CalibraciónHand-Eye

Nuestra red nuevamente es aplicada a tareas relacionadas con el área

de robótica guiada visualmente tal como resolver el problema de Calibración

Mano-Ojo (Hand-Eye) que involucra a una cámara adjunta a un brazo de robot

que será dirigido hacia unameta (Figura 5.11). Las cámaras capturan las señales

visuales en el espacio visual 3D y emplean su propio sistema de coordenadas

de referencia delmundo para representar estas señales. Entonces, el problema

de calibración "mano-ojo" surge cuando se intenta determinar la transforma

ción de grupo entre las coordenadas de referencia del dispositivo mecánico

y el marco de coordenadas de la cámara. La metodología clásica para descri

bir el problema de calibración mano-ojo en términos matemáticos es usando

matrices homogéneas de transformación. La ecuación matricial de una trans

formación Euclidiana es

AX = XB (5.9)

donde las matrices A - AiA~l y B = BiB^1 expresan la eliminación de la

transformación entre los dos sistemas de coordenadas referidos. De la ecuación

(5.9), la siguiente ecuación de matrices y una de vectores puede ser derivada

dividiendo la transformación Euclidiana en los componentes de rotación y

translación:

RARX = RXRB, (5.10)

(RA-I)tx = RxtB-tA. (5.11)

En la literatura encontramos una variedad de métodos para estimar Rx de

la ecuación (5.10), la mayoría de ellos estiman primero la matriz de rotación

separada del componente de translación. Para calcular las transformaciones

de rotación y translación de manera compacta, existe una propuesta que usa
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álgebra de motores. Ésta considera usar movimientos de líneas en términos de

motores [48].

5.2.2. Resolviendo AX=XB usando el álgebra de motores

En términos de motores, la ecuación del sistema (5.9) puede ser expresada
como

MAMX = MXMB (5.12)

o como

MA = MXMBMX (5.13)

donde MA = A + IA'
, MB = B + IB', y Mx = R + IR' Esta ecuación puede ser

simplificada para mostrar la relación demotores entre el eje línea del motor de

la cámara LA¡ y el eje línea del motor de la mano LB¡. De acuerdo al teorema de

Chen [49], la ecuación del problema de calibración mano-ojo se reduce a

LA = MXLBMX (5.14)

que muestra que en este tipo de formulación de problema, la rotación y pitch

de MA y MB son siempre iguales a través de todos los movimientos de la mano

y por lo tanto pueden ser ignorados en los cálculos. Bastará considerar sólo

los ejes de rotación de los motores involucrados; esto es, la ecuación (5.14) es

reducida a únicamente el movimiento de los ejes línea de la mano LB hacia los

ejes línea de la cámara LA. Gracias al uso del álgebra de motores, es posible la

simplificación del problema de calibración mano-ojo. Este problema se reduce

a sólo considerar el movimiento de las líneas de ejes. Una vez que la ecuación

de este problema ha sido reducida, ella depende únicamente de bivectores 3D.

5.2.3. Resolviendo AX=XB usando álgebra de motores y la

GRBF-N

Para la estimación del movimiento rígido desconocido, empleamos la

GRFB-N, que es realmente una propuesta con multivectores que definen a los

motores. Se tienen n movimientos 3D descritos por líneas, y cada una tiene
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seis parámetros. Nuevamente, los datos son adquiridos usando un sistema de

visión estéreo (Figura 5.11). Se tiene un objeto (tablero de ajedrez que no se

mueve). Primero, el objeto debe ser detectado en ambas cámaras y capturarlo

con cada una. Usamos un algoritmo basado en puntos característicos para la

detección y registro de objetos planares usando imágenes [50]. Con técnicas de

visión, específicamente de calibración de la cámara, conocemos las transforma

ciones entre el sistema de coordenadas del objeto y el de la cámara izquierda.

Estas transformaciones posteriormente son expresadas a través de motores y

se usan líneas para representar cada movimiento determinado por un motor

cada cierto tiempo. Esto es posible dado que el brazo robótico se estámoviendo

y el sistema estéreo está montado sobre su efector final. Las líneas relacionadas

con los movimientos del efector final del brazo también son expresadas con

motores y son determinados en cada tiempo t¡. Para obtener las matrices de

transformación de cada movimiento usamos la representación de transfor

maciones de Euler ZYZ dado que el software del robot que usamos ejecuta el

movimiento del brazo mediante una sexteta de parámetros (Figura 5.10), poste

riormente son convertidas a motores. Entonces, tenemos un conjunto objetivo

de líneas (lB¡) y otro conjunto de inicial la como se observa en la figura 5.11(a).

Supongamos que La son las líneas que expresan el movimiento de la cámara

izquierda y LB¡ las líneas que representan los movimientos del efector final, las

líneas son determinadas usando multivectores de seis dimensiones. Entonces,

construimos pares de entrada (para el entrenamiento y prueba) usando las

líneas obtenidas por los movimientos del efector final. Hemos determinado

Lo para X, y LBj para Y, como entradas y objetivos de la GRBF-N, respectiva

mente. Usamos estos conjuntos de datos para entrenar y probar la GRBF-N.

La figura 5.12 muestra que los valores del motor convergen a un valor, lo cual

es observado en esta figura porque las salidas de la GRBF-N están muy cerca

de las líneas objetivo. En estos experimentos estamos usando multivectores

de seis dimensiones para determinar las transformaciones (que expresan el

movimiento) del efector final y cámara. Consideramos que el error (distancia

Euclidiana entre las líneas objetivo y las líneas de salida de la GRBF-N) debe

ser menor a 0.0001, y usamos los valores a = 0. 15155, j3 = 0. 07123108, n = 0. 9,

cinco centroides fueron requeridos esta vez, una entrada y una salida.

El algoritmo se resume como sigue:
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Axis 3 R\ Axis 4

(J3) \ (J4)

Figura 5.10: Brazo industrial AdeptSix 600.

1. Considera n movimientos de lamano (B,) y sus respectivos movimien

tos de la cámara (C¡). Entonces, se extraen las direcciones ymomentos de línea

para construir el conjunto de entrada y objetivo para la red geométrica.

2. Aplicar la GRBF-N usando estos conjuntos para obtener el motor Mx

que representa la transformación X (Ecuación 5.9).

Note que los métodos clásicos no pueden ser aplicados en tiempo real.

Necesitan acumular un conjunto largo de entradas para aplicar posteriormente

un procedimiento SVD. En el caso de [1], las líneas son usadas para construir

una matriz que es usada para obtener la transformación final. Es importante

aclarar que en estos experimentos cada entrada de la red geométrica depende

de objeto detectado (tablero de ajedrez). Dado que usamos un sistema estéreo,

esta detección es afectada por condiciones de iluminación por lo quemovemos

el brazo del robot a través de una trayectoria por tiempos (ti). En este senti

do, La y LBí son calculados cada tiempo f, en el que una nueva posición del

efector final es determinada. El tiempo de detección del objeto es de alrededor

de 30 milisegundos, esto significa que cuando el brazo robótico está en una
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>
Oriented object

Robot position after motion

Robot base

(b)

Figura 5.11: Sistema estéreo montado en el efector final del brazo robótico. (a)

Un esquema representativo, (b) Área de trabajo real.
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Figura 5.12: Error de salida durante el proceso de aprendizaje.

nueva posición específica, el sistema espera y detecta un objeto o se mueve

a otra posición. Aqui, el cálculo de las líneas relacionadas con el movimien

to de la cámara izquierda y del brazo es más rápido que el movimiento del

brazo. Considerando un tiempo promedio para calcular cada par de entrada

(línea objetivo y origen), el sistema requiere cerca de 32 milisegundos cada

vez que una nueva posición es alcanzada por el brazo. Note que también

existe un tiempo variante específico requerido por el sistema para mover el

brazo de una posición en el tiempo f, a una nueva posición en el tiempo f,+i,

esto es, cada posición es alcanzada requiriendo tiempos diferentes donde el

brazo se mueve a una velocidad constante de 20 mm/segundo que permite

el brazo AdeptSix 600. En el proceso completo, el sistema requiere cerca de

10 minutos para calcular una aproximación de la transformacióon requerida

para lograr un pequeño error. El mínimo número de movimientos requeridos

para obtener un
buen resultado en esta tarea depende el tipo de movimien

tos. Se recomienda parar el entrenamiento de la GRBF-N cuando el error es

pequeño y se tenga una transformación satisfactoria. En estos experimentos

generamos 100 movimientos ymientras se genera un movimiento se le agrega

ruido Gaussiano (en-línea) de manera que al final se tiene un conjunto de 500

pares de entrenamiento. Estos 500 pares fueron alimentados a la GRBF-N y
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Figura 5.13: Diferentes vistas de la salida de la GKBF-N durante el proceso

de aprendizaje. La salida de la GRBF-N (líneas azules). La red codifica la

transformación geométrica existente entre el conjunto de líneas rojas y las

verdes.
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Figura 5.14: Ampliación de la zona objetivo de la figura 5.13. Salida de la GRBF-

N (línea azul), y la línea objetivo (verde). Mientras la salida de la GRBF-N es

diferente al objetivo, sus parámetros son ajustados hasta tener una orientación

de línea similar a la deseada. Finalmente, se encuentra la aproximación de

la transformación geométrica entre las líneas origen y objetivo (roja y verde,

respectivamente).
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Figura 5.15: Diversas tomas del tablero de ajedrez conforme el efector final del

robot se mueve.
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i #

p

Figura 5.16: Movimientos del sistema estéreo a partir del movimiento del

efector fina] del brazo.
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Figura 5.17: Errores de calibración en cámaras.

después de cerca de 250 iteraciones (Figura 5.12) obtenemos una aproximación

satisfactoria de la transformación que resulta en un error pequeño. En la figura

5.15 se muestran algunas imágenes del tablero de ajedrez tomadas durante

el movimiento del brazo robótico. La figura 5.16 muestra estos movimientos

gráficamente. Se observan los movimientos desde la perspectiva del mundo

y desde el marco de referencia de cada cámara (izquierda y derecha). Final

mente se observan los movimientos desde la perspectiva del sistema estéreo.

La figura 5.17 indica los errores de calibración en cada cámara. El proceso

de aprendizaje nos permite observar que al inicio del mismo la salida de la

GRBF-N es completamente diferente de la salida esperada. Las figuras 5.13 y

5.14 muestran este proceso. La figura 5.13 muestra la evolución geométrica de

la línea en la salida de la GRBF-N durante el proceso de entrenamiento. Las

pequeñas líneas (rojas) indican la orientación inicial y las grandes (verdes), in

dican la orientación de línea objetivo, ambos conjuntos concentrados en áreas

pequeñas. Puede ser observada la manera en la que la salida de la GRBF-N

(línea azul) está cambiando durante el proceso de aprendizaje. Cada una de

estas líneas indica el cambio de los motores (pesos) de la GRBF-N que es nce-

sario para lograr la orientación de línea deseada. Ambas figuras muestran la

evolución de la línea pero en perspectivas diferentes. La figura 5.14 muestra

una ampliación de diferentes perspectivas de esta evolución. Las figuras 5.12

y 5.13 muestran que nuestra red estima adecuadamsnte la transformación re-
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Figura 5.18: Convergencia de red neuronal geométrica para el problema de

Calibración Mano-Ojo
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querida para lograr la orientación objetivo a partir de una orientación inicial.

Conforme la red aprende, su salida es más cercana a la meta deseada. Tam

bién, nuestro esquema converge de manera que usando diferentes instancias

de datos de prueba, obtenemos un error de 0.3, lo cual representa la distancia

Euclidiana entre la línea de salida de la GRBF-N y la línea objetivo. La figura

5.18 muestra el comportamiento de la red neuronal para tres ejecuciones con

mismos datos del problema. ElMx encontrado por la red GRBF-N es el motor

requerido para transformar una entidad en el sistema de coordenadas de la

cámara al sistema de coordenadas del efector final. Definamos Mw que sea el

motor que se requiere para transformar el sistema de coordendas del efector

final en el sistema delmundo, entonces se requiere el motor completo:

Mf
= MWMX (5.15)

para realizar una transformación desde el sistema de coordenadas de la cámara

al del mundo. Entonces, para conocer que tan útil es la transformación encon

trada por la GRBF-N, se calculó una línea en el espacio 3D (con ayuda del

tablero de ajedrez) usando el sistema estéreo; y por otro lado, se tiene la ver

dadera línea en el mundo. Aplicamos la transformación usando Mx sobre la

línea determinada por el sistema estéreo, y posteriormente aplicamos la trans

formación Mw. Ahora tenemos la línea cerca de la línea que se localiza en el

sistema de coordenadas del mundo. Esto indica que nuestro esquema trabaja

bien con un error determinado mediante una distancia Euclidiana, es de 25

mm (el punto más cercano entre ambas líneas atendiendo que su orientación

es similar). Mostramos nuestro espacio de trabajo en la figura 5.11(b). Se ob

serva que la estructura algebraica de las entidades y operadores nos ayuda

a formular nuestra propuesta para estimar la transformación requerida. Y

nuevamente, el AG permite determinar entidades geométricas como líneas, y

motores demanera que podemos tener transformaciones entre las líneas usan

do multivectores. Esta propuesta puede ser usada para calibrar una variedad

de sistemas donde se presente un problema similar a la calibración hand-eye,

tales como los subsistemas de un humanoide, donde haymuchas partes cuyos

ejes puede ser expresados por líneas. En este sentido, esta red puede encontrar

la transformación necesaria para mover partes de brazos robóticos o piernas

guiados por visión. El error final (entre las orientaciones reales y calculadas) es
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suficiente para este tipo de aplicaciones donde se requiere conocer únicamente

la zona objetivo para guiar al brazo robótico. Nuestra método puede ser útil

para tareas donde un robot (brazo, pierna, mano, dedo) debemoverse, pero sin

gran precisión. La red GRBF-N es capaz de estimar transformaciones rígidas.

5.2.4. Discusión

Nuevamente, en estos últimos experimentos usamos el AG para cálculos

en robótica guiada con visión. Hemos usado el álgebra de motores pues el

problema que tratamos implica el álgebra de líneas. Aplicamos nuestra GRBF-

N a un problema que implica obtener datos de entrada con un sistema estéreo

y cinemática. La GRBF-N nos permite aproximar la transformación existente

entre las líneas en su entrada y salida, a través de una combinación de mo

tores que permiten una descripción más natural de la estimación requerida.

Esta transformación expresada por motores representa una ventaja porque

es inmediatamente útil ya que no requiere de procesamiento posterior. Estos

motores son actualizados cada vez que la GRBF-N tiene una línea de entra

da de manera que si existe una transformación, los motores serán ajustados

hasta que la verdadera transformación se encuentre. El aprendizaje adaptivo

de este esquema es útil en aplicaciones donde los parámetros de tipo motor

son estimados en tiempo real. Es importante indicar que todas las transfor

maciones en este problema han sido estimadas usando álgebra de motores.

Nuestro enfoque es más eficiente que los métodos batch estándar porque tra

baja en tiempo real, estimando la transformación rígida bajo perturbaciones

temporales. En contraste, los métodos estándares requieren calibrar en cada

momento, primero colectando datos, y luego calculando un procedimiento

batch, frecuentemente usando técnicas de optimización o SVD. Estamos con

siderando mejorar la precisión de nuestrométodo para aplicarlo a tareas donde

se requiera alta precisión. Si los conceptos geométricos en los que se basa el

diseño son bien fundamentados y correctos, siempre es posible en un futuro

la mejora del desempeño de la red con nuevos algoritmos de entrenamiento.

Existen muchos aspectos que nuestro método ofrece que ninguno de los

ya existentes considera. Nuestra propuesta permite realizar el cálculo en un
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mismo lenguaje geométrico. Esto facilita la comunicación entre el módulo de

entrada, de proceso y de salida de cualquier sistema. En este caso, las entidades

observadas en el medio ambiente (líneas, puntos, círculos, etc.) son definidas

en lenguaje geométrico y nuestro algoritmo manipula tales entidades usando

operadores geométricos en el mismo lenguaje matemático de manera que la

salida del algoritmo también está definida en ese mismo lenguaje.

La característica fundamental de este tipo de arquitectura es que las

operaciones geométricas son simples en este lenguaje y es sencillo implementar

ideas que tienen una naturaleza geométrica. Otro aspecto importante es que

la arquitectura de la red permite extraer la transformación geométrica entre la

entrada y la salida, demanera que cualquier entrada posterior al entrenamiento

será transformada usando los motores ajustados en la arquitectura y esto no

es posible usando redes neuronales convencionales.

5.3. La RGRBF-N usando motores

Se ha trabajado con diversas variantes para el entrenamiento de redes

recurrentes para reconocer secuencias temporales de líneas (Figuras 4.6, 4.7, 4.9,

4.10). La autoconexión de cada neurona de entrada, la conexión de las neuronas

ocultas y de salida a las de contexto permite cierta memoria a las neuronas.

La autoconexión permite a estos modelos considerar las entradas previas y

no únicamente las entradas en el instante t. Cada entrada L, representa la

ocurrencia de una línea i de una secuencia. Los coeficientes de cada uno de

los 6 elementos de la definición de una línea sólo pueden ser 1 o 0 en estos

experimentos. No se consideran coeficientes diferentes de 1 ó 0. La ecuación

4.7 define la línea mediante bivectores para calcular la dirección de la línea y

el momento.

5.3.1. La RGRBF-N tipo Elman

Este modelo se probó para el reconocimiento de secuencias temporales

de líneas. Las secuencias temporales analizadas son compuestas de 5 líneas.
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Durante el proceso de entrenamiento, las líneas son presentadas a la red, una

a una y se determina un elemento geométrico al que se asocian (que podría ser

la última línea de la secuencia).

Figura 5.19: Secuencia de líneas con transformación variante en el tiempo.

Secuencia de líneas codificada.

En la figura 5.19 se puede apreciar una secuencia de líneas. Cada secuen

cia inicia y termina con una misma línea terminal; se usa una línea vertical en

nuestro caso. Para cualquier otra línea que no sea la inicial o final, el orden de

su orientación dentro de la secuencia debe ser coherente con el movimiento

suave de la línea. El trabajo a futuro es actualizar el modelo para considerar

cualquier tipo de orientación en la secuencia. Para esta actualización, se con

sideraría también el fundamento teórico de que con suficientes unidades en la

red, la longitud de la cadena no tiene límite. La arquitectura implica una única

neurona de entrada, 20 neuronas ocultas y 25 neuronas de contexto y 1 de

salida (Figura 4.6(c)). El número de neuronas en la capa oculta y de contexto,

depende de la cantidad de líneas en la secuencia aprendida por la red.

5.3.2. La RGRBF-N basada en la autoconexión

Este modelo permite presentar a la red una secuencia completa en cada

instante de tiempo, es decir, un conjunto de líneas demanera que una secuencia
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Figura 5.20: Secuencia de líneas con transformación variante en el tiempo.

Secuencia asociada a un elemento geométrico (línea).

se asocia a una entidad geométrica determinada en la neurona de salida (Figura

4.10). La figura 5.20 muestra las asociaciones de una secuencia de líneas con

otra línea. Tal asociación (que es una transformación) es capturada por la red

geométrica. El error de entrenamiento de la red se puede visualizar en la figura

5.21.

La arquitectura implica 5 neuronas de entrada, dado que 5 líneas definen

la secuencia; 20 neuronas ocultas, 25 neuronas de contexto y 1 de salida (Figura

4.10(b)). El número de neuronas en la capa oculta y de contexto, depende de

la cantidad de líneas que determinan una secuencia aprendida por la red asi

como tambiñ de la cantidad de secuencias. Cada neurona de la capa oculta

memoriza un prototipo (vector de la secuencia), y cada neurona de la capa de

salida representa una clase o categoría (secuencia).

Los parámetros que se requiere definir son pesos de autoconexiones de

las neuronas de entrada (Ecuación 5.16) y la máxima distancia de campos de

influencia de neuronas de la capa oculta. La inicialización de los motores se

determina usando números de valores iguales, al finalizar el entrenamiento

estos valores delmotor son diferentes. Dos secuencias han sido aprendidas por

la red. Después de la etapa de entrenamiento, todas las secuencias aprendidas
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Figura 5.21: Evolución de salida del error de la RGRBF-N (Arriba). Acercamien

to (abajo).
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son reconocidas con éxito, y el fenómeno de sobre-entrenamiento encontrado

en el algoritmo de back propagation no tiene efecto en esta red.

M, = (0. 8 + 0. 8 * e2e3 + 0. 8 * e3e2 + 0. 8 * e2e{)+l (0. 8 + 0. 8 * e2e3 + 0. 8 * e3e2 + 0. 8 » e2e{) (5.16)

Un experimento podría ser aplicar la red geométrica para estimar elmovimien

to relativo entre la articulación final de un brazo de robot y una línea en 3D

perteneciente a un objeto rígido. Los parámetros de la línea en 3D se recuper

an durante el movimiento del brazo usando un sistema de visión estéreo. Este

enfoque puede ser usado para varios tipos de aplicaciones industriales. El sis

tema podría observar un par de líneas sobre el piso y semovería en espacio 3D,

siempre conservando aquellas líneas en su campo de visión. La principal tarea

sería estimar automáticamente el movimiento relativo entre las líneas del piso

y la articulación final del sistema. El sistema de visión puede consistir de dos

cámaras CCD de 640x480 pegadas a la última articulación del brazo de robot.

El brazo de robot tiene seis articulaciones que pueden ser controladas por seis

variables (x,y,z,roll, pitch y yaw) como en nuestros previos experimentos. Las

coordenadas (x,y,z) describen la posición del sistema de coordenadas de la her

ramienta, T, de la articulación final, la cuál se refiere al sistema de coordenadas

global, W, del robot. La orientación de la articulación final es descrita por las

variables (roll, pitch, yaw) en términos de ángulos de Euler. El movimiento del

brazo de robot es controlado por la posición y orientación entre el sistema de

coordenadas de la herramienta T y el sistema base W. El procedimiento de

calibración de la cámara obtiene la matriz de transformación proyectiva P, la

cuál relacionada el espacio visual al plano de imagen up to scalar valué. El

sistema de coordenadas de la cámara C en la articulación final es relaciona

do al marco del sistema de herramienta T vía una transformación X, la cuál

fue calculada usando el procedimiento de calibración hand-eye. Cuando el

sistema T es transformado de Ti a T2 mediante T, el sistema de la cámara

C será transformada de Q a C2 por una transformación C como lo indica la

ecuación 5.17.

C = XTX"1 (5.17)

Dado que el movimiento del brazo de robot especificado por la trans-
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Cuadro 5.1: Procedimiento para estimación de movimiento

Algoritmo EstimaMovimiento()

1 . Calibración de cámara para obtener P para cada cámara

2. Calibración Hand-eye para obtener X para cada cámara

3. Se toman imágenes con el movimiento del brazo del robot con

una frecuencia de muestreo constante

4. Extracción de líneas a partir de los motores

5. Se estima la transformación usando las observaciones de líneas

representadas con álgebra geométrica y la red neuronal geométrica

formación T es conocido, podemos compararlo con el movimiento relativo

de C. El movimiento relativo del marco W y el marco C es un movimiento

tornillo con velocidad angular constante w = -0/90 y velocidad de traslación

constante v, = 0. 2. La línea eje, L„ es paralela al eje z del sistema C, y un

punto tocando esta línea eje está dado por ciertas coordenadas. En álgebra de

motores, Q\ 0 v la línea eje está dada por Ls (ver ecuación 5.18).

L« = é-ié-2 + l(lr5e2e3) A (e\e2) = de2 + Il,5e3e-i (5.18)

y el motor V es calculado como

V = (1 + Ivso^Xcosío;^) + sin(ü;/2)Ls) (5.19)

= 0. 9994 - 0. 0349e,e2 + 1(0. 0035
- 0. 0523^! + 0. 0999^^) (5.20)

El motor M¡+i, expresado en términos de álgebra lineal, está dado por

M, = Vm.M,., (5.21)

inicializado con M0 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T. Las líneas en 3D reconstruidas

serían usadas para estimar el movimiento relativo entrena la articulación final

v el objeto sobre el piso usando la red neuronal.

El procedimiento planeado para este experimento se resume en elCuadro

5.1. El algoritmo para la estimación de movimiento se ejecutaría en línea re-

cursivamente siguiendo los pasos del 3 a 6.
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El objetivo es que los ocho parámetros estimados a partir delmovimiento,

a lo largo del entrenamiento se acerquen a un valor específico de tal manera

que la red neuronal aproxime la transformación deseada que es expresada

mediante los 8 parámetros del motor.

Este experimento es un reto para nuestro último algoritmo presentado

de la red neuronal geométrica, el cuál es una herramienta apropiada para la

estimación de las transformaciones de tornillo usando observaciones de líneas.

5.3.3. Discusión

Nuestro diseño de la red recurrente geométrica definida conmotores per

mite reconocer secuencias temporales de líneas. La mayor ventaja de este tipo

de red es la flexibilidad del proceso de entrenamiento: tiempo de entrenamien

to relativamente corto y pocos parámetros para optimizar. La red RGRBF-N

es inspirada por las ventajas de las redes RBF y las redes recurrentes. Nuestro

trabajo a futuro será centrado en el desarrollo matemático relativo a la apli

cación de la RGRBF-N en problemas complejos como la vigilancia de sistemas

industriales (detección de fallas, localización y diagnóstico) donde el tiempo

juega un papel muy importante en la evolución del sistema. Existen muchas

variantes de arquitecturas y reglas de aprendizaje de las redes recurrentes.

Éstas comparten la propiedad de ser capaces de usar y crear internamente es

tados reflejando dependencias temporales o estructurales. Para simples tareas,

la organización del espacio de estados sencillamente refleja los componentes

de los datos de entrenamiento. El espacio de estados es en este caso valuado

con multivectores. Esto significa que las sutilezas más allá de los componentes,

como variaciones estadísticas, pueden influenciar la organización del espacio

de estados. Para tareas más difíciles (donde se requiera quizás un rastreo más

amplio de memoria y la dependencia del contexto es evidente), el espacio

continuo y altamente nolineal, ofrece nuevos tipos de dinámica. El análisis

de las representaciones internas aprendidas y procesos/dinámicas es crucial

para nuestro entendimiento de lo que y cómo éstas redes procesan. Es útil

mencionar que muchos problemas del mundo real que uno podría pensar que

requieren arquitecturas recurrentes para su solución son solucionados
con ar-
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quitecturas de varias capas por lo que es recomendable primero analizar si el

problema no puede resolverse sin recurrencia.

En este trabajo se modeló el movimiento de líneas en el espacio 4D

usando álgebra de motores. Este tipo de modelado linealiza la transforma

ción Euclidiana de movimiento rígido 3D. El modelo de movimiento de líneas

usando motores es muy atractivo para diseñar una red neuronal geométri

ca para estimar el movimiento. Para el diseño de los modelos recurrentes,

comenzamos con una arquitectura estática y usando rotores, posteriormente

como una extensión natural del proceso, se usaron motores en los pesos y se

obtiene una arquitectura recurrente. Nuestros modelos de red con motores,

tienen la virtud de que pueden estimar simultáneamente las transformaciones

de rotación y translación. Dado que la mayoría de los algoritmos recursivos

en la literatura calculan las transformaciones de rotación y translación sepa

radamente, podemos afirmar que ésta es una de las ventajas más importantes

de nuestros modelos de redes neuronales. Elmodelo dinámico de movimiento

usando motores como estados es útil para efectivamente formular y calcular el

movimiento de tornillo de una línea como una entidad rgida iriínima. Usando

redes neuronales convencionales no se puede leer las transformaciones a partir

de los pesos de la red.

En los algoritmos de las redes neuronales geométricas, modificamos el

paso de estimación tal que ciertas restricciones geométricas son satisfechas,

lo cuál hace la convergencia de la estimación más rápida al estado de motor

apropiado. Las pruebas con datos simulados confimaron que el ajuste de los

pesos de la red mejoraron y son únicos frente a las capacidades de una red

neuronal clásica.

Presentamos una aplicación real de manipulación de robot guiada con

visión. El sistema fue eficientemente calibrado usando movimientos de robot

controlados y nuestro efectivo método de calibración hand-eye. La recuperación

de los parámetros de las líneas en 3D fue llevada a cabo usando un sistema

de visión estéreo y otras técnicas de visión. Durante el movimiento del robot,

la red neuronal eficientemente estimó el movimiento relativo entre su artic

ulación final y un objeto 3D. Estos experimentos confirmaron que nuestro

algoritmo es un método atractivo en línea para estimar movimientos tornillo
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usando observaciones de líneas.

Si modelamos las redes usando el álgebra geométrica conformal Q4ii,

podremos extender la transformación de rígida a conformal. Así se podrá leer

de la red geométrica motores afinos, los cuales sonmuy frecuentes en procesos

reales donde los movimientos de las líneas evolucionan siguiendo otro tipo de

transformaciones.



Capítulo 6

CONCLUSIONES

La manera de pensar y modelar en el marco de trabajo del AG es bas

tante natural. Con el AG, las operaciones algebraicas tienen una interpretación

geométrica. Las ecuaciones compactas son fáciles de interpretar y las escenas

complicadas pueden ser tratadas. El álgebra indica al desarrollador los con

ceptos a usar pues permite visualizar un paradigma geométrico. Esta investi

gación desarrolla algoritmos de redes neuronales cuyo proceso de aprendizaje
se realiza en el contexto del AG. Las entradas, los pesos, la actualización de los

pesos durante la etapa de aprendizaje, y las salidas de la red son representadas
usando el lenguaje del AG.

El desarrollo de algoritmos de esta naturaleza es un avance importante

en la solución de problemas donde los números hipercomplejos describen de

mejor forma ciertos fenómenos físicos. De manera tal que es importante que

todo el proceso de aprendizaje se desarrolle en el mismo marco por cuestiones

de intuición, claridad y simplicidad. Se aprovechó que las expresiones en AG

normalmente tienen baja complejidad simbólica.

Las redes geométricas diseñadas son capaces de realizar un entrenamien

to y encontrar una transformación descrita con operadores geométricos que

puede ser usada en el contexto puramente geométrico ya que éstos presentan
una facilidad de representación en el espacio tridimensional. Tratamos datos

expresados en alto nivel, como son líneas, círculos, planos. Para los diseños

analizados hemos usado motores, rotores y transladores.

117



118 CAPITULO 6. CONCLUSIONES

La extensión de este tipo de algoritmos da como resultado una arquitec

tura recurrente. En este caso, las redes recurrentes geométricas se han usado

para el reconocimiento de secuencias temporales de líneas. La mayor ventaja
de este tipo de red es su flexibilidad en el proceso de entrenamiento dada su

naturaleza recurrente. En cuanto a su naturaleza geométrica, este tipo de redes

permite trabajar con elementos definidos en álgebra geométrica sin traducirlos

a otro lenguaje. El álgebra geométrica ofrece una mayor flexibilidad para la

implementación de ideas que contemplan operadores y entidades geométric
as dado que éstas se pueden definir en ese mismo lenguaje. La red determina

operadores y entidades geométricas en su arquitectura mediante la adaptación
de un algoritmo de entrenamiento basado en el gradiente descendente. Esto

implica que los pesos de la red ahora tienen un significado geométrico y que

la arquitectura de la red permite además tomar en cuenta el factor tiempo. Las

redes recurrentes geométricas pueden ser sensibles y adaptadas a las entradas

del pasado. No sólo operan en un espacio de entrada, también en un espacio

de estado interno- un rastreo de lo que ya ha sido procesado por la red. El

espacio de estados permite la representacón (y aprendizaje) de dependencias

extendidas temporalmente/secuencialmente sobre invertalos sin especificar (y

potencialmente infinitos) de acuerdo a

y(t) = G(s(t)) (6.1)

s(t) = F(s(t-l),x(t)) (6.2)

Esta representación puede extenderse en estructuras de redes neuronales ar

tificiales geométricas mediante el álgebra geométrica como se indicó en parte
de nuestra investigación.

6.1. Principales resultados

El AG nos ha permitido representar de manera compacta algunos ele

mentos que existen en el medio ambiente y que son considerados en nuestro

trabajo como entradas y salidas de nuestros algoritmos. Se representan pun

tos, líneas y orientaciones de planos principalmente para entrenar a las redes

desarrolladas. La arquitectura de las redes neuronales de base radial permite
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tener un entrenamiento simple y facilita el aprendizaje mediante el proceso

de separación de patrones en la capa oculta. Se utilizó un sistema estéreo

para adquirir información del ambiente. Además, el brazo robótico también

formó parte de nuestros experimentos. Las redes permiten conocer las trans

formaciones geométricas que existen entre ciertos objetos dados en el espacio

3D. Esto no es posible con redes neuronales convencionales.

Haciendo uso de los trasladores, rotores y motores del álgebra geométri
ca de motores, se hace más sencilla e intuitiva la representación y la aplicación
de cualquier movimiento y transformación existente entre objetos. Estos al

goritmos pueden ser usado en tiempo real para conocer la transformación

geométrica que existe entre dos conjuntos de orientaciones expresadas como

líneas.

La literatura no reporta algún algoritmo similar a alguno que se pre

senta en este trabajo atendiendo las características de aprendizaje adaptivo y

el aspecto geométrico. Este tipo de algoritmos son indudablemente útiles en

tareas muy específicas que implican objetivos geométricos relacionados con

la representación más fácil e intuitiva de transformaciones, de objetos, líneas

y puntos. Como se indicó en la introducción, es fundamental tener algorit

mos que puedan tratar con información de cierto tipo específico por razones

relacionadas con su desarrollo para la comprensión y modelado de diversos

fenómenos. Las RNAs valuadas con reales se desempeñan muy bien en ta

reas acordes a su tipo de información, asi como las RNVCs. Sin embargo, si

se pretende procesar información expresada en un lenguaje de más alto nivel

(como el AG) es importante tener algoritmos que puedan tratar con este tipo

de información. Hemos aportado dos nuevos algoritmos que pueden tratar

con información que expresa varias características geométricas en tiempo real.

Las redes recurrentes nos ayudan a trabajar con información en el tiempo.

Por lo tanto, hemos trabajando en el diseño de modelos geométrico básicos

basados en el modelo de la red recurrente simple de Elman y nuestra red

estática geométrica, para poder tratar con información geométrica que describe

las transformaciones cambiantes en el tiempo y las entidades externas a la red.

También podríamos aplicar nuestros diseños en diversos problemas cuyas

transformaciones puedan ser formuladas con multivectores.
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6.1.1. Trabajo futuro

Aún se requiere trabajar en la implementación de nuestros métodos en

situaciones donde se requiera una aplicación óptima de nuestros algoritmos.

La intregración de la parte mecánica con el software desarrollado es una tarea

interesante y debe ser adaptada al problema que se desea considerar. Los

métodos descritos pueden ser extendidos, se contempla el caso de una red

neuronal estática MIMO en la que se consideren al mismo tiempo diversas

características de un objeto mediante elementos básicos geométricos.

Nuestro trabajo a futuro implica actualizar el modelo para considerar

cualquier tipo de orientación en la secuencia. Para esta actualización, se con

sideraría también el fundamento teórico de que con suficientes unidades en la

red, la longitud de la cadena no tiene límite.

También, se planea actualizar elmodelo para considerar varias secuencias

de líneas asociadas a un conjunto de elementos geométricos específicos con la

misma red.

El concepto de motor se puede extender al concepto de versor que pueda

capturar las transformaciones confórmales en Q4i\ y las afinas en Qbi2. De tal

manera que puede ser usado en elmodelado de redes neuronales geométricas

para tratar transformaciones confórmales que se dan en diversos problemas

de ciencias de la computación e ingeniería. Si se modelan las redes usando el

álgebra geométrica conformal Q4i, entonces es posible extender la transfor

mación de rígida a conformal. Esta combinación de conceptos permite que sea

posible extraer versores para transformaciones confórmales o afinas a partir

de la red geométrica, los cuales surgen muy frecuentemente en procesos de

situaciones reales donde los movimientos de las líneas evolucionan siguiendo

varios tipos de transformaciones.
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