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Resumen

Este trabajo de investigacién se ha desarrollado en el marco de disefio
y anélisis de algoritmos, especificamente de redes neuronales artificiales uti-
lizando el marco matematico de las algebras geométricas de Clifford y con-
siderando un conjunto de datos formulados mediante técnicas geométricas,
entonces es necesario desarrollar algoritmos que procesen este tipo de datos.
El desarrollo de algoritmos especificos para este tipo de informacién nos per-
mite un mejor entendimiento y un mejor desempefio del procesamiento.

La redes neuronales biolégicas muestran una variedad de diferentes ma-
neras de procesar informacién. Los algoritmos que hemos desarrollado son ca-
paces de desarrollar un procesamiento de informacién geométrica de manera
que internamente también consideran parametros geométricos que describen
de manera maés clara diversos aspectos relacionados con el procesamiento de
la informacién de entrada.

El dlgebra geométrica es el marco de trabajo matematico que ofrece diver-
sas herramientas para realizar este tipo de analisis de manera més simple. Los
objetos externos a los algoritmos pueden ser descritos de una manera mas clara
y la interpretacién de las manipulaciones geométricas de diversas entidades
gemétricas se hace mas facil.

En esta tesis, se desarrollaron redes geométricas RBF recurrentes y de
tipo feed-forward. Estas redes geométricas se utilizaron para abordar ciertos
problemas de visién robética. Estas redes no tienen paralelo en la literatura y
son nuevas porque con ellas se obtiene de forma explicita los mapeos involu-
crados. Los mismos resultados no se puede lograr utilizando redes neuronales
RBF valuadas con reales.
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Abstract

This research work has been developed within the context of design
and analysis of algorithms, specifically artificial neural networks using the
mathematical framework of Clifford geometric algebras and considering a data
set made using geometric techniques, then it is needed to develop algorithms
to process this type of data. The development of specific algorithms for this
type of information allows us to better understanding and better processing
performance.

The biological neural networks show a variety of different ways of pro-
cessing information. The algorithms we have developed are able to develop
a geometric processing information internally so that they also consider geo-
metric parameters which more clearly describe various aspects of processing
the input information.

The geometric algebra is the mathematical framework that provides tools
for this type of analysis in a more simple. Objects outside of the algorithms can
be described in a more clear and the interpretation of geometric manipulations
of various entities gemetricas becomes easier.

In this thesis, feed-forward and recurrent RBF geometric networks were
developed. These geometric networks were used to tackle certain problems
in robot vision. These networks have no parallel in the literature and are
novel because they yield explicitly the involved mapping. Same results can
not achieved using real valued RBF networks.

In this work we use vision techniques for preprocessing of the input data
to the algorithms. With the help of a stereo vision system, we represent some
three-dimensional objects that belong to the external environment. These are

IX
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Capitulo 1

INTRODUCCION

Un procesamiento eficaz de la informacién en el mundo real debe ser
lo suficientemente flexible para enfrentar un ambiente que cambia inespe-
radamente y dindamicamente. Como consecuencia, tal procesamiento es con-
siderado inseparable de la existencia fisica de los fenémenos cambiantes en
el mundo. Por lo tanto, la inteligencia artificial experimenta un cambio de
paradigma en estas décadas para introducir un marco de trabajo de proce-
samiento no simbdélico a través de las Redes Neuronales Artificiales (RNAs).
Un punto fuerte de las RNAs radica en la adaptabilidad asi como en las habi-
lidades de aprendizaje y de auto-organizacion. El procesamiento en las RNAs
es largamente influenciado por la acumulacién de experiencia (lo que ellas
han percibido y obtenido desde el ambiente). El cerebro tiene una muy alta
adaptabilidad a las circunstancias fisicas que el medio ambiente determina y
esta vinculado con 6rganos de sentido tales como ojos, oidos, nariz, sensores
cutdneos y otros, para sensar el ambiente, asi como también con 6rganos mo-
tores para trabajar en el ambiente tales como manos, piernas, cuerdas vocales,
musculos en general y otros. La idea bdsica mds importante en las RNAs va-
luadas con nimeros Hiper-complejos (RNVHs) es extender las propiedades
de procesamiento fundamentales del cerebro [3].

Dado que las funciones neuronales (aprendizaje y autoorganizacién) son
influenciadas por interfaces sensoriomotoras que conectan la red neuronal con
el ambiente, existen ciertas situaciones donde las RNVH son inevitablemente
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requeridas o muy efectivas [3, 1]

1.1. Motivacion

Los estudios sobre redes neuronales valuadas con hiper-complejos han
estado evolucionando recientemente en varias direcciones. Se han creado redes
neuronales valuadas con niumeros complejos (RNVCs) [3] y las areas pioneras
de su aplicacién incluyen deteccién de ondas electromagnéticas y luminosas e
imagenes y restauracion en procesamiento de imédgenes. Las RNVHs pueden
usarse en el estudio de procesamiento adaptivo de sefiales para el control en
ambientes cambiantes y desconocidos, procesamiento de informacién simu-
lando el del cerebro, robética inspirada por sistemas neuronales humanos y
maés. Las RNVHs tratan con informacién valuada con hiper-complejos usando
pardmetros y variables valuadas con hiper-complejos. Es significantemente
importante para la red neuronal humana adoptar una representacién adecua-
da para el propésito asignado a médulos respectivos de la red. Por lo tanto, la
red de cada médulo también posee una construccién adecuada para el proce-
samiento de informacion respectiva especifica para sefales visuales, auditivas
u olfativas. La electrénica moderna y comunicaciones nos proporcionan una
larga variedad de informacién. Por lo tanto, en los campos de la ingenieria
se espera desarrollar nuevos sistemas que procesen una gama mds amplia
de informacion de manera més efectiva y adaptativa, como nosotros los hu-
manos lo hacemos, o mejor. En tales casos, el aprendizaje y auto organizacién
requiere de representaciones de informacién adecuadas para tales propésitos.
La idea es crear un tipo de cerebro artificial enriqueciendo la representacién
de la informacién. Una de las ventajas més importantes de las RNVHs es la
buena compatibilidad con fenémenos de onda, como es el caso para las RN-
VCs. Existen fenémenos que son expresados mas simplemente y naturalmente
mediante niimeros hiper-complejos. Estos también estén relacionados directa-
mente con los procesos elementales en las RNVHs tales como la ponderacién
en las conexiones sindpticas y la sumatoria de las entradas ponderadas. La
manera bésica de procesamiento de naturaleza biolégica es comun tanto a las
redes neuronales convencionales (valuadas con niimeros reales) como a las
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RVNHs.

El mundo externo, parece ser comprendido por el ser humano en térmi-
nos de representaciones geométricas intrinsecas. Es posible formalizar las rela-
ciones entre las sefales fisicas del mundo externo y las sefiales internas del ser
humano usando vectores extrinsecos para representar aquellas sefiales que lle-
gan del mundo y vectores intrinsecos para representar las sefiales del mundo
interior [4, 5].

1.2. El problema a resolver

Se asume que los mundos interno y externo emplean diferentes sistemas
de coordenadas de referencia. Al considerar a la adquisicion y codificacion
del conocimiento un proceso distruibuido y diferenciado, entonces se puede
pensar que debe existir varios dominios de representacién del conocimiento
que obedecen diferentes métricas y que pueden ser modelados usando bases
vectoriales diferentes. Este tipo de problemas considera representaciones para
tratar con procesamiento de sefiales [6]. La formalizacién de la representacién
geométrica parece ser un proceso dual que implica la expresion de sefiales
fisicas extrinsecas construidas por vectores intrinsecos del sistema nervioso
central [4] [5]. Estas representaciones vectoriales, relacionadas a marcos de
referencia intrinsecos al ser humano, se relacionan al andlisis de percepcién y
sintesis de acciones. El mapeo georhetrico entre estos dos espacios vectoriales
puede por lo tanto ser implementado por una red neuronal que funcione como
un tensor métrico [5].

En este sentido, se puede usar el dlgebra geométrica (AG) para ofrecer una
alternativa al analisis tensorial que ha sido empleado desde 1980 por Pellionisz
A.y Llinas para la teoria del ciclo percepcién accién (CPA). Nuestro trabajo se
enfoca en el disefio de modelos neuronales que puedan tratar con informacién
geométrica externa e interna para tener una descripcién mds natural e intuitiva
de la implementacién y sus resultados.

El célculo tensorial requiere reglas de transformacion para definir rela-
ciones independientes de coordenadas. El AG es mas atractiva que el anélisis
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tensorial porque es libre de coordenadas (un algebra de direcciones) e incluye
spinors, lo que no permite la teoria de tensores. La eficiencia computacional
del AG ha sido confirmada en muchas areas dificiles de fisica-matematica [7]
como célculo geométrico, y tiene profunda relevancia en fisica cuantica. Tam-
bién tiene aplicaciones en robética, vision computacional, procesamiento de
imagenes, procesamiento de sefiales y dindmica espacial. El anélisis matricial
es otro sistema matematico usado para formular redes neuronales. Ademas,
el AG ofrece otras ventajas computacionales que el dlgebra de matrices no,
como la representacion con “bivectores” de operadores lineales, relaciones de
incidencia (operaciones meet y join), y el grupo conformal en la horésfera.
Los intentos iniciales para aplicar el AG a la geometria neuronal se descri-
ben en [8, 9, 10, 11]. Posteriormente se desarrollaron otros modelos como
(12,13, 14, 15,16, 17, 18]. En [19] se da un tutorial completo de este tipo de mo-
delos. Hoy se sabe que las redes estandares de “alimentacién hacia adelante”
son generalizables usando AG [1]. En cuanto a las redes neuronales recurrentes
simples, practicamente no existe trabajo alguno donde se considere el lenguaje
geométrico para expresar los pardmetros de la arquitectura neuronal [20].

El AG ofrece una interpretacién geométrica natural de los problemas a
resolver, lo que permite una mayor intuicién que el andlisis vectorial estdndar.
Es mas eficiente porque reduce el nimero de operaciones a considerar. Esta bi-
en definida para dimensiones superiores e inferiores. Ofrece una alternativa
préctica a los métodos convencionales para manipular con facilidad entidades
geométricas 3D (puntos, lineas, planos) con diversas operaciones como son:
reflexiones y rotaciones.

Las RNVCs han sido estudiadas para los casos de una tinica neurona.
perceptrones organizados en muiltiples capas y redes recurrentes [16][3]. Estas
redes trabajan con informacién, pardmetros y variables valuadas con com-
plejos. Las entidades valuadas con hiper-complejos, es decir, un sistema de
numeros con dimensién mayor que el valor complejo, también son usadas
para modelar redes neuronales. Este tipo de entidades puede ser encontrado
en un sistema algebraico como el dlgebra de cuaterniones. En este sistema
matematico, los investigadores han propuesto neuronas y redes como la neu-
rona cuaterniénica y los MLPs cuaterniénicos [3, 17, 12, 15, 1].
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Algunos investigadores que han trabajado con RNVCs, han desarrollado
redes valuadas con hiper-complejos usando entidades geométricas [1]. Li, et
al. En [16] se propuso la red neuronal de funciones de base radial (RBF-N)
valuada con complejos. Sin embargo, no existe atn trabajos para el desarrollo
de RBF-Ns valuadas con hiper-complejos de mayor dimensién.

En este trabajo, se proponen modelos de redes neuronales artificiales
multicapa y retroalimentadas donde las entradas, las salidas, pesos y neuronas
ocultas son expresados usando multivectores, con la gran diferencia de que
se pueda extraer de las capas ocultas informacién geométrica pertinente a las
transformaciones que sufren los datos de entrada.

1.3. Objetivos

El AG permite operar con objetos geométricos de una manera natural. En
este marco de trabajo desarrollamos nuevos modelos de redes neuronales que
son capaces de tratar con objetos definidos geométricamente con una arqui-
tectura y proceso de aprendizaje también definidos en términos geométricos.

Los objetivos son:

s Desarrollar una red neuronal geométrica estética.

s Desarrollar una red neuronal geométrica recurrente.

1.4. Organizacién del documento

El capitulo dos describe el AG y su uso para realizar diversos calculos,
se describen sus entidades v reglas para trabajar con ella; el uso del AG de
motores con sus entidades y sus representaciones en el espacio, asi como las
propiedades de algunas de las entidades del algebra. El capitulo tres explica
los conceptos necesarios para entender la importancia de las redes neuronales
extendidas con valores multivectoriales. El capitulo cuatro describe los algorit-
mos desarrollados y su aplicacién usando el AG. El capitulo cinco muestra un
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andlisis experimental de nuestro irabajo y finalmente el capitulo seis expresa
las conclusiones y trabajo futuro de nuestra investigackon.



Capitulo 2

COMPUTACION GEOMETRICA

La geometria sintética, geometria de coordenadas, niimeros complejos,
cuaterniones, analisis vectorial y de tensores, dlgebra de matrices, dlgebra
de Grassmann, algebra de Clifford, dlgebra de Spinors, cinematica, espacio
de Plicker y geometria proyectiva poseen conceptos geométricos. Ademas,
existen consecuencias innecesarias de muchos lenguajes como el aprendizaje
redundante, complejidad de acceso al conocimiento, traduccién frecuente, y
mas. Esto es una buena razén para considerar un lenguaje que involucre las
técnicas anteriores para resolver problemas relacionados..

El algebra geométrica (AG) es un lenguaje para geometria que explota
el concepto de un vector. Define “multivectores” mediante la combinacién de
representaciones con dimensiones diferentes: escalares, vectores, bi-vectores,
trivectores y k-vectores. Usa dimensiones de las representaciones llamadas
grades. Es adecuada para representar estructuras y desarrollar algoritmos que
se apliquen en ingenieria. Ofrece las herramientas necesarias y de unificacién
para expresar geometria y sus relaciones sin la necesidad de cambiar de sistema
matematico o hacer excepciones en casos especiales, esto permite que la comu-
nicacién de las ideas sea mas fécil, lo que da lugar a desarrollar algoritmos de
manera rapida e intuitiva [21]. Ofrece el potencial para realizar optimizaciones
e implementaciones altamente eficientes y se confia que serd competitiva con
métodos cldsicos cuando también se adapten algoritmos a sus nuevas capaci-
dades [22].
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Tales técnicas de ahorro de calculos podrian facilmente compensar la
ligera pérdida de velocidad por el célculo con representaciones en dimensiones
mas altas. Estos algoritmos deben ser desarrollados si el AG es aplicada en el
mundo real. Se debe considerar que en un amplio rango de aplicaciones de
ingenieria muchos sistemas matemadticos diferentes estdn concurrentemente
en uso y que las implementaciones sencillas se ejecutan con lentitud por el
tamario del 4lgebra [23]. El AG como lenguaje matematico frecuentemente
sugiere una estructura mas clara y de mayor elegancia en el entendimiento de
métodos y férmulas. Esto permite mayor eficiencia y desempefio con tiempo
de ejecucion menor para los algoritmos derivados [22, 24].

2.1. Introduccién al dlgebra geométrica

El AG ofrece una alternativa y un enfoque comprensivo a la repre-
sentacion algebraica de la geometria de varias dreas de investigacion [1, 25,
23, 26, 24, 25]. Se aplica ademas en fisica, graficacién y robética [24]. Una car-
acteristica distintiva del AG es que sus productos son usados e interpretados
geométricamente debido a la correspondencia entre entidades geométricas y
elementos del dlgebra. Permite que uno manipule subespacios directamente
y es un formalismo libre de coordenadas. También introduce un concepto
mas general que el producto cruz el cudl es tinicamente definido en tres di-
mensiones. Proporciona descripciones compactas e intuitivas en sus dreas de
aplicacién. Comparada con el dlgebra lineal, el rico lenguaje matematico del
AG conduce, después de elegir el dlgebra, a menos trabajo para implementar
la aplicacion.

2.1.1. El producto Clifford de vectores en R?

Es importante tener una multiplicacion de vectores que satisfaga los axio-
mas de multiplicacién de los numeros reales - distributividad, asociatividad
y conmutatividad - y que la norma de estos vectores se preserve en dicha
multiplicacion [ab| = [a[/b], donde a y b son vectores. A esta multiplicacion
de vectores la llamamos “producto Clifford”. Dado que es imposible man-
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tener una conmutabilidad en dimensiones de n > 3, nos enfocaremos en la
distribucién y asociacion.

Consideremos dos vectores con base ortonormal e; = (1,0)" y e, = (0,1)"
en el espacio vectorial R2. La magnitud del vector r = xe; +yez esir = szTyz
Si el vector 1 es multiplicado utilizando e producto Clifford con él mismo, la
expresion resultaria en rr = r?, que es igual al cuadrado de su magnitud.

7 =i 2.1)

Usando la forma de coordenadas, introduciremos el producto de vectores de
tal forma que

(xe; +yel =2+ 2.2
Utilizando la regla distributiva sin asumir la conmutabilidad obtenemos

e’ + y'e’ +aylee; + ee) = X + i 23)

y entonces se puede definir el producto de vectores (el producto Clifford).

Definicién 2.1 Sean a, b € R?, dos vectores con una base ortonormal e; = (1,0)" y
e: = (0,1)’, el producto Clifford de los vectores a = a1€; + a8, y b = biey + he,
estd dado por:

ab = a;b; + &by + (a3, — azby)eqe, (24)

Esto se satisface si los vectores ortogonales ey, e, obedecen las reglas de
multiplicacion
e’=e;=1 lell =lezl =1
ue corresponde con 25
€182 = —€2€y a pon € L e @3)
Se usa la propiedad asociativa para calcular el cuadrado (ey e2) = (e1ez)(eq1ep) =
ei(ezer)e; = —e;%e;? = ~1. Dado que el cuadrado del producto ese; es nega-
tivo, se sigue que €€, no es un escalar ni un vector. El producto es una nueva
clase de unidad llamado bivector, representando el drea del plano orientado
(Figura 2.1) del cuadrado con los lados €, y e;. Se escribe €42 = e;e,.
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y

SNt
)

€

Figura 2.1: Bivector; el plano orientado

2.1.2. Producto exterior (parte bivectorial del producto Clif-
ford)

Extrayendo las partes escalar! y bivector del producto Clifford, tenemos
como producto de dos vectores a = a;€1 + @€, y b = biey + byep

a-b =aib; +ayb,. El producto escalar “a punto b”, (2.6)

aAb = (ab, —azb1)er2. El producto exterior “a wedge b”, (2.7)

Elbivector aAb representa el segmento del plano orientado del paralelogramo
con lados a y b. El drea de este paralelogramo (Figura 2.2) es |a;b, — a2b1], y
tomaremos la magnitud del bivector a A b para determinar el 4rea |a A b| =
la1by — azb|.

b |

e, Area=|ab, - a,b,

2

Figura 2.2: Area de un paralelogramo

El paralelogramo puede ser visto como una clase de producto geométrico

'El producto escalar también es conocido como producto punto o producto interior
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Figura 2.3: Sentido del bivector

El bivector a A b y b A a tienen la misma magnitud pero con sentidos de
rotacion opuestos (Figura 2.3). Esto puede ser expresado simplemente escri-
biendo

arb=-bnra (2.8)

Se observa que el producto Clifford de dos vectores
(@181 + me)bier + b1€2) = a1by + agb, + (a1by — abr)er2 (2.9)

es la suma de su parte escalar (a;b; + a,b,) y un bivector (a;b, — a3b4).

El producto Clifford asf como el producto exterior y producto interior (o
escalar), puede ser llevado a mayores dimensiones (ejemplo R”, donde n > 2).

2.2. Algebra geométrica

El dlgebra geométrica G, es un espacio vectorial n-dimensional que puede
ser expandido usando las bases ortonormales de sus vectores {e},i=1,...,n.
tal que eie; = €;.

1, {eil, {eie), [egedd,--- , I =eex---€n (2.10)

Note, parai # j,seasumeee; =¢-e;+¢e; Ae;=¢ Ae,.

En general, una dlgebra geométrica G, - (p, 9,7, € IN) es un espacio lineal
de dimension 27, n = p + g + r, con un subespacio expandido por k-vectores o
blades, en donde p,q y r corresponden al ntimero de vectores base que cuadran
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a+1,-1v0. respectivamente. La notacién G, , ,(R*?") es usada para determinar
el espacio vectorial R,,, equivalente de donde provienen los elementos del
algebra.

Sean e; y g (e, e € RP?") dos vectores de la base ortonormal de un espacio
vectorial G, ,,. Entonces el producto geométrico de éstos nos da la base del AG
Gy, y esta definida como

1eR parai=j€{l,...,p}
-1€eR i=jefp+1,...,p+

e = AT P p+al 2.11)
0eR parai=je{p+q+1,...,n}

€j=€ A€ =—-eAe parai#].
El producto geométrico (o Clifford) de dos vectores se expresa como
ab=a-b+aAb (2.12)

Laregla conmutativaa-b = b-ajunto conla regla anticonmutativaaAb = —bAa
nos da la relacion que hay entre ab y ba. Asi

ba=a-b-aAb (2.13)

Sumando y restando las ecuaciones (2.12) y (2.13), podemos definir
a-b= %(ab + ba) (2.14)
aAb= %(ab - ba) (2.15)

La parte anti-simétrica del producto geométrico es definida por el pro-
ducto exterior de un r-vector. Este resultado es llamado r-blade o blade de grado
r. Una combinacién lineal de los r-blades es llamado r-vector. El conjunto de
r-vectores es un subespacio ()-dimensional de G,, denotado por G,,. Todo el
espacio G, esta dado por la suma de sus subespacios

G, = Z G, (2.16)
i=0

Un elemento genérico de G, es llamado “multivector” De acuerdo con (2.16),
cada multivector M puede ser expandido como

M= Z(M), (2.17)

i=
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donde (M); denota la parte i-vector.

2.2.1. Propiedades de los multivectores

Un elemento M de G, es “invertible” si existe otro elemento N de G,
tal que MN = NM = 1. El elemento N, si existe, es tinico. Este es llamado el
“inverso” de M, v es denotado por M. Por ejemplo, un vector nulo? de G, no
es invertible, pero cualquier vector no nulo a es invertible, con

§hetal (2.18)
a

La division de vectores en AG facilita varios calculos.

Utilizando la asociatividad y multi-linealidad, el producto exterior puede
ser aplicado a cualquier nimero finito de multivectores v a escalares de la
manera siguiente

AANM=MAA=AM, parale RMegG, (2.19)

El producto interior de un r-blade a, A --- A a, con un s-blade by A --- 7 bs
esta definido como

(alA"'/\ar)'(blA"'Abs)

s b nty wri B
¥
(@ AN---Nna,)-by
= 2(—1)"’}11 A-Ady A@-b)Aa A---Na, (2.21)
a, - (by /\/\IZ;
= i(-l)"“b, A--~Abiy A@a,-b)Abuy A+ Abs (222)
=1

2Un vector aes nulosi a2 = 0
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Consideremos la ecuacién (2.20) con (2.22). Sean a, b, c € G, 1-vectores y B =
b A ¢ un 2-vector. El producto interior de a con B estd dado por

a-B=a-(bAc)=(a-b)c—(a-c)b (2.23)

Como (a-b) y (a- ¢) son escalares, podemos ver que el producto interior de un
vector con un bivector resulta en un vector. Generalizando podemos mostrar

que paras > 1

(x-by)(b Abs AbyA... Aby)
—(X'bz)(b]/\b3/\b4/\.../\bs)
+(X'b3)(b1/\b2/\b4/\.../\b5)

X - B(S)

s

= ) (-1)7xb)[B(y\b] (2.24)

i=1
donde [B,\b;] denota el blade B, sin el vector b;. Asi, el producto interior de
un vector con un s-blade da como resultado un (s — 1)-blade. Otro ejemplo de
esta importante regla es

A-Bi = (a1 Aay) - By = ar - (az - Byy)) (2.25)
con s > 2. Donde A es un 2-blade, (r = 2). Si aumentamos el valor de r de tal

forma que r < s < n llegamos a

a, - (az (o B(S)))) (2.26)

st pr vemos que la Ecuaci6n (2.26) es una representacién de uno de los casos
de la Ecuacién (2.20).

Por bilinealidad, el producto interior es extendido hacia cualquier par de
multivectores, si

A-M=M-A=0,paral e RMegG, (2.27)
Para cualquier blade A y B con grados r y s diferente de cero, tenemos

A B=(AB),y (2.28)
A AB = (AB),. (2.29)
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Mediante el producto geométrico podemos obtener blades de diferentes
grados, el blade de més alto grado es el n-blade y es llamado “pseudoescalar”
(I=eyAexA---Aey). Un AG se llama “no degenerada” si la magnitud del
pseudo-escalar es diferente de cero. Los pseudo-escalares son indexados de
acuerdo al dlgebra a la que pertenecen, por ejemplo I € G3, Ic € G’

El dual de un multivector M en G, es denotado por
M =M1} (2.30)
donde I;! difiere de I, por lo menos por un signo. El “dual” de un r-blade es
un (n-r)-blade.
La “reversion” de un s-blade A = a; A - - - A as se denota como

A = (mAayA---ANasq ANag)

asANas_1 A---ANax Aay (2.31)
al generalizar para un multivector, la “reversién” es obtenida como

(M), = (-1)"T(M);, paraM € G,,0 < i <n. (2.32)
Dado un producto geométrico de varios multivectores D = ABC, donde
A,B,C,D € G,, sureversion estd dada por
D = ABC = CBA (2.33)

La “involucién principal” de G, también llamada “involucién de grado”

"=n

es denotada por 7 ”, y se define como

(M); = (=1)(M);, paraM € G,,,0 < i < . (2.34)

El “producto conmutador” A X B es definido para cualquier multivector
Ay B por
AXB= %(AB —BA)=-BXxA. (2.35)

Finalmente, podemos expresar la funcién exponencial de un multivector
M como la expansién de la serie

exp(M) = kZ; = (2.36)

3Para abreviar la notacién G300 =G3Y Ga10 = Gan
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2.3. Algebrageomeétrica del Espacio 3D Euclideano.

En muchos problemas de diferentes dreas es necesario trabajar con en-
tidades geométricas. Por esta razén se requiere tener un 4lgebra que permita
manejar diversas entidades (puntos, lineas, planos, etc.).

2.4. Rotores, trasladores y motores

En esta seccién hablaremos de los movimientos rigidos de las entidades
en el dlgebra geométrica.

Los bivectores del AG pueden ser usados para representar rotaciones de
entidades en el espacio de 3D. Un rotor* R es un elemento par del 4lgebra G3o1
(dlgebra de motores) que satisface RR = 1. En G30 una rotacién puede ser
expresada por un rotor de la forma

R = exp (——g-g) 2.37)

donde los componentes de este rotor R € g; 01 SON similares al rotor de G, un
bivector unitario | € (G3), C Q; 017 el cual representa una linea de magnitud
unitaria que pasa por el origen (sin momento) que es el eje de rotacién, y un
dngulo 6, el cual representa el angulo de rotacién. Usando la representacién
de Euler del rotor (2.37) nos queda como

0
e (3]

cos (g) —sen (g)l (2.38)

desarrollamos (2.38) para encontrar también a R

R

R=7c—rd=r.—r,e2 —r,€3 — ry€12 (2.39)
R=rctrd=rc+r,e20 +r,63 +ryer2 (2.40)
La rotaci6n de primitivas geométricas (punto, linea, plano en G300 0 en Gz ,)
se realiza multiplicando R por la izquierda y por el reverso R por la derecha.

4Rotor es una abreviacién de rotador
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Esto es, siendo L una linea, el resultado de una rotacion serd L’ y viene dado
por

L' = RLR (2.41)
Un rotor representa el grupo de SO(3) en el AG Euclidiana. El producto ge-
ométrico de dos rotores R = R;R; resulta en un nuevo rotor [1]. De esto se

sigue que
L’ = RLR = (R;Ry)L(R;R;) (2.42)

Para trasladar una entidad geométrica respecto a un vector de traslaciéon
t € (G3)1, usamos el traslador, T € G; 01

I
T= exp(%t) =1+ )16, (2.43)
utilizando (2.36) y la restriccion I* = 0 para k > 2. Un traslador es un rotor espe-
cial actuando en el infinito usando el pseudoescalar I. Similar a la rotacién, una
entidad puede ser trasladada multiplicando la entidad por T por la izquierda
v por su reverso T por la derecha.

X' =TXT (2.44)

Para expresar un movimiento rigido, la aplicacién consecutiva de un rotor
v un traslador pueden ser escritos como el producto de ellos. Tal operador es

expresado como M,
M=TR (2.45)

Cinematica del punto, linea y plano en G|

Es un multivector especial de grado par llamado motor, el cual es la
abreviacion de momento y vector. El movimiento rigido por ejemplo de un
punto X, linea L o plano IT puede ser escrito como

X=1=+IX (2.46)
X’ = MXM = TRXRT (2.47)
L’ = MLM = TRLRT (2.48)

[T’ = MIIM = TRIIRT (2.49)
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Transformaciones de giro y tornillo

Siguiendo la definicién del motor en el AG y basados en el rotor llama-
do de “giro”, todo movimiento rigido puede ser expresado como un giro o
movimiento de tornillo, el cual es una rotacién sobre una linea en el espacio
(en general, que no pase por el origen)® combinado con una traslacién a lo largo
de esta linea. En el AG es posible usar los rotores y trasladores para expresar
movimientos de tornillo en el espacio.

Para modelar la rotacién de un punto Q alrededor de una linea L arbitraria
en el espacio, la idea general es trasladar el punto Q con el vector de distancia
entre la linea L y el origen, para realizar la rotacién en el origen y trasladar
de regreso el punto transformado. Entonces el motor M € G7, describe una
rotacion general que tiene la forma

M=TRT =R, (2.50)

donde se puede ver la traslacién, la rotacién y la traslacién de regreso respec-
tivamente. (2.50) se puede expresar como un rotor sobre la linea L. Al aplicar
M = RL a un punto obtenemos

Q' = R,QR, = TRTQTRT (2.51)
donde TRT = Ii Usando la forma exponencial del traslador y rotor obten-
emos®

R, = TRT
= ex (E)ex (—Ql)ex (—I—t)
- 14 2 P 2- p 2
It 0 It
= (1+3)ew(-3)(1-3)

Il

&)

=
S
——
e
—
+
N
S—
|
N
1—
P
[

|
N| =
S—
S—

exp (—g(g +It- g))) (2.52)

Asi, dada una linea en el AG que tenga magnitud unitaria, y usando su
forma estandar L, se puede hacer que cualquier entidad gire alrededor de ella

5Tal operador también es llamado “rotacién general” N
SEn el paso 4 usamos la propiedad gexp(&)g = exp(gég) paragg = 1.
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usando esta linea como eje de rotacién. Esta expresion se puede representar
como

R, = exp (-gg) 2.53)

Los movimientos en tornillo pueden ser representados por movimientos
rigidos. Un “movimiento de tornillo” es aquel que para cada movimiento
rigido de cuerpos puede ser realizado por una rotacién en un eje combinado
con la traslacién paralela en ese eje. Para modelar el movimiento de tornillo, la
entidad tiene que trasladarse durante una rotacion general respecto al eje de
rotacion. El grupo de un movimiento 3D rigido es SE(3).

El motor resultante puede ser calculado utilizando (2.45) con (2.52) de la
siguiente manera

M=T4R, = T4TRT
edr 0
= CIP(T)‘?-YP(—E(!+I(*'D))
edr 0
= exp 7—5(!+1(t'l)))

(

(7] d
= ep|-z[1+1¢-1-5D
N— e’

= ewp(-5@+ m) (2.59)

El bivector en la parte exponencial, —$(/ + Im) es la representaciéon de un
tornillo. Si m es cero, el motor M acttia como un rotor y si I es cero, el motor
actiia como un traslador. Param L I, el motor actiia como una rotacion general
v param [ I', el motor achia como un movimiento de tornillo.

2.4.1. Rotaciones en Gz

Los rotores son usados para rotar objetos geométricos. La orientacion de
una linea estd dada por n v la de un plano por u como se muestra en la figura
2.4. Las rotaciones de una linea y orientaciones de un plano en Gsg9 estan
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dadas por:
n’ = RnR (2.55)
v = RuR (2.56)
eB
n
p
q
€ e

Figura 2.4: Linea y orientacién de un plano en 3D

2.4.2. Motores en G,

Un “motor” puede ser encontrado en la subélgebra especial par de 4D de
G50, Esta subdlgebra par es denotada por Q;OJ y es tnicamente expandida
via una base de bivectores, como sigue:

1, eze3, e3e, €162, €4€1,€4€2,C4C3, I (2.57)
S—— S —

scalar 6 bivectors unit pseudoscalar

Una transformacién Euclidiana incluye tanto la rotacién como la translacién,
y son representadas por un motor. Se observa que el dual de un escalar es
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el pseudoescalar y que los duales de los primeros tres bivectores base son
realmente los siguientes tres bivectores, esto es, (e;¢3* = Ie,e3 = e4ep). Rotores
y transladores son operadores especificos para modelar rotaciones y transla-
ciones en AG. Los componentes del bivector de un motor son el rotor y el
translator. Un simple rotor en su representacién de Euler para una rotacién con
un angulo 0O satisface la relacién 2.58,

RR=1 (2.58)
donde
R= uy +ues3+ uzess +uszeq2 (2.59)
N
scalar bivectors
R= wup —uie23—u€3s —uze2 (2.60)
N——
scalar bivectors

El rotor puede ser expresado en forma exponencial. Tales operadores son
definidos por la Eq. (2.61), donde R es el rotor, y T es el translador.

R=¢10;, T=e?, (2.61)

donde el “eje de rotaciéon” | = ;€23 + €31 + 3812 es un bivector unitario, el
cudl representa una linea a través del origen, 6 es el dngulo de rotacion y
t = 181 + hes + £3e3 es el vector de translacién en R® Las ecuaciones (2.61)
pueden también ser expresadas como

R = cos (g) . sin(g)l; T=(1+ 525) (2.62)
debido a las propiedades exponenciales. Tales operadores son aplicados a
cualquier entidad de cualquier dimensién multiplicando la entidad por el
operador desde la izquierda, y por la “reversa” del operador desde la derecha,

como se indica:
x =o0x0 (2.63)

donde x es una entidad geométrica y o es un rotor, translator, o motor. Usando
la Eq. (2.63), es sencillo transformar cualesquier entidad definida en AG, tales
como puntos, lineas y planos. La implementacion de un rotor y translador
puede ser escrita como el producto de ellos. Tal operador es denominado
motor y es definido como

M =TR (2.64)
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Un motor puede también ser expresado como

M = TR=R+IR (2.65)
= (ap + meze; + azese; + azeze;)

+I(bo + breses + baese, + baeser) (2.66)

= (ap+a)+I(bp+Db) (2.67)

El translador, rotor, y motor (todos ellos “versores”) son elementos del AG
G5y, y definen un dlgebra llamada “dlgebra de motores” que simplifica el
célculo sucesivo de rotaciones y translaciones, aplicando el producto geométri-
co en consecutivos rotores, transladores o motores.

2.5. Movimiento con velocidad constante

La ecuacién de movimiento con ruido se puede definir usando lineas en el
dlgebra de motores Gy , . Las caracteristicas geométricas que se consideran son
lineas observadas en 3D (L!, L?,...,L", n > 2) las cuales pertenecen a un objeto
moviéndose en el espacio 3D. Los pardmetros de movimiento rigido entre
cualquier apareamiento de instantes de tiempo consecutivos (to, t1, f2, .-, tN)
son descritos compactamente por el motor M;. El movimiento de cualquier

linea de un objeto es modelado por
L =MLM; (2.68)
Si el cambio de los pardmetros de la linea en movimiento entre los ins-
tantes de tiempo t; — 1 y ; es descrito en términos de la velocidad Vi1,
L; = ViicaLisa Vigie (2.69)
entonces se puede expresar la ecuacién de movimiento recursivo de la
linea en general como sigue:
L =ML_M, = (Vi/i—lMi-l)Li—l(Mf—lvi/i—l) (2.70)

Por lo tanto, se obtiene el modelo de movimiento dindmico ideal en

términos de los motores:
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M; = V;i.1Mi, (2.71)

Considerando el movimiento tornillo con una rotacién de velocidad an-
gular constante, w, alrededor de un eje de una linea conocida (L; = T + It. A T)
y con una velocidad de traslacién constante, v;, a lo largo de la linea eje. Si el
muestreo de los datos es hecho en intervalos de tiempo equidistantes, entonces
los instantes de tiempo pueden ser representados por enteros, de manera que
la ecuacién del motor se lee como

Viie1 = V = (1 + Ivy/2)(cos(w/2) + sin(w/2)Ly) 2.72)

Dado que en un trabajo real, la relacién entre M;_; y M; es conocida
unicamente de forma aproximada, el modelo dindmico real del movimiento
en 3D con ruido esta dado por

M; =ViiiimMio1 + W, (2.73)

donde W, es el error aleatorio.
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Capitulo 3

NEUROCOMPUTACION

Las redes neuronales artificiales (RN As) son algoritmos bioinspirados en
el funcionamiento de las neuronas biolégicas, en ellas la eficiencia sinaptica
puede ser modelada como una propiedad de las conexiones de lared. La inves-
tigacién se remonta a los diagramas de neuronas de Ramon y Cajal [27]. Las
unidades McCulloch-Pitts usan unicamente sefiales binarias de manera que
los nodos y las conexiones tinicamente trabajan con unos o ceros. Cualquier
funcién légica puede ser calculada y cualquier autémata finito puede ser si-
mulado con este tipo de unidades de computo. Las redes ponderadas y las no
ponderadas son equivalentes, sin embargo con las ponderadas se resuelven
problemas con menos unidades. El tipo de redes que se pueden construir con
estas unidades McCulloch-Pitts no son muy relevantes [28]. Estas unidades
de computo son muy similares a las compuertas légicas convencionales. Las
primeras RNAs tenfan que ser completamente especificadas antes de usarse y
carecian de pardmetros libres que pudieran ser ajustados a diferentes proble-
mas. El aprendizaje era implementado modificando el patrén de conexién de
la red y los umbrales de las unidades, pero en realidad es necesariamente mas
complejo. Luego, se desarrollan las redes ponderadas. Rosenblatt propuso el
perceptrén, un modelo computacional mas general que el de McCulloch-Pitts.
El perceptrén usa pesos reales y un patrén de interconexién especial. En este
modelo la conectividad es determinada estocasticamente y las unidades son
elementos con umbrales. El ajuste de los pesos se realiza con un algoritmo
numeérico. Posteriormente, Minsky y Papert modificaron el modelo. La tnica
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diferencia entre el modelo de McCulloch-Pitts y el del perceptrén es la pres-
encia de los pesos en las redes. La salida sigue siendo 1 6 0. La interpretacion
geométrica del procesamiento realizado por los perceptrones es la misma que
la de las unidades McCulloch-Pitts: separan el espacio de entrada en dos
semiespacios. Se sabe que cuando algunos algoritmos son paralelizados, un
componente secuencial irreductible limita la maxima velocidad alcanzable. La
relacién matematica entre velocidad y la porcion secuencial irreductible de un
algoritmo se denomina Ley de Amdahl. Existen problemas de reconocimiento
de patrones en los que es necesario analizar secuencialmente la salida de los
predicados asociados con cada unidad receptiva y que no pueden ser resuel-
tos por un tinico perceptrén actuando como la tltima unidad de decisién. El
“algoritmo de aprendizaje del perceptrén” basicamente hace una correccién
del vector de pesos cuando uno de los vectores seleccionados de dos conjuntos
dados no ha sido clasificado correctamente. Si estos conjuntos son linealmente
separables, el vector w es actualizado tinicamente un namero finito de veces.

Resulta Gtil implementar algunas funciones no linealmente separables
usando mds de un perceptrén. Si el nimero y distribucién de los conjuntos es
desconocido, surge el problema de decidir la cantidad de unidades de cémputo
y de vectores de pesos representativos a usarse (“problema de agrupacion”).
Este problema surge cuando se desea clasificar conjuntos de datos multidi-
mensionales cuya estructura se deconoce. Aparece entonces el “algoritmo de
aprendizaje competitivo”, que contempla k unidades de cémputo de manera
que los vectores de peso de las k unidades son “atraidos” en la direccioén de
los grupos en el espacio de entrada. La diferencia entre el algoritmo del per-
ceptrén y éste ultimo es que el conjunto de entrada no puede ser clasificado
previamente en un conjunto negativo o positivo o en cualquiera de varias
clases diferentes. Uno de los algoritmos de aprendizaje mds populares para las
RNA es el aprendizaje de Hebb. Esta regla es considerada como el principio
basico de aprendizaje. Es una hip6tesis relacionada con las redes neuronales
biologicas, esto es, “cuando un axén de la célula A esta lo suficientemente cer-
ca como para excitar a la célula B y constantemente participa en disparararla,
algtn proceso de crecimiento o cambio metabdlico toma lugar en una o ambas
células tal que la eficiencia de A, como una de las células que hace disparar
a B, es incrementada” Esta regla es expresada como el cambio temporal del
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peso de conexion w; como

1% = —w, +yx, 3.1)

3.1. Redes de alimentacién hacia adelante y recu-

rrentes

Cuando las unidades de cémputo aisladas son combinadas para incre-
mentar el poder de computo de la red, surgen entonces las redes que se definen
de una manera més precisa en términos de su arquitectura.

3.1.1. Redes de alimentacion hacia adelante

Sus elementos de procesamiento son las unidades de computo y sus inter-
conexiones. Cada unidad de cémputo colecciona la informacién desde lineas
de n entradas con una funcion de integracion ¢ : R — R. La excitacion total
calculada de este modo se evaliia usando una funcién de activacion ¢ : R — R
Ademis se generaliza ¢ para producir todos los valores entre 0 y 1 (usando la
funcién sigmoide), el continuo de valores de la salida puede ser comparado
a una division del espacio de entrada en un continuo de clases. Estas re-
des pueden representar algunas funciones complejas con pocas unidades de
computo. I'stas redes no permiten ciclos de retroalimentacién. La entrada es
procesada y retransmitida de una capa a otra, hasta que el resultado final sea
calculado. En estas redes, las unidades de una capa estdn conectadas a todas
las otras unidades en la siguiente capa. Si hay m unidades en la primera capa
v n unidades en la segunda, el nimero total de pesos es m x n, entonces surge
el concepto de “poda de la red”. En una red neuronal de alimentacién hacia
adelante cada unidad de computo es capaz de evaluar una funcién primitiva
unica de su entrada. La red representa una cadena de composiciones de fun-
ciones que transforma una entrada a un vector de salida (llamada patron). La
red es una implementaci6n particular de una funcién compuesta a partir del
¢spacio de entrada al de salida, y podriamos denominarla “funcién de red”
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Figura 3.1: Red neuronal con capas
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El problema del aprendizaje consiste en encontrar 1z combinacién 6ptima de
pesos tal que [a funcién de red p aproxima una funcién dada f lo mejor posible.
Sin embargo, no se da la funcién f explicitamente sinc que de manera implicita
a través de muestras. Las funciones primitivas en cada nodo de la red serdn
continuas y diferenciables. Los pesos de las aristas son valores determinados
aleatoriamente. Cuando el patrén de entrada x; del conjunto de entrenamiento
es presentado a esta red, produce una salida o; diferente en general del objetive
t.. Lo que se desea es lograr que o; y & sean idénticos parai = 1,...,p usando
un algoritmo de aprendizaje. Es decir, se desea minimizar [z funcién de error
de la red:
1¢ "

E=§;Hm-hll 32
Las redes multicapa son capaces de calcular un rango mis amplio de funciones
Booleanas que las redes con una dnica capa de unidades de cSmputo. El esfuer-
zo computacional requerido para encontrar la combinacién correcta de pesos
en estas redes incrementa cuando se consideran mas parémetros y topologfas
mads complicadas. El “algoritmo de retro-propagacién” puede tratar con estos
problemas de entrenamiento largos. Este busca el minimo de la funcién de
error en el espacio de pesos usando el gradiente descedente. Usa [a funcién de
activacién sigmoide ya que si usara la “funcién escalén”, [a funcién compuesta
producida por los perceptrones interconectados también serfa discontinua
por lo tanto la funcién de error también. El algoritmo de retro-propagacion es
lento y se ha mejorado con técnicas de optimizacidn no lineal. Surge entorces
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la version de “retro-propagacién con momento” que implica usar para cada
nueva combinacién de pesos, un promedio ponderado de las direcciones del
gradiente actual y la correcién previa. Esto contrasta con la estrategia de tinica-
mente seguir la direccion negativa del gradiente. Esto proveé cierta inercia al
proceso de busqueda y puede ayudar a abandonar excesivas oscilaciones en
valles estrechos de la funcién de error. La retro-propagacion se usa cuando no
se tiene una expresion analitica de la funcién de error a ser optimizada. La
funcién de error E(w) es una funcién continuamente diferenciable de algin
vector de parametros. Esta funcién transforma los elementos de w en niimeros
reales, complejos o hipercomplejos, depende de la definicién de la red. Para
resolver este problema de optimizacién existe una clase de algoritmos basa-
dos en la idea de descendencia iterativa. Ademads del gradiente descedente, se
usa el “método de Newton” cuya idea bésica es minimizar la aproximacién
cuadratica de la funcién de costo E(w) alrededor del actual vector de paramet-
ros w(k). También se usa el método de Gauss-Newton que tinicamente requiere
el Jacobiano del vector de error a diferencia del método de Newton que re-
quiere el Hessiano de la funcién de costo. El algoritmo de minimos cuadrados
(LMS) se basa en el uso de los valores instantdneos de la funcién de costo.
También, se usa el método de Levenberg-Marquardt que se basa en el método
de multiplicadores de Lagrange. Este algoritmo interpola entre el algoritmo
Gauss-Newton y el método del gradiente descendente, es mas robusto que el
primero lo que significa que en muchos casos encuentra una solucién incluso
si inicia muy lejos del minimo global.

3.2. Redes recurrentes

Las redes de alimentacion hacia adelante pueden implementar funciones
légicas arbitrarias. En este caso la dimension de los datos de entrada y salida es
predeterminada. En otros casos se desea desarrollar cdlculos con una entrada
de longitud variable. Este tipo de problemas puede ser resuelto por redes
recurrentes cuyos calculos parciales son reciclados a través de lamismared. Los
ciclos en la topologia de la red permiten el almacenamiento y reuso de sefiales
en un cierto tiempo después de que son producidas. El retardo necesario en las
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redes recurrentes para producir un resultado en tiempo ¢ +1 cuando la entrada
se present6 en el tiempo {, puede ser representado por elementos de cémputo
adicionales.

En la red recurrente, existen conexiones entre unidades que forman un ci-
clo dirigido. Esto crea un estado interno de la red que permite exhibir un com-
portamiento dindmico temporal. A diferencia de las redes de alimentacién
hacia adelante, las redes recurrentes pueden usar su memoria interna para
procesar secuencias de entradas. Esto las hace aplicables a tareas como el
reconocimiento de escritura a mano conectada sin segmentar, donde han al-
canzado los mejores resultados conocidos.

En una red recurrente simple (SRN), el vector de entrada es similarmente
propagado a través de una capa de pesos, pero también combinado con la acti-
vacion del estado previo mediante una capa de pesos recurrentes adicionales,

fnetj(t)) (33)
Y xtoy+ Y k- D) +6; (34)

i h

yib)

net/(t)

donde m es el niimero de nodos de “estado”, 1 es el niimero de entradas, 8; es
el bias y f es una funcién de salida (de cualquier tipo diferenciable). Cada capa
tiene su propia variable fndice: k para los nodos de salida, j (y h) para los nodos
ocultos, e i para los nodos de entrada. El vector de entrada, x es propagado a
través de una capa de pesos V.

La salida de la red est4 determinada por el estado y un conjunto de pesos
de salida, W,

yi(t) = g(neti(t)) (3.5)
netk(t) = Z y,'(t)wk,' + 6 (36)
j

donde g es una funcién de salida (posiblemente la misma que f).
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3.21. Representacién del tiempo en redes neuronales

La representacion del iempo dada en [29, 30], permite visualizar dos tipos
de soluciones (Figura 3.2). E] tiempo en redes neuronales puede ser represen-
tado por un mecanismo interno o externo. Estos dos términos corresponden
respectivamente a una representacion espacial y dindmica del tiempo [31]. En
la representacién espacial, el tiempo es introducido en el modelo con la ayuda
de un mecanismo externo. El objetivo es encontrar arquitecturas particulares
que permitan ejecutar los pardmetros dindmicos. Las redes conocidas usando
realmente este concepto son: TDNN (Time Delay Neural Network) usada con el
famoso software de reconocimiento de voz NetTalk, y la TDRBF (Time Delay
Radial Basis Function) usada para el reconocimiento de fonemas [32]. El mayor
inconveniente de estos algoritmos es la existencia de una interface externa con
el ambiente con el ambiente para retrasar y guardar los datos. La segunda
desventaja es el uso de una ventana temporal que impone un limite de la
longitud de la secuencia. La mayor ventaja de las redes TDRBF en compara-
cién a la TDNN es la flexibilidad del entrenamiento, y el nimero reducido de
pardmetros para ajustar el tiempo de entrenamiento [32].

Redes neuronales
temporales

PN

Tiempo externamente Tiempo como un
procesado mecanismo internp
{TONN) (TORBF) /
Tiempo exphcrtamente Twempo impiicnto:
representado en la Redes Recurrentes
arquitectura (GRRBF-N)
Tiempo a nivel de red Ti:mpo a ruvel de
{en conexiones) neuronas
Modaelo algebraico Modeio biolégico

Figura 3.2: Redes temporales
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En cuanto a la representacién dindmica del tiempo, cuando el tiempo
es un mecanimo interno, el tiempo puede ser implicito (redes recurrentes) o
explicito (la variable tiempo aparece en las conexiones de la red o neuronas).
Para el tiempo explicito a nivel neuronal (el enfoque més “biol6gico”), existen
métodos usando modelos algebraicos o biolégicos. Ambos métodos usan al-
goritmos muy complicados y requieren software sofisticado para su ejecucion.
Por esta razén, nuestros estudios se enfocan en la clase de redes neuronales de
tiempo implicito.

Este problema consiste en producir redes que exhiban un comportamien-
to temporal que se desea.

3.2.2. El modelo Elman

En esta investigaci6n se contemplan variantes de los modelos Elman y
Jordan. El modelo de Elman clésico se basa en una arquitectura basica de red
recurrente. Consiste de tres capas, con la adicién de un conjunto de “unidades
de contexto” en la capa de entrada. Existen conexiones desde la capa oculta
a estas unidades de contexto ponderadas con un peso cuyo valor es uno. En
cada paso temporal, la entrada es propagada de la manera clasica de retroalim-
netacién hacia adelante, y se aplica una regla de aprendizaje. Las conexiones
de respaldo fijo resultan en que las unidades de contexto siempre mantienen
una copia de los valores previos de las unidades ocultas (dado que se pro-
pagan sobre las conexiones antes de que la regla de aprendizaje es aplicada
en ese instante). Por lo tanto, la red puede mantener una especie de estado,
permitiendole llevar a cabo tareas como prediccién de secuencias que estan
més all4 del poder de un perceptrén multicapa estandar.

3.2.3. El modelo Jordan

Este modelo es similar al anterior, sin embargo las unidades de contexto
son alimentadas desde la capa de salida en vez de la capa oculta. Estas redes
son conocidas como “redes recurrentes simples” (SRN). Una arquitectura de
estricta alimentacion hacia adelante no mantiene una memoria de corto plazo.
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Cualquier efecto de una memoria es debido a la manera en que las entradas
pasadas son presentadas nuevamente a la red. El caso del modelo de Elman
tiene retro-alimentacién de activacién que implica una memoria de corto plazo.
Una capa de estado es actualizada no tinicamente con la entrada externa de la
red sino también con la activacién de la previa propagacién hacia adelante. La
retroalimentacién es modificada por un conjunto de pesos para permitir una
adaptacion automatica a través del aprendizaje.

3.2.4. Gradiente descendente

Para minimizar el error total, el gradiente descendente puede ser usado
para cambiar cada peso en proporcién a su derivada con respecto al error,
siempre y cuando las funciones de activacién no lineales sean diferenciables.
Existen muchas variantes de este algoritmo [Paul Werbos, Ronald J. Williams,
Tony Robinson etc]. El algoritmo de retro-propagacién también se extendi6 al
caso de estas redes: “retro-propagacién a través del tiempo” y es el méto-
do estdndar. Existe una variante en linea computacionalmente mas cara y se
denominada “Aprendizaje Recurrente en Tiempo Real (Real-Time Recurrent
Learning o RTRL)” Un problema importante con el gradiente descedente para
las arquitecturas estdndares de Redes Neuronales Recurrentes es que los gra-
dientes del error se desvanecen exponencialmente rapido con el tamario de
tiempo de retrazo entre eventos importantes.

3.2.5. Meétodos de optimizacién globales

El entrenamiento de los pesos en una red neuronal es un problema de
optimizacién global no lineal. Una funcién objetivo puede ser formada para
evaluar la aptitud o error de un vector de pesos especifico de la siguiente ma-
nera: primero, los pesos en la red se establecen de acuerdo con el vector de
pesos. Luego, la red se evalta con respecto a la secuencia de entrenamiento.
Tipicamente, se usa la suma de los cuadrados de diferencias entre las predic-
ciones y los valores objetivo especificados en la secuencia de entrenamiento
para representar el error del vector de peso actual. Existen diversas técnicas
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de optimizacién global que pueden ser usadas para minimizar esta funcién
objetivo. El método de optimizacién global m4s comun para entrenar redes
neuronales recurrentes es el de algoritmos genéticos, especialmente en redes
no estructuradas. Pueden usarse otras técnicas de optimizacién globales para
buscar un conjunto adecuado de pesos, tales como recocido simulado u opti-
mizacién por nubes de particulas.

3.3. RNAs valuadas con ntiimeros hiper-complejos

Con el objetivo de modelar el cerebro artificial, es necesario considerar
nuevas estructuras de redes neuronales que permitan almacenar y procesar in-
formaci6n cuya representaciéon no puede darse con valores reales. Estas nuevas
estructuras tinicamente pueden ser creadas en el marco del dlgebra geométri-
ca. Este tipo de redes permite que para cada cierto problema se adopte una
arquitectura especifica. Cada médulo del cerebro artificial estaria representado
por una arquitectura neuronal, posiblemente complicada, que pueda trabajar
con cierto tipo de datos especificos (Figura 3.3).

Un cerebro artifical
superior

Figura 3.3: Cerebro artificial
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3.4. Problema relacionado con funciones de acti-

vacion en RNA valuadas con nimeros hiper-
complejos

Durante la construccién de estos nuevos modelos, un problema surge
cuando extendemos la funcién sigmoide a una funcién de saturacién con
valores hipercomplejos para construir una RNVH, analicemos el caso de los
complejos con el objetivo de tener mayor claridad. El problema consiste en que
tal funcién no lineal no puede ser analitica. Una funcién compleja es llamada
“analitica” cuando es diferenciable en cualquier punto. Una funcién compleja
es diferenciable en un punto u en el plano complejo si podemos determinar
Q("J'i":—-ﬂ")) cuando Au — 0 para la funcién f(u) de la
variable compleja u, el valor del limite no depende de la direccién en la cual la

el valor del limite de

variable se aproxima al punto u.

Cuando una funcién considerada es diferenciable en un punto, podemos
decir que la funcién es regular en el punto y si en ese punto la funcién no es
diferenciable se tiene un punto singular. Una funcién es analitica si es regular
en cualquier punto en el dominio considerado. Si la funcién de activacién es
una funcién analitica, podemos analizar las dindmicas neuronales tales como
aprendizaje, autoorganizacion, y procesamiento, para entender las caracteristi-
cas de las RNVHs de la misma manera en la que se investiga la dinamica de
las redes neuronales convencionales.

Consideremos que la variable u (Ecuacién 3.7) es compleja. Entonces la
funcion f(u) es diferenciable en casi cualquier punto, pero diverge al infinito.
Por lo tanto difiere mucho de la caracteristica de “saturacion” Aunque la
tanh(u) compleja en el dominio complejo puede ser una extensioén natural de
la tanh(u) valuada en reales en el sentido de que la variable es extendida en
una compleja, el significado de la nolinealidad es completamente diferente de
la saturacion. Por lo tanto, no podemos construir un sistema til con la tanh(u)
compleja. Es ahora evidente que este problema fue la causa maés seria por la
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que las RNVCs fueran consideradas dificiles de desarrollar en el pasado.

N
y=f)=f [Z w,-x,-] 3.7)
i=1

3.4.1. Redes neuronales valuadas con reales

La aproximacion de “mapeos no lineales” usando redes neuronales es
util en varios aspectos de procesamiento de sefiales, tales como la clasifi-
cacién de patrones, prediccién, modelado de sistemas, e identificacién. Primero
surgieron las arquitecturas estdndares de “alimentacién hacia adelante” valua-
das con reales. En este tipo de estructuras, Cybenko [33] usé la superposicién
de funciones ponderadas para la aproximacién de una funcién continua g(x)

N
y(x) = Y wioi(wix+6)) (3.8)
j=1

donde o(*) es una funcién continua discriminatoria como un sigmoide, w; € R
yx,0j,wjeR"

Una estructura con k salidas y, teniendo varias capas usando la fun-
cién logistica, se conoce como “perceptrén multicapa” (MLP) [34]. La salida
de cualquier neurona de una capa oculta o de la capa de salida puede ser
representada de manera similar

Ni Nj
0j = f/(Z wjixji + 6;) Yk = fk(Z Wy joxj + 6k) (3.9)
j=1 =l

donde f;(-) es logistica y f(-) es logistica o lineal. Las funciones lineales en las
salidas son usadas frecuentemente para clasificacién de patrones. En algunas
tareas de clasificacion de patrones, una capa oculta es necesaria, mientras que
en algunas tareas de control automatico, se pueden requerir dos capas ocultas.
En [35] se mostr6 que los MLPs estandares son capaces de aproximar precisa-
mente cualquier funcién medible con cierto grado deseado. Por esto, los MLPs
son “aproximadores universales” En el caso de que el entrenamiento falle,
cualquier error se puede atribuir a un aprendizaje inadecuado, un niimero in-
correcto de neuronas ocultas, o una relacion determinista pobremente definida
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entre los patrones de entrada y de salida. Posteriormente, se desarroll6 [36] la
red de “funciones de base radial” (RBF) que consiste de una superposicién de

funciones Gausianas ponderadas

N
yi(0 = Y wiG(Di(x - t)) (3.10)
i=1

donde y; es la salida j, w; € R, G; es una funcién Gausiana, D; una matriz
diagonal de dilatacion N X N, y x, t; € R". El vector t; es un vector de traslacién.
Esta arquitectura estd fundamentada en la teoria de regularizacién.

3.4.2. El MLP complejo y el MLP Cuaterniénico

Un MLP se encuentra definido en el dominio complejo cuando sus pesos,
funcion de activacién, y salidas son valuadas con complejos. La seleccién de
la funcién de activaciéon no es un asunto trivial. La extensién de la funcién
sigmoidede Ra C

f(z) (3.11)

)
donde z € C, no se permite porque esta funcién es analitica y no acotada [37],
esto también se cumple con las funciones tanh(z) y e . Este tipo de funciones de
activacion exhiben problemas con la convergencia en el entrenamiento debido
a sus singularidades. Las condiciones necesarias que una f(z) = a(x, y) +ib(x, y)
de activaciéon compleja debe cumplir son: f(z) debe ser no lineal en x y v, las
derivadas parciales ay, a,, b, y b, deben existir (a,b, # b,a,) y f(z) no debe ser
entera. De acuerdo a esto, se propuso en [37] la formulacién

= (3.12)

f(z) = —
c+ .zl

dondec, r € R*. Estas investigaciones extendieron la regla de aprendizaje tradi-
cional de retro-propagacién valuada con reales a la regla valuada con complejos
del “perceptrén multicapa complejo” (CMLP). Arena et al. [38] introdujeron
el perceptrén multicapa cuaterniénico (QMLP) el cual es una extension del
CMLP. Los pesos, las funciones de activacién, y las salidas de esta red son
representadas en términos de cuaterniones [39]. Arena et al. seleccionaron la
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siguiente funcién acotada no analitica

f(q) = f£(qo+ q1i +g2j + q3k) (3.13)

1 1 . .
)+ G+ G+ Gk

1+en 1+e

donde £() es la funcién para cuaterniones. La extensién de la regla de entre-
namiento para el CMLP fue demostrada en [38].

3.4.3. Redes neuronales con dlgebra geométrica

Las redes neuronales reales, complejas y cuaternionicas pueden ser gen-
eralizadas dentro del marco de trabajo del dlgebra geométrica (AG), en la que
los pesos, las funciones de activacién y las salidas son ahora representados
usando “multivectores”. Para las redes neuronales valuadas con reales discu-
tidas en la seccién 3.4.1, los vectores son multiplicados con los pesos, usando
el producto escalar. Para las redes neuronales geométricas, el producto escalar
es reemplazado por el producto geométrico. La importancia de aplicar el dlge-
bra geométrica en la arquitectura de las redes neuronales radica en que las
entidades definidas con esa dlgebra pueden ser manipuladas de manera direc-
ta con este tipo de algoritmos debido a que internamente existen operadores
de transformacién que pueden procesar la informacién de entrada para ten-
er resultados en el mismo marco de trabajo del dlgebra geométrica. Ademas,
con esta algebra es posible considerar nlimeros complejos, cuaterniones, o de
alguna dimensién mayor sin cambiar la arquitectura de las redes neuronales
geométricas.

3.4.4. La funcion de activaciéon

La funcién de activacién de la ecuacién 3.12, usada por el CMLP, fue
extendida por Pearson and Bisset [40] para un tipo de Clifford MLP aplicando
diferentes algebras de Clifford, incluyendo el dlgebra de cuaterniones. Tam-
bién, en [1] se propuso una funcién de activacién que afecta cada elemento de
base multivectorial. Esta funcién fue introducida independientemente por los
autores en [9] y es de hecho una generalizacion de la funcién de Arena et al.
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[38]. La funcién para un multivector n—dimensional estd dada por

f(m)

f("lo + m;o; + m;g; + moy + oo +mijai /\0;‘ v v

m,','k()','/\()','/\()'k+"'+m,,0']/\0'2/\"'/\0',,)

(mo) + f(mi)a; + f(m))a; + f(m)ox + - + f(mij)oi Aoj+---+

f(m,-,—k)o,- ANOjAOK+ - +f(m,,)01 AT A+ A0y (3.14)

Los valores de f(-) pueden ser de tipo Gausiano o sigmoide.

3.4.5. Laneurona geométrica

La “neurona” o unidad de cémputo modelada por McCulloch-Pitts usa el
producto escalar del vector de entrada y su vector de pesos [34]. La extensién
de este modelo a la “neurona geométrica” requiere sustituir el producto escalar
con el producto geométrico, es decir

wix+6 = wx+0=w-x+wWAx+0 (3.15)

La figura 3.4 muestra las neuronas McCulloc-Pitts y la geométrica. Esta figu-
ra también hace evidente cémo el patrén de entrada es formateado en un
AG especifica. La neurona geométrica genera un tipo de patrén maés rico en

informacion.

Se puede ilustrar esto con un ejemplo en Gz,

f(wx + 0)
f(ag + a101 + ax0, + 4303 + 440107 + 450103 + 460203 + A7010203)
f(ao) + f(a1)o1 + f(az)o, + f(az)os + f(ag)oro2 + -+ +

f(as)o103 + f(ag)o203 + f(az)010203 (3.16)

o

donde f es la funcién de activacién definida en la ecuacién 3.14, y a; € R. Si se
usa la neurona de tipo McCulloch-Pitts en la red neuronal valuada con reales,
la salida es simplemente el escalar dado por

N
0= f(Z wix; + 0) (3.17)
i=1
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Figura 3.4: Las neuronas de tipo McCulloch-Pitts y geométrica

La neurona geométrica emite una sefial con mds informacién geométrica
o=f(wx+0)=f(w-x+wAx+0) (3.18)

Tiene el producto escalar que calcula la neurona de tipo McCulloch-Pitts

N
fw x+6) = fla) = f(Z wix; + 6) (3.19)

y también el producto exterior dado por

fWAx+60-0) = f(a1)or + f(ax)or + f(a3)o3 + f(as)o102 + -+ +
flas)o103 + f(a6)0203 + f(a7)010203 (3.20)

Se observa que el producto exterior calcula los productos cruz de tipo escalar
entre los componentes individuales del vector, que no son nada mas que los
componentes del multivector de puntos y lineas (vectores), planos (bivectores)
y voltmenes (trivectores). Esta caracteristica puede ser usada para implemen-
tar el preprocesamiento geométrico en la red neuronal geométrica extendida.
De cierto modo, este tipo de red neuronal se asemeja a las redes neuronales de
alto orden [41]. Sin embargo, una red neuronal geométrica extendida no tnica-
mente usa el producto escalar de alto orden, también usa todos los productos
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cruz de tipo escalar necesarios para lograr una “correlacién cruz geométrica”
La figura 3.5 muestra una red geométrica con su primera capa extendida. Una

neurona geométrica puede ser vista como un tipo de “operador de correlacién
geométrico”, el cual, en contraste a la neurona de tipo McCulloch-Pitts, no
ofrece iinicamente puntos sino también multivectores de grado superior tales
como planos, voliumenes, ..., e hipervolimenes para la interpolacién.

3.4.6. Redes neuronales geométricas de alimentaciéon hacia
adelante

En [1] se muestran algunas estructuras de redes neuronales estdndares
para la aproximacién de funciones en el marco de trabajo del AG. En ellas, el
producto interior de vectores ha sido extendido al producto geométrico y las
funciones de activacién son definidas como en la ecuacién 3.14. La ecuacién
(3.8) del modelo de Cybenko en el marco del AG resulta como

N
y(x) = Zw,'f(wj-x+w,-Ax+9j) (3.21)
=1

La extension del MLP es sencilla. Las ecuaciones usando el producto geométri-
co para las salidas de las capas oculta y de salida estan dadas por

Ni

0; = f/(z Wiji - Xji + Wi /\X,','+9/) (3.22)
=1
N,

Yk = fk(Z Wi * Okj + Wk A Oyj + 9k) (323)

j=1
En [1], se propone que en las redes de funcién de base radial (RBF-N), la op-
eraci6n de dilatacion, dada por la matriz diagonal D;, puede ser implementada
por medio del producto geométrico con una dilatacién D; = &° 7 [42], es decir

Di(x - t) =3 Di(x — t;)D; (3.24)

N
yi(¥) = ) wiG;(D;(x; - t,)D;) (3.25)
j=1
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Figura 3.5: Red neuronal geométrica con la capa de entrada extendida [1].
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Se puede apreciar que en el caso de la RBF-N geométrica se estd usando
también una funcién de activacién de acuerdo a la ecuacién 3.14. La ecuacién
3.25 con w;; € R representa la ecuacién de una arquitectura de RBF-N para
multivectores de dimensi6n 2", la cual es isomorfa a una RBF-N valuada con
reales y con vectores de entrada de dimensi6n 2"

3.4.7. Redes neuronales geométricas generalizadas

Una de las mayores ventajas del uso del AG en neurocomputacién es que
las redes trabajan para todo tipo de multivectores: reales, complejos, dobles
(o hiperbélicos), y duales, asi como también para diferentes tipos de modelos
de cémputo, como horésferas y conos nulos ([43, 26]). La base multivectorial
seleccionada para una AG particular G,,, define la signatura de los sube-
spacios involucrados. La signatura es calculada formando el cuadrado del
pseudoescalar: si I> = —1, la red usard ntimeros complejos; si I? = 1, la red
usarad numeros dobles o hiperbdlicos; y si I = 0, la red usard nimeros duales
(una AG degenerada).

En el caso de Gyyp se puede tener una red neuronal valuada con cua-
terniones; para Gj 19, un MLP hiperbélico; para Gg3o, una red neuronal RBF
hiperbélica (doble) valuada con cuaterniones: o para G3 se puede tener una
red que trabaje en la completa AG tridimensional Euclidiana; para GZ’LO, se
puede tener una red que trabaje en la horésfera; o finalmente, para Gj,, se
puede tener una red que use tnicamente el cono nulo bivectorial. La con-
jugacién involucrada en la regla de aprendizaje durante el entrenamiento,
depende del tipo de valor, es decir, si se estdn usando redes neuronales ge-
ométricas valuada con complejos, con hiperbélicos o duales, y varia de acuerdo
a la signatura del dlgebra geométrica.

3.5. Laregla de aprendizaje

En [1], se demuestra la generalizacién multidimensional de la regla de
aprendizaje del gradiente descendente en el marco de trabajo del AG. Esta
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regla puede ser usada para el entrenamiento del MLP geométrico (GMLP)
y para la sintonizacién de los pesos de la RBF-N geométrica (GRBF-N). Las
reglas previas de aprendizaje para el MLP valuado con reales, el MLP valuado
con complejos [37] y el MLP cuaterniénico [38] son casos especiales de esta
regla extendida.

3.5.1. Reglade aprendizaje de retro-propagacién multidimen-

sional

La “norma de un multivector” x para la regla de aprendizaje estd dada
por

x| = (bt = () WIR)? (3.26)
A

La red neuronal geométrica con n entradas y m salidas aproxima la funcién de
mapeo objetivo
Yt (Gp,q,r)n = (Gp,q,r)m (3.27)

donde (G,,,)" es el médulo n-dimensional sobre el AG G4, [40]. El error en la
salida de la red es medido de acuerdo a la métrica

1
E = = f Y — y,|2 (3.28)
xeX

donde X es algun subconjunto compacto del médulo Clifford (Gp,,)" involu-
crando la topologia de producto derivada de la ecuacién 3.26 para la norma
y donde y,, y y: son las funciones de mapeo aprendida y objetivo, respecti-
vamente. El “algoritmo de retro-propagacion” [34] es un procedimiento para
actualizar los pesos y el sesgo (bias). Este algoritmo es una funcién de la deriva-
da negativa de la funcién de error (Ecuacion 3.28) con respecto a los mismos
pesos y sesgo (bias). El cilculo de este procedimiento es sencillo, y a contin-
uacion se dan los principales resultados [1]. La ecuacién de actualizacién para
los pesos multivectoriales de cualquier capa j oculta es

Ny
W,',‘(t +1) = 7][(2 (Sk;’ ® ij) © F'(net,-,-)] ®0; + aw,(t) (3.29)
k
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para cualquier salida k con una funcién de activacion no lineal, se tiene
wik(t +1) = n[(yx, — yx, © F'(net;)] ® 6, + aw(t) (3.30)
y para cualquier salida k con una funcién de activacién lineal
wi(t +1) = n(yx, — yx,) ® 0, + aw(t) (3.31)

En estas ecuaciones, F es la funcién de activacién definida de acuerdo a la
ecuacion 3.14, t es el paso de actualizacion, i y a son la “razén de aprendizaje”
y el momento, respectivamente, ® representa el producto geométrico, © es
el producto escalar, y (*) es la “anti-involucién multivectorial” (reversién o
conjugaci6n). En el caso del AG no Euclidiana Gg 3, (*) corresponde a la simple
conjugacion. Cada neurona ahora consiste de p + g + r unidades, cada una
para un componente del multivector. Los bias son también multivectores y
son absorbidos como se acostumbra en la suma de la sefial de activacién. En
las reglas de aprendizaje, las ecuaciones (3.29 - 3.31), el célculo del producto
geométrico y la anti-involucién varia dependiendo del AG que esté siendo
usada [44]. Entonces, se tiene que la conjugacion requerida en la regla de
aprendizaje para el algebra de cuaterniones es X = xo — X101 — X202 — X30102,
donde x € Gy 2p.

3.5.2. Redes neuronales recurrentes geométricas

No existen trabajos para disefiar redes recurrentes geométricas. S6lo se
han extendido modelos de redes neuronales recurrentes valuadas con reales
mediante la introduccion del AG, se han propuesto asi redes completamente
conectadas que son extensiones de modelos recurrentes tipo Hopfield [20].
Estas extensiones del tipo Hopfield son una generalizacion de las redes cldsicas

recurrentes.
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Capitulo 4

DISENO DE REDES
NEURONALES GEOMETRICAS

Un problema general en la definicién de algoritmos implica definir el
tipo de aplicacién que tienen. En nuestro caso, trabajamos con algoritmos cuya
aplicacién permita ayudar a entender y manejar mas facilmente informacién
relacionada con objetos geométricos y sus transformaciones. En el marco del
AG esto es més sencillo.

Desde el punto de vista de aplicaciones de neurocomputacién, es impor-
tante definir un modelo que permita trabajar con valores hipercomplejos y esto
es posible usando multivectores del AG. Este tipo de modelos puede ser usado
para encontrar transformaciones entre entidades expresadas en cuatro dimen-
siones 0 mayores, y como se mostrard, esto puede ser hecho tinicamente en el
marco del AG. Ya se ha dicho que las redes neuronales valuadas con reales,
complejos y cuaterniones son simplemente casos particulares de las redes neu-
ronales multidimensionales definidas con el AG. A continuacién se explican
nuestros modelos propuestos de RNAs donde las entradas, las salidas, pesos
y neuronas ocultas son expresados usando valores con k—vectores. Nuestro
modelo obtiene la transformacién existente entre los k—vectores en la entrada
y salida a través de la combinacién de operadores geométricos, definida con
AG, que nos permite tener una descripcién més natural e intuitiva de la trans-
formaci6n implicada. Ademas, lo que es muy importante, se podra leer de los

47
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pesos de las RNAs geométricas, la transformacién existente entre los datos de
entrada y salida.

4.1. Aproximacién de transformaciones

Cuando la funcién que se desea aproximar resulta en una transformacién
geométrica T : M — M donde T, M € G, entonces es factible un algoritmo
que nos ayude a encontrar T. Contamos con datos expresados en el lenguaje
geométrico que permite el AG. Estos datos podemos usarlos para determi-
nar las entradas I y salidas O de nuestro algoritmo. También I,O € G,;,. La
naturaleza de las variables y parametros de nuestro modelo estd determinada
también en el marco de trabajo del AG. En la primera versién de nuestro mode-
lo de red neuronal, se usan “rotores” como operadores geométricos definidos
en G0, (Seccién 2.4.1).

Output Layer
Output Laysr

Hidden Layer A

Input Layer

Input Laysr

(a) Modelo valuado con reales (b) Modelo segtin ecuacion 4.5

Figura 4.1: RBF Networks



4.2. DESCRIPCION DE LA RED GEOMETRICA 49

4.2. Descripcion de la red geométrica

La primera versién de nuestro modelo geométrico de RBF-N valuada
con multivectores (GRBF-N), usa rotores como sus pesos. Puede ser usada en
tiempo real para estimar transformaciones lineales cambiantes en espacio 3D
que existan entre conjuntos de entidades geométricas. Para su disefio, usamos
un modelo neuronal de RBF-N porque es adecuado para modelar mapeos no
lineales y puede aprender rdpidamente.

Las redes neuronales modulares, como estructuras combinadas, tienen
también una base biolédgica: los sistemas neuronales naturales son compuestos
de una jerarquia de redes construidas de elementos espacializados para tareas
diferentes. En general, las redes combinadas son mds poderosas que las de
arquitectura plana no estructuradas.

El disefio de una red neuronal supervisada puede ser logrado de mane-
ras diferentes. Puede ser visto como un problema de ajuste de curvas (aproxi-
macioén) en un espacio de altas dimensiones. Asf, el aprendizaje es equivalente
a encontrar una superficie en un espacio multidimensional que proporcione
un mejor ajuste a los datos de entrenamiento. Sus unidades ocultas propor-
cionan un conjunto de “funciones” (funciones de base radial) que constituyen
una base arbitraria para los patrones de entrada cuando ellos son expandidos
en el espacio oculto. La RBF-N tiene una arquitectura de “alimentacién hacia
adelante” e implica tres capas con roles totalmente diferentes. La capa de en-
trada es hecha de nodos fuente (unidades sensoriales) que conectan la red a su
ambiente. La segunda capa, la tnica capa oculta en la red, aplica una transfor-
macién no lineal desde el espacio de entrada al espacio oculto; en la mayoria
de las aplicaciones el espacio oculto es de alta dimensionalidad. La capa de
salida es lineal, dando la respuesta de la red al patrén de activacién aplicado
a la capa de entrada. Una justificacién matematica para la razén fundamental
de la transformacion no lineal seguida de una transformacion lineal puede ser
explicada como sigue: un problema de clasificacién de patrones definido en un
espacio de altas dimensiones es mds probable a ser separable linealmente que
en un espacio de bajas dimensiones, ésta es la razon para frecuentemente hacer
mayor la dimensién del espacio oculto en la red. Otro punto importante es que
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la dimension del espacio oculto estd directamente relacionado a la capacidad
de la red para aproximar un mapeo suave de entrada-salida; entre més alta sea
la dimensién del espacio oculto, més precisa seré la aproximacién [45]. Obvia-
mente el limile estd dictado por el pardmetro que evita el sobre entrenamiento
de la red y por ende la pérdida de la generalizacion.

4.2.1. El modelo de la RBF-N

Una variante de las redes hibridas, es decir, que tienen una capa Kohonen
o de agrupacion, consiste en usar Gausianas como funcién de activacién de
las unidades. La capa oculta es entrenada en la manera usual, pero la entrada
es procesada diferentemente en cada unidad oculta. Estas ultimas producen
un valor de salida que es combinado por el asociador lineal en la salida.
Es deseable que la unidad oculta cuyo vector de peso (“centroide”) que se
encuentra mds cerca al vector de entrada, se dispare mds fuertemente que
las otras unidades ocultas. Cada unidad oculta calcula su salida usando el
vector de entrada, los centros vectoriales de las unidades ocultas y un valor
que representa la distancia entre el centro vectorial ¢; y su vecino mds cercano.
Los pesos de la capa final son determinados usando retropropagacion. El error
cuadrdtico estd dado por:

2
1 n
E=> [Z]‘ iw; = f(x)] (4.1)
Las actualizaciones necesarias de pesos son dadas por
dE n
0, = =5 = V860 = ) 81w (42)

La mezcla de gaussianas proporciona una aproximacién continua de la fun-
cion objetivo y hace innecesario el calculo de la excitacién maxima (saturacién)
en la capa oculta. El error puede ser minimizado usando mas unidades ocul-
tas. La principal diferencia entre redes hechas de funciones de base radial y
las redes de unidades sigmoidales es que las primeras usan funciones concen-
tradas localmente como bloques de construccién mientras que las Gltimas usan
escalones suaves. Si la funcién a ser aproximada es una Gausiana, se necesita
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organizar varios escalones sigmoidales para delimitar la regién de interés. El
tipo de funcién de activacion a usar depende del problema a resolver.

La capa oculta de la RBF-N tiene m unidades ajustadas localmente, y son
interconectadas a la capa de salida de L unidades lineales. Cada conexi6n es
ponderada por un valor real. Todas las unidades ocultas reciben el vector X
n-dimensional de entrada valuado con reales (Figure 4.1(a)). Cada salida de la
unidad oculta z; representa la cercania de la entrada X al vector n—dimensional
de parametros c; asociado con la j-ésima unidad oculta. La respuesta de la j-
ésima unidad oculta (j = 1,2, ..., m) se calcula como,

7 k(u) (43)

2.
0%

donde k(-) es una funcién positiva radialmente simétrica (kernel) con un maxi-
mo unico en su “centro” ¢;, la cual cae rdpidamente a cero fuera del centro
y tiene un valor apreciable tnicamente cuando la distancia ||X — ¢/|| es més
pequena que g,. El parametro o, es el ancho del campo receptivo en el espacio
de entrada en la unidad j. Dado un vector de entrada X, la salida de RBF-N es el
vector de actividad L-dimensional Y, cuyo /-ésimo componente ( = 1,2,...L)
esta dado por,

M
YiX) = ) wizi(X) (44)
m=1

donde wj; son los pesos de la red. La precisién de estas redes es controlada
por tres parametros: el nimero de funciones base, su localizacién y su ancho.
Estos valores y los pesos aplicados a las salidas de las funciones RBF son
determinados por un proceso de entrenamiento. El método de agrupacién K-
Means [45] es uno de varios métodos para encontrar los centros de grupo de
las funciones RBF. Para encontrar los pesos de la capa de salida es conveniente
usar un método de gradiente descendente.

La creacion de redes neuronales en el marco del AG permite tener una
perspectiva diferente de computacién neuronal. El estudio se dirige al proce-
samiento de datos expresados de manera geométrica directamente como en-
tradas de las redes neuronales que internamente realizan un procesamiento en
términos de operadores geométricos. Nuestro trabajo esta relacionado con la
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visién computacional y robética. Se usa un sistema estéreo para obtener infor-
macion del medio ambiente y a partir de ésta construir las entidades usando
AG.

Hemos considerado la arquitectura de una red modular para disefiar
nuestra red neuronal geométrica. Consta de dos bloques geométricalmente
definidos con la ayuda del AG. Hemos acoplado uno de auto-organizacién
con otro de alimentaciéon hacia adelante. Se aplica una versién del algoritmo
de K-Means que trabaja con elementos geométricos para determinar los ele-
mentos representativos en el espacio de entrada. Cada unidad oculta calcula
su salida usando el elemento de entrada que esta definido por un multivector.
El multivector puede representar un plano, una linea, un punto o algin otro
elemento definido en AG. Evidentemente, en un principio, las unidades ocul-
tas han sido definidas por elementos de la misma naturaleza pero de manera
aleatoria.

Una vez definidos los elementos geométricos ocultos, entonces procede la
determinacion del segundo bloque de la red. Este bloque basicamente consiste
en determinar la transformacién geométrica para operar cada elemento oculto
a partir de la similitud del elemento de entrada con alguno de ellos. Se consi-
dera la funcién del error cuadrético para comparar los elementos geométricos
de salida resultantes de la red contra los que se consideran deseables. Para
definir tal transformacion geométrica se ha disefiado un version del algoritmo
LMS que trabaja con operadores y elementos definidos en el AG.

4.2.2. Redes de alimentacion hacia adelante usando rotores

Es posible disefiar un modelo que permita encontrar una transforma-
cién, definida en términos geométricos, existente entre dos entidades definidas
también geométricamente. El modelo permite determinar la transformacién
tinicamente en términos de rotacién usando multivectores. Es un modelo que
permite encontrar tal transformacién de manera adaptiva, lo cual es diferente
a usar un conjunto de datos predeterminados para entrenar la GRBF-N usan-
do rotores. Note que en las RNA's tradicionales no es posible, a partir de los
pesos, obtener informacién como puede ser la transformacion entre los datos
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de entrada y salida.

GRBF-Ns usando rotores

Definamos nuestro esquema como g(P, X) donde P es el conjunto de
parametros de nuestra red. X es la entrada y g(-) es la funcién determinada por
la red (Figura 4.1(b)); la cual es definida por neuronas valuadas con multivec-
tores que pueden expresar nimeros hipercomplejos. Mediante un algoritmo de
aprendizaje adaptivo, P es ajustado de manera que los datos de entrenamiento
se adaptan al modelo de red lo mejor posible. g(-) usa funciones Gausianas base
para definir la proximidad de X a los centros €. Nuestro esquema usa rotores
(R) como pesos de la capa de salida que son combinados linealmente para
definir la salida Y de lared. X, Y, R, ¢ pertenecen al AG G; y son normalizados.
Estos parametros y los valores o; de cada centro, definen P.

Entrenamiento de GRBF-Ns usando rotores

El conjunto de entrenamiento es un par etiquetado X;, Y; que representa
asociaciones de un mapeo dado. Dado el nimero de centros, el proceso de
aprendizaje adaptivo inicia cuando el primer par de entrada de entrenamiento
es presentado a la red. La GRBF-N usa el algoritmo de K-Means, adaptado
a las necesidades geométricas, para determinar los centros de cada funcién
Gausiana base y la distancia Euclidiana para indicar la proximidad de X; a
cada centro ¢;. El pardmetro o, es definido para cada unidad Gausiana y es
igual a la distancia maxima entre los centros. De manera similar que en otros
de nuestros modelos, para determinar R que mejor aproxime el mapeo entre
X,y Y., la GRFB-N usa un método de minimo cuadrados ordinario (LMS) que
puede trabajar con entidades y operadores geométricos para el entrenamiento.
Nuestro esquema actualiza R considerando la rotacién del centro c;, esto se
realiza usando el R, asociado (peso) a ¢; y la salida respectiva de la funcién de
base radial. Dado que nuestro objetivo es analizar la factibilidad de nuestros
diversos modelos, nuevamente se observa que el algoritmo de agrupacién K-
Means y el algoritmo LMS proceden con sus propios calculos individuales de
una manera concurrente, esto acelera el proceso de entrenamiento. Nuestro
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modelo GRBF-N trabaja iterativamente como se describe en el Cuadro 4.1.

Es necesario indicar que hay que considerar un detalle importante justo
después de actualizar el rotor R;(n + 1). El objetivo es ayudar a tener mejores
aproximaciones de la transformacién que se desea calcular. Se atiende el méto-
do descrito en [1]. El rotor estimado r; consiste de dos vectores estimados de
cuatro dimensiones R; y R’*. Més adelante, en la versién de motores de nuestra
red, se explica con mas detalle este procedimiento de normalizacién.

Considerando la relacién en la ecuacion 4.8 (ver ecuacién 2.58 ), las mo-
dificaciones pueden ser hechas simplemente considerando el rotor unitario en
este caso. Como se observa, esta versién de GRBF-N usa el producto geométri-
co.

Podemos expresar ahora que la red es definida por,

M
g(B,X,n) = ) Ri(zi(m)ci(m) R, (45)
=1

4.2.3. Redes de alimentacién hacia adelante usando motores

Existe una actualizacién de la la versién descrita anteriormente de nuestra
GRBEF-N, esta vez los parametros son definidos usando multivectores de mayor
dimensién en el marco matematico del AG.

Representacion de lineas usando dlgebra de motores

Las lineas pueden ser modeladas en un espacio 4D usando el 4lgebra
especial de los motores G7 |, la cual extiende en 4D el espacio de lineas usan-
do bases bivectoriales. Dado que esta 4lgebra es extendida tinicamente por
bivectores y escalares, se observa que esta AG especial es el sistema maés
apropiado para el modelado de lineas. Dado que el producto del seudoescalar
unitario I = e;e,e3e4 con cualesquier bivector dual construido a partir de la base
{eqey, €40y, €4e3) es cero, se debe seleccionar la base bivectorial {eye3, e3ey, 12} para

representar una linea como sigue:

L=n+Im (4.6)
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Cuadro 4.1: Fl método de entrenamiento de una GRBF-N usando rotores

Algoritmo Entrena GRBF-N(1, Y, ¢, p, )

1. Inicializacién. Selecciona valores aleatorios para los centros iniciales ¢(0),
distribuciéon uniforme en el intervalo [-10,10]; la tinica restriccién es que estos
valores iniciales sean diferentes. Puede ser también deseable mantener
pequeria la norma Euclidiana de los centros.

2 Iterar hasta que no se observen cambios notables en los centros ¢, o el error < €

a) Muestreo. Extraer una entrada muestra x, que es expresada por un
multivector en el espacio de entrada I. x es ingresado al algoritmo
en la iteracién n

b) Definicion de similaridad. k(x) denota el indice del centro
multivectorial que mejor se asemeje a la entrada x. Encontrar k(x)
en la iteracién n usando el criterio Euclidiano de minima distancia:
k(x) = arg:ninllr(ﬂ) —a(miLk=12,..,m,
donde ci(n) es el centro de la k-ésima funcién radial en la n-ésima
iteracion. Se observa que la dimensién del k-vector x es la misma
que la del k-vector ¢; y en este caso es 4.

¢) Actualizacién. Ajuste de los centros de las funciones de base radial:

{c,,(,.) + plxtn) - cml, if k = k(x),
a(n+1)=
c(m), de otra manera

p es un pardmetro de razon de aprendizajeenelrango0 < p <1
d) Error.

e(n) = Y(n) — L, R(n) (z(m)ci(n)) Ri(m)
e) Actualizacién del vector de rotores.

R.(n +1) = R,(n) + nzn)e(n)

1 €s un pardmetro de razon de aprendizaje en el rango0 < < 1
f) Normalizacién del rotor.

Ver Ecuaciones 4.8,4.9,4.10,4.11,4.12,4.13,4.14, 4.15
) Continuacién. Incrementar n con 1

donde zi(n) € Ry Ri(n), c(n), X{n), Y(n) € Gs.
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donde n es la direccién de la linea y m es el momento.

En este caso, los bivectores para la direccién de la linea y el momento
son calculados usando dos puntos expresados con bivectores x; y x;, que se
encuentran sobre la linea, como sigue:

n = (x2 — x1)
= (x21 — X11)e2e3 + (x22 — x12)ezeq + (x23 — x13)e1€2
= Lpieze3 + Lipese; + Lyseren
47)
m = X3 X X2
= (X12X23 — X13X22)e2e3 + (X13X21 — X11X23)€3€1 + - -+ + (X11X22 — X12X21)€1€2

= Lpiezes + Lypese; + Lierez

Esta representacién de lineas usando niimeros duales es facil de entender y ma-
nipular algebraicamente, y es completamente equivalente a la representacién
en términos de coordenadas de Pliicker. Usando la notacién de corchetes, la
ecuacion de la linea llega a ser L = (0,n) + I(0,m), donde n y m son extendi-
das con bases bivectoriales 3D. Los motores estdn expresados en el AG G3,
(Seccién 2.4.2).

El AG, comparada con el calculo vectorial es més fécil e intuitiva debido
a sus propiedades algebraicas y su representacién mds simple en rotaciones y

Illll

translaciones que tnicamente necesitan el eje de rotacién “I”, el &ngulo 6", y

/ltII

el vector de translaciéon “t”, respectivamente.

GRBF-Ns usando motores

La actualizacién de nuestro modelo implica considerar la translacién
y rotacién de manera compacta [46]. Ahora se usan motores para rotar y
transladar blades de cualquier grado usando ecuaciones simples. Esto es, no
s6lo vectores sino también lineas, planos, y cualesquier otro objeto geométrico
que puede ser representado por un blade puede ser rotado y transladado con
el motor que es estimado por nuestra red. Este esquema usa motores (M)
como pesos en la capa de salida, los cuales son combinados linealmente para
determinar la salida Y delared. X, Y, M, & pertenecen a Q;m.
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Output Layer

Hidden Layer M

Input Layer

Figura 4.2: GRBF-N valuada con motores

Entrenamiento de GRBF-Ns usando motores

De manera similar al entrenamiento de la red definida con rotores, en este
caso, el conjunto de entrenamiento es un par etiquetado X;, Y; que representa
asociaciones de un mapeo dado que puede ser una transformacién geométri-
ca. Dada cierta cantidad de centros, el proceso de aprendizaje adaptivo inicia
cuando el primer par de entrada de entrenamiento es presentado a la red. La
GRBF-N que usa pesos valuados con motores, también usa el algoritmo de
agrupacién de K-Means para determinar los centros de cada funcién Gausiana
de base y una distancia Euclidiana para determinar la proximidad de X; a cada
centro ¢;. El parametro o; es definido de igual manera que para el caso de la
red con rotores. Para determinar M que mejor aproxime los datos de muestra
X;, esta red GRFB-N también usa un método ordinario de minimos cuadra-
dos (LMS) con ciertas modificaciones requeridas por el contexto geométrico.
Nuestro esquema actualiza el M, considerando rotar y transladar el centro ¢;
usando el M; asociado y la salida de la funciéon RBF respectiva. El algoritmo
de agrupacién K-Means y el de LMS proceden concurrentemente con sus pro-
pios célculos individuales como en la versi6n previa. La GRBF-N actualizada
trabaja iterativamente como se indica en el Cuadro 4.2.

Aqui hay un detalle a considerar importante justo después de actualizar
el motor M;(n + 1). El objetivo es ayudar a tener mejores aproximaciones de
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Cuadro 4.2: El método de entrenamiento de una GRBF-N usando motores

Algoritmo Entrena_GRBF-N(/, Y, ¢, p, a, B)
1.  Inicializacion. Selecciona valores aleatorios para los centros iniciales ci(0).
2. Iterar hasta que no se observen cambios notables en los centros i o el error < €
a) Muestreo. Extraer una entrada muestra x, que es expresada por un
multivector en el espacio de entrada I. x es ingresado al algoritmo
en la iteracion n.
b) Definicién de similaridad. k(x) denota el indice del centro
multivectorial que mejor se asimila a la entrada x. Encontrar k(x)
en la iteraciéon n usando el criterio Euclidiano de minima distancia:

k(x) = argmin||x(n) — ()l k= 1,2,...,m,
k

ck(n) es el centro de la k-ésima funcién radial en la iteracién n.
La dimensi6n del k-vector x es la misma que la del k-vector ¢ y
en este caso es 6 porque lo usamos para determinar una linea.
c) Actualizacién. Ajuste de los centros de las funciones de base radial:
sl = cx(n) + plx(n) — c(n)],  if k = k(x),
ck(n), de otra manera
p es un pardmetro de razén de aprendizaje en el rango 0 < p < 1
d) Error.
e(n) = Y(n) — L7, Mi(n)ci(m)Mi(n)
e) Actualizacién del vector de motores.
ETemp = z/(n)e(n)X(n)
Ri(n) = extractRotor(M;(n))
Ti(n) = extractTraslator(M;(n))
Ri(n + 1) = Ri(n) + aETempgotorpart
(Normalizacion del rotor.
Ver Ecuaciones 4.8, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, 4.13, 4.14, 4.15)
Ti(n + 1) = Ti(n) + BETemprrasiatorpart
M;(n+1)=Ti(n+1)Ri(n+1)
i=1,.M
a, B son pardmetros de razén de aprendizaje en el rango 0 <1, <1
f) Continuacién. Incrementar n con 1
donde a, B,zi(n) € Ry Mi(n), ci(n), Xi(n), Yi(n) € G34,-
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la transformacion que se desea calcular. Se sigue el método descrito en [1]. El
motor estimado M; consiste de dos vectores estimados de cuatro dimensiones
R yR®

1 1

A Ri
IR
R'i'
(Y ® 6R.i
o &
Rl

Figura 4.3: Restriccion de ortogonalidad de acuerdo a la Ecuacién 4.10

R'R=1 (4.8)

Considerando la relacion en la ecuacién 4.8, las modificaciones pueden ser
hechas simplemente considerando el rotor unitario en este caso.

x R;

R; = "T," (4.9)
Sin embargo, la restriccién

R'R=0 (4.10)

no es tan simple de satisfacer. Esta nos indica que R debe ser ortogonal al rotor
dual R’. Pero en la practica, el rotor estimado R} usualmente no es ortogonal
al rotor dual estimado R’;. La figura 4.3 sugiere como hacer cumplir esta
restriccion geométrica para modificar la orientacion de R’;. Para realizar esto,
se considera el coseno del dngulo ¢ entre las estimaciones R} y R’;:

(@) B 411
cos e R i
O = IR Al
Esta ecuacion es simplificada usando la ecuacién 4.9 y el rotor unitario R; como
se indica .
R’ R
cos(p) = (4.12)

il
IIR";
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Posteriormente, consideramos la derivacién a partir del rotor ortogonal ideal
R,
D /* D/ N I"r 5
SR} = IR} llcos(@)R; = (R'; Ry)R; (4.13)
Finalmente, se calcula simplemente el rotor ortogonal ideal R/, primero se
calcula el rotor unitario R, ortogonal a R;:
(R’; - 6R})
Ru T (414)
|lR," - OR,'“
entonces se multiplica por el valor absoluto del rotor estimado R*

R = [R/[R, (4.15)

Hemos rotado el vector estimado R;* hasta que sea ortogonal a R;.

Este ajuste también fue considerado en esta versién de la GRBF-N con
el objetivo de tener mejores aproximaciones de la transformacién calculada.
Como podemos observar, esta versién de la GRBF-N también usa el producto
geométrico. Note que (P, X, n) = Y,i; Mi(n)zi(n)ei(n)Mi(n)

4.3. Redes recurrentes valuadas con multivectores

Uno de los motivos principales para disefiar este tipo de redes neu-
ronales, es hacer posible el aprendizaje basado en la experiencia considerando
cambios en el tiempo en un contexto geométrico. Una red estatica puede ser
extendida incluyendo ciclos de retro-alimentacién. A diferencia de las redes
de alimentacién hacia adelante, donde hay una relacién algebraica entre la
entrada y salida, la arquitectura recurrente contiene memoria, es decir, es un
sistema dindmico. La red recurrente contiene la red hacia adelante como un
caso especial y obviamente representa una clase mas general de arquitecturas.

La manera quizas mas fécil de incorporar informacién secuencial o tem-
poral en una situacién de entrenamiento es crear el dominio temporal espacial
y usar una arquitectura de retro-alimentacién hacia adelante. La informacién
disponible que est4 de regreso en el tiempo es insertada ampliando el espa-
cio de entrada de acuerdo al tamano de la “ventana” fija y predeterminada
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X = x(t), x(t = 1), x(t = 2), ..., x(t — w). Esto frecuentemente es llamado linea de
retraso de reuso dado que las entradas son puestas en un contenedor retardado
y discretamente desplazado conforme el tiempo pasa.

Los modelos de redes recurrentes que se han disefiado en esta investi-
gacion determinan sus pardmetros usando multivectores. Se establecen cier-
tos bucles de retro-alimentaciéon que son representados mediante multivec-
tores. Estos bucles pueden ser de tipo global o local. Se puede tener retro-
alimentacién desde las neuronas de salida de la red neuronal a la capa de
entrada o desde las neuronas ocultas de la red a la capa de entrada (retro-
alimentacion global). Estos modelos puedan ser usados como memorias asocia-
tivas o redes de mapeo entrada-salida. Nuestros modelos basicamente estable-
cen una red de mapeo entrada-salida que permita identificar la transformacién
geométrica variante en el tiempo. La red recurrente geométrica responde “tem-
poralmente” a una sefial de entrada (determinada con AG) aplicada de manera
externa.

Esto es titil para el procesamiento de secuencias de objetos geométricos.
Se desea que las neuronas ocultas definan el “estado” de la red. El compor-
tamiento dindmico de una red recurrente clasica en general lo definimos como

x(n+1) = f(x(n),un)) (4.16)
y(n) Cx(n) (4.17)

donde f(-,-) es una funcién no lineal caracterizando la capa oculta, y C es
la matriz de los pesos caracterizando la capa de salida. Se han considerado
aspectos importantes del modelo de la “red recurrente simple” descrita por
Elman, sin embargo, hemos creado nuestros modelos recurrentes actualizando
nuestra GRBF-N valuada con motores (ver Figura 4.4).

4.3.1. Modelos de redes recurrentes geométricas

Nuestros modelos de redes neuronales recurrentes se han implementado
utilizando dlgebra geométrica para disefiar la arquitectura de la red recurrente
creada a partir de nuestra GRBF-N valuada con motores; denominamos a nue-
stro modelo general como “Red Recurrente Geométrica de Funciones de Base
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t(x(n). u(n))

pesos valudados
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Figura 4.4: Red recurrente geométrica simple



4.3. REDES RECURRENTES VALUADAS CON MULTIVECTORES 63

Radial (Recurrent Geometric Radial Basis Function-Network)” (RGRBF-N).
Los pesos en estos modelos estdn definidos con multivectores, especificamente
con motores. La diferencia entre los modelos que se presentan a continuacion,
se encuentra en la conexién para lograr la recurrencia. Creamos la recurrencia
en nuestras redes simplemente retroalimentando la salida de ciertas neuronas
hacia la entrada de otras, ya sea de la misma o diferente capa. La forma de
interconexién entre estas neuronas generan diferentes efectos en las salidas
de las redes recurrentes y esto permite que sean titiles para diferentes tareas.
Los modelos de RGRBF-N usan una representacién interna del tiempo. Esta
propiedad se obtiene ya sea mediante la autoconexién de las neuronas en la
capa de entrada o conectando las salidas de las neuronas de la capa de entrada
u oculta hacia neuronas de otras capas en la red.

La RGRBEF-N Tipo Elman

Este modelo contiene conexiones recurrentes de las neuronas ocultas a
una capa de “unidades de contexto” consistente de retrasos. Estas unidades
de contexto almacenan las salidas de las neuronas ocultas para un paso de
tiempo, y posteriormente son alimentadas nuevamente a la capa de entrada.
Esto permite que las neuronas ocultas tengan algun registro de sus activa-
ciones previas y hace posible que la red realice tareas de aprendizaje que se
extienden a lo largo del tiempo. Las neuronas ocultas también alimentan a las
neuronas de salida que reportan la respuesta de la red al estimulo aplicado
externamente. Debido a la naturaleza de la retroalimentacién alrededor de las
neuronas ocultas, ellas pueden continuar reciclando la informacién a través de
la red sobre multiples pasos temporales, y por lo tanto descubrir representa-
ciones abstractas de tiempo. Basados en el modelo de Elman, pretendemos
reconocer el movimiento de cierto objeto geométrico (una linea) en un flujo
continuo de orientaciones diferentes con la restriccién de que el movimiento
sea suave (Figura 4.5). Este modelo se puede visualizar en la figura 4.6(c),
donde se aprecia que la entrada a la red representa a la linea en su orientacion
actual. La salida representa la mejor estimacién de la red para indicar la siguien-
te orientacién de la linea en la secuencia. El rol de las unidades de contexto es
proveer a la red de una “memoria dindmica” con el fin de codificar la informa-
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s

Figura 4.5: Transformacién geométrica variante en el tiempo de un objeto en
movimiento. M; indica transformaciones rigidas en términos de motores.
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6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

analisis experimental de nuestro trabajo y finalmente el capitulo seis expresa
las conclusiones y trabajo futuro de nuestra investigacién.



Capitulo 2

COMPUTACION GEOMETRICA

La geometria sintética, geometria de coordenadas, nimeros complejos,
cuaterniones, andlisis vectorial y de tensores, dlgebra de matrices, algebra
de Grassmann, algebra de Clifford, dlgebra de Spinors, cinemaética, espacio
de Pliicker y geometria proyectiva poseen conceptos geométricos. Ademas,
existen consecuencias innecesarias de muchos lenguajes como el aprendizaje
redundante, complejidad de acceso al conocimiento, traduccién frecuente, y
mads. Esto es una buena razén para considerar un lenguaje que involucre las
técnicas anteriores para resolver problemas relacionados..

El dlgebra geométrica (AG) es un lenguaje para geometria que explota
el concepto de un vector. Define “multivectores” mediante la combinacién de
representaciones con dimensiones diferentes: escalares, vectores, bi-vectores,
trivectores y k-vectores. Usa dimensiones de las representaciones llamadas
grades. Es adecuada para representar estructuras y desarrollar algoritmos que
se apliquen en ingenieria. Ofrece las herramientas necesarias y de unificaciéon
para expresar geometria y sus relaciones sin la necesidad de cambiar de sistema
matematico o hacer excepciones en casos especiales, esto permite que la comu-
nicacién de las ideas sea mas fécil, lo que da lugar a desarrollar algoritmos de
manera rapida e intuitiva [21]. Ofrece el potencial para realizar optimizaciones
e implementaciones altamente eficientes y se confia que serd competitiva con

métodos clasicos cuando también se adapten algoritmos a sus nuevas capaci-
dades [22].



68 CAPITULO 4. DISENO DE REDES NEURONALES GEOMETRICAS

valores de las unidades ocultas en el tiempo t transformados por un motor
fijo. Estas unidades de contexto por lo tanto proveen a la red de una memoria.
La figura 4.6(c) es un ejemplo de una red recurrente simple geométrica, se
trata de la RGRBF-N, basada en nuestro modelo GRBF-N. Esta disefiada con el
objetivo de que los nuevos modelos basados en este inicial, puedan aprender
un numero ilimitado de secuencias de longitud variable. Se pretende que las
unidades de entrada y salida representen lineas individuales, con las que la
red podria ser entrenada para predecir la préxima linea en una secuencia de
lineas. La naturaleza de estas redes se comprende simplemente refiriendo a
la orientacion de la linea en orden serial (i.e.; Ly, L1, Ly, L3, . . . ) considerando la
definicién de la linea en G5, como lo indica la ecuacién 4.18.

L = Lyes8s+ Lyesei + Ly,eies + Ly ese; + L0485 + Ly, €465 (4.18)

Lieses+ Lesey + Ly v + HLy eo05 + L8581 + Ly t10)

Li = n;+Im;, donde i=1,2,...

Enla figura 4.5 se puede apreciar una secuencia de lineas. Cada secuencia inicia
y termina con una misma linea terminal. Para cualquier otra linea que no sea
la inicial o final, el orden de su orientacién dentro de la secuencia debe ser
coherente con el movimiento suave de la linea. La arquitectura de la red tiene
una neurona de entrada y una neurona de salida, ambas representan lineas en
diferentes orientacién dentro de la secuencia (incluyendo la inicial y terminal).
Se usa una cantidad variante de unidades ocultas (cantidad determinada a
priori, de acuerdo al problema), dependiendo del tamafio de la secuencia,
esa misma cantidad corresponde a unidades de contexto. En trabajos futuros
se pretende que la cantidad de unidades varie incrementalmente de manera
automatizada durante la etapa de entrenamiento.

Ly = (1)*(’263+(0. 1)*eze; +(0 1)*€1€2+(0. 1)*(’481 +(0 1)*(,’4824-(0. 1)*6483 (419)
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Lo = (Drews+ (0.0 e300 +(0.1) seje2 + (0.1) »egey +(0.1) » egez + (0.1) s e4e3 (4.20)
Li = (0.1)ree3+(1)se3e1 +(0.1)»e162 4 (0. 1) »egey + (0.1) =42 + (0.1) » e4e3
L: = (0 1)*ee3+(0.1)se3e + (1) 2162+ (0. 1) 2 e4ey + (0.1) #0302 + (0.1) = e4e3
L: = (0.D=ees+(0.1)>c3e1 + (0. D) v erez + (1) v egey +(0.1) » egex + (0.1) = e4e3

L = (0.1)>e2e3+(0.1)*e3e) + (0. 1) =162 + (0.1) = e4¢7 ~ (1) > ege2 + (0. 1) * ege3
Ls = (0.1)+exe3+(0.1) 2 e3e) + (0. 1) + 162 + (0.1) = e4eq + (0.1) » e4e2 + (1) * €463

De este modo, podemos representar la linea terminal con 1’s y 0’s (valor muy
pequeno). La ecuacion 4.19 corresponde a la linea terminal. De manera que
la secuencia podria ser dada por la ecuacién 4.20. El entrenamiento de la red
para una secuencia de lineas en particular, implica varios pasos, el niumero
de éstos depende de la longitud de la secuencia. Al inicio del entrenamiento,
las activaciones de las unidades de contexto se determinan como lo indica la
ecuacion 4.21. La linea terminal es primero presentada a las unidades de entra-
da v la red predice el sucesor. El error (la diferencia entre el sucesor predicho
v el real especificado por la secuencia de entrenamiento) es determinado y
considerado para el reajuste de los motores (pesos). Las unidades de contexto
reciben una copia de las activaciones de las unidades ocultas, y la proxima
linea en la secuencia de entrenamiento (la cual fue el objetivo para la unidad
de salida del primer paso del entrenamiento) es presentada a la unidad de
entrada. El entrenamiento continua de este modo hasta que otra instancia de
la linea terminal es alcanzada.

L. =0.5~e63+0.5%e36; +0.5+e16: + 0.5%e36; + 0.5 ¢ e46- + 0.5 s e4e3 (4.21)

De manera similar a los previos modelos, el conjunto de entrenamiento es
una secuencia de lineas orientadas de manera diferente, representando un
movimiento suave. X, Y; representa el mapeo de un par de estas lineas den-
tro de la secuencia en un tiempo determinado. Dado el nimero de centros,
el proceso de aprendizaje adaptivo inicia cuando el primer par de entrada
de entrenamiento es presentado a la red. La RGRBF-N usa el algoritmo de
K-Means para determinar los centros de cada funcién Gausiana base y la dis-
tancia Euclidiana para indicar la proximidad de X, y de cada salida L; de las
unidades de contexto, a cada centro ¢;. Cada neurona oculta tiene una funcién



70 CAPITULO 4 DISENO DE REDES NEURONALFES GEOMETRICAS

de activaaon asodada que genera una linea, la cuzl es transformada por un
motor v nuevamente es comparada con los centros de la misma manera que
las entradas  la red. Es aqui donde aparece la recurrenda. El parametro 5. es
definido para cada unidad Gausiana v es igual a2 la distanda mixima entre
los centros. Para determinar M que mejor aproxime el mapeo entre X. v Y, la
RGRFB-N usa un método de minimos cuadrades ordinanio (LMS) que puede
trabajar con objetos v operadores geométricos para el entrenamiento. Nuestro
esquema actualiza X considerando la rotacién v traslacion del centro ., esto se
realiza usando el M asodado (peso) a ¢. v la salida respectiva de la funcién de
base radial. Como es posible observar, el algoritmo de agrupacion K-Means vel
algoritmo LM S proceden con sus propios cGilkculos individuales de una manera
concurrente, lo cual acelera el proceso de entrenamiento. Nuestra RGRBF-N
trabaja iterativamente como se muesira en el Cuadro 43.

Se aclara que en el algoritmo presentado en el Cuadro 4.3, se usa unica-
mente el rotor del motor, es dedr, la trasladdn 2un no se contempla, sin em-
bargo se ha ceado la estructura con motores considerando el trabajo a futuro
de construir una arquitectura recurrente considerando Lz traslacion v rotaciéon
al mismo tiempo medizante motores.

La RGRBF-N basada en la autoconexion

L2 autoconexion de neuronas en la capa de entrada da a la red geométni-
ca recurrente un caracter dindmico con la simplicidad del proceso de entre-
namiento (Figura 4.10(a)). Esta autoconexion ha sido usada en un perceptron
multicapa (MLP) v en una red recurrente RBF valuada con reales [47, 2]. La
mavor desventaja del MLP es Iz complejidad de su proceso de entrenamiento.
En nuestro trabajo. el ajuste de pardmetros es un tema importante v se enmarca
en el contexte geométrico dado que la informacion de entrada estd definida en
AG. La flexibilidad del proceso de entrenamiento de la RGRBF-N representa
una ventaja importante de nuestras arquitecturas.
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Cuadro 4.3: El método de entrenamiento de una RGRBF-N tipo Elman

Algoritmo Entrena_RGRBF-N(I, Y, €, p, 1))
Para cada secuencia de entrenamiento, realizar los pasos del 1 al 2.
1.1 Inicializacién. Selecciona valores aleatorios para los centros iniciales cy(0);
la tinica restriccion es que estos valores iniciales sean diferentes. Puede ser
también deseable mantener pequena la norma Euclidiana de los centros.
1.2 Determinar las activaciones de las unidades de contexto (Ecuacién 4.21).
2. lterar hasta que no se observen cambios notables en los centros ¢, o el error < € 0
encontrar la segunda instancia de la linea terminal.
a) Muestreo. Extraer una entrada muestra x (linca), que es expresada por un
multivector en el espacio de entrada /. x es ingresado al algoritmo mediante
la neurona de entrada en la iteracion n.
La linea | resulta de aplicar el motor a la linea resultante de una neurona oculta
en la iteracion n. Se guarda en las unidades de contexto y se alimenta a la red.
b) Presentar el sucesor (linea) a la unidad de salida como respuesta deseada.
Calcular el sucesor predicho por la red recurrente
¢) Definicién de similaridad. k(x) denota el indice del centro
multivectorial que mejor se asemeje a la entrada x. Las lfneas 1 de las neuronas
recurrentes también se comparan a los centros. Encontrar k(x)
en la iteracion n usando el criterio Euclidiano de minima distancia:
k(x) = argmin|lr(n) = ci(mll.k = 1,2,..,m,
k

donde c;(n) es el centro de la k-ésima funcién radial en la n-ésima
iteracion. r(n) € {x(n),1(n)). Se observa que la dimension del k-vector x es la misma
que la del k-vector ¢; y en este caso es 8.

d) Actualizacion. Ajuste de los centros de las funciones de base radial:

c(n) + plr(n) — a(n)],  if k = k(x),

c(n), de otra manera

ca(n+1)=

p es un pardmetro de razén de aprendizaje en el rango 0 < p < 1.
Determinar el error y actualizar los motores (pesos)
¢) Error.
en)=Ym) =X, M,(n)(:,(n)c,(n))[\?,(n).
f) Actualizacion del vector de motores.
ETemp = z,(m)e()X (1)
R,(n) = extractRotor(M,(n))
T,(n) = extractTraslator(M;(n))
R,(n + 1) = R,(n) + aETempgotorpan
T,(n + 1) = T,(n) + BETemprradarorpan
Mn+1)=T,(n+ 1)Ri(n+1)
i=1.M
(Normalizacion del rotor. Ver Ecuaciones 4.8,49,4.10,4.11, 4.12, 4.13, 4.14, 4.15)
a, f son pardmetros de razon de aprendizaje en el rango 0 < 1), f < 1.
g) Continuacion. Incrementar i con 1.
h) Probar la condicion de parada:
Si la linea objetivo es igual a la segunda instancia
de la linca terminal, entonces
Parar
De otro modo,
Copiar las activaciones de las unidades ocultas
a las unidades de contexto y continuar con el paso a)

L donde z/(n) € M y M,(n), I(n), c.(n), X.(n), Yi(n) € Gi.
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El efecto de la autoconexién

Cada neurona de la capa de entrada realiza una suma en el instante t entre
suentrada L; y su salida del instante previo (t—1) que ha sido transformada por
el motor (peso) de la autoconexién wj;. Su salida es el resultado de la funcién
de activacion:

W,','X,'(t - 1) + L,' (422)
f(ai(t)) (4.23)

1]

a;(t)
x;(t)

donde a;(t) y x;(t) son respectivamente la activacion y la salida de la neurona i
en el tiempo t, f representa la funcién de activacién de la neurona geométrica i
que se basa en la funcién sigmoide. Y w;; es el motor (peso) de la autoconexién
de la neurona i. Para estudiar el efecto de la autoconexiéon de cada neurona,
se considera la entrada L; = 0 y la salida de la neurona x;(t) = 1. La neurona
evolucionara por lo tanto, sin la influencia de la entrada externa (L; = 0) [47].
La evolucién con respecto al tiempo de la neurona de salida esta dada por la
funcién multivectorial que se define con la funcién ():

_ 1= expM(=k(wiix(t — 1)w;))
1+ expM(—k(w;ix(t — 1)wy))

x;(t) (4.24)

El diagrama de la figura 4.8 muestra la evolucién de la salida de la neurona en

Al - _ |
— > ——————— — i

Xt d)— — _"-‘mi‘-"
42} )
\!

/

Figura 4.8: El efecto de la autoconexién en la evolucién del estado neuronal [2]



4.3. REDES RECURRENTES VALUADAS CON MULTIVECTORES

73

1(t1)

fO)

(1)

Funcion de
activacion

Figura 4.9: Neurona geométrica recurrente.

el tiempo considerando el caso valuado con niimeros reales (Ecuacién 4.25, la

funcién exp() es valuada con reales). Esta evolucion depende del gradiente de
A'y también del valor del pardmetro k de la funcién de activacién. La funcién
de activacion de las neuronas recurrentes (Figura 4.9) recibe un multivector

que representa la suma de dos lineas L, y L, como lo indica la ecuacién 4.26.

Se obtiene una linea L,

x;i(t)

f(L.)
f(n. + Im,)
f(n. + I(t. A n,))

1 — exp(—kw;ix(t — 1))

-3 exp(—kw;x(t — 1))

f(w;L, + L)
f((n, + w;i(Im,)) + (n, + Imy))
f((n, + w;I(t; A ng)) + (ny, + I(ty A ny)))

Entonces, podremos calcular n, y m,

_Ny+ny
Ina+nb|

n

m, =t An,

Pero para calcular t., se considera

mC

t. A n,

t. An,

t. An.-n.

tc

m, + m,

wii(m, - n,) + (my - ny)

wii(my - n,) + (my - ny)

wii((ta A Mg) - ng) + ((t A Mp) - )
Wjit, + by

(4.25)

(4.26)

4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)
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El algoritmo de entrenamiento usado para este modelo de red RGRBF-N, es
muy similar al algoritmo previamente presentado, también involucra concep-
tos geométricos al momento de ajustar los motores (pesos) de la red. Este algo-
ritmo permite trabajar con elementos definidos en el lenguaje del AG. La tinica
diferencia es que considera en cada tiempo de entrenamiento a la secucncia
completa con el objetivo de asociarla a un elemento geométrico determinado.,

Entrenamiento de la RGRBF-N basada en la autoconexion

Este modelo recurrente geométrico acepta la secuencia de lfneas com-
pleta en cada instante de tiempo, por lo que ¢l modelo es de tipo MIMO
(Figura 4.10(c)). La red relaciona el conjunto de lineas y sus diversas instancias
en diferentes instantes de tiempo, mediante la recurrencia entre las neuronas
ocultas y de entrada en la red, Al final, la sccuencia de lineas es asociada
con un elemento geométrico que se encuentra en la salida. El modelo ha sido
disefiado para aprender patrones variantes en el tiempo o secuenciales. Nuc-
vamente trabajamos con secuencias de lfneas, El algoritmo puede reconocer
secuencias de lfneas. Con ajustes adecuados, los algoritmos podrfan ser utiles
para cualquier problema que implique secuencias de clementos geométricos.
Cada unidad de entrada recibe informacion de la orientacion de una lfnea y
se combina con la informacién de la salida de la funcién de activacion de cada
neurona autoconectada. La salida de la red ¢s comparada con la salida deseada
y se usa el error para incrementalmente ajustar los motores que determinan
los pesos. Las conexiones recurrentes hacia la misma neurona determinan un
motor (Ecuacién 4.31) cuyos elementos estdn todos definidos como lo indica la
Ecuacion 4.32 y no son reajustables, La estrategia para determinar los valores
de los coeficientes depende del problema y reficre a un trabajo experimental
y empfrico. En el préximo paso en el tiempo f + 1 la sccuencia de lineas en
la entrada evoluciona en el tiempo (¢s muy parecida a la del tiempo ). Fista
ver las unidades de contexto son las mismas que las que reciben los datos
de entrada. Estas unidades de contexto por lo tanto proveen a la red de una
memoria. Se inicializan los coeficientes del motor con un valor igual para cje-
cutar el algoritmo de aprendizaje. Evidentemente, al finalizar el algoritmo, e]

motor tendra diferentes valores en sus coeficientes.
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() (d)

Figura 4.10: Redes geométricas recurrentes RBF. MIMO. Las entradas y salidas
son lineas L, y L.
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M = T,R; = (ag + a1 * e2e3 + a3 * €35 + a3 * €261) + I (by + by * €2e3 + by + e3e + bz *eze1)  (4.31)
M, = (08 + 0.8*(,’283 +0.8 * 0367 + 0.8*8261)+I(0.8 +0.8*ee3 + 0.8 * €367 +0.8 *eze]) (4.32)

La figura 4.10(c) muestra que el modelo estd basado en la red GRBF-N.
Estd disefiada con el objetivo de que al aplicar mejoras al modelo, pueda
aprender un ntimero ilimitado de secuencias de longitud variable, donde cada
secuencia se asocia a un elemento geométrico determinado en la salida de
la red. Las entradas definen una secuencia de lineas y la salida el elemento
geométrico asociado (una linea) a esa secuencia. Este tipo de red recurrente
permite asociar una secuencia de lineas variante en el tiempo a otra entidad
definida por un multivector (en este caso es otra linea). La arquitectura de
la red tiene tantas neurona de entrada como lineas existen en una secuencia
y una neurona de salida (para el elemento geométrico asociado). En nuestra
investigacion, las neuronas de entrada y salida representan lineas en diferentes
orientacién. Se usa una cantidad variante de unidades ocultas, dependiendo
del tamario de la secuencia. Las lineas se encuentran definidas también con 1’s
6 0’s (valor muy pequefio). La inicializacién de las lineas se hace de manera que
todos los coeficientes tienen el mismo valor, asi entonces comienza el proceso
de aprendizaje. De manera que la secuencia puede ser el patrén que indica la
Ecuacién 4.33.

Ly = (1)*exe3+ (0.1)*ezeq +(0.1) #e1ex + (0.1) * egeq + (0.1) *egex + (0. 1) * e4e3 (4.33)

Li = (0.1)*eoe3 + (1) *ese; +(0.1) »ejep + (0. 1) * egeq + (0.1) * egex + (0. 1) * e4e3
L, = (0.1)*e2e3 +(0.1) xeze; + (1) *e1e2 + (0.1) # eqeq + (0.1) * egex + (0.1) * e4e3
Ly = (0.1)*cpe3+(0.1) *esey + (0.1) eyex + (1) * egeq + (0.1) * egez + (0. 1) * ege3
Ly = (0.1)*c2e3+(0.1) *e3e; +(0.1) xerea + (0.1) eqe; + (1) * eqer + (0.1) * eqe3
Ls = (0.1)*ce3 + (0.1) *e3ey + (0.1) »eqep + (0. 1) * egeq + (0.1) * esex + (1) * ege3

Al inicio del entrenamiento, las activaciones de las unidades de contexto se
determinan como la Ecuacién 4.34 lo indica. El valor de los coeficientes se
determina de acuerdo al problema. En este caso se usa un valor especifico
de acuerdo a un anélisis experimental y empirico. Esta estrategia consiste en
determinar los valores de los coeficientes de los motores de la red geométrica,
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de acuerdo al problema. Basicamente, tales valores se ajustan considerando
los resultados del algoritmo dependiendo del problema especifico. Para todos
nuestros modelos, un trabajo a futuro serd aplicar técnicas de ajustes a estos
valores, que sean inherentes al proceso de entrenamiento. La red entrenada
podra asociar a la secuencia de lineas en un tiempo f con otra linea dado que la
red recibe en el entrenamiento a la misma secuencia de lineas pero en diferentes
tiempos de manera que las autoconexiones son las que permiten mantener en
memoria las secuencias previas. El error (la diferencia entre la salida delared y
el valor deseado) es determinado y considerado para el reajuste de los motores
(pesos). Las unidades que reciben los datos de entrada reciben los resultados
(lineas) de sus propias funciones de activacién transformadas mediante el
motor fijo w; determinado por la autoconexién de las neuronas de entrada.

L, = (0.5)*eze3+(0.5)*eze; + (0. 5)*€1€2+(0. 5)*e4eq +(0 5)*€4€2+(0. 5)*8483 (4.34)

El conjunto de entrenamiento es un par etiquetado S;, Y; que representa asocia-
ciones de un mapeo dado, entre una secuencia de lineas S; (determinada por
lineas) y una linea que se encuentra en la neurona de salida. Dado el niimero
de centros, el proceso de aprendizaje adaptivo inicia cuando el primer par de
entrada de entrenamiento es presentado a la red. La RGRBF-N usa el algoritmo
de K-Means para determinar los centros de cada funcién gausiana base y la dis-
tancia Euclidiana para indicar la proximidad de la linea /;, de la secuencia S;, a
cada centro ;. Las neuronas de entrada reciben los datos externos (lineas) y las
salidas de sus funciones de activacién mediante sus autoconexiones (Ecuacion
4.26). El parametro o; es definido para cada unidad Gausiana y es igual a la
distancia maxima entre los centros. Con el objetivo de determinar M que mejor
aproxime el mapeo entre los elementos de S; y Y;, nuestro modelo de RGRBF-
N usa un método de minimos cuadrados ordinario (LMS) que puede trabajar
con objetos y operadores geométricos para el entrenamiento. Este esquema
actualiza M considerando la rotacién y traslacion del centro ¢;, esto se realiza
usando el M; asociado (peso) a ¢; y la salida respectiva de la funcién de base
radial. Se observa que el algoritmo de agrupacion K-Means y el algoritmo LMS
proceden con sus propios calculos individuales de una manera concurrente, lo
cual acelera el proceso de entrenamiento. Nuestro modelo de RGRBF-N trabaja
iterativamente como se describe en el Cuadro 4.4.



78

CAPITULO 4. DISENO DE REDES NEURONALES GEOMETRICAS

Cuadro 4.4: El método de entrenamiento de una RGRBF-N basada en la auto-
conexién

Algoritmo Entrena_RGRBF-N(/, Y, ¢, p, )
1.1 Inicializacién. Selecciona valores aleatorios para los centros iniciales cx(0);
la tinica restriccién es que estos valores iniciales sean diferentes. Puede ser
también deseable mantener pequefia la norma Euclidiana de los centros.
1.2 Determinar las activaciones de las unidades de contexto como lo indica la ecuacién 4.34.
2. Iterar hasta que no se observen cambios notables en los centros ¢, o el error < € 0
encontrar la segunda instancia de la linea terminal.
a) Muestreo. Determinar la muestra de la secuencia de entrada S (conjunto de lineas),
que es expresada por un conjunto de multivectores en el espacio de entrada I.
S es ingresada al algoritmo mediante las neuronas de entrada (lineas) en la iteracién n
b) Determinar la salida de las funciones de activacién de cada neurona considerando
las autoconexiones y las lineas que determinan S.
Tales salidas /(1) se alimentan hacia la estructura de la red.
¢) Definicion de similaridad. k(x) denota el indice del centro
multivectorial que mejor se asemeje a la entrada 1(n). Encontrar k(x)
en la iteracién 1 usando el criterio Euclidiano de minima distancia:
k(x) = argmin||l(n) — cx(n)ll, k = 1,2, ..., m,
k

donde ¢,(n) es el centro de la k-ésima funcién radial en la n-ésima
iteracion. Se observa que la dimensién del k-vector /(1) es la misma
que la del k-vector c; y en este caso es 6.

d) Actualizacion. Ajuste de los centros de las funciones de base radial:

ck(n) + pll(n) — c(n)], ifk = k(x),
an+1)=
ck(n), de otra manera

p es un pardmetro de razén de aprendizaje en el rango 0 < p < 1
Determinar el error y actualizar los motores (pesos)
d) Error.
e(n) = Y(n) = L, Mi(n) (2 (n)c,(1)) Mi(n)
e) Actualizacion del vector de motores.
ETemp = zi(n)e(n)X(n)
R,(n) = extractRotor(M,(n))
T,(n) = extractTraslator(M;(n))
Ri(n + 1) = Ri(n) + aETempgotorpart
T,(n + 1) = T(n) + BETemprasiatorpan
Mi(n+1)=Ti(n+1R(n+1)
i=1,.M
(Normalizacién del rotor. Ver Ecuaciones 4.8, 4.9, 4.10,4.11, 4.12, 4.13, 4.14, 4.15)
a, B son pardmetros de razon de aprendizaje en el rango 0 < 1, < 1
f) Continuacién. Incrementar n con 1

donde z,(n) € M y M,(n), c,(n), Li(n), Y,(n) € Gs.




Capitulo 5

ANALISIS EXPERIMENTAL

Mucho del poder de esta dlgebra radica en la manera en que es capaz de
tratar con rotaciones mediante elementos llamados “rotores” En robética se
trabaja mucho con movimientos de cuerpos rigidos ligados, y es claro entonces
que una buena descripcién de rotaciones, translaciones y rotaciones relativas
es esencial. Ademas de que un AG de 3D da muchas ventajas sobre otros
sistemas, las rotaciones y translaciones son operaciones fundamentalmente
diferentes en el algebra. La primera versién de nuestra red neuronal trabaja
usando rotores como sus pesos. Los experimentos se han realizado usando
secuencias de imagenes obtenidas con un sistema estéreo. Podemos observar
la evolucion del aprendizaje que realiza nuestra primera versién de la GRBF-
N. Usamos las orientaciones de conjuntos de lineas y planos. Este algoritmo
es un enfoque prometedor para aplicaciones de neurocomputacién donde se
requieran considerar aspectos geométricos.

Los modelos de redes neuronales artificiales, como una extensién nat-
ural, estdn basadas en las propiedades de aproximacién de funciones de las
redes neuronales estaticas y son limitadas por el tiempo de pertenencia a un
conjunto cerrado. Los pesos de la red neuronal son adaptados en linea para
minimizar el error de identificacion. Recordemos que las redes neuronales
pueden ser estaticas (feedforward) o dindmicas (recurrentes o diferenciales). La
mayoria de las redes neuronales estaticas son implementadas para la aproxi-
macién de funciones no lineales. La principal desventaja de estas redes es que

79
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la actualizacion de los pesos no utiliza alguna informacién sobre la estruc-
tura temporal de datos locales y la aproximacién de la funcién es sensible a
los datos de entrenamiento. Las redes dindmicas pueden satisfactoriamente
superar esta desventaja asi como presentar comportamiento adecuado en la
presencia de dindmicas no modeladas, porque su estructura incorpora retroal-
imentaci6n. Tienen capacidades de representaciéon poderosas. Se usan redes
neuronales dindmicas multicapa que contienen adicionales capas ocultas para
mejorar las capacidades de aproximacion; son como perceptrones multicapa
combinados con operadores dindmicos. Cuando una red neuronal RBF es us-
ada para clasificacién, se resuelve este problema transformandolo dentro de
un espacio de alta dimensién. La justificacién para hacerlo estd dado por el
toerema de Cover [28], que establece que un problema de clasificacién es més
probable a ser separable linealmente en un espacio de alta dimensién que en
uno de baja dimensién.

La otra justificacién tedrica es la teoria de regularizacion para la solu-
ciéon de problemas mal planteados (ill posed problems). Para los problemas de
aproximacion, la idea bésica es estabilizar la solucién por medio de un aux-
iliar no negativo funcional que incorpora informacién previa, y por lo tanto
transforma un problema mal planteado en uno bien plateado.

Un enfoque comun para codificar informacién temporal usando redes
neuronales estaticas es incluir entradas y salidas de retardo. Pero esta repre-
sentacion es limitada, dado que puede tnicamente codificar un nimero finito
de previas salidas medidas y entradas impuestas; por otra parte, tiende a
requerir prohibitivamente largas cantidades de memoria, lo que dificulta su
uso para casi todos los sistemas dindmicos de orden relativamente bajo. Co-
mo una alternativa prometedora y eficiente, la comunidad de investigacién
internacional ha estado explorando el uso de redes neuronales dindmicas y
recurrentes. Estas ltimas se distinguen de las estdticas en que tienen al menos
un ciclo de retroalimentacién. Los bucles de retroalimentacién implican el uso,
para tiempo discreto, de ramificaciones compuestas de elementos de retraso
unitarios denotados por ¢! tal que: u(k — 1) = g 'u(k), con k indicando la
muestra k-ésima en el tiempo. Los bucles de retroalimentacion resultan en un
comportamiento dindmico no lineal debido a la funcién de activacién no lineal



3.1. LA GRBF-N CONSTRUIDA CON ROTORES 81

de las neuronas. Asi que el término de red neuronal dindmica describe mejor
esta estructura de redes neuronales: las redes neuronales dinamicas. Este tipo
de redes permite un mejor entendimiento de estructuras bioldgicas y pueden
ofrecer también grandes ventajas computacionales. Una arquitectura estatica
y una dinidmica son equivalentes, pero desde el punto de vista computacional,
un sisterna con retroalimentadidn es equivalente a una estructura de datos
larga, posiblemente infinita y estatica.

5.1. La GRBEF-N construida con rotores

Debido al nirido en visidn robética, nos concentramos en experimentos
con lineas y planos observados para hacer un seguimiento de 1a relacion espa-
cial entre estas entidades geométricas. En esta primera version de l1a red new-
ronal, nos limitaremos a considerar tinicamente la transformacion de rotacion.
Los préximos experimentos muestran gue trabajando con GRBF-N, es posi-
ble detectar rotaciones entre lineas y entre planos. En esta propnesta se nsan
puede ser representada usando un bivector y esto también es verdad para la
orientacion del plano. Se consideran dos puntos, p and q, para calcular 1a di-
Teccién n. Es posible usar restra GRBF-N para encontrar la rotacion entre dos
orientaciones de Hneas y dos orientaciones de planos (Figura 5.4). Tenemos
el plan de que mediante entrenamiento simultineo, construimos Tm comjunto
de dos GRBF-Ns como se muestra en 1a figura 5.4. Los pares de entrada (para
entrenamiento y prueba) de orientaciones de lineas y planos fueron genera-
dos nsando un disco con marcas distribuidas uniformemente {con distancias
pequefias entre ellos en tna zona de 2 cnr?), las coales representan un pun-
to de los dos necesitados para construir la linea mientras gue €l otro punto
(origen) fue fijado. Mediante el cambio de un punto, generamos un LOMjuNto
de orientaciones que estan en diferente posicién en €l espacio en 3D (Figura
5.1). De este modo tenemos un conjunto de orientaciones de Yineas. De manera
similar, generamos un conjunto de orientaciones de plano. Estas orientaciones
constituyen €l conjunto de entrenamiento de ambas redes. Deseamos mostrar
que TIuestro esquema es im bloque de computo gue puede ser usado €n In
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Figura 5.1: Conjuntos de orientaciones de lineas y planos.

sistema que puede ayudarnos a determinar otro tipo de transformaciones mas
complicadas (Figura 5.9). Para generar los conjuntos de prueba se procedi6 de
manera similar. Como lo muestra la figura 5.2, la red GRBF-N aproxima el
mapeo entre n; y n’;. Usamos estos conjuntos de datos para entrenar y probar
la GRBF-N. La figura 5.2 muestra el error entre el rotor calculado y el verdadero.
Aunque no contamos hasta el momento con un andlisis de convergencia, nue-
stros experimentos practicos nos indican que esto es verdad ya que se alcanza
la orientacién objetivo de manera satisfactoria (Figura 5.7). Esto muestra que
el rotor converge al valor esperado. Un resultado similar puede ser observado
en la figura 5.3 para la aproximacién del mapeo entre u; y U’; usando una
segunda GRBF-N. Note que en estos experimentos estamos usando bivectores
para expresar la direccién de la linea n; y la orientacién del plano u;. También,
los rotores (que son los pesos del modelo) estdn expresados con bivectores.
Usamos los valores n = 0.9, p = 0.05 en la primeraredy n = 0.6, p = 0.1
en la segunda; en ambos casos fue suficiente usar tres centroides (neuronas
ocultas), una neurona de entrada y una més en la salida. Las figuras 5.2y 5.3
muestran que la GRBF-N es capaz de aproximar la transformacion requerida
para lograr la orientacién objetivo a partir de una orientacién inicial. A través
de ellas, se puede observar que al principio, la red desconoce completamente
la transformacién entre la orientacion de entrada y la orientacién de salida.
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3 T

Figura 5.2: Aproximacién de la transformacion entre las orientaciones de las
lineas n; y n’;. Evolucién del vector de rotores (arriba). Error en la salida
durante el proceso de aprendizaje (abajo). Las salidas son expresadas como
X = xeie; + yeses + zeze;

Sin embargo, mientras méas pares de orientaciones son alimentados a la red,
ésta puede aproximar de manera més precisa la rotacién verdadera entre las
entidades geométricas que se mueven suavemente. En robética, el grado de
precisién que se tiene es suficientemente 1til para guiar a un robot. Hemos
mostrado como la GRBF-N puede ayudar a aproximar la verdadera trans-
formaci6n entre ciertas entidades geométricas. Nuestro esquema converge de
tal manera que usando diferentes orientaciones de entrenamiento y prueba,
obtenemos un error de 0.0740 en la primera red y 0.0627 en la segunda. Este
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Iteration

Figura 5.3: Aproximacién de la transformacién entre las orientaciones de
planos u; y u’;. Error en la salida durante el proceso de aprendizaje (abajo). Las
salidas son expresadas como X = xeje; + yees + zese;

error es definido usando un promedio de los errores entre la distancia Eu-
clidiana entre las orientaciones objetivo y las orientaciones calculadas por la
GRBEF-N. Esto indica que nuestro esquema trabaja bien.

En otro experimento, nuevamente obtuvimos datos a partir de un sistema
de vision estéreo (Figura 5.5). Tenemos objetos cuyo eje de rotacion estd marca-
do por dos puntos coloreados bien distruibuidos. Con técnicas de visién, estos
dos puntos son identificados en espacio 3D y entonces se calcula la orientacién
del objeto. Tenemos que I es la orientacién de un objeto y O la orientacién
de otro objeto (o el mismo) y son expresadas usando multivectors de cuatro
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Figura 5.4: El conjunto de GRBF-Ns.

Figura 5.5: Sistema de vision estéreo.
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dimensiones. Entonces se construyen pares de entrada (para el entrenamiento
y prueba) tGnicamente perturbando con ruido Gaussiano la orientaci6n I para
determinar X; y de la misma manera afectando O para determinar Y; (Figura
5.9). Usamos estos conjuntos de datos para entrenar y probar la GRBF-N. La
figura 5.6 (arriba) muestra que los valores de los rotores convergen a un valor
esperado y esto también se observa en la figura 5.6 (abajo) donde se muestra
que las salidas de la GRBF-N estdan muy cerca de los valores deseados. En
estos experimentos estamos usando multivectores de cuatro dimensiones para
expresar las orientaciones de los objetos (planos) y rotores. Usamos los valores
n = 0.1p = 0.3, tres centroides fueron suficientes, una entrada y una salida. La

11
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Figura 5.6: Evoluci6n del rotor (arriba). Error en la salida durante el proceso
de aprendizaje (abajo).
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figura 5.7 muestra como nuestra red estima la transformacién necesitada para
lograr la orientacién objetivo a partir de una inicial, en estas figuras podemos
apreciar ambas orientaciones. Nuevamente, se observa que al inicio, la salida
de la red esta lejos de la orientacién deseada. Conforme la GRBF-N aprende,
su salida es més cercana al objetivo deseado. También, nuestro esquema con-
verge en este experimento de manera que usando diferentes muestras de los
datos de prueba se obtiene un error de 0.039, el cual esta definido usando un
promedio de la distancia Euclidiana entre las orientaciones objetivo y las sal-
idas de la GRBF-N que también son orientaciones. También observamos que
nuestro esquema trabaja bien en este experimento. La figura 5.9 ilustra que la
GRBF-N es til para definir un movimiento méas complicado construyendo un
conjunto de bloques para aprender una transformacién especifica de manera
que la GRBF-N i aprende la transformacién i (que puede ser expresada por un
motor M, un rotor T o un traslador T).

El AG ayuda aqui también para expresar las entidades geométricas como
circulos, esferas, planos, etc., de tal manera que podamos tener transforma-
ciones entre orientaciones de diferentes tipos de entidades geométricas expre-
sadas usando multivectores. Esto puede ser usado para indicar a un robot
cudles son las transformaciones necesarias, para mover partes de sus brazos
y piernas con base en datos geométricos obtenidos con un sistema de visién.
Usando un equipo de cémputo poderoso y cimaras externas al robot es posible
lograr esta estructura y el robot conocera en tiempo real la transformacién a
aplicar para mover una parte de su brazos o pierna.

Los movimientos del brazo se expresan mediante transformaciones que
son determinadas con motores del tipo expresado en Ecuacién 2.50, de igual
manera se determinan las transformaciones del objeto observado (que puede
ser un tablero de ajedrez) con respecto al sistema de coordenadas de la cdimara
(Figura 5.8).

Esto permite, conocer el eje del rotor de una manera sencilla mendiante
el procedimiento siguiente.

De la ecuacién 2.38, tenemos que
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(a) Tiempo ¢ (b) Tiempo t +1 (c) Tiempo ¢ +2

(d) Tiempo t+3 (e) Tiempo ¢t + 4 (f) Tiempo t +5

Figura 5.7: Salida de la GRBF-N durante el proceso de aprendizaje. Evoluci6n
del posicionamiento: la flecha gris indica el vector de orientacién de entrada
y la flecha blanca el de referencia. La flecha azul describe la aproximacién
gradual de la salida de la red neuronal al objetivo.

R — acos (¢
—(2) = l (5_1)
sen (%)
donde R es el rotor R;. Se usa el dlgebra de motores Gy, ;.

De esta manera conocemos los pares de lineas en cada movimiento del
brazo del robot, en un tiempo ¢, se tiene la linea que representa el eje del rotor
trasladado correspondiente a la transformacién que permite el movimiento del
brazo, la otra linea es aquella que corresponde al rotor trasladado que expresa
la transformaci6n del tablero de ajedrez con respecto al sistema de coordenadas
de la cdmara. Como se puede observar, en esta etapa no es necesario conocer
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Figura 5.8: Brazo robot con sistema estéreo.

el traslador T; para obtener el eje del rotor, solamente se conoce el T, que
traslada el rotor en el origen R a una una direccén determinada por ¢.. Este
rotor R, expresa una rotacién general (Ecuacién 2.52). De tal manera que s6lo
requerimos R; para calcular su eje.

Es posible determinar un conjunto de lineas a partir de los movimien-
tos (transformaciones) representados por motores. Cada movimiento de la
cadmara y brazo, es expresado mediante un motor de tal manera que en cada
movimiento se genera un par de motores y por lo tanto un par de lineas.

Con estos pares de lineas construimos el conjunto de entrenamiento y lo
proporcionamos a la red geométrica para encontrar la transformacién faltante.

La red geométrica suministra un motor M como resultado, este motor
se obtiene de sus pesos geométricos. Para saber que tan buena es la transfor-
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macién calculada, se compara con los métodos clasicos. El motor entonces en
términos practicos se convierte en una matriz homogénea y ésta es usada en
matlab para dar un error. El motor encontrado es la transformacién X que se
desea conocer entre las lineas que son los ejes de los rotores de las transforma-
ciones tanto en el sistema de coordenadas de la cAmara como en el sistema de
coordenadas del robot. Como se explica en seccién 5.2.1, esta ecuacién no lineal
es conocida como aquella que describe el problema de calibracién mano-ojo
(hand-eye calibration) en robética.

En esta conversion entre matrices y motores, se considera la definicién
M = TR porque de aqui es posible obtener el traslador T y el rotor R;. Recordar
que R, = TCRﬁ, 0 sea, una rotacién general. Ademas T aplica una traslacion
en direccién del eje del rotor R;. El R; es un motor degenerado porque s6lo
determina una rotacién general, se ha trasladado un rotor desde el origen.
El procedimiento para calcular el vector de traslacién y la matrix de rotacién
considera lo siguiente.

Sabemos que
M = TR,
1
= (1+ EItS)RS
t

= R+ IESRS (5.2)
En este momento, se considera la parte dual resultante del motor. Este es
el producto geométrico del bivector t; y el rotor R;. Dado que ambos son
expresados en términos de la misma base bivectorial, su producto geométrico

también serd expresado en esta base, el cuél sera considerado como un nuevo
rotor R’;. Entonces, se puede escribir

M=R, + I%RS =R, + IR, (5.3)

En este caso, los ejes de linea de los rotores estan sesgados, lo cual significa
que ellos representan el caso general de rotores no coplanares. Si la distancia
de desplazamiento t; es cero, entonces el motor degenerara en un rotor:

1 0
M = TR =(1+3It)R = (1+ DR, =R, (5.4)
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Cuando dos lineas de ejes del motor son coplanares, se obtiene el motor
degenerado. El bivector t; puede ser expresado en términos de los rotores
usando resultados previos
Y | T

RR; = M)ERSRS; (6.5)
por lo tanto, el vector de traslacién t puede ser recuperado usando las
ecuaciones 5.2 y 5.4, de donde se sigue que

R,~+%It,-RS = R, +IR]
1
SItR. = IR]
%ItsRsﬁs = IR'R,
It, = 2IR'R,
t. = 2R'R, (5.6)

El vector 3D t; expresado en la base bivectorial, es referido como el eje
de rotacién del rotor. Asi, t; es un bivector a lo largo de la linea del eje del
motor. Por lo tanto t, que se le considera como bivector, puede ser calculado
en términos de los bivectores t. y t; como se indica

t = t +4
t = (t—RtR,)+(t n)n = (t — R.tR,) + dn
= t.—Rt.R, +t, (5.7)
= t - Ryt.R, + 2R’R, (5.8)

De esta manera se analiza el motor desde una perspectiva geométrica.

Una vez obtenido el vector de traslacién, podemos crear el traslador T
con la ecuacion 2.43. Asi podemos calcular el motor utilizando las ecuaciones
5.2 y 5.3 quedando de la siguiente manera M = (1 + 1It,)R.

Notese que estos casos son validos para un rotor que tenga su eje de
rotacién en el origen. En el caso de que R = R, = TRT el rotor (Ecuacién
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5.3) devolvera el rotor que tenga el mismo eje pero este estara en el origen, y
conservard su dngulo de rotacién 6. La ecuacién 5.6 devolvera un vector de
traslacion diferente al del traslador original debido a que se emple6 un rotor
en el origen en vez de un rotor trasladado fuera del origen. El motor resultante
conservara el mismo comportamiento, esto es, sea M € G7,, y de la forma
M=TiR, = TszRﬂ, entonces podemos encontrar M, = T3R; utilizando las
ecuaciones 5.3 y 5.6 donde M = M,.

De aqui, se conoce el £, y el R, es usado para calcular la matrix de rotacién.
Tanto el vector obtenido y la matrix se usan para determinar la matrix homo-
genea de 4x4 elementos.

5.1.1. Discusion

En esta primera etapa hemos disefiado una nueva red usando multivec-
tores para determinar sus pardmetros. La principal ventaja de usar rotores
ante otras transformaciones valuadas con hiper-complejos es que los rotores
pueden ser definidos para cualquier dimensién y un rotor puede rotar blades de
cualquier grado. Esto es, no tinicamente vectores pero también lineas, planos,
y cualquier otro objeto geométrico que pueda ser representado por un blade
puede ser transformado con un spinor, es decir, un rotor. En este sentido, las re-
des valuadas con complejos estdn limitadas a trabajar con pardmetros valuados
con complejos mientras que las GRFB-Ns pueden ser usadas para tratar con
entidades expresadas con multivectores (hipercomplejos) y esto puede ser he-
cho tinicamente usando AG. Hemos aplicado nuestro esquema a un problema
real donde obtenemos los datos de entrada con un sistema de visién estéreo. Se
ha mostrado que la GRFB-N puede aproximar la transformacién involucrada.
Una vez que hemos calculado los rotores (uno para la transformacion entre las
orientaciones n; y otro para la transformacién entre las orientaciones u;) pode-
mos usarlos en otra AG G, ,, para rotar diferentes configuraciones de entidades
geométricas. El aprendizaje adaptivo de este esquema parece adecuado para
ser aplicado a problemas de roboética reales. Es importante explorar més aplica-
ciones de nuestra GRBF-N tales como el aprendizaje de transformaciones mas
complicadas como ya hemos mencionado. También, estamos interesados en
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aproximar transformaciones entre otras entidades y configuraciones geométri-
cas més complicadas, como la linea en espacio 3-D usando las coordenadas
de Pliicker considerando sus direcciones y momentos. La GRBF-N nos permite
estimar la transformacién existente entre multivectores en la entrada y sali-
da de la red a través de una combinacién de entidades geométricas (rotores)
que permite una descripcién mas natural de la transformacién involucrada.
La GRFB-N puede calcular la transformacién necesitada usando operadores
geomeétricos lo cual representa una ventaja porque esta informacién es inme-
diatamente dtil, no requiere algtin procesamiento posterior. No existe alguna
red neuronal que permita suministrar la transformacién geométrica mediante
operadores geométricos como nuestro modelo.
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Figura 5.9: Diferentes tipos de transformaciones estimadas por la GRBF-N
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5.2. La GRBF-N construida con motores

Hemos actualizado nuestro modelo que trabaja con rotores. Esta vez
representamos los pesos de la red usando motores para considerar las trans-
formaciones de translacién y rotacién simultaneamente y de manera compacta.

5.2.1. Calibracién Hand-Eye

Nuestra red nuevamente es aplicada a tareas relacionadas con el drea
de robética guiada visualmente tal como resolver el problema de Calibracién
Mano-Ojo (Hand-Eye) que involucra a una cdmara adjunta a un brazo de robot
que sera dirigido hacia una meta (Figura 5.11). Las cAmaras capturan las sefiales
visuales en el espacio visual 3D y emplean su propio sistema de coordenadas
de referencia del mundo para representar estas sefiales. Entonces, el problema
de calibracién “mano-o0jo” surge cuando se intenta determinar la transforma-
cién de grupo entre las coordenadas de referencia del dispositivo mecénico
y el marco de coordenadas de la cAmara. La metodologia clasica para descri-
bir el problema de calibracién mano-ojo en términos matematicos es usando
matrices homogéneas de transformacion. La ecuacién matricial de una trans-
formacién Euclidiana es

AX = XB (5.9

donde las matrices A = AlAgl y B = B:B; ! expresan la eliminaci6n de la
transformacién entre los dos sistemas de coordenadas referidos. De la ecuacién
(5.9), la siguiente ecuacién de matrices y una de vectores puede ser derivada
dividiendo la transformacién Euclidiana en los componentes de rotacién y
translacion:

RARX = RxRB, (510)
(RA = I)tx = RXtB — ta. (511)

En la literatura encontramos una variedad de métodos para estimar Ry de
la ecuaci6n (5.10), la mayoria de ellos estiman primero la matriz de rotacién
separada del componente de translacién. Para calcular las transformaciones
de rotacién y translacién de manera compacta, existe una propuesta que usa
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algebra de motores. Esta considera usar movimientos de lineas en términos de
motores [48].

5.2.2. Resolviendo AX=XB usando el dlgebra de motores

En términos de motores, la ecuacién del sistema (5.9) puede ser expresada
como
MMy = MxMp (5.12)

O como
My = MxMgMjy (5.13)

donde M4 = A +IA’, Mg = B+IB’, y Mx = R + IR" Esta ecuacién puede ser
simplificada para mostrar la relacién de motores entre el eje linea del motor de
la cdmara Ly, y el eje linea del motor de la mano Lg;. De acuerdo al teorema de
Chen [49], la ecuacién del problema de calibracién mano-ojo se reduce a

La = MxLgMy (5.14)

que muestra que en este tipo de formulacion de problema, la rotacién y pitch
de M4 y Mg son siempre iguales a través de todos los movimientos de la mano
y por lo tanto pueden ser ignorados en los calculos. Bastard considerar sélo
los ejes de rotacién de los motores involucrados; esto es, la ecuacién (5.14) es
reducida a inicamente el movimiento de los ejes linea de la mano L hacia los
ejes linea de la cdmara L4. Gracias al uso del dlgebra de motores, es posible la
simplificacion del problema de calibracién mano-ojo. Este problema se reduce
a s6lo considerar el movimiento de las lineas de ejes. Una vez que la ecuacién
de este problema ha sido reducida, ella depende tinicamente de bivectores 3D.

5.2.3. Resolviendo AX=XB usando ilgebra de motores y la
GRBF-N

Para la estimacién del movimiento rigido desconocido, empleamos la
GRFB-N, que es realmente una propuesta con multivectores que definen a los
motores. Se tienen n movimientos 3D descritos por lineas, y cada una tiene
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seis parametros. Nuevamente, los datos son adquiridos usando un sistema de
vision estereo (Figura 5.11). Se tiene un objeto (tablero de ajedrez que no se
mueve). Primero, el objeto debe ser detectado en ambas cdmaras y capturarlo
con cada una. Usamos un algoritmo basado en puntos caracteristicos para la
deteccién y registro de objetos planares usando imédgenes [50]. Con técnicas de
vision, especificamente de calibracion de la cdmara, conocemos las transforma-
ciones entre el sistema de coordenadas del objeto y el de la cAmara izquierda.
Estas transformaciones posteriormente son expresadas a través de motores y
se usan lineas para representar cada movimiento determinado por un motor
cada cierto tiempo. Esto es posible dado que el brazo robético se estd moviendo
y el sistema estéreo estd montado sobre su efector final. Las lineas relacionadas
con los movimientos del efector final del brazo también son expresadas con
motores y son determinados en cada tiempo f;. Para obtener las matrices de
transformacién de cada movimiento usamos la representacién de transfor-
maciones de Euler ZYZ dado que el software del robot que usamos ejecuta el
movimiento del brazo mediante una sexteta de pardmetros (Figura 5.10), poste-
riormente son convertidas a motores. Entonces, tenemos un conjunto objetivo
de lineas (/g;) y otro conjunto de inicial /c; como se observa en la figura 5.11(a).
Supongamos que Lc; son las lineas que expresan el movimiento de la cdmara
izquierda y Lg; las lineas que representan los movimientos del efector final, las
lineas son determinadas usando multivectores de seis dimensiones. Entonces,
construimos pares de entrada (para el entrenamiento y prueba) usando las
lineas obtenidas por los movimientos del efector final. Hemos determinado
L¢i para X; y Lgj para Y; como entradas y objetivos de la GRBF-N, respectiva-
mente. Usamos estos conjuntos de datos para entrenar y probar la GRBF-N.
La figura 5.12 muestra que los valores del motor convergen a un valor, lo cual
es observado en esta figura porque las salidas de la GRBF-N estdn muy cerca
de las lineas objetivo. En estos experimentos estamos usando multivectores
de seis dimensiones para determinar las transformaciones (que expresan el
movimiento) del efector final y cimara. Consideramos que el error (distancia
Euclidiana entre las lineas objetivo y las lineas de salida de la GRBF-N) debe
ser menor a 0.0001, y usamos los valores a = 0.15155, § = 0.07123108,n = 0.9,
cinco centroides fueron requeridos esta vez, una entrada y una salida.

El algoritmo se resume como sigue:
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Figura 5.10: Brazo industrial AdeptSix 600.

1. Considera n movimientos de la mano (B;) y sus respectivos movimien-
tos de la camara (C;). Entonces, se extraen las direcciones y momentos de linea
para construir el conjunto de entrada y objetivo para la red geométrica.

2. Aplicar la GRBF-N usando estos conjuntos para obtener el motor My
que representa la transformacién X (Ecuacién 5.9).

Note que los métodos clasicos no pueden ser aplicados en tiempo real.
Necesitan acumular un conjunto largo de entradas para aplicar posteriormente
un procedimiento SVD. En el caso de [1], las lineas son usadas para construir
una matriz que es usada para obtener la transformacion final. Es importante
aclarar que en estos experimentos cada entrada de la red geométrica depende
de objeto detectado (tablero de ajedrez). Dado que usamos un sistema estereo,
esta deteccion es afectada por condiciones de iluminaci6n por lo que movemos
el brazo del robot a través de una trayectoria por tiempos (t;). En este senti-
do, L¢; y Lg; son calculados cada tiempo ¢; en el que una nueva posicién del
efector final es determinada. El tiempo de detecci6n del objeto es de alrededor
de 30 milisegundos, esto significa que cuando el brazo robético esta en una
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Figura 5.11: Sistema estéreo montado en el efector final del brazo robético. (a)
Un esquema representativo. (b) Area de trabajo real.
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Figura 5.12: Error de salida durante el proceso de aprendizaje.

nueva posicién especifica, el sistema espera y detecta un objeto o se mueve
a otra posicién. Aqui, el célculo de las lineas relacionadas con el movimien-
to de la camara izquierda y del brazo es méas rdpido que el movimiento del
brazo. Considerando un tiempo promedio para calcular cada par de entrada
(linea objetivo y origen), el sistema requiere cerca de 32 milisegundos cada
vez que una nueva posicién es alcanzada por el brazo. Note que también
existe un tiempo variante especifico requerido por el sistema para mover el
brazo de una posicién en el tiempo ¢; a una nueva posicién en el tiempo t;,1,
esto es, cada posicién es alcanzada requiriendo tiempos diferentes donde el
brazo se mueve a una velocidad constante de 20 mm/segundo que permite
el brazo AdeptSix 600. En el proceso completo, el sistema requiere cerca de
10 minutos para calcular una aproximacién de la transformaciéon requerida
para lograr un pequefio error. El minimo ntimero de movimientos requeridos
para obtener un buen resultado en esta tarea depende el tipo de movimien-
tos. Se recomienda parar el entrenamiento de la GRBF-N cuando el error es
pequefio y se tenga una transformacién satisfactoria. En estos experimentos
generamos 100 movimientos y mientras se genera un movimiento se le agrega
ruido Gaussiano (en-linea) de manera que al final se tiene un conjunto de 500
pares de entrenamiento. Estos 500 pares fueron alimentados a la GRBF-N y
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Figura 5.13: Difcrentes vistas de la salida de la GRBF-N durante el proceso
de aprendizaje. La salida de la GRBF-N (lineas azules). La red codifica la
transformacién geométrica existente entre el conjunto de lineas rojas y las

verdes.
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Figura 5.14: Ampliaci6n de la zona objetivo de la figura 5.13. Salida de la GRBF-
N (linea azul), y la linea objetivo (verde). Mientras la salida de la GRBF-N es
diferente al objetivo, sus parametros son ajustados hasta tener una orientacién
de linea similar a la deseada. Finalmente, se encuentra la aproximacién de
la transformaci6n geométrica entre las lineas origen y objetivo (roja y verde,
respectivamente).
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Figura 5.15: Diversas tomas del tablero de ajedrez conforme el efector final del
robot se mueve.
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Figura 5.16: Movimientos del sistema estéreo a partir del movimiento del
efector final del brazo.



104 CAPITULO 5. ANALISIS EXPERIMENTAL

Reprojection errar (in pixel) Reprojection emor (in pixel)

03

02z

01

01

-02

-03

-04

% -
-05 M " N L " =5

Figura 5.17: Errores de calibracién en cdmaras.

después de cerca de 250 iteraciones (Figura 5.12) obtenemos una aproximacién
satisfactoria de la transformaci6én que resulta en un error pequefio. En la figura
5.15 se muestran algunas iméagenes del tablero de ajedrez tomadas durante
el movimiento del brazo robético. La figura 5.16 muestra estos movimientos
graficamente. Se observan los movimientos desde la perspectiva del mundo
y desde el marco de referencia de cada cdmara (izquierda y derecha). Final-
mente se observan los movimientos desde la perspectiva del sistema estéreo.
La figura 5.17 indica los errores de calibracién en cada cdmara. El proceso
de aprendizaje nos permite observar que al inicio del mismo la salida de la
GRBEF-N es completamente diferente de la salida esperada. Las figuras 5.13 y
5.14 muestran este proceso. La figura 5.13 muestra la evolucién geométrica de
la linea en la salida de la GRBF-N durante el proceso de entrenamiento. Las
pequenas lineas (rojas) indican la orientacién inicial y las grandes (verdes), in-
dican la orientacién de linea objetivo, ambos conjuntos concentrados en areas
pequeiias. Puede ser observada la manera en la que la salida de la GRBF-N
(linea azul) esta cambiando durante el proceso de aprendizaje. Cada una de
estas lineas indica el cambio de los motores (pesos) de la GRBF-N que es nce-
sario para lograr la orientaci6n de linea deseada. Ambas figuras muestran la
evolucién de la linea pero en perspectivas diferentes. La figura 5.14 muestra
una ampliacion de diferentes perspectivas de esta evolucién. Las figuras 5.12
y 5.13 muestran que nuestra red estima adecuadamsnte la transformacion re-
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Figura 5.18: Convergencia de red neuronal geométrica para el problema de
Calibracién Mano-Ojo
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querida para lograr la orientacién objetivo a partir de una orientacién inicial.
Conforme la red aprende, su salida es més cercana a la meta deseada. Tam-
bién, nuestro esquema converge de manera que usando diferentes instancias
de datos de prueba, obtenemos un error de 0.3, lo cual representa la distancia
Euclidiana entre la linea de salida de la GRBF-N y la linea objetivo. La figura
5.18 muestra el comportamiento de la red neuronal para tres ejecuciones con
mismos datos del problema. El Mx encontrado por la red GRBF-N es el motor
requerido para transformar una entidad en el sistema de coordenadas de la
cédmara al sistema de coordenadas del efector final. Definamos M,, que sea el
motor que se requiere para transformar el sistema de coordendas del efector
final en el sistema del mundo, entonces se requiere el motor completo:

M; = MMy (5.15)

pararealizar una transformacién desde el sistema de coordenadas de la cAmara
al del mundo. Entonces, para conocer que tan ttil es la transformacién encon-
trada por la GRBF-N, se calcul6 una linea en el espacio 3D (con ayuda del
tablero de ajedrez) usando el sistema estéreo; y por otro lado, se tiene la ver-
dadera linea en el mundo. Aplicamos la transformacién usando My sobre la
linea determinada por el sistema estéreo, y posteriormente aplicamos la trans-
formacién M,,. Ahora tenemos la linea cerca de la linea que se localiza en el
sistema de coordenadas del mundo. Esto indica que nuestro esquema trabaja
bien con un error determinado mediante una distancia Euclidiana, es de 25
mm (el punto més cercano entre ambas lineas atendiendo que su orientacién
es similar). Mostramos nuestro espacio de trabajo en la figura 5.11(b). Se ob-
serva que la estructura algebraica de las entidades y operadores nos ayuda
a formular nuestra propuesta para estimar la transformacién requerida. Y
nuevamente, el AG permite determinar entidades geométricas como lineas, y
motores de manera que podemos tener transformaciones entre las lineas usan-
do multivectores. Esta propuesta puede ser usada para calibrar una variedad
de sistemas donde se presente un problema similar a la calibracién hand-eye,
tales como los subsistemas de un humanoide, donde hay muchas partes cuyos
ejes puede ser expresados por lineas. En este sentido, esta red puede encontrar
la transformacién necesaria para mover partes de brazos robéticos o piernas
guiados por vision. El error final (entre las orientaciones reales y calculadas) es
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suficiente para este tipo de aplicaciones donde se requiere conocer tinicamente
la zona objetivo para guiar al brazo robético. Nuestra método puede ser util
para tareas donde un robot (brazo, pierna, mano, dedo) debe moverse, pero sin
gran precision. La red GRBF-N es capaz de estimar transformaciones rigidas.

5.2.4. Discusion

Nuevamente, en estos tultimos experimentos usamos el AG para calculos
en robética guiada con vision. Hemos usado el adlgebra de motores pues el
problema que tratamos implica el dlgebra de lineas. Aplicamos nuestra GRBF-
N a un problema que implica obtener datos de entrada con un sistema estéreo
y cinematica. La GRBF-N nos permite aproximar la transformacién existente
entre las lineas en su entrada y salida, a través de una combinacién de mo-
tores que permiten una descripcién mas natural de la estimacién requerida.
Esta transformacién expresada por motores representa una ventaja porque
es inmediatamente ttil ya que no requiere de procesamiento posterior. Estos
motores son actualizados cada vez que la GRBF-N tiene una linea de entra-
da de manera que si existe una transformacién, los motores serdn ajustados
hasta que la verdadera transformacién se encuentre. El aprendizaje adaptivo
de este esquema es titil en aplicaciones donde los pardmetros de tipo motor
son estimados en tiempo real. Es importante indicar que todas las transfor-
maciones en este problema han sido estimadas usando algebra de motores.
Nuestro enfoque es mds eficiente que los métodos batch estandar porque tra-
baja en tiempo real, estimando la transformacién rigida bajo perturbaciones
temporales. En contraste, los métodos estdndares requieren calibrar en cada
momento, primero colectando datos, y luego calculando un procedimiento
batch, frecuentemente usando técnicas de optimizacién o SVD. Estamos con-
siderando mejorar la precisién de nuestro método para aplicarlo a tareas donde
se requiera alta precision. Si los conceptos geométricos en los que se basa el
disefio son bien fundamentados y correctos, siempre es posible en un futuro
la mejora del desemperio de la red con nuevos algoritmos de entrenamiento.

Existen muchos aspectos que nuestro método ofrece que ninguno de los
ya existentes considera. Nuestra propuesta permite realizar el calculo en un
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mismo lenguaje geométrico. Esto facilita la comunicacién entre el médulo de
entrada, de proceso y de salida de cualquier sistema. En este caso, las entidades
observadas en el medio ambiente (lineas, puntos, circulos, etc.) son definidas
en lenguaje geométrico y nuestro algoritmo manipula tales entidades usando
operadores geométricos en el mismo lenguaje matematico de manera que la
salida del algoritmo también esta definida en ese mismo lenguaje.

La caracteristica fundamental de este tipo de arquitectura es que las
operaciones geométricas son simples en este lenguaje y es sencillo implementar
ideas que tienen una naturaleza geométrica. Otro aspecto importante es que
la arquitectura de la red permite extraer la transformacién geométrica entre la
entrada y la salida, de manera que cualquier entrada posterior al entrenamiento
serd transformada usando los motores ajustados en la arquitectura y esto no
es posible usando redes neuronales convencionales.

5.3. La RGRBF-N usando motores

Se ha trabajado con diversas variantes para el entrenamiento de redes
recurrentes para reconocer secuencias temporales de lineas (Figuras 4.6,4.7,4.9,
4.10). La autoconexion de cada neurona de entrada, la conexién de las neuronas
ocultas y de salida a las de contexto permite cierta memoria a las neuronas.
La autoconexién permite a estos modelos considerar las entradas previas y
no unicamente las entradas en el instante t. Cada entrada L; representa la
ocurrencia de una linea i de una secuencia. Los coeficientes de cada uno de
los 6 elementos de la definicién de una linea s6lo pueden ser 1 o 0 en estos
experimentos. No se consideran coeficientes diferentes de 1 6 0. La ecuacién
4.7 define la linea mediante bivectores para calcular la direccién de la linea y
el momento.

5.3.1. La RGRBF-N tipo Elman

Este modelo se prob6 para el reconocimiento de secuencias temporales
de lineas. Las secuencias temporales analizadas son compuestas de 5 lineas.
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Durante el proceso de entrenamiento, las lineas son presentadas a la red, una
aunay se determina un elemento geométrico al que se asocian (que podria ser
la dltima linea de la secuencia).

Figura 5.19: Secuencia de lineas con transformacién variante en el tiempo.
Secuencia de lineas codificada.

En la figura 5.19 se puede apreciar una secuencia de lineas. Cada secuen-
cia inicia y termina con una misma linea terminal; se usa una linea vertical en
nuestro caso. Para cualquier otra linea que no sea la inicial o final, el orden de
su orientacién dentro de la secuencia debe ser coherente con el movimiento
suave de la linea. El trabajo a futuro es actualizar el modelo para considerar
cualquier tipo de orientacién en la secuencia. Para esta actualizaci6n, se con-
sideraria también el fundamento teérico de que con suficientes unidades en la
red, la longitud de la cadena no tiene limite. La arquitectura implica una tnica
neurona de entrada, 20 neuronas ocultas y 25 neuronas de contexto y 1 de
salida (Figura 4.6(c)). El niumero de neuronas en la capa oculta y de contexto,
depende de la cantidad de lineas en la secuencia aprendida por la red.

5.3.2. La RGRBEF-N basada en la autoconexiéon

Este modelo permite presentar a la red una secuencia completa en cada
instante de tiempo, es decir, un conjunto de lineas de manera que una secuencia
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Figura 5.20: Secuencia de lineas con transformacién variante en el tiempo.
Secuencia asociada a un elemento geométrico (linea).

se asocia a una entidad geométrica determinada en la neurona de salida (Figura
4.10). La figura 5.20 muestra las asociaciones de una secuencia de lineas con
otra linea. Tal asociacién (que es una transformacion) es capturada por la red
geométrica. El error de entrenamiento de la red se puede visualizar en la figura
5.21.

La arquitectura implica 5 neuronas de entrada, dado que 5 lineas definen
la secuencia; 20 neuronas ocultas, 25 neuronas de contexto y 1 de salida (Figura
4.10(b)). El numero de neuronas en la capa oculta y de contexto, depende de
la cantidad de lineas que determinan una secuencia aprendida por la red asi
como tambin de la cantidad de secuencias. Cada neurona de la capa oculta
memoriza un prototipo (vector de la secuencia), y cada neurona de la capa de
salida representa una clase o categoria (secuencia).

Los parametros que se requiere definir son pesos de autoconexiones de
las neuronas de entrada (Ecuacién 5.16) y la maxima distancia de campos de
influencia de neuronas de la capa oculta. La inicializacién de los motores se
determina usando numeros de valores iguales, al finalizar el entrenamiento
estos valores del motor son diferentes. Dos secuencias han sido aprendidas por
la red. Después de la etapa de entrenamiento, todas las secuencias aprendidas
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Figura 5.21: Evoluci6n de salida del error de la RGRBF-N (Arriba). Acercamien-
to (abajo).
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son reconocidas con éxito, y el fenémeno de sobre-entrenamiento encontrado
en el algoritmo de back propagation no tiene efecto en esta red.

i=(0.8+0.8+ee3+0.8+e3e; +0.8%e2e1)+1(0.8+0.8+e2e3 +0.8+e3e; +0.8%eze1) (5.16)

Un experimento podria ser aplicar la red geométrica para estimar el movimien-
to relativo entre la articulacién final de un brazo de robot y una linea en 3D
perteneciente a un objeto rigido. Los pardmetros de la linea en 3D se recuper-
an durante el movimiento del brazo usando un sistema de vision estéreo. Este
enfoque puede ser usado para varios tipos de aplicaciones industriales. El sis-
tema podria observar un par de lineas sobre el piso y se moveria en espacio 3D,
siempre conservando aquellas lineas en su campo de visi6n. La principal tarea
seria estimar automaticamente el movimiento relativo entre las lineas del piso
y la articulacién final del sistema. El sistema de visi6n puede consistir de dos
camaras CCD de 640x480 pegadas a la ultima articulacion del brazo de robot.
El brazo de robot tiene seis articulaciones que pueden ser controladas por seis
variables (x,y,z,roll, pitch y yaw) como en nuestros previos experimentos. Las
coordenadas (x,y,z) describen la posici6n del sistema de coordenadas de la her-
ramienta, T, de la articulacién final, la cuél se refiere al sistema de coordenadas
global, W, del robot. La orientacién de la articulacién final es descrita por las
variables (roll, pitch, yaw) en términos de dngulos de Euler. El movimiento del
brazo de robot es controlado por la posicién y orientacién entre el sistema de
coordenadas de la herramienta T y el sistema base W. El procedimiento de
calibracién de la cdmara obtiene la matriz de transformacién proyectiva P, la
cudl relacionada el espacio visual al plano de imagen up to scalar value. El
sistema de coordenadas de la camara C en la articulacién final es relaciona-
do al marco del sistema de herramienta T via una transformacién X, la cuél
fue calculada usando el procedimiento de calibracién hand-eye. Cuando el
sistema T es transformado de T; a T, mediante T, el sistema de la cAmara
C sera transformada de C; a C; por una transformacién C como lo indica la
ecuacion 5.17.

C = XTX! (5.17)

Dado que el movimiento del brazo de robot especificado por la trans-
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Cuadro 5.1: Procedimiento para estimacién de movimiento

Algoritmo EstimaMovimiento()

1. Calibracién de cdmara para obtener P para cada cdmara

2. Calibracién Hand-eye para obtener X para cada cdmara

3. Se toman imdgenes con el movimiento del brazo del robot con

una frecuencia de muestreo constante
| 4 Extraccién de lineas a partir de los motores
| 5. Se estima la transformacion usando las observaciones de lineas

[ representadas con 4lgebra geométrica y la red neuronal geométrica

formacién T es conocido, podemos compararlo con el movimiento relativo
de C. El movimiento relativo del marco W y el marco C es un movimiento
tornillo con velocidad angular constante w = —¢/90 y velocidad de traslacién
constante v, = 0.2. La linea eje, L,, es paralela al eje z del sistema C, y un
punto tocando esta linea eje esta dado por ciertas coordenadas. En dlgebra de
motores, G, ,, 1a linea eje estd dada por L; (ver ecuacién 5.18).

L: =e1e; + 1(1,58283) A (8132) = e1e; + I1,5e3¢; (518)
y el motor V es calculado como

v

(1 + Ivg/2)(cos(w/2) + sin(w/2)Ls) (5.19)
0.9994 — 0.0349¢,¢, + 1(0. 0035 — 0.0523e3e; + 0.0999¢,¢5) (5.20)

El motor M;,;, expresado en términos de algebra lineal, esta dado por

M; = VMM, (5.21)

inicializado con My = (1,0,0,0,0,0,0,0). Las lineas en 3D reconstruidas
serian usadas para estimar el movimiento relativo entrena la articulacién final
v el objeto sobre el piso usando la red neuronal.

El procedimiento planeado para este experimento se resume en el Cuadro
5.1. El algoritmo para la estimacién de movimiento se ejecutaria en linea re-
cursivamente siguiendo los pasos del 3 a 6.
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El objetivo es que los ocho pardmetros estimados a partir del movimiento,
a lo largo del entrenamiento se acerquen a un valor especifico de tal manera
que la red neuronal aproxime la transformacién deseada que es expresada
mediante los 8 pardmetros del motor.

Este experimento es un reto para nuestro tdltimo algoritmo presentado
de la red neuronal geométrica, el cudl es una herramienta apropiada para la
estimacion de las transformaciones de tornillo usando observaciones de lineas.

5.3.3. Discusion

Nuestro disefno de la red recurrente geométrica definida con motores per-
mite reconocer secuencias temporales de lineas. La mayor ventaja de este tipo
de red es la flexibilidad del proceso de entrenamiento: tiempo de entrenamien-
to relativamente corto y pocos pardmetros para optimizar. La red RGRBF-N
es inspirada por las ventajas de las redes RBF y las redes recurrentes. Nuestro
trabajo a futuro sera centrado en el desarrollo matemaético relativo a la apli-
cacién de la RGRBF-N en problemas complejos como la vigilancia de sistemas
industriales (deteccién de fallas, localizacion y diagnoéstico) donde el tiempo
juega un papel muy importante en la evolucién del sistema. Existen muchas
variantes de arquitecturas y reglas de aprendizaje de las redes recurrentes.
Estas comparten la propiedad de ser capaces de usar y crear internamente es-
tados reflejando dependencias temporales o estructurales. Para simples tareas,
la organizacion del espacio de estados sencillamente refleja los componentes
de los datos de entrenamiento. El espacio de estados es en este caso valuado
con multivectores. Esto significa que las sutilezas mas alla de los componentes,
como variaciones estadisticas, pueden influenciar la organizacién del espacio
de estados. Para tareas mas dificiles (donde se requiera quizds un rastreo mads
amplio de memoria y la dependencia del contexto es evidente), el espacio
continuo y altamente nolineal, ofrece nuevos tipos de dindmica. El anélisis
de las representaciones internas aprendidas y procesos/dindmicas es crucial
para nuestro entendimiento de lo que y cémo éstas redes procesan. Es util
mencionar que muchos problemas del mundo real que uno podria pensar que
requieren arquitecturas recurrentes para su solucion son solucionados con ar-
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quitecturas de varias capas por lo que es recomendable primero analizar si el
problema no puede resolverse sin recurrencia.

En este trabajo se model6 el movimiento de lineas en el espacio 4D
usando dlgebra de motores. Este tipo de modelado linealiza la transforma-
cién Euclidiana de movimiento rigido 3D. El modelo de movimiento de lineas
usando motores es muy atractivo para disefiar una red neuronal geométri-
ca para estimar el movimiento. Para el disefio de los modelos recurrentes,
comenzamos con una arquitectura estdtica y usando rotores, posteriormente
como una extensién natural del proceso, se usaron motores en los pesos y se
obtiene una arquitectura recurrente. Nuestros modelos de red con motores,
tienen la virtud de que pueden estimar simultdneamente las transformaciones
de rotacién y translacién. Dado que la mayoria de los algoritmos recursivos
en la literatura calculan las transformaciones de rotacién y translacién sepa-
radamente, podemos afirmar que ésta es una de las ventajas mas importantes
de nuestros modelos de redes neuronales. El modelo dindmico de movimiento
usando motores como estados es ttil para efectivamente formular y calcular el
movimiento de tornillo de una linea como una entidad rgida minima. Usando
redes neuronales convencionales no se puede leer las transformaciones a partir
de los pesos de la red.

En los algoritmos de las redes neuronales geométricas, modificamos el
paso de estimacion tal que ciertas restricciones geométricas son satisfechas,
lo cuél hace la convergencia de la estimacién mas répida al estado de motor
apropiado. Las pruebas con datos simulados confimaron que el ajuste de los
pesos de la red mejoraron y son tnicos frente a las capacidades de una red
neuronal clasica.

Presentamos una aplicacién real de manipulacién de robot guiada con
vision. El sistema fue eficientemente calibrado usando movimientos de robot
controlados y nuestro efectivo método de calibracién hand-eye. La recuperacién
de los parametros de las lineas en 3D fue llevada a cabo usando un sistema
de visi6n estéreo y otras técnicas de visién. Durante el movimiento del robot,
la red neuronal eficientemente estimé el movimiento relativo entre su artic-
ulaci6n final y un objeto 3D. Estos experimentos confirmaron que nuestro
algoritmo es un método atractivo en linea para estimar movimientos tornillo
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usando observaciones de lineas.

Si modelamos las redes usando el dlgebra geométrica conformal G,
podremos extender la transformacién de rigida a conformal. Asf se podra leer
de la red geométrica motores afinos, los cuales son muy frecuentes en procesos
reales donde los movimientos de las lineas evolucionan siguiendo otro tipo de
transformaciones.
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CONCLUSIONES

La manera de pensar y modelar en el marco de trabajo del AG es bas-
tante natural. Con el AG, las operaciones algebraicas tienen una interpretacion
geométrica. Las ecuaciones compactas son faciles de interpretar y las escenas
complicadas pueden ser tratadas. El dlgebra indica al desarrollador los con-
ceptos a usar pues permite visualizar un paradigma geométrico. Esta investi-
gacion desarrolla algoritmos de redes neuronales cuyo proceso de aprendizaje
se realiza en el contexto del AG. Las entradas, los pesos, la actualizaciéon de los
pesos durante la etapa de aprendizaje, y las salidas de la red son representadas
usando el lenguaje del AG.

El desarrollo de algoritmos de esta naturaleza es un avance importante
en la solucién de problemas donde los nimeros hipercomplejos describen de
mejor forma ciertos fenémenos fisicos. De manera tal que es importante que
todo el proceso de aprendizaje se desarrolle en el mismo marco por cuestiones
de intuicién, claridad y simplicidad. Se aproveché que las expresiones en AG
normalmente tienen baja complejidad simbdlica.

Las redes geométricas disefiadas son capaces de realizar un entrenamien-
to y encontrar una transformacién descrita con operadores geométricos que
puede ser usada en el contexto puramente geométrico ya que éstos presentan
una facilidad de representacion en el espacio tridimensional. Tratamos datos
expresados en alto nivel, como son lineas, circulos, planos. Para los disefios
analizados hemos usado motores, rotores y transladores.
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La extension de este tipo de algoritmos da como resultado una arquitec-
tura recurrente. En este caso, las redes recurrentes geométricas se han usado
para el reconocimiento de secuencias temporales de lineas. La mayor ventaja
de este tipo de red es su flexibilidad en el proceso de entrenamiento dada su
naturaleza recurrente. En cuanto a su naturaleza geométrica, este tipo de redes
permite trabajar con elementos definidos en dlgebra geométrica sin traducirlos
a otro lenguaje. El élgebra geométrica ofrece una mayor flexibilidad para la
implementacién de ideas que contemplan operadores y entidades geométric-
as dado que éstas se pueden definir en ese mismo lenguaje. La red determina
operadores y entidades geométricas en su arquitectura mediante la adaptacion
de un algoritmo de entrenamiento basado en el gradiente descendente. Esto
implica que los pesos de la red ahora tienen un significado geométrico y que
la arquitectura de la red permite ademds tomar en cuenta el factor tiempo. Las
redes recurrentes geométricas pueden ser sensibles y adaptadas a las entradas
del pasado. No s6lo operan en un espacio de entrada, también en un espacio
de estado interno- un rastreo de lo que ya ha sido procesado por la red. El
espacio de estados permite la representacén (y aprendizaje) de dependencias
extendidas temporalmente/secuencialmente sobre invertalos sin especificar (y
potencialmente infinitos) de acuerdo a

y(t) = G(s(t)) (6.1)
s(t) = F(s(t — 1), x(t)) (6.2)

Esta representacién puede extenderse en estructuras de redes neuronales ar-
tificiales geométricas mediante el dlgebra geométrica como se indic6 en parte
de nuestra investigacion.

6.1. Principales resultados

El AG nos ha permitido representar de manera compacta algunos ele-
mentos que existen en el medio ambiente y que son considerados en nuestro
trabajo como entradas y salidas de nuestros algoritmos. Se representan pun-
tos, lineas y orientaciones de planos principalmente para entrenar a las redes
desarrolladas. La arquitectura de las redes neuronales de base radial permite
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tener un entrenamiento simple y facilita el aprendizaje mediante el proceso
de separacién de patrones en la capa oculta. Se utilizé un sistema estereo
para adquirir informacién del ambiente. Ademas, el brazo rob6tico también
formé parte de nuestros experimentos. Las redes permiten conocer las trans-
formaciones geométricas que existen entre ciertos objetos dados en el espacio
3D. Esto no es posible con redes neuronales convencionales.

Haciendo uso de los trasladores, rotores y motores del dlgebra geométri-
ca de motores, se hace més sencilla e intuitiva la representacién y la aplicacién
de cualquier movimiento y transformacién existente entre objetos. Estos al-
goritmos pueden ser usado en tiempo real para conocer la transformacién
geométrica que existe entre dos conjuntos de orientaciones expresadas como
lineas.

La literatura no reporta algin algoritmo similar a alguno que se pre-
senta en este trabajo atendiendo las caracteristicas de aprendizaje adaptivo y
el aspecto geométrico. Este tipo de algoritmos son indudablemente ttiles en
tareas muy especificas que implican objetivos geométricos relacionados con
la representacion mas fécil e intuitiva de transformaciones, de objetos, lineas
y puntos. Como se indicé en la introduccién, es fundamental tener algorit-
mos que puedan tratar con informacién de cierto tipo especifico por razones
relacionadas con su desarrollo para la comprensién y modelado de diversos
fenémenos. Las RNAs valuadas con reales se desempefian muy bien en ta-
reas acordes a su tipo de informacién, asi como las RNVCs. Sin embargo, si
se pretende procesar informacion expresada en un lenguaje de maés alto nivel
(como el AG) es importante tener algoritmos que puedan tratar con este tipo
de informacién. Hemos aportado dos nuevos algoritmos que pueden tratar
con informacién que expresa varias caracteristicas geométricas en tiempo real.

Las redes recurrentes nos ayudan a trabajar con informacién en el tiempo.
Por lo tanto, hemos trabajando en el disefio de modelos geométrico basicos
basados en el modelo de la red recurrente simple de Elman y nuestra red
estdtica geométrica, para poder tratar con informacién geométrica que describe
las transformaciones cambiantes en el tiempo y las entidades externas a la red.
También podriamos aplicar nuestros disefios en diversos problemas cuyas
transformaciones puedan ser formuladas con multivectores.
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6.1.1. Trabajo futuro

Adn se requiere trabajar en la implementacién de nuestros métodos en
situaciones donde se requiera una aplicacion 6ptima de nuestros algoritmos.
La intregracién de la parte mecanica con el software desarrollado es una tarea
interesante y debe ser adaptada al problema que se desea considerar. Los
métodos descritos pueden ser extendidos, se contempla el caso de una red
neuronal estatica MIMO en la que se consideren al mismo tiempo diversas
caracteristicas de un objeto mediante elementos basicos geométricos.

Nuestro trabajo a futuro implica actualizar el modelo para considerar
cualquier tipo de orientacién en la secuencia. Para esta actualizacién, se con-
sideraria también el fundamento teérico de que con suficientes unidades en la
red, la longitud de la cadena no tiene limite.

También, se planea actualizar el modelo para considerar varias secuencias
de lineas asociadas a un conjunto de elementos geométricos especificos con la
misma red.

El concepto de motor se puede extender al concepto de versor que pueda
capturar las transformaciones conformales en G4 y las afinas en G . De tal
manera que puede ser usado en el modelado de redes neuronales geométricas
para tratar transformaciones conformales que se dan en diversos problemas
de ciencias de la computacién e ingenieria. Si se modelan las redes usando el
algebra geométrica conformal G4, entonces es posible extender la transfor-
macién de rigida a conformal. Esta combinacion de conceptos permite que sea
posible extraer versores para transformaciones conformales o afinas a partir
de la red geométrica, los cuales surgen muy frecuentemente en procesos de
situaciones reales donde los movimientos de las lineas evolucionan siguiendo
varios tipos de transformaciones.
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