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Resumen

El tema de los robots bipedos humanoides ha sido de gran interés en la comunidad cientifi-
ca. Aspectos que tiene mayor relevancia son el modelado y el control de los distintos movimien-
tos que puede desarrollar un humanoide, siendo el caminado uno de los problemas més com-

plejos a resolver.

En esta tesis se aborda en primer lugar, el control de caminado en 2D de un robot bipedo
siguiendo referencias pre-establecidas para cada articulacién, que garantizan el caminado sagi-
tal. Se propone una modificacién al control proporcional derivativo clasico (PD) afiadiendo

una funcién exponencial que depende del error.

Con el uso de dlgebra geométrica conformal se propone el modelo en 3D para las piernas de
un robot bipedo humanoide, a diferencia del dlgebra de matrices el modelo propuesto permite
tener una perspectiva geométrica del robot. Aplicando a este modelo cinemdtica diferencial
se controla el seguimiento de trayectoria del centro de masas, considerando la ubicacién del
mismo, al centro de la cadera del robot bipedo humanoide. También se obtuvo el modelo
dindmico en 3D de un humanoide y se disefiaron controladores con las técnicas de modos
deslizantes de primer y segundo orden para el seguimiento de trayectorias bio-inspiradas para
cada una de las articulaciones de las piernas, con el seguimiento de estas referencias garantiza
el caminado del robot bipedo humanoide. Cada uno de los controladores disefiados fueron

simulados y comparados entre si para resaltar las ventajas y desventajas de cada uno.
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Summary

The topic of biped humanoid robots has been of great interest in the scientific community
in the last years. Key aspects in this area include modelling and control of different motion
walking being one of the most complex problems to be considered.

In this thesis. starting with for the walking control problem., a 2D approach is formulated
to track predefined paths which guarantee the sagittal walking. A modification of a dlassic
proportional derivative control is proposed involving an error dependent exponential function.

Using conformal geometric algebra, a 3D model is proposed for the legs of a hmmanoid
biped robot. In contrast to the algebra of matrices, the proposed model allow us to have a
geometric perspective of the robot. The trajectory tracking control of the center of mass was
performed applying differential kinematic to the conformal geometric biped model, where the
center of mass location is considered to be at the center of the humanoid hip. First and second
order sliding mode control technigues were applied to the conformal geometric biped model for
tracking bio-inspired trajectories for each leg joint. Tracking these references gnarantee thai
the biped humanoid robot walking. Each controller designed was simulated and compared to
each other in order to asses their performance.
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Capitulo 1

Introducciéon

En los ultimos aiios la robética ha tenido importantes avances en el desarrollo de materiales
y dispositivos para la construccién de robots coadyuvando al desempeifio de los sistemas
de control; sin embargo, existen diversos problemas por resolver para lograr que los robots
desempeifien tareas de forma m4s satisfactoria. Recientemente, el interés en el disefio, modelado
y control de robots humanoides ha tomado mucho auge en la comunidad cientifica. En un
futuro se pretende que los robots humanoides puedan desempefiar tareas humanas, en especial
aquellas que sean de alto riesgo. Actualmente, muchos mecanismos y teorias aplicadas para
los robots humanoides estan siendo utilizadas para el desarrollo de prétesis para los seres

humanos.

Para incorporar robots humanoides a la sociedad, es necesario que tengan habilidades
y movimientos similares a los del ser humano; la correcta ejecucién de dichos movimientos
depende del disefio mecénico, modelado matemético y control disefiado para efectuar las
actividades requeridas, siendo el caminado una de las tareas mas complejas e importantes de

los robots humanoides.

Diferentes herramientas matematicas se han empleado para obtener modelos y contro-
ladores para sistemas robéticos. En el caso de robots bipedos puede ser complicado obtener

su modelo cinemitico y dindmico debido a que su estructura mecénica es bastante compleja.

Una forma de abordar el estudio de un robot humanoide es verlo como una estructura

geométrica formada por puntos, lineas, planos y esferas. Una herramienta matemética que



1.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

permite relacionar y manejar dichas entidades geomsétricas es el Algebra Geometrioa Con-
formal (AGC) [22, 23). Esta herramienta matemdtica es de gran utilidad para resolver los
problemas relacionados con el cdlculo de la cinemdtica v dindmica de mecanismos robdticos.

Técnicas de control

Unos de los retos mas complejos es que el robot tenga movimientos similares a los de un
ser humano, por tal motivo es necesario mejorar v desarrollar nuevas téenicas de control que
ayuden a mejorar el desempeio de los robots humanoides al realizar distintas tareas. En el
drea de control del desplazamiento de humanoides existe mucho trabajo por hacer, ya que
ademés de caminar; el robot humanoide debe ser capaz de correr, subir escaleras, caminar
en terrencs accidentados e inclinados, agacharse, esquivar obstéculos, tan sdlo por mencionar
algunas aplicaciones en las que el control es de suma importancia. Los controladores que se
desarrollan deben tener ciertas caracteristicas, como el bajo costo computacional, rechago
a perturbaciones v poder ser implementados en tiempo real. Diversas técnicas de control
se han desarrollado para dar solucién a distintos problemas, entre ellas la linealizacién por
retroalimentacién de estados [1], PD, PI, PID [2. 33], control inteligente /12, 438, 51), control
adaptable [4. 5]. funciones de Lyapunov [37], pasividad [6, 7]  control de estructura variable
[54].

Aprovechando las ventajas que ofrece el disefio de controladores por modos deslizantes,
en esta tesis se disefiaron controladores de primer y segundo orden. estos dltimos utilizados
para reducir las altas frecuencias en la seial de control. También se utilizd un diferenciador
robusto [56] disefiado con modos deslizantes para calcular la velocidad y aceleracidn de las
sefales bio-inspiradas. Estas sefales son adquiridas a través de un estudio experimental de
captura de fuerzas y movimientos del caminado de un ser humano.

1.1. Planteamiento del problema

Recientemente han surgido importantes investigaciones para robots humanoides, logrando
en ellos un mejor desemperio al realizar las tareas asignadas. Estas mejoras se deben en gran
medida a los modelos y controladores de estos dispositivos que aumentan sus habilidades para

2



CAPITULO 1. INTRODUCCION

interactuar con los seres humanos y con su medio.

El primer problema a tratar es, jcémo lograr el caminado sagital de un bipedo en 2D?
Teniendo el conocimiento de referencias pre-establecidas que garantizan el caminado, se rea-
liza el seguimiento de dichas trayectorias empleando un controlador difuso, el cldsico control
Proporcional Derivativo (PD) y una modificacién de este iltimo utilizando una funcién ex-
ponencial.

El segundo problema a resolver se plantea de la siguiente forma; dado el sistema robético
de un humanoide en 3D, ;cudl serd el marco matemdtico que permita modelar la cinemdtica
del robot para obtener una ley de control para seguimiento de trayectorias de forma intuitiva
y compacta? Partiendo del método de obtencién de la cinemdtica de mecanismos robéticos
empleando AGC, se pretende obtener el modelo para las piernas de un robot humanocide
empleando esta misma &lgebra, la cual es un sistema matemdtico diferente al algebra de
matrices para evitar la inversion de éstas y obtener un método con perspectiva geométrica;
asi también determinar una ley de control que permita seguir las trayectorias del centro de

masas.

Por iltimo se plantea el siguiente cuestionamiento; ;jcudl serd el modelo dindmico bajo el
esquema matemadtico de AGC? Aprovechando las ventajas del AGC se propone la solucién del
modelo dindmico para las piernas del robot humanoide llamado Mexone y se emplean técnicas
de control por modos deslizantes para realizar el seguimiento de trayectorias bio-inspiradas
para cada una de las articulaciones, las mismas que garantizan el caminado.

1.2. Antecedentes

En las iltimas décadas ha crecido el interés en el estudio de robots bipedos. En distintos
laboratorios se han disefiado y desarrollado robots humanoides como plataformas de investi-
gacion. El costo de los humanoides comerciales es muy elevado debido al tiempo de desarrollo,
investigacién, disefio y todo lo que involucra la construccién de un robot humanoide; por tal
motivo, el construir un robot bipedo humanoide de bajo costo es atractivo para grupos de
investigacion que cuentan con un presupuesto limitado [10, 11]. Durante el desarrollo de esta
tesis se planed, disefié y construy6 junto con la firma Energid [39] el robot Mexone utilizando

3



1.2. ANTECEDENTES

motores Dynamixel [42]. En un inicio se le colocaron poleas para obtener un mayor torque
en los eslabones como se muestra en la Figura 1.1, actualmente se estdn adaptando poleas
con bandas dentadas. El robot tiene una altura de 1.05m. Cuenta con 36 grados de libertad
distribuidos de la siguiente forma: 6 en cada pierna, 5 por brazo, 2 en la cadera, 4 en cada

mano y 4 en la cabeza, dos de ellos son para el movimiento de los ojos.

Figura 1.1: Robot Mexone (Laboratorio de control automatico del CINVESTAV Unidad Guadalajara.)

A diferencia de otros robots (robots manipuladores, vehiculos méviles, entre otros), un
robot humanoide, no tiene un punto de apoyo fijo, éste cambia segin la fase de caminado en
la que se encuentre, cuando tiene un sélo pie en el suelo (soporte inico) y cuando tiene los dos
pies apoyados (soporte doble). También es necesario considerar la configuracién y estructura
del robot, el tamaiio, actuadores, sensores y materiales livianos de construccién.

4



CAPITULO 1. INTRODUCCION

De esta forma, el disefio mecénico del robot es una etapa importante para obtener buena
dindmica en el caminado del robot. Parte fundamental del desarrollo de robots humanoides
son las técnicas de modelado y control.

1.2.1. Modelado de bipedos

Existen dos tipos de balance de robots bipedos: uno es el balance estdtico que consiste en
mantener al robot en equilibrio sin desplazarse conservando la proyeccién del centro de masas
dentro del 4rea del poligono de soporte formado entre los dos pies como se muestra en la
Figura 1.2. El otro tipo de balance se presenta cuando una de las dos piernas se desplaza y la
otra permanece en el suelo, provocando que la proyeccién el centro de masas salga del su 4rea
de soporte, provocando inestabilidad en breves periodos de tiempo, generando el caminado o

balance dindmico.

Figura 1.2: Poligono de soporte y representacién del ZMP [19].

Muchos investigadores han desarrollado modelos matemadticos para disefiar controladores
adecuados para el caminado de robots bipedos controlando el movimiento de las piernas y el
balance del robot (15, 47]. La principal propuesta de estos modelos es el mantener el centro
de gravedad ! en una regién estable.

Otro modelo para el caminado de robots bipedos es mantener el punto de momento cero
2 en 1a regién estable. El concepto de ZMP se utiliza por vez primera en [19], el cual se define
como el punto donde se logra el equilibrio, donde la suma de los momentos de inercia y fuerzas

!Se utilizard la abreviacién COG, (Center of Gravity) para referirse a centro de gravedad.
2Se utilizar4 la abreviacién ZM P, (Zero Moment Point) para referirse a punto de momento cero.

5



1.2. ANTECEDENTES

externas es igual a cero.

En [15] se propone el modelo de un bipedo donde el COG del robot tiene un movimien-
to horizontal en 2D. En [47] los autores utilizan el modelo lineal del péndulo invertido para
lograr el caminado de un robot bipedo en terrenos rugosos manteniendo el COG en una
regién estable. En [20] se presenta el disefio mecénico y el anilisis cinemdtico de un robot
humanoide. Los autores realizan el anilisis de cinemitica inversa empleando el método de
Denavit-Hartenberg (D-H) y teoria de tornillos (Screw Theory). En [8] se presenta un método
para resolver el modelado de cinemitica inversa para la pierna de un robot humanoide uti-
lizando 4lgebra geométrica conformal, con este mismo marco matemético en [9] se propone un
método para obtencién del modelo dindmico utilizando las ecuaciones de Lagrange obteniendo

los resultados con bajo costo computacional.

Aprovechando las ventajas que el dlgebra geométrica conformal ofrece en esta tesis se

utilizar4 este marco matemdtico para el modelado cinematico y dindmico de un robot bipedo.

1.2.2. Control de caminado de robots bipedos

El control de caminado de un robot bipedo es una tarea muy compleja, debido a que

cuenta con una dindmica altamente no lineal y varios grados de libertad (g.d.l).

En [18] se introduce un método de generacién de patrones utilizando control previo del
ZMP separando el problema de caminado de bipedos en dos: disefio de un generador de patrén
de movimiento y un controlador de seguimiento de referencias. En esta publicacién aparece
por primera vez el término tracking control methods. En [19] se afirma que es posible planear
una referencia sin tener en cuenta el entorno, teniendo un adecuado balance entre las fuerzas
externa del sistema y el momento de inercia generado por el mismo. Los métodos para generar
las referencias del caminado se basan en el seguimiento del ZMP, COG o incluso en sefales

bio-inspiradas.

En [17] se utiliza el modelo lineal del péndulo invertido para generar las trayectorias del
COG sin conocer plenamente la dindmica del robot. Mientras que en [14] utilizando el ZMP
y con el uso de algoritmos genéticos generan movimientos de ‘caminado en varios ambientes
para un robot bipedo, buscando minimizar la energfa total de todos los actuadores como lo

hace el ser humano y con una programacién evolutiva optimiza la configuracién del bipedo.

6



CAPITULO 1. INTRODUCCION

En [41] se presenta el diseio de un control de impedancias adaptable, aplicado para la
locomocién de un robot bipedo, en donde la modulacién de impedancia no depende sélo de
la fase del caminado, sino también de las condiciones reales del caminado bio-inspirado y
reacciones dindmicas variantes en el tiempo, logrando un caminado similar al de los seres
humanos.

La HRSP (Humanoid Robots Simulation Platform) [40] es una plataforma de simulacién
que trabaja en MatLab/ Simulink® basada en adquisicién de datos del cuerpo humano a través
de un estudio experimental de captura de fuerzas y movimientos. Estos datos se procesan fuera
de linea para sintonizar un sistema de inferencia difuso para modulacién de impedancia de la
pierna de un robot bipedo humanoide [41].

En [35] se presenta un método de generacién de trayectoria que conserva el torso a una
altura constante para un caminado 3D en tiempo real.

Considerando que la trayectoria del centro de gravedad se puede expresar con una ecuacion
diferencial lineal al moverse horizontalmente, en [15] se desarrollé una ley de control para el
inicio, continuidad y fin del proceso de caminado.

En [34] se presenta un anilisis geométrico para identificar los movimientos y posiciones del
COG de un humanoide que se balancea en soporte tnico. El resultado basado en la técnica
de anilisis geométrico es aplicado en el humanoide BIOLOID [43].

En [12] se utiliza el criterio de ZMP y control difuso incremental realiza el balance lateral
de un robot bipedo.

En [36] se propone un algoritmo de control de caminado que asegura un caminado asintética-
mente estable para un robot bipedo planar, sub-actuado con el método de control oscilante
en lazo abierto, considerando tinicamente el movimiento sagital. La rodilla se detiene con un

tope mecdnico sin afectar la posicién de la articulacion pasiva.

En los trabajos antes mencionados se desarrollan diversas técnicas y métodos para el cam-
inado de robots humanoides, asi como distintas propuestas para la bisqueda de trayectorias,
técnicas de control y el uso de diferentes esquemas matematicos como matrices rotacionales
(D-H), teoria de tornillos y dlgebra geométrica conformal. La consideracién de estas her-
ramientas permiten proponer un esquema de trabajo para cumplir los objetivos establecidos

en esta tesis.



1.3. OBJETIVOS

1.3. Objetivos

Los objetivos de estas tesis son los siguientes:

= Definir el modelo dindmico de un robot bipedo en 2D.

= Modelar la cinemética del robot bipedo Mexone utilizando dlgebra geométrica confor-
mal.

= Obtener el modelo dindmico para las piernas del robot humanoide Mexone utilizado

slgebra geométrica conformal y las ecuaciones de Lagrange.
Disefiar un controlador PD exponencial y compararlo con otros controladores.

Controlar el seguimiento del centro de masas de un robot bipedo en 3D con cinematica

diferencial.

Controlar el caminado de un robot bipedo utilizando sefiales bio-inspiradas, empleando

técnicas de control por modos deslizantes de primer y segundo orden.

Realizar las simulaciones correspondientes.

1.4. Organizacion del documento

El presente trabajo de tesis tiene la siguiente estructura.

En el capitulo dos se introducen los conceptos del dlgebra geométrica, definiendo sus enti-

dades, propiedades y su representacién en el espacio.

En el capitulo tres se describen los métodos de obtencién de la cinemética y dindmica de

un sistema rob6tico empleando algebra geométrica conformal.

En el capitulo cuatro se define la estructura y modelo de un robot bipedo en 2D, asi como
la obtencién de la cinemdtica directa, cinematica diferencial y dindmica en 3D de un robot

bipedo con el uso de las ecuaciones de Lagrange y algebra geométrica conformal.

En el capitulo quinto se implementan estrategias de control para el seguimiento de trayec-

torias del centro de masas con el uso de cinemdtica diferencial y dlgebra geométrica conformal

8
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para un robot bfpedo modelado en 3D. Posteriormente se desarrolla el problema de control
de caminado para un robot bipedo humanoide bajo el esquema de seguimiento de trayecto-
rias predefinidas para cada articulacién, realizando el caminado en 2D en el plano sagital,
proponiendo una modificacién al control cldsico PD con una funcién exponencial (EF-PD)3.
Utilizando el modelo dindmico obtenido con AGC para las piernas del robot humanoide, se
realiza el seguimiento de trayectorias bio-inspiradas para cada articulacién y con esto lograr

un caminado en 3D utilizando técnicas de modos deslizantes de primer y segundo orden.

En el capitulo seis se muestran los resultados obtenidos en simulacién de las técnicas

expuestas.

Finalmente el capitulo siete presenta las conclusiones y el trabajo futuro.

3Exponential Function - PD.
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Capitulo 2
Introduccion a algebra geométrica

En el trabajo titulado Lineale Ausdehnungslehre, publicado por el matemdtico alemin
Hermann Gunther Grassmann en 1844, se presenta una propuesta de cilculo geométrico como
una forma original de describir operaciones geométricas. El autor presenta una extension del
dlgebra Euclidiana, donde el producto ezterior es el principal producto de esta teoria; con esta
operacion, el producto de vectores genera areas, volimenes y objetos de altas dimensiones.

El dlgebra geométrica es conocida también como dlgebra de Clifford, formulada por William
K. Clifford, es un sistema matematico que cuenta con una serie de operaciones y propiedades,
el cual extiende el sistema de niimeros reales hacia el cdlculo hipercomplejo. Luego de la
década de los 60’s David Hestenes plantea el dlgebra geométrica como una herramienta que

une los conceptos de slgebra, trigonometria y geometria para su uso en ingenieria y fisica [23].

Una de las principales caracteristicas del dlgebra de Clifford, es que permite representar
entidades de orden mayor con una simbologia compacta, ademas permite operarlas de forma
lineal. Las lineas, planos o esferas son ejemplos de entidades de orden mayor y son represen-
tadas como tnicos elementos del dlgebra de Clifford. Para profundizar en los temas tratados
en este capitulo se puede consultar [9, 22, 23, 25, 26, 30].

11
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2.1. Producto Clifford de vectores en IR?

El producto Clifford es una multiplicacion de vectores que satisface los mismos axiomas
de multiplicacién de los nimeros reales - distributivo, asociativo y conmutativo - ademas de
preservar la norma de dichos vectores esto es: |ab| = |a||b|, donde a y b son vectores. Debido
a que la conmutatividad en dimensiones de n > 3 no puede ser mantenida, nos centraremos

en la distribucién y asociacién[22, 23).

Considerando dos vectores ortonormales e; = (1,0)7 y e = (0,1)7 en IR? se forma el
vector r = ae; + Bep. La magnitud del vector r es |r| = \/m Al multiplicar mediante
el producto Clifford al vector r por sf mismo se obtiene rr = r2, lo cual es el cuadrado de la
magnitud del vector:

r? = |r|2. (2.1)

Tomando r expresado en las bases e; y e; y tomando la magnitud de r se tiene:
(ae1 + Bez)? = o + B2 (2.2)
Usando la regla distributiva y sin asumir conmutatividad se tiene:

o?e)? + B%? + af(erer + eze1) = o + 32 (2.3)

De lo anterior se observa que para vectores ortonormales se satisface:

a1 fea] = leal = 1
que corresponde con
ejex = —eze; e1le

= (2.4)

con lo anterior se puede definir el producto de vectores (producto Clifford) al tener bases

ortonormales.

Definicién 2.1. Sean a, b € IR?, dos vectores con una base ortonormal e = (l,O)T Y

e2 = (0,1)T. la multiplicacién utilizando el producto Clifford de estos vectores a = aje1 +azez

12



CAPITULO 2. INTRODUCCION A ALGEBRA GEOMETRICA

y b = B1e; + fre2 queda de la forma siguiente:

ab = a1 81 + azf2 + (182 — azfh)erer. (2.5)

Ahora usando la propiedad asociativa para calcular el cuadrado de (e;e2)? = (e1e2)(ere2) =
e1(e2e1)e2 = —e12e;2 = —1. Como el cuadrado del producto eje; es negativo, se sigue que
eje2 no es escalar ni vector. El producto es una nueva clase de unidad llamado bivector, que
representa un plano orientado (Figura 2.1) del cuadrado con los lados e, y ez. Por simplicidad

e.e
eZ
44
| €

Figura 2.1: Bivector: el plano orientado.

se escribe ej2 = ey €.

2.2. Producto exterior

Tomando los elementos escalares (producto escalar o también conocido como producto
punto o producto interior) y la parte bivectorial de 2.5, se obtiene del producto de los
vectores a = aj€; + aze2 y b = Bie; + faer:

a-b=ap + azfe. El producto escalar ’a punto b’, (2.6)
aAb = (a;82 — azB1)er2. El producto exterior ’a wedge b’. (2.7)

La parte bivectorial a A b puede ser vista como el segmento del plano orientado formado
por los vectores a y b. El 4rea del paralelogramo formado (Figura 2.2) viene dada por el
valor del determinante |a; 82 — a2f:|, este serd tomado como la magnitud del bivector a A b.
Este paralelogramo puede ser visto como el resultado del producto geométrico de sus lados.

La orientacién del bivector dependerd del orden de la operacién es decir aAb 6 bAa, la

13
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Area= |oc,B, - & B,

()

Figura 2.2: Area de un paralelogramo.

a
al\b:) b b b/\a)

Figura 2.3: Sentido del bivector.

magnitud se conserva, el producto a A b se puede ver como un subespacio orientado (Figura

2.3). Lo anterior puede ser expresado como:
aAb=-bAa. (2.8)

Se observa que el producto Clifford est4 formado por la suma de sus partes escalar (a1 +
a2f2) y bivectorial (a182 — a2f1):

(a1e1 + azez)(Bre1 + Bae2) = aufr + a2f2 + (a1f2 — a2f1)er2. (2.9)

2.3. Algebra geométrica

El 4lgebra geométrica G, es un espacio vectorial n-dimensional que puede ser expandido

usando las bases ortonormales de sus vectores {e;},i = 1,...,n de tal forma que ejej = e;:

L{e},{eine}, {einejAe}, -, I=e1Ae2A---Aey. (2.10)

Los componentes bésicos de 4lgebra geométrica son los k-blades, donde k es un entero

14



CAPITULO 2. INTRODUCCION A ALGEBRA GEOMETRICA

positivo que determina el grado del blade dado. Cuando son distintos de cero, los 1-blades
representan una linea. Del mismo modo, cada 2-blade representa un plano y cada k-blade
grado y asi describe las relaciones entre los espacios que representan. De hecho, todas las
Por ejemplo, si el producto de dos 1-blades es conmutativo, entonces ambos vectores repre-
sentan la misma linea, pero si el producto es anticonmutativo, los vectores representan lineas

El dlgebra geométrica G, 4, (p,q,r € N) es un espacio lineal de dimensién 2*, n = p4q+7,
con subespacios expandidos por k-blades, donde p, g y r corresponden al nfimero de vectores de
la base cuyo cuadrado es igual +1. -1 y 0 respectivamente, la notacién G, 4 ,(RP4”) determina
el espacio vectorial del cual provienen los elementos del ilgebra.

Teniendo ¢; y ¢ (e;,¢; € R?4”) dos vectores ortonormales de un espacio vectorial G, ,,
se puede establecer lo anterior como:

1eR parai=j€ {1,...,p},
== i=j l..., »
. 1eR parai=j€{p+1,...,p+q} (211)
0eR parai=j€{p+qg+1,...,n},
e =eAe=—¢/ ¢ parai#j.
Partiendo de (2.6) y (2.7) el producto geométrico se puede expresar como:
ab = a-b+aAb, (2.12)
1
ol %(ab+ba)+§(ab—ba), 2.13)

Es posible escribir (2.13) gracias a la conmutatividad del producto punto a-b=b-ayla
anticonmutatividad del producto exterior aAb = —b / a, debido a esto se tiene la relacién
entre ab y ba como:

ba=a-b-asb. (2.14)
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2.3. ALGEBRA GEOMETRICA

La parte antisimétrica del producto geométrico est4 definida por el producto exterior de un
vector r. Este resultado es llamado r-blade o blade de grado r. Un r-vector es obtenido con la
combinacién lineal de r-blades. Para r2 se tiene que rr = r-r+rAr, donde r Ar = 0, entonces

rr=r-r=|r]

El espacio G, esta dado por la suma de subespacios ('r‘)-dimensionales de r-vectores; esto

es:

n
=0
Un elemento de Gy, es llamado multivector. Considerando (2.15), cada multivector M puede

ser expandido como:

M= >y, 216

i=0

donde (M); denota la parte i-vector.

2.3.1. Propiedades de los multivectores

Una caracteristica muy 1til del 4lgebra geométrica es su propiedad de poder realizar la
divisién de multivectores lo cual facilita el cdlculo. Formalmente, teniendo un elemento M de
Gn se dira que es invertible, si existe otro elemento tnico, N de G, de tal forma que se cumpla
MN = NM = 1. A éste elemento se le llama el inverso de M y se denota como M ™1, y en

el caso de vectores se tiene que su inverso es:

al=

(2.17)

D | =
Nn'lm

Otra caracteristica es que utilizando la asociatividad y multi-linealidad, el producto exterior
puede ser aplicado a cualquier nimero finito de multivectores y a escalares de la siguiente
forma

AAM =MAXN= )M, para A € R, M € Gy. (2.18)
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CAPITULO 2. INTRODUCCION A ALGEBRA GEOMETRICA

En el caso del producto interior, teniendo un r-blade a; A --- A a, y un s-blade b; A -

se define

(al/\.../\ar).(bl/\.../\ba)

_ ((@aA---Aay)-by)-(boA---Ab) sir>s,
| (@A Aa)(ar- (iAo ABy) siT<s,

(@1A---Aay)-by

s
=Z(—l)r-iall\"'/\a"—lA(ai'bl)/\ai+1/\---Aa.,.,

i=1

ar-(by A---Aby)

s
= Z(—l)i-lbl A---AbiciA(ar b)) Abiga A--- Abs.
i=1

../\b”

(2.19)

(2.20)

(2.21)

El uso de (2.19) con (2.21) proporciona propiedades iitiles, por ejemplo: el producto de un

vector y un bivector resulta en un vector, lo cual puede ser generalizado al producto de un

vector y un (B), blade para s > 1 como:

x - (B)

(x'bl)(bz/\bal\tu/\.../\b,)
—(x-bz)(bl/\b;;/\b.;/\.../\b,)
+(x-bs)(bi Aba AbgsA...ADby)

8

= Y (1) (x-b;)[(B), — {b:}],

i=1

(2.22)

donde [(B), — {b;}] denota el blade (B), sin el vector b;. Asf el producto interior de un vector

con un s-blade da como resultado un (s — 1)-blade.

Otro resultado obtenido por esta regla viene dado al tener A un 2-blade, (r = 2), y (B),

blade con s > 2, el producto punto de estos viene dado por

A - (B), = (a1 Aap)- (B), = a; - (a2 - (B),).

17
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Al aumentar el valor de 7 de manera que se cumpla 7 < s < 7, se tiene:

a (az - ( - (ar - (B)a)))« (2:24)

Al igual que el producto exterior, el producto interior puede ser extendido para cualquier

par de multivectores, si se cumple:

AM=M A=0, para A € R, M € Gy. (2.25)

En general, y de lo anterior, para cualquier blade A y B con grados r y s diferentes de

cero, se tiene:

A-B = (AB),_y, (2.26)
AANB = (AB)|,.+,|, (2.27)
AR B = (ABjpua=—Hrd= % (AB - BA). (2.28)

Mediante el producto geométrico se pueden obtener blades de diferentes grados, el blade
de mis alto grado es el n-blade y llamado pseudoescalar y se obtiene como I = e; AexA---Ae,.
Si el cuadrado del pseudo-escalar es diferente de cero, el dlgebra geométrica que contiene a
este se llama no degenerada. Los pseudo-escalares son nombrados de acuerdo al algebra a
la que pertenecen, por ejemplo Ig € G3, Ic € Gy (Para abreviar la notacién Gsop ~ G3 y

G4,1,0 > Ga,1)-

Algo muy importante del dlgebra geométrica es que un multivector tiene dos representa-

ciones, debido a la existencia del dual. El dual de un multivector M en G, es obtenido por:
M* = M1, (2.29)

donde I! difiere de I, solamente por un signo, el cual varfa segin el 4lgebra. El dual de un
r-blade es un (n-r)-blade.

Una operacién importante en el dlgebra geométrica es la reversion. Teniendo un s-blade
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A =a; A--- Aa, se obtiene la reversion de esta entidad como:

A

(arAazA---Aas—1Aa,),

asAas—1A---Aaz Aa;. (2.30)
Al generalizar para un multivector, la reversién es obtenida como:

(M); = (-1)“F2(M);, para M €G,,0< i <n. (2.31)

La reversion también se puede aplicar al producto geométrico de varios multivectores, esto
es D = ABC, donde A,B,C,D € G,, de la siguiente manera:

D = ABC = CBA. (2.32)

La involucién principal de G,, también llamada involucién de grado es representada por

77"y se define como:

(M); = (~1)'(M);, para M € G,,0<i <n. (2.33)

Finalmente, se puede expresar la funcion exponencial de un multivector M como la ex-
pansién de la serie
M= Z —_—. (2.34)
k=0

Para adentrarse en mas detalles y propiedades del dlgebra geométrica puede consultar
[22, 23], donde puede encontrarse una serie de propiedades de los elementos conformales que

resultan itiles en la solucién de una gran variedad de problemas.

2.4. Algebra geométrica conformal

En muchos problemas de diferentes dreas es necesario trabajar con entidades geométricas.

Por esta razén se requiere tener un ilgebra que permita manejar estas entidades (puntos,
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lineas, planos, esferas, cfrculos, etc.). La geometria conformal surge de las proyecciones estereo-
grificas, por lo que es correcto introducir este concepto antes de establecer una definiciéon
formal del dlgebra geométrica conformal.

2.4.1. Proyeccion estereogrifica

La proyeccién estereogrifica permite embeber el espacio Euclidiano E™ (IR™), en un espacio
conformal G* (IR™*!). La dimensién adicional de este espacio serd llamado e; = en41. La
proyeccién estereografica 1D tiene una descripcién geométrica que es ilustrada en la Figura
24.

Figura 2.4: Proyeccién estereografica para 1D.

Para explicar la proyeccién estereogrifica se tomars el caso de 1D (Gp). Al tomar 1D se
trabajari en (G), teniendo como base los vectores {e1, e, }, (Se llama e, ya que su cuadrado
es igual a +1). Siguiendo la Figura 2.4, la proyeccién se realizara sobre un circulo de radio
p=1

Entonces se define la proyeccién estereografica, teniendo x un punto sobre el eje e;, repre-

sentado en Go como:
x = ze; + Oey, (2.35)

y con n, un punto sobre el eje e;, que esta sobre el polo norte del circulo unitario. Al tener

la ecuacién de la recta que une estos dos puntos como:
1
fl@)=-Za+1, (2:36)
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y al formular la ecuacién del circulo unitario como:
a®+ f(a)? =1, (2.37)

se puede encontrar la solucién a este sistema de ecuaciones para saber el punto de interseccién
entre estas dos funciones.

Realizando las operaciones necesarias (véase [22]) se tiene que el valor de a viene dado

por: "
z
_ 2.
2241’ (2.38)
al sustituir este valor en (2.36), se tiene que f(a) es:
@ =~y (239)
z2-1
= Far o
de estos dos resultados se obtiene el punto x’' = ae; + f(a)e; como:
x = aep +bey,
2z 2 -1
Zrit T Rl

Al agregar una tercera base {e_} (e- debido a que su cuadrado es -1), se obtienen puntos
representados en coordenadas homogéneas y nuestro espacio cambia de G, a G5 y la ecuacién

(2.41) cambia a:

2z $2 -1
4 e; + e }
<1 2 lc+ e_, (2.42)

al multiplicar por 2 ‘” y factorizando z? se obtiene la representacién homogénea del punto

sobre el circulo como:

X" = ze; + %(zz)(e_ +ey)+ %(e_ —ey). (2.43)

En la Figura 2.5 se observa el sentido geométrico de este punto conformal en este espacio.
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2.4.2. Espacio de Minkowski

El plano de Minkowski IR se define con una base ortonormal {e;,e_} que cumplen las
propiedades siguientes:
ey2=1, e?=-1, e;-e. =0. (2.44)

Con estas dos bases anteriores se puede formar una base nula (el cuadrado de sus vectores
es igual a cero), esta base es nula {ep, e} y se define como:

1
e = E(e_ —ey) ¥ ex=¢6_+e;. (2.45)
Estos vectores pueden interpretarse geométricamente como el origen eg del sistema de
coordenadas y el punto al infinito e. Esta base, tiene las siguientes propiedades:

€02 =€ex’=0, ex-e=-—1. (2.46)

El producto exterior de los dos vectores de la base nula, genera un pseudo-escalar unitario

E para R1!, de la forma siguiente:
E=eANex =6 Ae_=e;e, (2.47)
este elemento cumple con las propiedades siguientes:

E2=1, E= —-E, Eew = —€x, Eep=ep,
e;E=e, eE=e;, ejexn=1+E, (2.48)

eexw =—(14+E), exAe =E, ejy-exn=1

2.4.3. Definicién del dlgebra geométrica conformal

El slgebra geométrica de un espacio 3D Euclidiano G3 tiene una base en puntos, es decir
trabaja con vectores que representan puntos en el espacio, el dlgebra de motores g; 0,1 trabaja
con una base de lineas. Utilizando el plano de Minkoswski para generar vectores nulos, se

expande el espacio Euclidiano IR" a R*L1 = R™ (4>) IR}, Esta expansién del espacio Eucli-
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Horosfera Plano de Minkowski

i

./

Hiperplano
P( Cis L’D )
\ e
/”///
Cono nulo

Punto estereografico
o
Punto homogéneo

Eje euclidiano
TS ’/ Punto conformal eoﬁ

Figura 2.5: Visualizacién del modelo homogéneo para proyeccién estereogréfica en el caso 1D [22].

diano resulta en el dlgebra geométrica conformal G, ;1. Se llama cono nulo al conjunto Nntl
de todos los vectores nulos en IR”, en la Figura 2.5 se muestra este modelo homogéneo para
la proyeccién estereografica para 1D (para mayor detalle consultar [22, 24, 27]).

Esta 4lgebra llamada Algebm Geométrica Conformal, tiene la caracteristica de tomar a la
esfera como su unidad de célculo, lo cual permite trabajar con otras primitivas geométricas
(lineas, puntos, planos, circulos, etc.) En general un punto Euclidiano x (IR"), puede ser
representado en IR**! como:

T = X+ aeg + fec, (2.49)

donde a y B son escalares. Note que los puntos conformales estdn representados con letras
italicas y los vectores Euclidianos con negrillas.

Este punto conformal puede ser dividido en dos partes mediante la operacién llamada
conformal split [23]: R™*1! = R" @ IR!!. Esta separacion es efectuada por los operadores
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de proyeccién Pg y reyeccion Pi- de la forma siguiente:

Pe(zc) = (2. - E)E = aeg + Pe € RV, (2.50)
P (zc) = (z.-E*)E* = (z. AE)E =x € R™. (2.51)

El espacio vectorial conformal derivado de IR? es denotado como IR*! Esta 4lgebra corres-
pondiente G4; contiene una base vectorial dada por {e1,€2,€3,€0,€x}. Contiene 25 = 32

elementos. El pseudo-escalar unitario esta dado por:
I. = ex0123 = EIE, (2.52)

donde Ig es el pseudo-escalar unitario de G3 representado por Ig = e123.

En las secciones siguiente se presentan las entidades o primitivas geométricas del dlgebra

geométrica conformal, las cuales se encuentran resumidas en la Tabla 2.1.

Entidad Representacién Grado | Representacién Dual Grado
Esfera s=p+3(P*—plecten 1 s*=aAbAcAd 4
Punto T =X+ X% + €0 1 z* = (—Ex — ix%eco + €0)Ig 4
Plano 7 = NIg — dexo 1 ™ =exANaAbAc 4

N=(a-b)A(a—c)
d=(a/\b/\c)Ig
Linea L=P AP, 2 L*=ex AaAb 3
=rlg + ecocMIg
r=a-b
M=aAb
Circulo z=81ANA81 2 zZ*=aAbAc 3

sz = (exo - 2)2
B2

Pz = (eco2)?

Par de Puntos | Pp = 81 A sy A s3 3 Pp*=aAbX*=ex AZ 2

Tabla 2.1: Representacién de las entidades y sus duales en Conformal.
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2.4.4. Puntos

Los puntos del dlgebra geométrica conformal (AGC) se consideran elementos del cono

nulo y tienen las sjguientes propiedades:

{.‘tc € g,.+1,1|z§ =0, Tc € = —-l}. (2.53)

La ecuaci6n 2.49 relaciona los puntos Euclidianos de IR™ con puntos conformales. Formal-

mente, el mapeo entre puntos Euclidianos y puntos conformales viene dado por [22, 24]:
12
To=X+ 2% € + e, (2.54)

donde z. € G4, y x € R™.

El uso de los vectores eg y e es evidente. Al hacer x = 0 en (2.54) se obtiene z. = ey que
es el punto homogéneo correspondiente al origen en IR® Considerando:

e X+ e

s = €y +2( 2 ) 538 (2.55)

al llevar x al infinito, se obtiene como resultado es,. Con esto se puede decir que e, representa
el punto en el infinito.

Usando (2.54) se expande el producto geométrico de dos puntos a y b como:

ol i Bl == %[(a2 +b?) + (ba? — ab%)eo + (b2 — a2)E.  (2.56)

La parte escalar de (2.56) es igual a:

1
arb=-3(a—b)’=ab- %(a2+b2). (2.57)

Esta ecuacién indica que el cuadrado de la distancia Euclidiana entre dos puntos confor-

males [22, 24], viene dada por el producto interno de los mismos, esto es:
(a=b)?%=-2a-b= (a—b)2. (2.58)
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2.4. ALGEBRA GEOMETRICA CONFORMAL

2.4.5. Par de Puntos

El producto exterior de dos puntos, o la parte bivectorial de (2.56) hace explicita la entidad
llamada par de puntos en su forma dual se define como [22, 24]:

Pp* = aAb,
aAb+(a—b)Aeg— %[(baz _ ab?) Aeq + (b? — a%)E]. (2.59)

El par de puntos también pueden ser obtenidos en su forma estdndar por la interseccién de
3 esferas, la interseccién de una esfera y una linea o la interseccién de un plano y un circulo.

En la Figura 2.6 se observa la obtencién del par de puntos por las tres formas mencionadas.

Figura 2.6: (a) Par de puntos Pp obtenidos por la interseccién de las esferas sy, s2, s3. (b) Pp
obtenidos por la interseccién de la esfera s y la linea L. (c) Pp obtenidos por la interseccién
de el plano 7 y el circulo z.

2.4.6. Esferas
La ecuacién de la esfera de radio p con centro en el punto p € IR" viene dada por:

(x-p)*=p* (2.60)

Usando (2.57), se puede expresar (2.60) como una ecuacién equivalente en términos de
puntos conformales:

1 1
R S (261)
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Usando 7 - e = —1 de (2.53), se puede simplificar (2.61) obteniendo

1
z-p (z - eeo) 5%,
1
z:p=(2-e)zp’ = 0,
1
x(p_ipzeoo) = 0)
-8 = 0, (2.62)
donde

12
s = P"§Pe<m
1, 1,
= (P+§peoo+eo)—§peoo,

1
= P+5(P’ - e e, (2.63)
representa a la esfera en el AGC [22, 24]. La entidad s tiene las siguiente propiedades:

2 = p?>0, (2.64)
€o:s = —1, (2-65)

estas propiedades permiten recuperar la forma de (2.63) y el centro p.

La representacion dual de la esfera puede obtenerse de s* = sI.~! Esta representacién
dual permite calcular la esfera como el producto exterior de cuatro puntos conformales sobre

su superficie de la forma
s"=aAbAcAd. (2.66)

Para un punto conformal z que se encuentre sobre la superficie de la esfera se cumple:

zAs"=0. (2.67)
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2.4.7. Plano

Para definir el plano en AGC se puede imaginar que uno de los puntos de (2.66) se sustituye
por el punto en el infinito, lo que resulta en una esfera con radio infinito, la cuél derivaria en

un plano. El plano en esta dlgebra es definido por

™ = exAaAbAc,
= exAaAbAc+E(b—a)A(c—a),
= ecolgd + NE, (2.68)

donde se identifican aspectos importantes del plano; dIg = a A b A ¢ representa el momento
del plano con una tangente representada por N = (b — a) A (c — a) que es la representacién

de Hesse del plano con normal N y distancia d [22, 24].

2.4.8. Linea

Haciendo una analogia al caso de los planos, las lineas se pueden definir como un circulo
de radio infinito, es decir, uno de los puntos que lo definen en 2.73 es e. La forma dual de

una linea viene dado por

L* = exAaAb,

exAaAb+ (b—a)AE,
€M + rE, (2.69)

donde M = a A b es un bivector representando el momento (que es el plano donde yace la
linea) y r = b — a representa la direccién de la linea [22, 24]. Notar que la linea definida en

esta ecuacion, pasa por los puntos a y b.

2.4.9. Circulo

La representacién estdndar de un circulo puede ser obtenida mediante la interseccién de

un plano y una esfera, sin embargo la definicién formal indica que un circulo es obtenido
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mediante la intersecciéon de dos esferas s; y s2 esto indica que para cada punto del circulo,

esto es z € z, se cumple:

TEZ <> TES Y TEsn. (2.70)
Si 51 y s2 son linealmente independientes, se puede desarrollar lo siguiente:

T€Ez < (z-31)s2—(z-82)81 =0,
< z-(s1As2)=0,
= z-2=0, (2.711)

donde z = s; A 52 es la interseccién de las esferas. Estas ecuaciones confirman que, al igual

que el caso de la esfera, si el punto conformal z pertenece al circulo z entonces se cumple:
z-2=0. (2.72)

Para obtener un circulo en su forma dual, basta con hacer el producto exterior de tres puntos

conformales que yacen sobre el, es decir
zZ"=aAbAc, (2.73)

donde a,b,c € 2z~ [22, 24].

2.5. Transformaciones conformales

Se llama transformacién conformal de figuras geométricas, a aquella que preserva su for-
ma; es decir, la transformacion no afecta los dngulos de la figura y por ende preserva lineas
rectas y circulos. Cualquier transformacién conformal en IR™ puede ser expresada como una
composicién de inversiones en esferas y refleriones en hiperplanos [22]. En general una trans-

formacién conformal se define como:

9(z) = GzG™' = o/, (2.74)
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donde z € ]R"'H’l, G es un versor y o es un escalar. El factor escalar es aplicado para preservar

y asegurar la restriccion 7’ - e = T - €0 = —1.

Para realizar transformaciones se necesita definir los versores. Un versor es un multivector
cualquiera que puede ser expresado como el producto geométrico de vectores invertibles. Se

pueden dividir en dos grupos.

Los versores impares son aquello que V = V, es decir son iguales a su involucién principal

(2.33) y son llamados spinor (de giro) 6 rotor si se cumple:
vV = VP, (2.75)

y un versor impar es aquel que V = =¥,

A continuacién se definen algunos de los versores que seran utilizados en la solucién de la

problemadtica planteada.

2.5.1. Inversiones
Partiendo de la forma general de una reflexién sobre un vector s = —5 [23] definida como:
s(z) = —szs ' =z - 2(s-z)s7! = o, (2.76)

donde sz + zs = 2(s - z).

Ahora esta operacién se realizara tomando a s como una esfera con radio p y centro en p

(2.63). Si s es una esfera unitaria centrada en el origen (p =1y p = 0), entonces s y s~ se
reducen a ey — Jeco. Al sustituir —2(s - z) = x? — 1 en (2.76) se obtiene:
/ 1 2 1 2p-1, 1 -2
oz = (x+ 5% €0 + eg) + (x* —1)(eg — §e°°) =x°(x""+ 23X eoo + ep), (2.77)

el cual define el mapeo conformal de x~!, tomando como o = x2

Ahora tomando una esfera arbitraria se puede invertir un punto, tomando (2.63) se tiene:

1 1
s.x:p.z_Epzeoo.x=_§[(x—p)2—p2], (2-78)
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al sustituir en (2.76) y realizando un par de operaciones algebraicas se tiene:

N2
o7 = (X2B) 50+ 3P e +e0), 2.19)
donde
o= Lo rp=LEB (2.80)

define una inversién en R"

2.5.2. Reflexiones

Algunas transformaciones de entidades geométricas conformales pueden ser realizadas me-
diante la reflezion. La reflexién de un punto T con respecto a un plano 7 se define como z
menos dos veces la distancia directa entre el plano y el punto, esto es ' = £ — 2(z - 7)™}
Para extender este concepto se toma un hiperplano con normal unitaria n y una distancia d
(con signo) del origen (ver Figura 2.7) en IR" representado por:

X0

Figura 2.7: Reflexién de un punto z con respecto al plano =.

T =8=n+ dec. (2.81)

Considerando que s -z = n - x en (2.76), se encuentra que:

g(x) = nxii + 2dn = n(x — dn)ii + dn. (2.82)
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La expresién (2.82) equivale a la reflexién nxf en el origen trasladada por d a lo largo
de la direccién de n [22, 24]. Para observar esto tltimo, se retomars el caso del punto z con
respecto a 7, y recordando que el producto Clifford de vectores es 2(b-a) = ab+ba, la reflexién

puede ser escrita como:

g = z—(nz—zm)r ),
¥ = z—mrnt —zanl
L = —7ra:1r’1 (2.83)

2.5.3. Traslaciones

Una traslacién puede ser modelada como dos reflexiones sobre dos hiperplanos paralelos
(ver Figura 2.8) [22, 24]. Si los planos estan normalizados y uno de ellos pasa por el origen (el
valor de la distancia d = 0). Entonces de (2.81) el operador llamado traslador se obtiene por:

T=mm = (n + deoo)(n + Oew),
= elfe=) =1 + %eoot, (2.84)

donde t =2dn y ||n|| = 1.

Figura 2.8: La traslacién vista como la reflexién con respecto a dos planos paralelos.
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2.5.4. Rotaciones

Se puede definir una rotacién como el producto de dos reflexiones con respecto a dos
planos no paralelos (ver Figura 2.9) [22, 24]. Entonces para rotar una entidad conformal Q
con respecto a los planos m; y 72 se tiene:

Q = (mm)Q (n7'n3Y), (2.85)
N e !
Re Ry

donde Ry se obtiene calculando el producto geométrico de las normales de los planos, esto es:
Ry = nyng = cos (g) — sin (g)l = -2, (2.86)

donde un vector unitario ! = n; A na/ |n; A ng| es el eje de rotacién y 6 es dngulo de rotacién

igual a dos veces el dngulo entre los planos 71 y ma.

Figura 2.9: La rotacién mediante la reflexién sobre dos planos que se intersecan y cruzan por
el origen.

2.5.5. Movimientos rigidos: transformaciones de giro

En general un movimiento rigido puede ser representado por un giro o tornillo o también
llamada rotacion general. Este movimiento es obtenido por una rotacién sobre una linea en el
espacio (en general, que no pase por el origen) y una traslacién simultdnea a lo largo de esta
misma linea.

La idea de la rotacién general, parte de rotar una entidad @ alrededor de una linea L
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Tipo g(x) en R™ | Versor en Gny11 | of(x)
Inversié 2 . T 5:.2)2
nversion X=p +p s=Pp— 3P €x ?
Reflexién | —nxn+2xd | P =n+dex 1
Traslacién x—t T=1+ %tem 1
Rotacién Rexl}; Ry = (-39 1

Tabla 2.2: Transformaciones conformales y sus versores representados.

arbitraria en el espacio, entonces se puede trasladar la entidad @ la distancia existente entre
la linea L y el origen, una vez en el origen se realiza la rotacién y finalmente se traslada de
regreso la entidad transformada. Entonces se puede definir el motor M € g;f 1 [22, 24]como

una rotacién general con la forma:
M =TRT =Ry, (2.87)

esta ecuacién puede interpretarse como una rotacién sobre la linea L. Al igual que las rota-

ciones y traslaciones, la rotacién general M = Ry, puede ser aplicada a una entidad Q como:
Q = R.QR, = TRTQTRT, (2.88)

donde TRT = ﬁ},
Utilizando la propiedad ge®)g = e(8¢8) para gg = 1 y la forma exponencial del traslador

y el rotor, se tiene que:

R, = TRT,

= e(s?&)e(-%l)e(_sxzﬁ),

- (1+%) o(-4) (1_%)
= () (-500-5)),

= e(-3ten(t) (2.89)
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Esta férmula estd dada en [22]. La representacién exponencial de los motores, rotores y

trasladores es 1itil en el manejo de ellos y al momento de calcular las derivadas de los mismos.

En la forma exponencial de Ry, se obtienen directamente los componentes de la linea con
respecto a la cual se rotard la entidad en cuestién. Entonces el eje de rotacién de R es

expresado en su forma estdndar como:

L = ex(tAr)Ig+rlg,
eoo(t - 1) + 1. (2.90)

Entonces la forma estdndar de una linea L de magnitud unitaria, puede ser utilizada para
girar cualquier entidad alrededor de ésta linea como eje de rotacién. Esto se puede expresar

como:
Ry = e(-5L), (2.91)

2.6. Diferenciacion geométrica

Se puede definir la diferenciacion como el proceso para determinar la rapidez de cambio
de una funcién. Al formular con ilgebra geométrica, es posible diferenciar no solé con respecto
a escalares (como en el célculo real) o a vectores (como en el cdlculo vectorial) si no también

con respecto a multivectores generales o k-blades [22].

Debido a los diferentes tipos de elementos geométricos construidos, estos también cam-

biaran en maneras diferentes en un contexto geométrico.

Los cambios realizados por transformaciones ortogonales, ocurren cuando una entidad
sufre un cambio debido a una transformacién como lo son las rotaciones o las traslaciones. De
estas transformaciones las rotaciones son de especial interés debido a que producen cambios
continuos y suaves que son tipicos de los movimientos. Al usar la forma exponencial de los
rotores, la diferenciacién de éstos se reduce a calcular los productos conmutadores (ver [22])

con los bivectores de la transformacidn.

En general un elemento geométrico estd parametrizado en términos de otros elementos.

Por ejemplo una dependencia en la localizacién de un elemento, que puede ser definida como
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una parametrizacién por el vector de posicién x, o una dependencia en el tiempo debido a un
parametro escalar de tiempo 7. También existen dependencias debido a relaciones geométri-
cas, por ejemplo si un elemento Q es reflejado con respecto a un plano 7, 7Qn !, entonces
si el elemento sufre un cambio (si el plano sufre una rotacién) el elemento parametrizado

cambiard también.

Es de especial interés la diferenciacién escalar, por lo que se enfocars esta seccién a ella,

para mas detalles de diferenciacién geométrica puede consultar [22, 28].

2.6.1. Diferenciaciéon escalar

La diferenciacién escalar de un funcién multivectorial-valuada F (7) con respecto al parametro

7 se realiza mediante la definicién usual de derivada, esto es:

d _ .. F(r+¢€¢)—F(1)
EF (n)= 21_1)1(1) e T (2.92)
Como se observa en algebra geométrica no se incorpora esta conocida definicién de dife-
renciaciéon. Entonces, las reglas de diferenciacién de productos, pueden ser usadas libremente
al producto de funciones multivectoriales-valuadas, esto es, la regla del producto de funciones

se conserva es decir

LIF@GW] == [FIG ) +F () (G ()]. (299)

Para ver el uso de (2.93), se toma un vector z parametrizado con respecto al tiempo 7, es

decir z(7). Ahora para diferenciar 22 (el producto geométrico de z consigo mismo) se realiza

By (1)? = or [z (r)z (7)),
= Orlz(7)]z(7)+z(7) 8- [z (7)] (regla del producto),
= 20, [z (7)] -z (7) (definicién del producto interno),
= 2z (1) -z (1) (punto por derivada en el tiempo).

Para finalizar esta seccién, se aplicara la diferenciacién escalar a la ecuacién de un rotor
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dependiente del tiempo. Sea un rotor definido por R = e~ donde el bivector y el angulo
pueden ser variantes ambas funciones dependiente del tiempo. Con este rotor se puede generar
una entidad Q variante en el tiempo de la forma Q' (1) = R(T)QR(7). Al diferenciar con

respecto al tiempo, y usando la forma exponencial del rotor, se obtiene:

Bf[e'%!Qe%],

- _%a,[Bo](e-%’Qe%’) + «;-(e‘%Qe%)ar[Bﬂl,

8,Q'(7)

= %(Q’@,[BG] - 8,(BoIQ),
_ % Q x ,[B6], =

donde x es el operador conmutador (2.28).

Esta ecuacién serd muy importante al momento de calcular el Jacobiano de un robot

mediante la diferenciacién de la cadena cinematica del mismo.
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Capitulo 3

Cinematica y dinamica usando

algebra geométrica

Este capitulo presenta la teoria necesaria para el modelado cinemdtico y dindmico de sis-
temas mecdnicos basado en los resultados previos de E. Bayro y J. Zamora [22, 30|, resaltando

las diferencias entre el dlgebra de matrices y el algebra geométrica conformal.

3.1. Cinematica

La cinemidtica es el estudio del movimiento sin tomar en cuenta la fuerza o fuerzas que lo
producen. La cinematica incluye el estudio de posicién y velocidad, describe la relacién entre

la. posicién de las articulaciones con la posicién y orientacién del extremo final del robot.

3.1.1. Cinemadtica inversa

La cinemdtica inversa determina la configuracién que debe tener cada articulacién del
robot para una posicién y orientacién conocida del extremo final. A nivel de coordenadas,
el problema cinemadtico inverso es la conversién de coordenadas cartesianas a coordenadas

articulares.
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3.1.2. Cinematica directa

La cinemdtica directa se define como el célculo de la posicién y orientacién del extremo
final de un robot en funcién de la posicién de sus articulaciones y de los pardmetros geométri-
cos de los elementos del robot. Esto se realiza en dlgebra geométrica mediante el producto de
rotaciones generales. Otra forma de realizarlo es con algebra de matrices homogéneas obte-
niendo el mismo resultado; por lo tanto es conveniente realizar una comparacién entre estos
dos métodos para acentuar las ventajas de cdlculo que ofrece el dlgebra geométrica respecto

al dlgebra de matrices.

Con el uso de matrices homogéneas [46] se pueden representar las rotaciones en los ejes

T,y y z de la siguiente forma:

(1 o 0o 0)

| 0 cos(6;) —sin(6:) O
= 0 sin(f;) cos(fz) O o

\0 o 0o 1)

(cos (6,) 0 sin(8y) 0\

0 1 0 0

B=1]" (32)
—sin(6y) 0 cos(fy) O

\ 0 o 0 1)

cos(f,) —sin(d;) 0 0O

R, — sin(6;) cos(6;) O O (3.3)
0 0 10
0 0 01

Al representar rotaciones sobre un eje arbitrario que no cruza por el origen, las matrices

se complican. Por ejemplo, la rotacién respecto al vector t = [tz, ty, t,]7 esté dada por:
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t2(1—cg) +co toty (1 —cp) —tz89 tztz (1 —cp) + tyse
R(O,t)=| taty(1—co)+t50 t2(1—cg)+ca tyt:(1—co) —ta36 (34)
totz (1 —cg) — tyse tyt. (1 —co) +tzs0 t2(1—cp) +cp

Esta matriz representa la rotacién respecto a un sélo eje, es decir, el giro en una unién, al
aumentar el nimero de g.d.l., la complejidad de las matrices aumenta y por ende aumenta la

demanda computacional requerida para resolver la cinemdtica directa.

En el caso del dlgebra geométrica conformal, estas rotaciones son realizadas con un térmi-
no exponencial cuyos argumentos son: un bivector representando el plano normal al eje de
rotaciéon y el valor del dngulo de rotacién. De esta forma, las tres rotaciones bésicas viene

dadas por:

R, = el-7enb:) (3.5)
R, = e(-3euty) (3.6)
R, = e(-3eub:) (3.7)

donde e>3, e3;, €12 representan el dual de las normales de los planos de rotacién yz, zz, Ty

respectivamente.

Para tener una metodologia estindar al realizar el andlisis cinemdtico, se tienen en cuenta
las mismas consideraciones tanto para el algebra de matrices como para el algebra geométrica

conformal. Dichas consideraciones son:

» Un manipulador con n uniones tendrd n+1 eslabones.
s Las uniones se etiquetan de 1,--- ,n y los eslabones de 0, - ,n.
= La unidn i conecta el eslabén i-1 con el eslabén i.

s Se considera la unién i fija eslabén i-1. Es decir si la unién i cambia, el eslabén i se

mueve.
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= A cada unién se le asigna una variable, la cuél serd un 4ngulo si la unién es revolutiva

0 una traslacién si la unién es prismatical (ver [46]).

El robot humanoide a modelar cuenta tinicamente con uniones revolutivas, por lo tanto se

etiquetan como 6;.

Una vez hechas estas consideraciones, el anlisis inicia asignando un sistema de coorde-
nadas a cada eslabén, de tal manera que el sistema de coordenadas i sea asignado al eslabén

i. Al hacer esto, el sistema de coordenadas i se mueve al ser accionada la unién i.

Dado lo anterior, considere que existe una transformacién homogénea A; que expresa la
posicién y orientacién del sistema de coordenadas i con respecto al sistema i-12 y esta matriz
varfa conforme a las variables de unién. Al depender sélo de una variable de unién, esta matriz

se define como:

A= A; (6;). (3.8)

Se denomina matriz de transformacidn a la transformacién homogénea que relaciona

el sistema de coordenadas i con el sistema j.

Al representar la posicién y orientacién del sistema i con respecto al sistema i-1, se tiene
que la matriz Az relaciona las posiciones y orientaciones del sistema tres con respecto al sistema

dos; las matriz A, relaciona el sistema dos con respecto al sistema uno y asi sucesivamente.

Si se desean expresar las posiciones del sistema tres con respecto al sistema uno, primero
se expresa con respecto al sistema dos y después respecto al sistema uno. Entonces la trans-
formacién es obtenida mediante la multiplicacién de cada una de las matrices y obteniendo
asf una matriz A} que relaciona las coordenadas del sistema 3 con respecto al sistema uno, es

decir:

A3 = A
= AgAs. (3.9)

19; si la unién es revolutiva, d; si la unién es prismética.
2Se utilizaré la notacién A; para abreviar la notacién Ai~!
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Entonces al tener en el robot n grados de libertad, se tendran n matrices de transformacién
que relacionen los sistemas n con el sistema n-1, n-1 con n-2, etc., hasta el sistema uno con

el sistema cero que se tomaran como coordenadas del mundo o sistema inercial [46].

Siguiendo el método de (3.9) para representar posiciones y orientaciones del sistema de

coordenadas n con respecto al sistema inercial, se requiere la transformacién T expresada

por:

T

AR (61) A3 (62)--- AR7" (6)
= A;(6;) A2(02)- - An (6r). (3.10)

Por tanto, teniendo los valores de las n uniones, mediante la matriz T2 se puede obtener
la posicién y orientacién del sistema de coordenadas final con respecto al sistema inercial. Por
conveniencia y siguiendo el procedimiento de obtencién de parametros Denavit-Hartenberg
[46], el sistema de coordenadas n se fija en el extremo del 1ltimo eslabdn, es decir el efector
final, y por tanto, al depender de las variables de unién, la matriz 70 define la cinemitica
directa del robot.

Ahora, con el dlgebra geométrica conformal la cadena cinemdtica para un robot manip-
ulador serial, se obtiene por la aplicacién sucesiva de motores. De acuerdo con la ecuacién
(2.87), se pueden modelar giros con respecto a una linea L. La sucesién de motores es vélida
para puntos, lineas, planos, esferas y circulos. Al representar la posicién inicial del efector
final como z, y el motor correspondiente a la variable de unién i como M (6;) = M;, para un
manipulador con n grados de libertad la posicién del efector final es:

&, = MiMyMjy - - My (2p) MoMp_ --- My, (3.11)

o en forma compacta como:

2= (]’[ M.-) (zp) (1'[ 1?4’,._.-+1) (3.12)
i=1

=1
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Para realizar una comparacién entre el dlgebra de matrices y el dlgebra geométrica con-

formal, se presentaran los célculos realizados para un brazo industrial de 6 g.d.l.. [32]

Cinematica directa del manipulador AdeptSix 600®

Con el fin de resaltar las ventajas del algebra conformal, a continuacién se muestra la
obtencién de la cinemética de un robot manipulador con el método Denavit-Hartenberg y con

dlgebra geométrica.

Figura 3.1: Ejes de rotacién del brazo manipulador.

El brazo manipulador industrial AdeptSix 600 cuenta con seis grados de libertad, los
cuales se muestran en la Figura 3.1, las caracteristicas técnicas, rangos de operacién y medidas

pueden ser consultados en [29].

Primero se calculan las matrices de transformacién de los sistemas de coordenadas fijados
a cada unién revolutiva del brazo manipulador, estas matrices son encontradas siguiendo el
método de Denavit-Hartenberg® Este método requiere de varios pardmetros geométricds del
robot para poder generar las matrices de transformacién. La Figura 3.2 muestra los valores

que se requiere para encontrar estas matrices.

En la Figura 3.3 se muestran puntos nombrados como z; para ¢ = 0,---5, estos puntos
son los origenes de cada sistema de coordenadas y el punto x5 seran el punto del efector final.

3El desarrollo del método esta fuera de los objetivos de este trabajo, por esto s6lo se mostrarén los resultados
obtenidos.
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Figura 3.2: Caracteristicas geométricas del brazo AdeptSix 600®.

Siguiendo los pasos establecidos en el método de Denavit-Hartenberg? se asignan los sistemas
de coordenadas y una vez hecho esto se obtiene la Tabla 3.1 de parimetros que permite

calcular las matrices de transformacién, donde 6 denota que este pardmetro es variable.

|Eslab6n|a.~[a,-]d.-|0.-|
1 -a1 _12_1'_ d1 0{
2 ag ™ 0 9;
3 a3 | 5 | 0] 63
4 0 [-X[di0;
5 0|-Z|oe
6 00 [de| 62

Tabla 3.1: Pardmetros Denavit-Hartenberg AdeptSix 600®

Cada fila de parametros define una matriz de transformacién, es decir, los parametros del
eslab6n uno generan la matriz A; y asi sucesivamente. Mediante el método D-H la matriz
de transformacién se obtiene por el producto de cuatro transformaciones bésicas (consultar

[46]). El producto de estas cuatro transformaciones resulta en la matriz A; definida por:

4Se usaré la abreviacién D-H para referirse a Denavit-Hartenberg.
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3.1. CINEMATICA

Co; —30;Ca; 36;8a; GiCy;

A= | % Coca —CBiSai Gise, (3.13)
0 Soy Ca; di
0 0 0 1

Tomando cada uno de los parametros de la Tabla 3.1 y sustituyendo para cada eslabén ¢
en (3.13) se obtienen las seis transformaciones que relacionan el sistema del efector final con el
sistema inercial dependiendo de los valores de los 4ngulos 6;, ¢ = 1-- -6 es decir la cinematica

directa, queda expresada por la transformacién:

4]

A} (6:1) A3 (62) -~ A3 (86),
Aj (61) A2 (62) - - - Ag () - (3.14)

Cinematica directa definida en términos del AGC

Para obtener la cadena cinematica en dlgebra geométrica conformal se asignaran puntos
conformales a cada unién en lugar de matrices de transformacién. Estos puntos estaran refer-
enciados a un sistema que por conveniencia serd asignado a la base de el eslabén uno, es decir
el punto al origen eg estard en zo, la Figura 3.3 muestra la asignacién de puntos conformales

y el sistema de coordenadas utilizado para referenciarlos.

Con los parametros de la Tabla 3.1, se construyen los siguientes puntos Euclidianos

Xo = 0,

x1 = (a1)er +(di)es,

x2 = (a1)e; +(dy + az)es,

x3 = (a1)e1+ (d1 + a2+ a3)es,

x4 = (a1+dg)e;+ (d1 +ag +a3)es,

x5 = (a1+dg)e; + (di+ az+ a3 +de)es. (3.15)
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CAPITULO 3. CINEMATICA Y DINAMICA USANDO ALGEBRA GEOMETRICA

Figura 3.3: Sistema de coordenadas y puntos conformales de cada unién del brazo manipu-
lador.

Ahora se utiliza el mapeo conformal (2.54) para pasar estos puntos x;, i = 0,---,5,

Euclidianos a puntos conformales z;, i =0,--- ,5, es decir:

1

Usando (2.89) para definir los motores (rotaciones generales), definiendo el sistema de
coordenadas en la base del manipulador y asignados los puntos conformales, se obtiene:

Ry, = TRT
= () () (-
- (135 (),
= (=) (-u) - 2))
= (- utentmit), (3.17)

donde 6; representan la variable de unién 4, los vectores x; son tomados de (3.15) para

j=0,---,5yl;parai=1,---,6 estan dados por:
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h=lg = e,
la=B=Il5 = es,
l4 = e23, (3.18)

Quedando cada motor Ry, expresado por:

Ge)

Ry, = e

(-
Ry, = e( 2 (es1+eoo (x1- eu)))
Ry, = e( gz:‘(e31+'=c:<a(xze:u)))
R, = e( % (e23+eco (x3- e,,)))
R, = e( % (esr+eco (xa-e21)))
Ry, = e(-Hnres(oen), -

siendo Ry, una rotacién en el origen, ya que su eje de actuacion estd fijado al sistema de

coordenadas, es decir eg, por lo tanto no existe traslacién, ademas eg - €12 = 0.

Una vez definidas estas transformaciones, los puntos conformales z; afectados por cada

motor se pueden encontrar de la siguiente manera:

g} = Ry,RyL,(z1)RL,RyL,,

oy = Rp,Rr,Ri, (z2) RiyRi,Re,,

@y = Rp,Rr,Rp Ry, (xs) Ry Rr,Ri,RrL,,

¢y = RpRi,Ri,Rr,Ri, (¢4) RisRi Ri,Ri,RyL,,

¢4 = Rp,Rr,Ri,RiRrsRis(vs)RigRisRr,RiRi R, (3:20)

Considerando z, = 75, la cinemitica directa usando (3.12) con M; = Ry, queda expresada
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como:

n n
o) =z} = (]‘[ RL_.) (zp) (]’[ ﬁLn_m) (3.21)
i=1 i=1

Al comparar, se observa que el método realizado con el dlgebra geométrica conformal, per-
mite una representacion més compacta (3.21) que la representacién matricial (3.14), reducien-
do el nimero de sumas y multiplicaciones requeridas en el dlgebra de matrices, disminuyendo
el tiempo de calculo para el sistema de cémputo [32].

3.1.3. Cinematica diferencial

Utilizando cinemadtica directa, a partir de la configuracién de las posiciones articulares, la

posicion del punto que representa el efector final se puede expresar como:

n n
ap, = [ [ Mizp [ [ Moia. (3.22)

i=1 i=1
El conjunto de valores de las variables de unién representa el espacio de configuracién
del sistema y serdn llamadas 6;. Entonces para los n grados de libertad del manipulador se

tendra un vector de variables de unién de dimensién n x 1 de la forma:

0=[61,,6]" (3:23)

Al moverse el robot manipulador, tanto las variables de unién como la posicién y orien-
tacién del efector final se vuelven funciones del tiempo. Entonces el punto z;, sera variante
en el tiempo (z, (t) € IR*1) y al calcular su derivada con (2.92), se obtiene la velocidad del

efector final, definida como:

dzy, (t) _
dt

lim % (@, (t+e) - 2! (). (3.24)

Al calcular la velocidad del efector final, serd necesaria una expresién que relacione las

velocidades angulares de las uniones con la velocidad lineal del efector final. Esta relacién
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es representada matemsticamente por el Jacobiano de la funcién de cinematica directa. Por
tanto, para un manipulador con n eslabones, el Jacobiano representa la transformacién in-
stantdnea entre las velocidades de unién 6, y la velocidad lineal del efector final &) € R®.
Esto puede ser representado por:

&= Jh. (3.25)

Esta ecuacién representa la cinematica diferencial del efector final, donde J € IR3*™ representa

el Jacobiano del sistema, el cual es definido mas adelante.

Al derivar la ecuacién (3.22) se obtiene una expresién que representa la cinemdtica difer-

encial del efector final del robot manipulador.
dzj, = Z Bo; (H Mz, H M,,_,+1) df;. (3.26)
i=1 i=1

Se puede apreciar que los términos de la sumatoria equivalen al producto de funciones
dependientes de 6;; entonces, usando la regla de la derivada de funciones se obtiene:

n Jj L —
d;p; = Z [agj (H M') H M; iTp H M, —i+1 + H M; iZTp H M, _ .+169: ( H Mn_"+1)] d0,
i=1 .

j=1 i=j+1 i=1 i=n—j+1
(3.27)

Al utilizar rotaciones generales el motor M; esta definido por M; = e(_%o‘["’), la derivada

estd dada por la expresién:

d(M;) = —%M,-L,-d(), (3.28)
donde L; es definida en (2.90).

La derivada parcial del producto de motores puede ser expresada como:

J 1 J 1 -1
Bs, (HM-) = —51;11 i=-3 (1;[1 Mi) LiM;. (3.29)
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De igual forma la derivada de M; = e(30Ls) esta dada por:
~ 1
d (M.-) = 5 M;Lid, (3.30)
con esto la derivada parcial del producto de motores se expresa como:

7 n
e L
60,‘ ( H Mn_,’+1> = 5 H n—1+l (3'31)

i=n—j+1

Al sustituir (3.29) y (3.31) en (3.27) se obtiene:

n J -1
dz;,=z[ HMLM ]'[ Ma:,,HM.,_,+1+ HM:::,,HM_,HML HM_,]do

i=j+1 i=1 i=1 =1
(3.32)

Factorizando algunos productos de motores y simplificando la ecuacién anterior se obtiene:

o =-355 [ (o (e T o) - (L0 T ) ) {2

j=1 |i=1 i=j =1 i=j =1
(3.33)

Mis detalles de esta derivacién puede ser encontrada en [22].

La expresién (3.33) se simplifica utilizando la definicién del producto de un vector a con

un bivector B expresada por:

1
a-B= 3 (aB — Ba), (3.34)

donde aB y Ba representan el producto geométrico de a por B y viceversa, respectivamente.

Debido a que L es un bivector y que ]_L_] Mz, H"" M,,_;+1 es un vector, la ecuacién
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(3.33) se puede simplificar simplifica usando (3.34) dando como resultado:

) ([ 1) ) ] o

Aplicando la transformacién conformal representada por el producto de motores a cada
elemento del producto punto de (3.35) se obtiene:

n—j+1 j—1 -1 __
dz;—z l(HM 1 Mz, f[ M,._.+1HM, ) (HM.-L,-HM,-_i)}d()j, (3.36)

j=1 i=1 i=j i=1 i=1 i=1

esto es posible gracias a que el 4lgebra geométrica conformal permite trabajar con cualquier

entidad definida, en este caso puntos y lineas.

Examinando los productos de (3.36) se puede notar que:

j-1 n n
II M [ M =[] M, (3.37)
=1 i=1

y también se tiene que:

n—j+1 n—j+1
H Mn—t+1 H M -1 = H Mn-t+1 H Mn—1+1 HMn i+1- (3-38)
i= i=1 i=n—j+2

Sustituyendo (3.37) y (3.38) en (3.36), ésta ultima se reduce a:

Z [(HMa:pHM _,+1) (:]:[I M,-Lj;]_:[: 1\7]-_,-)] db;, (3.39)

j=1 i=1
donde se puede identificar el producto [T, Miz, [T, M,_i41 definido en (3.22) como B

Ahora, teniendo que la transformacioén de L; es:

j-1 i-1__
= H M;L; H M;_;, (3.40)
i= i=1
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se puede representar la expresion (3.39) en la siguiente forma compacta:

n
dzj, =Y [z, L}]d8;, (3.41)
j=1

que al ser expresada en forma matricial, se obtiene:

g=(a 1y - o I )| (342)

Para el caso de las lineas se sigue un proceso similar obteniendo:

7] Ly, o .- o Ly, o .- 0
r/ 1Tt /17! 171! Il
1 Ly LYL;, --- 0 LiL, LLL
‘2 =2 2. 1 2. 2 : _ 1. 2 2. 2 i, (3.43)
L L Ly LoLy -+ Lyl LL, LL, --- LyL,
que al expresarse en términos del conmutador se tiene:
y ([ o 0 o - 0)\]
i It w I 0 0 -0
L' 1 P et |
= =5 Lf x Lh Ly x I} 0 - 0] g (3.44)
i : : :
o/ |\\mx# mxp KxIy - 0]

Al examinar la ecuacién (3.42) y compararla con (3.25) se puede apreciar que el Jacobiano

esta dado por:
J=(d, i - &L ). (3.45)
Esta representacion da una interpretacién geométrica del Jacobiano, ya que cada columna
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de éste es el producto punto de la transformacién del efector final, con la transformacién de
los ejes de rotacién, esto es, la contribucién de cada eje de rotacién en el movimiento del
efector final. Ademds la forma de calcular las columnas de esta matriz serd siempre la misma
sin importar el nimero de grados de libertad que posea el robot, algo que en el dlgebra de
matrices no resulta asi, teniendo que realizar numerosas multiplicaciones y sumas de entidades

trigonométricas aumentando el gasto computacional.

Un andlisis detallado de la obtencién de (3.45) puede ser consultado en [22, 30].
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3.2. Dinamica

A continuacién se describen las ecuaciones de energfa cinética y potencial en términos de
dlgebra geométrica, para asf escribir el modelo dindmico de un manipulador de n grados de
libertad utilizando las ecuaciones de Lagrange.

3.2.1. Energia cinética
Se inicia introduciendo el centro de masas en el andlisis para desarrollar expresiones itiles

para la energia cinética de un sistema.

Energia cinética de un sistema de particulas

Considerando un sistema de n particulas, mostrado en la Figura 3.4. La energia cinética
total relativa del sistema de particulas es expresada por:

I s (3.46)

Figura 3.4: Sistema de particulas con su centro de masas.

Note que 7. es la distancia del origen del sistema de referencia al centro de masas, r;
representa la distancia del origen del sistema de referencia a la particula cuya masa es m;,
la distancia de esta misma particula al centro de masas del sistema se representa por p.;. La

distancia r; esta dada por:
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Ti =T¢ + Pei- (3-47)

La derivada respecto al tiempo de (3.47) es:

i = fe + b (348)

Por lo tanto, la ecuacién de la velocidad de la i-ésima particula (p¢;) respecto al centro de

masas viene dada por:
Vi=Ve+ pei- (3.49)

Sustituyendo (3.49) en la expresién de energia cinética (3.46) se obtiene:
L o SR
K = ; (Ve + pi), (3.50)

n n n
= % Y o mi(Ve)* + ) miVepes + %zmi(/’d)z
i=1

i=1 i=1

Como V. no depende del indice de la sumatoria se puede extraer y escribir:

1 o d < I .
ey 8 : = OO e 2., .01
K 2Vc(;=1m.)+Vcdt;=1m.pc.+2E mipz; (3.51)

i=1

Considerando por definicién que ) 1, mipe = 0 y siendo m = ) 1. ; m; la masa total del

sistema se tiene:
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D GNP B
K=gmV?+o §m.pd. (3.52)

De esta forma, la energia cinética respecto a un sistema de referencia se puede considerar
como la suma de dos partes: (1) la energia cinética de la masa total moviéndose respecto a
ese sistema de referencia con la misma velocidad que el centro de masas, mas (2) la energia

cinética del movimiento de las particulas respecto al centro de masas (momento de inercia).

Energia cinética de un brazo manipulador

A continuacién se representara la posicion inicial del centro de masas i con z;, el centro de
masas en funcién de las variables de las uniones (rotaciones o traslaciones) con z, la posicién
inicial del eje de la unién i con L; y a dicho eje en funcién de las articulaciones con L] (ver
Figura 3.2).

Las ecuaciones de cinemdtica directa relacionan z; con z; y a L; con L. Expresando dicha
relacién utilizando algebra geométrica conformal se tiene:

Z; M1M2 e M.‘I,’Mi ssein Mzﬂ-{l, (353)
LI = MM, ---M;_1L;M;_, --- Mo M,. (3.54)

La energia cinética de un eslabén puede expresarse como la suma de la energia debida a la
velocidad del centro de masas y a la energia producida por el momento de inercia del eslabén.
Ademas la energia cinética de un brazo manipulador es equivalente a la suma de las energias
de cada eslabén teniendo:

. 2
1 ., 1 .
K = gmiz? + I, (ngq,) (3.55)

donde I; es la inercia del i-ésimo eslabén y i} representa la velocidad del centro de masas
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=z (E L;q',-) (3.56)
j=1

obtenida en la seccién 3.1.3 de este capitulo.

expresada como:

Sustituyendo la ecuacién (3.56) en (3.55) se puede expresar la energia cinética con algebra
geométrica conformal de la siguiente manera:

el bl

La energia cinética total del brazo manipulador esta dada por ) ;. ; K; donde n es el
nimero de grados de libertad del brazo. Sabiendo que la energfa cinética es K = K, + K7,
con el fin de simplificar la explicacién se tratardn sus componentes K, y K por separado,
teniendo que:

T
K = 3K (i)@)z (3:59)

Primero se desarrollard K, y posteriormente K, a fin de construir una expresién mas
simple para el célculo de la energia cinética. Entonces se tiene que:

) 2
K o= 13 m [ (ngq,-)] (3.60)
_

i=1

La magnitud de la velocidad al cuadrado equivale al producto punto del vector consigo

mismo esto es:
£ = 13m [(ZL) [ 1) @
i=1 j=
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Ahora, introduciendo el término z’ en la sumatoria se obtiene:
1]

K, = %st (E("?'Ié)q}) (E(zé-L;)rb)
J=1

i=1 j=1

Desarrollando las sumatorias para j de 1 a i, se tiene:
1 n
Ky = 5> mi(si Ligi+-+ai- L) - (af- Lo + - + - Ligi)
=1

y desarrollando las sumatorias para i de 1 a n,

1 y .
K,,=§[ my (2y Lig1)- (=7 Lyigi) + -

my (25 Lydr + 25 - Lyd) - (25 - Lydr + 75 - L) + -+

mn (2, - Lygi+ -+ ) - Lhdn) - (zh - Lig1 +--- + 2 Lin) ].

Reorganizando los términos y factorizando ¢ se tiene

2K, = (ma(z} - L}) - (&} - L) + - - + mn(z), - L}) - (2, L})) ¢ +
(ma(z) - L) - () - Ly) + - - + mu(zl - Ly) - (2, - L)) 63 +

(mi(zy Ln)- (21 Lp)+ -+ ma(zn Ly)- (2 L7))da+
(ma(zy - L1) - (@5 - Lo) + -+ + ma(zy - L) - (2, L3)) dude +

(ma(z3 - L) - (z3 - L3) + - - - + ma(ay, - L) - (27, - L)) dads +

Ma(2n Ly1) - (€0 Ln)dn-1dn.

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

Gracias a esta descomposicién se ve la simetria de los términos, que permiten ser organi-
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zados en forma matricial para una comprensién mas clara como:

Q1
1 ; ’
Ke=1(an o )Mo
Gn
donde M, es igual a:
Shami(a 1) @ L) e Tieam(a- L) - (- L)
ML Yimami(zy - Ly) - (a5 L) -+ Xj_ami(as- La) - (25 - Ln)
==
2 . .

Yienmi(ay - Ly) - (&5 - LY) -+ j_nmy(a) - Ly) - (2 - Ln)

El elemento M,,; se calcula haciendo:

n

Mo, = Z mi(zr L) - (2} - L).
k=Maz(i.j)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

Note que M, es una matriz simétrica que se puede descomponer como el producto de dos

matrices triangulares y una matriz diagonal:

’ ’ ' ’
x’l'Ll x,2' ] :l:,,'Ll my 0 § o 0 x’l‘ ’1 0
0 zp-Ly --- z, Lj 0 mg --- O zo- Ly z5-Lj
M, = . )
0 o -, L)J\o o !

my,/) \zi, Ly =z, Lj

't
Ty - Ly,

(3.69)

A continuacion se define m como la matriz diagonal de masas y V como la matriz triangular
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inferior de velocidades, teniendo:

(mi 0 - 0
0 e 0

m=1 ™ _ (3.70)
\0 0 - m,
(#-L; 0 - 0
- Ly z4-Ly -+ 0

v = | 2_L’ , (3.711)
\Th- Ly 7 Ly - 2, L,

Por lo tanto se puede escribir (3.69) como:

M, =VTmv. (3.72)

Lo cual significa que la contribucién de energia cinética debida al desplazamiento de las
masas con respecto al sistema de coordenadas se puede calcular ficilmente empleando:

= %fvaw. (3.73)

Ahora, para la componente de energia cinética Kj, se tiene que:

) 2

1 n 1 i

Ki= ) ZI-' (Z ‘Ij) (3.79)
=1 =1

Realizando las sumatorias para i y j de 1 a n se tiene:

K= % [1(61)* + Ia(d1 + d2)* + -+ In(da + -+~ +dn)?] - (3.75)

Desarrollando el cuadrado de los polinomios y factorizando para g se tiene en forma matricial
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se obtiene:
i Q1
. 2 3.76
Ki=3 (ql qn) M| (3.76)
dgn
donde
:.1 L YioLi - ?—n I;
s AIPY FERERR " I
MI — Et 2 21—.-2 1 z—'n t (3'77)
i=n I; t—n B e i=n I;
Esta matriz My se puede descomponer como el producto de dos matrices
1 L 0 --- 0
01 ---1 b Iy =~ 0
Mp=é6=\|, . .. . (3.78)
00 ---1 I, 1, --- I,

De esta forma la componente de energia cinética debida al movimiento de los eslabones con

respecto a su propio centro de masas quedara determinada por:

Kr = -¢7é14. (3.79)

29

Finalmente, la energfa cinética total del sistema puede expresarse' como:

K= %qT(vav +61)q. (3.80)

Esta expresién simple y compacta permite calcular la energia cinética del sistema sin tener

que derivar. Este resultado es obtenido gracias al dlgebra geométrica.
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3.2.2. Energia potencial

A diferencia de la energia cinética, la energia potencial no depende de la velocidad con
que se desplazan los eslabones si no de la posicién que estos tengan. Con las ecuaciones de
cinematica directa vistas en la seccién 3.1.2 de este capitulo, se puede calcular la posicién z}
de cada eslabén. Para conocer la energia potencial U; basta con hacer el producto punto con

la fuerza aplicada en el eslabén de la siguiente manera:
Ui=1z,-F,. (3.81)

Se considera que la energia potencial U se debe a fuerzas conservativas como la fuerza de
gravedad, por lo que F; = m;ge;. Ademas la energfa potencial total del sistema puede calcu-

larse sumando todas las U; obteniendo:

U=) 4R (3.82)

3.2.3. Ecuaciones de Lagrange

Las ecuaciones dindmicas de un robot pueden ser obtenidas mediante las ecuaciones de
movimiento de Newton. Sin embargo, cuando el nimero de grados de libertad aumenta, se

complican los cédlculos y manejo de ecuaciones, por tal motivo se emplean las ecuaciones de
Lagrange.
El Lagrangiano £ se define como la diferencia entre la energia cinética total del sistema y

la energia potencial total del mismo
£=K-U. (3.83)
Las ecuaciones de movimiento de Lagrange estin dadas por:

d [a.c] _9L_ (3.84)

dt | g Jdq

63



3.2. DINAMICA

Primero se obtiene la derivada parcial de £ respecto a ¢ como:

0f OK 0U 0K
% 07 9 90 G

Note que la derivada parcial de U respecto a ¢ es siempre cero ya que U no depende de
velocidades angulares si no de sus posiciones. Sustituyendo K en la ecuacién (3.85) por la
expresién (3.80) se obtiene:

9L 0 (1.r.r )_ T ;
% Bq( (V'mV +46I)¢ | = (V' mV +48I)q. (3.86)

Con el fin de simplificar la notacién se hace M = M, + My = VTmV +61. Asf la ecuacién

(3.86) queda simplemente escrita como:
= = Mg (3.87)

Por otro lado, desarrollando la derivada parcial de £ respecto a g se obtiene:

G0 L,

Reemplazando (3.87) y (3.88) en la ecuacién de Lagrange (3.84) se obtiene:

[M g - [2 (a;;) g- %—Z] =T (3.89)

La derivada de (3.89) respecto al tiempo viene dada por:

= (3.90)

Mq+Mq——q (6M) + s

dq En
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CAPITULO 3. CINEMATICA Y DINAMICA USANDO ALGEBRA GEOMETRICA

A manera de simplificar la notacién, se manejan las siguiente definiciones:

= p-La (M
C = 29 (aq)' (3.91)
ou

G = o (3.92)

Donde C es la matiz de fuerzas centrifugas y de coriolis mientras que G es el vector de
componentes gravitacionales. Asi se puede escribir la ecuacién de dindmica para un robot de
n grados de libertad como:

Mi+Ci+G=r. (3.93)

Se analizarj el vector G y buscara una ecuacién que permita obtenerlo sin necesidad de
hacer la derivada parcial, en funcién de los ejes de rotacién del brazo:

5ok (ZF z,) (3.94)

Como las fuerzas F; = m;ge; se deben a la gravedad, no dependen de las posiciones
articulares g. Por lo tanto, la derivada parcial afecta tinicamente a z; teniendo:

S (2,
G—;F. ( aqz,.) (3.95)

Por cinematica diferencial se conoce que:

- Ly

) zi- Ly

a—q-":i = " (3.96)
z- L]

Desarrollando la sumatoria de la ecuacién (3.95) introduciendo en cada termino la evalua-
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3.2. DINAMICA

cién de la ecuacién (3.96) se obtiene:

2Ly oy Ly Tn - Ly
0 zI T I’ ” LI
G= F+| 2 2R+t | " ?|F. (3.97)
0 0 z, LI
Al representar la ecuacién (3.97) en forma matricial se tiene:
% Ly oLy o 7B (R
0 xh-Ly --- - L] F
g=] ° ? % e (3.98)
0 0 o, L,] \F.

Notar que la matriz obtenida es la transpuesta de la matriz V. Denotando F' como el vector
de fuerzas con componentes F;, se puede escribir la ecuacion siguiente:

G=VTF. (3.99)
Por otro lado F' puede ser escrito como:
mg 0 --- 0 ges
0 mg --- O ge
F=|_ 2| = ma, (3.100)
0 0 mn ) \ge:

donde evidentemente a es la columna de aceleraciones constantes con dimensién n. Ahora,
(3.99) se puede expresar como:

G =VTma. (3.101)

Teniendo de esta forma se tiene una formula compacta y 1itil para el calculo del vector G.

Analizando ahora la matriz de coriolis C y aun contando con una expresién(3.91) para C,
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CAPITULO 3. CINEMATICA Y DINAMICA USANDO ALGEBRA GEOMETRICA

se buscara una ecuacién mas simple.

Partiendo de las propiedades que tienen las matrices M y C (ver [33]) se sabe que:

M=c+cCT

Por otro lado se ha calculado que:

M=VTmV +4I.

donde VTmV y 41 se define en la ecuaciones (3.69) y (3.78) respectivamente.

Calculando la derivada de M respecto al tiempo se obtiene:

d d i
d T

VImV 4+ VTmy,
= VTV + (VImV)T

£ %% %
I

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)
(3.106)
(3.107)

De las ecuaciones (3.102) y (3.107) se puede concluir para C la siguiente ecuacién:

C=VTmv.

(3.108)

Sélo falta mostrar la forma de calcular V a partir de los ejes de rotacién. Para obtener

cada elemento de V;; basta con derivar con respecto al tiempo el producto z - L;-, esto es:

3 d s
Vy = @I =g L+ 1,

considerando (3.42) y (3.43), y empleando la regla de la cadena se obtiene:
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i

> (=

k=1

Vij
1

> (=

k=1

i—1
. 1%
‘L) - Lidk + 5 >
k=1

j—1
., 1%
- Ly) - Lig + 3 >4
k=1

(LSL} — LiLh)d, (3.110)

(L X L)k (3.111)

Notar que V;; = 0 siempre que j > %, por lo que V,] = 0 para j > i. Una forma més clara y

estructurada de explicar el calculo de V se da a continuacién.

Dada la forma de la matriz V es posible descomponerla en el producto de dos matrices,

tal que:
zy 0 --- 0 Ly o
P 0 3’2 vee 0 i ’2
0 0 zl, Ly L

entonces la derivada de (3.112) se puede escribir como:

V=XL+XL,
donde
$ 0 0
. 0 0
0 0 - 2

0
0

" | =xt, (3.112)
L,

(3.113)

(3.114)

El célculo de & utilizando la ecuacién de cinem4tica diferencial vista en la seccién 3.1.3 es

muy simple, teniendo que:
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Por otro lado se tiene que:

0 0

, Ly iy - o

p=|" . (3.116)
i iy i

Se puede calcular cada i,: que representa la velocidad del eje i producida por la rotacién
en los ejes que le anteceden haciendo:

" 0 0 0 0
L'l I x I} 0 0 0

e % LyxIL, LyxLy 0 ollg (3.117)
i : : : :

: LhoxLy LpxLy LyxILy --- 0

En conclusién usando (3.86), (3.101) y (3.108) se ha definido la ecuacién de dindmica de
un sistema de n grados de libertad en funcién de los ejes de rotacién obteniendo:

(VTmV +80)j+VImVi+ VIF =7, (3.118)
81+ VT (mVi+mVi+F)=r. (3.119)

Esta descomposicién permite ver de forma clara el momento de inercia, la fuerza centrifuga
y las fuerzas de gravedad. Reemplazando F por ma en (3.119) y factorizando m se tiene:

81§+ VIm(Vi+Vi+a)=r (3-120)

Finalmente (3.120) es la ecuacién dindmica para un robot serial de n grados de libertad
donde los elementos de las matrices son multivectores del dlgebra geométrica Gy 0, donde §
and a son matrices constantes y conocidas, mientras que m e I dependen de los parimetros
del sistema pero son de igual forma constantes. Unicamente la matriz V (ecuacién 3.112) y
V (ecuacién 3.113) cambian con el tiempo.
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Capitulo 4

Modelado matematico de un robot

bipedo

En la bisqueda de un modelo dindmico para un robot bipedo, inicialmente se trabajé con
el modelo dindmico en 2D propuesto en [13]. Trabajar con un modelo simplificado permite
en un inicio familiarizarse gradualmente con los conceptos bésicos del caminado de un robot
bipedo. Posteriormente, se obtuvo el modelo cinemético y dindmico en 3D de las piernas de
un robot bipedo utilizando las herramientas de dlgebra geométrica conformal expuestas en
el capitulo anterior. Primero se expondri el modelo cinemético en 3D y posteriormente los
modelos dindmicos en 2D y 3D.

4.1. Modelo cinematico en 3D de un bipedo usando algebra

geométrica conformal

La obtencién del modelo de un robot bipedo requiere el conocimiento de las caracteristicas
fisicas y geométricas del mismo. En el caso del robot humanoide, las piernas se consideran
como sistemas articulados formados por eslabones conectados entre si a través de uniones
rotativas, siendo los rotores una buena herramienta para su modelado, justificando asi el uso
de AGC. Cada pierna cuenta con seis grados de libertad: tres en la cadera, uno en la rodilla
y dos en el tobillo, como se puede observar en la Figura 4.1. Cada unién se define respecto al
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eje de actuacién del motor que genera el movimiento, al representar este eje como una linea
en AGC, se pueden obtener rotaciones generales que modelen cada unién.

Para calcular la cinemdtica directa de la pierna de un robot humanoide, primero se asigna
el sistema de coordenadas en el punto conformal zo, es decir g = ep y considerando las

longitudes de los eslabones, en la Figura 4.1 se definen los puntos conformales de cada unién.

Al separar la parte Euclidiana de los puntos conformales se obtiene €l vector de posicién
para generar el traslador que lleva a la entidad al origen, donde se rota y luego la traslada de
regreso (rotacién general). El operador de reyeccidn (2.51) se emplea para obtener los vectores

X;:

Pl;‘;l'(.’l:i) = (z; - E*)ﬁ; =(z; AE)JE=x; € IR.S, (4.1)

parai=1,---,6, COM, donde E representa el plano de Minkowski dado por E = ey A €p.

J6

Figura 4.1: Configuracién de las piernas para modelo cinemético: Ejes de rotacidén (derecha)
y Puntos conformales xo, -,z para las rotaciones generales de cada unidn y zoop la
ubicacidén del centro de masa (izquierda).

Los origenes de los marcos de referencia para cada eslabén del robot bipedo son:
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CAPITULO 4. MODELADO MATEMATICO DE UN ROBOT BIPEDO

I = 0.662 = T2, Ty = 4.6162,
z3 = 2.23ey, z¢ = 4.61e2 + 0.7e3,
T4 = 4.51ey, Tcom = 4.6leg + 1.1e3.

Usando la configuracién de la Figura 4.1, como la posicién inicial del robot, se tiene que

los ejes de rotacién para las uniones Jj, - - , Jg son:

l.h = €32, l.h = €13,
lJz = €12, le = €32,
liy,=en, lj=en.

Dado que las uniones son revolutivas, en cada una se utilizan rotores para modelar la

transformacién que se ejerce en cada unién. Entonces las rotaciones generales quedan definidas

por:
R, = e("gzl(m"’ew(xl-eaz))).
Rp,, = e(_gzz(eﬂ*'ew("?'eu))).
Ry, = e("Bentenixsen))
Ry, = e(_%(eu"'ew(xﬂu)))’
Rr,, = o(~F(emtentxen))
iy = LA eetens) (42)

Finalmente, el efector final representado por =, = Tcom se expresa como:

%= Ry, RL Ry RLy Ly Risg (Tp) RisoRe s Rey RiyoRepy Re s (4.3)

Con estas transformaciones se puede calcular la posicién del efector final con respecto a

los valores de los 4ngulos de cada articulacién.

También es importante definir la orientacién del efector final. Con AGC esto se hace de

la misma manera con la cual se encuentra el efector final transformado. Suponiendo que la
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4.2. MODELO DINAMICO DE UN BfPEDO EN 2D

orientacién inicial del efector final esta expresada por la linea Ly, esta linea puede ser tomada
como el eje de rotacién del 1iltimo motor de la cadena de uniones. Entonces la transformacion

de la orientacién a causa de los movimientos en las articulaciones puede expresarse como:

L, = MiMy -~ Mn_1 (Lp) Ma_y -+ MaM,, (4.4)

donde M; representa el motor para la articulaciéon i = 1,--- ,n. En este caso M; = Rp, es una

rotacién general.

Debido a la rotacién de las articulaciones anteriores, la transformacion del eje de orien-

tacién L; estd dada en forma compacta por:

Jj=1 Jj-1
Ly = [[ mL; ] M- (4.5)
i=1

i=1
Se observa que el motor Mj; no afecta al eje de rotacién L; esto se hace evidente ya que aplicar
este motor significaria rotar el eje con respecto asi mismo, lo que no provoca ningiin cambio
en la orientacién de éste.

4.2. Modelo dindmico de un bipedo en 2D

El modelo dindmico en 2D utilizado en este trabajo se ilustra en la Figura 4.2. Este robot
consiste en cinco eslabones: uno en el torso, dos para los muslos y otros dos para las pantorri-
llas. Se consideran actuadores rotacionales para cada unidn, las cuales se mueven tnicamente
en el plano sagital. El modelo de este sistema cuenta con siete grados de libertad definidos

por el siguiente vector de variables:

q2(z0, w. @ B, Bro YL TR]T (4.6)

Refiriéndose a la Figura 4.2(a), el centro de masas es representado por el punto (zo, ¥o), ¥
los 4ngulos de las uniones son a, 8., Br, 7L ¥ Yr- El punto (zo, yo) es medido desde un sistema
de coordenadas inercial (z, y) ubicado fuera del bipedo, a es medido en sentido horario con

respecto a la vertical, 81 y Br se miden en sentido anti horario con respecto al torso, v, y g
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se miden en sentido horario con respecto al muslo izquierdo y derecho respectivamente. Las
variables lp, l; y l2 definen las longitudes de las uniones, las masas son representadas por mg,
my y ma.

La localizacién del centro de masas de cada eslabén es representado por las variables 7o,
r1 y 72, las cuales se miden desde la posicién del actuador.

Figura 4.2: Modelo bfpedo: (a) Coordenadas y constantes. (b) Momentos y fuerzas externas.

Las ecuaciones dindmicas que representan al sistema bipedo, obtenidas con las ecuaciones

de Lagrange, son definidas como:

A(q)d = b(q,4, M, F), 4.7

donde A(q) € R7*7 es la matriz de inercia y b(q,4, M, F) € IR7*! es el vector que contiene
los términos de friccién, momentos, fuerzas de inercia y coriolis. La matriz A y el vector b [13]

se definen en el anexo A.l de esta tesis.

El vector de salida se define como:
y 2 [a (B - Br) 1o 7RIT (4.8)
y el vector de referencia para la salida viene dado por:

Yret 2 [ares (BL — BR)ref Vives VRyes|T (4.9)
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Como se muestra en la Figura 4.2(b), el vector que representa el conjunto de pares gene-
rados por los actuadores del sistema que actdan en la cadera y en las rodillas viene dado

por:

M £ [My1, Mp1, Mgz, Mpo]" (4.10)

El vector de fuerzas externas que afectan a ambas piernas cuando hacen contacto con la
superficie estd dado por:
F £ [Fi;, Fiy, Fre, Fry|" (4.11)

estas fuerzas se muestran en la Figura 4.2(b).

4.3. Modelo dinamico de un bipedo en 3D usando dlgebra geo-

métrica conformal

Los datos a considerar para el modelo dindmico del robot Mexone se muestran a conti-

nuacion.

Figura 4.3: Puntos conformales (izquierda) y Ejes de rotacién (derecha).
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Los origenes de los marcos de referencia para cada eslabén del robot bipedo son los puntos

euclidianos siguientes:

z; = 0.049¢, — 0.0625¢2,

Iy = 0.1161 - 0.062562,
z3 = 0.11e; — 0.0741e,,
z4 = 0.11e; — 0.3025e5,

z5 = 0.11e; — 0.533e3 = z,

I = —0.04981 — 0.062562,

zg = —0.11e; — 0.0625¢3,

T9 = —0.11e; — 0.0741e2,

z10 = —0.11e; — 0.3025e2,

z11 = —0.11e; — 0.533e2 = ;2.

El mapeo de estos puntos euclidianos a conformales esta dado por:

1
T =Xi + 5Xi oo + €0,

(4.12)

donde z; es el punto i en conformal y x; el punto en euclidiano.

El centro de masas para cada eslabén medido desde el marco de coordenadas correspon-

diente es:

Ziem = 0.024561 = 0.062582,
ZToem = 0.0795€; — 0.0625¢e2,

T3em = 0.11e; — 0.0683e5,
Taem = 0.11€; — 0.1883e,,
Tsem = 0.11€; — 0.41775e2,
Teem = 0.11e; — 0.533e2,

Z7em = 0.0245e; — 0.0625¢e5,
Zgem = 0.0795e; — 0.0625¢2,
Zgem = 0.11e; — 0.0683e5,
Z10em = 0.11e; — 0.1883e9,
ZT11em = 0.11€; — 0.41775e,,
Z19em = 0.11€; — 0.533es.

Cada centro de masas se transforma a punto conformal utilizando la ecuacién (4.12).

Los ejes de rotacién del robot bipedo son definidos como:

L) = ez +ex (T1
Ly = e12 + € (T2
L3 =e3; + ex (z3
Ls=ex3+ex(zs
Ls = ea3 + € (75
Le = e12 + e (z6

- €23),
-e12),
-€31),
-€e23),
- €23),

o el2) )

L7 = e23 + €0 (z7 - €23) ,
Lg = e12 + oo (75 - €12)
Lg = €31 + €co (T9 - €31) ,
Lo = €23 + €0 (Z10 - €23)
L1 = e23 + €oo (Z11 - €23),
L2 = e12 + e (Z12 - €12) -
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Tomando en cuenta los datos anteriores y siguiendo el procedimiento expuesto en la seccién

3.2 del capitulo anterior, el modelo dindmico del robot bipedo corresponde a la expresién:

8IG+VIm(Vi+Vi+a) =, (4.13)

donde V (3.71) y V (3.113) son calculadas mediante el AGC.

Considerando el momento de inercia M = VTmV + 61, la matriz de coriolis C = VImV

y fuerzas gravitacionales G = VTma, se obtiene:

M(g)§+C(g,9)i+ G(g) =T (4.14)

obtenida desde el marco matemdtico de AGC, a diferencia del modelo (4.7) obtenido con

algebra de matrices.
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Capitulo 5
Estrategias de control de caminado

Con el uso de cinematica directa y diferencial, en este capitulo se desarrolla un controlador
para el seguimiento de trayectorias del centro de masas del robot bipedo Mexone modelado con
AGC en 3D. Posteriormente, se propone una modificacién al controlador clisico PD utilizando
una funcién exponencial, para el caminado de un robot bipedo en 2D (plano sagital), bajo el
esquema de seguimiento de trayectorias predefinidas para cada articulacién. Por ltimo, con el
modelo dindmico en 3D de las piernas del humanoide, se realiza el seguimiento de trayectorias
bio-inspiradas para cada articulacién, utilizando técnicas de modos deslizantes de primer y

segundo orden.

5.1. Control de seguimiento del centro de masas en 3D con

cinematica diferencial

El problema de seguimiento de trayectoria de la posicién del centro de masas zj, (4.3) y
orientacién L;, del efector final (4.4) seré resuelto utilizando AGC. La ubicacién del centro de

masas se considera en la cintura del robot bipedo [57].

El objetivo de control es hacer que el centro de masas del robot bipedo siga una trayectoria
conservando la orientacién de la cadera por medio de la reconfiguracién de la estructura

cinematica del robot a través de los actuadores de las articulaciones.
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CINEMATICA DIFERENCIAL

El vector de posiciones angulares es ¢ € IR6*1, la entrada del sistema u = ¢ € IR®*! es el
vector de velocidades angulares, la salida del seguimiento de la posicién es y; = z, € Ga1 ¥y
la salida para la orientacién estd dado por la direccién r € R3*! de yp = L; € G41.

5.1.1. Problema de seguimiento de posicién

Utilizando (3.25), el modelo en espacio de estados para la posicién del efector final es:

i = Ja, (5.1)
n = I;,

donde J; € IR!* es el Jacobiano definido en (3.45).

Ahora se define la sefial de referencia deseada .. (), para la posicién del centro de masas

expresado como un punto en AGC variante en el tiempo.

A continuacién, se fija la sefial de error entre la salida :r.;, y la referencia deseada! z,. 7

para disefiar un controlador por retroalimentacién del error. Dicho error se define como:

€p = (Tref A Z}) * €0 = Tp — Tref, (5.2)

usando la representacién conformal para los puntos (2.54) se demuestra que (5.2) se cumple, es
decir, se obtiene la diferencia de los puntos conformales "5; Y Zref. La razén de esta igualdad
es la formulacién del error entre un punto conformal y su referencia. Esto se cumple para
puntos, la idea es realizar una formulacién similar para otras entidades geométricas, como lo

son lineas, planos, esferas o par de puntos.

Derivando (5.2) y aplicando la regla de la derivada del producto para el producto exterior,

se obtiene:

ép = (I.ref A 1:;,) +€no + (xref A x;) - €00 (53)

Se omitira el paréntesis (t) para la referencia.
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Factorizando ey y sustituyendo (5.1) en (5.3) se obtiene:

€p = (mfef A (Ju) + Erep A x;;) * €00, (5.4)

Sustituyendo &j, = Ju en (5.4) se tiene:

ép = (Tref A+ Eref ATp) * €oo. (5.5)

Considerando que se conoce la derivada ey, la ley de control para estabilizar el sistema

se define como:

u=-J* ([a.:ref A (klep)] i eoo) ) (56)

donde k; es un valor constante y J* es la pseudo-inversa por la derecha de J que serd definida

posteriormente.

Al sustituir (5.6) en (5.4) el sistema en lazo cerrado se obtiene:

ép = (Tref N[~TI ([Eres A (k16p)] - €00)] + Eres A T}) - €co,
= (zref A (= [Eref A (k1€p)] - €00) + Eres A 1‘;;) * €oo- (5.7)

Como [Eres A (K1€p)]- €00 = K1€p— Eref, €ntonces (5.7) se puede expresar de la forma siguiente:

€p = [—zref A (k1€p — iref) + Zref A x;,] * €00 (5.8)

Sustituyendo (5.2) en (5.8), usando la distributividad, y Z,ef A Zref = 0 se tiene:

ép (_zref A (klz;; = klzref = ircf) + j:ref A :B;,) * €00,

(—k1res A Tp + Tref A Eref + Eref AZp)  eco. (5.9)
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En (5.2) se definié una sefial de error para dos puntos conformales, formalmente, sean dos

puntos euclidianos z y ye y sus respectivas transformaciones conformales z. y y., se cumple
(Ye A Tc) - €00 = Te — Ye, (5.10)

donde se aprecia que la diferencia entre dos puntos euclidianos puede representarse en confor-
mal con la expresion anterior, de la cual se desprende la siguiente igualdad para tres puntos

conformales z¢, Yo y 2c:

(@A Y+ Ye A ze) - €00 = (T A 2¢) * €co- (5.11)
Usando (5.11) en (5.9) se tiene:

& = (—klzrefA:v;,+a:,efA:bre_f+:i:ref/\$;,) - €00,
= (—K1%res AZp)  €oo + (Tref A dref + Eref A zp) - €co,
= (—k1Zres A Tp) - € + (Tref A Tp) - €co,
= — (k1= 1) (Tres ATp) - €00,
= ok =D (5.12)

la cual es una funcién definida negativa para k; > 1. Por lo tanto el origen del sistema (5.8)

es un punto de equilibrio global y exponencialmente estable, esto es:

tl_l_)!& Ty, = Tref (5.13)
y con esto la ley de control cumple con el objetivo.

En [57] se plantea una funcién de Lyapunov, con la que se realiza el anilisis de estabilidad

de (5.8) utilizando AGC. La funcién candidata de Lyapunov propuesta se expresa como

1
Ve, = 5 (e AE)EP (5.14)
donde E representa el plano de Minkowski.

Derivando (5.14) se obtiene:
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Vo = [(ep AE)E][(é AE)E] = [( AE)E] [(~ (k1 — 1) &, AE)E],
= —(k1—1)[(p AE)E] [(p AE)E],
= =2(ki - 1)V, (5.15)

5.1.2. Problema de seguimiento de orientacion

De forma similar al problema de seguimiento de posicién, un modelo en espacio de estados
para la orientacién del efector final formulado en términos de una linea de referencia puede

ser obtenido como:

L,

Y2 = L;n

JLu, (5.16)

donde J; € IR!*® es el Jacobiano definido en (3.45).

Ahora, sea Ly (t) la linea de referencia para la orientacién del efector final expresado en

algebra conformal. El seguimiento del error es definido como:

€L = L; — Lyeg, (5.17)
que representa la diferencia entre la linea del efector final L;, y la referencia L.

Derivando (5.17) y usando (5.16), se tiene:

éL =L;,—Lnf =JLu—L,ef. (5.18)

Asumiendo que se conoce la derivada de Lo £, la ley de control
w==Jf [kaer = Loes] (5.19)
es propuesta para estabilizar el sistema (5.18), donde k2 es una constante.
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El sistema en lazo cerrado es obtenido utilizando (5.18)-(5.19) como:

éL = —kzéL, (5.20)

la cual es una funcién definida negativa para kz > 0. Por lo tanto, el origen de sistema (5.18)
es un punto de equilibrio global y exponencialmente estable, es decir, tl_xglo er, = 0, logrando el

objetivo de control.

Para evitar singularidades al calcular J} y J;, se emplea la técnica de minimos cuadrados
robustos amortiguados propuesta en [38], donde la pseudo-inversa de una matriz J estd defini-
da por:

JH=JT(JIT +a)”" (5.21)

donde J*, JT € R®*! y a es un factor de amortiguamiento dado por:

={ ao (1 - (h/h%)), si h<h® )

0 st no

donde h® denota el valor umbral, ag es el valor del factor de amortiguamiento en los puntos

singulares, y h es definida como:

h(8) = \/det (JJT).

Con esta o adaptable, es posible evitar singularidades, sin afectar el resultado 8, por que

a es efectiva tinicamente cuando la configuracién estd cerca de una singularidad.
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5.2. Control dindmico de caminado en 2D (plano sagital)

A continuacién se presenta la aplicacién de tres técnicas de control para un robot bipedo
en 2D. Se considera y £ [o (8L — Br) 7L YR]T como el vector de salida y yrer 2 [ares (BL —
BR)ref VLres YRy ,]T como el vector de referencia para la salida, el error se define como el vector
€=y — Yref ¥ la entrada 7 = M £ M), Mg, M2, Mp). El objetivo de control es que
Y siga a yrer al menos, asintéticamente. Para lograr este objetivo, se propone el controlador
PD Exponencial (EF-PD) que regula las ganancias proporcional y derivativa con respecto a
las variaciones del error de seguimiento. También se consideran las técnicas de control clasico
PD y PD difuso [11, 48] para efectos de comparacién.

El problema de control se basa en cuatro controladores independientes una entrada una

salida en funcién de sehales de referencias predefinidas que garantizan el caminado.

5.2.1. Control PD Exponencial (EF-PD)

El controlador proporcional-derivativo es ampliamente utilizado en robots rigidos, cuya

prueba de estabilidad se encuentra en [33]. El controlador clésico PD, tiene la siguiente forma:

u=Kp e+ Ky ¢, (5.22)

donde u = T, e es el error, é su derivada, K, la ganancia proporcional y Ky la derivativa.
El comportamiento del controlador PD depende de la correcta seleccién de ganancias, que
en muchas ocasiones son obtenidas por prueba y error. Estas ganancias son generalmente

constantes, es decir, no se adaptan en linea.

En este trabajo se propone una modificacién al controlador PD clésico que consiste en
ajustar los valores de las ganancias proporcional y derivativa de acuerdo al valor del error
de seguimiento. Dicho error se define como § = e € R**! y su derivada d=¢éeR¥™ La

estructura basica propuesta estd dada por:

u = Ep(§)d + Ea(9)q + v, (5.23)
donde
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Kple_slaﬂ 0 wies 0
r , —ela 0 Kpoe—¢l@| :
Ep(§) = diag {Kpie e""'} = , = ) (5.24)
. Kp33-5|43| 0
0 . 0 Kpge~clal

siendo i = 1,--- ,4 y £ una constante positiva,

Kdle—elqll 0 see 0
i 0 Kdgeele| :
Ba(@) = diag { Karel61} = : * , (5.25)
- Kdgeeldsl 0
0 . o K-t
v=_SLg,
3i9"(61)§1 0 —— 0
0 i on(6.)G :
S = diag {sign(&:)&} = ' sign(dz)d2 -
sign(7s)ds 0
. 0 sign(d)d
sign(@1)q 0 - 0
; sorl(6:)é 0 8ign(Ga2) g :
= —f diag {szgn(q,-)q,-} =-p . gn(G2)q2 N
sign(qs)gs 0
: i 0 sign(@)ds
(5.27)

donde S es constante.

Incluyendo el control EF-PD (5.23) en la ecuacién del sistema en lazo cerrado, se obtiene:
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g=-M"(9) [C(9,9)d+G(a) + Ep(2)d + Ea(d)d + ], (5.28)

donde M(q) € IR**4 es la matriz de inercia, C(g, §) € IR¥** 1a matriz de coriolis y G(g) € R**!
el vector de gravedad.

Finalmente se despeja M(q)q de (5.28) obteniendo:

M(q)q = —C(q,4)d - G(q) — Ep(d)d — Ea(d)d — v. (5.29)

Prueba de estabilidad del controlador EF-PD

A continuacién se presenta el anélisis de estabilidad para el controlador EF-PD, partiendo
de la siguiente la funcién candidata de Lyapunov:

w0 2 1.7 & 1 - N
V(@,4) = 34 M(9)d+ 38" Ep(@)3; (5.30)
donde V(§,4) > 0.

Derivando (5.30) con respecto al tiempo se obtiene:

borw B l.7.- g . 2P ~ I ox i € % .
V(@,9) = 54 M@)i+q M@)i+7 E(2)i - 53" [E(DW]4, (5.31)
donde
sign(tjl)(fl 0 e 0
o T me 0 sign(d)d ;
W = diag {sign(d:)a;} = ] . (5.32)
: sign(ds)ds 0
0 cee 0 sign(q.;)&

Sustituyendo (5.29) en (5.31) se llega a:

V(3,9 = %&TM (9)3-3"C(q, d)é—éTG(q)—tiTEp(ti)ii—éTEd(&)&—équTE,,(q)é—qu (E,(9W] 4§,
(5.33)
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donde se aplica la propiedad éT [-;—M (9) — C(q, q)] §d = 0 descrita en [33] y al eliminar el tercer

término con el sexto se obtiene:

Sl K Hne € o = &
V@9 = -i"Eddi- 57" [E@W]i-d"v,
& gt €3 - - 2
= —¢"Es(@)i- =3 [Ex(@W]3— T4, (5.34)
2
donde
oI = @ LS,
= —q" B sign(W) diag {sign (&) &}, (5.35)
considerando
sign(sign(d1)1) 0 w43 0
sign (W} = 0 sign(sign(dz)dz) :
: sign(sign(ds)ds) 0
0 fee 0 sign(sign(ds)da)
(5.36)

Sustituyendo (5.35) en (5.34) se tiene:

V(9

~FEDi - §76(@) - 57" Bp(@W) 3+ B sign (W) diag {sign (@)} §
~Ea@)i - §7G(q) - 58" [Bp(@W)a +4" B sign (W) diag {sign (@)},
- Ed@)i - §7G(0) - 53" Bp(@W] 3+ [ B sign(W) W14, (5.37)

donde Eq4 > 0, E, > 0, sign(W)W > 0 y considerando 8 = —B y con B > 0 se tiene:
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V(@4 = ~"Ea@d - §7Clg) - " [ B sign (W) W|3- & [B,@W]d,  (5:38)

donde los términos —¢7G(q) y —£G" [Ep(§)W] § se consideran como perturbaciones debido a
que no estin definidos, por tal motivo, para demostrar que V(ij, §) < 0 se consideraran como
+¢7G(q) y +§¢7T [Ep(§)W] G, quedando (5.38) expresada como:

V(@8 = -FEdi+i6) - | B sign(W) W]q+ 28" [B(@W]4. (5.39)

Teniendo en cuenta que para el caso de robots provistos Unicamente de articulaciones

rotacionales [33], existe una constante v tal que ||G(q)|| < 7 y considerando:

q’;d = lltillz, Gl <,

g q=|la sign (W)W = W],

_Ed(‘}’) < —Amin {Ed} ) “W“ < /\méx {W} ’

Ep(@) < Mmax {Ep}. =Wl £ =Amim {W},
donde ||W| = diag {||Wi||} coni=1,---,4, se obtiene la siguiente expresién:

V@d) < MBI+l - 112 [B 1W1] + 1017 [ Amex {Eo} IW]
< ~Amin {Ba} 41" +7 1l — 1217 [ Menin (W] + a1 [5 A {Bp} Arms (W] -
(5.40)
Sumando y restando el término 6 Amm {E4} ”6”2, donde 0 < @ < 1, se obtiene:
V@d) < —Amn{Ea} ||d]° + 7] +0 Amin (B} |d]]* — 0 Aatn {Ea} [6])"
a1 [BAmin W] + 101 [ A {Ep} A (W} (5.41)
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Si se factoriza el primer término con el tercero y el segundo con el cuarto se tiene:

V@d) < ~Amn{Ea}|d* (2 - 0] = 1] [0 Amin (Ea} |14] - 7]
~1a1? [BAmtn AW + 121 [ Amsn (B} Amsx (W]
(5.42)

que es definida negativa considerando que:

I8l > prdpg =6 v A > Dusy{ElpudW) (5.43)

De aqui, se concluye que la solucién del sistema es global, uniforme y 1ltimamente acotada,
donde § tiende a una vecindad cercana a cero de radio 4, cumpliendo el objetivo de control.
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5.2.2. Algoritmo de control PD difuso

Para evaluar en comportamiento del controlador propuesto, se comparara con el contro-
lador PD difuso, desarrollado en [48] y utilizado en [49, 50, 52]. La ley de control para el PD
difuso esta dada para cada region descrita en la Figura 5.1

e
7 3
R18 R12 R11 R17
e<-L -Lse<0 OseslL e>L
é>L é>L é>L é>L
R13 R4 - R3 RIO
e<-L |13 -e<é e<é R2 esL
Osé<L | -exe ese | Osést
R4 -L i b L R9 »e
gag | = e>L
-Lsé<0/| gr¢ -e<-é | e<-é Hi -L<é<0
R7 RE
RI9 RiS L R16 R20
e<-L -Lses0 OsesL e>L
e<-L é<-L é<-L é<-L

Figura 5.1: Regiones R1 a R20 para las entradas e y é.

[ Kp e+ Kq é
Sl tiad enR1, R2, RS, R6

St ied en R3, R4, R7, RS
GL 1 K49 ey RY, RIO
GUL 4 K9 enRIL, RI2

u={ CL-Kid oy R13, R4 (5-44)
G -9 n R15, R16

G en R17
-G en R19
0 en R18, R20

donde K, y K4 son las ganancias proporcional y derivativa, G es el maximo valor de salida y
L es un valor constante que debe cumplir con Kple] < Ly K4|é| < L.
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5.3. Control dinamico de caminado en 3D

En esta seccién, se resuelve el seguimiento de trayectorias de caminado bio-inspiradas
para cada grado de libertad de las piernas de un robot bipedo, utilizando el modelo dindmico
obtenido con AGC.

5.3.1. Senales bio-inspiradas

Las senales de referencia bio-inspiradas para cada articulacion fueron generadas con la
plataforma de simulacién HRSP [40], teniendo en cuenta las caracteristicas fisica del robot

Mexone.

Para el desarrollo de HRSP se conté con un procedimiento de identificacién de parametros
del cuerpo humano en base a un estudio experimental de captura de movimiento utilizando el
sistema VICON-460 con seis camaras infrarrojas. Las fuerzas de reaccion del suelo se midieron

con dos sensores de tensién tipo plantilla.

Con este sistema se adquirieron las formas de onda de movimiento por medio de puntos
colocados en diferentes partes de un ser humano (cabeza, hombros, brazos, muslos, rodillas,
tobillos, pies, etc). Aplicando redes neuronales a estas ondas, se adaptan las funciones de mem-
bresia de un médulo de inferencia difuso para escalar las ondas adquiridas a las dimensiones
propias del humanoide Mexone. Las ondas resultantes llamadas bio-inspiradas, son utilizadas

como sefiales de referencia para el control del movimiento del humanoide [41].

5.3.2. Diferenciador robusto exacto

Las trayectorias de referencia (yr.f) para cada articulacién del robot humanoide Mexone
se obtienen con el simulador HRSP [40]. Para poder implementar la ley de control definida en

(5.52), es necesario conocer la primera (Jres) y segunda derivada (yres) de la referencia dada.

Utilizando el diferenciador robusto basado en modos deslizantes de alto orden propuesto
en [56), es facil obtener las cinco derivadas de alguna funcién o sefial. En este caso sélo interesa
conocer las dos primeras derivadas. La ventaja de utilizar el diferenciador de 5% orden es que

su salida es mas suave en comparacién de la obtenida con el diferenciador de 3°" orden.
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La estructura del diferenciador de 5% orden se define a continuacién.

20 =w, vo=—12|20 — Yres (t)|*/®sign (20 — Yres (1)) + 21,
H=v, v =-8z —vo|*sign(z1 - vo) + 2,
H=vy, vy=-5|z—vi[¥*sign(z2 — )+ z,
i3=1v3, v3=—3|z3 — va|*3sign (23 — v3) + 24,

24 =vy, vg=—-15|z4— v3|l/23i9" (24 — v3) + 25,
25 = —1.1sign (25 — vyq),

donde i = 1,...,5 y z es la estimacién i***™ derivada de y,.s. La Figura 5.2 muestra las

senales de referencia bio-inspiradas para los seis grados de libertad de la pierna izquierda y
las salidas del diferenciador robusto exacto para la primera y segunda derivada.

f i [V ; Pl v

02p----- ‘;fs';"'_“ """"""" ? ""'"""‘E‘""';;{ . H H H J 3

b ] 0 3 g : g / H
] 3 i : N, g
S ] Ty < H
ML T %, . :

1 i i i i i . :

3 35 a as

1 1 S
4% —%s 1 15 2 25 3 35 4 45 0 OS 1 1.5 2 25
Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 5.2: Referencias bio-inspiradas (yres), con su primera (yres) y segunda derivada (g ).
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5.3.3. Control por modos deslizantes de primer orden

Empleando el modelo dindmico 61§+ VIm(V§+ V§ + a) = 7 calculado con AGC (4.13)
se calcula la matriz de inercia, de coriolis y fuerzas gravitacionales. Obteniendo asi la comin

ecuacién dindmica (4.14):
M(q)§+C(g,9)+Glg) =

Definiendo las variables de estado como z; = g € IR®%!, x5 = ¢ € R®*!, y = z; y la sefial

de control como 7 € IR®*1; se tiene que el modelo en espacio de estados ests dado por:

& = =z, (5.45)
2 = —M1(Cza+G)+ M 174,

donde A € IR®*! es un vector de perturbaciones externas.

Se define el error de seguimiento como:
€1 = T1 — Yref @). (5.46)

donde yres son las referencias bio-inspiradas para el robots bipedo. Entonces, la dindmica para

e estd dada por:

é1= T2 — Yref (1) (5.47)
Usando z2 como pseudo-control, se obtiene la referencia xs,ef como:
Toref = —ki1tanh (g1, €1) + Yres (), (5.48)
donde la derivada de Zref es:

Eoref = —kie18ech? (€1,e1) é1 + ref (). (5.49)
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Ahora, se define el error para el segundo bloque como:

€2 = T2 — Tref,

esta dindmica puede ser obtenida como:

éa=—-M7'(Cz2+G) + M7 —dgres + .

Para que é; converja a cero, se diseiia la ley de control 7 siguiente:

T = Cz2 + G — koM tanh (e2,e2) + Miy,.s.

Al sustituir (5.52) en (5.51), la dindmica en lazo cerrado se expresa como:

—k; tanh (¢1,€1) + eg,
—kp tanh (g2, €2) + A

é1

€2

Prueba de estabilidad

Se propone la funcién de Lyapunov para ez como:

1
V2 = 5432,

que es definida positiva y su derivada es:
‘./2 = egéz = Cg [—kz tanh (6‘2,62) + /\] .
= —kzeg tanh (e2, e2) + eg/\

Considerando las siguientes igualdades:

95

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)



5.3. CONTROL DINAMICO DE CAMINADO EN 3D

tanh (¢, e2) = sigm (¢, e2) = sign (e2) — A (g, e2), (5.56)

donde A (g, e2) es la diferencia entre la funcién signo y la funcién sigmoidal, y sustituyendo
en la derivada (5.55) se obtiene:

Va = —kaej [sign (e2) — A (e2,€2)] + €3 A,
= —koel sign (es) + kael A (e2,€2) + eX M. (5.57)
Teniendo en cuenta que:
Iz sign (@)l = =,
lle bl < lalllloll,
Al < B,
"A (e1, 61)” < b,
A (e2, e2)ll < 62, (5.58)

donde 0 < §; < 1y 0 < d2 < 1. Aplicando estas desigualdades en (5.57), al factorizar se

obtiene:

Va < —kalleall + ka2 llez]l 1A (2, e2)ll + llezll ANl
< —kallea]l + k2 lezl| 62 + |lez2]| B,
< —k2(1-62) le2ll + Bllezll, (5.59)

Para que (5.59) sea definida negativa se debe cumplir la siguiente restriccién:

B
. 5.60
ky > T (5.60)
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Siguiendo ahora el mismo procedimiento de ez para e; se tiene:

1
Vi= Eefel, (5.61)

que es también es definida positiva y su derivada es:

Vi = elé; =el [—kitanh(e1,e1)] = —k1el tanh (e1e),
< —killell + k llexll 1A (e1, el
< —killexll + ka [lex]| 61,
< ki (1-61)lleaf- (5.62)

Por lo tanto, para que (5.62) sea definida negativa se debe cumplir la siguiente restriccion:

kk(1-6) > 0. (5.63)

Si la condiciones (5.60) y (5.63) se cumplen, el sistema (5.53) es global y asintéticamente
estable.

5.3.4. Control de caminado por modos deslizantes de segundo orden

Una de las ventajas de usar modos deslizantes de primer orden es el rechazo a perturba-
ciones, pero en ocasiones resulta dificil de implementarlo en tiempo real por que generan alta
frecuencia en la salida de control. Para dar solucién a esto se puede emplear la técnica de

modos deslizantes de segundo orden, llamado Super Twisting [54, 55].

Partiendo de la representacién en variables de estados (5.45) para e; se tiene:

€1 = T1 — Yref: (5.64)
Derivando (5.64) se obtiene:
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é1 = T2 — Yrey = —k1€1. (5.65)

Usando 2 como pseudo-control para este bloque, se obtiene la referencia z2,.f como:

Toref = Yref — K1€1. (5.66)
Ahora, para el segundo bloque se define el error como
€2 = T2 — Tref, (5.67)
y al derivar se tiene:
b = —M71(Cza+ G) + M7+ X — iy, (5.68)
donde )\ € IR®*! es un vector de perturbaciones externas y
T=1+7, (5.69)

donde 7y es el control que elimina los términos conocidos del sistema y 71 se disena para

absorber las perturbaciones. Pudiendo expresar (5.68) de la siguiente forma:
é2=-M"1(Cz2+G)+ M7 1o+ M1y + X — G, (5.70)

donde
70 =(Cz2+G) + Mz, (5.71)

eliminando asi de (5.70) la parte conocida del sistema, entonces é; queda expresada como:

é2=M1r + A (5.72)

Proponiendo 7; con modos deslizantes de segundo orden [55] para (5.72) se tiene:
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n = M(~kilesl} sign(es) +n), (5.73)

donde x4 una variable auxiliar de la técnica Super Twisting.
Sustituyendo (5.73) en (5.72) resulta:

és = —kyles|? sign(ea) + p+ A, (5.74)
B = —kg sign(e).

Prueba de estabilidad

Seglin Moreno, J. A. [55], la prueba de estabilidad supone que las perturbaciones del
sistema (5.74) son globalmente acotadas por:

Al < 61 |eo|"/2, (5.75)

donde 4; > 0. Entonces el origen es un punto de equilibrio fuerte, global y asintéticamente
estable si las ganancias propuestas en [55] satisfacen:

ky > 251,
501 ko +4612

W g, —on)"

(5.76)

Ademds, todas las trayectorias convergen en tiempo finito al origen, acotadas por T =
w’—‘ﬁ, donde z es el estado inicial y 7 es una constante que depende de las ganancias ks,
k3 y del coeficiente de perturbacién d;.

Para el sistema (5.74), se propone en [55] la siguiente funcién candidata de Lyapunov:

1 2
V =2k leal + 5 (ka leal? sing (e2) - 1) (5.77)
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Derivando la funcién candidata de Lyapunov (5.77) se tiene:

}1 CTQC + e, (5.78)

V=-
le2|*/2

le2

dondenf = [ (2 +4) % |, = (Il sing(en)) u|yQ=% [ 2ki:2k% —lk2 ]

Utilizando la cota de la perturbacién (5.75) se puede decir que:
Ve-—1 (T (5.79)
Tl '

donde

- ks + k2 — (48 4 k)6, — (ko +26
Gt | Zeths (k, 2) 1 — (k2 +241) (5.80)

2 — (ko +267) 1

Teniendo que (5.79) es definida negativa si @ > 0. Esta condicién se cumple bajo las

condiciones indicadas en (5.76). De esta forma los estados convergen a cero en un tiempo
. 1/2 . . ~ Al/? P}min 2
finito antes de T = %ﬂl unidades de tiempo, donde 4 = %)—&}n Con esto se

logra que Z3 = T2ref y €2 = 0 en la ecuacién (5.67).
Al sustituir (5.66) en (5.65) se comprueba que:
é] = —k1€1. (581)
Se propone la funcién de Lyapunov para (5.81) como:

1
Vi = zefe, (5.82)

[V

que es definida positiva y su derivada es:
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Vi = elei=eT[-ke=-eaTke,
< —killea)l? (583)

por lo que (5.83) es definida negativa y cuyo origen es un punto de equilibrio global y asintética-
mente estable para:

kp > 0. (584)

Por lo tanto los estados convergen a cero en un tiempo finito cumpliendo las cotas indicadas
en (5.76) y (5.84), alcanzando el objetivo de control.
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Capitulo 6

Resultados experimentales

6.1. Seguimiento de trayectoria en 3D del centro de masas con

cinematica diferencial

Con el uso de cinemdtica diferencial, algebra geométrica conformal, MatLab, CLUCalc
[45] y el modelo cinemético en 3D de las piernas de un humanoide, se realizé el seguimiento
de trayectoria vertical, horizontal y circular del centro de masas, controlando la posicién y

orientacién de la cadera.
El control de pose para una las piernas del robot estd definido como:
T er g gm e e AT
w1 = [d1, g2, g3, da, G5, de]

es obtenida con u = —J% ([&.ef A (kep)] - €c0) descrita en (5.6).

Partiendo de la condicién vista en la subseccién 5.1.1, donde k; > 1, las ganancias fueron

ajustadas obteniendo:
k1 =[19, 1.9, 1.9, 3.2, 3.2, 3.2]T

Para mover la posicién del centro de masas se define los siguientes vectores de referencias:

Trep1 = [0.3238, 4.2 —0.3sin(0.57¢), 1.1]T (6.1)
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6.1. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIA EN 3D DEL CENTRO DE MASAS CON
CINEMATICA DIFERENCIAL

Trep2 = [0.32, 4, 1.1—0.4sin(2¢)]7 (6.2)
Tref3 = [0.32, 4—02cos(2t), 1.1—0.2sin(2t)]T- (6.3)

donde T,f; es el vector de referencias de posicién para una trayectoria vertical, z,.so para

una trayectoria horizontal y z,ef3 para una trayectoria circular.

El vector de referencia de orientacién esta dado por:

L.y = [0,0,1)7 (6.4)

Ly = [0,0,07

En la Figura 6.1 muestra la respuesta del seguimiento de posicién del centro de masas en

cada componente Euclidiano del espacio de estados.

-

o
o
=)
@

a 6 6
Tiempo (s)

Figura 6.1: Respuesta del seguimiento de posicién del centro de masas y sus referencias.

De igual forma en la Figura 6.2, se puede observar el desempeiio del control de orientacién
para cada una de las componentes que definen la orientacién de la cadera. El eje Oj se refiere al

eje z que es paralelo a la cadera. En la Figura 6.3 se grafican los valores de la sefial de control.
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CAPITULO 6. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Finalmente, una secuencia de imdgenes de la simulacién realizada en CLUCalc se muestra
en la Figura 6.4. Se puede apreciar que el seguimiento de la referencia vertical es alcanzado.
También se puede observar los resultados de simulacién para una referencia horizontal en la

Figura 6.5 y el seguimiento de una referencia circular en la Figura 6.6.

0.08 7—— . : T T Y T T v
] M : : . s g :
] ol ‘l : R : ———01 1
! = T : : s T : = o
W : : : : : : : tref
006 1 1 i i i 1 1 i i
0 1 2 3 4 1) 6 7 8 9 10
0“ ' ! L] v L v ‘ 'l v
A : : : : : : : | [p—
%2 ofp—=== . : e : %2 L
~T R : : : : : H
0.1 i 1 1 i i 1 L i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1.006 T T T T ™ T T I
: - : : | ———9o
B : . T | ——Cget]
0.985 1 1 1 i l i i l l
0 1 2 3 4 13 6 8 9 10
Tiempo (s)

Figura 6.2: Orientacién del robot bipedo y sus referencias.

Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 6.3: Valores de control para la posicién y orientacién del robot bipedo.
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6.2. CAMINADO EN 2D DE UN ROBOT BIPEDO.

L1 ~L- 4
1

Figura 6.4: Secuencia de imagenes de la simulacién para el movimiento vertical (6.1) del centro de
masas del robot bipedo utilizando CLUCalc.

6.2. Caminado en 2D de un robot bipedo.

En esta seccién se comparara el desempenio del controlador propuesto EF-PD con el con-
trolador clasico PD y con el PD Difuso. Primero se anadira perturbacién a la senal de control,
después a los estados, finalmente a los estados y senal de control. El simulador utilizado fue
desarrollado por Olli Haavisto y Heikki Hy6tyniemi [13], el cual detiene la simulacién cuando

el bipedo cae o cuando termina el tiempo de simulacién.

6.2.1. Experimentos en simulacién anadiendo perturbaciones en la senal
del control.

Estos experimentos consisten en el seguimiento de una trayectoria predefinida para cada

articulacién, afiadiendo ruido en la senal de control, como se muestra en la Figura 6.7. La
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L1 al- L.

-‘-
w‘D ‘tﬁ w‘YI
ﬂh % ﬁ

Figura 6.5: Secuencia de imagenes de la simulacién para el movimiento horizontal (6.2) del centro de
masas del robot bipedo utilizando CLUCalc.

misma perturbacién se aplica a cada controlador con el fin de comparar su desempeio.
La Taba 6.1 muestra las medidas utilizadas en simulacién para el bipedo (Figura 4.2).

Parametros Longitud Masa Distancia al centro de masas Inercia
del robot (m) (kg) (m) (kg m?)
Torso lhb=08 mo=35 ro =lo/2 Jo = (mo * (lo)*)/12
Muslo Lh=05 m=2 r=104/2 J1=(my = (11)2)/12
Pantorrilla 1 =05 my=1 r = /2 Jy = (ma + (I2)?)/12

Tabla 6.1: Pardmetros del bipedo.

El caminado consiste en cuatro fases: cuando sélo la pierna izquierda toca el suelo, cuando
ambas piernas tocan el suelo, cuando tnicamente la pierna derecha toca el suelo y cuando
ninglmapiematocaelsuelo.Fstaliltimafasesuoedecuandoelrobotoorreobrinm.Eneste

trabajo sélo se considera el caminado.
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6.2. CAMINADO EN 2D DE UN ROBOT BIPEDO.

Figura 6.6: Secuencia de imagenes de la simulacién para el movimiento eliptico (6.3) del centro de
masas del robot bipedo utilizando CLUCalc.

[ oo

Referencia L1

Detector
de caida

Cantm{zdpy Madeln del bipedn

Figura 6.7: Esquema de simulacién [13)].

Las ganancias para el controlador clasico PD, se asignaron en [13]. Estas mismas ganancias
fueron utilizadas para los controladores EF-PD y PD Difuso, con la finalidad de darle cierta
ventaja al control clasico PD. Las ganancias (Tablas 6.2, 6.3 y 6.4) son asignadas segiin la
fase de caminado en la que se encuentre el bfpedo.

El tiempo de simulacién es 300 segundos, con perturbacién constante aleatoria. Con el

controlador PD, el bipedo cae ante una perturbacién ocurrida a los 12.16 segundos, como
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CAPITULO 6. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Ganancias proporcionales (K;) Muslos Rodilla izquierda Rodilla derecha Torso
BL — Br L IR a
Ambas piernas en el suelo 80 60 60 80
Pierna izquierda en el suelo 90 60 60 80
Pierna derecha en el suelo 90 60 60 80
Ninguna pierna en el suelo 2.5 2.55 2.55 2.5

Tabla 6.2: Ganancias proporcionales (Kp) Para los controladores PD, EF-PD y PD Difuso.

Ganancias derivativas (K4) Muslos Rodilla izquierda Rodilla derecha Torso
BL — Br YL YR a
Ambas piernas en el suelo 3 3 3 8
Pierna izquierda en el suelo 9 3 1 8.1
Pierna derecha en el suelo 9 1 3 8.1
Ninguna pierna en el suelo 0.25 0.05 0.05 04

Tabla 6.3: Ganancias derivativas (Kg) para los controladores PD, EF-PD y PD Difuso.

Ganancia de control (K,) Muslos Rodilla izquierda Rodilla derecha  Torso
BL — Br L TR a
Ambas piernas en el suelo 2.298 1.888 1.888 2.0395
Pierna izquierda en el suelo  2.298 1.888 1.888 2.0395
Pierna derecha en el suelo 2.208 1.888 1.888 2.0395
Ninguna pierna en el suelo 2.298 1.888 1.888 2.0395

Tabla 6.4: Ganancias de control (K,) para el controlador PD Difuso.

se muestra en la Figura 6.8. Por el contrario, los controladores EF-PD y PD Difuso no son

afectados por dicha perturbacién y mantiene el caminado.

Como se puede ver en la Figura 6.8, el controlador EF-PD y el controlador PD Difuso

mantienen al bipedo caminando hasta que el controlador EF-PD falla a los 176.29 segundos,

mientras que el controlador PD Difuso no es afectado por la misma perturbacién.

Las Figuras 6.9 y 6.10 muestran la sefial de referencia y la respuesta del controlador EF-

PD para cada unién. Se grafican los primeros cinco segundos del experimento para tener una

mejor apreciacién.

Las Figuras 6.11 y 6.12 muestran la sefial de referencia y la respuesta del controlador PD

Difuso en cada unién. Cabe resaltar que la respuesta de controlador EF-PF y la respuesta del

controlador PD Difuso son similares en los primeros cinco segundos.
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01t :
ol | | . v‘ } | | ‘ | | I
arff ’ ! | L | | PD Difuso
1 i :
,02 1 1 ; 1 1 1 J
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5 01
g U .
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I
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"'"-0.2 1 1 1 1 1 )
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DM PD
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0 €0 1 250 300
Tiempo (s)

Figura 6.8: Error en la rodilla derecha con ruido afiadido a la sefial de control.

01

°§§: /\.\ /\\ /\ /\Refe,enm_a,s f\
A VV VYV

Tlernpo (s) g 2T|empo (s)3 4 5

o

Figura 6.9: a (izquierda) y B — Br (derecha) parar el controlador EF-PD.

—Respuesta
—Referencia;

2riempo (5)3 4 5 0 1

2Tierﬂp«:) ( s)3 4 5

Figura 6.10: «. (izquierda) y ~g (derecha) para el controlador EF-PD.

— espue a
Re’erenda

2Tiempo (5)3 4 6 0 1

2Tiempo (5)3 4 5

Figura 6.11: a (izquierda) y Br — Br (derecha) para el controlador PD Difuso.
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0.6
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Figura 6.12: v (izquierda) y ~gr (derecha) para el controlador PD Difuso.

Las Figuras 6.13 y 6.14 muestran que el controlador PD tiene bajo desempefio siguiendo
la trayectoria deseada.

4

rad
>
11
+
é

N

0 1

2 iempo s)° 4 s

Figura 6.13: « (izquierda) y Br — Br (derecha) para el controlador PD.

—Respuesta
0.6 [—Referencia

0 1 2Tiempo (s)3 4 6 0 ' 21iempo (s)8 4 s

Figura 6.14: v (izquierda) y <gr (derecha) para el controlador PD.

6.2.2. Experimentos anadiendo perturbaciones en los estados.

En este experimento, se agrega una perturbacién que afecta a los estados con el propésito
de simular errores en el sensado. Como se muestra en la Figura 6.15 los tres controladores
evaluados no son afectados por las perturbaciones aplicadas en los estados, manteniendo al

bipedo caminando.
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02 : N L A 2 1 o skl
o 60 100 160 200 280 300
Tiempo (s)

Figura 6.15: Error en la rodilla derecha con ruido en los estados.

6.2.3. Experimentos anadiendo perturbaciones en la senal de control y en
los estados.

Para realizar esta simulacién se introdujeron perturbaciones tanto en la sefial de control
y en los estados. En la Figura 6.16 se muestra que el controlador PD no puede mantener al
robot caminando después de 10.45 segundos, el control PD Difuso puede conservar el caminado
durante 116.88 segundos y el controlador EF-PD tiene un mejor desempefio al mantener el
caminado del bipedo 223.85 segundos.

Entre los diferentes enfoques para enfrentar el problema del seguimiento de una sefal de
referencia para los sistemas dindmicos, en particular para el problema de caminado en 2D de
robots bipedos, se exploré el uso del control propuesto PD exponencial (EF-PD), el clésico
PD y el controlador difuso PD con el fin de establecer el funcionamiento de este tipo de

controladores y para efectos de comparacién.

Después de realizar las simulaciones correspondientes para cada controlador, se verifica que
el controlador difuso es menos afectado por las perturbaciones, cuando estas son aplicadas en
la seiial de control o en los estados. Si se perturba al mismo tiempo la sefial de control y los
estados, el controlador difuso presenta un buen desempefio pero no es el mejor, mientras que

el controlador EF-PD tiene un buen desempeifio cuando el sistema es perturbado tanto en la
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290 300

150
Tiempo (s)

Figura 6.16: Error en la rodilla derecha con ruido en la sefial de control y en los estados.

senal de control como en los estados.

Las diferencias que se pueden destacar entre el controlador PD y el EF-PD son que el
controlador EF-PD tiene mejor rendimiento, siendo mas robusto ante perturbaciones que el
controlador PD. Esto puede explicarse por el hecho de que las ganancias Kp y Kd en el
controlador PD son constantes y en el caso del controlador EF-PD, estas se ajustan en base
a una funcién exponencial que depende del error. Por 1ltimo, en vista de los resultados, se
puede concluir que los controladores PD difuso y EF-PD ofrecen un buen rendimiento para

robots caminantes.

6.3. Caminado en 3D para un robot bipedo con modos deslizantes

de primer orden

La ley de control 7 = Czy + G — k2 M sign (€2, e2) + M35 fue aplicada al bipedo cuyos
puntos conformales y ejes de rotacién son definidos en la Figura 4.3, sus longitudes y masas

se especifican en el apéndice B de esta tesis.
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PRIMER ORDEN

Las condiciones iniciales del vector ¢ para ambas piernas son:
g=1[0.05 021 0.08 0.62 0.15 0.00003]T (6.5)
Partiendo de las condiciones k3 (1 — 6;) > 0y ky > 1735; las ganancias obtenidas son:

k1 =[10 60 10 70 96 20]" y k; = [10 480 13 490 243 40T

A continuacién se muestran los resultados para la pierna izquierda. Las sefiales utilizadas
como perturbaciones se pueden apreciar en la Figura 6.17 a).

0.1 - , T r T T H : :

—_—1,
——— .z 1
llulun‘3

BRI L L T R TSy PP Uu U S NEIOTIIE, o v srroyeryd

G e L e Tt P Ty T AN - RSO

o 05 1 15 2 35 3 i

a) Tiempo (s)

05

i
b) Tiempo (s)

Figura 6.17: a)Perturbaciones y b)Error de seguimiento (Modos deslizantes primer orden).

La respuesta de seguimiento para las seis articulaciones de la pierna izquierda se represen-

tan en la Figura 6.18. Se puede observar que el objetivo de control se cumple corto tiempo.

En la Figura 6.17 b) se muestra que las seis variables correspondientes al error convergen
a una pequeia vecindad cercana a cero. Finalmente en la Figura 6.19 se muestran los torques
aplicados en los motores. Debido a la naturaleza del control por modos desliz

antes de primer
orden, se puede notar que tienen alta frecuencia,

también conocida como chattering.
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Figura 6.18: Seguimiento de referencias bio-inspiradas (Modos deslizantes primer orden).
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Figura 6.19: Torques aplicados en los motores (Modos deslizantes primer orden).

6.4. Caminado en 3D para un robot bipedo con modos deslizantes

de segundo orden

Una de las ventajas del control por modos deslizantes de segundo orden con la técnica

Super Twisting es que reduce las altas frecuencias en la sefial de control. Utilizando la ley de

115



6.4. CAMINADO EN 3D PARA UN ROBOT BIPEDO CON MODOS DESLIZANTES DE
SEGUNDO ORDEN

control propuesta en (5.69) aplicada al bipedo cuyos puntos conformales y ejes de rotacién se

muestran en la Figura 4.3, considerando las condiciones iniciales indicadas en (6.5).

Partiendo de las condiciones k; > 0, ko > 26; donde 6; > 0 y k3 > kg% las

ganancias son ajustadas obteniendo:

ki = [25 140 25 200 50 50]7
kz = [10 200 15 350 200 107 y
ks = [627627276]7

Los origenes de los marcos de referencia, el centro de masas para cada eslabén del robot
bipedo y los valores iniciales de los ejes de rotacién son los mismos que se definieron en la

seccién (6.3). Las perturbaciones aplicadas son las mostradas en la Figura 6.17 a).

Las respuestas de seguimiento para las seis articulaciones de la pierna izquierda se muestran
en la Figura 6.20. Notar que el objetivo de control es alcanzado antes de los 0.5 segundos con

un error de seguimiento menor a 0.05 radianes en todas las sefiales de referencia bio-inspiradas.

25 3

25 3 Y G

0 05

- 1,i5 2 ‘ ;
Tiempo (s) 'I'ier1r|5|)o (s) :

Figura 6.20: Seguimiento de referencias bio-inspiradas (Super Twisting).
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En la Figura 6.21 se observa que cada una de las variables de error convergen a un a
pequeiia vecindad cercana a cero.
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Figura 6.21: Error de seguimiento de referencias bio-inspiradas (Super Twisting).

Comparando la Figura 6.22, con la Figura 6.19, se aprecia una reduccién considerable de

alta frecuencia en los torques aplicados a los motores.
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Figura 6.22: Torque aplicado en los motores (Super Twisting).

En la Figura 6.23 se muestra cada una de las sefiales bio-inspiradas que se utilizaron por
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articulacidn.

Figura 6.23: Senales bio-inspiradas aplicadas en las articulaciones de las piernas del robot Mexone.

En la Figura 6.24 se muestra la secuencia del caminado siguiendo las sefiales bio-inspiradas.

Figura 6.24: Secuencia del caminado siguiendo las sefiales bio-inspiradas.
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Capitulo 7

Conclusiones

El 4lgebra geométrica conformal es una herramienta matematica 1til debido a que permite
modelar al robot bipedo con entidades geométricas, como lo son puntos y lineas. Al realizar el
modelado del robot bipedo en 3D con 4lgebra geométrica conformal se facilita el cilculo de la

cinemadtica y dindmica del robot, asi como la implementacién de distintas técnica de control.

El AGC provee un lenguaje descriptivo para representar primitivas geométrica y sus trans-
formaciones rigidas, facilitando el procedimiento del cdlculo de la cadena cinemadtica que forma
cada una de las piernas del robot bipedo. El seguimiento de orientacién y posicién del centro
de masas del bipedo es resuelto desde el AGC. El uso de este esquema matematico para definir
el seguimiento del error abre una nueva drea en control ya que se puede definir el error entre

primitivas geométricas.

Con el esquema de control de caminado en 2D para robots bipedos se propuso el con-
trolador EF-PD, el cual tiene buen desempeiio cuando se perturban de forma simultanea los
estados y la sefial de control. Se realiz6 una comparacién entre el controlador propuesto con el
controlador clisico PD y el controlador PD difuso, para establecer el funcionamiento de este
tipo de controladores. Es clara le ventaja del controlador EF-PD sobre el controlador cldsico
PD ya que el controlador EF-PD ajusta las ganancias Kp y Kd con el uso de una funcién

exponencial dependiente del error.

Se logré obtener el modelo dindmico en 3D de las piernas del robot bipedo humanoide Mex-

one con AGC'y se aplicaron leyes de control para el seguimiento de trayectorias bio-inspiradas
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para cada articulacién. El seguimiento de estas trayectorias se logré satisfactoriamente apli-
cando estrategias de control de modos deslizantes. Utilizando control por modos deslizantes
de primer orden, la sefial de control presenta componentes de alta frecuencia. Por esta razén
se recurre al uso de modos deslizantes de segundo orden conocido como control super twisting,
logrando asi suavizar la sefial de control. Por los resultados obtenidos se recomienda el uso de
modos deslizantes de segundo orden para realizar la implementacién en tiempo real.

7.1. Trabajo futuro

Implementar técnicas de regulacién para el seguimiento de trayectorias obteniendo el exo-

sistema con el diferenciador robusto.

Una vez realizados los cambios mecénicos en el robot bipedo Mexone realizar experimentos

en tiempo real.

7.2. Publicaciones

Capitulo de libro

José Luis Oviedo-Barriga, Bernardino Castillo-Toledo and Eduardo José Bayro-Corrochano,
Fuzzy and Exponential PD Controllers for a Class Of Walking Rotos. Autonomous Robots
Control, Sensing and Perception. Cuvellier Verlag Géttingen, 2011.

Articulos en Congreso

José Luis Oviedo-Barriga, Bernardino Castillo-Toledo, Eduardo José Bayro-Corrochano,
Control Techniques for Walking Robots, in World Automation Congress, Puerto Vallarta,
México, 2012

J. Oviedo-Barriga, O. Carbajal-Espinosa, L. Gonzilez-Jiménez, Bernardino Castillo-Toledo,
Eduardo Jose Bayro-Corrochano. Robust Tracking of Bio-Inspired References for a Biped
Robot Using Geometric Algebra and Sliding Mode, in IEEE International Conference on
Robotics and Automation, Karlsruhe, Germany, 2013
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CAPITULO 7. CONCLUSIONES

Artfculo sometido a revista

O. Carbajal-Espinosa, L. Gonzilez-Jiménez, J. Oviedo-Barriga, A. Loukianov and E.
Bayro-Corrochano, Modelling and Pose Control of Robotic Manipulators and Legs Using
Conformal Geometric Algebra. (paper submitted in Advances in Applied Clifford Algebras),
2012.

Preparando articulo para revista que incluiré el control de caminado siguiendo referencias

bio-inspiradas utilizando modos deslizantes de primer y segundo orden.
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Apéndice A

Ecuaciones del modelo dinamico de

un bipedo en 2D

Las ecuaciones dindmicas que representan al sistema bipedo, obtenidas con las ecuaciones

de Lagrange, son definidas como:

A(g)§ = b(g,4, M, F), (A.1)
donde A(g) :
Ajr = mg+2my +2mp
A= 0
Az = (—=2myro — 2marg)cos(a) + (—lima — myr1)cos(a — Br) — limacos(a — Br)
—myricos(a — Br) — maracos(a — B + L) — maracos(a — Br + VR)
A= (lima + myr1)cos(a — B) + maracos(a — B + L)
Ais = (lima + mur1)cos(a — Br) + maracos(a — Br + VR)
Ajg = —maracos(a— BL+ L)
A7 = —marycos(a — Br+YR)
A= 0
Ay = m0+2my + 2mg
Agz = (2myro + 2marg)sin(a) + (limg + myry)sin(a — Br) + limesin(a — Br)

123



Azq

Asz
As3

+myrisin(a — Br) + marasin(a — B + yL) + meresin(c — Br + Yr)
(=limz — myr1)sin(a — BL) — moresin(a — Br + L)

(=limg — myr1)sin(a — Br) — marasin(a — Br + Yr)

maresin(a — BL + L)

marasin(a — Br + VR)

(=2myro — 2maro)cos(a) — (lymg + myry)cos(a — BL) — lymacos(a — BRr)
—mqricos(a — BR) — maracos(a — Br + L) — maracos(a — Br + YR)
(2maro + 2marg)sin(a) + (lymg + myry)sin(a — Br) + limesin(a — Br)
+myrisin(a — Br) + marasin(a — Bt + yL) + maresin(a — Br + VR)
2l3%2my + 2mayre? + 2marg? + 2myri? + 2mare? + (2lymaro
+2myrori)cos(BL) + (2limare + 2maror1)cos(Br)

+2maroracos(BL — L) + 2limaracos(yL) + 2mareracos(Br

—r) + 2limaracos(Yr)

—llzmz - m1r12 - m2r22 + (—llmz’l‘o - ml'rorl)cos(ﬂ[,)
—marorecos(Br — Y1) — 2limaracos(yL)

—llzmz - m11'12 - 1Tl27‘22 + (—l1m21"0 - m17‘07‘1)cos(,33)
—mgaroracos(Br — Vr) — 2limaracos(Yr)

mara(r2 + rocos(BL — 1) + licos(vL))

mara(r2 + rocos(Br — Yr) + licos(vr))

(lama + myr1)cos(a — BL) + maracos(a — Br + 1)

(=limg — myr1)sin(a — BL) — maorasin(a — Br + L)

2_ m2r22 + ’I‘g(-—llmg - mlrl)cos(ﬂL)
—maroracos(BL — yL) — 2lymaracos(vr)

L%mg + myr?2 + more? + 2lymaracos(vyL)

0

M27’2(—7‘2 = 11608(’)'L))

0

(limz + mar1)cos(a — Br) + maracos(a — Br + YR)

(=lima — myry)sin(a — Br) — marasin(a — Br + YR)
2

~ly%my — mymy

—l]2m2 —mir12 —mary? + ro(—=lymg — mlrl)cos(ﬁg)

—szoTzCOS(ﬂR = 'YR) - 2l1m2r2cos('m)
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APENDICE A. ECUACIONES DEL MODELO DINAMICO DE UN BIPEDO EN 2D

Ass= 0

Ass = UL’mg + mim? + mars? + 2limaracos(yr)
Ase= 0

Asr = mare(—r2 — licos(Yr))

Aer = —maracos(a — BL + L)

Aga = margsin(a— B +7L)
Agz = mara(re + rocos(Br — vL) + licos(yL))
Ags = mara(—T2 — licos(L))

Ags= 0
Ags = mars?
An = -—maracos(a— Br+R)

A7y = maresin(a — Br + VR)
A3 = mara(r2 +rocos(Br — Yr) + licos(YR))

A= 0

A7s = mare(—r2 — licos(vr))
A= 0

A= mary?

Los términos del el vector b(g, §, F, M) se definen a continuacién:

by = —2&%myrosin(a)+ Fre — Bamirisin(a — Br) — 62lymasin(a
—BL) + Frz — 42maresin(a — B + L) — 6>myrisin(a — BR)
—B3limasin(a — Br) — &Plymasin(a — Br) — 4Emarasin(a
~Br +1R) — Bimarsysin(a — L + ) — Bimarisin(a — BL)
—B,zzmzrgsin(a — Br+7R) — &®>myr1sin(a — BL)
—B2limasin(a — BL) — &*marasin(a — Br + VR)
—&Pmaresin(a — BL + L) + 2aBrlymasin(a — Br)
+2BrAyRmar2sin(a — Br + VR) — 2&YRmerasin(a — Br + YR)
+268pmaresin(a — B + L) + 26 B mir1sin(a — Br)
+2aBrmarzsin(a — Br + VR) + 2aflimasin(a — BL)
—262myrosin(a) + 26gmyr1sin(a — BRr)
+2B1Lmarasin(a — BL + YL) — 2&yLmarasin(a — AL + L)
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b3

—B3maracos(a — B + L) + Fry — 2gm2 — 42 Rmaracos(a — Br + Yr)
—B}maracos(a — Br + 1r) — 6*maracos(e — Br + R)

—"y'imgrgcos(a — B + L) — 6®>myricos(a — BR)

—BEmaricos(a — Br) — 62(2my + 2ma)rocos(a) — a2lymacos(a

—Br) — Bilimacos(a — Br) + Fry — &*maracos(a — Br + L) — 29
+26Brlimacos(c — Br) + 2BrYRMaracos(a — Br + Tr)
—26rygmaracos(a — Br + Tr) + 2&BrMar2cos(a — Br + YR)
—2dypmaracos(a — AL + Y1) + 2B ¥Lmaracos(a — Br + L)
+2&Brmaracos(a — Br + L) + 26Brmiricos(c — BR)

—(dBL(—zllmz - 2mym) + dz(lﬂnz +mir) + ﬂ.%(llmz

+mar1))cos(a — BL) — gmo

Y}lymarasin(yr) + Frylasin(a — Br + Yr) — Frzlicos(a — BL)
—Fpzlicos(a — BRr) — Firglacos(a — Br + vL) + Fryrosin(a) + Fryrosin(a)
+Fpylysin(a — BL) + Frylasin(a — BL + vL) — gmarzsin(a — Br + Yr)
—4}marorasin(Br — Tr) — Bgpmarorzsin(Br — Tr)

—gmarasin(a — fr + 11) + Y lamarasin(yL)

—43marorzsin(BL — Y1) — Bgmaror1sin(BR)

—B2marorasin(BL, — 1) — Bglimarosin(Br)

—ﬁ%mlrorlsin(ﬁz,) — glymasin(a — Br) + Frylisin(a — Br) — gmir1sin(a
—BRr) — ghhmasin(a — L) — gmarisin(a — Br) — Bilimaresin(BL)
—(FLzro + Frgro)cos(a) — 2ayLmaroresin(BL — L)
+2Bryrmaroresin(BL — L) + 268 marorasin(BL

—91) + 2&Brmarorisin(Br) — 2gmarosin(a)

+26r7Rlimarasin(yr) + 26Brmaror2sin(Br — VR)
—26/yrmaror2sin(Br — Yr) + 267y limerasin(yL)
~2BLALlimarasin(yL) — 2gmarosin(a)

+26Brlimaresin(Br) + 2aBLlimaresin(BL)

+2afymarorisin(BL) — 2BrYRlimarasin(YR)

+2BrYRrmaror2sin(Br — YR) — Frelacos(a — Br + 7R)

126



APENDICE A. ECUACIONES DEL MODELO DINAMICO DE UN BIPEDO EN 2D

by = My + Frzlicos(a— BL) + Frglacos(a — By + L) — Fryhisin(a — BL)
+glimasin(a — BL) + gmirisin(a — BL) — &2lymaresin(BL)
2myrorysin(BL) — &2maroresin(BL — L)
—2674Llimaresin(yL) + 2ﬂ'L"7Ll1m2rgsin('yL)
—42lymaresin(yL) — Frylasin(a — BL + yL) + gmaresin(a — BL + L)
Mpy + Frglicos(a — BR) + Frelacos(a — Br + Yr) — Fryl1sin(a — Br)
+glimasin(a — BR) + gmirisin(a — Br) — &2lymaresin(BR)
*myror18in(BRr) — &*marorasin(Br — VR)
—2aRrlimarasin(yr) + 2,6.11")'Rl1m27'2sin('m)
—4}limerasin(yr) — Frylasin(a — Br + Yr) + gmarasin(a — Br + TR)
be = Mpa — Frglacos(a — B + L) + &2marorasin(BL — L)
—&2lymarasin(yr) + 2&BLlimaresin(yL)
—B%llmgrgsin('n,) + Frylasin(a — Br + 71) — gmarasin(a — Br + L)
by = Mpga — Frolacos(a — Br + Yr) + a*marorasin(Br — VR)
—62lymarasin(Yr) + 26Brlimarasin(yr)

—.B.?zllm27'23in(’)’n) + Fpylasin(a — Br + YR) — gmarasin(a — fr + VR)

-

bs

-G
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Apéndice B

Parametros del robot bipedo

humanoide Mexone

A continuacién se muestran las masas y longitudes el robot humanoide que se encuentra
en el Laboratorio de Control del Centro de Investigaciones y Estudios Avanzados del Instituto
Politécnico Nacional, Unidad Guadalajara.

Masas

Las masas del robot bipedo Mexone expresadas en kilogramos se muestran en la Figura
B.1.

Longitudes

Todas las longitudes (Figura B.2) de las partes del robot Mexone son en milimetros.
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0.3627 kg

l I 0.0195 kg

0.0158 kg
' 2.5keg
0.4057 kg
0.2252 kg
. 0.1043 kg
ro.osa kg

0.0184 kg

0.5166 kg

0.3536 kg

’ 0.0839 kg

0.3827 kg

0.3735 kg

0.2897 kg

0.1987 kg

PGl

Figura B.1: Masas del robot bipedo humanoide Mexone.
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APENDICE B. PARAMETROS DEL ROBOT BIPEDO HUMANOIDE MEXONE
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Figura B.2: Longitudes del robot bipedo humanoide Mexone.
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