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Resumen

En este trabajo de tesis se estudiaron dos soluciones de agujero negro
(BH) en el marco de electrodinamica no lineal (NLED) acoplada con
relatividad general. La primera soluciéon corresponde al BH estatico de
Euler-Heisenberg con constante cosmolodgica A, caracterizado ademés
por su masa, carga eléctrica y el parametro de la no-linealidad a. Se
estudiaron las ecuaciones geodésicas de particulas de prueba, asi como
el potencial efectivo de la solucion. Posteriormente se hizo el estudio de
sus propiedades termodinamicas en un espacio-tiempo donde el para-
metro anti-de Sitter A es interpretado como la presion termodinédmica;
mostramos que la formula de Smarr es consistente con la primera ley
de la termodinamica, donde el pardmetro de la teoria puede inter-
pretarse como una especie de polarizacion del vacio. Se determiné la
ecuacion de estado asi como los puntos criticos, encontrando que la
razon critica estd en concordancia con el correspondiente valor para
el fluido de Van der Waals. También se hizo el analisis de la energia
libre de Gibbs indicando la existencia de dos transiciones de fase; se
construy6 también la curva de coexistencia P — T', donde se observan
las transiciones de fase mencionadas.

La segunda soluciéon que se estudié fue un BH rotante cargado en un
espacio-tiempo anti-de Sitter de (24 1) dimensiones y es una soluciéon
exacta de las ecuaciones de Einstein acopladas a NLED; los pardme-
tros de la solucién son la masa, momento angular, carga eléctrica y
constante cosmologica. Se obtienen las ecuaciones geodésicas para una
particula de prueba asi como el potencial efectivo. Esta solucion pre-
senta un comportamiento interesante, ya que dependiendo del valor
que tomen los pardmetros, la solucién admite una interpretacion de
agujero negro rotante cargado (con uno o dos horizontes de eventos) o
bien, un agujero de gusano atravesable rotante y cargado, ambos asin-
toticamente AdS. Se encontréd que si el campo eléctrico tiende a cero, se
recupera el agujero negro estacionario de Banados-Teitelboim-Zanelli
(BTZ). Ademas, la métrica que derivamos tiene una singularidad de
anillo para cierto radio diferente de cero, en contraste con la solucién

de BTZ.

Palabras clave: Agujeros negros, electrodindmica no
lineal, termodinédmica de agujeros negros, agujero negro
rotante BTZ.
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Abstract

In this work we study two black hole (BH) solutions in the frame
of non-linear electrodynamics (NLED) coupled to general relativity.
The first solution corresponds to the Euler-Heisenberg (EH) theory
coupled to gravity that represents a nonlinearly charged static BH
with cosmological constant A, further characterized by: mass, electric
charge, and the Euler-Heisenberg theory parameter a. We study the
geodesic equations of test particles and the effective potential of the
solution. Later we focus on its thermodynamic properties in the space-
time where the anti-de Sitter parameter is interpreted as the pressure;
we show the consistency between the Smarr formula and the first law
of BH thermodynamics, interpreting the parameter of the EH theory
as the vacuum polarization. We determine the equation of state and
the critical points; finding that the critical ratio is in agreement that
corresponding to the Van der Waals fluid. Moreover, the analysis of
the Gibbs free energy indicates that two phase transitions can occur;
we also construct the P-T' coexistence curve where the different phases
of the BH can be observed.

The second solution that we obtain is an exact solution of Einstein
gravity coupled to NLED in (2 + 1)-dimensional Anti-de Sitter (AdS)
spacetime. The solution is characterized by mass, angular momen-
tum, electric charge and cosmological constant. We obtain the geode-
sic equations and the effective potential. Depending on the range of
the parameters, the solution admits a charged rotating BH interpreta-
tion or a charged rotating traversable wormhole, both asymptotically
AdS. If the electromagnetic field is turned off, the stationary Banados-
Teitelboim-Zanelli (BTZ) BH is recovered. Moreover, in contrast to the
BTZ metric, the derived AdS solution is singular at certain radius dif-
ferent from zero, resembling the ring singularity of the Kerr-Newman
spacetime.

Keywords: Black holes, nonlinear electrodynamics,
thermodynamics of black holes, rotating BTZ black hole.
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1 | Introduccién

Los agujeros negros sin duda son de los objetos astrofisicos mas extraordinarios
que existen en la naturaleza; de caracteristicas tan extranas que el mismo Albert
Einstein, lleg6 a afirmar que no tenian realidad fisica.

En 1783, un cientifico britanico (en ese entonces conocidos como fildsofos natura-
les) llamado John Michell se encontraba estudiando los efectos gravitatorios en la luz
que emite una estrella, en aquel entonces entendida meramente de forma corpuscular.
Usando las leyes de Newton, él encontré que la velocidad de escape de una parti-
cula depende de la masa y radio de la estrella desde donde la particula es lanzada,
pudiendo deducir una circunferencia critica para la cual la velocidad de escape es
justo la velocidad de la luz. Su razonamiento le llevo a concluir que para una estrella
con una circunferencia menor a la circunferencia critica la luz no podria escapar, a
dichas estrellas las llamé estrellas negras, que serian la version del siglo XVIII de los
agujeros negros.

Michell present6 su prediccion ante la Royal Society of London en noviembre
de ese mismo ano, posteriormente sus resultados fueron popularizados por el francés
Pierre Simon Laplace en las dos primeras ediciones de su libro Le Systeme du Monde,
(1796-99), pero sin hacer referencia a los resultados previos de Michell, para la tercera
y subsecuentes ediciones de su libro ya no aparecia el concepto de estrella negra, se
piensa que la razén es que para entonces ya se habia estudiado la interferencia de
la luz, lo que llevd a los cientificos de la época a abandonar la idea corpuscular de
la luz, y no se tenfa claro como la descripcion ondulatoria de la misma podia verse
afectada por las leyes de Newton.

Fue hasta noviembre 1915 que Einstein present6 su teoria de la relatividad ge-

neral, en la cual establecia una nueva forma de entender a la gravedad y como ésta
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afecta a la materia circundante y viceversa, mediante una serie de ecuaciones de cam-
po que relacionan el contenido de materia con la forma que toma el espacio-tiempo,
y como dicha deformaciéon dicta el movimiento de la materia en ese espacio-tiempo.

Karl Schwarzschild, un distinguido astrofisico que en esas épocas se encontraba
sirviendo al ejercito alemén en el frente Ruso de la primera guerra mundial, leyo
el trabajo de Einstein de la relatividad general y unos pocos meses después, en
enero de 1916 encontré una soluciéon a las ecuaciones de campo de Einstein que
describia la curvatura causada por cualquier estrella esférica no rotante y sin carga.
Lamentablemente Schwarzschild falleci6 por una enfermedad contraida en el frente
Ruso unos seis meses después de encontrar la solucion que lleva su nombre y que ha
tenido un gran impacto en el entendimiento que se tiene actualmente de la gravedad
y el universo.

Otra importante solucién a las ecuaciones de Einstein se obtuvo en 1916 por Hans
Reissner y en 1918 por Gunnar Nordstrom, quienes incorporaron carga eléctrica a
la materia bajo estudio, sin embargo fue hasta 1960 que John Grave y Dieter Bill,
estudiantes de John Wheeler se dieron cuenta que la solucién de Reissner-Nordstrom
correspondia a un agujero negro cargado eléctricamente con simetria esférica.

En 1963 Kerr encontré una nueva soluciéon a las ecuaciones de Einstein, aunque
su interpretacion llegé dos anos mas tarde por Boyer y Lindquist, Carter y Penrose,
quienes notaron que la soluciéon de Kerr describe un agujero negro rotante sin carga
eléctrica y con simetria esférica. Por su parte, Ezra T. Newman [1], junto con varios
de sus estudiantes anadieron carga eléctrica a la solucion de Kerr, encontrando asi la
solucion de Kerr-Newman, que corresponde a un agujero negro rotante y con carga
eléctrica.

Ese mismo ano, 1965, Roger Penrose prueba rigurosamente que la formacion de
agujeros negros es una consecuencia inevitable de la relatividad general, |2| con sus
famosos teoremas de singularidades, motivo por el cual es galardonado con el premio
Nobel de fisica el 05 de octubre del presente ano.

En 1967 Wheeler acuna el nombre de agujero negro, BH por sus siglas inglés
(black hole), para referirse a lo que hasta ese entonces se conocia como estrellas
negras o singularidades de Schwarzschild.

En 1969, Penrose contintia con sus estudios sobre la naturaleza del espacio-tiempo
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y descubre que puede extraerse energia de un agujero negro rotante. Por otro lado
propone la conjetura de censura coésmica, que dice que una singularidad en el espacio-
tiempo siempre esta cubierta por un horizonte de eventos. En el mismo ano Christo-
doulou comienza a darse cuenta de las similitudes entre la evoluciéon de un agujero
y las leyes de la termodinamica; el siguiente ano Hawking prueba que el area de una
seccion transversal del horizonte de sucesos nunca decrece con el tiempo. En 1972
Carter, Hawking e Israel prueban la conjetura de no pelo para BH rotantes sin carga
y Bekenstein conjetura que dicha area es proporcional a su entropia, sin embargo,
esta propuesta no era consistente, ya que de ser asi, habria un flujo de calor desde
la radiacion térmica baja del exterior hacia el BH, lo que violaria la la segunda ley
de la termodinédmica, por que la pérdida de entropia de la radiaciéon seria mayor a la
ganancia de entropia del BH; ésta inconsistencia se resolvié en 1974 cuando Hawking
descubrié que los agujeros negros rotantes y no rotantes emiten radiacion térmica,
de modo que los BH tienen realmente entropia gravitacional intrinseca.

Desde entonces muchas de las mentes mas brillantes de la historia han contribui-
do a descifrar los misterios detras de los agujeros negros, como prueba tenemos la
reciente imagen de un agujero negro, mas precisamente, de la sombra de la fotosfera
del agujero negro, ubicado al centro de la galaxia M87, a unos 55 millones de afios
luz de la tierra, obtenida por la colaboracion internacional Fvent Horizon Telescope
(EHT) en abril del 2019.

Una lectura muy recomendable que brinda un panorama bastante completo sobre
los agujeros negros, los agujeros de gusano y algunas otras cuestiones muy interesan-
tes del universo es "Black holes and time warps"de Kip S. Thorne [3], de donde me
ha basado para hacer la anterior linea del tiempo.

Las singularidades de las que hemos hablado pueden aparecer en la métrica que
describe el espacio tiempo o bien en los campos de la teoria, como es el caso de
la singularidad del campo eléctrico en el origen. Hay varias propuestas para atacar
los problemas de las singularidades, entre ellas las teorias no locales o derivadas de
orden superior, aunque traen consigo otras dificultades como violacién al principio
de causalidad o energia electromagnética negativa; otra alternativa es considerar que
las ecuaciones de Maxwell de la electrodinamica son en realidad una aproximaciéon

de ecuaciones no-lineales para los campos electromagnéticos, es decir, considerar una
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electrodinamica no lineal, NLED por sus siglas en inglés (non-linear electrodyna-
mics). El primero en apuntar hacia esta direccion fue el fisico aleman Gustav Mie [4]
quien en 1912 propone sumar al Lagrangiano electromagnético lineal un término que
solo tendria relevancia a escalas sub atémicas; el mayor problema de su formulacion
es que no es invariante ante transformaciones de norma.

En 1934 surgi6 otra propuesta por Max Born y Leopold Infeld (BI) [5], quienes
en un intento por abordar el problema de la infinitud de la auto-energia del electron
consideraron un Lagrangiano electromagnético que contenia implicitamente un limi-
te superior en el tensor de campo electromagnético, ésta soluciéon es interesante por
que a pesar de violar el principio de superposiciéon de los campos electromagnéticos,
para campos suficientemente débiles se recupera la teoria lineal de Maxwell. Poste-
riormente, en 1987 Humberto Salazar, Alberto Garcia, y Jerzy Plebanski |6] hallaron
la solucién de agujero negro para la electrodinamica propuesta por Born e Infeld.

A finales de los 60 “s Jerzy Plebanski |7] generalizo el estudio de las teorias electro-
magnéticas no lineales, que contenia a la teoria de Born-Infeld como caso particular,
ademés, algunas de las funciones Lagrangianas que él propuso conducen a una teoria
estable, ya que el campo eléctrico en el origen es cero.

Otra teoria interesante que surge en el contexto de la NLED es la propuesta por
Euler y Heisenberg (EH) en 1936 ||, proveniente de la aproximacion a un lazo de la
electrodinamica cuantica, en esta teoria el campo eléctrico es diferente de cero en el
origen. Recientemente Brodin et. al. propusieron un método para detectar efectos de
la no linealidad del campo electromagnético utilizando guias de onda en la dispersion
foton-foton, ya que ésta da lugar a términos de auto interaccién que son similares a
los originados en las teorias de NLED.

El trabajo aqui presentado tiene la siguiente estructura. En el capitulo [ se intro-
duce la termodinamica de agujeros negros, y algunos conceptos que seran relevantes a
lo largo de la tesis, tales como la entropia, la temperatura y la presion termodinémi-
ca. Se presenta también el BH de Reissner-Nordstrom-AdS, asi como sus propiedades
termodinédmicas. El capitulo |3| es dedicado a introducir el formalismo general de la
NLED, y a modo de ejemplo se presentan las dos soluciones mas relevantes en este
contexto, el BH de BI-AdS y el BH de EH-AdS. En el capitulo [ se presenta la prime-

ra parte del trabajo original, comenzando por el célculo de las ecuaciones geodésicas
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y el potencial efectivo, para posteriormente en ese miso capitulo entrar de lleno a
uno de los temas centrales de la tesis, la termodinamica del BH de EH-AdS, se hace
un extenso analisis de las propiedades termodinamicas de la soluciéon y se encuentra
que existen transiciones de fase de primer orden. En el capitulo [5| pasamos a hacer
una revision de la solucion encontrada por Banados, Teitelboim y Zanelli (BTZ),
que coresponde a un BH en un espacio-tiempo estacionario con simetria ciclica en
(24 1) dimensiones, presentamos también algunos aspectos de su termodinamica. Es-
te capitulo sirve de preambulo para el capitulo [6] que corresponde a la segunda parte
de presentacion de resultados obtenidos, en donde presentamos una soluciéon exacta
de las ecuaciones de Einstein acopladas a NLED en (2 + 1) dimensiones, hacemos
un analisis del rango de valores que pueden tomar sus pardmetros y encontramos
que la interpretacion de la solucion presentada depende fuertemente de esta elec-
cion, admitiendo interpretacion de BH o de agujero de gusano, WH por sus siglas en
inglés (wormhole). Las conclusiones del presente trabajo se encuentran reportadas
en el capitulo [7] asf como algunas perspectivas. Finalmente, anexamos un apéndice
en donde concentramos algunas definiciones geométricas y nociones de la estructura
causal del espacio-tiempo.

Como resultado de este trabajo se publicaron los artl’culo{l [9, [10], el primero de
ellos constituye el capitulo |4, mientras que los resultados del segundo estan reporta-

dos en el capitulo [0}

1

= D. Magos y N. Breton, Thermodynamics of the Euler-Heisenberg-AdS black hole, Phys. Rev.
D 102, 084011 (2020).

= P. Canate, D. Magos y N. Bretén, Nonlinear electrodynamics generalization of the rotating
BTZ black hole, Phys. Rev. D 101, 064011 (2020).
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2 | Termodinamica de agujeros negros

La termodinamica de agujeros negros es una rama de la fisica que comenzo6 a
desarrollarse en 1970 con los trabajos de Hawking y Bekenstein sobre la mecénica
de los agujeros negros y la enorme similitud con las leyes de la termodinédmica.
A continuacién haremos una revision de los trabajos en relatividad general clasica
que han conducido y sostienen estas ideas, para una revision mas extensa puede
consultarse por ejemplo [11]. Comencemos por dar una definicion mas precisa de un
agujero negro; sea (M, g,,) un espacio asintoticamente plano, definimos entonces a

la region de agujero negro B de ese espacio como
B=M-1(I"), (2.1)

donde Z% denota el futuro nulo infinito e I~ el pasado cronolc’)gicoﬂ La frontera del
pasado de ZV resulta ser el horizonte de sucesos H del BH, es decir, el horizonte esté
generado por segmentos geodésicos nulos que no tienen ningin punto final futuro.
Entonces, si la condicién de energia débil se satisfaceEl, los generadores del horizonte
no pueden estar convergiendo, ya que si lo hicieran, se interceptarian en una distancia
finita. Esto implica que el area de la secciéon transversal de H nunca puede decrecer
con el tiempo, por el contrario, siempre aumentaréa, como descubri6o Hawking [12]. Lo
cual recuerda al comportamiento de la entropia, que de acuerdo a la segunda ley de
la termodinamica, nunca puede decrecer. Estas similitudes llevaron a Bekenstein a
proponer, |13} |14] que un cierto multiplo del area del horizonte de sucesos de un BH
deberia ser interpretada como su entropia, y formulé lo que se conoce como segunda

ley generalizada, GSL por sus siglas en inglés, (Generalized Second Law): La suma

Ver apéndice
2Topv®? > 0, para cualquier vector v* de género tiempo y Ty el tensor de energia momento.

Agujeros negros AdS con electrodinamica no lineal



CAPITULO 2.

de la entropia del BH y la entropia de la materia ordinaria afuera del BH nunca
disminuye.

Por su parte, Bardeen, Carter y Hawking trabajaron en la formulaciéon de las
leyes de la mecéanica de los agujeros negros |15|, dando una prueba general de que
dichas leyes resultan ser un analogo matematico de las leyes cero y primera de la
termodinamica, validas para BH estacionarios. Para entender estas analogias es ne-
cesario hacer uso de algunos conceptos geométricos tales como campos de Killing
estacionarios, estaticos, axial-simétricos, etcétera, para tales definiciones hemos de-
dicado el apéndice [A]

Sea K un horizonte de Killing con vector de Killing £ dado por

€ =17 4 Qg°, (2.2)

donde t* es un campo de Killing estatico, (2 es la velocidad angular del BH evaluada
en el horizonte y ¢* es un campo de Killing asociado a la simetria axial. Se tiene que
como V(£%,) es normal a K, entonces debe existir una funcién s, conocida como

gravedad superficial en IC, tal que
Ve(E'G) = —2rE°. (2.3)

Entonces la funcién « debe ser constante a lo largo de cada geodésica nula que genera
a K, ademas, la gravedad superficial del BH se define solo en el equilibrio, es decir,
para un BH estacionario y por lo tanto su horizonte de eventos es un horizonte de
Killing. La relacion de esto con la ley cero de la termodindmica fue formulada en
dos versiones independientes, la primera la realiz6 Carter (“Black hole equilibrium
states” en el libro [16]) y decia que la gravedad superficial x debe ser constante sobre
el horizonte de eventos H de cualquier BH estatico o estacionario-axialsimétrico.
La segunda version la dieron Bardeen, Carter y Hawking [15], y decian que si las
ecuaciones de campo de Einstein se cumplen y ademas se impone la condicién de

energia dominante ﬂ, entonces k es constante sobre cualquier horizonte de Killing.

3Ademas de cumplirse la condicién de energia débil, para cada campo vectorial de tipo causal
dirigido hacia el futuro u?, el campo vectorial —T%,u’ debe ser un vector causal apuntando al
futuro. Es decir, la masa-energia no puede ser observada moviéndose a una velocidad superior a la
de la luz.
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CAPITULO 2. 2.1. PROP. TERMODINAMICAS DE SOL. ADS

La analogia se completa con la primera ley de la mecanica de los agujeros negros.
Esta relaciona el cambio de masa M de un BH con el cambio en el area del horizonte

de eventos A, momento angular J y carga eléctrica Q.
1
oM = 8—/-@(5/1 + Q6J 4+ PoQ). (2.4)
T

Estos cambios son comparables con la primera ley de la termodinamica, que da el
cambio en la energia de un sistema en términos del cambio en su entropia y trabajo
externo realizado sobre el sistema.

En 1974 Hawking descubrié que por efectos cuénticos se crean particulas en las
inmediaciones de un BH [17] y dichas particulas son radiadas por el BH al infinito

con un espectro de radiaciéon de cuerpo negro a temperatura

T=— 2.5
=, (25)

es decir, k/27 es la temperatura fisica real de un BH, y no solo un anélogo matema-
tico. Su calculo de la temperatura hizo posible encontrar la constante de proporcio-

nalidad entre la entropia y el area de la seccion transversal de un BH.

A
S=7

) (2.6)
Tenemos entonces que el rol de la energia E estd dado por la masa M del BH, la
entropia S por un cuarto del area del horizonte de eventos A del BH y la tempera-
tura 7" por un miltiplo de la gravedad superficial k. Donde hemos usado unidades

naturales, G =c=h=1.

2.1 | Propiedades termodinamicas de soluciones AdS

La termodinamica de agujeros negros descrita hasta ahora fue formulada para
fondos asintoticamente planos, sin embargo, las soluciones de agujero negro de las
ecuaciones de Einstein con constante cosmolégica A negativa presentan caracteris-
ticas interesantes. La investigacion en torno a las propiedades termodinamicas de

un espacio-tiempo anti-de Sitter (AdS) comenz6 con el trabajo de Hawking y Page
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CAPITULO 2. 2.2. AGUJERO NEGRO DE REISSNER-NORDSTROM-ADS

[18], quienes encontraron transiciones de fase entre el BH de Schwarzschild-AdS y un
espacio térmico AdS. Posteriormente se encontré que los BH cargados en un fondo
AdS, también presentan transiciones de fase de primer orden, simulando las transi-
ciones de fase de un fluido de Van der Waals |19:21]. Ademas de las transiciones de
fase, existe también una correspondencia con el comportamiento critico, que puede
verse en los diagramas () — ® (carga - potencial eléctrico) de los BH cargados en un
fondo AdS y los diagramas P — V' (presion - volumen) de un gas de Van der Waals.

El interés en la termodinamica de BH asintoticamente AdS aument6 con el sur-
gimiento de la correspondencia AdS/CFT [22], en donde sistemas gravitacionales se
pueden estudiar con una teoria de campos conforme, obteniendo resultados muy in-
teresantes, como transiciones de fase reentrantes y puntos criticos, ademés que los BH
pueden volverse térmicamente estables en un fondo AdS, como ha sido ampliamente
estudiado en [2327].

Considerar variaciones en la constante cosmolbégica permite entre otras cosas,
tener una formulacion correcta de la primera ley de la termodinamica de BH |28],

consistente con la formula de Smarr [29], y se suele asociar con la presion termodi-

namica
A
P=—— 2.7
o (2.7)
y su variable conjugada es entonces el volumen termodinamico V' = (%—J‘If) S0, tal

que el término VdP que se agrega a la primera ley tiene unidades de entalpia.
Veamos como se ven los conceptos que hemos mencionado y algunos otros en la

solucion de Reissner-Nordstrom-AdS.

2.2 | Agujero negro de Reissner-Nordstrom-AdS

La métrica que describe un espacio-tiempo estatico, esféricamente simétrico de
(3+1) dimensiones esta dada por

1

ds* = —f(r)dt +f(r)

dr® + r*(d6* + sin® 0d¢?). (2.8)

La funcién métrica de la solucién de Reissner-Nordstrom con constante cosmologica

negativa (RN-AdS) esta dada por
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CAPITULO 2. 2.3. TERMODINAMICA DEL BH DE RN-ADS

B oM Q*  r?
fry=1-==4 "5+, (2.9)

a [ se le conoce como radio de AdS y esta dado por A = —3/I%. La ecuacion ([2.9)
describe un BH de masa M y carga () en un fondo con constante cosmologica A < 0.

El potencial eléctrico ® esta dado por
O(r)=—, (2.10)

donde r, es el horizonte de eventos exterior, es decir, es la raiz mas grande de la
ecuacion f(ry) = 0. Existe ademaés, el llamado BH extremo, tal que para una carga

fija, la masa y radio extremos, M.(Q), r.(Q) del BH de RN-AdS estéan determinados
por f(r.(Q); M, Q) = 4=t

@ = (o B BT
re(Q) = %\/\/HUZSP—L (2.12)

Para valores de M mayores que la masa extrema (ecuacion (2.11))), el BH de

r. = 0, lo que nos da

RN-AdS tiene un horizonte de eventos externo en r = r(M,Q) que se obtiene
resolviendo f(r;) = 0, de otra forma el horizonte de eventos desapareceria, dejando

una singularidad desnuda, lo que violaria la conjetura de censura coésmica.

2.3 | Termodinamica del BH de RN-AdS

Si el horizonte de eventos existe, la temperatura T y la entropia S del BH estan

definidas como

f'(ry) 1 3l Q7
T = = 14+ —4+F——= 2.1
47 drr, + 2 r2 (213)
S = 7T7“3_.
10
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CAPITULO 2. 2.3. TERMODINAMICA DEL BH DE RN-ADS

Por su parte, la constante cosmologica es interpretada como la presion P, y su co-

rrespondiente variable conjugada es el volumen termodindmico V/,

4
P= %, V= gm»i. (2.14)

Estas cantidades satisfacen la formula de Smarr |24} 29|, en la que se da la masa

(energia) del BH en términos de sus parametros,
M =2(TS — VP)+ dQ, (2.15)

donde ® es el potencial eléctrico dado en la ecuacion (2.10]), de dicha férmula se
puede derivar la termodinamica del sistema. Por su parte, la primera ley de la ter-

modindmica de BH tienen la forma
dM =TdS + ®dQ) + VdP. (2.16)

Tanto la formula de Smarr como la primera ley pueden obtenerse usando argumentos
dimensionales que pueden consultarse en [2§].

Para continuar con el estudio termodinamico, podemos elegir un ensamble tal que
la carga () del BH es constante al infinito, lo que implica trabajar en el ensamble

canonico.

2.3.1 | Estabilidad termodinamica

Una vez que se tiene la temperatura del BH, se puede estudiar la estabilidad
termodinamica de la solucion, mediante el célculo de la capacidad calorifica a carga

constante Cg =T (8 que para la solucion de RN-AdS es,

s

8_T)Q7
3

ri— Q%+ 3y

. 2.17
r3 —3Q% — l%ri ( )

Co = —27T7"_2|r

Se sabe que si Cg < 0 el BH es inestable, mientras que Cg > 0 es senal de esta-
bilidad termodinamica [18], por lo tanto el namero de divergencias en la capacidad

calorifica C en funcién del radio del horizonte 7 indica el niimero de transiciones

11

Agujeros negros AdS con electrodinamica no lineal



CAPITULO 2. 2.3. TERMODINAMICA DEL BH DE RN-ADS

de fase del BH |21, [30], lo que permite clasificarlos en inversos, lentos y rapidos |31],
para el BH de RN-AdS, la clasificacién anterior queda como sigue

l2
%.

» Rdpido: Ninguna transicion de fase y ocurre para Q* >
» Inverso: Una tnica transicion de fase, Q? < 0 .

» Lento: Dos transiciones de fase, 0 < Q? < %

El comportamiento de Cp de RN-AdS ([2.17) se ilustra en la figura , donde puede

verse la clasificacidon recién mencionada.

100
50 ]
CQ e ]

-50[ .
Lento

7100 1 1 ]
0 1 2 3 0 1 2 3

. .
Figura 1: Capacidad calorifica para el BH de RN-AdS para [ = 2. A la izquierda: Q? = 0.15
no hay transiciones de fase; al centro: el BH se vuelve estable si Q% < 0 (Q? = —0.15), por
lo que no es fisicamente posible; a la derecha: Q% = 0.05 hay dos transiciones de fase.

Es importante mencionar que la condiciéon de estabilidad depende del ensamble
en el que se esté trabajando 32|, por ejemplo, para el ensamble microcanénico se pide
que la segunda derivada de la entropia respecto a la masa sea negativo, (9%S/0M? <
0), mientras que para el ensamble gran canénico la condicién viene con la energia
libre de Gibbs G, se pide que las componentes de su matriz Hessiana respecto a la
entropia y a la carga sea positivo definido.

Por ejemplo, un BH aislado en el ensamble microcanénico, puede ser estable,
mientras que el mismo BH en el ensamble canénico, donde se permite el intercambio
de energia, ya que esta en un bano térmico, puede evaporarse y por lo tanto resulta

ser inestable.

2.3.2 | Comportamiento critico

La ecuacion de estado se obtiene re-escribiendo la ecuacion de la temperatura

@.13)

2
poT_ L0
v 2w ot

(2.18)

12
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CAPITULO 2. 2.3. TERMODINAMICA DEL BH DE RN-ADS

donde hemos usado la ecuacion de la presion (2.14]) y hemos definido el volumen

especifico como v = 2%r,, (Ip = hng es la longitud de Planck, y en unidades

naturales vale 1) con lo que el volumen termodindmico en términos de v queda
V = mv®/6. Los puntos criticos corresponden a los puntos de inflexion de P(v), es

decir, se obtienen resolviendo

(Y0 (20 019

con lo que el volumen, temperatura y la presion criticos quedan

V6 . 1

c = 2V060Q, T. = ) c = .
v = 2v6Q 1870 967Q?

(2.20)

Con estas cantidades se puede calcular la razon critica o proporcién universal p,

P.v,

3
_ _ 0 2.91
po="p =73 (2.21)

que coincide con la del gas de Van der Waals y es independiente de la carga. En la
figura se muestran los diagramas P — v para diferentes valores de la temperatura.
Se observa un cambio de fase (pequeno-grande) para 7" < T, mientras que el BH

presenta una sola fase para T > T..

0.007f
0.005 |

0.003 |
P L

0.000

~0.003 |

5 v 10

Figura 2: Diagramas P — v para el BH de RN-AdS para una carga fija de Q = 1. La
temperatura en las isotermas incrementa de abajo hacia arriba. Las dos curvas superiores
(T > Tc) son analogas a las curvas de un gas ideal en una sola fase, la linea punteada
representa la isoterma critica T' = T,, y las curvas por debajo de esa con T' < T, indican
una transiciéon de fase.
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CAPITULO 2. 2.3. TERMODINAMICA DEL BH DE RN-ADS

Definamos ahora las llamadas variables reducidas como sigue

T
— = — 2.22
T, v v, ( )

j— P j—

p= Pcv T =

con lo cual la ecuacion de estado (2.18) se convierte en la ecuacion de estados co-
rrespondientes del fluido de Van del Waals

2 1
87 = 3v (p + ﬁ) - = (2.23)

3’

A continuacién, desglosaremos el estudio de las transiciones de fase del BH de

RN-AdS.

2.3.3 | Energia libre de Gibbs y cambios de fases

El potencial termodinamico asociado con la accion Euclidea, para valores fijos de
la carga, temperatura y presion es la energia libre de Gibbs. La accion I del sistema,

esta compuesta por los siguientes términos
I=1Igy+ 1+ 1., (2.24)

El primer término corresponde a la acciéon de Einstein-Maxwell, I, es la accion de
Gibbons-Hawking méas un término necesario para imponer la condiciéon de frontera
de carga fija, finalmente I. es necesario para contra restar las divergencias de la
teoria |33|. Esta accion fue calculada por primera vez en 19|, dando como resultado

la energia libre de Gibbs

(2.25)

donde v debe entenderse como una funciéon de la presion y la temperatura, v =
v(P,T). Notemos que la ecuaciéon anterior satisface la ecuacion termodinamica co-
nocida para la energia libre de Gibbs G = M — T'S.

En la figura se muestra el comportamiento de la energia libre de Gibbs,
tomando como referencia la presion critica P., se observa la caracteristica cola de

golondrina para P < P,, lo que indica una transiciéon de fase de primer orden en la

14
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CAPITULO 2. 2.3. TERMODINAMICA DEL BH DE RN-ADS

que el BH cambia de tamano, pasando de ser un BH pequeno a uno grande, a la fase
que une estas dos etapas se le llama BH intermedio. La notacion de BH pequeno
(grande) se refiere al signo negativo (positivo) de la capacidad calorifica, es decir, es

una relacion ente el radio del horizonte con la carga y el valor del radio de AdS.

P=0.3P, |

Intermedio

1.0

Pequeiio

0.8+
Grande

Figura 3: Energfa libre de Gibbs para el BH de RN-AdS como funcién de la temperatura T’
y para una carga fija Q = 1. (a) La linea punteada es la isobara correspondiente a P = P..
Se observa una transiciéon de fase de primer orden para P < P,. Los valores de la presion
son, de izquierda a derecha, P = 0.3P,, 0.6F,, 0.8P., P., 1.2P,. (b) Se muestra la transicién
de fase de pequeno a grande conforme incrementa la temperatura, el punto rosa representa
la coexistencia de ambas fases que comparten el mismo valor de la energia libre de Gibbs.

La transicion de fase, cuando el BH va de un estado A a un estado B ocurre para
el mismo valor de la energia libre de Gibbs y la temperatura, es decir G4 = Gg y
Ty = Tg, lo que nos permite obtener la curva de coexistencia P — 1" mostrada en la
figura 4, donde cada punto de la curva corresponde a dos fases diferentes |34]. Para
obtenerla trabajaremos con las variables reducidas dadas en , que se obtienen
dividiendo la variable a considerar entre su correspondiente valor en el punto critico,

tenemos entonces

G  3+60°—pv!

g = Hc 2
T 3prt+602—1
- - . 2.2
g T, N (2.26)

Pensemos ahora en dos fases arbitrarias en la curva de coexistencia, caracterizadas
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Punto critico

0.5r Pequeiio

Grande

0 1 L L | L L L L |
0 0.5 T 1
Figura 4: Curva de coexistencia entre BH pequenio y BH grande para el BH de RN-AdS en
las variables reducidas

por (v1,p,7,g1) ¥ (v, p,T,92), de acuerdo a las ecuaciones anteriores tenemos que

3+ 602 —prf 34612 — puy

no= 8u} B 8v3 -
o 3pvi + 631/% -1 _3py+ 631/22 -1 (2.27)
8y 125

Resolviendo ese sistema de ecuaciones se obtiene la ecuacion de coexistencia, (ver

[35))
2Y3(—7 4 /=2 F 72)23

p= [21/3+(_7._|_ /_2_|_7_2)2/3]2'

(2.28)

La curva de coexistencia también puede obtenerse mediante la ley de areas iguales

de Maxwell, o bien, utilizado las ecuaciones de Clausius— Clapeyron [35].

2.3.4 | Exponentes criticos

Para calcular los exponentes criticos o, 3, v y 0 vamos a estudiar el comporta-
miento de las cantidades fisicas cerca del punto critico haciendo una expansién en

Taylor de la ley de estados correspondientes (2.23) alrededor de t =1y v =1

8 8 4
p(t,w) =1+ §t - §wt — 8—1w3 + O(tw?, w), (2.29)
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donde hemos definido las variables
t=71-1, w=v-—1. (2.30)
Diferenciando la ecuacion 1) para t fijo se tiene dp = %, entonces

4
dP = —ﬁpc(m + w?)dw. (2.31)

Es bien sabido que cuando dos fases coexisten, la ley de dreas iguales de Mazwell se
satisface, es decir, para una temperatura constante, las areas por debajo y por arriba
de esa temperatura fija son iguales; lo cual puede observarse en los diagramas P — v

(0 en los diagramas T-S). Con lo cual § vdP =0 , es decir

’LUg 8
0 = wo.P. w <§t + 4w2) dw

=  w,=—wy, =V —2t,

siendo w), y wy el 'volumen’ del BH pequeno y grande respectivamente.
Solo resta leer los valores de los exponentes criticos «, 8,7 y ¢ de las expresiones

previas.

= o — Estéa relacionada con el calor especifico a volumen constante C,.

ds »
C, =T (ﬁ) o [t (2.32)

Como la entropia S no depende de T, se sigue que

C,=0 — a=0.

= 3 — Relacionado con el pardametro de orden 7, en concreto con el cambio de

volumen en la transicion de fase para una isoterma dada,
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1=y — vy = ve(w, —w,) oc [t

w, o [t|'? = p=1/2 (2.33)

= v — Regula el comportamiento de la compresibilidad isotérmica kp

—_1 @ —; @ B |t|_7
=Ty \op r  Plw+1) \ow .

9 -1
=1. (2.34
7 < I =L @sy

KRp =~

= 0 — En una isoterma critica, 7' = T, o equivalentemente ¢ = 0.

|P—P.|] x |v— vcl‘s

p—1] o |w]’
4

Entonces, los exponentes criticos que se obtienen son o« = 0,5 =1/2,7v=1,6 = 3

[23], que son los correspondinetes para el gas de Van der Waals.
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3 | Electrodinamica no lineal

La electrodinamica no lineal (NLED) surge con la intencion de remover la singu-
laridad del campo eléctrico que produce una particula puntual en el origen. Ademas
que algunos efectos producidos por campos electromagnéticos muy intensos, como la
dispersion de luz no pueden ser explicados con la electrodindmica de Maxwell.

Uno de los trabajos pioneros en NLED fue desarrollado por Gustav Mie en 1912
[4], quien construyé una electrodindmica libre de singularidades, a costa de perder
invariancia respecto a transformaciones de norma.

La NLED se deriva de una funciéon Lagrangiana que depende de los invariantes
electromagnéticos. La eleccion del Lagrangiano puede hacerse de muchas formas,

pero por su relevancia podemos destacar principalmente dos.

» La teoria de Born-Infeld (BI) [5]: Propuesta entre 1932-35 con el propdsito de

atacar el problema de la singularidad del campo eléctrico en el origen.

» La teoria de Fuler-Heisenberg (EH) [8]: Formulada en 1936, cuya motivacion

proviene principalmente de la teoria cuantica electromagnética.

Cabe mencionar que ambas formulaciones admiten una solucion de BH cuando se
acoplan con relatividad general.

En los 70 s, Plebanski |7] hizo una generalizacion de las teorfas electromagnéticas
no lineales, utilizando funciones Lagrangianas mas generales, que contiene a la teoria
de BI y en el limite adecuado se recupera la electrodinamica lineal de Maxwell.

Recientemente la investigacion de la NLED ha cobrado un nuevo impulso, en
gran parte por los descubrimientos obtenidos en la teoria de cuerdas, pues resulta
que las teorias tipo BI surgen naturalmente en el limite de bajas energias de la teoria

heterotica de cuerdas [36+38].
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Por su parte, los efectos de la NLED de la solucion de EH que surgen en los campos
criticos o de Schwinger, se estéan probando actualmente de manera experimental |39],
dichos campos criticos son del orden de 10'® V/m para el campo eléctrico y de 10°
Tesla para el campo magnético.

En este capitulo presentaremos el formalismo general de la NLED acoplada con
gravedad, posteriormente a manera de ejemplo haremos una revision del BH de BI

y de EH.

3.1 | Formalismo general

La accién de relatividad general con constante cosmologica A acoplada con NLED,
[6, 7] esta dada por

1

Slawn A = 1= [ diaov=g | (R -2 - £(.6)|. (3.1)

donde g es el determinante del tensor métrico, R es el escalar de Ricci, y L(F,G) es

la funciéon Lagrangiana que depende de los invariantes electromagnéticos F'y GG

1 1.
F=1Fu", G=1F," (3.2)

donde F},, = 0,A,—0, A, es el tensor de campo electromagnético y Fr gu dual, dado
por FH — €uwopl 7" /(24/—g). El tensor completamente antisimétrico €,,,,, satisface

€vope”?? = —4!. La funcion £ debe cumplir la siguiente condicién de paridad
L(F,G)=L(F,—-G). (3.3)

Variando la accion (3.1]) obtenemos las ecuaciones del campo electromagnético y

las ecuaciones de Einstein

Vu(LpF"™ + LoF™) =0, (3.4)

G +Agy =81E,,, (3.5)

47TE;W = guuﬁ - ‘EFF}LO'F;T - ‘CGF;LUF57 (36)
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CAPITULO 3. 3.1. FORMALISMO GENERAL

donde F,, es el tensor electromagnético de energia-momento.
Con el fin de expresar las ecuaciones de movimiento en forma canoénica es conve-

niente definir un tensor antisimétrico P*” independiente de la métrica

P = —FMLp— F"Lg, (3.7)
L dc
'CF - ﬁu ‘CG - @

Estas ecuaciones son las relaciones constitutivas entre la induccion eléctrica y campo
magnético con las intensidades de campo eléctrico y magnético en la NLED.
La funciéon Hamiltoniana, en este contexto llamada funcion de estructura puede

obtenerse mediante una transformacion de Legendre,

< 1
H(Pa Q) = _§PMVF/W - £7 (38)

donde Py @ son los invariantes del tensor P*, definidos como sigue

1 1
P=—1P"Pu, Q= P"F (3.9)

4 2
5 o 1 o . . .
con P, = T?gewpop ?. De modo que la acciéon 1' en su forma Hamiltoniana

queda como

S (g, A,y PH] = 4i /M4 d*r\/—g B (R —2A) — (%PWFW - H(P,Q))] . (3.10)

7

Variando esta nueva accion, obtenemos las ecuaciones de movimiento, respecto a P*”

se obtiene

OH .
F,uu = QW = PHVHP_’_PHVHQ) (3.11)
dH dH
e =gp Mo = 5

Usando (3.7) v (3.11)) respectivamente en la ecuacion (3.8) se obtienen las ecua-

ciones que permiten pasar del formalismo Hamiltoniano #(P, Q) al Lagrangiano
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CAPITULO 3. 3.2. AGUJERO NEGRO DE BORN-INFELD

L(F,G), es decir

= 2FLp+2GLg — L, (3.12)
L = 2PHp+2QM,—H. (3.13)

De la variacion de ([3.10) respecto al potencial vector A, y al tensor métrico g, se

obtienen las ecuaciones del campo electromagnético y las ecuaciones de Einstein

v,.Po= 0, (3.14)
G +Ag,, = 8nE,, (3.15)
ATE, = g (2PHp + 2QH g — H) — HpPua P — HoPu DS (3.16)

La electrodinamica lineal de Maxwell se recupera cuando

P =Fm  H(PQ) =P (3.17)

La funcion de estructura puede desarrollarse en serie de potencias para Py Q pe-
quenos

H(P,Q) ~ P+ O(P?,Q%), (3.18)

de tal forma que para campos electromagnéticos débiles se recupera la teoria de
Maxwell.
En las siguientes secciones se presentan las soluciones de BH de Born-Infeld y de

Euler-Heisenberg.

3.2 | Agujero negro de Born-Infeld

Entre 1932 y 1935, Born e Infeld construyeron su teoria no lineal sin singularida-
des del campo electromagnético en cuyo limite se recupera la electrodinamica lineal

de Maxwell. El Lagrangiano de la teoria [5| esta dado por

2F (2
L’BI_b2<1— 1+b—2+b—4), (3.19)
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CAPITULO 3. 3.2. AGUJERO NEGRO DE BORN-INFELD

con los invariantes electromagnéticos

F =

G = -£-B, (3.20)

donde b es el parametro caracteristico de la teoria y esta ligado al valor maximo del
campo eléctrico &, (b~ 10'® Volt/m).

Mientras que la funcion de estructura tiene la forma [40]

Hpr=—b*[1 -1 -+ 2|, (3.21)

Para un espacio-tiempo estatico y con simetria esférica, la métrica que es soluciéon a

las ecuaciones de movimiento (3.14)) y (3.15)) esta dada por

ds* = (r)dt* — = (r)dr® — r?dQ?, (3.22)
2 2
o) = 1+ ngTQ (1 —/1+ %) - % - % (M — %I(r)) , (3.23)
o d

Siendo M el pardmetro de masa y @Q la carga electromagnética Q? = Q? + Q?,, el
subindice Q@ indica carga eléctrica (magnética).

Por simplicidad, vamos a considerar el caso puramente eléctrico, es decir Q = G =
0, por lo tanto, las ecuaciones de movimiento se satisfacen si las inicas componentes

diferentes de cero de F},, y P,, son

Fu=E(r) = —%—,  Pu=

\/7‘44—%—;

La relacion entre F,, y P,, se obtiene a través de las ecuaciones constitutivas (3.7))

Q
3 (3.25)

y (3.11]). Notemos que F;; correspondiente con la magnitud del campo eléctrico &,
es finito en el origen y corresponde a la magnitud de b, mientras que P,; es singular

en r = 0. En la figura se muestra como la magnitud del campo eléctrico tiende
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CAPITULO 3. 3.2. AGUJERO NEGRO DE BORN-INFELD

al campo eléctrico de RN-AdS conforme b crece.

Campo eléctrico
e
W

O L L L L Il L L L L Il
0 5 r 10

Figura 5: Campo eléctrico de BI para Q = 1. Se han tomado diferentes valores de b, los
cuales se indican sobre las curvas.

El potencial eléctrico esta dado por

O(r) = /00 P Hp (P,0)dr' = QI(r)

- o[ (222). L] e

donde F es una funciéon eliptica de segundo tipo. La métrica de BI descrita en
tiende asintoticamente a la soluciéon de Reissner-Nordstrom con constante
cosmoldgica. Asi mismo, si el pardmetro de BI tiende a infinito b — oo, se recupera
la electrodinamica lineal de Maxwell, ya que

o 1
lim I(r) = / d—jz—
, 2

b—o0 r
2M Q*  Ar?
RN

= = =1-— 4+ = - —. 3.27
v o= - (327)
Claramente, si ademas ) = 0 se recupera la solucién de Schwarzschild con constante

cosmologica.
Los valores en los que la funcién métrica ¢ de la ecuacion (3.23[) se hace cero

pueden determinarse numéricamente. En la figura @ se muestra el comportamiento

de la funcién para diferentes valores del pardmetro de la teoria b.
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-2

0 T 4

Figura 6: Funcién métrica de la solucién de BI-AdS para los diferentes valores de b que se
muestran en las curvas, notemos que conforme b crece, las curvas tienden a la solucion de
RN representada en lineas punteadas. Se han tomado valores fijos de M =1, Q =09 y
A=-1.

En la siguiente seccion presentaremos una revision de la teoria de Euler-Heisenberg

(EH) acoplada con gravedad.

3.3 | Agujero negro de de Euler - Heisenberg

Este Lagrangiano fue calculado por Euler y Heisenberg en 1936 y se deriva
directamente de la aproximacion a un lazo en electrodindmica cuéntica.
La accion esta dada por (3.1)), y la densidad Lagrangiana de Euler-Heisenberg

€S

b
Lpn(F,G)=—F + gF2 + 567, (3.28)

2 L, .
donde a = 29 es uno de los parametros de Euler-Heisenberg, o es la constante

8]
45m
de estructura fina y m es la masa del electron, el otro parametro de la teoria es b,
dado en términos de a como b = 7a/4. La electrodinamica de Maxwell L(F) = —F,
se recupera cuando a = 0.

El tensor P, definido en (3.7)) para la teoria de Euler-Heisenberg toma la forma

.7
P, =(1—aF)F,, - FWI"’G. (3.29)

La funcion de estructura H se obtiene de la ecuacion (3.8) despreciando términos
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de segundo orden en a [41], obteniendo

< a
Hen(P.Q) = P = SP* = L (3.30)
Las ecuaciones de campo se resuelven detalladamente en [6], donde se encuentra que

el tensor de energia-momento electromagnético (3.16|) esta dado por

1 3 Ta -
E,, = g (1—aP)P}Pys+ g (P - 5aP2 - gQ?)} . (3.31)

La soluciéon de las ecuaciones de movimiento para el caso estatico con simetria

esférica y con constante cosmologica, puede escribirse de la forma
ds®* = —f(r)dt* + f(r) " 'dr® 4+ r*(d6* + sin” d¢?), (3.32)

donde f(r)=1— 2=,

T

Restringiendo la soluciéon al caso cargado eléctricamente, con carga (), la simetria

del espacio tiempo admite las componentes

Q

r2

P = 2 (8051 — 616°) (3.33)

y los invariantes electromagnéticos adquieren la forma

P = @ Q=0. (3.34)

2rd’

Usandolos en la componente (0,0) de las ecuaciones de movimiento (3.14)) y (3.15)),

encontramos

dm  Q* aQ* Ar?
m_x % A 3.35
dr  2r2 86 * 2 ( )

Entonces, la funciéon métrica para el caso eléctrico es

(3.36)

donde M es la masa del BH, @ su carga eléctrica, a es el parametro de EH y A es la

constante cosmologica.
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3.3. AGUJERO NEGRO DE DE EULER - HEISENBERG

El caso de Reissner-Nordstrom con constante cosmolbgica se recupera cuando

a = 0. Para el caso A = 0 se recupera el agujero negro de EH eléctricamente cargado,
caracterizado por los parametros (M, @, a), |42

En la figura [7| se muestra el comportamiento de f(r) anti-de Sitter para dife-

rentes valores de a y A < 0; f(r) de Sitter se ilustra en la figura , en ambos

casos se observa un comportamiento tipo Schwarzschild, contrario al BH de BI, cuyo

comportamiento es de tipo Reissner-Nordstrom con la carga apantallada.

2T T L 3T
1 . ro
“ Variando a |‘ Variando A
1.5 h
1 1
‘\ 17
Ir \ |
\ o
fir) 0.5+ \ -
® \ I \
\\
0
0.03 \
0,
-05F 02
A=-3
_1\\\\\\\\\\\\\\\\\\ R Rt P T N T T R
0 02 04 06 038 1 02 04 06 08
r

1 1.2
r
Figura 7: Funcion métrica f(r) AdS para el agujero negro EH-A, para valores fijos de la

masa M =1y la carga Q = 0.8. A la derecha se toman diferentes valores de A, mientras

que a la izquierda se grafican para diferentes valores de a, mostrados sobre las curvas. La
linea punteada representa la solucion de RN-AdS.

T T T
\ .
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Figura 8: Funcion métrica f(r) dS para el agujero negro EH-A, variando los parametros a

y A como se indica en las graficas; la masa para las gréaficas de los extremos se fijo a 1.

La ecuacion para encontrar los horizontes de eventos f(ry) = 0 es un polinomio
de grado ocho
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A 4
57'8 — 7'6 - QQTA + 2MT5 + %_Oa = 07 (337)

por lo que es conveniente obtener la solucién numéricamente.

El potencial eléctrico correspondiente al agujero negro de EH-AdS, se calcula

haciendo uso de las ecuaciones (3.30)) y (3.33))

o(r) — /roodr% (1—2212)
o(r) = Q(l aQ2), (3.38)

r\" 107t

y en consecuencia, el campo eléctrico tiene la forma

Elr) = % (1 - “QQ) : (3.39)

2r4

donde puede verse una especie de apantallamiento de carga, sin embargo la diver-
gencia en r = 0 es mucho mas fuerte y de signo opuesto al correspondiente para
la solucion de RN-A; dicho comportamiento del campo eléctrico puede verse en la
figura @D para diferentes valores del parametro a. La electrodinamica de Maxwell se
recupera si a = 0.

El campo electromagnético del BH de EH diverge a —oo, y notemos que hay

algunos valores de r en los que el campo se anula.

T
\
\
\
\

25F

Campo eléctrico

e
n
T

oF

025 05 075 1 125 15 175 2
T
Figura 9: Campo eléctrico para el agujero negro de EH-AdS para una carga fija de Q = 0.8,
y para diferentes valores de a mostrados sobre las curvas. La linea punteada representa el

campo eléctrico para el BH de RN.

28

Agujeros negros AdS con electrodinamica no lineal



CAPITULO 3. 3.3. AGUJERO NEGRO DE DE EULER - HEISENBERG

En el siguiente capitulo estudiaremos las ecuaciones geodésicas y el potencial

efectivo del BH de EH, asi como sus propiedades termodinamicas.
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4 | Geodésicas y termodinamica del BH

de Euler-Heisenberg

En el capitulo anterior describimos que para un espacio tiempo estatico con si-

metria esférica, la métrica puede escribirse de la forma
ds® = —f(r)dt* + f(r) " dr? + r*(d6* + sin® 0dp?), (4.1)

donde la funciéon métrica que es solucién de las ecuaciones de campo de la elec-

trodinamica de EH acoplada con gravedad f(r) = 1 — 2mT(T) para el caso eléctrico

es

(4.2)

donde M es la masa del BH, () su carga eléctrica, a es el parametro de EH y A es la
constante cosmologica.

A continuaciéon presentamos un anélisis del potencial efectivo y su influencia en
particulas de prueba, para hacer una comparaciéon con el caso A = 0.

Cabe mencionar que al BH de EH se le incorporé la constante cosmologica con
lo cual se procedi6 al estudio de la termodinadmica en el espacio fase donde la cons-
tante cosmologica esta relacionada con la presion. Los resultados presentados en este

capitulo se encuentran publicados en |10].

4.1 | Ecuaciones geodésicas y potencial efectivo

En un espacio tiempo estéatico y con simetria esférica como lo es la métrica (3.32)),

la energia F y el momento angular L, de una particula de prueba de masa m y
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momento P! = m‘fli/\, siendo z¢ = t, 7, ¢ las coordenadas del espacio y \ el parametro

afin, son cantidades conservadas que podemos calcular como sigue

E = —P,= f(r)mi,

L. = P,=r%sin*0mg, (4.3)

el punto representa derivada respecto al parametro afin A y la funcion f(r) esta
definida en la ecuacion (4.2]).

Las ecuaciones geodésicas son entonces

i B
SO
L P¢
¢ = r2sin® @’ (44)

donde de ahora en adelante, £y P, son la energia y el momento angular por unidad
de masa de la particula de prueba.
Si nos restringimos a estudiar el movimiento en el plano ecuatorial, § = 7/2 y

usando las ecuaciones (|4.4]) obtenemos la ecuacion radial

2= B> — f(r) (]:—f - w> . (4.5)

ij da’ dal

La constante w es determinada por el producto escalar g <=

= w, vy puede va-
ler {-1, 0, 1 }, correspondiendo a geodésicas temporales, nulas o tipo espacio res-
pectivamente. De la ecuacién anterior podemos leer el potencial efectivo, ya que

7? = E? — V2, con lo cual

V2= f(r) (i ~w). (46)

El comportamiento de Vi se muestra en la figura [I0] las lineas solidas son para
particulas con masa, (w = —1) y las lineas punteadas son para fotones. Se observa
que conforme r disminuye, Vi — —oo, contrario al caso de RN-AdS, que es la linea

en guiones de la figura [I0]
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60

50F
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V301
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Figura 10: Potencial efectivo para valores fijos M =1, @ =1, a = 0.3 y A = —3 y variando
los valores de Py para el BH de EH-AdS. Las lineas punteadas corresponden a particulas
sin masa (w = 0) y las solidas a particulas masivas (w = —1). La linea en guiones es el
potencial efectivo para el BH de RN-AdS.

Notemos ademas que tanto para particulas sin masa y con masa, se tienen 6rbitas
circulares estables en el minimo de V¢ y 6rbitas circulares inestables en el maximo

del potencial V. En ausencia de constante cosmologica no hay orbitas estables [42,

13).

4.2 | Termodinamica del agujero negro de EH-AdS

En esta seccion estudiaremos las propiedades termodinédmicas vistas en el ca-
pitulo 2 para el BH de EH en un espacio-tiempo AdS, es decir, de ahora en ade-
lante A < 0, contrastando los resultados con su analogo lineal, el agujero negro de
Reissner-Nordstrom AdS, descrito en la seccion [2.3] Comenzamos por corroborar que
la primera ley de la termodindmica de agujeros negros y la férmula de Smarr son
consistentes entre si. También estudiaremos el comportamiento critico de la solucién
asi como los cambios de fase, que como veremos, se asemejan a los del fluido de Van
der Waals.

Las cantidades termodinamicas que caracterizan al agujero negro de EH son la

temperatura 7T, la presion P, el volumen V' y la entropia S dados por
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fory) 1 Q*  aQ'
T = - A AV 47
47 dmry r2 * 48 T+ (47)
A 4
P= g V= gﬂri, S =mri. (4.8)
donde 7, (M, Q,a,\) es el horizonte exterior, es decir f(r;) = 0 y la constante

cosmologica A esta directamente relacionada con la presion termodinadmica.

4.2.1 | Primera ley de la termodinamica

Con el fin de obtener la forma que toma la formula de Smarr para el agujero negro
de EH vamos a hacer un analisis de unidades utilizando el teorema de Euler, que nos

dice que si una funcion f(z,y) cumple que f(afz,alz) = o” f(zx,y), entonces,

rf(z,y) = px (%) +qy (g—i) :

El teorema de Euler es vélido para n dimensiones, aunque por simplicidad aqui
presentamos la version del teorema para dos variables.

La masa M del BH es funcion de la entropia, la presion, la carga eléctrica, y el
parametro de la no linealidad, cuyas unidades son [M] = L, [S] = L?, [P] = L2,
Q] = L, [a] = ﬁ = [?, donde L representa unidades de longitud. De acuerdo al

teorema de Euler, la masa satisface

M(S,P,Q,a) =28 (%—]\;) —2pP (%—Alf) +Q (%—g) +2a (%—f) . (4.9

Por otro lado, de la primera ley de la termodindmica de agujeros negros AdS vista

en la ecuacion (2.16]), sabemos que |28]

dM = TdS + VdP + dQ, (4.10)
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ademas, dM es un diferencial exacto, lo que nos permite obtener

() (3)-w ()

Por lo tanto, la féormula de Smarr para el BH de EH adquiere la forma
M =2(TS —VP+ Aa) +9Q, (4.11)

donde A = (%—]‘f) es la cantidad conjugada del pardmetro a, que puede obtenerse
mediante sustitucion directa de las ecuaciones (3.38)), (4.7) vy (4.8]) en la formula de

Smarr, obteniendo

Q4

40

A= (4.12)

Analicemos ahora la consistencia entre la primera ley y la formula de Smarr que
acabamos de deducir (4.11)). Similarmente a como lo hace Smarr en [29|, vamos a
escribir la energia del agujero negro en sus componentes: Energia superficial, F, y

energia electromagnética F.,,

- 4.13
Q
E., = / O(r,Q',a)dq’, r, a fijos.
0
2 CLQ4
= — — . 4.14
2r 405 (4.14)
Por lo tanto, la masa del agujero negro M = Es + E,,, es
2 4 A3
M=l @ @ AT (4.15)

la cual es consistente con la formula de Smarr propuesta (4.11)). El caso RN-AdS se

recupera haciendo a = 0.
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Notemos que un cambio da provocaria un cambio en la energia electrostatica dado
por Ada, lo que sugiere una interpretacion del término a.A en la formula de Smarr
como la energia electrostéatica que surge de la polarizacion del vacio y es almacenada
en el horizonte de eventos del BH. Esto serfa una analogia de un medio polarizado, en
el cual la energia estd determinada por el producto de la polarizaciéon con el campo

eléctrico.

4.2.2 | Estabilidad termodinamica

Como mencionamos en la seccion 2.3.1] la estabilidad termodindmica de los agu-
jeros negros estd determinada por el comportamiento de la capacidad calorifica a
carga constante Cg.

En [44] se mostr6 que para cualquier funcion Lagrangiana que describa NLED,
una divergencia con cambio de signo en Cg corresponde a un cambio de BH estable
a BH inestable (o viceversa), lo que indica una transicion de fase.

La capacidad calorifica a carga constante para el BH de EH esta dada por

o ArS —4Q%r + aQ* — 4Ar%

Cop=—2
QT T LS 1202 + TaQt + A4S

(4.16)

y su comportamiento se ilustra en la figura [[I comparada con la correspondiente
Cq de RN-AdS (ver seccion [2.3.1)).

Si la capacidad calorifica es negativa Cg < 0 corresponde a configuraciones ines-
tables, mientras que Cgy > 0 es interpretada como una configuraciéon estable. Por
lo tanto el parametro de EH induce estabilidad en el BH mediante una transicién
de fase que estudiaremos en la seccion En el caso de RN-AdS se observa un
comportamiento similar solo para cargas imaginarias (ver figura , mientras que
para valores de la carga en los que el BH de EH tiene un comportamiento z’nverscﬂ,

el BH de RN tiene un comportamiento lentd?]

'Una transicién de fase.
2No presenta transiciones de fase
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207
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Figura 11: Capacidad calorifica a carga constante C para el BH de EH-AdS como funcién
del radio del horizonte de eventos r,. El parametro de la teoria de EH a toma los valores
de: a = 0.3 para la curva sélida verde, a = 0.6 para la curva guién-punto azul y a = 1
para la linea punteada morada. La linea en guiones es para RN-AdS (a = 0). Conforme a
incrementa, las transiciones de fase inestable-estable ocurren para valores mas grandes del
radio del horizonte 7. Los parametros fijos son @ = 0.8, A = —3. En el recuadro pequeno
se muestra una ampliaciéon cerca de r4 = 0.

_15 P Y
1.5 175

4.2.3 | Comportamiento critico

Continuando con el estudio termodinamico del BH de EH-AdS, vamos a partir

de la ecuacion de estado dada en (4.7))

T 1 Q? a@?

P = — — .
2ry  8mri * 8rri 32wt

(4.17)

Esta ecuacion puede reescribirse en términos del volumen especifico, definido como

v =2L%r,, tomando L = 1 se tiene

T 1 20)? 4
»_T 207 80

_ 4.18
v 2m? mo ( )

T8
Como es de esperarse, la ecuacion de estado para el BH de RN-AdS dada en la
ecuacion se recupera al hacer a = 0. Un estudio geométrico de la termodina-
mica de agujeros negros AdS puede consultarse en [45].
Con ayuda de la ecuacion de estado se pueden calcular los puntos criticos,
que son aquellos valores del volumen que satisfacen P/0v = 0y 0?P/dv? = 0, lo

que nos lleva a una ecuacion ctibica para x, definida como z = v?
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2% — 24Q%* + 4484Q* = 0. (4.19)

La solucion de (4.19) debe ser real y ademas positiva, puesto que esté relacionada

con el volumen, por lo tanto las soluciones permitida son

1 2k
T = 8Q? <2 cos {5 arc cos (1 __Ta ) — i] + 1) , k=0,1. (4.20)

16022 3

donde debe cumplirse que

0<a< 7@? (4.21)

Figura 12: Volumen critico como funcién de a, para una carga fija = 0.8. Vemos que
la linea solida (k = 0) se asemeja mas al comportamiento lineal de RN (linea horizontal),
mientras que la linea punteada (k = 1) refleja la influencia de la no linealidad. El punto
donde las dos curvas se unen corresponde al valor maximo que puede tomar a, a = 372622.

La temperatura critica T, y la presion estan dados por

1 2 4aQ*
SRR
TV, x x
1 1 60Q% 56aQ*
po— L[L_6@, 56aQ') (1.22)
T |2 T 3

Dado que hay dos valores posibles de v, ocurre lo mismo para la temperatura y
presion criticas; en la figura se muestran las dos funciones de la temperatura

critica. La presion critica tiene un comportamiento muy similar a 7..
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0.06 ‘ ‘ ‘ —
T
0.05| P |
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T. T 7
0.02+ 1
] —— RN
0.01F — T |-
- T Tcl
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a

Figura 13: Temperatura critica como funcién del parametro de EH a, para Q = 0.8; la
linea solida (k = 0) se aproxima mas al comportamiento lineal de RN (linea horizontal),
mientras que la linea punteada (k = 1) es mayormente de contribucion no lineal. El punto
de unién de ambas ramas de la temperatura corresponde al maximo valor permitido de a,
es decir a = %Q?

Los diagramas p — v se muestran en la figura , como referencia al comporta-
miento critico se destacan los isotermas correspondientes a T.g y T.;.

Es interesante estudiar el limite de valores pequenos de a, y ver como afecta a
los puntos criticos . En dicho limite el volumen asociado a w1, (va = /1) es

igual a cero, por tanto lo descartamos y solo analizamos la rama k = 0

Ta
1602

1
lim z¢ = 16 Q* lim cos {— arc cos (1 —
a—0 a—0 3

)} +8Q% = 24Q7?, (4.23)
y entonces el volumen la temperatura y la presion critica quedan

26 Q

Ve =
1 a
T, =~ + , 4.24
3\/6WCQ 432WC?3 ( )
P~ 1 Ta

1% 247Q? | 41472700

es decir, se aproximan a los valores criticos para RN-AdS dados en la ecuacion ([2.20)).
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0.02}

0.01

~0.01}

~0.02}
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Figura 14: Diagramas P — v para valores fijos de Q@ = 0.8 y a = 1, variando T'. La linea en
guiones corresponde a T' = T,y (rama k = 0) y la linea punteada a 7' = T;; (rama k = 1).

La razon critica p. = % tiende a
c

2
2 4o x 104 L

-4
—3.02 x 10 02 o

(4.25)

Pe =

col w

Que son los correspondientes valores criticos del fluido de Van der Waals en el orden

cero de a.

4.2.4 | Energia libre de Gibbs y cambios de fase

La informacién termodindmica de un sistema estd completamente codificada en
su funciéon de particion. En la aproximacion semi-clasica la funcion de particion se
obtiene de la parte finita de la accion Euclidea Sg, las divergencias que aparecen en
la region asintoticamente AdS son canceladas por el método de contra-términos [33].

En el marco del ensamble canénico, la energia libre de Gibbs G = M —T'S, para

el BH de EH-AdS se escribe como

1 3Q°  TaQ* 8mriP
G(T,P) =~ — - 4.26
( 9 ) 4 Ty + ry 207‘3_ 3 9 ( )
en términos del volumen especifico queda como
v 3Q* 14aQ? TwdP
T Pov)=— — — ) 4.2
G Pv) =g+ 5~ 55 12 (4.27)
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En la figura [15] graficamos a la izquierda la energia libre de Gibbs en funcién de la
temperatura y a la derecha los diagramas T-S para diferentes valores de la presion,
la linea punteada es para P = P.. En ambas graficas las funciones mostradas estan
divididas entre su correspondiente valor en el punto critico, es decir, G/G., T'/T. y
S/S.. Es claro que G. = G(T,, P.,v.) y S. = S(v.); a este marco de trabajo se le
conoce como espacio de pardmetros reducido. En la grafica G —T se observa que para
P < P, se tiene la caracteristica forma de cola de golondrina, senal de la existencia
de un cambio de fase. Los cambios de fase se etiquetan como BH pequeno, grande
o intermedio, dependiendo de la relaciéon entre el radio del horizonte r, con el resto

de los pardmetros del BH tal que la capacidad calorifica cambia de signo.

1.37 L | L L
[ ] 1'4i
1.2F i

H 1'2i

T

1.1

G/G. | T/T,|
1 \ i
3 \\ 0.8 I
\
\‘ |
09~ \ 0.6
L \ r
L \ |
L \ i L
0.8 PRI R SR PR W [ 04 . 1 . 1 . L . L . 1 .
0.6 0.8 1 1.2 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
T/T, S/S.

Figura 15: Curvas isobéricas en el espacio de pardmetros reducido para valores fijos de
P/P.=0.4,0.6,0.8, 1,1.2. La linea en guiones corresponde a P/ P, = 1. Izquierda: Energia
libre de Gibbs; se observa una transiciéon de fase de primer orden para presiones menores a
la presion critica. Derecha: Diagramas T-S, la presiéon aumenta de abajo hacia arriba. Los
parametros fijos son @ =1y a = 1.

De la grafica [16| vemos que hay dos tipos de comportamiento caracteristicos de
la funcion de Gibbs, a modo de ejemplo estudiaremos las isébaras correspondientes
aP=04P.yaP =0.8F,. Notemos como la curva isobarica en el diagrama T-S se
puede dividir en tres ramas: pequeno, correspondiente a la linea color coral y purpura,
intermedio para la linea punteada verde y grande para la azul, (el crecimiento va en
direccion del aumento de la entropia). Al dividir la curva isobarica de esta manera,
podemos identificar mas facilmente las transiciones de fase.

Recordemos que cuando dos fases coexisten, la ley de dreas iguales de Mazwell se
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satisface, es decir, para una temperatura constante, las areas por debajo y por arriba
de esa temperatura fija son iguales; lo cual se observa en la los diagramas T-5 de la
figura [I6] para las lineas AC, BD y AB.

Asi mismo, la transicion de fase en la cual un BH cambia de un cierto volumen
v1 a un volumen mas grande vy, ocurre para el mismo valor de la energia libre de
Gibbs y a la misma temperatura, es decir, en la transicion de fase debe cumplirse

que

G(v1) = G(vg), T(v1)=T(va). (4.28)

Para P = 0.4P,, (figura , arriba) ocurren dos cambios de fases para dos tempera-
turas diferentes T' =~ 0.7547 T, correspondiente a la linea AC', y para T ~ 0.6823 T,
para la linea BD. Para el caso P = 0.8P,, (figura abajo) el comportamiento
es un poco mas simple, ya que solo hay un cambio de fase para 7' ~ 0.9091 T,
correspondiente a la linea AB.

Las transiciones de fase del BH pueden ser entre estados estables con capacidad
calorifica positiva, como en el caso de las transiciones BD 6 AB, o bien, pueden
ser entre estados meta estables (con capacidad calorifica negativa) en el caso de
la transiciéon indicada por la linea AC. La capacidad calorifica se muestra en la
figura [I7) para los valores de la presion que estamos estudiando, es decir P = 0.4P, y
P = 0.8P.. Para el caso P > P. solo se observa que el BH pasa de un estado inestable

que podriamos interpretar como un estado de radiacion, a un estado estable.

100 [~

2000

T I, .
Figura 17: Capacidad calorifica a carga constante Cg para el BH de EH-AdS como funcién
del radio del horizonte de eventos ry cerca del punto critico. En la gréafica de la izquierda,
la linea punteada es para P = P.. Los parametros fijos son la carga y el parametro d EH,
Q=1a=1
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Figura 16: Diagramas T-S y energia libre de Gibbs vs. temperatura; arriba: P = 0.4 P,,
la ley de areas iguales de Maxwell se satisface para las secciones AC y BD, que es donde
ocurre la transicion de fase. Abajo: P = 0.8 P, el cambio de fase ocurre del punto A al
punto B, satisfaciendo también la ley de areas iguales de Maxwell. En las graficas pequenas
de cada diagrama se muestra la energia libre de Gibbs; los puntos resaltados indican la
transicion de fase. Hemos fijado los pardmetros Q =1y a = 1.

Para el agujero negro de Euler-Heisenberg no es posible obtener una expresion
analitica para la curva de coexistencia, sin embargo podemos graficar los valores
numéricos que satisfagan las ecuaciones como se muestra en la figura

Notemos que desde P = 0.2 P. a ~ 0.7 P. la curva de coexistencia se divide en
dos, indicando que el cambio de fase puede ocurrir para dos temperaturas diferentes.
La region entre las dos lineas corresponde a la fase de agujero negro de tamano
intermedio. Los puntos resaltados A(C'), B(D) y A(B) corresponden a la transicion
de fase mostrada en la figura [I6]

4.2.5 | Ley de estados correspondientes y exponentes criticos

A continuacion calcularemos los exponentes criticos «, 3,7, que gobiernan el

comportamiento de las propiedades fisicas cerca del punto critico.
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T T T T T T T T T T T T T

1k Punto critico 4

0.8

T

0.6 7
P/P,

T

T

0.4

0.2

T

0 I 1 . . . 1 . . 1 . . . 1
0.4 0.6 0.8 1

T/T,
Figura 18: Curva de coexistencia P — T determinada numéricamente con los valores que
satisfacen las condiciones G(v1) = G(v2),T(v1) = T(v2); de P = 0.2 P. a =~ 0.7 P, hay dos
diferentes temperaturas en las que la transiciéon de fase puede ocurrir. Los pardmetros fijos
son @ =1ya=1.

Para calcularlos, se hara un anélisis similar al presentado en la seccién
Vamos a deducir la ley de estados correspondientes usando el marco de las variables

reducidas que mencionamos anteriormente, definiendo

P T v
= — = — = —. 4.2
P=F =T V= (4.29)
Tal que la ecuacion de estado (4.18)), toma la foma
17 1 1 2Q°  8aQ*
=2 - - . 4.30
P PeV N wP.v? ( 202 vt VOB (4:30)
Asumamos ahora que la ecuacién anterior se puede expresar como
(rv) = L 4 h(v) (4.31)
T, V) = —— v .
p ) pc ]/ )

donde p. es la razon critica y hagamos ahora una expansion en Taylor en la vecindad
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del punto critico, es decir 7 =1, v =1

1 1
p(r,v) ~ p+p”v—1)+ §p°2(v — 1)+ EPOS(V —1)°

1 1
+ <p10 —l—pll(V - 1) =+ 5]?12(7/ o 1)2 + 6p13(y . 1)3) (7_ . 1)

]'20 ]' 21 ]'22 2 1 23 3 2
- - —1) 4= 124 — 1 —1
+(2p + 5P (v )+4p (v—1) + 5P (v=17)(r—1)

6 6 12 36
+O((r = 1*, (v — 1)%), (4.32)

1 1 1 1
+ (—p3° +opM (v = 1) + SR (v = 1)+ opP(r - 1)3> (r—1)°

.. .. itj . 2
donde estamos usando la notacién p” = %, tanto p como sus derivadas estan
evaluadas en 7 = 1, v = 1. Usando la definicién de punto critico encontramos que

p°1(1,1) = p®*(1,1) = 0, por lo tanto los tinicos términos diferentes de cero son

6 1
PP ) =——+r®1), PPl = —,
Pc Pc

21,1y = 2 311 = 0 A

Por lo tanto la expansion (4.32) queda

p o~ 1—1—% (—E—Fh(?’)(l)) (V—1)3—|—l(7'—1)

Pec Pec
1 1
—— =D -1+ ——-1*r-1), (4.34)
Definamos ahora
t=71-1, w=v-—1, (4.35)

por lo tanto la ley de estados correspondientes toma la forma

1 1
pt,w) =1+ —t — —wt — Cw® + O(tw? w?), (4.36)
Pc Pe

donde hemos definido C' = <i — %), usando las ecuaciones (4.24) y (4.25) po-
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demos aproximar C, obteniendo

4 129.019 — 10.034Q? 6
C%——0.002< 9.019 OO3Q—|—Q)a‘

3 Ol

(4.37)

Ahora vamos a determinar la relacion entre los volimenes del agujero negro durante

la transicion de fase, es decir w, y wp. De la ley de areas iguales de Maxwell sabemos

que
b Wy
0 = / vdP = UCPC/ w (—t + 3C’w2) dw
a We Pe
t 3C t 3C
= ol (g ) =t (4 50d).
entonces w, = —wy, ya que para una isoterma dada dp = g—idw = — (pict + 3Cw2) dw,

ademés en la coexistencia se cumple que p, = py, por lo tanto

1 1
—wat+Cw? = —wyt+ Cw}
(& pC
11 .
S L (4.38)
pcc Vac

Ya solo resta leer los valores de los exponentes criticos «, 8,7 v 0 de las expresiones

previas.

= o =0 yaque

C,=T (ﬁ) o [t~ (4.39)

n = % debido a que

N =1v1 — vy = v(w, —wp) X |t|5.

wy o [t]Y? . (4.40)

donde 7 es el parametro de orden.
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= v = 1. Se obtiene de la compresibilidad isotérmica rr

1/ 0v 1 op ! —
R N 441
T v (8P)T P.(w+1) (8w) o [t ( )

= 0 = 3. En una isoterma critica, T' = T, o equivalentemente t = 0.

|P— P.| |v—vc|‘s
p—1] o |wf

p—1 = Cu®. (4.42)

Los exponentes criticos que se obtienen son los mismos que los obtenidos en las
teorias estandar de agujeros negros AdS, , lo que exhibe la universalidad de ese

tipo de transiciones de fase.
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5 | Agujeros negros AdS en (2+1) di-

mensiones

La relatividad general en (2+1) dimensiones nos ayuda a estudiar algunos con-
ceptos tanto clasicos como cuanticos de la gravedad, pese a ser fisicamente poco
realista. Sin embargo la relatividad general en tres dimensiones, cobré relevancia con
el descubrimiento del BH estacionario con simetria ciclica de Banados, Teitelboim y
Zanelli (BTZ) en 1992.

El BH de BTZ [46], tiene la caracteristica de ser asintéticamente AdS, ademas
de que no tiene singularidad de curvatura en el origen y tiene horizonte de eventos
y (en el caso rotante) tiene un horizonte interior. A continuacién mencionaremos
algunas caracteristicas generales de la solucion, para un estudio méas detallado puede

consultarse por ejemplo |47, |4§].

5.1 | Agujero negro BTZ

La métrica que describe el BH de BTZ esta dado por
ds® = —N2dt* + f2dr* + r*(d¢ + N?dt)?, (5.1)

donde la funcién lapso N, la funcién radial f y la funciéon de cambio N? estan dadas

por
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siendo M la masa de ADM y J el momento angular. La métrica anterior describe
un espacio-tiempo estacionario con simetria ciclica y es soluciéon a las ecuaciones de
campo de Einstein en vacio con constante cosmologica A = —1/12

Los horizontes de eventos interior (r_) y exterior (r, ) estan dados por la compo-

nente radial de la métrica g,, — oo, es decir,

1/2
1*J? M2 J?
rt — MPr? + - =0 = = (1 +4/1— M2l2> : (5.4)

imponiendo las restricciones M > 0y |J| < M1, dandose el caso extremo en J = M1
6J=0.
El radio de la ergosfera 7., estda determinado por la componente temporal de la

métrica, gu(rerg) =0,
—~ N2 4 P2(N®)? =0 = 7ge= M2l (5.5)

Las cantidades anteriores obedecen la desigualdad r— < ry < 7g.y.

5.1.1 | Ecuaciones geodésicas y potencial efectivo

La métrica (5.1)) tiene un campo de Killing estético £* = (9/0t)® y otro rotacional

Y* = (0/0¢)%, por lo tanto las cantidades conservadas a lo largo de las geodésicas
. : a __ ,,dx?

de una particula de prueba neutra de masa p y momento lineal P* = p<= son la

energia F y el momento angular L,

7“2

. J .
E = -P :u(—M+l2>t+u§qb (5.6)

L, = P¢ = MTQQg - Mgta (57)

donde el punto indica derivada respecto a 7, el parametro afin a lo largo de las geo-

désicas. Siguiendo el camino tomado en [48] vamos a hacer las siguientes definiciones

~ VM r n
o T aar ¢ ¢
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A J T . E - L,
j=2 =T p-_t_ [ -_t 5.8
(M ) M\/M ul\/M ( )

de modo que las ecuaciones geodésicas quedan descritas inicamente en términos de

las cantidades conservadas y del momento angular J,

J2
it = —a (7'4 —r?+ Z) +(E* = L)r* + L2 - JEL., (5.9)
5 DLt 3B (5.10)
(=) —r2)’ '
. Er? — lJLZ
P 3 (5.11)

(7 =) =)

donde hemos omitido los gorros para una lectura mas clara y a = gab%i[—’f puede
tomar valores de {-1, 0, 1} para geodésicas tipo tiempo, nulas o tipo espacio respec-
tivamente.

De la ecuacion radial (5.9), podemos obtener el potencial efectivo V., ya que
= (E = V) (E - V), (5.12)

y resolviendo en los puntos de retorno, obtenemos

VE = ot )2 ) (12 1 ar?), (5.13)
En la figura [19] se muestra el comportamiento del potencial efectivo para particulas
sin masa y con masa, en ambos casos la region entre V;} y V,; es unaregion prohibida.

El siguiente paso logico en el estudio de gravedad en (2+1) dimensiones seria
estudiar la solucion rotante y cargada eléctricamente.

En esta direccion, Clement derivd en 1996 una soluciéon de BH cargado con ro-
tacion en (2+1) dimensiones [49]. Un posible inconveniente de esta solucion es que
para cierto limite, se tienen divergencias en algunos términos del tensor de energia-
momento y por lo tanto la métrica no es asintéticamente BTZ. Ese detalle fue solu-
cionado por el autor agregando un término topolégico de Chern-Simons a la accion.
Con esta modificacion se obtiene una solucién regular, auto-dual sin horizontes que

tiende asintéticamente al BH extremo BTZ.

49

Agujeros negros AdS con electrodinamica no lineal



CAPITULO 5. 5.1. AGUJERO NEGRO BTZ

Figura 19: Potencial efectivo del BH de BTZ para los valores fijos de L, = 3y J = £0.6,
las curvas verdes (superiores) son para JL, > 0 y las moradas (inferiores) para JL, < 0.
Las lineas punteadas son V;} mientras que las lineas continuas son V;]Z, el punto de cruce de
ambas curvas corresponde al valor del radio de la ergosfera. Izquierda: particulas sin masa.
Derecha: particulas masivas.

5.1.2 | Agujero negro MTZ

Esta soluciéon fue encontrada en el 2000 por Martinez-Teitelboim-Zanelli (MTZ)
[50], quienes obtuvieron una solucién de BH con carga eléctrica en rotacion en (2+1)
dimensiones.

Veamos primero el caso con carga eléctrica () # 0 y momento angular J = 0, en

este caso la métrica esté dada por

2 2 2
2 AT dr 27,2
ds ——<—M+rfz1”>dt e R @ T B

La funcién métrica gy (r) tiene un minimo en r,,;, = |Q|/2,

Q2
Get(Tmin) = —M + T(l —1In7r?), (5.15)

el caso de BH extremo se da cuando M = %2(1 —Inr?), es decir rpy = %

El potencial eléctrico de esta solucion es

o= —% In G) dt. (5.16)
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Si se aplica un ‘boost’ de rotacion a la métrica (5.14)) dado por
~ t—w ~ — 41
LA N Ak )
/ w? / w?
siendo w la velocidad angular del boost, se obtiene la soluciéon rotante cargada de

MTZ

(5.17)

2 r? r 2 2 2w’ 2
dS = — |:l—2 — mZ(T)] dt + |:T + l2 —WQZ(T) dgb
dr? 20%w
— Z(r)dtd 5.18
b~ g A, (5.18)
Q2
Z(r) = <M - IlnrQ) : (5.19)
y el potencial eléctrico toma la forma
1

_ @l peag), (5.20)

2¢/1—w?/I?

La métrica ([5.18]) corresponde a un BH con carga eléctrica y momento angular w,

aunque es importante hacer varias acotaciones al respecto.

» Los parametros @) y M de la métrica (5.18) corresponden a la carga y masa
en reposo, y estan relacionados con la carga y masa del BH mediante una

transformacion de Lorentz.

» La transformacion de coordenadas (5.17)) se considera ilegitima ya que cambia

los parametros fisicos de la solucion.
» La rotacion viene dada por consecuencia de la transformacién de coordenadas.

Tanto como presentan términos logaritmicos en la funciéon métrica, lo
que lleva a divergencias en el tensor de energia-momento y no es posible recuperar
asintoticamente la solucion BTZ . En el capitulo |§| mostramos una derivacion
de un BH cargado y en rotaciéon que asintéticamente tiende al BH de BTZ. Con-

sideramos electrodinamica no lineal acoplada con gravedad en (2+1) dimensiones
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CAPITULO 5. 5.2. TERMODINAMICA DE BTZ

y determinamos soluciones estacionarias resolviendo directamente las ecuaciones de

campo de Einstein, [9].

5.2 | Termodinamica de BTZ

En esta seccion vamos a describir la termodinamica del BH de BTZ, cargado
eléctricamente en un fondo AdS (BTZ-AdS). Como mencionamos en la seccion [p.1.2]

la métrica es estatica y ciclicamente simétrica y esta dada por [50]

ds® = — f2dt* + dr + r2d¢? (5.21)
= 7 , _
con
2 2
F2r)y=—-M— % In (r?) + % (5.22)
donde la constante cosmologica A = —1/I1?> = —87 P.

La temperatura, entropia y volumen termodinédmicos estan dados por

f'(ry) '+ Q*
_ _ _ 2
4 2wl2 8wy’ (5:23)

S =2mry. V=nmrl. (5.24)

T

Estabilidad termodinamica

La capacidad calorifica a carga constante C¢ resulta ser una funcion continua

T+ Q!
=t < 5.25
© 7 onit T 32m (5.25)

cuyo comportamiento se muestra en la figura , donde se observa que la capacidad

calorifica es positiva a partir de cierto valor de r4, en concreto para ry > |Ql/2|.

5.2.1 | Ecuacion de estado

La ecuacién de estado se escribe como

T 2
R

" ﬁ’ V= 4T+. (526)
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CAPITULO 5. 5.2. TERMODINAMICA DE BTZ

0.05r 7

-0.05

Figura 20: Capacidad calorifica para el BH cargado de BTZ-AdS, para [ = 2 fijo, los
valores de la carga son @ = 0.5,1, 1.5 de izquierda a derecha. El BH se vuelve estable para

Ty > Ql/2

Notemos que dicha ecuacién no presenta puntos de inflexién, como puede verse

0.750 -

0.500

0.250 -

0.000 === =
5 v 10

Figura 21: Diagramas P — v para el BH cargado de BTZ-AdS. Para una carga fija @ = 1,
y variando la temperatura de T' = 0.01, 0.15, 0.5, 1, 1.5 de izquierda a derecha.

en los diagramas P — v de la figura 21], es decir no exhibe comportamiento critico,
similarmente para el caso rotante BTZ [24] [51].

Para ahondar en la funcién de particiéon y potencial termodinamico del BH de
BTZ-AdS puede consultarse , donde se calcula el potencial termodinamico to-

mando en cuenta correcciones cuanticas.
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6 | Generalizacién con electrodinami-
ca no lineal del agujero negro BTZ

rotante

En este capitulo presentamos una solucion de BH cargado en rotaciéon en un
espacio-tiempo estacionario con simetria ciclica, en el marco de la NLED.

Antes de presentar la solucién, es ttil resaltar que la forma del invariante P®?
definido en la ecuaciéon del capitulo [3, no es arbitraria para un espacio-tiempo
estacionario con simetria ciclica. Existe un teorema que clasifica los campos electro-
magnéticos no lineales para este tipo de espacios [53|. El teorema nos dice que para

un espacio-tiempo con las simetrias mencionadas en (2 + 1) dimensiones dado por
ds® = gu(r)dt* + 2g.4(r)dtde + gse(r)dd* + gpr(r)dr?, (6.1)

la forma general de los campos electromagnéticos que surgen de relatividad general

acoplada con NLED es

1
PP = Lpf* = — b 0 a
YV
Yetlp —a 0
3grr ¢
, 0 b K
= — —b 0 a 6.2
=18 o2
39re ¢ _
V—gHp a 0
O bien, en términos de su tensor dual P definido en el capitulo
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P= o+ ﬁ+ m, (6.3)

V9 Hr
donde a, b y ¢ son constantes, que en virtud de las condiciones de circularidad de

Ricci estédn sujetas a los siguientes casos

ac = 0 = be, (6.4)

que pueden clasificase en dos clases. La clase 1 corresponde a

mientras que para la clase 2 se tiene

c=0 = P:gw+gw. (6.6)

Veamos ahora la forma que adquieren los invariantes electromagnéticos, ya que si las

métricas con estas simetrias (ecuacion tienen interpretacion de agujeros negros,

entonces los invariantes electromagnéticos pueden ser divergentes en el horizonte.
Consideremos la forma general para un espacio-tiempo estacionario con simetria

ciclica en coordenadas { t, r, ¢ },

2

H2(r)

ds* = —N*(r)dt* + + r2(de + w(r)dt)?, (6.7)

donde N(r), H(r) y w(r) son funciones que dependen tnicamente de la coordenada
radial.

En este caso, las tinicas componentes diferentes de cero del tensor electromagné-
tico P, calculadas con la matriz (6.2)), son,

—N?b+ (bw — a)r’w 3c (@ — bw)r

-PtT: ) Ptd)_HPu PT¢: HN

rHN (68)

Para los invariantes electromagnéticos, se tienen las siguientes consideraciones.

1. En la clase 1 ¢ # 0, los invariantes F' y P estan dados por,
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9¢? 9¢?

F=— =~ p——_C
r2N?2 r2N2H2,

(6.9)

Si la métrica admite interpretacion de BH, el horizonte de eventos r, esta
dado por los ceros de la funcion N(r), i.e., N(ry) = 0. Esto es, en NLED para
la rama ¢ # 0, la construccion de BH con invariante P regular en el horizon-
te solo es posible si Hp(r,)N(ry,) es diferente de cero en 1,; Necesariamente
el invariante F' no estard bien definido en » = r,. Especificamente, para la
electrodinamica de Maxwell F' = P y de acuerdo a la ecuacion (6.9), en esta
rama no existe un BH cargado en rotacion en tres dimensiones con invariantes

electromagnéticos bien comportados en ry.

2. En la clase 2 a # 0 # b, los invariantes F' y P estan dados por

¥ (a—bw)? VHEL (0 —bw)*H
2 + N2 = == 2 + N2 :

(6.10)

Se tiene ahora que cuando (a — bw(ry))/N(ry) y H%(r,) son finitos, la cons-

truccion de BH con F'y P bien definidos en r = r, es posible.

En [9] se presentan dos soluciones, la primera de ellas es la que estudiamos en la
siguiente seccion, y corresponde a la clase 1, caracterizada por los invariantes de la
ecuacion ([6.9)) y tal que P(ry,) es finito, mientras que F diverge.
La segunda soluciéon pertenece a la clase 2, con a # 0 = b, ¢ = 0 y es tal que
cuando admite interpretacion de BH, F'(ry,) es finito en el horizonte, mientras que
P(ry) diverge.

Cabe senalar que los resultados presentados en este capitulo fueron publicados

en [9].
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CAPITULO 6. 6.1. GEN. NLED DE BH BTZ ROT.

6.1 | Generalizacion electromagnética no lineal del

BH de BTZ rotante

La métrica que describe la soluciéon esté dada por

2
2 ar2 o @MP? =22 5, S(r) _ M? —
ds® = —N=(r)dt +—SQ(T)N2(T) dr*+r° |do + 57,2 7 dt| , (6.11)
con
2 o I
N(T) = —M—AT +ﬁ’
S*(r) = J' =AM+ 4(M? - M)t (6.12)
by _ S0 VAo
T o 7

La solucién esta descrita por la masa M, el momento angular J, la constante cosmo-
logica A que puede ser positiva para el caso de Sitter o negativa para el caso anti-de
Sitter, y el parametro electromagnético ¢*. Notemos que la funcién lapso N(7) es la
misma que para el BH estacionario BTZ, pero el resto de las funciones métricas co-
rresponde a polinomios de orden mayor. En la figura se muestra la funcion lapso
N2(r) para diferentes valores de J. La funcién de estructura H es la que determina

la fuente de la electrodinamica no lineal, y esta dada por

O (4AMr® = 6.2Ar" — 32Mr% + 41

"= (—2Mr2 + J2)?

conl<\<2, (6.13)

El invariante electromagnético P(r) y Hp = OH/OP estan dados respectivamente

por
1 2 4202 (_ANArt — AN 12 213
Piry=-L( 2 ) o ST U i Y
2 \rNHp 72 (—2M712 + J2)6
36 2—\ —2M 2 J2 3
Hp— S0 2M 4 T (6.15)

 J2(—4Art — AMr? + J2)?
Mientras que el invariante F'es F = PH% = —9¢*/(2r? N?(r)). En el infinito espacial,
la tinica componente del campo electromagnético diferente de cero tiende a una

constante, Py (r + 00) = J2A/(6M31P).
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CAPITULO 6. 6.2. LIMITES BTZ

Figura 22: Mostramos la funciéon Lapso N?(r) para diferentes valores de J y para valores
fijos de la masa M = 1 y la constante cosmolégica A = 1.5. Observe que si J > 1 la funcién
no tiene ceros reales.

Por su parte, los invariantes de curvatura estdn dados por

. Al(T’)
R = (—2M72? + J2)3 (6.16)
./42(’/")
af
Ros B = onte 1 2y (6.17)
Ropu RO = As(r) (6.18)

(—2M72 1 J2)%

donde A, (r), con n = 1,2, 3, funciones polinomiales en 7, que no cancelan los térmi-
nos del denominador (—2M7r? + J?). La region determinada por r = r, = J/v2M
corresponde a la singularidad de curvatura, mientras que los invariantes ([6.16)), (6.17)),

(6.18), divergen en r = ry.

6.2 | Limites BTZ

La solucion de BH de BTZ se recupera en tres limites: (i) haciendo cero el campo
electromagnético, obteniendo asi el BH BTZ estacionario; (ii) cuando J + 0, que

corresponde al BH estatico BTZ; y por ultimo (iii) al infinito r +— 00, se recupera
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CAPITULO 6. 6.2. LIMITES BTZ

el BH estatico BTZ. Analicemos dichos limites.

(i) Limite ¢ — 0, con J # 0 . Para ¢ = 0, el campo electromagnético es cero,
P,y = 0. En este caso, la funcién S?(r) toma la forma S?(r) = J* — 4J>Mr? +

AM?r* = (2Mr* — J?)%, y por lo tanto la métrica (6.12) queda,

J? dr?
ds> = — (=M —A 2+—)dt2+
’ ( e (—M — Ar? + %)
OMr2 —J2 M 2
2 —_— —
+r [d¢+ ( 57,2 7 ) dt}
J? dr?
= —|-M-A 2+—) dt* +
( e (CM — A2+ 2)
+r? | do — A 2 (6.19)
2r2 ’ '

la cual (para M >0,y A = —1/I?, i.e. A < 0) corresponde con el BH rotante
BTZ.

(ii) Limite J — 0, con ¢ # 0 . En este caso se tiene que,

lim S%(r) = 4(M? — M)r?,

J—=0

) (S(T) \/M2—cf\>

lim — =0,
J—0 \ 2Jr? J

lim N%(r) = =M — Ar?, (6.20)
J—0

entonces, el elemento de linea (6.11f), toma la forma,

M2

2 (LM — Ar2) di
ds ( r)dt +(M2—c/\)(—M—A7“2)

dr? +r%d¢?.  (6.21)

Renombrando

M=———' A==_"’ (6.22)
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puede ser escrita como

ds? = — (—M _ ]\ﬁ) A2+ dr® +r2d¢?,  (6.23)
(—M — Ar2>
- M?
con t = (]WQ——C)‘)t

Por otro lado, para este caso las cantidades H de (6.13)), y Py Hp de (6.14) y
(6.15)), quedan como

AN

H="H(P(r)) = o2

PHp =0, (6.24)

Por lo tanto la accién vista en la seccion (3.1)), con £L = 2PHp — H, esta dada

por,

3 1 1 A
S[galH Aa] = d TN —g 16—7T<R — 2A> + EZMQ

_ / =g (R 1‘65/‘) , (6.25)

y la métrica (6.23) para M >0,y A = —1/%, (i.e. A < 0) corresponde al BH
estatico de BTZ.

(iii) Comportamiento asintotico BTZ, r — oo. Con el proposito de mostrar
que al infinito la solucién corresponde al BH de BTZ estatico, determinamos

el comportamiento asintotico de la métrica en r — oo, en este limite, se tiene,

. (2Mr? — J?)? M?
lim = )
7—+00 SZ(T‘) (M2 — CA)
(s VAP=a\
i (W T ) 0 (6:20)
lim N?(r) = =M — Ar?,
r—00

entonces, el elemento de linea ([6.11)), toma la misma forma que la ecuacion([6.21)),
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y por lo tanto, renombrando M, A y ¢ la métrica adquiere la forma del BH de

BTZ estatico de la ecuacion((6.21)).

6.3 | Comportamiento de la solucion

En esta seccion abordamos los diferentes casos que surgen de la naturaleza de
las raices de la funcion métrica N(r) y S(r), veremos como la interpretacion de la
solucion depende fuertemente de si las raices son reales o complejas. Lo cual esta
definido por los dos parametros que juegan el rol méas importante en esta solucion,
el pardmetro de rotacion J y el parametro de campo NLED, Q.

Vamos a considerar que A = —1/1% y (M? — ¢*) > 0 con el fin de que la solucién
f sea asintoticamente AdS.

Para hacer mas claro el estudio de las raices, vamos a usar un re-escalamiento en

las variables indicada por un gorro como sigue,

A_t\/M o 2 A J A_MQ—C)‘

>

l Y

Notemos que al apagar el campo electromagnético, lo que equivale a hacer ¢ = 0,
se tiene que Q =1.

De tal forma que el elemento de linea queda

72 A2_2A22
ds* = —(‘] +f2—1>dt“2+ =2 di?

472 (J2 /472 4 72 — 1)(J* — 4272 + 4Q7)
2
) Jioajir a0 \JQ\
+7% | do + \/ - o Q dt| . (6.28)
2.J72 J

Entonces, los ceros de las funciones N?(r) y S%(z) definidas en la ecuacion (6.12)

estan dados, respectivamente en términos de ) y J, por,

A~ A2 A
fi:%(H:\h—ﬁ); @1:;Q<1i\/1—cg), (6.29)

donde 7 son las raices de N?(7+) = 0 y 24 son las raices de S*(Z4) = 0.

Es claro que para todo valor de J y Q € R tal que 74 y 4 sean nimeros reales
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se cumple que,

PSFi< y it <<l (6.30)
donde el radio ry es 75 = \/ii Las raices (7_)? y (7,)?, de N(r), coinciden solo si

~

J = 1. En ese caso, se tiene que (7_)? = (#,)? = 72 = 1/2. Similarmente, las raices
()% y (£4)?, son iguales si Q =1, lo que implica que ()= (2.)*=rt= j2/2.
La solucién presenta diferentes caracteristicas dependiendo del rango de valores

que tomen los parametros Q y J , que hemos clasificado en los siguientes casos. (Ver

figura .
1. BH con un horizonte de eventos en 7, =7 : Caso 7, € Rt y 2, € C.

Imponiendo que Q > 1, de la ecuacién , se obtiene que S(r) no tiene raices
reales, es decir, S*(r) € {R* — {0}}, para todo r y 2+ € C. Si, adicionalmente,
restringimos a J < 1, entonces, las dos raices de N (r), N*(7+) = 0, son reales.
De acuerdo a la ecuacion (6.30), en (2 + 1)-dimensiones, la region # = 7_ es
completamente encerrada por la singularidad en 7 = 7,; entonces, la regiéon

7 = 7_ no puede ser alcanzada por un observador.

Ademas resulta que este caso tiene un limite estacionario, la componente g

de la métrica (6.28)), se hace cero en 7 = 7y, dado por

L 204/QU +40Q - 4720)
Terg = 4@ — j2

> 7y (6.31)

la region delimitada por r = 7 es la ergoregion o ergosfera, y se encuentra

afuera del horizonte de eventos.

Si el campo electromagnético se apaga, ¢ = 0 = Q = 1, se apaga la parte
NLED pero el BH sigue cargado, como puede verse en la definiciéon de Q de
la ecuacion 1' entonces, el radio de la ergosfera se reduce a fzrg =1o

Terg = [*M, el cual es consistente con la ergosfera para el BH de BTZ, ya que

cuando Q = 1 se recupera la soluciéon de BTZ.

En la figura (23]) se observa que la region 7 = 7, esta completamente encerrada
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por la region 7 = 7, y se satisface la siguiente desigualdad,
Ts < Th =71 < Terg.

Por lo tanto, para la configuracion de parametros { A = —1/1?, Q >1,J<1
}, la métrica (6.28]) tiene la estructura de un BH-AdS cargado de (2 + 1)-
dimensiones, con horizonte de eventos en 7 = 7, = \/ % (1 +vI1-— jz), y

. . A~ A j2 .
singularidad de curvatura en 7 = 7, = J?, con lo cual, hemos obtenido una
generalizacion rotante del BH de BTZ. La posicion de las regiones mencionadas

se muestra en la figura

>

1 7 <1
77 e 1
iy Q>1]
P T | O I T SR SRS RSSO Y

PRI R I E I It L 1
0 0.2 0.4 3 0.6 0.8 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Figura 23: En esta figura ilustramos el caso de agujero negro con un horizonte. A la izquierda
Q:1.2. La linea en guiones representa la singularidad de curvatura 7, la linea purpura es
el horizonte de eventos 7, y la naranja (curva exterior) es el radio de la ergoregion 7erg. La
raiz 7_ (no se muestra en la grafica) estaria dentro de 7.

2a. BH con dos horizontes: Caso 7y € Rt y &, € RT.

De acuerdo a las ecuaciones {D asumiendo que J < 1y @ < 1 las raices
son entonces reales, y en este caso hay dos horizontes y una ergosfera como se

muestra en la figura .

Notemos que hay dos regiones de interés, la primera region delimitada por

Ts < Ty < Ty < Terg, donde el horizonte interior 7" es 7" = 7, mientras que

ext next

el horizonte exterior 77** es 77" = 7. En la segunda region los horizontes se

intercambian de modo que 7y < 7 < T4 < Perg.
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Figura 24: Mostramos el caso de BH con dos horizontes. Los parametros Q y J son ambos
menores que 1; a la izquierda Q = 0.5. Las lineas azules (guiones) representa la singularidad
de curvatura 7, la verde (punteada) es para &, la curva purpura es la raiz 7, y la curva
naranja (exterior) representa la ergoregion 7'erg. En la gréfica central se muestra el horizonte
interior 4 y el horizonte exterior #;. En la grafica de la derecha los horizontes estan
intercambiadas. Tanto en la figura central como en la figura de la derecha se estéa graficando
7 paramétrico.

2b. BH por extension compleja. Caso ry = Ty.

En este caso se tiene un BH con un solo horizonte de eventos, con las rai-
ces de N(r) y S(r) reales y tal que 7, = &,. Este caso ocurre si J = \/5
Substituyendo en la ecuacion (6.31]) se obtiene el radio de la ergoregion 7,

2 [ 3.
2 o=21(1 1—2J2 .32
Terg = 3 + 4J , (6.32)

tal region existe solo si J2 < 4/3, lo cual se cumple siempre, ya que J2 < 1.

Ademas se satisface que 7y = 2 < Ty cOmo se observa en la figura (25)).
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r 0.6 - //’,/ JH _
0.4] e It ]
— T — n=x
02p S ]
- 12
L Tree L J=Q"
0 - 1 | I PR L | | | P
0 02 04 06 08 1-1 05 0 05 1
J

Figura 25: Aqui se muestra el caso en el que las raices de S(r) y de N(r) coinciden, 7 = &,

indicado en las lineas sdlidas color pirpura, para J = \/5 La curva en guiones (circulo
central de la derecha) representa la singularidad, y la linea sélida naranja, (el circulo exterior
de la derecha) indica la posicion de la ergosfera.

En este caso el elemento de linea (6.28)) toma la forma

72 A2_2A22
ds2:_(‘] +f2—1>df2+ - (‘]A ™) 5 di?
wjie (B4 —1)

+72 | do + (6.33)

| =
N
e~
‘El\g K[\‘f
+
>
o
|
—
N—
—
~
N
|
—_
QU
~

el cual es valido para el dominio # > 7, =7, = 2.

Sin embargo, en la region, 7, < 7 < 7, resulta que N%(r) < 0; lo que implica
un cambio de signatura en el elemento de linea y que ésta sea una métrica

compleja. Podemos hacer una transformacion de la forma, ¢ = it, ¢ = qZA> — 1,

tal que la métrica se vuelve real, es decir

jz jz — 972)2
gt = —(1-p2- L ap ") d47?
472 20 . 72 \?
4J2r2 (1 — 72 — m)
2
. 1 J? .
+7% | do + p <1 — 72— 4f2> dt| . (6.34)

se puede ver que la signatura de la métrica es la misma en ambas regiones, en

la region interna (7, < 7 < 7,) y en la region exterior (7, < 7 < 00), siendo
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7+ = 24 el horizonte de eventos del BH extremo.

6.4 | Ecuaciones Geodésicas

En esta seccion vamos a describir las caracteristicas de las geodésicas de particulas
masivas y de particulas sin masa que viajan en la vecindad del BH. Como hemos
mencionado en capitulos previos, para un espacio-tiempo con simetria axial, en (2+1)
llamada simetria ciclica, la energia F y el momento angular L, de una particula de

dz’

prueba de masa m y momento P! = me-, con 2t =t,r,¢ vy 7 el parametro afin a lo
T

largo de geodésicas, son cantidades conservadas,

E = —P = (N*r)—r*whmi — r2wme,

L, = Py=r%wmi+r*me, (6.35)

donde las funciones N%(r) y w(r) estan definidas en la ecuacion (6.12) y el punto

representa derivada respecto al parametro 7.

Las ecuaciones geodésicas son entonces

1

t = N () (E+wL,), (6.36)
o 1 N3(r) y .
¢ = NZ(r) ( oL —w(E Lz)) : (6.37)
N2(r) ., L2 2, L. N
H2(r) 7= (E+wl:) + N(r) (7,2 ) ; (6.38)

donde, de ahora en adelante E y L. son la energia y momento angular por unidad
de masa. La constante o estd determinada por el producto escalar gijcé—‘f‘ili: =a,y
puede tomar los valores {-1, 0, 1 }, correspondiente a geodésicas tipo tiempo, nulas
o tipo espacio relativamente.

Resolviendo la ecuaciéon radial para FE en los puntos de retorno 7 = 0, se

obtiene

. .1 /= N
By = ok, + 2\ N2() (L2 — o), (6.39)
T
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donde hemos escrito la solucion en términos de las variables gorro definidas en (6.27)

y ademas, hemos definido las siguientes cantidades

. E . L . )
EF=—, L,=—"%, O = lw, N2(7) = . 6.40
Vi N D=3 60

En la figura se muestra la solucion ([6.39)) para el caso 7, € Rt &, € C, los otros

casos tienen un comportamiento muy similar: las particulas masivas quedan siempre
atrapadas en el BH, cosa que no necesariamente ocurre para fotones. Observemos
que existen estados de energia negativa en la ergosfera, lo cual sugiere que el proceso

de extraccion de energia propuesto por Penrose podria aplicarse.

6

Figura 26: La energia de particulas de prueba en los puntos de retorno en el potencial del BH.
Notemos que hay regiones con energia negativa, por lo que el mecanismo de extracciéon de
energia de Penrose podria ser posible. En ésta grafica J= 0.5, L,= 3, Q =12;aa=-1,0,1,
para geodésicas tipo tiempo, nulas y espaciales respectivamente.

Reescribiendo la ecuacion radial (6.38]), se tiene

) N 2 N ~
~ N N LZ Lz N2 ~ 4J2 A4~ D
o g [ Negy L - (1yeke) N0 ) A (6.41)
P22 E 2 ) (J2 - 2i2)

y usando 72 = E? — V2 se puede identificar el término correspondiente al potencial
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efectivo,

~ 2 ~ 2 ~ A

L. L. N2(F)\ 42t

ve — g2 g | ML (1qele) S AW ) AT
T?EQ E2 (JQ _ 2,,,.2)2

El cual es ilustrado en la figura [27] junto con el correspondiente para el BH de BTZ,

(ver seccion [6.19)).

- A N -
. € Bﬁ X, € c’
H A r,, X, € R
L i "-.__ BTZ |
— ..". —
N ™
<m ™
~ L -“‘-"‘-._ B
G .,
N
a=-1
) a=0
-"".
v P S B S B E SR

5 7.5 10 125 15 175 20
r

Figura 27: Potencial efectivo para una particula de prueba en el espacio-tiempo de un

BH, comparado con el potencial efectivo del BH BTZ; el potencial efectivo asint6ticamente

tiende al de BTZ. a = 0 es para particulas sin masa mientras que o = —1 corresponde

a particulas masivas. Los parametros fijos son J=0. 5, E = 5, LZ = 3 y la carga vale

Q = 1.2 para la curva soélida, Q = (0.6 para la curva punteada, y Q = 1 para la curva en
guiones (BTZ).

De la grafica del potencial efectivo de la figura[27] se puede ver que para geodési-
cas tipo tiempo (particulas de prueba con masa) hay una barrera que induce orbitas
circulares inestables en su maximo; mientas que si r aumenta, el potencial decrece
monoétonamente, exhibiendo la ausencia de orbitas circulares estables, de forma simi-
lar a como ocurre para el BH de BTZ. Para geodésicas nulas (particulas sin masa) el
potencial efectivo es mono6tono decreciente conforme la particula se prueba se acerca

al BH, es decir, se tienen un comportamiento tipo Schwarzschild.
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CAPITULO 6. 6.5. INTERPRETACION DE WORMHOLE

6.5 | Interpretacion de wormhole

El estudio de las soluciones de agujero de gusano, WH por sus siglas en inglés,
ha cobrado interés recientemente debido a su extraordinaria conexién con el entre-
lazamiento, sugerido recientemente por Maldacena y Susskind [54].

En esta seccién veremos que la solucién dada en la ecuacion admite una
interpretacion de WH atravesable para un determinado rango de los parametros.

La forma general de la métrica que describe un WH en un espacio-tiempo esta-

cionario con simetria ciclica en (2 + 1) dimensiones, esta dada por

dr? 9 9
T +7r [d¢ + w(r)dt] , (643)

ds?, = —e2*Mdt? +
donde, de acuerdo a |55, 56|, ®(r) y b(r) son funciones de la coordenada radial r.
A ®(r) se le conoce como funciéon de corrimiento al rojo (red-shift function), ya que
esté relacionada con el corrimiento al rojo gravitacional; mientras que b(r) es llamada
funcién de forma. La coordenada radial va aumentando desde su valor minimo 7
(garganta del WH b(rg) = o) hasta r — oo.

Por otro lado, para un WH atravesable, se exige que no existan horizontes de

20 () 28(

eventos, lo cual puede identificarse como las regiones donde e = 0; si e2®") es
una funciéon continua, diferente de cero y finita en todo el rango de r, r € [rg, 00),
entonces, no hay horizontes.

Ademas, para un WH atravesable se requiere que se satisfaga la condicién de

flaring out, es decir que la garganta se mantenga abierta, dada por

b(r) —rb(r) ,

TR (6.44)

Notemos que en la garganta b(rg) = 79, v la condicion de flaring out se reduce
a b,(rg) < 1. Relacionando con el tensor de energia momento E(a)p) a través de
las ecuaciones de Einstein, la condiciéon de flaring out resulta ser equivalente a la
violacion de la condicion de energia nulaEl Para mantener la signatura de la métrica,

se impone ademés la condicion (1 —b/r) > 0.

IEstablece que E(a)([;)n(“)n(ﬁ) > ( para un vector nulo n(®.
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Ahora que hemos establecido las generalidades de un WH [55] [56], mostrare-
mos que para cierto ajuste de los parametros, la solucién representa un WH
atravesable en (2 + 1) dimensiones cargado y en rotacion.

Tenemos entonces que el elemento de linea para un espacio-tiempo estacionario

con simetria ciclica en (2 + 1) dimensiones esta dado por

dr?

2 _ N2 2
ds (r)dt” + ()

+ r?(de + w(r)dt)?, (6.45)

comparando (6.45)) y (6.43)), se obtiene que

(6.46)

con las funciones métricas dadas por (6.12)). Recordemos que las raices de N?(r)

estan dadas en las ecuaciones (6.29), 72 = % (1 +v1-— j2>, si exigimos que J > 1,

resulta que las raices son complejas, es decir N(r) = 0 no tiene raices reales; entonces
2 = N2(r) € {R* — {0}}, para todo .
Si adicionalmente se impone que Q < 1, se puede definir un dominio r € [To, 00)

con 7y dado por H?(7g) = 0, i.e, 7y es la garganta del WH,

J? »
f%:ﬁ:m <1+ I—Q), (6.47)

tal que para todo r € (7, 00) se cumple que w(r) >0, 1 —b(r)/r > 0y b(rg) = ro.
Mas atn, el WH es atravesable pues la condiciéon de flaring out se cumple, i.e.
b'(ro) < 1. Usando b(r) en (6.44)), se encuentra que
2(J% — ¢ N
Q) < 0, = J? > 0, (6.48)

1-Q
lo cual se cumple siempre por que hemos asumido J>1 v @ < 1, con lo que podemos
afirmar que la métrica admite interpretacion de WH atravesable.
Resumiendo, para la configuraciéon de parametros {j > 1, Q < 1}, la métrica

(6.28) tiene una estructura de un WH-AdS en un espacio-tiempo estacionario con
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simetria axial de (2 4+ 1) dimensiones con dominio r € [rp,00). La garganta del
WH esté localizada en r = 1y, y estd caracterizada por la funciéon de corrimiento

al rojo red-shift ®(r), la funcion de forma b(r), y w(r) dados, respectivamente, por

6.46)). Mas atn, existe el limite estacionario si 1 < J < 2\/5 i.e. una region donde

g = —N?(r) —w?(r) = 0. Los radios 7y y 7o estan representados en la figura ;

la singularidad 7 no pertenece al espacio-tiempo del WH.

3k 1k 10 e
251 i/ s N 1t S
| I . JL P ~ ]
// ) "\, / \\
2F 7 ! \ Y i \
~ H \ ' H \
roT g { b ' }
1.5+ — \ // H \\ II
- . pd AN /
e B e L\ N 1F N / ]
R | —
______ -— 1
- AN, mmme= X =1, L 1+ B
| 2Q" + =T T F o e
03 Terg [ 1<J<2@ ! | [ | J‘>‘\2\‘f‘Q\‘
| N | L L L L L
1 12 14~16 18 2 =2 -1 0 1 2 20 b2

Figura 28: Caso de agujero de gusano: en la grafica se ilustra la garganta y la ergoregion.
La linea en guiones es la singularidad de curvatura, 75, pero no esta incluida en el espacio
del WH; la linea punteada corresponde a la garganta rg = &, y a curva sélida representa el

limite estacionario, presente solo si 1 < J < 2\/5. J>1 y Q < 1, a la izquierda Q = 0.6.

Por auto consistencia, veamos que la violacion de la condiciéon de energia nula se
puede corroborar, determinando que la contribuciéon de materia exética es necesaria y
es la responsable de mantener abierta la garganta del WH. Calculando E(a)(ﬁ)n(a)n(ﬁ)

para el vector nulo n = (1, 1,0), se obtiene que,

87rE(a)(5)n(°‘)n(B) =8r (E(O)(O) + E(l)(l)) = 27‘[ + 2(2P7‘[p - 7‘[) = 4P7‘lp, (6.49)

por lo tanto, para todo r en el dominio de WH se satisface que,

27272 (j—i 72 1) (1-0)
QWE(Q)(ﬁ)n(a)n(B) = PHp = = <0, (650)
(J2 —2r2)

ya que, Q < 1, N2(#) = (ﬁ + 72 — 1) > 0y (J? —2/?)3 < 0, para todo r en el
dominio del WH.
En la figura puede verse que partiendo de la region de BH con dos horizontes, es
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CAPITULO 6. 6.6. TERMODINAMICA

posible pasar a la region de WH si se incrementa el momento angular, y a la region de
BH con un solo horizonte si se aumenta la carga eléctrica manteniendo el momento

angular menor que uno.

1.25 g{sano i
\\ NN
3 rerg
. AN\
N X, > 1,
] 075} /
Dos horizontes, BH Un horizonte,
051 g
BH
0.25F X+ < r+ /|
0 L L I I
0 0.25 0.5 0)7\5 1 1.25 1.5

Q
Figura 29: En la regién de dos horizontes la curva estd dada por la funcion J = \/5

y es donde ocurre el intercambio de horizontes 1 y 7. Observemos que para J<1le
incrementando la carga eléctrica @) > 1, se tiene la region de BH de un solo horizonte. En

la region de agujero de gusano, tenemos que si J < 24/Q el analisis admite una ergosfera

Resaltamos que la soluciéon que encontramos (ecuaciones y (6.12)) tiene un
horizonte de eventos si {J/(IM) <1, (M?—c*)/M? > 1};y dos horizontes para
el caso {J/(IM) <1, (M?—c)/M?* <1} ambos con una ergosfera que recubre
el horizonte. Ademas, en los limites adecuados se recupera el BH de BTZ, y si los
parametros satisfacen que {J/(IM)>1, (M?*—c")/M? <1} la solucién admite

una interpretacion de WH atravesable, lo cual se ilustra en el espacio de pardametros
(Q,J) de la figura .
6.6 | Termodinamica

Por completez presentamos la forma que adquieren la temperatura y la ecuaciéon

de estado para la solucion dada presentada dada en las ecuaciones (6.11) y (6.12)).
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La temperatura estd dada por

9u(r4) r@Q*  riA
T _ e A 51
4 27 J? or (6.51)

donde nuevamente, la constante cosmologica A puede interpretarse como una presion
termodinamica P = —A/8m, con lo que la ecuacion anterior se transforma en la
ecuacion de estado

T Q?

P= ; — W, v = 47°+ (652)

Como podemos ver, la ecuaciéon no tiene puntos de inflexion, es decir, no exhibe
comportamiento critico ni cambios de fase, similarmente a como ocurre para el BH

de BTZ que estudiamos en la seccion |5.2
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7 | Conclusiones y perspectivas

En este trabajo de tesis hicimos una revision de la termodinamica de agujeros
negros y algunas de las propiedades termodinamicas que se pueden estudiar, como
la energia libre de Gibbs y la capacidad calorifica, tomando como ejemplo el BH
cargado de Reissner-Nordstrom.

Posteriormente introdujimos el formalismo de la NLED, definimos la funcién de
estructura ‘H en términos del invariante P.

Reportamos las dos soluciones mas relevantes de la NLED acopladas con gra-
vedad, que son el BH de Born-Infeld y el BH de Euler-Heisenberg. Posteriormente
hicimos la generalizaciéon de la solucion electrodinamica de Euler-Heisenberg acopla-
da con gravedad de Einstein para un espacio-tiempo estatico y con simetria esférica
con constante cosmolégica A. Mediante el calculo del potencial efectivo se obser-
va que las particulas de prueba en las inmediaciones del BH pueden tener érbitas
circulares estables e inestables, dependiendo de si la particula tiene masa o no.

Al introducir A fue posible realizar el estudio termodindmico del BH de EH-AdS,
mediante la interpretacion de A como la presion termodindmica. Derivamos la forma
que adquiere la férmula de Smarr en términos de la carga @, la presion P (A), y el
pardmetro de la teoria a, y comprobamos que es consistente con la primera ley de
la termodindmica de BH. El pardmetro a juega también el rol de variable termodi-
namica, que mediante un anélisis dimensional puede interpretarse como un tipo de
polarizacion del vacio, siendo A = 9dM/Ja su variable conjugada. Presentamos la
ecuacion de estado asi como los diagramas P-v en donde se observan los cambios
de fase. Derivamos los valores criticos de la presion P,., temperatura 7, y volumen
v, encontrando dos tipos de comportamiento: uno tipo Maxwell (electrodindmica

lineal) y otro que hace manifiesta la influencia de la NLED. Con los valores criticos
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encontrados fue posible calcular la razén critica p. = P;—ZC que en la aproximaciéon de
valores pequenos de a reproduce la razon critica de un fluido de Van der Waals.

Otro aspecto interesante de la solucion de EH-AdS es la caracteristica forma de
cola de golondrina en la energia libre de Gibbs, ya que indica la existencia de un
cambio de fase de primer orden para P < P.. Dichas transiciones de fase también
pueden verse en los diagramas T-S, donde la ley de areas iguales de Maxwell se
satisface. Una caracteristica relevante que aparece en la grafica de la energia libre
de Gibbs es una separacion en la regiéon de BH pequeno, lo que puede interpretarse
como una segunda transiciéon de fase para algunos valores de la presion. También
mostramos la curva de coexistencia P-T', donde se observa las transiciones de fase
del BH, pequeno/intermedio/grande. El calor especifico a ) constante nos permite
entender que el parametro de EH tiene un efecto en la estabilidad del BH y que la
transicion inestable-estable es diferente al de electrodinamica lineal.

Ademas, construimos la ley de estados correspondientes en el espacio de para-
metros reducido alrededor de los puntos criticos, para asi determinar el valor de los
exponentes criticos que coinciden exactamente con los reportados para el fluido de
Van der Waals.

Posteriormente presentamos una revision de la solucion del BH de BTZ, que
corresponde a un BH cargado y/o en rotacion en (2 + 1) dimensiones en un espacio-
tiempo estatico con simetria axial.

Finalmente, se hizo el estudio de una solucién exacta de las ecuaciones de Einstein
acopladas con NLED en (2 + 1) dimensiones en un espacio tiempo Anti-de Sitter.
La solucion esta caracterizada por la masa M, el momento angular .J, la constante
cosmologica A y el parametro electromagnético (). Mostramos que dependiendo del
rango de valores que tomen los parametros, la soluciéon puede representar un BH o
un WH.

Mostramos que el el limite sin carga, la solucién tiende al BH de BTZ rotante,
mientras el limite de » — oo corresponde al BH estatico BTZ, en contraste con
las derivaciones previas de BH cargado estacionario en (2 + 1) con electrodinamica
lineal, en las cuales la energia diverge. Ademas, en el limite sin rotacion se recupera
el BH estatico cargado de BTZ. Cabe mencionar que la solucién encontrada tiene

una singularidad de anillo en r, # 0, parecido al espacio-tiempo de Kerr-Newman.
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La solucién que encontramos tiene un horizonte de eventos si
{J/aMm) <1, (M*—c)/M? > 1},
y dos horizontes para el caso
{J/aM) <1, (M?—cN)/M? <1},

ambos con una ergosfera que recubre el horizonte.

El invariante electromagnético P de la soluciéon reportada en el capitulo 6 es
regular en el horizonte de eventos, mientras que F' diverge.

Estudiamos el movimiento geodésico de particulas de prueba, resolvimos la ecua-
cion radial en los puntos de retorno y observamos que existen regiones con energia
negativa, mientras que la barrera del potencial efectivo para particulas masivas es
mas alta que en BTZ para el caso con dos horizontes, y mas baja para el caso de un
horizonte, pero conforme la coordenada radial crece, ambos casos tienden al potencial
de BTZ.

Ademas, la soluciéon admite una interpretaciéon de WH si los parametros cumplen
{J/(M) > 1, (M? =) /M?* < 1},
y presenta una especie de ergosfera si se satisface la siguiente desigualdad

{1 < JJ(IM) < 2/(M? — cx)/M}. (7.1)

La figura sugiere que si partimos del BH con dos horizontes de eventos, es
decir, J=1 y Q < 1, e incrementamos poco a poco el momento angular (arrojando
particulas con cierto momento angular dentro del BH), tal que J > 1 el BH se
transformara en un WH. De manera similar se podrian cambiar los parametros J y
Q tal que se pueda pasar de la configuracion de WH a BH y viceversa.

En el futuro nos gustaria explorar a fondo ese tipo de transiciones entre WH y

BH.

A modo de perspectivas podemos mencionar los siguientes trabajos futuros
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» Serfa interesante analizar la termodindmica del BH de Euler-Heisenberg en
otros ensambles para obtener mayor informacién sobre las transiciones de fase

y la estabilidad de la solucién.

= Complementar el estudio termodindmico mediante el calculo de las ecuaciones
de Clausius-Clapeyron, para tener una caracterizaciéon mas extensa de las tran-
siciones de fase de primer orden, ya que dichas ecuaciones estan relacionadas

con la pendiente de la ecuacion de coexistencia.

» Analizar el caso del BH de Euler-Heisenberg-de Sitter, (A > 0), clasificar los
horizontes de eventos y dar una posible interpretacion del cuarto horizonte que

aparece en ese caso. (Ver figura [g).

= Respecto a la segunda solucion presentada en el capitulo [0 se puede explorar
si el método de extraccion de energia de Penrose se puede aplicar, ya que en la

grafica de la figura se observan estados con energia negativa.

» Otro importante aspecto a estudiar es la estabilidad geométrica de la solucion

presentada en el capitulo [6]

= También queda pendiente profundizar en ambos casos en las 6rbitas que segui-
rian particulas de prueba que pasen por las inmediaciones del BH o WH en su

caso.

Sin lugar a dudas hay un mundo de posibilidades que se pueden investigar en
torno a los agujeros negros y este trabajo de tesis es solo una ventana a ese mundo

que esta por explorarse.
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A | Estructura causal y aspectos geo-

métricos

A.1 | Estructura causal

Sea (M, gqp) un espacio-tiempo, donde M es una variedad suave n-dimensional
sin frontera, y g, es el tensor métrico con signatura (—,+,...,+). Cada punto p
en M tiene asociado un espacio tangente M,,. La métrica g,, asigna una longitud a

cada vector en M,,, decimos entonces de un vector {* € M, que
» £ es tipo tiempo, si gapt?E® < 0.
n &% es nulo, si gupc®E® = 0.
n £ es tipo espacio, si gupé?EP > 0.

Los vectores nulos crean una estructura de doble cono llamada cono de luz, tal que
los vectores tipo tiempo estan dentro del cono, y los vectores tipo espacio estan fuera.

Decimos que un espacio tiempo es temporalmente orientable si existe un campo
vectorial continuo en M.

Una curva diferenciable A(t) se dird temporalmente dirigida al futuro si su tan-
gente en cada punto es temporal y dirigida al futuro.

Una curva diferenciable A\(t) se dira causalmente dirigida al futuro si su tangente
en cada punto es temporal o nula y dirigida al futuro.

Para cada p € M definimos el futuro cronoldgico It de p como

I'(p) = {qg € M |3 A(t); M0) =p, A(t) = q}, (A1)
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siendo A(t) una curva temporalmente dirigida al futuro.

Para cada p € M definimos el futuro causal J* de p como
JT(p) ={a € M |IA®); A0) =p, A(t) =g}, (A.2)

siendo A(t) una curva causalmente dirigida al futuro.
De manera anéloga se definen el pasado cronolégico I~ (p) y el pasado causal

J~(p), reemplazando la palabra futuro por pasado.

A.2 | Aspectos geométricos

= Un grupo uniparamétrico de difeomorfismos, ¢;, es un mapeo C'*°, R x M tal

que para un t € R fijo, ¢; : M — M es un difeomorfismo, y V ¢, s € R,
¢t o ¢s = ¢t+s .

= A ¢ se le puede asociar un campo vectorial como sigue, para un p € M fijo,

oi(p) : R — M es una curva llamada drbita de ¢;.

= Sea X un campo vectorial en M. Una curva A : I — M es una curva integral

de X'si A} = X para t € I.

s El generador infinitestimal de ¢ es un campo vectorial tangente a las curvas

generadas por el grupo uniparamétrico de transformaciones.

= Sea ¢; : M1 — My un grupo uniparamético de isometrias ¢* g, = g1, entonces,

si X es el generador infinitesimal de ¢, se tiene

Lx =0 (A.3)

El campo vectorial que satisfaga (A.3)) es llamado campo vectorial de Killing.

e La condicion necesaria y suficiente para que X sea un campo de Killing es
que

VX, + VX, =0 (A.4)
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e Las componentes de un campo de Killing deben satisfacer que:

oxk + 9k ox’ + ik oxJ 0 (4.5)

Xk:

e Si gi; no depende de x™, para algtn m, entonces X = 57

Un espacio-tiempo se dice:

» Estatico: Si la métrica tiene un vector de Killing tipo tiempo que es ortogonal

a la familia de hipersuperficies:

ds® = goo(T)dt* + g;j(¥)dx'da’ . (A.6)

» Aximétrico: S existe un grupo uniparamétrico de isometrias x4 cuyas érbitas
son curvas cerradas tipo espacio, entonces existe un campo de Killing tipo

espacio 1® que genera X, cuyas curvas integrales son cerradas.
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