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Resumen

A lo largo del presente trabajo se pretende hacer un estudio exhaustivo de las ecuaciones
del grupo de renormalizacién; prioritariamente en la teoria A¢*. Empero, enfocdndonos
en la propuesta de una nueva interacciéon en que dos campos escalares interactian
entre si. Para hacer el andlisis, presentamos el desarrollo de los diagramas y reglas de
Feynman; la regularizaciéon y renormalizacion a un lazo y dos lazos de la interaccion.
Hacemos un analisis detallado del calculo de las relaciones presentadas en las auto-
energias, constantes de acoplamiento y en los diagramas conocidos como “setting-sun”.
Ademas, para encontrar los diagramas a dos lazos, hacemos uso de los paquetes de
Mathematica, FeynArts y FeynRules.

The main theme of the paper is the detailed discussion of the renormalization of the
quantum field theory comprising two interacting scalar fields. The potential of the model
is the fourth-order homogeneous polynomial of the fields, symmetric with respect to
the transformation ¢; — —¢;. We determine the Feynman rules for the model and
then present a detailed discussion of the renormalization of the theory at one loop.
Next, we derive the one loop renormalization group equations for the running masses
and coupling constants. At the level of two loops, we use the FeynArts package of
Mathematica to generate the two loops Feynman diagrams and calculate in detail the
setting sun diagram.
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Capitulo 1

Renormalizacion

1.1. Introducciéon

Para hablar de renormalizacion es coherente hablar de normalizacién, y cémo desde la
teoria cuantica aparece esta renormalizacion, en teorias perturbativas.

Nuestro interés se fijara en el papel que desempena la renormalizacién en la teoria
cuantica de campos (QFT, por sus siglas en inglés). En primera instancia, la renor-
malizacién aparece como consecuencia de trabajar sobre un sistema perturbado. Este
acarrea infinitos producidos por el conocido problema ultravioleta, que nos deja inte-
grales dependientes de un momento libre, lo que resulta en una funciéon logaritmica o
potencial, que presentan divergencias. Es entonces, que mediante una renormalizacion,
con un proceso previo de regularizacién, podemos ajustar nuestro Lagrangiano para
que no presente divergencia alguna.

En el presente capitulo trataremos de hacer un andlisis exhaustivo pero breve de la
renormalizacion, no solamente en la teoria QFT, sino como aparece desde la mecani-
ca cuantica y en teorias como la electroestatica. También, alguno de los ejemplos nos
serviran para presentar un objeto fisico conocido como regulador y como éste toma im-
portancia en nuestro presente trabajo. Ademas de exponer dos tipos de regularizacion,
y ver las notables diferencias entre ambas.



1.2. Normalizacion y renormalizacién en mecanica
cuantica

Muy a menudo, se suele confundir la normalizacion con la renormalizacion. Es por esto
que presentamos el ejemplo siguiente, para observar cémo la renormalizacién nace por
la necesidad de realizar una segunda normalizacén en los sistemas (cudnticos) pertur-
bados, junto con el entendimiento que conlleva cada una. Recordamos la ecuacién de
Schrodinger independiente del tiempo, como

H|p) = BlY), (1.1)

donde H es el operador del Hamiltoniano, E' es la energia y [¢) es la funcién de onda.
La idea es resolver la ecuacién y asi llegar a la funcion de onda del sistema, que por si
sola no da ninguna interpretacion fisica del sistema. Para encontrar cantidades fisicas
(posiciones, velocidades, etc), es necesario operar la funcién de onda sobre si misma, lo
que nos da el sentido probabilistico, como se muestra a continuacion

wloh = [ eI ae0 =1 (12)

Al igualar a uno, dandole la cualidad probabilistica, estamos normalizando. Es asi que
la ecuacién ((1.2) es conocida como la condiciéon de normalizacion.

Continuando con el ejemplo anterior, ahora, perturbamos nuestro sistema de forma no
degenerada. Esto se efectua de la siguente forma:

H=H9 1)V, (1.3)

donde el primer término de lado derecho representa la parte no perturbada, mientras
el segundo término es la parte que perturba nuestro sistema. Aqui, A es pequenio, por
esta razon se le conoce como parte perturbativa. El término no perturbado tiene una
solucion tal que

H© |n(0)) — Er(LO) |n(0)> (1.4)
<n(0)|n(0)> =1
donde |n(?) y EY son la funcién de onda y la energia del estado n, cuando A — 0;

donde (1.5) es la condicién de normalizacién, que concierne solamente a la parte no
perturbada.



Por otra parte, la parte perturbada debe de tratarse de manera diferente. Para esto
hacemos una expansion de la funcién de onda total, como se muestra:

n) = [n©@) + X |nM) + A2 |n®) 4 ... (1.6)
A esta relacion se le conoce como expansion perturbativa. Podemos truncar la expansion
hasta el término que creamos conveniente para nuestro analisis.

Es asi que debemos normalizar nuestra relacion (1.6). A esto se le llama renormalizar
[1]. Lo hacemos mediante

|n>R = 21/2 |n> )
r(nn)g =1 (1.8

Siendo esta ultima relacion la condiciéon de renormalizacién. Ademas, como el sistema
a tratar es no degenerado se cumple

My = 0. (1.9)
Podemos ver que al combinar las relaciones anteriores llegamos a
7 =1+0(\). (1.10)

Renormalizada nuestra funcion podemos proceder a calcular cantidades fisicas.

1.3. Regularizacién como inicio de renormalizacion.

Después de saber distinguir entre normalizacion y renormalizacion, y lo que conlleva
cada una, podemos seguir avanzando en el mejor entendimiento de la renormalizacion.
Para esto, es importante adentrarnos en el tema de la regularizacion.

La regularizacion es tan importante como la renormalizacion, puesto que una buena
regularizacion nos lleva a una mejor renormalizacion.

Hasta el momento, existen cuatro tipos de regularizaciones. Cada una con su desa-
rrollo, y sus caracteristicas particulares. Para este trabajo nos centraremos en dos: la
regularizacion por “cut-off”, o corte en espafiol, y la regularizaciéon dimensional.

Comenzamos con un ejemplo pequeinio pero esclarecedor sobre un analisis dimensional, el
cual da pie a la regularizacion dimensional. Para, posteriormente, realizar otro ejemplo
donde se emplean ambas regularizaciones.



1.3.1. Teorema de Pitagoras

Uno de los ejemplos mas ilustrativos de la regularizacion es el conocido teorema de
Pitdgoras [2].

La figura nos muestra un triangulo rectangulo comun. Este tridangulo se puede
especificar simplemente por 6, asi como por la hipotenusa c. La idea es construir el
area, A., del tridngulo. Esto lo hacemos con un grupo de las variables {0, c}. La tnica
variable con dimensiones es la hipotenusa, que tiene unidades de longitud; mientras 6
es adimensional. Es asi que, por analisis de dimensién, el area A., con dimensiones de
longitud al cuadrado, debe de contar con la variable ¢ al cuadrado. Es entonces que
podemos escribir

A.=c2f(0), (1.11)

donde f(#) es una funcién no conocida, y sélo depende del angulo 6 y no de ¢, ya que
esto podria arruinar las dimensiones que deseamos.

a
Figura 1.1: Triangulo rectangulo con catetos a y b y con hipotenusa c. Ademés con

angulo 6.

Lo siguiente que hacemos es dividir el tridngulo rectangulo de la figura [1.1, en dos
triangulos rectangulos, como lo muestra la figura La hipotenusa de cada uno es a
y b, entonces las ecuaciones correspondientes para sus areas son

A, = d*f(0), (1.12)

Ay = b2 f(0). (1.13)

Como todos los tridangulos son similares, entonces estan descritos por la misma funcion

f(0).
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Figura 1.2: Separacién del tridngulo anterior en dos nuevos triangulos rectangulos. Con
hipotenusas a y b respectivamente.

Sabemos, simplemente, que la suma de las areas A, v A, debe de darnos el area A,
) ) )
por esta razén escribimos

f(0) =a’f(0) + b2 f(0). (1.14)
Como todas las funciones angulares son la misma llegamos a la conclusion
& =a’+ b (1.15)

el conocido teorema de Pitagoras. Este ejemplo, aunque no nos habla de una regulari-
zacion como tal, nos dice mas sobre el poderoso uso de la dimensionalidad, y como un
uso apropiado nos lleva, de forma mas sencilla, a una buena deduccién.

1.3.2. Regularizaciéon en electroestatica

En este ejemplo consideraremos un cable de longitud infinita, y densidad de carga
A = dQ/ dy, como se muestra en la ﬁgura Lo que buscamos es calcular el potencial
electroestatico, es decir

1 dQ

dmeg 1

donde r = /2% + y2. Hacemos la sustitucion d@QQ = Ady, e integramos a lo largo de
toda la longitud, para obtener

av

(1.16)

V(z) = (1.17)

A / o dy
4-7-‘-50 —oo \/ x? + yQI
La integral nos da como resultado una funcién logaritmica, que al tomar los limites
correspondientes tiende al infinito, dejandonos una divergencia.
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Figura 1.3: Un cable infinito que se encuentra sobre el eje y. Este tiene una densidad
de carga A. La distancia r es dada como r = /x? + 2.

De hecho, este potencial es invariante bajo una transformacion escalar, es decir, con el
cambio z — kx, donde el potencial toma la forma

A dly/k)

A /°° dy
k.il? — —= -
( ) 471'80 —oco \/ (kl’)2+y2 47760 —00 \/$2+(y/k)2
e /°° e
Cdmeg oo VIR ¥ 22

donde se hace el cambio de variable z = y/k. Tanto y como z son variables “ficticias”,
y al tomar el cambio de variable los limites de integraciéon no cambian, por lo que la
solucién de la integral se mantiene sin cambio [2]. Una consecuencia de esto es

v

V(z), (1.18)

para cualquier x1 y xs.

Comunmente, lo que uno busca son cantidades fisicas como la diferencia de potencial
VV, o el campo eléctrico E ; sin embargo, debido a , la diferencia de potencial
es cero, mientras en el caso del campo eléctrico contamos con una divergencia, ya que
E = —VV. Podemos notar que tenemos serios problemas al calcular cantidades fisicas
de interés. Para resolver esto realizamos es una regularizacion, la cual nos soluciona el
problema de la divergencia, ademés de la diferencia a cero. Es entonces que aplicamos
los tipos de regularizacion:

Regularizacion por cut-off
Empecemos con una regularizacion, que quizas, es mas natural. La regularizacion por



cutoff consta, sencillamente, de cambiar nuestros limites de integracion, de infinitos por
cantidades finitas.

Para nuestro cable, en lugar de ser infinito, lo consideramos de longitud 2A. El potencial,
entonces, toma la forma

Aty x (A VAR
dmeo )y \/x2—|—y2_47T€o —A+VAZ+22 )

Lo primero a resaltar es el potencial, ahora finito. Adicionalmente, ademas de la depen-
dencia de z, también contamos con la dependencia del regulador A. Aunque el potencial
es dependiente del regulador, las cantidades fisicas no lo son. Esto se puede ver al tomar
el limite A — o0; especificamente, en el campo eléctrico, como:

V() (1.20)

V@ A A
O 2meor VA2 + 22 A—oo 2MEQx

Mientras que la diferencia de potencial

E(zx) =

(1.21)

)\ 2
3V = V() = Vi) = Jfm 1= 1n (%) . (1.22)
1

Lo méas importante, de ambas cantidades fisicas, es que no dependen del regulador A,
que es una cantidad artificial. Esto es esencial para nuestra regularizacion.

Existe un problema con este tipo de regularizacion. ;Qué sucederia si le agregamos al
regulador una cantidad ¢? Agregar esta cantidad representa un cambio y — 3/ =y +c.
Podemos ver que en dicho caso,

Vi(x)

dmeg Jopge Va2 + 2  Ameg —(A=c¢)+ (A —c)? + 22

Comparando esta ultima soluciéon con , notamos que llegamos a soluciones dife-
rentes. Perdimos la invariancia de tipo y — vy’ = y + ¢, que manifiesta una simetria de
traslacion. Este tipo de simetrias se conservan en la regularizacion por dimensionalidad,
es por esto que es tan importante, puesto que, en una teoria cuantica de campos, estas
simetrias deben de conservarse.

+A+c 2 2
A dy A 1n<+(A+c)+ A+col+a ) (123

Regularizacion por dimensionalidad
La idea de la regularizacion por dimensionalidad, es calcular el potencial V' (z) para
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n dimensién, donde n no necesariamente tiene que ser un entero. En este caso, en
especifico, hacemos el siguiente procedimiento

/ dy:/dvl %/an:/dQn/ y"ldy, (1.24)
o 0

donde la parte angular, el dngulo sélido n-dimensional €2, [2], estd dada como

n/2 n/2
Q, = /dQn L (1.25)
r() T(z+1)

donde en la tltima igualdad usamos la identidad I'(z + 1) = 2I'(z), dado que I es la
funcién gamma.

Nuestro potencial, para el cable, es

V(x (1.26)

4meg “Joo w2 ry?

Hemos introducido un factor de escala auxiliar, ;" !, donde p tiene dimensiones de
longitud, y su utilidad es para dar las dimensiones adecuadas a V(z). Para resolver
la integral, primero hacemos un cambio de variable de tipo z = y?/2?; posteriormente
usamos las funciones Beta y Gamma de Euler, definidas, respectivamente como:

F(Q)F(V) _ OO a—1 —a—y
Tty —/0 dyy* " (1+y)"7,

I'(B) = /OOO dttP~te "

Ahora, hacemos uso de un truco que nos facilita el trabajo, con n = 1 — 2¢, por lo que
al expandir alrededor de n = 1, el potencial toma la forma

A T (i=n A 2T

SERCRELC 2 [ﬂ_ @] (1.27)
TEQ (;% ﬁ) TEY | X T

Este potencial tiene dependencia en el regulador €, que no tiene dimensiones, y también

en factor auxiliar u, que tiene dimensiones de longitud. Al contrario del caso de la
regularizacion de cutoff, esta regularizacion si es invariante bajo translaciones.

B(a,v)

La diferencia de potencial, es

OV =1lm(V (1) — V(xq)) A In <a:_§) : (1.28)

=0 4me x]



donde hemos usados propiedades como:

(=D"

1
[(—n+e¢)= o g+\Ifl(n+1)+(9(a) ,
donde ) )
i} DN=14 =4 04—

aqui v = 0,5777... es la constante de Euler-Mascheroni; también se hizo uso de a® =
1+elna+.... Con estas consideraciones, el campo eléctrico, en este caso, es

oV A [2ep®*T(e) Al

ox 30 4reg [ megplt2e 2meg X ( )

Al fin, como en el caso anterior de regularizacién, las cantidades fisicas son indepen-
dientes del regulador y del factor auxiliar.

Uno de los hechos méas importantes de la regularizacién dimensional, es que respeta las
simetrias. Por esta razon es una de las regularizaciones mas usadas en QFT, puesto que
preservar las simetrias de norma y de Lorentz.

1.4. Renormalizacion en QFT

La primera vez que se habl6é de renormalizacién, en la fisica, fue en la teoria hidro-
dindmica, hace mas de un siglo atras. Esto sucedia porque se habia que redefinir los
pardametros del modelo debido a efectos externos [3]. Por ejemplo, si un objeto se en-
contraba desplazandose en un fluido, la masa del objeto se veia afectada por el fluido,
haciendo que su masa se modificara, dando como resultado una masa efectiva. General-
mente, sucede que, tenemos un modelo que describe el sistema fisico, el cual contiene
parametros, a llamar pardmetros “bare” (desnudo, en inglés); pero, al interactuar
el sistema con su entorno se modifican, dando como resultado nuevos parametros, los
cuales medimos; estos parametros, resultantes de la interaccion, se les llama parame-
tros fisicos. Es decir, tomando el ejemplo del objeto que viaja por un fluido, la masa
“bare” es la que tenemos antes de que el objeto se encuentre en el fluido y la masa fisica
es la que medimos cuando el objeto se desplaza en el fluido.

Para adentrarnos en la renormalizacion, siempre es itil comenzar desde un modelo sen-
cillo. Esto con la idea de hacer un mejor entendimiento de las ideas que se implementan.
El modelo de juguete en el cual deseamos adentrarnos es el conocido como Teoria ABC,



donde las particulas que interaccionan son las particulas A y B, mientras la particula
intermediaria es la C. El Lagrangiano, de dicha teoria es

L= Z (%@@3“@ - %mf@?) — gPaPBPC (1.30)

A,B,C

donde i corre de A, By C. La parte de la interaccién estd dada por el tercer término.
A orden g2, en este modelo, aparecen los conocidos loops (lazos, en inglés), como el
de la Figura por lo que es necesario realizar una renormalizacién. Estos lazos se
presentan por las fluctuaciones del sistema.

B‘///BPA’\\*\ |

Figura 1.4: Diagrama para el proceso A+ B — A+ B, con un loop. Donde se desglosan
los momentos de cada particula y coordenadas a tomar para el proceso.

Al interactuar nuestro modelo fisico, como lo es el Lagrangiano, con el entorno, como
es el vacio, recibe modificaciones (como en el ejemplo de la masa desplazandose en un
fluido). Estas modificaciones se ven reflejadas en las cantidades fisicas medibles, como
lo son la masa o las constantes de acoplamiento. Por lo tanto, difieren las cantida-
des teoricas, del Lagrangiano, con las cantidades que medimos experimentalmente. La
renormalizacién nos brinda relaciones en las que se pueden equiparar las cantidades
teodricas con las experimentales. Es entonces que tenemos un mejor entendimiento de la
realidad observada con nuestros modelos tedricos.
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1.4.1. Auto-energia en la teoria ABC

Consideramos con un proceso A+ B — A+ B, con un loop, como se muestra en la
Figura [1.4 Un loop se produce cuando una partlcula A y una B se crean, en una
linea 1nterna, como se muestra en la Figura Podemos notar que el loop cuenta
con un momento libre, k, por lo tanto, como en mecanica cuantica, por el principio
de superposicién, debemos integrar sobre todo el espacio de momentos k; es entonces
cuando tenemos problemas |4], ya que los limites de este momento son infinitos, cau-
sando una divergencia. Este tipo de divergencias se les nombra wultravioletas, ya que
nos encontramos en momentos muy grandes o, a su vez, distancias pequenas.

Nuestro proceso se encuentra en el canal u (de las variables de Mandelstam), es decir
u = (pa—pp)? = (pa —pg)?, usando sblo esta aportaciéon de la expansién de la matriz
S. La expresion para calcular este proceso es

(i [ [ [ [t ateadies dtonesp lito — pa) o exp liGoa — pa) -2

X (0] T{dc(1)de (x3)} 10) (O T{de(w2)de (24)} [0)
X (0] T{a(ws)da(x4)} |0) (O] T{dp(w5)dp(x4)} 0) . (1.31)

Estamos trabajando con campos escalares, ¢; es asi que con un previo estudio de la
teoria conocemos su propagador. Por lo tanto, después de manipular nuestras integrales,
llegamos a

«4@2/(dk — L =¥ (1)

2m)4 k2 — m? +ie (¢ — k)2 — m% + ie

Ahora, al analizar la ecuacion , notamos que k es nuestro momento libre a integrar.
Podemos ver que por conservacion de momento, dentro de la burbuja, cada particula
lleva su correspondiente momento k y ¢ — k, para al final obtener k + ¢ — k = ¢, donde
q es el momento de la particula C'. En la definicién de el superindice “[2]”, en I,
nos indica la potencia en que se encuentra la constante de acoplamiento g. Por tltimo,
a la ecuacion se le conoce como auto-energia de O(g?).

La ecuacién ([1.32)) sélo pertenece al loop, pero al final nuestra amplitud es

. l 2 1
(—29)2(2ﬂ)454(p,4/ +ppr —pa— pB)quw (—@H[C](q2)> QQTW (1.33)

Finalmente, en conjunto con la primera aportacién no trivial, de la matriz S, llegamos
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a una amplitud

—ig)?(2n) 6 (s + P — pa — ! G (~im 2)4 _
(—ig)*(2m)"°6"(par + ppr — pa — PB) q2_m%+q2_m% il (q7) & —m
(1.34)

La relacion de auto-energia total, luce como:

A A A
L+L@Q+W L
B B B

donde podemos ver que se encuentran términos de O(g?) y de O(g*), hasta llegar a g"
donde n =1, 2, 3... Esto, matematicamente, luce como

¢ g 72! 2) ¢
Il -
q2—m%+q2—m20< ille' (q7) 3 2

q- —mg q° —mg q2 — Mg
7
=— (1 +r+ri+---), (1.35)
¢* —mg
donde usamos -

115 (¢%)
r= —20_ > (1.36)

q me

Podemos notar que lo que tenemos dentro de la tltima igualdad de la ecuacion (1.35))
es una serie geométrica de (1 —r)~1, lo que convierte a ([1.35)) en
i 1 7
= . 1.37)
2 (
¢ =g 1 -NE /(g2 —mt) ¢ —m T (e?)

De forma general obtenemos

~ o 7
D'c(q”) = pE Y (1.38)

siendo, D'c(¢?), el propagador completo de C. Por otra parte, IIo(¢?) es la suma de
todas las inserciones que puedan aparecer en la linea intera C. El objeto fisico TI¢(¢?)
es la auto-energia irreducible de la particula C', que cuenta con todas las contribuciones
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relevantes y fisicamente posibles.
Hay que analizar lo que sucede con el denominador de (|1.37)), en el caso de estar en la
condicion de “mass shell”. Siendo asi, contamos con

¢ —me —1E () (1.39)

entonces, imaginemos que en lugar de estar en la condiciéon ordinaria de masa, que es
q*> = m¢; nos encontramos con ¢* = m2, ., donde nuestro momento se estd igualando
con la masa fisica mgh o, siendo diferente de mZ,, que es un pardmetro del Lagragiano.

Por lo tanto, en la condiciéon de masa, obtenemos una relacién tal que
2
miy e = me + 12 (@ = mp, ). (1.40)

Esta relacion tomara relevancia més adelante, es por esto que hay que mantenerla en
mente.

Antes de continuar, debemos realizar la integral de la auto-energia. Recordamos que la
expresion es

d*k i i
—ig)? : 1.41
(=i9) /(27r)4k;2—mi%—ie(q—k)?—sz—l—ie (141)
Lo primero a usar es el truco de integral de Feynman, donde
1 ! dx
= ) 1.42
AB /0 (1 —2)A+ 2B)? (1.42)
Con esta herramienta, nuestra integral queda como
d*k d
— i (g2 / / ° S, (1.43)
(1 —z)(k? —m% + ie) + z((q — k)? — m, + ie)]
Definiendo ¥’ =k —zq y A = —2(1 — 2)¢* + 2m% + (1 — x)m?%; todo se transforma en
d4k:’ 1
—’LH[ )=g / d:z:/ 5 (1.44)
(k2 — A+ ie)

Enseguida integramos las partes temporal & y angular, lo que nos deja

— i (%) = / / ’k/‘Qd‘kI’ : (1.45)
0 ]k;’|2—i—A
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La integral sobre |l;’ | nos da un logaritmo, y al tomar los limites correspondientes
este logaritmo diverge. Es por esto que debemos de realizar una renormalizacion. Para
realizarlo de una manera 6ptima debemos de introducir un regulador, A, por lo tanto
nuestra energia también es funcion de este regulador, asi que la relacién toma la
forma de

m(A?) =m2, o — (@ = m2, o, A?). (1.46)

El resultado no depende del esquema de regularizacién que consideremos [4].

1.4.2. Renormalizacion

Sabemos que la auto-energia H[C%] (¢%) es una funcién de ¢?; es entonces que hacemos

una expansion en el punto ¢*> = m?; -, como

dH[Q]
2 2
e (%) ~ TG (mp o) + (4 = 1y 0) =5 o (1.47)
q q2:m§h,C
Usamos esta expansion en nuestro propagador
)
2 darl?!
q* - m% - H[c} (mih,c) —(¢* - mih,c) dqg + -
q2:m§>h c
= ! . (1.48)
(42 — 2 )1 dr) +O(g? — 2 )2
q mphvc dq? . s q mph,C
ae=myy ¢

donde se hizo uso de ([1.40f). Definimos una constante de normalizacién Zg, la cual se

identifica con
dn?

Zor Z0 =1+ , (1.49)

donde hicimos una aproximacién con el término dentro de los corchetes del denominador

de la relacién ([1.48]). Es entonces que todo se reduce a
7,
_ L 02 _ (1.50)
q° — mph,C

Bésicamente hemos renormalizado el propagador. Podemos anadir que, dado ((1.49)), se
pierde la dependencia del regulador al derivar el segundo término.
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1.4.3. Lagrangiano modificado

El Lagragiano de nuestra teoria, sin modificar, es
L =Loa+ Lop+ Loc+ Ling (1.51)

donde el subindice 0,7, con i = A, B,C, nos habla del Lagrangiano no perturbado de
las correspondientes particulas; mientras el iltimo término nos habla de la interaccién
con la perturbacion. Por ejemplo, el elemento no perturbado para la particula C' es

1 1
Loc = 3 L OO do — §m2c¢20, (1.52)

y una expresion andloga para A y B. El elemento de la interaccién es

Ling = —9Pa9PC- (1.53)

Nuestro campo escalar se renormaliza como
Goni(x) = Z; ;. (1.54)

Ademas agregamos la masa fisica mghi, al modificar primero la parte no perturbada
obtenemos

1 1 1 1
Ly = §anu¢ph,ca#¢ph,c - §m2020¢§h,c +-= §au¢ph,cau¢ph,c — imih,cﬁbf)h,c
1 1
+ 5 (Ze = 1)0utpn.c0" bpnc — 5 (M Ze —mpy, o) e + -+

2 2
1 1
= Lophc + {Eazcauqsph,caﬂgbph,c -3 (6Zemly, o + 0mgZc) gbih,(;} + -+ (1.55)

Donde definimos
0Zc =Zc— 1, (1.56)
omg =mg —miy ¢ (1.57)

Los puntos suspensivos en ([1.55) se refieren a expresiones analogas para las particulas
Ay B. Recordamos la dependencia que tiene Zo y me del regulador A, aunque no se
escriba explicitamente.

Las cantidades ((1.56) y (1.57)), son perturbaciones introducidas, por lo tanto, en ([1.55)
lo que esta dentro de los corchetes es la nueva parte perturbada para C. Igualmente
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tendremos perturbaciones para A y B. Estos términos se les llama “counter-terms”
(contratérminos).

La parte de la interaccién toma la forma

Lini = —9(ZaZpZc) " dpn abph Bbph.c
= —JphOph,APph, BOph,c — (Zy — 1)gpn®ph,a®ph,5Ppnc  (1.58)

donde se definio
Zugow = §(ZaZpZc)'?. (1.59)

Esta ultima relacion expresa una renormalizacién de la constante de acoplamiento. La
cantidad (Z, — 1) es otro contratérmino.

1.4.4. Recopilacién de resultados

Al final, podemos escribir nuestro propagador, como

?

2 2 2 2 2 2] 9 2 (160)
donde HEA,C explicitamente es
il (%) = (ig)? [ i (161)
ph,C\4 > ph (271.)4 k2 — mgh,A + je <q _ k,)Q _ mf)h,B Tie .

Ahora, expandimos la auto-energia de ([1.60f), como lo hicimos anteriormente en el punto

2 _ 2
qa = mph,C

l

. 7 (1.62)
(¢* - mgh,c)ZC - 5m%‘ZC - th,C(mih,C” A?) —(¢* - mih,c) dzg’c
‘12:m§h,c
Lo que realmente buscamos es obtener un propagador mas parecido a
7
(1.63)

(¢* — m}%h,(J) .
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Entonces, por comparacién entre (1.63) y (1.62)), necesitamos dar dos condiciones para
que suceda [5]:

om¢, = _Zalﬂfﬁ,c(mih,& A?) (1.64a)
dH[z]
Zo =1+ %@C . (1.64b)
q q2:m;2>h,c

La condicion (|1.64b|) facilmente se puede aproximar a 1 considerando que el segundo
término es de orden mucho menor, es decir, Zo = 1 + O(g?), dejando Zo =~ 1; al
sustituir en ([1.64a)), nos deja una perturbacién tal que,

omg, ~ _Hﬁ,o(mih,oy A?). (1.65)

A partir de aqui, podemos introducir nuestras condiciones a nuestro propagador, de-

jandonos
i

= (1.66)
2
q* — m}%h,() - HLA,C(‘ﬁ)
en donde
02 2 2 A5
th,c(qg) = th,c(q27 AQ) - th,C(mf)h,Cv AQ) - (q2 - mih,c)# . (1.67)
q :mph,c
Esta cantidad satisface las condiciones de renormalizacién [5]:
_ dIl;)
2 h,C
M5 o(q* = m20) =0, —d22 =0 (1.68)
q :mph,C

A su vez, todo esto también funciona para las particulas A y B.
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Capitulo 2

Grupo de Renormalizacion

2.1. Introduccion

Como vimos en el anterior capitulo, aparecen algunos infinitos en diferentes teorias de la
fisica. Dos de las teorias donde son mas notorias estas divergencias, es en la transicion
de fase de la mecénica estadisica [6] y la teoria cudntica de campos (como anterior-
mente lo vimos). El trabajo de K.G Wilson y J. Kogut [7], sobre la transicién de fase
continua abrié brecha para una mejor comprension de la renormalizacién. Con el enten-
dimiento del trabajo de Wilson, se perdié la idea de que las divergencias ocurrian por
“accidente”, es decir, sin un entendimiento seguro de lo que acontecia y de la aparicion
de infinitos. Particularmente, ahora, entendemos, en la teoria cudntica de campos, las
divergencias como subproductos de la interpretacién de la teorfa [6]. Entendemos que
a escalas de energias muy altas, es decir, a momentos muy grandes (asi mismo esca-
las de longitud muy pequenas), donde apenas estamos alcanzando dichas energias de
manera experimental, existen efectos de fluctuaciones que se suman coherentemente,
lo que causa alteracién en la imagen propuesta por nuestra vision de la teoria y asi
causando las famosas divergencias. La primera forma de tratar estas fluctuaciones es
con la renormalizacion; la segunda, y la que da mejor entendimiento de éstas, es con el
grupo de renormalizacién.

El objetivo de este capitulo es dar un primer vistazo al grupo de renormalizacion, sin
especificar el modelo en que se aplica, sino sus principales ideas.
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2.2. Renormalizacién para una funcién en general.

Tratemos de hacer el proceso que realizamos en el capitulo uno, pero esta vez de una
manera mas sencilla y sin los embrollos matematicos; ademas de buscar la idea general
de la renormalizacion.

Proponemos una funcién F'(x). Esta funcién tiene un sélo pardmetro go (el cual repre-
senta un coeficiente “bare”), con el fin de que podamos expandirla en serie de potencias,
para tener una funcién perturbativa.

La funciéon que proponemos nos representa una cantidad fisica. Puede ser la seccion efi-
caz de un proceso de dispersiéon en QFT. En fluidos, la funciéon F', puede representar una
funcién de correlacion densidad-densidad o, en magnetismo, una funciéon de correlacion
espin-espin [8]. También hay que mencionar, en mecanica estddistica, la transicién de
fase continua, teoria sobre la que trabajo K.G. Wlison. Adicionalmente, podemos men-
cionar, la solucién de ecuaciones diferenciales que pueden presentar alguna divergencia,
en algin contexto fisico.

Entonces, nuestra funcién F', puede representarse como:

F(z) = go+ go Fi(x) + go Fa(ax) + - - - (2.1)

Un ejemplo claro, que ya mostramos anteriormente, para la funcién F}, es

< dt
0

t+az’

donde tendremos una divergencia logaritmica, muy similar a la mostrada para el caso
del ejemplo electroestatico, o por lo mostrado, a un loop, por la teoria ABC. Por lo
tanto, tenemos una funciéon no bien definida, conteniendo cantidades divergentes.

Ahora, suponemos que a cierta medicion x = y, la funcién, F(x = p) esta totalmente
especificada. Es entonces que podemos fijar el valor del coeficiente gg, para poder re-
producir el valor experimental de F'(u). Por lo tanto, ya que tenemos el parametro fijo,
que nuestro modelo esta completamente determinado y con ello podemos predecir la
fisica de éste. Teniendo la cantidad experimental F'(u) debemos reparametrizar F'(z)
en términos de ella, para que esté bien definida.

Como premisa tenemos que la funcién F' estd reparametrizada por la funcién F(u), en
lugar del pardmetro go. Lo que nos dice que la expansion de F(z) no es la causante
del problema sino la eleccion del parametro go. Tomando esta hipdtesis, en tal caso, al
elegir el punto p, definimos:

F(p) = gr. (2.3)
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Siendo ggr la constante renormalizada y la ecuacion (2.3]) es conocida como la prescrip-
cién de renormalizacién |6].

Lo siguiente es regularizar, asi, podemos aislar las divergencias de la expansion de F,
para encontrarla bien definida, antes de tomar el limite causante de la divergencia.
Posteriormente, antes de realizar la renormalizacion, la forma original de la expansion
se recupera en el limite. Para asi, en la renormalizacion, F' cumpla con la condicion .
Para realizar la regularizacion es necesario agregar un nuevo parametro que regularice
nuestra funcién. Este pardametro, A, se le llama regulador. Al tomar tal regulador finito,
entonces, todas nuestras funciones son finitas. Por lo que definimos una nueva funcién
regularizada

Fx(z) = Fa(x, 90, A) = go + gSFLA(x) + ggFQ,A(x) + .. (2.4)

Los diferentes tipos de regularizacion ya fueron mencionados con anterioridad. Sin em-
bargo, como mencionamos, estamos haciendo un ejercicio muy general, por lo que basta
con quedarnos con la idea de una funcién regularizada.

Ahora escribimos la funcién renormalizada en términos de gg y p. Para luego tomar
el limite del regulador tendiendo a infinito, y tener una funcién bien comportada, es
decir,

F(z) = F(z, gr, p) = lim Fy(z, gr, ). (2.5)

Es vélido ver el proceso de renormalizacion a diferentes ordenes y ver como el proceso
anterior trabaja orden a orden.

= Orden gy. A primer orden, tenemos
Fa(z) = go + O(g5)- (2.6)
Al combinar con la condicién de renormalizacién, obtenemos

90 = gr + O(g5)- (2.7)

» Orden g3. Del orden anterior, vimos que podemos definir gy en términos de gg.
Asi podemos expandir en series de potencias, esto con el fin de redefinir gy para
eliminar las divergencias de Fy(z). La expansién luce:

go = gr + 029 + 039 + - -~ (2.8)

20



donde 4,9 ~ O(gp). Al tomar el orden g3

Fi(z) = gr + 629 + gp Fia(z) + O(gy), (2.9)

en la ultima igualdad usamos g2 = g& + O(g3). Si es cierta la condicién de
renormalizacién, entonces

029 = —gaFra(p) (2.10)

que diverge cuando se toma el limite del regulador a infinito. Continuamos al
colocar la ecuacién anterior en la ecuacion (2.9)), quedando una expresioén para
Fy(z) tal que

Fa(z) = gr + gi(Fia(z) — Fia(p) + O(gg)- (2.11)

Notemos que, para que la relacién anterior sea finita, deben cancelarse las diver-
gencias contenidas en los términos dentro del paréntesis, es decir,

lim Fyp(z) — Fia(p) — es regular en z y p. (2.12)

A—oo

Para que esta condicién sea cierta, la parte divergente en x debe ser constante, a
lo que se refiere, debe ser independiente de x.

Orden g3. Seguimos con el método utilizado en el orden anterior. Para el orden
g8 tenemos:

Fu(x) = gr + 629 + 039 + (97 + 29r629) F1.a(2) + g Fon(z) + O(gg).  (2.13)

Esta vez usamos gg = g5 +0(gg) ¥ 92 = g3 +29r029+0O(gg). Como anteriormente,
contamos con la restriccion

039 = 298 (F1,4(1))* — grFon (i) (2.14)

Combinando estas ultimas dos expresiones:

Fi(z) = gr + g (Fia(z) — Fia(p) + gi(Foa(z) — Foa(p)
—2F A (1) (Fua(m) — Fia(p)) + O(gg)- (2.15)

Anéalogamente al procedimiento del orden anterior, tenemos la constriccion

Ah—{go Foa(x) — Foa(p) —2F A (p) (Fia(z) — Fia(p)) — es regular en o y p.
(2.16)
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Ahora, podemos separar las funciones en su suma de parte regular y su parte
singular, es decir,

Fiale) = Fip(x) + Fip(2). (2.17)
La parte singular, a su vez, en un limite infinito:
Ah’m Fyp(@) = FyA(p) =0 (2.18)
—00

donde implicamos la condicion (2.12). De nuevo, debe ser independiente de x
(para que sea constante), en cualquier A, por lo que podemos definir:

ta = fi(A). (2.19)

Con esto, la relacion, al combinar con (2.16]), y con argumentos similares con los
que llegamos a ([2.18]), podemos escribir

i F3  (2) = F5 A (1) = 2f1(M)[FY (@) = F{ A ()] = 0. (2.20)

A—oo

Podemos reescribir la ecuacién anterior, por lo que quedaria como
Jim [F5(2) — 2A1(A) FLo(@)] — [F3a(n) = 2A (N FLA()] 0. (221)
Al ver esta ecuacién podemos llegar a la conclusion de que:

A7) = 2[1(M)FY 5\ (z) + fa(A), (2.22)

donde f5(A) es una funcién con dependencia A, pero independiente de x. Anali-
zando con mas detenimiento, podemos decir, que la parte divergente estd determi-
nada por la expansion del primero orden; es decir, los términos (contratérminos)
que remueven divergencias a cierto orden, producen divergencias a ordenes més
altos. Si la teoria es renormalizable, estas divergencias contribuyen a la cancela-
cion de las divergencias presentes en la expansion de las perturbaciones de orden
mas alto [6].

2.2.1. Renormalizacién para teorias con constantes de acopla-

miento adimensionales.

Una de las teorias mas importantes en QFT, y en la cual se ha cimentado la renorma-
lizacién de teoria de campos, es la teorfa ¢?*, en cuatro dimensiones. Esta teoria cuenta
con una constante de acoplamiento, que tiene la caracteristica de ser adimensional.
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Gracias a este tipo de teorias, se ha podido demostrar que el conjunto de un anélisis
dimensional con la restriccion de renormalizabilidad, determinan casi toda la estructura
de las divergencias.

Recordando y , notamos que Fj(x) tiene las mismas dimensiones que gy y a
su vez, también F; 5(x). Podemos ver que tenemos dependencia de x y de A, y la tinica
manera de que tengamos funciones adimensionales es que tengamos una dependencia
de la razén de x y A, es decir, las funciones F; 5 (x) tienen dependencia de lo forma z/A.

Comenzamos con la funcién singular F} , (7). Retomamos 7 que es independiente
de z. Conjuntamente, la parte regular debe tener dependencia en x, a la que podemos
identificar como r(x). Entonces, esta funcién se puede separar, para una dependencia
de la forma z /A, de la siguiente manera:

@) =1 () = ) +r(@). (2:23)

Asi la hemos separado en funciones sélo de z y A. Las tnicas entidades matematicas
que cumplen con estas condiciones, de satisfacer (2.23)) y z/A, son los logaritmos [9].
Con esto, obtenemos

o) = =1 (5) = A0 - fio) = atos (). (2.24)

El signo negativo se ha elegido por convencién. Asi, s6lo tenemos logaritmos permitidos
a orden g2. Un desarrollo completo de la parte singular de la funciéon F, es [6]:

A A A A
Ff = agg log (;) + OngS log? (E) + aggg log® (E) + ﬁgS’ log (E)
5 A A
+ 5045961 log? <E) + 795 log (;) + -+ (2.25)

donde «, § y v son nimeros puros. D. Shirkov y V. Kovalev demostraron que el grupo
de renormalizacién puede, de manera sistematica, realizar estas sumas [10].

Podemos elaborar un pequefio ejemplo de cémo el analisis dimensional y en nuestro
modelo, se puede determinar F'. Para esto, escribimos la funcién como:

Fa(x, 90, A) = go + Fx(x, 90, A) + Fy(, go, ). (2.26)

La funcién regular tiene una dependencia z/A, por tanto, cuando A — oo podemos
decir que tiende a cero, y prescindir de ella, quedando solamente

FA(:B7907A) :go+FI§(I7gU7A) (227)
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donde la funcién singular tiene una dependencia sélo de la forma x/A. Usando la con-
dicién de renormalizacién, podemos calcular gg en funcién de go y A/p e invirtiendo la
funcién, hasta orden g, obtenemos:

A A A
go = gr — agf log (—) + g {042 log® (—) — Slog (—ﬂ
u pu pu
+ g {—’Vlog (é) + 2af1og? <é> — a’log” (é)} . (2.28)
Ju 2 Iz Iz

Al sustituir en ([2.25)), se llega a:

= st (2) it (2) s (1)
1% b} 1% il
+ 59}3{ log <E) + 50&59;1{ log2 (E) + ’7914% log (;) . (2.29)

Es importante notar, de la ecuacién anterior, que hemos perdido la dependencia en g
y A, donde se han cambiado por gr v u, respectivamente.

2.3. Grupo de renormalizacién.

Nuestra herramienta principal, en todo el desarrollo que hemos hecho, ha sido la con-
dicién de renormalizacion, . Por eleccion tomamos el punto p donde se cumpliera
dicha condicion, pero este punto realmente no tiene nada de especial. De hecho, pudimos
tomar el punto y’ o el punto i donde se cumpliera la condicién. Entonces, tendriamos
diferentes constantes de acoplamiento, como, gr = gr(1), 9 = gr(1') v 95 = gr(p”).
A su vez, la funcién queda como F(x) = F(z,p,gr) = F(z, 1, gg) = F(x, 1", gi). Por
lo tanto existe una clase de parametrizaciones de la teoria y no debe importar, en la
practica, que elemento escojamos. Esto nos indica que, la independencia de la cantidad
fisica en la eleccién del punto de la condicién, es un tipo de ley de grupo (que llamamos
grupo de renormalizacion). Es decir, no debe haber diferencia entre ir del punto p, con
gr, & el punto p', con gg, para después ir a p”, con gg; contra ir del punto p, con gg,
directamente al punto u” con gf. La figura nos muestra un esquema burdo de este
proceso.

Es importante mencionar que con la ley del grupo de renormalizaciéon no ganaremos
informacion fisica nueva, solamente sabremos la parametrizacion de nuestra solucion.
Esto porque la ley del grupo de renormalizaciéon no refleja la simetria de la fisica.
De hecho, este tipo de procedimientos son muy similares a los usados en soluciones
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(gr, 1) > ° > (g%, 1)

Figura 2.1: Podriamos tomar el camino de ir del punto (gg, pt) al punto (gg, ') y llegar
a (g, 1"). La libertad del grupo de renormalizacién nos permite tomar del punto (gr, 1)
directamente al punto (gg, it').

de ecuaciones diferenciales; donde tenemos una soluciéon para un parametro ¢, y una
condicién inicial ty, o podriamos usar la ecuacion para resolver para un parametro
intermedio 7 , y usar la soluciéon como una nueva condicién inicial para parametrizar
la solucion para t. El cambio de condiciones iniciales, que conserve la solucién final,
puede ser compuesta por la ley del grupo de renormalizaciéon. Algo que no es trivial,
y que es importante mencionar, es que la ley de grupo, en nuestro ejemplo de las
ecuaciones diferenciales, se viola en general, en cualquier orden finito en expansiones
perturbativas [6].

2.3.1. Grupo de renormalizacién para teorias con constantes
de acoplamiento adimensionales.

Con el propdsito de mostrar las caracteristicas del grupo de renormalizacién, usaremos
nuestro modelo de renormalizacién que contiene s6lo una constante de acoplamiento
adimensional. Ademas, por simplicidad, usaremos la ecuacién , que contiene el
orden dominante después de gp.

Como sabemos, por nuestra condicién de renormalizacion (2.3)), elegimos el punto g,
mientras gg escala con A como:

Fi@z=n) = 9o (2.30)

A su vez, para el punto y’, podemos definir una condiciéon de renormalizacion, tal que

Posteriormente tomamos la ecuacién

Xz

A
Fa(z,90,A) = go + agj log ( ) + O(gy), (2.32)

25



que para cada punto de renormalizacion se transforma como

A
gr = go + ag; log <;) +O(gr), (2.33)
! 2 A 3
gr = 9o + agylog % + O(gp)- (2.34)
Usamos las dos anteriores ecuaciones para eliminar go, por lo que queda

o = gn + ag? log (5) oy (2.35)

Lo primero que hay que notar, de la relacién anterior, es la independencia de A. Asi,
de manera simple, hemos cambiado la dependencia (go, A), por (gr, i). Por otra par-
te, perturbativamente, la expresién luce bien. Pero, extranamente, para A grandes, la
expresion no es matematicamente correcta. De hecho, de ir de las ecuaciones ,

(2.34)) a la relacién ([2.35)) la serie de gr = gr(go) se invirtié a go = go(gr), pero cuando
se toma el limite A — oo, la serie de ggr, diverge y entonces no es invertible.

Improvisamos una funcién para la aproximacién tal que cuando buscemos un orden
mayor v la ley se obedezca a este orden. Entonces proponemos la funcién como:

T T

. A A
F™ (g0, \) = go + agd log < ) + geG ( ) + O(gp), (2.36)

donde se obedece, la ley del grupo de renormalizacién, para un orden O(g3). Para
determinar G, tomamos la funcién (2.36)), y la evaluamos en los puntos p y 4, luego
invertimos la funcion gr = gr(go). Escribimos g en términos de gg, a lo que obtenemos:

gr = 9gr + agé log (5) + g%G (%) + (’)(gﬁ. (2.37)

wom(Q(f) 0 () <) -o(z) o

Tomamos la tltima expresion, diferenciamos con respecto a A, posteriormente tomamos
A = p, y colocando = = p/p, llegamos a

Asi,

1 G'(1
ogr_ C(1)

/ _ 2
G'(z) = 2« ; "

(2.39)
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Ahora, dejamos G(1) = 0, al integrar, finalmente, conseguimos:
G(z) = a*log’ z + Blog z, (2.40)

donde f es arbitrario. Retomando ([2.36)), y al colocar G(z), alcanzamos una funcién
improvisada tal que

. A A A
F'™ (2, go, A) = go + avg] log (;) + a®gj log? (;) + Bgg log (;) + O(gp). (2.41)

Hemos encontrado una ley de grupo a orden g2. Adem4s, recordando (2.25)), vemos que
encontramos la ley para el orden siguiente orden que concuerdan. Entonces, tenemos un
indicio de que debemos expandir a todos los 6rdenes para tener una ley de grupo exacta,
que debe ser igual a , la que fue encontrada para la condicién de renormalizacion.
Con esto en mente, debemos encontrar una forma sistematica de construir una funcién f
dada por g, que esté escrita en términos de gr y p/p, es decir,

gr=f (gR, 5) . (2.42)

Esta funcion debe de cumplir con dos particularidades. La primera, es que su expansion
a orden n esté dada por el n-esimo orden de la teoria perturbada. La segunda, es que
la ley de grupo sea exactamente verificada, como:

f (gR, ﬂﬂ) iy (f (gR, Mﬁ) ;‘—) . (2.43)

sta funcion f, es roximacion auto-similar, del orden n, de la relaciéon entre
Esta func ,es laa c t lar, del ord , de la relac tre ggr
y gr |11]. Sabemos que nuestra teoria falla cuando usamos escalas grandes, asi que
usamos la serie a “pequenos pasos”.

Ahora queremos calcular la evolucion de gr(u) con respecto a u, para un modelo con
(A, go). Definimos una funcién 3, que satisface

Ogr

B(gr)

go,A

la que nos da una evolucién de la constante de acoplamiento. (En el siguiente capitulo,
esta funcion 3, aparecerda de una manera mas natural.) Si tomamos la ecuacién ([2.33))
y le aplicamos la funcién [, encontramos

Blgr) = —ags + O(gp), (2.45)
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y al invertirla
Blgr) = —agi + O(gg)- (2.46)

Si integramos la funcién 3, y la combinamos con esta ultima expresion, el resultado es

gr

—_ 2.47
1 — agrlog 5 (247)

/
9r =

Una de las cosas mas importantes que ocurren a 3 es que obedece totalmente a la ley
de grupo (2.43). De hecho, ésta es el objeto correcto para construir la aproximacién
auto-similar, en lugar de la expansion de la perturbacion.

Expliquemos un poco la funcion 5. Primero que todo, hicimos la derivacion logaritmica
porque buscabamos que 3 fuera adimensional. Ademads, 3, podria depender de la razén
A/ u; sin embargo, la evolucién de gr no depende en la teoria perturbativa de A, porque
estd renormalizada. Entonces sélo depende del cambio de gr y g con sus respectivos
puntos p y i'. La funcién § es, siempre, una funcién local. ;Cudl es la razdn, en fisica
de particulas, de que la constante de acoplamiento dependa en la escala, mientras que
en teorias clasicas realmente son constantes? La respuesta es, la existencia de nuevas
fluctuaciones cudnticas correspondiente a la creacién (o aniquilacién) de particulas a
energias mas grandes que mc?. Entre mds energfa somos capaces de “crear” mas y mds
particulas somos capaces de producir. La mayoria de las veces, los sistemas fisicos, tienen
una escala intrinseca (ya sea tiempo, energia, etc.) y todas las demds escalas relevantes
son del mismo orden. Entonces, casi todos lo fendmenos que ocurren a diferentes escalas,
se pueden suprimir. La razén de que exista una tnica escala relevante, es la razoéon de
que la renormalizacion no sea necesaria para la mayoria de las teorias fisicas.

Hay que hablar del regulador A. Este regulador, que al principio surgié como un truco
matematico para regularizar nuestra teoria, de hecho tiene un significado mas profundo.
Este regulador A, es la escala, en la cual, después de ella, nueva fisica ocurre y en la
cual, debajo de ella, la teoria fisica tiene un buen comportamiento y se estudia como
una buena teoria efectiva.

Para concluir, podemos decir que el grupo de renormalizacién es una herramienta tutil
para construir teorias efectivas de energias bajas cuando fluctuaciones grandes ocurren
entre dos escalas muy diferentes que cambian cualitativamente y cuantitativamente la
fisica.
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Capitulo 3

Teoria )\q§4

Una de las teorias mas importantes, dentro de QFT, y que es la piedra angular dentro
de la misma, es la conocida como A\¢*. Esta teoria que agregara un término de auto-
interaccién de campo escalar, al término ya existente de campo libre (proveniente de la
ecuacion de Klein-Gordon). La densidad Lagrangiana de esta teoria se lee como

A

qu“. (3.1)

L= l({)“gbﬁ“gb — 1m2g252 —
2 2

Es la teoria elegida para poner en practica el procedimiento de integral de camino,
asi como el procedimiento del uso de las reglas de Feynman, con el empleo de los
famosos diagramas de Feynman [8,/12-16]. Esta teoria tiene una importancia dentro
de la renormalizacién en todos los sentidos. Es la primera herramienta que usamos
para aprender el proceso de renormalizacion; desde una regularizacion, ya sea mediante
el método de regularizacion cut-off o por la regularizacién dimensional, pasando por
la renormalizacion, agregando los contratérminos a nuestra teoria, hasta llegar a las
ecuaciones del grupo de renormalizacién (RGE, por sus siglas en inglés procedente de
Renormalization Group Equation).

Ademas de tener importancia en QF T, esta teoria puede tener una interpretacion en la
teoria de fisica estadistica en la transiciéon de fase de procesos de magnéticos. Se hizo
popular gracias al modelo aproximado de Ginzburg-Landau-Wilson para fendémenos
criticos [6,8].

En este capitulo pretendemos desempeiar, paso a paso, la teoria A\¢* hasta su RGE,
mediante la integral de camino y una regularizacién de tipo dimensional.
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3.1. Generador de funcionales para campos escala-
res.

Contamos con el campo escalar ¢(x), el cual tiene una fuente J(x). Definimos la am-
plitud de transiciéon de vacio a vacio, en presencia de una fuente J de forma tal que

217 = /D¢exp (z’/d% {E(gb) +J(@)6() + %w?D 5 (0, 00| [0, —00)’ . (3.2)

En la proporcionalidad tenemos el superindice que nos indica la presencia de una fuen-
te J en el proceso. Ahora, partiremos nuestro espacio-tiempo en secciones “cubicas”,
es decir, en pequenos cubos de cuatro dimensiones de un volumen §* y en cada cubo ¢
tomara valores constantes (un proceso similar al que se hace en la integral de camino
para un modelo en mecénica cudntica), de forma tal

¢ ~ ¢(Ti, Y5, 21, 1) (3.3)
La derivada se aproxima de manera
¢ 1
Oz ~ 5 (& (25 + 6,5, 2, t1) — O (i, Y5, 2, 1)) - (3.4)
igi kil

Ahora, es de utilidad cambiar todos los indices por uno solo, que a eleccién es n, asi

L(¢ (25,95, 2k, t1) ; 0ud (i, Y5, 2k, 1)) = L (¢, Ouon) = L. (3.5)

Ahora, si los indices i, j, k y [ toman valores N, entonces n toma valores de la forma
N* y la accién, definida como S = [ £d*z, se vuelve

N4
S~ Y 6Ly (3.6)
n=1
Entonces nuestra amplitud de vacio a vacio Z|[.J] se escribe como
N* N* ;
y . 4 v
211 ngr;o/ Edgbn exp [z ;5 (En by + 2e¢n>] | (3.7)
El siguiente paso es usar la Lagrangiana para particula libre, que es
1 1 5.5
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Agregamos ([3.8)) a (3.7), tomamos el limite N — oo, para llegar a una amplitud co-
rrespondiente a

ZolJ] = /D¢ exp (z’/d% E&uqﬁa’% — (%m2 + %5) O+ ng]) ) (3.9)
Hacemos uso de la identidad
/ 0,00 pd*x = / D, (¢t ) Az — / o0¢ d*z (3.10)

El primer término desaparece por la cualidad de campos compactos (equivalente a
funciones de cuadrado integrable), por lo tanto

/ D00t d'z = — / oOpd . (3.11)

Con esto, la amplitud llega finalmente a
1
ZolJ] = /D¢, exp (—z’/d4x {éqs (O+m® —ie) ¢ — ¢JD : (3.12)

Debemos evaluar Z[.J], cambiaremos ¢, con una transformacién de forma

d(x) = ¢(x) + ¢o(x). (3.13)

Usaremos la igualdad (que se encuentra de manera similar a la forma que encontramos
(3-11)))

/¢(D+m2—z’€)¢d4x:/¢(D+m2—i5)¢od4x. (3.14)

Con el uso de esta identidad llegamos a

/Bqﬁ(D—l—mQ—ia)(ﬁ—ng} d*z —

/B¢(D+m2—i8)¢+¢(m+m2—i€)¢o
%% (O+m? —ie) ¢o — 6] — doJ | d'z. (3.15)

Hacemos la eleccién de que ¢q satisfaga

(O4m® —ie) ¢o(x) = J(z), (3.16)
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donde su solucion es

¢ = — /AF(:U —y)J(y)d'y, (3.17)
el objeto Ap(x — y) es el llamado propagador de Feynman, que obedece
(O+m® —ic) Ap(z) = —6*(z). (3.18)
Es entonces que llegamos a
1 1
/ [Egb (O4+m®—ig) ¢ — §¢0J} dz. (3.19)

Que al colocarle (3.17)), se obtiene
1 1
5 /qb (O+m® —ie) pd'z + 5 / J(2)Ap(z —y)J(y) d*z dYy. (3.20)

Esta cantidad esté dentro del exponencial del funcional Z, es asi que finalmente nuestro
funcional Zy[J], con el cambio de d*x — dz queda como

ZolJ] = exp [—5 [ 180 =) ) dy] 9

/D¢exp [—%/¢(D+m2 —ie)cbdx} (3.21)

El término que se desempena sobre ¢ de hecho es un ntimero [13], al que llamaremos
N, es asi que llegamos al conocido funcional

ZolJ] = N exp {—% / J(@)Ap(w — ) (y) dz dy} | (3.22)

Como estamos interesados en las transiciones de amplitud normalizadas, el valor de N
es irrelevante.

Ahora, el propagador de Feynman (3.18)), en su representacion de Fourier, es

1 e—ilm
A = R 3.23

Asi que, nuestro funcional Zj, estd normalizado como Zy[J = 0] = 1, esto lo podemos
ver claramente desde la ecuacién (3.2)). Gracias a esta condicién podemos escribir

ZolJ] = exp [—% / J(@)Ap(z — y)J(y) dzdy| . (3.24)
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Para este funcional, su generador de funciones es

1 5" Zo[J]

e = — . 2
@) = S T 5T . (3:25)
Esta ecuacion es equivalente a
0" Zo[J] .
=" (0| T . 2
5J($1)7 o ,5J(Q§'n) o G <O| (¢<w1)’ 7¢(:En) |0> (3 6)
Para obtener, finalmente
T(x1, .. xn) = (0| T (¢(21), ..., ¢(x,)|0). (3.27)

Esta cantidad, es el valor de expectacién para el operador de ordenamiento, T', del
producto de los campos escalares, y es llamada la Funcion de Green de n-puntos. Con
esto en mente, haremos la funcién de dos puntos, la cual es

52 Zo[J]

6J(x)0J(y) (3:28)

(2, y) =

J=0

En nuestra ecuacién (3.24) las primeras dos derivadas nos dan

- % — iAp( — y)exp (; / JAFJ)

+ / Ap(e — 21)J () day / Ap(y — 21)J (1) day exp <; / JAFJ) © (3.29)

Ahora evaluamos en J = 0, obteniendo una funciéon de Green

T(z,y) = iAp(z —y). (3.30)

Las funciones de n-puntos siempre son cero para n impares |12}|15]/16].

3.2. Término de interaccién

Regresamos a nuestra Lagrangiana original, (3.1]), que recordamos es

A

1 1
— w242

¢'. (3.31)
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Podemos separar esta Lagrangiana en un término de campo libre, £y y un término
interactivo Liy, asi

L=Ly+ Lint (3.32)
donde
1 1 5.5
Ly = 5 quau(b - §m ¢, (3-33)
A
Lint = _I¢4' (3.34)

De nuestra ecuacion , si la normalizamos, vemos que podemos escribir el funcional

Z[J] como

[ Dy exp (2'5 +if J¢d$)
f D ¢€i5’

Z1J] = (3.35)

donde S = [ Ldz. Si tomamos Lo, tendriamos en Lagrangiano de campo libre y llega-
riamos a un resultado igual al de la seccién anterior. Después de un desarrollo similar
al que hicimos para el campo libre llegamos a que nuestro funcional es [8,|12H16]

Z1J] = N exp [2 / Lo (1 : J(Z )) dx] ZolJ]. (3.36)

donde notamos que esta apropiadamente renormalizada. Este funcional, luce explicita-
mente

exp [ [ Lint (% J‘S(Z > dz] exp [—% [ J(2)Ap(z — y)J(y) dz dy]

Z|J] =
{exp [ [ Ling <25J(z > dz] exp [—% [ J(2)Ap(z —y)J(y) dz dy] }’

3.37)

Ahora, la Unica manera de tratar el término exp(z' J Eint), es expandir en serie de
potencias el exponencial, con respecto a la constante A. Al quedarnos con el primer
orden, obtenemos

[1 _ %/ (%5Jiz))4dz+(’)()\2)

El término primero de la expansion, es decir, el uno, nos da el resultado obtenido por

exp {—% / J(@)Ap(z — y)J(y) da dy] (3.39)
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el campo libre. Para el segundo término realizamos las cuatro integrales, dando
L0 ) e[ -L [ a@ace - nawand
i6J(2) Py PI2PE Y)Y AR Y
2 4
- { — 3[Ap(0)]> + 6iAx(0) {/ Ap(z —x)J(x) dx} + {/ Ap(z —x)J(x) dx} }

X exp {—% / J(@)Ap(z — ) (y) dz dy}  (3.39)

Para acostumbrarnos a los diagramas, podemos expresar la anterior expresiéon mediante
diagramas. Para esto, dejamos que el propagador de particula libre se vea como

X Y = Ap(z —1y)

Entonces, si contamos con Ap(z — ) = Ap(0), esta representado por un loop cerrado,

o ()= Ax(0).

Con estos diagramas podemos escribir nuestra ecuacion ([3.39) de forma esquemaética
de la siguiente manera

() oo (-2 7w)
:{_3©©+6i: E () E :+X} X exp (—%/JAFJ) (3.40)

Ahora es maés sencillo analizar nuestro resultado. El mas simple de todos es el ultimo
término, la union de las cuatro lineas, y esto claramente es consecuencia de trabajar
una teorfa con ¢*. Lo que realmente es interesante son los coeficientes 3, 6 y 1. Estos
factores aparecen por las consideraciones de la simetria. La base de esto es el ultimo
término, “la cruz”; por ejemplo, el primer término, contiene un tres, dado que es la
unién de dos pares de lineas, del dltimo término, y existen tres maneras diferentes de
hacerlo. Mientras que, el segundo término es la uniéon de un par de lineas, del tercer
término, y existen seis maneras diferentes de hacerlo. Estos coeficientes numéricos son
conocidos como factores de simetria.
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El denominador de ([3.37) nos pide colocar J = 0, por lo tanto, al colocar J = 0 en
(3.39) y consecuentemente en (|3.40)), obtenemos

exp {z / Emt} exp {—% / JAFJ} - —% (—3 QQ) dz.  (3.41)

Colocamos ([3.40)) en el numerador y (3.41]) en el denominador. Ahora, el denominador
lo aproximamos con la expansién del teorema binomial, y nos quedamos a orden .
Para finalmente llegar a

200 = 1—%/ i () 5:+X dz exp{—%/JAFJ}. (3.42)

3.2.1. Funcién de dos puntos.

Para nuestra funcién de 2-puntos tenemos la definicién

52 Z]J]

85J (22)0. (1) (3.43)

T(x1,29) = —

J=0

El funcional, Z[J], que se introduce a la ecuacién anterior es ([3.42). El primer término
del corchete nos da el propagador libre. El tercer término no proporciona informaciéon
porque contiene cuatro J, asi que lo podemos descartar. El iinico término que contribuye
es el relacionado al factor de simetria 6. Este término es

% x 6A5(0) { / Ap(z —x)J () dxrexp {—% / JAFJ] : (3.44)

Al aplicar las dos derivadas correspondientes, llegamos a la funciéon de Green

(21, 72) = iAp(z1 — 79) — %AF(O) /dz Ap(z — 2)Ap(z — ) + O, (3.45)

De forma esquematica el resultado es

7(21,29) = § ————— — A L + O(\?). (3.46)

2

Esta ecuacién representa el efecto de la interaccién sobre el propagador de particula
libre. El propagador de Feynman, recordamos es

1 e_ik"'(x—y) 4
Ap(zr—y) = (27?)4/k;2—m2+z’5d k. (3.47)
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Por lo que nuestra funciéon de dos puntos explicitamente se escribe como

; / o~ (1 —22) {1+M1 d'p.

7(@1,72) = (2m)t ) p?—m? +ie p2 —m? +ie

Formalmente podemos escribir los corchetes como

{1_ LiIAAR(0) }1

p? —m?2 +ie

Asi tenemos

i e~ (z1—x2) 4
X1, To) = : : .
(1,2 (2m)4 /p2 —m? — 2iAAR(0) + ie b
definimos
1
om? = 5z’AAF(o),
con esto, el polo para p? es
m? 4 om? = mf,

donde ubicamos a m? como la masa renormalizada o masa fisica.

3.2.2. Funcién de cuatro puntos.

La funcién de 4-puntos se define como

5 Z|J]
0 (1) (22)0.J (23)0 (24) | ;g

T(xla Xo, T3, x4) —

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

de nuevo, Z[J] estd dado por (3.42). El término correspondiente al uno, nos da como

resultado

— [AF(Il — ZEQ)AF<J]3 — I4> + AF(ZLj - J]g)AF(IQ — ZE4)
+ Ap(x; — 24)Ap(zy — 23)] = =3 (

(3.54)

El siguiente término corresponde al mostrado en la ecuacién ([3.44)), que al derivarlo,
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las cuatro veces correspondientes, y tomar J = 0, nos da un resultado
—iA
—AF(O) /dz [Ap(z — x1)Ap(z — 29) Ap(x3 — 24)]
+ /dz [Ap(z —21)Ap(z — 23)Ap(xy — 24) + Ap(2 — 21)Ap(z — 24) Ap(xg — 3)]

+ /dZ [AF(Z — JIQ)AF(Z — l’g)AF(ZL‘l — .174) + AF(Z — JZQ)AF(Z — CC4)AF(ZL‘1 — ZEg)]

+ /dz Ap(z —23)Ap(z — 24)Ap(z) — x9)] = —30A L . (3.55)

Aqui debemos mencionar que tenemos seis términos similares, cada término contribuye
dos veces, asi que el factor de simetria del diagrama es 12.
Finalmente tenemos el término correspondiente a “la cruz”, que a orden A es

{ / Ap(z — 2)J(x) dxrexp [—% / JAFJ] | (3.56)

Ahora lo derivamos cuatro veces y evaluando en J = 0, el resultado es
— z')\/AF(xl — 2)Ap(xe — 2)Ap(x3 — 2)Ap(zy — 2)dz = —iA [><1 . (3.57)

Uniendo nuestros resultados, obtenemos que nuestra ecuacién de cuatro puntos, a or-
den A es

T(CCl, XTo, T3, x4) — _3 (

3.3. Analisis dimensional.

Detectamos nuestras divergencias, primero a orden A, en el término
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Para un orden \? se presenta una divergencia del siguiente tipo

_>)\2/ d4q1 d4(]2 (1+qz—p1—p2)
2 2 _ 2
(4 —m?) (g3 —m?)

2 dq 1
=\ / (271')8 (q2 i mg) [(pl +p2 . q)Q - mQ] . (36())

donde ¢; (i = 1,2) son lo momentos en las lineas internas del loop. En el tltimo
diagrama contamos con cuatro potencias de momento en el numerador y cuatro en el
denominador, asi que contamos con una divergencia de tipo logaritmica.

En las dos cantidades anteriores se uso el teorema de Wick para poder escribirlos sin
el término ze |8|13L|16].

3.3.1. Grado de divergencia.

., Como saber el grado de divergencia de un diagrama? Para poder responder esta cues-
tion analizamos cada uno de los anteriores diagramas divergentes [17]. El primero, el
denominador nos presenta una proporcionalidad de tipo ¢?, y cada vértice nos da una
potencia a la cuarta de ¢ y el nimero de momentos libres nos los da el loop. Entonces,
con este pequeno andalisis, podemos decir que para un diagrama con n vértices, E lineas
externas, I lineas internas y L loops, agregando una cantidad nueva, d, que representa
la dimension; con todo esto, el grado superficial de divergencia, D, es

D =dL —2I. (3.61)

Podemos comprobar con los diagramas. Ahora buscamos expresar D en términos de F
y n. Para esto, en las lineas internas I, tenemos una relaciéon de conservaciéon tal que
n — 1 momentos se conservan, asi el nimero de momentos libres es I — n + 1, por lo
tanto

L=I—-n+1. (3.62)

Ahora, hacemos conteo de las piernas del diagrama, las lineas internas cuentan por dos,
ya que unen a las patas externas, entonces tenemos un nimero de piernas tal que

dn = E+2I (3.63)
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En base a esto podemos escribir, para el caso de ¢*

D—d—<§—1)E+n(d—4). (3.64)

Para nuestro caso, es decir, d = 4, obtenemos

D=4-F. (3.65)
Cuando tenemos una teoria con ¢", llegamos a

D:d—<g—1>E+n[g(d—2)—d, (3.66)

que para el caso en que tenemos d = 4, se convierte en

D=4—FE+n(r—4). (3.67)
El grado superficial de divergencia, lleva esta nombre porque realmente no nos da con
exactitud todo el contenido de las divergencias, sino sélo un pequeiio vistazo, ya que
pueden haber subgraficos que contengan divergencias, es por esto que para tener total

certeza de todas las divergencias, la cantidad D se debe sumar con las divergencias de
subdiagramas.

3.3.2. Analisis dimensional.

Suponemos que tenemos una accion del siguiente tipo
S = /dd:cﬁ (3.68)

como es sabido, la accién no tiene dimensién algunaﬂ, es por esto que las dimensiones
de nuestra Lagrangiana, ya sea en dimensiones de longitud, L o de momento, A, son

L] = L7 = A (3.69)

Ahora bien, del término cinético, 9,00"¢, dado de la parcial tiene dimensiones de la
forma [9,] = L', contamos con

6] = L'~ = A1, (3.70)

L Accién tiene la dimension de la constante de Planck A, entonces en el sistema de unidades, donde

h # 1, la accién tiene la dimensién de h.
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Por otra parte, la interaccion se da de manera g¢", donde g es la constante de acopla-
miento, y tiene dimensiones [g] = L=(= A?), con ello

—6+r<1—g):—d—>5:d+r—%d, (3.71)

por ejemplo, si tomamos nuestro caso g¢?, se obtiene
gpt 0 =4—d. (3.72)

Si combinamos con la cantidad D encontrada en la parte anterior de la seccién:
d
D:d—(§—1)E—n5. (3.73)

Una teoria es renormalizable cuando § > 0 [13].

3.4. Regularizacién dimensional

Para regular de manera dimensional, primero recordamos nuestro Lagrangiano, en cua-

tro dimensiones . ) \

_ - pgy g2 A

£=30u00% = 5" =

Aqui podemos notar que A no cuenta con dimensién alguna, ya que el término ¢* nos

da las dimensiones correspondientes. Pero, si cambiamos nuestras dimensiones a una

dimensién d, es decir 4 — d, a \ se le debe agregar un regulador de la forma p*~¢, para

tener un conteo de dimensiones adecuado. Este regulador p es un parametro arbitrario
de masa. Con ello, podemos llegar a una Lagrangiana tal que

1 m2 ,u4fd)\
== L R R
£ 2“¢a¢ 2¢ 4]

¢". (3.74)

9", (3.75)

Para un orden en A, contamos con una divergencia como

1 dy 1
_O . —,f—dA/ U (3.76)

2 (2m)d p? —m?

El factor 1/2 aparece como un factor de simetria (ademds estamos trabajando en un
espacio de Minkowski de dimensién d). Usaremos la solucién de una integral de la
siguiente forma |13]

d I'(a—4 1
R s (3.77)
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donde I' es la funcion Gamma de Euler. Para nuestro caso a = 1 y ¢ = 0, entonces el
resultado es ;
r{-5)

/2 .
(—1) /2 ig?/? 1—d/2’

3.78
[—q* — m?] (7%)

en conjunto con los prefactores, la divergencia es

iN o, [(Amp? 2-df2 d

Es importante recordar que la funcion I' tiene polos en cero y en ntmeros enteros
negativos, por lo que cuando tomamos d — 4, tenemos un polo simple. Usamos la
expansion de la funcién I' [§], como

—-1)" |1
'(—n+e¢) = ( n') [g +Uy(n+1)+ (9(5)] : (3.80)
donde ] ]
\Dl(n+1):1+§+---+ﬁ—’y, (3.81)
donde v = —W¥; = 0,577... es la constante de Euler-Mascheroni. Para nuestro caso
€ =4 —d, por lo tanto
d € 2
r(i-2)=r(C-1)=-=-1 . 82
( 2) 5 5 +v4+ O(¢) (3.82)

Expandimos (3.79)) alrededor de d =4 (con el uso de a® =1+ ¢lna+...), dando

iAxm? {_§_1+7+@(5)} [1+gln <47Tu2)] —

322 —m?2

2

ixm?  iAm? A7y iam?
1— In O(e) = FINITO. (3.83
167725+327r2[ L ( 2 )| +OE) = g * (3:83)
En la dltima linea, el segundo término se escribe que es finito porque cuando tomemos
e — 0 no diverge, ademéas no tiene dependencia en e, pero por otro lado, si tiene una
dependencia en u. Es asi que hemos aislado la parte divergente del loop a orden .

Ahora regularizamos a orden A\?. Contamos con

p

Lo/ oya-d d’p 1
7t ) / (@m)? (p2 —m?) [(p — q)° = m?] 350
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donde los momentos dentro del loop son p y p — q. Para seguir con la soluciéon de la
integral usamos el “truco” de la integral de Feynman

1 ! dz
ab /0 laz 4+ b(1 — 2)]*’ (383)

por lo que el integrando queda como

dz

/ 1 N (3.86)
o [(PP—m?)z+((p—q?—m?)(1-2z)]

Usamos el cambio de variable p’ = p — q(1 — z), por lo que cambia d%p — d¥’ y
finalmente cambiamos p’ — p, encontrando

1 —a (! d¢ 1
Ly (u2) = / d / P . (3.87)
2 0 2m)? [p2 —m? + ¢22(1 - 2)]
Es momento de usar (3.77)), llegando a un resultado
iIN o 2-d)2 d\ [* Pz(1— 2) —m2]Y*?
— r2-—- d . 3.88
32m? () 2 /0 : A2 (3:88)

De nuevo usamos € = 4 — d, quedando la funcién gamma

r (g) - % — o+ O). (3.89)

Es asi que llegamos a un resultado

-)\2 € ')\2 € 1 2 1— _ 2
SN {7+/ dzIn {q 21 =2) m]} (3.90)
0

16m2e 3272 A7

donde usamos la expansién de a°. Usando la variable de Mandelstam s = ¢ = (p1+p1)?,
podemos definir la funcién

F(s,m, 1) = /01 dzIn {Sz(l ;:;2_ ”ﬂ . (3.91)

Por lo tanto, finalmente llegamos al resultado

i)\2M€ B i)\2,U€
1672 3272

->\2 €
[y + F(s,m, )] = 167:;5 + FINITO. (3.92)
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Una vez mas, hemos aislado la parte divergente causada cuando se toma ¢ — 0.

Es asi que hemos regularizado las funciones de 2-puntos y de 4-puntos de nuestra teoria.
Ya que hemos regularizado, podemos hablar de la auto-energia, II, como en el capitulo
de renormalizaciéon. Ahora, nuestra funcién de Green, 7, la renombraremos como

T (21, 1) = G (2., 2,). (3.93)

Los tinicos diagramas que nos interesan son los conectados (irreducibles), ya que son los
tnicos que aportan para cantidades fisicas, como la dispersion [17] |8] [13]. Por lo tanto,
son los que buscamos que se encuentren en nuestra funcion de Green, y denotaremos
nuestra funciéon de Green para diagramas conectados como G... Para el caso de la funcion
de dos puntos, contamos con

(2)(p)) — !
G (p) = = Ti(p)’ (3.94)

como en (|1.37)), el propagador de campo libre, relacionado a la auto-energia. Definimos
un objeto, llamado funcién vértice de 2-puntos, I'*(p), tal que

G (p)r? (p) = i. (3.95)

[

Para que esto sea cierto, entonces

I®(p) = p* = m* = T(p). (3.96)

Para nuestra teoria de interaccién, nuestro término de auto-energia es

2

== 1967:28 + FINITO. (3.97)

Por lo que nuestra funcién vértice de 2-puntos es

= S a8 sy

esta cantidad diverge cuando € — 0.

Ahora buscamos la funcién vértice para 4-puntos, en el espacio de momentos,
I (py,...,ps). Para esto tomamos nuestra funcién de Green de 4-puntos, en el es-
pacio de momentos. Ademas, recordamos que las variables de Mandelstam son

s = (p1 +p2)?, t=(p1 —ps) u=(p; —ps)*. (3.99)
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Con ellas, podemos formar nuestra funcién vértice de 4-puntos completa, como

JINZus N E

@ (p,) = —i\ys —
e T e e

3y + F(s,m,p) + F(t,m,u) + F(u,m, u)]

3\
— i (1—
e ( 1672e

que de nuevo diverge cuando tomamos € — 0.

) + FINITO, (3.100)

3.5. Renormalizacién de la teoria \¢*.

Contamos con las funciones I'® y I'® | que son (3.83)) y (3.100])

ixm?  iAm? Ay
T {1 —7+n (_ 2)} , (3.101)
, BiN2uE N
IO = i 4 St I (3 4 P(sim, i) + F(tm, ) + Flu,my )] . (3.102)

1672 3272

Lo que buscamos es que estas funciones sean finitas, y para la funcién de dos puntos
que se cumpla
I'®=p*—m?2, (3.103)

donde my,;, representa un nuevo parametro que es finito y es la masa fisica medible. Por
lo tanto, remplazamos el parametro bare, por esa cantidad, como se muestra

2

m-=my +-———=m |1+ -—=1, 3.104
ph e ( 167r25> ( )

donde hemos hecho la sustitucion m — myy, y es valido dado que el error que corres-

ponda a este cambio estd en el orden \?. Elegimos que nuestra masa renormalizada,

Myph, esté definida como

m2, = —I'?(0). (3.105)

p

donde claramente hemos elegido el punto donde p = 0, este tipo de eleccion fue intro-
ducida por Bogoliubov y Parasiuk, ademés de Hepp, conocida como renormalizacién
BPH, por las iniciales de los autores [8,/18,[19].

En el caso de la funcién de 4-puntos, escribimos

N2 [6

— =3y = F(s,m,p) — F(t,m,p) — F(u,m, )| . (3.106)

T — N\ —
! H 3002 |2
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El pardmetro que sustituye a A, es la constante de acoplamiento fisica A, siendo la
nueva constante de renormalizacién, definida como

A2 [6
Aot = M — 3;2 {g — 3y — 3F(0,m, u)} . (3.107)

Reorganizamos esta expresién, y después de sustituir A\,, — Ay my,, — m (siendo
valido por la misma razén que anteriormente mencionamos) podemos escribir
3 )\2 Iu—2e 2
_ —€ ph
A= )\phu + W |:g - — F(O,mph, u)} , (3108)
siendo A\, mientras que )y, es finita. La constante de acoplamiento A, es la que sustituye
a nuestra constante A en la teorfa \¢*. Finalmente podemos escribir nuestra funcién

vértice de 4-puntos, con Ay, como

. Apph e
ZF(4)(pZ> = )\ph + ggﬂ'z [F(S) mphu M) + F(t7 mplw :u) + F(U, mplw :u) - F(07 mph) M)] .
(3.109)
Como mencionamos, elegimos el punto p; = 0, donde se cumple
iT@ (p; = 0) = A\ (3.110)

De esta expresiéon notamos que I'® debe ser independiente de 1 v es lo que buscamos
en el grupo de renormalizacion.

Retomando la funcién 2-puntos, notamos que ain es divergente, entonces establecemos
. , . 2
una funcién vértice que esté renormalizada, F§ ), donde se define como

Fl(?) = Z¢(/\pha mph, ,U/)P(Z)(Aph, mph, ,U,), (3111)

siendo Z, la cantidad que renormaliza. Esta cantidad es divergente, y viene de la

cantidad Z;/ 2 que normaliza a nuestro campo escalar ¢. Z, se expande por la constante
de acoplamiento renormalizable de la siguiente manera

Zy =14+ My +XpZo+ - =14+ XMy Zo+ ... (3.112)

Donde no existe contribucion a primer orden, ya que sélo tenemos contribucién para la
auto-energia. Con la suposicién de que en el punto p? = 0, se cumple
9 re

o = 1. (3.113)

p?=0
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Para la masa, la renormalizacion esta escrita como

m; = Zym?, (3.114)

siendo que las divergencias de Z; y mﬁh se cancelan entre si. Andlogamente, podemos
hacer esto para la funcion de 4-puntos

Y = Z¢2>(/\phamphvﬂ)r(4)(/\l7h=mphv“)' (3'115)

r

Ahora podemos renormalizar la constante de acoplamiento, de la siguiente forma
iTW (p; = 0) = gr = Z3\ph- (3.116)

Podemos reconocer, entonces, a Ay, = Ap®. Podemos analizar que para funciones vértice
de n-puntos tenemos

L™ (9, Ae, iy, 1) = Z$/2(/\u€)F(”)(pi, A,m) (3.117)

D) (i, A, m) = Z; "2 ()T (pi, Ay e, o). (3.118)

Entonces contamos con las cantidades renormalizadas. Ahora toca conocer los contra-
términos, para establecer reglas de Feynman y sus diagramas

3.5.1. Contratérminos.

Para la masa y el primer orden de A, contamos con las ecuaciones (3.83) y (3.104)), es
decir, para la divergencia (cuando £ — 0)

. 2
& NI BINTTO, (3.119)

" 1672

nos da una relacién de la masa bare con la masa fisica como

2
o o, MIA A
m° = my, + Tore = (1 + 167r25> . (3.120)

Para que se corrija la divergencia, debemos agregar un término al Lagrangiano para
que cancele ésta. Dicho término corresponde a

1 Am?

B _5m2
21672

0Ly = 5

P = ®*. (3.121)
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Agregando este tltimo como una interaccién, podemos darle una regla de Feynman
correspondiente, como

= — = —idom>. 3.122
1672 om ( )

Conocido como counter-term (contratémino, en espanol). En secuencia, entonces, nues-
tro propagador completo se compone de la siguiente manera

[]1=[ O ++]_1 (3.123)

Explicitamente, estos términos se pueden escribir como

) 1 [p*P=m? ixm?1 ixm?1
r®p) =i[Gep)] =i {p i ( T6n2e © FINITO) T E} —pom
(3.124)

donde, en la tultima igualdad, se ha ignorado el término FINITO. Ahora, hacemos un
tratamiento similar para la funcién de 4-puntos. Para el orden \? tenemos los términos
de un diagrama efectivo

= v + Y + 2 cruzados. (3.125)

Para tratar este término que diverge usamos un contratérmino
13Npsl , B\

6Ly = — —¢t = 4 3.126
27411672 ¢ P (3.126)
La regla de Feynman para este contratérmino es
RN S | (3.127)
ol 1672 ¢ '

— v + \R/ +  2cruzados + W

— —i\€ + FINITO.  (3.128)

48



Regresamos a la funcién I'®)| pero esta vez a dos loops, esto con el fin de encontrar la
correccién para I'™ | es decir, el factor Z;. Esto seria equivalente a un contratérmino

0L3 = ( 0,0)° (3.129)

donde 1 + A = Z,. Las funciones de Green que son finitas se consiguen agregando,
a nuestro Lagrangiano original, £, los contratérminos Lop. Vemos cada uno de los
Lagrangianos:

1 m? AE
=5 (0u0)" — —¢2 - T&’ (3.130)
A (5m2 B\uf

Lor =3 (0,0)° — 5 ¢* — 0 ¢ (3.131)

El Lagrangiano total, es la suma de los dos anteriores, es llamado Lagrangiano bare,
Lp [13]. Se escribe como

Lp=L+Lcr = <#) (0,0)° — (M) ¢* — (1+ B)%qﬁ‘*. (3.132)

Notamos que esto es equivalente a multiplicar ¢, m y A por un factor de renormalizacion,
respectivamente, Z. Este factor esta definido por las cantidades bare:

Op = \/Zyp = Zy =1+ A, (3.133)
mp = Zymm — 72, = %, (3.134)
A = U\ — 2\ = ﬁ (3.135)
Definidas estas cantidades, nuestro Lagrangiano bare llega a ser
Lo = 5 (0,00)" — gmydh — 2oh. (3.136)

4

Es importante mencionar que el campo escalar, ¢g, de esta explicaciéon no es el mismo
que el de la teoria ABC'. El subindice B, de esta secciéon no representa una cantidad
bare.
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3.6. Grupo de renormalizacién.

La funcién vértice de n-puntos, nos define lo que se conoce como 1PI, lo que significa
diagramas irreducibles de una particula (one-particle irreducible diagrams). Si recorda-

mos, nuestra funcién 1P renormalizada, an), tiene una dependencia en u, esto dado
a que Z4 depende de este regulador. Por otra parte, la funcién no renormalizada, e,
no contiene esta dependencia, es decir, es independiente de pu, por lo tanto tiene una
invarianza bajo transformaciones de tipo

pw— e (3.137)

Estas transformaciones son las que forman el grupo de renormalizacion. Por la indepen-
dencia de la funcién 1PI no renormalizada, podemos introducir un operador diferencial,
que sea adimensional, ud/du, que satisface

0

1™ =, 3.138
“on (3.138)

Retomamos (3.118)) para aplicar el operador diferencial

0

0 [,-
— [T (p. = — 2B (s =
,Ua,u [F (pza )‘: m)] Mau [qu ()‘:u )Fr (pz: >\r> My, ,u)] Oa (3139)

recordamos que tanto \;, como m, tienen dependencia sobre u. Al aplicar el diferencial
llegamos a una relacion

0
—TL,U,@IH\/Z¢+/VL@ +,uau o + o5 O (3.140)

r

Por simplicidad haremos los cambios A\, — A\, m, — m y an) — I'™ con el entendi-

miento de que seguiremos hablando de cantidades renormalizadas. Mirando la expresion
anterior, podemos definir

v(A) = M% In\/Zy, (3.141)
BO) = (3.142)
() = (3.143)



donde podemos reconocer la funcién S (3.142)) con la relacién (2.44)). Podemos reescribir,
entonces, la relacion (3.140f) como

0 0

0
—ny(A) + o BN 55 +mm(A) 5~

rm —o. 144
B 0 (3.144)

Estas son las ecuaciones del grupo de renormalizacion (RGE, por sus siglas en inglés,
renormalization group equations). La llamadas RGE, nos hablan de la invarianza de
'™ bajo un cambio del pardmetro de regularizacién p. Ademas, la expresion ([3.144]),
es conocida como al ecuacién de Callan-Symanzik [8120].

Es momento de hacer la invarianza pero para un cambio de escala. Para realizar esto
anadimos el parametro que mide la escala ¢; y hacemos los cambios p — tp, m — tm y
p — tp, de las dimensiones, D [9], para nuestra funcién 1PI

d n
D—d+n<1—§>_4—n+€<§—1>, (3.145)

donde usamos d = 4 — . Esto modifica nuestra funcién de la manera

t°p;
T (tpi, A\, m, p) = tPTW (p, N, t 7 m, t7 ) = uPF ()\, pz) : (3.146)
myu

Por lo tanto llegamos a

0 0 0
_ —_ - _ ™ — o 14
(t " +m — + p D) 0 (3.147)

Eliminamos p(0I'/0u) al usar (3.144)) y (3.147)), dejando

0 0 0
—t— - — —1)—=— (n) —
t@t + 58)\ ny(A) +m (v (A) — 1) . + D} '™ (tp, \,m, p) = 0. (3.148)

Esta ecuacién expresa directamente el efecto que sufre I'™ por el pardmetro de escala
del momento por el factor ¢. Los factores /5 y 7 son llamados dimensiones anomalas |13].

Ahora, buscamos la solucion para ecuacion (3.148]). Hay que decir que en esta ecuacién
el cambio de t se compensa con m y con A, ademas de por un factor general. Por lo que
debe de haber funciones A(t), m(t) y f(t) tales que

L™ (tp,m, A, ) = fF()TT (p,m(t), A(2), n). (3.149)
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Derivamos, esta tltima expresion, con respecto a t, asi

Comparamos ((3.148)) y (3.150]), podemos ver que

OA(t)
A) =t———= 3.151

sy =130, (3151)
donde A(t) es la llamada constante de acoplamiento running. Si sabemos la funcion
podemos encontrar A(t) y ver que tipo de evolucién tiene cuando t — oco. Definimos la

condicién A(1) = A. Para el coeficiente de la derivada de la masa, tenemos la relacién

0
t 27— (V) — 1] (3.152)
ot
La relacién restante es
LSRN (3.153)
i = Y(A). )

Al integrar esta ultima expresion, se obtiene

F(8) = 12 exp {— /1 t M} | (3.154)

t

Sustituimos, esta tltima expresion, en (3.149)), para tener

Fy(A®))dt

™) (tp, m, A, 1) =t exp [—n/ ;
1

} DO, m() A0, ) (3.155)

donde usamos D = 4 —n + ¢(§ — 1) e hicimos ¢ — 0. Encontrando la solucién para
.

3.6.1. Constante de acoplamiento.

Ahora que contamos con todas las herramientas de RGE, veamos el comportamiento de
la constante de acoplamiento de nuestra teoria A¢*. Ignorando la parte finita, contamos
con

Ap = 20N, (3.156)
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donde
1+ B

Zy=——— 3.157
por lo tanto
A=At |1+ 3\ (3.158)
b= 167% ) '
Usando (|3.142))
o\ 3\2
— =\t c 3.159
o = M gl (3.159)
posteriormente tomamos € — 0, para llegar a
., OA 32
B(A) = ll_r}éua—u =162 > 0. (3.160)

Retomamos (3.151)), y si elegimos s = Int, entonces t0/0t = 0/0s, obtenemos

0

SA(s) = BMs). (3.161)

Solucionamos, entonces, nuestra constante de acoplamiento y vemos la forma en que
evoluciona. Es facil ver de (3.160)

1 —aXoIn(p/ o)’
donde )\ y po son constantes de integraciéon, ademds de que a = 3/167%. Notamos que

esta relaciéon nos habla de que nuestra constante de integracion crece a medida que
aumenta p.

A

(3.162)

53



Capitulo 4

Teoria de interaccion entre dos
campos

Ahora que contamos con la base de la teoria A\¢*, podemos proponer un nuevo Lagran-
giano que presente la interaccién entre dos campos escalares diferentes. El Lagrangiano
que proponemos es

1 1 A 1 1 A A
L= 50u00" b1 — gmid} — ot + 0.0 b — gmids — hos — Toes (41)

Podemos notar, en primera instancia, que ya contamos con la informaciéon para los
términos A¢* para cada campo. Por lo tanto, s6lo nos hace falta calcular y estudiar el
ultimo término. Es decir, nuestro término de interaccion es

A
Line = =7 6163, (42)

4.1. Funcional generador.

Para crear nuestro funcional generador, recordamos la ecuacion (3.37)), pero esta vez
debemos agregar una fuente J para cada campo, por lo tanto,

€xp [Z fﬁim (%%m) dzi] exp [—% f Ji<xi)AFi(xi - yi)Ji(yi) dz; dyi]

{exp [if/:int (% 6J§Z¢)> dzi] exp [—% [ Ji(x) Ap (x; — vi) Jiy;) Ao dy; dxi] }

Z[Jh JZ] =
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donde 7 = 1,2. Como sabemos, no podemos trabajar con el exponencial completo
Y ) Y
perteneciente al término de interaccion, asi que lo expandimos de la siguiente manera

[1 — %/ (1 5Jf(z))2 (%5J2(5<Z,))2dzdz’ + O(Ag)] : (4.4)

Una vez hecho esto, podemos agregar los correspondientes exponenciales. Para las se-
)
gundas derivadas obtenemos el término

{ZAH (0) + [ / Ap (2 — 2)J,(2) dx] 2 }{@AFQ (0) + [ / Ap, (2 — ') Jo(2) dx’] 2 }

X expl...1]exp[...o]. (4.5)

Podemos reconocer cada término por los diagramas que expusimos en el capitulo ante-
rior. Ahora, el denominador nos exige J; = 0, por lo que

[1 _ % / <Z©l> (ZQZ> dzd2' + O(A2)

Finalmente, nuestro generador se expresa como

(4.6)

! (Q ) P} @Q2> P—, }dzdz’] el ]

T O) e
[lm/{z GINVIGING 2 }]

x exp[...q|. (4.7)

Para la segunda igualdad hemos usado el teorema del binomio para expandir el deno-
minador. Las cantidades 1,2, en los diagramas, nos indican a cual particula pertenece
cada elemento. Encontrando el funcional generador estamos preparados para hallar las
funciones de 2-puntos y 4-puntos.

Z[J) = [1

4.2. Funcién de 2-puntos y de 4-puntos.

Para escribir nuestra funcién de 2-puntos, con dos fuentes, la forma general es [16]:

§2Z[Jy, Jo]
(5J1(131)5J2(ZE2) Ji:0.

T(wn,7)) = G (21, 12) = — (4.8)
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De la relacion anterior, podemos notar que tenemos solamente una derivada con res-
pecto a cada J, es decir, tenemos la multiplicacion de las funciones 1-punto de cada
fuente. Sabemos que las funciones de Green impares son ceros [8,|13}/15}/16]. Es asi que
nuestra funcion 2-puntos, en nuestra teoria de interaccion, del término perteneciente a
Az no existe.

Para nuestra funcién 4-puntos contaremos con el producto de dos derivadas para cada
una de nuestras fuentes, por lo tanto, esta funciéon no desaparece. Dicha funcion se
escribe como

AN
61 (21)0J1 (w2)0 To (25)0 5 (24)

(4.9)

T($1,$2,$3,1’4) = G%)(ﬂfl,iﬁz,fl?sam) =

Ji=0

Introducimos nuestro funcional (@ en esta relacién y desarrollamos término a término
las derivadas correspondientes. El primer término, al expander el exponencial, es decir,
el correspondiente al uno, es

AP
B (5J1(£L‘1)5J1 ($2)5J2([E3)6J2(1’4)

= Ap (rg — 21) AR, (x4 — x3). (4.10)

J;=0

Continuando con la derivacién de nuestro funcional, podemos notar que tanto el segundo
término como para el tercer término se requieren procedimientos similares, es asi que
al encontrar uno podemos encontrar el otro. Aplicando las derivadas al primer término
encontramos

524, Jo As e dat |
T S (20)01 (2)0n3)0 o (2a) [ZAF1(O)/ U Anls _x)‘h(x)dm} dz]

X [GXP {—%/Ji(%)ﬁm(% — i) Ji(yi) d; dyiH

SR Y [AFI«J) [dz8m (- >A< - m] C (1)

Analogamente, para el tercer término llegamos al resultado

%AFQ (24 — 3) [AFQ(O) / dz Ap (z — 22) AR (2 — m)] : (4.12)
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Finalmente el cuarto término es

o (171)5222[;](;};](29}[33)5(]2($4) %/ {/ An(z = 2)h(@) dx} |

2

« [ / Ap(+ — @) Jo(2) dx'] dz d2’

9 [exp [—5 [ H@)dn (e~ ) as dyl-H

J1,2=0

= U dz Ap, (2 — 22)Ap (2 — xl)] U A2’ Ap (7 — 24) A, (2 — xg)} . (4.13)

Ahora podemos conjuntar nuestros resultados, para obtener una funciéon de 4-puntos
igual a

Ggé) ('rh X2,T3, ..'L'4) = AFl ($2 - $1)AF2 (1’4 — 1'3)

- %AFI (3 — 21) |:AF1(O) /dz Apy(z = 24) AR (2 — 933)}
_ %AFQ(ZM — z3) {AB(O) /dz Ap (z —29)Ap (2 — 951)]

— X [ / dz Ap (2 — 22)Ap (2 — ;1:1)] { / A2 Ap, (2 — 24)Ap, (2 — xg)} . (4.14)

4.3. Diagramas y reglas de Feynman.

En este apartado, recopilaremos el conjunto de reglas derivadas de nuestras funciones
de Green, las cuales tienen una interpretacién gréfica.

Primeramente, establecemos los diagramas para nuestra anterior cantidad, G§42). El
primer término de son los propagadores de nuestros campo 1 y 2; estos son re-
presentados en la figura [4.1} Cada uno de estos propagadores es similar a la ecuaciéon
. Para el segundo y tercer término, cada uno esta compuesto por un propagador,
ademéds de un término que contiene un loop, causado por la cantidad Ar(0); la inter-
pretacion de estos loops se encuentra en la figura 4.2 Finalmente, el ultimo término
nos da la interaccion representada por la figura [4.3]

Estos diagramas solo son los pertenecientes a la relacién de interaccién (4.2)). Pero
nuestro Lagrangiano (4.1)) también contiene términos de la teoria A¢? que desarrollamos
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Figura 4.1: Propagadores correspondientes de los campos escalares ¢ y ¢, respectiva-
mente.

Figura 4.2: Loops representando el segundo y tercer término de la relacién (4.14)),
respectivamente. Ambos producen correcciones en los propagadores de los campos.

Figura 4.3: Vértice “cruz” producido en la funciéon de Green de la interacciéon de nuestros
dos campos escalares.

en nuestro capitulo anterior. Los diagramas pertenecientes a los dos términos de tipo A¢*
corresponden a la relacion , considerando que cada particula tendra su respectivos
diagramas. En la Figura nos presenta los propagadores de cada campo. Mientras
que los términos resultantes de las relaciones de tipo A¢?* estan en las Figuras y

4.3.1. Reglas de Feynman.

Los diagramas de Feynman tienen una interpretacion para calcular nuestra amplitud
de probabilidad, y asi poder encontrar cantidades fisicas de interés, como es la seccién
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(a) (b)

Figura 4.4: Loops causados por la funcién de 2-puntos y 4-puntos en la teoria A\¢* para
cada campo escalar.

Figura 4.5: Diagramas “cruz” originados por la funcién de 4-puntos en la teorfa Ag*.

eficaz de algin proceso. Es por esto que es de gran ayuda establecer las reglas que
determinan estas cantidades a través de los diagramas. En primera instancia tenemos
a los propagadores de la Figura [4.1]

)
Pl (4.15)

donde el subindice ¢ puede tomar el valor 1 y 2, dependiendo del campo al que se refiera.
Las figuras y nos dan una cantidad similar a (3.59). Para analizarlo debemos

hacer una regularizacién y una renormalizacion, asi que, por el momento, los dejamos
aparte. Finalmente, para los diagramas [£.3]y tenemos

—i),  j=123. (4.16)

En suma, el conjunto de diagramas nos dan las siguientes reglas:
s Existe un factor general ¢ en la amplitud.
» Cada vértice produce un factor —i\;. Donde, dependiendo el tipo de interaccién,

encontraremos que j toma el valor de 1, 2, 3.
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= Para cada linea interna, de una particula de tipo ¢, con cuatro momento ¢, co-
nocido como cuatro momento libre (no tiene que ser estrictamente ¢, puede ser

cualquier letra que etiquete el momento, como k o p), corresponde un propagador
i
?—m2—+ie’

= La conservacion del cuatro momento se cumple en cada vértice.

= Se debe integrar sobre cada cuatro momento interno, dentro de un loop, aplicando
4
la integral [ ((217‘)14.

4.3.2. Diagramas divergentes.

Los lazos, también conocidos como loops, de nuestra teoria aparecen desde el orden A;;
un ejemplo de ello son los mostrados en las figuras y [£.4 Estos cuatro loops tienen
una representacion semejante a la relacion . Desglosemos cada uno de estos. Para
la Figura 4.2 con el efecto de la rotaciéon de Wick y considerando las reglas de Feynman
tenemos

)\3 d4q 1
—_ ) —— 4.1
2 (2m)* 2 — m3’ (4.17)
4
1
A3 [ g (4.18)

2 ) (2m)tq? —mi’

respectivamente para (a) y (b); siendo el factor 1/2 un factor de simetria. Podemos
notar que (a) corresponde a una correccién al propagador de la particula de tipo 2y, a
su vez, (b) es para la particula de tipo 1. En el caso de la figura , contamos con

)\1 d4q 1
2 ) @r)te —m? (4.19)
4
1
A [ dlg 1 (4.20)

2 ) @2m)*¢2 —md’
respectivamente para (a) y (b). Para las figuras y los loops aparecen hasta
un orden )\? (este orden admite combinaciones de tipo AjA3 y A3Aa); estos loops se
presentan en la figura [4.6

4.4. Regularizacion.

Es sabido que nuestras divergencias deben ser renormalizadas. Es por esto que el si-
guiente paso es regularizar cada una de ellas, para posteriormente renormalizar. El
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(e)

Figura 4.6: Las figuras (a) y (c) aparecen por la teorfa A¢* como en la relacién (3.60)).
Mientras las figuras (b), (d), (g) son creados por los vértices con la constante de aco-
plamiento A3. Por otra parte, las figuras (e), (f) son las relacionadas a combinaciones
de las constantes de acoplamiento. Finalmente la figura (h) es un diagrama no 1PI, asi
que no se agrega a las correcciones.

método de regularizaciéon que elegimos es el mismo que usamos en la teoria A\¢?*, la
regularizaciéon dimensional, por lo que debemos agregar un regularizador p. Los prime-
ros términos que regularizamos son los que se encuentran en —. Todos estos
términos son analogos a , cuyo resultado es . Para nuestro propagador de
la particula de tipo 1, las correcciones son dos, pertenecientes a las ecuaciones y
(4.17]), que al regularizar se vuelven, respectivamente

ixm? [ 2 £ 47 p?
_Z_ 1+ 51
3272 [ 5 1+7+O<6)} [ +2 n(—m%

ixm?  iAym? 47 p? iaym?
= 11— 1 O(e) = FINITO. (4.21
1672 | 3202 v I )| 06 = e T (421)
ixgm3 [ 2 € 4 p?
- 2 O0@)| |1+ m (T
3272 [ £ T (6)] [ * T (—m%
iAgm3  idgm3 47 p? iA3m3
= 1-— 1 O(e) = FINITO, (4.22
1672 | 3272 v = )| O = Tt  (422)
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recordando que € = 4 — d. Es asi que podemos ver como aislamos la parte divergente.

Al igual, para las ecuaciones (4.20) y (4.18)),

Z)\Qm%

2 £ 47t
3972 {—g —14+9+ O(e)} {1 + §1n (—m%)}

. 2 . 2 2 ) 2
:Mﬂh+MWbP_7+m<%”)1+m@:“?%+meo (4.23)

1672~ 3272 2 1672e

ixsm? [ 2 £ 47 p?
. 2 1451
3272 { c +7+O(5>] { T3 n(—m’{

>\ 2 )\ 2 4 2 )\ 2
—ZW“+ZW“P—7+m<”“)yHm@:a”m+meq (4.24)

1672 32?2 2 6m2e

Al contar con estas cantidades podemos desarrollar la auto-energia en cada propagador.
Por ejemplo, para el propagador de la particula de tipo 1 contamos con un desarrollo
igual a la figura

1 1 2 2
1 + +
1 1 1 1
1 11 1 2 2 2 2
+ +
1 1 1 1 1 1
1 12 2 2 21 1
+ + +o
1 1 1 1 1 1

Figura 4.7: El desarrollo del propagador de la particula de tipo 1, con las respectivas
auto-energias. Un desarrollo analogo sucede para la particula de tipo 2.

Para la auto-energia de tipo (4.19)), la denominamos como ¥; (tomando el lugar de IT)
y para la que representa a (4.17)) la llamamos como X}. Entonces, cuantitativamente la
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Figura [1.7 se expresa como,

1 1 1 1o 1
Foml T e T T g Y
1 1 1 1 1 1
) ) 3 3
T S S
1 1o 1 1o 1 1

P B et e e

_ (4.25
p?—mi—%; -3 ( )

donde en la igualdad factorizamos el término del propagador y al observar que es una
serie geométrica podemos llegar a este resultado (paso similar a (|1.35))). Analogamente
podemos encontrar que la auto-energia del propagador de la particula de tipo 2 es

1
p*—mi— X — X§’

(4.26)

donde X, representa a (4.20), mientras ¥2 es (4.18)).

Las siguientes cantidades a regularizar son las que se encuentran en la Figura Los
primeros diagramas que analizamos son los (a), (b), (¢) y (d), estos cuatro diagramas son
analogos a (13.84)) cuyo resultado son los primeros dos términos de la primera igualdad

de (3.100). Entonces, nuestros resultados son

3iNI s B I pF

Ton2e  3q2 BV HF (s p) + Ftomu,p) + Flu,mi, )], (4.27)
312255; B Z'?))\j:; 3y + F(s,ma, p) + F(t,maq, p) + F(u,ma, )], (4.28)
31?55; B ?2%:25 3y + F(s,ma, p) + F(t,ma, p) + F(u,ma, )], (4.29)
31?7%; - 292%:26 37 + F(s,ma, p) + F(t,ma, p) + F(u,ma, )], (4.30)

para (a), (c), (b) y (d) (de la Figura [4.6)), respectivamente. Notamos que este resultado
contiene todos los canales s, t v u, ademas de recordar que la funciéon F' esta expresada
en . Podemos notar que apartamos la divergencia, para cada uno, en el primer
término, correspondiente a 1/e que tiende a infinito cuando ¢ — 0. Posteriormente
calculamos los diagramas (e) y (f), esto, escribiendolos explicitamente como lo muestra

la Figura
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Figura 4.8: Estructura explicita de los diagramas (e) y (f), de la figura

Trabajemos el primer diagrama de , el marcado como (a). Para este diagrama tene-
mos una divergencia tal que

1 d¢ 1
—A A3 (/f)a/ pd 5 5 2 5
2 (2m)¢ (k* — m3) [(Pl +p2— k)" — mJ
. ’i)\l/\gua i)\l)\g,ua
~ 167¢ 3272
este diagrama solamente se puede formar por el canal s, ya que debe cumplirse una
simetria como el diagrama de la Figura [4.3] la tinica forma de que esto se cumpla con

una configuracién A\; A3 es como se muestra en nuestra Figura (a). Para el diagrama
distinguido por (b), tenemos un célculo similar, como se muestra enseguida

[v+ F(s,my,p)], (4.31)

1 e dp 1
— A3\ 2 /
2 U)o ) [+ e R ]
_IAdapt iz
167e 3272

igualmente, para este diagrama solo contamos con el canal s, por las misma razén
anteriormente expresada. Finalmente, desarrollamos el diagrama (g) de la Figura es
ciertamente diferente de todos los deméas. Debe de cumplir con la simetria de la figura
[4.3] entonces contamos con los diagramas de la figura 1.9

[v+ F(s,ma,p)], (4.32)

Desarrollemos, primeramente, el diagrama (a) de la figura que toma la forma

A2 (12)° / (ddp ! - (4.33)

2m)* (k2 — m?) [(p1 + p2 — k) — m3]

Debemos hacer un procedimiento parecido al apartado 3.4, donde se usa el truco de
Feynman; después de usarlo podemos llegar a una expresion

9/ one ! d%p 1
X (1) /0 dz/ 2m)d k2 —m2z —mi(1 —2) +s(1 —2)z] (4.34)
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(a) (b)

Figura 4.9: Desglose del diagrama (g) de la figura

ahora usamos ([3.77)), para luego emplear (3.82)), para llegar a

INpE1  aNIpE ! s(1—2z)—m3z—mi(l - 2)
- — dz1 . 4.35
8m2 ¢ 16m2 7+/0 = 4 p? (4.35)

Este procedimiento es igual para (b) de la figura , con el cambio de s — u, puesto
que u = p; — py. Por lo tanto tenemos

INUE L NS ! w(l —2) —m2z —mi(l —z
8;2 o 16";2 |:’Y+/0 dzln( (1-2) 4;u2 2 ))1 (4.36)

Es asi que hemos regularizado cada una de las divergencias a un loop.

4.5. Renormalizacion.

Regularizadas nuestras divergencias el siguiente paso es renormalizar nuestra teoria.
Para esto recordamos nuestro Lagrangiano bare, el cual relaciona nuestro Lagrangiano
no renormalizado con el Lagrangiano de contratérminos, es

Lg=L+Lcr, (437)

donde L esta dado por (4.1]). Para escribir a Lo tomamos como base a (3.131)), y

proponemos que sea

A
Lor =5 (Ou01)"~

2
oms3

2

2
omJ

2

2 Bl)\llvba

B )\
2 2 2/"L

B)\NE
4 313

03— 0%

(4.38)

A
(bzll"’?Q (au¢2)2_
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Entonces, en conjunto, contamos con

1+ A 2_|_5 2 A1 11E
Lo= £+ Lor = (252 ) @0 - LG - (14 ) 2o
1+A m3 + dmj3 Aopuf A3 p®
#(F52) @ - T - 1 ) 2200 (14 02 204
(4.39)

Ahora proponemos cada término de renormalizacién como en las relaciones (3.133])-

(13.135)). Por lo tanto

OB, =/ Zp b1 — Zy, = 1+ Ay, (4.40)
mp, = Zmymi — 2y, = %, (4.41)
A, = WA — 2y, = %, (4.42)
OBy = \/Zpy 2 — Zyy = 1+ Ay, (4.43)
mp, = Zm,Ma — Zp,, = %, (4.44)
o = 120N —> 7y, = %, (4.45)
Ao = 12N = Doy = 1}13 ﬁ L Y (4.46)
Al introducir estas relaciones en Lg, obtenemos finalmente
Lo = 50,0m 05, — 5,03, — 204,
+ %%Bﬁ%m - %ma&& - % By ~ ATB By Oy (447)

siendo nuestro Lagrangiano renormalizado. Ahora somos capaces de identificar cada
contratérmino que corrige nuestras divergencias.

4.6. Contratérminos.

Ahora que contamos con un establecimiento de un Lagrangiano renormalizado, Lg, e
identificado los contratérminos, Lo que eliminan las divergencias que se presentan en
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L, somos capaces de establecer, de forma correcta, los contratérminos, en conjunto con
sus diagramas. Partimos con el vértice de tipo A;. Para este vértice proponemos un
contratérmino como en la Figura [4.10] Los términos relacionados a un vértice A; son

(4.16]), con j = 1, junto con (4.27)) y (4.29), dejando a un lado la parte finita (ademds
de los factores i) y s6lo queddndonos con la parte divergente, contamos con

BATuE | 3MNu°

3 A2
s = \pf |1 M+ 2 4.48
e 16m2¢e * 1672 tH [ * 16m2¢e ( ' )\1)} (4.48)

Figura 4.10: Contratérmino para el vértice con A;.

Con un procedimiento semejante para el vértice A\, proponemos el diagrama contra-
término como se muestra en la figura [4.11; a su vez, las cantidades relacionadas a este

vértice son las que se encuentran en (4.16) con 7 = 2, més (4.28)) y (4.30]), por lo tanto

BASKE | BN

3 A2
Ao ptf =Aopf |1+ — [N+ 2. 4.49
R T T { T Tom2e ( 2 AQH (4.49)

Figura 4.11: Contratérmino para el vértice con A,.

Para la correccion del vértice A3 planteamos el diagrama de la figura [4.12} El conjunto
de cantidades relacionadas al vértice A3 son (4.16)), donde 7 = 3, ademas de (4.31)),

(4.32) v (4.36]), dejando aparte la parte finita, tenemos

/\1/\3,1[E /\3)\2,&E )\%/LE B

gt |14
1672 | 1672 « sree 1672

AspS + (A1 + A2+ 2X3)] . (4.50)
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Figura 4.12: Contratérmino para el vértice con As.

Cada uno de los contratérminos, mostrados en las figuras [4.10] [£.11] y .12 deben
corregir las partes divergentes de las relaciones (4.48)), (4.49) y (4.50), por tanto, estos
contratérminos, aparecen en el Lagrangiano Lo, como

L st B = (A a 4.51
—511/1%—) L= Tore 1+)\—1 ) (4.51)
_EBQ)\Q/L (b2 — By = m <)\2 + /\—2 X (452)
1 . 1

—3Bsan ¢l — Bs = Tom2e (A1 4+ X2 +2)3), (4.53)

respectivamente, producen las figuras .10 [£.17] v .12}
Las cantidades dm? y dm32, que corrigen las divergencias de las auto-energias, que son
1|i 24_L|)

(.21), (@4.22), (@.23) v estan relacionadas a y . Estas se escriben

Cco1mo

omi = — (3, - 53), (4.54)
omy = — (3 — X3) . (4.55)

Por lo tanto tenemos las cantidades que corrigen nuestras divergencias.

4.7. Grupo de renormalizacion.

Continuando con la misma légica presentada en la teoria A¢*, podemos tomar nuestra
relacion como base. Esta ecuacion representa la renormalizacién de la funcién
vértice, cuyo caso s6lo contaba con un factor de renormalizacion, perteneciente al cam-
po. Es asi, que para renormalizar nuestra funcién de vértice necesitamos dos factores,
puesto que contamos con dos campos. De forma explicita es

F(n) (pla >\17 >\27 >\3a mq, m?) - Z(;lnl/zzdj;u/QFl(«rO (pla >\T17 >\T‘27 >\7"37 mMy1, Myo, /vL) (456)
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donde el subindice r representa la cantidad renormalizada. Aplicamos el operador
(3-138), que se satisface gracias a que el lado izquierdo de ({.56) no depende de p.
Esto es

o) 9 n
#’@ [F(n) (pu )‘]7 mz)} :ua |:Z l/QF (pla )‘T’ja My, ILL):| 0. (457)

Recordamos que tenemos una dependencia de p en A,; y m,,. Por simplicidad, deja-
mos aparte el subindice 7, que indica que la cantidad estd renormalizada, y dejando
sencillamente como A; o m;. Al diferenciar, llegamos a una expresion

10 N o 0
L lm iz —1 JZ
Ml MV Lo T ”2“ nV e F “a P omon " on o

+€)/\38+8m18+8m28
onons  Hou om, " H ou omy

™ =0. (4.58)

Ahora identificamos cada uno de los términos de la relacién anterior, como:

0 — 0 ——
ryl /’L@Iu n 19 72 /"La,u n 29

. 8)\1 . a>\2 o a>\3
Bl—uaﬂ, Bz—uau, ﬁg—ugu, (4.59)
may . uaml Moy . Mamg
1 /my aﬂ ) 2" mao 8H .

Con estas definiciones podemos escribir (4.58]) de la siguiente forma

0 0 0 0
+ 63 + MY Yy =— . —|— myyma } ™ — .

(4.60)

0 0
[ Tl1’Y1—n2’Y2+Ma +51 +52

Ahora, al proponer la escala t como en (3.146)), llegamos a una relacién (andloga a

B117)

0 0 0 0
t— pi=— — D) T™ =0, 4.61
<8t+m18m1+m28 " on ) (4.61)
donde recordamos que D estd dado por . Entre la relacién (4.60) y (4.61)), eli-

minamos pdl'/Ou, para llegar a una ecuacién de la forma

B B
. : _ (n) ) —
[ aﬁﬁﬂ m ni%i + M (Ym, (A) — 1) am, +D} LY (tp, Aj,mi, ) =0, (4.62)
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donde j = 1,2,3 e i = 1, 2. Siguiendo con la mismo procedimiento del capitulo anterior,
procedemos a resolver la ecuacion (4.62), proponiendo sea de la misma manera que la
ecuacion (3.149)), siendo la propuesta en este caso

re (tp, mi, Aj, p) = f(t)r(n) (p, mi(t), A;(1), ). (4.63)
De manera que, derivamos con respecto a t, obteniendo

ot fdt L™ (tp, mi, Ay, p) = 0. 4.64

Donde al comparar, podemos ver que

B, = 1222 4.65
J at ) ( )
ademés de
(e — 1) = 2 (4.66)
M (Vi =t .
t df
?E =D —n. (4.67)

De esta ultima ecuacion, al solucionarla de forma integral, obtenemos

F(t) = 2 exp {— /1 t ”"%dt} | (4.68)

t

Por lo tanto, nuestra solucién es

" ydt
t

D) (tp, s Mg, ) = £ exp [—m / ] PO mi(t), My(), ), (469)
1

donde usamos el limite ¢ = 0,y D =4 —n+¢(5 — 1).

4.8. Constantes de acoplamiento.

Finalmente, podemos encontrar las constantes running. Primeramente, recordamos que
tenemos
€ € €
/\31 =K Z,\1>\17 /\32 = H Z,\2>\2, )\B3 = U Z>\3A37

donde
1+ B 7 1+ By 1+ B3

AT (1—}—141)2’ Ao — (1—}—142)2’ A3 — (1—|—A1)(1—|—A2>'
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Asi, podemos reconocer

[ 3 A2
Ap, = Ayt |1+ — ()‘1 + _3)] ;

1672 )\1

[ 3 A2

Mg, = Xt |14+ — [N+ 2
By = A2/t _ + 167r25( 2+)\2):|7

. 1
)\B3 = )\3/1 -1 -+ @ ()\1 + )\2 —+ 2)\3):|

Ahora, encontramos las funciones (3, para luego tomar ¢ — 0, para llegar a

B =lim —— (AT +X3) >0,
, 3
Br = lim (A2+23) >0,
B3 = l]l% 1672 ()\1/\3 + A3hgy + 2/\%) > 0.

Siguiendo, tomamos (3.161f), asi, para nuestras funciones, tenemos

0
&%’(S) = B;(\i(s))-

Siendo las constantes running.

4.9. CAalculo a dos lazos.

En la medida que evolucionamos en los o6rdenes perturbativos de nuestra teoria, y a
su vez, en el aumento de lazos, las condiciones para determinar los diagramas se vuel-
ven cada vez mas complejas. Es por esto que se han desarrollado diferentes métodos
para facilitar la obtencién de estos diagramas; por esta razén haremos uso del paque-
te de Mathematica llamado FeynArts |21], el cual ha sido desarrollado para encontrar
los diagramas de Feynman en el modelo estandar de particulas, al igual que en elec-
trodinamica cuéantica, y algunas de sus extensiones. Este paquete nos proporciona un
archivo que contiene las reglas de Feynman; ademas de un archivo general en el cual
se encuentran los vértices y la estructura cinematica. Para que FeynArts nos propor-
cione los diagramas a dos lazos, debemos usar otro paquete de Mathematica, el cual
contiene el modelo de dos campos escalares interactuando (ya que FeynArts no tiene
dicho modelo), este paquete lleva el nombre de FeynRules |22]; ademds, nos permite
escribir directamente la densidad Lagrangiana. De esta manera podemos encontrar los
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Figura 4.13: Diagramas pertenecientes a la auto-energia a dos lazos. El que se encuentra

al lado izquierdo es conocido como “double scoop”, mientras que el de la derecha se
conoce como “setting sun”.

diagramas de las Figuras [4.13} 4.14, 4.15 y 4.16, que se presentan gracias a los c6digos
presentados en los Apéndices D] [23].

Para la particula 1 tenemos las interacciones de la Figura [4.14] Con la ayuda de las
reglas presentadas en la subseccion 4.4.1., podemos establecer las siguientes cantidades
analiticas para cada diagrama:

i(—irg, )22 / Ak, ! / @k Uk (4.70a)

4 ) @2m)rki —my +ie ) (2m)* (k3 —mp +i€)?’

4 ) @m)rki —m3, +ie ) (2m)* (k3 —mE +i€)?’

i(—idg,)? / 0y ! / d*, O (4.70¢)

4 ) @2m)rki —m3 +ie ) (2m)* (k3 —mE, + i€)?’

1 [ d'k, i dtk, (1)*
(i V(i ) 4.70d
i(=iAp,)(—i 33)4 / (2m)* ki —my,, + ie / (2m)* (k3 — m, + i€)?’ (4.70d)
L Wl [ dYy d*k, i i
i(—iAB,) = 4 472 _ 2 12 2 :
6./ (2m) (2m)* kT —mp, +iek; —my, + e

7
X 7
(p— ki + k2)? —m3, +ic

4 4
Z—(_Z-)\B )21/ dkl / dkz 1 . 7 ‘
4 ) @2n)t ) @2m)rki —mE +ieki —my + e
1
X 2 2 o
(p—/{il—i‘kg) —mBl+ze

(4.70e)

(4.70f)

Todas las integrales de (4.70]) son divergentes, asi que deben ser regularizadas. Primera-
mente, las integrales de (a)-(d) las podemos hacer mediante los mismos procedimientos
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1 ’ 1 1 ) 1 1 ) 1
(d) 2 (e) ®
1 2
1 1
1 1 1 1

Figura 4.14: Diagramas pertenecientes a la auto-energia de la particula 1 a dos lazos.

que usamos en la subsecciéon 4.5; éstas son:

o e TR G ™

R A (T S
_d _d

T et S

{thoait d)(_MBS“4d);l“_”Z(i(rl)%_r?l)) <m2Bj>13 <z7(rl>_r<1)> i yd T

Estas cantidades se renormalizan con los diagramas contratérminos de la Figura [1.15]
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cuya forma analitica es la siguiente:

i(—iBy)~ / (d k ! (4.72a)

2m)4 k2 —m3, + i€’

i(—iBy)~ / Ak ! (4.72b)

2) (2m)4 k2 —m3, + i€
i(—i/\Bl)(—iBl)%/ (‘;:)24 o 7:2)31 — (4.72¢)
i(—i/\B3)(—iBg)%/ (‘21;; CE 7:2)3 e (4.72d)

Figura 4.15: Contratérminos de los diagramas (a)-(d) de la Figura m

Al resolver (4.72)), obtenemos:

Lo 1Tra=-9 1
1(—B1)i(—1)= - -, 4.73a
B0, (4m)2T(1) (m3,)' 2 7
L1 ra-9 1
1(—DBa)i(—1)= y T 4.73b
B, (4m)2T(1) (m3,)' 2 | )
re-19 1
i(—iAp, ) (=B, y T 4.73c
( ! )(47T)5F(2) (m3,)* 2 73
d
H(—idp)(—iBy) 22 1 (4.73q)

A continuacién se toma € = 4 — d y después se expanden las cantidades, de manera
analoga a la seccion 4.5. Finalmente se hace la suma de lo que queda; el resultado de
esto es la cancelacion entre los términos. Dejando sélo los diagramas “setting sun”.

Retomando la Figura [4.14] s6lo queda analizar los diagramas (e) y (f). Las representa-
ciones analiticas de estos diagramas son cantidades que divergen de forma cuadratica;
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esto es (en la representacién de el espacio de Euclides), respectivamente, en dimension d:

d?k, d%ks 1 1 1
I1(p?) = 4.74
(p ) / (271.)d / (27T)d k% + m231 k:% + m231 (p _ kl + kQ)Q + szla ( 7 a)

I(p?) = / (G; :)ld / L ! ! C (474b)

(2m)d kT +mi, k3 +mB, (p— k1 + k2)? + mp,

donde corresponde al diagrama (e) y (4.74b|) corresponde al diagrama (f), de la
Figura , como mencionamos anteriormente. Debemos de notar que las relaciones
son funciones de p?, el momento externo; ademas, la tltima relacién es mas general que
la anterior, debido a que contiene las dos masas, por lo que nos centramos en resolver
ésta. Este es un procedimiento mas complejo que el que encontramos en un lazo, y en
las anteriores regularizaciones [24]. Primeramente, hacemos una expansién en series de
Taylor en potencias de p?, es decir,

1) = 10)+ (5 522)

1 4(19“19” 0*1(p?)
p2=0 2! p* Oprdp”

pmo+ oo (475)

El primer término, 7(0) es cuadraticamente divergente; mientras que el segundo término
lo es de forma logaritmica. Todos los demas términos convergen.

Para el primer término /(0) tenemos,

d%k; d%k, 1 1 1
I1(0) = . 4.76
(0) / @n) / @) R+ i, 12 1 i, (kr — ka)? + i, (4.76)

Para resolver dicha integral, usaremos la regularizacién de t'Hooft y Veltman [24]. Para
esto introducimos un operador diferencial unitario, llamado “p parcia”,

1 (0(k1), | O(ka)y
B 2_d(8(k1)u * a(kz))'

Posteriormente, después de integrar por partes, podemos encontrar

) d%; [ d¥; 1 1 1
X <m31 d d7.2 2 7.2 2 2 2 \2
(27T) (27T) kl + m32 kQ + mB2 ((k]_ - kQ) + mBl)

A%k, d%ks 1 1 1
o2m? . (4.
*‘m&/@m%/@ﬂ%%+m@ﬂ%+mg%r%mkwﬁ) 47
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Ahora resolveremos el segundo término dentro de los paréntesis

/ d%k, / A%, 1 1 1
@2m)d | (2m)d (k7 +mp,)2 k3 +m3, (ki — ko)? + m3,

d9k;, dk, 1 1
B / (2m) / (2m) /0 dx(k% +mi,)? (x(k3 +mp,) + (1 —2)((k1 — k2)? + m3p)))?

[ Te=H 1
B / (2m) / (47T)% / dg:(kQ +mp,)? (x(1 — 2)k3 +am3, + (1 — 2)m%,)> 2
dik, T (z(1 — x))’ 21 7(1 —y)
dz dy —
/(271’ 477 / / (1 y (k2+m32)+y(k2 %)) d
= /0 dZL‘/O 1 — 1,')) 2y2_%

di ( (1 _€> _ . (4.78)

yym, + (%))4—‘1

2

donde en la ultima relacién usamos

d
2

1 dy*
2—% dy

1—

Y

[S]1-W

Podemos notar que la ultima integral no tiene una singularidad en d = 4, y asi puede
expandirse en series de Taylor alrededor de d = 4. Después de integrar los primeros dos
términos obtenemos

/ d%k, / A%k, 1 1 1
(2m)d J (2m)? (k? + mQBQ)2 k2 + m232 (k1 — ko) + mQB1
I4—d 1 )
= m(l +(d—4)( - 5 +Inmy,)). (4.79)

2

Y analogamente para el primer término de ( , se llega a

A%, [ A%y 1 1 1
/ (2m) / (2m) kf + mi, k3 + m, ((k — k2)? + mi, )?
r(4—d 1 )
- % gd(z _)_) (L+(@d=4)(-5+mi,)). (4.80)
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Ahora nos encargamos del segundo término de la expansion de Taylor de [£.75]

pN 8 / ddkl / ddl{fg 1 1 1 <4 81)
p?opr ) (2m)® ) (2m)d k4 mE k3 +m (p— ki + k2)? +m3 lp2=0 '
Calculemos, entonces, esta integral
pN P(S d) 8 /1 d_o
27 dlz(1 —
! J 1
X / dyy'~2 P p
xmy_ +(1—x)m 3—d
0 (Py(1=y) + (L= ymd, +y(— ) L,
3—d(3—d) [* i o [t 44
- B2 [aea-o)t? [apia-y
(4) 0 0
1
X ; ) amPp +(1—z)mP |\ 4—d
PPy =)+ (1 —y)mi, +y(—a—)) L,
I'(4—d) /1 2 ' 2—4
— i [ =) [ iay
(4m)® Jo 0
1
X Y T PR (4.82)
((1 B y)mZBQ + y( B2x(1—m) = ))
Al colocar d = 4, la integral tiene un término singular, que es
I'4—d)
_ 4.83
2(4m)d ( )

Entonces las contribuciones de los diagramas “setting sun” son las mismas. Al sumar
todas las divergencias, se llega a

3my, (Ag,p' )2 T(4 —d)
6(d—3)  (4m)(2-79)
Mg, ™)? T(4—d)
6(d—3) (4m)*(2 -

+2m232( + (d — 4)(—%+1nm232))>

QP(4 d) ( 1:u_)2 ()‘B2M4_d>2
2(4m)d < 6 i ) (4.84)

(1+@d—4)(~ 5 +lm3,))

+ )x(m%l(1+(d—4)(—%+lnm231))

NI

-Pp
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Ahora debemos expandir en d = 4 y quedarnos con los términos divergentes, con el fin
de encontrar los contratérminos. El resultado final de esto es

~

(2m%, A + (m3, + 2m3%,)A2)

2(d — 4)?
b (m% (2A2 + A2)(=3 4+ 27+ 2In i, ))
4(d —4)> BT 472
b (2m2, (2R + A2)(—=3 + 2y + 21n ", )
4(d —4) BT 4
2
p A2 A2
— = _(2A? +3A2), (4.
donde )
Ai: Bi .
(4m)?

Notamos que en hay dos tipos de términos; uno que no tiene dependencia en p?,
mientras el otro si la tiene. El primer tipo de término da una contribucion a los contra-
términos de la masa. Por otra parte, el segundo tipo, se incluye en los contratérminos
del campo. Asi, definiendo las contribuciones a los contratérminos provenientes a dos
lazos para la particula de tipo 1.

En el caso de la particula de tipo 2, s6lo debemos intercambiar, del resultado de la
particula tipo 1, los indices de las masas y las constantes de acoplamiento.

Para la renormalizacion, a dos lazos, de las constantes de acoplamiento, tenemos los
diagramas de la Figura

Estos diagramas se pueden calcular con las técnicas desarrolladas a lo largo del trabajo.
Por esta razon no resolveremos de manera analitica estos diagramas.

Podemos ver que tenemos un calculo més general, en los diagramas de “setting sun”,
que el que se presenta en la teoria A¢* de un solo campo. Por otra parte, se eliminacién
de las cantidades de tipo double scoop no se presentan en la teoria de un solo campo.
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Figura 4.16: Diagramas, a dos lazos, para las constantes de acoplamiento.
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Capitulo 5

Conclusiones

LLevamos a cabo el desarrollo de la nueva interaccion propuesta, presente en el capitulo
cuatro; dos campos escalares diferentes interacuando entre si. Realizamos los diagramas
de Feynman y con ellos las reglas relacionadas; cuidando la simetria que se nos presen-
ta en dicha interaccion. Posteriormente, encontramos que las relaciones que aparecen
en las ecuaciones del grupo de renormalizaciéon nos llevan a tener algunas diferencias
notorias con la bien conocida teoria A¢*, puesto que se manifiestan nuevos términos.
Primeramente, con la adecuacion de un conjunto de funciones que solamente aparecen
para esta interaccion en la regularizacién. Consecutivamente, algunas cantidades, de
evidente diferencia, en las relaciones de las constantes de acoplamiento. Finalmente,
la cancelacion de algunas cantidades, pertenecientes a los diagramas “double scoop”,
en el desarrollo de la teoria a dos lazos. Esto nos abre la puerta a la exploracion de
algunas simetrias que se pueden presentar en el estudio de varios campos escalares que
interactiian entre si y que pudieran presentar propiedades interesantes.

80



Bibliografia

[1]

2]

J.J. Sakurai and J. Napolitano. Modern Quantum Mechanics. Addison-Wesley,
2011.

Fredrick Olness and Randall Scalise. Regularization, renormalization, and dimen-
sional analysis: Dimensional regularization meets freshman e&m. American Jour-
nal of Physics, 79(3):306-312, 2011.

Annick Lesne. Regularization, renormalization, and renormalization groups: rela-
tionships and epistemological aspects. Vision of Oneness, pages 121-154, 2008.

A.E. Blechman. Renormalization: Our greatly misunderstood friend, 2011.

[an J.R. Aitchison and Anthony J.G. Hey. Gauge Theories in Particle Physics:
A Practical Introduction: From Relativistic Quantum Mechanics to QED, volume 1.
CRC Press, Taylor & Francis Group, 2012.

Bertrand Delamotte. A hint of renormalization. American Journal of Physics,
72(2):170-184, 2004.

Kenneth G Wilson and John Kogut. The renormalization group and the expan-
sion. Physics reports, 12(2):75-199, 1974.

Michael Peskin. An introduction to quantum field theory. CRC press, 2018.

PM Stevenson. Dimensional analysis in field theory.  Annals of Physics,
132(2):383-403, 1981.

Dmitrij V Shirkov and Vladimir F Kovalev. The Bogoliubov renormalization
group and solution symmetry in mathematical physics. Physics Reports, 352(4-
6):219-249, 2001.

81



[11]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

Vladimir F Kovalev and Dmitrij V Shirkov. Functional self-similarity and renorma-
lization group symmetry in mathematical physics. Theoretical and Mathematical
Physics, 121(1):1315-1332, 1999.

Steven Weinberg and OW Greenberg. The quantum theory of fields, vol. 1: Foun-
dations. PhT, 48(11):78, 1995.

Lewis H Ryder. Quantum field theory. Cambridge university press, 1996.

Stefan Pokorski. Gauge field theories, volume 92. Cambridge University Press
Cambridge, 2000.

Richard P Feynman, Albert R Hibbs, and Daniel F Styer. Quantum mechanics
and path integrals. Courier Corporation, 2010.

Ulrich Mosel. Path integrals in field theory: An introduction. Springer Science &
Business Media, 2012.

Ling-Fong Li et al. Introduction to renormalization in field theory. In 100 Years
of Subatomic Physics, pages 465-491. World Scientific, 2013.

W Zimmermann. Lectures on elementary particles and quantum field theory. Bran-
deis Summer Institute, 1, 1970.

Klaus Hepp. Proof of the bogoliubov-parasiuk theorem on renormalization. Com-
munications in Mathematical Physics, 2(1):301-326, 1966.

John C Collins and John Clements Collins. Renormalization: an introduction to
renormalization, the renormalization group and the operator-product expansion.
Cambridge university press, 1985.

FeynArts: MATHEMATICA package for the generation and visualization of feynman
diagrams and amplitudes. http://www.feynarts.de/.

FeynRules: MATHEMATICA package to generate the driver files for software related
to the analytic calculation of the feynman diagrams. https://feynrules.irmp.
ucl.ac.be/.

Rebeca Juarez, Piotr Kielanowski, Liliana Vazquez, and Edgar O. Uribe. Two
interacting scalar fields: practical renormalization. en proceso.

Gerard t Hooft and M Veltman. Combinatorics of gauge fields. Nuclear Physics
B, 50(1):318-353, 1972.

82


http://www.feynarts.de/
https://feynrules.irmp.ucl.ac.be/
https://feynrules.irmp.ucl.ac.be/

Apéndice A

Rotacion de Wick

El la elaboracion de nuestras integrales a lo largo de la teoria cuantica de campos,
tenemos integrales de la forma

dq 1
g/(3ﬁﬂ(q2—7n2+i@n’ (A1)

donde ie es la prescripciéon Feynman. Estas integrales se trabajan en el espacio de
Minkowski, donde el vector de momento es g = (qo, q1, G2, q3), a su vez, ¢* = ¢ — % —
¢ — g3. Adem4s cuentan con un polo, en el plano complejo como: gy = +(1/q? +m? —
i€), siendo gy complejo; una imagen de este polo lo vemos en la Figura , donde,
adicionalmente se ve el camino elegido ha realizar la integral. Sosteniendo todo esto,
llegamos a una integral de la forma

o0 d3q 1 io0 d3q 1
/oo d"O/ B0 (@ —mi Lien /m d%/ i@ —m i AP

donde podemos notar que qq es puramente imaginaria. Para realizar la integral, debemos
hacer los cambios de variables: gy — iqy, d'q = dgyd3q — idqd3*q = i d*qr. Aqui, el
subindice E, nos indica una cantidad en el espacio de Euclides, es decir

= —d— a4~ —ap =~ — G — @ — 0 (A.3)
Después de estos cambios nuestra integral inicial termina como:
d4 1 d* 1
/ 1 (= / & . (A.4)
(2m)* (¢ — m2 + ie)” (2m)* (¢% + m?)"

La cual ya no se indetermina, y por lo que ya no es necesario agregarle en término ie.
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\
Imq,

- (Vg*+m? -ig)
* Re o

) +(Vg’+m? -ie)

Figura A.1: Polos de la integral; asi como la eleccién del camino a realizar dicha integral.
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Apéndice B

Cédigo para el archivo scalars2.fr

M$ModelName = "scalars2”;

3 M$Information = {

i Authors —> {"scalars2"},

5 Institutions —> {"Cinvestav"},

¢ Emails —> {""},

7 Date —> "November_9,,2020"
8 };

10 M$Parameters = {

1

12 lambdal == {

13 ParameterType —> External,

11 ParameterName —> \[Lambda]l,

15 Description —> "self—interaction,coupling”
1
1

it

15 lambda2 == {

1o ParameterType —> External,
20 ParameterName —> \[Lambda]2,

21 Description —> "self—interaction,coupling”
2},

23 lambda3 == {

24 ParameterType —> External,

25 ParameterName —> \[Lambda]3,

26 Description —> "self—interaction,coupling”
27 },

25 lambda4 == {

20 ParameterType —> External,
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s0 ParameterName —> \[Lambdal4,
31 Description —> "self—interaction ,coupling”

32 }
e };

35 M$ClassesDescription = {

a7 S[1] ==
3s ClassName  —> phil,
30 ParticleName —>"1",

10 PropagatorLabel —> "1",

11 PropagatorType —> Straight,
1> SelfConjugate —> True,

13 Mass —> mphil

44 },

15 S[2] ==

16 ClassName —> phi2,
17 ParticleName —> "2"

15 PropagatorLabel —> "2",

19 PropagatorType —> Straight,
50 SelfConjugate —> True,

51 Mass —> mphi2

52 }
51 b

s6 L =1/2 del[phil, mu] del[phil, mu] — 1/(4!) lambdal % phil™4
57 — 1/2 mphil™2 * phil™2 + 1/2 del[phi2, mu] del[phi2, mu]

55 — 1/(41) lambda2 % phi2™4 — 1/2 mphi2™2 * phi2™2

50 — 1/4 lambda3 % phil™2  phi2™2;

86



Apéndice C

Cdbdigo para los archivos
scalars2.gen y scalars2.mod

A. The scalars2.gen file:

1(*****************************************}

2 (* *)
3 (% This file has been automatically generated by FeynRules. *)
(% *)

(*****************************************)

o (* Kinematic indices *)

11 Kinematiclndices| F ]
12 Kinematiclndices[ V ]
; Kinematiclndices| S ]
1+ Kinematiclndices[ SV

[

{):
{Lorentz};
U

] = {Lorentz};

15 Kinematiclndices| U] = {};

16

17 $FermionLines = True;

18

10 (% Simplification rules %)

20
21 Attributes[ MetricTensor | = Attributes| ScalarProduct | = {Orderless}

23 FourVector/: —FourVector[ mom_, mu__ ] := FourVector[Expand[—mom], mu]
24

25 FourVector[ 0, _ ] =0
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~

W W N N NN
= O ©

b

33

SpinorType[j_Integer, ] := MajoranaSpinor /; SelfConjugate[F[j]]

SpinorType[_Integer, ] = DiracSpinor
(* Generic propagators *)
M$GenericPropagators={

(*general fermion propagator: x)

AnalyticalPropagator [ External |[s1 F[j1,mom]|==
NonCommutative[SpinorType[j1][—mom,Mass[F[j1]]]],

AnalyticalPropagator [ Internal ][s1 F[j1,mom]]==
NonCommutative[DiracSlash[—mom]+Mass[F[j1]]]*
| PropagatorDenominator[mom,Mass[F[j1]]],

(*general vector boson propagator:*)

AnalyticalPropagator [ External |[s1 V[j1,mom,{li2}]]==
PolarizationVector [V[j1], mom,li2],

AnalyticalPropagator [ Internal ][s1 V[j1,mom,{lil1}—>{li2}]]==
—I PropagatorDenominator[mom,Mass[V[j1]]]*

(MetricTensor[ li1 , 1i2 ]—(1—GaugeXi[V[j1]])*
FourVector[mom,lil] FourVector[mom,li2]x
PropagatorDenominator[mom,Sqrt[GaugeXi[V[j1]]] Mass[V([j1]]]).

55 (*general mixing scalar —vector propagator: *)

AnalyticalPropagator [ Internal ][s1 SV[j1,mom,{lil}—>{li2}]]==
| Mass[SV[j1]] PropagatorDenominator[mom,Mass[SV[j1]]]*
FourVector[mom,If[sl==1||s1==-2,li1,1i2]],

(xgeneral scalar propagator:x)

s AnalyticalPropagator [ External |[s1 S[j1,mom]]==1,

55 AnalyticalPropagator [ Internal ][s1 S[j1,mom]]==

I PropagatorDenominator[mom,Sqrt[GaugeXi[S[j1]]] Mass[S[j1]]],
(*general Fadeev—Popov ghost propagator:*)

AnalyticalPropagator [ External ][s1 U[j1,mom]]==1,
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72 AnalyticalPropagator [ Internal ][s1 U[j1,mom]]==
73 1xPropagatorDenominator[mom,Sqrt[GaugeXi[U[j1]]] Mass[U[j1]]]

o}

6 (* Generic couplings %)
75 M$GenericCouplings = {

so (% SS *)

s2 AnalyticalCoupling [s1 S[j1, moml], s2 S[j2, mom2] | ==
ss G[+1][s1 S[j1], s2 S[j2]].
s1 { ScalarProduct[mom1, mom?2],

< (% SSSS x)

so AnalyticalCoupling [s1 S[j1, mom1], s2 S[j2, mom?2], s3 S[j3, mom3], s4 S[j4, mom4] | ==
o0 G[+1][s1 S[j1], s2 S[j2], s3 S[j3], s4 S[j41].{1}
}

o3 (* FlippingRules : the flipping rules determines how Dirac
91 objects change when the order of fermion fields in the
95 coupling is reversed. In other words, it defines how the
o6 coupling C[F, —F, ...] is derived from C[—F, F, ...]. %)

os MS$FlippingRules = {

90 NonCommutative[dm1:_DiracMatrix | _DiracSlash,dm2:_DiracMatrix | _DiracSlash, ChiralityProjector
[+1]] —>

100 NonCommutative[dm2,dm1, ChiralityProjector[+1]],

101 NonCommutative[dm1:_DiracMatrix | _DiracSlash,dm2:_DiracMatrix | _DiracSlash, ChiralityProjector
1] —>

102 NonCommutative[dm2,dm1, ChiralityProjector[—1]],

103 NonCommutative[dm:_DiracMatrix | _DiracSlash, ChiralityProjector[+1]] —>

104 —NonCommutative[dm, ChiralityProjector[—1]],

105 NonCommutative[dm:_DiracMatrix | _DiracSlash, ChiralityProjector[—1]] —>

106 —NonCommutative[dm, ChiralityProjector[+1]]}

10s (* TruncationRules: rule for omitting the wave functions of
109 external Propagators defined in this file . *)

111 M$TruncationRules = {

112 _ PolarizationVector —> 1,
1135 __DiracSpinor —> 1,

114 _MajoranaSpinor —> 1

115 }
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116

o

143
144
145
146

147

149

151

; Format|[ MetricTensor | = "g

(* LastGenericRules: the very last rules that are applied to an

 amplitude before it is returned by CreateFeynAmp. %)

MS$LastGenericRules = {

PolarizationVector [p_, _. mom:FourMomentum[Outgoing, _], li_] :>
Conjugate[PolarizationVector |[p, mom, li]
}

(* cosmetics: *)

(* left spinor in chain + mom incoming —> ar v

left spinor in chain + mom outgoing —> ar u

right spinor in chain + mom incoming —> u

right spinor in chain + mom outgoing —> v *)

Format[

FermionChain[

NonCommutative[_[s1_. moml_, massl_]],

r )

NonCommutative[_[s2_. mom2_, mass2_]]] | :=

Overscript[If [FreeQ[mom1, Incoming], "u”, "v"], "_"][mom1, massl] .

nom on.n

35 ¢ . If [FreeQ[mom2, Outgoing], "u”, "v"][mom2, mass2]

Format[ DiracSlash | = "gs"

Format[ DiracMatrix | = "ga”

Format[ ChiralityProjector [1] | = SequenceForm[’om”, Subscript['+"]]
Format[ ChiralityProjector [-1] | = SequenceForm["om"”, Subscript["—"]]
Format[ GaugeXi[a_] ] := SequenceForm["xi", Subscript[a]]

Format[ PolarizationVector | = "ep”
Unprotect[Conjugate];

Format|[ Conjugate[a_] | = SequenceForm[a, Superscript["x"]];
Protect[Conjugate]

n_n

55 Format[ ScalarProduct[a__] | := Dot]a]

57 Format[ FourVector[a_, b_] | := a[b]
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B. The scalars2.mod file:

(*****************************************)

(* *)
(* This file has been automatically generated by FeynRules. *)
(* *)

(*****************************************}

FR$Modellnformation={
ModelName—>"scalars2",
Authors —> {"scalars2"},
Institutions —> {"Cinvestav"},

> Emails —> {""},
; Date —> "November 9,,2020"};

5 FR$ClassesTranslation={};

7 FRSInteractionOrderPerturbativeExpansion={};

FR$GoldstoneList={};

(* Declared indices *)

s (* Declared particles *)

M$ClassesDescription = {
S[] ==

PropagatorLabel —> "1",
PropagatorType —> Straight,
SelfConjugate —> True,
PropagatorArrow —> None,
Mass —> mphil,

Indices —> {} },

S[2] ==

;5 PropagatorLabel —> "2",

36 PropagatorType —> Straight,
7 SelfConjugate —> True,

PropagatorArrow —> None,
Mass —> mphi2,
Indices —> {} }

(* Definitions *)
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17 mphil[ ] := mphil;
15 mphi2| ] := mphi2;

(* Couplings ( calculated by FeynRules) *)
55 M$CouplingMatrices = {

s CLSA] L S[] . S[1] . S[A] | == {{(=1)*\[Lambda]1, (—1)*dL1}},
C[S[1] , S[1] | == {{0.(~1)xdM1}{0,(~1)*dM1}},
. C[S[2] . S[2] | == {{0.(—1)*xdM2}i,{0,(—1)xdM2}},
E: Crsi] . s . s[2] . S[2] | == {{(=1)*\[Lambda]3, (—1)*dL3}},

e C[S[2] . S[2] . S[2] . S[2] | == {{(—1)*\[Lambda]2, (—1)*dL2}}

o}
68
GO (F H K K K K KKK KKK KKK K K K K K K K K K K K KK Kk K K KKK K X)

70

71 (% Parameter replacement lists (These lists were created by FeynRules) x)
75 (* FA Couplings *)

74

75 M$FACouplings = {

76 },
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Apéndice D

Cédigo para el programa de
Mathematica para generar los

diagramas de Feynman.

(* QFT of two interacting scalar fields

Generation of the Feynman diagrams using the package FeynArts (http |

. // www.feynarts.de/) *)
ClearGlobal []; Remove["Global'x"];

5 << FeynArts'

(* One loop diagrams *)

tl = CreateTopologies[1, 1 —> 1, ExcludeTopologies —> Reducible,
Adjacencies —> 4];

Paint[tl, ColumnsXRows —> {1, 1}, Numbering —> None,
SheetHeader —> None, ImageSize —> 192];

fl = InsertFields [t1, S[1] —> S[1], GenericModel —> scalars2,
Model —> scalars2, InsertionLevel —> {Particles}];

s Paint[fl, ColumnsXRows —> {2, 1}, Numbering —> None,

SheetHeader —> None, ImageSize —> 384];

5 12 = CreateCT Topologies[1, 1 —> 1, ExcludeTopologies —> Reducible,

Adjacencies —> 4];

7 Paint[t2, ColumnsXRows —> {1, 1}, Numbering —> None,

SheetHeader —> None, ImageSize —> 192];

f2 = InsertFields [t2, S[1] —> S[1], GenericModel —> scalars2,
Model —> scalars2, InsertionLevel —> {Particles}];

Paint[f2, ColumnsXRows —> {1, 1}, Numbering —> None,
SheetHeader —> None, ImageSize —> 192];

s (* Two loop diagrams *)

t3 = CreateTopologies[2, 1 —> 1, ExcludeTopologies —> Reducible,
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Adjacencies —> 4];

Paint[t3, ColumnsXRows —> {2, 1}, Numbering —> None,
SheetHeader —> None, ImageSize —> 384];

f3 = InsertFields [t3, S[1] —> S[1], GenericModel —> scalars2,
Model —> scalars2, InsertionLevel —> {Particles}];

Paint[f3, ColumnsXRows —> {3, 2}, Numbering —> None,
SheetHeader —> None, ImageSize —> 512];

2 t4 = CreateCT Topologies[2, 1 —> 1, ExcludeTopologies —> Reducible,

33 Adjacencies —> 4];

Paint[t4, ColumnsXRows —> {3, 1}, Numbering —> None,
SheetHeader —> None, ImageSize —> 512];

f4 = InsertFields [t4, S[1] —> S[1], GenericModel —> scalars2,
Model —> scalars2, InsertionLevel —> {Particles}|;

Paint[f4, ColumnsXRows —> {4, 1}, Numbering —> None,
SheetHeader —> None, ImageSize —> 640];

t5 = CreateTopologies[1, 2 —> 2, ExcludeTopologies —> Reducible,
Adjacencies —> 4];

Paint[t5, ColumnsXRows —> {3, 1}, Numbering —> None,

5 SheetHeader —> None, ImageSize —> 512];

f5 = InsertFields [t5, {S[1], S[1]} —> {S[1], S[1]}.

5 GenericModel —> scalars2, Model —> scalars2,

InsertionLevel —> {Particles}];

Paint[f5, ColumnsXRows —> {3, 2}, Numbering —> None,
SheetHeader —> None, ImageSize —> 512];

f6 = InsertFields [t5, {S[1], S[1]} —> {S[2], S[2]}.
GenericModel —> scalars2, Model —> scalars2,
InsertionLevel —> {Particles}];

Paint[f6, ColumnsXRows —> {4, 1}, Numbering —> None,
SheetHeader —> None, ImageSize —> 640];

t6 = CreateTopologies[2, 2 —> 2, ExcludeTopologies —> Reducible,
Adjacencies —> 4];

Paint[t6, ColumnsXRows —> {4, 3}, Numbering —> None,
SheetHeader —> None, ImageSize —> 512];

f7 = InsertFields [t6, {S[1], S[1]} —> {S[1], S[1]}.
GenericModel —> scalars2, Model —> scalars2,
InsertionLevel —> {Particles}];

Paint[f7, ColumnsXRows —> {5, 9}, Numbering —> None,
SheetHeader —> None, ImageSize —> 640];

f8 = InsertFields [t6, {S[1], S[1]} —> {S[2]. S[2]}.
GenericModel —> scalars2, Model —> scalars2,
InsertionLevel —> {Particles}];

Paint[f8, ColumnsXRows —> {5, 8}, Numbering —> None,

7 SheetHeader —> None, ImageSize —> 640];
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