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quienes me han brindado todo su apoyo, amor y consideración durante toda mi vida, en
especial durante mi formación profesional.
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Resumen

El uso de una interacción de contacto tipo vector×vector y el esquema de truncamiento
Rainbow-Ladder(RL) dentro del kernel de las ecuaciones de Dyson-Schwinger (DSE) y de
Bethe-Salpeter (BSE) ha dado resultados satisfactorios para las masas y constantes de de-
caimiento de los estados base de mesones pseudoescalares y vectoriales ligeros. Sin embargo,
para los mesones η y η′ se debe de ir mas allá y agregar un kernel adicional debido a la
contribución de la anomaĺıa no abeliana, en el cual se tiene que especificar la forma de la
interacción.

En el presente trabajo proponemos un modelo simple para dicha interacción, donde se consi-
dera una fuerza de acoplamiento constante y adimensional ξ, y ángulo de mezclado entre las
estructuras tensoriales θξ, los cuales se determinan minimizando el error cuadrático medio
usando valores experimentales. Una vez determinados los parámetros, se calculan las masas,
constantes de decaimiento para los canales light(l) y strange(s), y anchos de decaimiento de
los mesones η y η′.

Finalmente, se obtienen los factores de forma de transición de los mesones π0, η y η′ en
función de la transferencia de momento Q, y se verifica su comportamiento asintótico para
valores grandes de la enerǵıa.
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Abstract

The development of a contact interaction of the type vector×vector and the truncation scheme
Rainbow-Ladder(RL) inside the kernel of the Dyson-Schwinger equations (DSE) y de Bethe-
Salpeter equations (BSE) has given pretty good results for the masses and decay constants
for the ground-states of light pseudoscalar and vector mesons. However, for the mesons η y
η′ we have to go forward and add a new kernel because of the abelian anomaly contribution,
on which we have to specify the form of the interaction.

In the present dissertation, we propose a really simple model for this interaction, where we
considerate a dimensionless coupling strength ξ, and a mixing angle between the tensorial
structures θξ, which are determinate minimizing the mean squared error using experimental
data. Once these parameters are found, we calculate the masses, decay constants for the
channels light(l) and strange(s), and decay widths for the mesons η and η′.

Finally, we calculate the transition form factor for the mesons π0, η and η′ in function of the
transferred momentum Q, and we verify their asymptotic behavior.
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7.1. Vértice quark-fotón . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
7.2. TFF para el pion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
7.3. TFF para η, η′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
7.4. Discusión de los resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

8. Resumen y conclusiones 76
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Caṕıtulo 1

Introducción

La cromodinámica cuántica (QCD) es el formalismo dentro del modelo estándar de part́ıculas
encargado de estudiar las interacciones fuertes, en la cual los portadores de carga de color son
los distintos sabores de quarks y gluones, mientras que los mediadores de la fuerza son los
gluones. Una de las caracteŕısticas más importantes de QCD que surge del hecho de que sea
una teoŕıa cuántica de campos no Abeliana, es la libertad asintótica del acoplamiento fuerte [2,
3], el cual se vuelve pequeño a distancias cortas (enerǵıas grandes) tal que se puede aplicar
satisfactoriamente teoŕıa de perturbaciones [4], mientras que a distancias largas (enerǵıas
pequeñas) crece tanto que se llega a la zona de hadronización/confinamiento donde debe
usarse un tratamiento no perturbativo. Otra hecho importante de la teoŕıa es que los campos
gluónicos puedan interactuar entre śı, formando vértices de tres y cuatro gluones, además de
la posibilidad de crear estados ligados de solo gluones, conocidos como “glueballs” [1].

En el régimen de bajas enerǵıas aparecen fenómenos tales como el confinamiento de color,
el hecho de que los quarks y gluones no se pueden observar libremente sino que siempre se
encuentran confinados dentro de los hadrones, o como el rompimiento dinámico de la simetŕıa
quiral (DCSB), en el cual las masas corrientes de los quarks (que surgen del mecanismo de
Higgs [5]) se transforman en masas conocidas como constituyentes o dinámicas debido a las
interacciones entre los quarks y gluones, las cuales son las que constituyen a los hadrones.
Una consecuencia del DCSB es la existencia de bosones de Nambu-Goldstone, tal que, para
el caso de QCD con los tres sabores ligeros de quark, estos bosones de Goldstone son los
miembros del octete de mesones pseudoescalares, los cuales adquieren una masa pequeña
debido al rompimiento expĺıcito de la simetŕıa quiral.

Algunos de los métodos no perturbativos más utilizados son Lattice QCD, en el cual se hacen
simulaciones numéricas con métodos de Monte Carlo para calcular observables y funciones
de correlación empleando una métrica Euclideana donde se discreta el espacio tiempo [6], y
las ecuaciones de Dyson-Schwinger (DSE) y Bethe-Salpeter (BSE) (que es el enfoque se va
a emplear en este trabajo), las cuales son, respectivamente las ecuaciones de movimiento de
las funciones de correlación de los campos de los quarks y gluones y las ecuaciones de los
estados ligados [7-9]. Como las DSE y BSE son en realidad un número infinito de ecuaciones
acopladas, hay que truncar en algún punto para poder obtener valores numéricos; una de
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

las más utilizadas es la truncación Rainbow-Ladder(RL), ya que, entre otras cosas, preserva
invariancia de Lorentz, simetŕıa quiral y también satisface la conservación de la corriente
electromagnética [10-12]. En esquemas de truncamiento como el RL se usan en el fondo las
identidades de Ward-Green-Takahashi (WGT), las cuales imponen relaciones en los kernels
de las DSEs y BSEs para los propagadores de los quarks, para los estados ligados como los
mesones y de los vértices quark-gluon [13].

Otra parte importante de las DSE y BSE es especificar cómo es la interacción que se empleará.
En los últimos años se ha utilizado el Ansatz de una interacción de contacto tipo vector-vector
[14], la cual, al ser usada en el kernel de las DSEs para el propagador vestido de los quarks [15-
17], e introduciendo un mecanismo que asegura la ausencia de quarks libres [18, 19], describe
de buena manera propiedades de los mesones pseudoescalares y vectoriales tales como su
masa, limite quiral, constantes de decaimiento y factores de forma [20-25], razón por la cual
se usará esta interacción de contacto en la presente tesis.

Para extender estas ideas a los mesones η y η′ y aśı dar una descripción del nonete de
mesones pseudoescalares completo, se debe de ir más allá del truncamiento RL [26]. Esto se
logra introduciendo en la BSE el kernel adicional KA, tal que, suponiendo que mu = md = ml,
se obtendrán para cada mesón dos BSA en los canales light(l) y strange(s) [27]. La forma
que se usara para este kernel es la misma que en [28], tal que el modelo dependerá de
la fuerza de acoplamiento ξ(k2) y del ángulo θξ que controla la fuerza relativa entre las
estructuras tensoriales. Nosotros proponemos que ξ(k2) sea un parámetro constante de la
teoŕıa, de tal forma que ξ y θξ se determinaran con los datos experimentales de las masas [29]
y fenomenológicos de las constantes de decaimiento leptónico de estos mesones [31-33], y luego
se procede a calcular sus factores de forma de transición y comparar con el correspondiente
del pión.

Una vez calculadas las masas y constantes de decaimiento del nonete de mesones pseudoesca-
lares completo, se pueden calcular los factores de forma de transición (TFF) de los procesos
π0, η, η′ → γ(∗)γ, siendo γ∗ y γ respectivamente fotones virtual y real, tal que se pueden
comparar como son las curvas de estos TFF y ver cómo es su dependencia asintótica para
transferencias de momento grandes.

El presente trabajo está organizado de la siguiente manera. En el siguiente caṕıtulo se empieza
dando un contexto histórico de algunas razones del porqué se teorizó la existencia de la fuerza
fuerte en el interior de los núcleos atómicos, y como a partir de esta idea se plantearon varios
modelos y teoŕıas para tratar de explicar estas propiedades de las part́ıculas hasta que se llegó
a la implementación de QCD. También vemos algunas de las propiedades de QCD, y cómo a
partir de su Lagrangiano se construyen las corrientes vectorial y axial, tal que se analiza la
generación de las masas dinámicas de los quarks como consecuencia del rompimiento dinámico
de la simetŕıa quiral. En el tercer caṕıtulo se habla de las ecuaciones de Dyson-Schwinger y
de su derivación a partir de integrales de camino de funcionales generadores. En particular,
usando como ejemplo campos escalares, se derivan las DSEs para los propagadores del fotón,
del electrón y del vértice fermión-fotón en la electrodinámica cuántica (QED) y la DSE para
el propagador vestido del quark en QCD, la cual es también conocida como la ecuación
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de gap. En el cuarto caṕıtulo, usando de nueva cuenta el formalismo de las integrales de
camino y funcionales generadores, se deriva la forma general de la ecuación de Bethe-Salpeter,
ecuación de movimiento relativista de estados ligados, tal que calculando la forma expĺıcita
de la función de Green de cuatro puntos se obtiene la ecuación de Bethe-Salpeter homogénea.
En la parte final del caṕıtulo se procede a calcular la condición de normalización de la BSE
con respecto al momento total del mesón P . En el quinto caṕıtulo introducimos la interacción
de contacto tipo vector×vector y el truncamiento RL, de tal manera que regularizando las
integrales con los cortes ultravioleta τUV e infrarrojo τIR, la ecuación de Gap se convierte
en la ecuación desde donde se calcularan las masas dinámicas para los distintos sabores
de quark, y también se da la ecuación para encontrar los condensados de quark. Después,
empleando la interacción de contacto y truncamiento RL en la forma general de la BSA
para los mesones pseudoescalares y vectoriales obtenidas en el Apéndice B de este trabajo,
se establecen los kernels para cada tipo de mesón y se llegan a ecuaciones de eigenvalores,
tal que las soluciones no triviales de estas ecuaciones resultan ser las masas de los mesones
pseudoescalares y vectoriales. También se obtienen las ecuaciones para normalizar las BSA
y las ecuaciones para calcular las constantes de decaimiento para cada tipo de mesón. En la
parte final del caṕıtulo se especifican los parámetros de la teoŕıa, los cuales se obtienen por
un ajuste, tal que se calculan las masas dinámicas y condensados de quark para cada tipo
de quark, y luego de obtienen las masas, BSA y constantes de decaimiento para distintos
mesones pseudoescalares y vectoriales, y se hace una comparación de los resultados obtenidos
con los datos experimentales. En el sexto caṕıtulo se introduce el kernel KA debido a la
contribución de la anomaĺıa no Abeliana para los mesones η y η′, tal que combinándolo con
el kernel KL visto en el caṕıtulo 5, se obtiene una BSE para la mezcla de las correlaciones
de los canales l y s de dichos mesones, es decir, Γlη,η′ y Γsη,η′ . Después, usando nuevamente
la forma que toma la BSA para los mesones pseudoescalares en la interacción de contacto, y
empleando el truncamiento RL, se llega a un sistema de ecuaciones 4×4 para las funciones
Elη,η′ , F

l
η,η′ , E

s
η,η′ , F

s
η,η′ , tal que las soluciones no triviales de dicho sistema serán las masas de

los mesones η y η′. Para calcular las entradas del sistema de ecuaciones mostramos porque
hay que tener cuidado al usar la regularización de tiempo propio en los mesones η y η′, ya
que las integrales se dividirán en intervalos dadas ciertas condiciones, tal que, introduciendo
unas funciones que servirán como los ĺımites de integración, las integrales se dividirán en
intervalos o colapsarán en una sola integral dependiendo del caso. Luego se presenta una
normalización alterna de la BSA que es más conveniente de utilizar en los mesones η y
η′, en la cual se supone que ahora el eigenvalor del sistema de ecuaciones es una función
del momento del mesón P , y se muestra como las ecuaciones para calcular las constantes de
decaimiento se modifican de las que teńıamos previamente, tal que usando las consideraciones
de la regularización de tiempo propio mencionadas anteriormente, se dan las ecuaciones para
calcular las constantes de decaimiento de los canales l y s para los mesones η y η′, y la
ecuación para calcular los anchos de decaimiento de los procesos η, η′ → γγ. En la parte final
del caṕıtulo se presentan los parámetros que obtuvimos al hacer el ajuste por error cuadrático
medio, tal que se calculan las masas, constantes de decaimiento para los canales l y s, y los
anchos de decaimiento para los mesones η y η′, y se comparan los resultados obtenidos con
los que se reportan en la literatura. En el séptimo caṕıtulo se empieza estudiando el vértice
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quark-fotón en la interacción de contacto y truncamiento RL, tal que se gráfica su parte
transversal en función de Q2 para los sabores de quark l y s. Después, empleando la BSA
para los mesones pseudoescalares en la interacción de contacto mencionada anteriormente,
obtenemos dos contribuciones para el TFF del proceso γ∗γ → π0, tal que suponemos un
diagrama de Feynman de triángulo donde hay un intercambio de momento interno entre los
dos vértices quark-fotón. Procediendo de manera similar para los procesos γ∗γ → η, η′, se
encuentran dos contribuciones en los TFF por cada canal l y s de los mesones η y η′, las cuales
son muy similares a las dos contribuciones obtenidas en el caso del pión, salvo modificaciones
que se deben de hacer en las integrales debido a las precauciones en la regularización de
tiempo propio mencionadas anteriormente. En la parte final del caṕıtulo, una vez obtenidos
los TFF para π0, η y η′, juntamos las curvas en una sola gráfica para comparar, y luego vemos
como es su comportamiento asintótico para una transferencia de momento Q2 grande, para
ver si los resultados obtenidos son iguales a lo reportado en la literatura. Finalmente, en el
último caṕıtulo presentamos un resumen y nuestras conclusiones. En la presente tesis también
se incluyen seis apéndices, en los cuales se presenta material complementario y cálculos de
expresiones que se utilizan a lo largo de nuestro trabajo.



Caṕıtulo 2

Cromodinámica cuántica y sus
simetŕıas

En este caṕıtulo hablaremos de algunas teoŕıas y modelos con los que se trató de entender
y agrupar al zoológico de part́ıculas descubiertas en el siglo XX, tal que se analizará las
simetŕıas que poseen y de cómo a partir de estas ideas se construyó la teoŕıa cuántica de
campos conocida como QCD, que es la parte del modelo estándar de part́ıculas que se utiliza
actualmente para estudiar a los procesos fuertes. También veremos algunas de las propiedades
más importantes de QCD y se hablará del rompimiento dinámico de la simetŕıa quiral, proceso
responsable de que los hadrones tengan las masas que conocemos actualmente.

2.1. Eightfold-Way

A principios del siglo XX una de las mayores preguntas que se haćıan los f́ısicos era porqué
los protones dentro del núcleo atómico no se repeĺıan violentamente por la fuerza eléctrica, ya
que, debido a la ı́nfima distancia de unos con otros, esta fuerza deb́ıa de ser extremadamente
grande; la conclusión a la que llegaron es que deb́ıa de existir una nueva fuerza de muy corto
alcance, a la cual simplemente llamaron fuerza fuerte [34]. El primer intento de dar una
teoŕıa para esta nueva fuerza fue hecho por Yukawa en 1934 [35], en la cual se supone que el
protón y neutrón en el núcleo atómico se atraen entré śı por un campo bosónico, y debido al
corto alcance de esta fuerza, el mediador deb́ıa de tener una masa diferente de cero; como las
estimaciones de la masa de este mediador cáıan entre las masas del electrón y la del protón,
se llamó a esta part́ıcula mesón, proveniente del griego mésos, que significa literalmente “que
está en medio”.

En 1947 Marshak de manera teórica [36] y varios grupos de manera experimental en rayos
cósmicos [37,38] descubrieron la existencia de este mesón de Yukawa, al cual se llamó pión.
Con el paso de los años se encontraron nuevas part́ıculas que interactúan mediante la fuerza
fuerte, a las cuales se les llamó hadrones, mientras que a las que no interactúan mediante
esta fuerza se les conoce como leptones; estas part́ıculas que interactúan fuertemente se

5



6 CAPÍTULO 2. QCD Y SUS SIMETRÍAS

(a) Mesones pseudoescalares (b) Mesones vectoriales

(c) Octete de bariones
(d) Decuplete de bariones

Figura 2.1: Eightfold way en el espacio I3 − Y (Cantidades que se definiran a continuación).

dividen en dos familias, los bariones y los mesones1, los cuales tienen respectivamente esṕın
semientero y entero. Con la implementación del nuevo número cuántico que se conservaba en
las interacción fuertes, la extrañeza s, Gell-Mann introdujo en 1961 el arreglo que se conoce
como el Eightfold-way [39], tal que todo el zoológico de hadrones descubiertos hasta ese
momento se clasificaban de acuerdo a su extrañeza y carga eléctrica en singletes, octetes y
decupletes de part́ıculas, como se observa en la Figura 2.1, donde I3 es la tercera componente
del isoesṕın y Y es la hipercarga.

Uno de los mayores logros del Eightfold-way fue la predicción del hiperón Ω− (el cual se
encontró experimentalmente poco después en EE.UU [40]), ya que Gell-Mann estimó con una
gran precisión la masa y números cuánticos que debeŕıa de tener.

1También se habla de la existencia de hadrones exóticos, aunque la evidencia experimental aun no es
concluyente
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2.2. Modelo de quarks

Para tratar de explicar el porqué de estos arreglos geométricos, Gell-Mann y colaboradores
propusieron en 1964 que en realidad los hadrones están compuestos por constituyentes aún
más elementales, a los cuales se llamaron quarks [41]. Se planteó que hab́ıa 3 tipos de quarks,
q = u, d, s, y que para cada uno de ellos exist́ıa su correspondiente antipart́ıcula q con la carga
eléctrica y extrañeza opuesta; hoy en d́ıa sabemos que en realidad hay 6 “sabores” de quarks
y sus correspondientes antiquarks. A partir de estas ideas surgió lo que hoy se conoce como
el modelo de quarks, en el cual los quarks se ven como los elementos de la base del espacio de
sabor, de tal forma que los hadrones se escriben en términos de esta base y entonces se habla
de “rotaciones” de sabor para pasar de un hadrón a otro. Como estas rotaciones de sabor
deben de ser transformaciones unitarias, se obtienen grupos de simetŕıa SU(N), dependiendo
del número de quarks que se consideren, y el hecho de que la masa de los quarks no sea la
misma hace que estas simetŕıas sean aproximadas.

2.2.1. Simetŕıa de isoesṕın SU(2)I

Considerando solamente a los quarks u y d, el hecho de que mu ≈ md nos dice que para estos
quarks la interacción fuerte posee una simetŕıa de sabor muy buena, a la cual se llama isosṕın
por su similitud con el tratamiento angular que se hace para el esṕın. De esto, la base en el
espacio de sabor será simplemente

∣∣u〉 =

(
1
0

)
=
∣∣∣I =

1

2
, I3 =

1

2

〉
,
∣∣d〉 =

(
0
1

)
=
∣∣∣I =

1

2
, I3 = −1

2

〉
, (2.1)

donde I es el isoesṕın total e I3 es la tercera componente, tal que se dice que forman un
doblete de isoesṕın. Esto explica lo que propuso Heisenberg de que el protón y el neutrón
se pod́ıan ver como dos estados de la misma cosa, el nucleón, ya que en realidad el protón
está formado por dos quarks u y un quark d, mientras que el neutrón está compuesto por
dos quark d y un quark u, y aśı el pasar de un protón a un neutrón es simplemente hacer
una rotación de sabor en el espacio SU(2). Para los antiquarks se tiene algo parecido, ya que
también forman un doblete de isoesṕın dado por

−
∣∣d〉 =

(
1
0

)
=
∣∣∣1
2
,
1

2

〉
,
∣∣u〉 =

(
0
1

)
=
∣∣∣1
2
,−1

2

〉
, (2.2)

donde cambiar el orden de los sabores u y d y el signo menos en el antiquark d se hace para
que los quarks y antiquarks se transformen exactamente en la misma forma, es decir, con la
misma transformación unitaria Û , la cual da invarianza ante el cambio u↔ d de la forma(

u′

d′

)
= Û

(
u
d

)
=

(
U11 U12

U21 U22

)(
u
d

)
. (2.3)

Los generadores de este grupo SU(2)I son justamente las matrices de Pauli
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σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, (2.4)

tal que definiendo

~T =
1

2
~σ , (2.5)

se obtiene que

Û = ei~α·
~T . (2.6)

2.2.2. Simetŕıa de sabor SU(3)f

Extendiendo las ideas pasadas para incluir al quark s, se obtiene una nueva simetria, pero
dado que ms > mu,md, esta simetŕıa será solo aproximada, pero aún aśı nos será muy útil
para construir los estados asociados a los mesones y bariones compuestos por los 3 quarks
ligeros. De esta forma, la base en este espacio es

u =

1
0
0

 , d =

0
1
0

 , s =

0
0
1

 , (2.7)

tal que se construye la rotación unitaria que está relacionada a la invarianza u↔ d↔ su′d′
s′

 = Û

ud
s

 =

U11 U12 U13

U21 U22 U23

U31 U32 U33

ud
s

 , (2.8)

donde se obtiene que los generadores del grupo SU(3)f son justamente las matrices de Gell-
Mann

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0


λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 , λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0


λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , λ8 =
1√
3

1 0 0
0 1 0
0 0 −2


, (2.9)

Por otra parte, dado que en general se define la hipercarga como la suma del número bariónico
(B), extrañeza (S), encanto (C), belleza (B) y topness (T), es decir, Y = B+ S +C +B + T ,
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Sabor Q No. Bariónico S Y I3

u 2/3 1/3 0 1/3 1/2
d -1/3 1/3 0 1/3 -1/2
s -1/3 1/3 -1 -2/3 0
u -2/3 -1/3 0 -1/3 -1/2

d 1/3 -1/3 0 -1/3 1/2
s 1/3 -1/3 1 2/3 0

Tabla 2.1: Números cuánticos de los quarks y antiquarks ligeros.

se tiene que la hipercarga y el isoesṕın se pueden escribir en términos de las matrices de
Gell-Mann de la forma

I3 =
1

2
λ3 , Y =

1√
3
λ8 , (2.10)

de donde se sigue la siguiente relación para la carga eléctrica de la part́ıcula

Q = I3 +
1

2
Y , (2.11)

En la Tabla 2.1 se enlistan los números cuánticos de los quarks y antiquarks ligeros, y dado
que los antiquarks ligeros también constituyen una base para un grupo SU(3)f , en el espacio
I3 − Y se forman los arreglos triangulares para los quarks y antiquarks, como se muestra
en la Figura 2.2. Finalmente, combinando las representaciones de SU(3)f para los quarks y
antiquarks que se denotan respectivamente como 3 y 3, y usando el hecho de que los bariones
están formados por tres quarks, mientras que los mesones están formados por un quark y un
antiquark, se obtiene

Mesón = 3⊗ 3 = 8⊕ 1 , (2.12)

(a) 3 (b) 3

Figura 2.2: Representación de los quarks y antiquarks ligeros en el espacio I3 − Y .
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Barión = 3⊗ 3⊗ 3 = 10⊕ 8⊕ 8⊕ 1 , (2.13)

que son justamente los octetes, singletes y decuplete que introdujo Gell-Mann.

2.3. Śımetria de color SU(3)c y caracteŕısticas de QCD

A pesar de que el modelo de quarks fue muy útil para explicar el origen de los multipletes de los
hadrones y predijo la existencia de la part́ıcula Ω−, este presenta un problema teórico. Dado
que los bariones ∆++, ∆− y Ω− están formados respectivamente por tres quarks idénticos u,
d y s, los cuales están en la misma configuración de esṕın, se ve que su función de onda total
es simétrica, pero como estas part́ıculas son fermiones, dicha función de onda debeŕıa de ser
totalmente anti simétrica.

Para resolver esta aparente violación del principio de exclusión de Pauli, Greenberg postuló
en 1964 que cada sabor de quark veńıa a su vez en tres colores rojo, verde y azul [42] (aunque
el término color se introdujo en 1970 por Lichtenberg[43]), tal que este nuevo número cuántico
forma una simetŕıa exacta, SU(3)c, y aśı la función de onda de los bariones antes mencionados
será totalmente anti simétrica, ya que la función de onda de color es anti simétrica. Con esta
simetŕıa de color se construye la teoŕıa conocida como cromodinámica cuántica (QCD), la
cual es la teoŕıa cuántica de campos no Abeliana que describe a las interacciones fuertes,
donde el mediador de la fuerza es el gluon, mientras que los portadores de carga (de color)
son justamente los quarks.

Por otra parte, como el color en un proceso fuerte se debe de conservar aśı como se conserva
la carga eléctrica en QED, considerando el proceso d→ d+g, se ve que si el quark d entrante
es por ejemplo de color verde, mientras que el quark d saliente es de color rojo, el gluon se
debe de llevar esta diferencia de color para que el color total se conserve, es decir, el gluon
lleva una unidad positiva de color verde y una unidad negativa de color rojo. De lo anterior
se ve que los gluones son bicolores, tal que se encuentra que hay ocho tipos de gluones en
total [34]; esta propiedad de que los gluones lleven color hace que se puedan acoplar entre śı,
resultando en vértices de tres y cuatro gluones, cosa que no pasa por ejemplo en QED con
los fotones, ya que estos son eléctricamente neutros. Otra caracteŕıstica que diferencia QCD
con QED es la libertad asintótica de la “constante” de acoplamiento fuerte αs(descubierta
por Groos, Wilczek y Politzer en 1973 [2, 3]2), tal que esta constante toma un valor grande
a bajas enerǵıas (distancias largas), mientras que es pequeña a enerǵıas altas (distancias
cortas), como se observa esquemáticamente en la Figura 2.3.

2.4. Ĺımite quiral y rompimiento dinámico de simetŕıa quiral

La acción básica de QCD depende de los campos espinoriales de los quarks ψ y de los campos
vectoriales de los gluones Aµ, la cual se escribe en el espacio de Minkowski de la forma [57]

2descubrimiento con el cual obtienen el premio Nobel de F́ısica en 2004
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Figura 2.3: Acoplamiento fuerte αs en función de la enerǵıa Q para diferentes grados de la
teoŕıa de perturbaciones de QCD [95].

S[ψ,ψ,A] =

∫
d4x

∑
f=u,d,s,···

[
ψf (x)

(
i /D −mfg

)
ψf (x)− 1

4
Gaµν(x)Gaµν(x)

]
, (2.14)

siendo mfg = mfδfg una matriz diagonal cuyas entradas son las masas de los diferentes
sabores de quark, Dµ es la derivada covariante y Gaµν(x) es el tensor de fuerza del campo de
los gluones, los cuales están dados respectivamente por las expresiones

Dµ = ∂µ − igAaµta , (2.15)

Gaµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gfabcAbµA

c
ν , (2.16)

donde f = 1, · · ·Nf es el ı́ndice de sabor, a, b, c = 1, · · · 8 son los ı́ndices de color para los
gluones, y fabc son las constantes de estructura de SU(3)c. En el ĺımite quiral mu = md =
ms = 0, la parte correspondiente a los quarks toma la forma simple

SQuiral[ψ,ψ] = i

∫
d4xψ(x)γµDµψ(x) . (2.17)

Usando las constantes ωaV y ωaA, se ve que la acción en el ĺımite quiral es invariante ante las
transformaciones unitarias
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ψ → eiλaω
a
V ψ , (2.18a)

ψ → eiγ5λaω
a
Aψ , (2.18b)

con lo cual del teorema de Noether se generan las corrientes vectorial y axial dadas respecti-
vamente por [44]

Jµa (x) = ψ(x)γµtaψ(x) , (2.19)

Jµ5a(x) = ψ(x)γµγ5taψ(x) , (2.20)

y sus correspondientes cargas conservadas

Qa(x) =

∫
d3xJ0

a (x) =

∫
d3xψ†(x)taψ(x) , (2.21)

Q5a(x) =

∫
d3xJ0

5a(x) =

∫
d3xψ†(x)γ5taψ(x) , (2.22)

donde ta = λa/2. Si se hace el mismo procedimiento fuera del ĺımite quiral, se encuentra que

∂µJ
µ
a (x) = ψ(x) [ta,m]ψ(x) , (2.23)

∂µJ
µ
5a(x) = ψ(x){γ5ta,m}ψ(x) . (2.24)

De (2.23) vemos que la corriente vectorial se conserva si mu = md = ms, que es el ĺımite de
la simetŕıa de sabor SU(3)f , mientras que dé (2.24) la corriente axial se conserva solo en el
ĺımite quiral y solo de manera clásica, es decir, se tiene una anomaĺıa axial.

Por otra parte, la conjetura de Nambu-Goldstone de la simetŕıa quiral nos dice que las
transformaciones continúas dadas en (2.18) dejan a la acción invariante, pero no lo harán con
el estado base |0

〉
[45], es decir, la acción y el estado base se transforman de diferente manera

y entonces la simetŕıa quiral se rompe dinámicamente debido a las interacciones. De esta
forma, el teorema de Goldstone dicta que aparece un bosón de Nambu-Goldstone sin masa
y esṕın cero por cada simetŕıa continua rota [46, 47], donde para el caso de SU(3)f estos
bosones serán justamente los mesones del octete de mesones pseudoescalares; el hecho de que
esta simetŕıa sea solo aproximada es lo que hace que en realidad los mesones pseudoescalares
adquieran una masa diferente de cero. Este rompimiento dinámico de simetŕıa quiral (DCSB)
es muy importante, ya que es el mecanismo que transforma las masas corrientes de los quarks
en masas dinámicas, las cuales son las que se combinan para dar la masa de todos los hadrones.



Caṕıtulo 3

Ecuacion de Dyson-Schwinger

La derivación de ecuaciones integrales para las funciones de Green entre amplitudes de campos
se realizó por Schwinger y Dyson de manera independiente a mediados del siglo XX [48-50], las
cuales después se conoceŕıan como Dyson-Schwinger Equation (DSE), tal que se obtiene un
tratamiento para el caso relativista de estados ligados. El inconveniente de este método, como
se verá a continuación, es que se obtienen un número infinito de ecuaciones acopladas; una de
las maneras más prácticas de obtener estas ecuaciones es mediante funcionales generadores
de las funciones de Green conectadas e irreducibles [16, 51-54, 78]. Estas ecuaciones son de
gran relevancia en el presente trabajo, ya que los propagadores de los electrones y fotones
en QED y el propagador del quark en QCD obedecen cada uno su propia DSE, de tal forma
que usando una interacción de contacto y un truncamiento adecuado se deriva la ecuación de
gap, la cual permite determinar numéricamente la masa dinámica de los quarks y aśı obtener
la forma exacta de los propagadores de los quarks en esta aproximación.

Consideremos los funcionales generadores Z[J ] y G[J ], tal que están relacionados de la forma

Z[J ] = eG[J ] . (3.1)

Aśı, dado que Z[J ] es de alguna forma el equivalente a la función de partición en mecánica
estad́ıstica, el hecho de que G[J ] = Ln(Z[J ]), nos dice que G[J ] es el equivalente a la enerǵıa
libre de Helmholtz. Por otra parte, usando campos escalares como ejemplo (aunque en general
se puede hacer para cualquier tipo de campo), se tiene que Z[J ] está definido a través de la
acción para el campo escalar Φ, y de las fuentes externas Jµ de la forma

Z[J ] =

∫
DΦ eiσ , (3.2)

donde

σ = S[Φ] +

∫
d4xJ(x)Φ(x) . (3.3)

Ahora, haciendo una rotación de Wick, se pasa la componente temporal del espacio de Min-
kowski (t) a la respectiva componente temporal del espacio Euclideano 3+1 (tE) de la forma
t→ −itE (Véase Apéndice A), tal que se sigue que [9]

13



14 CAPÍTULO 3. ECUACION DE DYSON-SCHWINGER

∫ M

d4xM =→ −i
∫ E

d4xE , (3.4)

donde el funcional generador Z[J ] en el espacio Euclideano se escribe como

Z[J ] =

∫
DΦ exp (−SE [Φ] + J · Φ) , (3.5)

siendo SE ahora la acción en el espacio Euclideano, aunque por simplicidad se seguira usando
simplemente S para referirse a la acción. De igual manera, en el espacio Euclideano se define
el producto interno como

J · Φ =

∫
d4xJ(x)Φ(x) . (3.6)

Ahora, dado que las condiciones de frontera para este potencial generador Z[J ] nos dicen que
se tiene que desvanecer en el infinito, tenemos que∫

DΦ
δ

δΦ(x)
e−S[Φ]+J ·Φ =

∫
DΦ

[
−δS[Φ]

δΦ(x)
+ J(x)

]
e−S[Φ]+J ·Φ = 0 , (3.7)

y como en general para una función f(x) se cumple que∫
dxf(x)eax =

∫
dxf

(
d

da

)
eax = f

(
d

da

)∫
dxeax , (3.8)

obtenemos , [
− δS[Φ]

δΦ(x)

(
δ

δJ(x)

)
+ J(x)

]
Z[J ] = 0 , (3.9)

lo que en términos de G[J ] se rescribe como

− δS[Φ]

δΦ(x)

(
δG[J ]

δJ(x)

)
eG[J ] + J(x)eG[J ] = 0 . (3.10)

Multiplicando por e−G[J ], y usando la relación e−Xf(∂)eX = f(∂ + ∂X), se obtiene

δS[Φ]

δΦ(x)

[
δG[J ]

δJ(x)
+

δ

δJ(x)

]
− J(x) = 0 . (3.11)

Justamente (3.9) y (3.11) son las ecuaciones de Dyson-Schwinger para las funciones de Green
completas y conectadas respectivamente, que son un conjunto infinito de ecuaciones entre
funciones de correlación, tal que se expande en potencias de las fuentes externas Jµ(x), y al
final se eliminan estas fuentes, es decir
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〈Φ(x1)...Φ(xn)〉c =
1

Z

∫
Φ(x1)...Φ(xn)e−S[Φ]DΦ

=
δnLn(Z[J ])

∂J(x1)...∂J(xn)

∣∣∣∣
J=0

=
δnG[J ]

∂J(x1)...∂J(xn)

∣∣∣∣
J=0

,

(3.12)

Ahora, haciendo una transformación de Legendre, las funciones de Green conectadas están
relacionadas con las funciones de Green irreducibles (vértices propios) mediante el nuevo
funcional generador

Γ(Φ̃) = Φ̃ · J −G[J ] , (3.13)

donde Φ̃ es la variable conjugada de la fuente externa J(x), tal que sabemos que estará dada
de la forma

Φ̃(x) =
δG[J ]

δJ(x)
, (3.14)

de lo que se sigue ,

δΦ̃(x)

δJ(x′)
=

δ2G[J ]

δJ(x′)δJ(x)
. (3.15)

Para ver qué es exactamente Φ̃, recordando que G[J ] = Ln(Z[J ]), se sigue que

Φ̃(x) = Φ̃(x; J)

=
1

Z[J ]

δZ[J ]

δJ(x)

=
1

Z[J ]

∫
Φ(x)e−S[J ]+J ·ΦDΦ

= 〈Φ(x)〉J ,

(3.16)

es decir, Φ̃ es el valor de expectación en el vaćıo de Φ en presencia de la fuente J . Luego, de
(3.13) notamos que

δΓ[Φ̃]

δΦ̃(x)
= J(x) , (3.17)

de lo que se sigue que

δJ(x)

δΦ̃(x′)
=

δ2Γ[Φ̃]

δΦ̃(x′)δΦ̃(x)
, (3.18)
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y entonces, juntado (3.15) con (3.18) se obtiene

δ4(x− x′) =

∫
d4y

δΦ̃(x)

δJ(y)

δJ(y)

δΦ̃(x′)

=

∫
d4y

δ2G[J ]

δJ(y)δJ(x)

δ2Γ[Φ̃]

δΦ̃(y)δΦ̃(x′)
.

(3.19)

Por lo tanto, al evaluar la delta en x = x′

δ2G[J ]

δJ(y)δJ(x)
=

[
δ2Γ[Φ̃]

δΦ̃(y)δΦ̃(x)

]−1

. (3.20)

Ahora, usando (3.13), (3.17), y usando regla de la cadena, de (3.11) obtenemos

J(x) =
∂S[Φ]

∂Φ(x)

[
Φ̃(x) +

∫
d4x′

δΦ̃(x′)

δJ(x)
J(x′)−

∫
d4x′

δΓ[Φ̃]

δΦ̃(x′)

δΦ̃(x′)

δJ(x)
−
∫
d4x′

δΦ̃(x′)

δJ(x)

δ

δΦ̃(x′)

]
=
∂S[Φ]

∂Φ(x)

[
Φ̃(x)− δΦ̃(x)

δJ(x)

δ

δΦ̃(x)

]
.

(3.21)

Finalmente, usando (3.17) y (3.18)

δΓ[Φ̃]

δΦ̃
− δS[Φ]

δΦ

Φ̃−

(
δ2Γ[Φ̃]

δΦ̃δΦ̃

)−1
δ

δΦ̃

 = 0 , (3.22)

la cual es la DSE para los vértices propios.

3.1. DSE en QED

El formalismo presentado de las ecuaciones de Dyson-Schwinger se puede aplicar a cualquier
teoŕıa cuántica de campos, en particular nosotros por simplicidad vamos a trabajar en QED,
tal que encontraremos los propagadores vestidos del fotón y del electrón inmersos en una
fuente externa de campo electromagnético. Con esto en mente, supongamos los campos ψ(x)
y ψ(x) (para el electrón y positrón respectivamente), tal que sus fuentes son η(x) y η(x),
y también se considera la fuente externa de potencial electromagnético Jµ(x). De esto, se
construye el potencial generador Z(J, η, η), tal que partiendo de la forma de (3.5), su integral
de camino está dada de la forma

Z[Jµ, η, η] =

∫
D(Aµ, ψ, ψ)eiσ , (3.23)

donde en este caso
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σ = S[Aµ, ψ, ψ] +

∫
d4x

[
Jµ(x)Aµ(x) + ψ(x)η(x) + η(x)ψ(x)

]
, (3.24)

tal que D(Aµ, ψ, ψ) es la medida de la integral de camino y S es la acción en QED. Ahora,
dado que en un sistema interactuante de fotones, electrones y positrones el Lagrangiano es
de la forma [54]

L = Lγ0 + Le
+,e−

0 + Lint , (3.25)

con

Lγ0 = −1

4
F 2 − 1

2ξ

(
~∂ · ~A

)2
, Le

+,e−

0 = ψ
(
i/∂ −m

)
ψ , Lint = −eψ /Aψ , (3.26)

siendo ξ el parámetro de norma fijo. Usando esto, la acción de este sistema de QED será

S[Aµ, ψ, ψ] =

∫
d4x

(
ψ(x)

[
i/∂ −m+ e /A

]
ψ(x)

+
1

2
Aµ(x)

[
−�gµν −

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
Aν(x)

)
,

(3.27)

con � = ∂µ∂
µ el operador D’Alembertiano. Luego, tomando las consideraciones que se mues-

tran en el Apéndice A para pasar del espacio de Minkowski al es espacio Euclideano, es decir,
t → −it, i/∂ → −/∂ y /A → −i /A, el funcional generador en el espacio euclideano tendra la
forma [55]

Z[Jµ, η, η] =

∫
D(A,ψ, ψ)exp

(
− S[Aµ, ψ, ψ]

+

∫
d4x

[
Jµ(x)Aµ(x) + ψ(x)η(x) + η(x)ψ(x)

] )
,

(3.28)

tal que

S[Aµ, ψ, ψ] =

∫
d4x

(
ψ(x)

[
/∂ +m+ ie /A

]
ψ(x)

+
1

2
Aµ(x)

[
−�δµν +

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
Aν(x)

)
.

(3.29)

Usando esta acción, vemos que

δS

δAµ(x)
= ieψ(x)γµψ(x) +

[
−�δµν +

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
Aν(x) . (3.30)
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Ahora, recordando que el funcional generador de las funciones de Green conectadas G[Jµ, η, η]
se relaciona con el funcional Z[Jµ, η, η] de la forma

Z[Jµ, η, η] = eG[Jµ,η,η] , (3.31)

y que con una transformada de Legendre obtenemos el funcional generador para las funciones
de Green irreducibles Γ[Aµ, ψ, ψ], es decir

Γ[Aµ, ψ, ψ] =

∫
d4x

[
Jµ(x)Aµ(x) + ψ(x)η(x) + η(x)ψ(x)

]
−G[Jµ, η, η] , (3.32)

obtenemos las relaciones

δG

δJµ
= Aµ,

δG

δη
= ψ,

δG

δη
= −ψ , (3.33)

δΓ

δAµ
= Jµ,

δΓ

δψ
= η,

δΓ

δψ
= −η , (3.34)

3.1.1. DSE para el propagador del fotón

Recordemos que en (3.7) se vio que la integral funcional de una derivada funcional total es
cero bajo las condiciones de frontera adecuadas, con lo cual, tomando la derivada funcional
con respecto a Aµ, vemos que

0 =

∫
D(Aµ, ψ, ψ)

δ

δAµ(x)
exp

(
−S[Aµ, ψ, ψ] +

∫
d4x

[
Jµ(x)Aµ(x) + ψ(x)η(x) + η(x)ψ(x)

])
=

(
− δS

δAµ(x)

[
δ

δJ
,
δ

δη
,− δ

δη

]
+ Jµ(x)

)
Z[Jµ, η, η] .

(3.35)

Para obtener el propagador del fotón se eliminan los campos del electrón y positrón, es decir,
se hace ψ = ψ = 0, tal que usando (3.33) y (3.34) se obtiene

δΓ

δAµ(x)

∣∣∣∣
ψ=ψ=0

=

[
−�δµν +

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
Aν(x)

+ ieTr

[
γµ

(
δ2G

δη(x)δη(x)

) ∣∣∣∣
ψ=ψ=0

]
.

(3.36)

Usando (3.20)
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δΓ

δAµ(x)

∣∣∣∣
ψ=ψ=0

=

[
−�δµν +

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
Aν(x)

+ ieTr

[
γµ

(
δ2Γ

δψ(x)δψ(x)

)−1 ∣∣∣∣
ψ=ψ=0

]
.

(3.37)

Definiendo (
δ2Γ

δψ(x)δψ(y)

)−1 ∣∣∣∣
ψ=ψ=0

= S(x, y, [Aµ]) , (3.38)

como el propagador del electrón incluyendo correcciones debido a la presencia del campo
externo Aµ, aplicando δ/δAν a (3.37) y haciendo Aµ = 0, el inverso del propagador del fotón
toma la forma

D−1
µν (x, y) =

δ2Γ

δAµ(x)δAν(y)

∣∣∣∣Aµ=0

ψ=ψ=0

=

[
−�δµν +

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
δ4(x− y)

+ ieTr

[
γµ

δ

δAν(x)

(
δ2Γ

δψ(x)δψ(x)

)−1 ∣∣∣∣Aµ=0

ψ=ψ=0

]
.

(3.39)

Por otra parte, considerando una matriz M de dimensión finita, vemos que para la matriz
identidad I de dimensión finita

dI

dx
= 0 =

d

dx

[
M(x)M−1(x)

]
=
dM(x)

dx
M−1(x) +M(x)

dM−1(x)

dx
, (3.40)

multiplicando a la izquierda por M−1

dM−1(x)

dx
= −M−1(x)

dM(x)

dx
M−1(x) . (3.41)

Usando lo anterior y el propagador del electrón de (3.38), el inverso del propagador del fotón
toma la forma

D−1
µν (x, y) =

[
−�δµν +

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
δ4(x− y)

+ ie

∫
d4ud4wTr

[
γµS(x,w)

δ

δAν(y)

δ2Γ

δψ(u)δψ(w)
S(w, x)

∣∣∣∣Aµ=0

ψ=ψ=0

]
,

(3.42)

lo cual se puede reescribir como

D−1
µν (x, y) = (D0)−1

µν (x, y) + Πµν(x, y) , (3.43)
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Figura 3.1: Propagador del fotón.

donde (D0)−1
µν (x, y) es el inverso del propagador para la parte no interactuante del fotón y

Πµν(x, y) es la autoenerǵıa (tensor de polarización) del fotón, los cuales están dados por

(D0)−1
µν (x, y) =

[
−�δµν +

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
δ4(x− y) , (3.44)

Πµν(x, y) = ie2

∫
d4ud4wTr [γµS(x,w)Γν(y;u,w)S(w, x)] , (3.45)

donde el vértice propio fermión-bosón se define como

eΓν(y;u,w) =
δ

δAν(y)

δ2Γ

δψ(u)δψ(w)

∣∣∣∣Aµ=0

ψ=ψ=0

. (3.46)

Finalmente, dado que en general es más conveniente trabajar en el espacio de momentos,
tomando la transformada de Fourier el inverso del propagador del fotón se escribe en el
espacio de momentos de la forma

D−1
µν (p) = (D0)−1

µν (p) + Πµν(p) , (3.47)

tal como se ve en la Figura 3.1, donde

(D0)−1
µν (p) = p2δµν −

(
1− 1

ξ

)
pµpν , (3.48)

Πµν(p) = −e2

∫
d4q

(2π)4
Tr [γµS(q)Γν(q, q + p)S(q + p)] . (3.49)

3.1.2. DSE para el propagador del electrón

Realizando ahora la derivada funcional de (3.7) con respecto a ψ(x)

0 =

∫
D(Aµ, ψ, ψ)

δ

δψ(x)
exp

[
−S[Aµ, ψ, ψ] +

∫
d4x

(
Jµ(x)Aµ(x) + ψ(x)η(x) + η(x)ψ(x)

)]
=
[
−
(
/∂ +m+ ie /A

)
ψ(x) + η(x)

]
Z[Jµ, η, η] ,

(3.50)
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lo cual se reescribe usando las variables conjugadas de Aµ y ψ como[
−
(
/∂ +m+ ieγµ

δ

δJµ(x)

)
δ

δη(x)
+ η(x)

]
Z[Jµ, η, η] = 0 . (3.51)

Luego, tomando la derivada con respecto a η(y) y fijando η = η = 0[
δ4(x− y)−

(
/∂ +m+ ieγµ

δ

δJµ(x)

)
δ2G[Jµ, 0, 0]

δη(y)δη(x)

]
eG[Jµ,0,0] = 0 , (3.52)

tal que usando la ecuación (3.20) en (3.38) se define el propagador del electrón en términos
de la fuente externa Jµ de la forma

S(x, y; [Jµ]) =
δ2G

δη(x)δη(y)
, (3.53)

de donde se obtiene

δ4(x− y)−
(
/∂ +m+ ieγµ

δ

δJµ(x)

)
S[x, y; [Jµ]]

∣∣
ψ=ψ=0

= 0 , (3.54)

lo que se puede reescribir de la forma

δ4(x− y) =
(
/∂ +m

)
S[x, y; [Jµ]]

∣∣
ψ=ψ=0

+ ieγµ

(
δS[x, y; [Jµ]]

∣∣
ψ=ψ=0

δJµ(x)

)
. (3.55)

Aplicando regla de la cadena y usando (3.38), (3.41) y (3.46), notemos que

δS[x, y; [Jµ]]

δJµ(x)

∣∣∣∣Aµ=0

ψ=ψ=0

=

∫
d4z

δAν(z)

δJµ(x)

δ

δAν(z)

(
δ2Γ

δψ(x)δψ(y)

)−1 ∣∣∣∣Aµ=0

ψ=ψ=0

=e

∫
d4zd4ud4v

δAν(z)

δJµ(x)
S(x, u)Γν(u, v; z)S(v, y)

∣∣∣∣Aµ=0

ψ=ψ=0

=e

∫
d4zd4ud4vDµν(x, z)S(x, u)Γν(u, v; z)S(v, y) ,

(3.56)

y donde se usó el hecho de que

D−1
µν (x, y) =

δ2Γ

δAµ(x)δAν(y)

∣∣∣∣Aµ=0

ψ=ψ=0

=
δJµ(x)

δAν(y)
. (3.57)

Por lo tanto, eliminando las fuentes externas, multiplicando por S−1(y, y′) e integrando sobre
y′, (3.55) se reduce a

S−1(x, y) = (/∂ +m)δ4(x− y) + ie2

∫
d4zd4uDµν(x, z)γµS(x, u)Γν(u, v; z) , (3.58)
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la cual es justamente la DSE en el espacio de posiciones para el propagador del electrón.
Finalmente, tomando la transformada de Fourier, la DSE para el propagador del electrón se
escribe en el espacio de momentos de la forma (como se ve en la Figura 3.2)

S−1(p) = i/p+m+ e2

∫
d4q

(2π)4
γµDµν(p− q)S(q)Γν(q, p)

= S−1
0 (p) + Σ(p) ,

(3.59)

donde S−1
0 (p) es el propagador no interactuante del electrón y Σ(p) es su autoenerǵıa, los

cuales están dados de la forma

S−1
0 (p) = i/p+m , (3.60)

Σ(p) = e2

∫
d4q

(2π)4
γµDµν(p− q)S(q)Γν(q, p) . (3.61)

Figura 3.2: Propagador del electrón.

3.1.3. DSE para el vértice fermión-fotón

Procediendo de manera similar a lo que se hizo para derivar los propagadores del fotón y del
electrón, se encuentra que la DSE para el vértice fermión-fotón es de la forma [16,56]

Γµ(p′, p) = γµ +

∫
d4q

(2π)4
S(p′ + q)Γµ(p′ + q, p+ q)S(p+ q)K(p′ + q, p+ q, q) , (3.62)

con K el kernel de dispersión fermión-antifermión. En la Figura 3.3 se ve que Γµ esta acoplado
al propagador del fermión S (función de 2 puntos) y a una amplitud de dispersión fermión-
antifermión M (función de 4 puntos), la cual a su vez satisface una ecuación integral [56]. En
notación simbólica se tiene que

M = K +K(S)2K +K(S)2K(S)2K + · · · = K +K(S)2M . (3.63)
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Figura 3.3: Vértice fermión-fotón.

3.2. DSE para el propagador vestido del quark en QCD

De acuerdo a la prescripción de Faddeev y Popov [58], para mantener la invarianza de norma
en QCD (y en general en teoŕıas de norma no Abelianas) se deben de introducir los campos
escalares llamados ghost (B

a
, Ba), los cuales son campos auxiliares no f́ısicos que entran

como ĺıneas internas en los diagramas de Feynman para lasos. De esta forma, tomando las
consideraciones descritas en el Apéndice A y la acción de QCD que involucra los ghost dada
en [16], la acción general de QCD toma la forma en el espacio Euclideano

SQCD[ψ,ψ,A,B,B] = Squark[ψ,ψ,A] + Sghost[ψ,ψ,A,B,B] , (3.64)

siendo Squark la acción básica que involucra a los quark y gluones escrita en (2.13), mientras
que Sghost es la acción que se debe de agregar debido a la contribución de los ghost, la cual
está dada por la expresión

Sghost[A,B,B] =

∫
d4x

[
1

2ξ
∂µA

a
µ(x)∂νA

a
ν(x)− ∂µB

a
(x)Dab

µ (x)Ba(x)

]
, (3.65)

con Dab
µ la derivada covariante en la representación adjunta dada por

Dab
µ (x) = δab∂µ + gfabcAcµ(x) . (3.66)

De (3.65) vemos que los ghost interactúan solo con el campo de los gluones, lo hace que
aparezca un vértice ghost-gluon, aparte del vértice normal quark-gluon y de los vértices de
tres y cuatro gluones. Entonces, construyendo un funcional generador Z[J ] de la forma de
(3.5) con la renormalización de la acción (3.64), y procediendo de manera similar a como
se hizo en la sección pasada para QED, se llega a que el inverso del propagador vestido del
quark de sabor f toma la forma [16,59]

S−1
f (p) = Z2F

(
i/p+ Zmmf

)
+ Z1F

∫ Λ d4q

(2π)4
g2Dab

µν(p− q)λ
a

2
γµSf (q)Γbfν (p, q) , (3.67)
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donde Zi son constantes de renormalización, Λ es un regulador de masa y g es la constante
de acoplamiento fuerte, además de que

Dab
µν(p− q) = δabDµν(p− q) , (3.68)

Γaν(p, q) =
λa

2
Γν(p, q) , (3.69)

son respectivamente el propagador renormalizado para el gluon vestido y el vértice vestido
renormalizado quark-gluon. Comparando (3.67) con (3.59), y haciendo por simplicidad las
constantes de renormalización iguales a uno, se escribe al propagador vestido del quark de la
forma

S−1(p) = S−1
0 (p) + Σ(p) , (3.70)

donde S−1
0 (p) es la parte no interactuante del propagador, y Σ(p) es la autoenerǵıa del quark,

las cuales están dadas por

S−1
0 (p) = i/p+m , (3.71)

Σ(p) = g2

∫
d4q

(2π)4

λa

2
γµDµν(p− q)S(q)

λa

2
Γν(p, q) . (3.72)

La ecuación (3.70) es conocida como la ecuación de gap, la cual es la DSE para el propagador
vestido del quark, en donde se debe especificar la forma del propagador de los gluones y el
vértice quark-gluón. Al principio del caṕıtulo 5 se verá que, al introducir una interacción de
contacto y un truncamiento adecuado, la ecuación de gap será de hecho la ecuación de la cual
se determinan numéricamente las masas dinámicas para los diferentes sabores de quarks.



Caṕıtulo 4

Ecuación de Bethe-Salpeter

Para el estudio de estados ligados de part́ıculas y cómo estas se dispersan, en mecánica cuánti-
ca no relativista se utiliza la ecuación de Lippmann–Schwinger, la cual se deriva a partir de
principios variacionales [71]. En el caso de teoŕıas cuánticas de campos relativistas (justo
como es el caso de QED y QCD), un tratamiento de estados ligados se hace con la ecuación
de Bethe-Salpeter, la cual es una serie infinita de ecuaciones integrales acopladas para dos
part́ıculas. La forma general de la BSE se derivó por primera vez por E.E. Salpeter y H.A.
Bethe en 1951 a partir de diagramas de Feynman [72], aunque fue primero publicada por Y.
Nambu en 1950 pero sin derivación [73]. La BSE es tal vez la ecuación más importante utili-
zada en esta tesis, ya que es justamente la ecuación de movimiento de los mesones, part́ıculas
en las que estamos interesados en este trabajo, de tal forma que de la BSE homogénea y de
su condición de normalización se obtienen propiedades de los mesones tales como su masa y
constantes de decaimiento.

4.1. Derivación de la ecuación de Bethe-Salpeter

Al igual que para las ecuaciones de Dyson-Schwinger, una de las formas más sencillas y que
más se usa en la actualidad para derivar las ecuaciones de Bethe-Salpeter es usando integrales
de camino en el análisis funcional. Para esto, por simplicidad supongamos como ejemplo un
modelo de dos part́ıculas escalares φ1 y φ2, tal que intercambian a una tercera part́ıcula Φ; en
QED esto seŕıa un electrón y positrón intercambiando fotones, mientras que en QCD seŕıan
los quarks y antiquarks intercambiando gluones. Procediendo de manera similar a como se
hizo en la sección 3, el funcional generador en el espacio de Minkowski se escribe como

Z[j1, j2, J ] =

∫
D(φ1, φ2,Φ)eiσ , (4.1)

con

σ = S + j1 · φ1 + j2 · φ2 + J · Φ . (4.2)

Dado que en general la Lagrangiana libre para un campo escalar en una teoŕıa interactuante
de D dimensiones se sabe que toma la forma

25
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L[Φ] =

∫
dD−1xdt

[
1

2
(∂tΦ)2 − 1

2
δij∂iΦ∂jΦ−

1

2
m2Φ2 −O(Φ3)

]
, (4.3)

se sigue que para el modelo propuesto de tres part́ıculas interactuantes la acción en el espacio
de Minkowski se escribe como

S[Φ] =

∫
d3xdt

[
1

2

2∑
i=1

[
(∂tφi)

2 − (∂jφi)
2 −m2

iφ
2
i

]
+

1

2

[
(∂tΦ)2 − (∂jΦ)2 −M2Φ2

]
− 1

2
g(φ2

1Φ + φ2
2Φ)

]
,

(4.4)

donde el último término describe la interacción. Esta acción se pasa al espacio Euclideano
tomando las consideraciones del Apéndice A, tal que

S[Φ] = i

∫
d4x

[
1

2

2∑
i=1

(
∂µφi∂µφi +m2

iφ
2
i

)
+

1

2

(
∂µΦ∂µΦ +M2Φ2

)
+

1

2
g
(
φ2

1Φ + φ2
2Φ
)]

.

(4.5)
De esta forma, el funcional generador en el espacio Euclideano se escribe como

Z[j1, j2, J ] =

∫
D(φ1, φ2,Φ)exp

(
−S +

2∑
i=1

ji · φi + J · Φ

)
, (4.6)

luego, tomando la derivada funcional con respecto a φ1(x1)

0 =

∫
D(φ1, φ2,Φ)

δ

δφ1(x1)
exp

(
−S +

2∑
i=1

ji · φi + J · Φ

)
=
[
−
(
∂2 +m2

1 + gΦ
)
φ1(x1) + j1(x1)

]
Z[j1, j2, J ] ,

(4.7)

y cambiando los campos escalares por sus variables conjugadas, es decir, haciendo φ1 → δ/δj1
y Φ→ δ/δJ , se obtiene

j1(x1)Z[j1, j2, J ] =

(
∂2 +m2

1 + g
δ

δJ(x1)

)
δZ[j1, j2, J ]

δj1(x1)

=

(
∂2 +m2

1 + g
δ

δJ(x1)

)
δG[j1, j2, J ]

δj1(x1)
Z[j1, j2, J ] .

(4.8)

Recordando de (3.38) que el propagador del campo φ1 está dado de la forma

S1(x1, y1; J) =

(
δ2Γ

δφ1(x1)δφ1(y1)

)−1
∣∣∣∣∣
φ1=φ2=0

=
δ2G

δj1(x1)δj1(y1)

∣∣∣∣∣
φ1=φ2=0

, (4.9)
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usando esto y derivando (4.8) con respecto a j1(y1) se sigue que

δ4(x1 − y1) =

(
∂2 +m2

1 + g
δ

δJ(x1)

)
S1(x1, y1; J) . (4.10)

Luego, usando el equivalente de (3.56) para QCD, es decir

δS[x1, y1; J ]

δJ(x1)

∣∣∣∣
Φ=0

= g

∫
d4zd4ud4vD1(x1, z)S1(x1, u)Γ1(u, v; z)S1(v, y1) , (4.11)

la autoenerǵıa de la part́ıcula 1 en el espacio de momentos toma la forma

Σ1(x1, v) = g2

∫
d4zd4uD1(x1, z)S1(x1, u)Γ1(u, v; z) , (4.12)

y haciendo Φ = 0, se obtiene de (4,10)

δ4(x1 − y1) =
(
∂2 +m2

1

)
S1(x1, y1) + g2

∫
d4zd4ud4vD1(x1, z)S1(x1, u)Γ1(u, v; z)S1(v, y1)

=
(
∂2 +m2

1

)
S1(x1, y1) +

∫
d4vΣ1(x1, v)S1(v, y1)

=
(
∂2 +m2

1 + Σ1

)
S1(x1, y1) ,

(4.13)

donde se utiliza la notación

Σ1S1(x1, y1) =

∫
d4vΣ1(x1, v)S1(v, y1) . (4.14)

Siguiendo esta idea, para construir la función de Green para la propagación de 2 part́ıculas,
es decir, la función de Green de 4 puntos G(x1, y1;x2, y2), se deben de tomar las derivadas
funcionales con respecto a j1(y1), j2(x2) y j2(y2) en (4.8), y luego hacer j1 = j2 = J = 0, es
decir

δ3

δj1(y1)δj2(x2)δj2(y2)

[
j1Z[j1, j2, J ] =

(
∂2 +m2

1 + g
δ

δJ(x1)

)
δG[j1, j2, J ]

δj1(x1)
Z[j1, j2, J ]

]∣∣∣∣∣
j1=j2=J=0

,

(4.15)
de donde se sigue(

∂2 +m2
1 + g

δ

δJ(x1)

)
G(x1, y1;x2, y2) = δ4(x1 − y1)S2(x2, y2) , (4.16)

tal que

G(x1, y1;x2, y2) =
δ4G

δj1(x1)δj1(y1)δj2(x2)δj2(y2)
. (4.17)
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Pasando el término con g a la derecha y sumando y restando Σ1

(
∂2 +m2

1 + Σ1

)
G(x1, y1;x2, y2) = δ4(x1 − y1)S2(x2, y2)

+

(
Σ1 − g

δ

δJ(x1)

)
G(x1, y1;x2, y2) .

(4.18)

Multiplicando por S1(z1, x1), integrando sobre x1 y usando (4.13)

∫
d4x1δ

4(z1 − x1)G(x1, y1;x2, y2) =

∫
d4x1δ

4(x1 − y1)S1(z1, x1)S2(x2, y2)

+

∫
d4x1S1(z1, x1)

(
Σ1 − g

δ

δJ(x1)

)
G(x1, y1;x2, y2) ,

(4.19)

haciendo x1 ↔ z1 en el lado derecho de la igualdad

G(x1, y1;x2, y2) =

∫
d4z1δ

4(z1 − y1)S1(x1, z1)S2(x2, y2)

+

∫
d4z1S1(x1, z1)

(
Σ1 − g

δ

δJ(z1)

)
G(z1, y1;x2, y2) ,

(4.20)

con lo cual

G(x1, y1;x2, y2) = S1(x1, y1)S2(x2, y2)

+

∫
d4z1S1(x1, z1)

(
Σ1 − g

δ

δJ(z1)

)
G(z1, y1;x2, y2) .

(4.21)

Finalmente, introduciendo el Kernel de interacción irreducible fermión-antifermión
K(x1, y1;x2, y2) [74], se obtiene la ecuación de Bethe-Salpeter inhomogénea

G(x1, y1;x2, y2) = S1(x1, y1)S2(x2, y2)

+

∫
d4z1d

4z2d
4z3d

4z4S1(x1, z1)S2(x2, z2)K(z1, z3; z2, z4)G(z3, y1; z4, y2) .

(4.22)

4.2. Ecuación de Bethe-Salpeter homogénea

Para obtener la ecuación de Bethe-Salpeter homogénea se calcula expĺıcitamente la función
Green de 4 puntos, la cual está dada de la forma

G(x1, y1;x2, y2) =
〈
0
∣∣T [φ1(x1)φ2(x2)φ1(y1)φ2(y2)

] ∣∣0〉 , (4.23)
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donde xi, yi son 4-vectores de la forma xµi = (txi , ~xi), y T es el śımbolo de ordenamiento
definido como

T [f(x1)f(x2)] =

{
f(x1)f(x2) si t1 > t2
f(x2)f(x1) si t2 > t1

, (4.24)

el cual se puede escribir en términos de la función escalón Θ(t) como

T [f(x1)f(x2)] = Θ(t1 − t2)f(x1)f(x2) + Θ(t2 − t1)f(x2)f(x1) . (4.25)

Entonces, suponiendo que tx1 , tx2 > ty1 , ty2 (y luego al revés), la función de Green de 4 puntos
se reescribe de la forma

G(x1, y1;x2, y2) =
〈
0
∣∣T [φ1(x1)φ2(x2)]T

[
φ1(y1)φ2(y2)

] ∣∣0〉Θ(tx1 − ty1)Θ(tx2 − ty2)

+
〈
0
∣∣T [φ2(x2)φ1(x1)]T

[
φ2(y2)φ1(y1)

] ∣∣0〉Θ(ty1 − tx1)Θ(ty2 − tx2) .
(4.26)

Definiendo las coordenadas relativas entre las 2 part́ıculas cargadas

x = x1 − x2 , y = y1 − y2 , (4.27)

y escogiendo η1, η2 > 0 tales que

η1 + η2 = 1 , (4.28)

se definen las coordenadas X y Y de la forma

X = η1x1 + η2x2 , Y = η1y1 + η2y2 , (4.29)

tal que

x1 = X + η2x , x2 = X − η1x , y1 = Y + η2y , y2 = Y − η1y . (4.30)

Usando esto, se simplifican las funciones escalón de (4.26) en términos de estas nuevas coor-
denadas como

Θ(tX − tY ) = Θ(tx1 − ty1)Θ(tx2 − ty2) , Θ(tY − tX) = Θ(ty1 − tx1)Θ(ty2 − tx2) , (4.31)

y dada la relación de completes para estados ortonormales
∣∣P〉∫

d3P

(2π)3

1

2ωP

∣∣P〉〈P ∣∣ = 1 , (4.32)

donde

ωP =

√
~P 2 +M2 , (4.33)

se reescribe (4.26) como
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G(x1, y1;x2, y2) =

∫
d3P

(2π)3

1

2ωP

〈
0
∣∣T [φ1(x1)φ2(x2)]

∣∣P〉〈P ∣∣T [φ1(y1)φ2(y2)
] ∣∣0〉Θ(tX − tY )

+

∫
d3P

(2π)3

1

2ωP

〈
0
∣∣T [φ2(x2)φ1(x1)]

∣∣P〉〈P ∣∣T [φ2(y2)φ1(y1)
] ∣∣0〉Θ(tY − tX) .

(4.34)

Ahora, definiendo las funciones de onda de Bethe-Salpeter (y sus conjugadas)

χP (x1, x2) =
〈
0
∣∣T [φ1(x1)φ2(x2)]

∣∣P〉 , χP (x1, x2) =
〈
P
∣∣T [φ1(y1)φ2(y2)

] ∣∣0〉 , (4.35)

y dado que por la invarianza translacional de la teoŕıa se cumple que

χP (x1 + a, x2 + a) = e−iP ·aχP (x1, x2) , (4.36)

se sigue fácilmente que [75]

χP (x1, x2) = e−iP ·XχP (x) , χP (x1, x2) = eiP ·XχP (x) , (4.37)

tal que la función de Green de 4 puntos toma ahora la forma

G(x1, y1;x2, y2) =

∫
d3P

(2π)3

1

2ωP
Θ(tX − tY )χP (x)χP (y)e−iωP (tX−tY )+i~p·( ~X−~Y )

+

∫
d3P

(2π)3

1

2ωP
Θ(tY − tX)χP (x)χP (y)eiωP (tX−tY )−i~p·( ~X−~Y ) .

(4.38)

Para sustituir las funciones escalón, usemos su representación integral [76]

Θ(t) = ĺım
ε→0

i

2π

∫ ∞
−∞

dz
e−izt

z + iε
, (4.39)

tal que multiplicando por e−iωP∆t

Θ(∆t)e
−iωP∆t = ĺım

ε→0

i

2π

∫ ∞
−∞

dz
e−i∆t(z+ωP )

z + iε
, (4.40)

y haciendo el cambio de variable z → z + ωP

Θ(∆t)e
−iωP∆t = ĺım

ε→0

i

2π

∫ ∞
−∞

dz
e−iz∆t

z − ωP + iε
. (4.41)

Si se define el 4-vector Pµ = (z, ~P ), se obtiene de (4.38)

G(x1, y1;x2, y2) = ĺım
ε→0

∫
d4P

(2π)4

i

2ωP
χP (x)χP (y)

[
e−iP ·(X−Y )

P 0 − ωP + iε
+

eiP ·(X−Y )

P 0 − ωP + iε

]
. (4.42)
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Haciendo Pµ → −Pµ en el segundo término

G(x1, y1;x2, y2) = ĺım
ε→0

∫
d4P

(2π)4

i

2ωP
χP (x)χP (y)

[
1

P 0 − (ωP − iε)

]
e−iP ·(X−Y )

− ĺım
ε→0

∫
d4P

(2π)4

i

2ωP
χP (x)χP (y)

[
1

P 0 + (ωP − iε)

]
e−iP ·(X−Y )

= ĺım
ε→0

∫
d4P

(2π)4

i

2ωP
χP (x)χP (y)

[
2ωP − 2iε

(P 0)2 − (ωP − iε)2

]
e−iP ·(X−Y ) .

(4.43)

Aplicando el ĺımite ε→ 0 y usando (4.33)

G(x1, y1;x2, y2) =

∫
d4P

(2π)4

[
iχP (x)χP (y)

(P 0)2 − ω2
P

]
e−iP ·(X−Y )

=

∫
d4P

(2π)4

[
iχP (x)χP (y)

(P 0)2 − ~P 2 −M2

]
e−iP ·(X−Y )

=

∫
d4P

(2π)4

[
iχP (x)χP (y)

P 2 −M2

]
e−iP ·(X−Y ) .

(4.44)

Como ya se mencionó con anterioridad, es más conveniente trabajar en el espacio de momen-
tos, entonces si p es la variable conjugada de x, de manera similar a (4.29) se obtiene

p = η2p1 − η1p2 , P = p1 + p2 , p1 = η1P + p , p2 = η2P − p , (4.45)

donde P es el momento total de las dos part́ıculas φ1 y φ2, p1,2 son los momentos individuales
de cada part́ıcula, y p es el momento relativo entre ellas. Entonces tomando la transformada
de Fourier de (4.44)

G(P ; q, q′) =
iχP (q)χP (q′)

∣∣
P 2=M2

P 2 −M2
+R , (4.46)

la cual se escribe en el espacio Euclideano como

G(P ; q, q′) =
χP (q)χP (q′)

∣∣
P 2=−M2

P 2 +M2
+R , (4.47)

donde R son los términos regulares en P 2, es decir, no tienen polos para la condición On-shell
del espacio Euclideano P 2 = −M2 (o P 2 = M2 en el espacio de Minkowski). Por otra parte,
tomando la transformada de Fourier de la BSE inhomogénea definida en (4.22)

G = S1(p1)S2(p2)δ4(q − q′) + S1(p1)S2(p2)

∫
d4q′′K(P ; q, q′′)G(P ; q, q′′) , (4.48)

la cual en notación simbólica se escribe simplemente como



32 CAPÍTULO 4. ECUACIÓN DE BETHE-SALPETER

G(P ; q, q′) = S1S2 + S1S2KG . (4.49)

Usando (4.47) en (4.49) vemos que

χPχP
P 2 +M2

+R = S1S2 + S1S2K

(
χPχP

P 2 +M2
+R

)
, (4.50)

tal que multiplicando por P 2 + M2 y evaluando en la condición On-Shell P 2 = −M2 se
obtiene

χPχP = S1S2KχPχP , (4.51)

es decir, en notación simbólica se llega a que

χP = S1S2KχP , (4.52)

lo cual se escribe de manera expĺıcita como

χ(P ; q) = S1(p1)S2(p2)

∫
d4q′

(2π)4
K(P ; q, q′)χ(P, q′) . (4.53)

Finalmente, introduciendo la amplitud de Bethe-Salpeter (BSA) Γ(P ; q) que está definida
como

χ(P ; q) = S1(p1)Γ(P ; q)S2(p2) , (4.54)

multiplicando (4.53) a la izquierda por S−1
1 (p1) y a la derecha por S−1

2 (p2) se obtiene la
ecuación

Γ(P ; q) =

∫
d4q′

(2π)4
K(P ; q, q′)S1(η1P + q′)Γ(P ; q′)S2(η2P − q′) , (4.55)

la cual es justamente la BSE homogénea para la BSA en el espacio de momentos.

4.3. Normalización canónica de la Amplitud de Bethe-Salpeter

Hay varias formas de normalizar las funciones de onda de Bethe-Salpeter y las BSA, de-
pendiendo del parámetro a considerar; en particular nosotros vamos a usar la normalización
canónica, en la cual si se define

D−1 = S1S2 , (4.56)

de (4.22) la BSE inhomogénea se escribe simbólicamente como

G = D−1 +D−1KG . (4.57)
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Multiplicando a la izquierda por D se obtiene

DG = I +KG , (4.58)

siendo I la matriz identidad, tal que claramente se obtiene la solución

G = (D −K)−1 . (4.59)

Usando (3.41) se ve que

∂G

∂λ
=
∂ (D −K)−1

∂λ
= − (D −K)−1 ∂ (D −K)

∂λ
(D −K)−1 , (4.60)

tal que la condición de normalización para la BSE en términos del parámetro λ toma la forma

∂G

∂λ
= −G

(
∂D

∂λ
− ∂K

∂λ

)
G . (4.61)

Considerando G como la función de Green en el espacio Euclideano de momento definida en
(4.47), escogiendo λ = Pµ y aplicando regla de la cadena, vemos que

∂G

∂λ
=
∂G

∂Pµ
=

P 2

∂Pµ

∂G

∂P 2
= 2Pµ

∂

∂P 2

[
χP (q)χP (q′)

P 2 +M2

]
=− 2Pµ

[
χP (q)χP (q′)

(P 2 +M2)2

]
,

(4.62)

y aśı de (4.61) se obtiene

2Pµ

[
χP (q)χP (q′)

(P 2 +M2)2

]
=

[
χP (q)χP (q′)

P 2 +M2

](
∂D

∂Pµ
− ∂K

∂Pµ

)[
χP (q)χP (q′)

P 2 +M2

]
, (4.63)

de donde se sigue que en notación simbólica la normalización canónica para χP es

2Pµ =
∂

∂Pµ
χP (D −K)χP , (4.64)

mientras que sustituyendo expĺıcitamente las formas de χP , D y K se encuentra la normali-
zación para Γ

2Pµ =
∂

∂Pµ

∫
d4q′

(2π)4
Tr
[
Γ(−Q; q)S1(η1P + q′)Γ(Q; q)S2(η2P − q′)

] ∣∣∣
P=Q

. (4.65)

Como se verá en el siguiente caṕıtulo, dependiendo del tipo de mesón a estudiar (nosotros nos
enfocaremos solo en los mesones pseudoescalares y vectoriales) la BSA va a cambiar su forma
general, tal que la condición de normalización va a variar para cada multiplete de mesones.



Caṕıtulo 5

Ecuación de gap y BSA para el
truncamiento RL en IC

Como ya se mencionó en el caṕıtulo anterior, la BSA nos da una descripción de como es el
estado ligado quark-antiquark a considerar, es decir, una descripción de los mesones, tal que
la estructura de la BSA en el espacio de Dirac cambia para satisfacer los números cuánticos
requeridos en cada tipo de mesón. En el presente trabajo solo consideraremos mesones pseu-
doescalares y vectoriales, donde la forma que toma la BSA para cada tipo de estos mesones se
ve con detalle en el Apéndice B. Sin embargo, sabemos que en la BSA se debe de dar la forma
del propagador de los quarks S(p), el cual está dado por la ecuación de gap vista al final del
caṕıtulo 3, de tal forma que hay que especificar primero como es la interacción a considerar.
De esta forma, primero describiremos la interacción de contacto (IC) y el truncamiento RL
que se van a emplear, y luego procederemos a calcular la ecuación de gap (GE) para los
diferentes sabores de los quarks, las ecuaciones correspondientes a la BSA para los mesones
pseudoescalares y vectoriales, la condición de normalización que deben de seguir y la respec-
tiva constante de decaimiento, y finalmente se ajustaran los parámetros de la teoŕıa con datos
experimentales para obtener los valores numéricos de las cantidades antes mencionadas.

5.1. Ecuación de gap

Recordando que en la ecuación de gap se deben de especificar tanto el propagador de los
gluones como el vértice quark-gluón, un tratamiento que ha resultado ser muy útil en los
últimos años es usar una interacción de contacto tipo vector×vector tal que el modelo no
dependa del momento relativo entre el quark y el antiquark, en la cual se asume que el
propagador del gluón es de la forma

g2Dµν(p− q) = δµν
4παIR
m2
g

, (5.1)

siendo mg= 800 MeV una escala de masa t́ıpica para el gluon del grupo de renormalización de
un bucle [10, 60-62], y αIR un parámetro que se ajusta con los datos experimentales. Ahora,
como en la práctica no se puede trabajar con un número infinito de ecuaciones, las DSE se

34
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deben de truncar a algún orden; para esto usaremos el truncamiento RL, ya que es el orden
dominante en el esquema de truncación más usado que preserva las simetŕıas globales [70].
Este truncamiento nos dice que el vértice quark-gluón se reduce al vértice desnudo, es decir

Γν(p, q) = γν . (5.2)

Por otra parte, haciendo Nc = 3, se obtiene de la siguiente relación que

λa

2

λa

2
=

(Nc)
2 − 1

2Nc
=

4

3
, (5.3)

y aśı la ecuación de gap dada de (3.70) en esta interacción se reduce a

S−1(p) = i/p+m+
16παIR

3m2
g

∫
d4q

(2π)4
γµS(q)γµ . (5.4)

Por otra parte, una forma más general del propagador vestido del quark esta dado a partir
de funciones escalares de Lorentz A(p2) y B(p2) de la forma [8,16]

S−1(p) = i/pA(p2) +B(p2) , (5.5)

lo que implica que

S(p) =
−i/pA(p2) +B(p2)

p2A2(p2) +B2(p2)
. (5.6)

Para determinar a las funciones A(p2) y B(p2), consideremos los proyectores

P̂A = − i
4

(
/p

p2

)
, (5.7a)

P̂B =
1

4
I4×4 , (5.7b)

con I4×4 la matriz identidad 4x4, tal que usando (5.5) y (5.6) en (5.4), aplicando los proyec-
tores P̂A, P̂B y sacando traza sobre los ı́ndices de Dirac, se obtienen las ecuaciones

A(p2) = 1 +
32παIR
3p2m2

g

∫
d4q

(2π)4

(q · p)A(p2)

q2A2(q2) +B2(q2)
, (5.8a)

B(p2) = m+
64παIR
3mg2

∫
d4q

(2π)4

B(q2)

q2A2(q2) +B2(q2)
, (5.8b)

Notemos que al usar coordenadas polares la integral de (5.8a) toma la forma∫
d4q

(2π)4

(q · p)A(q2)

q2A2(q2) +B2(q2)
∼
∫
q3f(q2)pqdq

∫ π

0
sen2θcosθdθ , (5.9)
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donde la integral angular es 0, con lo cual

A(p2) = 1 . (5.10)

Al sustituir este valor en (5.8b), notamos que la ecuación no depende de p, es decir, B es
independiente de p y se puede escribir

B(p2) = M , (5.11)

lo que nos da que el propagador vestido del quark se escribe de la forma más sencilla

S−1(p) = i/p+M , (5.12)

y de lo que se sigue que

S(p) =
−i/p+M

p2 +M2
, (5.13)

siendo M la masa dinámica del quark. De esto, la ecuación gap se escribe en términos de M
de la forma

M = m+
64παIR
3mg2

M

∫
d4q

(2π)4

1

q2 +M2
, (5.14)

donde se ve que la integral de momento presenta una divergencia cuadrática y entonces hay
que regularizar. Al cambiar a coordenadas esféricas nada en la integral depende de la parte
angular, y aśı integrando sobre el ángulo sólido y haciendo el cambio de variable s = q2 se
obtiene ∫

d4q

(2π)4

1

q2 +M2
=

1

(2π)4

[
π2

∫ ∞
0

sds
1

s+M2

]
. (5.15)

Ahora, usando la integración de tiempo propio

1

A
=

∫ ∞
0

e−τAdτ , (5.16)

se sigue que

∫
d4q

(2π)4

1

q2 +M2
=

1

16π2

∫ ∞
0

sds
1

s+M2
=

1

16π2

∫ ∞
0

e−τM
2
dτ

∫ ∞
0

sdse−τs , (5.17)

y realizando por partes la integral sobre s se obtiene∫
d4q

(2π)4

1

q2 +M2
=

1

16π2

∫ ∞
0

τ−2e−τM
2
dτ , (5.18)

tal que sustituyendo (5.18) en (5.14), la ecuación de gap resulta ser
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M = m+
4αIR
3πm2

g

M

∫ ∞
0

t−2e−tM
2
dt . (5.19)

Como ya se mencionó anteriormente, hay que regularizar esta integral. Usando los cortes
ultravioleta e infrarrojo τUV y τIR, la ecuación de gap ahora se escribe como

M = m+
4αIR
3πm2

g

M

∫ τ2IR

τ2UV

τ−2e−τM
2
dτ . (5.20)

Notemos que un valor finito de τIR = 1/ΛIR implementa confinamiento, ya que asegura la
ausencia de producción de quarks libres [17-19], mientras que τUV = 1/ΛUV fija la escala
de todas las cantidades dimensionales. Otra cantidad f́ısica importante que se puede calcular
con el propagador vestido del quark es el condensado de quarks κq, el cual está dado por la
relación [14]

κq = −
〈
qq
〉1/3

, (5.21)

donde

〈
qq
〉

= −Nc

∫
d4q

(2π)4
TrD[S(q)] = −Nc

∫
d4q

(2π)4
TrD

[−i/q +M

q2 +M2

]
. (5.22)

Sacando la traza sobre los ı́ndices de Dirac y usando la regularización de tiempo propio, se
obtiene

〈
qq
〉

= −4MNc

∫
d4q

(2π)4

1

q2 +M2
= −4MNc

∫ τ2IR

τ2UV

τ−2e−τM
2
dτ . (5.23)

Para finalizar esta sección, notemos que dé (5.20) se ve claramente que M0 6= 0 es una
solución no trivial, que es justo lo que se esperaba para la masa dinámica de los quarks por el
rompimiento dinámico de la simetŕıa quiral discutido al final de caṕıtulo dos. Siguiendo con
esto, de (5.23) se encuentra que κ0 6= 0, lo cual también se esperaba, ya que este término es
el condensado del vaćıo cuántico.

5.2. BSA para mesones pseudoescalares

En general, la amplitud de Bethe-Salpeter para los mesones pseudoescalares se escribe en
términos de los covariantes de Dirac como (véase Apéndice B)

ΓPS(P ; p) = γ5

[
iEPS(P ; p) + /PFPS(P ; p) + /pGPS(P ; p) + σµνpµPνHPS(P ; p)

]
, (5.24)

pero como ya se dijo anteriormente, en la interacción de contacto empleada el modelo no
depende del momento relativo p entre el quark y el antiquark, tal que se eliminan los últimos
dos términos de (5.24). Además, para que E y F sean adimensionales se suele dividir a F por
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una unidad de masa, tal que considerando un mesón pseudoescalar con un quark de sabor f
y un antiquark de sabor g, la BSA se escribe de la forma

Γ(P ) = iγ5E(P ) +
1

2MR
γ5 /PF (P ) , (5.25)

donde MR es la masa reducida de las masas dinámicas de sabor f y g, la cual está dada como

MR =
MfMg

Mf +Mg
. (5.26)

Definiendo los proyectores

PE = − i
4
γ5 , PF = −MR

2P 2
γ5 /P , (5.27)

de (5.25) se ve que

TrD [PEΓ] = E , TrD [PFΓ] = F . (5.28)

Ahora, dado que en el truncamiento ladder el Kernel de dispersión fermión-antifermión toma
la forma simple [16]

K = g2

(
i
λa

2
γµ

)
Dµν(p− q)

(
i
λa

2
γν

)
, (5.29)

y al usar la interacción de contacto antes descrita se sigue que η1 = 1, η2 = 0, tal que de
(4.55) se obtiene

Γ(P ) = −16παIR
3m2

g

∫
d4q

(2π)4
γµSf (q+)Γ(P )Sg(q−)γµ , (5.30)

donde q+ = q+P y q− = q. De esta forma, usando (5.27) en (5.25) y sacando traza sobre los
ı́ndices de Dirac, se obtienen las siguientes ecuaciones acopladas para E y F

E = (KEE)E + (KEF )F , (5.31a)

F = (KFE)F + (KFF )F , (5.31b)

lo cual se escribe en forma matricial como(
E
F

)
= KPS

(
E
F

)
, (5.32)

donde los elementos de matriz se calculan de la expresión

Kij = −16παIR
3m2

g

∫
d4q

(2π)4
TrD [PiγµSf (q+)Dj(P )Sg(q−)γµ]

= −16παIR
3m2

g

∫
d4q

(2π)4

TrD[Piγµ(−i/q+
+Mf )Dj(P )(−i/q− +Mg)γµ]

(q2
+ +M2

f )(q2
− +M2

g )
,

(5.33)
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siendo i, j = E,F y

DE = iγ5 , DF =
1

2MR
γ5 /P . (5.34)

Después de evaluar las trazas con las propiedades de las trazas de matrices de Dirac listadas
en el Apéndice A, hacer el cambio de variable q → q − xP , y usar la parametrización de
Feynman de un parámetro vista en el Apéndice C, se obtiene

KEE = −16παIR
3m2

g

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

[
(−4)

q2 +MfMg − x(1− x)P 2 + (q · P )(1− 2x)

(q2 + M2
fg)

2

]
,

(5.35)
donde en el espacio Euclideano

M2
fg = M2

fx+M2
g (1− x) + x(1− x)P 2 , (5.36)

pero recordando que en (5.9) se vio que la integral angular de una función que tenga un
término de la forma (q · P ) es 0, KEE se reduce a

KEE =
64παIR

3m2
g

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

[
q2 +MfMg − x(1− x)P 2

(q2 + M2
fg)

2

]

=
64παIR

3m2
g

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

[
1

q2 + M2
fg

+
MfMg − x(1− x)P 2 −M2

fg

(q2 + M2
fg)

2

]
.

(5.37)

En el Apéndice E se hace un tratamiento para integrales de momento de la forma f(M2
fg, x),

tal que si M2
fg > 0 para toda x ∈ [0, 1] (como es el caso del pión y kaón), se sigue que

KEE =
64παIR

3m2
g

∫ 1

0
dx
[
I1p(M

2
fg) + (MfMg − x(1− x)P 2 −M2

fg)I2p(M
2
fg)
]
, (5.38)

donde

I3p(M
2
fg) =

∫
d4q

(2π)4

1

(q2 + M2
fg)

3
=

1

16π2

[
e−τ

2
UVM2

fg − e−τ2IRMfg
2

2 ·M2
fg

]
, (5.39a)

I2p(M
2
fg) =

∫
d4q

(2π)4

1

(q2 + M2
fg)

2
=

1

16π2

[
Ei
(
−M2

fg/Λ
2
IR

)
− Ei

(
−M2

fg/Λ
2
UV

)]
, (5.39b)

I1p(M
2
fg) =

∫
d4q

(2π)4

1

q2 + M2
fg

=
1

16π2

[
Λ2
UV e

−M2
fg/Λ

2
UV − Λ2

IRe
−M2

fg/Λ
2
IR −M2

fgI2p(M
2
fg)
]
,

(5.39c)
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siendo Ei la integral exponencial definida por

Ei(u) = −
∫ ∞
−u

e−t

t
dt =

∫ −u
∞

e−t

t
dt . (5.40)

Procediendo de manera similar, las demás entradas del Kernel toman la forma

KEF = −16παIR
3m2

g

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

−(2P 2

MR

)
Mg (1− x) + xMf(

q2 + M2
fg

)2


=

64παIR
3m2

g

(
P 2

2MR

)∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

Mg (1− x) + xMf(
q2 + M2

fg

)2

=
64παIR

3m2
g

(
P 2

2MR

)∫ 1

0
dx [Mg (1− x) + xMf ] I2p(M

2
fg) ,

(5.41)

KFE = −16παIR
3m2

g

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

(−4MR)
Mg (1− x) + xMf(

q2 + M2
fg

)2


=

64παIR
3m2

g

(MR)

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

Mg (1− x) + xMf(
q2 + M2

fg

)2

=
64παIR

3m2
g

(MR)

∫ 1

0
dx [Mg (1− x) + xMf ] I2p(M

2
fg) ,

(5.42)

Comparando estas últimas ecuaciones vemos que

KFE =
2M2

R

P 2
KEF , (5.43)

con lo cual finalmente se obtiene

KFF = −16παIR
3m2

g

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

2(MfMg − x(1− x)P 2)− q2

(q2 + M2
fg)

2

= −64παIR
3m2

g

(
1

2

)∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

(MfMg − x(1− x)P 2 + M2
fg)− (1

2q
2 + M2

fg)

(q2 + M2
fg)

2
.

(5.44)

El último término se elimina debido a la identidad de Ward-Takahashi axial (ecuación (D.28)
del Apéndice D), tal que
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KFF =− 64παIR
3m2

g

(
1

2

)∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

MfMg − x(1− x)P 2 + M2
fg

(q2 + M2
fg)

2

=− 64παIR
3m2

g

(
1

2

)∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

MfMg + xM2
f + (1− x)M2

g

(q2 + M2
fg)

2

=− 64παIR
3m2

g

(
1

2

)∫ 1

0
dx[MfMg + xM2

f + (1− x)M2
g ]I2p(M

2
fg) .

(5.45)

Una vez determinadas todas las entradas del Kernel KPS se vuelve al sistema de ecuaciones
acopladas para E y F , el cual se puede reescribir como

(KPS − I2×2)

(
E
F

)
= 0 , (5.46)

siendo I2×2 la matriz identidad 2× 2, tal que este sistema de ecuaciones va a tener solución
diferente a la trivial si su determinante es 0, es decir, se tiene solución para los P 2 tales que

det
(
KPS(P 2)− I2×2

)
= 0 . (5.47)

Por lo tanto, usando la condición On-shell para los mesones pseudoescalares P 2 = −m2
PS , la

masa del mesón pseudoescalar se obtiene sacando numéricamente las ráıces de la función

DPS(mPS) = det
(
KPS(−m2

PS)− I2×2

)
, (5.48)

tal que una vez obtenida la masa del mesón se regresa al sistema de ecuaciones para determinar
numéricamente E y F y aśı obtener expĺıcitamente la forma de la BSA para cada mesón
pseudoescalar.

5.2.1. Normalización de la BSA para mesones pseudoescalares

A partir de la condición de normalización canónica de la BSA vista al final del caṕıtulo 4, de
(4.65) se obtiene la condición de normalización para los mesones pseudoescalares

2Pµ = Nc
∂

∂Pµ

∫
d4q

(2π)4
TrD

[
ΓH(−Q)Sf (q+)ΓH(Q)Sg(q−)

] ∣∣∣
P=Q

, (5.49)

donde nuevamente q+ = q + P, q− = q, ΓH es la BSA normalizada y se introduce el número
de colores Nc, ya que para todos los colores se obtiene exactamente la misma expresión.
Introduciendo una constante de normalización NH tal que ΓH = Γ/NH , donde Γ es la BSA
que ya se obtuvo, si NH absorbe al 2 multiplicando a Pµ se obtiene

Pµ = Nc
∂

∂Pµ

∫
d4q

(2π)4
TrD

[
Γ(−Q)

NH
Sf (q+)

Γ(Q)

NH
Sg(q−)

] ∣∣∣∣∣
P=Q

. (5.50)

Contrayendo esta expresión con Pµ y pasando la constante de normalización a la izquierda
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N2
H =

Nc

P 2
Pµ

∂

∂Pµ

∫
d4q

(2π)4
TrD [Γ(−Q)Sf (q+)Γ(Q)Sg(q−)]

∣∣
P=Q

. (5.51)

Usando (5.25) y (5.34) esta ecuación toma la forma

N2
H = Nc

[
(NEE)E2 + (NEF )EF + (NFE)FE + (NFF )F 2

]
, (5.52)

donde

Njk =
1

P 2
Pµ

∂

∂Pµ

∫
d4q

(2π)4
TrD

[
Dj(−Q)Sf (q+)Dk(Q)Sg(q−)

] ∣∣∣
P=Q

, (5.53)

con j, k = E,F . Definiendo las funciones

J(x) = x(1− x) , (5.54a)

K(x) = Mfx+Mg(1− x) , (5.54b)

L(x) = M2
fx+M2

g (1− x) , (5.54c)

L±(x) = MfMg ± L(x) , (5.54d)

vemos que

Pµ
∂

∂Pµ

(
M2

fg

)
= Pµ

∂

∂Pµ

(
M2
fx+M2

g (1− x) + x(1− x)P 2
)

= 2x(1− x)P 2 = 2J(x)P 2 ,

(5.55)

de lo cual se obtiene

Pµ
∂

∂Pµ

[
1

q2 + M2
fg

]
= −

Pµ
∂
∂Pµ

(
M2

fg

)
(q2 + M2

fg)
2

=
−2J(x)P 2

(q2 + M2
fg)

2
, (5.56)

Pµ
∂

∂Pµ

[
1

(q2 + M2
fg)

2

]
= −2

Pµ
∂
∂Pµ

(
M2

fg

)
(q2 + M2

fg)
3

=
−4J(x)P 2

(q2 + M2
fg)

3
. (5.57)

Entonces, evaluando en (5.53) las trazas de Dirac, haciendo el cambio de variable q → q−xP ,
usando la parametrización de Feynman de un parámetro vista en el Apéndice C y eliminando
las integrales que contengan potencias impares de (q · P ) ya que al integral sobre la parte
angular dan 0 como se vio en (5.9), se obtiene

NEE =
1

P 2
Pµ

∂

∂Pµ

∫
d4q

(2π)4

−4

∫ 1

0
dx
MfMg − x(1− x)P 2 + q2 + (q · P )(1− 2x)(

q2 + M2
fg

)2


= − 4

P 2
Pµ

∂

∂Pµ

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

[
MfMg − x(1− x)P 2 −M2

fg

(q2 + M2
fg)

2
+

1

q2 + M2
fg

]
.

(5.58)
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Usando las funciones de (5.54) y las derivadas de (5.56) y (5.57), se sigue que

NEE = − 4

P 2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

[
Pµ

∂

∂Pµ

(
L−(x)− 2J(x)P 2

(q2 + M2
fg)

2
+

1

q2 + M2
fg

)]

= − 4

P 2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

[
−4J(x)P 2(L−(x)− 2J(x)P 2)

(q2 + M2
fg)

3
+
−4J(x)P 2

(q2 + M2
fg)

2
+
−2J(x)P 2

(q2 + M2
fg)

2

]

= 8

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4
J(x)

[
2(L−(x)− 2J(x)P 2)

(q2 + M2
fg)

3
+

3

(q2 + M2
fg)

2

]
.

(5.59)

Finalmente, dado que estas integrales son de la forma de (5.39), se obtiene

NEE = 8

∫ 1

0
dxJ(x)

[
2
(
L−(x)− 2J(x)P 2

)
I3p(M

2
fg) + 3I2p(M

2
fg)
]
. (5.60)

Procediendo de manera similar se encuentran

NEF =
1

P 2
Pµ

∂

∂Pµ

∫
d4q

(2π)4

[
− 2

MR

∫ 1

0
dx
MfxP

2 +Mg(1− x)P 2 + (q · P ) (Mg −Mf )

(q2 + M2
fg)

2

]

= − 2

MRP 2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

[
Pµ

∂

∂Pµ

(
K(x)P 2

(q2 + M2
fg)

2

)]

= − 2

MRP 2

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4
K(x)

[
−4J(x)P 4

(q2 + M2
fg)

3
+

P 2

(q2 + M2
fg)

2

]

= − 2

MR

∫ 1

0
dxK(x)

[
−4J(x)P 2I3p(M

2
fg) + I2p(M

2
fg)
]
,

(5.61)

NFE = NEF = − 2

MR

∫ 1

0
dxK(x)

[
−4J(x)P 2I3p(M

2
fg) + I2p(M

2
fg)
]
, (5.62)

NFF =
1

P 2
Pµ

∂

∂Pµ

∫
d4q

(2π)4

(∫ 1

0
dx

[
MfMg − x(1− x)P 2 − 1

2q
2 + (q · P ) (1− 2x)

]
P 2

M2
R(q2 + M2

fg)
2

)

=
1

M2
R

Pµ
∂

∂Pµ

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

[
MfMg − x(1− x)P 2 + M2

fg)
2

(q2 + M2
fg)

2
−

1
2q

2 + M2
fg

(q2 + M2
fg)

2

]
.

(5.63)

Usando la identidad de Ward-Takahashi axial, esta ultima ecuación se reduce a
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NFF =
1

M2
R

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4
Pµ

∂

∂Pµ

(
L+(x)

(q2 + M2
fg)

2

)

= −4P 2

M2
R

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

J(x)L+(x)

(q2 + M2
fg)

3

= −4P 2

M2
R

∫ 1

0
dxJ(x)L+(x)I3p(M

2
fg) ,

(5.64)

5.2.2. Constante de decaimiento leptónico para mesones pseudoescalares

Una vez que la BSA se ha normalizado canónicamente se pueden calcular observables tales co-
mo la constante de decaimiento leptónico, la cual está definida para mesones pseudoescalares
por [25]

PµfPS = Nc

∫
d4q

(2π)4
TrD [γ5γµSf (q+)ΓH(P )Sg(q−)] , (5.65)

siendo ΓH justamente la BSA normalizada, tal que contrayendo esta ecuación con Pµ se
obtiene

fPS =
Nc

P 2

∫
d4q

(2π)4
TrD

[
γ5 /PSf (q+)ΓH(P )Sg(q−)

]
. (5.66)

Usando (5.25) y (5.34) la constante de decaimiento leptónico se expresa ahora de la forma

fPS = Nc [KEEH +KFFH ] , (5.67)

donde

Ki =
1

P 2

∫
d4q

(2π)4
TrD

[
γ5 /PSf (q+)DiSg(q−)

]
. (5.68)

Procediendo de manera similar a como se hizo con los elementos Kij y Nij de (5.33) y (5.53)
respectivamente, se obtienen

KE =
1

P 2

∫
d4q

(2π)4

[
4

∫ 1

0
dx

[Mfx+Mg(1− x)]P 2 + (q · P ) (Mg −Mf )

(q2 + M2
fg)

2

]

= 4

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

K(x)

(q2 + M2
fg)

2

= 4

∫ 1

0
dxK(x)I2p(M

2
fg) ,

(5.69)
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KF =
1

P 2

∫
d4q

(2π)4

[
− 2

MR

∫ 1

0
dx

[
−1

2q
2 +MfMg − x(1− x)P 2 + (q · P ) (1− 2x)

]
P 2

(q2 + M2
fg)

2

]

= − 2

MR

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

[
MfMg − x(1− x)P 2 + M2

fg

(q2 + M2
fg)

2
+
−1

2q
2 −M2

fg

(q2 + M2
fg)

2

]
,

(5.70)

Finalmente, usando la identidad de Ward-Takahashi axial, las funciones de (5.54) y las inte-
grales de (5.39), se obtiene

KF = − 2

MR

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

L+(x)

(q2 + M2
fg)

2

= − 2

MR

∫ 1

0
dxL+(x)I2p(M

2
fg) .

(5.71)

5.3. BSA para mesones vectoriales

En general la amplitud de Bethe-Salpeter para los mesones vectoriales se escribe en términos
de 8 covariantes de Dirac (véase Apéndice B), pero como ya vimos que en esta interacción el
modelo no depende del momento relativo p entre el quark y el antiquark, en este caso solo
sobreviven 2 covariantes de Dirac tal que la BSA para los mesones vectoriales toma la forma

Γµ(P ) = γTµEvect(P ) +
1

2MR
σµνPνFvect(P ) , (5.72)

donde Pµγ
T
µ = 0, γTµ + γLµ = γµ y se agrega el 1/2MR para asegurar que Evect(P ), Fvect(P )

sean adimensionales. Si empleamos el truncamiento RL e introducimos (5.72) en (4.55), al
realizar los cálculos se obtiene que

Fvect(P ) = 0 , (5.73)

con lo cual la amplitud de Bethe-Salpeter vectorial en este truncamiento toma la forma aún
más simple

Γµ(P ) = γTµEvect(P ) . (5.74)

De esta forma, de (4.55) la ecuación de Bethe-Salpeter para los mesones vectoriales toma la
forma

1−Kvect(P
2) = 0 , (5.75)

donde
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Kvect(P
2) = −16παIR

3m2
g

∫
d4q

(2π)4

Tr[γµγν(−i/q+
+Mf )γµ(−i/q− +Mg)γν ]

(q2
+ +M2

f )(q2
− +M2

g )
, (5.76)

Procediendo como en el caso pseudoescalar, se obtiene

Kvect(P
2) = −16παIR

3m2
g

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

−2(MfMg − x(1− x)P 2)− q2

(q2 + M2
fg)

2

=
64παIR

3m2
g

(
1

2

)∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

(MfMg − x(1− x)P 2 −M2
fg) + (1

2q
2 + M2

fg)

(q2 + M2
fg)

2
,

(5.77)

eliminando el último término debido a la identidad de Ward-Takahashi axial dada en la
ecuación (D.28), usando las funciones de (5.54) y las integrales de (5.39), se obtiene finalmente

Kvect(P
2) =

64παIR
3m2

g

(
1

2

)∫ 1

0
dx
[
L−(x)− 2J(x)P 2

]
I2p(M

2
fg) . (5.78)

De esta forma, al usar la condición On-shell P 2 = −m2
vect, la masa de los mesones vectoriales

se obtienen sacando las ráıces de la BSE, es decir

Dvect(mvect) = 1−Kvect(−m2
vect) . (5.79)

5.3.1. Normalización de la BSA para mesones vectoriales

Al igual que en el caso pseudoescalar, la BSA vectorial se tiene que normalizar de acuerdo a
la ecuación (5.49), donde en este caso se agrega en el lado derecho un factor adicional de 1/3
debido a que se deben de considerar las tres polarizaciones de estos mesones. Como ya vimos
que en el truncamiento RL la BSA para los mesones vectoriales solo tiene el factor Evect, al
hacer los cálculos se sigue que esta BSA se normaliza de la forma simple [24]

1

E2
vect

=
9m2

g

4παIR

∂

∂P 2
Kvect(P

2)

∣∣∣∣
P 2=−m2

vect

, (5.80)

donde

∂

∂P 2
Kvect(P

2) =
64παIR

3m2
g

∫ 1

0
dxJ(x)

[(
L−(x)− 2J(x)P 2

)
I3p(M

2
fg) + I2p(M

2
fg)
]
. (5.81)
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5.3.2. Constante de decaimiento leptónico para mesones vectoriales

La constante de decaimiento leptónico vectorial está definida de la forma [25]

fvect =
Nc

3mvect

∫
d4q

(2π)4
TrD

[
γµS(q+)ΓvectµS(q−)

]
, (5.82)

tal que después de ocupar la parametrización de Feynman y proceder como en el caso pseu-
doescalar, se encuentra que

fvect =
12Evect
mvect

∫ 1

0
dx
[
L−(x)− 2J(x)P 2

]
I2p(M

2
fg) . (5.83)

5.4. Resultados numéricos

Como ya se mencionó anteriormente, para dar resultados numéricos de los observables hay
que especificar el valor de los parámetros del modelo, es decir, valores para mu, md, ms,
αIR y ΛUV . Para esto usamos el conjunto de parámetros de [21]: mu = md = ml =7 MeV,
ms =170 MeV, ΛUV =0.905 MeV, y αIR =0.93π; este valor de αIR es similar a estimaciones
recientes del acoplamiento de QCD para un momento igual a cero [63-69] .Usando estos
parámetros en las ecuaciones (3.92) y (3.95) se encuentran las masas dinámicas y condensados
de quarks de los sabores l, s y el ĺımite quiral, los cuales se presentan en la Tabla 5.1. En
[80] empleando Lattice QCD se encuentran los valores κMS

l (2 GeV)= 0.283(2) GeV, κMS
s (2

GeV)= 0.290(15) GeV, mientras que en un art́ıculo más reciente [81] encuentran el valor

κMS
s (2 GeV)= 0.296 (11) GeV. Por otra parte, en [82] usando teoŕıa quiral de perturbaciones

(χPT) encuentran los valores κχPTl (2 GeV)= 0.267(16) GeV y κχPTl (1 GeV)= 0.242(15)
GeV. Para el caso del condensado del vaćıo, en [83] dan el valor κ0=0.24 GeV, el cual dicen
los autores es un estimado de los resultados experimentales de [84], mientras que en [21]
se obtiene un valor de κ0=0.241 GeV. Comparando estos resultados experimentales de los
condensados de quarks con los obtenidos en nuestro modelo, vemos que en general nuestros
resultados son buenos, ya que se está dentro del orden de unidades y no se difiere mucho de
los resultados experimentales. De igual manera, los resultados de las masas dinámicas son del
orden esperado, es decir, de un tercio de la masa del protón.

Por otra parte, usando los parámetros antes mencionados en las ecuaciones (5.47), (5.52) y
(5.67) se pueden calcular respectivamente las masas, BSA y constantes de decaimiento de los
mesones pseudoescalares, mientras que de las ecuaciones (5.79), (5.80) y (5.83) se obtienen
los resultados equivalentes para los mesones vectoriales. Estos resultados se muestran en las
Tablas 5.2 y 5.3 respectivamente, donde a su vez se comparan los valores obtenidos de nuestro
modelo con los resultados experimentales que dan los autores en [83], que de igual forma son
valores estimados de los valores experimentales que se reportan en [84]. De esto vemos que
las masas obtenidas de los mesones pseudoescalares están en total acuerdo con los resultados
experimentales, y que sus constantes de decaimiento están dentro del orden buscado. Para
el caso vectorial tanto las masas como las constantes de decaimiento difieren más de lo que
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se esperaŕıa, siendo los los valores más rescatables la masa del mesón φ y la constante de
decaimiento del mesón ρ.

M0 Ml Ms κ0 κl κs
0.36 0.37 0.53 0.241 0.242 0.242

Tabla 5.1: Masas dinámicas y condesado de quarks para los distintos sabores ligeros de quark.
Todas las cantidades están dadas en GeV.

mPS EPS FPS fPS mexp fexp
Quiral 0 3.562 0.457 0.100 0 0.088
π 0.140 3.593 0.474 0.101 0.138 0.131
K 0.499 3.810 0.588 0.106 0.496 0.160
ss 0.701 4.043 0.745 0.111 - -

Tabla 5.2: Masas, BSA y constantes de decaimiento leptónico de los mesones π, K, el estado
ss y el ĺımite quiral obtenidas de nuestro modelo comparado con los valores experimentales.
Todas las cantidades están dadas en GeV.

mvect Evect fvect mexp fexp
Quiral 0.919 1.519 0.130 0.780 0.150
ρ 0.929 1.530 0.129 0.770 0.216
K∗ 1.030 1.628 0.128 0.892 0.225
φ 1.130 1.231 0.121 1.020 0.236

Tabla 5.3: Masas, BSA y constantes de decaimiento leptónico de los mesones ρ, K∗, φ y el
ĺımite quiral obtenidas de nuestro modelo comparado con los valores experimentales. Todas
las cantidades están dadas en GeV.

Para finalizar el caṕıtulo, notemos que solo falta incluir a los mesones η y η′ para obtener
un análisis de todo el nonete de mesones pseudoescalares, que es justamente lo que se hará
en el siguiente caṕıtulo. El análisis para estos mesones se hace aparte ya que tienen una
contribución extra debido a la anomaĺıa no Abeliana, lo cual hace que su kernel no sea tan
directo de calcular y haya que hacer consideraciones extra. Sin embargo, la contribución
que presentan estos mesones debido al truncamiento RL es la misma que se discutió en este
caṕıtulo, tal que el kernel visto en la sección 5.2 es el kernel KL del que se hablará en el
caṕıtulo 6. Más aún, dado que η y η′ también son mesones pseudoescalares, su constante de
decaimiento se calcula de la misma forma que se vio en la sección 5.2.2, solo que en este caso
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se discutirá una nueva regularización que es más útil para cuando los eigenvalores dependen
del momento.



Caṕıtulo 6

Masas, BSA y constantes de
decaimiento de los mesones η y η′

en IC

Todo el desarrollo hecho en el caṕıtulo pasado usando el truncamiento RL en la interacción
de contacto nos asegura que en el ĺımite quiral la masa de los mesones pseudoescalares es
cero, lo cual es justamente el caso requerido para los piones y kaones por ser los bosones de
Goldstone que surgen del DCSB. Sin embargo, para los mesones η y η′ este procedimiento
no sirve, ya que η′ no puede ser bosón de Goldstone debido a que su masa es de casi 1 GeV,
con lo cual hay que hacer un tratamiento un tanto diferente para estos mesones si se quiere
dar un modelo que describa completamente al nonete de mesones pseudoescalares. Siguiendo
con esta idea, supongamos que el kernel de Bethe-Salpeter se descompone como

K = KL +KA , (6.1)

tal que KL es un kernel que nos asegurará obtener las propiedades del ĺımite quiral (en
nuestro caso será el kernel “Ladder” visto en el caṕıtulo 5), mientras que KA se puede ver
como la contribución de la anomaĺıa no Abeliana. Entonces, dado que en general la ecuación
de Bethe-Salpeter homogénea de (4.55) introduciendo los ı́ndices l1, l2, l

′
1, l
′
2 de color, sabor y

espinor toma la forma [14,20]

[
Γη,η′(k;P )

]
l1l2

=

∫
d4q

(2π)4
[KL(P ; k, q) +KA(P ; k, q)]

l
′
1l
′
2

l1l2

[
χη,η′(P ; q)

]
l
′
1l
′
2
. (6.2)

Si suponemos simetŕıa de isoesṕın, es decir, mu = md = ml, usando la base de sabor se
escribe [30,31]

χη,η′(P ; k) = F
lχlη,η′(P ; k) + F

sχsη,η′(P ; k) , (6.3)

donde

50
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F
l =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 , F
s =

0 0 0
0 0 0

0 0
√

2

 , (6.4)

χfη,η′(P ; k) = Sf (k+)Γfη,η′(P ; k)Sf (k−) , (6.5)

con f = l, s y siendo Γfη,η′ las correlaciones ff en los mesones η, η′. De esta forma, definiendo

S = diag [Sl, Sl, Ss] =

Sl 0 0
0 Sl 0
0 0 Ss

 , (6.6)

se sigue que χη,η′(P ; k) y Γη,η′(P ; k) toman la forma

χη,η′(P ; k) = S(k+)Γη,η′(P ; k)S(k−)

= diag
[
χlη,η′(P ; k), χlη,η′(P ; k),

√
2χsη,η′(P ; k)

]
=

χlη,η′(P ; k) 0 0

0 χlη,η′(P ; k) 0

0 0
√

2χsη,η′(P ; k)

 ,

(6.7)

Γη,η′(P ; k) = F
lΓlη,η′(P ; k) + F

sΓsη,η′(P ; k)

= diag
[
Γlη,η′(P ; k),Γlη,η′(P ; k),

√
2Γsη,η′(P ; k)

]
=

Γlη,η′(P ; k) 0 0

0 Γlη,η′(P ; k) 0

0 0
√

2Γsη,η′(P ; k)

 ,

(6.8)

Por otra parte, el kernel de la contribución de la anomaĺıa no Abeliana debe de ser de la
forma general [28]

[KA(P ; k, q)]
l
′
1l
′
2

l1l2
=

4∑
i=1

∑
f=l,s

afi (P ; k, q)
[
FfDi(P ; q)

]
l
′
2l
′
1

[
FfDi(P ; k)

]
l1l2

, (6.9)

donde afi (P ; k, q), i = 1, 2, 3, 4 son funciones escalares cuya forma no es de gran relevancia

para este trabajo. En [26] se da la parametrización fenomenológica para los afi (P ; k, q)
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∑
f=l,s

af1

[
FfD1

]
l
′
2l
′
1

[
FfD1

]
l2l1

= ξ(t2) cos2(θξ) [ZD1]
l
′
2l
′
1

[ZD1]l1l2 ,

∑
f=l,s

af2

[
FfD2

]
l
′
2l
′
1

[
FfD2

]
l2l1

=
1

M2
l

ξ(t2) sen2(θξ) [ZD2]
l
′
2l
′
1

[ZD2]l1l2 ,

af3,4 = 0 ,

(6.10)

donde ξ es una fuerza de acoplamiento adimensional, θξ controla la fuerza relativa entre las
estructuras tensoriales escogidas, y

Z = diag [1, 1,VA] =

1 0 0
0 1 0
0 0 VA

 , (6.11)

con VA = Ml/Ms = 0.69 un parámetro que introduce una dependencia en el rompimiento de
simetŕıa de sabor de SU(3)f . Aśı, introduciendo (6.10) en (6.9) se sigue que

[KA(P ; k, q)]
l
′
1l
′
2

l1l2
= ξ(t2)

(
cos2(θξ) [ZD1]

l
′
2l
′
1

[ZD1]l1l2 +
1

x2
sen2(θξ) [ZD2]

l
′
2l
′
1

[ZD2]l1l2

)
,

(6.12)

tal que definiendo D1 = DE , D2 = DF , los cuales están dados en (5.34), obtenemos

[KA(P ; k, q)]
l
′
1l
′
2

l1l2
= ξ(t2)

(
− cos2(θξ) [Zγ5]

l
′
2l
′
1

[Zγ5]l1l2 +
1

x2
sen2(θξ)

[
Zγ5 /P

]
l
′
2l
′
1

[
Zγ5 /P

]
l1l2

)
.

(6.13)

Ahora, dado que un Kernel que usa el truncamiento RL para la ecuación de gap y la BSE es
de la forma [11,70]

[KL(P ; k, q)]
l
′
1l
′
2

l1l2
=

4

3
Dµν(k − q) [iγµ]

l1l
′
1

[iγν ]
l
′
2l2

, (6.14)

tal que en nuestro caso podemos considerar Dµν(k− q) como en (5.1), combinando las expre-
siones para KL y KA obtenidas en (6.15) y (6.13) respectivamente, y contrayendo los ı́ndices
primados, la BSE para los mesones η y η′ dada en (6.2) toma la forma

Γη,η′(P ; k) =− 4

3

∫
d4q

(2π)4
Dµν(k − q)

[
γµχη,η′(P ; q)γν

]
−
∫

d4q

(2π)4
ξ(t2) cos2(θξ)Tr

[
Zγ5χη,η′(P ; q)

]
[Zγ5]

+

∫
d4q

(2π)4

1

M2
l

ξ(t2) sen2(θξ)Tr
[
Zγ5 /Pχη,η′(P ; q)

] [
Zγ5 /P

]
,

(6.15)
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donde se obviaron los ı́ndices l1 y l2, y la traza es sobre ı́ndices de color, sabor y espinor.
Ahora, dado que Γη,η′(P ; k), χη,η′(P ; k) y Z se vio que son matrices 3x3, de (6.8) vemos que
la ecuación (6.15) es en realidad una BSE para la mezcla de las correlaciones Γlη,η′ y Γsη,η′ , de
la cual se obtienen las ecuaciones

Γlη,η′(P ; k) =− 4

3

∫
d4q

(2π)4
Dµν(k − q)γµχlη,η′(P ; q)γν

−
∫

d4q

(2π)4
ξ(t2) cos2(θξ)Tr

[
Zγ5χη,η′(P ; q)

]
γ5

+

∫
d4q

(2π)4

1

M2
l

ξ(t2) sen2(θξ)Tr
[
Zγ5 /Pχη,η′(P ; q)

]
γ5 /P ,

(6.16)

Γsη,η′(P ; k) =− 4

3

∫
d4q

(2π)4
Dµν(k − q)γµχsη,η′(P ; q)γν

− VA√
2

∫
d4q

(2π)4
ξ(t2) cos2(θξ)Tr

[
Zγ5χη,η′(P ; q)

]
γ5

+
VA√

2

∫
d4q

(2π)4

1

M2
l

ξ(t2) sen2(θξ)Tr
[
Zγ5 /Pχη,η′(P ; q)

]
γ5 /P .

(6.17)

La mezcla de las correlaciones Γlη,η′ y Γsη,η′ se obtiene de las funciones χη,η′ , ya que dé (6.3)
y (6.5) se tiene que

χη,η′(P ; k) = F lSl(k+)Γlη,η′(P ; k)Sl(k−) + FsSs(k+)Γsη,η′(P ; k)Ss(k−) . (6.18)

6.1. Ecuaciones para Ef
η,η′ y F f

η,η′

Usando la forma que toma la BSA para los mesones pseudoescalares en nuestro modelo dado
en (5.25), y dado que para los mesones η, η′ el quark y antiquark son del mismo sabor f , se
tiene que

Γfη,η′(P ) = iγ5E
f
η,η′(P ) +

1

Mf
γ5 /PF

f
η,η′(P ) , (6.19)

con f = l, s, tal que definiendo los nuevos proyectores

PE = − i
4
γ5 , PF = −

Mf

4P 2
γ5 /P , (6.20)

se calcula fácilmente que

TrD

[
PEΓfη,η′

]
= Efη,η′ , T rD

[
PFΓfη,η′

]
= F fη,η′ . (6.21)

De manera similar se sigue que
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TrD [PEγ5] = − i
4
TrD

[
γ2

5

]
= −i , (6.22a)

TrD
[
PEγ5 /P

]
= − i

4
TrD

[
γ2

5 /P
]

= 0 , (6.22b)

TrD [PFγ5] = −
Mf

4P 2
TrD

[
γ5 /Pγ5

]
= 0 , (6.22c)

TrD
[
PFγ5 /P

]
= −

Mf

4P 2
TrD

[
γ5 /Pγ5 /P

]
= Mf , (6.22d)

tal que aplicando PE y PF a (6.16) y (6.17), y luego sacando la traza sobre los ı́ndices de
Dirac, se obtienen las siguientes ecuaciones acopladas para Elη,η′ , F

l
η,η′ , E

s
η,η′ y F sη,η′

Elη,η′ = (KL)lEE E
l
η,η′ + (KL)lEF F

l
η,η′ +

∫
d4q

(2π)4
ξ(t2) cos2(θξ)iT r

[
Zγ5χη,η′

]
, (6.23a)

F lη,η′ = (KL)lFE E
l
η,η′ + (KL)lFF F

l
η,η′ +

∫
d4q

(2π)4
ξ(t2)

Ml

M2
l

sen2(θξ)Tr
[
Zγ5 /Pχη,η′

]
, (6.23b)

Esη,η′ = (KL)sEE E
s
η,η′ + (KL)sEF F

s
η,η′ + β

∫
d4q

(2π)4
ξ(t2) cos2(θξ)iT r

[
Zγ5χη,η′

]
, (6.23c)

F sη,η′ = (KL)sFE E
s
η,η′ + (KL)sFF F

s
η,η′ + β

∫
d4q

(2π)4
ξ(t2)

Ms

M2
l

sen2(θξ)Tr
[
Zγ5 /Pχη,η′

]
,

(6.23d)

donde

(KL)fjk = −4

3

∫
d4q

(2π)4
Dµν(k − q)TrD [PjγµSf (q+)Dk(P )Sf (q−)γν ] , (6.24)

con f = l, s, j, k = E,F , DE = iγ5, DF = γ5 /P y β = VA√
2
. Ahora, en el Apéndice F se calcula

la forma que toman las trazas sobre ı́ndices de sabor, color y espinor de (6.23), las cuales
están dadas por las expresiones

Tr
[
Zγ5χη,η′(P ; q)

]
= iNc

∑
f=l,s

∑
I=E,F

bfdfIT fEI(P ; q)AfIη,η′(P ) , (6.25)

Tr
[
Zγ5 /Pχη,η′(P ; q)

]
= Nc

∑
f=l,s

∑
I=E,F

bfdfIT fFI(P ; q)AfIη,η′(P ) , (6.26)

donde

bl = 2 , bs =
√

2VA , (6.27a)

dfE = 1 , dfF =
1

Mf
, (6.27b)

AfEη,η′ = Efη,η′ , A
fF
η,η′ = F fη,η′ , (6.27c)
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y

T fEE = 4

q2 − x(1− x)P 2 +M2
f + (q · P )(1− 2x)(

q2 + M2
f

)2

 , (6.28)

T fEF =
4MfP

2(
q2 + M2

f

)2 = T fFE , (6.29)

T fFF = −4P 2

−1
2q

2 +M2
f − x(1− x)P 2 + (q · P ) (1− 2x)(

q2 + M2
f

)2

 , (6.30)

siendo en este caso

M2
f = M2

fg

∣∣
f=g

= xM2
f + (1− x)M2

f + x(1− x)P 2 = M2
f + x(1− x)P 2 . (6.31)

De esta forma, las ecuaciones de (6.23) se reescriben como

Elη,η′ = (KL)lEE E
l
η,η′ + (KL)lEF F

l
η,η′

+ (KA)lEE E
l
η,η′ + (KA)lEF F

l
η,η′ + (KA)sEE E

s
η,η′ + (KA)sEF F

s
η,η′ ,

(6.32)

F lη,η′ = (KL)lFE E
l
η,η′ + (KL)lFF F

l
η,η′

+ (KA)lFE E
l
η,η′ + (KA)lFF F

l
η,η′ + (KA)sFE E

s
η,η′ + (KA)sFF F

s
η,η′ ,

(6.33)

Esη,η′ = (KL)sEE E
s
η,η′ + (KL)sEF F

s
η,η′

+β
[
(KA)lEE E

l
η,η′ + (KA)lEF F

l
η,η′ + (KA)sEE E

s
η,η′ + (KA)sEF F

s
η,η′

]
,

(6.34)

F sη,η′ = (KL)sFE E
s
η,η′ + (KL)sFF F

s
η,η′

+β
[
(KA)lFE E

l
η,η′ + (KA)lFF F

l
η,η′ + (KA)sFE E

s
η,η′ + (KA)sFF F

s
η,η′

]
,

(6.35)

donde

(KA)fEI = −
∫

d4q

(2π)4
ξ(t2) cos2(θξ)Ncb

fdfIT fEI , (6.36a)

(KA)fFI =

∫
d4q

(2π)4
ξ(t2)

Mf

M2
l

sen2(θξ)Ncb
fdfIT fFI . (6.36b)
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Por lo tanto, las ecuaciones (6.32)-(6.35) son un sistema de ecuaciones acopladas para Elη,η′ ,

F lη,η′ , E
s
η,η′ y F sη,η′ que está dado en forma matricial como

Elη,η′

F lη,η′

Esη,η′

F sη,η′

 =
[
Kη,η′

]
4×4


Elη,η′

F lη,η′

Esη,η′

F sη,η′

 , (6.37)

donde

Kη,η′ =


(KL)lEE + (KA)lEE (KL)lEF + (KA)lEF (KA)sEE (KA)sEF

(KL)lFE + (KA)lFE (KL)lFF + (KA)lFF (KA)sFE (KA)sFF

β (KA)lEE β (KA)lEF (KL)sEE + β (KA)sEE (KL)sEF + β (KA)sEF

β (KA)lFE β (KA)lFF (KL)sFE + β (KA)sFE (KL)sFF + β (KA)sFF

 .

(6.38)

6.2. Forma expĺıcita de los elementos del kernel Kη,η′

Dado que para obtener resultados numéricos hay que dar una forma expĺıcita a Dµν(k − q)
del kernel KL y a ξ(t) del kernel KA, para el primer kernel usamos la misma interacción del
caṕıtulo 5, es decir la interacción de contacto dada en (5.1)

Dµν(k − q) =
4παIR
m2
g

δµν , (6.39)

mientras que para el kernel de la anomaĺıa no Abeliana proponemos

ξ(k − q) = ξ0 , (6.40)

para que no haya dependencia en el momento relativo entre el quark y el antiquark en ninguna
parte del modelo. De esta forma, al sustituir (6.39) en (6.24), las entradas de KL están dadas
por

(KL)fjk = −4

3

∫
d4q

(2π)4

(
4παIR
m2
g

δµν

)
TrD [PjγµSf (q+)Dk(P )Sf (q−)γν ]

= −16παIR
3m2

g

∫
d4q

(2π)4
TrD [PjγµSf (q+)Dk(P )Sf (q−)γµ] ,

(6.41)

donde notamos que los elementos de este kernel van a ser casi los mismos que los del kernel
visto en el caṕıtulo 5, ya que las trazas en (6.41) son las mismas que en (5.33), solo que en
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este caso el quark y antiquark tienen el mismo sabor, f . De esta forma, haciendo los sabores
g = f , de (5.38) obtenemos

(KL)fEE =
64παIR

3m2
g

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

[
1

q2 + M2
fg

+
MfMg − x(1− x)P 2 −M2

fg

(q2 + M2
fg)

2

] ∣∣∣∣∣
g=f

=
64παIR

3m2
g

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

[
1

q2 + M2
f

+
−2J(x)P 2

(q2 + M2
f )2

]
,

(6.42)

ya que de (5.36) se sigue qué M2
f = M2

fg

∣∣
f=g

= M2
f +x(1−x)P 2 y se usaron las funciones de

(5.54). Sin embargo, para los mesones η y η′ hay que tener cuidado al usar la regularización
de tiempo propio, ya que la función M2

f toma valores negativos para algunos x ∈ [0, 1] debido
a la gran masa del mesón η′, tal que las integrales sobre x del tipo de (5.39) no van a estar
bien definidas (Véase Apéndice E). Para trabajar en este caso, recordemos que la condición
On-Shell en el espacio Euclideano es P 2 = −m2, con m la masa del mesón, tal que conviene
introducir expĺıcitamente el signo menos en la parte de M2

f que contiene al término P 2 para
hacer el análisis más fácil, de tal forma que se define la función

W2
f = M2

f − x(1− x)P 2 , (6.43)

tal que la condición On-shell será ahora P 2 = m2. La introducción del signo menos se hace
ya que esta nueva función se puede reescribir de la forma

W2
f = P 2

[
(x−Af )2 +Bf

]
, (6.44)

donde

Af =
1

2
, Bf = −1

4
+
M2
f

P 2
. (6.45)

Se ve que W2
f puede ser tanto positiva como negativa, dependiendo de los valores de x, Mf ,

P 2 y de la combinación de Bf con (x−Af ). Si Bf > 0, resulta que W2
f es positiva para todo

x ∈ [0, 1], ya que (x−Af )2 siempre es positivo, mientras que si Bf < 0 se tiene que W2
f

puede ser positivo o negativo, dependiendo del valor de x. Con esto mente, las ráıces de W2
f

para Bf < 0 se obtienen de

(x−Af )2 +Bf = 0 , (6.46)

es decir

x±f = Af ±
√
−Bf , (6.47)

tal que x+
f y x−f dividen al eje x en 3 regiones, en donde W2

f > 0 para x < x−f y x+
f < x,

mientras que W2
f < 0 para x−f < x < x+

fg. Esto se puede ver facilmente, ya que
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W2
f (x = 0) = M2

f > 0 , W2
f (x = 1) = M2

f > 0 , (6.48)

y aśı W2
f es una función cóncava hacia arriba. Por lo tanto, definiendo

α±f =

{ x±f , si Bfg < 0

1 , si Bfg > 0

, (6.49)

e introduciendo expĺıcitamente el signo menos de la condición On-Shell, de (6.42) obtenemos

(KL)fEE =
64παIR

3m2
g

{∫ α−f

0
dx
[
I1p(W2

f ) + 2J(x)P 2I2p(W2
f )
]

+

∫ α+
f

α−f

dx
[
I1n(W2

f ) + 2J(x)P 2I2n(W2
f )
]

+

∫ 1

α+
f

dx
[
I1p(W2

f ) + 2J(x)P 2I2p(W2
f )
]}

,

(6.50)

donde

I1p(W2
f ) =

1

16π2

[
Λ2
UV e

−W2
f/Λ

2
UV − Λ2

IRe
−W2

f/Λ
2
IR −W2

f I2p(W2
f )
]
, (6.51a)

I2p(W2
f ) =

1

16π2

[
Ei
(
−W2

f/Λ
2
IR

)
− Ei

(
−W2

f/Λ
2
UV

)]
, (6.51b)

I3p(W2
f ) =

1

16π2

[
e−τ

2
UVW

2
f − e−τ

2
IRW

2
f

2 · W2
f

]
, (6.51c)

I1n(W2
f ) =

1

16π2

[
Λ2
UV e

W2
f/Λ

2
UV − Λ2

IRe
W2
f/Λ

2
IR +W2

f I2n(W2
f )
]
, (6.52a)

I2n(W2
f ) =

1

16π2

[
Ei
(
W2
f/Λ

2
IR

)
− Ei

(
W2
f/Λ

2
UV

)]
, (6.52b)

I3n(W2
f ) =

1

16π2

[
eτ

2
IRW

2
f − eτ

2
UVW

2
f

2 · W2
f

]
, (6.52c)

integrales que se ven a detalle en el Apéndice E, siendo Ei la integral exponencial definida en
(5.40). Vemos que con la definición de α±f justamente (KL)fEE se divide en los 3 intervalos
para Bfg < 0, mientras que si Bfg > 0 las últimas dos integrales se eliminan y se regresa
a un caso similar al de (6.42). De esta forma, procediendo de manera similar con las demás
entradas de (KL)f , de (5.41), (5.42) y (5.45) obtenemos respectivamente

(KL)fEF =
64παIR

3m2
g

(
−P 2

){∫ α−f

0
dxI2p(W2

f ) +

∫ α+
f

α−f

dxI2n(W2
f ) +

∫ 1

α+
f

dxI2p(W2
f )

}
, (6.53)
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(KL)fFE =
64παIR

3m2
g

(
M2
f

2

){∫ α−f

0
dxI2p(W2

f )+

∫ α+
f

α−f

dxI2n(W2
f )+

∫ 1

α+
f

dxI2p(W2
f )

}
, (6.54)

(KL)fFF =
64παIR

3m2
g

(
−M2

f

){∫ α−f

0
dxI2p(W2

f )+

∫ α+
f

α−f

dxI2n(W2
f )+

∫ 1

α+
f

dxI2p(W2
f )

}
. (6.55)

Por otra parte, para los elementos del Kernel (KA)fjk sustituimos (6.40) en las ecuaciones de

(6.36), tal que usando la forma expĺıcita de dfE y T fEE dadas respectivamente en (6.27b) y
(6.28), se obtiene

(KA)fEE =−
∫

d4q

(2π)4
ξ0 cos2(θξ)Ncb

fdfET fEE

=−
∫

d4q

(2π)4
ξ0 cos2(θξ)Ncb

f

4

∫ 1

0
dx

 1

q2 + M2
f

+
−2J(x)P 2(
q2 + M2

f

)2




−
∫

d4q

(2π)4
ξ0 cos2(θξ)Ncb

f

4

∫ 1

0
dx

(q · P ) (1− 2x)(
q2 + M2

f

)2


=− 4ξ0 cos2(θξ)Ncb

f

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

 1

q2 + M2
f

+
−2J(x)P 2(
q2 + M2

f

)2

 ,

(6.56)

donde la integral que contiene al término (q · P ) se eliminó ya que recordemos que al integrar
sobre la parte angular da 0. Luego, introduciendo expĺıcitamente el signo menos que proviene
de la condición On-Shell, e integrando por intervalos tal como se hizo para los elementos
(KL)fjk, se sigue que

(KA)fEE = −4ξ0 cos2(θξ)Ncb
f

{∫ α−f

0
dx
[
I1p(W2

f ) + 2J(x)P 2I2p(W2
f )
]

+

∫ α+
f

α−f

dx
[
I1n(W2

f ) + 2J(x)P 2I2n(W2
f )
]

+

∫ 1

α+
f

dx
[
I1p(W2

f ) + 2J(x)P 2I2p(W2
f )
]}

.

(6.57)

Procediendo de manera similar para las demás entradas del kernel (KA)f , usando (6.27)-
(6.30), (6.40), (6.49), (6.51) y (6.52) en (6.36), sin mucha dificultad se obtiene que
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(KA)fEF =−
∫

d4q

(2π)4
ξ0 cos2(θξ)Ncb

fdfFT fEF

=4P 2ξ0 cos2(θξ)Ncb
f

{∫ α−f

0
dxI2p(W2

f ) +

∫ α+
f

α−f

dxI2n(W2
f ) +

∫ 1

α+
f

dxI2p(W2
f )

}
,

(6.58)

(KA)fFE =

∫
d4q

(2π)4
ξ0
Mf

M2
l

sen2(θξ)Ncb
fdfET fFE

=
−4M2

fP
2

M2
l

ξ0 sen2(θξ)Ncb
f

{∫ α−f

0
dxI2p(W2

f ) +

∫ α+
f

α−f

dxI2n(W2
f ) +

∫ 1

α+
f

dxI2p(W2
f )

}
,

(6.59)

(KA)fFF =

∫
d4q

(2π)4
ξ0
Mf

M2
l

sen2(θξ)Ncb
fdfFT fFF

=
8M2

fP
2

M2
l

ξ0 sen2(θξ)Ncb
f

{∫ α−f

0
dxI2p(W2

f ) +

∫ α+
f

α−f

dxI2n(W2
f ) +

∫ 1

α+
f

dxI2p(W2
f )

}
.

(6.60)

Finalmente, volviendo al sistema de ecuaciones acopladas para Efη,η′ y F fη,η′ de (6.37), el cual
se puede reescribir usando la matriz identidad I4×4 como

(
Kη,η′ − I4×4

)

Elη,η′

F lη,η′

Esη,η′

F sη,η′

 = 0 , (6.61)

este sistema de ecuaciones tiene solución diferente a la trivial si su determinante es 0, tal que
usando la condición On-shell P 2 = m2, las ráıces de la función

Fη,η′(m) = det
(
Kη,η′(m

2)− I4×4

)
, (6.62)

nos dan las masas de los mesones η y η′, las cuales están dadas en función de los parámetros
ξ0 y θξ; estos parámetros se ajustaran para obtener las masas experimentales de los mesones
η y η′, lo cual se discutirá a más detalle en la última sección de este caṕıtulo. Una vez
determinados los parámetros y las masas de los mesones, se puede calcular expĺıcitamente la
forma que toman las BSA Γfη,η′ , las cuales también se deben de normalizar como se hizo con
las BSA del pion, kaón y de los mesones vectoriales en el caṕıtulo anterior.
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6.3. Normalización alterna de la BSA para los mesones η, η′

En las ecuaciones (6.37) y (6.61) se ha supuesto que el eigenvalor es 1, lo cual hace que el
sistema solo tenga solución para la condición On-Shell P 2 = m2, siendo esta m justamente la
masa del mesón. Un procedimiento análogo es insertar el “eigenvalor” λ(P 2), tal que ahora
el sistema de ecuaciones tendrá solución para todo P 2, siendo los verdaderos estados ligados
las soluciones en las cuales al meter la condición On-shell se obtenga λ(m2) = 1. Usando esta
función λ se llega a que la normalización de la BSA para los mesones η y η′ está dada por la
condición [27]

[
dLnλ(P 2)

dP 2

]−1

P 2=−m2
M

= 2Tr

∫
d4q

(2π)4

[
Γ
l
M (−P )χlM (P ; q) + Γ

s
M (−P )χsM (P ; q)

]
, (6.63)

donde la traza es sobre ı́ndices de color y espinor, Γ es la BSA normalizada y M = η, η′.
Sacando la traza sobre los ı́ndices de color, introduciendo una constante de normalización
NM tal que ΓM → ΓM/NM , donde ahora ΓM es la amplitud que se obtiene al resolver (6.61),
e introduciendo nuevamente el signo de la condición on-shell, la condición de normalización
toma la forma

N2
M = 2DNc

∫
d4q

(2π)4
TrD

[
Γ
l
M (−P )χlM (P ; q) + Γ

s
M (−P )χsM (P ; q)

]
, (6.64)

con

D =

(
1

λ

dλ

dP 2

) ∣∣∣∣∣
P 2=m2

M

. (6.65)

Aplicando regla de la cadena y usando la condición On-Shell, vemos que

dλ

dP 2
=

dλ

dm

dm

dP 2
=
d
(√

P 2
)

dP 2

dλ

dm
=

1

2
√
P 2

dλ

dm
=

1

2m

dλ

dm
, (6.66)

Luego, usando (5.25) y (5.34) se tiene que (6.64) toma la forma

N2
M = 2DNc

∑
f=l,s

[
(NEE)fM EfME

f
M + (NEF )fM EfMF

f
M

+ (NFE)fM F fME
f
M + (NFF )fM EfME

f
M

]
,

(6.67)

donde

(Njk)
f
M =

∫
d4q

(2π)4
Tr
[
Dj(−P )Sf (q+)Dk(P )Sf (q−)

]
, (6.68)
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con j, k = E,F . Evaluando las trazas de Dirac, haciendo el cambio de variable q → q − xP ,
usando la parametrización de Feynman de un parámetro vista en el Apéndice C, eliminando
las integrales que contengan potencias impares de (q · P ) ya que al integral sobre la parte an-
gular dan 0 como se vio en (5.9), introduciendo expĺıcitamente el signo menos de la condición
on-shell, e integrar en los intervalos dados por α±f , se obtiene

(NEE)fM = −4

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

[
2J(x)P 2

(q2 +W2
f )2

+
1

q2 +W2
f

]

= −4

{∫ α−f

0
dx
[
I1p(W2

f ) + 2J(x)P 2I2p(W2
f )
]

+

∫ α+
f

α−f

dx
[
I1n(W2

f ) + 2J(x)P 2I2n(W2
f )
]

+

∫ 1

α+
f

dx
[
I1p(W2

f ) + 2J(x)P 2I2p(W2
f )
]}

,

(6.69)

(NEF )fM = (NFE)fM =
4

Mf

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

K(x)P 2

(q2 +W2
f )2

=
4K(x)P 2

Mf

{∫ α−f

0
dxI2p(W2

f ) +

∫ α+
f

α−f

dxI2n(W2
f ) +

∫ 1

α+
f

dxI2p(W2
f )

}
,

(6.70)

(NFF )fM = −4P 2

M2
f

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

2M2
f

(q2 +W2
f )2

= −8P 2

{∫ α−f

0
dxI2p(W2

f ) +

∫ α+
f

α−f

dxI2n(W2
f ) +

∫ 1

α+
f

dxI2p(W2
f )

}
.

(6.71)

6.4. Constantes de decaimiento leptónico para los mesones
η, η′

Una vez normalizadas las amplitudes de Bethe-Salpeter para los mesones η y η′, la constante
de decaimiento leptónico se calcula de (5.66) como se hizo para el pión y el kaón, solo hay que
hacer los cambios los sabores de quark g = f , introducir expĺıcitamente el signo menos de la
condición On-shell, e integrar en los intervalos dados por α±f , de lo cual se sigue de (5.67),
(5.69) y (5.71) que

ffM = Nc

[
(KE)fME

f
M + (KF )fMF

f
M

]
, (6.72)

donde
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(KE)fM = 4K(x)

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

1

(q2 +W2
f )2

= 4K(x)

{∫ α−f

0
dxI2p(W2

f ) +

∫ α+
f

α−f

dxI2n(W2
f ) +

∫ 1

α+
f

dxI2p(W2
f )

}
,

(6.73)

(KF )fM = − 4

Mf

∫ 1

0
dx

∫
d4q

(2π)4

2M2
f

(q2 +W2
f )2

= −8Mf

{∫ α−f

0
dxI2p(W2

f ) +

∫ α+
f

α−f

dxI2n(W2
f ) +

∫ 1

α+
f

dxI2p(W2
f )

}
.

(6.74)

Con estas constantes de decaimiento leptónico se pueden obtener los anchos de decaimiento
η, η′ → γγ, los cuales están dados por la expresión [30]

ΓM→γγ =
9α2

em

64π3
m3
M

[
cl
f lM

(f l)
2 + cs

fsM
(fs)2

]2

, (6.75)

con cl = 5/9, cs =
√

2/9, αem = 1/137, y donde

(
f l
)2

=
(
f lη

)2
+
(
f lη′
)2

, (6.76a)(
fs
)2

=
(
fsη

)2
+
(
fsη′
)2

. (6.76b)

6.5. Resultados numéricos

Tomando los parámetros especificados al final del caṕıtulo anterior dados en [21], es decir,
ml = 7 MeV, ms = 170 MeV, ΛUV = 0.905 MeV y αIR = 0.93π, vemos que en el modelo
propuesto para los mesones η y η′ los únicos parámetros libres por determinar son ξ0 y
θξ. En [27] presentan los valores para las constantes de decaimiento: f lη = 0.090(13)GeV,

fsη = -0.093(28)GeV, f lη′ = 0.073(14)GeV, fsη′ = 0.094(8)GeV, los cuales son en realidad una
recopilación de diferentes valores fenomenológicos obtenidos en las diferentes referencias [30-
32]. Usando esto y los valores experimentales mη = 0.548GeV y mη′ = 0.958GeV dados en
[29], se obtienen los parámetros ξ0 = 6.0 y cos2(θξ) = 0.89 al hacer un ajuste, los cuales dan
un error cuadrático medio total del 17 %, donde hay que señalar que en el ajuste se dio más
peso a las masas de los mesones. Con estos parámetros se obtienen los resultados listados en
la Tabla 6.1. Luego, usando (6.76) y los resultados de la Tabla 6.1, de la ecuación (6.75) se
obtienen los anchos de decaimiento

Γη→γγ = 0.517 KeV , Γη′→γγ = 4.84 KeV , (6.77)
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mη mη′ f lη fsη f lη′ fsη′

Modelo IC 0.555 0.947 0.079 -0.069 0.094 0.081
Experimentos 0.548 0.958 0.090(13) -0.093(28) 0.073(14) 0.094(8)

Tabla 6.1: Masas y constantes de decaimiento leptónico para los mesones η y η′: Todas las
cantidades están dadas en GeV.

valores que concuerdan con los resultados emṕıricos Γexpη→γγ=0.516(22) keV y Γexpη′→γγ=4.35(36)
keV de [29].

Comparando los valores obtenidos de nuestro modelo con los valores experimentales y fenome-
nológicos descritos anteriormente, vemos que la simpleza del modelo tal vez no de resultados
tan buenos para las constantes de decaimiento, pero siguen estando dentro de un rango acep-
table, mientras que los resultados de las masas y de los anchos de decaimiento son muy
buenos. Esto último nos hace pensar que en general un modelo simple como este es más que
efectivo para estudiar a los mesones η y η′, donde posteriormente se podŕıa dar una forma
más complicada a ξ(k − q) para tratar de ajustar mejor los valores de las constantes de
decaimiento.

Para finalizar el caṕıtulo, hay que mencionar que con todo lo realizado hasta ahora ya esta-
mos listos para obtener los factores de forma de transición electromagnéticos para distintos
mesones (nosotros nos enfocaremos sólo en los mesones π0, η, η′). Esto ya que, como se verá
en el siguiente caṕıtulo, los factores de forma de transición se calculan a partir del vértice
quark-gluón y de las BSA de los distintos mesones, razón por la cual era muy importante
fijar todos los parámetros de nuestro modelo y obtener buenos valores para las masas de los
mesones η y η′.



Caṕıtulo 7

Factores de forma de transición

Los factores de forma electromagnéticos son importantes en la f́ısica de part́ıculas ya que
están definidos como la transformada de Fourier de las distribuciones de carga, de tal forma
que se pueden entender como la fuerza de interacción entre las part́ıculas en dicho espacio de
Fourier. En particular, si en un proceso se crean nuevas part́ıculas, se habla de un factor de
forma de transición (TFF), el cual se dice ser electromagnético si hay fotones involucrados
en la interacción. Nosotros estamos interesados en los TFF electromagnéticos del pión neutro
y de los mesones η y η′, los cuales se obtienen de procesos como e+e− → e+e−M , con M =
η, η′ [85, 86] (como se muestra en la Figura 7.1), tal que antes de calcularlos será necesario
estudiar la interacción de los fotones con los quarks constituyentes de dichos mesones, es
decir, estudiaremos el vértice quark-fotón Γµ.

Figura 7.1: Proceso e+e− → e+e−M .

7.1. Vértice quark-fotón

Recordemos que en la subsección 3.1.3 se mostró la DSE para el vértice fermión-fotón, y que
en (5.29) se vio la forma simple que toma el kernel de dispersión fermión-antifermión en el
truncamiento RL, de tal forma que de la ecuación (3.62) se obtiene que la BSE para el vértice
quark-fotón en el truncamiento RL toma la forma [20,21]

65
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Γµ(Q) = γµ −
16παIR

3m2
g

∫
d4q

(2π)4
γνχµ(q+, q)γν , (7.1)

con

χ(q+, q) = S(q + P )Γµ(Q)S(q) , (7.2)

siendo Q y P respectivamente los momentos del fotón y del mesón constituido por los quarks
vestidos. Luego, como ya se dijo que en la interacción de contacto el kernel es independiente
del momento relativo de los quarks, se puede escribir la solución general del vértice quark-
fotón como

Γµ(Q) = γTµ PT (Q2) + γLµPL(Q2) , (7.3)

donde

Qµγ
T
µ = 0 , (7.4a)

γTµ + γLµ = γµ . (7.4b)

Ahora, introduciendo la identidad de Ward-Takahashi deducida en la primera sección del
Apéndice D

QµΓµ(k; p) = i
[
S−1(p)− S−1(k)

]
, (7.5)

siendo Q = k − p, si usamos la forma del propagador del quark dada en el caṕıtulo 3,
S−1(k) = i/k +M , y la ecuación (7.3) en la ecuación de Ward-Takahashi, se obtiene

Qµ
[
γTµ PT + γLµPL

]
= i
[
i/p+M − i/k −M

]
= −(p− k)µγµ = Qµγµ , (7.6)

tal que usando (7.4) se sigue que

Qµγ
L
µPL = Qµγ

L
µ , (7.7)

es decir

PL(Q2) = 1 . (7.8)

De esta forma, el vértice quark-fotón es en realidad de la forma

Γµ(Q) = γTµ PT (Q2) + γLµ , (7.9)

tal que al insertar esto en (7.1) se obtiene que

PT (Q2) =
1

1−Kγ(Q2)
, (7.10)

donde Kγ resulta ser el kernel para los mesones vectoriales, el cual está dado por la ecuación
(5.55), tal que entonces el denominador de PT (Q2) es la BSA para los mesones vectoriales
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Figura 7.2: PT en función de Q2 para los sabores l y s comparando con la recta PT = 1.

vista en la sección 5.2. Aśı, dado que las ráıces de la BSA para el caso vectorial son justamente
las masas de los mesones vectoriales, si se considera que el quark y antiquark del mesón tienen
el mismo sabor f , PT (Q2) va a presentar un polo en la masa del mesón ρ para el sabor l,
mientras que el polo será la masa del mesón φ para el sabor s. En la Figura 7.2 se presentan
las gráficas de PT (Q2) para cada uno de estos sabores de quark, donde se compara con la
recta PT (Q2) = 1. También notemos que como PT (0) = 1, en este caso el vértice vestido
quark-fotón es simplemente el vértice desnudo γµ, es decir

Γµ(0) = γµ . (7.11)

Por lo tanto, vemos que para calcular el TFF del pión neutro solo habrá que considerar el
PT (Q2) para el sabor l, mientras que para los mesones η y η′ también hay que considerar el
correspondiente al sabor s, ya que como se vio en el caṕıtulo anterior estos mesones mezclan
ambos canales.

7.2. TFF para el pion

El factor de forma de transición electromagnético para el pion neutro, Gγ
∗π0γ , en el trunca-

miento RL se obtiene a partir de [77]

Tµν(Q1Q2) = Tµν(Q1, Q2) + Tνµ(Q2, Q1) , (7.12)

donde Q1, Q2 son respectivamente los momentos del fotón virtual γ∗ y del fotón real γ en-
trantes, y P = Q1 +Q2 es el momento total del π0, como se muestra en la Figura 7.3, tal que
[77]
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Figura 7.3: Transición γ∗π0γ.

Tµν(Q1, Q2) =
αem
πfπ

εαβµνQ1αQ2βG
γ∗π0γ

(
Q2

1, Q1 ·Q2, Q
2
2

)
= Tr

∫
d4k

(2π)4
S(k1)Γπ(k1, k2;P )iQΓµ(Q2; k2, k3)S(k2)S(k3)iQΓν(Q1; k3, k1) ,

(7.13)

con Q = diag (2/3,−1/3) e, Γπ la BSA para el pion definida en el caṕıtulo 5 y la traza es
sobre los ı́ndices de color, sabor y espinor. La distribución de momentos es k1 = k − Q1,
k2 = k + Q2, k3 = k, y debido a la condición On-shell P 2 = −m2

π y a la virtualidad de uno
de los fotones, se tienen las constricciones cinemáticas

P = Q1 +Q2 , Q2
1 = Q2 , Q2

2 = 0 , 2Q1 ·Q2 = −
(
m2
π +Q2

)
. (7.14)

Vemos que la traza sobre los ı́ndices de color nos da simplemente el factor Nc, mientras que

para los ı́ndices de sabor resulta el factor
[(

2
3

)2 − (1
3

)2]
e2 = e2

3 . Luego, definiendo

Vµν = εµναβQ1αQ2β , (7.15)

tal que V 2 = V µνVµν = VµνVµν , y usando (7.11) para el vértice del fotón 2 y (7.3) para el
vértice del fotón 1, de (7.13) se obtiene

Gγ
∗π0γ(Q2) = Gγ

∗π0γ
E (Q2) +Gγ

∗π0γ
F (Q2)

=
4π2Ncfπ

3
PT (Q2)

[
T1Eπ + T2

Fπ
M

]
,

(7.16)

donde
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Tj =
1

V 2

∫
d4k

(2π)4
V µν

TrD

[
Ŝ(k1)DjiγµŜ(k2)Ŝ(k3)iγν

]
∆M (k1)∆M (k2)∆M (k3)

, (7.17)

con j = 1, 2, y se usó el hecho de que S(k) = −i/k+M
k2+M2 = Ŝ(k)

∆M (k) , siendo M = Ml por ser el caso
del pión.

Para el denominador [∆M (k1)∆M (k2)∆M (k3)] se emplea la parametrización de Feynman
descrita a detalle en el Apéndice C.2, tal que tomando las restricciones de (7.14) y haciendo
el cambio de variable k → k − (xQ2 − xyP ), se obtiene

T1 = 8M

∫ 1

0

∫ 1

0
xdxdy

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 +M2)3 , (7.18a)

T2 = −4

∫ 1

0

∫ 1

0
xdxdy

∫
d4k

(2π)4

Ak2 +B

(k2 +M2)3 , (7.18b)

donde

M2 = M2 + xy
[
Q2(1− x)− x(1− y)m2

π

]
, (7.19)

y

A = 2− 3x , (7.20a)

B = 2
[
−M2(−2 + x)− xy

(
Q2(−1 + x)2 +m2

π(−2 + x)(1− y)x
)]

. (7.20b)

Notemos que la integral sobre k de T2 diverge logaŕıtmicamente, con lo cual se debe de
regularizar con los cortes ΛUV y ΛIR tal como se hizo con las integrales de los caṕıtulos 5 y 6,
mientras que la integral sobre k de T1 converge y no es necesario que se regularice. Entonces,
haciendo Nc = 3 y usando (7.18), de (7.16) se obtiene

Gγ
∗π0γ
E (Q2) = 32π2fπEπMPT (Q2)

∫ 1

0

∫ 1

0
xI3(M2)dxdy , (7.21)

Gγ
∗π0γ
F (Q2) = −16π2fπ

Fπ
M
PT (Q2)

∫ 1

0

∫ 1

0
x
[
AI2p(M2) +

(
B −A · M2

)
I3p(M2)

]
dxdy ,

(7.22)

donde Ijp(M2), j = 1, 2, 3 son las integrales regularizadas vistas en (5.39), mientras que
I3(M2) es la función no regularizada dada por

I3(M2) =

(
1

2

)
1

16π2

∫ ∞
0

e−τM
2
dτ =

1

16π2

(
1

2M2

)
. (7.23)
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Después de juntar las contribuciones Gγ
∗π0γ
E (Q2) y Gγ

∗π0γ
F (Q2) dadas respectivamente en

(7.21) y (7.22), de (7.16) se obtiene el TFF para el pión neutro para cada valor de Q2, de tal
forma que en la Figura 7.4 se muestra la gráfica del comportamiento de Gγ

∗π0γ para distintos
valores positivos de Q2, en donde se normalizó a 1 dividiendo entre Gγ

∗π0γ(Q2 = 0).

Figura 7.4: TFF para el pión neutro en función de la transferencia de momento.

7.3. TFF para η, η′

En el caṕıtulo 6 se vio que en los mesones η y η′ se mezclan los canales l y s, con lo cual
el TFF electromagnético para el proceso γ∗γ → η, η′, Gη,η′ , se puede modelar de la misma
forma como se hizo para el pión, es decir, se tiene el mismo esquema de la Figura 7.3 y las
constricciones cinemáticas de (7.14), tal que para M = η, η′ se obtiene de [27]

αem
2π

εαβµνQ1αQ2βGM
(
Q2

1, Q1 ·Q2, Q
2
2

)
=
αem
2π

εαβµνQ1αQ2β

[
clG

l
M

(
Q2
)

+ csG
s
M

(
Q2
)]

,

(7.24)
es decir,

GM = clG
l
M + csG

s
M , (7.25)

con cl = 5/9, cs =
√

2/9, αem = 1/137, y donde

GfM
(
Q2
)

= TrD

∫
d4k

(2π)4
iχfµ(k3, k1)ΓfM (P ; k1, k2)Sf (k2)iΓfν (k2, k3) . (7.26)

Procediendo de manera similar a como se hizo en el caso del pión, se encuentra que

GfM (Q2) =
[
(GE)fM (Q2) + (GF )fM (Q2)

]
=

2π

αem
P fT (Q2)

[
T f1ME

f
M + T f2M

F fM
Mf

]
,

(7.27)
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siendo P fT (Q2) las funciones definidas en (7.10) para los distintos canales, y donde T f1M y

T f2M están dadas de la misma forma de (7.18) en términos de las funciones de (7.20), tal que
considerando los distintos sabores de Mf y definiendo la nueva función

Mf
M = M2

f + xy
[
Q2(1− x)− x(1− y)m2

M

]
, (7.28)

se sigue que

T f1M = 8Mf

∫ 1

0

∫ 1

0
xdxdy

∫
d4k

(2π)4

1(
k2 +Mf

M

)3 , (7.29a)

T f2M = −4

∫ 1

0

∫ 1

0
xdxdy

∫
d4k

(2π)4

AfMk
2 +Bf

M(
k2 +Mf

M

)3 , (7.29b)

con

AfM = 2− 3x , (7.30a)

Bf
M = 2

[
−M2

f (−2 + x)− xy
(
Q2(−1 + x)2 +m2

M (−2 + x)(1− y)x
)]

. (7.30b)

Notemos que la función de (7.28) puede tomar valores negativos debido a lo grande que son
las masas de los mesones η y η′, tal que procediendo de manera un tanto similar a como se
hizo en el caṕıtulo 6, si se hace el cambio de variable ỹ → 1 − y, esta función se reescribe
como

Mf
M = M2

f + x(1− y)
[
Q2(1− x)− xym2

M

]
= m2

M

[(
xy − CfM

)2
+Df

M

]
,

(7.31)

donde

CfM =
1

2

[
x+

Q2

m2
M

(1− x)

]
, (7.32a)

Df
M =

M2
f

m2
M

− 1

4

[
x− Q2

m2
M

(1− x)

]2

. (7.32b)

Antes de continuar, notemos que el cambio de variable en y no afecta las integrales de (7.29),
ya que dỹ = −dy, lo que resulta en que∫ 1

ỹ=0
dỹ = −

∫ 0

y=1
dy =

∫ 1

y=0
dy . (7.33)

Sin embargo, las funciones de (7.30) si van a cambiar, las cuales toman la forma
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AfM = 2− 3x , (7.34a)

Bf
M = 2

[
−M2

f (−2 + x)− x(1− y)
(
Q2(−1 + x)2 +m2

M (−2 + x)xy
)]

. (7.34b)

Ahora, de (7.31) vemos que Mf
M solo puede ser negativa en el caso en que Df

M < 0, lo cual
de (7.32b) se traduce en la condición

M2
f

m2
M

<
1

4

[
x− Q2

m2
M

(1− x)

]2

, (7.35)

es decir, Mf
M puede ser negativa para las x tales que

1−
1− 2Mf

mM

1 + Q2

m2
M

< xfM , (7.36)

mientras que siempre será positiva para x menores a ese valor. Luego, una vez determinada
para que región de x se tiene que Df

M < 0, de (7.31) se encuentran los valores de y para los

cuales Mf
M cambia de signo, los cuales son

yf±M =
CfM ±

√
−Df

M

x
, (7.37)

donde se sigue que Mf
M es negativa para los valores de y tales que yf−M < y < yf+

M .

Por lo tanto, definimos

αfM =

{ xfM , si xfM ≤ 1

1 , si xfM > 1

, (7.38)

βf−M =

{ 0 , si yf−M ≤ 0

yf−M , si yf−M > 0

, (7.39)

βf+
M =

{ yf+
M , si yf+

M ≤ 1

1 , si yf+
M > 1

, (7.40)

tal que usando las restricciones cinemáticas de (7.14) y las integrales regularizadas para
argumentos positivo y negativo vistas respectivamente en (6.51) y (6.52), y la integral no
regularizada I3 definida en (7.23), se sigue que las contribuciones E y F para los TFF de los
mesones η y η′ se calculan como
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(GE)fM (Q2) =
(
Hf
M

)
1

{∫ xfM

0

∫ 1

0
xI3(Mf

M )dxdy

+

∫ 1

xfM

∫ βf−M

0
xI3(Mf

M )dxdy

+

∫ 1

xfM

∫ βf+M

βf−M

xI3(Mf
M )dxdy

+

∫ 1

xfM

∫ 1

βf+M

xI3(Mf
M )dxdy

}
,

(7.41)

(GF )fM (Q2) =
(
Hf
M

)
2

{∫ xfM

0

∫ 1

0
x
[
AfMI2p(Mf

M ) +
(
Bf
M −A

f
M · M

f
M

)
I3p(Mf

M )
]
dxdy

+

∫ 1

xfM

∫ βf−M

0
x
[
AfMI2p(Mf

M ) +
(
Bf
M −A

f
M · M

f
M

)
I3p(Mf

M )
]
dxdy

+

∫ 1

xfM

∫ βf+M

βf−M

x
[
AfMI2n(Mf

M ) +
(
Bf
M +AfM · M

f
M

)
I3n(Mf

M )
]
dxdy

+

∫ 1

xfM

∫ 1

βf+M

x
[
AfMI2p(Mf

M ) +
(
Bf
M −A

f
M · M

f
M

)
I3p(Mf

M )
]
dxdy

}
,

(7.42)

donde

(
Hf
M

)
1

=
16πMf

αem
EfMP

f
T (Q2) , (7.43a)(

Hf
M

)
2

= − 8π

αem

F fM
Mf

P fT (Q2) . (7.43b)

Finalmente, introduciendo (7.27) en (7.25), vemos que

GM = cl

[
(GE)lM + (GF )lM

]
+ cs

[
(GE)sM + (GF )sM

]
, (7.44)

tal que juntando las contribuciones de (7.41) y (7.42) para cada sabor de quark, se obtienen
Gη y Gη′ en función de Q2, de tal forma que en la Figura 7.5 se muestra la gráfica del
comportamiento de Gη,η′ para distintos valores positivos de Q2, en donde se normalizaron las
curvas a 1 dividiendo respectivamente entre Gη,η′(Q

2 = 0).
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Figura 7.5: TFF para los mesones η y η′ en función de la transferencia de momento.

7.4. Discusión de los resultados

De los cálculos obtenidos en la sección anterior, podemos juntar las curvas de los TFF de
los mesones π0, η y η′ en una sola gráfica para comparar entre ellas, como se muestra en la
Figura 7.6, siendo N = π0, η, η′ y tal que cada curva se normalizo a 1. De esto vemos que la
curva del π0 queda por debajo de la curva del η′, pero por arriba de la del η, comportamiento
que también presentan las gráficas de los TFF para estos mesones en [27]. Por otra parte,
notamos que la curva del mesón η′ es la que depende más débilmente de Q2, lo cual es
algo que se esperaba debido a su gran masa, ya que de la función de (7.28), Mf

M = M2
f +

xy
[
Q2(1− x)− x(1− y)m2

M

]
, el último término empieza a dominar sobre la contribución de

Q2. Este comportamiento se presenta también para los mesones ηb y ηc [88], donde se observa
que las gráficas de sus TFF dependen todav́ıa más débilmente de Q2 conforme la masa del
mesón es más grande.

Figura 7.6: TFF para los mesones π0,η y η′ en función de la transferencia de momento.

Ahora, una caracteŕıstica importante de cualquier modelo que describa los TFF de los me-
sones pseudoescalares es su comportamiento para Q2

1 y Q2
2 grandes, ya que para modelos
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con diagramas a nivel de árbol como el que usamos (Figura 7.3) [87,89-91], o incluso para
diagramas donde domina la contribución vectorial (VDM) [92-94], se predice que para un
solo fotón off-shell la dependencia asintótica es GN ∼ 1/Q2 cuando Q2 →∞. De esta forma,
para ver la dependencia asintótica de nuestro modelo graficamos Q2GN con respecto de Q2,
donde N = π0, η, η′, como se muestra en la Figura 7.7.

Figura 7.7: Comportamiento asintótico de los TFF para los mesones π0,η y η′ en función de
la transferencia de momento.

De la Figura 7.7 vemos que, para Q2 grandes, Q2GN tiende a ser una recta, lo cual significa
que se cumple que GN ∼ 1/Q2 cuando Q2 →∞, es decir, se llega a la dependencia asintótica
que nuestro modelo deb́ıa de cumplir bajo las condiciones que impusimos.



Caṕıtulo 8

Resumen y conclusiones

En el presente trabajo se dió una introducción a QCD y al formalismo de las ecuaciones de
Dyson-Schwinger y Bethe-Salpeter, tal que se obtienen las ecuaciones de movimiento para
los propagadores del electrón, fotón, vértice fermión-fotón en QED, su equivalente para el
propagador del quark en QCD, la amplitud de Bethe-Salpeter para los mesones y su condición
de normalización. Después se usa una interacción de contacto y el truncamiento RL para
obtener los kernels de los mesones pseudoescalares y vectoriales, de los cuales se calculan
sus masas y constantes de decaimiento. Luego, debido a la anomaĺıa no abeliana, se agrega
un kernel extra para los mesones η y η′ y se procede a calcular las masas, constantes de
decaimiento y anchos de decaimiento de dichos mesones. Finalmente se procede a calcular los
factores de forma de transición electromagnéticos para los mesones π0, η y η′, tal que se hace
una comparación de sus graficas en función de la transferencia de momento Q2.

La interacción de contacto con truncamiento RL y usando la regularización de tiempo propio
con cortes IR y UV predice de mejor forma las masas y constantes de decaimiento de los
mesones pseudoescalares π0,K, ss (y su ĺımite quiral) que lo correspondiente a los mesones
vectoriales ρ,K∗, φ (y el respectivo ĺımite quiral vectorial). En lo concerniente a los mesones η
y η′, vemos que, a pesar de la simplicidad del modelo usado para ξ(t) considerándolo como una
constante ξ0 a determinar, los resultados obtenidos para las masas y anchos de decaimiento
son realmente buenos, mientras que los resultados para las constantes de decaimiento están
dentro de un rango aceptable. Esto nos hace pensar que un modelo tan simple como este
es más que efectivo como una primera aproximación para poder describir completamente al
nonete de mesones pseudoescalares.

Para los factores de forma de transición electromagnéticos se obtiene el comportamiento
esperado al momento de comprar entre ellos, es decir, que la curva del TFF del mesón η′ sea
menos sensible a Q2 comparada a la de los otros dos, que la curva del TFF del π0 quede entre
la de los mesones η y η′, y lo más importante, que los TFF todos decaen asintóticamente
como 1/Q2.
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Apéndice A

Notaciones y convenciones

A lo largo de este escrito se trabaja tanto en el espacio de Minkowski como en el espacio
Euclideano, aśı que el propósito de este Apéndice es mostrar que notaciones y convenciones se
utilizan en el espacio de Minkowski y luego obtener sus equivalentes en el espacio Euclideano.

A.1. Convenciones en el espacio de Minkowski

En el espacio de Minkowski el 4-vector contravariante de posición en unidades naturales se
escribe como

xµ = (x0, x1, x2, x3) ≡ (t, x, y, z) = (t, ~x) , (A.1)

y usaremos la representación del tensor métrico gµν

gµν = gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 = diag(1,−1,−1,−1) , (A.2)

tal que los covectores o 4-vectores covariantes se definen de la forma

xµ = gµνx
ν , (A.3)

el cual se ve por componentes como

xµ = (x0, x1, x2, x3) ≡ (t,−x,−y,−z) = (t,−~x) . (A.4)

A partir de esto se pueden definir 4-vectores cuyas entradas sean derivadas parciales de las
coordenadas espaciales, es decir

∂µ =
∂

∂xµ
=

(
∂

∂t
, ~∇
)

, ∂µ =
∂

∂xµ
=

(
∂

∂t
,−~∇

)
, (A.5)
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y entonces se define el 4-vector de momento pµ en términos de estos operadores

pµ = i∂µ = i

(
∂

∂t
, ~∇
)

, pµ = i∂µ = i

(
∂

∂t
,−~∇

)
, (A.6)

tal que expĺıcitamente las componentes sus componentes son

pµ = (p0, p1, p2, p3) ≡ (E, px, py, pz) = (E, ~p) , (A.7a)

pµ = (p0, p1, p2, p3) ≡ (E,−px,−py,−pz) = (E,−~p) . (A.7b)

Por otra parte, el producto escalar de dos 4-vectores está dado por la expresión

x · y = xµy
µ = gµνx

νyµ , (A.8)

tal que el invariante de Lorentz para una part́ıcula de masa m en esta métrica es

p2 = pµp
µ = E2 − (~p)2 = m2 , (A.9)

y la transformada de Fourier se escribe como

f(x, y) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip·(x−y)f(p) . (A.10)

Ahora, dado que los quarks son part́ıculas de esṕın 1/2, introduzcamos las matrices de Dirac
para estas part́ıculas. En la representación usual, que es la que postuló Bjorken en 1959, las
matrices de Dirac 4× 4 se escribe de la forma

γ0 =

(
I2×2 0

0 −I2×2

)
, ~γ =

(
0 ~σ
−~σ 0

)
, (A.11)

donde I2×2 es la matriz identidad 2×2, y ~σ = (σ1, σ2, σ3) son las matrices de Pauli, las cuales
están dadas por

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, (A.12)

y aśı se construyen los 4-vectores

γµ = {γ0, γ1, γ2, γ3} , (A.13a)

γµ = gµνγ
ν = {γ0,−γ1,−γ2,−γ3} . (A.13b)

También se introduce otra matriz de Dirac muy útil

γ5 = γ5 = iγ0γ1γ2γ3 =
i

4!
εαβµνγαγβγµγν , (A.14)
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donde εαβµν es el tensor completamente antisimétrico de Levi-Civita de cuatro dimensiones,
tal que en esa representación

γ5 =

(
0 I2×2

I2×2 0

)
. (A.15)

Otra representación de las matrices de Dirac que se usa frecuentemente es la representación
quiral, en donde se tiene

γ0 =

(
0 I2×2

I2×2 0

)
, ~γ =

(
0 −~σ
~σ 0

)
, γ5 =

(
−I2×2 0

0 I2×2

)
. (A.16)

Esta última representación es muy útil, ya que nos permite proyectar al campo de Dirac ψ
en sus componentes izquierda y derecha a través de los proyectores

P̂L =
1− γ5

2
=

(
I2×2 0

0 0

)
, P̂R =

1 + γ5

2
=

(
0 0
0 I2×2

)
. (A.17)

Las matrices de Dirac satisfacen el Algebra de Clifford

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 2gµνI4×4 , (A.18)

y también tienen las propiedades de hermeticidad(
γ0
)†

= γ0 , ~γ† = −~γ , (A.19)

tal que estas últimas propiedades de pueden juntar en la propiedad

(γµ)† = γ0γµγ0 . (A.20)

Otras propiedades importantes de las matrices de Dirac son

(
γ0
)2

= I4×4 , (A.21a)(
γj
)2

= −I4×4 , (A.21b)(
γ5
)2

= I4×4 , (A.21c)

γµγµ = 4I4×4 , (A.21d)

γµγνγµ = −2γν , (A.21e)

γµγαγνγµ = 4gανI4×4 , (A.21f)

γµγαγβγνγµ = −2γνγβγα , (A.21g)

{γµ, γ5} = 0 , (A.21h)[
γ5, σµν

]
= 0 , (A.21i)
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donde σµν = i
2 [γµ, γν ], j = 1, 2, 3 y µ = 0, 1, 2, 3.

Finalmente, haciendo uso de la notación slash, /a = γµaµ, se cumplen las propiedades para la
traza sobre los ı́ndices de Dirac

Tr [I4×4] = 4 , (A.22a)

Tr [γµ] = Tr
[
γ5
]

= 0 , (A.22b)

Tr [γµγν ] = 4gµν , (A.22c)

Tr [γµ1 · · · γµn ] = 0 , para n impar , (A.22d)

Tr
[
γ5γµ1 · · · γµn

]
= 0 , para n par , (A.22e)

Tr
[
γαγβγµγν

]
= 4

[
gαβgµν − gαµgβν + gανgµν

]
, (A.22f)

Tr
[
γ5γαγβγµγν

]
= 4iεαβµν , (A.22g)

Tr
[
γαγβγµγνγργσ

]
= 4gαβ [gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ]

− 4gαµ
[
gβνgρσ − gβρgνσ + gβσgνρ

]
+ 4gαν

[
gβµgρσ − gβρgµσ + gβσgµρ

]
− 4gαρ

[
gβµgνσ − gβνgµσ + gβσgµν

]
+ 4gασ

[
gβµgνρ − gβνgµρ + gβρgµν

]
,

(A.23)

en donde se han empleado las propiedades de la traza

Tr [A+B] = Tr [A] + Tr [B] , (A.24a)

Tr [cA] = cTr [A] , con c ∈ C , (A.24b)

Tr [ABC] = Tr [CAB] = Tr [BCA] . (A.24c)

A.2. Convenciones en el espacio Euclideano

En el espacio Euclideano la métrica es de la forma

gµν = δµν =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = diag(1, 1, 1, 1) , (A.25)

donde δµν es la delta de Kronecker. De esto vemos que en el espacio Euclideano se pueden
subir y bajar ı́ndices sin preocuparse por un cambio de signo, ya que para cualquier 4-vector
xµ = (x1, x2, x3, x4) = (~x,−it) su covector es simplemente
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xµ = δµνx
ν = (x1, x2, x3, x4) = xµ , (A.26)

y asi el producto escalar de dos 4-vectores toma la forma

x · y = xµy
µ = xµyµ . (A.27)

La mayor diferencia al trabajar en el espacio Euclideano es que la coordenada temporal se va
a ver modificada mediante una rotación de Wick, es decir, tE = itM , y entonces los cálculos
que se hicieron en el espacio de Minkowski que involucran a t se van a seguir valiendo con el
cambio t → −itE . Siguiendo con esta idea, las matrices de Dirac Euclidianas se escriben en
término de las matrices de Dirac usuales de la forma

γEj = −iγj , γE4 = γ0 , (A.28)

donde en este caso las 4 matrices si son Hermitianas, es decir(
γEµ
)†

= γEµ . (A.29)

Expĺıcitamente estas matrices de Dirac Euclideanas están dadas por

γ4 =

(
I2×2 0

0 −I2×2

)
, ~γ =

(
0 −i~σ
i~σ 0

)
, (A.30)

y el álgebra que satisfacen es

{γµ, γν} = 2δµν . (A.31)

Luego, se construye γ5 en este espacio como

γ5 = −γ1γ2γ3γ4 , (A.32)

donde expĺıcitamente

γ5 =

(
0 I2×2

−I2×2 0

)
. (A.33)

Por otra parte, el cambio t→ −itE hace que /A e i/∂ se transforman como

/A = γµ ·Aµ = γ0A0 − γjAj −→ −iγE4 AE4 − iγEj AEj = −iγEµ ·Aµ = −i /A , (A.34)

i/∂ = iγµ · ∂µ = iγ0 ∂

∂t
+ iγj

∂

∂xj
−→ iγE4

∂

∂(−itE)
− γEj

∂

∂xj
,

= −
(
γE4

∂

∂(tE)
+ γEj

∂

∂xj

)
= −γEµ · ∂Eµ = −/∂ .

(A.35)
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Procediendo de manera similar se puede encontrar como se transforman cantidades en el
espacio de momento, tal que en la Tabla A.1 se da una lista de como ciertas cantidades pasan
del espacio de Minkowski al espacio Euclideano. Finalmente, de (A.6) se obtiene que en este
espacio el 4-vector de momento toma la forma

pµ = (p1, p2, p3, p4) = (~p, iE) , (A.36)

tal que el invariante de Lorentz o condición On-Shell en el espacio Euclideano es justamente

p2 = pµp
µ = (~p)2 − E2 = −m2 . (A.37)

Espacio de posiciones Espacio de momentos

1.
∫M

d4xM → −i
∫ E

d4xE 1.
∫M

d4kM → i
∫ E

d4kE

2. /∂ → iγE · ∂E 2. /k → −iγE · kE
3. /A→ −iγE ·AE 3. /A→ −iγE ·AE
4. AµB

µ → −AE ·BE 4. kµq
µ → −kE · qE

5. xµ∂µ → xE · ∂E 5. kµx
µ → −kE · xE

Tabla A.1: Conversion de cantidades del espacio de Minkowski al espacio Euclideano



Apéndice B

Estructura de la Amplitud de
Bethe-Salpeter para mesones

En la derivación de la ecuación de Bethe-Salpeter hecha en el caṕıtulo 4, se llegó a que la
Amplitud de Bethe-Salpeter Γ(P ; p) depende tanto del momento total P del estado ligado de
las dos part́ıculas φ1 y φ2, como en el momento relativo p entre ellas; este razonamiento se
ajusta a lo que se quiere hacer en QCD, ya que un mesón es un estado ligado de un quark
y un antiquark. Considerando los 4-vectores γµ, pµ y Pµ que están en el espacio de Dirac, se
pueden construir estructuras linealmente independientes en este espacio, tal que se habla de
una base; a los elementos de la base del espacio de Dirac de les conoce como los covariantes
de Dirac. De esta forma, la BSA se escribe en términos de los covariantes de Dirac como

Γ(P ; p) =

NJ∑
i=1

Ti(P, p, γ)Fi(P
2, P · p, p2) , (B.1)

donde Ti son los covariantes de Dirac, Fi son funciones invariantes de Lorentz, y NJ el número
de covariantes del espacio, el cual depende del esṕın J del mesón.

B.1. Mesones pseudoescalares

Como ya se mencionó anteriormente, los covariantes de Dirac se obtienen de productos es-
calares de los 4-vectores γµ, pµ y Pµ. Notando que los productos escalares γµγ

µ, p2, P 2, P · p
son constantes, se considera a 1 como el primer candidato a ser covariante de Dirac.

Ahora, dado que el producto escalar en el espacio de Dirac está dado de la forma

〈A|B〉 = Tr[A ·B] , (B.2)

vemos que
〈
1|/p
〉

= 0 =
〈
1|/P

〉
, mientras que〈
/p|/P
〉

= Tr[/p · /P ] = 4(p · P )1 , (B.3)
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es decir, se tiene que /q, /P si son ortogonales a 1, pero no lo son entre śı y en principio
no se pueden tomar como covariantes de Dirac. Sin embargo, considerando una proyección
transversal de /p con respecto a P , se obtiene

Tr

[(
/p− /P

p · P
P 2

)
· /P
]

= Tr[/p/P − p · P ] = 4(p · P )1− 4(p · P )1 = 0 , (B.4)

con lo cual /q, /P si se pueden considerar como covariantes de Dirac. Finalmente, usando σµν
se construye

σµνpµPν =
i

2
[γµ, γν ]pµPν =

i

2
[/p, /P ] , (B.5)

el cual será otro covariante de Dirac, ya que

Tr[1 · σµνpµPν ] =
i

2
Tr
[
[/p, /P ]

]
=
i

2
Tr
[
/p/P − /P/p

]
= 4(p · P )1− 4(p · P )1 = 0 , (B.6)

Tr

[(
/p− /P

p · P
P 2

)
· σµνpµPν

]
=
i

2
Tr

[
/p(/p/P − /P/p)−

p · P
P 2

/P
(
/p/P − /P/p

)]
= 0 , (B.7)

Tr[/P · σµνpµPν ] =
i

2
Tr[/P (/p/P − /P/p)] = 0 . (B.8)

De esta forma, los 4 candidatos a ser covariantes de Dirac son

T1 = 1 , T2 = i /P , T3 = i/p , T4 = iσµνkµPν , (B.9)

donde la unidad imaginaria i se agregó para que todos los covariantes estén en unidades reales
y no en imaginarias. Cabe señalar que no es posible encontrar más covariantes de Dirac, ya
que debido al álgebra de Clifford ,{γµ, γν} = 2δµν , cualquier otra combinación de productos
escalares de γµ, pµ y Pµ se puede reducir a los covariantes ya mencionados.

Para construir la BSA de los mesones pseudoescalares en el espacio Euclideano, se debe
de asegurar que los covariantes de Dirac tengan sus mismos números cuánticos, es decir,
JPC = 0−+. Es fácil ver que todos los covariantes dados tienen paridad positiva, pero como
se necesita paridad negativa, usando γ5 (que tiene paridad negativa) los covariantes de Dirac
que tienen la misma paridad que los mesones pseudoescalares son

T1 = iγ5 , T2 = γ5 /P , T3 = γ5/p , T4 = γ5σµνpµPν . (B.10)

Por otra parte, dado que la conjugación de carga de la BSA está dada por

Γ(P ; p)→ Γ(P ; p) = (CΓ(−P ; p)C−1)T , (B.11)

donde T indica transpuesta de la matriz y C = γ2γ4, se sigue que la conjugación de carga de
una matriz de Dirac en el espacio Euclideano está dada por
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γµ → (CγµC−1)T = −(γµ)T = −γµ . (B.12)

De esto se obtiene que

/p→ (C/pC
−1)T = (CγµpµC

−1)T = (CγµC−1CpµC
−1)T

= (CpµC
−1)T (CγµC−1)T = (−pµ)(−γµ) = /p ,

(B.13)

/P → −(C /PC−1)T = −(CγµPµC
−1)T = −(CγµC−1CPµC

−1)T

= −(CPµC
−1)T (CγµC−1)T = −(−Pµ)(−γµ) = −/P .

(B.14)

Usando los resultados anteriores se sigue que

[/p, /P ]→ (C[/p,−/P ]C−1)T = −(C/p/PC
−1)T + (C /P/pC

−1)T

= −(C/pC
−1C /PC−1)T + (C /PC−1C/pC

−1)T

= −(C /PC−1)T (C/pC
−1)T + (C/pC

−1)T (C /PC−1)T

= −(/P )(/p) + (/p)(/P ) = [/p, /P ] .

(B.15)

Finalmente, dado que γ5 → (Cγ5C
−1)T = γ5, se obtiene que las paridades de carga para

T1, T2, T3, T4 son respectivamente +,−,+,+, tal que la BSA para los mesones pseudoescalares
se escribe como

ΓPS(P ; p) = γ5

[
iEPS(P ; p) + /PFPS(P ; p) + /pGPS(P ; p) + σµνpµPνHPS(P ; p)

]
, (B.16)

donde se necesitan respectivamente las paridades de carga +,−,+,+ en las funciones inva-
riantes de Lorentz EPS , FPS , GPS , HPS apropiados.

B.2. Mesones vectoriales

Para el caso de los mesones vectoriales se trabaja con las matrices de Dirac transversales γTµ ,
tal que se pueden encontrar 12 covariantes Dirac linearmente independientes, pero para que
se respetan los números cuánticos de los mesones vectoriales (en particular la conjugación de
carga), y el comportamiento transversal de su BSE, el número de covariantes de Dirac debe
de ser ocho [74]. De esta forma, la BSA para el caso vectorial se escribe como

Γµ(P ; p) =

8∑
i=1

T iµ(P, p, γ)Fi(P
2, P · p, p2) , (B.17)

donde
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T 1
µ = γTµ , T 2

µ = pTµ/p ,

T 3
µ = pTµ /P , T 4

µ = γTµ [/p, /P ]− pTµ /P ,

T 5
µ = ipTµ1 , T 6

µ = i[γTµ , /p] ,

T 7
µ = iγTµ /P , T 8

µ = ipTµ [/p, /P ] .

(B.18)



Apéndice C

Parametrización de Feynman

La idea general de la parametrización de Feynman es poder resolver integrales de expresiones
que tienen varios factores en el denominador, tal que si se tienen An factores, esta expresión
se puede escribir de la forma

1

A1 · · ·An
= (n− 1)!

∫ 1

0
dx1 · · ·

∫ 1

0
dxn

δ (1−
∑n

k=1 xk)

[
∑n

k=1 xkAk]
n

= (n− 1)!

∫ 1

0
dx1

∫ x1

0
dx2 · · ·

∫ xn−2

0
dxn−1

1

[A1 + x1(A2 −A1) + · · ·+ xn−1(An −An−1)]n
.

(C.1)

Este tipo de integrales aparecen en diferentes áreas de matemáticas y f́ısica, en especial en
los diagramas de Feynman con bucles. Una parametrización alterna es [79]

1

A1 · · ·An
=(n− 1)!

∫ 1

0
dx1 · · ·

∫ 1

0
dxn−1∗

∗ xn−2
1 xn−3

2 · · ·xn−2

[Anx1 · · ·xn−1 +An−1x1 · · ·xn−2(1− xn−1) + · · ·+A1(1− x1)]n
.

(C.2)

La segunda parametrización es la que se ocupara, ya que el hecho de que los ĺımites de
integración sean los mismos en todas las integrales va a hacer más rápido y práctico el
cálculo numérico a desarrollar.

C.1. Parametrización para [∆Mf
(q + P )∆Mg

(q)]−1

La forma más simple de la parametrización de Feynman es para n = 2, la cual de (C.2) se
escribe como

1

AB
=

∫ 1

0

dx

[Ax+B(1− x)]2
. (C.3)
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Integrales de expresiones de esta forma aparecen en el caṕıtulo 5 en las componentes del kernel
KPS de la BSA para los mesones pseudoescalares, tal que para A = ∆Mf

(q+), B = ∆Mg(q−),
y haciendo q+ = q + P , q− = q, se sigue que

1

(q2
+ +M2

f )(q2
− +M2

g )
=

∫ 1

0

dx[
((q + P )2 +M2

f )x+ (q2 +M2
g )(1− x)

]2 =

∫ 1

0

dx

D2
. (C.4)

Desarrollando el denominador D

D = ((q+P )2 +M2
f )x+ (q2 +M2

g )(1−x) = q2 + 2xq ·P +xP 2 +M2
fx+M2

g (1−x) , (C.5)

y haciendo el cambio de variable q → q − xP , vemos que

D =
(
q2 − 2xq · P + x2P 2

)
+ 2x

(
q · P − xP 2

)
+ xP 2 +M2

fx+M2
g (1− x)

=q2 +M2
fx+M2

g (1− x) + x(1− x)P 2 = q2 + M2
fg ,

(C.6)

donde se define

M2
fg = M2

fx+M2
g (1− x) + x(1− x)P 2 . (C.7)

Por lo tanto, se encuentra la relación

1

(q2
+ +M2

f )(q2
− +M2

g )
=

∫ 1

0

dx(
q2 + M2

fg

)2 . (C.8)

C.2. Parametrización para [∆Mf
(k −Q1)∆Mf

(k +Q2)∆Mf
(k)]−1

Si ahora se considera el caso para n = 3, de (C.2) se obtiene

1

ABC
=

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy

2x

[xyA+ x(1− y)B + (1− x)C]3
. (C.9)

Integrales de expresiones de esta forma aparecen en el caṕıtulo 7 en el TFF del pión y de los
mesones η y η′, tal que para A = ∆Mf

(k1), B = ∆Mf
(k2), C = ∆Mf

(k3), y usando el hecho
de que k1 = k −Q1, k1 = k +Q2 y k3 = k, se sigue que

1

∆Mf
(k1)∆Mf

(k2)∆Mf
(k3)

=

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy

2x

D3
, (C.10)

tal que al desarrollar D se obtiene
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(K −Q1)∆MF

(K +Q2)∆MF
(K)]−1 89

D =xy
[
(k −Q1)2 +M2

f

]
+ x(1− y)

[
(k +Q2)2 +M2

f

]
+ (1− x)

[
k2 +M2

f

]
=xy

[
k2 − 2k ·Q1 +Q2

1 +M2
f

]
+ x(1− y)

[
k2 + 2k ·Q2 +Q2

2 +M2
f

]
+ (1− x)

[
k2 +M2

f

]
=xy

[
−2k ·Q1 +Q2

1

]
+ x(1− y)

[
2k ·Q2 +Q2

2

]
+ k2 +M2

f

=k2 +M2
f + xyQ2

1 + x(1− y)Q2
2 + 2k · (xQ2 − xyP ) ,

(C.11)

donde se usó el hecho de que Q1 + Q2 = P . Haciendo el cambio de variable k → k −
(xQ2 − xyP ) se sigue que

D = [k − (xQ2 − xyP )]2 +M2
f + xyQ2

1 + x(1− y)Q2
2

+ 2 [k − (xQ2 − xyP )] · (xQ2 − xyP )

=k2 − 2k · (xQ2 − xyP ) + (xQ2 − xyP )2 +M2
f + xyQ2

1 + x(1− y)Q2
2

+ 2k · (xQ2 − xyP )− 2 (xQ2 − xyP )2

=k2 −
(
x2Q2

2 − 2x2yQ2 · P + x2y2P 2
)

+M2
f + xyQ2

1 + x(1− y)Q2
2 .

(C.12)

Ahora, usando las restricciones dinámicas

Q2
1 = Q2 , Q2

2 = 0 , 2Q1 ·Q2 = −
(
m2
π +Q2

)
, P 2 = −m2

π , (C.13)

se sigue que

Q1 · P = Q1 · (Q1 +Q2) = Q2 − 1

2

(
m2
π +Q2

)
= −1

2

(
m2
π −Q2

)
,

Q2 · P = Q2 · (Q1 +Q2) = −1

2

(
m2
π +Q2

)
,

(C.14)

tal que de (C.12) se obtiene

D =k2 +M2
f + xyQ2 − x2y

(
m2
π +Q2

)
+ x2y2m2

π

=k2 +M2
f + xy(1− x)Q2 − x2y(1− y)m2

π

=k2 +M2
f ,

(C.15)

donde se define

M2
f = M2

f + xy
[
Q2(1− x)− x(1− y)m2

π

]
. (C.16)



Apéndice D

Identidad de Ward-Takahashi

La identidad de Ward-Takahashi (WTI) es muy importante en el estudio de teoŕıas de norma,
ya que de alguna forma es la expresión diagramática de la conservación de la carga (carga
eléctrica en QED y carga de sabor en QCD) y surge como consecuencia de la invarianza de
norma.

D.1. Deducción de la WTI

Usando el formalismo de integrales de camino que se empleó en los caṕıtulos 3 y 4, el funcional
generador para QED en el espacio Euclideano está dado por (3.28), es decir

Z[Jµ, η, η] =

∫
D(A,ψ, ψ)exp

(
−S[Aµ, ψ, ψ] +

∫
d4x

[
Jµ(x)Aµ(x) + ψ(x)η(x) + η(x)ψ(x)

])
,

(D.1)

donde S es la acción definida en (3.29)

S[Aµ, ψ, ψ] =

∫
d4x

(
ψ(x)

[
/∂ +m+ ie /A

]
ψ(x) +

1

2
Aµ(x)

[
−�δµν +

(
1− 1

ξ

)
∂µ∂ν

]
Aν(x)

)
.

(D.2)

Si consideramos la transformación infinitesimal

ψ(x)→ ψ(x) + ieα(x)ψ(x) , (D.3)

para que la acción permanezca invariante se necesita que el potencial electromagnético se
transforme como

Aµ(x)→ Aµ(x) + ∂µα(x) , (D.4)

de tal forma que (D.3) y (D.4) forman una transformación infinitesimal invariante de norma,
lo que hará que la integral de camino no cambie. Entonces, al variar el funcional Z[Jµ, η, η]
y quedarnos a primer orden en α(x), se obtiene
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0 = δZ =

[
ieα(ηψ − ψη) + (∂µα)Jµ −

1

ξ
(∂µA

µ)∂2α

]
Z[Jµ, η, η] , (D.5)

tal que realizando la derivada funcional con respecto a α(x) y usando las relaciones de (3.34)
para escribir esto en términos del funcional generador Γ[Aµ, ψ, ψ], obtenemos

∂µ
δΓ

δAµ(x)
+ ie

(
δΓ

δψ(x)
ψ(x) + ψ(x)

δΓ

δψ(x)

)
+

1

ξ
∂2∂µAµ(x) = 0 . (D.6)

Luego, tomando derivadas funcionales con respecto a ψ(y) y ψ(z) y fijando A = ψ = ψ = 0

∂µ
δ3Γ

δψ(z)δψ(y)δAµ(x)
= ie

[
−δ4(x− y)

δ2Γ

δψ(z)δψ(x)
+ δ4(x− z) δ2Γ

δψ(y)δψ(x)

]
. (D.7)

Esta expresión se puede reescribir en términos del propagador del fermión y del vértice propio
fermión-fotón que están dados respectivamente en las ecuaciones (3.38) y (3.46), tal que

∂µeΓµ(x; y, z) = ie
[
δ4(x− y)S−1(x− z)− δ4(x− z)S−1(x− y)

]
. (D.8)

Pasando al espacio de momentos se obtiene finalmente la identidad de Ward-Takahashi

pµΓµ(k; p1, p2) = i
[
S−1(p2)− S−1(p1)

]
. (D.9)

Por otra parte, si en (D.6) tomamos la derivada funcional con respecto a Aν(y), y otra vez
fijamos A = ψ = ψ = 0, se obtiene

∂µ
δ2Γ

δAµ(x)δAν(y)

∣∣A=0

ψ=ψ=0
+

1

ξ
∂2∂νδ

4(x− y) = 0 ,

∂µD
−1
µν (x, y) +

1

ξ
∂2∂νδ

4(x− y) = 0 ,

(D.10)

donde se usó la forma del inverso del propagador del fotón dada en (3.39). Sacando la trans-
formada de Fourier de esto, se obtiene

pµ
[
−D−1

µν (p) +
p2

ξ
δµν

]
= 0 . (D.11)

Por otra parte, recordando de (3.47) que en el espacio de momento el inverso del propagador
del fotón se puede escribir en términos del propagador no interactuante y de su autoenerǵıa
de la forma

D−1
µν (p) = (D0)−1

µν (p) + Πµν(p) , (D.12)

con
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(D0)−1
µν (p) = p2δµν −

(
1− 1

ξ

)
pµpν , (D.13)

tenemos entonces que

pµ(D0)−1
µν (p) = p2pν −

(
1− 1

ξ

)
p2pν =

p2

ξ
pν , (D.14)

tal que sustituyendo (D.12) y (D.14) en (D.11) obtenemos finalmente la identidad de Ward
para la autoenerǵıa del fotón

pµΠµν(p) = 0 , (D.15)

es decir, las correcciones al propagador del fotón son transversas, con lo cual se pueden escribir
en términos de una función escalar de la forma

Πµν(p2) = (δµνp
2 − pµpν)Π(p2) . (D.16)

D.2. Identidad de Ward-Takahashi axial

El rompimiento dinámico de simetŕıa en QCD y caracteŕısticas fenomenológicas del ĺımite
quiral, como que la masa de los bolsones de Goldstone sea cero en dicho ĺımite, se pueden
entender por la preservación de la identidad de Ward-Takahashi axial, la cual se debe de ser
válida en cualquier truncación de las DSE. En el ĺımite quiral esta identidad toma la forma

−iPµΓ5µ(P ; p) = S−1
f (p+)γ5 + γ5S

−1
g (p−) , (D.17)

donde Γ5µ(P ; p) es el vértice del vector axial, γ5 es el vértice pseudoescalar y Sf (p) es el
propagador de quark de sabor f. La DSE para Γ5µ(P ; p) se escribe como

Γ5µ(P ; p) = γ5γµ −
16παIR

3m2
g

∫
d4q

(2π)4
γνSf (q+)Γ5µ(P ; q)Sg(q−)γν , (D.18)

tal que contrayendo con −iPµ y usando la identidad de Ward-Takahashi axial

S−1
f (p+)γ5 + γ5S

−1
g (p−) = −iγ5 /P

− 16παIR
3m2

g

∫
d4q

(2π)4
γνSf (q+)

[
S−1
f (q+)γ5 + γ5S

−1
g (q−)

]
Sg(q−)γν ,

(D.19)

de lo cual se sigue

S−1
f (p+)γ5 + γ5S

−1
g (p−) = −iγ5 /P −

16παIR
3m2

g

∫
d4q

(2π)4
[γνγ5Sg(q−)γν + γνSf (q+)γ5γν ] .

(D.20)
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Ahora, dado que q+ = q + P, q− = q y S−1
f (p) = i/p+Mf , obtenemos

[i/q + i /P +Mf ]γ5 + γ5[i/q +Mg] = −iγ5 /P

− 16παIR
3m2

g

∫
d4q

(2π)4

[
γνγ5

−i/q +Mg

q2 +M2
g

γν

+ γν
−i /q+ +Mf

q2
+ +M2

f

γ5γν

]
,

(D.21)

conmutando γ5 de ambos lados de la ecuación, fácilmente se llega a la relación

Mf +Mg =
16παIR

3m2
g

∫
d4q

(2π)4
γν

[
−i/q +Mg

q2 +M2
g

+
i /q+ +Mf

q2
+ +M2

f

]
γν . (D.22)

Multiplicando (D.22) por I4x4 y sacando la traza sobre los ı́ndices de Dirac, y luego multipli-
cando (D.22) ahora por /P y sacando la traza, se obtienen respectivamente las ecuaciones

Mf +Mg =
64παIR

3m2
g

∫
d4q

(2π)4

[
Mf

q2
+ +M2

f

+
Mg

q2 +M2
g

]
, (D.23)

0 = W =

∫
d4q

(2π)4

[
P · q+

q2
+ +M2

f

− P · q
q2 +M2

g

]
. (D.24)

En el ĺımite quiral P 2 = 0 se tiene que Mf = Mg = M0, con lo cual (D.23) se escribe en este
ĺımite de la forma

M0 =
64παIR

3m2
g

∫
d4q

(2π)4

M0

q2 +M2
0

, (D.25)

la cual es justamente la ecuación de gap vista en el caṕıtulo 5 para la masa dinámica de un
quark. Por otra parte, desarrollando el lado derecho de (D.24)

0 = W =

∫
d4q

(2π)4

[
(q · P + P 2)(q2 +M2

g )− q · P (q2 + 2q · P + P 2 +M2
f )

(q2
+ +M2

f )(q2 +M2
g )

]

=

∫
d4q

(2π)4

[
q2P 2 +M2

gP
2 − q · P (2q · P + P 2 +M2

f −M2
g )

(q2
+ +M2

f )(q2 +M2
g )

]
.

(D.26)

Haciendo el cambio de variable q → q − xP y ocupando la parametrización de Feynman de
un parámetro vista en el Apéndice C, sin mucho problema se obtiene

0 = W =

∫ 1

0

∫
d4q

(2π)4

q2 − 2 (q·P )2

P 2 + M2
fg(

q2 + M2
fg

)2 −
(q · P )f(x;P,Mf ,Mg)(

q2 + M2
fg

)2

 , (D.27)
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con M2
fg = M2

fx+M2
g (1− x) + x(1− x)P 2.

El último término de (D.27) se hace cero como se demuestra en el caṕıtulo 5, tal que al
realizar la integral sobre la parte angular se obtiene finalmente

0 = W =

∫ 1

0

∫
d4q

(2π)4

q2(1− 2cos2θ) + M2
fg(

q2 + M2
fg

)2

=

∫ 1

0

∫
d4q

(2π)4

1
2q

2 + M2
fg(

q2 + M2
fg

)2 .

(D.28)

Esta ecuación es la identidad Ward-Takahashi axial que se ocupa en los caṕıtulos 5 y 6 cuando
se está trabajando con kernels de la DSE y BSE para los mesones pseudoescalares, tal que
nos dice que el modelo esta regularizado de tal forma que se evitan divergencias cuadráticas
y logaŕıtmicas si y sólo si se satisface esta identidad.



Apéndice E

Cálculo de integrales de la
regularización por tiempo propio

En los caṕıtulos 5, 6 y 7 de la presente tesis aparecen integrales de la forma∫
d4q

(2π)4

f(M2
fg, x)(

q2 + M2
fg

)j , (E.1)

donde M2
fg = M2

fx+M2
g (1− x) + x(1− x)P 2 y j = 1, 2, 3. Como se verá a continuación, el

signo de M2
fg es muy importante al calcular estas integrales, ya que se debe de proceder de

una forma u otra si esta función toma valores negativos o no. En el caṕıtulo 5, al momento de
obtener la ecuación de gap en la interacción de contacto y regularizar, se encontró la relación∫

d4q

(2π)4

1

q2 +M2
=

1

16π2

∫ τ2IR

τ2UV

τ−2e−τM
2
dτ . (E.2)

Con esta idea, se definen las siguientes funciones para M2
fg > 0

I1p(M
2
fg) =

1

16π2

∫ τ2IR

τ2UV

τ−2e−τM
2
fgdτ , (E.3a)

I2p(M
2
fg) =

1

16π2

∫ τ2IR

τ2UV

τ−1e−τM
2
fgdτ , (E.3b)

I3p(M
2
fg) =

(
1

2

)
1

16π2

∫ τ2IR

τ2UV

e−τM
2
fgdτ , (E.3c)

donde el sub́ındice p indica justamente que se considera M2
fg positiva. Usando (E.2) se ve

claramente que ∫
d4q

(2π)4

1

q2 + M2
fg

= I1p(M
2
fg) . (E.4)
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Luego, notando que

1

(q2 + M2
fg)

2
= − ∂

∂M2
fg

(
1

q2 + M2
fg

)
, (E.5a)

1

(q2 + M2
fg)

3
=

1

2

∂2

∂(M2
fg)

2

(
1

q2 + M2
fg

)
, (E.5b)

se obtiene

∫
d4q

(2π)4

1

(q2 + M2
fg)

2
= − ∂

∂M2
fg

I1(M2
fg)

= − 1

16π2

∂

∂M2
fg

[∫ τ2IR

τ2UV

τ−2e−τM
2
fgdτ

]

=
1

16π2

∫ τ2IR

τ2UV

τ−1e−τM
2
fgdτ ,

(E.6)

∫
d4q

(2π)4

1

(q2 + M2
fg)

3
=

1

2

∂2

∂(M2
fg)

2
I1(M2

fg)

=

(
1

2

)
1

16π2

∂2

∂(M2
fg)

2

[∫ τ2IR

τ2UV

τ−2e−τM
2
fgdτ

]

=

(
1

2

)
1

16π2

∫ τ2IR

τ2UV

e−τM
2
fgdτ ,

(E.7)

con lo cual

∫
d4q

2π)4

1

q2 + M2
fg

= I1p(M
2
fg) =

1

16π2

∫ τ2IR

τ2UV

τ−2e−τM
2
fgdτ , (E.8a)∫

d4q

(2π)4

1

(q2 + M2
fg)

2
= I2p(M

2
fg) =

1

16π2

∫ τ2IR

τ2UV

τ−1e−τM
2
fgdτ , (E.8b)∫

d4q

(2π)4

1

(q2 + M2
fg)

3
= I3p(M

2
fg) =

(
1

2

)
1

16π2

∫ τ2IR

τ2UV

e−τM
2
fgdτ . (E.8c)

Para dar una forma más sencilla de como calcular estas integrales, notemos que

I3p(M
2
fg) =

(
1

2

)
1

16π2

∫ τ2IR

τ2UV

e−τM
2
fgdτ =

1

16π2

[
e−τ

2
UVM2

fg − e−τ
2
IRM

2
fg

2 ·M2
fg

]
. (E.9)
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Luego, introduciendo la siguiente forma de la función integral exponencial

Ei(u) = −
∫ ∞
−u

e−t

t
dt =

∫ −u
∞

e−t

t
dt , (E.10)

que está definida para valores negativos de u, notamos que

∫ 1/Λ2
IR

1/Λ2
UV

τ−1e−τdτ =

∫ 1/Λ2
IR

∞
τ−1e−τdτ +

∫ ∞
1/Λ2

UV

τ−1e−τdτ

=

∫ 1/Λ2
IR

∞
τ−1e−τdτ −

∫ 1/Λ2
UV

∞
τ−1e−τdτ

= Ei(−1/Λ2
IR)− Ei(−1/Λ2

UV ) ,

(E.11)

tal que haciendo el cambio de variable τ → τM2
fg se obtiene

I2p(M
2
fg) =

1

16π2

∫ 1/Λ2
IR

1/Λ2
UV

τ−1e−τM
2
fgdτ =

1

16π2

∫ M2
fg/Λ

2
IR

M2
fg/Λ

2
UV

τ−1e−τdτ

=
1

16π2

[
Ei
(
−M2

fg/Λ
2
IR

)
− Ei

(
−M2

fg/Λ
2
UV

)]
.

(E.12)

Por otro lado, dado que integrando por partes se obtiene la relación∫
ecx

xn
dx =

1

n− 1

[
− ecx

xn−1
+ c

∫
ecx

xn−1
dx

]
, para n 6= 1 , (E.13)

vemos que

I1p(M
2
fg) =

1

16π2

∫ 1/Λ2
IR

1/Λ2
UV

τ−2e−τM
2
fgdτ

=
1

16π2

[
−τ−1e−τM

2
fg

∣∣∣1/Λ2
UV

1/Λ2
UV

−M2
fg

∫ 1/Λ2
IR

1/Λ2
UV

τ−1e−τM
2
fgdτ

]
,

(E.14)

tal que usando (E.12) se llega a que

I1p(M
2
fg) =

1

16π2

[
Λ2
UV e

−M2
fg/Λ

2
UV − Λ2

IRe
−M2

fg/Λ
2
IR −M2

fgI2p(M
2
fg)
]
. (E.15)

Resumiendo todo lo anterior, integrales de la forma de (E.1) para M2
fg > 0 se calculan como
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I1p(M
2
fg) =

1

16π2

[
Λ2
UV e

−M2
fg/Λ

2
UV − Λ2

IRe
−M2

fg/Λ
2
IR −M2

fgI2p(M
2
fg)
]
, (E.16a)

I2p(M
2
fg) =

1

16π2

[
Ei
(
−M2

fg/Λ
2
IR

)
− Ei

(
−M2

fg/Λ
2
UV

)]
, (E.16b)

I3p(M
2
fg) =

1

16π2

[
e−τ

2
UVM2

fg − e−τ
2
IRM

2
fg

2 ·M2
fg

]
. (E.16c)

Por otra parte, como ya se mencionó anteriormente que la función integral exponencial dada
en (E.10) solo está definida para argumentos negativos, para M2

fg < 0 se definen las siguientes
funciones

I1n(M2
fg) =

1

16π2

∫ τ2IR

τ2UV

τ−2eτM
2
fgdτ , (E.17a)

I2n(M2
fg) =

1

16π2

∫ τ2IR

τ2UV

τ−1eτM
2
fgdτ , (E.17b)

I3n(M2
fg) =

(
1

2

)
1

16π2

∫ τ2IR

τ2UV

eτM
2
fgdτ , (E.17c)

donde el sub́ındice n indica que en este caso se está considerando expĺıcitamente que M2
fg es

negativa. Entonces, cambiando el signo de M2
fg en (E.16), las integrales Ifgjn se escriben en

términos de funciones integral exponencial y exponencial de la forma

I1n(M2
fg) =

1

16π2

[
Λ2
UV e

M2
fg/Λ

2
UV − Λ2

IRe
M2
fgΛ2

IR + M2
fgI2n(M2

fg)
]
, (E.18a)

I2n(M2
fg) =

1

16π2

[
Ei
(
M2

fg/Λ
2
IR

)
− Ei

(
M2

fg/Λ
2
UV

)]
, (E.18b)

I3n(M2
fg) =

1

16π2

[
eτ

2
IRM

2
fg − eτ

2
UVM2

fg

2 ·M2
fg

]
. (E.18c)

Por último, de (E.8c) vemos que esta integral no necesariamente se debe de regular ya que
no diverge, con lo cual se definen la nueva función

I3(M2
fg) =

(
1

2

)
1

16π2

∫ ∞
0

e−τM
2
fgdτ =

1

16π2

(
1

2M2
fg

)
. (E.19)



Apéndice F

Cálculo de trazas del kernel de la
anomaĺıa no abeliana

En la BSA para los mesones η y η′ obtenida en el caṕıtulo 6 aparecen dos trazas sobre los
ı́ndices de color, sabor y espinor que se deben de calcular para dar la forma expĺıcita del
kernel de la contribución de la anomaĺıa no abeliana KA. Como cada una de estas trazas se
divide a su vez en varias trazas sobre los ı́ndices de Dirac, el cálculo no es tan directo y por
ello en este Apéndice se desarrollarán los cálculos de manera expĺıcita.

F.1. Cálculo de Tr [Zγ5χη,η′]

Al sacar la traza sobre los ı́ndices de color simplemente se obtiene el factor Nc, mientras que
para los ı́ndices de sabor se separan Z y χη,η′(P ; q) en sus componentes usando (6.11) y (6.5)
respectivamente, tal que

Tr
[
Zγ5χη,η′(P ; q)

]
= NcTrD

[
2γ5Sl(q+)Γlη,η′(P ; q)Sl(q−) +

√
2VAγ5Ss(q+)Γsη,η′(P ; q)Ss(q−)

]
.

(F.1)
De la forma general que obtiene en nuestro modelo la BSA para mesones pseudoescalares
dada en (5.25), las trazas sobre los ı́ndices de Dirac de (F.1) se calculan como

TrD

[
γ5Sf (q+)Γfη,η′(P ; q)Sf (q−)

]
= TrD [γ5Sf (q+)γ5Sf (q−)] iEfη,η′(P )

+ TrD
[
γ5Sf (q+)γ5 /PSf (q−)

] F fη,η′(P )

Mf
.

(F.2)

Luego, definiendo

T fEE(P ; q) = TrD [γ5Sf (q+)γ5Sf (q−)] , (F.3a)

iT fEF (P ; q) = TrD
[
γ5Sf (q+)γ5 /PSf (q−)

]
, (F.3b)

99
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la ecuación (F.2) se reescribe como

TrD

[
γ5Sf (q+)Γfη,η′(q;P )Sf (q−)

]
=
[
T fEE

]
iEfη,η′(P ) +

[
iT fEF

] F fη,η′(P )

Mf

= i

[
T fEEEfη,η′(P ) + T fEF

F fη,η′(P )

Mf

]
,

(F.4)

y entonces, usando esto en (F.1), se llega a que

Tr
[
Zγ5χη,η′(P ; q)

]
= iNc

[
2

(
T lEEElη,η′(P ) + T lEF

F lη,η′(P )

Ml

)

+
√

2VA

(
T sEEEsη,η′(P ) + T sEF

F sη,η′(P )

Ms

)]
.

(F.5)

Definiendo

bl = 2 , bs =
√

2VA , (F.6a)

dfE = 1 , dfF =
1

Mf
, (F.6b)

AfEη,η′ = Efη,η′ , A
fF
η,η′ = F fη,η′ , (F.6c)

vemos que la traza de (F.1) toma finalmente la forma

Tr
[
Zγ5χη,η′(P ; q)

]
= iNc

∑
f=l,s

∑
I=E,F

bfdfIT fEI(P ; q)AfIη,η′(P ) . (F.7)

Por otra parte, para calcular expĺıcitamente las trazas T fEI de (F.3) se procede de manera
parecida a como se hizo con el kernel KPS del caṕıtulo 5, es decir, se hace el cambio de
variable q → q − xP y se usa la parametrización de Feynman vista en la primera sección del
Apéndice C, tal que

T fEE = TrD [γ5Sf (q+)γ5Sf (q−)]

= TrD

[
γ5

(
−i/q+

+Mf

q2
+ +M2

f

)
γ5

(
−i/q− +Mf

q2
− +M2

f

)] ∣∣∣∣∣
q→q−xP

= 4

q2 − x(1− x)P 2 +M2
f + (q · P )(1− 2x)(

q2 + M2
f

)2

 ,

(F.8)
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T fEF = −iT rD
[
γ5Sf (q+)γ5 /PSf (q−)

]
= −iT rD

[
γ5

(
−i/q+

+Mf

q2
+ +M2

f

)
γ5 /P

(
−i/q− +Mf

q2
− +M2

f

)] ∣∣∣∣∣
q→q−xP

=
4MfP

2(
q2 + M2

f

)2 ,

(F.9)

donde

M2
f = M2

fg

∣∣
f=g

= xM2
f + (1− x)M2

f + x(1− x)P 2 = M2
f + x(1− x)P 2 . (F.10)

F.2. Cálculo de Tr
[
Zγ5 /Pχη,η′

]
Procediendo de manera similar a como se hizo en la sección anterior, al sacar la traza sobre
los ı́ndices de color y sabor se sigue que

Tr
[
Zγ5 /Pχη,η′(P ; q)

]
= NcTrD

[
2γ5 /PSl(q+)Γlη,η′(P ; q)Sl(q−)

+
√

2VAγ5 /PSs(q+)Γsη,η′(P ; q)Ss(q−)
]
.

(F.11)

Luego, usando la forma de la BSA para los mesones pseudoescalares de (5.25), se obtiene

TrD

[
γ5 /PSf (q+)Γfη,η′(q;P )Sf (q−)

]
= TrD

[
γ5 /PSf (q+)γ5Sf (q−)

]
iEfη,η′(P )

+ TrD
[
γ5 /PSf (q+)γ5 /PSf (q−)

] F fη,η′(P )

Mf
.

(F.12)

Entonces, definiendo

−iT fFE = TrD
[
γ5 /PSf (q+)γ5Sf (q−)

]
, (F.13a)

T fFF = TrD
[
γ5 /PSf (q+)γ5 /PSf (q−)

]
, (F.13b)

la última ecuación se reescribe como

TrD

[
γ5 /PSf (q+)Γfη,η′(P ; q)Sf (q−)

]
=
[
−iT fFE

]
iEfη,η′(P ) +

[
T fFF

] F fη,η′(P )

Mf

=

[
T fFEEfη,η′(P ) + T fFF

F fη,η′(P )

Mf

]
.

(F.14)
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Finalmente, usando (F.14), la traza de (F.11) toma la forma

Tr
[
Zγ5 /Pχη,η′(P ; q)

]
= Nc

[
2

(
T lFEElη,η′(P ) + T lFF

F lη,η′(P )

Ml

)

+
√

2VA

(
T sFEEsη,η′(P ) + T sFF

F sη,η′(P )

Ms

)]
,

(F.15)

lo que se reescribe usando las funciones de (F.6) como

Tr
[
Zγ5 /Pχη,η′(P ; q)

]
= Nc

∑
f=l,s

∑
I=E,F

bfdfIT fFI(P ; q)AfIη,η′(P ) , (F.16)

donde expĺıtitamente las trazas T fFI de (F.13) toman la forma

T fFE = iT rD
[
γ5 /PSf (q+)γ5Sf (q−)

]
= iT rD

[
γ5 /P

(
−i/q+

+Mf

q2
+ +M2

f

)
γ5

(
−i/q− +Mf

q2
− +M2

f

)] ∣∣∣∣∣
q→q−xP

=
4MfP

2(
q2 + M2

f

)2 ,

(F.17)

T fFF = TrD
[
γ5 /PSf (q+)γ5 /PSf (q−)

]
= −iT rD

[
γ5 /P

(
−i/q+

+Mf

q2
+ +M2

f

)
γ5 /P

(
−i/q− +Mf

q2
− +M2

f

)] ∣∣∣∣∣
q→q−xP

= −4P 2

−1
2q

2 +M2
f − x(1− x)P 2 + (q · P ) (1− 2x)(

q2 + M2
f

)2

 ,

(F.18)
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[86] I. Babiarz, W. Schäfer and A. Szczurek,“Production of ηc(1S, 2S) in e+e− and pp colli-
sions’, ’PoS ICHEP2020, 449 (2021).

[87] S. S. Agaev, V. M. Braun, N. Offen, F. A. Porkert and A. Schäfer, Phys. Rev. D 90,
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