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Resumen

El uso de una interaccion de contacto tipo vectorxvector y el esquema de truncamiento
Rainbow-Ladder(RL) dentro del kernel de las ecuaciones de Dyson-Schwinger (DSE) y de
Bethe-Salpeter (BSE) ha dado resultados satisfactorios para las masas y constantes de de-
caimiento de los estados base de mesones pseudoescalares y vectoriales ligeros. Sin embargo,
para los mesones 1 y 1’ se debe de ir mas alld y agregar un kernel adicional debido a la
contribucién de la anomalia no abeliana, en el cual se tiene que especificar la forma de la
interaccion.

En el presente trabajo proponemos un modelo simple para dicha interaccién, donde se consi-
dera una fuerza de acoplamiento constante y adimensional £, y dangulo de mezclado entre las
estructuras tensoriales ¢, los cuales se determinan minimizando el error cuadratico medio
usando valores experimentales. Una vez determinados los parametros, se calculan las masas,
constantes de decaimiento para los canales light(l) y strange(s), y anchos de decaimiento de
los mesones n y 7’.

Finalmente, se obtienen los factores de forma de transicién de los mesones 7% n y 7' en
funcién de la transferencia de momento @), y se verifica su comportamiento asintético para
valores grandes de la energia.
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Abstract

The development of a contact interaction of the type vector x vector and the truncation scheme
Rainbow-Ladder(RL) inside the kernel of the Dyson-Schwinger equations (DSE) y de Bethe-
Salpeter equations (BSE) has given pretty good results for the masses and decay constants
for the ground-states of light pseudoscalar and vector mesons. However, for the mesons 7 y
n’ we have to go forward and add a new kernel because of the abelian anomaly contribution,
on which we have to specify the form of the interaction.

In the present dissertation, we propose a really simple model for this interaction, where we
considerate a dimensionless coupling strength &, and a mixing angle between the tensorial
structures ¢, which are determinate minimizing the mean squared error using experimental
data. Once these parameters are found, we calculate the masses, decay constants for the
channels light(l) and strange(s), and decay widths for the mesons 7 and 7’.

Finally, we calculate the transition form factor for the mesons 7°, 1 and 7/ in function of the
transferred momentum @, and we verify their asymptotic behavior.
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Capitulo 1

Introduccion

La cromodindmica cuantica (QCD) es el formalismo dentro del modelo estandar de particulas
encargado de estudiar las interacciones fuertes, en la cual los portadores de carga de color son
los distintos sabores de quarks y gluones, mientras que los mediadores de la fuerza son los
gluones. Una de las caracteristicas més importantes de QCD que surge del hecho de que sea
una teoria cudntica de campos no Abeliana, es la libertad asintética del acoplamiento fuerte [2,
3], el cual se vuelve pequeno a distancias cortas (energias grandes) tal que se puede aplicar
satisfactoriamente teoria de perturbaciones [4], mientras que a distancias largas (energias
pequenas) crece tanto que se llega a la zona de hadronizacién/confinamiento donde debe
usarse un tratamiento no perturbativo. Otra hecho importante de la teoria es que los campos
gludnicos puedan interactuar entre si, formando vértices de tres y cuatro gluones, ademas de
la posibilidad de crear estados ligados de solo gluones, conocidos como “glueballs” [1].

En el régimen de bajas energias aparecen fenémenos tales como el confinamiento de color,
el hecho de que los quarks y gluones no se pueden observar libremente sino que siempre se
encuentran confinados dentro de los hadrones, o como el rompimiento dindmico de la simetria
quiral (DCSB), en el cual las masas corrientes de los quarks (que surgen del mecanismo de
Higgs [5]) se transforman en masas conocidas como constituyentes o dindmicas debido a las
interacciones entre los quarks y gluones, las cuales son las que constituyen a los hadrones.
Una consecuencia del DCSB es la existencia de bosones de Nambu-Goldstone, tal que, para
el caso de QCD con los tres sabores ligeros de quark, estos bosones de Goldstone son los
miembros del octete de mesones pseudoescalares, los cuales adquieren una masa pequena
debido al rompimiento explicito de la simetria quiral.

Algunos de los métodos no perturbativos méas utilizados son Lattice QCD, en el cual se hacen
simulaciones numéricas con métodos de Monte Carlo para calcular observables y funciones
de correlacién empleando una métrica Euclideana donde se discreta el espacio tiempo [6], y
las ecuaciones de Dyson-Schwinger (DSE) y Bethe-Salpeter (BSE) (que es el enfoque se va
a emplear en este trabajo), las cuales son, respectivamente las ecuaciones de movimiento de
las funciones de correlacién de los campos de los quarks y gluones y las ecuaciones de los
estados ligados [7-9]. Como las DSE y BSE son en realidad un ntimero infinito de ecuaciones
acopladas, hay que truncar en algin punto para poder obtener valores numéricos; una de
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las més utilizadas es la truncacién Rainbow-Ladder(RL), ya que, entre otras cosas, preserva
invariancia de Lorentz, simetria quiral y también satisface la conservacién de la corriente
electromagnética [10-12]. En esquemas de truncamiento como el RL se usan en el fondo las
identidades de Ward-Green-Takahashi (WGT), las cuales imponen relaciones en los kernels
de las DSEs y BSEs para los propagadores de los quarks, para los estados ligados como los
mesones y de los vértices quark-gluon [13].

Otra parte importante de las DSE y BSE es especificar como es la interaccién que se empleara.
En los ultimos anos se ha utilizado el Ansatz de una interaccién de contacto tipo vector-vector
[14], la cual, al ser usada en el kernel de las DSEs para el propagador vestido de los quarks [15-
17], e introduciendo un mecanismo que asegura la ausencia de quarks libres [18, 19], describe
de buena manera propiedades de los mesones pseudoescalares y vectoriales tales como su
masa, limite quiral, constantes de decaimiento y factores de forma [20-25], razén por la cual
se usard esta interaccion de contacto en la presente tesis.

Para extender estas ideas a los mesones 1 y ' y asi dar una descripcién del nonete de
mesones pseudoescalares completo, se debe de ir mds alla del truncamiento RL [26]. Esto se
logra introduciendo en la BSE el kernel adicional K 4, tal que, suponiendo que m, = mgq = my,
se obtendran para cada mesén dos BSA en los canales light(l) y strange(s) [27]. La forma
que se usara para este kernel es la misma que en [28], tal que el modelo dependerd de
la fuerza de acoplamiento £(k?) y del dngulo ¢ que controla la fuerza relativa entre las
estructuras tensoriales. Nosotros proponemos que &(k?) sea un pardmetro constante de la
teorfa, de tal forma que £ y ¢ se determinaran con los datos experimentales de las masas [29]
y fenomenoldgicos de las constantes de decaimiento lepténico de estos mesones [31-33], y luego
se procede a calcular sus factores de forma de transiciéon y comparar con el correspondiente
del pion.

Una vez calculadas las masas y constantes de decaimiento del nonete de mesones pseudoesca-
lares completo, se pueden calcular los factores de forma de transicién (TFF) de los procesos
70, m,n — v®~, siendo v* y « respectivamente fotones virtual y real, tal que se pueden
comparar como son las curvas de estos TFF y ver como es su dependencia asintética para
transferencias de momento grandes.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el siguiente capitulo se empieza
dando un contexto histdrico de algunas razones del porqué se teorizo la existencia de la fuerza
fuerte en el interior de los nicleos atémicos, y como a partir de esta idea se plantearon varios
modelos y teorias para tratar de explicar estas propiedades de las particulas hasta que se llegd
a la implementacion de QCD. También vemos algunas de las propiedades de QCD, y cémo a
partir de su Lagrangiano se construyen las corrientes vectorial y axial, tal que se analiza la
generacién de las masas dinamicas de los quarks como consecuencia del rompimiento dindmico
de la simetria quiral. En el tercer capitulo se habla de las ecuaciones de Dyson-Schwinger y
de su derivacion a partir de integrales de camino de funcionales generadores. En particular,
usando como ejemplo campos escalares, se derivan las DSEs para los propagadores del fotén,
del electrén y del vértice fermién-fotén en la electrodindmica cuantica (QED) y la DSE para
el propagador vestido del quark en QCD, la cual es también conocida como la ecuacién



de gap. En el cuarto capitulo, usando de nueva cuenta el formalismo de las integrales de
camino y funcionales generadores, se deriva la forma general de la ecuacién de Bethe-Salpeter,
ecuacion de movimiento relativista de estados ligados, tal que calculando la forma explicita
de la funcién de Green de cuatro puntos se obtiene la ecuacién de Bethe-Salpeter homogénea.
En la parte final del capitulo se procede a calcular la condiciéon de normalizacién de la BSE
con respecto al momento total del mesén P. En el quinto capitulo introducimos la interaccién
de contacto tipo vectorxvector y el truncamiento RL, de tal manera que regularizando las
integrales con los cortes ultravioleta 7y e infrarrojo 7rg, la ecuacién de Gap se convierte
en la ecuacion desde donde se calcularan las masas dindmicas para los distintos sabores
de quark, y también se da la ecuacién para encontrar los condensados de quark. Después,
empleando la interaccién de contacto y truncamiento RL en la forma general de la BSA
para los mesones pseudoescalares y vectoriales obtenidas en el Apéndice B de este trabajo,
se establecen los kernels para cada tipo de mesén y se llegan a ecuaciones de eigenvalores,
tal que las soluciones no triviales de estas ecuaciones resultan ser las masas de los mesones
pseudoescalares y vectoriales. También se obtienen las ecuaciones para normalizar las BSA
y las ecuaciones para calcular las constantes de decaimiento para cada tipo de mesén. En la
parte final del capitulo se especifican los pardmetros de la teoria, los cuales se obtienen por
un ajuste, tal que se calculan las masas dindmicas y condensados de quark para cada tipo
de quark, y luego de obtienen las masas, BSA y constantes de decaimiento para distintos
mesones pseudoescalares y vectoriales, y se hace una comparacién de los resultados obtenidos
con los datos experimentales. En el sexto capitulo se introduce el kernel K4 debido a la
contribucién de la anomalia no Abeliana para los mesones 1 y 77/, tal que combindndolo con
el kernel K, visto en el capitulo 5, se obtiene una BSE para la mezcla de las correlaciones
de los canales [ y s de dichos mesones, es decir, Ffm, y Ffm/. Después, usando nuevamente
la forma que toma la BSA para los mesones pseudoescalares en la interaccion de contacto, y
empleando el truncamiento RL, se llega a un sistema de ecuaciones 4x4 para las funciones
Efm,, F?ém” Efm,, F;;m,, tal que las soluciones no triviales de dicho sistema seran las masas de
los mesones 7 y 7. Para calcular las entradas del sistema de ecuaciones mostramos porque
hay que tener cuidado al usar la regularizacién de tiempo propio en los mesones 1 y 7/, ya
que las integrales se dividirdn en intervalos dadas ciertas condiciones, tal que, introduciendo
unas funciones que serviran como los limites de integracién, las integrales se dividiran en
intervalos o colapsardn en una sola integral dependiendo del caso. LLuego se presenta una
normalizacién alterna de la BSA que es mdas conveniente de utilizar en los mesones 7 y
7', en la cual se supone que ahora el eigenvalor del sistema de ecuaciones es una funcién
del momento del mesén P, y se muestra como las ecuaciones para calcular las constantes de
decaimiento se modifican de las que teniamos previamente, tal que usando las consideraciones
de la regularizacion de tiempo propio mencionadas anteriormente, se dan las ecuaciones para
calcular las constantes de decaimiento de los canales | y s para los mesones 1 y 7/, y la
ecuacién para calcular los anchos de decaimiento de los procesos 1,7 — 7. En la parte final
del capitulo se presentan los parametros que obtuvimos al hacer el ajuste por error cuadratico
medio, tal que se calculan las masas, constantes de decaimiento para los canales [ y s, y los
anchos de decaimiento para los mesones 77 y 7/, y se comparan los resultados obtenidos con
los que se reportan en la literatura. En el séptimo capitulo se empieza estudiando el vértice
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quark-fotén en la interacciéon de contacto y truncamiento RL, tal que se grafica su parte
transversal en funcién de Q? para los sabores de quark [ y s. Después, empleando la BSA
para los mesones pseudoescalares en la interaccién de contacto mencionada anteriormente,
obtenemos dos contribuciones para el TFF del proceso v*v — 7°, tal que suponemos un
diagrama de Feynman de triangulo donde hay un intercambio de momento interno entre los
dos vértices quark-fotén. Procediendo de manera similar para los procesos v*y — 1,7/, se
encuentran dos contribuciones en los TFF por cada canal [ y s de los mesones iy 17/, las cuales
son muy similares a las dos contribuciones obtenidas en el caso del pién, salvo modificaciones
que se deben de hacer en las integrales debido a las precauciones en la regularizacién de
tiempo propio mencionadas anteriormente. En la parte final del capitulo, una vez obtenidos
los TFF para 7°, n y 1/, juntamos las curvas en una sola gréafica para comparar, y luego vemos
como es su comportamiento asintético para una transferencia de momento Q? grande, para
ver si los resultados obtenidos son iguales a lo reportado en la literatura. Finalmente, en el
ultimo capitulo presentamos un resumen y nuestras conclusiones. En la presente tesis también
se incluyen seis apéndices, en los cuales se presenta material complementario y cédlculos de
expresiones que se utilizan a lo largo de nuestro trabajo.



Capitulo 2

Cromodinamica cuantica y sus
simetrias

En este capitulo hablaremos de algunas teorias y modelos con los que se traté de entender
y agrupar al zoolégico de particulas descubiertas en el siglo XX, tal que se analizard las
simetrias que poseen y de cémo a partir de estas ideas se construyé la teoria cudntica de
campos conocida como QCD, que es la parte del modelo estandar de particulas que se utiliza
actualmente para estudiar a los procesos fuertes. También veremos algunas de las propiedades
mds importantes de QCD y se hablard del rompimiento dindmico de la simetria quiral, proceso
responsable de que los hadrones tengan las masas que conocemos actualmente.

2.1. Eightfold-Way

A principios del siglo XX una de las mayores preguntas que se hacian los fisicos era porqué
los protones dentro del ntcleo atémico no se repelian violentamente por la fuerza eléctrica, ya
que, debido a la infima distancia de unos con otros, esta fuerza debia de ser extremadamente
grande; la conclusion a la que llegaron es que debia de existir una nueva fuerza de muy corto
alcance, a la cual simplemente llamaron fuerza fuerte [34]. El primer intento de dar una
teorfa para esta nueva fuerza fue hecho por Yukawa en 1934 [35], en la cual se supone que el
protén y neutrén en el niicleo atémico se atraen entré si por un campo bosénico, y debido al
corto alcance de esta fuerza, el mediador debia de tener una masa diferente de cero; como las
estimaciones de la masa de este mediador caian entre las masas del electrén y la del protén,
se llamo a esta particula mesdn, proveniente del griego mésos, que significa literalmente “que
estd en medio”.

En 1947 Marshak de manera tedrica [36] y varios grupos de manera experimental en rayos
césmicos [37,38] descubrieron la existencia de este mesén de Yukawa, al cual se llamé pion.
Con el paso de los anos se encontraron nuevas particulas que interactian mediante la fuerza
fuerte, a las cuales se les llamé hadrones, mientras que a las que no interactiian mediante
esta fuerza se les conoce como leptones; estas particulas que interactian fuertemente se
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0 . Y + *0 . Y #F
K - K K 1 K
Tars “ars

K ~ K’ K™ ~
(a) Mesones pseudoescalares

ATt

'h 4

(¢) Octete de bariones

(d) Decuplete de bariones

Figura 2.1: Eightfold way en el espacio I3 — Y (Cantidades que se definiran a continuacién).

dividen en dos familias, los bariones y los mesones!, los cuales tienen respectivamente espin
semientero y entero. Con la implementaciéon del nuevo niimero cudntico que se conservaba en
las interacciéon fuertes, la extraneza s, Gell-Mann introdujo en 1961 el arreglo que se conoce
como el Eightfold-way [39], tal que todo el zoolégico de hadrones descubiertos hasta ese
momento se clasificaban de acuerdo a su extraneza y carga eléctrica en singletes, octetes y
decupletes de particulas, como se observa en la Figura 2.1, donde I3 es la tercera componente
del isoespin y Y es la hipercarga.

Uno de los mayores logros del FEightfold-way fue la prediccién del hiperén Q= (el cual se
encontré experimentalmente poco después en EE.UU [40]), ya que Gell-Mann estimé con una
gran precision la masa y niimeros cuanticos que deberia de tener.

1 A . . s . . .
También se habla de la existencia de hadrones exéticos, aunque la evidencia experimental aun no es
concluyente
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2.2. Modelo de quarks

Para tratar de explicar el porqué de estos arreglos geométricos, Gell-Mann y colaboradores
propusieron en 1964 que en realidad los hadrones estan compuestos por constituyentes atin
més elementales, a los cuales se llamaron quarks [41]. Se planteé que habia 3 tipos de quarks,
q = u,d, s,y que para cada uno de ellos existia su correspondiente antiparticula g con la carga
eléctrica y extraneza opuesta; hoy en dia sabemos que en realidad hay 6 “sabores” de quarks
y sus correspondientes antiquarks. A partir de estas ideas surgié lo que hoy se conoce como
el modelo de quarks, en el cual los quarks se ven como los elementos de la base del espacio de
sabor, de tal forma que los hadrones se escriben en términos de esta base y entonces se habla
de “rotaciones” de sabor para pasar de un hadrén a otro. Como estas rotaciones de sabor
deben de ser transformaciones unitarias, se obtienen grupos de simetria SU(N), dependiendo
del nimero de quarks que se consideren, y el hecho de que la masa de los quarks no sea la
misma hace que estas simetrias sean aproximadas.

2.2.1. Simetria de isoespin SU(2);

Considerando solamente a los quarks u y d, el hecho de que m,, =~ mg nos dice que para estos
quarks la interaccién fuerte posee una simetria de sabor muy buena, a la cual se llama isospin
por su similitud con el tratamiento angular que se hace para el espin. De esto, la base en el
espacio de sabor serd simplemente

= (o) =lr=gm=3) 1= (1) =lr=yn=-3). @

donde I es el isoespin total e I3 es la tercera componente, tal que se dice que forman un
doblete de isoespin. Esto explica lo que propuso Heisenberg de que el protén y el neutrén
se podian ver como dos estados de la misma cosa, el nucleén, ya que en realidad el protén
estd formado por dos quarks u y un quark d, mientras que el neutrén estd compuesto por
dos quark d y un quark u, y asi el pasar de un protén a un neutrén es simplemente hacer
una rotacién de sabor en el espacio SU(2). Para los antiquarks se tiene algo parecido, ya que
también forman un doblete de isoespin dado por

= 1 11 _ 0 1 1
~ld) = (0) =|33) W= <1) “l3-3) (22)
donde cambiar el orden de los sabores u y d y el signo menos en el antiquark d se hace para

que los quarks y antiquarks se transformen exactamente en la misma forma, es decir, con la
misma transformacién unitaria U, la cual da invarianza ante el cambio u <> d de la forma

(i) = ()= v) (0) o

Los generadores de este grupo SU(2); son justamente las matrices de Pauli
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O I i) RO () R

tal que definiendo

se obtiene que

2.2.2. Simetria de sabor SU(3);

Extendiendo las ideas pasadas para incluir al quark s, se obtiene una nueva simetria, pero
dado que mg > m,, my, esta simetria serd solo aproximada, pero atin asi nos serd muy util
para construir los estados asociados a los mesones y bariones compuestos por los 3 quarks
ligeros. De esta forma, la base en este espacio es

1 0 0
u=[0] , d=1[1 , s=1(0] , (2.7)
0 0 1

tal que se construye la rotaciéon unitaria que estd relacionada a la invarianza u <> d <> s

o fu Unn Uz Uss u
d|=U\d|=|Un Uxp Uxs| |d] , (2.8)
S/ S U31 U32 U33 S

donde se obtiene que los generadores del grupo SU(3) son justamente las matrices de Gell-
Mann

010 0 —i 0 1 0 0
M=(100] , x=[i 0 o] , x=]0 -1 0

000 0 0 0 0 0 0

00 1 00 —i 000
M=(00 0], s=l00 0] , =00 1] |, (2.9)

100 i 0 0 010

00 0 L (100
M=[00 —i] , =—{[0 1 0

0 i 0 V3o 0 —2

Por otra parte, dado que en general se define la hipercarga como la suma del nimero bariénico
(B), extraneza (S), encanto (C), belleza (B) y topness (T), es decir, Y =B+ S+C+ B+ T,
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Sabor Q  No. Bariénico S Y I3

u 2/3 1/3 0 1/3 1/2
d -1/3 1/3 0 1/3 -1/2
s -1/3 1/3 -1 -2/3 0
u o -2/3 -1/3 0 -1/3 -1/2
d 1/3 -1/3 0 -1/3 1/2
3 1/3 -1/3 1 2/3 0

Tabla 2.1: Numeros cudnticos de los quarks y antiquarks ligeros.

se tiene que la hipercarga y el isoespin se pueden escribir en términos de las matrices de
Gell-Mann de la forma

_ b
V3

de donde se sigue la siguiente relacion para la carga eléctrica de la particula

1
Iy=3Xs . Y As (2.10)

1
Q=Is+3Y , (2.11)

En la Tabla 2.1 se enlistan los niimeros cudnticos de los quarks y antiquarks ligeros, y dado
que los antiquarks ligeros también constituyen una base para un grupo SU(3)y, en el espacio
I3 — Y se forman los arreglos triangulares para los quarks y antiquarks, como se muestra
en la Figura 2.2. Finalmente, combinando las representaciones de SU(3)s para los quarks y
antiquarks que se denotan respectivamente como 3 y 3, y usando el hecho de que los bariones

estan formados por tres quarks, mientras que los mesones estan formados por un quark y un
antiquark, se obtiene

Mesén =323 =841 , (2.12)

.
—
")

-~

Figura 2.2: Representacién de los quarks y antiquarks ligeros en el espacio I3 — Y.
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Baribn =3®3®3=1008®8d1 , (2.13)

que son justamente los octetes, singletes y decuplete que introdujo Gell-Mann.

2.3. Simetria de color SU(3). y caracteristicas de QCD

A pesar de que el modelo de quarks fue muy 1til para explicar el origen de los multipletes de los
hadrones y predijo la existencia de la particula 27, este presenta un problema tedrico. Dado
que los bariones AT, A~ y Q™ estdan formados respectivamente por tres quarks idénticos u,
d vy s, los cuales estdn en la misma configuracién de espin, se ve que su funcién de onda total
es simétrica, pero como estas particulas son fermiones, dicha funcién de onda deberia de ser
totalmente anti simétrica.

Para resolver esta aparente violacién del principio de exclusién de Pauli, Greenberg postulé
en 1964 que cada sabor de quark venia a su vez en tres colores rojo, verde y azul [42] (aunque
el término color se introdujo en 1970 por Lichtenberg[43]), tal que este nuevo niimero cudntico
forma una simetria exacta, SU(3)., y asi la funcién de onda de los bariones antes mencionados
serd totalmente anti simétrica, ya que la funcion de onda de color es anti simétrica. Con esta
simetria de color se construye la teorfa conocida como cromodindmica cuantica (QCD), la
cual es la teoria cudntica de campos no Abeliana que describe a las interacciones fuertes,
donde el mediador de la fuerza es el gluon, mientras que los portadores de carga (de color)
son justamente los quarks.

Por otra parte, como el color en un proceso fuerte se debe de conservar asi como se conserva
la carga eléctrica en QED, considerando el proceso d — d+ g, se ve que si el quark d entrante
es por ejemplo de color verde, mientras que el quark d saliente es de color rojo, el gluon se
debe de llevar esta diferencia de color para que el color total se conserve, es decir, el gluon
lleva una unidad positiva de color verde y una unidad negativa de color rojo. De lo anterior
se ve que los gluones son bicolores, tal que se encuentra que hay ocho tipos de gluones en
total [34]; esta propiedad de que los gluones lleven color hace que se puedan acoplar entre si,
resultando en vértices de tres y cuatro gluones, cosa que no pasa por ejemplo en QED con
los fotones, ya que estos son eléctricamente neutros. Otra caracteristica que diferencia QCD
con QED es la libertad asintdtica de la “constante” de acoplamiento fuerte as(descubierta
por Groos, Wilczek y Politzer en 1973 [2, 3]?), tal que esta constante toma un valor grande
a bajas energias (distancias largas), mientras que es pequena a energias altas (distancias
cortas), como se observa esqueméticamente en la Figura 2.3.

2.4. Limite quiral y rompimiento dinamico de simetria quiral

La accién bésica de QCD depende de los campos espinoriales de los quarks v y de los campos
vectoriales de los gluones A, la cual se escribe en el espacio de Minkowski de la forma [57]

2descubrimiento con el cual obtienen el premio Nobel de Fisica en 2004
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035 Fpm——— T T
o\ T decay (N3LO) =
low Q2 cont. (N3LO) +e—
03 o DIS jets (NLO) = ]

Heavy Quarkonia (NLO)
e'e” jets/shapes (NNLO+res) F+ |
r \ pp/pp (jets NLO) H=+
025 EW precision fit (N>LOy-=— 7
F \ pp (top, NNLO) v

g o02f
=]
0.15 |
0.1
F=ay Mz =0.1179+0.0010
005 L——ut 0 i
1 10 100 1000

Q [GeV]

Figura 2.3: Acoplamiento fuerte as en funcién de la energia @ para diferentes grados de la
teoria de perturbaciones de QCD [95].

.ol = [ e S [ye) (D = mp) vsto) = ERE @] L 21

f=u,d,s,
siendo my, = mysds, una matriz diagonal cuyas entradas son las masas de los diferentes

sabores de quark, D), es la derivada covariante y GY,,(z) es el tensor de fuerza del campo de
los gluones, los cuales estan dados respectivamente por las expresiones

Dy = 8y, — igA%t® (2.15)

GY, = 0, A% — 0,A% + gf** AL AC (2.16)
donde f = 1,--- Ny es el indice de sabor, a,b,c = 1,---8 son los indices de color para los

gluones, y £ son las constantes de estructura de SU(3).. En el limite quiral m, = mg =
ms = 0, la parte correspondiente a los quarks toma la forma simple

Suirall®, ] = i / A (@) Dy () (2.17)

Usando las constantes wé v w%, se ve que la accién en el limite quiral es invariante ante las
1% A
transformaciones unitarias
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P — PV (2.18a)
b — Ny, (2.18b)

con lo cual del teorema de Noether se generan las corrientes vectorial y axial dadas respecti-
vamente por [44]

Ji(x) = Y(x)y tapp () (2.19)

I (2) = P(x)y"statd (@) (2.20)

y sus correspondientes cargas conservadas

Qu() = / P g0(z) = / Bt (@)t (z) | (2.21)

Qsalo) = [ Palu(@) = [ dovi@hstaita) | (222)

donde t, = A\, /2. Si se hace el mismo procedimiento fuera del limite quiral, se encuentra que
Oudl (x) = () [ta,m] ¥(2) (2.23)

Oudg(x) = (@) {75ta, mbth(z) - (2.24)

De (2.23) vemos que la corriente vectorial se conserva si m, = mg = ms, que es el limite de
la simetria de sabor SU(3)y, mientras que dé (2.24) la corriente axial se conserva solo en el
limite quiral y solo de manera clasica, es decir, se tiene una anomalia axial.

Por otra parte, la conjetura de Nambu-Goldstone de la simetria quiral nos dice que las
transformaciones contintias dadas en (2.18) dejan a la accién invariante, pero no lo harén con
el estado base |0) [45], es decir, la accién y el estado base se transforman de diferente manera
y entonces la simetria quiral se rompe dindmicamente debido a las interacciones. De esta
forma, el teorema de Goldstone dicta que aparece un bosén de Nambu-Goldstone sin masa
y espin cero por cada simetria continua rota [46, 47], donde para el caso de SU(3)¢ estos
bosones seran justamente los mesones del octete de mesones pseudoescalares; el hecho de que
esta simetria sea solo aproximada es lo que hace que en realidad los mesones pseudoescalares
adquieran una masa diferente de cero. Este rompimiento dindmico de simetria quiral (DCSB)
es muy importante, ya que es el mecanismo que transforma las masas corrientes de los quarks
en masas dindmicas, las cuales son las que se combinan para dar la masa de todos los hadrones.



Capitulo 3

Ecuacion de Dyson-Schwinger

La derivacién de ecuaciones integrales para las funciones de Green entre amplitudes de campos
se realiz6 por Schwinger y Dyson de manera independiente a mediados del siglo XX [48-50], las
cuales después se conocerfan como Dyson-Schwinger Equation (DSE), tal que se obtiene un
tratamiento para el caso relativista de estados ligados. El inconveniente de este método, como
se verd a continuacion, es que se obtienen un ntimero infinito de ecuaciones acopladas; una de
las maneras méds practicas de obtener estas ecuaciones es mediante funcionales generadores
de las funciones de Green conectadas e irreducibles [16, 51-54, 78]. Estas ecuaciones son de
gran relevancia en el presente trabajo, ya que los propagadores de los electrones y fotones
en QED y el propagador del quark en QCD obedecen cada uno su propia DSE, de tal forma
que usando una interaccion de contacto y un truncamiento adecuado se deriva la ecuacion de
gap, la cual permite determinar numéricamente la masa dindmica de los quarks y asi obtener
la forma exacta de los propagadores de los quarks en esta aproximacién.

Consideremos los funcionales generadores Z[J] y G[.J], tal que estén relacionados de la forma

Z[J] = S (3.1)

Asi, dado que Z[J] es de alguna forma el equivalente a la funcién de particién en mecdnica
estadistica, el hecho de que G[J] = Ln(Z[J]), nos dice que G[J] es el equivalente a la energia
libre de Helmholtz. Por otra parte, usando campos escalares como ejemplo (aunque en general
se puede hacer para cualquier tipo de campo), se tiene que Z[J] estd definido a través de la
accién para el campo escalar @, y de las fuentes externas J,, de la forma

ZlJ) = /@@ e, (3.2)
donde
o=_S[®]+ /d4xJ(x)<I>($) . (3.3)

Ahora, haciendo una rotacién de Wick, se pasa la componente temporal del espacio de Min-
kowski (¢) a la respectiva componente temporal del espacio Euclideano 3+1 (t¥) de la forma
t — —it? (Véase Apéndice A), tal que se sigue que [9)]

13
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M E
/ dtaM =— —i/ dzf (3.4)
donde el funcional generador Z[.J] en el espacio Euclideano se escribe como
200 = /m cxp (—Sul®] + T ) (3.5)
siendo S ahora la accién en el espacio Euclideano, aunque por simplicidad se seguira usando

simplemente S para referirse a la acciéon. De igual manera, en el espacio Euclideano se define
el producto interno como

Jo®= / P2 ()0 (x) . (3.6)

Ahora, dado que las condiciones de frontera para este potencial generador Z[.J] nos dicen que
se tiene que desvanecer en el infinito, tenemos que

/ D® 5¢ix)65{¢]+1-<1> _ / D® [5‘;5] + J(z)] e SIHI® — (3.7)

y como en general para una funcién f(x) se cumple que

/dwf(x)e‘”’ = /dacf <CZ> et = f <ja> /dxe‘”’ : (3.8)

obtenemos ,

dS[9] J
- ZJ] = .
06 (7)) =0 &)
lo que en términos de G[J] se rescribe como

—ggg (g%g) VU 4 J(z)ef =0 . (3.10)

Multiplicando por e~ ¢/l y usando la relacién e~ f(9)eX = f(0 + 0X), se obtiene

05[] [5G[J] + 0 ] —J(x)=0 . (3.11)
00(x) |0J(x)  d6J(x)

Justamente (3.9) y (3.11) son las ecuaciones de Dyson-Schwinger para las funciones de Green
completas y conectadas respectivamente, que son un conjunto infinito de ecuaciones entre
funciones de correlacién, tal que se expande en potencias de las fuentes externas J,(z), y al
final se eliminan estas fuentes, es decir
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(®(21)...B(2n)), = ;/fb(:cl)...@(xn)e_s[@]D(I)

0" Ln(Z[J])
—0J(x1)...0] ()
B "GlJ]
—0J(x1)...0] (x,)

(3.12)

J=0

9

J=0

Ahora, haciendo una transformacién de Legendre, las funciones de Green conectadas estan
relacionadas con las funciones de Green irreducibles (vértices propios) mediante el nuevo
funcional generador

0@ =0-J-G[J], (3.13)

donde ® es la variable conjugada de la fuente externa J(x), tal que sabemos que estard dada
de la forma

(3.14)
de lo que se sigue |

6®(z)  8*G[J]

§J(z)  §J(x)sJ(z) (3:.15)

Para ver qué es exactamente ®, recordando que G[J] = Ln(Z[J]), se sigue que

1 6Z[J]
= Z[J]6J(2)
_ L - J+J-®
Z[ }/(I) Do
o(x));

(3.16)

—~

es decir, @ es el valor de expectacién en el vacio de ® en presencia de la fuente .J. Luego, de
(3.13) notamos que

ST[@]
5&)(3;) =J(z) , (3.17)
de lo que se sigue que
8J(x) _ 52T (@] (3.18)
60(x') 60 (a)dd(x) ‘
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y entonces, juntado (3.15) con (3.18) se obtiene

5<I>
e —a")= [ dly
/ 62(a') (3.19)

() 3
(. 9G] 62F[<i>]
‘/dywu

Por lo tanto, al evaluar la delta en z = 2’

\_/
(o2
g

—~
<

~—

(3.20)

Gl | 6T
8J(y)oJ () | 6d(y)od(x)

Ahora, usando (3.13), (3.17), y usando regla de la cadena, de (3.11) obtenemos

J(a) = dS[@] [@(x) n / d4x/5‘i>(:c’) (') - / g 5y[i>] 5d(z') /d%;' sb)) o

() §J(x) 6®(z") 0J(x) 0J () §®(x)
_os[®][ . 9B()
= 95(z) [‘I’( )= 5 5@@)}
(3.21)
Finalmente, usando (3.17) y (3.18)
oT[d)  ss@) |- [er@)\ 6|
TR ¢‘<m> 55| =0 (3.2

la cual es la DSE para los vértices propios.

3.1. DSE en QED

El formalismo presentado de las ecuaciones de Dyson-Schwinger se puede aplicar a cualquier
teoria cudntica de campos, en particular nosotros por simplicidad vamos a trabajar en QED,
tal que encontraremos los propagadores vestidos del fotén y del electrén inmersos en una
fuente externa de campo electromagnético. Con esto en mente, supongamos los campos ()
y ¥(x) (para el electrén y positrén respectivamente), tal que sus fuentes son n(z) y 7(x),
y también se considera la fuente externa de potencial electromagnético J,(x). De esto, se
construye el potencial generador Z(J,n,7), tal que partiendo de la forma de (3.5), su integral
de camino estd dada de la forma

o) = [ DA, 0)e (3.23)

donde en este caso
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7 = Sl 0,0+ [ dla [P A0 + Tlan(a) + 1)) (3.24)

tal que D(A,, 1,7) es la medida de la integral de camino y S es la accién en QED. Ahora,
dado que en un sistema interactuante de fotones, electrones y positrones el Lagrangiano es
de la forma [54]

L=L1+ L8 4 Lo (3.25)
con
~y 1 5 1 /72 22 ete™ _ . W
ﬁo — _ZF _ i (3 . A) , LO =1 (zéf — m) Vo, Lt = —ewAl/J > (326)

siendo ¢ el parametro de norma fijo. Usando esto, la accién de este sistema de QED sera

S[Au, . 9] = /d4:v (w(:@ [ii) — m + ed] ¥(x)
(3.27)

+ %Au(ﬂ«") [—ng, - (1 - 2) 3#‘9”} Ay(x)>’

con L = 9,,0" el operador D’Alembertiano. Luego, tomando las consideraciones que se mues-
tran en el Apéndice A para pasar del espacio de Minkowski al es espacio Euclideano, es decir,
t — —it, i) — —@ y A — —i4, el funcional generador en el espacio euclideano tendra la
forma [55]

2 = [ DA 6w ( - S[4,,0.7)

B (3.28)
+ [t (@) A0) + @) + (@)0(a)] ),
tal que
S[Au, ¥, 9] = /d4l‘ (d)(m) (@ +m +ied] ¢(2)
(3.29)
+ %Au(x) [-D&W + (1 - i) auay} A,,(:U)).
Usando esta accién, vemos que
6S - 1
e = ie () (x) + [—D(SW + (1 — €> 8M8V] Ay(x) . (3.30)
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Ahora, recordando que el funcional generador de las funciones de Green conectadas G[.J,, 7, 7]
se relaciona con el funcional Z[J,,n,7] de la forma

Z[J,Un naﬁ} = eG[anﬁ] ) (331)

y que con una transformada de Legendre obtenemos el funcional generador para las funciones

de Green irreducibles I'[A4,,, 1, 1], es decir

C[Au, 1, 0] = /d4x [JH(2) Au(z) + (x)n(z) + 7(2)p(x)] = GlJu 0,7, (3.32)
obtenemos las relaciones
oG oG oG —
R (3.33)
or or or _
E = Jl“ @ =1, w =-n, (334)

3.1.1. DSE para el propagador del foton

Recordemos que en (3.7) se vio que la integral funcional de una derivada funcional total es
cero bajo las condiciones de frontera adecuadas, con lo cual, tomando la derivada funcional
con respecto a A, vemos que

0= [ D) g enn (=514 T+ [ s [P0 A0) + Bahnte) + )] )

(st lihi ) nn
(3.35)

Para obtener el propagador del foton se eliminan los campos del electrén y positrén, es decir,
se hace 1) = ¢ = 0, tal que usando (3.33) y (3.34) se obtiene

or
0A,(z)

- [D&W + <1 - 2) 6,@] Ay(2)

T (577(5(2?57(?6)) ‘zp:w:o]

P=1h)=0
vy (3.36)

+ielr

Usando (3.20)
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ST 1
04u(®) [gmy=o {_Dé’“’ i <1 - f) 8“8”] Avle) .
ieTr |y < 52T )‘1 ] (8:37)
"\op()ov(x) ) lgoymo)
Definiendo
52T -1
(tsi1) oy = Sl (3:3%)

como el propagador del electréon incluyendo correcciones debido a la presencia del campo
externo A,,, aplicando 6/dA, a (3.37) y haciendo A,, = 0, el inverso del propagador del fotén
toma la forma

. 52T Au=0

. - 1
w () = 5 64, () ¢

- [_D(SW n <1 - 5) 8;@] 5z —y)

A,=0 ]
P=p=0

Por otra parte, considerando una matriz M de dimensién finita, vemos que para la matriz
identidad I de dimensién finita

D

=0 (3.39)

+eT'r

5 < 52T )1
54, (@) \5u(z)dv(x)

dl d _ dM(z) dM~Y(z)
0= = [M(x)M! =Yyt M (z)———2 A4
C=0= - ME@M@)] = S M @)+ M) (3.40)
multiplicando a la izquierda por M !
dM~Y(z) 4y, dM(z)

Usando lo anterior y el propagador del electrén de (3.38), el inverso del propagador del fotén
toma la forma

D) (z,y) = [—D(Suy + (1 - ;) aﬂay] 5z —y)

5 52T
WS ) 5 ) 5o on ()

+ie/d4ud4wTT

lo cual se puede reescribir como

Dy (z,y) = (Do) (2, y) + My (2, y) (3.43)
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b I

[~ =[]

D, (Dy);)! s
Hul/

Figura 3.1: Propagador del fotén.

donde (Do);,j1 (x,y) es el inverso del propagador para la parte no interactuante del fotén y
1., (x,y) es la autoenergia (tensor de polarizacién) del fotén, los cuales estan dados por

(Do) = |05+ (1= ¢) 0. 8% =) (3.44)
I (x,y) :ie2/d4ud4wTr (VS (x, w)l'y (y; u, w)S(w, z)] (3.45)

donde el vértice propio fermién-bosén se define como

) sir A0

6 AL (Y) 69 (u)dh(w)

el'y (y; u, w) = (3.46)

Y=1=0

Finalmente, dado que en general es méas conveniente trabajar en el espacio de momentos,
tomando la transformada de Fourier el inverso del propagador del fotén se escribe en el
espacio de momentos de la forma

Dy (p) = (Do), (p) + W (p) (3.47)
tal como se ve en la Figura 3.1, donde
-1 2 1
(DO),LLI/ (p)=p 6;w - <1 - g) Pubv (3.48)
2 d'q
(o) = —¢* [ GBS @Pela.a +0)S(a+p)] - (3.49)

3.1.2. DSE para el propagador del electrén

Realizando ahora la derivada funcional de (3.7) con respecto a ()

0= /@(A#,w,w)&;(x)exp |:—S[A#,¢,’¢] + /d433 (J“(a:)A#(x) +

= [ (@+m+ied) (@) +n()] Z[Jun,7]
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lo cual se reescribe usando las variables conjugadas de A, y ¥ como

(34 mrier Mf(x)) sy )| 21 =0 (351)

Luego, tomando la derivada con respecto a n(y) y fijando 7=n =10

Yp— ) — e 0\ PGl 0,00 1,00 _
= (e i i) S | 0 @)

tal que usando la ecuacién (3.20) en (3.38) se define el propagador del electrén en términos
de la fuente externa J,, de la forma

Syl = 5 (359
R an(x)en(y) '
de donde se obtiene
Mz —y) — (d+m+iey” d Sl y; [Tl =0 (3.54)
Y T sTe() ) P g0 =P '
lo que se puede reescribir de la forma
65z, y; [Tul] |5y
Yo — ) = . _ ol P=4¢=0
3w —v) = (@ +m) Sle. vz Uy + ey ( e (3.55)
Aplicando regla de la cadena y usando (3.38), (3.41) y (3.46), notemos que
05[z,y: ()| " _ /d4zaAu<z> 5 ( 0T ) e
dJH(x) P==0 dJi(x) 6A,(2) \ 0¢(2)dv(y) =0
§A,(2) Au=0
=e | d*zd*ud*v=222S (2, u)T (u, 05 2)S (0, y (3.56)
/ Sy St 0w 50|
:e/d4zd4ud4vDW(:c,z)S(m,u)FV(u,v;z)S(v,y) ,
y donde se uso6 el hecho de que
52T A=0 s gm(2)
D ey = — — . 3.57
@ 8) = SR AW |y 54 () (357

Por lo tanto, eliminando las fuentes externas, multiplicando por .S *l(y, y') e integrando sobre
y', (3.55) se reduce a

S, y) = (@ +m)d (x —y) + ie? / d*zd*uD (2, 2)7,S (z, )T, (u, v; 2) (3.58)
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la cual es justamente la DSE en el espacio de posiciones para el propagador del electrén.
Finalmente, tomando la transformada de Fourier, la DSE para el propagador del electréon se
escribe en el espacio de momentos de la forma (como se ve en la Figura 3.2)

4
S7Hp)=ip+m+e’ / (;SAJMDW(ZJ —q)S(9)T'v(g,p)

=Sy (p) +=(p) ,

(3.59)

donde S 1(p) es el propagador no interactuante del electrén y X(p) es su autoenergia, los
cuales estan dados de la forma

So'(p) =ip+m (3.60)
4
20 = ¢ [ Do = )S@Ta.0) (3.61)
[~ -[+O]+ +ereer

Figura 3.2: Propagador del electrén.

3.1.3. DSE para el vértice fermion-fotén

Procediendo de manera similar a lo que se hizo para derivar los propagadores del foton y del
electrén, se encuentra que la DSE para el vértice fermién-fotén es de la forma [16,56]

d*q
Lu(p',p) =Y+ / WS(p’ + L +a.p+ S+ KW@ +a.p+a.q) , (3.62)
con K el kernel de dispersién fermién-antifermién. En la Figura 3.3 se ve que I', esta acoplado
al propagador del fermién S (funcién de 2 puntos) y a una amplitud de dispersién fermién-
antifermién M (funcién de 4 puntos), la cual a su vez satisface una ecuacién integral [56]. En
notacién simbdlica se tiene que

M=K+ K(S)’K + K(S)?K(S)>K +--- = K + K(S)>M . (3.63)
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Figura 3.3: Vértice fermion-fotén.

3.2. DSE para el propagador vestido del quark en QCD

De acuerdo a la prescripcién de Faddeev y Popov [58], para mantener la invarianza de norma

en QCD (y en general en teorias de norma no Abelianas) se deben de introducir los campos

escalares llamados ghost (Ea,B“), los cuales son campos auxiliares no fisicos que entran

como lineas internas en los diagramas de Feynman para lasos. De esta forma, tomando las

consideraciones descritas en el Apéndice A y la acciéon de QCD que involucra los ghost dada
n [16], la accién general de QCD toma la forma en el espacio Euclideano

SQCD [J’ 1% A7 Ea B] = Squm"k [J’ lﬁ, A] + Sghost [@7 1/}7 Aa Ea B] ’ (364)

siendo Syyqrk; la accién bésica que involucra a los quark y gluones escrita en (2.13), mientras
que Sgpost €5 la accién que se debe de agregar debido a la contribucién de los ghost, la cual
estd dada por la expresion

1

2% O AL ()0, Ay () — auga(q:)Dzb(x)Ba(x) , (3.65)

A%mmamz/#ﬁ
con D/‘jb la derivada covariante en la representacién adjunta dada por

DS () = 670, + g f**C Al (x) (3.66)

De (3.65) vemos que los ghost interactian solo con el campo de los gluones, lo hace que
aparezca un vértice ghost-gluon, aparte del vértice normal quark-gluon y de los vértices de
tres y cuatro gluones. Entonces, construyendo un funcional generador Z[.J] de la forma de
(3.5) con la renormalizacién de la accién (3.64), y procediendo de manera similar a como
se hizo en la seccién pasada para QED, se llega a que el inverso del propagador vestido del
quark de sabor f toma la forma [16,59]

dq

(2m)

A
B . . @
S p) = Zor (ip + Zmmy) + Zir / 19° D — )5S @ (), (3.67)
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donde Z; son constantes de renormalizacién, A es un regulador de masa y g es la constante
de acoplamiento fuerte, ademas de que

D (p—q) =6"Dyu(p—q) (3.68)
a A?
L. q) = 5 Tvpa) (3.69)

son respectivamente el propagador renormalizado para el gluon vestido y el vértice vestido
renormalizado quark-gluon. Comparando (3.67) con (3.59), y haciendo por simplicidad las
constantes de renormalizacién iguales a uno, se escribe al propagador vestido del quark de la
forma

S p) =5, (p) +=(p) , (3.70)

donde S, 1(p) es la parte no interactuante del propagador, y X(p) es la autoenergfa del quark,
las cuales estan dadas por

So'(p) =ip+m (3.71)

4 a a
20 = o* [ fgti g W Dulo = S FT0.0) (372

La ecuacién (3.70) es conocida como la ecuacién de gap, la cual es la DSE para el propagador
vestido del quark, en donde se debe especificar la forma del propagador de los gluones y el
vértice quark-gluén. Al principio del capitulo 5 se verd que, al introducir una interaccién de
contacto y un truncamiento adecuado, la ecuacién de gap serd de hecho la ecuacién de la cual
se determinan numéricamente las masas dinamicas para los diferentes sabores de quarks.



Capitulo 4

Ecuacién de Bethe-Salpeter

Para el estudio de estados ligados de particulas y como estas se dispersan, en mecanica cuanti-
ca no relativista se utiliza la ecuacién de Lippmann—Schwinger, la cual se deriva a partir de
principios variacionales [71]. En el caso de teorias cudnticas de campos relativistas (justo
como es el caso de QED y QCD), un tratamiento de estados ligados se hace con la ecuacién
de Bethe-Salpeter, la cual es una serie infinita de ecuaciones integrales acopladas para dos
particulas. La forma general de la BSE se derivé por primera vez por E.E. Salpeter y H.A.
Bethe en 1951 a partir de diagramas de Feynman [72], aunque fue primero publicada por Y.
Nambu en 1950 pero sin derivacién [73]. La BSE es tal vez la ecuacién més importante utili-
zada en esta tesis, ya que es justamente la ecuacién de movimiento de los mesones, particulas
en las que estamos interesados en este trabajo, de tal forma que de la BSE homogénea y de
su condicién de normalizacién se obtienen propiedades de los mesones tales como su masa y
constantes de decaimiento.

4.1. Derivacion de la ecuaciéon de Bethe-Salpeter

Al igual que para las ecuaciones de Dyson-Schwinger, una de las formas més sencillas y que
més se usa en la actualidad para derivar las ecuaciones de Bethe-Salpeter es usando integrales
de camino en el andlisis funcional. Para esto, por simplicidad supongamos como ejemplo un
modelo de dos particulas escalares ¢1 y ¢2, tal que intercambian a una tercera particula ®; en
QED esto seria un electrén y positron intercambiando fotones, mientras que en QCD serian
los quarks y antiquarks intercambiando gluones. Procediendo de manera similar a como se
hizo en la seccién 3, el funcional generador en el espacio de Minkowski se escribe como

Zljroie T} = [ D100 B (1.1)

con

o=5+j1-¢r1+j2-p2+J-P . (4.2)

Dado que en general la Lagrangiana libre para un campo escalar en una teoria interactuante
de D dimensiones se sabe que toma la forma

25
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civ] = [ a* ot | 3001 - 3090.80,0 - fnta? - O(@) | (43)

se sigue que para el modelo propuesto de tres particulas interactuantes la accién en el espacio
de Minkowski se escribe como

2
101 = [ a5 3 (1007 @300 ~mlol] + 5 (O — 0,0 - e "

1
—59 <¢%<b+¢%¢>>} :

donde el 1iltimo término describe la interaccién. Esta accién se pasa al espacio Euclideano
tomando las consideraciones del Apéndice A, tal que

2
1 1 1
S[®] =i / d*z [2 > (0uiuti +mie}) + 5 (0,20, + M?®?) + 59 (30 + ¢3@)
i=1
(4.5)
De esta forma, el funcional generador en el espacio Euclideano se escribe como
2
i=1
luego, tomando la derivada funcional con respecto a ¢1(x1)
5 2
0:/53 , 00, P)———eaxp [ -5 + ji - i +J - P
(01,62, 9) 55 p( ;J ¢ ) )

= [- (8% + mi + g®) ¢1(21) + j1(z1)] Z[j1, o, J)

y cambiando los campos escalares por sus variables conjugadas, es decir, haciendo ¢ — §/071
y ® — §/4.J, se obtiene

. o ) dZ[j1, ja, J]
7 , ’J — 82+m2—|— ) / ) J2
Ji(@1)Z[j1, g2, J] ( LIS 7 (1) 671 (1)
5\ 6G[j1, jo, J] (*9)
= 82+m2+ ) ]'1’]2’ Z.7'7‘] .
( ! géJ(xl) dj1(x1) i g2
Recordando de (3.38) que el propagador del campo ¢; estd dado de la forma
521—\ -1 52G
Sl(xl, y17 J) — <> = = e -~ ’ (49)
5 5 1) )
o1(@)on(y)/ |, 0 Sn@)dqly)|,
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usando esto y derivando (4.8) con respecto a ji(y1) se sigue que

5
My — 1) = (82 +m? + g5J($I)> Si(z1,y15J) - (4.10)

Luego, usando el equivalente de (3.56) para QCD, es decir

5S[x17y1; J]
(5J(:L’1)

= g/d4zd4ud4vD1(:U1, 2)S1 (1, w)'1(u,v; 2)S1(v, 1) (4.11)
=0
la autoenergia de la particula 1 en el espacio de momentos toma la forma

¥ (z1,v) :g2/d4zd4uD1(x1,z)Sl(xl,u)Fl(u,U;z) , (4.12)

y haciendo ® = 0, se obtiene de (4,10)

(a1 — 1) = (0* +mi) Si(21, 1) + g2/d4zd4ud4vD1 (x1,2)S1(z1, w)T1 (u, v; 2)S1 (v, y1)

= (82 + m%) St(z1, 1) + /d4v21(:c1,v)51(v,y1)

_ (82 + m% + 21) Si(z1,y1)
(4.13)

donde se utiliza la notacion

Elsl(xl,yl) :/d4v21(:n1,v)5’1(v,y1) . (4.14)

Siguiendo esta idea, para construir la funcién de Green para la propagacién de 2 particulas,
es decir, la funcién de Green de 4 puntos G(x1,y1;x2,y2), se deben de tomar las derivadas
funcionales con respecto a j1(y1), j2(22) ¥ j2(y2) en (4.8), y luego hacer j; = jo = J =0, es
decir

53 e 0 0G[j1,j2, ) .. .
, _ , Zj1, 42, J] = (0% +m? + ) 2 2 7, G2, T
571 (y1)0j2(w2)372(y2) | i 2 < VIS0 G@n)) T an () e J1=j2=J=0
(4.15)
de donde se sigue
<c’92 +m3 +96J(x1)> G(x1,y1;79,y2) = 6 (21 — y1)Sa(72,2) (4.16)
tal que
5a
G(z1,y1522,92) = (4.17)

671(21)071(y1)d72(x2) 072 (y2)



28 CAPITULO 4. ECUACION DE BETHE-SALPETER

Pasando el término con g a la derecha y sumando y restando ¥

(0% +m? + 21) G(21,y15 2, y2) = 6* (w1 — y1)S2 (w2, y2)
s ) & ' ) (4.18)
1 géJ(azl) T1,Y1522,Y2) .

Multiplicando por Si(z1, 1), integrando sobre x; y usando (4.13)

/d495154(21 —21)G(z1, Y1522, y2) = /d4$154($1 —y1)51 (21, 21)52(x2, y2)

1)
4 B .
+ /d x151(21, 1) (21 96J($1)> G(z1,y1522,92)

(4.19)
haciendo z; <> z; en el lado derecho de la igualdad
G(x1,y1:®2,92) = /d42154(21 —y1)S1(x1, 21)S2(x2, y2)
5 (4.20)
d*z 8 Y —g— |G ;
—I—/ 2151(x1, 21) ( 1 géJ(zQ) (21,9152, 92)
con lo cual
G(x1,y1:22,92) = S1(x1,91)52(22,92)
(4.21)

)
4 .
/d 2151(x1, 21) <21 _g&](zl)> G(z1,y1;%2,92) -

Finalmente, introduciendo el Kernel de interaccién irreducible fermién-antifermién
K (x1,y1;x2,y2) [74], se obtiene la ecuacién de Bethe-Salpeter inhomogénea

G(z1,y1522,y2) = S1(x1,91)S2(x2, y2)
—1—/d421d422d42’3d42451(x1,21)52($2722)K(2’1723;22,24)G(23,y1;24,y2) .

(4.22)
4.2. Ecuacion de Bethe-Salpeter homogénea

Para obtener la ecuacién de Bethe-Salpeter homogénea se calcula explicitamente la funcién
Green de 4 puntos, la cual estd dada de la forma

G(x1,y15 32, y2) = (O[T [¢1(x1)2(2) 1 (y1)d2(y2)] |0) (4.23)



4.2. BSE HOMOGENEA 29

donde w;, y; son 4-vectores de la forma z!' = (tz;,%;), y T es el simbolo de ordenamiento

T
definido como

Tlffen] = {0 S (121)

el cual se puede escribir en términos de la funcién escalén O(t) como

T [f(x1)f(22)] = O(t1 — t2) f(21) f(22) + O(t2 — t1) f(z2) f (1) - (4.25)

Entonces, suponiendo que tg,, tz, > ty,,ty, (y luego al revés), la funcién de Green de 4 puntos
se reescribe de la forma

G(z1,y1;22,92) = (0T [d1(21)d2(22)] T [f1(y1)P2(y2)] |0)O(tey — ty,)O(tay — ty,) (4.26)
+ (0T [p2(22) 1 (2] T [h2(y2) 91 (y1)] [0)O(ty, — t2))O(ty, — tuy)
Definiendo las coordenadas relativas entre las 2 particulas cargadas
r=T1 —T2 , Y=Y Y2, (427)
y escogiendo n1,n2 > 0 tales que
m + e = 1 ) (428)
se definen las coordenadas X y Y de la forma
X =mz1+mrs , Y =my+ny2 , (4.29)
tal que
rp=X+mr , vo=X-mz , pi=Y+mny , p=Y-ny. (4.30)

Usando esto, se simplifican las funciones escalén de (4.26) en términos de estas nuevas coor-
denadas como

Oftx —ty) = O(ta; —ty)O(tay —ty,) , Oty —1x) =O(ty, —ta))O(ty, — tay) , (4.31)

y dada la relacién de completes para estados ortonormales ‘P>

d3P
/WZLD\PXP\ =1, (4.32)

donde

wp=1\/P2+M? | (4.33)

se reescribe (4.26) como
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e3P 1 .
G(x1,y1; 22, 92) :/(277)32MD<0’T[¢1(561)¢2($2)] |PY(P|T [¢1(y1)d2(y2)] [0)O(tx — ty)

3
b Ol ateen ) |PYPIT )] (00— t2)
(4.34)

Ahora, definiendo las funciones de onda de Bethe-Salpeter (y sus conjugadas)

xp(z1,22) = (O|T [¢1(x1)da(22)] |P) , Xp(z1,22) = (P|T [¢1(y1)d2(y2)] [0) ,  (4.35)

y dado que por la invarianza translacional de la teoria se cumple que

xp(z1 +a,z9 +a) = e T p(zy,29) , (4.36)

se sigue facilmente que [75]

XP(xlv l’g) = e_iP.XXP(x) ) YP(xlv .%'2) = eiP.XYP(x) ) (437)
tal que la funcion de Green de 4 puntos toma ahora la forma
B3P 1 (XY

G(l‘l, Y1; T2, 3/2) - /

(2m)3 2wp

3 (4.38)
+ [ sty — tx)xpl@Rp(y)eertx ) FET)
(2m)3 2wp P '
Para sustituir las funciones escalén, usemos su representacion integral [76]
i o) efizt
O(t) = lim / dz — (4.39)
=021 J_ zHte
tal que multiplicando por e~ “wrA
. Z oo e—iAt(Z—‘rwp)
O(Ay)e™wrAt — Iim — / dg———— | (4.40)
e—0 21 J_ z + 1€
y haciendo el cambio de variable z — z 4+ wp
) i 00 e—iZAt
O(A)e™wrAt — Ifim — / dg———— . (4.41)
=021 J_oo 2z —wp+ie
Si se define el 4-vector P = (z, P), se obtiene de (4.38)
dAP i o—iP-(X=Y) eiP(X=Y)
G ; =1 — X 4.42
(@i = lin [ G @0 | o+ oo | (442)
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Haciendo P* — —P* en el segundo término

) d*P i _ 1 i
G(m’y“x?’y?):li%/WMXP(””)XP@) [PO_(MP_%)] e )
dip i v 1 —iP-(X~-Y)
—lm [ —— o e 4.43
lg%/ L QWPXP($)XP(?/) [PU o ie)] e (4.43)

d*P i 2wp — 2ie p
1 v — —iP(X-Y) )
Hn/ (271')4 QwPXP(x)XP(y) [(PO)Q _ (WP _ iG)Q] e

Aplicando el limite ¢ — 0 y usando (4.33)

AP [ixp(x)Y .
e - [ 8 [ o
_ dip [ ZXP((L')YP(y) e_iP.(X_y)
= / (2m)4 (P0)2 _p2_ M2] (4.44)

_/ d*P Tixp(z)xp(y) o—iP-(X~Y)
@0t | P2— M2 '

Como ya se menciond con anterioridad, es mas conveniente trabajar en el espacio de momen-
tos, entonces si p es la variable conjugada de x, de manera similar a (4.29) se obtiene

p=mpi—mp2 , P=pi+ps , pp=mP+p , po=mP—-p, (4.45)

donde P es el momento total de las dos particulas ¢1 y ¢2, p1,2 son los momentos individuales

de cada particula, y p es el momento relativo entre ellas. Entonces tomando la transformada
de Fourier de (4.44)

7 ~ /!
G(P;q,q) = Xp(qu(q]\yé’ =M LR (4.46)

la cual se escribe en el espacio Euclideano como

xP(@Xp ()| po_yp2
P2 + M2
donde R son los términos regulares en P2, es decir, no tienen polos para la condicién On-shell

del espacio Euclideano P2 = —M? (o P2 = M? en el espacio de Minkowski). Por otra parte,
tomando la transformada de Fourier de la BSE inhomogénea definida en (4.22)

G(P;q,q) =

+R, (4.47)

G = S1(p1)Sa(p2)6*(q — ¢') + S1(p1)S2(p2) /d4q”K(P; ¢,4")G(P;q,q") , (4.48)

la cual en notacién simbdlica se escribe simplemente como
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G(P;q,q) = 5152 + S15:KG . (4.49)

Usando (4.47) en (4.49) vemos que

XPXp XPXp
=+ R=515+519K | === +R 4.50
P2+M2+ 192 + 5102 <P2~|—M2+>’ (4.50)
tal que multiplicando por P? + M? y evaluando en la condicién On-Shell P? = —M? se
obtiene
xpXp = S152KxpXp ; (4.51)
es decir, en notacién simbdlica se llega a que
xp = S152Kxp , (4.52)
lo cual se escribe de manera explicita como
d4q/
x(P;q) = 51(171)52(1)2)/WK(P;%QI)X(R q) . (4.53)

Finalmente, introduciendo la amplitud de Bethe-Salpeter (BSA) I'(P;¢q) que esta definida
como

X(P;q) = S1(p1)T'(P; q)S2(p2) (4.54)

multiplicando (4.53) a la izquierda por S;*(p1) y a la derecha por S;'(p2) se obtiene la
ecuacién

d4q/ / / / /
F(P;Q)=/(2F)4K(P;q,q)51(771P+q)T(P;q)52(772P—q) : (4.55)

la cual es justamente la BSE homogénea para la BSA en el espacio de momentos.

4.3. Normalizacién canénica de la Amplitud de Bethe-Salpeter

Hay varias formas de normalizar las funciones de onda de Bethe-Salpeter y las BSA, de-
pendiendo del parametro a considerar; en particular nosotros vamos a usar la normalizacién
candnica, en la cual si se define

D '=8,8, , (4.56)

de (4.22) la BSE inhomogénea se escribe simbdlicamente como

G=D"'+DKG . (4.57)
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Multiplicando a la izquierda por D se obtiene

DG =1+KG , (4.58)

siendo I la matriz identidad, tal que claramente se obtiene la solucién

G=(D-K)" . (4.59)
Usando (3.41) se ve que
oG 9(D-K)' 1, 9(D-K) 1
E_T__(D_K) T(D_K) ) (4.60)
tal que la condicion de normalizacién para la BSE en términos del parametro A toma la forma
oG oD 0K
=g === ) 4.61
oA ¢ ( ox 0\ > ¢ (4.61)

Considerando G como la funciéon de Green en el espacio Euclideano de momento definida en
(4.47), escogiendo A = P, y aplicando regla de la cadena, vemos que

G _ oG _ P? 0G _ ., 9 [xr(9)Xp(d)
o\ 0P, 0P,0P? HopP2 | P2+ M2
_ xr(a)Xp(d)

(4.62)

y asi de (4.61) se obtiene

o ) - (] (32 o) ]

de donde se sigue que en notacién simbdlica la normalizacién candnica para xp es

_9

mientras que sustituyendo explicitamente las formas de xp, D y K se encuentra la normali-
zacién para I’

2P, (D—K)xp , (4.64)

0 dtq —
2P, = Tr [T(=Q; )81 (m P + ¢)T(Q: q)S P—” . 4.65
2= 55 | T M@ )SimP + O @SamP = )] |, (@65)
Como se vera en el siguiente capitulo, dependiendo del tipo de mesén a estudiar (nosotros nos
enfocaremos solo en los mesones pseudoescalares y vectoriales) la BSA va a cambiar su forma
general, tal que la condiciéon de normalizacion va a variar para cada multiplete de mesones.



Capitulo 5

Ecuacion de gap y BSA para el
truncamiento RL en IC

Como ya se mencioné en el capitulo anterior, la BSA nos da una descripcién de como es el
estado ligado quark-antiquark a considerar, es decir, una descripcién de los mesones, tal que
la estructura de la BSA en el espacio de Dirac cambia para satisfacer los niimeros cudnticos
requeridos en cada tipo de meson. En el presente trabajo solo consideraremos mesones pseu-
doescalares y vectoriales, donde la forma que toma la BSA para cada tipo de estos mesones se
ve con detalle en el Apéndice B. Sin embargo, sabemos que en la BSA se debe de dar la forma
del propagador de los quarks S(p), el cual estd dado por la ecuacién de gap vista al final del
capitulo 3, de tal forma que hay que especificar primero como es la interaccién a considerar.
De esta forma, primero describiremos la interaccién de contacto (IC) y el truncamiento RL
que se van a emplear, y luego procederemos a calcular la ecuacién de gap (GE) para los
diferentes sabores de los quarks, las ecuaciones correspondientes a la BSA para los mesones
pseudoescalares y vectoriales, la condicién de normalizacién que deben de seguir y la respec-
tiva constante de decaimiento, y finalmente se ajustaran los parametros de la teoria con datos
experimentales para obtener los valores numéricos de las cantidades antes mencionadas.

5.1. Ecuacién de gap

Recordando que en la ecuacién de gap se deben de especificar tanto el propagador de los
gluones como el vértice quark-gluén, un tratamiento que ha resultado ser muy util en los
ultimos anos es usar una interaccién de contacto tipo vectorxvector tal que el modelo no
dependa del momento relativo entre el quark y el antiquark, en la cual se asume que el
propagador del gluén es de la forma

drargr
QQDuu(p - Q) = 5;11/72 ’ (51)
My
siendo my= 800 MeV una escala de masa tipica para el gluon del grupo de renormalizacién de
un bucle [10, 60-62], y a;r un pardmetro que se ajusta con los datos experimentales. Ahora,

como en la practica no se puede trabajar con un ntimero infinito de ecuaciones, las DSE se

34
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deben de truncar a algin orden; para esto usaremos el truncamiento RL, ya que es el orden
dominante en el esquema de truncaciéon mas usado que preserva las simetrias globales [70].
Este truncamiento nos dice que el vértice quark-gluén se reduce al vértice desnudo, es decir

Ly, q) =w - (5.2)

Por otra parte, haciendo N. = 3, se obtiene de la siguiente relacién que

AN (N =1 4

22  2N. 3’ (5:3)
y asi la ecuacién de gap dada de (3.70) en esta interaccién se reduce a
— . 167TOqR d4q
1 —
ST @) =i et [ S (54)

Por otra parte, una forma mas general del propagador vestido del quark esta dado a partir
de funciones escalares de Lorentz A(p?) y B(p?) de la forma [8,16]

S~Hp) = ipA(p*) + B(®) , (5.5)
lo que implica que
_ —ipA(p®) + B(p®)
- pPAX(p?) + B2 (p?)

Para determinar a las funciones A(p?) y B(p?), consideremos los proyectores

Py = —% <£) : (5.7a)

- 1
Pp = 1I4X4 , (5.7b)

S(p) (5.6)

con I4x4 la matriz identidad 4x4, tal que usando (5.5) y (5.6) en (5.4), aplicando los proyec-
tores P4, Pp y sacando traza sobre los indices de Dirac, se obtienen las ecuaciones

32marr / dq (q-p) A(p?)
A =1 5.8
(p ) 3p2mg (27r)4 q2A2(q2) + BQ(q2>7 ( a)
64marp / dq B(¢?)
B = 5.8b
W)= g | G P2 ) + BAD) (5:8b)
Notemos que al usar coordenadas polares la integral de (5.8a) toma la forma
diq (q-p) A(¢?) s .
~ d OcosOdl 5.9
/(277)4 ?A%2(?) + B2(¢?) /q f(a@")pq q/o sen“Ocosfdo (5.9)
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donde la integral angular es 0, con lo cual

ApH =1 . (5.10)

Al sustituir este valor en (5.8b), notamos que la ecuacién no depende de p, es decir, B es
independiente de p y se puede escribir

B(p®) =M , (5.11)

lo que nos da que el propagador vestido del quark se escribe de la forma mas sencilla

SHp)=ip+ M , (5.12)
y de lo que se sigue que
—ip+ M
= = 1
S) = (513)

siendo M la masa dindmica del quark. De esto, la ecuaciéon gap se escribe en términos de M
de la forma

M=m+

64 4 1
”O‘IRM/ (d a (5.14)

3mg? 2m) g2 + M2
donde se ve que la integral de momento presenta una divergencia cuadrética y entonces hay
que regularizar. Al cambiar a coordenadas esféricas nada en la integral depende de la parte
angular, y asf integrando sobre el dngulo sélido y haciendo el cambio de variable s = ¢ se
obtiene

d*q 1 1 5 [ 1
/(271_)4 2102 ) [71' /0 SdSS+M2:| . (5.15)

Ahora, usando la integracién de tiempo propio

1 o0
1= /0 e ™dr | (5.16)

se sigue que

d*q 1 1 o0 1 1 oo ) oo
= d = -TM d dse™ TS )
/(27r)4 ¢* + M? 167r2/0 S5 TN 167T2/0 e T/o sdse™™ ,  (5.17)

y realizando por partes la integral sobre s se obtiene

_ —2,-TM? 5.18
/(27r)4 &+ M? 167r2/0 T T (5.18)

tal que sustituyendo (5.18) en (5.14), la ecuacién de gap resulta ser
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4@[R / _2 —tM2
M = M dt . 5.19
mt 3mm? (5.19)

Como ya se menciond anteriormente, hay que regularizar esta integral. Usando los cortes
ultravioleta e infrarrojo 7y v 7rR, la ecuacién de gap ahora se escribe como

4 iR
M =m+ O‘”;;M/ 72 ™M gy (5.20)
3mmg -2

Notemos que un valor finito de 77g = 1/Arg implementa confinamiento, ya que asegura la
ausencia de produccién de quarks libres [17-19], mientras que 7y = 1/Ayy fija la escala
de todas las cantidades dimensionales. Otra cantidad fisica importante que se puede calcular
con el propagador vestido del quark es el condensado de quarks kg, el cual estd dado por la
relacién [14]

Kq <qq>1/3 (5.21)

d d! —ig + M
() = [ Tl =-n. [ ghrm | L] e

Sacando la traza sobre los indices de Dirac y usando la regularizaciéon de tiempo propio, se
obtiene

donde

d4 1 TIZR -2 —rTM?
(7q) = 4MN/ 12 _—4MNC/2 T % dr . (5.23)

Para finalizar esta seccién, notemos que dé (5.20) se ve claramente que My # 0 es una
solucion no trivial, que es justo lo que se esperaba para la masa dindmica de los quarks por el
rompimiento dindmico de la simetria quiral discutido al final de capitulo dos. Siguiendo con
esto, de (5.23) se encuentra que kg # 0, lo cual también se esperaba, ya que este término es
el condensado del vacio cuantico.

5.2. BSA para mesones pseudoescalares

En general, la amplitud de Bethe-Salpeter para los mesones pseudoescalares se escribe en
términos de los covariantes de Dirac como (véase Apéndice B)

Lps(P;p) =5 [iEps(P;p) + PFps(P;p) + pGps(P;p) + owpu P Hps(Pip)| . (5.24)

pero como ya se dijo anteriormente, en la interaccion de contacto empleada el modelo no
depende del momento relativo p entre el quark y el antiquark, tal que se eliminan los tltimos
dos términos de (5.24). Ademas, para que E y F sean adimensionales se suele dividir a F' por
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una unidad de masa, tal que considerando un mesén pseudoescalar con un quark de sabor f
y un antiquark de sabor g, la BSA se escribe de la forma

['(P) = ivs E(P) + 2]\4]%%}’51’(13) ; (5.25)

donde Mg es la masa reducida de las masas dinamicas de sabor f y g, la cual esta dada como

Mp = =7+ - 5.26
R Mf + M, ( )
Definiendo los proyectores
i Mpg
=—7 =~ 5p 2
Pr 1 PrF 2P2V5P ; (5.27)
de (5.25) se ve que
Trp[Pell=E , Trp[Prl]=F . (5.28)

Ahora, dado que en el truncamiento ladder el Kernel de dispersion fermién-antifermién toma
la forma simple [16]

A? A?
K = 92 <227ﬂ> D,(p—q) <127y> , (5.29)

y al usar la interacciéon de contacto antes descrita se sigue que m = 1, 2 = 0, tal que de
(4.55) se obtiene

yye; 4
T(P) = —grt [ 885 T (P)S, (0 (530)

donde gy = g+ P y g— = q. De esta forma, usando (5.27) en (5.25) y sacando traza sobre los
indices de Dirac, se obtienen las siguientes ecuaciones acopladas para E y F

E = (KEE)E+(KEF)F , (5.31&)
F = (Kpp) F+ (Kpp) F (5.31b)

lo cual se escribe en forma matricial como

(5) s (£) oo

donde los elementos de matriz se calculan de la expresién

Ky — _167Ta13/ dq

3m£2? (2ﬂ)4TTD [PivuSr(a+)D;(P)Sg(q-)vul

_ 16magr / dq TT‘D[PWN(_Z'SIJF + Mf)pj(P)(—iﬂ_ + Mg)vu]
(2m)* (63 + M7) (g% + M2) ’

(5.33)

2
3mg
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siendo ¢, = E, F'y

1

QMR%P : (5.34)

Dp=1iys , Dp=

Después de evaluar las trazas con las propiedades de las trazas de matrices de Dirac listadas
en el Apéndice A, hacer el cambio de variable ¢ — ¢ — 2P, y usar la parametrizacién de
Feynman de un pardmetro vista en el Apéndice C, se obtiene

Ko — _ 16marg / / d4 q + MMy —2(1 —2)P?+ (q- P)(1 — 22)
3m3 (¢? +93?29) ’
(5.35)
donde en el espacio Euclideano
M3, = Mz + MZ(1—z) +x(1 —2)P° | (5.36)

pero recordando que en (5.9) se vio que la integral angular de una funcién que tenga un
término de la forma (¢ - P) es 0, Kgg se reduce a

64rarr /1 / d*q
KEE: dx
3m{2} 0 (27'('4
. 6471’04[3/ /
N 3m2

En el Apéndice E se hace un tratamiento para integrales de momento de la forma f (im?c ” x),
tal que si szcg > 0 para toda z € [0,1] (como es el caso del pién y kadn), se sigue que

q* + MyMy — z(1 — ) P?
2 2 2
N MM, —x(1 —z)P? — 97,
¢* + 93? (¢* +M3,)

(5.37)

64rarp (1
REE = g | e [1(90,) + (MM, = a1 = )P = M) By ()] L (539
donde
d'q 1 1 [e v ™ — e~ TiRM
I3, (M%) = - = , 5.39
3p( ) /( ) (q +9ﬁ3‘g) 1672 2,931309 ( a)

Izp(m?‘s]) - / (2m)4 (g2 +9ﬁ?g)2 = 1672 [EZ (_M%Q/A%R) - L (_m?”g/A%JV)} , (5.39Db)

dq 1 1
Ilp(m?cg):/( @+, 167 [AUve 1o/ MOV — A e e/ IR_imfgI?p(fmfg)} ’

(5.39¢)
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siendo Fj; la integral exponencial definida por

00 e—t —u e—t

—Uu o0

Procediendo de manera similar, las demas entradas del Kernel toman la forma

16rayg 2P?\ M, (1 — )+ xM;
Ker 3m32 M 2
R (q2 +m2 )
_ 64marg < P? )/ / d4q My (1 — )+ xMy (5.41)
3my q 2403 )

64rarg [ P2 2
= d M, (1— M¢| Iy, (N

K :_167quR/ / d*q )Mg(1—$)+ﬂst
FE 3m2 <q2+f):)’t2 )2
647rOé[R (Mp) / d:C/ d4q My (1 —x)+xMy (5.42)
2 2
3y q +5m2 )
647TO¢[R
= T () /O dw [My (1 — 2) + wMy] Ly(M2,) |

Comparando estas ultimas ecuaciones vemos que

2M?,
P2

Krg = “LKgp | (5.43)

con lo cual finalmente se obtiene

16marr /1 4 / d*q 2(M;My, — x(1 — z)P?) —
(2m)* (¢* +93,)?
6dmasn (1 /1 / dlq (MyMy—z(1—z)P2+ M3 ) — (3¢ + M3)
3m2 (q® +9m%,)? '

(5.44)

El dltimo término se elimina debido a la identidad de Ward-Takahashi axial (ecuacién (D.28)
del Apéndice D), tal que
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64 1 1 diq MM, — z(1 — x)P? + M2
Kpp = — TQIR <2>/ d:v/( g MyMg —x( ) g
0

3m? 2m)4 (¢2 + 931?9)2
1 dg MM, +xM? + (1 — 2)M?
:_647roz213 <1)/ dx/ dq4 M, r;: 7 2(2 )M, (5.45)
3mg \2/ Jo (2m) (¢* +2%,)
_647TOZIR

1 1
<> / dx[MeMg + xM7 + (1 — ) M| 15(MF,)
0

3m3 2

Una vez determinadas todas las entradas del Kernel Kpg se vuelve al sistema de ecuaciones
acopladas para E y F|, el cual se puede reescribir como

E
(Kps — Iax2) (F) =0, (5.46)
siendo Iox2 la matriz identidad 2 x 2, tal que este sistema de ecuaciones va a tener solucién
diferente a la trivial si su determinante es 0, es decir, se tiene solucién para los P? tales que
det (Kpg(P?) — Inx2) =0 . (5.47)

Por lo tanto, usando la condicién On-shell para los mesones pseudoescalares P? = —m%s, la
masa del mesén pseudoescalar se obtiene sacando numéricamente las raices de la funcién

Dpg(mpg) = det (KPS(—m%Js) — IQXQ) , (5.48)

tal que una vez obtenida la masa del mesén se regresa al sistema de ecuaciones para determinar
numéricamente E y F y asi obtener explicitamente la forma de la BSA para cada mesén
pseudoescalar.

5.2.1. Normalizacién de la BSA para mesones pseudoescalares

A partir de la condicién de normalizacién candénica de la BSA vista al final del capitulo 4, de
(4.65) se obtiene la condicién de normalizacién para los mesones pseudoescalares

0 dq —
2P, = N Trp [Ta(— r B ‘ , 4
2= Negpr [ o [Cu(-Q)SsanTu(@Sy(a)] |, (5.49)
donde nuevamente ¢ = g+ P,q— = ¢q, I'g es la BSA normalizada y se introduce el nimero

de colores N., ya que para todos los colores se obtiene exactamente la misma expresién.
Introduciendo una constante de normalizacién N tal que I'y = I'/Np, donde T" es la BSA
que ya se obtuvo, si Ny absorbe al 2 multiplicando a P, se obtiene

A r(-Q) r(Q)
=g [ oo [ s st o

Contrayendo esta expresiéon con P, y pasando la constante de normalizacién a la izquierda

(5.50)
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N._ 0 d*
N = 3iPigp [ G DS @S0 g - 65D
Usando (5.25) y (5.34) esta ecuacién toma la forma
N% = N, [(Ngg) E® + (Ngr) EF + (Npg) FE + (Npp) F?] (5.52)
donde
1 9, d*q
No= e Pigp | e PA-QSsaIP@S ]|, - 6559)

con j,k = E, F. Definiendo las funciones

J(x)=2z(1-2z) , (5.54a)
K(z) = Msx + My(1 —x) , (5.54b)
L(z) = Mjz + MJ(1—x) | (5.54c)
LE(x) = MyM, + L(z) , (5.54d)
Vemos que
PMi (m3,) = PMi (M7x+MZ(1 —x) + (1 — z)P?)
oP, oP, (5.55)
=2z(1 —z)P? = 2J(z)P?
de lo cual se obtiene
p 0 1 P (mfg> _ —2J(x)P? (5.56)
"oP, | ¢* + M3, (2 + mz)? (2 +mp)? ‘
0
P 0 1 B 72PMdP (Dﬁ?”g) _ —4J(z)P? (5.57)
POP, | (2 +M3)? | T (@M (¢ mE)3 '

Entonces, evaluando en (5.53) las trazas de Dirac, haciendo el cambio de variable ¢ — g —xz P,
usando la parametrizaciéon de Feynman de un parametro vista en el Apéndice C y eliminando
las integrales que contengan potencias impares de (¢ - P) ya que al integral sobre la parte
angular dan 0 como se vio en (5.9), se obtiene

Ngg =

0 d*q Vo MMy —2(1—2)P2+¢* + (¢- P)(1 — 2z)
PM— —4 dx
P2 6P ( )4 0 2 4 92 2
(q - fg> (5.58)

4 o ! i, | MM, — z(1 — z)P%? — 92 1
= _2P#/ d,a:/ ’ q4 e 2( 2) 2 Ly += 2
PR, Jy ) () (@ +25) P+,
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Usando las funciones de (5.54) y las derivadas de (5.56) y (5.57), se sigue que

/ dx/ L~ (z) — 2J(x) P? N 1
EE =
P2 “aP (> +9m3,)? @2 + M7,

_ —4J(z)PY(L~(z) — 2J(z)P?)  —4J(z)P? —2J(z)P?
) ) [ (¢ + 05, T T (@ mp

_ d*q 2(L (x) — 2J(x)P?) 3
‘8/0 i [ oy (””)[ @+, (@)

Finalmente, dado que estas integrales son de la forma de (5.39), se obtiene

(5.59)

Ngg =8 /0 1 daJ(x) [2 (L™ (z) — 2J(x)P?) I3p(M7F,) + 3Lop(MF,)] (5.60)

Procediendo de manera similar se encuentran

1 0 d*q 2 [t MpzP?+ My(1—2)P?+ (q- P) (M, — My)
Ngr = PzpuéP/ 2 [_]\4}2/ dz (q2—|—§m§g)2 g ]
B K(x)P?
B MRP2 / / “aP ((q2 +im§g)2>
2 d4q —4.J (z)P* p?
= MRP2/0 d:U/ (27 (¢ + M3, )3 (q2+fm%g)2]
- ];R / doK (x) [—4J (z) P* I3, (M7,) + Iop(MF,)]
(5.61)
9 1
Npg = Ngp = ~ / doK (x) [—4J (2) P*Isp(M7,) + I2p(MF,)] (5.62)

1 ) d*q UMMy —2(1—2)P? = 3¢® + (¢ P) (1 — 22)] P?
Nrr=5Pus5 | 551 dx 2/ 2 2 2
p2rop, ) (2r) M (q® +M5,)

S L0 [ [ [Mdh 00 e e
Mg 9B, Jo ) )t (@ + 02, ) (@ +02,)?

(5.63)

Usando la identidad de Ward-Takahashi axial, esta ultima ecuacién se reduce a
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1t d*q d Lt (x)
Npp = — P
FF M2 / dl‘/ 27T 4 Map ((qQ _‘_m?g)z

_ 4 / / d'q j+m§w)) (5.64)

2
= Z]l\];z/ dxJ(x )LJF(UU)ISp(m?”g) ’

5.2.2. Constante de decaimiento leptonico para mesones pseudoescalares

Una vez que la BSA se ha normalizado canénicamente se pueden calcular observables tales co-
mo la constante de decaimiento lepténico, la cual estd definida para mesones pseudoescalares
por [25]

Pufps = N, / A bysyuS (0T (P)Sy ()] (5.65)

siendo I'y justamente la BSA normalizada, tal que contrayendo esta ecuacién con P, se
obtiene

N, [ d%

ZIRE )TTD [P S (a1 )T a(P)Sy(g-)] - (5.66)

frs =

Usando (5.25) y (5.34) la constante de decaimiento lepténico se expresa ahora de la forma

fps = Ne|[KpEy + KpFyl (5.67)
donde
1 d*
K= [ T [15PS (0 DiS (0o (5.68)

Procediendo de manera similar a como se hizo con los elementos K;; y N;; de (5.33) y (5.53)
respectivamente, se obtienen

oy L / d'q [4 /O My + My (1= 2)] P + (g P) (M, — My)

P ] oy (¢ + 0,2

/ / = +zm) > (5.69)

/ A K () Lp(M2,) |

0
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oy L / d'q [_ 2 /1dx[5q2+Mfng(1x)P2+(q-P)(12x)] P?

ﬁ W MiR 0 (qz _i_m?g)g
- _2/1 dm/ aiq [MMy —a(l—a)P? 4 05, 3?05,
Mado © ) G | T G|

Finalmente, usando la identidad de Ward-Takahashi axial, las funciones de (5.54) y las inte-
grales de (5.39), se obtiene

(5.70)

/ / q+9ﬁ))

_ MR/ drL* (2) Iy (2,)

(5.71)

5.3. BSA para mesones vectoriales

En general la amplitud de Bethe-Salpeter para los mesones vectoriales se escribe en términos
de 8 covariantes de Dirac (véase Apéndice B), pero como ya vimos que en esta interaccién el
modelo no depende del momento relativo p entre el quark y el antiquark, en este caso solo
sobreviven 2 covariantes de Dirac tal que la BSA para los mesones vectoriales toma la forma

Iy (P) =) Evect(P) + P, Fyect(P) (5.72)

1
— o,
2Mp "
donde P,/yzz =0, 'yg + ’yﬁ =, y se agrega el 1/2Mp para asegurar que Eycet(P), Fyect(P)

sean adimensionales. Si empleamos el truncamiento RL e introducimos (5.72) en (4.55), al
realizar los calculos se obtiene que

Fvect(P) =0 3 (573)

con lo cual la amplitud de Bethe-Salpeter vectorial en este truncamiento toma la forma ain
mas simple

PM(‘P) - ’YEEvect(P) : (574)

De esta forma, de (4.55) la ecuacién de Bethe-Salpeter para los mesones vectoriales toma la
forma

1 — Kyeet(P?) =0, (5.75)
donde
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Kvect(P2) - -

16marp d4q Tr[wm,(—i%r + Mf)’Yu(_iﬂ_ + Mg)%]
/ : (5.76)

sm2 ) (o) (¢ + M) (2 + M) |

Procediendo como en el caso pseudoescalar, se obtiene

Kot (P?) = 16mm/ / d4q —2(MsM, —:p(l—m)zﬂ)

_ Gdrarg () / dx/ tq (MyMy — (1 —2)P? = M7 )+ (5¢° + M)
3m§ (¢ +9ﬁ3‘g)2 )
(5.77)

eliminando el dltimo término debido a la identidad de Ward-Takahashi axial dada en la
ecuacién (D.28), usando las funciones de (5.54) y las integrales de (5.39), se obtiene finalmente

2 647TO&]R 1 1 _ 2 2
Kvect(P ) ) dx [L (l‘) — 2J($)P ] Igp(gﬁfg) . (578)
3m 2 0
De esta forma, al usar la condicién On-shell P? = —m?2_,, la masa de los mesones vectoriales

se obtienen sacando las raices de la BSE, es decir
Dvect(mvect) =1- Kvect(_mgect) . (579)

5.3.1. Normalizacién de la BSA para mesones vectoriales

Al igual que en el caso pseudoescalar, la BSA vectorial se tiene que normalizar de acuerdo a
la ecuacién (5.49), donde en este caso se agrega en el lado derecho un factor adicional de 1/3
debido a que se deben de considerar las tres polarizaciones de estos mesones. Como ya vimos
que en el truncamiento RL la BSA para los mesones vectoriales solo tiene el factor Feq, al
hacer los célculos se sigue que esta BSA se normaliza de la forma simple [24]

1 ImZ 9 )
Kyeur (P : 5.80
Egect 47['&[3 aPQ UECt( ) P2=*mgect ( )

donde

a 1
a(;KUect(PQ)ZGLg;éR /O daJ(z) [(L™(x) — 2J (2) P?) Isp(M7,) + Iop(M7,)] . (5.81)
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5.3.2. Constante de decaimiento leptonico para mesones vectoriales

La constante de decaimiento lepténico vectorial estd definida de la forma [25]

N, d*
Jvect = (27T§]4TTD [’Y;AS(Q-I—)FvectMS(Q—)] ) (582)

3Myect

tal que después de ocupar la parametrizacion de Feynman y proceder como en el caso pseu-
doescalar, se encuentra que

12Evect

Myect

1
Jvect = /0 dx [Li (:U) - 2J(«T)P2] Igp(gﬁ?g) . (583)

5.4. Resultados numéricos

Como ya se menciond anteriormente, para dar resultados numéricos de los observables hay
que especificar el valor de los pardmetros del modelo, es decir, valores para my, mg, msg,
arr 'y Ayy. Para esto usamos el conjunto de pardmetros de [21]: m,, = mgq = m; =7 MeV,
mg =170 MeV, Ayy =0.905 MeV, y arr =0.937; este valor de ayp es similar a estimaciones
recientes del acoplamiento de QCD para un momento igual a cero [63-69] .Usando estos
pardmetros en las ecuaciones (3.92) y (3.95) se encuentran las masas dindmicas y condensados
de quarks de los sabores [, s y el limite quiral, los cuales se presentan en la Tabla 5.1. En
[80] empleando Lattice QCD se encuentran los valores £7%(2 GeV)= 0.283(2) GeV, kM5 (2
GeV)= 0.290(15) GeV, mientras que en un articulo més reciente [81] encuentran el valor
kM5 (2 GeV)= 0.296 (11) GeV. Por otra parte, en [82] usando teorfa quiral de perturbaciones
(xPT) encuentran los valores /{fPT(2 GeV)= 0.267(16) GeV y ﬁfPT(l GeV)= 0.242(15)
GeV. Para el caso del condensado del vacio, en [83] dan el valor kp=0.24 GeV, el cual dicen
los autores es un estimado de los resultados experimentales de [84], mientras que en [21]
se obtiene un valor de k¢y=0.241 GeV. Comparando estos resultados experimentales de los
condensados de quarks con los obtenidos en nuestro modelo, vemos que en general nuestros
resultados son buenos, ya que se esta dentro del orden de unidades y no se difiere mucho de
los resultados experimentales. De igual manera, los resultados de las masas dinamicas son del
orden esperado, es decir, de un tercio de la masa del protén.

Por otra parte, usando los pardmetros antes mencionados en las ecuaciones (5.47), (5.52) y
(5.67) se pueden calcular respectivamente las masas, BSA y constantes de decaimiento de los
mesones pseudoescalares, mientras que de las ecuaciones (5.79), (5.80) y (5.83) se obtienen
los resultados equivalentes para los mesones vectoriales. Estos resultados se muestran en las
Tablas 5.2 y 5.3 respectivamente, donde a su vez se comparan los valores obtenidos de nuestro
modelo con los resultados experimentales que dan los autores en [83], que de igual forma son
valores estimados de los valores experimentales que se reportan en [84]. De esto vemos que
las masas obtenidas de los mesones pseudoescalares estan en total acuerdo con los resultados
experimentales, y que sus constantes de decaimiento estdn dentro del orden buscado. Para
el caso vectorial tanto las masas como las constantes de decaimiento difieren mas de lo que
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se esperaria, siendo los los valores méas rescatables la masa del mesén ¢ y la constante de
decaimiento del mesén p.

My M; M K0 K] Ks
0.36 0.37 0.53 0.241 0.242 0.242

Tabla 5.1: Masas dindamicas y condesado de quarks para los distintos sabores ligeros de quark.
Todas las cantidades estan dadas en GeV.

mps Eps Fps fps Mexp fezp

Quiral 0 3.562 0.457 0.100 0 0.088

s 0.140 3.593 0.474 0.101 | 0.138 0.131

K 0.499 3.810 0.588 0.106 | 0.496 0.160
ss 0.701 4.043 0.745 0.111 - -

Tabla 5.2: Masas, BSA y constantes de decaimiento lepténico de los mesones w, K, el estado
ss y el limite quiral obtenidas de nuestro modelo comparado con los valores experimentales.
Todas las cantidades estdan dadas en GeV.

Myect  Pvect  foect Megxp fexp

Quiral 0.919 1.519 0.130 | 0.780 0.150
P 0.929 1.530 0.129 | 0.770 0.216
K* 1.030 1.628 0.128 | 0.892 0.225
¢ 1.130 1.231 0.121 | 1.020 0.236

Tabla 5.3: Masas, BSA y constantes de decaimiento lepténico de los mesones p, K*, ¢ y el
limite quiral obtenidas de nuestro modelo comparado con los valores experimentales. Todas
las cantidades estan dadas en GeV.

Para finalizar el capitulo, notemos que solo falta incluir a los mesones 1 y 1’ para obtener
un andalisis de todo el nonete de mesones pseudoescalares, que es justamente lo que se hara
en el siguiente capitulo. El andlisis para estos mesones se hace aparte ya que tienen una
contribucién extra debido a la anomalia no Abeliana, lo cual hace que su kernel no sea tan
directo de calcular y haya que hacer consideraciones extra. Sin embargo, la contribucién
que presentan estos mesones debido al truncamiento RL es la misma que se discutié en este
capitulo, tal que el kernel visto en la seccion 5.2 es el kernel K, del que se hablara en el
capitulo 6. Més atin, dado que 1 y 1’ también son mesones pseudoescalares, su constante de
decaimiento se calcula de la misma forma que se vio en la seccion 5.2.2, solo que en este caso
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se discutird una nueva regularizacién que es mas 1til para cuando los eigenvalores dependen
del momento.



Capitulo 6

Masas, BSA y constantes de

decaimiento de los mesones 7 y 77’
en IC

Todo el desarrollo hecho en el capitulo pasado usando el truncamiento RL en la interaccién
de contacto nos asegura que en el limite quiral la masa de los mesones pseudoescalares es
cero, lo cual es justamente el caso requerido para los piones y kaones por ser los bosones de
Goldstone que surgen del DCSB. Sin embargo, para los mesones 1 y 1 este procedimiento
no sirve, ya que 7’ no puede ser bosén de Goldstone debido a que su masa es de casi 1 GeV,
con lo cual hay que hacer un tratamiento un tanto diferente para estos mesones si se quiere
dar un modelo que describa completamente al nonete de mesones pseudoescalares. Siguiendo
con esta idea, supongamos que el kernel de Bethe-Salpeter se descompone como

K=K +Ku , (6.1)

tal que K es un kernel que nos asegurard obtener las propiedades del limite quiral (en
nuestro caso serd el kernel “Ladder” visto en el capitulo 5), mientras que K4 se puede ver
como la contribucién de la anomalia no Abeliana. Entonces, dado que en general la ecuacion
de Bethe-Salpeter homogénea de (4.55) introduciendo los indices [y, l2, lll, l; de color, sabor y
espinor toma la forma [14,20]

d4q l/l/
[an’(k; P)]lllQ = / (277')4 [KL(Pv kI,Q) =+ KA(Pa kvq)}lilz [Xr],n’(P; q)]l/ll; . (62)

Si suponemos simetria de isoespin, es decir, m, = mg = m;, usando la base de sabor se
escribe [30,31]

Xy (Pik) = Fxl o (Pik) + F°x 0 (Pik) (6.3)
donde

50
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1 0 O 00 0

FrF=10 10| , FF=({00 0|, (6.4)
0O 0 0 00 \/§

XL (Psk) = Sk )T (Pik)S () (6.5)

con f =1,s y siendo Ff; o las correlaciones ff en los mesones 7, 7. De esta forma, definiendo

S, 0 0
S = diag[S;, Si.Ss]=10 S 0| , (6.6)
0 0 S,

se sigue que xy.(P;k) y I'y(P; k) toman la forma

Xy (Pik) = Sk )Ty (P5 R)S ()
= diag [}y (P: 1), Xhp (P ), V26 (P )

6.7
X, (P k) 0 0 (6.7)
= X’lmn’(P; k) 0 )
0 0 V2x§ (P k)
Ty (Psk) =F'T) ,(P- k) +F°T; /(P k)
= diag Iy ., (P; k), Fl oy (P ;k‘),\fQI’fm,(P; k)
! ) (6.8)
FW(P, k) l 0 0
= 0 It (Pik) 0 :
0 0 V2rs (P k)

Por otra parte, el kernel de la contribucién de la anomalia no Abeliana debe de ser de la
forma general [28]

4
KaPs k2 =3 3 ol (Pik,q) [ffD(Pq)}

!4
i=1 f=l,s L2l

[fD(P;k)]MQ . (6.9)

donde a; (P k,q),i = 1,2,3,4 son funciones escalares cuya forma no es de gran relevancia
para este trabajo. En [26] se da la parametrizacién fenomenoldgica para los a; (P k,q)
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Z a{ [ff'DlL, / [ff'D1L l = f(tQ) c032(9£) [Zpﬂlgl'l [Zpl]lllg ,
f=ls 2h1 2l1
2|7 d = () sen? ) 6.10
f:zls % []: ’D2L’21' []: ,DZ} Ialy - Ml2£(t )Sen (95) [ZDQ]ZQZI [ZD2]1112 5 ( )
a§,4 =0 )

donde £ es una fuerza de acoplamiento adimensional, f¢ controla la fuerza relativa entre las
estructuras tensoriales escogidas, y

0
0
Va

10
Z=diag[1,1,V4] =0 1 , (6.11)
0 0

con V4 = M;/Ms = 0.69 un pardmetro que introduce una dependencia en el rompimiento de
simetria de sabor de SU(3);. Asi, introduciendo (6.10) en (6.9) se sigue que

I 1
[KA(P; k, q)]lilz = 5(752) <C082(0§) [Z,Dl]l/zl/l [ZDl]lllg + ? Sen2(9§) [sz]lgl/l [ZD2]1112> ,
(6.12)
tal que definiendo D1 = Dg, Dy = Dp, los cuales estan dados en (5.34), obtenemos

Ka(Psk e =€) (= 0009 (20l 1203l + 53 500°(Ce) (2958 [225P),,)

(6.13)
Ahora, dado que un Kernel que usa el truncamiento RL para la ecuacién de gap y la BSE es
de la forma [11,70]

b, _ 4

[KL(PS k, Q)]lllz = §D;w(k —q) [i'Y#]lll; [i'YV]l’QZQ ) (6'14)

tal que en nuestro caso podemos considerar D, (k —¢q) como en (5.1), combinando las expre-

siones para K, y K4 obtenidas en (6.15) y (6.13) respectivamente, y contrayendo los indices
primados, la BSE para los mesones n y ' dada en (6.2) toma la forma

4 dq
Loy (Pik) == = | =3Pk —q) [vuxnm (P;a)w)

3] (2n)
4
_ / (%4 (#2) cos(0e) T [ Xy (P: )] [275] (6.15)

4
+ / (;iﬂq)zlj\;lgg(tg) sen2(9§)T’r‘ [Z’)/5PX77777/(P; q)] [275]75] ,
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donde se obviaron los indices l; y l2, v la traza es sobre indices de color, sabor y espinor.
Ahora, dado que I';, ;v (P; k), Xy (P; k) y 2 se vio que son matrices 3x3, de (6.8) vemos que

la ecuacién (6.15) es en realidad una BSE para la mezcla de las correlaciones Fl w Y Fn " de
la cual se obtienen las ecuaciones
l 4 d4q l
P?],?]’(P; k) == g (27_[.) ‘DMV(k - q)fYMXn,n’ (P7 q)7y
dq 9
— [ ) o BT 2350 (Pia)] 5 (6.16)
dtq 1 )
| @ M2§( ?)sen®(0¢)Tr [Zy5 Pxn.y (P q)] 5P
s 4 dq s
Lo (P k) =— 3 WDW’(]{ = D)VuXa (P )W
VA d'q . o
VARG )45(15 ) cos® (0)Tr [Zvs . (P @)] 5 (6.17)

4
* 5%/(;[754]\/225(’52)36112(96)TT [Z9sP X (Ps@)] 1P

La mezcla de las correlaciones F w V15, se obtiene de las funciones x;,,/, ya que dé (6.3)
y (6.5) se tiene que

Ny (Pi k) = FLS (k)T o (Ps RSy (k=) + F*S, (ki )5 (Ps ) S (k) (6.18)

: f f
6.1. Ecuaciones para Evm/ y Fn,n’

Usando la forma que toma la BSA para los mesones pseudoescalares en nuestro modelo dado
n (5.25), y dado que para los mesones 7,7’ el quark y antiquark son del mismo sabor f, se
tiene que

D (P) = i35 B (P) + M%PF (P) (6.19)

con f =1,s, tal que definiendo los nuevos proyectores

)
Pr=—t1 . Pr=—1ub (6.20)

se calcula facilmente que

f _f ! _f
Trp [PEan’} =By o Tro [PFan’} = For - (6.21)

De manera similar se sigue que
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1

Trp [Pevs) = = Trp [43] = —i (6.22a)
Trp [PesP] =~ STro 3P =0 | (6.220)
Trp [Prys] = i\jﬂ Trp [vsPvs] =0, (6.22c)
Trp [PrysP] = MJ;T’I“D [ysPysP] = My | (6.22d)

4P

tal que aplicando Pr y Pr a (6.16) y (6.17), y luego sacando la traza sobre los indices de
Dirac, se obtienen las siguientes ecuaciones acopladas para Ef] o Fé o Ef] w Y F; "

d4

Bl = (KL)pp Bl + (KL)pp Bl + / & )4§(t2)cos (0 )iTr [Zvsxna] (6.23a)
Fl = (Kp), Kp)yp FL. g g2y Mo 0c)Tr [Zys P 23b
nn = ( L)FE ’+( L)FF ot @ )4§(t )WSGH (0¢) 7'[ Y5 Xn,n’] , (6.23b)
d4

By = (KL)pp B,y + (KL)g w T B/ E(t*) cos®(0g)iTr [Zvsxny] (6.23c)

F3 = (Kp)5%. ES Kp)5. F? t2M 0)Tr [ Zys P

77»77'_( L)FE n,n’+< L)FF n,n’+/8 (2 )45( )MQ (é) 7'[ V5 Xnn] )
(6.23d)
donde
f 4 d4q

(KL)jk -3 WDW(]{? = )Trp [PjvuSs(a+)Dr(P)Sr(g-)w] (6.24)
con f=1,s,j,k=E,F,Dg=iys5, Dpr =Py B = %. Ahora, en el Apéndice F se calcula

la forma que toman las trazas sobre indices de sabor, color y espinor de (6.23), las cuales
estan dadas por las expresiones

Tr [Z5Xn0 (Pig)) =iNe Y > vlal'TIE(Pig)AlT (P) (6.25)

f=l,s I=E.F
Tr (25 Pxny (Piq)) = Ne > > vlal' T (pig)All (P) (6.26)

f=l,s I=EF

donde
=2, b5=v2V, , (6.27a)
1

dE =1 gF=_—_ .27b
, i (6.27)

fE _ pf fF _ nf
Anm’ o Enm’ ’ An,n’ o an’ ’ (6.27c)
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y
2 2(1—2)P?+M?+(q-P)(1 - 22
2 2
(q +9ﬁf>
4M¢P?
TIPF - T pIFE (6.29)
e+ )
FF o | —3¢° + Mj—2(1—2)P?+(q- P) (1 - 22)
TIFF — —4p > : (6.30)
2 2
(q +£)th)
siendo en este caso
MG =M, |,_ = aMf+ (1 —2)M} + (1 - 2)P? = Mj +z(1 - 2)P? . (6.31)
De esta forma, las ecuaciones de (6.23) se reescriben como
! ! ! ! !
! l :
+(KaA)pp Ei;,n/ + (Ka)gr Frl;,n' + (Ka)ze By + (Ka)pr Fyy s
! l l ! !
F77777/ :(KL)FE Enﬂ,]l + (KL)FF F,’%n/ (6 33)
! ! :
l ! :
6 [V Bl + (aYlop Fly o (KaYig B+ (K)o Fiy]
F;J]/ = (KL)pe Efz,n’ + (KL)pp Fi,ﬁ/ (6.35)
! ! :
+B (K)o By + (KaYiop Py + (K)o By + (K Fry]
donde
f dlq s 2 fafIpfEI
(K)o = — (2%)45@ ) cos®(0g)Nb' d! ' T , (6.36a)
dq M
(Ka)h, = / (2ﬂ)4§(t2)ﬁ§ sen’ (0 ) Nb/ a/ T TIET (6.36b)
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Por lo tanto, las ecuaciones (6.32)-(6.35) son un sistema de ecuaciones acopladas para E!

F?é,n” E;;m, y F;’m, que estd dado en forma matricial como "
Efm’ Evlm’
Fnr = [K Fur 6.37
Ersy,’r]’ - [ 77,77’]4x4 E; ” ) (6.37)
Fﬁsm’ F;m’
donde
(Kp)pp + (Ka)gp  (KL)gp + (Ka)pp (Ka)pp (Ka)gr
X (Kp)op + (Ba)rg (KL)ip + (Ka)pp (Ka)rg (Ka)rrp
T BK BENpr  (Kn)pp+B(Ka)pe (KL)pp+ B (Ka)gp
B(Ka)pp B(EA)pr  (KL)pp+B(KA)pp (K)pp+ 8 (Ka)pp
(6.38)

6.2. Forma explicita de los elementos del kernel K,

Dado que para obtener resultados numéricos hay que dar una forma explicita a D, (k — q)
del kernel K, y a £(t) del kernel K 4, para el primer kernel usamos la misma interaccién del
capitulo 5, es decir la interaccién de contacto dada en (5.1)

drtarp
D“]j(k — q) = W(SMV s (639)
g

mientras que para el kernel de la anomalia no Abeliana proponemos

§(k—q) =% , (6.40)

para que no haya dependencia en el momento relativo entre el quark y el antiquark en ninguna
parte del modelo. De esta forma, al sustituir (6.39) en (6.24), las entradas de K, estdn dadas
por

4 yiyes
K= [ s (T8 ) Tro [PicSi (a0 DulP)S1a- )

3 m?2
. i g (6.41)
TAIR q
=T | G PruSsa PP 0 )

donde notamos que los elementos de este kernel van a ser casi los mismos que los del kernel
visto en el capitulo 5, ya que las trazas en (6.41) son las mismas que en (5.33), solo que en
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este caso el quark y antiquark tienen el mismo sabor, f. De esta forma, haciendo los sabores
g = f, de (5.38) obtenemos

64n QIR / /
K fEE
( L) 3m§

_6477&13/ /
N 3m§

ya que de (5.36) se sigue qué S)JT?C = W?cg‘f:g
(5.54). Sin embargo, para los mesones 7 y ' hay que tener cuidado al usar la regularizacién
de tiempo propio, ya que la funciéon im} toma valores negativos para algunos = € [0, 1] debido
a la gran masa del mesén 7/, tal que las integrales sobre x del tipo de (5.39) no van a estar
bien definidas (Véase Apéndice E). Para trabajar en este caso, recordemos que la condicién
On-Shell en el espacio Euclideano es P2 = —m?, con m la masa del mesén, tal que conviene
introducir explicitamente el signo menos en la parte de im% que contiene al término P? para

hacer el andlisis més facil, de tal forma que se define la funcién

M¢My, — z(1 — z)P? — N2
m + fg o fg
¢* + (¢% +2%,)

) 9=I" (6.42)
L 2@)P
q +fm2 (¢ + M3)?

Y

= MJ% +2(1 —x)P? y se usaron las funciones de

Wi = M7 —z(1—x)P* | (6.43)

tal que la condicién On-shell serd ahora P? = m?. La introduccién del signo menos se hace
ya que esta nueva funcion se puede reescribir de la forma

W3 = p? [(x — AP+ Bf} , (6.44)
donde
1 1 M

Se ve que W]% puede ser tanto positiva como negativa, dependiendo de los valores de z, My,
P? y de la combinacién de By con (x — Ay). Si By > 0, resulta que WJQC es positiva para todo

€ [0,1], ya que (z — Af)2 siempre es positivo, mientras que si By < 0 se tiene que WJ%
puede ser positivo o negativo, dependiendo del valor de . Con esto mente, las raices de WJ%
para By < 0 se obtienen de

(x—Ap)*+ By =0, (6.46)
es decir

vy =Aj++\/-By , (6.47)

tal que x}r y xy dividen al eje x en 3 regiones, en donde W]% > 0 para z < Ty y :U}L <z,
mientras que WJ% <Oparaz, <z < :E;Eg. Esto se puede ver facilmente, ya que



58 CAPITULO 6. MESONES n Y i/ EN IC

Wiz =0)=M;>0 , Wiz=1)=M;>0, (6.48)

y asi WJ% es una funcién céncava hacia arriba. Por lo tanto, definiendo

, (6.49)

{xf .81 Bpg <0
+ _
Oéf—

1 80 Bjpg >0

e introduciendo explicitamente el signo menos de la condicién On-Shell, de (6.42) obtenemos

/ " da [T, (W?F) + 2J (2) P* I, (W7)]
0

+ / if da [I1n(W}) + 2J (2) P* Ion(W5)] (6.50)
1‘

+ / Ldx [T1p(W3) + 2J () P2 I (W5)] } ,
af

donde
1
1,V = o [A%,Ve—W?/A?fv A2 WilATR _ WJ%IQP(W]%)} , (6.51a)
1
2 2 2 2 2
LyWp) = 162 [Ei (-W5/ATR) — Ei (=W;/Afv)] (6.51b)
,7-2 WQ 77.2 W2
1 e Tuv"i _ o TIR"VF
2
Lp(Wi) = 163 W , (6.51c)
1 -
La(W}) = 155 _AQUVeW?/A%v — A2,V AR 4 W]%IQH(W]%)] : (6.52a)
1
Ion(W3) = 6.2 [E: (W}/ATR) — E: (Wi/ALy)] (6.52Db)
B ,7_2 W2 7_2 W2
1 e IR""f — e UV"'f
2
IsnWF) = 163 2 W2 ; (6.52c)

integrales que se ven a detalle en el Apéndice E, siendo F; la integral exponencial definida en
(5.40). Vemos que con la definicién de oz]jf justamente (K L)éE se divide en los 3 intervalos
para By, < 0, mientras que si By, > 0 las ultimas dos integrales se eliminan y se regresa
a un caso similar al de (6.42). De esta forma, procediendo de manera similar con las demas
entradas de (K1), de (5.41), (5.42) y (5.45) obtenemos respectivamente

- +
64ma 5 af 1
(Ko, = 37;1213 (—P?) {/0 deQP(WJ%H/Q_ dxlgn(W]%)+/a+ dxfzp(wj%)} , (6.53)
f f
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+

64 M? o oy 1
(Kp)hp = szm = / drloy(W3)+ / d Lo, (W3)+ / drloy(W3) b, (6.54)
mg 2 0 oF a}r

ay at 1
f f
(Kp)hp = R (—M7) { /0 da Lo, (W3) + / daln (WP + / N dxfgp(wj%)} . (6.55)
“r af

Por otra parte, para los elementos del Kernel (K A)j.ck sustituimos (6.40) en las ecuaciones de

(6.36), tal que usando la forma explicita de df¥ y TFPF dadas respectivamente en (6.27b) y
(6.28), se obtiene

4

d’q
(KA)QE =- / (27r)4§0 cos?(0g)Nob! dTETIEE

4 1 1 —9 P2
:—/dq&)cosQ(Og)Ncbf 4/ dx + J(z)
0

(2m)* CEM (2 yme)’
(6.56)
—/d4q4§o(3052(9§)]\fcbf 4/1dxwl_2295)
(27‘(’) 0 <q2+m’t?‘.>
1 —2J(z) P?

9

1 d4q
= — 4&; cos?(h )Ncbf/ dx/ +
: 0 (2m)* | ¢ + 93 (qz I gﬁ?c>2

donde la integral que contiene al término (g - P) se eliminé ya que recordemos que al integrar
sobre la parte angular da 0. Luego, introduciendo explicitamente el signo menos que proviene
de la condicion On-Shell, e integrando por intervalos tal como se hizo para los elementos
(KL)fk, se sigue que

(K a)l = —4&0 cos? (6 ) Neb’ { /0 " dx [Ti,(W7) + 2J (2) P? Iop(W5)]

+ / ij da [Tin(W3) + 2J () P* 12 (W7)] (6.57)
.

+ /+ da [T, (W7) + 2J (2) P* I, (W7)] } .

aF

Procediendo de manera similar para las demés entradas del kernel (K 4)7, usando (6.27)-
(6.30), (6.40), (6.49), (6.51) y (6.52) en (6.36), sin mucha dificultad se obtiene que



60 CAPITULO 6. MESONES n Y i/ EN IC

d*q
(KA)J};F = _/(27r)4§0 COSQ(Hg)NbedfFTfEF

ay at 1
f f
:4P2£0c052(0§)Ncbf{ / daly(WF) + / dz Iy (WF) + / +dx12p(wj%)} ,
0 a; ay
(6.58)
d4
(KA)QE 2/ (27r)4§0 MJ; sen (Qg)NcbfdeTfFE
—4M2p2 ay af 1
:7]\4}; go Sen2(9§)Ncbf{ / daj‘IQP(WJ%) +/ d.%[zn(W]%) + /+ d.%[gp(WJ%) s
l 0 ag o
(6.59)
(KA)QF —/( )4§o—sen 2(0¢)N b a/ FTIEE
8MJ%P2 f o 2 o 2 ! 2
=7 €osen? (0 ) Nob / dz Iy (W5) +/ dzlon(W5) + /+ dxlay(W5) ¢ -
l 0 ay o
(6.60)

Finalmente, volviendo al sistema de ecuaciones acopladas para Ef; w Y FJ W de (6.37), el cual
se puede reescribir usando la matriz identidad I;«4 como

(Kpay — Laxa) =0, (6.61)

este sistema de ecuaciones tiene solucion diferente a la trivial si su determinante es 0, tal que
usando la condicién On-shell P? = m?, las raices de la funcién

Ey oy (m) = det (Kn,n’ (m?) — I4><4) ) (6.62)

nos dan las masas de los mesones 7 y 7/, las cuales estan dadas en funcién de los pardmetros
&0 y U¢; estos pardmetros se ajustaran para obtener las masas experimentales de los mesones
n y 1, lo cual se discutird a més detalle en la ultima seccién de este capitulo. Una vez
determinados los parametros y las masas de los mesones, se puede calcular explicitamente la
forma que toman las BSA r/ e las cuales también se deben de normalizar como se hizo con
las BSA del pion, kaén y de los mesones vectoriales en el capitulo anterior.
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6.3. Normalizacién alterna de la BSA para los mesones 17,1’

En las ecuaciones (6.37) y (6.61) se ha supuesto que el eigenvalor es 1, lo cual hace que el
sistema solo tenga solucién para la condicién On-Shell P2 = m?, siendo esta m justamente la
masa del mesén. Un procedimiento andlogo es insertar el “eigenvalor” A(P?2), tal que ahora
el sistema de ecuaciones tendra solucién para todo P2, siendo los verdaderos estados ligados
las soluciones en las cuales al meter la condicién On-shell se obtenga A(m?) = 1. Usando esta
funcién A se llega a que la normalizacién de la BSA para los mesones 17y 1 estd dada por la
condicién [27]

nA(P%)1 7! Y9 = =S

donde la traza es sobre indices de color y espinor, I' es la BSA normalizada y M = 7,7/ .
Sacando la traza sobre los indices de color, introduciendo una constante de normalizacién
Ny tal que I'yy — T'py /Ny, donde ahora I'yy es la amplitud que se obtiene al resolver (6.61),
e introduciendo nuevamente el signo de la condicién on-shell, la condiciéon de normalizacién
toma la forma

d4 =l =5 s
N} —2DN. [ T [T PIXhe(Pia) + T (=P)in(Pia)] (6.64)
con
1 d\
D=|+-— .
( 37 PQ) (6.65)
P2=m3,

Aplicando regla de la cadena y usando la condicién On-Shell, vemos que

d)\_d)\dm_d<vp2>d/\_ 1 dx 1 dA (6.66)

dP? ~ dm dP? dP?2 dm  2y/p2dm  2mdm ’
Luego, usando (5.25) y (5.34) se tiene que (6.64) toma la forma
N3 =2DN. Y | (New)h, BB + (Ner)l, B F,
f=ls (6.67)
+ (Nee)yy Fip Bl + (Nee), B B

donde

4
(Nwlly = [ T D=PISya)DPISs )] (6.65)
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con j,k = FE, F. Evaluando las trazas de Dirac, haciendo el cambio de variable ¢ — ¢ — 2P,
usando la parametrizacién de Feynman de un parametro vista en el Apéndice C, eliminando
las integrales que contengan potencias impares de (¢ - P) ya que al integral sobre la parte an-
gular dan 0 como se vio en (5.9), introduciendo explicitamente el signo menos de la condicién

on-shell, e integrar en los intervalos dados por ajjf, se obtiene

= 5

= —4{/ dx [, (WF) + 2J (2) P* Iy (W})]

J(x)P? 1
(q2 + W2 @+ W5

(6.69)
+/_ dx [[in(WF) + 2J () P* 120 (W5)]
Ay
1
+ / da [T, (OW7) + 2J (2 )PQIzp(W;)}} :
2
(Ner)is = (Nre)is = Mf/ / (¢? +V]V32>
. (6.70)
:W{/O dg;IQP(Wf) /aff dq;IQn(WJ%)Jr/a; da:Igp(W]%)} ,
_4pP?
(N = / / (q +W2) (6.71)
— —8p2 / " dxlr,(W?) + / }rdazlgn(Wz)—F / 1 dxlo,(W3) b . |
0 i f a; ! a}' P !

6.4. Constantes de decaimiento leptonico para los mesones
n, 1

Una vez normalizadas las amplitudes de Bethe-Salpeter para los mesones 1 y 7/, la constante
de decaimiento leptdnico se calcula de (5.66) como se hizo para el pién y el kadn, solo hay que
hacer los cambios los sabores de quark g = f, introducir explicitamente el signo menos de la
condicion On-shell, e integrar en los intervalos dados por a?, de lo cual se sigue de (5.67),
(5.69) y (5.71) que

fly = Ne|(Kp)y BY, + (KF)’&F]{}] : (6.72)
donde
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a+ X (6.73)
:4K(a:){ delyWV2) + [ daloy V) + [ dal p(w2)} :
/0 o /a; N /a? Y
2M;
(Kr) :_Mf/ / (q +W2)
a? 1 (6.74)
= —8M drIap(W3) + dzvlo,(W7) + | dxl p(WQ)} :
f{/o B /af B /a? I

Con estas constantes de decaimiento lepténico se pueden obtener los anchos de decaimiento
n,n" — 7, los cuales estdn dados por la expresién [30]

9 2 s
Darsy = o mi o [ (%2 + s(%zl , (6.75)

con ¢; = 5/9, ¢s = /2/9, Qe = 1/137, y donde

féf)Q : (6.762)
f$)2 + (fif)Q : (6.76b)

6.5. Resultados numéricos

Tomando los pardmetros especificados al final del capitulo anterior dados en [21], es decir,
m; = 7 MeV, mg = 170 MeV, Ayy = 0.905 MeV y ajg = 0.937, vemos que en el modelo
propuesto para los mesones 1 y 1’ los tinicos pardmetros libres por determinar son &, y
0¢. En [27] presentan los valores para las constantes de decaimiento: ff? = 0.090(13)GeV,
fy = -0.093(28)GeV, ff], = 0.073(14)GeV, [ = 0.094(8)GeV, los cuales son en realidad una
recopilacién de diferentes valores fenomenologicos obtenidos en las diferentes referencias [30-
32]. Usando esto y los valores experimentales m,, = 0.548GeV y m,y = 0.958GeV dados en
[29], se obtienen los pardmetros &y = 6.0 y cos?(f¢) = 0.89 al hacer un ajuste, los cuales dan
un error cuadratico medio total del 17 %, donde hay que senalar que en el ajuste se dio més
peso a las masas de los mesones. Con estos pardametros se obtienen los resultados listados en
la Tabla 6.1. Luego, usando (6.76) y los resultados de la Tabla 6.1, de la ecuacién (6.75) se
obtienen los anchos de decaimiento

Dyspy = 0517 KeV | Ty = 4.84 KeV | (6.77)
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my My fvlv fa frlz’ f;’
Modelo IC 0.555 0.947 0.079 -0.069 0.094 0.081
Experimentos 0.548 0.958 0.090(13) -0.093(28) 0.073(14) 0.094(8)

Tabla 6.1: Masas y constantes de decaimiento lepténico para los mesones n y n': Todas las
cantidades estdn dadas en GeV.

valores que concuerdan con los resultados empiricos I'y*%,=0.516(22) keV y F;"fi . 7:4.35(36)
keV de [29].

Comparando los valores obtenidos de nuestro modelo con los valores experimentales y fenome-
nolégicos descritos anteriormente, vemos que la simpleza del modelo tal vez no de resultados
tan buenos para las constantes de decaimiento, pero siguen estando dentro de un rango acep-
table, mientras que los resultados de las masas y de los anchos de decaimiento son muy
buenos. Esto ltimo nos hace pensar que en general un modelo simple como este es mas que
efectivo para estudiar a los mesones 7 y 1, donde posteriormente se podria dar una forma
més complicada a {(k — ¢q) para tratar de ajustar mejor los valores de las constantes de
decaimiento.

Para finalizar el capitulo, hay que mencionar que con todo lo realizado hasta ahora ya esta-
mos listos para obtener los factores de forma de transicién electromagnéticos para distintos
mesones (nosotros nos enfocaremos sélo en los mesones 7°,7,7’). Esto ya que, como se verd
en el siguiente capitulo, los factores de forma de transicién se calculan a partir del vértice
quark-gluén y de las BSA de los distintos mesones, razén por la cual era muy importante
fijar todos los parametros de nuestro modelo y obtener buenos valores para las masas de los
mesones 1y 7.



Capitulo 7

Factores de forma de transicion

Los factores de forma electromagnéticos son importantes en la fisica de particulas ya que
estan definidos como la transformada de Fourier de las distribuciones de carga, de tal forma
que se pueden entender como la fuerza de interaccién entre las particulas en dicho espacio de
Fourier. En particular, si en un proceso se crean nuevas particulas, se habla de un factor de
forma de transiciéon (TFF), el cual se dice ser electromagnético si hay fotones involucrados
en la interaccién. Nosotros estamos interesados en los TFF electromagnéticos del pién neutro
y de los mesones 1 y 1/, los cuales se obtienen de procesos como eTe™ — ete” M, con M =
n,n" [85, 86] (como se muestra en la Figura 7.1), tal que antes de calcularlos serd necesario
estudiar la interaccién de los fotones con los quarks constituyentes de dichos mesones, es
decir, estudiaremos el vértice quark-fotén I';,.

<
v JGn,n' \
—» NN
Y oD
O
+
e o

Figura 7.1: Proceso eTe™ — eTe™ M.

7.1. Vértice quark-fotén

Recordemos que en la subseccion 3.1.3 se mostré la DSE para el vértice fermion-fotén, y que
en (5.29) se vio la forma simple que toma el kernel de dispersién fermién-antifermién en el
truncamiento RL, de tal forma que de la ecuacién (3.62) se obtiene que la BSE para el vértice
quark-fotén en el truncamiento RL toma la forma [20,21]

65
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T 4
T(Q) =7, — 163m2m / (;lﬂ(§4'yuxu(q+,q)% : (7.1)
X(q+,9) = S(g+ P)Tu(Q)S(q) , (7.2)

siendo ) y P respectivamente los momentos del fotén y del mesén constituido por los quarks
vestidos. Luego, como ya se dijo que en la interacciéon de contacto el kernel es independiente
del momento relativo de los quarks, se puede escribir la solucién general del vértice quark-
fotén como

Tu(Q) =4 Pr(Q%) + v, PL(Q?) | (7.3)

donde
Q;ﬁg =0 ) (74&)
Yoyl =, (7.4b)

Ahora, introduciendo la identidad de Ward-Takahashi deducida en la primera seccion del
Apéndice D

Qulu(ksp) =[S (p) — S7H(K)] (7.5)

siendo ) = k — p, si usamos la forma del propagador del quark dada en el capitulo 3,
S=Y(k) =i} + M, y la ecuacién (7.3) en la ecuacién de Ward-Takahashi, se obtiene

Qu [ P+ Pu] =i [ip+ M = iff = M] = —(p = k)uyu = Qulps (7.6)

tal que usando (7.4) se sigue que

Qu i PL = Quyy (7.7)

es decir

PL@)=1. (7.8)

De esta forma, el vértice quark-fotén es en realidad de la forma

Lu(@) =7 Pr(@Q°) +7y7 (7.9)
tal que al insertar esto en (7.1) se obtiene que
Pr(@Y) = — (7.10)
1 - Kv(Q )

donde K, resulta ser el kernel para los mesones vectoriales, el cual estd dado por la ecuacién
(5.55), tal que entonces el denominador de Pr(Q?) es la BSA para los mesones vectoriales
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Figura 7.2: Pr en funcién de Q? para los sabores [ y s comparando con la recta Pr = 1.

vista en la seccién 5.2. Asi, dado que las raices de la BSA para el caso vectorial son justamente
las masas de los mesones vectoriales, si se considera que el quark y antiquark del mesén tienen
el mismo sabor f, Pr(Q?) va a presentar un polo en la masa del mesén p para el sabor I,
mientras que el polo sera la masa del mesén ¢ para el sabor s. En la Figura 7.2 se presentan
las graficas de Pr(Q?) para cada uno de estos sabores de quark, donde se compara con la
recta Pr(Q?) = 1. También notemos que como Pr(0) = 1, en este caso el vértice vestido
quark-fotén es simplemente el vértice desnudo v, es decir

Lu(0) = 7 - (7.11)

Por lo tanto, vemos que para calcular el TFF del pién neutro solo habra que considerar el
Pr(Q?) para el sabor [, mientras que para los mesones 7 y 1’ también hay que considerar el
correspondiente al sabor s, ya que como se vio en el capitulo anterior estos mesones mezclan
ambos canales.

7.2. TFF para el pion

El factor de forma de transicién electromagnético para el pion neutro, GV*“OV, en el trunca-
miento RL se obtiene a partir de [77]

T (Q1Q2) = Ty (Q1, Q2) + T, (Q2, Q1) (7.12)

donde Q1,2 son respectivamente los momentos del fotén virtual v* y del fotén real v en-
trantes, y P = Q1 + Q2 es el momento total del 7°, como se muestra en la Figura 7.3, tal que
[77]
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Q Y
\AVAVAVA

ks Y

Q,
SIVAVAV

Figura 7.3: Transicién v*7%.

T(Q1,Q2) = iﬂéaﬁuquanGw*”% (Q1,Q1 - Q2,Q3)

f
d*k ) .
ZTT/S(kl)Fw(k?hkz;P)ZQTM(QQ;/%ks)S(kz)S(ks)lQFu(Ql;k:z,kl) ,

(2m)*
(7.13)
con Q = diag(2/3,—1/3)e, I'x la BSA para el pion definida en el capitulo 5 y la traza es
sobre los indices de color, sabor y espinor. La distribucién de momentos es ky = k — Q1,

ko = k + Qa, k3 = k, y debido a la condicién On-shell P2 = —m2 y a la virtualidad de uno
de los fotones, se tienen las constricciones cineméticas

P=Q1+Q , Qi=0Q% , Q35=0, 201 - Q2=—(m2+@Q?% . (7.14)

Vemos que la traza sobre los indices de color nos da simplemente el factor V., mientras que

para los indices de sabor resulta el factor {(%)2 — (%)2} e? = % Luego, definiendo

V/U/ = EuuaﬁQlaQQB s (715)

tal que V2 = VW'V, = V,,V,,, y usando (7.11) para el vértice del fotén 2 y (7.3) para el
vértice del fotén 1, de (7.13) se obtiene

GTNQY) = L@ + GLT(QY)

472 Nefr F, (7.16)
= TfPT(Cf) [Tle + TZM] ,

donde
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1 [ d%k o [S(R)DjinuS (k) S(hs)iv,
-2 (2 Anr(kn) Ay (k) Bar(ky)

T; (7.17)

con j = 1,2,y se usé el hecho de que S(k) = ;ﬁﬁ% = Aiglgc)’ siendo M = M por ser el caso

del piodn.

Para el denominador [Aps(k1)Ans(k2)Anr(ks)] se emplea la parametrizacién de Feynman
descrita a detalle en el Apéndice C.2, tal que tomando las restricciones de (7.14) y haciendo
el cambio de variable k — k — (xQ2 — xyP), se obtiene

ot d*k 1
T = 8M/0 /0 xdaﬁdy/ @) (25 M) (7.18a)
B bt d'k  Ak*+ B
T, = —4/0 /0 mdﬂndy/ @) (2 5 M) (7.18b)
donde
M? = M? + a2y [Q2(1 —x)—z(l — y)mi] , (7.19)
y
A=2-3z , (7.20a)
B=2[-M*(—2+2) — 2y (Q* (-1 +2)* + m2(-2+2)(1 —y)z)] . (7.20b)

Notemos que la integral sobre k de 7> diverge logaritmicamente, con lo cual se debe de
regularizar con los cortes Ayy y Arg tal como se hizo con las integrales de los capitulos 5y 6,
mientras que la integral sobre k de T} converge y no es necesario que se regularice. Entonces,
haciendo N, = 3 y usando (7.18), de (7.16) se obtiene

1 1
GE™(@) = 32e fEMP(@) | [ ala(MP)dady | (7.21)
0 0

1 1
GTT(QP) = —167T2f7r$PT(Q2)/ / 2 [ALy(M?) + (B — A - M?) I3,(M?)] dzdy |
0 70 (7.22)

donde I;,(M?), j = 1,2,3 son las integrales regularizadas vistas en (5.39), mientras que
I3(M?) es la funcién no regularizada dada por

o (1 1/°°TM2_1 1
Ig(./\/l)—<2> 1672 J, e dT_167T2 AE ) (7.23)
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Después de juntar las contribuciones GY;KOV(Qz) y G}*WOW(QQ) dadas respectivamente en
(7.21) y (7.22), de (7.16) se obtiene el TFF para el pién neutro para cada valor de Q?, de tal
forma que en la Figura 7.4 se muestra la grafica del comportamiento de G para distintos
valores positivos de @2, en donde se normalizé a 1 dividiendo entre GV*WOW(Q2 =0).

1.0
0.8

0.6

YTy
G

0.4

0.2

2 4 6 8 10
Q?(GeV?)

Figura 7.4: TFF para el pién neutro en funcién de la transferencia de momento.

7.3. TFF para n,1/

En el capitulo 6 se vio que en los mesones 1 y 1’ se mezclan los canales [ y s, con lo cual
el TFF electromagnético para el proceso v*y — 0,7, Gy, se puede modelar de la misma
forma como se hizo para el pion, es decir, se tiene el mismo esquema de la Figura 7.3 y las
constricciones cineméticas de (7.14), tal que para M = 7,1’ se obtiene de [27]

Qem Qem s
geaﬁuquaQ2BGM (Q3,Q1-Q2,Q3) = ﬁeaﬁqulaQﬂ? [ClGlM (Q%) + csG3y (Qz)} ;
(7.24)
es decir,
Gy = CIGSM + ¢sGYy (7.25)
con ¢; = 5/9, ¢s = V/2/9, Qe = 1/137, y donde
d*k .
& (@2) = Tro / GmyiiXh (ks kDL (P k) Sy ()il (o k) . (7.20

Procediendo de manera similar a como se hizo en el caso del pién, se encuentra que

GL(QY) = (G} (Q) + (GR) (@]

21 F
25 g [+

em

f ] (7.27)
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siendo P{f (Q?) las funciones definidas en (7.10) para los distintos canales, y donde T 1f vy

T2f v estan dadas de la misma forma de (7.18) en términos de las funciones de (7.20), tal que
considerando los distintos sabores de My y definiendo la nueva funcién

M, = M2+ oy [Q2(1—2) — 21 — y)m3] (7.28)
se sigue que
1,1 4
1
TlfM:SMf/ / xdmdy/(gﬂl;( ; >3 ; (7.29a)
070 k2 + My,
1 rl Ar AL k24 Bt
TS, = —4 /0 /O wdzdy / ( Vi M (7.29b)

2! (k2 + M{w)

con

Al =23z, (7.30a)
B, =2 [-M}(-2+2) — 2y (Q* (-1 +2)* + m3; (2 +2)(1 - y)z)] . (7.30b)
Notemos que la funcién de (7.28) puede tomar valores negativos debido a lo grande que son
las masas de los mesones 1 y 7/, tal que procediendo de manera un tanto similar a como se

hizo en el capitulo 6, si se hace el cambio de variable § — 1 — y, esta funcién se reescribe
como

Mﬁ/l = M]% +x(1—y) [Q2(1 —x)— xym?\/[]

2 (7.31)
=m3, [(wy — C&) + Di/[] ,
donde
of 1oy @y (7.32a)
M= | - x)| .32a
M2 1 Q2 2
D, =—L - [;g - x)} . (7.32b)
my, 4 miy

Antes de continuar, notemos que el cambio de variable en y no afecta las integrales de (7.29),
ya que dy = —dy, lo que resulta en que

1 0 1
/ dj = — / dy = / dy . (7.33)
y=0 y=1 y=0

Sin embargo, las funciones de (7.30) si van a cambiar, las cuales toman la forma



72 CAPITULO 7. FACTORES DE FORMA DE TRANSICION

Al =23z, (7.34a)
BJ{/[ =2 [—M]%(—2 +2) —2(1—y) (Q*(—1+2)* + mi; (-2 + z)ay)] . (7.34b)

Ahora, de (7.31) vemos que ML solo puede ser negativa en el caso en que Dﬂ < 0, lo cual
de (7.32b) se traduce en la condicién

M2 1 2 2
m—j < [a: - 3—2(1 - x)] : (7.35)
M M

es decir, Mf\c/[ puede ser negativa para las x tales que

1— 2M;
miy

mientras que siempre serd positiva para x menores a ese valor. Luego, una vez determinada
para que regién de x se tiene que Dg/[ < 0, de (7.31) se encuentran los valores de y para los

cuales Mf\[/[ cambia de signo, los cuales son

c! +./-Df
ylf = —1—% (7.37)

x

donde se sigue que Mﬁ/l es negativa para los valores de y tales que yJ]\c/I_ <y < y{j .

Por lo tanto, definimos

:L‘ﬁ/[ , 81 x@gl
a@:{

, (7.38)
1 , ST x@ >1
0 ,si yl <0
Bl = { : (7.39)
y{] , St y]j\c/; >0
yll syl <1
= { , (7.40)
1 , ST y]{/;r > 1

tal que usando las restricciones cinematicas de (7.14) y las integrales regularizadas para
argumentos positivo y negativo vistas respectivamente en (6.51) y (6.52), y la integral no
regularizada I3 definida en (7.23), se sigue que las contribuciones F y F' para los TFF de los
mesones 17y ' se calculan como
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(Gp)}(@Q%) = Hf {/ /xfg (M) dxdy

LBl f
+/f / xl3(My,)dxdy
0

. (7.41)
/I /fil mfg(./\/l&)dxdy
/x /; :UIg(./\/lf\})dxdy} ,
(Gr)l (@Y = { / / [Ad Doy (Mp) + (B, — Ay - MY, ) Tay(M])] dady

1 ﬁ /_
+ / / U [af M) + (B - ;- M) (M) dudy
/ / Af ! Ln(MI) + (B@+A§4-M{M) Ign(Mg})} dzdy
9”M 5

/ //3 v [Af Ly (M) + (B, — Al - M, ) By, dxdy} :

(7.42)
donde
167 M
(H;\})l = ——Lp{ Pl . (7.43a)
8r F

H) = -——"Mplp?) 43b
(#1l1), = —o 31 PH@) (7.430)

Finalmente, introduciendo (7.27) en (7.25), vemos que
G = a|(GR)y + (Gr)y | + ¢ | (GR)i + (G| (7.44)

tal que juntando las contribuciones de (7.41) y (7.42) para cada sabor de quark, se obtienen
Gy y Gy en funcién de Q?, de tal forma que en la Figura 7.5 se muestra la gréfica del
comportamiento de G, para distintos valores positivos de ()2, en donde se normalizaron las
curvas a 1 dividiendo respectivamente entre G, (Q* = 0).
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Figura 7.5: TFF para los mesones 7 y 1 en funcién de la transferencia de momento.

7.4. Discusion de los resultados

De los céalculos obtenidos en la seccién anterior, podemos juntar las curvas de los TFF de
los mesones 70, i y 7 en una sola gréfica para comparar entre ellas, como se muestra en la
Figura 7.6, siendo N = 7%, 7,7 y tal que cada curva se normalizo a 1. De esto vemos que la
curva del 70 queda por debajo de la curva del 1/, pero por arriba de la del 7, comportamiento
que también presentan las graficas de los TFF para estos mesones en [27]. Por otra parte,
notamos que la curva del mesén 7 es la que depende méds débilmente de @2, lo cual es
algo que se esperaba debido a su gran masa, ya que de la funcién de (7.28), M= MJ% +
Ty [Qz(l —xz)—xz(l— y)m?w], el ultimo término empieza a dominar sobre la contribucién de
Q?. Este comportamiento se presenta también para los mesones 7, y 7. [88], donde se observa
que las grificas de sus TFF dependen todavia mas débilmente de Q? conforme la masa del
meson es mas grande.

1.0

4 = =

0.8

0.6

G

0.4

0.2

2 4 6 8 10
Q?(GeV?)

Figura 7.6: TFF para los mesones 7%, y  en funcién de la transferencia de momento.

Ahora, una caracteristica importante de cualquier modelo que describa los TFF de los me-
sones pseudoescalares es su comportamiento para Q? y Q3 grandes, ya que para modelos
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con diagramas a nivel de drbol como el que usamos (Figura 7.3) [87,89-91], o incluso para
diagramas donde domina la contribucién vectorial (VDM) [92-94], se predice que para un
solo fotén off-shell la dependencia asintética es Gy ~ 1/Q? cuando Q% — oo. De esta forma,
para ver la dependencia asintética de nuestro modelo graficamos Q?G y con respecto de Q?,
donde N = 70, 1,7/, como se muestra en la Figura 7.7.

20
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z
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0 50 100 150 200 25
Q?(GeV?)
Figura 7.7: Comportamiento asintético de los TFF para los mesones 7°,n y 1’ en funcién de
la transferencia de momento.

De la Figura 7.7 vemos que, para Q? grandes, Q?G y tiende a ser una recta, lo cual significa
que se cumple que Gn ~ 1/Q? cuando Q? — oo, es decir, se llega a la dependencia asintética
que nuestro modelo debia de cumplir bajo las condiciones que impusimos.



Capitulo 8

Resumen y conclusiones

En el presente trabajo se di6 una introduccién a QCD y al formalismo de las ecuaciones de
Dyson-Schwinger y Bethe-Salpeter, tal que se obtienen las ecuaciones de movimiento para
los propagadores del electrén, fotén, vértice fermién-fotén en QED, su equivalente para el
propagador del quark en QCD, la amplitud de Bethe-Salpeter para los mesones y su condicién
de normalizacién. Después se usa una interacciéon de contacto y el truncamiento RL para
obtener los kernels de los mesones pseudoescalares y vectoriales, de los cuales se calculan
sus masas y constantes de decaimiento. Luego, debido a la anomalia no abeliana, se agrega
un kernel extra para los mesones 7 y 1’ y se procede a calcular las masas, constantes de
decaimiento y anchos de decaimiento de dichos mesones. Finalmente se procede a calcular los
factores de forma de transicién electromagnéticos para los mesones 70,7 y 7/, tal que se hace
una comparacién de sus graficas en funcién de la transferencia de momento Q2.

La interaccién de contacto con truncamiento RL y usando la regularizacion de tiempo propio
con cortes IR y UV predice de mejor forma las masas y constantes de decaimiento de los
mesones pseudoescalares 7°, K, 55 (y su limite quiral) que lo correspondiente a los mesones
vectoriales p, K*, ¢ (y el respectivo limite quiral vectorial). En lo concerniente a los mesones 7
y 7', vemos que, a pesar de la simplicidad del modelo usado para £(t) considerdndolo como una
constante &y a determinar, los resultados obtenidos para las masas y anchos de decaimiento
son realmente buenos, mientras que los resultados para las constantes de decaimiento estan
dentro de un rango aceptable. Esto nos hace pensar que un modelo tan simple como este
es mas que efectivo como una primera aproximacion para poder describir completamente al
nonete de mesones pseudoescalares.

Para los factores de forma de transicion electromagnéticos se obtiene el comportamiento
esperado al momento de comprar entre ellos, es decir, que la curva del TFF del mesén 1’ sea
menos sensible a Q? comparada a la de los otros dos, que la curva del TFF del 70 quede entre
la de los mesones 1 y 1, y lo méds importante, que los TFF todos decaen asintéticamente
como 1/Q?.

76



Apéndice A
Notaciones y convenciones

A lo largo de este escrito se trabaja tanto en el espacio de Minkowski como en el espacio
Euclideano, asi que el propdsito de este Apéndice es mostrar que notaciones y convenciones se
utilizan en el espacio de Minkowski y luego obtener sus equivalentes en el espacio Euclideano.

A.1. Convenciones en el espacio de Minkowski

En el espacio de Minkowski el 4-vector contravariante de posicién en unidades naturales se
escribe como

ot = (2% 2t 2%, 2%) = (t,z,y,2) = (t, %) , (A.1)

y usaremos la representaciéon del tensor métrico g,

1 0 0 0
oo =1 0 o .
gMV:g'LL = 0 0 -1 0 :dzag(l,—l,—l,—l) ) <A2)
0 0 0 -1

tal que los covectores o 4-vectores covariantes se definen de la forma

= g’ (A.3)

el cual se ve por componentes como
x, = (20, 21,2, 23) = (t, —x, —y, —2) = (t, =) . (A.4)

A partir de esto se pueden definir 4-vectores cuyas entradas sean derivadas parciales de las
coordenadas espaciales, es decir

0 0 = 0 0 =
= —— = _ e = — = -
O Oz, ((‘%’ V) , 0 ozt (6t’ V) ’ (A:5)

7
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y entonces se define el 4-vector de momento p* en términos de estos operadores
: (0 = . (0 =
P =10, =1 (at,v> , pt=iot =1 (875’ —V> , (A.6)
tal que explicitamente las componentes sus componentes son

P =" p",p%p*) = (B, ps,py.p:) = (E,D) , (A.7a)
Pu = (p03p1>p27p3) = (E7 —Pz> —Py; _pz) = (E7 _]7) . (A7b)

Por otra parte, el producto escalar de dos 4-vectores estd dado por la expresion

-y =xy" = guc’y" (A.8)

tal que el invariante de Lorentz para una particula de masa m en esta métrica es

P’ =pupt=E*— () =m?, (A.9)

y la transformada de Fourier se escribe como
d'p —ip-(z—y)
flz,y) = We f(p) - (A.10)

Ahora, dado que los quarks son particulas de espin 1/2, introduzcamos las matrices de Dirac
para estas particulas. En la representacion usual, que es la que postulé Bjorken en 1959, las
matrices de Dirac 4 x 4 se escribe de la forma

_(Iax2 O . (0 ¢
70_< 0 _12><2> ) 7_<_0—: 0) ) (All)

donde I545 es la matriz identidad 2 x 2, y & = (0!, 02, 0®) son las matrices de Pauli, las cuales

estdn dadas por
1 _ 0 1 2 0 — 3 1 0
o= <1 ol =1 o o=y ) (A.12)

y asi se construyen los 4-vectores
P ={"%77A% (A.13a)
Y= 9wy’ = {1 = A ) (A.13b)
También se introduce otra matriz de Dirac muy util

, i
v* =45 = iy 2y = J1€aBu VY8V Wy (A.14)
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donde €qg,,, es el tensor completamente antisimétrico de Levi-Civita de cuatro dimensiones,
tal que en esa representacion

5 0 IQ><2>
— . A.15
. (I - (A.15)

Otra representaciéon de las matrices de Dirac que se usa frecuentemente es la representacion
quiral, en donde se tiene

(0 Iy - (0 -7 5  (—Iax2 O
Yo = <I2><2 0 > y V= (O—: O ) y V= ( 0 12><2> . (A16)

Esta ultima representacién es muy ttil, ya que nos permite proyectar al campo de Dirac v
en sus componentes izquierda y derecha a través de los proyectores

P, 1 —275 _ <I20x2 8)  Pa— 1275 _ <8 IZ‘;) | (A.17)
Las matrices de Dirac satisfacen el Algebra de Clifford
(VA" = A A = 29" I (A.18)
y también tienen las propiedades de hermeticidad
)=y , F=-7, (A.19)

tal que estas iltimas propiedades de pueden juntar en la propiedad
()T =0 . (A.20)

Otras propiedades importantes de las matrices de Dirac son

(70)2 =I4x4 , (A.21a)

(v) = ~Iixa | (A.21b)
CRRE 7 (A.21c)

Yy = 4laxa (A.21d)
YA =—29", (A.21e)
VAN Y =49 axa (A.21f)
PP A = =2 (A.21g)
{7y =0, (A.21h)

)

[+, 0] =0, (A.21i
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donde o = 5 [v*,7"], j = 1,2,3 y n=0,1,2,3.

Finalmente, haciendo uso de la notacién slash, ¢ = v*a,, se cumplen las propiedades para la
traza sobre los indices de Dirac

Tr [I4><4] =4 ; (A 22&)
Try =1Tr [75] =0, (A.22D)
Try'y"] = 49", (A.22¢)
Try---4#"] =0, para n impar , (A.22d)
Tr [757‘“ 7“”] =0, para n par , (A.22e)
Tr |y | =4 [P — gorg™ + g v g (A.22f)
Tr {7576“767“7”} = 4ieP (A.22g)
Ir [V’lvﬁ AP AP 70} = 4g°? [g" g — g"°g"" + g"7 g"*]
— 4g%+ _gﬁvgm — gPPgv 4 gﬁfngp_
+ 4¢° -gﬁugm _ gﬂpgw + gﬁogup_ (A.23)
_ agon [gPngre _ gy gne 4 gﬁffgW]
+ 4¢%° —gﬁugw _ gﬁvgup + gﬁpgw- ,
en donde se han empleado las propiedades de la traza
Tr[A+ B]=Tr[A]+Tr[B] , (A.24a)
Tr[cAl=cTr[A] , con ceC (A.24Db)
Tr[ABC|=Tr[CAB] =Tr [BCA] . (A.24c)
A.2. Convenciones en el espacio Euclideano
En el espacio Euclideano la métrica es de la forma
1 000
01 00 .
g =0 =0 o 0 0| = diag(r.1,1,1) | (A.25)
0 0 01

donde d,, es la delta de Kronecker. De esto vemos que en el espacio Euclideano se pueden

subir y bajar indices sin preocuparse por un cambio de signo, ya que para cualquier 4-vector

ot = (2!, 22, 23, 2%) = (¥, —it) su covector es simplemente
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xy = 0’ = (zt, 22 23, 2%) = 2 | (A.26)

y asi el producto escalar de dos 4-vectores toma la forma

Ty =yt =Ty (A.27)

La mayor diferencia al trabajar en el espacio Euclideano es que la coordenada temporal se va
a ver modificada mediante una rotacién de Wick, es decir, t¥ = itM y entonces los célculos
que se hicieron en el espacio de Minkowski que involucran a ¢ se van a seguir valiendo con el
cambio t — —it”. Siguiendo con esta idea, las matrices de Dirac Euclidianas se escriben en
término de las matrices de Dirac usuales de la forma

vwe=—iyvy |, =7, (A.28)

donde en este caso las 4 matrices si son Hermitianas, es decir
T
()" =0 (A.29)

Explicitamente estas matrices de Dirac Euclideanas estdan dadas por

_(Iax2 O . (0 —id
V4 = < 0 _I2><2> ) Y= <Z6: 0 > ) (A30)

y el dlgebra que satisfacen es

{ YW}t =26 (A.31)

Luego, se construye 5 en este espacio como

V5 = =234 (A.32)
donde explicitamente
0 I
5 2x2
= ) A.33
i (A3

Por otra parte, el cambio t — —it? hace que A e i@ se transforman como

A=ryy - AP =704 — AT — —iyP AT —inPAY = —iy] - AP = —if | (A.34)
i =iy, O =i = +ipd —— — inF ~F 0
a ot D Y o(—itP) Y gai

(A.35)
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Procediendo de manera similar se puede encontrar como se transforman cantidades en el
espacio de momento, tal que en la Tabla A.1 se da una lista de como ciertas cantidades pasan
del espacio de Minkowski al espacio Euclideano. Finalmente, de (A.6) se obtiene que en este
espacio el 4-vector de momento toma la forma

= (', p% 0% pY) = (§,4E) | (A.36)

tal que el invariante de Lorentz o condicién On-Shell en el espacio Euclideano es justamente

p? = pupt = (p)? — E* = —m? . (A.37)
Espacio de posiciones Espacio de momentos
1L MataM o i [PataB |1 MatkM i [P gtk
2. J— in" . 0F 2. F— —inE  kE
3. A — —inF . AF 3. A — —inF AP
4. A,Br— —AF.BF |4 kugt — —kE - qF
5. 0, — P . oF 5 kyxt — —kF . zF

Tabla A.1: Conversion de cantidades del espacio de Minkowski al espacio Euclideano



Apéndice B

Estructura de la Amplitud de
Bethe-Salpeter para mesones

En la derivaciéon de la ecuacién de Bethe-Salpeter hecha en el capitulo 4, se llegé a que la
Amplitud de Bethe-Salpeter I'( P; p) depende tanto del momento total P del estado ligado de
las dos particulas ¢1 y ¢2, como en el momento relativo p entre ellas; este razonamiento se
ajusta a lo que se quiere hacer en QCD, ya que un mesén es un estado ligado de un quark
y un antiquark. Considerando los 4-vectores v, p, y P, que estdn en el espacio de Dirac, se
pueden construir estructuras linealmente independientes en este espacio, tal que se habla de
una base; a los elementos de la base del espacio de Dirac de les conoce como los covariantes
de Dirac. De esta forma, la BSA se escribe en términos de los covariantes de Dirac como

Ny
T(P;p) =Y Ti(P,p,7)F:(P* P-p,p°) (B.1)
=1

donde T; son los covariantes de Dirac, F; son funciones invariantes de Lorentz, y N; el niimero
de covariantes del espacio, el cual depende del espin J del mesén.

B.1. Mesones pseudoescalares

Como ya se mencioné anteriormente, los covariantes de Dirac se obtienen de productos es-
calares de los 4-vectores v,, p, y P,. Notando que los productos escalares v, 7", p?, P2, P-p
son constantes, se considera a 1 como el primer candidato a ser covariante de Dirac.

Ahora, dado que el producto escalar en el espacio de Dirac estd dado de la forma
(A|B) =Tr[A-B] , (B.2)
vemos que <1\p> =0= <1|P>, mientras que

(pIP) =Trlp- Pl =4(p-P)1, (B.3)

83
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es decir, se tiene que ¢, P si son ortogonales a 1, pero no lo son entre si y en principio
no se pueden tomar como covariantes de Dirac. Sin embargo, considerando una proyeccién
transversal de p con respecto a P, se obtiene

Tr Kp—j}bp]'ﬂp> -P] =Tr[pP —p-Pl=4(p-P)1—4(p- P)1 =0 , (B.4)

con lo cual ¢, P si se pueden considerar como covariantes de Dirac. Finalmente, usando O
se construye

bl = 51 P (B:5)

el cual sera otro covariante de Dirac, ya que

OuvPp P, =

Tr[1 - 0paP) = %Tr [y, P]] = %Tr [pP — Pyl =4(p-P)1—4(p-P)1=0 ,  (BS)

Tr|(p= PP ) - owmuPs| = 5Tr |\p@pP — Pp) = 25 P (P - Pp)| =0, (BT)
(=P ) ownon | = 5| &

Tr(P - ouwpuP) = %TT[P(I)P —Pp)l=0 . (B.8)

De esta forma, los 4 candidatos a ser covariantes de Dirac son

Th=1, Th=ip, Tz=ip, Ty=iouk.P, , (B.9)

donde la unidad imaginaria 7 se agrego para que todos los covariantes estén en unidades reales
y no en imaginarias. Cabe senalar que no es posible encontrar mas covariantes de Dirac, ya
que debido al dlgebra de Clifford ,{v,,v,} = 26,,, cualquier otra combinacién de productos
escalares de vy, p, y P, se puede reducir a los covariantes ya mencionados.

Para construir la BSA de los mesones pseudoescalares en el espacio Euclideano, se debe
de asegurar que los covariantes de Dirac tengan sus mismos nimeros cudnticos, es decir,
JPC = 0=+, Es facil ver que todos los covariantes dados tienen paridad positiva, pero como
se necesita paridad negativa, usando 75 (que tiene paridad negativa) los covariantes de Dirac
que tienen la misma paridad que los mesones pseudoescalares son

Ti=ivs, To=vP, Tz=1p, Ti=7v50upP, . (B.10)
Por otra parte, dado que la conjugacién de carga de la BSA estd dada por
[(P;p) — T(P;p) = (CT(-P;p)C~ )T, (B.11)

donde T indica transpuesta de la matriz y C' = 94, se sigue que la conjugacién de carga de
una matriz de Dirac en el espacio Euclideano esta dada por
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P (CHCH = —(") = —* . (B.12)

De esto se obtiene que

— (cpcHT = (Cytp, 0 YT = (Cy+C~ 1 Cp, 07T
p P z 2

= (Cp,C~ )T (CAC N = (—p) (") =p , (B13)
P——(Cpc " =—(Cy"P,C T = —(Cy*C I CR,CTHT (.14
—(CP,CH(CH'C N = =(=P)(—") =P . '
Usando los resultados anteriores se sigue que
[p, P] = (Clp,—PIC™ )" = —(CppC™")T + (CPpC™)T
cpctopeHT + (cpetepe T (B.15)

cpe-hrcpe ' + (cpc HT(CcpchT
P)(p) + (p)(P) = [p, P] .

Finalmente, dado que 75 — (Cy5C~1)T = 75, se obtiene que las paridades de carga para
11,75, T3, Ty son respectivamente +, —, +, +, tal que la BSA para los mesones pseudoescalares
se escribe como

—(
—(
—(
—(

Lps(P;p) = s [iEps(P;p) + PFps(P;p) + pGps(P;p) + owpu P, Hps(Pip)] ,  (B.16)
donde se necesitan respectivamente las paridades de carga +, —, +, 4+ en las funciones inva-
riantes de Lorentz Epg, Fpg, Gps, Hps apropiados.

B.2. Mesones vectoriales

Para el caso de los mesones vectoriales se trabaja con las matrices de Dirac transversales vl:f,
tal que se pueden encontrar 12 covariantes Dirac linearmente independientes, pero para que
se respetan los nimeros cudnticos de los mesones vectoriales (en particular la conjugacién de
carga), y el comportamiento transversal de su BSE, el nimero de covariantes de Dirac debe
de ser ocho [74]. De esta forma, la BSA para el caso vectorial se escribe como

ZTszv Fi(P*,P-p,p°) , (B.17)

donde
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1_.T 2 _ T

Tp=% » Ty=pup

3_ T 4 T T

Tu _pp,P 9 T,u, _7M [pvp] _pMP 9 (B 18)
5_ . T 6 _ . T ‘
Ty =ip, Ty =iyl

T, =i, P, T,=ip,[p.P] .



Apéndice C
Parametrizacion de Feynman

La idea general de la parametrizaciéon de Feynman es poder resolver integrales de expresiones
que tienen varios factores en el denominador, tal que si se tienen A,, factores, esta expresién
se puede escribir de la forma

1 ! Loos(1 =7 x)
—n—l!/dx---/ dy, L k=1 T
A - A, ( ) 0 ! 0 [> k=1 Tk Ak]

1 T Tn—2
:(TL— 1)'/ dIL‘l/ dl’g/ dl’nfl (Cl)
0 0 0
1

[A1 +x1(A2 — A1)+ -+ op1(An — A1)

Este tipo de integrales aparecen en diferentes areas de matematicas y fisica, en especial en
los diagramas de Feynman con bucles. Una parametrizacién alterna es [79]

1 1 1
- =(n-1)! dxy--- dx,,—
oA (n )/0 1 /0 Ty 1%

n—2_n—3
:'L‘l x2 DY $n72

[Apzr - p—1 + Aporwr - po(l — 1) + -+ Ay (T — )"

(C.2)

*

La segunda parametrizacién es la que se ocupara, ya que el hecho de que los limites de
integracién sean los mismos en todas las integrales va a hacer mas rdapido y practico el
calculo numérico a desarrollar.

C.1. Parametrizacién para [Ay;, (q+ P)Ay;,(q)] !

La forma mads simple de la parametrizacién de Feynman es para n = 2, la cual de (C.2) se
escribe como

1 ! dz
AB /0 [Az + B(1 —2)]* (G:3)
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Integrales de expresiones de esta forma aparecen en el capitulo 5 en las componentes del kernel
Kpg de la BSA para los mesones pseudoescalares, tal que para A = Apr,(q4), B = Ay, (q-),
y haciendo ¢+ = ¢+ P, q— = q, se sigue que

1 1
dz [

1
(qi+M?)(q2+M3>:/° [((q+P)2+M?)$+(q2+M3)(1‘“)r o

Desarrollando el denominador D

DZ(((H-P)Q—FM?)JH-(q2+M92)(1—a:):q2+2mq-P—|—xP2+M?x+M92(l—x) , (C.5)

v haciendo el cambio de variable ¢ — ¢ — =P, vemos que

D:(q2—2mq-P+x2P2)+2m(q~P—xP2)—i—xPQ—i—MJ%a:—i—M;(l—x)

(C.6)
=% + MfQZL' + M;(l —z)+z(l —z)P? =¢* + sm;g ,
donde se define
93@9 = Mfz: + M92(1 —xz)+z(l —z)P? . (C.7)
Por lo tanto, se encuentra la relacién
1 d
< (C.8)

1
(¢ +M7)(q2 +M2) /0 (q2 n gﬁ@?

. o » _].
C.2. Parametrizacién para [Ay, (k — Q1)An, (k4 Q2)An, ()]
Si ahora se considera el caso para n = 3, de (C.2) se obtiene
1 ! ! 2
— = / dm/ dy * T .
ABC o 0 |ryA+z(1—y)B+ (1—2)C]
Integrales de expresiones de esta forma aparecen en el capitulo 7 en el TFF del pién y de los

mesones 7y 7', tal que para A = Apy,(k1), B = Ay, (k2), C = Apr,(k3), y usando el hecho
de que k1 =k — Q1, k1 = k+ Q2 y ks = k, se sigue que

(C.9)

= d[]’; (i - .
AMf(kl)AMf(kQ)AMf(ks) 0 0 y[

tal que al desarrollar D se obtiene
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D =xy [(k Q1) + M?] +z(1—vy) [(k: +@Q2) + MJ%] +(1—x) [/€2 + M?]
=ay [k* — 2k - Q1+ QT + M7] + 2(1 — y) [k + 2k - Q2 + Q3 + Mj]

+ (1 —x) [K* + MF] (C.11)
=ay [2k- Q1+ Q3] + x(1 —y) [2k - Q2 + Q3] + k> + M7
—k? + M3+ ay@Q? + 2(1 - y)Q3 + 2k - (2Qz — ayP)
donde se usé el hecho de que @1 + )2 = P. Haciendo el cambio de variable k — k —
(xQ2 — xyP) se sigue que

D =[k — (2Q2 — 2y P)]> + M} + 2yQ} + x(1 — y) Q3
+2[k — (2Q2 — 2yP)] - (2Q2 — zyP)
=k? — 2k - (2Q2 — 2y P) + (2Q2 — 2yP)* + M} + 2yQ? + 2(1 — ) Q3 (C.12)
+ 2k - (2Qo — xyP) — 2 (2Qy — zyP)?
=k? — (2?Q3 — 22°yQ2 - P + 2”y* P?) + M7 + 2yQF + z(1 — 1)Q3 .

Ahora, usando las restricciones dindmicas

Q%:Q2 3 Q%ZO ) 2Q1Q2:_(m727+Q2) ) P2:_m72ra (013)

se sigue que

Ql-P=Q1'<Q1+Q2>=Q2—%(mi+cz2>=—1(mi—Q2) :

. 2 (C.14)
Q2-P=0Q2-(Q1+Q2) =3 (m2+ Q%) |

tal que de (C.12) se obtiene

D =k* + M7 + 2yQ® — 2%y (m2 + Q°) + 2°y*m?
=K% + M]% + 2y(1 — 2)Q* — 2%y(1 — y)m? (C.15)
=k* + M3 |

donde se define

M3 = MJ% + a2y [Q*(1 —z) — (1 —y)m?Z] . (C.16)

™



Apéndice D

Identidad de Ward-Takahashi

La identidad de Ward-Takahashi (WTI) es muy importante en el estudio de teorias de norma,
ya que de alguna forma es la expresién diagramatica de la conservacion de la carga (carga
eléctrica en QED y carga de sabor en QCD) y surge como consecuencia de la invarianza de
norma.

D.1. Deduccion de la WTI

Usando el formalismo de integrales de camino que se emple6 en los capitulos 3 y 4, el funcional
generador para QED en el espacio Euclideano esta dado por (3.28), es decir

Z[Jy,n, ) = /@(A,w,w)exp <—S[Auﬂ/%¢] + /d4x [J”(x)AM(a:) +

donde S es la accién definida en (3.29)

_ _ 1 1
Sl 0] = [t (50 [0+ m +ied] 0() + 340) |-T+ (1- ¢) 90, 4.00))
Si consideramos la transformacion infinitesimal

P(x) = Y(2) +iea(z)y(z) | (D.3)

para que la accién permanezca invariante se necesita que el potencial electromagnético se
transforme como

Au(@) = Ay (@) + d,0(a) | (D.4)

de tal forma que (D.3) y (D.4) forman una transformacién infinitesimal invariante de norma,
lo que hard que la integral de camino no cambie. Entonces, al variar el funcional Z[J,,n,7]
y quedarnos a primer orden en «(x), se obtiene
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1
§

tal que realizando la derivada funcional con respecto a a(x) y usando las relaciones de (3.34)

para escribir esto en términos del funcional generador I'[4,,, 1, 1], obtenemos

062 = licalm ~ in) + @), — @A ZUnl . (D

gt (o ORG )  PAe =0 00

Luego, tomando derivadas funcionales con respecto a 1(y) y ¥(z) y fijando A= = =0
53T §°T 52T
T L Ve e Ym0

Esta expresion se puede reescribir en términos del propagador del fermién y del vértice propio
fermién-fotén que estdn dados respectivamente en las ecuaciones (3.38) y (3.46), tal que

ouel'(xyy, 2) = e [54(x — S Ha —2) = 04z — 2)S (z — y)] - (D.8)

Pasando al espacio de momentos se obtiene finalmente la identidad de Ward-Takahashi

PTu(k;pr,p2) =i [S™H(p2) = S7H(p1)] - (D.9)

Por otra parte, si en (D.6) tomamos la derivada funcional con respecto a A,(y), y otra vez
fijamos A = =1 = 0, se obtiene

52T A=0 1.on
B Ao ) oo T g T =0 D10
1
0Dy (,y) + EaQaya‘l(x —y) =0,

donde se usé la forma del inverso del propagador del fotén dada en (3.39). Sacando la trans-
formada de Fourier de esto, se obtiene

v
3
Por otra parte, recordando de (3.47) que en el espacio de momento el inverso del propagador

del fotén se puede escribir en términos del propagador no interactuante y de su autoenergia
de la forma

P | =Dt (p) + 6| =0 . (D.11)

Dy (p) = (Do) (p) + W (p) (D.12)

con
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_ 1
(Do) (P) = P60 — (1 - §> Pubv (D.13)
tenemos entonces que
7 -1 2 L\ o P’
P*(Do)yw (p) =p°pp — | 1 — §) VP ="gp (D.14)

tal que sustituyendo (D.12) y (D.14) en (D.11) obtenemos finalmente la identidad de Ward
para la autoenergia del fotén
p‘uHu,,(p) =0, (D'15)

es decir, las correcciones al propagador del fotén son transversas, con lo cual se pueden escribir
en términos de una funcién escalar de la forma

W (0?) = (6,00 — pupo)(P?) . (D.16)

D.2. Identidad de Ward-Takahashi axial

El rompimiento dindmico de simetria en QCD y caracteristicas fenomenolégicas del limite
quiral, como que la masa de los bolsones de Goldstone sea cero en dicho limite, se pueden
entender por la preservacion de la identidad de Ward-Takahashi axial, la cual se debe de ser
valida en cualquier truncacién de las DSE. En el limite quiral esta identidad toma la forma

—iP, L5, (P5p) = S; (0475 + 755, (0-) (D.17)

donde I's,(P;p) es el vértice del vector axial, v5 es el vértice pseudoescalar y S¢(p) es el
propagador de quark de sabor f. La DSE para I's,,(P;p) se escribe como

16warpr / dq
3m? (2m)

g
tal que contrayendo con —iP, y usando la identidad de Ward-Takahashi axial

U5 (P5p) = 757 — 175 #(q4+) 5. (P3 ) Sg(g-)vw (D.18)

S )y + 755, H(p-) = —ivs P

_ 167roqR/ d*q
3m? (2m)

1S (a+) [5,71(%)75 + 7559, (q-) | Sgla-)w
(D.19)

de lo cual se sigue

_ _ ) 167 d*
S P+ ) + 7559, (p-) = —ivs P — - / :

3m2 | (2m)t [0 7559 (a=)v + 7S¢ (a4 )75
(D.20)
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Ahora, dado que ¢ = ¢+ P,q_ =qy S;l(p) = ip + My, obtenemos

[ig + i + Mylys + yslig + M) = —ivs P
B 1671'04[3/ d4q —ig+Mg
sm2 ) ot ez (D.21)

T kel 7]
T 9 a2 /5 )
v qi—i—M? v

conmutando 5 de ambos lados de la ecuacién, facilmente se llega a la relacién

—if + M, igh + My

. D.22
q* + M2 qi%—Mf K ( )

16margr / dq
- (277)4 7V

Multiplicando (D.22) por I4,4 y sacando la traza sobre los indices de Dirac, y luego multipli-
cando (D.22) ahora por P y sacando la traza, se obtienen respectivamente las ecuaciones

64rarp / d4q My M,
M;+ M, = + : D.23
ST 32 @2m)* | gf + M7 g* + M (D-23)
d'q | P-qy P-q
0=W = / - D.24
(2m)* | @} + M @+ M .

En el limite quiral P? = 0 se tiene que My = M, = My, con lo cual (D.23) se escribe en este
limite de la forma

(D.25)

64rarp dq My
My = 2 4.2 2
3m2 (2m)% ¢? + Mg

la cual es justamente la ecuacién de gap vista en el capitulo 5 para la masa dindmica de un
quark. Por otra parte, desarrollando el lado derecho de (D.24)

OZW:/<§§4

_ / d'q

) (2m)
Haciendo el cambio de variable ¢ —+ ¢ — P y ocupando la parametrizacién de Feynman de
un parametro vista en el Apéndice C, sin mucho problema se obtiene

(q- P+ P?) (> + M2) —q- P(q* +2q- P+ P + M3)
(3 + M7)(¢* + M2)
¢*P? + Mg P> —q- P(2q- P+ P? + M} — M)
(3 + M7)(¢* + M2)

(D.26)

.P)2
o /1 / dtq | @ =2 + MG, (g P)f(ai P My M) D27
(2ﬂ.) 2 2 :
’ (a2 +13,) (a2 +13,)



94 APENDICE D. IDENTIDAD DE WARD-TAKAHASHI

con smfcg = M]%x + MZ(1— ) +2(1 —2)P>

El dltimo término de (D.27) se hace cero como se demuestra en el capitulo 5, tal que al
realizar la integral sobre la parte angular se obtiene finalmente

d4 (1 — 2cos*0 -i-fm

0 — // qq )2
2

q+£)ﬁfg>

_/ / q §q +9ﬁ?pg
o 274 2
0 (2m) (q2 + gm?g)

Esta ecuacion es la identidad Ward-Takahashi axial que se ocupa en los capitulos 5 y 6 cuando
se esta trabajando con kernels de la DSE y BSE para los mesones pseudoescalares, tal que
nos dice que el modelo esta regularizado de tal forma que se evitan divergencias cuadraticas
v logaritmicas si y sélo si se satisface esta identidad.

(D.28)




Apéndice E

Calculo de integrales de la
regularizacion por tiempo propio

En los capitulos 5, 6 y 7 de la presente tesis aparecen integrales de la forma

dg  fO0,2)
/(27:)14 <q2+gﬁ§c9)j ’ (E.1)

donde ﬂﬁfcg = M]%x + M92(1 —z)+x(1—2)P?y j=1,2,3. Como se verd a continuacién, el
signo de im?f €8 muy importante al calcular estas integrales, ya que se debe de proceder de
una forma u otra si esta funcién toma valores negativos o no. En el capitulo 5, al momento de
obtener la ecuacién de gap en la interaccion de contacto y regularizar, se encontré la relacién

d*q 1 1 Tir T
= “Cem T dr . E.2
/ (2m)t >+ M? 1672 /Tgv e T (E2)

Con esta idea, se definen las siguientes funciones para E)ﬁ?c g >0

2
1 (TR,
Ilp(mt?g) = 167‘(‘2/2 T_2€ Tf)ﬁ?ng s (EBa)
Tuv
2
1 (TR,
IZp(m?g) = ]_67‘('2/2 T_le Tming 5 (E3b)
Tuv
2
1 1 TIR  __gp2
Isp(MF,) = <2> 167r2/2 e Miadr (E.3c)
v

donde el subindice p indica justamente que se considera zmig positiva. Usando (E.2) se ve
claramente que

d'q 1 2
@n) @+ 02, Lp(Myg) - (E-4)
g
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Luego, notando que

1 0 1
=~ E.5a)
2 2 \2 2 2 2 ) (
(q* + 25%,) 0%, (q +mfg>
1 1 02 1
=5 ) (E.5b)
(q? +Dﬁ%g)3 28(93??@9)2 <q2 +£mfcg>
se obtiene
dq 1 d )
= ——0L(M
/ (277-)4 (q2 _i_f):)’t}g)Q am?‘g 1( fg)
1 9 TIQR —2 —7TM2
= 162 asm? [/2 7 2e fadT] (E.6)
g Tov
1 TIQR -1 _—T1In2
~ 1672 ), e Tiedr
d*q 1 1 02
— Il(m2 )
/ (2m)* (> +9m3,)3  20(9Mm3,)? 19
1) 1 0 [/TIR —2_—7T3
—\3 2 22 T fodr (E.7)
<2 167 8(imfg) 2y
2
1 1 IR —7'9312
- <2) 1672 /75 e Hedr
con lo cual
diq 1 1 (TR _, e
e = Dy, =y [ 2 dr (E.8a)
27)% ¢ + M2 PR g 1672 J 2 ’
fg Tov
d4q 1 2 1 TIQR _1 77_9),{2
/ Gyt @ v ) = T (E.8b)
g Tov
diq 1 1\ 1 [TR g
=13 (DﬁQ )= () / e T fadr . (E.8¢c)
2 p\~ Ly
/ (2m)* (¢ + M3 )3 g 2) 1672 )2

Para dar una forma mas sencilla de como calcular estas integrales, notemos que

I 9ﬁ2 1 1 TIQR 77_{7)?? d 1 eiTlg'Vm?‘g _ eiTIQRm?‘g B 9
— — _— g = . .
3P( fg) 9 1671'2 /TI%V € T 167T2 2. mt?g ( )




Luego, introduciendo la siguiente forma de la funcién integral exponencial

oo ,—t —u ,—t

o0

que estd definida para valores negativos de u, notamos que

1/AZ, . 1/AZ, . S .
T e Tdr = T e Tdr + T e Tdr
1/A%,, 1

00 /A%JV
1/AZ, . 1/A%,, .

:/ T erT—/ T e Tdr
o0 [oe)

= Ei(=1/Afg) — Ei(=1/A%y)
tal que haciendo el cambio de variable 7 — 7'9)?3@ se obtiene
1 1/A%g

_ 1 My, /AR
Izp(m?cg) = 16 2/ T le Tim?ng = 16 2/ '
T J1/A%, ™ m3_ /A%y

e dr
1
T 1672 [EZ (_im?”g/A%R) - E; (_Sm?”g/AQUV)]

Por otro lado, dado que integrando por partes se obtiene la relacién

eCI 1 eCCC ecx
w—ndx: p— [_33111+6/de] , paran#1 |

Vemos que

1 1/A%, )
2 _ —2 —7TM
Ilp(mfg) = 16771' 1/A?J T € fadr
2
U [ e N YR e
1672 1/A? fa 1/A2 T T ’
uv

tal que usando (E.12) se llega a que

1 _ _
Lp(M3,) = =3 [Azwe Mio/Aby _ A2 e~ WFe/A R _ 9]{%9[217(9)13(9)}
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(E.10)

(E.11)

(E.12)

(E.13)

(E.14)

(E.15)

Resumiendo todo lo anterior, integrales de la forma de (E.1) para Em} g > 0 se calculan como
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1 -
Iy (M) = w5 [ABye ™o/ v — Afpe o/ Ain — ol o, (003, (E.16a)
1
IQP(Em?”g) ~ 1672 [EZ (_Em?‘g/A%R) — L (_m?‘g/A%JV)] ) (E.16Db)
r 72 9n2 2 o2
]_ e UV="fg — e IR fg
I3, (MF,) = e > 2 ] (E.16¢)
L g

Por otra parte, como ya se mencioné anteriormente que la funcién integral exponencial dada
en (E.10) solo estd definida para argumentos negativos, para Em} g < 0Ose definen las siguientes
funciones

1 iR
Iln(gﬁ?ﬂg) = W /2 7'7267—9:”?96[7' y (E17a)
T,
1 iR
IQn(m?fg) = 1671'2/2 7™ Fodr , (E.17b)
Tov
1\ 1 [Tr g
I3n(mt?g) = <2> @ /2 eTEmfng s (E17C)
TUv

donde el subindice n indica que en este caso se esta considerando explicitamente que 9)?% g €8

negativa. Entonces, cambiando el signo de 9323[ g en (E.16), las integrales I Jfg se escriben en
términos de funciones integral exponencial y exponencial de la forma

1

[ 2 2 2 2
L1 (M7,) = 6 AZy iolNov A2 3 L, (M3)| (E.18a)
1
r 7_2 Dﬁ2 7_2 mQ
]_ e IR fg — ' UV fg
2y —
L g

Por tltimo, de (E.8¢) vemos que esta integral no necesariamente se debe de regular ya que
no diverge, con lo cual se definen la nueva funcién

1 1 [ 1 1
LOR) = (=) — [ e ™hdr = — . E.1
3(M) <2> 167r2/0 T T 16 <2m29> (E.19)




Apéndice F

Calculo de trazas del kernel de la
anomalia no abeliana

En la BSA para los mesones 7 y 1’ obtenida en el capitulo 6 aparecen dos trazas sobre los
indices de color, sabor y espinor que se deben de calcular para dar la forma explicita del
kernel de la contribucién de la anomalia no abeliana K 4. Como cada una de estas trazas se
divide a su vez en varias trazas sobre los indices de Dirac, el célculo no es tan directo y por
ello en este Apéndice se desarrollaran los cdlculos de manera explicita.

F.1. Calculo de Tr [Zv5x,./]

Al sacar la traza sobre los indices de color simplemente se obtiene el factor IN., mientras que
para los indices de sabor se separan Z'y X, ,/(P;q) en sus componentes usando (6.11) y (6.5)
respectivamente, tal que

Tr [Zvsxnm (P;q)] = NeTrp [275Sz(q+)Fi,,n/ (P;q)Si(q-) + V2Vav585(q)T5 . (P; Q)SS(Q—)}

(F.1)
De la forma general que obtiene en nuestro modelo la BSA para mesones pseudoescalares
dada en (5.25), las trazas sobre los indices de Dirac de (F.1) se calculan como

Trp [1587(a4)T5 , (P5 @)Sy(a-)| = Tro bsSy(a: )18 (a-)) i, (P)

Jal (P (F.2)
+Trp [v5S7(q)vsPSr(q-)] 77;\'4;) :
Luego, definiendo
TIPE(P;q) = Trp [vsSs (g4 )75 (q-)] (F.3a)
T (Piq) = Trp [1555 (a4 )7 PSs(a-)] (F.3b)
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la ecuacién (F.2) se reescribe como

F! (P)
71 15810 (05 P)Spa-) | = |T1EF i) (P) + [iT 20| ==
f (F.4)
=i |T/EPE] (P) + T/EF En ()
- nn’ M; ’
y entonces, usando esto en (F.1), se llega a que
F! (P)
CN IEE pol IEF ",
Tr [Zy5Xny (P;q)] = iNe [2 (T E, (P)+T nan>
(F.5)
+ \/iv TsEEEs (P) +TSEF Fiﬂ?/(P)
A nn’ M, :
Definiendo
=2, b°=v2V, , (F.6a)
1
dE =1, d"=_—- F.6b
=5 (F.6b)
TE _ pof TF _ nf
Anm’ B Enm’ ’ An,n’ - Fn,n’ ’ (F.6c)
vemos que la traza de (F.1) toma finalmente la forma
. I
Tr [Zvsxny (Pi)] =iNe Y > vl a T (Pig)All (P) (F.7)

f=l,s [=E,F

Por otra parte, para calcular explicitamente las trazas T7! de (F.3) se procede de manera
parecida a como se hizo con el kernel Kpg del capitulo 5, es decir, se hace el cambio de
variable ¢ — ¢ — x P y se usa la parametrizacién de Feynman vista en la primera seccién del
Apéndice C, tal que

T'EE = Trp [v5.S(q4)7v55 1 (g-)]
—ig, + My —ig_+ M;
5 D) 9 5 D) 5

¢ —x(1 —x)P? —}-M]% +(¢-P)(1 —2x)

<q2 + Em?p) ’

=Trp

q—q—xP (FS)

=4
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TFEF = —iTrp [v5S¢ (a4 )75 PSt(a-)]

—ig, + My —ig_ + My
:_Z.TTD 75( 2+ 2 >75P< 2_ D)
g5 + M =+ Mg ) L p (F.9)
4M P>
2 2 ’
(q +?mf)
donde
M2 = szcgyf:g =aMj+ (1—2)M} +x(1 — 2)P* = M} + x(1 — 2)P? . (F.10)

F.2. Calculo de Tr [Zv;Px,./]

Procediendo de manera similar a como se hizo en la seccion anterior, al sacar la traza sobre
los indices de color y sabor se sigue que

Tr [ZvsPxny (P;q)] = NeTrp [275P51(Q+)F£7,77/(P; q)Si(q-)

(F.11)
+V2Vars P80 )T (Pi0)Ss(a-)]

Luego, usando la forma de la BSA para los mesones pseudoescalares de (5.25), se obtiene

Trp |35 PSp(a4)TS (4 P)Ss(a-)| = Trp [15PSs(a1 )18 (a-)] i, (P)

P (P) (F.12)
+Trp [v5PSs(q4 )15 PSp(q-)] MTf
Entonces, definiendo
—~iTHE = Trp [y S (a1 )75 (q-)] (F.13a)
T = Trp [y PSt(as)vsPSs(a-)] (F.13Db)
la dltima ecuacién se reescribe como
Trp [15PSi(a)T, (Pia)Sy(a-)| = |~/ FE i), (P) + |T/7F] P (P)
DAV 2 G+ )L g (5 4)0f 4 )| = nn' M;
’ (F.14)
Fy o (P)

fFE f FEF - nn
T EW,(P)—i—T 7Mf
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Finalmente, usando (F.14), la traza de (F.11) toma la forma

! (P)
Tr [295P Xy (P )] = Ne [2 (TlF PE (P)+ 1T — )

(F.15)
FE rrty n/(P)
+V2Va [ TFEES (P)+T° 11
lo que se reescribe usando las funciones de (F.6) como
Tr (29 Pxoa (Pig)] = Ne Y > vld T/ (Pig)All (P) (F.16)
f=l,s I=E,F
donde explititamente las trazas 7757 de (F.13) toman la forma
I = iTrp [y PSp(ar) 7557 (q-)]
—ig + M —ig_+ My
=1Irp 75P( 2+ 2 )75( 2_ )
g3 + My =+ Mg )| ep (F.17)
_ AMP?
=—7_
2 2
(q +9ﬁf>
I = Trp [v5 PS5 (a1 )5 PSs(q-)]
. —ig, + M —ig_+ Mj
= —iTrp VP <2+J\42> V5P (2]\42
q+ + f q— + f q—>q—a:P (F18)

—13+ M}% —2(1—2)P*+ (¢- P) (1 —2x)
2
Z=)

= —4p?
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