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Resumen

El proposito de este estudio fue analizar como el uso sistematico de un Sistema de
Geometria Dindmica (SGD) contribuye e influye en las formas de razonamiento que
estudiantes de nivel bachillerato construyen y exhiben en la resolucién de problemas
verbales. Los participantes trabajaron en un escenario estructurado en términos de la
resolucion de problemas y mostraron dos acercamientos de solucion relacionados: Un
enfoque geométrico-dinamico, que les permitié construir, explorar y resolver los problemas
geométricamente; y un segundo acercamiento que incluye el planteamiento de ecuaciones a

partir de analizar los modelos dindmicos resultantes del primer acercamiento.

El estudio se realiz6 con un grupo de 20 estudiantes de nivel bachillerato que se encontraba
cursando la materia de Matematicas I en el primer semestre. La implementacion y el
desarrollo de las actividades y las tareas incluyeron 28 sesiones de dos horas cada una. Para
el desarrollo de las sesiones, se formaron diez parejas de estudiantes, se proporciond a cada
una un iPad con las apps de GeoGebra instaladas, y se dispuso de un proyector para que
pudieran presentar sus acercamientos al resto del grupo. Esta organizacion fue debido a que
solo se contd con diez iPads para los estudiantes. También cabe sefialar que no se tuvo acceso

a internet durante las sesiones.

Los resultados muestran que los estudiantes se apropiaron de recursos y estrategias
mediadas por el SGD que permitieron representar geométricamente los conceptos
involucrados en los problemas, explorar y analizar relaciones entre los elementos de los
modelos dindmicos construidos y hallar las soluciones. Asimismo, gracias a la exploracion y
analisis de relaciones, fue posible discutir con los estudiantes conceptos que no solo no se
abordan cuando se resuelven estos problemas, sino que estdn intimamente asociados con
temas como razon, dominio, valores maximos y minimos, conicas, proporcionalidad directa

e inversa.
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Abstract

The aim of this study was to analyze the extent to which the systematic high school
students’ use of a Dynamic Geometry System (DGS) shapes and influences their ways of
reasoning to represent and solve word problems. Based on a problem-solving framework, the
participants showed two main approaches to deal with the problems: One that involves the
construction of dynamic models of the problems that helped them identify and explore
mathematical relationships that were important to solve the problems; and a second approach
that focused on finding a parametrization of objects’ behaviors that were involved in the

models.

The study was carried out with a group of 20 high school students who were studying a
first algebra course. The implementation and development of the activities and tasks included
28 sessions of two hours each. During the development of the sessions, the students worked
in pairs using GeoGebra via an iPad. A projector was available so that the participants could

present their approaches to the rest of the group.

The results showed that the students consistently developed resources and strategies
proper and associated with the use of a DGS such as dragging objects within the task model,
finding loci, and exploring mathematical relations to approach and solve the problems.
Likewise, the participants’ representations, exploration and analysis of relationships led them
to discuss geometric meaning of involved concepts that were relevant to solve the tasks. In
addition, themes that emerged during the participants’ word problems approach include ratio
of parameters, domains of relationships, optimization points, and conic sections. Thus, the
students’ use of GeoGebra was important to activate the tools affordances to represent and

reason to solve the problems.
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Capitulo 1: El Problema de Investigacion

En este capitulo se introduce la problematica y el contexto de la investigacion en términos
de establecer una relacion entre el estudio del dlgebra, la resolucion de problemas verbales y
el uso de tecnologias digitales. Se presentan algunos antecedentes sobre la resolucion de
problemas verbales con el uso de tecnologia, para comprender ;qué se ha hecho? y ;qué
sigue? Asi, se propone y se justifica el problema de investigacion. Finalmente, se plantea la

pregunta que guio esta investigacion.

1.1 Descripcion de la problematica.

Sobre tecnologia digital.

En la actualidad, cada vez mas jovenes tienen acceso a tecnologias digitales que les
permiten comunicarse con sus amigos a través de las redes sociales, compartir informacion,
jugar en linea, interactuar con otras personas, asi como obtener informacion de todo tipo de
temas. Estas tecnologias digitales, a través de una amplia gama de dispositivos, también
tienen presencia dentro del contexto educativo del estudiante. En particular, en el estudio de
las matemadticas se cuenta con herramientas o desarrollos digitales como calculadoras
graficas y simbolicas, aplicaciones de accion matematica (como GeoGebra) para teléfonos
inteligentes, pizarras interactivas y computadoras. Algunas aplicaciones permiten trazar
graficos, resolver ecuaciones y comunicar informacidn, creando oportunidades para el
desarrollo de la comprension matematica al favorecer multiples formas de representar,
conectar y explorar conceptos matematicos (Ndlovu et al., 2020; Roschelle et al., 2017). De
hecho, Santos-Trigo y Aguilar-Magallon (2018) afirman que el uso coordinado y sistematico
de estas herramientas o desarrollos digitales influye y amplia no solo las formas de
representar y explorar los problemas o conceptos matematicos, sino también las dinamicas

que se originan en los ambientes de ensefanza-aprendizaje.

Sin embargo, incorporar las tecnologias digitales de forma productiva en estos ambientes
no ha sido un proceso sencillo. Hoy en dia su implementacién continta por detras de la
velocidad de la evolucion digital, posiciondndola en un estatus marginal en lo que a
educacion matematica se refiere (Cevikbas & Kaiser, 2020). Y esto a pesar de que se

reconoce que el uso de la tecnologia digital en los ambientes de ensefianza-aprendizaje es
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una necesidad en el siglo XXI, resulta importante analizar cobmo el uso sistematico de
diversas tecnologias incide en la formacién matematica de los estudiantes (National Council

of Teachers of Mathematics [NCTM], 2011).

Entre las dificultades de su implementacion se pueden sefialar la gran cantidad de
contenidos, los cuales se centran en procedimientos y reglas, las caracteristicas de las tareas
de instruccion y que un numero considerable de profesores no tiene el entrenamiento que se
requiere (Arcavi et al., 2017). Por ejemplo, en Algebra es comun encontrarse con
“problemas” que piden hallar las raices de una ecuacion cuadrética, ;como abordarlos si se
permite el uso de una computadora o de una aplicacion de teléfono inteligente? Mas aun,
(cudl es el aprendizaje que se promueve en los estudiantes si se permite solucionarlos con
tecnologia? Este tipo de problemas dejan de ser problemas si se incluye el uso de tecnologia
digital, pues con solo introducir en el dispositivo la ecuacion planteada se obtendria el
resultado sin necesidad de desarrollar los algoritmos o procedimientos que se hacen cuando

se trabaja en lapiz y papel.

Para implementar la tecnologia digital en la resolucion de problemas, Arcavi et al. (2017)
proponen que los contenidos deben transitar de un enfoque centrado en procedimientos y
reglas a uno mas conceptual, donde aspectos técnicos del Algebra como despejar variables,
simplificar expresiones, desarrollar operaciones entre expresiones algebraicas, resolver
sistemas de ecuaciones, derivar, puedan ser solventados con las herramientas o desarrollos
digitales para que los estudiantes dediquen mas tiempo a desarrollar recursos y estrategias
que permitan describir relaciones y resolver problemas que involucren la construccion y uso

de relaciones funcionales.

Aunque esto pareciera que desatiende ideas o elementos importantes del Algebra, no es
asi, sino todo lo contrario, analizar la forma en que se relacionan dos objetos o conceptos
matematicos a través de identificar patrones o invariantes es uno de los objetivos principales
en el estudio del Algebra porque favorece la comprension conceptual de los procesos

algebraicos (Kieran, 2020).

Entonces, si se implementa la tecnologia digital en las clases de matematicas, (es
necesario modificar los contenidos que se imparten en los planes de estudio de Matematicas

o la forma en como se imparten? El debate que mantiene la comunidad académica sobre el
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impacto que puede tener el uso de tecnologia en el curriculo oficial sigue siendo polémico
(Rojano & Sutherland, 2020). Sin embargo, su inclusion obliga a reflexionar sobre la
pertinencia de los temas que se ensefian en Algebra y la manera en que se ensefian; dado que
gran parte de estos temas estdn orientados a dominar reglas y algoritmos, los estudiantes
deben aprender a decidir cudles procedimientos delegan a la tecnologia y cudles valen la pena

ser analizados en términos de significados y formas de resolver problemas (Thomas, 2017).

Sobre Algebra.

Describir qué es el algebra en el ambito educativo implica analizar las diversas
interpretaciones que pueden darse a sus conceptos basicos y al pensamiento algebraico
(Kendal & Stacey, 2004). Una idea central en el estudio del algebra es la idea de
generalizacion, que involucra el uso de un sistema de simbolos y un lenguaje propio para
representar y operar la generalidad de situaciones expresadas verbalmente (Mason, 2005). Es
decir, con algebra es posible representar ideas abstractas y utilizarlas para comprender un

fenomeno especifico.

Por ejemplo, si se utiliza la letra n para representar el nimero de lados de un poligono
regular, se puede plantear una féormula (funcién) en términos de » para calcular la suma de
los angulos interiores de un poligono de » lados; estableciendo esta generalidad es posible
comprender el fendmeno de como cambia la suma de los angulos interiores de un poligono
regular en términos del nimero de sus lados (en este caso, n actlla como una variable de una
expresion algebraica “/80(n — 2)” que, en dicho contexto, solo tiene sentido para valores

enteros mayores que 2).

La generalizacion en el comportamiento de un fendmeno se establece mediante el
reconocimiento de patrones, que significa identificar lo que es constante de caso en caso, asi
como lo que varia entre casos (en el ejemplo anterior los casos serian el tridngulo, el
cuadrado, el pentagono, el hexdgono, etc.). Y esto es, justamente, uno de los objetivos
principales cuando se estudia Algebra (Kieran, 2020). Ademas, una vez que se establece una
generalizacion, respecto a una estructura matematica, puede llegar a ser: un punto de partida
para realizar nuevas exploraciones en matematicas, una herramienta para resolver problemas

o una base formal para el razonamiento deductivo (Kilhamn et al., 2019).
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En este contexto, los entornos digitales juegan un papel importante en los procesos de
aprendizaje de los estudiantes, porque les permiten acceder con anticipacion a ideas valiosas
en Algebra (y por ende en Matematicas): la generalizacion y el analisis de la variacion
(Rojano, 2018). Conforme la tecnologia ha ido evolucionando, han surgido propuestas o
enfoques que intentan integrarla en los planes de estudio de matematicas: los han ido
cambiando gradualmente de un enfoque tradicional, donde dedican gran parte de su
contenido al desarrollo de competencias asociadas a la manipulacién simbdlica para que los
estudiantes resuelvan ecuaciones algebraicas y generen expresiones algebraicas equivalentes,
a un enfoque que destaca las relaciones funcionales, donde se promueve la modelacion
matematica y el uso de herramientas digitales (como los sistemas de dlgebra computacional)
que permiten la integracion efectiva del algebra con las otras ramas centrales de las
matematicas que se ensefian en la escuela (Fey & Smith, 2017). De hecho, es reconocido que,
independientemente del uso de tecnologia digital, el tema de funciones es un hilo conductor
a lo largo del plan de estudios de matematicas porque permite que los estudiantes adquieran
una variedad de habilidades matemadticas: reconocer y describir relaciones funcionales,
analizar, interpretar y comparar diversas representaciones de funciones, caracterizarlas por

sus propiedades y resolver problemas con ayuda de funciones (Giinster & Weigand, 2020).

Asi, bajo el enfoque de funciones, el Algebra puede ser visto como un medio para modelar
situaciones y fendmenos de una diversidad de contextos en el cual se equilibra el aprendizaje
de conceptos y técnicas y el desarrollo de habilidades para la resolucion de problemas
(Graham et al., 2010; Rojano, 2018). Entonces, en lugar de pensar en el algebra como una
coleccion de técnicas de manipulacion de simbolos para encontrar valores desconocidos de
x (incédgnita), tiene mas sentido pensarlo como una forma de expresar y razonar sobre las
relaciones entre cantidades o datos que varian en un problema, donde no solo se motiva el
desarrollo del pensamiento algebraico, sino también el desarrollo del pensamiento funcional.

Ante esto, surge la pregunta ;qué tipo de problemas deben plantearse?

En un curso comun de Algebra los problemas verbales ocupan un espacio significativo en
el plan de estudios de la disciplina, porque introducen a los estudiantes en el planteamiento
de ecuaciones, posiciondndolos, asi, como uno de los temas mas relevantes cuando se estudia
Algebra (Amado et al., 2019). Por esta razon, antes de usar o plantear otros tipos de

problemas, vale la pena considerar a los problemas verbales para resolverlos bajo un enfoque
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orientado a funciones con el uso de tecnologia digital y, posteriormente, analizar los

resultados.

Sobre problemas verbales

Los problemas verbales se caracterizan por ser descripciones de situaciones problematicas
en las que se plantean una o mas preguntas y que, para llegar a su solucion, es necesario
utilizar los datos numéricos y formular relaciones asociadas con en el enunciado del problema
(Verschaffel et al., 2000). En los planes de estudio se destaca la importancia de que los
estudiantes, al enfrentarse a problemas verbales, puedan desarrollar sus habilidades para
resolver problemas y aprender nuevos conceptos (Verschaffel et al., 2020). Un ejemplo de

problema verbal es:

Una llave puede llenar un depdsito en 10 minutos y otra en 20 minutos. ;En cudnto tiempo

pueden llenar el deposito las dos llaves juntas? (Baldor, 2001, p. 259)

Como puede notarse, el problema cuenta con los datos suficientes para responder la
pregunta. Lo unico que debe hacerse es identificar la relacion que hay entre los datos
conocidos y la incognita, que en este caso es que la suma de las cantidades de los litros que
llena cada llave por minuto equivale a la cantidad de litros que llenan ambas por minuto.
Aunque parece redundante no lo es, esta equivalencia se expresa algebraicamente como:
V/10+V /20 =V /x, donde V es el volumen del depdsito en litros, y x son los minutos en
que llenan el depdsito las dos llaves si trabajan juntas. Si se resuelve la ecuacion para x, se

obtiene la solucion del problema (x = 20/3 = 6. 6 minutos).

Entre los objetivos de este tipo de problemas, destaca el que los estudiantes logren plantear
ecuaciones algebraicas para resolverlos. Y para ello, normalmente recurren a un esquema
muy similar al propuesto por Rees y Sparks (2005) en su libro de Algebra, el cual se divide
en seis pasos: 1) comprender el problema; 2) identificar los datos conocidos y desconocidos;
3) asignar a un dato desconocido la incdgnita (generalmente representada con la letra x); 4)
expresar los datos desconocidos que restan en términos de la incognita; 5) formular la
ecuacion; y, 6) resolver la ecuacién y comprobar el resultado. La intencidon de este esquema
u otros parecidos es que los estudiantes tengan una guia que les permita enfrentarse a los

problemas verbales mediante recursos y procedimientos algebraicos y solucionarlos.
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Sin embargo, bajo este enfoque tradicional donde la prioridad es plantear y resolver
ecuaciones para obtener la solucion de los problemas, se ha identificado que, a pesar de que
los estudiantes los resuelven correctamente, no muestran una comprension plena de las
situaciones que se les plantean. Esto se debe a que una de las habilidades que desarrollan,
cuando implementan estos procedimientos, es la de reconocer o identificar palabras clave
como “mas”, “la diferencia de”, “el doble de”, “es igual a”, etc., que los guian a la seleccion
de alguna operacion aritmética, formula geométrica o expresion algebraica que les permite
resolver el problema sin necesidad de prestar atencion a su contexto (Verschaffel et al., 2000).
Ademas, muchos estudiantes, aunque conocen los métodos algebraicos para resolver

problemas verbales, prefieren utilizar calculos numéricos, optando por el razonamiento

aritmético en lugar del algebraico (Amado et al., 2019).

Entonces, ;qué tipo de razonamiento se promueve o fomenta en los estudiantes cuando se
enfrentan a los problemas verbales? ; Tiene sentido enfocar la atencion hacia la construccion
de los modelos algebraicos de los problemas verbales? ;Deben modificarse los problemas o
las formas de resolverlos? En general, cuando los estudiantes se enfrentan a problemas
matematicos se espera que desarrollen: una base de conocimiento organizado y flexiblemente
accesible que involucre el conocimiento conceptual relevante (por ejemplo, conocimiento de
los diferentes tipos de problemas) y el conocimiento procedimental (es decir, estrategias de
solucion formales e informales); heuristicas, que son estrategias para identificar patrones,
invariantes o relaciones que ayudan a resolver un problema cuando se desconoce algin
procedimiento o férmula para obtener su solucion; estrategias metacognitivas, es decir,
estrategias para monitorear y autoevaluar los procesos utilizados en la resolucion de
problemas y; actitudes consistentes con el quehacer de la disciplina (Schoenfeld, 1985, 1992;
De Corte et al., 1996). En este sentido, las dificultades que presentan los estudiantes para
aprender nuevas estrategias o formas de razonamiento que les permitan resolver problemas
verbales es posible que se deban a una ensefianza basada en un enfoque que privilegia el uso
de reglas y procedimientos para resolverlos (Gokkurt et al., 2018). Cambiar el enfoque en las
formas de resolverlos ha mostrado que contribuye a construir nuevas formas de razonamiento
en los estudiantes y a mejorar su comprension (Verschaffel et al., 2020). ;En qué consisten
estas propuestas y qué impacto han tenido sobre el tipo de razonamiento que construyen los

estudiantes? ;Incluyen el uso de tecnologia digital?
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1.2 Antecedentes

Las propuestas curriculares en el estudio del Algebra se han ido actualizando, y enfatizan
cada vez mas en la importancia de que los estudiantes se involucren en actividades de
razonamiento y comprension de significados del enunciado y sus soluciones, de tal manera
que puedan explorar e identificar patrones, relaciones y funciones, construir modelos de
situaciones que involucran fenémenos de variacion, y discutir sobre las estructuras asociadas
con el uso de simbolos algebraicos (Graham et al., 2010). En particular, en la resolucion de
problemas verbales han surgido propuestas con base en el marco de resolucion de problemas
que buscan que los estudiantes experimenten, articulen y debatan sobre los diferentes
acercamientos a la solucion (Blum & Niss, 1991; Verschaffel et al., 2000). Los resultados

indican que es viable y mas productivo trabajar bajo este enfoque.

Vargas-Alejo y Guzman-Hernandez (2012) documentaron sobre las técnicas que alumnos
de primer semestre de bachillerato utilizaron en su interaccion con la hoja electronica de
calculo (Excel) para resolver problemas algebraicos verbales de tasa: los autores distinguen
este tipo de problemas por establecer relaciones entre cantidades no homogéneas como
tiempo y dinero (ejemplo, “para la presentacion de una obra de teatro se venden boletos de
preventa a 40 y a $50 el dia del espectaculo. Si entraron 480 personas al teatro y se obtuvieron
$21000, ;cuantas personas compraron boleto de preventa y cuantas compraron el dia del
espectaculo?” p. 94). Mostraron como el uso de la tecnologia posibilité el surgimiento de
nuevas técnicas (“fabla de valores, calculadora, formulas recursivas, ensayo numérico
sistematizado, relacion entre celdas de la misma fila, tomando una columna o varias de ellas
como variables, y celda como variable” p. 105) y propicio la exploracion, la busqueda de
patrones y relaciones, la formulacion de conjeturas y la generalizacion, formalizacion y
justificacion de argumentos. Los autores concluyeron que la hoja electronica de célculo
permitié el desarrollo del razonamiento algebraico asociado con la generalizaciéon y la
expresion de generalidades, usando lenguajes simbolicos cada vez mas formales. No
obstante, también identificaron que los estudiantes tuvieron dificultades para determinar los
significados de los simbolos x e y: los utilizaban como etiquetas, no los operaban o

manipulaban como incdgnitas o variables.
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Arnau y Puig (2013) presentaron una investigacion en la cual analizaron como influia la
ensenanza de resolucion de problemas verbales de diversos contextos con la hoja de calculo
en estudiantes de segundo curso de secundaria obligatoria (entre 13 y 14 afos). Ellos
concluyeron que el potencial dindmico de la hoja de calculo favorecio el desarrollo de
estrategias apoyadas en la generacion de una gran cantidad de numeros, pero no contribuy6
en el aprendizaje de la resolucion algebraica de problemas. De hecho, observaron una
disminucioén del uso del lenguaje algebraico cuando se resolvian problemas y un aumento en
el uso de la estrategia de tanteo sistematico sobre las cantidades. Asi, advierten que, a pesar
de los beneficios o potencialidades que puede tener el uso de una hoja de calculo para resolver

problemas verbales, es necesario tener presentes los riesgos o contratiempos que encierra.

En un estudio mas reciente, elaborado por Amado et al. (2019), se analizaron las formas
en que, estudiantes de secundaria entre 13 y 14 afos, representaron y resolvieron problemas
verbales bajo un enfoque de resolucioén de problemas y con el uso de las herramientas de las
hojas de calculo. Los autores encontraron que, a pesar de que la hoja de calculo les ayud6 a
resolver los problemas e interpretar las soluciones como valores que satisfacen un conjunto
de condiciones que estan asociadas a las ecuaciones que comUnmente se utilizan para
resolverlos, los estudiantes no aprendieron a usar representaciones algebraicas para
resolverlos. La contribucion del uso de la hoja de calculo fue que le dieron sentido al concepto
de solucion de ecuaciones simultaneas, comprendieron que resolver un sistema de ecuaciones
lineales significaba obtener las coordenadas de un punto en el que se cruzan dos o mas
funciones. Asi, los autores concluyen que el uso de esta tecnologia en la resolucion de
problemas verbales permite conectar conceptos claves en el estudio del algebra: ecuaciones

y funciones.

Otras investigaciones que también han implementado hojas de célculo para la resolucion
de problemas verbales coinciden en que su uso promueve la identificacion de patrones de
comportamiento en datos numéricos y contribuye en el proceso de generalizacion,
beneficiando el transito de un lenguaje verbal a uno simbolico mediante un tratamiento

numérico (Filloy et al., 2001; Olvera-Martinez, 2010).
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En la Tabla 1.1 se sintetizan las caracteristicas de los estudios mencionados previamente.

Tabla 1.1 Sintesis de los antecedentes.

Estudio Participantes | Tecnologia Posibilidades Dificultades
Propici6 la exploracion, la
Vargas Alumnos de . busqpeda de patrones”y El significado atribuido a
Alejoy . Hoja relaciones, la formulacion .
. primer . : los simbolos x e y fue el de
Guzman- electronica | de  conjeturas 'y la| _.
. semestre de , o etiquetas y no el de
Hernandez . de célculo. | generalizacion, A .
bachillerato. o incognitas y variables.
(2012) formalizacion y
justificacion de argumentos.
Estudiantes .,
. Favoreci6 el desarrollo de I
de segundo Hoja . No contribuyé en el
Arnauy . estrategias apoyadas en la . .
. curso de electronica . aprendizaje de la resolucion
Puig (2013) . , generacion de una gran :
secundaria | de calculo. . . algebraica de problemas.
. . cantidad de ntimeros.
obligatoria.
Estudiantes Ayudd a resolver los .
. . No aprendieron a usar
de Hoja problemas ¢ interpretar las .
Amado et . . . representaciones
secundaria | electronica | soluciones como valores .
al. (2019) . . . algebraicas para resolver
entre 13y | decalculo. | que satisfacen un conjunto
~ . los problemas.
14 afios. de condiciones.

Estas investigaciones, muestran como la implementacion de un ambiente tecnoldgico
(hojas de calculo) en la resolucidon de problemas verbales puede ayudar a mejorar tanto la
comprension de los conceptos y objetos matematicos involucrados como el tipo de
razonamiento que construyen los estudiantes. Sin embargo, los resultados también muestran
debilidades al momento de formalizar los procedimientos algebraicos. Esto nos indica que
no solo hace falta mas investigacion sobre como implementar la tecnologia digital para que
los estudiantes experimenten practicas que los ayuden a mejorar el desarrollo del
pensamiento matematico, sino también sobre qué otras tecnologias o herramientas digitales
pueden permitir el cumplimiento de los objetivos del Algebra cuando se resuelven problemas

verbales (Verschaffel et al., 2020).

1.3 Planteamiento del problema

En el ambito educativo, el Algebra se ha centrado generalmente en la manipulacién de
simbolos y dominio de técnicas para resolver ecuaciones o desigualdades. Sin embargo, en
la actualidad, estas actividades pueden abordarse con el uso de aplicaciones digitales. Esto
sugiere que el enfoque que ha tenido el Algebra de realizar procedimientos de manipulacion
en lapiz y papel deberia cambiar a uno donde se privilegie el reconocimiento de estrategias
que produciran los resultados deseados y la interpretacion del significado de las respuestas

(NCTM, 2018). También es recomendable en el estudio del Algebra, segin Graham et al.
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(2010), que los estudiantes desarrollen experiencias en las que conecten o integren conceptos
algebraicos y geométricos en enfoques de resolucion de problemas, pues, de este modo, “las
interpretaciones geométricas de identidades algebraicas pueden ayudarles a dar significado

y sentido a los simbolos y calculos algebraicos” (p. 5).

En este contexto, el uso de un sistema de geometria dindmica (SGD), como GeoGebra,
puede ser clave para integrar conceptos algebraicos y geométricos en la resolucion de
problemas, ya que da la posibilidad de representarlos, explorarlos y resolverlos desde un
enfoque geométrico y dindmico, lo cual permite que los estudiantes puedan identificar
patrones, invariantes y relaciones entre los elementos de un modelo que est4 asociado a un

problema (Hoyles, 2018).

Santos-Trigo et al. (2019) coinciden en que el uso de un SGD puede ofrecer a los
estudiantes nuevas formas de representar problemas algebraicos a través del razonamiento
geométrico. Por ejemplo, representar problemas verbales mediante un SGD demandaria que
los estudiantes interpreten los enunciados en términos del significado de objetos geométricos,
y una vez construidos los modelos dindmicos podrian examinarlos moviendo sus elementos

para identificar patrones o relaciones que los lleven a resolver los problemas.

Al respecto, Bozkurt y Uygan (2020) reconocen el potencial didactico que tiene un SGD
como GeoGebra en la resolucion de problemas y la importancia de no usarlo de forma
convencional (como sistemas de softwares estaticos). Explican que los SGD, mediante el
arrastre, permiten a los estudiantes manipular objetos geométricos y explorar relaciones entre
ellos, ya que el arrastre es el resultado de mover elementos de las configuraciones dindmicas
sin cambiar sus relaciones geométricas subyacentes, lo que lo convierte en una estrategia

eficaz de estos sistemas para el andlisis y exploracion de estructuras matematicas.

En la misma direcciéon, Thomas (2017) sefala que el uso de un SGD también puede
emplearse para representar graficamente ecuaciones o funciones polinomiales y analizar sus
propiedades desde un enfoque geométrico, permitiendo a los estudiantes enfocar la atencion
hacia las propiedades y relaciones que se estudian de diversos dominios o areas de las
matematicas. En general, el uso de un SGD influye en cémo los estudiantes conocen,
comprenden y valoran las ideas matematicas, pues cambian las formas en que se representan,

exploran y resuelven problemas matematicos (Roschelle et al., 2017).
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Ante este panorama, es importante discutir y reflexionar hasta donde llega el alcance de
GeoGebra para expandir las formas de razonamiento de los estudiantes cuando resuelven
problemas algebraicos (Santos-Trigo et al.,, 2019). Por esta razén, el problema de
investigacion se centra en analizar y documentar de qué manera el uso de un sistema de
geometria dindmica (GeoGebra) permite el desarrollo de conocimiento y habilidades
matematicas en estudiantes del nivel medio superior al resolver problemas verbales, con el
objetivo de aportar mas evidencias a la discusion que hay alrededor del uso de tecnologia

digital en la resolucion de este tipo de problemas.

1.4 Pregunta de investigacion
La pregunta que guio esta investigacion fue la siguiente:

1. (Qué formas de razonamiento construyen y exhiben estudiantes del nivel medio
8

superior cuando resuelven problemas verbales con el uso de un sistema de geometria
dindmica, GeoGebra, bajo un escenario de aprendizaje que promueve la resolucion de

problemas?

El objetivo es analizar las formas en que los estudiantes representan, exploran y resuelven
problemas verbales situados en diversos contextos con el uso de GeoGebra. En particular, se
analiza la interpretacion y significado geométrico que los estudiantes presentaron en la
construccion y exploracion de modelos geométricos de los enunciados de los problemas. La
exploracion de los modelos resultd importante en la busqueda de relaciones y formas de

resolver los problemas.
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Capitulo 2: Marco Conceptual

En este capitulo se presentan los elementos del marco conceptual que sustentan el disefio
e implementacion de las actividades y tareas del estudio. Se destacan los principios que
relacionan el uso de la tecnologia en escenarios de aprendizaje con actividades de resolucion
de problemas. En particular, se caracterizan las formas de razonamiento que se promueven
con el uso sistematico de GeoGebra y los procesos involucrados en el estudio de los

problemas verbales.

El desarrollo del razonamiento matemadtico es esencial para el aprendizaje de las
matematicas, y se caracteriza por la habilidad de describir relaciones y generalizarlas en los
procedimientos de solucién (Kieran, 2020). Para ello, se deben favorecer ambientes que
ofrezcan a los estudiantes la oportunidad de explorar los problemas desde diferentes
enfoques, plantear conjeturas a partir de las exploraciones realizadas sobre las propiedades o
relaciones que los satisfacen, y buscar argumentos (con base en evidencias, supuestos y
definiciones) que validen o refuten las conjeturas planteadas y justifiquen sus soluciones
(Graham et al., 2010). Asi, el desarrollo del razonamiento matematico implica atender el

significado y busqueda de sentido de los conceptos matematicos.

2.1 El estudio del Algebra

La nocion de que los estudiantes aprenden algebra con solo memorizar las reglas para
manipular simbolos, practicar la resolucion de ecuaciones y simplificar expresiones, ha sido,
en gran medida, remplazada por perspectivas que reconocen la importancia de que los
estudiantes atiendan al significado de los objetos y procesos algebraicos. La vision de como
se aprende algebra cambid de un enfoque simbolico (donde lo importante es la manipulacion
simbdlica) a uno donde se promueve el uso de representaciones multiples, la resolucion de

problemas y el uso de tecnologias digitales.

En este sentido, Arcavi et al. (2017) identifican cinco puntos que son claves en la
ensefianza del Algebra. El primero esti relacionado con ensefiar algebra a través de
situaciones o problemas contextualizados, pues ayudan a darle sentido y propdsito a las tareas
que se plantean a los estudiantes. Para ello, deben tomarse en cuenta las experiencias y

conocimientos preliminares de los estudiantes. El segundo es fomentar préacticas que sean
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productivas: orientadas hacia actividades o tareas que requieran habilidades del pensamiento
de mayor orden, como la busqueda de diferentes formas de resolverlas, evaluacion de la
pertinencia de los procedimientos, participacion en las discusiones de clase, y reflexionar
sobre los métodos o acercamientos mostrados. En este camino, pueden utilizarse problemas
que se plantean cominmente en los libros de textos, pero deben incluir variaciones sutiles
que permitan practicas productivas y retadoras para los estudiantes. El tercero es reconciliar
a los procedimientos de rutina con el entendimiento, porque, a pesar de que hay una amplia
discusion de si se oponen o complementan, se necesitan ambos para potenciar el pensamiento
algebraico. Si bien los estudiantes deben mejorar su dominio en los procedimientos de rutina,
también deben tener la posibilidad de adaptar o cambiar sus procesos de resolucion de
problemas cuando se enfrentan a situaciones distintas de las conocidas. El cuarto es ver los
errores o dificultades de los estudiantes como una oportunidad para comprender de donde o
por qué surgen y, asi, prevenir que sigan ocurriendo. Y el quinto punto es buscar formas de
hacer accesible e involucrar a los estudiantes en pruebas o argumentos matematicos, aun si
estas se perciben abstractas y formales para ellos. Intentar de entender una prueba matematica
o probar algo, puede ayudar a los estudiantes a comprender mejor de donde provienen las

propiedades de lo que se prueba.

Por otra parte, Kieran (2020) identifica tres tipos de actividades en el estudio del algebra
que son esenciales para el desarrollo del pensamiento algebraico: (a) interpretacion y
representacion algebraica de situaciones, propiedades, patrones y relaciones; (b)
manipulacion simbdlica que permita el desarrollo de habilidades y aspectos conceptuales e;
(c) implementacion del algebra como una herramienta para modelar situaciones, justificar y

probar, hacer predicciones y conjeturas, buscar relaciones y resolver problemas.

Finalmente, Graham et al. (2010) menciona que el razonamiento algebraico incluye

elementos claves como:

e Resolucion razonada: interpretar la solucion en términos del contexto.

¢ Conectar algebra con geometria: representar diversas situaciones de forma algebraica
y geométricamente y transitar entre ellas.

e Usar multiples representaciones de funciones: representar la relacion entre datos de

forma tabular, grafica, simbdlica, visual y verbal, y valorar qué representaciones son mas
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utiles segun las circunstancias, ademds de moverse con flexibilidad entre las
representaciones.

e Modelar: desarrollar un modelo matemaético de una situacioén o contexto particular.

e Analizar los parametros: analizar la forma en que se relacionan los datos mediante la
manipulacion o variacion de los pardmetros.

Es ampliamente reconocido que el uso de la tecnologia puede potenciar el desarrollo de
la comprension y competencias matematicas en los estudiantes durante el proceso de resolver
problemas. Ignorar las posibilidades que ofrece para explorar patrones, variantes e
invariantes, mediante visualizar modelos dindmicos, seria perder una oportunidad para
mejorar la educacion y las oportunidades para que los estudiantes desarrollen un pensamiento

algebraico robusto (Arcavi et al., 2017).

2.2 La resolucion de problemas y el uso de tecnologias

digitales

El uso sistematico de tecnologias digitales en la resolucion de problemas matematicos
potencia los modos en que los estudiantes representan, exploran y resuelven problemas
(Santos-Trigo, 2019), desempefiando un papel importante en el desarrollo de las habilidades
cognitivas de los estudiantes, las cuales influye en la conceptualizacion y en las formas de
interactuar y explicar los problemas (Leung & Bolite-Frant, 2015). Asi, resulta importante
que los profesores conozcan y dominen el uso de diferentes tecnologias digitales para que
puedan incorporarlas en sus practicas y distinguir qué formas de razonamiento se fomentan

con su uso.

Santos-Trigo (2019) identifica cuatro tipos de tareas cuando se trabaja bajo el enfoque de
la resolucion de problemas con el uso de tecnologias digitales las cuales se caracterizan por
las representaciones, estrategias y formas de razonamiento que surgen en los procesos de

solucion.

a) Enfocarse en las figuras. Son tareas que utilizan un SGD para reconstruir las figuras
que estan descritas en los enunciados de los problemas o que aparecen como una
imagen que acompaia al enunciado; en este sentido, el uso de GeoGebra es importante

porque no solo ayuda a identificar y explorar los conceptos que se necesitan para
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b)

d)

construir una figura, sino también da la posibilidad a los estudiantes de conectar una
serie de ideas y recursos matematicos que les permite resolver y extender la situacion
planteada en el problema inicial. Enfocarse en la reconstruccion de figuras puede
mejorar el proceso de comprension.

Tareas de investigacion. La finalidad de este grupo de tareas es transformar problemas
rutinarios, como los que se encuentran en los libros de texto, en una serie de
actividades de investigacion y reflexion matematica. Las metas de los estudiantes no
se reducen a solucionar los problemas, sino a buscar formas de extenderlos o
conectarlos con otros problemas.

Tareas de variacion. En este tipo de tareas interesa representar y analizar problemas
que involucren fenomenos de variacion mediante un modelo grafico sin tener que
recurrir a un modelo algebraico. Por ejemplo, los problemas a los que se enfrentan los
estudiantes en Calculo estan disenados para plantearse y resolverse mediante modelos
algebraicos; sin embargo, con un SGD es posible resolverlos a través de analizar
lugares geométricos que se generan al definir relaciones entre los elementos de los
problemas, que son objetos geométricos representando fendmenos de variacion.
Configuraciones dindmicas. Este tipo de tareas estan dirigidas a la construccion de
configuraciones dindmicas donde el objetivo es formular o plantear problemas y
buscar argumentos que validen las relaciones matematicas encontradas. Se distinguen

porque no hay un problema inicial o una pregunta que responder.

Estas tareas pueden aparecer, y con frecuencia ocurren de manera simultanea, cuando se

resuelve un problema. Es decir, los estudiantes pueden enfocarse en desarrollar una o mas de
estas tareas cuando se enfrentan a un problema con el respaldo de la tecnologia. Por ejemplo,
en los problemas verbales los estudiantes podrian concentrarse en tareas de variacion, ya
que la mayoria describen situaciones que involucran fenémenos de variacion, sin embargo,
también podrian dirigir su atencion a tareas de construccion de figuras cuando el contexto de

los problemas sea ademas geométrico.

Esta distincion de las tareas ofrece informacion a los profesores de qué actividades

matematicas son posibles de hacer y proponer a partir de problemas rutinarios, que permitan
a los estudiantes conectar conceptos matematicos, desarrollar estrategias y discutir en clase.

Pero ;de qué manera los profesores pueden plantear actividades que promuevan el desarrollo
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del razonamiento matematico en los estudiantes cuando incorporan las tecnologias digitales

en la resolucion de problemas?

Santos-Trigo y Camacho-Machin (2013) presentan un marco para planear y organizar
actividades que promuevan el desarrollo del razonamiento matematico de los estudiantes
cuando incorporan tecnologias digitales en la resolucion de problemas y, también, para
analizar los procesos que siguen cuando se enfrentan a dichas actividades; se caracteriza por
las siguientes fases, en donde se destacan el tipo de preguntas que pueden guiar la actividad

de cada una:

1. Comprension del problema. ;Qué conceptos matemadticos previos traen los
estudiantes y qué preguntas se plantean antes de iniciar con la resolucion de un
problema? Identificar los conceptos que se relacionan con el problema y plantear
algunas preguntas que orienten la actividad, por ejemplo: ;qué es lo que se busca?,
(cudles son los conceptos matematicos involucrados en el problema?, ;como
representar la situacion problematica con las herramientas tecnoldgicas disponibles?,
etc.

2. Exploracion. ;De qué manera explorar las formas en las que se relacionan los datos
explicitos e implicitos de un problema?, ;qué estrategias y acercamientos a la
solucion resultan importantes? Valorar diferentes caminos para alcanzar la solucion.

3. Busqueda de distintos acercamientos a la solucion. ;Qué relaciones o invariantes se
exhiben y como pueden aprovecharse para obtener la solucion? Analizar y
discriminar los distintos resultados encontrados para proponer una solucion
argumentada.

4. Integracion y reflexiones. ;Cudles fueron las ideas principales que se aportaron para
la solucion del problema?, ;qué estrategias se utilizaron y cudles fueron las mas
efectivas?, (qué preguntas se plantearon antes, durante y después de resolver el
problema? Discutir en torno a las actividades y resultados obtenidos.

Bajo este enfoque, el uso de un SGD en la resolucién de problemas verbales juega un
papel importante ya que, mediante la construcciéon de modelos dindmicos —en los cuales se
tiene la posibilidad de cuantificar atributos y visualizar y analizar lugares geométricos—,
permite explorar propiedades de una familia de objetos y, en consecuencia, proporciona

informacion sobre patrones o invariantes que justifican relaciones emergentes o conjeturas
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(Gomez-Arciga, 2021). Ademés, dado que las fases estan disefiadas dentro del marco
conceptual de la resolucion de problemas propuesto por Schoenfeld (1985), 1a caracterizacion
del desarrollo del pensamiento matematico antes, durante y después de resolver un problema
con el uso de tecnologia digital estd en términos de cuatro dimensiones que explican el éxito

o fracaso que tiene un estudiante en el proceso (Santos-Trigo, 2014):

Dominio del conocimiento o recursos. Es el conocimiento formal o informal de hechos
y conceptos basicos que un individuo tiene a su disposicion durante la resolucion de un

problema.

Heuristicas o estrategias cognitivas. Las heuristicas son estrategias generales que
ayudan a resolver un problema cuando se desconoce algiin método o férmula para obtener su
solucion. Algunos ejemplos de heuristicas que identifico Polya (1945) son: explotar
analogias, introducir elementos auxiliares en el problema, descomponer o combinar algunos
elementos del problema, dibujar figuras, variar el problema o trabajar en casos especificos.
Sin embargo, los estudiantes deben involucrarse en experiencias donde tengan la oportunidad

de apropiarse de estas estrategias que les permitan saber como y cudndo utilizarlas.

Estrategias metacognitivas. Hacen referencia a los procesos de auto-monitoreo y auto-
control del individuo, de los cuales el estudiante debe ser consciente para evaluar
constantemente sus capacidades o limitaciones cuando resuelve problemas. Por ejemplo, los
que resuelven problemas de manera exitosa, siempre monitorean sus procesos de solucion y
deciden con base en los resultados si continuarlos o abandonarlos para considerar otras

alternativas.

Creencias. Esta dimension se asocia con las creencias que un estudiante tiene de si mismo
y del que hacer de la disciplina, las cuales se originan a partir de sus experiencias de
aprendizaje. En consecuencia, las acciones y decisiones que toman los estudiantes cuando se
enfrentan a un problema estan influenciadas por estas. Por ejemplo, si un estudiante cree que
el unico procedimiento correcto para resolver alguna categoria de problemas matematicos es
el que le ensend el profesor, no buscaré otros caminos para resolverlos y tampoco aceptara
como correctos procedimientos distintos que le muestren sus pares, a pesar de que sean

correctos e incluso mas eficientes.
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Es importante sefialar que el uso de las tecnologias digitales en la resolucion de problemas
amplia el repertorio de recursos y estrategias que se identifican en el marco, pues este se
disefi6 bajo un enfoque donde las herramientas principales para resolver problemas

matematicos eran el lapiz y el papel (Santos-Trigo & Aguilar-Magallon, 2018).
2.3 Uso de tecnologias digitales en el estudio del

Algebra
Con el objetivo de ayudar a los profesores a identificar cudles tecnologias pueden usar en
el estudio del Algebra y cuando, Arcavi, Drijvers y Stacey (2017) distinguen dos dimensiones
principales que permite a los profesores decidir como organizar sus actividades enfocadas al
desarrollo del pensamiento algebraico en términos de las tecnologias digitales: una es sobre

su funcionalidad algebrica, y otra es sobre el rol pedagogico.

Dentro de la funcionaliad algebrica, se distinguen cuatro categorias principales:
funcionalidad simbolica, funcionalidad grafica, funcionalidad tabular, y funcionalidad de
representacion y visualizacion. La funcionalidad simbolica se refiere a la flexibilidad que
tiene un dispositivo para introducir variables, expresiones y ecuaciones, y manipularlas. La
funcionalidad grafica es la posibilidad de graficar funciones e interactuar con ellas; de esta
manera, mediante un ambiente grafico, se pueden identificar propiedades de expresiones
algebraicas. La funcionalidad tabular ofrece la oportunidad de analizar relaciones algebraicas
o funcionales a través de valores numéricos que son ordenados en tablas; esta funcionalidad
es conocida por ser la opcidon principal de las hojas de calculo que usa Excel. Y la
funcionalidad de representacion y visualizacién es sobre la ejecutabilidad de multiples

representaciones (simbolica, grafica y tabular) y la posibilidad de combinarlas.

Dentro de la caracterizacion de los roles pedagdgicos que pueden jugar las tecnologias
digitales para el estudio del Algebra se identifican: herramientas para hacer algebra,
ambientes para practicar habilidades y ambientes para desarrollar conceptos. Las
herramientas tecnologicas que se encargan de desarrollar los procediemientos algebraicos
pueden utilizarse para explotar aspectos peddgogicos si se utilizan adecuadamente; por
ejemplo, es pertiente que los estudiantes se enfrenten a problemas donde tienen que decidir

qué procedimientos delegan a estas y como interpretan los resultados. Los ambientes para
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practicar habilidades son aquellos que permiten a los estudiantes resolver ecuaciones y
expandir o factorizar expresiones sin la necesidad de que haya un profesor presente; ademas,
se caracterizan por ser softwares libres, ofrecer retroalimentacion y estar en linea y
disponibles en todo momento (por ejemplo, Khan Academy). Y el uso de tecnologias
digitales para el desarrollo de conceptos se refiere a la posibilidad de conectar los
conocimientos previos con conceptos, relaciones o propiedades que, si antes eran aspectos
ocultos en las tareas que se desarrollan en lapiz y papel, ahora se hacen explicitos gracias a
las imagenes y representaciones dindmicas impresionantes que se obtienen con las
herramientas digitiales; no obstante, la orientacioén del profesor, el trabajo colaborativo y el
intercambio de ideas entre los estudiantes son elementos cruciales para hacer estas
conexiones exitosamente. Cabe sefialar que estos roles pedagdgicos que se pueden llevar a

cabo con las tecnologias digitlaes no son mutamente excluyentes.

A partir de considerar estas dimensiones para la seleccion de herramientas digitales, los
autores proponen enfatizar su uso en la ensefianza y aprendizaje de entidades fundamentales
del Algebra: variable, ecuacién o equivalencia y funcion. Pues las nociones de estas entidades
tienen diferentes facetas conceptuales que dependen de las formas en que son representadas.
En este sentido, es de suma importancia que el profesor plantee tareas que, al resolverse con

herramientas digitales, reflejen con claridad sus intenciones pedagdgicas.

Con base en las dimensiones de esta propuesta, GeoGebra es una herramienta digital que

cubre en gran medida los aspectos mencionados.

32



Capitulo 3: Metodologia

En este capitulo se detalla el disefio y métodos del estudio: se describen la naturaleza y el
contexto del estudio, se muestran las componentes que se consideraron en la implementacion
de las tareas y la evaluacidn, la seleccion de los problemas y, finalmente, se explican los

procesos de recoleccion y analisis de datos.

3.1 Naturaleza del estudio

La naturaleza de este estudio es cualitativa, ya que tiene como objetivo caracterizar en qué
medida los estudiantes de bachillerato se apropian de las herramientas que ofrece un SGD
para representar y explorar dindmicamente los conceptos involucrados en los problemas
verbales y proponer posibles rutas o caminos para solucionarlos. Mediante la observacion e
interaccion controlada se busca comprender como los estudiantes interpretan las situaciones
problematicas que se les plantean cuando utilizan un SGD, y qué significado y sentido

geométrico les dan a los conceptos involucrados en los problemas.

A lo largo del capitulo se describen las caracteristicas y procesos que se llevaron a cabo
en el estudio con la finalidad de atender a los criterios de credibilidad, transferibilidad,
confiabilidad y de ratificacion (Lincoln & Guba, 1985), los cuales le dan sustento a una

investigacion con enfoque cualitativo.

3.2 Contexto del estudio

Para realizar el estudio se selecciond un grupo de bachillerato que cursaban la asignatura
Matematicas I que incluye el estudio y resolucion de problemas verbales. El grupo estaba
conformado por 20 estudiantes que tenian edades entre los 15 y 17 afios. Las actividades del

curso se implementaron durante un semestre con dos sesiones semanales de 2 horas cada una.

Para el desarrollo de las sesiones se dispuso de 11 iPads con la aplicacion de GeoGebra
instalada (10 para los estudiantes y una para el investigador) y un proyector. Debido al
numero limitado de iPads, se formaron parejas de estudiantes y se asigné un iPad a cada una.
En este punto, es importante mencionar que hubo cuatro estudiantes que asistieron de forma
irregular al curso, lo que provocd que en algunas sesiones se llevara a cabo una reagrupacion

de parejas, se formara un equipo de tres o se permitiera que un estudiante trabajara de forma
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individual. De las diez parejas que se formaron inicialmente, siete lograron mantenerse

unidas hasta el final.

Dado que los estudiantes no contaban con experiencia para usar GeoGebra, se utilizaron
las primeras cuatro sesiones del curso para introducirlos a este SGD, una vez que ya estaban
familiarizados, las parejas dedicaban una o dos sesiones (dependiendo del grado de dificultad
de la tarea) a representar y resolver las tareas con el uso de GeoGebra y luego, mediante el

proyector, discutian los resultados obtenidos con el grupo completo.

Las sesiones fueron dirigidas por el investigador con apoyo del profesor titular de la
materia. En particular, el profesor se encargaba de resolver dudas técnicas de los estudiantes
sobre el dispositivo y el SGD, mientras el investigador se encontraba explicando algin
problema. Pero cuando las parejas comenzaban a resolver una tarea, tanto el profesor como
el investigador las apoyaban si tenian dudas, ya fuera de alguin comando del SGD o para

guiarlas en sus construcciones dindmicas.
3.3 Seleccion de los problemas verbales para el

desarrollo de las sesiones.

En la revision del contenido del curso de Matematicas 1 aparece el estudio de los
problemas verbales situados en contextos variados. Se seleccionaron 13 problemas verbales
del libro Matemdticas Simplificadas (Conamat, 2009, pp. 362-377 y pp. 507-513), ocho que
se resuelven con sistemas de ecuaciones lineales, y cinco que se resuelven con el uso de
ecuaciones cuadraticas. Se dividieron en tres bloques segun los objetivos perseguidos (Tabla
3.1): en el bloque 1 el objetivo fue ejemplificar y guiar a los estudiantes en la representacion,
exploracion y resolucion de los problemas a través de las fases propuestas en la
implementacion de las tareas; en el bloque 2, observar como los estudiantes resuelven los
problemas con apoyo directo cuando experimentaban dificultades en la resolucion; y en el
bloque 3, observar sus procesos de resolucion de problemas cuando se plantean problemas
que, en un ambiente donde se usa lapiz y papel, se resuelven con distintos recursos (uso de
ecuaciones cuadraticas) a los del segundo bloque. En otras palabras, en la tercer bloque la

idea fue analizar como los estudiantes usaban la herramienta al representar, explorar y
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resolver problemas verbales que usualmente se resuelven utilizando ecuaciones de segundo

grado.

El primer bloque consté de cuatro problemas con contextos distintos que permitieran el
uso de diferentes representaciones dindmicas y estrategias para que los estudiantes
observaran que, independientemente de seguir la ruta propuesta en las fases, podian resolver
los problemas de distintas formas. En el segundo bloque se plantearon cuatro problemas del
mismo tipo de la primera etapa, y en el tercero, cinco problemas que se resuelven utilizando

ecuaciones de segundo grado.

En la Tabla 3.1 se muestran los problemas que se seleccionaron para cada bloque y su

contexto.

Tabla 3.1. Problemas verbales desarrollados en las sesiones.
Bloque Problema Contexto
1. Un ntmero excede en seis a otro, y el doble del mayor

equivale al triple del menor. Encuentra los nimeros.

Numérico

2. La edad de Carlos es el triple de la de Mauricio y
dentro de 10 afios sera el doble. Determina las edades Edades
actuales de Carlos y Mauricio.

3. (Cuantos litros de una solucion al 15% de alcohol se
deben agregar a otra al 6% para obtener 180 litros de Mezclas
una nueva solucion al 10% de alcohol?

4. Un estanque se llena por una de dos llaves en 4 horas
y la segunda lo llena en 6 horas, ;cuanto tiempo
tardaran en llenar el estanque vacio si se abren ambas
llaves al mismo tiempo?

Capacidad  de
trabajo por
unidad de tiempo

5. Elperimetro de una tridngulo isdsceles es de 48 cm. Si
el lado diferente equivale a 2/3 de la medida de los
lados iguales, (cudl es la medida de los lados del
triangulo?

Geométrico

6. Un farmacéutico debe preparar 75 ml de una solucién
2 con un ingrediente activo al 2%. Si solo tiene en
existencia soluciones al 4 y 1%, ;cudnto de cada Mezclas
solucién deberd mezclar para la elaboracién de la
nueva solucion al 2%?

7. Para la recoleccion de trigo se utilizan dos

cosechadoras, la primera tarda 8 horas y las dos juntas Velocidad
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tardan 4.8 horas, ;cuanto tiempo tardard la segunda en
recolectar el trigo?

8. En cierta competencia de atletismo el corredor 4 se
encuentra a 30 metros adelante del corredor B. El
corredor A lleva una velocidad constante de 7 km/h y
el corredor B lleva una velocidad constante de 8 km/h.
Si los dos salen al mismo tiempo, ;después de cuantos
metros el corredor B alcanzara al corredor 4?

Capacidad  de
trabajo por
unidad de tiempo

9. La suma de dos nimeros es 18 y la de sus cuadrados

] , Numérico
es 180, /cuales son los nimeros?

10. Determina las dimensiones de un rectangulo, si su

ftri
perimetro es de 280 m y su area es de 4 000 m?. Geométrico

11. Un agricultor tiene necesidad de cercar 25 000 m? de
su parcela; dicha propiedad es rectangular y colinda
con un rio, por lo que no necesita cercar ese lado. ;Qué
dimensiones tiene el terreno si el propietario dispone
de 450 m de cerca?

12. ;Cudles son las dimensiones de un triangulo

Area

. ; , Geométrico
rectangulo cuyo perimetro es 36 cm y su area 54 cm??

13. Dos llaves llenan un depdsito en 6 horas, jcuanto | Capacidad  de
tiempo necesitaria cada una, por separado, para | trabajo por
llenarlo si una tarda 16 # mas que la otra? unidad de tiempo

Para la seleccion de los problemas se hizo una lista donde se categoraizaron por su
contexto: problemas que implican movimiento a velocidad uniforme, problemas que
implican la realizacion de trabajo, problemas sobre mezclas, problemas sobre comparacion
de edades, problemas que involucran figuras geométricas y problemas sobre equivalencias
numéricas. Después, el equipo de investigacion los trabajo con GeoGebra en las sesiones de
un seminario de resolucion de problemas, idintificé los recursos y estrategias que podian
activarse en la mayoria de estos y las formas en que podian ser representados
geométricamente. Tomando en cuenta estos elementos fue que se seleccionaron los

problemas para este estudio.

3.4 Implementacion de los problemas

Los problemas y su implementacion se estructuraron con base en cinco dimensiones que
caracterizan a las clases de matematicas que permiten potenciar el desarrollo de las

habilidades matematicas de los estudiantes (Schoenfeld, 2019). Estas son: (a) las
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matematicas, que estd enfocada en que los estudiantes tengan la oportunidad de aprender
conceptos matematicos, desarrollar técnicas o estrategias y hacer conexiones entre los
conceptos que se involucran en las tareas mediante las discusiones que se generan en la clase,
con el objetivo de que desarrollen habitos del razonamiento matematico; (b) demanda
cognitiva, en la cual se busca que los estudiantes tengan la posibilidad de darle sentido y
significado a ideas matemadticas importantes y a su uso; (c) acceso equitativo a las
matematicas, que cada estudiante tenga la misma oportunidad de participar en clases y que
sus participaciones sean igualmente valoradas por el resto del grupo y el profesor. El objetivo
es que las actividades o tareas, que se plantean en las clases, promuevan una participacion
activa y dirigida hacia los contenidos esenciales de las matematicas por parte de los
estudiantes; (d) intervencion, apropiacion e identificacion, que los estudiantes reconozcan las
contribuciones propias y colectivas durante la resolucion de tareas; y (e) evaluacion
formativa, que los estudiantes reflexionen sobre los procesos discutidos en las tareas para

que incorporen sus experiencias a practicas posteriores.

Durante la primera fase del estudio, se implementaron tareas o actividades donde los
estudiantes tuvieron oportunidad de representar e interpretar el significado geométrico de
operaciones basicas (suma, resta, multiplicacion y division) a partir de modelos dinamicos
construidos con GeoGebra tomando como referencia el sistema Cartesiano (Tabla 3.2). El
objetivo fue introducirlos en el uso de la herramienta por medio de actividades bésicas que
los guiaran en la construcciéon de modelos dindmicos de las situaciones planteadas en los
problemas verbales (véase el apéndice 1 para conocer como se implementaron estas

actividades).
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Tabla 3.2. Representacion funcional de las operaciones basicas.
https://www.geogebra.org/m/nsgxhfre

Descripcion de la construccion

Modelo

Suma

a+ b =10: se construye el segmento c
(segmento AB) de longitud 10 en el eje
horizontal; luego, se construyen los segmentos
AC'y CB, donde el punto C esta definido sobre
el segmento ¢, y se nombran como a y b,
respectivamente. Cuando varia el punto C, las
longitudes de los segmentos a y b cambian, pero
la suma de sus longitudes se mantiene constante:

10 unidades.

-2

-3

https://www.geogebra.org/m/ns

oxhfre#material/mgdxfqdf

Resta

a—b = 10: para representar la resta en
GeoGebra, se reescribe la operacion como a =
10 + b. Asi, se aprovechan las ideas mostradas
en el modelo de la suma. Se construye el
segmento ¢ (segmento 4B) de longitud 10 en el
eje horizontal; se define el punto C sobre el eje
horizontal, pero se considera su dominio en el
intervalo (10, ). De esta manera, se construyen
los segmentos AC'y CB, y se nombran como a y
b, respectivamente. Cuando el punto C es
movido, las longitudes de los segmentos a y b
cambian, pero la diferencia entre ellas se

mantiene constante: 10 unidades.

https://www.geogebra.org/m/ns

oxhfre#material/bh7ffuae
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Multiplicacion

ab = 6: se traza el segmento AB sobre el eje
horizontal, etiquetado como a; el segmento BC
sobre la recta perpendicular al eje horizontal que
pasa por el punto B, donde C es el punto de
interseccion entre la recta y una circunferencia
de radio r = 6/a. Finalmente, se construye el
rectangulo de lados a y b. Cuando el punto B es
movido sobre el eje, las longitudes de los
segmentos a y b varian, pero el area del
rectangulo ABCD (etiquetado como cl) es
constante: 6 unidades. Es decir, el producto de a

y b es constante.

https://www.geogebra.org/m/ns

oxhfre#material/tegxubag

Division

b/a = 6: para la representacion geométrica
de la division se utiliza como base el modelo de
la multiplicacion, solo que, en este caso, el radio
de la circunferencia es r = 6a. Luego, se traza
el segmento AC y se mide su pendiente. Cuando
el punto B es movido sobre el ¢je, las longitudes
de los segmentos a y b cambian, pero la
pendiente del segmento AC (etiquetada como m)
es constante: 6 unidades. Es decir, la razon de b

y a es constante.

-10 @ 60 70 80 920 100

https://www.geogebra.org/m/ns

oxhfre#material/ahnuhqgcqg

En los modelos de suma y resta, cuando el punto B se mueve sobre el eje, lo que se esta

modificando en cada expresion, respectivamente, es el valor constante. Lo mismo sucede

para los modelos de multiplicacion y division cuando se modifica el valor numérico del radio

de cada circunferencia. En otras palabras, las representaciones dindmicas de las operaciones

basicas permiten explorar y analizar de forma general cada expresion.

De esta manera, estos modelos pueden contextualizarse para analizar la forma en que se

relacionan los conceptos involucrados en un problema. Por ejemplo, la velocidad uniforme

de un moévil, dada por la férmula v = d/t, puede representarse con el modelo de la division
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mostrado en la Tabla 3.2, donde a la pendiente se le asocia el valor de la velocidad, y a los
segmentos a y b, los valores de tiempo y distancia, respectivamente (en esta representacion,
las unidades del sistema Cartesiano corresponderian a horas para las abscisas y kilometros
para las ordenadas). Asi, es posible, mediante la definiciéon de un punto con coordenadas E
= (a, m) y b un valor fijo, observar el comportamiento de la velocidad de un mévil con

respecto al tiempo (Figura 3.1).
En este sentido, se busco que los estudiantes utilizaran estos modelos en el camino para
representar situaciones mas complejas o con mas datos e incognitas.

Distancia
8km 8km|

6km 6km)

— O 4km

2km 2km)

| . Tiempo Tiempo
o 1 2hrs 4hrs 6hrs 8hrs 0 2hrs 4hrs 6hrs 8hrs
a

Figura 3.1. Modelo de la velocidad de un mévil con el valor 4 fijo, y grafica de la
relacion entre el tiempo y la velocidad. El lugar geométrico descrito por el punto £ se

obtiene cuando es movido el punto B sobre el eje horizontal.

Después de trabajar con los estudiantes actividades sobre el uso de la herramienta, el
siguiente objetivo fue que plantearan diferentes acercamientos para representar y resolver
problemas verbales. Asi, a través de fases que se muestran en las figuras 3.2 y 3.3, se
promovio inicialmente la construccién de modelos dindmicos de los problemas con el uso de
GeoGebra y, posteriormente, se enfocd la atencion hacia el planteamiento del modelo
algebraico de los problemas a partir de analizar relaciones asociadas con el movimiento de
los elementos de la configuracion dindmica del problema (Gomez-Arciga et al., 2018;

Goémez-Arciga & Reyes-Martinez, 2019).
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Definir qué
condicién se
modelara y qué
unidades
tendrén los ejes
del sistema
Cartesiano

Identificar los
datos conocidos Identificar las

y desconocidos condiciones
del problema

En una segunda
vista grafica
definir una
relacion que

permita hallar

el momento en

que se cumple
la segunda
condicién

Responder la
pregunta
planteada en el
problema

Figura 3.2. Fases para modelar y resolver un problema verbal con GeoGebra.

Verificar que la
interseccion
Trazar la recta entre ambas
y = al valor que gréficas
cumple con la coincida con el
Condicién 2 resultado
obtenido en el
modelo

Parametrizar el

lugar
geométrico

Resolver la
ecuacion

Verificar que la

solucién de la
ecuacion

coincide con las

coordenadas
del punto de
interseccion

Figura 3.3. Fases involucradas en la formulacién de ecuaciones a partir del modelo

geométrico.

A continuacion, con la intencion de explicar como se desarrollan las fases y como fue el

proceso de implementacion del primer bloque de problemas mostrados en la tabla 3.1, se

ilustra paso a paso la resolucion del problema 1: Un niimero excede en seis a otro, y el doble

del mayor equivale al triple del menor. Encuentra los numeros. (La resolucion de los

problemas 2, 3 y 4, pertenecientes al bloque 1, se pueden revisar en el apéndice 2)

Los problemas del bloque 1 se implementaron con la guia directa por parte del

investigador. Asi, durante el desarrollo de las sesiones el investigador iniciaba con preguntas

guias: ;cuales son los datos conocidos y desconocidos del problema?, ;cudles son las

condiciones que deben cumplirse entre los datos del problema?, ;qué unidades conviene

asociarle a los ejes del sistema Cartesiano?, ;cudl condicion se representara primero? En el

siguiente cuadro se muestra la informacion del primer problema asociada a las tres primeras

fases.
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Datos Condiciones Condicion por Unidades de

modelar los ejes
, 1.- Un numero excede en seis a
Dos niimeros: otro
f=ntimero menor ’ . Condicion 1 Unidades
, 2.- el doble del mayor equivale al
g = niimero mayor

triple del menor.

Construir el modelo.

Las preguntas con las que el investigador guiaba esta fase son: ;coémo representar
geométricamente los datos de la condicion a modelar?, ;cudl objeto geométrico del modelo
se asociara a la variable?, ;cudles datos se representan como objetos geométricos fijos en el
modelo?, ;y cuales como objetos dindmicos? En este caso, el modelo de la primera condicion
se planted con base en la construccion dindmica de la resta que se realizo en la segunda sesion
(Figura 4, ver apéndice 1). Se trazaron los segmentos AB y BC en el eje horizontal (Figura
3.4), donde el segmento BC tenia una longitud de f + 6 unidades —longitud que se consiguio

con la herramienta de Circunferencia (centro y radio)— En esta construccion el nimero

mayor estaba dado por g, y el menor, por f.

Figura 3.4. Modelo de la condicién 1: un numero excede en seis a otro (g — f = 6).

Analisis de relaciones.

Las preguntas guias que se utilizaron en esta fase fueron: ;como representar los datos de
la segunda condicion en el SGD dado que se tiene el modelo dinamico de la primera
condicion?, ;puede representarse la informacion de la segunda condiciéon en el mismo
sistema Cartesiano donde se modela la primera condicion o es necesario utilizar un segundo

sistema Cartesiano?, ;cémo se relacionan los datos de la segunda condicion con el objeto

geométrico asociado a la variable?

Para este problema, el segmento f(Figura 3.4) se asocia a la variable x, ya que el segmento

BC (0 segmento g) se construyo en funcion de f. Se definieron los puntos D = (f,2g) yE =
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(f,3f) en una segunda vista grafica para analizar la forma en que se relacionaban el doble
del nimero mayor y el triple del nimero menor con el nimero menor (Figura 3.5a). En la
Figura 3.5a se observan los lugares geométricos que forman los puntos D y E cuando el punto
B es movido sobre el eje horizontal. La informacion de las coordenadas de los puntos Dy E
en este caso particular es que, si el nimero menor es seis, el doble del nimero mayor es 24 y

el triple del nimero menor es 18, respectivamente.

» Vista Grafica X ¥ Vista Gréfica 2 » Vista Gréfica X » Vista Grafica 2
12y  _aemmm=-

N
\ E=(12,36)

\
\ E=(6,18) B

\
A <
-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 ts 20 0 20
'

f=12 I
1

Figura 3.5a. Analisis de relaciones a Figura 3.5b. Solucién del problema en

través de graficar los lugares geométricos. GeoGebra.
Solucion en el acercamiento geométrico (interpretacion).

(Como se determina la solucién del problema con base en el modelo dindmico?, ;tiene
sentido la solucion seglin el contexto del problema?, ;sigue funcionando el modelo si se
cambia alguno de los parametros iniciales? En la Figura 3.5b se observa que los nimeros

buscados son los valores numéricos de las longitudes de los segmentos fy g, que se obtienen

cuando los puntos D y E coinciden.

Fase de parametrizacion.

En esta fase, como su nombre lo dice, se busca representar algebraicamente la situacion
modelada en el SGD. La parametrizacion del lugar geométrico descrito por el punto D =
(f,2g) fuey =2(x +6),donde x = f & f + 6 = g;yladel punto E = (f,3f),y = 3x.

Verificacion visual.

Para verificar si son correctas las funciones que se obtienen en la parametrizacion, se

grafican; si son correctas, deben superponerse a los lugares geométricos. En la Figura 3.6 se

muestra la segunda vista grafica de GeoGebra con las funciones o ecuaciones de rectas

graficadas.
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E=(12, 36)

Figura 3.6. Graficas de las funciones obtenidas en la parametrizacion de los lugares

geométricos.
Formulacion y solucion de la ecuacion asociada al modelo y verificacion del resultado.

Finalmente, se les mostr6 que la ecuacion que debia resolverse surgia de igualar las
funciones parametrizadas, ya que la solucion del problema se hallaba en la interseccion de
sus graficas. Asi, se obtuvo el valor de x, que estaba asociado al numero menor, y se le

aumento seis para conseguir el nimero mayor:

2(x+6) =3x
2x + 12 = 3x
x =12

Por lo tanto, el valor de y, en cualquiera de las dos funciones fue 36. Este resultado es otra
forma de verificar que las funciones parametrizadas son correctas, pues la solucion de la

ecuacion coincidid con las coordenadas del punto de interseccion.

En resumen, la implementacién de los problemas del bloque 1 se basd en resolverlos
mediante fases que promuevan los episodios caracterizados por Schoenfeld (2019). Las fases
para representar y resolver un problema verbal con el uso de un SGD van dirigidas a que los
estudiantes resuelvan los problemas verbales bajo un enfoque geométrico y dindmico. Este
acercamiento implica que interpreten geométricamente los conceptos involucrados en los
enunciados de los problemas, es decir, que los asocien a objetos geométricos. En este
contexto, los estudiantes tienen la oportunidad de aplicar o desarrollar estrategias distintas a
las que se utilizan comunmente en un ambiente tradicional (que se caracteriza por el uso casi
exclusivo de lapiz y papel) para representar, explorar y resolver situaciones problematicas.
En las fases para realizar la representacion algebraica, la idea es que los estudiantes formulen

las ecuaciones a partir de la soluciébn geométrica obtenida. Esto lleva a que analicen
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nuevamente el modelo e identifiquen el objeto geométrico asociado a la variable o incdgnita
del problema para plantear la ecuacion que corresponde al modelo y solucionarla. Asi, los
estudiantes tienen la oportunidad de conectar el significado geométrico de un concepto con

su representacion algebraica de sentido a las expresiones y ecuaciones algebraicas.
3.5. Sobre la evaluacion

(Como evaluar el proceso que llevan a cabo los estudiantes cuando resuelven problemas
verbales con el uso de un Sistema de Geometria Dindmica? Con base en los elementos
descritos en el marco conceptual, se establecid una ribrica que, ademas de permitir que un
profesor cuente con los criterios necesarios para evualuar el proceso de los estudiantes bajo
el enfoque de la resolucion de problemas con el uso de tecnologia digital, provee a los mismos
estudiantes un marco para autoevaluar su desempefio en la resolucion de los problemas

(Tabla 3.3).

La rubrica esta dividida en seis criterios, y cada criterio estd dividido en tres niveles, los
cuales indican los caminos potenciales asociados con la construccion del modelo de los
problemas. El nivel 1 describe el desempeiio de un estudiante de bajo rendimiento, y el nivel
3, el desempefio de un estudiante de alto rendimiento. Se destacan las formas de

razonamiento que debe apropiarse un estudiante cuando se enfrenta a este tipo de tareas.

Tabla 3.3. Rubrica para evaluar la resolucion de problemas verbales con el uso de GeoGebra

Que el estudiante desarrolle, a través del uso de un Sistema de Geometria Dinamica (SGD), habitos
del pensamiento matematico: que exploré relaciones, identifique patrones e invariantes y plantee y valide

conjeturas a través de mover o manipular objetos geométricos de un modelo dindmico; que busque

enunciado del problema.

Representa geométricamente los
datos conocidos y desconocidos del
problema en un sistema Cartesiano
adecuadamente. Esto

implica que

involucrados en el enunciado del

problema.

Asigna  adecuadamente las
unidades de medida en los ejes y

representa geométricamente

Proposito: diferentes caminos o formas de representar un problema verbal con el uso de un SGD para llegar a la
solucién; que argumente y comunique la solucion con eficacia y con base en las herramientas del SGD
utilizadas; que generalice la representacion del problema y la conecte con otros problemas.

COMPRENSION DEL PROBLEMA: CONSTRUCCION DE UN MODELO DINAMICO
NIVEL 3:10-9 NIVEL 2: 8-7 NIVEL 1: 6-5

Identifica e interpreta con claridad Identifica e interpreta No identifica ni interpreta

los datos y conceptos involucrados en el | parcialmente los datos y conceptos | adecuadamente los datos vy

conceptos involucrados en el

enunciado del problema.

Alo mas, asigna adecuadamente
las unidades en los ejes, pero la

representacion geométrica de los
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asigna unidades de medida a los ejes | algunos datos de manera
que son pertinentes y que identifica los | conveniente. Sin embargo, no logra

elementos geométricos que deben ser | construir un modelo dinamico que

datos conocidos y desconocidos
carece de sentido y significado

respecto del contexto de la situacion

fijos y variables. mantenga una de las condiciones | planteada.
L descritas en el problema cuando se
Construye un modelo dinamico que
. . varia el elemento geométrico
mantiene una de las condiciones
asociado a la incognita. Es decir, no
descritas en el enunciado del problema &
i L. supera “la prueba del arrastre”
cuando varia el elemento geométrico
. L . (término aceptado en el campo de la
asociado a la incdgnita. Es decir, supera
M o Educacién Matemadtica cuando se
la prueba del arrastre” (término
L, trabaja en ambientes dinamicos).
aceptado en el campo de la Educacién
Matemdtica cuando se trabaja en
ambientes dindmicos).
ANALISIS DE REALCIONES: EXPLORACION DE LUGARES GEOMETRICOS
NIVEL 3:10-9 NIVEL 2: 8-7 NIVEL 1: 6-5
Identifica la condicién que falta por Identifica la condicién que falta No identifica cual es la relacién

cumplirse del problema en el modelo | por cumplirse del problema en el

dinamico construido. modelo dinamico construido.

Define un punto que permite Define un punto que permite
explorar la relacién entre los elementos | explorar la relacién entre los
geomeétricos asociados a la incégnitay a | elementos geométricos asociados a

la condicidn faltante. la incognita y a la condicidn faltante.

Traza e interpreta adecuadamente Halla la solucién del problema
el lugar geométrico que describe el | observando cudndo la coordenada y

punto. del punto alcanza el valor esperado.

Comprende que las dos condiciones Sin embargo, tiene dificultades
que se expresan en el problema (Ay B, | para interpretar la forma en que se
respectivamente) pueden compararse | relacionan los elementos
mediante la resta o la razén, y ambas se | seleccionados en las coordenadas
cumplen (son iguales) cuando: del punto y para trazar los lugares

, geomeétricos correspondientes.
A-B=0;B-A=0;A/B=16B/A=1.

Halla la solucion del problema
prestandole atencién a la coordenada y

del punto definido.

Identifica el dominio del problema,

es decir, ubica el intervalo respecto al

que debe explorar para que se
cumpla la  condicién restante

descrita en el problema.

Es posible que defina un punto
que relaciona dos elementos del
modelo, pero que, ademds de ser
irrelevante la exploracién de esa
relacion, no logra interpretar o darle
sentido al lugar geométrico que

obtiene.
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eje x o y donde tiene sentido explorar las

relaciones del modelo.

SOLUCION GRAFICA: PARAMETRIZACION

NIVEL 3:10-9 NIVEL 2: 8-7 NIVEL 1: 6-5
Identifica con claridad los Identifica con claridad los No identifica con claridad los
elementos geométricos del modelo | elementos geométricos del modelo | elementos geométricos del modelo

dindmico que deben asumirse como
valores constantes o variables para
parametrizar el

lugar geométrico

encontrado.

Plantea la funcion asociada al lugar

geométrico en términos de los

elementos del modelo dinamico.

Expresa la funcidn en términos del
elemento asociado a la incégnita del
problema y lo renombra como “x” —
porque GeoGebra solo acepta funciones
en términos de x para graficarlas—, es
decir, expresa cada elemento de la

funcién en términos de la variable.

Grafica la funcidén asociada al lugar
geométrico y la intersecta con la recta y
= yo, donde y, es el valor o dato
numérico que cumple con la condicidn
faltante. De esta manera, halla la
solucion grafica, que estd dada por la

coordenada x de la interseccion.

Interpreta  adecuadamente las
graficas respecto con el contexto del

problema.

dindmico que deben asumirse como
valores constantes o variables para
parametrizar el lugar geométrico

encontrado.

Plantea la funcién asociada al
lugar geométrico en términos de los
elementos del modelo dindmico. Sin
embargo, no expresa la funcién en
términos del elemento asociado a la
incognita del problema, es decir, no
expresa cada elemento de la funcion

en términos de la variable.

dindmico que deben asumirse como
valores constantes o variables para
parametrizar el lugar geométrico
encontrado. Por lo tanto, no puede
trazar las gréficas correspondientes,
en las cuales la coordenada x de su
interseccion se haya la solucién del

problema.

SOLUCION ALGEBRAICA: PLANTEAMIENTO Y RESOLUCION DE LA ECUACION ASOCIADA AL MODELO

NIVEL 3: 10-9

NIVEL 2: 8-7

NIVEL 1: 6-5

Identifica las funciones que debe

igualar para plantear la ecuacidn

asociada al modelo.

Despeja correctamente.

Identifica las funciones que debe
igualar para plantear la ecuacion

asociada al modelo.

No identifica las funciones que

debe igualar para plantear Ia
ecuacion asociada al modelo. Por lo
tanto, no presenta una solucidn

algebraica.
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Verifica que la solucion algebraica

coincida con la solucion grafica.

Analiza que la respuesta obtenida
tenga sentido en el contexto del

problema.

Despeja correctamente, aunque
puede cometer algunos errores

aritméticos y algebraicos.

Verifica que la  solucidn
algebraica coincida con la solucion

grafica.

Si plantea la ecuacién, despeja

incorrectamente.

EXPLICACION Y ANALISIS

DEL RESULTADO: INTEGRACION Y REFLEXION SOBRE EL PROCESO

NIVEL 3: 10-9

NIVEL 2: 8-7

NIVEL 1: 6-5

La explicacidn es clara y detallada.

Interpreta correctamente el
modelo, el lugar geométrico o la

solucion algebraica.

Relaciona los significados de los
elementos u objetos de Ia
representacion geométrica con la

algebraica.

Analiza si hay alguna relacién de
proporcionalidad en el comportamiento

de los datos explorados.

Generaliza el problema y lo explora

La explicacién es clara pero poco

detallada.

Interpreta correctamente el
modelo, el lugar geométrico o la

solucion algebraica.

Relaciona los significados de los
elementos u objetos de Ia
representacion geométrica con la

algebraica, pero le falta profundizar.

No analiza si hay alguna relacién
de proporcionalidad en el

comportamiento de los datos

La explicaciéon es dificil de
entender. No interpreta
correctamente el modelo, el lugar
geométrico o la solucién algebraica.
No relaciona o conecta los
significados de los elementos u
objetos de la representacion

geométrica con la algebraica.

. explorados.

y lo analiza.

Identifica qué situaciones
problematicas pueden resolverse o
ajustarse al modelo generado.

TRABAJO COLABORATIVO
NIVEL 3:10-9 NIVEL 2: 8-7 NIVEL 1: 6-5
Comienza desarrollando el Inicia trabajando de forma Trabaja de manera individual

problema de manera individual v,
posteriormente, discute con sus
compafieros los diferentes
acercamientos que cada uno ha
planteado. Comunica y argumenta sus
resultados  obtenidos. Tiene una

participacidn activa durante la clase.

individual Y, posteriormente,
compara su trabajo con el de sus
compafieros. Sin embargo, no
considera las sugerencias que le
hacen y no aporta a las soluciones de

los demas.

toda la clase; no comparte, compara
o discute sus acercamientos con otro

estudiante de la clase.
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3.5 Recoleccion de datos

La recoleccion de datos se realizdo mediante cuatro instrumentos: archivos de GeoGebra,
videograbaciones, archivos de Word y notas de campo. A continuacion, se explica la forma

en la que se utilizé cada uno para recolectar los datos en esta investigacion.

Archivos de GeoGebra: estos archivos fueron entregados por las parejas via correo
electronico. Para analizarlos, se utilizé la opcion de protocolo de construccion (incluida en
GeoGebra), la cual permite reproducir los trazos que hicieron los estudiantes de principio a
fin. De esta manera, fue posible observar tanto las ideas principales que les permiti6 construir
un modelo dindmico como las dificultades que tuvieron los que no lo concretaron. También,
se identificaron las herramientas o recursos del SGD que seleccionaron para representar las

tareas.

Videograbaciones: las sesiones se grabaron para analizar los acercamientos que mostraron
las parejas al enfrentarse a las tareas con el uso del SGD, ya que esta informacion no puede
obtenerse de los archivos de GeoGebra. Esto implico poner atencion a las discusiones de las
parejas y grupales. Se grababan los modelos o acercamientos que mostraban algunas parejas,

mediante el proyector, al resto del grupo.

Archivos de Word: los trabajos extra-clase fueron entregados mediante estos archivos. La
intencion era que las parejas describieran los pasos o ideas que siguieron para construir los
modelos dindmicos asociados a los problemas y, asi, el investigador y el profesor tuvieran la
posibilidad de analizar los resultados. En estos archivos los estudiantes podian pegar los
enlaces de los modelos que habian guardado en GeoGebra para no tener que agregar tantas

imagenes al documento.

Notas de campo: se utilizaron para destacar algunas ideas que, en un primer momento, se
consideraron importantes en el desarrollo de las sesiones. Esto ayudo en la revision de las
videograbaciones porque se analizaron secciones especificas que ya se habian detectado en

clase.
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3.6 Analisis de datos

Para llevar a cabo el analisis de los datos fue necesario identificar todos los acercamientos
distintos que se presentaron en la resolucion de cada problema, y posteriormente, caracterizar

las formas de razonar que exhibieron las parejas.

Los datos se analizaron con base en el marco conceptual descrito en el capitulo 2. Para
ello, se elaboraron preguntas tomando en cuenta los episodios propuestos por Santos-Trigo
y Camacho-Machin (2013) que permitieran identificar los recursos y estrategias que
activaron las parejas y las formas de razonamiento que desarrollaron cuando representaron,

exploraron y resolvieron los problemas verbales con el uso de GeoGebra.
Representacion dindmica (comprension del problema):

e Cbmo se interpretd cada concepto involucrado en el enunciado del problema en
términos geométricos?

e Tienen sentido los objetos geométricos asociados a los conceptos del problema
dentro del sistema de referencia utilizado? Es decir, ;las unidades de medida de
los ejes del sistema Cartesiano (por ejemplo: horas, metros, km/h, porcentaje, etc.)
corresponden al modelo dinamico representado?

e ;Qué herramientas del SGD se utilizaron para representar el modelo y como?

Exploracion del comportamiento de los atributos del modelo:

e ;Qué relaciones entre los atributos del modelo se analizaron?

e Como se definieron las relaciones funcionales? (es decir, como se definieron las
coordenadas del punto dindmico)

e ;Qué informacion obtuvieron de las relaciones que analizaron?

e (Exploraron el comportamiento de otros atributos en el modelo que les diera
informacion distinta a la que se preguntaba?

Solucién del problema:

e ;Hallaron la solucion del problema?
e ;Lasolucion fue aproximada o exacta?
e ;De cuantas formas diferentes resolvieron el problema?

e ,Presentaron la solucion grafica y algebraica?
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e Interpretaron correctamente la solucion en términos de los elementos del modelo?

Integracion y reflexiones:

e Pudieron explicar adecuadamente la estructura y las relaciones estructurales de
su modelo?

e (Ajustaron los pardmetros de su modelo correctamente cuando se cambiaron los
valores numéricos del mismo problema?

e Interpretaron correctamente las intersecciones o comportamiento de los lugares
geométricos que se generaron en el modelo?

e (Explicaron claramente las ideas y estrategias principales que utilizaron para
construir su modelo?

Se contrastaron los analisis de los datos presentados en las videograbaciones, los archivos
de Word y GeoGebra. Esto hizo posible identificar las ideas que mas utilizaron los
estudiantes al momento de resolver los problemas y evidenciar las dificultades comunes en
el proceso. A partir del analisis de los resultados, se caracterizan las formas esenciales de
razonar que exhibieron los estudiantes con el uso de un sistema de geometria dindmica en la

resolucion de problemas verbales.
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Capitulo 4: Analisis y Discusion de los

Resultados

En este capitulo, se presentan, analizan, y discuten los resultados del estudio. Se resalta

las formas de razonamiento que los participantes exhiben en la resolucion de diversos tipos

de problemas verbales. En cada problema se identifica el trabajo de las parejas y como

generaron representaciones y exploraciones distintas de solucion. También se identifican las

dificultades que experimentaron durante el proceso de solucion.

Se destaca, en cada problema, una tabla que incluye las ideas principales de los

acercamientos presentados por las parejas.

Problema 5:

4.1 Problemas del bloque 2.

El perimetro de un triangulo isosceles es de 48 cm. Si el lado diferente equivale a 2/3 de

la medida de los lados iguales, ;cuadl es la medida de los lados del triangulo?

Parejas

Ideas principales de los acercamientos

Ismael-Gilberto

Antonia-Alma

Construir una familia de triangulos isdsceles con perimetro de 48 cm.

Determinar las dimensiones del tridngulo cuyo lado diferente mida 2/3
de uno de los lados iguales.

Eduardo-
Daniela

Modelar, sin construir el tridngulo, el comportamiento de la longitud
del lado diferente cuando varian las longitudes de los lados iguales
(aqui el lado diferente siempre mide 2/3 de uno de los lados iguales).

Determinar las longitudes de los lados (o segmentos) que sumen 48 cm.

Alberto-Jésica

Construir una familia de triangulos isosceles que su lado diferente mida
2/3 de uno de los lados iguales, usando un segemento de longitud dada
como unidad de medida; es decir, el lado diferente tiene el doble de
longitud del segemento dado, y los lados iguales, el triple.

Determinar las dimensiones del tridangulo cuyos lados sumen 48 cm., a
partir de variar las longitud del segmento dado.

Andrés-Ramon

Brenda-Karla

Construir una familia de tridngulos isosceles donde sus lados iguales
midan 3/2 de su lado diferente.

Determinar las dimensiones del tridngulo cuyos lados sumen 48 cm.
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Para este problema, las parejas (seis) mostraron cuatro acercamientos distintos. Cuatro
parejas (Elisa-Hugo, Yolanda-Natalia, Leo-Miguel y Gloria-Erika) presentaron un
acercamiento incompleto que posteriormente terminaron a partir de la presentacion y

discusion grupal que se generd cuando las parejas compartieron sus soluciones.
Primer acercamiento (presentado por Ismael y Gilberto).

La idea inicial del primer acercamiento fue construir una familia de tridngulos isosceles
con perimetro de 48 cm. Para lograrlo, trazaron lo siguiente (Figura 4.1.1): un segmento AB
en el eje horizontal, con 4 en el origen y B un punto movil; una circunferencia centrada en 4
y con radio 4B; una circunferencia centrada en B con radio r = 48 — 2f, (condicion para
que el perimetro del tridngulo sea 48) donde f'era la longitud del segmento AB; y el tridngulo
ABD, donde D era una de las intersecciones entre las circunferencias. Asi, el triangulo ABD

cumplia la condicion de ser isdsceles con AB = AD vy tener perimetro de 48 cm.

Figura 4.1.1. Construccion de la familia de tridngulos is6sceles con perimetro de 48 cm

(https://www.geogebra.org/m/tkhuxvjw).

Cuando la pareja utilizo la prueba del arrastre para mostrar que su modelo era robusto,

observo que el tridngulo solo existia si B se movia en el intervalo (12, 24) (Figura 4.1.2).

Figura 4.1.2. Posiciones del punto B donde deja de existir el triangulo ABD.



Esto no solo permiti6 identificar el dominio o intervalo para mover el punto B en el
modelo (que los lados iguales del tridngulo construido no podian medir igual o menos de 12
unidades ni igual o mas de 24 unidades), sino también hizo posible que se llevara a cabo una
discusion alrededor del concepto de la desigualdad del triangulo (;,qué relacion guardan los

lados de un tridngulo para que pueda construirse?).

Enseguida, definieron el punto E = (a, 2 b — a) con coordenadas la longitud del lado BD

2 . .
como coordenada x y como ordenada gb — a, que relacionaba al lado desigual con la

diferencia de dos terceras partes de uno de los lados iguales y el lado desigual (a era la
longitud del segmento BD, y b, la longitud del segmento 4D, ver Figura 4.1.3). El punto £
depende de la posicion del punto B. El lugar geométrico del punto £ cuando B se mueve
sobre el eje x es una recta. La solucion la hallaron cuando al mover B, el valor de la ordenada
del punto E es cero, que graficamente significa el punto que determina la interseccion del

lugar geométrico descrito por E'y el eje horizontal (Figura 4.1.3).

Figura 4.1.3. Dimensiones del triangulo que cumple con las condiciones del problema.

Finalmente, la pareja buscod parametrizar el lugar geométrico para obtener la solucion

algebraica, sin embargo, no consigui6 concluir este proceso (Figura 4.1.4). La dificultad fue

.

que no supo como expresar a “y” en términos de a.

) y-b-a

Figura 4.1.4. Variable y en términos de a y b.




Segundo acercamiento (presentado por Eduardo y Daniela).

El segundo acercamiento, mostrado por otra pareja, consistié en modelar la relacion entre
uno de los lados iguales y el diferente sin construir el tridngulo. Entonces, traz6 un segmento
AB, con A4 en el origen y B un punto mavil sobre el eje horizontal, y un segmento AC, donde

C fue el punto de interseccion entre el eje vertical y la circunferencia con centro en 4 y radio
r= g f (ferala longitud del segmento 4B) (Figura 4.1.5). Con estos trazos, el equipo asegurd

que la longitud del segmento AC fuera 2/3 de la longitud del segmento AB para cualquier
posicion del punto B. Asi, la longitud del segmento AC la asociaron a la medida del lado

diferente del triangulo, y la longitud del segmento 4B, a la medida de uno de los lados iguales.

Figura 4.1.5. Modelo del segundo acercamiento

(https://www.geogebra.org/m/deSkngap).

A partir del modelo, defini6 el punto D = (f, 2f + g) que relacionaba la medida de uno
de los lados iguales del tridngulo con su perimetro (Figura 4.1.6). Las coordenadas que tiene
el punto D en la Figura 4.1.6 se interpretan como: si uno de los lados iguales del tridngulo

mide 3 cm, entonces su perimetro es de 8 cm.
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Figura 4.1.6. Analisis de la relacion D = (f,2f + g).

La solucion la obtuvo cuando la ordenada del punto D fue 48, porque cumplié con las
condiciones descritas en el enunciado. En la Figura 4.1.7 se observa que cuando la medida
de los lados iguales es 18 cm y la del diferente es 12 cm, el perimetro es de 48 c¢m, y que la

solucion grafica se halla en la interseccion del lugar geométrico descrito por Dy larectay =
48.

Figura 4.1.7. Solucion gréfica del segundo acercamiento.
La parametrizacion y solucion algebraica fue desarrollada adecuadamente por la pareja.
Enla Figura 4.1.8 puede observarse que planteo la ecuacion 2x + gx = 48, que fue resultado

de igualar la funcioén que surge de parametrizar el lugar geométrico y la funcion constante (y

= 48), y la resolvio correctamente.
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2 +2 =48
X+zx=

3 <2x + %x) = (48)3

6x + 2x = 144
8x = 144
144
*="g
x =18

Figura 4.1.8. Solucion algebraica del segundo acercamiento.
Tercer acercamiento (presentado por Alberto y Jésica).

La pareja primero construy6 un tridangulo que cumpliera con que su lado diferente midiera
dos terceras partes de los lados iguales (Figura 4.1.9). Trazé el segmento AB, con 4 en el
origen y B un punto movil sobre el eje horizontal, y asumio6 que /' (longitud del segmento AB)
representaba un tercio de las longitudes de los lados del tridngulo. Con este trazo base, trazo6
lo siguiente: una circunferencia centrada en 4 con radio igual a 2f, y nombré C a la
interseccion de esta con el eje horizontal; dos circunferencias con radios iguales a 3f, una
centrada en A4, y la otra, en C, y etiqueté como E a una de las intersecciones entre ellas;
finalmente, trazo los segmentos AC, CE'y AE, los cuales representaron el lado diferente y los
lados iguales, respectivamente. La configuracion del modelo que construyd, la pareja,
mantenia las condiciones de que el tridngulo ACE era isosceles y su lado diferente (la base
del triangulo) era dos tercios de uno de los lados iguales, para cualquier posicion de B (Figura

4.1.9).

Figura 4.1.9. Modelo del tercer acercamiento (https://www.geogebra.org/m/sjyntafw).
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Luego, defini6 el punto F = (f, g + h + i) para explorar el comportamiento del perimetro
respecto a f. Las dimensiones del tridngulo que cumplian con las condiciones del problema

las obtuvo cuando F coincidia con la recta y = 48 (Figura 4.1.10).

Figura 4.1.10. Solucion grafica del tercer acercamiento.

En la Figura 4.1.11 se muestra la parametrizacion y el planteamiento y solucion de la
ecuacion que obtuvo de igualar las funciones y = 8x & y = 48. La solucion de la ecuacion
(x = 6) represent6 la longitud del segmento AB, asi que tenia que sustituirse en g, 4 e i para

obtener las medidas de los lados del tridngulo.

y=g+h+i
y=2f+3f+3f

—> y =8

8x = 48

x=6

Figura 4.1.11. Solucion algebraica del tercer acercamiento.
Cuarto acercamiento (presentado por Andrés y Ramon).

En el ultimo acercamiento, la cuarta pareja desarrolld la misma idea que la tercera, solo
que su segmento 4B se asoci6 a la medida del lado diferente del tridngulo. Esta decision
provocod pequefios cambios en el proceso de construccion del modelo (Figura 4.1.12).

Primero, ya no necesito trazar tres circunferencias, con dos le fue suficiente para hallar el
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tercer vértice del tridngulo (punto D); y segundo, las circunferencias centradas en 4 y B

tuvieron radio r = % f (fera la longitud del segmento A4B).

Figura 4.1.12. Modelo de la cuarta pareja (https://www.geogebra.org/m/xqcbpfvg).

La solucidn la hall6 en la abscisa de la interseccion del lugar geométrico descrito por E'y
la recta y = 48, donde E lo defini6 como E = (f,f + g + h) (Figura 4.1.13). En otras
palabras, como E describi6 el comportamiento del perimetro con relacion al lado diferente
del triangulo, entonces las medidas de los lados del tridngulo las consigui6 cuando la

ordenada de E fue 48.

Figura 4.1.13. Solucién grafica de la cuarta pareja.

Al igual que la tercera pareja, parametrizd y desarrolld la solucion algebraica (Figura
4.1.14), pero como la variable x se asocio al lado diferente, el resultado fue la medida de ese

lado (x = 12).
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(frg+h+f)
y=(/2D3+(/2)3+f
y=2((f/23) +f
y =2((x/2)3) +x;y =48
48 = 2((x/2)3) +x
48 = 2((0.5x)3) + x
48 = 2(1.5x) + x
48 =3x +x
48 = 4x
x =48/4
x =12

Figura 4.1.14. Solucién algebraica mostrada por la cuarta pareja.

Después de analizar los cuatro acercamientos puede observarse que, por el contexto del
problema, todas las parejas, excepto la que presento el segundo acercamiento, consideraron
que para resolverlo era necesario, en un principio, construir un tridngulo que cumpliera con
alguna de las condiciones descritas en el enunciado. Esta idea de construir el triangulo
permitid tener distintos acercamientos a la solucion del problema, pero también provoco que
cuatro parejas no presentaran una propuesta de solucion, pues, como no se les plante6 en los
problemas del primer bloque alguno que implicara la construccion de una figura, no tuvieron

una idea propia que les permitiera iniciar un acercamiento hacia la solucion del problema.

(Qué ofrecid o qué aportd la construccion del tridngulo al desarrollo del problema?
Aunque no era necesario construirlo para resolver el problema, como se mostré en el segundo
acercamiento, permitio prestarle atencion a elementos o conceptos que no se toman en cuenta
cuando se trabaja con lapiz y papel: dominio del problema, desigualdad del tridngulo,
construccion de la figura. Ademas, GeoGebra no solo favoreci6 la exploracion de dichos
elementos o conceptos, sino también ayud6 a plantear las ecuaciones desde un enfoque
grafico, pues las ecuaciones fueron vistas como igualdades entre funciones que surgen de las

relaciones analizadas en los modelos.
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Problema 6:
Un farmacéutico debe preparar 75 ml de una solucion con un ingrediente activo al 2%.
Si solo tiene en existencia soluciones al 4 y 1%, ;cuanto de cada solucion debera mezclar

para la elaboracion de la nueva solucion al 2%?

Acercamiento Ideas principales

Representar las soluciones como dos longitudes de segmentos que
sumen 75 en el eje horizontal: el primer segmento asociado a la
solucion del 1% de ingrediente activo, y el segundo, a la del 4%.

Elisa-Hugo Representar las cantidades de ingrediente activo de cada sustancia
mediante longitudes de segmento en el eje vertical.

Determinar las longitudes de los segmentos del eje horizontal cuando
los del eje vertical sumen 15 (2% de 75).

Yolanda-Natalia | Representar las soluciones como dos longitudes de segmentos que
Ismael-Gilberto | sumen 75: el primer segmento asociado a la solucion del 4% de

) ingrediente activo, y el segundo, a la del 1%.
Antonia-Alma ) ) ) ) )
Representar las cantidades de ingrediente activo de cada sustancia

Alberto-Jésica | medjante longitudes de segmento en el eje vertical.

Andrés-Ramon | peterminar las longitudes de los segmentos del eje horizontal cuando

Brenda-Karla | los del eje vertical sumen 15 (2% de 75).

En este problema se presentaron dos acercamientos. El primero, realizado por una pareja,
y el segundo, por seis parejas. Las otras tres parejas (Eduardo-Daniela, Leo-Miguel y Gloria-
Erika) comenzaron la construccion del modelo igual al del segundo acercamiento, pero no
lograron concluirlo porque no comprendieron el problema completamente. No obstante, a
partir de la presentacion y discusion grupal que se generd cuando las parejas compartieron

sus soluciones, lo terminaron.

Los dos acercamientos que mostraron las parejas en la resolucion de este problema
partieron de la idea de representar la cantidad de mililitros de las soluciones al 1 y 4 porciento
en el eje horizontal, de tal manera que se cumpliera la condicion de que sumadas fueran 75
ml en total, y en el eje vertical representaron la cantidad de ingrediente activo que contenia
cada solucion (Figura 4.1.15). Asi, en la Figura 4.1.15 (primer acercamiento mostrado por
Elisay Hugo), la longitud del segmento AC la asociaron a la solucion del 1%; la del segmento
CB, a la solucién del 4%; el segmento 4D de longitud 0.01g (0.01 veces la longitud del

segmento AC), que se traz6 con ayuda de la herramienta Circunferencia (centro y radio), lo
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asociaron a la cantidad de ingrediente activo de la solucion al 1%); el segmento AE de longitud
0.04f, a la cantidad de ingrediente activo de la solucion al 4%:; y el segmento AF de longitud
0.024B, a la cantidad de ingrediente activo de la solucién al 2%, que es la resultante de
mezclar las soluciones del 1 y 4 por ciento. En este contexto, las unidades de los ejes fueron

mililitros.

mililitros

tamill = 1.8

0.8ml
0.6l
0.4l

0.2ml

mililitros
-5ml |O||Al Sml 10ml 15ml 20ml 25ml 30ml 35ml 40ml 45ml 50ml 55ml 60ml 65ml 70ml 75ml 80ml
g=30 ( f=45 .

-0.2ml

Figura 4.1.15. Representacion geométrica de las soluciones (sustancias) y sus

ingredientes activos (https:/www.geogebra.org/m/m9bnh7e2).

Entonces, lo que analizaron en los dos acercamientos fue la relacion entre las soluciones
y sus cantidades de ingrediente activo. Es decir, exploraron los modelos a través de mover el
punto C sobre el eje horizontal hasta hallar el instante en que la suma AD + AE fuera igual a

AF 6 h + i = j, para determinar cuanta solucion de cada una se debia mezclar.

A pesar de que las ideas generales y modelos coincidian en gran medida en los dos
acercamientos, su diferencia fue notoria cuando se llevé a cabo el andlisis del lugar
geométrico descrito por el punto G = (g, h + i) (Figura 4.1.16). Esta diferencia se dio porque
el segmento g no representd a la sustancia al 1% en ambos casos, en el segundo modelo lo
asociaron con la solucion al 4%. Asi, aunque la relacion que analizaron en cada modelo fue

la misma en términos geométricos: (AC, AD + AE), el resultado fue distinto.
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3.5 |Mililitros

3.5 Jmililitros

G = (25, 2.25)

j=1.5
i=0.3
h=0.25 mililit mililit

10ml 20ml 30ml 4oml Seml 60mL 70ml 8oml 9eml 100ml 110ml 120ml 1 10ml 20ml 3oml 40ml Seml 60ml 70ml 8oml 99ml  100ml 110ml 120ml 1.

g=25 C f=50 g=45 [« f=30

Lugar geométrico del primer Lugar geométrico del segundo
acercamiento. acercamiento

(https://www.geogebra.org/m/gy9cnaag).

Imagen de ambos acercamientos.

Figura 4.1.16. Representacion grafica de los lugares geométricos de cada modelo.

En la grafica del primer modelo (Figura 4.1.17a), el valor que hallaron para g, cuando se
obtuvo que AD + AE = AF, fue 50, mientras que, para la grafica del segundo modelo (Figura
4.1.17b), g fue 25. Bajo el contexto del problema, en el primer modelo encontraron que deben
utilizar 50 ml de la solucion al 1% de ingrediente activo para la mezcla, y en el segundo

modelo, 25 ml de la solucion al 4%.
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mi¥ilitros mililitros

arl

G = (50, 1.5) F G = (25, 1.5)

j=1.5
0.5
1
mililitro
10ml 20ml 3eml 40ml 50ml 60ml 7éml 8oml 9eml 10eml  118ml  12¢
g=25 C f=50 B

mililitro
16ml 20l 30ml  40ml  Seml  66ml  76ml  8Gml  96ml  looml 1loml 120
9=50 ( f=25 B

a b
Figura 4.1.17. Soluciones graficas de los dos acercamientos.

En la discusion grupal que se hizo sobre la interpretacion de los modelos, los estudiantes
comprendieron que la solucion se hallaba en la interseccion de la recta y = 1.5 (que
representd la cantidad de ingrediente activo de la mezcla) y el lugar geométrico de cada
modelo que se grafico dentro del intervalo (0, 75). Esto fue un indicador de que los
estudiantes consideraron el contexto del problema para identificar su dominio en la

representacion grafica.

Enseguida hicieron la parametrizacion de los lugares geométricos de cada modelo

(Figuras 4.1.18a y 4.1.18b) y obtuvieron sus respectivas soluciones algebraicas.

y=h+iy=15
y =0.01g + 0.04f
y =0.01g + 0.04(75 — g)
y = 0.01x + 0.04(75 — x)
y = 0.01x + 3 — 0.04x

y=j+k
y = 0.04g + 0.01h
y = 0.04g + 0.01(75 — g)

=) y = —0.03x +3 = ) = 0.04x + 0.01(75 — x)
—0.03x+3=15 y = 0.04x + 0.75 — 0.01x
~0.03x=1.5-3 y = 0.03x +0.75

~0.03x = 15

x = —1.5/—0.03 = 50
Figura 4.1.18a. Parametrizacion del Figura 4.1.18b. Parametrizacion del

lugar geométrico del primer acercamiento.  lugar geométrico del segundo acercamiento.
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La dificultad que se identificd durante este proceso fue la de representar f'en términos de
g. Cuando se preguntd a las parejas ;jcomo escribir la ecuacion 2 (ver Figura 4.1.19a) en
términos de g?, observaron el modelo (Figura 4.1.19b) y contestaron que f'era g/2, lo que
fue equivocado porque la condicion que cumplian f'y g era que sumaban 75. En vez de
reflexionar sobre la forma en que construyeron el modelo, buscaron un patréon entre los

valores que tenian las longitudes de los segmentos /'y g en ese instante.

Figura 4.1.19b. Modelo del primer

Figura 4.1.19a. Ecuacién 2 de la acercamiento.

parametrizacion del primer modelo.

No obstante, el investigador utilizé el mismo modelo dindmico para que los estudiantes
verificaran si era correcta o no la respuesta que habian dado. En la Figura 4.1.20 se muestra
cuando el punto C se movioé a 40; se observd que la relacion de los segmentos [y g
mencionada por los estudiantes fue incorrecta (ya que la longitud de fno era la mitad de la
longitud de g). De esta manera el SGD sirvié como un medio para invalidar la conjetura

planteada.

Figura 4.1.20. Cambio de la posicion del punto C para verificar la conjetura planteada

por las parejas.

En general, se observo que los modelos, que plantearon las parejas, permitieron resolver

el problema sin dificultades mayores. A pesar de que es comun que se les complique trabajar
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con porcentajes por el tema de conversiones, el SGD dio la posibilidad de no hacerlas, ya
que las hace con solo usar la notacion de “%” (por ejemplo: si se introduce la expresion
“1%g” en GeoGebra da como resultado la operacion 0.01g). Asi, las parejas se enfocaron
en las ideas generales para construir un modelo dindmico sin ocuparse de los aspectos

aritméticos o algebraicos.

Problema 7:
Para la recoleccion de trigo se utilizan dos cosechadoras, la primera tarda 8 horas y las

dos juntas tardan 4.8 horas, ;jcudnto tiempo tardard la segunda en recolectar el trigo?

Acercamiento Ideas principales

Representar, a través de pendientes, la velocidad con la que recolecta
Antonia-Alma | el trigo la primera cosechadora y la velocidad con la que recolectan el

Eduardo-Daniela trigo las dos cosechadoras juntas.

. . Modelar, a través de una tercera pendiente, la velocidad con la que
Andrés-Ramon .
recolecta el trigo la segunda cosechadora.
Elisa-Hugo Determinar el tiempo que tarda en recolectar el trigo la segunda

Yolanda-Natalia | cosechadora cuando la tercera pendiente equivale a la diferencia de
Gloria-Erika las dos primeras.

* Las 6 parejas mostraron dificultades en la interpretacion del modelo.

Representar, mediante areas de rectangulos, la cantidad de trigo
recolectado por la primera cosechadora y la cantidad de trigo
Brenda-Karla | recolectado por las dos juntas.

* Esta pareja mostro dificultades para interpretar el modelo y hallar la
solucion.

Representar, a través de pendientes, la velocidad con la que recolecta
el trigo la primera cosechadora y la velocidad con la que recolectan el
trigo las dos cosechadoras juntas.

Modelar, a través de una tercera pendiente, la velocidad con la que

Alberto-Jésica :
berto-Jésic recolecta el trigo la segunda cosechadora.
Ismacl-Gilberto Determinar el tiempo que tarda en recolectar el trigo la segunda
cosechadora cuando la tercera pendiente equivale a la diferencia de

las dos primeras.

* Las 2 parejas mostraron dominio en la interpretacion del modelo.

En este problema verbal se mostraron tres acercamientos distintos. Trabajaron nueve
parejas porque hubo inasistencia de dos estudiantes (Leo y Miguel). Todas las parejas

resolvieron el problema.
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Primer acercamiento (presentado por Antonia y Alma).

El primero se baso6 en el modelo que se construy6 en el Problema 4 de del bloque 1 (ver
Figura 27b del apéndice 2). Practicamente, como identificaron que el contexto de ese

problema era andlogo a este, ajustaron ese modelo a los datos de este problema (Figura

4.1.21).

F=(8,2)

A E=(4.8,2) E‘/ﬂ:!"‘-“ ?W

Figura 4.1.21. Modelo del primer acercamiento (https:/www.geogebra.org/m/xe2xevgj).

En el modelo que se muestra en la Figura 4.1.21, la longitud del segmento 4B se asocid
al tiempo en el que dos maquinas recolectan trigo; la del segmento AC, al tiempo en que la
primera maquina tarda en recolectarlo; la del segmento AD, a la cantidad total de trigo
recolectado (las unidades de trigo recolectado se tomaron como toneladas); la pendiente del
segmento AE (m,), a la cantidad de trigo que recolectan las dos maquinas en una hora; la
pendiente del segmento AF (m3), a la cantidad de trigo que recolecta la primera maquina en
una hora; la longitud del segmento AG (asociado a la variable), al tiempo en que la segunda
maquina recolecta el trigo; y la pendiente del segmento AH (m,), a la cantidad de trigo que
recolecta la segunda maquina en una hora. Por lo tanto, el significado de las coordenadas del
punto E = (4.8, 2) fue que en 4.8 horas las dos cosechadoras recolectan 2 toneladas de trigo;
las del punto F = (8, 2), que en 8 horas la primera cosechadora recolecta la misma cantidad
de trigo, y las del punto H, las horas en que la segunda cosechadora recolecta las 2 toneladas.
Los puntos £ y F fueron fijos, mientras que la posicion del punto H dependia de la posicion

del punto G.

Sin embargo, cuando se cuestiono a la pareja sobre la interpretacion de los elementos del
modelo con base en el contexto del enunciado, tuvo dificultades para interpretarlo. La pareja
expreso que las unidades del eje vertical eran cosechadoras y que por ese motivo el segmento
AD era de longitud dos (Figura 4.1.21), porque eran dos cosechadoras segtin el problema.

También mencionaron que las pendientes m,, m; y m, eran velocidades de las cosechadoras,
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pero no pudieron especificar las unidades. Un integrante de otra pareja dijo que, si las
pendientes representaban las velocidades de las cosechadoras, entonces las unidades del eje
vertical representaban distancia, pero tampoco pudo darles sentido a los elementos del

modelo bajo esa suposicion.

Ante estas respuestas, el profesor intervino para aclarar las ideas principales del modelo y
explicar por qué tenian sentido. Finalmente, la pareja movié el punto G sobre el eje horizontal
hasta encontrar que el valor numérico de la pendiente m, fuera igual a la diferencia de las
pendientes m, y ms. Cuando obtuvo esta igualdad, hallaron que la segunda cosechadora
tarda 12 horas en recolectar el trigo (Figura 4.1.22). También observo que la posicion del

punto D no afectaba la solucion del problema.

Figura 4.1.22. Posicion del punto G donde se halla la solucién del problema.

Lo que se puede observar de las dificultades que surgieron es que estan asociadas a los
conceptos de velocidad y razon. La pareja identifico las razones del modelo (que son las
pendientes) y las asociaron con las velocidades de las cosechadoras; por ello, intent6 de que
las unidades del eje vertical fueran cosechadoras o distancia, porque asi obtendria en las
pendientes las “velocidades de las cosechadoras™ o la razon de “distancia/tiempo” que es la
formula de velocidad. Es decir, los conceptos de razon y velocidad los usaron
indistintamente; no identificé a la razon como una operacion general que permite comparar

dos cantidades.

En las figuras 4.1.21 y 4.1.22 pueden observarse los lugares geométricos que obtuvo. La
relacion que grafico fue (AG, m, — m3) cuando tenia que graficar la relacion (AG, m,), ya

que se tenia que analizar la variacién de m, respecto a AG que, en términos del problema,
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significaba analizar la variacion de la velocidad de recoleccion de la segunda cosechadora
respecto al tiempo. Este error de no prestar atencion a los objetos que varian en el modelo ya
se habia visto en la resolucién de los problemas del bloque 1. Los estudiantes tienden a

utilizar los datos conocidos del problema en los analisis de relaciones.

Luego de corregir la relacion, la pareja hizo la parametrizacion del lugar geométrico

(ecuacion 3 de la figura 4.1.23).

Dy =m,
y=mp;—m3
y=AD/48 - AD/8 4=m
(2)y = AD/AG
(B)y =AD/x

Figura 4.1.23. Representacion grafica y parametrizacion del lugar geométrico de la

relacion (AG, m,).

La ecuacion por resolver la planted de escribir m, = m, — m5 en términos de AG, donde
AG = x. En la Figura 4.1.24 se muestra la ecuacion y el despeje que hizo para obtener el
valor de x. En el proceso se observéd que el término AD se elimind, y se relacion6 con el

hecho de que, aunque se variara su valor en el modelo, no afectaba a la solucion del problema.

AD
— =AD/48 - AD/8

AD 8AD — 4.8AD
x 488
AD 324D
x  48(8)
) 0
324D
4.8(8)
32
12 =x

Figura 4.1.24. Desarrollo y solucion de la ecuacion asociada al modelo.
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Segundo acercamiento (presentado por Brenda y Karla).

En el segundo acercamiento (Figura 4.1.25), la pareja, considerd las unidades del eje
horizontal como horas (tiempo), y las del eje vertical como velocidad de recoleccion
(toneladas por hora). La construccion se bas6 en representar la cantidad de trigo recolectado
mediante areas de rectangulos. En la Figura 4.1.25 se muestran los puntos fijos C'y D que
fueron asociados a las razones de 1/4.8 y 1/8, respectivamente (la unidad se tom6 como el
100% de trigo recolectado), y que los interpretaron como las fracciones de trigo que
recolectan en una hora las dos cosechadoras trabajando juntas y la primera de forma

individual. El punto B fue mdvil y representd el tiempo de cosecha.

D - .12 =

C->.2=—

1
4,

(o]

Figura 4.1.25. Segundo acercamiento del problema de las cosechadoras.

El valor numérico del area del rectangulo ABED (poligono c2) represent6 el porcentaje
de trigo recolectado por la primera cosechadora; y el valor numérico del area del rectangulo
ABFC (poligono c1), el porcentaje de trigo recolectado por ambas cosechadoras (las bases
de ambos rectangulos dependian del punto B). De esta manera, en la Figura 4.1.25 puede
interpretarse que en 4.8 horas las dos cosechadoras recolectaron el 100% del trigo, y que la
primera recolectd el 60% del total. Asi, la diferencia entre las areas (c1 — c2), es decir, el
area del rectangulo que se formo por los vértices DEFC, represent6 el porcentaje de trigo que
recolectd la segunda cosechadora en x horas. Por lo tanto, si se queria saber cuanto tiempo le
tomaba a la segunda cosechadora recolectar todo el trigo, solo debia moverse el punto B sobre
el eje horizontal hasta encontrar para qué tiempo la diferencia de las areas era 1 (c1 — c2 =
1), pues las velocidades con las que trabajan las cosechadoras eran constantes. En la Figura

4.1.26 se muestra la solucion del problema (12 horas) en términos del modelo.
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c2=1.5

Figura 4.1.26. Posicion de B donde se cumple que c1 — c2 = 1.

Sin embargo, la pareja no logr6 concretar esta idea. Definid la diferencia de las areas como
i =cl—c2, que identifico como el porcentaje de trigo recolectado por la segunda
cosechadora, analiz6 el comportamiento de la suma de i + ¢2, y concluy6 que cuando la
suma fuera igual a uno se obtendria el tiempo en que la segunda cosechadora recolecta el
100% del trigo. El profesor le mostré mediante una sustitucion que analizar la suma i + c2
era equivalente a analizar ¢l — c2 + c2 = c1; es decir, la pareja analizé el area del
rectangulo ABFC (Figura 4.1.26) que estaba asociado al porcentaje de trigo recolectado por

ambas cosechadoras, y no por la segunda como lo menciono.

La discusion que guio el profesor fue con la intencion de dar a notar que el Uinico dato que
no se habia representado explicitamente en este acercamiento, pero que era necesario para
resolver el problema, era la velocidad de recoleccion de la segunda cosechadora (el cual se
hallaba en la longitud del segmento CD). De igual forma, la pareja no logrd interpretar

adecuadamente el modelo para dar respuesta a la pregunta planteada en el enunciado.
Tercer acercamiento (presentado por Alberto y Jésica).

El tercer acercamiento coincidi6 con las ideas y procedimientos que se desarrollaron en el
primero (Figura 4.1.27). La diferencia fue que, en el proceso de interpretacion y
parametrizacion del modelo, la pareja mostré un mayor dominio, aunque en la resolucion de

la ecuacion tuvo dificultades también (Figura 4.1.28).
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Figura 4.1.27. Modelo mostrado por la tercera pareja.

1) y=my
AD
2) y= 1
AD
3 y= =
y=m —my
AD AD
Y=48" 8 -
AD AD AD
48 8  x
3.2AD
x( 38.4 ) = 4D
38.4AD
*=35ap - 2

Figura 4.1.28. Parametrizacion y solucion algebraica del problema.

En el desarrollo del problema es importante notar que, de los tres acercamientos, el
segundo fue un intento de mostrar un camino distinto al que se planteo en el problema de las
llaves (problema 4 del bloque 1, ver apéndice 2). La dificultad a la que se enfrento esta pareja,
después de haber representado los conceptos del enunciado, fue a la de no identificar

correctamente lo que se debia analizar para obtener la solucion del problema.
Las diferentes propuestas de modelos que plantean las parejas las compromete a justificar
o argumentar el por qué tiene sentido y como reconocer que la solucion es la correcta.
Problema 8:

En cierta competencia de atletismo el corredor A se encuentra a 30 metros adelante del

corredor B. El corredor A lleva una velocidad constante de 7 km/h y el corredor B lleva una
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velocidad constante de 8 km/h. Si los dos salen al mismo tiempo, ;después de cuantos metros

el corredor B alcanzara al corredor A?

Acercamiento Ideas principales

Representar, mediante areas de rectangulos, la cantidad de metros que
recorrié cada corredor en ¢ segundos.

Leo-Miguel Explorar el comportamiento de la razon entre las cantidades
recorridas de los corredores y determinar la cantidad de metros que
recorri6d B cuando la razén es igual a 1.

Construir rectangulos cuyas longitudes de sus bases se asociaron con
los kilémetros recorridos de cada corredor, y las longitudes de sus

Brenda-Karla alturas, con sus velocidades.

* Ausencia de sentido en la interpretacion de las areas.

Representar, mediante areas de rectangulos, la cantidad de kilometros

Yolanda-Natalia | 9 recorrié cada corredor en ¢ horas.

Explorar el comportamiento de la diferencia entre las cantidades
recorridas por los corredores y determinar la cantidad de metros que
recorrié B cuando la diferencia es igual a 0.

Eduardo-Daniela

Representar, a través de pendientes, las velocidades de los corredores.

Explorar el comportamiento de la diferencia entre las cantidades
Antonia-Alma | recorridas por los corredores y determinar la cantidad de metros que
recorrié B cuando la diferencia es igual a 0.3 (esto es porque no se le
agreg6 los metros de ventaja al primer corredor).

Se mostraron cuatro acercamientos para este problema. Cinco parejas no presentaron una
propuesta concreta, debido a que no supieron como manejar las unidades de los ejes. Después
de observar y discutir sobre los acercamientos que fueron presentados al grupo, estas cinco

parejas terminaron sus modelos.
Primer acercamiento (presentado por Leo y Miguel).

En el primer acercamiento (Figura 4.1.29), la pareja, tomd las unidades del eje horizontal
como tiempo, y las del eje vertical como velocidad. Mediante el area de rectdngulos expreso
la distancia, porque era el resultado del producto del tiempo y velocidad. Enseguida hizo una
conversion de km/h a m/s. Entonces, el corredor B corri6 a una velocidad de 2.22... m/s, y el
corredor A, a una velocidad de 1.944... m/s (un integrante de la pareja hizo la conversion).

La pareja explicod que hizo la conversion porque la diferencia que habia entre los corredores
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estaba en metros. Asi, en su modelo, cada segundo mostré la cantidad de metros recorridos

por los corredores.

Figura 4.1.29. Modelo del primer acercamiento

(https://www.geogebra.org/m/nmjkc6myj).

En la Figura 4.1.29 se muestra la cantidad de metros recorridos por ambos corredores en
dos segundos, donde c¢2 representd la distancia recorrida por 4, y ¢/, la distancia recorrida

por B. La pareja observo, mediante el lugar geométrico que describia el punto G =

= 1 (Figura 4.1.30); dicho de otra

c2+30 . g : . c2+30
cl, —)> bara qué distancia ¢/ se cumplia que -

forma, observd qué distancia recorri6 el corredor B para alcanzar al corredor 4 (quien, en el

mismo tiempo que B, ha recorrido c¢2 + 30 metros).

Figura 4.1.30. Exploracién de la relacion que hay entre las distancias recorridas por los

corredores.
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Se puede observar en la Figura 4.1.30 que, a los 253 metros, aproximadamente, el corredor
B alcanz¢ al corredor 4, ya que es la interseccion entre el lugar geométrico y la recta y = 1.
A partir de este resultado se preguntd a la pareja sobre el significado de la razén cuando era
menor o mayor que 1: la pareja identific6 que cuando la razon era menor a 1, significaba que

el corredor B habia rebasado al corredor 4; en caso contrario, A mantenia el primer lugar.
Segundo acercamiento (presentado por Brenda y Karla).

En el segundo acercamiento (Figura 4.1.31), la pareja hace un modelo de areas también,
pero las unidades del eje horizontal las asociaron con distancia, y las del eje vertical, con
velocidad. De esta manera, el area represento el producto de velocidad por distancia, lo que
en el contexto del problema no tiene sentido. Ademas, en el eje horizontal construyo la base
del segundo rectangulo 0.03 unidades mayor que el primero usando la herramienta de
Circunferencia (centro y radio), 1o que implicé que la base del segundo rectangulo siempre
fuera mayor que la del primero. Lo hizo asi por el dato de que el primer corredor tiene 30
metros de ventaja; sin embargo, no se percatd que en ese modelo el segundo corredor nunca

alcanzaria al primero.

Figura 4.1.31. Modelo presentado por el segundo equipo.
Tercer acercamiento (presentado por Yolanda y Natalia).

En el tercer acercamiento, la pareja considero las unidades del eje vertical como km/h, y
las del eje horizontal como horas. Entonces, construy6 rectingulos cuyas areas se asociaron

a las distancias recorridas por los corredores (Figura 4.1.32) y las analizo.
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Figura 4.1.32. Tercer modelo presentado.

La solucién la hall cuando se cumplié que c1 — c2 = 0.03, es decir, cuando la diferencia
entre las distancias recorridas por el segundo y primer corredor fueran 30 metros. Y eso paséd
en 0.03 horas (Figura 4.1.33). La pareja dio respuesta al problema fijdndose en el area ¢/ =
0.24, que se interpreté como la distancia en kilometros recorrida por el segundo corredor

(Figura 4.1.34).

Figura 4.1.33. Solucién del problema en términos del tiempo.

Figura 4.1.34. Solucion del problema en términos de la distancia (area c/).
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En este punto, se llevd a cabo la parametrizacion del primer y tercer modelo por las
respectivas parejas, plantearon y resolvieron sus respectivas ecuaciones y se contrastaron los
resultados. En la Figura 4.1.35 puede observarse la parametrizaciéon del primer modelo
(ecuacion 3 de la imagen), cuando la iguald a uno obtuvo que x = 240. Este resultado,
ademas de coincidir con el del tercer modelo, evidencié que cuando se trabaja con decimales
en la construccion del modelo es posible generar un margen de error significativo, pues
cuando hizo la exploracion la primera pareja, el resultado habia dado aproximadamente 253
metros (13 metros de diferencia; ver Figura 4.1.30). Ante esto, corrigié los valores que se
usaron en el modelo y obtuvo el resultado con precision (ver modelo de la Figura 4.1.35). De
hecho, también obtuvo con precision, en el modelo, el tiempo que le tomo6 al segundo

corredor alcanzar al primero: fueron 108 segundos.

o C2+30
1) y= 1
1.94c1
+30
2.2
2) y=—Ll
@ y-Z
1.94x
(3 y=- 222
X

Figura 4.1.35. Parametrizacion del primer modelo mostrado.

En el caso del tercer acercamiento, la parametrizacion estuvo en términos del tiempo, que
se identific6é con la letra 4 del modelo y, por lo tanto, la solucién algebraica dio como
resultado 0.03 horas (Figura 4.1.36). La pareja hizo la conversion de las horas a segundos y
observd que era el mismo tiempo que el del primer modelo (108 segundos), lo que les dio la

seguridad de concluir que su resultado era correcto.
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(1) y=cl—-c2
(2) y=8h—7h
) -t
() y=x
y =0.03

Figura 4.1.36. Parametrizacion del tercer modelo.

Al final, estos dos modelos se sustentaron en las mismas ideas y se construyeron de la
misma forma. Las diferencias fueron: 1) las unidades que utilizaron las parejas; la primera,
metros y segundos, y la segunda, kildmetros y horas; 2) el objeto geométrico que asignaron
como variable; la primera asigno al area del rectangulo ¢/ como variable, y la segunda, a la
base. Estas diferencias provocaron que las parametrizaciones y las ecuaciones que se

desarrollaron, aunque fueran distintas, llegaran al mismo resultado.
Cuarto acercamiento (presentado por Antonia y Alma).

La cuarta pareja mostrd un acercamiento en el que las unidades del eje horizontal eran
horas, como el de los acercamientos pasados, pero las unidades del eje vertical eran
kilometros; es decir, en el eje vertical asocio las unidades de distancia a diferencia de los
modelos pasados que asociaron unidades de velocidad. De esta manera, busco representar las
velocidades de los corredores mediante pendientes (Figura 4.1.37). Para la representacion
geométrica de las velocidades traz6 dos rectas: una con pendiente igual a 7, y la otra, con

pendiente igual a 8.

Figura 4.1.37. Representacion geométrica de las pendientes.

79



Después, coloco el punto G mévil sobre el eje horizontal, trazé una perpendicular al
mismo eje pasando por el punto G, marco las intersecciones de esta con las rectas (puntos H
y I) y, mediante perpendiculares al eje vertical que pasaban por los puntos H'y I, marcé las
intersecciones de estas con el eje vertical (puntos J y K) (Figura 4.1.38). Asi, el segmento
AG represento el tiempo transcurrido de la competencia, y el segmento JK la distancia entre
los corredores en el tiempo AG (pues AK era la distancia recorrida por el primer corredor, y

AJ, la distancia recorrida por el segundo).

Figura 4.1.38. Modelo del problema (https://www.geogebra.org/m/dy4bcbsj).

En la Figura 4.1.38 se observa que el lugar geométrico que describe el punto L = (AG, a)
relaciona la longitud del segmento AG con la longitud del segmento JK, y sus coordenadas
indican que para 0.03 horas, la distancia entre los corredores es de 0.03 km. Por lo tanto,
como se cumplen las condiciones del problema para la posicion en la que se encuentra el
punto G, el dato de la distancia que recorrié el segundo corredor para alcanzar al primero, se
encuentra en la ordenada del punto J (en la vista algebraica de la Figura 4.1.38 puede

apreciarse ese dato), el cual es 0.24 km segln el contexto de enunciado.

Este enfoque exhibiéo como, la pareja, adoptd la estrategia que se utilizé en el primer

modelo del problema de las llaves (ver problema 4 del apéndice 2, Figura 27a) a este
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contexto. La estrategia consiste en analizar como se comporta la suma o diferencia de las

ordenadas de segmentos con pendiente fija respecto a x.

4.2 Problemas del bloque 3.

Este ultimo bloque constd de cinco problemas verbales que se resuelven con ecuaciones
de segundo grado. La finalidad fue observar y analizar como resuelven las parejas estos
problemas utilizando el SGD. Para ello, fue importante identificar los recursos, las estrategias

y las ideas principales que expusieron en sus procesos.

Problema 9:

La suma de dos numeros es 18 y la de sus cuadrados es 180, ;jcudles son los numeros?

Acercamiento Ideas principales

Ismael-Gilberto

Antonia-Alma | Representar la suma de los dos niimeros como dos segmentos que sus
. longit 18.
Eduardo-Daniela | 08 udes sumen 18
L Explorar el comportamiento de la suma con ayuda de la herramienta
Alberto-Jésica *P comp 4 Y
lugar geométrico.

Elisa-Hugo Determinar los numeros (las longitudes de los segmentos) que dan

Leo-Miguel 180 en el lugar geométrico.
Gloria-Erika

Representar la suma de los dos nimeros como dos segmentos que sus
longitudes sumen 18.

Yolanda-Natalia Construir dos cuadrados a partir de las longitudes de los dos

Brenda-Karla segmentos para representar con sus areas los valores de los numeros

Andrés-Ramon al cuadrado.

Determinar los numeros (las longitudes de los segmentos) que hacen
que la suma de las areas de los cuadrados sea 180.

Se presentaron dos formas distintas de resolver el problema. Todas las parejas lo

resolvieron.
Primer acercamiento (presentado por Ismael y Gilberto).

La construccion del modelo que se realizé en el primer acercamiento se baso en el modelo
de la suma de dos nimeros que se hizo en la primera sesion (ver apéndice 1, Figura 1). La
pareja defini6 el segmento 4B sobre el eje horizontal con 4 en el origen y B en 18, coloco el

punto C en el segmento y defini6 los segmentos gy / (Figura 4.2.1).
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Figura 4.2.1. Representacion geométrica de dos numeros que sumados dan 18.

En la Figura 4.2.2 se observa que traz6 el lugar geométrico descrito por el punto D =
(g, g? + h?) que relaciond la longitud del segmento g con la suma de los cuadrados de las
longitudes de los segmentos g y 4. Esto le permitié ver el comportamiento de la suma de dos

nameros al cuadrado cuando su suma lineal era 18.

Figura 4.2.2. Lugar geométrico generado por el punto D.

La pareja mostr6 las posiciones del punto C donde la ordenada del punto D era 180
(Figuras 4.2.3 y 4.2.4), y hall6 que la segunda condicion del problema se cumplia cuando los
numeros eran 6 y 12 (que en términos geométricos fue cuando g = 12y h = 6 6 cuando g =

6yh=12).

Figura 4.2.3. Solucion del problema Figura 4.2.4. Solucion del problema
parag =12y h = 6. parag =6y h = 12.

Enseguida, parametrizd el lugar geométrico, del cual obtuvo la funcién y = x? +

(18 — x)?, grafico la funcién y la intersectd con la recta y = 180 (Figura 4.2.5). La pareja
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explico que los puntos de interseccion F = (6,180) y E = (12,180) significaban que, si el
primer niimero era 6 o 12, la suma de los cuadrados de los dos niimeros buscados era 180.

Asi, concluyd que los dos nimeros buscados eran 6 y 12.

Figura 4.2.5. Parametrizacion y solucion grafica del primer acercamiento.

Finalmente, igualaron las ecuaciones para hallar la solucion desde un enfoque algebraico
(Figura 4.2.6).

—b +Vb? — 4ac
2a
180 = x2 + (180 — x)2 +18 + /182 — 4(1)(72)
180 = x? + (324 — 36x + x2) 2(1)

180 = x2 + 324 — 36x + x2 +18+\/324 288

180 = 2x2 + 324 — 36x

Figura 4.2.6. Solucion algebraica del problema basada en el modelo dindmico.

+18+\/_
—324 + 180 = 2x% — 36x
—144 = 2x?% — 36x +18+6
—72 =x?—18x
x> —18x+72=0 +18+6,x=12
_¥18-6
= > ;X =

Después de resolver el problema se pregunt6 a la pareja ;cémo hallaria, en el modelo, dos
numeros que sumados den 18 y que la suma de sus cuadrados sea 100? Ella identificé que
solo era necesario “mover” la recta paralela al eje horizontal hasta el 100 en el eje vertical, y
observd que no era posible obtener dos nimeros que sumados dieran 18 y que la suma de sus

cuadrados fuera 100, pues la funcién hallada y la recta no se intersecaban (Figura 4.2.7).
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Figura 4.2.7. Modelo con el trazo de la recta y = 100.

Luego se le cuestiond si era posible hallar dos nimeros que sumaran 18 y la suma de sus
cuadrados fuera 400. La respuesta de la pareja fue que no era posible, porque, a pesar de que
si se intersecaban la funcion y la recta (ver Figura 4.2.8), no se intersecaban en el dominio
del problema, es decir, la interseccién no ocurri6 en el intervalo donde se trazd el lugar

geométrico, que era donde tenia sentido el contexto del problema.

Figura 4.2.8. Modelo con el trazo de la recta y = 400.

De hecho, la pareja mostrd que la suma de los cuadrados alcanzaba su valor maximo en
los extremos del lugar geométrico (Figura 4.2.9), cuando un niimero era 0, y el otro, 18. Y
también mostrd que el minimo valor que se podia obtener en la suma de los cuadrados era
162, valor que obtuvo cuando el punto D estaba en la mitad del lugar geométrico (Figura

4.2.10), cuando los dos numeros eran 9y 9.
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Figura 4.2.9. Valores maximos del lugar geométrico.

Figura 4.2.10. Valor minimo del lugar geométrico.

En el desarrollo de este problema, la pareja mostrdé dominio en las fases de comprension,
representacion (tanto geométrica como algebraica) y resolucion. Esto se puede afirmar no
solo porque llego6 a la solucidon correcta, sino también porque respondid con asertividad a
cada pregunta que se le planteo, y explicd con precision el significado de la representacion

geométrica en términos del enunciado del problema.
Segundo acercamiento (presentado por Yolanda y Natalia).

Hubo un segundo acercamiento que se basé en construir cuadrados para representar
mediante sus areas cada nimero elevado a la segunda potencia (Figura 4.2.11). Para ello, la
segunda pareja inici6 representando la suma de dos nimeros que resultara 18 de la misma
forma que lo hizo la primera pareja (ver Figura 4.2.1), y luego construy6 dos cuadrados con
la herramienta Poligono regular (que solo requiere que indiques dos vértices contiguos y el
numero de lados del poligono para construirlo automaticamente); el primero con base AC, y

el segundo con base CB. Entonces, en la Figura 4.2.11 el valor numérico del area del cuadrado
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ACFD represent6 el primer nimero elevado a la segunda potencia, y el valor numérico del

cuadrado CBHG, el segundo numero elevado a la segunda potencia.

Figura 4.2.11. Modelo de areas mostrado por la segunda pareja.

La solucion del problema la hallé cuando la suma de las areas de los cuadrados fue 180
(en la Figura 4.2.11 se muestra una de las posiciones del punto C donde sucedi6 dicha
condicion). La pareja mostro el lugar geométrico descrito por el punto I = (f,c1 + c2) y lo
parametriz6 (Figura 4.2.12). Como observé que la ecuacion dada por la parametrizacion era
la misma que obtuvo la pareja anterior, consideré que la solucion dada por su modelo era

correcta.

y=cl+c2
y=f*+g*

= y-frras-p

y=x%+ (18 —x)?

Figura 4.2.12. Lugar geométrico descrito por el punto I = (f,c1 + ¢c2) y su

parametrizacion.

Problema 10:
Determina las dimensiones de un rectangulo, si su perimetro es de 280 m y su area es de

4,000 m°.

Acercamiento Ideas principales

Todas las | Construir una familia de rectangulos con perimetro de 280 m.

parejas Determinar las dimensiones del rectangulo que tenga area de 4,000 m?.

86



En este problema, todas las parejas optaron por construir un rectdngulo cuyo perimetro
fuera fijo para, después, hallar las dimensiones donde el 4rea fuera 4,000 m?2. Por ejemplo,
una de las parejas que mostrd su acercamiento (Gloria y Erika), para construir un rectangulo
con perimetro de 280 unidades, colocd un punto B mdvil sobre el eje horizontal, trazé una
circunferencia con centro en 4 (punto sobre el origen) y radio r = 140 — f (140 es el
semiperimetro del rectangulo, y £, la longitud del segmento 4B), marco con el punto D la
interseccion del eje vertical con la circunferencia y construyo6 el rectangulo ABED (ver Figura
4.2.13), donde el punto E se ubicé en la interseccion de las rectas perpendiculares a los ejes
que contienen los puntos B y D. Asi, el perimetro del rectdngulo construido se mantuvo

constante sin importar la posicion del punto B.

Figura 4.2.13. Construccion de una familia de rectangulos con perimetro de 280

unidades (https://www.geogebra.org/m/eafta79u).

Las dimensiones, que hall6 la pareja, de los rectdngulos que cumplian con que sus areas
fueran de 4,000 unidades cuadradas eran de 100 unidades de base por 40 unidades de altura
y viceversa (Figura 4.2.14). Las unidades de los ejes las seleccionaron como metros por el

contexto del problema.

Figura 4.2.14. Dimensiones de los rectangulos que cumplen las condiciones establecidas

en el enunciado del problema.

87



En la Figura 4.2.15 se muestra el trazo del lugar geométrico, su parametrizacion, las
soluciones dadas por los puntos de interseccion entre la parabola y la recta y = 4000, y su

solucion algebraica.

= (,., y=cl
" y=hf
y = (140 — f)f

- y = (140 — x)x

(140 — x)x = 4000
X1 = 40; Xy = 100

Figura 4.2.15. Parametrizacion del lugar geométrico y solucion algebraica.

Dada la solucion del problema, se preguntd a la pareja que si era posible construir un
rectangulo de 280 metros de perimetro y de 5,000 m? de érea: la respuesta fue que no. La
pareja trazd larecta y = 5000, observo que no se intersecaba con la parabola (Figura 4.2.16),
e interpret6 correctamente el significado de las graficas basado en el contexto del problema:
no se puede obtener un area de 5,000 m? si el perimetro del rectangulo es 280 m. Incluso, la
pareja mostro que el drea maxima que se puede obtener de una familia de rectangulos que
tienen un perimetro de 280 m es de 4,900 m’ (Figura 4.2.17). Esto tltimo, exhibe una
reflexion o andlisis por parte de los estudiantes que se relaciona, de manera general, con los

problemas de méximos que se ven en calculo diferencial.

s} L]
\

Figura 4.2.16. Trazo de la recta y = 5000.
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e ! i \
rseca(f, g) o
A indefinido i
B ~ (100, 4000) |
(70, 4900) ‘

Figura 4.2.17. Vértice de la pardbola o méaximo de la funcion.

Problema 11:
Un agricultor tiene necesidad de cercar 25 000 m? de su parcela; dicha propiedad es
rectangular y colinda con un rio, por lo que no necesita cercar ese lado. ;Qué dimensiones

tiene el terreno si el propietario dispone de 450 m de cerca?

Acercamiento Ideas principales

Representar los lados de la cerca como tres longitudes de segmento
unidos sobre el eje horizontal que suman 450 m., y dos tienen la misma

Leo-Miguel )
longitud.

Gloria-Erika

) Determinar, con ayuda de la herramienta lugar geométrico, las
Ismael-Gilberto

dimensiones del terreno que al multiplicar uno de los lados iguales de
la cerca por el diferente se obtenga 25,000 m°.

Representar los lados de la cerca como tres longitudes se segmento que

. man 4 . nstruir el terreno rectangular.
Yolanda-Natalia | 5% 50 m., y construir el te gu

Determinar, con ayuda de la herramienta lugar geométrico, las
dimensiones del terreno rectangular que al multiplicar su base por su
altura se obtenga un area de 25,000 m?.

Andrés-Ramon

_ — . PN 2
Alberto-Jésica Construir una familia de rectdngulos con area igual a 25,000 m~.

Determinar las dimensiones del rectangulo que tres de sus lados sumen

Antonia-Alma 450 m.

En el desarrollo de este problema se mostraron tres acercamientos. Dado que se ausentaron
tres estudiantes (Brenda, Eduardo y Daniela), se form6 un equipo de tres (Elisa, Hugo y
Karla). Entonces, trabajaron siete parejas y este equipo, el cual no logro resolver el problema.
El equipo de tres construyd un modelo después de que se discutieran los acercamientos de

las parejas.
Primer acercamiento (presentado por Leo y Miguel).

En el primero, la pareja, trazé un segmento 4B en el eje horizontal, con 4 en el origen y

de longitud de 450 unidades, defini6 un punto C sobre el segmento, trazé una circunferencia
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con centro en Cy radio AC, y trazé los segmentos AC, CE y EB nombrados como g, / ¢ i,

respectivamente (Figura 4.2.18).

Figura 4.2.18. Modelo del primer acercamiento.

En este modelo se tomaron las unidades del eje horizontal como metros; asi, la longitud
del segmento AB representd los metros de cerca con los que disponia el propietario, los
segmentos g y & representaron los lados iguales de la propiedad rectangular, y el segmento 7,
el lado diferente. Entonces, la pareja definio la variable b como b = g - i, que representd el
area del terreno, y encontrd que las dimensiones que debia tener el terreno para cubrir un area
de 25,000 m? eran de 100 metros para los lados iguales y 250 m para el lado diferente, o de

125 metros para los lados iguales y 200 m para el lado diferente (Figura 4.2.19).

Figura 4.2.19. Posiciones del punto C donde hallaron las soluciones del problema.

A partir de esta exploracion, se solicit6 a la pareja que graficara el comportamiento del
area en funcion de uno de los elementos del modelo y hallara la solucién grafica. Entonces,
definio F = (g, b), que relacionaba uno de los lados iguales del terreno cercado y su area,
traz6 el lugar geométrico que describia el punto (Figura 4.2.20), y trazo la recta y = 25,000
(Figura 4.2.21). La pareja senald que las soluciones del problema se hallaban en los puntos

de interseccion del lugar geométrico y la recta.
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Figura 4.2.20. Lugar geométrico Figura 4.2.21. Trazode larectay =
descrito por el punto F = (g, b). 25,000.

Como el lugar geométrico tenia dos dimensiones, a diferencia del modelo que se construyo
utilizando solamente el eje horizontal, el investigador planted la pregunta ;qué unidades debe
tener el eje vertical seglin los datos que estamos analizando en el lugar geométrico? La pareja
respondié que metros cuadrados, ya que se estaba analizando el area cuando variaba el
“ancho” del terreno cercado. También explicd que la curva descrita por el punto F mostraba
que el area del terreno aumentaba conforme aumentaba su ancho, hasta llegar a un punto
maximo, y luego comenzaba a disminuir. Ante este analisis, el investigador pregunto a la
pareja jen qué intervalo debe moverse el punto C para que tenga sentido el modelo con base
en el contexto del problema? La pareja se dio cuenta que las intersecciones de la parabola
con el eje horizontal eran 0 y 225, y que dentro de ese intervalo se tenia un valor para el area
(Figura 4.2.22). Es decir, identificoé que el domino el problema era cuando el punto C

pertenecia al intervalo abierto (0, 225).

Figura 4.2.22. Analisis del domino del problema.
Segundo acercamiento (presentado por Yolanda y Natalia).

En la Figura 4.2.23 se muestra el modelo que construyd la segunda pareja. Decidid

construir el rectdngulo con perimetro fijo para, después, analizar su area. Basicamente la idea
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fue la misma que el de la pareja anterior, solo que esta si model6 el terreno, lo que implicéd
que las unidades de los ejes se consideraran como metros lineales. El lugar geométrico y las

soluciones coincidieron con las del acercamiento anterior.

Figura 4.2.23. Modelo del terreno mostrado por el segundo equipo.
Tercer acercamiento (presentado por Alberto y Jésica).

Finalmente, la tercera pareja desarrolld un modelo del terreno donde fij6 la condicion del
area, y explord para qué dimensiones del rectangulo la suma de tres de sus lados era 450
unidades (Figura 4.2.24). Para ello, coloc6 un punto B movil sobre el eje horizontal, trazo6
una circunferencia con centro en el origen y radio r = 25000/AB y, mediante el trazo de
rectas perpendiculares, construy¢ el rectangulo de base AB y altura r. De esta forma, el area

del rectangulo fue constante e igual a 25,000 unidades cuadradas.

Figura 4.2.24. Modelo presentado por el tercer equipo.

Para resolver el problema, trazd el lugar geométrico descrito por el punto E =
(AB,AC + AB + CD), que relacionaba la base del rectangulo con la suma de tres de sus
lados, trazd la recta y = 450 y hall6 las dimensiones de los rectangulos donde el punto £
coincidia con la interseccion del lugar geométrico y la recta (Figura 4.2.25). Las medidas

coincidieron con los resultados de los acercamientos previos.
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Figura 4.2.25. Una de las soluciones geométricas del problema bajo el modelo del tercer

equipo (https://www.geogebra.org/m/en6spdfu).

En este enfoque también se hizo una discusion sobre el dominio del problema y la
interpretacion del lugar geométrico. La pareja observo que en esta construccion dindmica no
se tenia un valor mdximo para la cantidad de cerca que podia utilizarse si se cumplia la
condicion del que el area fuera constante, pero si un valor minimo (Figura 4.2.26). Y que
dentro del intervalo (100, 125) se podia cercar un terreno con 25,000 m? utilizando menos

de 450 m de cerca. La solucion grafica se observa en la Figura 4.2.27.

Figura 4.2.26. Exploracion e interpretacion del lugar geométrico obtenido por la tercera

pareja.
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Figura 4.2.27. Parametrizacion del lugar geométrico.

Durante el desarrollo del problema no se mostraron acercamientos algebraicos porque se

le dio prioridad a los modelos y a las discusiones que se generaron alrededor de ellos.

Problema 12:
¢ Cudles son las dimensiones de un triangulo rectangulo cuyo perimetro es 36 cm y su

drea 54 cm??

Acercamiento Ideas principales

Elisa-Hugo, Antonia-Alma, | congtruir una familia de tridngulos rectdngulos con 4rea de
Eduardo-Daniela, Alberto- | 54 m2.

Jésica, Andrés-Ramon, ) ) _ )
Brenda-Karla, Elisa-Hugo, | Determinar las dimensiones del tridngulo que tenga un

Yolanda-Natalia perimetro de 36 cm.

Las siete parejas que resolvieron este problema se basaron en la idea de construir una
familia de tridngulos rectangulos que cumplieran con la caracteristica de tener area de 54
cm?. Como los modelos de las parejas fueron muy similares, se presenta un solo
acercamiento. En el caso de las tres parejas que faltaron en resolverlo, fue porque no asistié
una pareja (Ismael y Gilberto), y las otras dos parejas eran de los estudiantes que mas
inasistencias habian tenido en el curso (Gloria-Erika y Leo-Miguel); es decir, tenian poca
experiencia en resolver los problemas con el SGD. Por lo tanto, se limitaron a reconstruir el

acercamiento que fue mostrado.

En el acercamiento que realiz6 una de las parejas (Elisa y Hugo), defini6 un punto 4 en el
origen y un punto mévil B sobre el eje horizontal, traz6 el segmento 4B y lo etiquetd como
/. trazd una circunferencia con centro en el origen y radio r = 108/f, marcé el punto C en

la interseccion de la circunferencia y el eje vertical y defini6 el poligono ABC (Figura 4.2.28).

94



Asi, construy6 un tridngulo rectangulo con base de longitud f, altura » y, en consecuencia,
area igual a 54 ¢cm? sin importar la posicion del punto B, ya que rf /2 = ((108/f)f)/2 =
108/2 = 54.

Figura 4.2.28. Construccion de una familia de tridngulos rectangulos con area de 54 cm?

(https://www.geogebra.org/m/qyz39s2a).

Luego, trazé el lugar geométrico descrito por el punto D = (f, f + AC + CB), cuyas
coordenadas relacionan la base del tridngulo con su perimetro (Figura 4.2.29), y se discuti
sobre su interpretacion. La pareja identifico que, si la longitud de la base se aproximaba a
cero, o se aumentaba tanto como lo permitiera GeoGebra al mover B, el perimetro era no
acotado; es decir, identificd que el dominio donde podia moverse el punto B era del lado

positivo del eje horizontal.

Figura 4.2.29. Lugar geométrico del punto D = (f, f + AC + CB).

Una vez analizado el comportamiento del perimetro mediante el trazo del lugar
geométrico del punto D, desarrolld la parametrizacion, trazé la recta y = 36 y obtuvo las
medidas de los lados del tridngulo que cumplia con ambas condiciones (Figura 4.2.30). En

la Figura 4.2.30 se observa que las coordenadas de los puntos de interseccion entre la grafica

95



asociada al lugar geométrico y la recta son F = (9,36) y E = (12,36), esto quiere decir que
cuando el tridngulo tiene base de 9 o 12 centimetros, su perimetro es de 36 centimetros. Mas
aun, si la base es 9 cm, entonces la altura es 12 cm para que se cumpla que el area es 54 cm?
y, si la base es 12 cm, la atura es 9 cm. Por lo tanto, las medidas del tridngulo rectangulo, que
hall6é la pareja, que cumplian con las dos condiciones establecidas en el enunciado del
problema eran 9 y 12 centimetros para los catetos y 15 centimetros para la hipotenusa.

i

(1) y=f+AC+CB

- y=r+ 0 e ()
3) y=x+1xﬁ+ ’x2+<1xﬁ)2

Figura 4.2.30. Parametrizacion y solucion geométrica del problema.

Cabe sefialar que, al igualar a 36 el miembro derecho de la ecuacion (3) (Figura 4.2.30) y
resolver la ecuacion que resulta se obtienen los valores de 9 y 12 para x, asociados a la base

del triangulo ABC.

Problema 13:
Dos llaves llenan un deposito en 6 horas, ;jcuanto tiempo necesitaria cada una, por

separado, para llenarlo si una tarda 16 horas mas que la otra?

Acercamiento Ideas principales

Andrés-Ramon

Antonia-Alma | Representar, a través de una pendiente, la velocidad con la que las dos

Eduardo-Daniela | 11aves juntas llenan un depdsito.

Alberto-Jésica | Representar, a través de dos pendientes, una en funcion de otra, la

) velocidad con que cada llave llena el depdsito.
Ismael-Gilberto ) } o
Determinar el tiempo en que cada llave llena el deposito si la suma de

Brenda-Karla sus velocidades (pendientes) es igual a velocidad de llenado de las dos
Elisa-Hugo llaves juntas.

Yolanda-Natalia

Las dos parejas que no mostraron un acercamiento fue porque no se presentaron a las

ultimas sesiones del curso (Leo-Miguel y Gloria y Erika).
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Para resolver este problema, ocho parejas replicaron las ideas que se mostraron en el
segundo acercamiento del problema 4 del bloque 1 (ver apéndice 2), el cual describe la misma
situaciéon que éste. Por ejemplo, Andrés y Ramoén, que fue la pareja que mostrd su
acercamiento, supusieron las unidades del eje horizontal como horas, y las del eje vertical,
como litros, para construir un modelo que les permitiera analizar las velocidades de llenado
de las llaves mediante pendientes de segmentos. En la Figura 4.2.31 se muestra el modelo
que construyeron: trazaron el segmento AB (A era un punto en el origen y B un punto sobre
el eje horizontal) con longitud de 6 unidades para representar el tiempo en que las dos llaves
llenan el depdsito; definieron C como un punto movil sobre el eje vertical para representar la
capacidad de litros del depdsito; trazaron el segmento AD (D un punto mévil sobre el eje
horizontal) para representar el tiempo en que la primera llave llena el depdsito; el segmento
AE con una longitud de 16 unidades mayor que el segmento 4D para representar el tiempo
en que la segunda llave llena el depdsito; luego, trazaron perpendiculares a los ejes pasando
por los puntos B, C, D y E, y marcaron las intersecciones entre estas rectas con los puntos G,
H e I, para trazar los segmentos AG, AH y Al, que se utilizaron para representar, mediante
sus pendientes, las velocidades con las que llenan el deposito las dos llaves juntas, la primera

y la segunda, respectivamente.

Figura 4.2.31. Modelo presentado por la mayoria de las parejas

(https://www.geogebra.org/m/zyqrnsnb).

Lo que se puede apreciar en la Figura 4.2.31 es la solucion del problema. La interpretacion

para la posicion en que se halla el modelo en la figura es: si las dos llaves llenan un deposito
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de 12 litros en 6 horas, entonces lo llenan a una razon de 2 Its/h; lo que implica que la primera
llave llena el mismo deposito en 8 horas, y la segunda en 24 horas, ya que en esos tiempos
las razones de llenado de cada llave son 1.5 lts/h y 0.5 lts/h, respectivamente,

correspondiendo su suma al valor de la primera razon.

También, en la Figura 4.2.32, se puede observar que parametrizaron el lugar geométrico
descrito por el punto K = (h, m, + m3), donde % era la longitud del segmento AD, y m, y
mg, las pendientes asociadas a las velocidades de llenado de la primera y segunda llave. La
parametrizacion, dada por s(x) (Figura 4.2.32), permitié constatar que la solucién del

problema siempre era la misma sin importar la cantidad de litros que le cupieran al deposito.

Figura 4.2.32. Parametrizacion del lugar geométrico descrito por el punto K =

(h,m, + ms).

Enla Figura4.2.33 se muestra la grafica que se obtuvo al parametrizar el lugar geométrico.

HEE

[Tl =in )

Figura 4.3.33. Grafica de la funcion s(x).
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En este acercamiento, como en los demds, se puede observar que las parejas pueden
resolver el problema utilizando las mismas estrategias y representaciones geométricas de los
conceptos que se han hecho a lo largo de las sesiones, pero, en particular, se puede observar
que utilizaron el mismo modelo que construyeron en el problema 4 (ver apéndice 2). En
cambio, en un ambiente tradicional donde los estudiantes resuelven los problemas solo con
el uso de lapiz y papel, no podrian resolver este problema con los mismos recursos o
procedimientos algebraicos que se requieren para resolver el problema 4, pues mientras el
problema 4 implica resolver ecuaciones lineales, éste implica resolver una ecuacion

cuadratica.

Esto exhibe que los modelos dindmicos son representaciones generales de las situaciones
que se exponen en diversos problemas, y que pueden adaptarse sin importar el tipo de

procedimiento o representacion algebraica que requieran los problemas para ser resueltos.

4.3 Analisis y discusion de los resultados.

Con el objetivo de analizar el comportamiento que tuvieron las parejas durante el
desarrollo de los problemas de los bloques 2 y 3, en la Tabla 4.1 se concentra informacion
general de los resultados obtenidos en los problemas, y en la Tabla 4.2 se identifican los

problemas resueltos correctamente por las parejas con el uso de GeoGebra.

Tabla 4.1. Informacién general de los problemas.

4 do Pareja§ que si Parejas que no (Se present6 al
Problema acercamientos resolvieron cl resolvieron el menos tna
distintos. problema con el problema. SOIHCI.éH

SGD. algebraica?
5 4 6 4 Si
6 2 7 3 Si
7 3 9 1 Si
8 4 5 5 Si
9 2 10 0 Si
10 1 10 0 Si
11 3 7 3 No
12 1 7 3 No
13 1 8 2 No
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Tabla 4.2. Problemas resueltos correctamente por las parejas con el uso del SGD.

Parejas P5|P6|P7 P8 P9 P10|PI1I | P12 | P13
Alberto-Jésica ViV IV | IX|V|IV v | vV |V
Andrés-Ramon ViV IV | IX|V|IV v v | Vv
Antonia-Alma v i VIV IV IV ]V v v v

Brenda-Karla v i VIV IV IV ]V X v v
Eduardo-Daniela vV iIX| IV IV VI IV X v | VvV
Elisa-Hugo X|IVvVIivV|IX |V |V X v | Vv
Gloria-Erika X | X | vV X | V|V |V X X
Ismael-Gilberto ViV IV | IX|V|V v X v
Leo-Miguel X | X | X |V IV|V |V X X
Yolanda-Natalia X | vV V| IV | IV |V v v v

A partir de la Tabla 4.1, puede observarse que, en los problemas del segundo bloque
(problemas del 5 al 8), las parejas desarrollaron mas acercamientos distintos, pero también
hubo mas parejas sin resolverlos, y al menos se present6 una solucion algebraica en cada uno.
La interpretacion que se le puede dar a esta informacion es que las parejas tuvieron mayores
dificultades para resolver estos problemas, pues al no tener claridad de como resolverlos con
el SGD, se generaron mas caminos distintos a la solucion de cada problema. Por otro lado,
los resultados de los problemas del tercer bloque (problemas del 9 al 13), muestran que los
acercamientos son mas homogéneos, y que son menos los equipos que no los resuelven, a
pesar de que no hayan llegado a una solucion algebraica. Esto puede interpretarse como que
las parejas se apropiaron de recursos y estrategias que discutieron en el segundo bloque,

optimizaron sus procedimientos y aprendieron de sus errores o interpretaciones equivocadas.

En la Tabla 4.2 se observa que, en general, las parejas tuvieron un buen desempeio en
términos de resolver la mayoria de los problemas a través de representarlos geométricamente
con el SGD, a excepcidn de las dos parejas que tuvieron mas inasistencias en el curso (Gloria-
Erika y Leo-Miguel). También puede identificarse que el problema que mas trabajo les costd
resolver fue el problema 8 (el problema de los corredores), pues se les complico decidir qué
unidades utilizar en los ejes, si metros o kilometros; es decir, mostraron un bajo dominio en
la conversion de unidades, y eso les generd confusion para representar los datos del problema

de forma geométrica.

Entre los resultados, sobresalio que en los problemas que involucraban alguna figura

geométrica en sus datos (problemas 5, 10, 11 y 12) hubo acercamientos donde las parejas las
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construyeron. A pesar de que las fases no impiden este tipo de representacion, en ningin
momento del estudio se llevd a cabo la construccion de alguna figura descrita en algin
problema para resolverlo. Esto indica que el ambiente geométrico y dindmico, que promueve
GeoGebra, también influye sobre las acciones y decisiones que toman los estudiantes cuando

se enfrentan a un problema.

Otro resultado, que es importante sefalar, fue que los estudiantes pudieron aplicar las
mismas estrategias para ambos bloques de problemas sin mayor conflicto. Es decir, pudieron
adaptar las estrategias de resolucion utilizadas en la etapa introductoria y en el bloque 1 a los
problemas presentados en el bloque 2 y 3. De esta manera, fue posible discutir sobre el
comportamiento de distintas relaciones y hacer un analisis de los conceptos involucrados

(razdn, velocidad, maximo, minimo, dominio).

No obstante, también hubo dificultades. Una de las mas notorias fue su carente dominio
para resolver las ecuaciones: aunque plantearon las ecuaciones a partir de los modelos
construidos, mostraron dificultades con el hecho de sustituir sus variables o despejarlas para
llegar a la solucion. Esto puede afirmarse porque en el tercer bloque de problemas no tuvieron
obstaculos para parametrizar los lugares geométricos, pero si para resolver las ecuaciones

que surgian de estas parametrizaciones.

Pero ;qué ofrece a los estudiantes el proceso de resolver ecuaciones?, ;realmente pierden
informacion o conocimiento significativo en la resolucion de problemas verbales si no
resuelven las ecuaciones? En este capitulo se mostré que el SGD no solo permiti6 resolver
los problemas, sino también analizar como se relacionaban sus datos, identificar sus
dominios, buscar diferentes formas de resolverlos, discutir y reflexionar sobre los
acercamientos mostrados, reconocer los errores en las interpretaciones geométrica de los
datos. Es decir, el SGD promueve el desarrollo de actividades o procesos que son esenciales
en el estudio del Algebra. En este sentido, qué se pierde o qué se descuida cuando se dejan
de resolver los problemas verbales bajo el enfoque algebraico donde se plantean y resuelven
ecuaciones para hallar sus soluciones, en un principio parece que nada. La evidencia fue que
en los problemas 5 al 8 si utilizaron representaciones algebraicas, pero como un medio para
formalizar las respuestas, como comprobacion. Mientras que en los problemas del 9 al 13 no

lograron resolver las ecuaciones, solo representarlas, pero comprendian que una ecuacion
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representaba una equivalencia entre funciones que graficamente era hallar el punto donde se

intersecaban.
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Capitulo 5: Conclusiones

En general, el uso de las herramientas por parte de los estudiantes funciona como un
mediador en el proceso de aprender matematicas, porque influyen en la clase de preguntas
que se plantean los estudiantes y las decisiones que toman para resolver un problema. En este
sentido, el uso sistematico de GeoGebra contribuy6 en las formas de razonamiento de los
estudiantes en la resolucion de problemas verbales. Para ello, es importante identificar las
formas de razonamiento que mostraron los estudiantes, las cuales es posible caracterizar a
través de analizar los recursos, estrategias, representaciones y exploraciones que llevaron a

cabo.

5.1 Caracterizacion de los procesos de resolucion de los

problemas y respuesta a la pregunta de investigacion

Durante la resolucion de los problemas de los bloques 2 y 3, se observd que las parejas
realizaron distintas actividades en cada problema: seleccionar unidades para los ejes,
identificar el dominio, determinar elementos fijos y mdviles del modelo, buscar la solucion,
etc. Estas fueron resultado de seguir las fases que se les propusieron para trabajar con
GeoGebra y de utilizar las estrategias y recursos mostrados en las tareas introductorias y en
el desarrollo de los problemas del bloque 1. A partir de las actividades o acciones, que
llevaron a cabo las parejas, se identificaron cuatro procesos o etapas que se distinguen por
las formas de razonamiento mostradas: (1) interpretacion geométrica de los conceptos; (2)
representacion de la situacion planteada mediante un modelo dindmico; (3) identificacion de

relaciones mediante el trazo de lugares geométricos; (4) parametrizacion.

Interpretacion geométrica de los conceptos. Esta etapa estd ligada a las formas de
representar e interpretar la informacion descrita en cada problema en términos de sus
propiedades y atributos geométricos (en términos de la herramienta). En un principio, en las
tareas introductorias, se mostro a las parejas como representar valores numéricos asociados
a operaciones basicas mediante el uso de segmentos, areas de rectangulos y pendientes. Las
ideas expuestas en este proceso permitieron que representaran geométricamente los
conceptos involucrados en los enunciados de los problemas. Pero como las representaciones

se hicieron dentro del sistema Cartesiano, las parejas tuvieron que adecuar las unidades de
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los ejes a los contextos correspondientes. Es decir, en esta etapa no es suficiente con decidir
qué objeto geométrico serd utilizado para representar un concepto, sino también es necesario

seleccionar las unidades de los ejes pertinentes a la situacion que describe el problema.

Por ejemplo, en el primer acercamiento del problema 7 del bloque 2 (ver Figura 4.1.21)
una pareja mostro una configuracion dindmica adecuada para resolver el problema (basada
en el modelo que se mostrd en el segundo acercamiento del problema 4 del bloque 1, ver
apéndice 2); pero cuando se le cuestiond sobre qué unidades de medida debian asignarse al
eje vertical, no supo qué contestar. También, en este mismo problema, hubo un segundo
acercamiento (ver Figura 4.1.25) donde la pareja interpretd correctamente los elementos del
modelo y las unidades de los ejes, pero no logré hacer una representacion de la informacion

que fuera apropiada para analizarla y llegar a la solucion.

De esta manera, se pueden identificar cudles son las dificultades que tienen los estudiantes
para relacionar los conceptos de un problema con objetos geométricos. Esto da la oportunidad
de formular estrategias que les ayude a mejorar la comprension del problema y aumentar sus

posibilidades de representarlo e interpretarlo adecuadamente en el SGD.

Representacion de la situacion planteada mediante un modelo dinamico. En esta
etapa se construye un modelo dinamico del problema que cuenta con el sistema de referencia
y con los objetos geométricos asociados a los conceptos que se consideraron en la etapa
anterior. La importancia de esta etapa radica, justamente, en el dinamismo; es decir, en la
posibilidad de explorar e identificar, mediante el movimiento de objetos dentro de un modelo,
relaciones que posteriormente lleven a la solucion del problema. Las ideas principales en esta
etapa son: determinar cudles elementos se mantendran fijos en el modelo y cuéles seran
moviles segun los datos del problema, identificar cudl es la condicion que se mantendra
invariante de las dos establecidas en el enunciado y definir qué elemento del modelo

representara a la variable.

Por ejemplo, en el problema 5 del bloque 2 se mostraron cuatro acercamientos distintos a
la solucion, donde en cada modelo se fijaron diferentes elementos geométricos asociados a
los datos del problema y se representaron de forma distinta las condiciones descritas en el
enunciado. En todos los acercamientos, las parejas pudieron explorar e identificar relaciones

y propiedades de los triangulos, como la de la desigualdad del tridngulo que estuvo asociada
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al dominio del problema. También, en el problema 6 del bloque 2 (Figura 4.1.16) puede
observarse que los modelos de ambos acercamientos se construyeron basandose en las
mismas ideas, solo difirieron en el objeto geométrico que asignaron como variable, pero esa
unica diferencia en los modelos provoco que todos los resultados posteriores (trazo del lugar

geométrico, parametrizacion e interpretacion del modelo) fueran distintos.

En este sentido, esta etapa exhibe las formas en que los estudiantes interpretan y entienden

el enunciado en términos de la herramienta.

Identificacion de relaciones mediante el trazo de lugares geométricos. Esta etapa se
caracteriza por la exploracion y andlisis que hacen los estudiantes mediante el trazo de
lugares geométricos para comprender como se relacionan los elementos del modelo que
presentan variacion con el objeto geométrico asociado a la variable. Una estrategia
importante para llevar a cabo este analisis dindmico es definir un punto cuya coordenada x
contenga al elemento geométrico relacionado con la variable, y la coordenada y, uno de los
elementos que varian (asociados, normalmente, a los pardmetros de la segunda condicion del

enunciado).

Por ejemplo, en el problema 4 del bloque 1 (apéndice 2), una vez que las parejas
identificaron los pardmetros que variaban en el modelo, accedieron a una segunda vista
grafica y definieron un punto que relacionara a estos con el objeto geométrico asociado a la
variable (segmento que representd el tiempo en que ambas llaves estaban abiertas). En la
Figura 27a se observa que las parejas prestaron atencion a los parametros asociados con la
cantidad llenada del estanque (segmentos 'y ¢), y en la Figura 27b, al parametro asociado
con la velocidad que llenaban el estanque ambas llaves abiertas (pendiente m3). Asi, los
estudiantes definieron el punto J = (n,q+1r) para analizar geométricamente el
comportamiento del volumen que llenaban del estanque las llaves con relacion al tiempo
transcurrido (Figura 28a), dado por el primer modelo; y, también, definieron el punto [ =
(n, m3) para analizar el comportamiento de la velocidad con que llenaban el estanque ambas
llaves abiertas en términos del tiempo (Figura 28b), dado por el segundo modelo. El lugar
geométrico de J hace evidente que hay una relacion de proporcion directa entre los elementos

de sus coordenadas, mientras que el de /, muestra una proporcion inversa.
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De esta forma, puede observarse que en un modelo es posible explorar y analizar distintas
relaciones entre sus elementos a través del trazo de lugares geométricos, y obtener
informacion que normalmente se ignora en la resolucion de estos problemas. En general, las
relaciones, que se analizan cuando se construyen dos o mas modelos para un mismo

problema, son distintas.

Parametrizacion. Los estudiantes valoraron que dar una solucion formal con la
herramienta implicaba parametrizar los lugares geométricos, porque les permitirian hallar los
puntos de interseccion asociados a la solucion, desprendiéndose del modelo. Es decir, la
parametrizacion les permitia hallar la solucién exacta de los problemas sin importar que
variaran los elementos del modelo o se cambiaran sus parametros. En este sentido, en esta

etapa, el razonamiento era conectar la representacion algebraica con la geométrica.

Por ejemplo, en el problema 7 del bloque 2 pueden observarse, en el tercer acercamiento
(Figuras 4.1.27 y 4.1.28), la parametrizacion y la solucion determinada por la interseccion de
los lugares geométricos que, aunque fueran modificados los datos conocidos del enunciado,
se ajustaba automaticamente y se actualizaban las coordenadas del punto de interseccion,
dando la solucién en términos de las nuevas condiciones o datos. Ademas, en este
acercamiento, se hizo una discusion sobre el significado de los factores involucrados en la
expresion o funcion algebraica que se obtuvo a partir de la parametrizacion; y se relacion6 el
hecho de variar el volumen en el modelo sin que se modificara el resultado del problema con
que el factor de la expresion algebraica asociado al volumen del estanque haya sido
eliminado. En este sentido, la parametrizaciéon no solo es vista como un medio mas para
verificar la solucion del problema, sino también como un medio para darle mas sentido a las

expresiones algebraicas, pues surgen de los modelos que los estudiantes han construido.

Entonces ;qué formas de razonamiento construyen y exhiben estudiantes del nivel medio
superior cuando resuelven problemas verbales con el uso del sistema de geometria dinamica,

GeoGebra, bajo un escenario de aprendizaje que promueve la resolucion de problemas?

Por lo mencionado anteriormente, las formas de razonamiento que construyeron y
exhibieron los estudiantes cuando resolvieron problemas verbales con el uso del Sistema de

Geometria Dindmica pueden resumirse de la siguiente manera:
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e Representar e interpretar los datos descritos en cada problema en términos de sus
propiedades y atributos geométricos. Esto implica contextualizar objetos o trazos
geométricos (como segmentos, pendientes, areas, perimetros) con ayuda del sistema
Cartesiano e identificar el dominio del problema.

e Explorar e identificar, mediante el movimiento de los elementos de la representacion
geométrica del problema (modelo dinamico), relaciones que posteriormente lleven a la
solucion. Las acciones principales son: determinar cudles elementos se mantendran fijos en
el modelo y cudles seran moviles segin los datos del problema, identificar cudl es la
condicidon que se mantendrd invariante de las dos establecidas en el enunciado y definir qué
elemento del modelo representara a la variable.

e Explorar y analizar, mediante el trazo de lugares geométricos, relaciones entre los
elementos del modelo que presentan variacion y el objeto geométrico asociado a la variable.
Una estrategia importante para llevar a cabo este analisis dindmico es definir un punto cuya
coordenada x contenga al elemento geométrico relacionado con la variable, y la coordenada
¥, uno de los elementos que varian (asociados, normalmente, a los pardmetros de la segunda
condicion del enunciado).

e Parametrizar los lugares geométricos para hallar los puntos de interseccion asociados
a la solucion. De esta forma no solo se halla la solucion algebraica de un problema, sino
también se conecta la representacion geométrica con la algebraica.

En estos procesos o formas de razonamiento que exhibieron los estudiantes destaca la
importancia de transitar entre la representacion escrita (enunciado) y la representacion
geométrica, pues esto permitid que le dieran sentido y significado al uso de objetos
geométricos. Asimismo, los estudiantes relacionaron que las ecuaciones que planteaban para
hallar la solucion de alguno de los problemas verbales eran las representaciones algebraicas
de las graficas y lugares geométricos trazados; de este modo, comprendieron que resolver
una ecuacion significaba hallar la interseccion entre dos graficas. En este sentido, las formas
de razonar de los estudiantes iban dirigidas, primero, de lo verbal a lo geométrico vy,

posteriormente, de lo geométrico a lo algebraico.

También es importante sefalar, y hacer énfasis, en que el desarrollo de los problemas
implicd usar multiples representaciones (verbal, geométrica, grafica, algebraica), modelar las

situaciones descritas en los enunciados y analizar el comportamiento de las relaciones a
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través de manipular los pardmetros u objetos geométricos de los modelos, porque son

elementos claves en el razonamiento algebraico y funcional.

5.2 Concentracion de los procesos o acciones realizadas

por las parejas

Con la intencion de ser mas precisos sobre el tipo de actividad que se lleva a cabo en cada

etapa o proceso, se identificaron las acciones mas frecuentes que realizaron las parejas

durante la resolucion de los problemas con el uso del Sistema de Geometria Dindmica. En el

siguiente cuadro se enlistan las actividades o acciones que se identificaron en cada etapa.

Tabla 5.1. Acciones realizadas por los estudiantes en cada etapa.

Etapa

Acciones

Interpretacion
geométrica de los

Identificaciéon de los datos conocidos y desconocidos del
problema.

Comprension del problema.

conceptos Asignacion de las unidades a los ejes.
Representacion geométrica de los conceptos.
Seleccion de los elementos fijos y moviles del modelo.
Identificacion del objeto geométrico asociado a la incognita o
i variable del problema.
Representacion

de la situacion
planteada
mediante un

modelo dinamico

Identificacion de los elementos que varian del modelo cuando se
mueve el elemento asociado a la variable.

Medicion de los elementos (longitudes de segmentos, areas y
pendientes).

Andlisis de la estructura del modelo y sus componentes (;es
coherente? ;tiene sentido? ;cudl es la condicion invariante?).

Obtencion de la solucidn a través de la exploracion.

Visualizacion
de una relacion
mediante el trazo
de lugares

geométricos

Uso de una segunda vista grafica.

Definicion de una relacion mediante las coordenadas de un punto
(punto dindmico), que incluya a la variable en su coordenada x.
Asignacion de las unidades de los ejes del sistema Cartesiano de

la segunda vista gréfica.

Trazo del lugar geométrico descrito por el punto dinamico.
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- Andlisis sobre el dominio del problema y el comportamiento de
los elementos involucrados en la relacion (busqueda de patrones

¢ invariantes).

- Expresion de las coordenadas del punto dindmico en términos del
elemento geométrico asociado a la variable.

- Renombramiento de la variable como x.

- Representacion grafica de la expresion obtenida y de las curvas

L asociadas a los parametros del problema.

Parametrizacion ) ) .

- Verificacion de que la grafica de la funcion que resultd de la
parametrizacion coincida con el lugar geométrico.

- Identificacion de las intersecciones donde se obtiene la solucion.

- Andlisis e interpretacion de la expresion algebraica en términos

del modelo.

El haber ordenado la informacion de esta manera hace posible observar que se
desarrollaron los episodios de la resolucion de problemas. La primera etapa presenta las
caracteristicas que resaltan en el episodio de comprension del problema, pues es necesario
identificar los conceptos e interpretarlos en términos de la herramienta para desarrollar la
segunda etapa; es decir, es entender el problema bajo un enfoque geométrico y dindmico. En
el caso de la segunda etapa, estd moldeada por las estrategias que pueden utilizarse para
construir un modelo que represente la situacion descrita en el enunciado del problema y
permita hallar la solucidn; en este sentido, puede identificarse con el episodio de ejecutar un
plan para resolver el problema. La tercera etapa estd intimamente ligada al episodio de
transformacion del problema, pues en ella se aprovecha la informacioén que brinda el lugar
geométrico para involucrarse en actividades de reflexion e investigacidon matematica que van
mas alla de obtener la solucion. Y finalmente, la cuarta etapa permite verificar y mejorar el
argumento del resultado, lo que implica un andlisis sobre todo el proceso desarrollado, un

analisis retrospectivo.

5.3 Comentarios finales

A lo largo de esta investigacion se observaron ventajas y dificultades que surgieron de

trabajar bajo un escenario de aprendizaje que promueve el enfoque de la resolucion de
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problemas con el uso de un Sistema de Geometria Dindamica. Y también, areas de oportunidad

que pueden ayudar a robustecer o extender esta investigacion.

Una de las contribuciones del uso sistematico del SGD fue que las parejas tuvieron la
posibilidad de resolver los problemas del bloque 3 (problemas 9, 10, 11, 12 y 13) utilizando
los mismos recursos y estrategias que habian implementado en los problemas anteriores.
Cabe recordar que los problemas del ultimo bloque se caracterizan por que, en un ambiente
tradicional, implican la resolucion de una ecuacion cuadratica para obtener su solucion; esto
significa que los estudiantes necesitan dominar recursos especificos para resolverlos que no
son utilizados en la resolucioén de problemas verbales: despejes de ecuaciones cuadraticas de
la forma ax? + ¢ = k, factorizacién de ecuaciones cuadraticas cuando el coeficiente a es 1
o diferente de 1, formula general (que incluye casos segun el resultado del discriminante),
etc. Entonces, si los acercamientos mostrados en los bloques 2 y 3 se distinguen por seguir
los mismos patrones, sin importar la naturaleza o complejidad algebraica de los problemas,
parece que en este ambiente dindmico la distincion que se hace a los problemas verbales

queda superada.

El SGD, también, facilit6 la exploracion de las diferentes relaciones que existen entre los
elementos o conceptos involucrados en los problemas. De esta manera, no solo se refuerza la
forma en que se analizan los datos de una situacion planteada, sino también se identifican los
tipos de relacion que tienen. Por ejemplo, en los problemas 9 y 10 se observan que los lugares
geométricos son parabolas, lo que significa que las relaciones que se analizaron son
simétricas, que habra dos valores del eje horizontal asignados a uno del eje vertical. En el
problema 13, se observa que hay una relacion de proporcionalidad inversa que, gracias a que
ya se habia analizado una grafica con la misma relacion en el bloque 1, las parejas
comprendieron mejor el concepto y aprendieron a identificarlo por sus propiedades
geométricas. Ademas, estas exploraciones permitieron que se analizaran elementos asociados
con problemas de optimizacién (maximos, minimos, crecimiento, decrecimiento, dominio),
pues el dinamismo de la herramienta hace accesible observar y explorar el comportamiento
de objetos que en un ambiente tradicional no es posible. Asi, cada vez que los estudiantes
mostraban un modelo, analizaban cudl era su dominio para identificar donde tenia sentido
realizar la exploracion de los objetos u elementos involucrados. Esto ultimo, es una de las

contribuciones mas importantes de trabajar con modelos en un SGD, ya que permite que los
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estudiantes se enfoquen en los contextos que se plantean en los problemas, que es una

actividad que omiten cuando se trabaja con lapiz y papel.

No obstante, se presentaron dificultades durante el desarrollo de los problemas. Una de
las que sobresalié fue que las parejas, con base en los trazos que se les mostraron en las
actividades introductorias (ver apéndice 1) para representar operaciones basicas, intentaron
resolver los problemas en el SGD de forma similar a lo que se hace en lapiz y papel: no
prestaban atencion a los contextos de los problemas, solo identificaban las palabras clave y
construian los modelos geométricos que se ajustaban a las operaciones bésicas identificadas.
En general, hubo dos tipos de resultados: los que no lograron concretar un modelo que les
permitiera hallar la solucion, pues no les daban un significado geométrico a los conceptos,
careciendo de sentido las representaciones geométricas; y los que si resolvieron algin
problema con este tipo de representaciones. El segundo resultado, a pesar de ser correcto, es
limitado. Por ejemplo, si se considera el siguiente problema: calcular el tiempo que tarda un
vehiculo en recorrer 120 km si lleva una velocidad constante de 40 km/h; la solucidn se
obtiene despejando el tiempo en la formula de velocidad t = d/v y sustituyendo los datos
en ella. Pero, si este mismo problema se resuelve con el SGD utilizando el modelo asociado
a la division o razon (que se mostrd en la cuarta sesion de las actividades introductorias),
entonces el tiempo se representaria como la pendiente de un segmento, la distancia como un
segmento en el eje vertical con 120 unidades de longitud y la velocidad como un segmento
en el eje horizontal con 40 unidades de longitud. Asi, se obtendria que la pendiente del
segmento seria igual a 3, que son las horas que tarda el vehiculo en hacer todo el recorrido.
Y aunque el resultado es correcto y su representacion también, no es conveniente utilizarla,
pues cuando se intenta extender esta idea al concepto de funcion, no es posible, porque
significaria representar a la distancia en funcion de la velocidad, lo que no tendria mucho

sentido en una situacion “real”.

Con esto, se quiere dejar claro que no se buscd que los estudiantes sustituyeran las
operaciones basicas por trazos o construcciones geométricas especificas para continuar
resolviendo los problemas con las ideas que tenian aprendidas en un ambiente tradicional;
mas bien, se les motivo, mediante preguntas, a que prestaran atencion al contexto y plantearan

modelos que realmente tuvieran sentido cuando los interpretaran.
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Otras dificultades que se presentaron en el camino se asociaron mas con el domino de
recursos y uso de estrategias dentro del ambiente dinamico (GeoGebra). Por ejemplo, en el
problema 4 (el problema de las llaves que llenan un estanque) se tuvo que agregar un
segmento auxiliar para representar en su pendiente la velocidad a la que se llena el estanque
cuando las dos llaves estan abiertas y, asi, poder solucionar el problema. Esta estrategia, al
no ser intuitiva, les llevé tiempo asimilarla. Asimismo, presentaron dificultades para resolver
las ecuaciones algebraicas que surgieron de los procesos de parametrizar las curvas, lo que

refleja una debilidad en la manipulacion algebraica.

Finalmente, este estudio puede contribuir en la formacion o mejora del contenido
curricular, ya que ofrece elementos puntuales en el disefio de las actividades, evaluacion e
implementacion con e uso de tecnologia digital. También, las formas de construir los modelos
y exploraciones que se mostraron dan la posibilidad de proponer actividades que se
relacionen con la resolucion de problemas de optimizacion, pues las ideas y conceptos que
estan involucrados en este tipo de representaciones son esenciales para comprender ideas y
conceptos matematicos mas sofisticados. Por ejemplo, analizar las pendientes en los modelos
es equivalente a analizar como varia una razon y, en ese sentido, se tiene el inicio de una de
las ideas fundamentales del calculo diferencial. Del mismo modo, el analisis del
comportamiento de las dreas rectangulares asociadas a productos se relaciona con el concepto
de acumulacion, un concepto fundamental en calculo integral. Por lo tanto, este trabajo no
solo demuestra que la ruta que se siguid para el desarrollo y resolucion de los problemas es
viable, sino también que puede ofrecer material, ideas, recursos y estrategias que son posibles
con el uso sistematico de un SGD para la resolucion de problemas que no estén catalogados

como problemas verbales.
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Apéndice 1

Desarrollo de las actividades introductorias.

En las primeras cuatro sesiones se plantearon actividades sobre como representar
geométrica y dinamicamente las operaciones bésicas (suma, resta, multiplicacion y division),
con tres objetivos principales: el primero, introducir a los estudiantes al uso de un SGD
(GeoGebra), que conocieran e identificaran sus herramientas bésicas; el segundo, ensefiarles
a construir modelos y a explorar relaciones de sus elementos; el tercero, proporcionarles
recursos y estrategias para enfrentarse a los problemas verbales. De este modo, en cada
actividad (con duracion de una sesion cada una), se les guio a través de tres momentos que

son claves durante la resolucion de un problema cuando se implementa un SGD:

e Construccion del modelo: el investigador plantea preguntas que guian a las parejas a
buscar significados geométricos tanto para los conceptos como las situaciones descritas
en las actividades.

e Exploracion: las parejas son dirigidas a tener un primer acercamiento a la construccion
dindmica para visualizar aspectos generales; es decir, exploran el comportamiento de la
estructura y de cada uno de sus componentes con solo mover uno de sus elementos.

e Andlisis: las parejas hacen un andlisis sobre las relaciones explicitas o implicitas que
pueden definirse en el modelo con ayuda de las herramientas que ofrece el SGD para
visualizar o medir objetos.

Sesion 1: suma.

En la primera sesion se llevo a cabo la construccion de un modelo dindmico en el sistema
Cartesiano que representd la situacion expresada por la ecuacion x + y = a, donde “a”
representaba un valor constante. Como el objetivo era que las parejas reflexionaran sobre el
significado geométrico que se puede atribuir a diversos conceptos, se les plante6 una
situacion especifica mediante una pregunta: ;cémo representar geométricamente en el plano

Cartesiano dos niimeros que sumados den diez?

Comprender qué se pide o se pregunta en la actividad, es esencial para elaborar un plan
que permita resolverla. En este sentido, la pregunta que se plante6, a las parejas, implico que

identificaran que el contexto era numérico, que los datos conocidos y desconocidos eran
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numeros que no estaban asociados a alguna unidad especifica, y que la relacion entre ellos

estaba dada por la operacion suma.

Construccion del modelo: en esta fase, el investigador, guio a las parejas a través de las
preguntas ;como representar el valor de un nimero dentro de un sistema Cartesiano? ;Qué
significa geométricamente que dos nimeros sumen 10? ;Como construir un modelo donde
se mantenga invariante la suma? Después de una discusion grupal, se llegd a un acuerdo de
que los nimeros se podian representar mediante longitudes de segmentos, y que la suma
podia representarse como la uniéon de dos segmentos que sus longitudes sumaran 10. El
investigador, con estas ideas, guio la construccion del modelo y mostrd como representar la
suma, de tal manera que siempre fuera 10 aunque variaran las longitudes de los segmentos
(Figura 1). Las parejas lo iban reconstruyendo mientras que el profesor las apoyaba con las

dudas técnicas que iban surgiendo.

En la Figura 1, la longitud del segmento 4B representa el dato invariante: 10 unidades,
que es el resultado de la suma. Y los datos desconocidos, que son los dos nimeros sumados,
estan dados por los segmentos AC'y CB, donde C es un punto que pertenece al segmento AB.
De esta manera, las longitudes de los segmentos AC'y CB suman diez sin importar la posicion

del punto C.

Figura 1. Modelo dinamico en el sistema Cartesiano de dos nimeros que suman diez.

https://www.geogebra.org/m/nsgxhfre#material/mqdxfqdf

Exploracion: la construccion del modelo dindmico permitié a las parejas explorar el
comportamiento de la estructura y de cada uno de sus componentes con solo mover uno de
sus elementos. El investigador guio esta fase con las siguientes preguntas: ;en qué intervalo
tiene sentido que se analice el movimiento del punto C? ;Qué significa que el punto B sea
movido sobre el eje horizontal? ;Cudl es la interpretacion del modelo si el punto C se

encuentra en los extremos o fuera del intervalo (A, B)? Las parejas manipularon el modelo y

120



observaron que si el punto C estaba en el intervalo cerrado [4, B], la suma de las longitudes
de los segmentos era 10, y si estaba fuera de ese intervalo, la suma variaba y siempre era
mayor a 10. Respecto al punto B, observaron que su posicion en el eje horizontal indicaba el

valor de la suma.

Analisis: en esta fase, el investigador, mostré de qué formas el SGD puede ayudar a
analizar el comportamiento de las relaciones que hay entre los elementos del modelo. La
primera fue utilizando la barra de entrada. Para analizar el comportamiento de la diferencia
de los segmentos AC'y CB (segmentos a y b, respectivamente) cuando el punto C era movido
en el segmento AB, el investigador ingresé la operacion a — b en la barrada de entrada e hizo
visual el resultado en la vista grafica (Figura 2a). Asi, las parejas pudieron analizar como se
comportaba la resta de los segmentos cuando variaba la posicion de C. La segunda forma fue
utilizando la herramienta de /ugar geométrico. Para este caso, el investigador primero definié
el punto D = (a, ab), que relacionaba la longitud del segmento AC con el producto de las
longitudes de los segmentos AC y CB, y después trazod el lugar geométrico que describia el
punto (Figura 2b). Asi, las parejas pudieron observar y analizar el comportamiento del
producto de dos nimeros cuya suma era constante. La ltima forma fue utilizando una hoja
de célculo. El investigador analizé el comportamiento del punto D = (a, a/b) mediante una
hoja de calculo, en la cual se obtuvieron los datos de las parejas ordenadas generadas por el
punto, que describian la relacion de la longitud del segmento AC con la razén a/b (Figura

2¢). Todas las formas mostradas por el investigador fueron reproducidas por las parejas.

25 D = (6.45, 22.89)
20 fONT T
25 HE mAwsB
15 1 x(D) y(D)
o 2 8.05 4.14
3815 441
S 10 15 4 825 4.72
a—b=645—3.55 = 2.91 D= (8.95, 855 5  8355.07
é 5 10 o 6 845 5.46
1 c=10 c=1e 7 855 5.91
A n B s =10 8 865 6.42
o T 7 3 7 5 657 § 9 1 1 o 2 4 6 8 To 12 A ) 3) i;: ;‘;;
a=6.45 3.55 = cc 0 2 4 6 8 10 12 3 .
-1 a=6.45 b=3.55 a=8095 "0 5.95 855
S .
S . Fq1s e ,
(a) Andlisis de la (b) Analisis del producto (c) Andlisis de la razén

diferencia de a« y b de a y b visualizando el g/p visualizando los
visualizando el resultado de lugar geométrico descrito resultados en una hoja de
la operacion en el plano. por el punto D = (a, ab). calculo.

Figura 2. Formas de explorar y analizar relaciones entre los segmentos ACy BC.
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En esta actividad o sesion se resaltd la forma de representar, explorar y analizar una
relacion, dada por la operacion suma, mediante un SGD. Las ideas importantes fueron: usar
el plano Cartesiano como un sistema de referencia para el andlisis; definir puntos sobre
objetos geométricos para conseguir un movimiento ordenado y, asi, tener la posibilidad de
construir o definir una relacion entre los elementos del modelo; identificar herramientas del
SGD que permiten llevar a cabo un andlisis mas puntal (lugar geométrico, hoja de calculo,

medicion).

Sesion 2: diferencia.
En esta sesion se construyd un modelo geométrico de dos niimeros que su diferencia fuera
[P b]

diez unidades. Es decir, se representd dindmicamente la ecuacion x —y = a, con “a

constante.

Construccion del modelo: gracias a la exploracion y analisis del modelo de la suma, no
fue dificil para las parejas proponer una forma de construir el modelo de la diferencia. El
grupo estuvo de acuerdo en que el modelo de la suma podia adaptarse, si el punto C se situaba
después del punto B (es decir, a la derecha), entonces la diferencia de las longitudes los

segmentos AC'y CB daba diez (longitud de 4B) (Figura 3).

-2

Figura 3. Modelo dinamico de dos nimeros que restados den diez.

https://www.geogebra.org/m/nsgxhfre#material/bh7ffuae

Sin embargo, un estudiante mencion6 que la diferencia de dos niimeros igual a diez podia
entenderse también como un niimero excede a otro en diez, lo que significaria construir un
segmento que siempre fuera diez unidades mayor que otro. Ante esta idea, el investigador,
introdujo la herramienta Circunferencia (centro y radio) para llevarla a cabo. Trazé un
segmento AB sobre el eje horizontal y, con la herramienta Circunferencia (centro y radio),

traz6 una circunferencia centrada en B con radio r = b + 10 (b era la longitud del segmento
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AB), y trazo el segmento AC, donde el punto C era la interseccion de la circunferencia con el
eje horizontal (Figura 4). Asi, cuando el punto B era movido sobre el eje horizontal, la
configuracion mantenia la propiedad de que el segmento BC era diez unidades mayor que el

segmento AB.

\

1

1

| A 1C

o 8 6 4 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

Figura 4. Modelo dinamico de la resta utilizando la herramienta Circunferencia (centro y

radio).

De esta manera, el investigador, no solo explic6 una nueva herramienta del SGD a las
parejas, sino también comentd la importancia de comprender el problema, ya que eso les

daba oportunidad de hacer distintas representaciones de este.

Exploracion: basados en el modelo que propuso el estudiante, el investigador pidi6 a las
parejas identificar el dominio (es decir, identificar en qué intervalo tenia sentido analizar el
movimiento del punto B) y analizar la informacion que se obtenia de la coordenada x del
punto C. Después de una discusion grupal, las parejas identificaron que B no tenia ninguna
restriccion, que podia moverse sobre todo el eje horizontal sin afectar el resultado de la
diferencia. Y sobre la coordenada x del punto C, mencionaron que mientras el punto B
estuviera del lado positivo del eje horizontal, el valor de la coordenada seria igual a la suma

de las longitudes de los segmentos (a + b).

Analisis: continuando con el modelo propuesto por el estudiante, el investigador pidid
que analizaran el comportamiento del producto y de la razén de los segmentos a y b. Las
parejas decidieron hacerlo a través de visualizar los lugares geométricos de los puntos

definidos como (b, ab) y (b, a/b) (Figuras 5y 6).
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(a) sin escala. (b) con escala 1:10.
Figura 5. Lugar geométrico descrito por el punto D = (b, ab).

Cuando trazaron el lugar geométrico descrito por D = (b, ab) parecia una semirrecta que
partia del origen (Figura 5a) —de hecho, el punto D no se aprecia en la figura porque sus
coordenadas son (6, 96)—. Esto podia ocasionar una malinterpretacion de los datos, ya que
podia suponerse que la relacion entre b y el producto ab era directamente proporcional, lo
cual era falso porque a y b eran variables. Para evitar dicha confusion, el investigador les
mostré como trabajar en una escala 1:10, que permitiéo a las parejas evidenciar que el

comportamiento del punto D no era lineal (Figura 5b).

Figura 6. Lugar geométrico descrito por el punto D = (b, a/b).

Enseguida, analizaron la razén de a y b trazando el lugar geométrico descrito por el punto
D = (b, a/b) (Figura 6). Las parejas, en general, mencionaron que cuando b aumentaba, la
razén disminuia, y que cuando b disminuia, la razén aumentaba. El investigador agregd que
la razén nunca era menor a 1 por mas que aumentara b, y dejo abiertos los siguientes
cuestionamientos ;existe alguna relacion de proporcionalidad entre b y la razén a/b? ;Por
qué la razoén a/b no puede ser menor a uno? Estas preguntas no fueron respondidas por las

parejas, pero dejo un antecedente sobre el tipo de andlisis que debian hacer.
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Esta sesion permitié que las parejas valoraran la importancia de manejar una escala
adecuada para analizar el lugar geométrico de las relaciones, y reflexionaran sobre las
ventajas del que ofrecia el SGD al poder analizar relaciones que no son evidentes en un

ambiente tradicional.

Sesion 3: producto.
La ecuacion que se representd dinamicamente en esta sesion fue xy = a. Pero la tarea se
planted como: construir el modelo geométrico de dos nlimeros que su producto sea igual a

seis.

Construccion del modelo: antes que el investigador mostrara como construir este modelo
por ser distinto a los dos anteriores, preguntd a las parejas sobre como representarian
geométricamente el producto de dos nimeros. Un estudiante logré identificar que una forma
era construyendo un rectangulo cuyo valor numérico del area fuera igual al del producto.
Entonces, partiendo de la respuesta del estudiante, y dado que el area debia ser invariante e
igual a seis, el investigador construyd un rectangulo en el cual su altura dependia de la medida
de su base. Esto es, si el producto se expresé como ab = 6 y su base media a, entonces su
altura era b = 6/a (Figura 7). Su base se asocid a uno de los nimeros del producto, y su

altura, al otro.

Para construir el modelo, el investigador, utilizo6 el recurso mostrado en la sesion anterior:
Circunferencia (centro y radio). Esto fue porque este recurso permite construir segmentos
con longitudes en funcién de una magnitud de otro objeto geométrico. En la Figura 7 se
observa que b es el radio de la circunferencia con longitud 6/a y es perpendicular al eje
horizontal. Asi, fue posible construir un rectangulo que, cuando B era movido sobre el eje

horizontal, su area era invariante.

Figura 7. Modelo dinamico de dos nimeros que multiplicados dan seis.

https://www.geogebra.org/m/nsgxhfre#material/tggxubag
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Esta construccion implicé tomar en cuenta el eje vertical del sistema Cartesiano para

modelar la situacion que se planteo en la sesion.

Exploracion: en esta fase, el investigador, les coment6 que cuando un modelo dindmico
se construia tomando en cuenta ambos ejes del sistema Cartesiano, se podian explorar otros
tipos de relaciones, por ejemplo: si el punto B era movido sobre el eje horizontal ;como se
comportaba el perimetro del rectangulo? ;Coémo cambiaba b en relacion con a? ;Qué lugar
geométrico describia el punto C (se podia explorar activando rastro)? ;El valor de b en algiin

momento era cero?

Analisis: el grupo lleg6 al acuerdo de analizar el comportamiento del perimetro y del
vértice C, ambos casos con respecto a la base del rectangulo, que es la longitud del segmento
AB. Para el analisis del comportamiento del perimetro, no fue necesaria la intervencion del
investigador, las parejas lo analizaron mediante el trazo del lugar geométrico descrito por el
punto E = (a,2a + 2b) (Figura 8a), donde su coordenada x era la longitud de la base, y su
coordenada y, el perimetro. En la Figura 8a, la posicion del punto £ indica que para un
rectangulo de base cuatro unidades y area seis unidades cuadradas, su perimetro es 11
unidades. En este contexto, las parejas identificaron que la grafica del lugar geométrico
mostraba que se podia alcanzar un valor minimo en el perimetro, y que, al mover el punto B,

era posible afirmar que era cuando se formaba un cuadrado (Figura 8b).

16
14

12

(]
! E=(2.45, 9.8)

Figura 8a. Lugar geométrico que Figura 8b. Dimensiones del rectangulo
describe el comportamiento del perimetro cuando se obtiene el perimetro menor.
del rectangulo ABCD en funcién de su base.
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Por otro lado, para analizar el comportamiento del vértice C, el investigador mostré como
trazar su lugar geométrico porque, a diferencia del punto £ que fue definido a conveniencia
para analizar una relacion especifica, el vértice C era un elemento que surgié de la
construccion del modelo. De este modo, el investigador explicé que para analizar el lugar
geométrico descrito por el punto C primero debia entenderse qué informacion se obtenia de
sus coordenadas. Entonces, sefialo que las coordenadas x e y del punto C estaban dadas por
la base y la altura del rectangulo ABCD, respectivamente. Por lo tanto, el lugar geométrico
descrito por C era la relacion que habia entra a y by, dado que su producto era constante, su
relacion era una proporcion inversa. Este ultimo concepto fue mas facil introducirlo a las
parejas, porque el producto estaba asociado al area del rectdngulo. Asi, cuando el punto B era
movido sobre el eje horizontal no solo observaron que, si a aumentaba, b disminuia (y

viceversa); sino también que el 4rea se mantenia constante.

Figura 9. Lugar geométrico descrito por el vértice C.

Cabe sefialar que en este modelo ya no se hizo un andlisis sobre las operaciones basicas
asociadas a las longitudes de los segmentos a y b. Mas bien, se analizaron propiedades del
modelo construido: perimetro y lugar geométrico de uno de sus vértices. Esto permitid

abordar temas relacionados con optimizacion y proporcionalidad.

Sesion 4: razon.

En esta sesion se busco una forma de representar la ecuacion y/x = a en el SGD. Sin
embargo, como la razén no era un resultado que se asociara intuitivamente a un objeto
geométrico, el investigador utilizé el modelo de la sesion anterior como apoyo; en €l trazo el

segmento AC del rectangulo ABCD (ver Figura 10) y obtuvo su pendiente. A las parejas se
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les pidié que movieran el punto B y dedujeran como se obtenia el valor de m a partir de los

datos disponibles en el modelo.
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Figura 10. Obtencion de la pendiente del segmento AC, trazado en el modelo del

producto que se tom6 como base.

Después de explorar el modelo, las parejas dedujeron que la pendiente se obtenia de dividir
la longitud del segmento b entre la longitud del segmento a (m = b/a), y ademas observaron
que el valor de la pendiente aumentaba cuando a disminuia, y viceversa. Asi, las fases de

construccion y exploracion del modelo se realizaron de manera implicita.

Analisis: las parejas trazaron y analizaron el lugar geométrico descrito por el punto F =
(a,m) (Figura 11), y concretaron dos ideas: 1) si m era cero, el segmento o recta con
pendiente m era horizontal; 2) si m se indefinia, el segmento o recta con pendiente m era
vertical. En la segunda idea argumentaron que la pendiente se indefinia porque cuando
movian el punto B “cerca” del origen, por la derecha e izquierda, se podia observar que el
valor de m tendia al infinito o infinito negativo, respectivamente y, por lo tanto, no podia
definirse un resultado para su posicion vertical. De esta forma, la discusion y el analisis se
dieron, implicitamente, alrededor del concepto de limite, lo que les permitié darle sentido al

resultado de indefinido que mostraba GeoGebra en m cuando B se colocaba en el origen.
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Figura 11. Lugar geométrico descrito por el punto F = (a, m).

Esta sesion concluy6 satisfactoriamente, en el aspecto de que los estudiantes

comprendieron que la razon podia representarse mediante la pendiente de un segmento.

Comentarios sobre el desarrollo de las actividades introductorias.

El uso de un Sistema de Geometria Dinamica, como GeoGebra, permiti6 a los estudiantes
representar y explorar relaciones numéricas y conceptos bajo un enfoque geométrico y
dindmico. Esto dio la posibilidad de discutir grupalmente sobre el comportamiento de los
elementos de cada modelo y refinar los conceptos involucrados en cada actividad, sin
importar que las parejas no contaran con un dominio pleno de los conceptos que se ensefian
previamente (proporcionalidad directa e inversa, pendiente, sistema Cartesiano y sus

elementos).
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Apéndice 2

Problemas del bloque 1.

A continuacion, se muestra la resolucion de los problemas verbales 2, 3 y 4. El problema
1 no se encuentra en esta seccion porque estd en la metodologia. El desarrollo de estos
problemas, al igual que las actividades introductorias, fueron guiados por el investigador y

el profesor.

Problema 2:
La edad de Carlos es el triple de la de Mauricio y dentro de 10 afios serd el doble.

Determina las edades actuales de Carlos y Mauricio.

El grupo completo inici6 ordenando la informacioén del problema con base en las fases

descritas en la metodologia, como se muestra en el siguiente cuadro:

Datos Condiciones Condicion por Unidades de los ejes
modelar
1.- la edad de Carlos
Edad de Carlos es el triple de la de Eje horizontal: afios.
Mauricio. Condicion 1
Edad de Mauricio 2.- dentro de 10 afios Eje vertical: afios.
serd el doble.

A partir de esta informacion, las parejas se enfocaron en construir un modelo que
cumpliera con la primera condicién del enunciado. La representacion propuesta y aceptada
por la mayoria de las parejas, después de una discusion grupal, fue la de representar, con un
segmento 4B en el eje horizontal, la edad de Mauricio, y en el eje vertical, la edad de Carlos
con el segmento AC (Figura 12). El segmento AC lo trazaron utilizando la herramienta de
Circunferencia (centro y radio) para definir su longitud en funcién de £, la cual fue igual 3f.
Con este trazo, aseguraron que la primera condicién se mantuviera para cualquier posicion

del punto B sobre el eje horizontal.

o 10
[f:lZ

Figura 12. Modelo de la primera condicion del problema 2.
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En este modelo, el investigador propuso a las parejas analizar el comportamiento de la

razonde g + 10 & f + 10, ya que la solucion del problema la hallarian cuando la razéon fuera

2. Entonces, las parejas definieron la relacion dada por el punto D = (f,?:g) que, en

términos del enunciado, detalla el comportamiento de la razoén de las edades de Carlos y
Mauricio dentro de 10 afos respecto a la edad actual de Mauricio, y trazaron el lugar
geométrico (Figura 13). En la Figura 13 se observa el lugar geométrico descrito por D en la
segunda vista grafica, y sus coordenadas indican que, si Mauricio tiene 12 afios en la
actualidad, dentro de 10 afios la razén de las edades de Carlos y Mauricio sera de 2.09
aproximadamente.

» Vista Gréfica X ¥ Vista Gréfica 2 X
40 10
P
RN 8
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6
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\
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D =(12,2.09)

\
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10 \

0 20 30 40 o 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 13. Lugar geométrico del punto D.

Con base en el modelo y la grafica del lugar geométrico, se discutié y analizé con las
parejas el comportamiento del punto D y el significado de sus coordenadas. Asi, no solo
hallaron las coordenadas del punto D que daban la solucion del problema (Figura 14), sino
también lo interpretaron correctamente: si en 10 afios la edad de Carlos sera el doble de la de
Mauricio, las edades actuales de Carlos y Mauricio son 30 y 10, respectivamente, que
corresponden a los segmentos gy f de la Figura 14.
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Figura 14. Solucidn en el acercamiento geométrico.

.. . .y yo . 10
Luego, hicieron la parametrizacion del lugar geométrico descrito por D = ( f, %)’ que

fuey = X290 donde x = f & g = 3f, y graficaron la funcion y (Figura 15a). Observaron

x+10°
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que la grafica se superponia al lugar geométrico, lo que indicaba que la parametrizacion habia
sido correcta. Como en este problema solo habian trazado un lugar geométrico, y no dos
como el problema 1, era necesario trazar otra funcién que les permitiera hallar el punto de
interseccion asociado a la solucion. En un dialogo, entre las parejas y el investigador, se
concluyd que era necesario trazar la recta y = 2, que era la representacion grafica de una
razon constante segun el contexto del problema, y que en la interseccion de las funciones se

hallaria la solucion del problema (Figura 15b).

D= (10, 2) y=2

B
-40 -30 -20 -1/ 0 10 20 30 40 50 60 3z + 10

Figura 15a. Grafica de la funcion Figura 15b. Interseccion de las
parametrizada. funciones.
Finalmente, con ayuda del investigador, las parejas plantearon y resolvieron la ecuacion

que se obtuvo de igualar las funciones:

3x +10
x+10

3x +10 = 2(x + 10)
3x +10 = 2x + 20
x =10
Las parejas validaron el resultado sustituyendo el valor de x en las funciones.

Problema 3:
(Cuantos litros de una solucion al 15% de alcohol se deben agregar a otra al 6% para

obtener 180 litros de una nueva solucion al 10% de alcohol?

Puesto que las parejas no supieron como interpretar los porcentajes geométricamente, el
investigador guio el proceso de resoluciéon del problema. Decidié mostrarles dos

acercamientos distintos para ayudarlos a tener una mejor comprension del concepto de
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porcentaje. Comenz6 identificando toda la informaciéon que se requeria para construir un

modelo que cumpliera con alguna de las condiciones descritas en el enunciado.

solucion C al 10%
de alcohol.

Desconocidos:
Litros de la solucion
A.

Litros de la solucion
B.

2.- El porcentaje de
alcohol de las
soluciones A y B
mezcladas debe ser
del 10%.

Datos Condiciones Condicion por Unidqdes de los
modelar ejes

Conocidos:
Solucion A al 15%
de alcohol. 1.- La cantidad de
Solucion B al 6% de | litros de las
alcohol. soluciones A y B Eie horizontal:
180 litros de una | suman 180. Je hotizontal.

Condicion 1

litros.

Eje vertical:
porcentaje.

El investigador mostrd que la primera condicion podia representarse mediante el modelo

de la suma (Figura 16): trazo6 el segmento 4B en el eje horizontal con longitud de 180, definid

el punto C en el segmento y trazo los segmentos AC'y CB, los cuales representaban los litros

de la primera y segunda solucion, respectivamente.

40

Blitros

[) 201 401 601 801
g=120

1001

1201 1401 1601 1801

Figura 16. Representacion dindmica de la primera condicion.

Con base en esa representacion, el investigador represento la cantidad de alcohol que habia

en cada solucion. Para ello, considero las unidades del eje vertical como porcentaje y, como

el producto de los litros de una solucion y su porcentaje de alcohol da como resultado los

litros de alcohol que contiene dicha solucion, la representacion la basé en el modelo del

producto; es decir, represento los litros de alcohol de cada solucion mediante un area (Figura

17).
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Figura 17. Representacion de los litros de alcohol en cada solucion.

El investigador senald que los porcentajes serian representados en su forma decimal sobre
el eje vertical, dentro del intervalo [0, 1]. De esta manera, el 15% de la primera solucion lo
asoci6 al 0.15 del eje vertical (punto D), y el 6% de la segunda, al 0.06 (punto E). Asi, el
valor numérico del area del rectangulo ACFD (nombrado c/) represent6 los litros de alcohol
que hay en g litros de solucion, y c2, los litros de alcohol que hay en h litros de solucion,
para cualquier posicion del punto C. La informacion que se tiene en la Figura 17 se interpreta
como: si se tienen 120 litros de una solucion al 15% de alcohol, 18 litros son alcohol y; si se

tienen 60 litros de una solucidn al 6% de alcohol, 3.6 litros son alcohol.

Como en el enunciado se pregunta cuantos litros de las soluciones al 15 y 6 porciento del
alcohol deben mezclarse para obtener 180 litros de una nueva solucion al 10%, el
investigador analizo la relacion que hay entre los litros de la solucion al 15% de alcohol y la
suma de litros de alcohol de las dos soluciones. Traducido al ambiente del SGD, significd
analizar la relacion dada por el punto I = (g, c1 + c2) en la segunda vista grafica (Figura

18).
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Figura 18. Lugar geométrico del punto I = (g, c1 + c2).
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El investigador sefial6 que las unidades del eje vertical cambiaban en la segunda vista
gréfica, asociandose a litros de alcohol. Las coordenadas de / (Figura 18) se interpretaban
como: si la mezcla de las soluciones contiene 120 litros de la solucion al 15% de alcohol, hay

21.6 litros de alcohol en la mezcla.

Cuando la ordenada del punto / era 18, se obtenia la solucion (Figura 19). Esto es porque
la segunda condicion expresa que la nueva solucion debe contener 10% de alcohol de 180
litros de solucion, es decir, 18 litros de alcohol. Por lo tanto, la respuesta del problema segiin
los datos del modelo (Figura 19) fue: se deben agregar 80 litros de una solucion al 15% de
alcohol a 100 litros de una solucién al 6% de alcohol para conseguir 180 litros de una nueva
solucion al 10% de alcohol.
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Figura 19. Solucion del problema 3 en el acercamiento geométrico.

La parametrizacion, elaborada por el investigador, del lugar geométrico descrito por [ =
(g, c1 4+ c2) fue y = 0.15x + 0.06(180 — x), donde x = g, c1 = 0.15g, c2 = 0.06h &
h=180—g. Y, entonces, la solucion la visualiz6 en la interseccion de la funcioén
parametrizada y la recta y = 18 (Figura 20).

litros de alcohol

201 y =18

/I- (80, 18)
151

Pri¢ y = 0.152 + 0.06(180 — z)

litros
] 201 401 601 801 1001 1201 1401 1601 1801 2001

Figura 20. Interseccion de la funcion parametrizada y la recta y = 18.
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Como cierre de este acercamiento, las parejas y el investigador, resolvieron la ecuacion

que se obtuvo de igualar las funciones:
0.15x + 0.06(180 — x) = 18
0.09x +10.8 = 18
0.09x = 7.2
x =80

Validaron el resultado mostrado en el acercamiento geométrico mediante la solucion de

esta representacion algebraica asociada a este acercamiento.
Segundo acercamiento.

El investigador consider6 valioso mostrar otra forma de representar y resolver el
problema, pues, asi, las parejas tendrian mas opciones e ideas para representar y resolver
problemas que involucraran porcentajes. La condicién que modeld en este acercamiento fue
la misma que en el primero, pero asocio a las unidades del eje vertical como litros de alcohol
—a diferencia del primero que las tom6 como porcentaje—. En este sentido, la representacion

dindmica de la primera condicion fue la misma que se mostré en la Figura 16.

El reto en este modelo fue, entonces, representar al porcentaje, pues tenia que ser
expresado en términos de los litros de solucion y de alcohol. Entonces, para que las parejas
pudieran enfrentar este reto, el investigador les dio una expresion equivalente al porcentaje

de alcohol:

litros de alcohol

concentracion de alcohol = — —
litros de soluciéon

Con esta expresion, las parejas propusieron que el porcentaje o concentracion de alcohol
se representara como una pendiente. ;Coémo trazar una recta dada su pendiente? A los
estudiantes ya se les habia mostrado cémo trazar una recta dada su pendiente cuando se
represent6 la operacion de division o razén (Tabla 3.2), pero, para esta situacion en particular,
se les compartio otra estrategia. Esta consistio en construir un tridangulo rectangulo cuya base
sobre el eje horizontal midiera uno, y la altura, 0.15. Asi, la razon de los catetos (la altura
entre la base) expresaria la concentracion de alcohol. En la Figura 21a se observan los trazos

auxiliares para la construccion del tridngulo rectangulo: circunferencia centrada en el origen
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con radio uno, el punto D es la interseccion de esta con el lado positivo del eje horizontal,
circunferencia centrada en D con radio 0.15; recta perpendicular al eje horizontal que pasa
por D,y E es la interseccion de esta con la circunferencia de radio 0.15. Con estos trazos se

aseguro que la recta AF tuviera pendiente 0.15.
Una vez que se mostrd este acercamiento a los estudiantes, se les pidid que trazaran una
recta con pendiente 0.06, la cual estaria asociada a la segunda solucion (Figura 21b).
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Figura 21a. Trazo de una recta dada su Figura 21b. Recta con pendiente 0.06
pendiente (m = 0.15). (my).

Dado que los valores de las pendientes eran relativamente pequefios respecto a los litros
de solucidn, tanto el investigador como las parejas utilizaron la herramienta Aproximar —que
permite hacer zoom a la pantalla para trabajar ya sea con unidades pequefias o grandes—, pero
en la Figura 22 puede observarse como quedo el modelo; las pendientes no varian, aunque el

punto C sea movido sobre el segmento AB.

221]ilitros de alcohol
201
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141
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81
61

41

21

A E”m=0.15 litros de solucién
D 200 401 LF sl 16001 1201 1401 1601 18015 2001
= 60 I
= !
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\

Figura 22. Rectas con pendientes de 0.15 y 0.06 asociadas a la primera y segunda

solucion, respectivamente.
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Con base en el modelo, el investigador represento los litros de alcohol, de la primera y
segunda solucion, con los segmentos 7y s, respectivamente (Figura 23), los cuales trazo sobre
rectas perpendiculares al eje horizontal que pasaban por los puntos C'y B. La interpretacion
del modelo que se tiene en la Figura 23 es: en una solucion de 60 litros al 15% de alcohol, 9
litros son alcohol; y en una solucion de 120 litros al 6% de alcohol, 7.2 litros son alcohol. En
general, para cualquier posicion del punto C en el intervalo [4, B], se tiene que: en una
solucion de g litros al 15% de alcohol, 7 litros son alcohol; y en una solucién de 4 litros al

6% de alcohol, s litros son alcohol.

1411 litros de alcohol

121

10l H

8l

61

41

A m=0.15 litfos de solucién
1 201 201 601l 8ol 1001 1201 1401 1601 101 2001

21 }60 I 1

Figura 23. Los segmentos » y s representan los litros de alcohol que hay en cada

solucion.

La relacion que analizé fue la de los litros totales de alcohol respecto a los litros de la
primera solucion (g, r + s), al igual que el primer acercamiento. En consecuencia, obtuvo
los mismos resultados en el andlisis de la relacion, la solucion geométrica y la representacion

algebraica.

Con esto, el investigador, llevo a cabo una discusion con las parejas donde se compararon
los dos acercamientos, y se observo que los elementos fijos y los dindmicos fueron los
mismos. Es decir, en ambos, los elementos que se fijaron fueron lo que se asociaron a los
porcentajes de alcohol, y los que tuvieron movimiento fueron los que se asociaron a los litros
de solucion. De esta manera, se les sefiald que en una representacion dindmica de un
problema es importante decidir qué elementos fijan y qué elementos mueven, porque
dependiendo de la decision que tomen, deberan seleccionar las unidades adecuadas para los

ejes.

139



Problema 4:
Un estanque se llena por una de dos llaves en 4 horas y la segunda lo llena en 6 horas,
Jcuanto tiempo tardaran en llenar el estanque vacio si se abren ambas llaves al mismo

tiempo?

Este problema fue seleccionado por el investigador porque, ademas de ser uno de los mas
comunes en los libros de matematicas I, no describe dos condiciones explicitas como los
problemas anteriores. Por la informacion del problema, las parejas no tuvieron dificultad en
coincidir con que las unidades adecuadas, para los ejes, serian horas para el eje horizontal y
litros para el eje vertical. También, les fue fécil seguir los trazos que utilizo6 el investigador
para representar los datos: trazo los segmentos AB y AC en el eje horizontal (Figura 24),
asociados a los tiempos en que la primera y segunda llave llenan el estanque (valores fijos en
el modelo), y trazo el segmento AD en el eje vertical, que se asoci6 al volumen del estanque

(dato variable).

Ilit ros
101

8l
61
41

21

A B ¢ horas
] 1hr 2hr 3hr 4hr 5hr 6hr 7hr

f=4

Figura 24. Representacion de los datos.

Sin embargo, con esta representacion no se podia extraer informacion significativa para
resolver el problema. Ante ello, el investigador, hizo trazos auxiliares (Figura 25) y pregunto
a las parejas sobre qué interpretacion les podian dar con base en el enunciado. En la discusion
grupal que se generd, identificaron que las pendientes de las rectas AE y AF estaban asociadas

a las velocidades de llenado de la primera y segunda llave, respectivamente.

La informacion de la Figura 25 se interpreta como: una llave que tarda en llenar un
estanque (o recipiente) de 10 litros en 4 horas, su velocidad de llenado es de 2.5 litros por
hora; y una llave que tarda en llenar el mismo recipiente en 6 horas, su velocidad es de 1.67

litros por hora.
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Figura 25. Trazos auxiliares y representacion de la velocidad de llenado de cada llave.

El investigador agregd, a las observaciones hechas por las parejas, que un punto sobre el
segmento AE o AF relacionaba la cantidad de litros llenados en x horas por la primera o

segunda llave, respectivamente.

Como la velocidad y el volumen fueron conceptos asociados a los trazos auxiliares, el
investigador decidi6 hacer el analisis de las relaciones tiempo-volumen y tiempo-velocidad.
En este sentido, fue necesario trazar al segmento AG (G un punto sobre el segmento AB) para

representar el tiempo en el que las llaves estuvieron abiertas (Figura 26).

litros IE \E

G

horas
r 7hr
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n=3
-2l f=4

.,
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3

o,

[P 17 S g g S g g

Figura 26. El segmento AG represent6 el tiempo en que las llaves estuvieron abiertas.

En este punto, se desprendieron dos acercamientos: (1) analisis del volumen respecto al
tiempo y; (2) analisis de la velocidad respecto al tiempo. En la siguiente tabla se concentran
los desarrollos de los acercamientos: analisis de las relaciones, soluciones geométricas y

parametrizaciones.
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Primer acercamiento: volumen-tiempo.

Segundo acercamiento: velocidad-tiempo.

En este acercamiento trazd los
segmentos GH y GI (o segmentos q y r)
para representar la cantidad de litros que
han vertido la primera y segunda llave en n
horas (Figura 27a).

- 101
D
8l

61

41

[ 1hr 2hr 3pr 4
n=3 1

-21 f=4 :

Figura 27a. Representacion del

volumen.

Aqui traz6 el segmento AH, cuya
pendiente (m3) estuvo determinada por la
razon del volumen del estanque y las horas
que vertieron agua ambas llaves (Figura
27b). Es decir, la pendiente del segmento
AH represent6 la velocidad a la que se llena
el estanque cuando las dos llaves estan

abiertas.

litros

,
Y S
w

Figura 27b. Representacion de la

velocidad total.

Analisis de relaciones.

Con base en el modelo de la Figura 27a,
defini6 en la segunda vista grafica el punto
J = (n, g + r), que relacionaba los litros de
agua vertida por las dos llaves en n horas, y
analiz6 el lugar geométrico que describia
(Figura 28a). En la Figura 28a, el punto J
indica que se han vertido 12.5 litros en 3

horas cuando las dos llaves estan abiertas.

Para analizar la relacion entre el tiempo
que las llaves estan abiertas y la velocidad
con la que vierten agua, definio el punto I =
(n,m3) en la segunda vista grafica (Figura
28b). En la Figura 28b, el punto / indica que
el estanque se llena en 3 horas si se le vierten

3.33 litros por hora.
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Figura 28a. Lugar geométrico descrito

por el punto /] = (n, g + 7).
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Figura 28b. Lugar geométrico descrito

por el punto I = (n, m3).

Solucion de los acercamientos geométricos

La solucion en el modelo la obtuvo
cuando la ordenada de punto J fue 10
(Figura 29a), ya que era el volumen del
estanque —representado por la longitud del
segmento /4—. Por lo tanto, la respuesta al
problema estuvo dada por la abscisa de J o
la longitud del segmento AG: en 2.4 horas

las llaves llenan el estanque.
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Figura 29a. Solucidon geométrica a través

de analizar el volumen.

Como el objetivo fue hallar el tiempo en
que se llena el estanque cuando las dos
llaves estan abiertas, buscé la posicion del
punto / en que su ordenada fuera 4.17, pues
es el valor que se obtiene de sumar las
velocidades (pendientes) con las que vierten
el agua las llaves. La respuesta se observa en
la abscisa del punto 7 (Figura 29b).
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Figura 29b. Solucién geométrica a través

de analizar las velocidades.

Param

etrizacion.

El lugar geométrico generado por | =
(n, q + r) lo parametrizé como y = 2.5x +
1.67x, donde x =n, q=25n & r=

1.67n. Sin embargo, las pendientes eran

La parametrizacion del lugar geométrico
. h
descrito por I = (n, m3) fue y = ~ donde

x =n & h es el volumen del estanque. La
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valores dependientes de /4 (capacidad o
volumen del estanque); si 4 variaba, las

pendientes  también. Entonces la

., . h
parametrizacion la expresé como y = Xt
h
—-X.

6

Graficamente, la solucidén estuvo en la
interseccion de la curva parametrizada y la

recta y = h (Figura 30a).
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Figura 30a. Interseccion de la curva
parametrizada y la recta y = h.
Y la formulacion y solucion de la

ecuacion asociada al modelo fue:

h h
Zx+gx=h
1 1
ZX'+EX:1
24
X:EZZA-

El resultado coincidi6 con la solucion del

modelo.

solucidon geométrica, entonces, estuvo dada
por la interseccion de la curva parametrizada

y la recta y = my; + m, (Figura 30b).

velogidad

Y = my+ msy

I= (2.4\@.)

\

horas
4hr

2hr 3hr

Figura 30b. Interseccion de la curva
parametrizada y la recta y = my; + m,.
La formulacién y solucion de la ecuacion

asociada al modelo fue:

— = +
m m
1 2

Expresando a las pendientes o
velocidades en términos de los datos del

problema, la ecuacion a resolver fue:

h h h

x 1'%
Por lo tanto

1 1

x"17%

x =24

El resultado coincidi6 con la solucidn del

modelo y la del otro acercamiento.

Una vez que el investigador mostré los dos acercamientos derivados del mismo modelo,
fue posible contrastarlos e identificar que geométricamente habia tanto una relacion de
proporcion directa como en una de proporcion inversa y, también, dotar de sentido a las
ecuaciones que se formularon, pues cada término de la del primer acercamiento expreso

volumen, y la del segundo, velocidad.
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Comentarios del desarrollo de los problemas del bloque 2.

Aunque el desarrollo de los problemas del bloque 2 fue guiado, las representaciones

dindmicas y sus respectivas exploraciones también fueron realizadas por las parejas. Las

preguntas planteadas por el investigador no solo ayudaron a que las parejas pudieran construir

modelos geométricos y dinamicos de los problemas, sino que fueron puntos de partida para

discutir entre todo el grupo las ideas mostradas en los acercamientos. Y las discusiones

sirvieron para que se fueran apropiando de los recursos que ofrece GeoGebra y aprendiendo

estrategias que permitieran explorar y resolver los problemas. En este sentido, desarrollar los

problemas, a través de las fases, jugd un papel importante, porque permitid seguir los

procesos e ideas de forma ordenada. En la Tabla 1 se muestran las ideas principales de los

procesos de solucion de cada problema que se llevaron a cabo con el uso de GeoGebra

durante este bloque de problemas.

Tabla 1. Ideas principales que se desarrollaron en cada problema.

Problema 1

Analizar la
relacion de  los
elementos 0

conceptos de cada

condicion por
separado: esto
significo, en el

problema, analizar la
forma en que se
relacionaba

geométricamente un
nimero que excedia
en seis a otro y, que
al duplicarlo,
equivaliera al

menor. Esto implic

representar

Problema 2

Analizar la
equivalencia de dos
condiciones
mediante la razon: se
observdO en este
problema que una
forma de analizar
cuando la edad de
Carlos equivaldria al
doble de 1la de
Mauricio fue
mediante analizar la
razon, cuando diera
2, se cumpliria la
equivalencia.

Asignar a los ejes

unidades

Problema 3
Desarrollar  dos
acrcamientos para el
mismo problema a
partir de cambiar las
unidades asignadas a

asociarle

de

los ejes:
unidades
porcentaje o de litros

de alcohol al eje

vertical, implicod
desarrollar
representaciones

distintas de los datos

del problema.
Identificar  los

elementos fijos y

variables en el

Problema 4

Involucrar trazos
auxiliares en el
modelo que
permitan explorar y
resolver el problema
con al menos dos
acercameintos
distintos:
representar los datos
del problema no fue
suficiente, se
necesitd trazar un
segmento  auxiliar
que permitiera
analizar la cantidad
llenada en el

estanque después de
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graficamente el

especificas: modelar

modelo: a pesar de

un tiempo

lugar geométrico de | las  edades  de | representar el | trancurrido x.

cada relacion | Mauricio y Carlos y | porcentaje como Comparar los

(Figuras 3.5a y | analizarlas mediante | longitudes de | acercamientos:

3.5b). la razon, implico | segmento en un | comparar los lugares
asociarle unidades a | modelo o como | geoméricos de los
los ejes adecuadas al | pendientes en el | dos modelos que se
contexto del | otro, fueron | presentaron ayudoé a
problema. elementos fijos, y la | analizar el tipo de

cantidad de alcohol

fue un elemento que

relacion que hay

entre los elementos

variaba en ambos | del problema.

modelos.

Estas ideas fueron clave para que las parejas puedieran plantaer diferentes acercameintos
en la resolucion de los problemas propuestos en el bloque 3. Ademas, como cada problema
expresaba un contexto diferente, identificaron formas de representar e interpretar

geométricamente los conceptos o elementos involucrados.
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